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AVANT- PKOPOS.
Ce n’est que depuis un petit nombre d’années que l’on s’occupe sérieusement, en France, de créer un enseigneinént induslriel , et que l’on a reconnu la nécessité de deux directions dans l’étude des mathématiques : l’une spéculative, ou de théorie; l’autre positive, ou d’application. ' Jusqu ici les traites dt Géométrie les plus estimés appartiennent à l’enseignement spéculatif. Les applications y sont rares et de peu d’importance; les développements les plus larges ont été donnés, au contraire, à la métaphysique de la science. Ces livres abondent en discussions délicates, en remarques fines, en rapprochcmenls ingénieux, en objections méticuleuses, habilement résolues. Il est manifeste en un mot, que le but principal de leurs auteurs a été de (•réparer les élèves, par une sorte de gymnastique intellectuelle, a l’etude des mathématiques élevées. Les ouvrages dont nous (jarlons sont, on etret, presque spécialement écrits pour les Ccindidats u 1 Krole polylcchniQue.
Parmi le iiclit nombre de traités de Géométrie, apparnant a 1 enseignement [lositif, qui ont été publiés jusqu'à présent, aucun ne nous parait avoir rempli d’une manière satisfaisante les conditions de c>ct enseignement. Dans les uns, la théorie est complètement négligée; (huis les autres, elle a reçu , au contraire , des dè\clop|'M>ments qui excèdent de beaucoup les besoins de la pratique. Dans |)lusieurs, ou remarque une profusion d’applications insignifientes |>arfois inexactes, et en même temps des lacunes import.ànles.
. elon nous, un traité de Géométrie pratique, destiné à renseignement induslriel ,• doit être complet sous le rap(»ort
vj avant-propos.
cIr la théorie, sans tomber dans les subtilités de la discussion, et riche en applications importantes, sans trop entrer dans les détails techniques. 11 doit surtout, et cette condition nous semble être la base sur laquelle tout le reste se fonde , ne présenter que la partie utile de la théorie , n’offrir que des applications utiles.
On devra donc élaguer avec soin toutes les questions oiseuses, toutes les propositions qui , n'ayant aucune utilité par elles-mêmes, ne concourent pas à établir des propositions plus utiles. Nous n’admettons d’exception à cette régie que pour certaines questions célébrés qui , bien que sans applications réelles, ne doivent être ignorées de personne. On devra éviter, avec le même soin, toutes les applications qui ne se rattachent pas directement aux principes , ou ne servent pas à éclaircir la théorie, toutes celles qui sont sans intérêt réel pour la pratique , et dont les arts ne tirent aucun fruit.
Telles sont les conditions et les limites que nous nous sommes imposées en publiant cet ouvrage ; puissions-nous avoir réussi à remplir les unes et à respecter les autres. '
En parcourant la table des matières jointe à ce volume, le lecteur se fera une juste idée de l’ordre que nous avons adopté dans l’exposition de la théorie , et des principales applications que l’ouvrage renferme.
Nous avons rendu la théorie aussi complète et aussi rigoureuse qu’il est possible , et adopté le plan qui nous a semblé le plus logique. On remarquera que les propriétés des lignes se trouvent établies sans recourir aux triangles qui n’apparaissent qu’en leur lieu véritable, c’est-à-dire à la tète des figures planes. Â la suite des propriétés des plans et des droites dans l’espace , se trouvent des notions élémentaires de Géométrie descriptive, et l’exposition des propriétés principales des surfaces courbes les plus simples. Les chapitres relatifs à la mesure et à la comparaison des volumes, sont suivis d’un chapitre sur les moyens de déduire le volume d’un corps de son poids et vice versâ , question importante dans la pratique, et que nous avons éclairée par plusieurs problèmes. Enfin , comme complément indispensable, selon nous, des élémonis de Géométrie, nous
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.ivon‘;crii devoir ajouter un appemlice rcnfcrnianl la théorie du centre de gravité des corps homogènes, traitée par la considération purement géométrique du centre des moyennes distances. L’emploi de la méthode des infiniment petits, adopté dans tout le cours de l’ouvrage, nous a permis de démontrer d’une manière élémentaire la proposition relative au centre de gravité de l'arc de cercle, cl le théorème de Guldin. Nous demandons grâce aux critiques pour avoir placé les propositions relatives à la mesure des aires et des volumes avant celles qui traitent de la comparaison des rectangles et des parallélépipèdes. Cette marche, si l’on veut bien y réfiéchir sans prévention , est celle qui se présente le plus naturellement à l’esprit, et qui s’accorde le mieux avec les besoins de l’application. Les propositions relatives à la comparaison des rectangles et des parallélépipèdes, sont d’ailleurs démontrées ensuite directement , comme à l’ordinaire.
Los applications contenues dans ce volume sont de trois espèces : les unes ne sont que des exercices numériques sur les théorèmes relatifs aux mesures; d’autres offrent des exemples puisés dans les phénomènes naturels et propres à éclaircir certains points de théorie; les dernières, enfin, sont destinées à faire connaître les usages des plus importants des principes théoriques, et à réunir autour de ces principes le plus grand nombre possible de notions utiles. Les principales sont empruntées au dessin linéaire, dans son acception la plus large, au lever des plans, à l’arpentage et au partage des ferres, à la mesure dos bois de construction, aux procédés du jaugeage, à la gnomonique et à la perspective. Les autres ont été prises dans la charpente, dans la coupe des pierres , dans l’art de bâtir, dans la théorie des ombres, dans la géographie, dans la cristallographie , cl quelques-unes dans la mécanique.
A l’exception des applications qui, comme la gnomonique et la perspective, forment à elles seules un corps de science, dont les diverses parties ne sauraient être disséminées sans inconvénient, nous avons placé toutes les autres à la .suite des propositions auxquelles elles se rapportent. On trouve, <le celle manière, groupées autour de chaque principe toutes
igitized b|^oog[e>
A VA NT -PROPOS
Its ronséqiipncos utiles (fui s’en dcviuisent, cl elles se prêtent un mutuel secours. Il en résulte un autre avantage : (Vest de laisser reposer plus souvent l’attention de l’élève, de l’aider, par le souvenir même des applications , à retenir les principes dont elles dérivent, et de l’encourager sans cesse à la persév(*.rance en lu; faisant recueillir le fruit de ses efTorts.
(-et ouvrage s’adresse principalement aux écoles primaires supérieures , aux écoles industrielles et aux établissements dans lesquels les unes et les autres doivent trouver des professeurs, aux écoles normales primaires. Mais il conviendiM également aux élèves des classes inférieures de mathématiques dans les colleges , aux candidats à l'École centrale des Arts et Manufactures, aux élèves des écoles d'arts et métiers, et, en général, à toutes les personnes qui désireront un enseignement à la fois théorique et pratique
Fautes à cnniger.
>S3. ligui' i4- l'jllro 1rs ilnis ilrnii.'fcs |i3i'i'utlir«i'S à ilroilc , //(.■; « ^ c + i). ;>84. ligiu' 9- ,tu Heu de 37, lisez I7.
• ÏS9. ligne s. D’un corps , njautr: limnogène. ll>. , ligne b. Oes corp* , ajoutez homogèm-s.
1. — Chaque C0/7/Ï occupe une certaine portion de l’espace sans bornes qui nous environne. L’étendue plus ou moins grande de cette portion de l’espace est ce qu’on nomme le volume du corps.
Tout corps est séparé du reste de l’espace par une limite que l’on nomme la surface de ce corps. L’étendue d’une surface e.st ce que l’on nomme son aire.
Il y a des corps qui ne sont limités que par une seule I et môme surface. D’autres sont limités par plusieurs surfaces distinctes. Dans ce cas, ces surfaces se rencontrent deu.v à deux, et leur limite commune est ce que l’on nomme une ligae. L’étendue d’une ligne se nomme sa longueur.
Il y a deji surfaces qui ne sont limitées que par une seule et même ligne ; d’autres sont limitées par plusieure lignes distinctes. Dans ce cas, ces lignes se rencontrent deux à deux, et leur limite commune est ce que l’on nomme un point. Un point n’a pas d’étendue.
2. — Quoique l'idée de surface ne nou.s soit venue que de la limite des corps, une fois cette idée acqui.se, rien n’empcchc de considérer ces surfaces iodépeiulammeut des corps auxquels elles appartiennent, et d’imaginer môme des surfaces qui n’appartiennent à aucun corps.
De même, quoique l’idée de ligne rappelle la limite des surfaces, on peut considérer les lignes, abstraction faite des surfaces auxquelles elles appartiennent, et ima-
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giner même des lignés tjtii^’appzlrtienheht à aucune surface.
Enfin, bien que l’idée de point se rattache à la limite .des lignes, on peut considérer les points indépendam* ment dés lignes auxquelles ils appartiennent , et imaginer même des points qui n’appartiennent à aucune ligne,
3. — On peut, par la pensée, faire passer dans l’intérieur d’un corps une infinité de surfaces différentes; c’est-à-dire que l’on peut, d’une infinité de manières différentes , diviser un corps pai’ la pensée en deux parties qui aient pour limite commune une de ces surfaces. On réalise jusqu’à un certain point cette abstraction 'quand on divise un corps à l'aide d'un instrument tranchant; mais cet instrument a toujoui's une épaisseur appréciable , tandis que les surfaces à l’aide desquelles nous divisons les corps par la pensée doivent être considérées comme n’ayant rigoureosèment aucune épaisseur.
On peut aussi diviser mentalement une surface par une infinité de lignes différentes, et l’on réalise cette abstraction jusqu’à un certain point en traçant réellement une ligne sur cette surface ; mais cette ligne tracée a toujours une largeur appréciable , tandis que les lignes à l’aide desquelles nous divisons une surface par la pens ‘e, n’ont rigoureusement aucune largeur.
Enfin , les points que nous marquons sur une ligne ont toujours une étendue appréciable, tandis que l’on peut concevoir sur une même ligne une infinité de points différents , n’ayant rigoureusement aucune étendue.
4. — Il existe des lignes d’une infinité d’espèCes différentes; mais il en est une qni mérite une attention particulière : un fil tendu, quand on fait abstraction de son épaisseur, en offre une image assez précise. Cette espèce de ligne est ce qu’on nomme une //^ne droite , ou par abréviation une droite. On en donne la définition suivante : La ligne droite est te plus court chemin eT un point à un autre.
Quoique cette définition semble assigner des bornes à la ligne droite , rien u’empêche de prolonger indéfini-
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auonl cette ligne par la pensée au déjà des deux points qui lui servent de limites; et c’est toujours d’une ligne droite indtfinu' (jue l’on parle, quand on n’exprime pas lormellement le contraii*e.
Une ligiw composée de différentes |x>rtions de ligne droite, lorme ce que l’on nomme une ligne brisée ; les portions de ligue droite dont elle se compose sont ses côtés.
Une ligne brisée composée d’une infinité de côtés infiniment jietits, ou , en d’antivs termes, une ligne dont aucune partie appreciable n’est rigoureusement droite, est ce qu’on nomme une ligne courbe, ou par abréviation une courbe.
5. — Il existe aussi des surfaces d’une infinité d’espèces différentes; mais il en est une qui est particulièrement digne de l’emarque : la surface d’une eau tranquille de peu d’étendue en offre un exemple. Cette espèce de surface est ce qu’on nomme une surface plane , ou simplement un plan. On en donne la définition sni\ante : Un plan est une surface sur laquelle une ligne clroite peut ■s’appliquer exactement dans tous les sens.
Les surfaces planes que l’on considère dans la pratique ont nécessairement une étendue limitée; mais rkn n’empêche de les prolonger indéfiniment en tons sens par la pensée ; et c’est toujom*s d’un plan indéfini que l’on parle, quand le contrairo n’est pas formellement exprimé.
Une surface corn posée de dilTérentes portions de plan, forme ce que l’on nomme une surface brisée; les différentes portions de plan (jui la composent se nomment
faces.
Une surface brisée composée d’ime infinité de faces infiniment petites, ou, en d’antres termes, une suiTacc dont aucune portion appi’éciable n’est rîgonrensenient plane, forme ce que l’on appelle une surface courbe.
~ Les lignes , les snrtat'es et les corps peuvent être étudiés, ou .sous le rapport de la forme, on sous le rapport de l’étendue. La science qui a pour objet cette étude est la Géométrie.
i^ariui les modifications nombreuses que la main de
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rhomme fait subir aux productions de ]a nature, Pune des plus fréquentes est celle qui se rapporte à l’étendiie et à la forme des corps. C’est ainsi que les bois, les pierres , les métaux, dont les usages sont si variés, sont tour à tour divisés, façonnés, assemblés de mille manières , suivant les besoins de l’industrie. Celte remarque suftirait pour faire sentir rutilité de la Géométrie. Mais ce n’est pas seulement aux procédés et aux produits des arts que ses principes sont applicables : l'astronomiè, la géographie, la géodésie, l'arpentage, l’art de la guerre, et celui de la navigation, la physique, la mécanique, et plusieurs autres sciences , tirent des considérations géométriques un secours au.ssi puissant qu'indispensable.
Pour étudier la forme et 'mesurer l’étendue des
corps , la géométrie commence par faire abstraction de toutes leurs autres propriétés; elle n’a égard ni à leur couleur , ni à leur poids, ni à leur degré de dureté ou de mollesse, etc.; et ce qu'elle nous enseigne • iHîlativement à une certaine forme ou à une certaine étendue , peut s’appliquer à tous les corps qui ont cette étendue ou cette forme, quelles que soient d’ailleurs leurs natures diverses. lin ( ( ; ,
8. — On divise la Géométrie en deux parties principales, savoir: la géométbie plaine, et la géométrie DANS l’espace. La première partie a pour objet les propriétés des lignes qui ont tous leurs points dans un même plan, la forme des surfaces planes limitées, et la mesure des longueurs et des aires qui en dépendent. La seconde partie s’occupe des propriétés des surfaces et des lignes en général, de la forme des corps , et de la mesure des aires et des volumes qui s’y rapportent. a J
Avant d’entrer en matière, il nous reste à don
ner l’explication de quelques expressions et de quelques signes usités en Géométrie. i i c i
On nomme axiomç une vérité évidente par elle-même et qui u’a pas besoin de démonstration. ;
On nomme tuéorëme une vérité qui, pour devenir évidente, a besoin du secours d’une démonstration. *
Un LEM.ME est un théorÿne préparatoire, destiné à
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facilitrr }a démonsti'ation d’un théorème pUi& iropor« tant.
Un coROLLiiinB est une vérité accessoire qui ressort de la démonstration d'un théorème. >
. U n PROBLÈME est une question qu’il s’agit de résoudre en s’appuyant sur des théorèmes précédemment établis.
Les théorèmes, les Icmmes et les problèmes se désignent aussi sous le nom commun de propositions.
10. — Les lignes, les surfaces, les corps, se repi’ésentent par des figures. Les différents points d’une, même figure se distinguent les uns des autres par des lettres de l’alphabet placées à côté de ces points : on dit ainsi le point A, le point B, etc. (fig. 1).
On désigne généralement une ligne par les lettres qui correspondent à deux de ses points : on dit ainsi la ligne A B, pour indiquer celle qui va du point désigné par A au point désigné par B. Si plusieurs lignes pa.s.sent par ces deux points, il devient néces.saire de les distinguer par une troi.siènje lettre; on dira, par exemple, la ligne A CB, la ligne AD B; en rései*vant A B pour la ligne droitq qui joint les points A et B. ' .
• On distingue d’une manière semblable les'surfaces et les corps. ' • ‘ '
Quelquefois on représente par une setile lettre uni longueur, une aire, , un volume; cette couventjon est toujours énoncée dans le texte.
Lorsqu’on a employé, certaines lettres A, B, C, etc., pour désigner certains points ou certaines étendues, pour désigner des points ou des étendues analogues , on emploie les mêmes lettres accentuées A', B', C , etc. , qui *e prononcent A/W/77C, B prime, C, prime, etc.; quelquefois on a recours aux mêmes lettres chargées de deux accents A', B', C', etc. ;, elles se prononcent A seconde , "R seconde, etc. Avec, trois accents A”, B", C", etc. , elles se prononcent A tierce, B tierce, etc., et ainsi de suite.
■ On emploie aussi des lettres minuscules conjointement avec des majuscules; on les distingue alors, dans le discours , par le mot grand placé devant les majuscnles , et le mot petU devant les minuscules. Les expres-sions
vj lürmoDDcnoir.
AB CD, a lcd, s'énonoeraiont ainsi : grand
petit a b c d. - f
: 11, — On fait usa^e en G(kimétrle do quelques signes abréviatifs empruntés à l’algèbre, mais usités prwque tous en aritlunétique; nous allons les rappeler succinctement. •
Le signe = se prononce égale, et Indique l’égalité des quantités qu’il sépare. Ainsi A=B signifie queA égale B, Le signe -f- se prononce /î/h.»- , et indique l'addition. Ainsi A + B signibe A augmenté de B, *
Le signe — se prononce moins, et indique la sousli’action. Ainsi A — B signifie A diminué de B. ‘
Le signe X se prononce multiplié par, et indique la multiplîcatioh. Ainsi A x B signifie A mulliplié par B.
Le signe : se prononce divisé par, et indique la divi^ sion. Ainsi A : B signifie A divisé par B. On'se sert dans
fc même sens de la notation g, qui rappelle celle des fractions. ^
I Les parenthèses ( ) représentent le résultat des opérations qui ne sont qu’indiquées sur les quantités qu’elles embrassent. Ainsi ( A 4- B — C) x D signifie qu’à A il faut ajouter B , retrancher C de celte somme, et que c’est le résultat de ces opérations qui doit être multiplié par I).
' Les expressions A*, AB*, etc., désignent la seconde puissance, soit de la quantité représentée par A ,’soit de la ligne représentée par A B , etc.
Les expressions A^, A etc. , indiquent de même la troisième puissance de A ou de A B. '
Le signe indique la racine carrée de la quantité
placée au-dessous. Ainsi \/ AB X BC exprime la racine carrée du produit de A B par B G. ’ •
' Le signe ^^ndiqiie la racine cubique de la quantité
Î)lacée au-dessous. Ainsi y A 4- B exprime la racine çu- )ique de la somme de A et de B.
Le signe ]> se prononce plus grand que, et indique que la quantité ;placée à t>a gauche est plus grande quf
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celle qui est placée à sa droite. Ainsi A > B , signiûe que A est plus grand que B.
Le signe < se prononce plus petit que , et indique que la quantité placée à sa gauche est plus petite que celle qui est placée à sa droite. Ainsi A < B signifie que A est plus petit que B.
L’étude de la Géométrie ne suppose d’ailleurs d’autres connaissances préliminaires que celle de l’arilhmétique, comprenant les proportions, et l’extraction des racines carrées et cubiques.
Kola. Les numéros placés entre parenthèses indiquent les renvois à des propositions précédentes.
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CHAPITRE I
i De la ligne droite.
12. ÂXIOWB. D'un point à un- autre on ne peut mener qu'une seule- ligne droite, ou, en d’autres termes, il ne peut y avoir qu’un seul plus court chemin d’un point à un autre.
13. — Théorème. Deux droites qui ont deux points communs A et B (fig. 2 ) , coïncident dans toute leur étendue. Les deux droites coïncident de A jusqu'à B, en vertu de l’axiome précédent; il reste à faire vmr qu’elles coïncident au delà, et que si B C, par exemple, est le prolongement de l’une, le prolongement de l’autre ne saurait avoir un point O situé hors de B C. Supposons, en effet , que l’on fasse tourner la seconde droite autour du point A jusqn’à ce que le point O vienne coïncider avec un des points de B C ; les deux droites coïncideront depuis A jusqu’à O en vertu de l’axiome déjà cité; elles coïncideront donc au point B. Or, dans ce mouvement , tous les points de la droite qu’on fait tourner auront évidemment changé de place, à l'exception du point A ; les deux droites ne coïncideront donc plus au point B , ce qui est contraire à ce que nous venons de dire. On est donc amené à une contradiction en admettant qu’il y
ait sur le prolongement de l’une un point qui n’appartienne pas au prolongement de l’autre; donc ces deux droites Coïncident dahs toute leur.cteûdue.
14. — Corollaire. î)eux points- suffisent pour déterminer une ligne di-oite. On conçoit que l’on puisse , par un même point, mener une ligne droite d'une infinité de manières différentes; mais si on l’assujettit à passer par un second point, sa position est tout à fait déterminée.
15. — Applications. Dans la plupart des métiersetdes arts, on a besoin de U’aoér des ligues druités; on les emploie surtout dans le dessin linéaire , qui est l’art de représenter les objets par des lignes. Pour tracer une ligne droite sur le papier, on fait usage de la règle : on place cet instrument de manière que l'un de ses bords vienne passer sur les deux points qu’on'veut unir par une ligne droite, et l’on fait glisser une pointe à tracer contre ce bord , en l’appuyant sur le papier. Cette opération est d’autant plus e.xacte que le papier est mieux tendu que la pointe est plus déliée , qu’on la tient plus fidèl^raent appliquée contre le bord de la règle , et enfin que la règlp elle-même est plus droite. Voici le moyen de la vérifier.:
Tracez une ligne avec le bord A B de la règle A B C D <fig. 3) ; retournez ensuite la règle sens dessus dessous, comme si A B était une charnière ; l’instrument viendra prendre la position A B C D’. Si le bord AB coïncide encoi'e avec la li^e tracée , on sera certain que cette ligne est suffisamment droite ; car la moindre courbui*e appi'éciable se faisant alors sen tir en sens contraire , l’erreur serait doublée et deviendrait sensible à l’œil , comme l’indique la figure. . , »
C’est encore la règle qu’On emploie pour tracer d^ lignes droites sur un tableau , sur un' mur, sur un parquet , et en général sur toutes les ^rfaces planes de peu d’étendue. Quand cette étendue est trop considérable pour qu’on poisse faire usage d’une> régie, on fixe aux deux points par lesquels la droite doit passer les extr^ mitœ d’un cordeau bien tendu, et enduit d’une matière colorante,* on pince alora.ee cordeau vers son milieu.,
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en l’écarlant de la surface, puis on le lâche ; en vertu de son élasticité, il vient frapper la surface dans la position qu’il occupait d’abord , et y trace une empreinte colorée qui est rectili^ic , c’est-à-dire droite.
Les jardiniers et les terrassiers tracent une ligne droite sur le terrain en suivant, à l’aide d’uu piquet, la direction d’une corde tendue par ses extrémités aux deux points qui servent à déterminer celte ligne droite.
Les moyens précédents ne peuvent plus suffire pour tracer sur le terrain une ligne droite d’une étendue considérable; on .se contente alors de marquer les extrémités de cette droite, et un certain nombre do points pris sur sa direction. On emploie à cet effet jalons ou piquets plantés de manière à ne pencher d’aucun côté Ôious verrons par la suite comment on y |>arvient). Chaque jalon est ordinairement surmonté d’une petite plaque |)einte de deux couleurs, et qui sert à le faire distinguer dans réloignenient. Si A et B (fig. 4) sont les jalons extrêmes, pour déterminer la position d’un jalon intermédiaire, on se place en dehors de la ligne A B, de façon que le jalon B soit caché par le jalon A ; et l’oii fait planter un jalon entre ces deux points, en le faisant appuxer à droite ou à gauche, juscpi’à ce qu’il soit égar lemeiit caché par le jalon A. ün obtient ainsi autant du jalons intermédiaires qu’on le désire. G’esl ce qu’on appelle jalonner une direction.
15. — On a souvent besoin de prolonger une ligue droite déjà ti’aeée. Si l’on opère avec la règle, il suffit de la placer de manière qu’une partie notable de l’im de ses bords coïncide avec la droite tracée, l’autre partie du même bord détermine le |)rolüugemeut de celte droite. Avec le cordeau l’opération est analogue. S’il s’agit de prolonger une ligne jalonnée A C (fig. 4), . dont A et C sont les deux derniers jalons, on se place en deçà du jaton A , de façon qu’il cache le jalon C; on fait alors planter Un jalon B au delà du point C, en le faisant appuyer à droite ou à gauche, jusqu’à ce qu’il soit également caché par le jalon A- La dixtite donnée et la droite A B ont ainsi deux points communs A et G
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elles coïncident donc, et C B est le prolongement de* mandé. Rien nVinpêcherait de prolonger la droite A B de la même manière au delà du point B.
17. — La distance de deux points est la longueur de la droite qui joint ces deux points. Ainsi la distance des points A et B (tig. 1 ) est la longueur de la droite A B.
Les lignes droites , ou du moins les portions de droites dont les longueurs mesurent les di.stances mutaelles de différents points , sont susceptibles d’être ajoutées , soustraites, multipliées et divisées comme les autres grandeurs.
• Veut-on faire la somme de deux longueurs données , On tire une droite indéfinie, sur laquelle on porte, à l’aide d’un compas, une distance A B (fig. 2), égale à Tune des longueurs données, puis, à la suite de la première , une longueur B C égale à la seconde longueur . donnée. La distance A C est évidemment la somme des distances A B et B C , c’est-à-dire des longueurs données.
' \’out-on déterminer la différence de deux longueurs données, on porte sur une droite indéfinie une distance AC égale à la plus grande, puis, à partir du point C, mais en sens inverse , une distance C B égale à la plus petite. La distance A B est évidemment la différence des distances A C et C B , c’est-à-dire des longueurs données.
S’agit-il de multiplier une longueur donnée, par 5 par exemple, on porte sur une droite indéfinie, et à la suite les unes autres , 5 distances égaies à la longueur donnée ; la distance totale est évidemment égale à 5 fois cette longueur.
On a pour divi.ser les lignes droites en parties égales des procédés précis que nous ferons connaître par la suite. Il nous suffira, pour l’instant, d’indiquer com- . ment on peut , avec le moins de tâtonnements possibles , y parvenir approximativement, ce qui suffit dans un grand nombre de circonstances.
Soit AB (fig. 5) une longueur qu’il s’agit de diviser en 6 parties égales , par exemple : prenons une ouverture de compas qui soit, à vue d’œil, le cinquième de A B, mais plutôt trop grande que trop petite , et portons la
• vX
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5 fois de suite de A vers B. S’il arrivait que l’extrémité tle la cinquième ouverture de compas tombât précisément au point B, la division serait effectuée; mais généralement elle tombera au delà, en un certain point D. Sans déranger la pointe du compas qui se trouve sur le point de division précédente, rapprochons graduellement la pointe D, d’une quantité D 0, h peu près égale au cinquième de B D, mais plutôt moindre que plus grande, et portons la longueur CO 5 fois de suite de A vers B. Si D O était précisément le cinquième de B D, C O serait précisément le cinquième de A B; car A B , qui est la différence entre A D et B D, serait égal à 5 fois C D moins 5 fois D 0 , ou à 5 fois la différence entre C D et D O, c’est-à-dire à 5 fois C O. Si D O est moindre que le cinquième de B D, C O sera plus grand que le cinquième de A B ; mais pour peu que l’on ait le coup d’œil exercé, B D ne surpassera 5 fois D O que d’une quantité moindre que D O. Désignons par e cette différence; ou aura BD = D0X5-f-e, par conséquent
A B = A D— BD = C D X5 — DO X 5 — e = (CD— DO) X5 — couAB=COX5 — c,
c’est-à-dire que l’erreur qui, tout à l’heure, était B D, sera réduite à la quantité e moindre que le cinquième de B D.
En renouvelant l’opération, on réduira l’erreur à une quantité moindre que le cinquième de c, et ainsi de suite. ISIais, ordinairement, après la troisième opération l’erreur est déjà inappréciable ; et , avec un peu d’adresse , deux opérations suffisent.
Si le nombre de parties que l’on veut obtenir était considérable , le procédé que nous venons d’indiquer ne serait plus susceptible de la même précision; d'ailleurs l’épaisseur même de la pointe de compas est une cause d’erreur qui se multiplie d’autant plus qu’il y a plus d’ouvertures de compas successives à porter. Mais ordinairement ce nombre de parties, lorsqu’il est considérable, n’est point un nombre premier; et en le décomposant en ses divers facteurs, on peut rempla-
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cer la diviBion proposée par plusieurs divisions succès* sives pins commodes à effectuer. Pour diviser, par exemple, imc longueur en 100 parties é^les, on la divisa d’abord eu à parties; puis chacune de ces â parties en 6 autres, et chacune de celles-ci en 4 autres. Ces dernières parties sont évidemment au nombre de â X • X 4 up de 100.' V <• •
18. — PaoBLÉME. T/viii'er en nomhreii le rapport de deux longueurs données AB et Ci) (fig. C). Prenons une ouverture de compas égale à la |dus |)étite CD des deux longueurs proposées, et portons la de A vers B au-^ tant de fois que cela sera passible ; admettons qu'elle y. soit contenue 2 fois , plus lui reste Ë D , on aiu:a i . »
AB*=CDX2-hKB (1) ' .
Portons dé même E B sur CD autant de fols que celâ sera possible ; admettons qu’il y soit contenu 3 fois , plus un reste F D, on aura '*
CD = EBX3-f-FD (2) .. '*
Portons F D sur E B autant de fois que cela sera possible ; admettons qu’il y soit contenu 5 fois, plus un reste O B , on aura
5 EB = FDX5H-0B..,..(.3) ,
Portons O B sur F D autant de fois que cela sera possible; admettons qu’il y soit contenu 2 fois exactement ; on aura • FD^OBXS (4)
En rapprochant les relations (1), (2) , (3), (4) , il est facile maintenant d’obtenir le rapport cherché. En effet : eu ayant égard à la dernière, la précédente devient
EB = OBX2X6+OB = OBX10-}-OB=rOBXll...(5)
En ayant égard aux relations (4) et (6) , la relation (2) devient
CD-OBX11X3-1-OBX2=OBX33-|-OBX2=OBx35.(6)
En ayant égard aux relations (5) et (6) , la relation (1) de-, vient t
AB>=iOB X 86 X24-OB X ll=OB XTO-hOBXll • , .. .. J a^OBX8I...*i.. (7). )•
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Ainsi la longueur 06 est contenue 35 fois dans CD et 81 fois dans A B. Les longueurs données sont donc entre elles dans le rapport des nombres 35 et 81.
’ La longueur O B qui se trouve contenue un nombre exact de fois dans les deux longueurs proposées, est ce qu’on nomme leur commune mesure.
• L’exemple précédent indique assez quelle est la marche à suivre pour trouver en nombres le rapport de deux longueurs. Il faut porter la plus petite sur la plus grande autant de fois que cela est possible; porter de même le reste de celle-ci sur la plus petite, puis le second reste sur le premier, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on parvienne à un reste qui soit exactement contenu dans le précédent. Ce reste est la commune mesure des deux longueurs proposées, et les nombres cherchés s’obtiennent en rapprochant les unes des autres les relations fournies par les diverses opérations effectuées.
Cette méthode offre une analogie frappante avec le procédé suivi en arithmétique pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres; ce plus grand commun diviseur n’est autre chose en effet que la plus grande des communes mesures de ces deux nombres.
19. — Deux nombres quels qu’ils soient, étant toujours formés de la réunion de plusieurs unités, ont au moins une commune mesure qui est l’unité elle-même. Il n’en est plus ainsi pour les longueurs ; elles existent indépendamment de toute convention faite à l’égard de l’unité, en sorte qu’il peut arriver qu’elles iraient aucune commune mesure, quelque petite que soit l’unité adoptée. Dans ce cas, ces longueurs sont dites incommensurables. En leur appliquant le procédé que nous venons d’indiquer, l’opération se prolongerait indéüniment sans qu’on piit par\enir à un reste contenu dans le piHîcédent un nombre exact de fois. Ainsi le rapport des longueurs proposées ne saurait être exprimé rigoureusement par des nombres : je dis rigoureusement, parce que, dans la pratique, l’opération a> ant nécessairement un ternie, celui où le reste devient inappréciable à l’aide de l’instrument employé, on peut admettre alors que le reste précédent soit la
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commune mesure des longueurs proposées » et les nombres que Ton déduit de cette supposition fournissent une ajiproximation suffisante du rapport cherché. «
> 20. — Dans les problèmes précédents, nous avons supposé que l’on pouvait faire usage du compas. Si les longueurs proposées étaient très-grandes, le plus simple serait de mesurer ces longueurs, c’est-à-dire de les rapporter à une même longueur prise pour unité, ce qui permettrait de les exprimer en nombres , du moins approximativement ; et l’on n’aurait plus qu’à effectuer sur ces nombi'es de simples opérations d’arithmétique.
' De la mesure des lignes droites.
21. — Mesurer la longueur d’une ligne droite, c’est, comme nous venons de le dire, la comparer à une autre longueur prise pour unité. Pour opérer cetle comparaison on porte l’unité sur la longueur à mesurer , autant de fois que cela est possible. C’est ainsi que pour appi*écier. sur le terrain la distance de deux points, on compte le nombre de pas qu’il faut faire pour se rendre de l’un à l’autre; l’unité de mesure est alors le pas. Quoique ce procédé ne soit susceptible d’aucune exactitude, on s’en sert quelquefois pour évaluer approximativement les distances. Indépendamment de ce mode de mesure et de quelques autres du même genre, on a des moyens plus rigoureux et plus généraux, qui consistent dans l’emploi d’une même unité de longueur imposé par l’usage ou par la loi à tous les individus d’une même nation. Cette unité a varié suivant les temps et les peuples ; et l’on comprend d’ailleurs que chez le même peuple et dans le même temps une seule unité ne puisse suffire; car il serait absurde d’évaluer avec une même unité la distance de deux villes , et celle de deux points marqués sur le papier. H suffit que les diverses unités employées conjointement aient eutiH: elles une relation connue aussi simple que possible.
Eu France, l’anité principale de longueurétait autrefois la toise- Elle se subdivisait en fi pieds , chaque pied
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en 12 pouces , et chaque pouce en 12 liâmes. tâtait
une longueur de 3 pieds 7 pouces 10 lignes 18 pieds formaient la perche de Paris; '22 pieds composaient la perche des eaux et forêts. La lieue commune valait 2282 toises; la lieue marine, environ 2852 toises, etc. Quant à la longueur absolue de la toise, elle ne se liait à aucune distance invariable qui piit servir à la faiitî retrou- \er en cas d'altération. Ces différentes mesures variaient d’ailleurs d’une province à l’autre, et souvent d’une ville à l’autre dans la même province.
Depuis le commencement de ce siècle (2 novembre 1801 ) , ce système de mesure incohérent a été h'galement remplacé i>ar le système métrique , ainsi appelé du nom de l’unité principale de longueur qui en fait la base. Le mètre est, comme on sait, la dix-millionième partie de la distance du pôle à l’équateur, et vaut en mesures anciennes443'*s“®»,3. Il sesubdiviseen xOdécimètres, chaque dtH'imètre en 10 centimètres , et chaque centimètre eu 10 millimètres. Une longueur de 10 mètres forme un décamètre; 10 décamètres font un hectomètre ; 10 hectomètres valent un kilomètre; et 10 kilomètres font un myriamètre. Le kilomètre et le myriamètre servent à évaluer les distances géographiques.
Pour mesurer les distances jalonnées, on emploie la chaîne d'arpenteur (tig. 7) ([ui a un décamètre de long. Llle se compose de 50 chaînons rectilignes, ayant chacun 2 dé<ûmètres de longueur, et réunis par des anneaux. Le 6* anneau, le 10®, le 15* et ainsi de suite de cinq en cinq, sont en cuivre, et divisent la chaîne en longueurs égales d'un mètre cliacune. Pour mesurer une droite à l’aide de cette chaîne, deux personnes la tendent dans la direction de cette droite, de manière que son extrémité A coïncide avec celle de la droite. On mar((ue au moven d’une fiche en fer le point où correspond l’extrémité IL On transporte ensuite la chaîne de manière que l’extrémité \ vienne correspondre à celte fiche, et l’on plante une nouvelle fiche au point oii se Irouve l’extrémité IL On transporte la «'haine de la mènu' inanièi'c sur toute l’ét'Mulue de la ligne à mesu-
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rer. Afin ne pas être obligé de revenir sur ses pas, chaque fois que la personne qui porte rextréniité B planté en terre une nouvelle fiche, celle qui porte l’extrémilé A enlève la fiche précédente; les fiches passent ainsi des mains de la première personne dans celles do la seconde , qui n’a plus qu’à compter ces fiches pour savoir combien de fois la chaîne a été portée sur la droite à mesurer. ,
Il arrive ordinairement que la longueur de la chaîna n’est pas contenue un nombre exact de fois dans la ligne à mesurer; mais, à l'aide de la division de la chaine, il est facile d’obtenir la mesure du reste. Si, par exemple, la chaîne a été portée en entier G fois sur la ligne à me.surer, et que le reste contienne 4 anneaux de cuivre, plu» 2 anneaux de fer, plus les ^ de la longueur d’un chaînon , on en conclura que la longueur totale de la droite est de 6 fois un décamètre , plus 4 fois un mètre, plus 2 fois deux décimètres, plus les j do 2 décimètres, ou 15 centimètres, ce qui fait en totalité 64®55. 11 serait illusoire de vouloir pousser l'approximation au delà des centimètres, car les erreurs qui peuvent provenir du plus ou moins dtf tension de la chaîne pendant l’opération, ainsi que du plus ou moins d’exactitude avec laquelle on fait coïncider ses exti’émités avec les fiches, permettent à peine de compter sur le chiffre des centimètres.
Pour mesurer les droites d’une moindre étendue, telles que celles que l’on rencontre dans l’architecture , dans la charpente , dans l’art du terrassier, etc. , on se .sert d’une règle de deux mètres de long, divisée en déci-i mètres , centimètres et millimètres , que l'on nomme une toue ntvtrique i et l’on porte cette longueur sur la droitu à mesurer autant de fois que cela est ])Os.sible ; on évaluu le reste à l'aide des divisions de la règle. Au lieu de n’employer qu'une règle , et de faire une marque correspondante à son extrémité , chaque fois qu’on l’applique sur la droite à mesurer, il est préférable d'employer deux règles égales que l’on place bout à bout alternativement ; l'opération est à la fois plus exacte et plus prompte.
Les ligues que l’on trace sur le papier se mesurent soit
en pt'enaiit une ou\ erture de compas égale , que l’on transporte sur le bord d’une règle divisée eu centimètres et millimètres, soit à l’aide d’un décimètre pa-
reillement divisé, et taillé en biseau, de manière que son tranchant puisse venir affleurer la ligne à mesurer. 11 suffit alors d’un peu d’habitude pour apprecier à l’œil les fractions de millimètre avec luie suffisante approximation. Quand le double décimètre est divisé avec soin, il offi’e une appréciation aussi rigoureuse et plus immédiate que l’emploi du compas.
Lorsque l’on veut pousser l'approximation jusqu'aux dixièmes de millimètre, on fait usage d’un instrument nommé vernier, du nom de l’un de ses inventeurs.
Soit AB (fig. 8) l’extrémité d’une règle divisée en millimètres. Une petite règle CD, qui peutglisseï* à frottement doux le long de la première, embrasse une longueur de 9 millimètres; mais elle estdivi.sée en 10 parties égales : c’est cette petite règle qui porte particulièrement le nom de vernier. La longueur de chacune de ses divisions est de de millimètre. Il en résulte que les traits marqués I et Isur les deux règles sont distants de de iuillimètre; que les traits marqués 2 et II sont distants de de millimètre; que les traits marqués 3 et III .sont di.stauts de ^ de millimètre, et ainsi de suite.
Supposons maintenant qu’il s’agisse d’apprécier le nombrede dixièmes de millimètre compris entre le. trait marqué XIII, et un point O qui affleure le bord delà règle. Faisons glisser le vernier le long de la règle jus- (ju’à ce que son extrémité D vienne correspondre au jx)int O. Dans ce mouvement, toutes les positions relatives des traits des deux règles auront changé; mais il s’en trouvera toujours deux qui coïncideront sensiblement. Admettons que ce soient le trait 3 du vernier et le trait VII de la règle qui coïncident (fig. 9). Le trait 4 .sera en retard de de millimètre sur le trait VIII; le trait 6 sera en retard de de millimètre .sur le trait IX, et ainsi de suite; et conime de 3 à D il y a 7 divisions, il est facile de voir que l’extrémité D du vernier sera en retard de 75 de millimètre sur le trait XIV de la règle;
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celte eiclrémild sera donc en avance de de miltiraètrc sur le trait précédent XIII. On voit que le nombre de dixièmes de millimètre compris entre le point' O et le trait précédent de la règle est précisément égal au numéro d’ordre du trait du vernier qui coïncide avec un trait de la règle.
La disposition que nous venons de décrire n’est point particulière à la division en millimètres ; on obtiendrait de la même manière les dixièmes dans un système de division quelconque. L'approximation n’e.st pas non plus bornée aux dixièmes : on obtiendrait des trentièmes, par exemple, en donnant au vernier une longueur égale h 29 divisions de la règle, et en divisant le vernier en 80 parties égales. Remarquons toutefois que l’épaisseur même des traits est un obstacle à ce que l’approximation puisse être poussée au delà d’une certaine limite ; car il vient un point on la distance des traits correspondants du vernier et de la règle est si petite qu’il est fort difficile de distinguer ceux qui coïncident véritablement.
Dans certaines mesures de précision relatives à des questions de physique , par exemple , on ptnisse néan- . moins l’approximation beaucoup plus loin que 1« dixièmes et même les trentièmes de millimèD’e; mais il faut pour cela avoir recours à des dispositions mécaniques que nous ne pourrions décrire encore. ' '
22. — Les différents problèmes que l’on peut se proposer .sur les longueurs se résolvent .sans difficulté quand on .sait mesurer ces longueui*s , puisque cette mesure permet de les remplacer par des nombres. Si , par exemple , on a trouvé que deux longueui’s équivalent l’une à S“574, l’auti-e à 1">696, la somme ou la différence de ces longueurs sera exprimée par la somme ou la difféirnce de ces nombres; il suffira également de multiplier 1 un de ces nombres ou de le diviser par un nombre abstrait pour effectuer la même opération sur la longueur coi'respondante. Une fois le résultat obtenu par un simple calcul d’arithmétique, on construira la longueur correspondante à c«' résultat eji portant sur une ligne droite
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îudéfiDie le nombre d’unités de longueur que ce résultat exprime. Si, par exemple, on fait la somme des nombres ci-dessus, ou la trouve égale à 5“'270 ; pour obtenir la longueur correspondante, il suffira de porter sur une même ligne droite 5 mètres, puis 2 décimètres, puis 7 centimètres. Il en serait de même pour tout autre résultat.
S'agit-il d’exprimer en nombres le rapport de deux longueurs, cette opération se trouve immédiatement effectuée quand on a mesuré les deux longueurs. Les deux longueurs ci-dessus, par exemple, sont entre elles comme 3,574 est à 1,G96, ou comme 3574 est «à 1696. Si les deux longueurs étaient incommensurables, c’est encore en les réduisant en nombres, à l'aide d’une unité de mesure, que l’on obtiendrait le plus promptement l’approximation convenable.
Dans les arts, on a continuellement recours aux mesures , soit que l’on commande, que l’on exécute ou que l'on vérifie. Il est cependant des cas nombreux où les procédés graphiques doivent obtenir la préférence, parce qu’ils conduisent à une précision qui leur est propre, ainsi que nous le verrons par la suite.
23. — Si l'on donnait un point O dans un plan (fig. 10), et que l'on demandât de trouver dans ce plan un autre point distant du premier d’une longueur donnée, il suffirait, pour obtenir une solution de la question, de mener par le point O une droite quelconque OX et de prendre .sur cette droite, à pai’tir du point O, une longueur OC égale à la longuêur donnée; l’extrémité C de cette longueur serait un des points qui satisfont au pro- ^
blême. Mais on voit que la question est indéterminée, ^
c'est-à-dire susceptible d’une infinité de solutions , puis- \
qu’on peut mener par le point O une infinité de droites ]
différentes.
CHAPITRE II
Du cercle.
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Lorsqneron se propose ainsi de trouver un point qui remplisse certaines conditions, et que la question est ind^erminëe , la série des points qui y satisfont forme en général une certaine surface ou une certaine ligne que l’on nomme le lieu géométrique du point cherché. Dans la GéomtHrie plane, ce lien ne peut être qu’une ligne. Dans l’exemple précédent, le lieu du point cherché, c’est-à-dire la série de tous les points situés à une distance du point O égale à la longueur donnée, est une ligne courbe dont l’emploi est continuel en Géométrie, et que l’on nomme circonférence de cercle. Quoique la dénomination de cercle ne s’applique rigoureusement qti’à la portion de plan terminée par la ch’conférence , on donne souvent , pour abréger, le nom de cercle à la circonférence elle-même, et c’est dans ce sens que l’on a coutume de dire : Le cercle est une courbe plane dont tous les points sont également distants ePun point intérieur nommé centre.
La figure 10 représente un cercle : le point O est son centre. Les droites OA, OC, O B, etc., menées du centre aux différents points de la circonférence sont ce que l’on appelle des rayons. D’après la définition même du cercle, toutes ces droites ont la même longueur, ce qu’on exprime en disant que tous les rayons sont égaux. Une ligne droite telle que AB, qui passe par le centre et est limitée de part et d’autre à la circonférence, se nomme un diamètre du cercle. On voit que chaque diamètre se compose de deux rayons, en sorte que tous les diamètres sont égaux. ’
On désigne ordinairement un cercle par son rayon ou par son diamètre : ainsi l’on dira le cerele OA, le cercle AB. Quelquefois on se contente de le désigner par son centre : on dirait ainsi le cercle O.
24. — Applications. Dans la plupart des métiers ou des arts, on a besoin de tracer des circonférences de cercle. Pour tracer un cercle sur le papier, on se sert d’un compas dont une branche est armée d’un crayon •ou d’un tire -ligne, tandis que l’autre branche est à pointe sèche. On pose cette pointe sèche au point que
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l’on choisît pour centre, et l’on fait pivoter la première branche autour de la seconde en apiniyant la pointe à trac'er sur le papier. Si l’écart des deuV- branches n’a pas varié, la courbe tracée est une circonférence de cercle; car tous ses points sont à égale distance du centre.
Quand le rayon que l’on veut donner au cercle dépasse l’écart dont les pointes du compas sont susceptibles, on y supplée h l'aitte d'une règle qui porte un petit pivot à l’une de ses extrémités, et qui est munie vers l'autre d’une pointe à tracer que l’on peut faire mouvoir au moyen d’une coulisse, suivant la longueur de la règle, et fixer, à l’aide d’une vis de pression, en un point quelconque de cette longueur.
Pour tracer un cercle sur le terrain , on plante un ]>iquet au centre; on accroche h ce piquet, au moyen d’une boucle, un cordeau que l’on tend à l’aide d’un .second piquet engagé dans une lK>ucle faite à l’autre extrémité; et l’on fait pivoter le second piquet autour du premier, en conservant au cordeau le même degré de tension , et en empêchant les boucles de monter le long des piquets , ce qui tendrait à faire varier le rayon. *
Au lieu de faire mouvoir une pointe h tracer snr un plan fixe, en la maintenant aune distance t'onstante du point choisi pourcentre, on peut, au contraire, maintenir la pointe à tracer dans une position fixe, et faii’e mouvoir le plan autour du centre comme une roue. Il est évident que le résultat est le n^ême. C’est ainsi que les tourneurs et les potiei’s de terre tracent les circonférences de cercle.
25. — Thëoricmb. Deuæ eerclcs O et I (fig. Il) décrits du meme myon sont égaux. En effet, imaginons que l’on transporte le cercle I sur le cercle O, de manière que les centres I et 0 coïncident, les deux circonférences devront coïncider aussi ; car si certains points de l’une tombaient en dedans ou en dehors de l’autre, tous les points de ces circonféi’ences ne seraient pas également éloignés du centre, ce qui est contraire à la supposition. i
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Ces circonférences coïncident donc dans toutes leurs parties, et sont par conséquent égales.
Corollaire. Pour tracer une circonférence égale à une circonférence donnée, il suffit donc d'employer le même rayon.
Remarque. Quand deux circonférences de même rayon sont placées de manière à avoir même centre, elles coïncident dans toutes leurs parties de quelque façon qu’on les fasse tourner dans leur plan autour de ce centre. Le cercle est la seule ligne courbe qui jouisse de cette propriété.
Application. On a dans les arts des occasions fré- ,quentes de tracer des circonférences égales : les roues de voiture qui tournent sur le même essieu ont des circonférences égales; le couvercle d’un vase de forme ronde le ferme d'autant mieux que sa circonférence diffère moins de celle de l’ouverture du vase, etc. ,
26. — Toute portion de circonférence, telle que A MB (fig. II), se nomme un arc de cercle, et la droite AB, qui joint ses extrémités , se nomme la corde de cet arc. On dit que la corùe sous-tend l’arc, et que l’arc est sous~ tendu par la corde.
Remarquons que la même corde sous-tend à la fois deux arcs; ainsi AB sous-tend également l’arc A/iB et l’arc AM B. Mais quand on parie de l’arc sous-tendu par une corde, c'est toujours du plus petit de ces deux arcs qu’il est question , à moins que l’on n’exprime positivement le contraire.
27. — Théorème. Dans des cercles égaux , ou dans le même cercle y les arcs égaux sont sous-tendus par des cordes égales. Soient d’abord deux cercles égaux 0 et I (fig. 11), et soit l’arc AMB égal à l’ai*c CM D; je dis que la corde AB est égale à la corde CD. En effet, trans{)ortons le cercle I sur le cercle 0 , de manière que le centre I tombe en O; les deux circonférences étant égales coïncideront, de quelque manière qu’elles soient tournées dans leur plan. Elles coïncideront donc encore lorsqu’on les fera tourner de manière que le point C tombe sur le point A- Mais alors les arcs CÎS’D et .4MB étant égaux,
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*'rJ“ point B, rt la droite CD coin-
exlrdmile. r T curant les mêmes
exlrcniitts. Ces deux droites sont donc égales.
e-,aux AIMB, end. Traçons un cercle I égal au cercle O
venons A T* ^ ^ ^ cordc A B d’après ce que nous
ons de deinontrer. Mais l’arc cml étant égal à AM B est aussi égal a CND; ainsi la corde rc/égale la corde C D
PI t,.p ^i7 à une troisième sont égales
entre elles : donc cd= AB. ^
ou dans le
^randp V Z f[rand arc correspond une plus
grande corde. Soient deux cercles égaux O et I (fig. 12) ,
l! T o"' CND, je chs que
snît°A ai ^ gi’ande que la corde CD. En effet,
i corde A E sera égale à
a coide CD, d apres le théorème précédent. Il s’agit
-AB est plus grand que AE. Pour , tirons le rayon EO, qui coupera la corde AB en lin certain point H; tirons aussi le rayon O B. La ligne
ite étant le plus court chemin d’un i>oint à un autre , on j)eut écrire
AE<AU+HE, et OB<OH+HC.
Ajoutons ces inégalités merabi-e à membre, l'inégalité subsistera encore dans le même sens, et l’on aura
ae+ob<ah+he+ohh-hb.
et HE-l-OII, c’est OE: l’iné-
galite devient donc
AE<AB
S il s agissait de deux arcs pris sur irt même cercle,
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on pourrait tracer un cei’cle égal au pi*euiier, et suppo- , ser sur ce cercle un arc égal à l’un des deux arcs donnés ; la proposition se trouverait ramenée au cas précédent , de la même mauièi’e que dans la seconde partie du théorème du n® 27.
Remarque. !Nous avons dit qu’une même corde soustend toujours deux arcs; le théorème précédent suppose qu’il s’agit chi plus petit des deux arcs sous-tendus par chaque corde. S’il s’agissait au contraire du plus grand , il est facile de voir qu’au plus grand arc correspondrait au contraire'la plus petite corde. •
29. — Théorème. Dans des cercles égaux , ou dans le même cercle y h des cordes égales correspondent des arcs
' égaux. Car si les arcs différaient , les cordes différeraient aussi, d’après le théorème précèdent, ce qui est contraire à la supposition. ^
30. — Théorème. Dans des cercles égaux ou dans le même cercle y à une plus grande torde correspond un ■plus grand arc. Considérons en effet deux cordes , dont la première soit plus grande que la .seconde : si les arcs correspondants étaient égaux , les cordes devraient être égales, en vertu du théorème du n" 27; ce qui est contraire à la supposition. Et si l’arc sous-tendu par la première corde était plus petit que l’arc sous-tendu par la seconde, la première devrait être plus grande que la seconde, en vertu du théorème du n® 28, ce qui est également contraire à la supposition. Il faut donc que le premier arc soit plus grand ([ue le second.
Remarque. Ce théorème suppose encore qu’il s'agit du ■plus petit des deux arcs sous-tendus par chaque corde.
31. — Théorème. La plus grande de toutes les corde.s est le diamètre. Par l’extrémité A ((ig. 10) d’une corde quelconque A C, menons le diamètre A B, et tirons le rayon O C. La ligne droite étant le plus court chemin d’un point à un autre, on a A C A O +- O C. Mais on peut remplacer O C j)ar son égal O B , on a alors
A C < A O +- O B ou A C < A B,
donc toute corde est moindre que le diamètre.
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32. — Théorème. Tout diamètre A B (fig 10) divise la circonférence eii deux parties égales. Imaginons, eu efiet, que l’on plie la figmv le long de A B, et que la partie A m B vienne s’appliquer sur la partie A C B; ces deux parties devront coïncider dans toute leur étendue; car, dans le cas contraire, il y aurait des points inégalement distants du centre.
Corollaire, llcciproquement : Toute droite qui divise la circonférence en deux j>arties égales est un diamètre. En effet, si, par l’extrémité A d’une corde quelconque A C , différente d’un diamètre , on mène le diamètre A B, les deux parties A m B et A C B de la circonférence seront égales. Les dtuix arcs sous-tendus par la corde A C sont donc nécessairement inégaux; à moins que le point C ne se confonde avec le point B, c’est-à-dire que la corde devienne un diamètre.
33. — On vient de voir que l’égalité des arcs entraîne l’égalité des cordes, et que l’égalité des cordes entraîne, à son tour, l’égalité des arcs. Cette considération permet d’ajouter, de soustraire, de multiplier et de diviser les arcs de la même manière que les lignes droites, pourvu que ces arcs appartiennent à xin même cercle, ou à des cercles égaux.
Pour en donnerun exemple, supposons que l’on veuille obtenir la différence de deux arcs donnés. Sur une circonférence de même rayon, portons une ouverture de compas A B (fig. 12), égale à la corde du plus grand arc. Sur la même circonférence, et dans le même sens, portons une seconde ouverture de compas A E, égale à la corde du plus petit arc. Les arcs A M B et AME seront respectivement égaux aux arcs donnés; la diflérence de ceux-ci sera donc égale à l’arc E B.
Pour diviser les arcs en parties égales avec le moins de tâtonnements possible, on emploiera la même méthode que pour diviser les lignes droites (17). Kous ferons à ce sujet la même observation que pour la division des lignes droites : c’est (jue si le nombre de parties égales que l’on veut obtenir est considérable, et n’e.st point pivinier, en le décomposant en ses divers facteurs, ou
Dk.
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ramène la division demandée è une série tk divisions successives , plus faciles à effectuer. S’il s’agit, par exem* pie, de diviser la circonférence entière eu 360 parties égales, on la divise d'abord eu 2 parties égales paruti diamètre ; on divise ensuite chaque demi*circonférencs en 5 parties égales, puis chacune de celles-ci en 3 autres, puis chacune de celles-ci encore en 3 autres, puis ohav cune de celles-ci en 2 autres, et enfin chacune de ces dernières en 2 autres. Le nombre de parties égales ainsi obtenues , sera évidemment 2X5X3X3X2X2ou 360» Pour trouver en nombres le rapport de deux arcs,‘la méthode est absolument la même que pour trouver en nombres lerapport de deux lignes droites. Il suffit depoiv ter sur le plus grand arc une ouverture de compas égales la corde du plus petit, puis de porter sur le plus petit uné ouverture de compas égale à la corde du i*este du plus grand, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on parvienne à un reste négligeable, ou qui soit contenu dans le prtîcé-» dent un nombre exact de fois. On rapproche ensuite les unes des autres les relations fournies par ces opérations.
, 34. — Il était naturel de chercher à réduire les arcs pn nombres, en les rapportant à une même unité de mesure. Mais il se présente pour les arcs de cercle une difficulté qui n’a pas lieu pour les longueurs rectilignes^ c’est qu’une même unité de mesure ne saurait servir k comparer entre eux des arcs pris sur des cercles de rayons différents. En effet, pour effectuer cette compa« raison , il faudrait porter sur chacun des arcs proposés l’arc pris pour unité , autant de fois que cela serait pos*> sible. Or, on n’a aucun moyen direct de porter un arc sur un autre arc, on u’y parvient, comme nous l'avonii vu ci-dessus , qu’en s'appuyant sur ce que les arcs égaux ont des cardes égales. Mais ce théorème n'est vrai que pour des arcs pris sur des cercles égaux ; car il est facile de voir que dans des cercles inégaux une même corde peut sous-tendre des arcs très-différents. A la seule iii-
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spection de la figure 13, on reconnaît que l’arc A M B est plus grand que l’arc A /// B, puisqu’il l’enveloppe et a les mêmes extrémités; ces deux arcs sont cependant sous-tendus par une même corde A B. Une même unité de mesure ne |>eut donc pas convenir à des arcs pris sur des cercles inégaux.
Nous verrons par la suite comment on parvient à comparer entre eux des arcs pris sur des cercles différents. Ce que nous allons dire ne s’appliquera qu’à des arcs pris sur un même cercle, ou sur des cercles de même rayon.
3.5. — On pi’end pour principale unité d’arc le quart de la circonférence, que l’on désigne sous le nom de quadrans. On subdivise le quadrans en 90 parties égales , que l’on nomme degrés, chaque degré en 60 minutes , et chaque minute en 60 secondes. ( IJans les calculs astronomiques, on évalue les dixièmes de seconde.) La circonférence entière se trouve ainsi partagée en 360 degrés, ou en 21,600 minutes, ou en 1,296,000 secondes.
Mesurer un arc, c’est chercher le nombre de degrés, de minutes et de secondes {ju’il renferme. Les circonférences dont on compare le plus souvent les arcs ne sont «livisées qu’en degrés ou en demi-degrés. Pour apprécier les minutes, on a recours au vernier circulaire ; c’est une petite règle circulaire (fig. 14) dont l’arc intérieur a précisément le même rayon que la circonférence divisée , et qui est susceptible de gli.sser à frottement doux le long de celte circonférence. La longueur du vernier embra.s.se 29 divisions de la circonférence, et e.st divisée en 30 parties. A l’aide de cet instrument, on peut donc, comme nous l’avons dit au n® 21, apprécier les trentièmes de fune des divi.sions de la circonférence. Si cette circonférence est divist'*e en dt^mi-degrés, le vernier permettra d’apprécier les trentièmes de demi-degré, c’est-à-dire les .soixantièmes de degj’é, ou les minutes; si elle n’est divisée qu’en degrés, le vernier n’indiquera que les trentièmes de degré, c’est-à-dire dos arc.s de 2 minutes. Dans un trè.s-grand nombre de
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Cfxs, celle appvoxiumlioti MiHit. Mais dans quelques opérations do géodésie, on a besoin d’une apptx>.xinaation beaucoup plus grande; nous verrons bientôt com* inent on peut apprécier les secondes. Dans les observations astronomiques où une grande approximation est toujours nécessaire, on fait u.sage de microscopes, qui pernaettent de distinguer de très-petits intervalles sur la circonférence divisée ; laquelle, d’ailleurs, a une grandeur convenable pour qu’il soit {mssible d’atteindre à un très-grand degré de précision.
On désigne les degrés par un petit zéro placé à droite et un peu au-dessus du nombre qui les exprime; les minutes se désignent par un accent ' , et les secondes |>ai* deux accents Ainsi U9 degrés âl minutes et 28 secondes s’écrivent 69“ 51' 28 '.
- 86. — Dans le système décimal, le quadrans se divise en 100 grades, chaque grade en 100 minutes, et chaque minute en 100 secondes. Par la nature même de cette «ubdivision , un arc s’exprime immédiatement par un nombre décimal de grades; ainsi 38 grades 16 minutes jet 7,secon<les s’écrivent 38 P , 1607, et il suffit pour réduire un pareil nombre en unités de l'espèce inférieure, de transporter la virgule de deux rangs vers la droite. ■Ainsi 38 1CK)7 équivalent à 3816 xù»-, 07, ou à 381607
secondes. » , *
i. Malgré cet avantage particulier au système décimal , l’ancienne division de la circonférence a prévalu. Plusieurs raisons militent en sa faveur. On a souvent besoin de partager la circonférence en parties aliquotes; or le nombre 360 ayant beaucoup plus de diviseurs que le nombre 400, ces parties aliquotes s’expriment plus frér quemment par un nombre entier de degrés que par un nombre entier de grades.
De plus en adoptant la division nouvelle, il eût fallu mettre à la réforme une quantité innombrable d’instruments d’astronomie, de géométrie et de physique construits d’api*ès la division ancienne, et refaire entièrement les tables astronomiques et les tables de logarithmes calculées d’après cette môme division. ; • > . .
Kieu n'est, du reste, j)lus facile que de convertir l’une dans l’autre les expressious ancienne et nouvelle d'un môme arc. Puisque le quadrans contient 100 grades ou 90 degrés; le grade est les du degré. Pour convertir un nombi'e de grades en degrés, il suffit donc de le multiplier par ; et réciproquement, pour convertir un nombre de degrés en grades, il suffit de le diviser par ou, ce qui revient au même , de le multiplier par -V?.
Par exemple 16 ?»•., 25 multipliés par donnent pour produit 14“, 625 ou i exprimant le quotient
en nombre complexe , 14® 37' 30'. ,
Réciproquement 14® 37' 30" reviennent à 14® 2250"; or comme un degré vaut 60 fois 60 secondes, ou 3600 secondes, chaque seconde vaut un 3600' de degré; les 2250 secondes valent donc de degré, et le nombre proposé revient à 14® ||^ , ou , en réduisant la fraction en décimales, à 14®, 625; ce nombre, multiplié par^, donne pour produit 16 ?>••, 25.
37.,— Les arcs étant traduits en nombres, comme nous venons de l’indiquer, il devient facile de les ajouter, de les soustraire, de les multiplier et de les diviser. Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de diviser un arc en 5 parties égales, et que cet arc ait pour valeur 27» 17' 45'; on divisera ce nombre par 5, et le quotient 5° 27 33 ' .sera la valeur de l’une des 5 parties cherchées.
S'agit-il de trouver en nombres le rap|)ort de deux arcs donnés, la question sera inunédiatoinent résolue en cherchant combien de degrés, minutes et secondes, ils contiennent ; et s’ils sont incommensurables , leurs valeurs approchées donneront une approximation suffisante du rapport demandé.
CHAPITRE III
Des angles.
38. — Nous avons vu que deux droites ne i>euveat avoir deux points communs sans coïncider. Lorsque
deux droites ont seulement un point commun, on dit qu’elles se rencontrent , qu’elles concourent , qu’elles se coupent ; et le point commun se nomme leur point de rencontre, de concours, ou d’intersection.
- Deux droites tracées .sur le papier ou sur un tableau peuvent concourir , bien que leur rencontre n’ait pâs lieu par le fait, dans l’étendue de ce tableau; il faut concevoir alors qu’elles se rencontreraient si elles étaient suffisamment prolongées.
I Quand la rencontre a lieu dans l’étendue du tableau , le point de concours se trouve immédiatement déterminé. Il n’en est jamais ainsi pour les droites tracées par alignement sur le terrain ; il est toujours nécessaii'e de marquer par un jalon le point où elles se rencontrent.
■ Soient A B et C D (fig. 15) , deux droites jalonnées; on marche dans la direction de l’une d’elles, de A B par exemple , jusqu'à ce qu’on se trouve en même temps à peu près dans la direction de l’autre; et à l’aide d’un tâtonnement que l'habitude abrège, on parvient facilement à planter un jalon O , tel qu’en regardant derrière ce jalon dans la direction O B , il cache tous ceux qui sont situés sur cette direction; et qu’en regardant derrière ce même jalon dans la direction ÔD, il cache également tous ceux qui sont situés de O en D. Le point O ainsi déterminé est le point d’intersection des droites jalonnées A B et C D.
39. — Deux droites AB, AC (fig. 16), qui se rencontrent en un point A , peuvent s’écarter plus ou moins l’une de l’autre. Ce plus ou moins d’écart est ce qu’on nomme Yan^le des deux droites ; chacune d’elles forme un côté de l’angle , et le point commun A en est le.jowmet.
Pour désigner un angle, on se contente quelquefois de nommer son sommet; on dirait ainsi l’angle Av Mais comme il arrive fréquemment que plusieurs angles ont le môme sommet , on convient de désigner chaque angle par trois lettres, dont l’une est celle du sommet, et dont les deux autres sont prises sur ses côtés; mais on a soin que
colle du sommet soit nommée entre les deux autres. On dira ainsi l’angle B AC ou l'angle CAB indifféi’emment.
Il est important de remarquer que dans la considération des angles on n'a aucun égard à longueur des côtés. Ainsi BAC, D A C, B AE , DAE ne désignent qu’un seul et même angle. Un angle ne varie que lorsqu’on niodiûe la direction de ses côtés.
40. — Deux angles sont égaux loi*squ’ils peuvent être placés de manière à coïncider, c'est-à-dire à avoir même sommet et leurs côtés respectivement dirigés suivant les mêmes droites et dans le même sens.
Si deux angles BOA, B OC (lig. 17) .sont placés comme l’indique la ligure, de manière à avoir même .sommet O, un côté commun O B , et leurs autres côtés situés de part et d’autrodu côté commun , l’angle CO A formé par les côtés OC et OA, est évidemment la somme des angles BOAetBOC.
On voit aussi que l’angle BOA est la différence des angles C O A et B O C.
Imaginons que par le point O (fig. 18) on mène des droites OA, OB-, OC, OD, etc., faisant entre elles des angles égaux BOA, COB, DOC, etc. L’angle C O A sera le double de l’angle BOA; l’angle DO A en sera le triple, et ainsi de suite. L’angle BOA, à son tour, sera donc la moitié de l’angle C O A , le tiers de l’angle D O A , et ainsi de suite.
On voit que les angles sont des quantités susceptibles d’être ajoutées , .soustraites , multipliées et divisées , comme les autres quantités. Mais pour les comparer plus commodément, on emprunte le secours des arcs de cercle, comme nous allons le faire voir.
41. — TuÉonùME. Deux angles- quelconques A O B, DCE (lig. 19) , sont entre eux comme les arcs A B et DE, décrits de leur sommet comme centre avec un meme rayon.
Suppo.sons d’aboixl que les arcs AB et DE aient une commune mesure , et qu’elle soit contenue, par exemple, 4 fois dans AB et 3 fois dans DE. Partageons l’arc A B en 4 parties égales, et l'ai'c DE en 3 parties égales.
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Par tous les points de division >/i ,n,p,r, s, ‘menons des , rayons. .Te dis d’abord que tous les angles kOm ,niOn, nOp, /?OB, DC/-, / Cr,.vCE, seront (‘gaux entre eux. Considérons en effet les deux angles mOn, et rC.f. Si l’on fait coïncider les circonférences O et C, et qu’on les fasse tourner dans leur plan autour de leur centre devenu commun, jusqu’à ce que les arc» (‘gaux mn et rs coïncident ; il est évident que les rayons qui abouti.ssent aux extrémités de ces arcs coïncideront au-ssi, pui.squ’ils auront respectivement deux points communs; donc les angles mOn et rC ^ coïncideront. On démontrerait de même que l’angle m O n est égal à l’angle DCr; ou que l’angle rC .» est égal à l’angle u O p; et ainsi des autres. Donc tous ces angles .sont égaux.
Or, l’angle A O B contient 4 de ces angles; l’angle DCE en contient 3. Ces deux angles sont donc entre eux comme 4 est à 3. Mais les arcs A B et DE sont aussi entre eux comme 4 est à 3. Les angles sont donc entre eux comme les arcs, et l’on a la proportion.
AOB:DCE::AB:DE.
’ On arriverait à la même conclusion, quelque petite que l’on supposât la commune mesure des arcs A B et DE. Cette conclusion subsiste donc encore si l’on suppose que cette commune mesure soit infiniment petite, c’est-à-dire que les arcs A B et DE soient incommensurables. Ainsi la proportion ci-dessus a lieu quels que soient ces arc.s.
Remarque. Les angles tels que A O B et D C E , qui ont leur sommet au centre d’une circonférence, sont nommés pour cette raison angles au centre ; et le théorème qui précède peut s’énoncer ainsi : Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, les angles au centre sont entre eux comme les arcs compris entre leurs côtés. •
42. — 11 résulte du théorème précédent qu’ô des angles au centre égaux correspondent des arcs égaux, et récipro que ment.
43. — Il résulte du même théorème , que les ai*cs de cercle peuvent éti*e employés à me.surer les angles. Car
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.si Ton prend pour unité d’angle , l’angle au centre qui conij)rend entre ses côtés l’unité d’arc, de la proportionalité démontrée on pourra conclure qu’un angle au centre quelconque est à l’unité d’angle, comme l’arc compris entre ses côtés est à l'unité d’arc. C’est dans ce sens qu’il faut entendre ce principe : Tout angle au centre a pour mesure Carc compris entre ses côtés.
44. — Kous reviendrons tout à l’heure sur la mesure effective des angles; nous ferons reniarquer auparavant <iue si l’on décrit des arcs de cercle du sommet de différents angles comme centre , avec un même rayon, les opérations à effectuer sur ces angles pourront s'effectuer sur les arcs compris entre leurs côtés , ainsi qu'on va le voir.
4.5. — PnoBLÉMK. Faire un angle égal à un angle donné. Soit DIE (tig. 20) l'angle donné; et supposons qu’il s’agisse de faire en un point O d'une droite donnée X Y un angle égal à DI E. Du point I comme centre, avec un rayon arbitraire, décrivons l’arc de cercle DE. Du point O comme centre, avec le même rayon , décrivons l’arc indéfini AC. Sur cet arc, à partir du point A, portons une ouverture de compas AB égale à la corde de l’arc DE; joignons OB, l’angle BOA sera l’angle demandé. Car les arcs D E et A B ayant des cordes égales sont égaux puisqu’ils sont d’ailleurs décrits du même rayon; les angles au centre DIE et BOA correspondants à ces arcs sont donc égaux aussi.
46. — PnoBLÉviE. Faire un angle égal h la somme de deux angles donnés. Au moyen de la construction précédente, faisons un angle BOA (fig. 17) égal à l’un des angles donnés , puis un angle COB égal à l’autre angle donné. L’angle C O A sera la somme des angles B O A et COB, ou, ce qui revient au même, la somme des deux angles donnés.
Remarque. On pourrait, par les mêmes moyens, faire un angle double, triple d’un angle donné, etc.
47. — PnoBT.ËME. Faire un angle égal h la différence de deux angles donnés, f'aisons un angle CO A (fig. 17) égal au plus grand des deux angles donnés, puis un
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angle BOA égal au plus petit , l’angle COB sera égal h leur différence.
48. — Pnoni.ÉME. Divixcr un an^lc donné CO.\ 18) en deux parties éf^alcs. Du point O comme centre, avec un rayon arbitraire, décrivons l’arc de cercle abh' ; divisons cet arc au point h en deux parties égales, et joignons Ob ; les angles au centre b'Ob et bOa seront égaux, puiscpie les arcs bb' eiab compris entre leurs côtés sont égaux.
Remarque I. La droite O B qui divi.se l’angle CO.V en deux parties égales .se nomme la bissectrice de cet angle.
Remarque II. Pour diviser un angle en un nombre quelconque de parties égales, il suffirait de même de diviser l’arc décrit de son soiuniet coimne centre et compris entre .scs côtés.
49. — PnoBLÈME. Trouver en nombres le rapport de deux angles donnés. Du sommet de ces angles comme centre , avec un même rayon , décrivons des arcs de cercle ; cherchons en nombres le rapport de ces arcs (37) ; ce rapport sera celui des angles au centre qui leur correspondent, c’est-à-dire le rapport des deux angles donnés.
De la mesure des angles,
50. — Les problèmes précédents se réduisent à des questions d’arithmétique, lorsqu’on traduit les angles en nombres en les rapportant à une unité de mesure. Pour cela on n’a qu’à étendre aux angles le système de subdivision adopté pour les arcs.
L’angle au centre qui correspond au quadrans sert d’unité principale pour les angles, comme le quadrans .sert d’unité principale pour les arcs. On le désigne sous le nom éé angle droit.
L’angle au centre qui correspond à l'arc d'un degré est évidemment la 90* partie de l’angle droit (41); l'angle au centre qui correspond à un arc d’une minute est la CO® partie de celui qui correspond à l’arc d’un degré, et l’angle au centre qui correspond à l'arc d’une seconde est la 60* partie de celui qui correspond à Tare d’une
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minute. On ne donne point de noms particuliers à ce.s angles, et on les désigne par le nom de l’arc auquel ils ' correspondent : on dit ainsi un angle d’un degré, un angle d’une minute, un angle d’une seconde. On dira de môme un angle de 40“ 17 28*, pour désigner l’angle au centre qui correspond à un arc de 40“ 17' 28”, et ainsi des autres. 11 suit de là que la mesure d'un angle se réduit à celle de l’arc qui lui correspond; mais il est nécessaire d’entrer à ce sujet dans de nouveaux détails.
51. — Pour mesurer les angles sur le papier, on emploie un instrument auquel on a donné le nom de rapporteur. 11 se compose d’un demi-cercle en corne ou eu cuivre(fig. 21), dont la circonférence, nommée limbey est divisée en degrés; cette division suffit dans les opérations de peu d’étendue. Les traits de division sont numérotés de 10 eu 10, ou de 5 en 5, depuis 0 jusqu’à 180“ , tant dans le .sens AM B que dans le sens B MA.
Soit XOY l’angle à mesurer. On porte l’instrument sur cet angle, de manière que son centre tombe au sommet O, et que le diamètre AB coïncide a\ec la direction de l’un des côtés O Y. Le côté O X vient alors couper la circonférence extérieure du rapporteur en un certain point M , et l’on note le nombre de degrés compris entre les points A et M. Ce nombre de degrés est la mesure de l’arc A M, et par conséquent celle de l’angle propo.sé.
S’il s’agit, au contraire, de faire en un point ü d’une droite donnée B Y un angle égal à un angle donné, après avoir mesuré l’angle donné comme nous venons de le dire, on place le diamètre de rinstrument sur la droite B Y, de manière que le centre tombe au point O, qui doit être le sommet de l’angle demandé. On marque sur le plan un point M vis-à-vis de la division du rapporteur qui correspond au nombre de degrés trouvés; on lire OM, et l’angle MO Y est l’angle que l’on demande, puisqu'il a la même mesure cpie l’angle donné.
Quand le rapporteur est en cuivre, la partie intérieure e.st évidée à partir du diamètre jusqu’à une certaine distance du bord , afin que l’on pui.s.se apercevoir les droites sur lesquelles on opère, et au centre de la denii-circon-
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fërence se trouve une petite coche qui permet de distinfçuer le point sur lequel on veut placer ce centre.
J Un rapporteur d’un plus grand rayon peut servir à mesurer et à tracer les angles sur les surfaces planes plus étendues , telles qu’un parquet , un mur, etc.
Sur le terrain , on fait usage d’un grand rapporteur qui poiHe le nom de graphomètre (fig. 22). 11 se compose d’un demi-cercle divisé en degrés et demi-degrés ; 1^ traits de division sont numérotés dai^ deux sens comme pour le rapporteur. Ce demi-cercle repose sur un support à trois branches, auquel il est articulé au moyen d’un genou, ce qui ))ennet de donner au limbe de l’instrument telle position qu’on déure par rapport au support. La position convenable dépend de éertairtes conditions que nous n’indiquerons que par la suite, parce qu’il nous serait impossible d’en rendre compte pour le moment d’une manière complète.
' Le diamètre AB du demi-cercle, que l’on nomme la digne de foi, est muni à ses extrémités de deux petites fenêtres appelées pinnules , qui sont partagées dans le sens de leur hauteur par un fil très-fm.
' Lorsqu’on veut établir le graphomètre sur une droite jalonnée, de telle sorte que la ligne de foi soit dans la direction de cette droite , il faut plaoer l'instrument de manière qu’en regardant par la pinnule A au travers de la pinnule B, ou vice vend, le premier jalon visible cache les suhants, et soit coupé lui-môme dans le sens de sa hauteur par les deux ftls des pinnules réunis.
Au centre 0 du demi-cercle est un pivot autour duquel tourne à frottement doux une règle CD, entièrement semblable à la règle AB, et munie comme elle de deux pinnules. Cette règle se nomme alulade; elle porte à l’extrémité C un vernier circulaire qui s’applique exactement' contre le limbe dans toutes les positions de l’alidade.
l’our mesurer à l’aide du graphomètre l’ai^'le formé par deux directions M N , M P ( fig. 23) , il suffit de connaître le sommet M de cet angle , et un point sur chacun de ses côtés. On fait planter en ces points Pi et P deux
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jalons, si toutefois il u'existe sur la direction des droites données aucun objet remarquable qui puisse servir de point de mire. On place l’instrument de manière que le centre du demi-cercle soit précisément au-dessus du sommet M (on verra plus tard comment on peut y parvenir) ; ou dirige la ligne de foi dans le sens de >l N , comme nous l’avons indiqué ci-dessus; on fait ensuite tourner l’alidade jusqu’à ce qu’en regardant par la pinnule D au travers de la pinnule C, on aperçoive le jalon P coupé dans le sens de sa longueur par les fils des deux pinnules réunis. L’arc CB, qu’on peut lire sur le limbe à moins d’une minute près avec le secours du vernier, donne la mesure de l’angle cherché.
Si l’on voulait, au contraire, faire en un point M d’une droite donnée I\1 K un angle égal à un angle donné, on ferait d’abord planter un jalon !N sur la direction de la droite donnée; on placerait, comme ci-des.sus, le graphomètre de telle sorte que son centre se trouvât au-dessus du point M, et que la ligne de foi fût dirigée suivant MN. On ferait alors tourner l’alidade jusqu’à ce que l’arc CB exprimât à moins d'une minute près la mesure de l’angle donné; puis, eq regardant par les pinnules D et C, on ferait planter un jalon sur la direction DC, en faisant varier sa position jnsqu’à ce qu'il se trouvât coupé dans le sens de sa longueur par les fils réunis des deux pinnules. La direction M P formerait avec la droite donnée M W un angle égal à l’angle donné.
Quand on doit opérer sur une grande étendue de terrain, on remplace les pinnules par deux lunettes, dont lune, dirigée suivant l’alidade, se meut avec elle, et dont l’autre reste dirigée suivant la ligne de foi. L’objectif de chaque lunette est garni d’un fil placé comme ceux des pinnules. Kous aurons occasion de revenir sur ce sujet et de parier, d’une auti'e disposition relative à ces lunettes.
53. — L’emploi du graphomètre ne donne la mesure des angles qu’à moins d’une minute, et l’on a quelquefois besoin d’une approximation plus grande; on a recours alors à uæ disposition différente»
Au üeu de ne donner à rinstrimient qu’une demi'-circanférence, on lui donne une circonférence entière, qui est mobile dans son plan autour de son centre. L’alidade petit être fixée au cercle dans une position quelconque , à l’aide d’une vis de pression. Soit X O Y (fig. 24) l’angle à mesurer. Après avoir dirigé la ligne de foi suivant O Y et l’alidade suivant OX, on fixe l’alidade sur le cercle , et on fait tourner celui-ci dans le sens B B jusqu’à ce que l'alidade vienne prendre la direction O Y. La ligne de foi OB a pri.s alore la position OB', et l’arc B B ' est évidemment égal à l’arc G B ; car, dans ce mouvement du limbe , tous les points de la circonférence ont marché de quantités égales. On fixe le cercle dans sa nouvelle position , et l’on ramène l’alidade dans la direction OX; l’angle B G est évidemment le double de l’arc G B. On fixe de nouveau l’alidade sur le cercle , et l’on fait tourner celui-ci dans le même sens que tout à l’heure, jusqu’à ce que l'alidade soit revenue à la direction O Y. La ligne de foi a pris alors la nouvelle position’ OB'; l’angle B' B' est égal à l’arc G B. On ramène l’alidade dans la direction O X , et l’arc B ' G est évidemment le triple de l’arc G B.
En répétant cette opération un nombre suffisant de'
fois, on peut obtenir un arc 10 fois, 20 fois, 60 fois
plus grand que l’arc G B. Le multiple qn’on obtient ainsi est ordinairement composé de plusieurs fois la circonférence, plus une portion de circonféi*ence; et l’on* voit pourquoi le demi-cercle du gi’aphomètre n’aurait pu suifire. Suppo.sons que l’opération ait été répétée 60 fois,* et qu’on ait obtenu un arc total de 4 circonférences, 159 degrés et 17 minutes, que l’on peut apprécier avec' le secoui's du vernier, à moins d'une minute près. Get arc revient à 1599" 17 ; et l’erreur est moindre qu’une minute. Si donc on en prend la 60" partie , on aura l’arc demandé à moins de la 60* partie d’une minute, c’est-à- ‘ dire à moins d'une seconde. On trouverait ainsi que l'arc cherché est de 26" 39' 17', à moins d’une seconde' près.
L’insUniment à l’aide duquel on répète ainsi les angles
prend le nom de r.erc.lç- t^-pctitcnr. Comme son emploi est surtout nécessaire quand on opère sur une grande étendue, l'alidade et la ligne de foi sont toujours munies de lunettes, placées, l'une au-dessus du cercle, et l’autre au-dessous.
54. — Dans les opérations qui réclament de la promptitude et n’exigent pas une grande précision, on peut encore obtenir la mesure des angles, au moyen de la boussole. Nous reviendrons bientôt sur ce moyen.
De quelques propriétés des angles qui ont même sommet.
55. — Lorsqu’une droite O C (fig. 25) en l’encontre une autre A B, de manière à faire avec cette droite, et d’un même côté, deux angles A O G, B OC, ces angles se nomment adjacents.
L’un de ces angles est généralement plus grand que l’autre. Lorsqu’ils sont égaux , ce sont des angles droits. Car, soient les deux angles adjacents égaux A O D, B O D (fig. 25). De leur sommet O comme centre, axec un rayon arbitraire, décrivons une demi -circonférence A D B : les angles A O D, B O D étant égaux , les arcs A D et B D le seront aussi. Chacun d’eux est donc le quart de la circonférence, c'est-à-dire un quadi’ans. Donc les angles A O D et B O D sont droits.
Tout angle, tel que A OC, plus grand qu'un angle droit, est ce qu’on nomme un angle obtus. Tout angle, tel que BO C, moindre qu’un angle droit , est ce qu’on nomme un angle aigu. Quand deux angles adjacents sont inégaux , l'un est obtus et l'autre aigu.
56. — TiiÉonÊME. Im somme de deux angles adjacents A 0 C , B O C ( lig. 25 ) est égale h deux angles droits. En effet, du sommet O de ces angles, avec un rayon arbitraire, décrivons une demi-circonférence A C B : ces angles auront |X)ur mesure les arcs AC et B C, dont la somme équivaut à une demi-circonférence, ou à deux quadrans. La somme des deux angles proposés équivaut donc à deux angles droits.
Remarque. Deux angles dont la somme est égale à deux
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animes droits , sont dits supplément ai tvs ; et t;hàt^tin «feUk est ie supplément de l'autre. D'après le thëor(*tne prtîoédent , deux angles adjacents sont toujours suppléfnen* taires. ’
L’un d'eux étant connu , on en déduit surde-chaïup l’autre. Si, par exemple, on demandait le supplément de l’angle COB, il suffirait de prolonger B 0 ; et l’iangle C 0 A serait le supplément demandé. Si c'est la mesure de l’un de ces deux angles qui est donnée, on en déduit la mesure de l'autre, en retranchant celle du premier de 180°, qui forment la mesure de deux angles droihi. Si l'un de ces angles était, par exemple , de 32“ 47 , l’autre aurait pour valeur ISO’moins 82*47', c’est-à-dire 147* 13'.
57. — Théorème. .S> fieux angles A O C , BO C (fig- 25), oÿ'anl même sommet et' un côté commun OC, valent eit somme deux angles droits, leurs côtés extérieuri A OetBO sonten ligne droite. Car, si du point Ocommeocntre, avec UQ rayon quelconque, on décrit un arc A CR, cet are i^uiyaiictra/ à deux qiiadrans; donc ce sera nnedemii^irconférence ; donc A O B sera un diamètre (82 , coi’oU.) ; par conséquent, A O et B O sont en ligne droite.
, 58. — Théorème. La somme de tous les angles A O R, BOC, COD, DOE (fig. 26), /brméf d'un même côté d'un^ droite A E , <•/ ayant pour sommet un même point de cette droite , est égale h deux angles d/vitSi Car, si dtl pqiut O comme centre, avec nn rayon arbitraire, ou décrit une demi -circonférence ABCDE, les angles AÔB, BOC, COD, DOE, auront respectivement pour mesure les arcs A B, B C , C D, D K , dont la somme équS«vant à deux quadrans. La somme de ces angles équivaut donc à deux angles droits. .
59. — Théorème. La somme de tous les angles AOB, BOC, COD, DOE, EOA( fig. 27 ) formés autour d’un même point O, éqtdvaut à quatée angles droits. Car, si' du point O comme centre, avec un rayon arbitraire, on décrit une circonférence, ces angles auront respectivement pour mesure les arcs A B, B C , C D, D B , E A , dont la somme équivaut à quatre quadrans. La somme de ces angles équivaut donc à quatre angles droits.
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60. — Théobéme. Lorsque deux droites A B, C D(fig. 28) se coupent mutuellement, les angles opposés pat le som^ met sont égaux. En effet, la somme des angles AOC et COB équivaut à deux angles droits (56); il en est de même de la somme des angles CO B et BOD. Ces deux sommes sont donc égales, et l’on a
AOC-l-COB = COB-hBOn;
et en retranchant de part et d’autre COB, il reste A O C = BO D. On démontrerait de même que COB égale AOD.
CHAPITRE IV. . , V
Des perpendkulaîres.
61. — Lorsque deux droites qui se coupent, A B, CD (fig. 29), forment un angle droit AOC, les trois autres angles COB, BOD, DOA, sont droits aussi ; car COB étant le supplément de l’angle droit A O C, est droit luimême (56) ; et les angles B O D et D O A sont égaux aux deux premiers, comme leur étant opposés par le sommet.
Lorsque deux droites se coupent de cette manière, on dit qu’elles sont perpendiculaires l’une à l’autre. Mais il n’est point nécessaire qu’elles .se croisent pour être perpendiculaires; il suffît qu’elles forment entée elles uh angle droit, puisqu’en les prolongeant on leur donnerait la .situation qu’indique la figure 29.
On fait un usage continuel des perpendiculaires dan.4 l’architecture, dans la charpente, dans la coupe des pierres, dans le dessin des machines, etc. La position mutuelle de ces droites offre une régularité qui satisfait l’œil , et que nous nous plaisons à reproduire, Notis aurons occasion d’en offrir de nombreux exemples.
62. — On pourrait tracer des perpendiculaires sur lé papier à l’aide du rapporteur, puisque cet instrument fournit le moyen de faire des angles de 90“ ; mais on lui substitue Véquerre, qui est d’un usage plus commode.
Une équerre se compose de deux règles dont leS bords se rencontrent à angle droit (fîg. 30); telle est ordinairement la forme des équerres de métal. Les équerres en
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bois sont presque loujoiii-s pleines, comme tludique la fi^re 31 , à l’exception d’un trou pratiqué pour rendre rinstrüment plus maniable.
* Avant de faire usage d’une équerre, il est à propos de la vérifier. Pour cela on trace une ligne droite indéfinie XY (fig. 32), contre laquelle on fait affleurer une bonne règle M N. On place ensuite l’un des côtés A B de l’équerre contre la règle, et,' avec une pointe à tracer, on tire une ligne suivant B C. ,On retourne aloi*s l’équerre, de manière à lui faire prendre la position A BC', et l’on trace une droite suivant BC. Si les droites B C et B C ne coïncrdent pas, l’équerre doit être rejetée ; car la somme des angles A B C et A' B C , s’ils sont droits, c’est-à-dire si l’équerre est exacte, doit valoir deux angles droits, et par conséquent les côtés B C et B C' doivent coïncider.
. . ,63. — Lorsqu’on veut élever une perpendiculaire à une droite par un point donné sur cette ligne, ou abaisxcr ühe perpendiculaire sur une droite d’un point donné hors de cette ligne, on fait affleurer contre la droite le bord d’une bonne règle ; on appuie contre ce bord l’un des côtés d’uûe équerre, et on la fait glisser contre la règle jusqu’à, ce que son autre côté vienne passer par le point donné; on se sert alors de ce côté comme règle pour tracer la pjsrpendiculaire demandée.
On a souvent be.soin de mener des droites ])erpendiculairement au bord rectiligne d’une surface plane , par exemple au bord d’une planche. On emploie à cet effet uu instrument qui fait à lui seul les fonctions de la règle et de l’équerre ci-dessus. Cet instrument, appelé té , du nom de la lettre à laquelle il ressemble, se compose, comme l’indique la figure 33, d’une double équerre, montée sur une tête plus épaisse. On pose la règle A B sur la planche, de façon que la saille C D de la tète du té s’applique exactement contre le bord de cetle planche ; il ne s’agit plus que de faire glisser l’instrumentdans cette position jusqu’à ce que le bord de la règle AB \icnne passer au point par lequel on veut mener la perpendiculaire.
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64. — Sur le terrain, on poiîrrait tracer les perpendiculaires à l’aide du graphomètre, puisque cet instrument fournit le moyen de faire des angles de 90®. Mais on préfère d’ordinaire employer Vêquerre d’arjtenteur, qui est d’un lusage plus commode. Sa partie essentielle consiste en quatre pinnules placées aux extrémités de deux droites qui se coupent à angles droits; ces pinnules sont le plus souvent pratiquées dans une sorte de boite, ronde ou octogone (lig. 34). Cette boite se visse sur une tige, terminée par un piquet de fer, au moyen duquel on plante l’instrument sur le terrain.
Supposons qu’il s'agisse d’élever en un point O d’une droite A B (fig. 29), une perpendiculaire à celte droite; on plante l’équerre au point O, et on la fait tourner de manière que la direction de deux pinnules opposées soit celle de la droite A B. La direction des deux autres pinnules est alors celle de la perpendiculaire demandée, et tout se réduit à faire planter un jalon C ou D dans cette direction, comme nous l’avons indiqué en parlant du graphomètre (52).
Si l’on doute de l’exactitude de l’équerre , on lui fait faire un quart de tour, de manière que les pinnules dont la direction était C l) viennent prendre la direction AB; la direction des deux autres doit alors être CD; dans le cas contraire, l'instrument est inexact.
Lorsqu’il s’agit d’abaisser d'un point donné C une perpendiculaire sur une droite donnée AB, on commence j)ar faire planter un jalon au point C, si toutefois il n’y a rien en ce point qui puisse servir de mire. On place l’équerre sur la direction AB, de manière que deux pinnules opposées soient dans cette direction; puis on transporte l'instrument le long de A B dans cette position, jusqu’à ce qu’en regardant par les deux autres pinnules on aperçoive le jalon C coupé longitudinalement par les fils réunis de ces pinnules. Le point O, où se trouve alors l'équerre, appartient à la perpendiculaire demandée , qui se trouve dès lors déterminée complètement.
TuÉonÉME. Par un point O ^ prix sur une droite
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AB (fig. 26)- o« ne peut éie\»er qu'une seule perpendicu^ luire à cettê firoite. En effet, du point 0 Comme centre, avec un rayon quelconque, décrivons une demi-circoniérence A Dfi. Une droite O D, élevée au point O perpendiculairement à A B , formera avec elle deux angles adjacents égaux A O D , B O D. Par suite les arcs A D et B D seront égaux , et le point D sera le milieu de la demicii*conférence A D B. Or il n’y a qu’un seul point D qui puisse être le milieu de la demi ‘circonférence AD B; donc on ne peut par le point O élever qu’une Seule perpendiculaire à A B. ' ‘
€6. —Théorème. Par un point O (fig. 35), pris hors d'une droite AB, on ne peut abaisser qu’une seule perpendiculaire sur cette droite. En effet,. Soient, s'il est possible, OC et OD deux perpendiculaires à AB. Faisons tourner la figure CO D autour de A B, comme charnière, jusqu’à ce qu’elle vienne se rabattre en CO'D. L’angle O' D C sera évidemment égal à l’angle O D C ; or celui-ci est droit par supposition, puisque OD est perpendiculaire à A B; l'angle O' DC est donc droit aussi. Les deux angles O D C et O' D C , qui ont même sommet D , un côté commun D C , et dont la somme équivaut à deux angles droits , ont donc leurs côtés extérieurs O D et O' D en ligne droite (57). Et comme on en peut dire autant de OC et de O' C , il y aurait du point O au point O’ deux lignes droites O D O' et O C O' , ce qui est impossible. D’un point pris hors d’une droite , on ne peut donc abaisser sur cetlè droite qu’une seule perpendiculaire.
Remarque. Si O C est cette perpendiculaire , toute autre droite O D menée par le point O sera ce que l’on nomme une oblique à la ligne AB.'
67. — Théorème. Si par un point O (fig. 86) , extérieur A une droite A B , o/l lui mène une perpendiculaire O C er une oblique O I) , /o perpendiculaire sera plus courte que l'oblique. Car si l’on répète le mouvement indiqué dans la démonstration du théorème précédent, on voit que O' D est égal à O D, et que O C est égal à OC; de plus O CO' est une ligne droite puisque les angles OCD et O' C D sont égaux et que le premier est droiL Or k ligne
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droite étant le plus court chemin d’un point à un autre, il en résulte que O 0' est plus court que 0 D plus DO'.
Donc OC, qui est la moitié de 0 0', est plus court que O D , qui est la moitié de O D -i- D O'.
Remarque. Il suit de là que la perpendiculaire abaissée d’un point sur une droite, est le plus court chemin de ce point à cetté droite. Et de même que le plus court chemin d*un point à un autre mesure la véritable distancé de ces points, de même le plus court chemin d’un point à une droite mesure la véritable distance de ce point à cette droite.
Si l’on veut savoir, par exemple, de combien un point remarquable dans la campagne est distant d’une grandè route, il faut abaisser de ce point une perpendiculaire sur la direction du bord de cette route, et mesurer là longueur de cette perpendiculaire.
C0ROLI.AIRE. Réciproquement : Si une droite O C tstià. plus courte de celles que ton peut' Uténer d’un point 0 A une droite A B , cètte ligne O C est perpendiculaire A A B.
Car si elle ne l’était pas, soit OD la perpendiculairé *. d’après le théorème précédent O D Serait plus cmirt què OC, ce qui est contraii’e à la supposition.
Remarque. Le point C oii la perpendiculaire OC ren* contre la droite A B se nomme le pied de cette perpendiculaire; le point D est pareillement le pied de l’obli-» que O D.
68. — Théorémb. Si par un point O (figi 36) extérieur* à une droite X Y , o» mène deux obliques OA, O B , telles que le pied de la perpendiculaire 0 C soit également distant du pied de chaque oblique, ces obliques seront égales. Car si l’on fait tourner la figure OA C autour de OC, comme charnière, l’angle O CA étant droit ainsi que l’angle O C B , ta droite C A viendra s’appliquer sur C B ; et comme, par hypothèse, C A égale C B , le point A tombera en B ; en sorte que les droites O A et O B auront les mêmes extrémités, et coïncideront. Par conséquent; ces deux droites sont égales.
69. — Lemme. Si et un même côté et une droite AB (fig. 37) , on mène du point A nu point B deux lignes bri*
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sées A D B A C B [ayant chcicune deux côtés) , celte de ces dçux lignes qui enveloppe C autre est la plus longue. En effet , si l’on prolonge A D jusqu’à la rencontre de C B au point 1 , on aura DB<DI-f-IB, ou, en ajoutant do part et d’autre A D ,
AD+DB<AD-f-DI + IBouAD-|-DB<AI-|-lB(l);
mais on a aussi AI^AC-f-CI,ou, en ajoutant de part et d’autre,lB,
AI-f-IB<AC-i-Cl4-IBou AI-hIB<AC + CB(2)/
En comparant les deux relations (1) et (2), on voit qu’on a à, plus forte raison AD4-DB<AC-hCB.
.,.,70. — Théorëüib. Si par un point O (lig. 38) on mène à une droite X Y deux obliques quelconques OA et O B , celle dont le pied s’écarte le moins du pied de la perpendiculaire O Ç.., est la plus courte. En effet, faisons tourner la figure autour de A B comme charnière , jusqu’à ce que le point O vienne se rabattre en O'; on aura évidemment O'B =0 B et 0' A ==0 A. Or d’après le lemme précédent on a O B -f- 0' B < O A -h O' A ; donc 0 B , qui est la moitié de 0 B -f- 0 B , est plus court que O A , qui est la moitié de O A -f- O' A .
S’il s’agissait des obliques O A et O B' situées de part et d’autre de la perpendiculaire, soit C B' moindre que C A : en prenant C B = C B' et joignant O B , on aurait # O B = 0 B' , en vertu du théorème du n® 68 ; mais en vertu de la démonstration précédente on a OBC^OA; donc on aussi O B' < 0 A.
' Ainsi le théorème est général. ,
' 71. — Du rapprochement des deux théorèmes précédents résultent ces deux propositions réciproques: O
Si- par un point extérieur à une droite f on lui mène deux obliques égales , le pied de la perpendiculaire sera également distant du pied de chaque oblique. Car s’il en était inégalement distant, en vertu du théorème précédent les obliques seraient inégales.' o .?•
' Si par un point extérieur h une droite, on lui mène deux obliques inégales, le pied de la plus courte sem
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moins distant du pied de la perpendiculaire que ne le sera le pied de la plus longue. Car s’ils en étaient également distants les deux obliques seraient égales (68); et si le pied de celle que nous supposons la plus courte était le plus éloigné du pied de la perpendiculaire, cetteoblique serait la plus longue (70) , ce qui est également contraire à la supposition.
72. — Théorème. Chaque point de la perpendiculaire G O (fig. 36) , élevée sur le milieu d’une droite A B , est egalement distant des extrémités de cette droite. Car soit Ü un de ces points, joignons OA et O B, ces droites .seront deux obliques égales puisque le pied de la perpendiculaire est également distant du pied de chacune de ces obliques. Donc le point O est à égale distance des extrémités A et B <le la droite k B.
73. — Théorème. Tout point K (fig. 36) , pris hors de la perpendiculaire C O élevée, sur le milieu iF une d/vitc A B , est inégalement distant des extrémités de cette droite. Car si l'on joint K A et K B, l’une de ces droites coupera la perpendiculaire. D’après la position du point K dans la figure, c’est la droite K A qui coupe Cü en un j)oint O. Joignons OB; nous aurons KB<^KO-l-OB, mais O B est égal à OA , en vertu du théorème précédent ; on peut donc écrire KB<KO + OA, ou 1^ B K A. Ainsi le point K est inégalement distant des extrémités de la droite AB.
74. — Du rapprochement des deux théorèmes qui précèdent, résultent ces deux propositions réciproques:
Tout point également distant des extrémités il’ une droite, appartient à la perjiendiculaire élevée sur le milieu de cette droite. Car s’il était situé au dehors de cette perpendiculaire, il serait inégalement distant des extrémités de la droite.
Tout point inégalement distant des extrémités d'une droite , est situé hors de la perpendiculaire élevée sur le milieu de cette droite. Car .s’il était situé sur cetle perpendiculaire, il serait également distant des extrémités de la droite.
Ainsi la perpendiculaire élevée sur le milieu d’une
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droite est le lieu f^èotnêtrique de tous les points du plan qui sont également éloignés des deux extrémités decetté droite. *
' Application. On se sert de ces deux pfopositions réciproques pour vérifier les perpendiculaires. Supposons, par exemple, que l’on veuille vérifier si CO (fig. 36) est perpendiculaire à X Y; on prendra sur X Y, de part et d’autre du point C des longueurs égales CA et CB; et l’on marquera sur la droite CO un point O quelconque!
51 les distances O A et O B sont égales , le point O appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu de AB;
' donc CO est cette perpendiculaii*e. Si les distances O A et O B sont inégales, le point O est situé hors de la perpendiculaire élevée au point C ; donc OC n’est pas perpendiculaire à X Y.
75. — Théorème. Si une droite X T (fig. 88) a deux de ses points A et B, à égale distance des extrémités d'une droite 00', la première droite est perpendiculaire sur le milieu de la seconde. En effet , le point A étant également distant des extrémités de la droite 0 0' , appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu de O 0'. On en peut dire autant du point B. Or deux points suffisent pour déterminer une droite : la droite AB, ou , ce qui revient au même, la droite XY,est donc èlle-raêmè cette perpendiculaire élevée sur le milieu de O O'.
Théorème. Chaque point de la bissectrice OC
d’un ahgle A O B (fig. 39) est également distant des càtés de cet angle. Soit C un point quelconque de cette bissectrice; abaissons de ce point les perpendiculaires CA et CB sur les côtés de l’angle A O B. Ces perpendiculaires mesureront la distance du point C aux côtés de l’angle AO B. Pour prouver qu’elles sont égales, plions la figuré le long d,e O C ; l’angle B G C étant égal à l’angle C ü A , la ligne O B viendra se rabaltre'’sur la ligne O A ; et le point C n’aura pas changé de place. Il faudra donc que les perpendiculaires C B et GA coïncident , car autrement il y aurait du point C deux perpendiculaires abaissées sur une même droite , ce qui est impossible. Doue CB*±:GA. "
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Remarque. Cet te démonstration prouve en uit-ine temps ,queOB^=^OA.
77. — Théorème, Tout point C (fig. 39) situé hors de lu bissectrice d’un angle A 0 K , est inégalement distant des côtés de cet angle. Abaissons du point C les pei’pendiculaîi*es CA et CK sur les côtés de l’angle donné, et joignons 0 C. Cette droite partagera l’angle A O K en deu.x parties inégales par hypothèse. Soit AOC la plus petite.
Faisons au point O un angle COB égal à l’angle AOC, et abai.s.sons CB perpendiculaire sur O B. La droite CO sera la bissectrice de l’angle AO B, et l’on aura CA=CB, en vertu du théorème précédent. La droite OB, rencontrera la perpendiculaire CK en un certain point I, et CI sera une oblicpie par rapport à la perpendiculaire CB; on aura donc CB<CI, et à plus forte raison C B < CK. Or au lieu de CB on peut écrire CA; on a donc C A < C K,
78. — Du rapprochement des deux théorèmes qui précèdent résultent ces deux propositions réciproques :
Tout point également distant des côtés d'un angle appartient a la bissectrice de cet angle. Car s’il était situé au dehors de cette bissectrice, il serait inégalement distant des côtés de l’angle.
Tout point inégalement distant des côtés d’un angle est situé hors de ta bissectrice de cet angle. Qac%’\\ était Situé sur cette bis.sectrice, il serait également di.stant des côtés de l’anglé.
Ainsi là bissectrice d’un angle est le lieu géométrique de tous les points du plan qui sont également distants des deux côtés de cet angle.
79. — Théorème. Lorsqqe deux droites indéfinies A B e/ CD (fig. 40) se coupent, 1® les bissectrices des angles adjacents sont perpendiculaires entre elles , 2“ les bissectrices des angles opposés par le sommet sont en ligne droite. Cat .soient OH, 01, OK, OL ces bissectrices. l®OnaAOC-f-COB=2 angles droits; or C 0 H est là moitié de A 0 C , et C O l la moitié de C 0 B ; donc C 0 H -l-COI, c’est-à-direH 01 , est la moitié deAOC-hCOB, c’est-à-dire la moitié de 2 angles droits, ou un angle
droit. Donc OH et 01 sont perpendiculaires entre elles. On démontrerait de même que les angles I O K , K O L et LO H sont droits. 2“ Les angles HO I et I OK étant droits, leur somme équivaut à deux angles droits; et comme ils ont même sommet et un cAté commun 01, leurs côtés extérieurs OH et O K sont en ligne droite (57). On démontrerait de même que O I et OL sont en ligne droite.
CHAPITRE V
' Des parallèles. ^
80. — Théouéme. Z)ew.r droites A C, BD (fig. 41 ) perpendiculaires à une troisième AM, ne peuvent se rencontrer quelqiic loin qtèon les prolonge. Car si elles pou- \aient se rencontrer en un certain point, il y aurait de ce point deux perpendiculaires abaissées sur une même droite, ce qui est impossible (66).
Remarque. Deux droites qui ne peuvent se rencontrer quelque loin qu’on les prolonge, sont ce que l’on appelle des droites Le théorème précédent peut donc s’énoncer de cette manière : Deu.T droites pcrpeniliculaires à une troisième sont parallèles entre elles.
81. — Problème. Var un point A (fig. 41 ) donné hors dune droite D F , mener une parallèle à cette droite. Du point A abaissons sur DF la perpendiculaire A B. Au point A élevons A C perpendiculaire à A B, la droite A C sera la parallèle demandée, car AC et DF sont toutes deux perpendiculaires à A B.
Cette construction peut s’exécuter sur le terrain aussi bien que sur le papier. Mais sur le papier on peut opérer plus commodément au moyen de l’équerre. Plaçons l’équerre de manière que l’un des côtés de l’angle di*oit affleure la droite donnée D F (fig. 42), et appliquons une règle contre l’autre côté de l’angle droit. Faisons ensuite glisser l’équeri'e conti’e la règle jusqu’à ce que le côté qui coïncidait avec D F vienne. passer parle point donné A ; puis avec ce côté, coraine règle, tirom la droite
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AC, qui sera la parallèle demandée. On n'aura plus quu la prolonger au besoin.
J.es menuisiers et les charpentiers emploient au même usage riustrument nommé ic , dont nous .avons parlé précédemment (63). Les droites qu'ils tracent à l’aide de cet instrument, étant perpendiculaires au b(U’d de la planche sur laquelle ils opèrent, sont parallèles entre elles.
Applications. L’usage des parallèles est extrêmement fréquent dans les arts : les cadres, les fenêtres, les portes, la plupart des meubles, offrent des lignes parallèles ; le parallélisme des lignes <lans l’architecture est un des principaux éléments de cette régularité qui a tant de <‘harmes pour l’œil. Les allées droites d’un jardin ou d’un parc .sont terminées latéralement par des droites parallèles; il en est de môme des canaux, des rails des chemins de fer, tant qu’ils conservent une direction rectiligne. Les lignes qui forment la portée dans l’écriture musicale sont des droites parallèles; on en remarque également dans les étoffes rayées, dans les dessins de papier de tenture, etc..
Les droites perpendiculaires , et les droites parallèles forment les combinaisons les plus régulières, et par suite, les plus constamment employées, de toutes celles qu’on peut obtenir avec des lignes droites.
82. — Lemmf. I. Si sur l’un des cotés 0\ un angle, droit YOX ((ig. *13), on prend à partir du sommet des longueurs égales O A , A B , B C, CD, etc. , et que par les points A , B , C , D , etc. , on élève des perpendiculaires à OX, Vies bandes ainsi formées serontégalcs ; 2“ quel que soit leur nombre , elles ne couvriinnt jamais l’espace indéfini compris entre les côtés de l’angle droit Y O X.
En effet ; 1° si l’on plie la figure le long de A E, l’angle E .A O étant droit, ain.si que l’angle E AB, la ligne AO viendra se rabattre sur AB, et comme AO est égal à A B, Iç point 0 tombera en B. L'angle AO Y étant droit, ainsi que l’angle ABF, la ligne O Y prendra la direction B F, ainsi les deu.x bandes indéfinies \ O .A E, E A B F coïncideront dans foute leur étendue; donc elles
sont égales. On dénionlrerall de la même manière l’êgalité de toutes les bandes successives.
2“. La droite OX étant indéfinie, quel que soit le nombi*e des band<*s, on pourra toujours en construire une nouvelle à la suite des premières; donc, jamais l’espace indéfini compris entre les côtés de l’angle droit Y O X ne pourra être couvert par ces bandes, quelque larges qu’on les suppose d’ailleurs.
83. — Lemsie il Quelque petit que soit un angle Y 0 A (fig. 44), en l'ajoutant à lui-méme un nombre suffisant de fois, on jyourra toujours couvrir entièremênt l’espace indéfini compris entre les côtés de l’angle droit Y 0 X.
En effet : si, par le |)oinl O, on mène une suite de droites OA , O B, O C, etc., qui fassent entre elles des angles consécutifs AOB, BOC,COD, etc. , égaux entre eux et à l’angle YO A , cet angle se trouvera ainsi ajouté h Itii-méme autant de fois que l’on voudra. IMais quelque petit que .soit Y O A , cet angle est une fraction d’angle droit; donc, en l’ajoutant à lui-même un nombre suffisant de fois, on finira loujoups par atteindre et dépasser l’angle droit Y O X. Alors il ne se trouvera aucun point dans l’angle Y 0 X qui ne soit couvert par l’un des angles YOA, AOB,BOC, etc. Donc l*e.space indéfini compris entre les côtés de l’angle droit sera recouvert entièrement. .
84. — TiiÉonÉME. Si A B (fig. 45) est perpendiculaire « 0 X , et que 0 C soit oblique à O X , /« perpendiculaire et rohlique suffisamment prolongées se rencontreront. En effet, élevons au point 0 la perpendiculaire O D’aprèsle premier lemme la bande Y O A B ajoutée à ellemême autant de fois qu’on le voudra ne couvrira jamais l’espace indéfini compris entre les côtés de l’angle droit Y O X. D’après le second lemme, l’angle Y OC, ajouté à lui-même un nombre suffisant de fois, finira toujours par couvrir ce même espace. Donc l’espace compris entre les côtés de l’angle Y OC est plus grand que l’espace compris par la bande Y OA B. Mais cette conséquence ne pourrait être admise si l’angle Y O C restait toujours contenu dan-! la bande YOAB; il faudra donc qu’il fin i.sso
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par en sortir ; c’esl-h-dire qu’il faudra que 0 C finisse par t’ouper A B. Donc l’oblique cl la perpendiculaire suffisamment prolongées se rencontreront.
85. — TiiÉonÊME. Par un point A (fig. il) extérieur à la droite D F , o/î ne peut lui mener qu'une seule parallèle. Menons A B perpendiculaire à D F, etC E perpendiculaire à A B, la droite C E sera parallèle à D F t80). Or, par le point A on ne peut élever qu’une seule perpendiculaire h A B; toute autre droite que CE, menée par le point A , serait oblique à l’égard de A B ; donc , en vertu du théorème précédent, elle rencontrerait AB, et ne lui serait point parallèle.
TnÉonÉME. Si deux droites C E D F (fig. 4i
sont parallèles, toute droite 'SI K, perpendiculaire a l'une d’elles DF, est aussi perpendiculaire à l’autre. Car, sî M A n’était point perpendiculaire à CE, la droite CE serait oblique à l’égard de M A ; donc elle rencontrerait la perpendiculaire D F (84), ce qui est contraire à la .supposition. *
— Théouême. Les droites A C et B D (fig. 46) .perpendiculaires h deux parallèles M N et P Q , et comprises entre ces parallèles , sont égales entre elles. Par le milieu I de A B , élevons IH perpendiculaire à PQ, et par conséquent au.ssi à M N (86). Plions la figure le long de H I. L’augle H I B étant droit ainsi que l’angle H I A , la droite I B viendra .se rabattre sur 1 A; et comme 1 B* et I A .sont égaux , le point B tombera en A. L’angle I B D étant droit ainsi que l’augle I A C, la droite B D prendra la direction de A C, et le point D tombera en quelque point de la droite AC. IWais l’angle I H D étant droit, ainsi que l’angle I HC, la droite H D prendra la direction de H C , et le point I) tombera en quelque point de la di*oite H C. Le point D devant tombera la fois sur les droites A C et H C , ne pourra tomber qu’à leur intersection C ; ainsi les droites B D et A C coïncideront , et sont par conséquent égales.
Remarque. La longueur de la perpendiculaire commune à deux parallèles, mesure la véritable distance de ces droites , puisque cette longueur est la même, en quel-
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que point des parallèles qu’on mène celle perpendiculaire commune, le Ihéorème précédent peut donc s’énoncer : Deux paratlèlex sont partout r"alement distantes,
88. — TiiËoitÉME. Si une droite M IN' (fig. 4(i) a deux de ses points C et D ii égale distance d'une autre droite P Q , la première droite est parallèle à la seconde. En effet : des points C et 1) abaissons sur PQ les perpendiculaires C A et DR. Par le j)oint I, milieu de A B , élevons 1 H perpendiculaire à PQ. Plions maintenant la figure le long de I H. Les angles A 1 H et B1 H étant droits, la ligne IB viendra se rabattre sur I A ; et comme 1 B et 1 A sont égaux, le point B tombera en A. Les angles I A C ell B D étant droits, la droite BD suivra la direction de A C; et comme B D et C A sont égaux par supposition, le point D tombera en C. D'ailleurs le point H n’aura pas changé de place; donc les droites II D et H C coïncideront. Il en résulte que les angles I H D et 1 11 C sont égaux , et par conséquent droits , puisqu’ils sont adjacents. Les droites P Q et M N sont donc toutes deux perpendiculaires à 111 ; ainsi ces droites sont parallèles.
Applic vtiox. Ce théorème fournit un moyen de tracer des parallèles. Si, par exemple, il s’agit de mener par le point C (fig. 10) une parallèle à la droite PQ, on abaissera du point C une perpendiculaire C,\ sur la droite donnée; en un point quelconque B de cette droite, on élèvera la perpendiculaire BD égale à AC, et l’on joindra C D qui sera la parallèle demandée.
Cette con.struclion mérite la préférence sur toute autre quand les deux parallèles doivent avoir une grande étendue.
89. — TuÊonÉMK. Deux droites parallèles à une t/visiè/ne sont parallèles entiv elles . Car si l’on mène une droite perpendiculaire à la troisième, elle sera en même temps perpendiculaire aux deux premières (86) ; et cellesci étant perpendiculaires à une même droite sont parallèles entre elles.
90. — TiiKOiiÉME. Si deux droites A B, CD (fig. 47) sont coupées par une troisième E b’ , et que les angU s intérieurs A E F et C F E soient supplémentaires , ces deux
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tlroites sont parallclcs. En effet, Tangle DFE est le supplément <le CPE, puisque ces angles sont adjacents; ma's, par supposition, A E F est aussi le supplément de CFE. Donc A EF égale DFE. On démontrerait de même que CFE égale BEF. Il en résulte que la position des branches FD et EB, par rapport à EF, est absolument pareille à celle des branches EA et FC. Si donc les droites A B et CD se rencontraient au-dessus de EF, elles devraient aussi se rencontrer au-dessous. Elles auraient donc deux points communs, ce qui est impo.ssible. Donc elles ne se rencontreront pas.
Remarque I. La droite E F est dite par rap-
port aux parallèles.
11 est facile de voir que les quatre angles aigus de la figure sont égaux entre eux. Car G E B = A E F et C F H = DFE, comme angles opposés par le sommet; d’ailleui*s nous avons démontré que A E F = D FE ; donc les quatre angles aigus sont égaux. On démontrerait de même que les quatre angles obtus sont égaux entre eux. Il en résulte que l’un quelconque des quatre angles aigus est le supplément de l’un quelconque des quatre angles obtus.
Les angles tels que AEF et DFE, formés intérieurement par les deux parallèles de part et d’autre de la sécante, se nomment alternes-internes. Les angles Cf'E et B E F sont aussi alternes-internes.
Les angles tels que CFH et A EF, formés parles deux parallèles d’un même côté de la sécante, Tun extérieurement et l’autre intérieurement, sont dits internesexternes ou correspondants ; cette dernière dénomination est la plus usitée. Les angles AEG et CFE sont aussi des angles correspondants : il en est de même des angles BEG et DFE, ainsi que des angles HFD et FEB.
hemarque W. Béciproquement , si deux angles alternes-internes AEF et DFE sont égaux, les angles intérieurs AEF et CFE sont supplémentaires; car DFE étant le supplément de CFE, son égal AEF est aussi le supplément de CF E.
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De même, si deux angles correspondants AKF et CFH sont égaux, les angles intérietirs AEF et CFE sont encore supplémentaires; car CFH étant le supplément de CFE, son égal AEF est aussi le supplément de CFE. Dans les deux cas AB et CD sont parallèles.
91. —T Applications. I. Ce théorème fournit un nouveau moijeii de mener des parallèles en se ser^ant de l’équerre. SoitO(fig. 48), un point donné par lequel on veut mener une parallèle à une droite A B. On fait affleurer contre AB le plus grand coté de l’équerre, et l’on applique une règle m n contre l’un des cotés de l’angle droit. On fait ensuite glisser l’équerre contre la règle jusqu’à ce que le côté qui coïncidait avec AB vienne passer au point donné O, et l’on se sert de ce côté comme règle pour tracer une droite OD qui est la parallèle demandée ; car les angles correspondants U km et D« A .sont nécessairement égaux.
II. Les mêmes comsidérations fournissent le moyen le plus commode d’employer l’équerre à tracer des perpendiculaires. Soit XY (fig. 49), une droite à laquelle on veut mener une perpendiculaire. Faisons affleurer contre cette droite l’un des côtés de l’angle droit d’une équerre, et appliquons une règle mn contre son plus grand côté; faisons ensuite glisser l’équerre contre la règle jusqu’à ce que le côté mp, perpendiculaire à XY, vienne passer au point par lequel il s’agit de mener la perpendiculaire, et servons-nous de ce côté comme règle pour tracer une droite m'p' qui sera la perpendiculaire demandée. Car, dans ce mouvement de l’équerre, le côté m p est demeuré parallèle à lui-même ; et puisque mp était jjerpendiculaire à XY, il en est encore de même de m'.p'.
L’avantage de celte méthode est de permettre à la pointe à tracer d’arriver plus franchement jusqu’à la droite XY, ce qu’on n’obtient par la méthode du n® 68 qu’en prolongeant la perpendiculaire après coup.
III. On peut encore se servir de la propriété des angles * allernes-internes pour mener des parallèles. Si, par
exemple, par un point £ (fig. 50), il s’agissait de mener
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une parallèle à la droite CD, on mènerait d'abord par le point E une sécante quelconque EE, puis l’on ferait au point E un angle A E F égal à l’angle E FD ; la droite EA ainsi déterminée serait la parallèle demandée.
Ce procédé pourrait être employé sur le terrain.
92. — Théorème. Lorsque deux parallèles AB, CD (fig. 47) sont coupées par une sécante EF, les angles intérieurs AEF et CFE sont supplémentaires (^ct par suite les tmgles alternes sont égaux, ainsi que les angles correspondants). Car si AEF n’était pas le supplément de CFE, on (murrait mener par le point E une droite qui fit avec F) F un angle égal au supplément de CFE; et, d'après le théorème précédent (90), cette droite serait parallèle à C D. CU’, par le point E , on ne peut mener qu’une seule parallèle à CD; donc l’angle AEF est le supplément de CFE.
93. Frorléme. Par un point A (lig. 51) pris hors d une droite G li mener une seconde droite qui rencontre la première sous un angle donné K. En un point quelconque F de la droite donnée, faisons un angle CF H égal à l’angle donné K (45) , et par le point A menons AE parallèle à CF. Les angles AEF et CFü seront égaux comme correspondants en vertu du tliéorème qui précède, et l’angle AEF sera par conséquent égal à
l’angle donné. ^
94. — Théorème. Deux angles ABC, DEF (fig. 52) qui ont leurs côtés parallèles et dirigés dans le meme sens sont égaux. Car si l’on prolonge DE jusqu’en H, on aura D E F== E U C comme angles cori*espondants , ot ABH=EHC par la même raison. Par conséquent, DEF=ABH.
Remarque. On démontrerait de la même manière que deux angles qui ont leurs côtés parallèles et dirigés tous deux en sens contraire sont égaux , et que deux angles qui ont leurs côtés parallèles et dirigés les uns dans le même sens et les autres en sens contraire sont supplémentaires,
Applièatiox. C’est sur le théorème précédent qu’est fondé l’emploi de la boussole pour mesurer les angles.
On sait qu’une aiguille aimantée, librement suspendue par son centre, a la propriété, non pas de se diriger constamment vers le nord, comme on a l’habitude de le dii*e, mais de conserver une direction fixe .ou à peu près. Nous disons à peu près, parce que cette direction est sujette par le fait à des variations annuelles etmême diurnes dont on peut sans inconvénient faire abstraction pour l’objet qui nous occupe. A Paris, la direction de l’aiguille aimantée fait, avec la ligne qui va du nord au sud, un angle d’environ 22“ vei’s l’est. Une boussole se compose essentiellement d’une aiguille aimantée repo.sant sur un pivot au centre d’un cadran divisé en degrés. Celle dont on se sert pour mesurer les angles e.st renfermée dans une botte ronde ou carrée, munie latéralement d’une lunette ou de deux pinnules dont la direction est parallèle à la ligne de foi du cadran, c’est-à-dire au diamètre à partir duquel se comptent ses divisions. L’instrument est porté sur un pied comme le graphomètre.
Soit BAC (fig. 63) un angle à mesurer. On place d’abord la boussole de manière que la lunette soit dirigée suivant l’un des côtés A B de cet angle; la ligne de foi o/ est alors parallèle à ce côté , et l’on observe sur le limbe la valeur de l’angle nof formé par la ligne de foi et par la direction 0/1 de l’aiguille. On place ensuite la boussole de manière que la lunette soit dirigée suivant l’autre côté AC de l’angle à mesurer; la ligne de foi prend alors la direction o'f parallèle à ce côté, et l’on observe sur le limbe la valeur de l’angle /l'o'/’ fomié par la ligne de foi et la direction o'n' de l’aiguille. On a ainsi tous les éléments nécessaires pour déterminer la valeur de l’angle BAC.
En effet , menons par la pensée une ligne o'g' parallèle à o/, ou, ce qui revient au môme, à AB; comme o'f' est parallèle à AC, il .s’ensuit, d’après le théorème précédent, que l’angle go'f esX égal à l’angle BAC; mais l’angle go'f est la différence des angles n'o'f et n'o'g; de plus, o' g étant parallèle à o/, et o'n' parallèle à ow, d’après la propriété de l’aiguille aiman-
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lée, il en résulte que l’angle /l'o'^ est égal h^nof en vertu du même théorème. L’angle BAC, ou son égal go'/' , est donc la différence des angles n'o'f et nofy c’est-à-dire la différence des angles dont la valeur a été observée sur le limbe.
On arriverait au même l'ésultat en plaçant l’instrumcnt au sommet A de l’angle à mesui'er, et en le faisant simplement tourner sans le transporter; maison voit que la boussole permet de mesurer un angle sans connaître son sommet, avantage précieux daiïs beaucoup de circonstances. Malheureusement cet avantage est compensé par un inconvénient grave : c’est que les oscillations continuelles de l’aiguille aimantée empêchent de lire avec précision sur le limbe de la boussole. Néanmoins cet instrument est fréquemment employé pour la mesure des angles, et principalement lorsque l’on a besoin d’un résultat prompt, sans tenir à une exactitude rigoui*euse.
Ü5. TiiËonÉME. — Deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun sont égaux {ou sup^ plémentaires.) Soient ABC et DEF (hg. 54) deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun, savoir : E perpendiculaire à B A, et F E perpendiculaire à BC; je dis que ces deux angles sont égaux. En effet, par le point B, menons B H parallèle à EF, et B1 parallèle à ED, l’angle HBI sera égal à FED en vertu du théorème précédent. De plus, B A étant per- ])endiculaire à DE sera aussi perpendiculaire à sa parallèle B I , et B C étant perpendiculaire à F E sera aussi perpendiculaire à sa parallèle B H. Il résulte de là que les angles IBA et H BC sont droits, et par conséquent égaux ; et si l’on retranche de chacun d’eux la j)artie commune UBA, les restes IBH et ABC seront égaux. Mais IBH est égal à DEF; donc DEF est égal à ABC.
S’il s’agissait de l’angle DEF', qui a aussi ses côtés perpendiculaires à ceux de l’angle ABC, on voit que cet angle étant le supplémentée DEF est 'aussi le supplément de A B C.
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Donc deux angles qui ont leui's côtes perpendiculaires chacun à chacun sont égaux ou supplémentaires. S’ils sont tous deux aigus ou tous deux obtus , ils sont égaux ; si l'un des deux est aigu et l’autre obtus, ils sont supplémentaires.
96. Applications. On emploie dans les ornements de l’architecture des parties saillantes qui ont reçu en général le nom de moulures, et l’on étend ce nom aux figures planes qui en représentent le profil. Le trace des moulures offre des exemples de .l’emploi des perpendiculaires et des parallèles.
Les moulu i*es sont droites, cii’culaires ou composées, suivant qu’on y fait usage de la ligne droite, du cercle, ou de l’un et de l’autre à la fois. IVous ne parlerons pour le moment que des moulures droites.
Le flet (lig. 55) estime moulure droite dont la saillie égale l’épais-seur. Pour le tracer, soit IH la droite sur laquelle il doit faire saillie; prenez sur cette droite une longueur ab égale à l’épaisseur assignée au filet; élesez par les points aeib les perpendiculaires me et nd; prenez ma et n b égaux à a h, et joignez ru n. On donne quelquefois au filet le nom de Itstel.
La plate-bande (fig. 56) est une moulure droite dont l’épaisseur est beaucoup plus grande que la saillie. Elle se trace par une construction analogue à la précédente.
C’est encore à l’aide des perpendiculaires et des parallèles que l’on trace les guillochis (fig. 57), usités dans l’ornement. Dans cette figure , les sommets des angles inlérieui*s les uns aux autres successivement sont placés sur une même ligue droite qui est leur bissectrice commune; et toutes les parallèles consécutives sont équidistantes.
CHAPITRE VI
• Propiiclés du cealt; relatives aux perpeudiculaires.
97. — Théuuëme. Le milieu d’un arc, le milieu île sa corde et le ce/iire du cercle sont toujours sur une même
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droite perpendiculaire à cette cordt'. Soit C(fîg. 58) le milieu d’un arc AB. Puisque les arcs CA et CB sont égaux, leurs cordes sont égales; donc le point C est à égale distance des points A el B. De même, le point O étant le centre du cercle est également distant des deux points A et B. 11 en résulte que si l’on mène OC, cette droite aura deux de ses points à égale distance des extrémités de A B; elle sera donc perpendiculaire sur le milieu I de cette corde (75).
Corollaire I. Par un point pris hors d’une droite, on ne peutabaisser sur cette droite qu’uneseule perpendiculaire; donc .VI du centre O d'une circonférence on abaisse une perpendiculaire sur une corde A B , elle divisera cette corde et l’arc sous-tendu en deux parties égales.
Corollaire U. Par un point pris sur une di*oite, on ne peut élever qu’une .seule perpendiculaire à cette droite; donc si l’on élève une perpendiculaire sur le milieu et une corde AB,, cette perpendiculaire passera par le centre.
98. — Problème. Par trois points A, B, C (fig. 59), non en ligne droite, faire passer une circonférence de ccrc/c. Joignez AB et BC; ces droites seront des cordes de la circonférence demandée. Sur le milieu de chacune de ces cordes, élevez les perpendiculaires mm’ et nn' ; d’après le corollaire qui précède, ces deux perpendiculaires devront passer par le centre de la circonférence; ce centre se trouve donc à l’intei’section de ces perpendiculaires; et si de cette intersection O comme centre, avec la distance OA pour rayon, on décrit une circonférence, elle pa.ssera par les points B et C.
On peut d’ailleurs .s’en rendre compte d’une autre manière, en ob.servant que le point O, appartenant à la perpendiculaire mm' élevée sur le milieu de AB, est également distant des points A et B, et que, par une raison analogue, il est également distant des points B et C , c’est-à-dire qu’il est à égale distance des trois points A, B, C.
Remarque I. Si ces trois points ne sont pas en ligne droite, les perpcndiculairés mm' eXnn .se rencontre-
ront toujours^ car, dans le cas contraire, elles seraient parallèles , et B m , qui est perpendiculaire à l’une , serait en môme temps perpendiculaire à l’autre; mais déjà B/c est perpendiculaire à cette autre; il y aurait donc dn point B deux perpendiculaires abaissées sur nn' , ce qui est impossible. ■ • -
Remarque IL Si Ifô trois points donnés étaient en ligti« droite, les perpendicidaires mm' t^nn seraient parais lèles (80) et ne se rencontreraient pas. Par trois points en ligne droite, on ne peut donc pas fkire passer une circonférence de cercle, ou, en d’autres termes, une ligne droite ne peut avoir plus tle deux points commune avec une circonférence. -
Pbobï-Rmb. Trouver le centre d’un cercle ou d'un
arc donné. Prenez à volonté trois points sur ce cercle ou sur cet arc, et cherche* le centre de la circonférence qui passe par ces trois pcnnts. ’
Remarque. Il résulte de cette solution que deux cir^ conférences de cercle ne peuvent avoir plus de deux points communs i car .si elles en avaient trois, elles auraient même centre, de plus même rayon, et se confondraient par conséquent (25). ■ -t ■-
100. — T*éobêm«. Toute droite X Y (fig. 60) peipén»^ diculaire à l’extrémité d'un rayon OA. n’a qu'un seul point commun avec la circonférence. Car, soit OB une droite quelconque menée du centre à un point de X Y ; cette droite O B sera une oblique plus longue que la perpendiculaire OA. Le point B est donc plus éloigné, du centre que le point A ; ce point B est donc hors du cercle. Et comme on en pourrait dire autant de tout autre point de X Y, il s’ensuit que cette droite n’a avec la circonférence d’antre point commun que le point A.
' Remarque I. Une droite qui touche ainsi une circonférence, c’est-à-dire qui n’a et ne peut avoir avec elle qu’un point commun , est dite tangente à cette circonférence; et le théorème précédent peut s’énoncer ainsi: Toute perj)endictilaire à t extrémité d’un rayon est tangente h la circonférence. '
La circonférence, à son tour, est dité tangente à'ik
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droite. Leur i>oint commun se nomme point de tangence ou de contact.
Remarque ïf. Une droite qui rencontre une circonférence en deux points, en d’autres termes, une corde prolongée est dite sécante, par rapport à cette circonférence, qui, à son tour, est dite par rap-
port à la droite. On dit aussi que la droite coupe la circonférence , et vice versà.
101. — Théorème. Toute tangente X Y (fig. 60) h une circonférence O, est perpendiculaire h l’extrémité du rajvn O A , qui aboutit au point de tangence. Car, si cette droite est tangente, tout point B de cette droite différent du point A est situé hors de la circonférence; le rayon O A mesure donc la plus courte distance du point O à la droite X Y ; ce rayon est donc perpendiculaire à cette droite (67, coroll).
Corollaire. Les deux théorèmes précédents prouvent ; 1® que par un point pris sur une circonférence on peut toujours lui mener une tangente : il suffit pour cela d’élever une perpendiculaire à l’extrémité du rayon qui aboutit au point donné; 2® que par un point pris sur une circonférence on ne peut lui mener qu'une seule tangente', car par un point pris sur une droite on ne peut lui élever qu’une seule perpendiculaire.
102. — Problème. Par un point A (fig. 61) extérieur à une circonférence C M B , mener une tangente h cette circonférence. Par le point A, et par le centre O de la circonférence donnée, menons la droite A C. Du point A comme centre, avec OA pour rayon, décrivons un arc indéfini OE. Portons sur cet arc, à partir du point O, une ouverture de compas O D égale au diamètre B C de la circonférence donnée. Joignons la corde DO, qui coupera cette circonférence en un point I. Enfin, tirons A I , qui sera la tangente demandée. Car, D O étant égal au diamètre B C , le rayon O I est la moitié de D O ; donc la droite A I menée du centre A au milieu de la corde DO est perpendiculaire à cette corde (97); et cette même droite A 1 se trouvant ainsi perpendiculaire à l’ex-
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trémitë du rn) on O 1 , est tangente k la circonférence donnée. ' •
Remarque I. Ou aurait pu faire au • dessous de A C une construction pareille; en sorte que le problème est susceptible de deux solutions.
‘Remarque II. Tant que le point donné A sera extériettf à la circonférence donn^ , il sera toujours po^ible de porter sur l’arc O E une ouverture de compas égale à B C.
Car 0 B étant plus petit que OA, le double de O B, c’està-dire B C ou D O , est plus petit que le double de O A , c’est-à-dire que le diamètre de la circonférence A. Or la plus grande corde d’une circonférence est son diamètre ; D O est donc plus petit que la plus grande corde de la circonférence A. ^
Appjucatiojjs. 1. En vertu de c’es
à-dire de cette disposition de la matière à persévérer, soit dans l’état de repos, soit dans l’état de mouvement ‘ où elle se trouve , les corps qui .sont contraints de se mou- 1 voir circulairement , comme, par exemple, la pierre que porte une fronde , tendent sans ces.se à reprendre le mouvement rectiligne, et à fuir par conséquent le centre de la rotation. Cette tendance a reçu en mécanique le nom de force centrifuge. Lorsque la cause qui obligeait le corps à se mouvoir circulairement vient à cesser ; si , par exemple , on lâche la corde de la fronde , le corps prend aussitôt la direction d’une droite tangente à la circonférence qu’il décrivait, ce qu’on exprime en disant qu’il fi échappe par la tangente.
' II. Les cordes qui s’enroulent sur des poulies figurent des droites tangentes à leur circonférence. Si l’on veut , par exemple , tracer les dircetions d’une corde assujettie à s’enrouler sur une poulie (fig. 62) et à passer par deux points donnés A et B , il faudra par ces deux points mener des tangentes à la circonférence intérieure de la gorge de la poulie. En menant des parallèles à ces tangentes on donnera ensuite à la corde l’épaisseur convénable. * , *
III. Le tracé des droites et des circonférences tangenl«‘s est indispensable pour opérer ce que les ouvriers ap-
G^OXlCTlUR PLAHK. 67
pellont le raccorde nie/it. Celle opération consiste à lier les lignes les unes aux autres, de manière à ne former entre elles aucun jarret. Supposons qu’il s’agisse, par exemple , d’abaltre par un arc de cercle l’angle ABC (fig. 63) d’une planche, à partir d’un certain point D. On élèvera au |>oint D une perpendiculaire à B C, qui rencontrera en O la bissectrice de l’angle A BC. Si du point O on abaissait O E perpendiculaire sur AB; nous avons vu (76) que OD et OE seraient égaux. Si donc, du point O comme centre , avec O D pour rayon, on décrit un arc, il sera tangent à B C en D , et à A B en E ; cet aix; servira donc à raccorder les droites A E et C D.
IV. Pour tracer une arcade, on a à raccorder deux droites parallèles par une demi-circonférence. Soient A B et CD (fig. 64), les droites qui limitent les piédroits de l’arcade ; on leur mène une perpendiculaire commune AC par le point A, qui est la naissance du cintre; on divise AC en deux parties égales, et du milieu O comme centre, avec O A pour rayon, on décrit une demi-circonférence, qui se raccorde avec AB et CD.
V. Les raccordements s’emploient en architecture dans une foule de cas, et notamment dans le tracé des moulures.
On trace une baguette, (fig. 65) comme nous l’avons expliqué pour l’arcade. Le tore (fig. 66) .se trace de la même manière; la droite sur laquelle il s’appuie doit le dépasser d’une quantité égale à son rayon.
Le tracé de la gorge (fig. 67) est tout h fait analogue; mais la demi-circonférence est décrite en dedans.
L’inspection des figures suffira pour faire comprendre comment se tracent le quart de rond (fig. 68), le quart de rond renversé (fig. 66), le cavet (fig, 70), le cavet renversé (fig. 71). On donne le nom de à un petit cavet qui se trace comme lui, et se renverse également.
La moulure composée de la figure 72 < contient cinq parties : 1 un filet, 2 un quart de rond, 8 une baguette, 4 une sorte de filet sans saillie que l’on nomme ceinture au orte ; 5 est un congé.
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Dei circonférences sécantes et tangentes.
104. — Théorêub. Si deux circonférences O etC (fig. 73) ont un point A commun hors de la ligne O C qui joint leurs centres, elles en ont nécessairement un second. En effet : faisons tourner la figure O A C autour de O C , comme charnière , jusqu'à ce que le point A vienne se rabattre en A'. On aura évidemment A' Os A O; ainsi le point A' appartient à la circonférence O; on aura de même A ' C — A C ; ainsi le point A' appartient à la circonférence C. Donc A’ est commun aux deux circonférences.
CoROLLxiBB. Il suit de là que pour que deux circonférences n'aient qu'un seul point commun, il faut que ce point soit situé sur la ligne des centres. Dans ce cas, les circonférences sont tangentes l'une à l'autre, et le point ' commun est le point de tangence ou de contact.
Remarque. Deux circonférences ne peuvent avoir deux i • points communs d’un même côté de la ligne des centres , à moins de coïncider ; car, comme elles en ont au moins . un au-dessous, elles ont ainsi trois points communs, et ont par conséquent même centre et même rayon (99).
105. — Thëohéme. Quand deux circonférences O et C (fig. 73) se coupent, c'est-à-dire quand elles ont deux points communs A et A’ , la ligne des centres O C est per~ pendiculaire sur le milieu de la corde commune AA'; car la droite O C a deux de ses points O et C, à égales distances des extrémités de A A' (75).
106. — Quand deux circonférences Oui C (fig. 73) .vcco«pent, la distance fies centres est moindre que la somme \ des rayons; car on a évidemment OC^OA-f-AC.
On a au.ssi. OC-|-AC>OA,etsi l’on retranche de part et d’autre AC, il vient OC>-OA — AC; c’est-à- .dire que la distance des centres est plus grande que la différence des rayons.
107. — Quand deux cercles se touchent, nous avons 'vu que le point de contact est situé sur la ligne des centres.
.Ç’/V.v se touchent extérieurement, comme les cercles O î
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etC(fig. 74), on a O C=^ OA 4- A (i, c’est-à-dire que /« distance des centres est égale h la .somme des rayons.
S’ils se touchent intérieurement, comme les cercles O et C (lig. 75) , on a O G ^ O A — AC, c’est-à-dire que la distance des centres est égale à la différence des rayons.
108. — Quand deux cercles sont extérieurs Cun à l'autre, comme les cercles O et C (fig. 76), on a
OC = OA-j-BC-l-AB, d’où OC>OA-+-BC, c’est-à-dire que la distance des centres est plus grande que la somme îles rayons.
Quand deux cercles sont intérieurs T un h Vautre , comme les cercles O et C (fig. 77^, on a
OC = OA— BC — AB, d’oüOC<OA — BC,
c’est-à-dire que la distance des centres est moindre que la. différence des rayons.
109. — On voit que la position relative de deux circonférences se trouve caractérisée par la grandeur relative de leurs rayons et de la distance de leurs centres. Pour en donner des exemples, supposons d'abord que les rayons de deux circonférences aient l’un 0“,04, l’autre 0™,19, et que la distance des centres soit de0m,ll- La somme des rayons est 0™,23, leur différence est 0'“,15; on voit que la distance des centres est moindre que la somme des rayons, mais qu’elle est en même temps moindre que leur différence : les deux circonférences sont donc intérieures l’une à l’autre.
Supposons, en second lieu, que la distance des centres soit de S' ôP, le plus grand rayon de 2» 8p, et le plus petit de 5' 9p. La somme des rayons est 2»‘ 2'; leur différence est 2''6p; on voit que la distance des centres est moindre que la somme des rayons, et plus grande que leur différence; donc les deux circonférences se coupent.
Supposons enfin que l’un des rayons ait 3« , 53 , l’autre 1"» , 02, et la distance des centres 5“ , 47. La somme des rayons est 5"» , 47, c’est-à-dire précisément la distance des centres; donc les deux circonférences se touchent extérieurement.
1 10. — Problème. Par un point A (fig. 74) pris sur la
circonférence d’un cercle O faire passer une circonfé^ ronce tangente à la première, et ilortt le rayon ait une longueur donnée. Tirons O A ; et sur le prolongement de ce rayon , poiTons une longueur A C , égale à la longueur donnée; le point C sera le centre de la circonférence de* mandée.
111. — Problème. Étant donné un point C (fig. 74) hors d’une circonférence 0, décrire du point C comme centre, une circonférence tangente à la première. Joignons OC, qui coupera la circonférence donnée en ua point A ; A C sera le rayon de la circonférence demandée.
112. — Problème. Par un point iVl (fig. 78) donné hors d’ une circonférence 0, faire passer une circonférence tangente à la première , et dont le rayon ait une longueur donnée R. Tout se réduit à trouver le centre de la circonférence demandée. Ce centre devant être distant du point M d'une quantité égale à R , si du |M>int M comme centre , avec un rayon égal à R, on décrit une circonférence CNC, le centre cherché devra se trouver sur cette circonférence , car elle est le lieu géométrique de tous les points distants du point M d’une quantité égale à R. Si la circonférence demandée doit être tangente extérieurement à la circonférence donnée, la distance de leurs centres doit être égale à la somme de leura rayons. Si donc on mène un rayon OA, que sur son prolongement < on porte une longueur A fi égale à R , puis que du point
O comme centre, avec O R, c’esl-à-dire O A -f- R» pour rayon , on décrive une circonférence B C C, le centre cherché devra se trouver sur cette circonférence , car elle est le lieu géométrique de tous les points distants du point O d’une quantité égale à O A 4* R. Ce centre cherché .<te trouvera donc à l’intersection des circonférences CMC et B C C, c’est-à-dire en l’un des points C ou C . H ne i*estera plus qu’à décriro de l'un de ces points comme centre , avec un rayon égal à R, une circonférence, qui passera par le point M, et sera tangente à la circonféronce O. .
Remaniue. Si les deux circonférences devaient se toucher intérieurement, au lieu de décrire une circonférence
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du poigt O cunnne cenlrt* , a\ t*c un raj on égal à Ü A-i- R , il i'audrait la décrire avec un ra,yon égal à O A — R.
Dans l’une et l’autre supposition, il peut se présenter des cas d’impossibilité, que nous laissons au lecteur le soin de discuter.
On peut se pro|X)ser sur le contact des cercles beaucoup d’autres problèmes, mais la plupart n’olTrent qu’un intérêt de pure curiosité.
113. — Applications. I. Pour communiquer le mouvement d’une roue de machine à une autre, on sait qu’on met leurs circonférences en contact, et qu’on les arme d’une série de dents qui les forcent à se mouvoir en sens contraire; ce système se nomme un cngrcmiffe. Lorsque l’on veut dessiner deux roues dentées, on trace d’abord deux circonférences tangentes , que l’on nomme les c/rconfvrences primitives des deux rou«*s; et c’est sur ces circonférences que l’on dispose les dents en saillie. On cmise, au contraire, les intervalles des dents d’une même roue, afin que les dents de l’autre roue puissent s’y loger (fig. 79).
II. Les moulures présentent également des exemples nombreux de circonférences tangentes.
Dans le talon dtx>it ( fig. 80) , le talon renversé 81), Và doucine (fig. 82), et la dnucinc renversée (fig. 83), les arcs sont tangents extérieurement. Dans la scotie (fig. 84), et dans la scotie renversée (fig. 85), les arcs sont, au contraire, tangents intérieurement. L’inspection des figures suffit pour faire comprendre comment ces moulures doivent être tracées.
III. On a recours également aux circonférences tangentes pour tracer le profil des consoles, qui servent quelquefois d’appui aux corniches, aux frontons, aux croisées, etc.
IV. Les arcades destinées à .soutenir des rampes se terminent par une ligne courbe, nommée pour cette raison arc rampant, et qui se compose de deux arcs de cercle raccordés.
Soient AC et BD (fig. 86) les droites qui limitent les piéd/vits de l’arcade, prolongées jusqu’à la ligne AB pa-
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l'allèie à ia rampe, et à laquelle le cintre de l’arcade doit être tangent. On choisit d’ordinaire pour point de contact le milieu I de la droite AB, lorsqu’aucune circonstance particulière ne s’y oppose. Pour tracer l’arc rampant, élevons 1 E perpendiculaire à A B. Divisons en deux parties é^^alesles anglesIAC etlBDparles droitesAV etBO, qui coupent la perpendiculaire I E aux points V et O. D’après les propriétés des bissectrices (76), le point V sera également distant des droites A B et A C, c'est-à-dire que si l’on abaisse V M perpendiculaire sur AC, on aura V M = I V. Si donc , du point V comme centre, avec 1 V pour raj'on , on décrit un arc I M , il sera tangent à A B en I, et à AC en M. De même, si l’on abaisse O IN perpendiculaii’e sur BD, on aura O^Næ! O; et, si du point O, comme centre, avec 1 O pour rayon, on décrit un arc I ]N , il sera tangent à A B en I, et à BD eu N. Ces arcs se raccordei'ont donc avec les droites A C et BD; et, de plus, ils se raccordei’ont entre eux au point 1, puisque ce point est sur la ligne des centres V O.
llemarquons que, d'après les propriétés des bissectrices déjà citées , on a I A = A M et 1 B = B N ; et comme IA = IB, il en résulte AM = B]\. Celte circonstance, due au choix du point I, contribue à la gi’àce de l’arc rampant M I N.
V. Les arcades à cintre surbaissé .sont tei’minées par ’ une ligne courbe que l’on peut tracer au moyen de trois ai’cs de cercle , et que l’on nomme, pour cette raison , courbe h trois centres. Elle porte aussi quelquefois le nom (S" anse de panier.
Pour la tracer, soit A B (fig. 87) la largeur de l’arc ; divisons cette longueur en trois parties égales, aux points C et D. Sur le milieu O de C D, élevons une perpendiculaire indéfinie; et du point C, comme centre, avec un rayon égal à C D, décrivons un arcle de cercle qui coupe cette perpendiculaire en un point 1. Tirons 1 C et 1 D. Des points C et D comme centres, avec CA ou CB pour rayon, décrivons les arcs A E et B F, terminés au prolongement des lignes IC et I D. INous aurons CE*=»CA“CD etDF=* DB = CD. Mais les obliques
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1 G Cl I D élant égales entre elles et à G I), il s’ensuit (jne 1 E et 1 F sont cbaciin le double de G D, et par conséquent égales entre elles. Du point I comme centre, avec un ra}'on égal à I E ou à IF, décrivons donc un ai*c E F; il SC raccordera avec l’arc A E , car le point commun E est sur la ligne des centres I G , et il sc l’accordera de même avec l’arc B F, puisque le point commun F est sur la ligne des centres ID.
VI. Si l’on ix’pète la même construction au-dessus et au-dessous de AB (lig. 88), on aura la courbe fermée à laquelle ou donne le. nom à' ovale , et qui est fréquemment emj)lo} ée dans les arts.
VII. Les architectes font usage d'une autre courbe l'erinée, nommée ove, <jui se trace au moyen de quatre arcs de cercle. Sur une droite A B ( fig 89 ) , prise comme diamètre, décrive/ une demi-circonférence A MB. Sur le milieu 0 du diamètre AB, élevez une peri>endiculaire O G égale à AO. Tirez AG et BG. Des points A et B comme centres, avec AB pour rayon, décrivez les arcs AD et BE terminés au prolongement des lignes B G et AG. Les obliques AG et B G élant égales, et les droites B D et A E élant égales aussi , puisqu’elles sont égales à A B, il en résulte que l’on a
A E — AG = BD — BG, c’est-à-dire GP) = GD.
Si donc, du point G comme centre, avec GD pour ra^on , on décrit un arc de cercle, il se raccordera avec les arcs A D et BE.
VIII. G’est enfin au moyen d’arcs de cercle raccordés que l’on trace la volute ionique, eni})loyée non-seulement en architecture , mais dans tous les arts où l’on lait u.sage de l’ornement. Voici comment on e.vécule le tracé de cette courbe.
Soit AÜ (tig. 90) la distance du ciMitre de la ^olule à .son j)oint de départ. Prenez O B égal à la neuvième partie de ü A; et du j)oint 0 comme centre, avec O B j)our l’ayon , décrivez un cercle; ce cercle se nomimî Y œil de la volute. Prolongez B O jusqu’en D, et menez le diamètre G E perpendiculaire à B D. Joignez les cordes B G ,
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- CD, DE, ËB. Marquez les milieux de ces coixles <lèd chiffres 1,2,3, 4. Joignez 01 , 02» 08, 04; partagez chacune de ces droites en trois parties égales , et num4rotîz les points de division eu continuant à tourner autour du point O dans k sens indiqué par les chiffres 1 , 2 , 3 , 4. Tirez enfin le$.dpcnt6a 1» 3 ; 2 » 3 ; 3 , 4 ; 4» â; etc. , jusqu’à
Maintenant, du point X comme centre , décrivez l’arc AF, terminé à la droite 1 , 2. Du point 3 oomiiie centre , décrivez Tare F G , terminé à la droite 2 , 3. Du point 8 comme centre, décrivez l’arc GH, terminé à la droite i 3 , 4. Du point 4 comme centre, décrivez l’arc H I , ter- | miné à la droite 4, S. Du point ô comme centre, décri- i yez l’are J K , terminé à la droite .S , 6; et continuez ainsi jusqu'à' ce que vous ayez décrit, dn point 12 comme V centi’e, l’arc RS» terminé an cercle BCDE.
" ’ 11 est facile de voir que tous les arcs ainsi décrits sè
raccordent. Les arcs AF et F G, par exemple^ ont le point F commun, situé sur la ligne des "centres 1,2; '^dpne ils sont tangents. 11 en est de même de tous les mitres arcs consécutifs. Quant au dei'nier arc R S, il ne
raccoi*de point avec la circonférence BCDE, qui ter- j mine la volute; mais l’erreur est assez petite pom* n’ôtre ; . point choquante.
On donne ordinairement une épaisseur à la volute. Pour la déterminer, il suffit de décrire, à l’aide du même procédé, une seconde volute ayant même centre, mais dont le point de départ A' est situé au quart de l’intervalle A I , à partir du point A. La distance des tleux volutes va sans cesse eu diminuant , à mesure qu’elles approchent de leur centre.
Emploi des circonférences qui se coupent dans la
résolution de quelques problèmes. I
114. — L'emploi des circonférences qui se coupent va nous permettre de l’ésoudre d’uue manièt'e rigoureuse, et avec le seul secours de la règle et du compas, quel- i ques-ims des problèmes dont nous u'avons doimé qu’fane
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.solution approchée, ou que nous avons résolus a^ec le secour.s de i’écjuerre.
115. — Pnoni.ÈME. Diviser une chxyite elonnêe AB ( fig. 91 ) en deux parties égales. Des points A et B comme centres, avec un rayon plus grand (|ue la moitié de AB , décrivons deux circonférences; elles se coupei'ont en deux points C et D , puisque la di.stance des centres sera moindre que la somme des rayons, et d'ailleurs plus grande que leur différence qui est nulle. Joignons CD, qui coupera .A B en I. Ce point sera le milieu de A B ; car la droite CD a <leu\ de ses points à égale distance des extrémités de A B; donc elle est perpendiculaire sur le milieu de cette ligne (75).
Remarque. La même construction i)ourrait servir à élever une perpendiculaire sur le milieu d'une droite donnée , sans qu’il fût néce.s.saire de déterminer préalablement ce milieu.
PnoBLÉME. Diviser un A\I B (fig
en deux parties égales. Tirons la corde A B , et , à l’aide de la construction précédente, élevons sur le milieu de cette corde la perpendiculaire IC. Cette perpendiculaire passera par le milieu M de l’arc donné (97).
117. — PnoBLÉME. Diviser un angle donné MO K (lig. 93) envieux parties égales. Du sommet O comme centre, avec un rayon arbitraire, décrivons l’arc AB. Des points A et B comme centres, avec un rayon plus grand que la moitié de la corde AB, décrivons deux arcs de cercle, qui se couperont au-de.ssous de AB en un certain point C. Joignons OC; cette droite a deux de .ses points à égale distance des extrémités de AB; donc elle est perpendiculaire sur le milieu de cette corde; elle passe par coaséquent par le milieu D de l’arc AB, et l’on a AD— DB. Ainsi les angles au centre A OD et DO B, qui sont mesurés par des ares égaux, sont égaux. La droite OC est donc la bissectrice de l’angle MON.'
118. — Problème. Par un point O (fig. 94) donné sur une droite A B , lui élever une perpendiculaire . Prenons sur A B, de part et d’autre du point O , deux distances égales O B et OC. Des points B et C comme centres, avec
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un inclue l ajou plus graacl que O B, décrivons deux arcs de cercle qui se couperont au-dessus de B C en un certain |M)int I. Tirons 10; ce .'•era la perpendiculaire demandée. Car si l’on jointICeLlB, d’après la construction ces rayons seront égaux ; le point I étant également distant des extrémités de BC appartient à' la perpendiculaire élevée sur le milieu 0 de cette droite ; donc 10 est cette perpendiculaire.
1 19. — PnonLËME. Par un C (fig. 95) donné hors d'une droite A B , abaisser une perpendiculaire sur cette droite. Du point A comme centre, avec AC pour rayon, décrivons une circonférence. Du point B comme centre, avec B C pour rayon, décrivons une seconde circonférence. Ces deux circonférences ayant un point C commun au-dessus de la ligne des centres, en auront un second D au-dessous (104). Tirons CD; ce sera la perpendiculaire demandée, car cette droite sera la corde commune (105).
120. — Les constructions que nous venons de faire connaître ont une rigueur que ne présentent fioiat les solutions précédemment données des mêmes problèmes; mais elles ne peuvent être pratiquées que sur des surfaces planes de peu d’étendue. Sur le terrain, il faut s’eu tenir aux procédés que nous avons exposés déjà.
CHAPITRE VIL
' Propriétés du cercle relatives aux parallèles.
121. — Théorème. Deux parallèles A.H et CD (fig. 96) interceptent sur une circonférence des arcs égaux. En effet , du centre O de cette circonférence , abaissons sur les deux parallèles une perpendiculaire' commune; le point I où celte perpendiculaire coupera la circonférence sera le milieu de l’arc AB (97) ; il sera aussi le milieu de l’arc CD (même Ihérirème). On a donc IA=1B
,etl(i =I D,d’oii résulte IC — 1 A=1D — I B ou AC = BD.
Il pourrait se faire que l’une des deux iiarallèles fût tangente à la circonférence. Soient, pax’ exemple, les
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deux parallèles A'B' et CD, dont l’une est tangente en un point I. Tirons le rayon 01; ce rayon sera perpendiculaire à la tangente A'B' (101), et par conséquent à sa parallèle CD (80). Donc le point I est le milieu de l’arc CD (97).
Enfin , les deux parallèles pourraient être foutes deux tangentes. Soient A'B' et C D' ces deux parallèles, tangentes l’une en 1 et l’autre en H. Menons les rayons 01 et OH. La tangente A'B' sera perpendiculaire au rayon 01 (loi), et la tangente CD' au rayon OH. Il résulte de là que OH prolongé serait aussi perpendiculaire à AB (86); mais par un même point on ne peut abaisser qu’une perpendiculaire sur une même droite; U faut donc que 01 soit le prolongement de 011. La ligne IH est donc un diamètre, et les arcs ICH, IDH, interceptés par les tangentes parallèles, sont égaux, puisque chacun d’eux est une demi-circonférence (32).
Ainsi le théorème est tout-à-fait général.
Remarque. On peut s’appuyer sur ce théorème pour mener par un point donné une parallèle à une droite donnée. Soit A B (fig. 97) la droite donnée, et C le point donné. D’un point tpielconque O, pris sur AB, avec un rayon égal à CO, décrivons une demi-circonférence K C D F. Prenons l’arc D F égal à l’arc C E , et lirons C D ; ce sera la parallèle demandée. Car si CD n’était pas parallèle à AB, on pourrait par le point C mener une droite CK parallèle à AB; on aurait alors, en vertu du théorème précédent , CE=KF; mais par construction on a CEs=DF; il en résulterait KF=DF, ce qui est impo.ssible.
122. — Le théorème précédent fournit le moyen de mesurer les angles dont le sommet n’occupe pas le centre de la circonférence, et que, pour celte raison, on appelle aufrlex e.rcen triques.
Parmi les angles excentriques, les plus remarquables sont ceux qui ont leur sommet sur la circonférence, et dont les côtés sont des cordes; on les nomme angles inscrits ; c'e^t de la me.sure de ces derniers angles que nous nous occuperons d’abord.
78 PBEMIÈRK PARTIE,
123. — TiiÉoRtME. foui anuic vin rit a pour mesure la mollir tir l'arc compris entre ses côtés. Il ppul se préseiilcr trois cas, que nous examinerons successiveinenl :
1“. Le centre O de la circontercnce peut être situé sur l’un des côtés de l’angle inscrit ABC (lig. 08). Par le centre, menons le diamètre DK parallèle à BC. Les angles AO K et BOD sont égaux comme opposés par le sommet; les arcs AK et BD qu’ils comprennent sont <loneégau\ (42). Mais eiMciiu du tliéoième du ii" 121, les ares B D et (1 K , intercepté*s sur la circonlérence par les parallèles BG et DK, sont égaux Doin; CK égalé AE, c’est-à-dire que AK est la moitié de AC. Or, les angles A B G et A O E. sont égaux comme cmres|}ondants; donc l’angle A BC a la même me.sure que l’anghî AOK, c’està-dire l’arc A K qui est la moitié de A C.
2“. Le centre O peut être situé en dedans de l’angle in.scrit ABC (lig. 00). Tii'ons le diamètre BD. L'angle VBCsera la somme des angles ABD et DBG, et aura par conséquent pour mesure la somme des mesures de ces angles. Or, d’après la première paitm de la démonstration, l’angle ABD a pour mesure la moitié de AD, puisque le centre e.sl situé sur l'im de ses côtés. De même, l’angle DBG a pour mesure la moitié de DG. L’angle ABC a donc pour mesure la nmiliédeA D plus la moitié tl<î DC, ou, ce qui revient au même, la moitié tle l’arc A C compris entre st‘s cotés.
3". Kniin, le centre O peut être situé en dehoi's de l'angle inscrit ABC (lig. tüO). Tirons le diamètre BD; l’angle ABC sera la diliérence des angles DBCet DBA. Or, DBG a pour mesure la njoitié de DC; DBA a pour mesure la moitié de DA. L’angle ABC a donc pour mesure la moitié de D C moins la moitié de D A , ou , ce qui revient au même, la moitié de la dilTérence entre DC et DA , c’est-à-dire la moitié de l’arc AC compris entre ses côtés.
124. — On appelle serment d’un cercle la partie de ce cei’clc comprise entre un arc et .sa corde. Ainsi l’espace ABB B'CA (fig. 101)est un segment; il en est de même de l'espace A IM CA.
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Lorsqu'un angle a son sommet sur la circonférence, et que ses cotés abonlissenl aux extrémités d’une même corde , on dit que cet angle est insci'il dans l’un des deux segments qui répondent à celte corde. Ainsi l’angle ABC est inscrit dans le segment ABB'B'CA, et l’angle A MC est inscrit dans le segment A ÎMC A.
Il résulte du théorème précédent, que lotis les angles, tels que ABC, AB'C, AB'C, etc., inscrits dans un même segment , sont égaux; car chacun d’eux a pour mesure la moitié de l’are AIMC. On dit alors que ce segment est capable de l’angle ABC, c’est-à-dire que cet angle exprime la valeur commune de tous ceux qui sont inscrits dans ce même .segment. Le segment A MCA est de même capable de l’angle AMC.
Remarquons que les angles A B C et A M C sont supplémentaires; car l’angle ABC a pour me.sure la moitié de l’arc AMC; l’angle AMC a poxir mesure la moitié de l’arc ABB B'C; leur somme a donc pour mesure la moitié de la .somtne de ces arcs , c’est-à-dire la moitié de la circonférence , ou 180“,
Tous les ABC, AB’C, AB'C, etc
(fig. 102), inscrits dans un demi-cercle ^ c’est-à-dire qui ont leur sommet sur la circonférence, et dont les côtés aboutissent aux extrémités d'un même diamètre A C, des angles droits; car ils ont pour mesure la moitié de la demi-circonférence AMC, c’est-à-dire un quadrans.
12G. — .Appmcatioxs. I. Cette considération fournit un moyen d’élever une perpendiculaire à l’extrémité B d’une drt)ite AB (fig. 103) que l’on ne peut prolonger. Pour cela, prenons un point quelconque O extérieur à celte droite; de ce point, comme centre, décrivons, avec un rayon égal à O B , un ai’c de cercle qoi coupe la droite donnée eu un point C. Joignons CO , et prolongeons cette ligne d’une quantité OD égale à OC. Tirons DB; çe sera la perpendiculaire demandée. Car, d’après la construction, les trois longueurs O B, OC et O D sont égales : les trois points B, (], D .sont donc sur une même circonféren«’e qui a le point O pour centre, et CD jXMir diamètre.
Dk, : -
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L’angle CBD est donc inscrit dans un demi-cercle, et est par conséquent droit. (Il est inutile de tracer la demi-circonférence CBD; nous ne l’avons fait que pour rendre les raisonnements plus .sensibles.)
(Jette construction pourrait être employée, à défant d’équerre ou de té, pour couper à angle droit le bout d’une planche. Elle pourrait aussi.se |)ratiquer sur le terrain en remplaçant le com])as jiar un cordeau tendu.
127. — II. Ou peut, à l’aide d’une construction du même geni’e, abais.ser d’un point D, donné lun*s d’une droite AB, une perpendiculaire .sur cette droite. Pour cela, menons par le point D une droite quelcoii(|ue DG qui coupe AB en un point C. Du milieu O de DC, comme centre, avec un rayon égal à O (J, décriAous un arc de cercle (jui coupera la droite donnée en un point B. Tirons DB; ce sera la perpendiculaire demandée. Car, d’après la construction, les trois longueurs OB, OC et OD sont égales, et nous jmuvoris reprotluire les raisonnements du numéro précédent.
Cette construction pourrait, comme la précédente, être pratiquée sur le teri’ain.
128. — TiiKOnÊME. L’angle A BC (fig. \QÀ) ^ /armé par une tangente AB par une corde BC, aboutissant nu point de tangence, a pour mesure la moitié de Tare lî m C sous-tendu par cette corde. En effet: parle point C, menons CD parallèle h la tangente A B : les angles A B CI et B CD seront égaux comme alternes internes. L'angle BCD, comme angle inscrit, a pour mesni*e la moitiéde l’are BD compris entre ses côtés. Or, les arcs B D et BwC, interceptés par les parallèles AB et DC, sont égaux; donc l’angle BCD, ou son égal ABC, a pour mesure la moitié de l’arc B«/C, .sous-tendu par la corde B C.
Remarque .'Lty corde BC sou.s-tehd deux arcs B wC et BDC. I.a moitié du premier étant la mesure de l'angle ABC, la moitié <lu second sera la mestiredu supplt*ment de ABC, puisque'ces deux angles réunis forment la circonférence entière, et que, par consé(|uent, leurs moitié*s réunies forment une demi-circonférence ou ISO". Or,
l’angle A'B C est prt^cisëment le supplément de A B C (56) ; ainsi cet angle A'BC a pour mesure la moitié de l’are B DC sous-tendu par la corde B(]. sorte que le théorème s’applique h un angle obtus comme à un angle aigu.
129. — Probt.éme. Décrire sur une droite donnée AC comme corde (fig. 105), un segment capable cT un angle donné M. Au point C, faisons l’angle A CT égal à l’angle donné M. Élevons CO perpendiculaire à CT; et par le point I, milieu de AC, élevons 10 perpendiculaire à AC. Du point O comme centre, avec OC pour rayon, décrivons une circonférence; le segment ABC sera le segment demandé.
En effet, la circonférence décrite passe par le point A, puisque le point O appartenant à la perpendiculaire élevée sur le milieu de AC est également di.stant des points A et C. Cette circonférence est en même temps tangente à TC au point C, puisque TC est perpendiculaire à l’extrémité du rayon OC. L’angle ACT, formé par une tangente et une coï’de aboutissant au point de tangence, a pour mesure la moitié de l’arc A/?/C soustendu par cette cordei Tout angle ABC, inscrit dans le segment supérieur ayant aussi pour mesure la moitié de i
l’arc A /» C , est égal à l’angle ACT, c’est-à-dire à l’angle ,
donné.
Remarque I. Si l’angle donné était obtus, on ferait encore au point C un angle T' CA égal à l’angle donné; la construction s’achèverait comme ci-de.ssus, et le seg- ^
ment A w C serait le segment demandé.
Remarque II. Si l’angle donné était droit , le segment cherché serait un demi-cercle; il suffirait dans ce cas de décrire du milieu de la droite donnée comme centre, avec un rayon égal à la moitié de cette droite , une demicirconférence.
Application. Ce problème trouve son application dans le tracé des cartes marines et des plans topographiques. Supposons, par exemple, que l’on veuille marquer sur une carte marine un point remarquable O (fig. 100), tel qu’un Ilot, un écueil, etc., d’où l’on peut
apercevoir le rivage. Ou observe sur ce rivage troit points A, B, C, faciles à reconnaître et déjà marqués sur la carte. On mesure les angles A O B, B OC, formés par les rayons visuels menés du point O à ces trois points. Sur la droite qui représente AB sur la carte, on décrit un segment capable de l’angle A OB ; sur celle qui représente B C , on décrit un segment capable de l’angle B O C. Les deux circonférences décrites, qui ont déjà un |x>int B commun, se coupent eu un second point O, qui est précisément celui qu’il s’agissait de tixer sur la carte.
ïiiÉoiiÉME. AIB (fig. 107) dont le
sommet est intérieur à un cercle , a pour mesure la moitié de l'arc A B compris entre, scs côtés , plus la moitié de l'arc C D compris entre leurs prolongements. Menons D E parallèle à CB; les angles AIB et A DE seront égaux comme correspondants. Or, l’angle inscrit ADE a pour mesure la moitié de l’arc A E compris entre ses côtés, c’est-à-dire la moitié de AB, plus la moitié de BE. Mais , à cause des parallèles C B et DE, les arcs B E et C D sont égaux (121); donc l’angle A DE , ou son égal A IB, a pour mesure la moitié de AB , plus la moitié de CD.
131. — Théorème. Tout angle AIB (fig. 108) dont le sommet est extérieur à un cercle, a pour mesure la moitié de la difféience des arcs AB et CD compris entre .ses côtés. Âlenons DE parallèle à CB; les angles AIB et ADE seront égaux comme correspondants. Or, l’angle inscrit ADE a pour mesure la moitié de l’arc AE compris entre scs côtés, c’est-à-dire la moitié de la différence entre les arcs AB et EB. D’ailleurs, à cause des parallèles D E et CB , les arcs C D et E B .sont égaux (121); donc l’angle ADE, ou son égal AIB, a pour mesure la moitié de la différence entre les arcs AB et CD compris entre ses côtés.
Remarque I. Ce théorème subsisterait cncoi'c si l’un des deux côtés de l’angle était tangent à la circonférence. Car soit T 1 (fig. 109) ce côté tangent au point A. Menons AE parallèle à CB; les angles TAE et AIB sont égaux comme correspondants. Or, l’angle TAE, formé par une tangente et une corde qui aboutit au point de tan-
gence, a pour mesure la moitié de l’arc AE sous-tendu par celte corde, c’est-à-dire la moitié de la différence entre les arcs AB et EB. D’ailleurs EB=AC, à cause des parallèles (121); donc TAE, ou son égal A IB, a pour mesure la moitié de la différence entre les arcs A B et AC compris entre ses côtés.
Remarque II. Enfin, le théorème subsisterait encore si les deux côtés étaient tangents. Car soit AI B ( fig. 110) un angle dont les côtés sont tangents , l’un en A, l’autre en B. Menons AE parallèle à IB; les angles T AE et AI B seront égaux comme correspondants. Or, ÏAE a pour mesure la moitié de l’arc AE, c’est-g-dire la moitié de la différence entre AEB et EB. D’ailleurs, EB=AB, à cause des parallèles (121); donc TAE, ou son égal AIB, a pour mesure la moitié de la différence entre les arcs AEB et A B compris entre ses côtés.
132. — Les Ihéorèmes relatifs à la mesure des angles, dont nous venons de donner la démonstration, condui- .sent à cette conséquence remarquable, que, de quelque manière qu'une circonférence soit rencontrée par les côtés d'un angle, les arcs interceptés par ces côtés don*neront immédiatement la mesure de cet angle. Car son sommet tombera inévitablement ou dans le cercle, ou sur la circonférence, ou hors du cercle.
133. — 'riiÉonË.ME. Si par deux points donnés S et C (fig. 101) on mène des couples de droites A B cf CB ; A B', et B ' , etc. ^faisant entre elles des angles égaux ABC, ABC, etc. , les points B , B ' , etc., seront sur une meme circonférence passant par les points A et C. En d’autres termes, si l’on fait passer une circonférence par les points A , B et C , elle passera au.ssi par le point B' par exemple. En effet ; si elle n’y passait pas, le point B' serait ou intérieur ou extérieur au cercle. S’il était intérieur, l’angle A B'C aurait une mesure plus grande que la moitié de l’arc AC (130), et .serait, par conséquent, plus grand que l’angle A B C. Si le (X>int B' était extérieur au cercle , l’angle A BX aurait une mesure moindre que la moitié de l’arc A C (131) , et .serait par consé<|uent moindre que l’augle ABC. Ces deux résultats sont également
roniraires h la supposition; il faut donc que le point B' soit situé sur la circonférence.
Appmcatio\. On pourrait, en se fondant sur cctle proposition, obtenir autant de points que l’on voudrait d’une circonférence dont trois points A , B , C, seraient donnés. Tirons en effet une droite quelconque AB'; et par le point C menons une seconde droite CB, qui rencontre la première sous un angle égal à l’angle ABC (93), le point B', ainsi déterminé, serait sur la circonférence qui passe par les trois points A, B , C. On obtiendrait de la même manière autant de points qu’on le ‘.voudrait de cette circonférence.
Les points situés au-dessous de A C s’obtiendraient en ayant égard à ce que l’angle AMC est le supplément de ABC.
La construction se simplifierait si l’angle A B C' était droit (fig. 102); car après avoir mené'A B' arbitrairement, on n’aurait qu’à abaisser du point C une perpendiculaire sur cette droite pour déterminer le point B'.
C’est particulièrement aux opérations sur le terrai» que ces constructions seraient applicables.
chapitre VIII
Des droites coupées par des parallèles.
I 134. — Théobème. Les portions AC c? BD (fig. 111 ) de deux parallèles , comprises entre deux autres parallèles A B Cf CD, sont égales. Pour le prouver, prenons sur AB et sur son prolongement les longueurs égales A E et BF ; des points Eet F, abaissons sur CD et sur son prolongement les perpendiculaires EG et F H. Ces perpendiculaires seront égales ^ puisque deux parallèles sont partout également distantes (87). Imaginons que l’on transporte la figure BF H D sur la figure A E G C , de manière que F n coïneide avec son égale EG. Les angles AEG et BF H étant droits, puisque E G et F II, perpendiculaires à CD, sont aussi perpendiculaires à sa parallèle A B (8fi), la ligne F B prendra la direction de E A; et
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comme on a pris A E =B F, le point B tombera en A . Les angles CA E et DBF étant égaux commecoiTes|>on(lants, la ligne BD prendra la direction de AC, et le point D tombera quelque part sur A C. Les angles B G E et DH F étant droits, la ligne HD prendra la direction de GC, et le point D tombera quelque part sur G C. Le point D devant ainsi tomber à la fois sur les lignes A C etGC, ne peut tomber qu’à leur inteiviection C. Les droites BD et A C auront donc les mêmes extrémités , et coïncideront; donc ces droites sont égales.
On démontrerait de même que AB=CD.
135. — Tiiéouéme. Si sur (leux parallèles on prend des lonpieurs égales AB e? CD (fig. 112), les droites kC. et BD, qui joignent les extrémités de ces longueurs, sont parallèles. Car si BD n’était pas parallèle à A C, soit B I celte ])arallèle; en vertu du théorème précédent, on aurait AB = CI; mais, par supposition, on a déjà A B = CD. Il en résulterait CD = CI, ce qui est impossible. Il faut donc que BD soit parallèle à AC.
Application. On met à profit ce théorème toutes les fois que l’on a un grand nombre de parallèles à tracer entre deux parallèles données. C’est ce qui arrive en particulier dans le dessin des parquets dits point de Hongrie (lig. 113). On porte pivalablement des longueurs égales sur les parallèles A B , CD, où doivent aboutir les/mc.v; et c’est tout simplement en joignant les points de division que l’on obtient la série de parallèles dont on a besoin.
1 30. — TnÉonÉME. Si une droite A C (fig. 114) est coupée par trois parallèles A D, B E , C F, r/c manmre que les parties A B e/ BC, comprises entre ces parallèles soient égales , toute autre droite DF sera coupée par ces parallèles de la même manière , et Von auraYi E=EF. Pour le prouver, prenons G E=AD ; menons G H parallèle à BC; en vertu du théorème du n“ 1 34 , ou aui’a G H = B C , et par conséquent G H = AB, puisque A B et BC sont égaux. Imaginons que l’on transporte la figure H G EF sur la figure RADE, de façon que GH coïncide avec son égal AB. Les angles 11 G E et BAI) étant égaux comme ayant
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leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens, la ligne G E prendra la directionde AD; et comme on a pris G E= A D , le point E tombera en D. Les angles G E E et A DE étant égaux comme correspondants, la ligne E F suivra la direction de DE, et le |x>int F tombera quelque part sur DE. Les angles G H F et ABE étant égaux comme correspondants, la ligne H F prendra la direc- ‘ tion BE, et le point F tombera quelque part sur BE. Le point F devant tomber à la lois sur les droites D E et BE, ne peut tomber qu’à leur intersection E. Les droites E F et DE auront donc les mêmes exlmnités et coïncideront; donc ces droites sont égales.
137. — XiiÉOHËME. Deux droites rjnelconques AC et DF (fig. 115) sont coupées proporlionnellenient par les parallèles A D , B E , CF.
En effet : supposons d’abord que les droites A B et B C , aient une commune me.sure, qui soit contenue par exemple 3 fois dans A B , et 4 fois dans B C. Divisons A B en 3 parties égales, et B C en 4 parties égales; ces parties seront égales entre elles. Par tous les points de division menons des parallèlesà BE; soient mx, ny, pz, ru,sv ces parallèles. En vertu du théorème pivîcédent, puisque A/7/ = /// /I, on aura Dx=.rj'; puisque w« = «B , on aura xy==y}i\ et ainsi de .suite. Toutes les parties Dr, xy, È, Y.z, zu , uv, vF de la droite DF .sont donc égales entre elles. Or D E contient 3 de oes parties, et EF en contient 4 ; ces droites sont donc entre elles comme 3 est à 4. Mais les droites AB et BC sont aussi entre elles comme 3 est 4. A cause de ce rapport commun, on a donc la proportion A B : B C ; :D E ; E F.
Les raisonnements précédents sont indépendants du nombre des parties égales contenues dans AB et dans BC; le théorème subsiste donc quelque petite que soit la commune me.sure entre ces lignes; il subsistera donc encore si l'on suppose que cette commune mesure soit infiniment petite, c’est-à-dire que les droites AB et BC soient incommensurables. Ainsi le tlnk)rèmeest général, CoROLLAUu-: I. Il pourrait arriver que les droites A C et DF se croisassent sur l’une des trois parallèles.
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Si, par exemple, elles se croisaient sur AD , comme l’indique la figure IIG; en menant parallèle à AC, on aurait, d’après le théorème ci-dessus, A B : B C : • : ey,
iMais de — A K comme parallèles comprises entre parallèles; c/=EF par la même raison. Donc
AB:BC::AE:EF
Si elles se éroisaient sur la parallèle intermédiaire , comme l’indique la figure Il7; en menant encore t/rÿ parallèle à AC, on aurait AB : BC :: f/e: ef. Mais f/e = BD et e/= BF. Donc AB;BC::BD:BF.
Corollaire II. De la proportion (1) on tire
AB-l-BC:AB:: AE + EF:AE,ouAC: AB;:AF;AE.
Cette proportionnalitédont on fait un fréquent usage peut s’énoncer de la manière suivante : Quand les deux côtés d'un angle sont coupés par deux parallèles , les distances du sommet de l'angle aux intersections de ses côtés avec les parallèles , sont proportionnelles entre elles.
138. — Problème. Trouver une quatrième proportionnelle, h trois lignes r/o/z/ieW m , n , p (fig. 118). Tirons deux droites indéfinies faisant entre elles un angle quelconque. A partir du sommet, portons sur l’une d’elles une longueur AB égale à m , puis une longueur B C égale k n. A partir du même sommet, portons sur la seconde droite une longueur A D égale à p. .Toignons BD, et menons CE parallèle à BD. Nous aurons, en s'ertu du corollaire I du théorème précédent, A B ; B C : : A D : D E , ou m: n::p:DY^. La ligne D E sera donc la quatrième proportionnelle cherchée.
Si les lignes données étaient trop gi’andes pour que les deux premières piLssent être portas commodément à la suite l’une de l’autre sur un même côté de l’angle , on pourrait les porter l’une sur l’autre à partir du sommet. Appelons, par exemple, M, N, P les trois lignes données. Prenons AB=M , AC = N, AD=P. Joignons BD; menons CE parallèle à BD, nous aurons, en vertu du corollaire 11 du théorème pivc-édent, AB : AC: : AD: AE , ou M : N : : P : AE ; ainsi .\ E sera la quatrième proportionnelle cherchée.
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‘^^'Kepiarquè. H peut arriver que la seconde* et 'là Wbisîème‘des lignes données soient égales entre elles. Cette circonstance né change rien aux constructions précédentèsVlnais comme il n’y a alors de fait que deux lignes données, la ligne que l^on cherche est dite troisième proportionnelle à ces deux lignes. -
139. T77 Problème. Diviser une droite donnée AB (fig. 119)/?/? parties proportionnelles h des lignes données m, n, p. Par le point A tirons une droite indéfinie. Prenons AC=“,JW,CD=«, DE=/7. Joignons EB, et parles points C et ï),, menons C F, et D H parallèles à E B. Nous aurons, d’après le théorème du n“ 137 :
AF:FH:: AC:CD: et FH : HB: : CD :DE ;
La droite A B est donc divi^ en parties proporlionelles aux lignes iw , n et/).
Remarque. On opérerait de la même manière pour diviser une ligne donnée en parties proportionnelles à des nombres donnés. 11 suffirait pour cela de choisir une unité de longueur, çt de prendre des lignes A C, CD, DE égales chacune à autant de fois cette unité de longueur qu’il y aurait d’unités dans chaicun des nombres donnés ; car ces lignes seraient alors proportionnelles à ces nombres, et le problème rentrerait dans le cas précédent.
RemarqwW. On pourrait aussi, par une construction analogue , diviser une ligne donnée en un nombre quelconque de parties égales; mais npus indiquerons tout à l’heure un proç^é préférable.
140. — Théorème. Si deux droites BD et CE (fig. 120) coupent proportionnellement les côtés cTun angle C A E , ces deux droites sont parallèles. Car si CE n’était pas parallèle à BD, soit Cl cette parallèle; on aurait, en vertu du corollaire I du n®' 137 :
AB:BC::AD:DI
Mais on a, par supposition, ABtBC*. : AD; DE. Ce.s deux proportions ayant trois termes communs, le quatrième terme doit être le même. On aurait donc D I=D E, ce qui est impossible. Donc la parallèle menée à BD par le point C ne peut être que CE.
Remarque. On arriverait au même résultat en partant de la supposition A B : A C : : A D : A E ; car on en lire AC — A B; AB:: A E — AD: AD ou BC : AB : : DE ; AD, et l’on rentre ainsi dans le cas précédent.
141. — PuoBLïiME. Diviser une (Imite donnée AB (fig. 121) en un nombre donné de parties égales. Pour fixer les idées, supposons qu’il s’agisse de diviser A B en ii parties égales. Par le point A tirons une droite indéfinie, sur laquelle nous poi-terons G longueurs égales choisies arbiti-airement (une de plus que la droite AB ne doit avoir de parties). Soit C l’extrémité de la sixième longueur, .loignons B(],et prolongeons cette ligne d’une quantité BD égale à BC. Les points E et F étant les points de division qui précèdent immédiatement le point C, joignons DP) qui coupera AB en un point I. Je dis que B I sera la .5® partie de A B.
En effet, on a, d’aj)rès la construction, EF = FC et BD = BC. Si l’on joint B F, les côtés de l’angle DCE seront donc coupés proportionnellement parles droites DE et B F, et en vertu du théorème précédent ces deux droites sont i)arallèles. Mais alors, les côtés de l’angle F AB .sont aussi coupés proportionnellement par les parallèles E I et F B ; et l’on a
AE : EF:; AI: IB, d’où
AE + EF:EF:: AI + IB:IB, ou AF:EF::ÀB :IB;
or AF vaut 5 fois EF; donc AB vaut 5 fois IB. Il ne restera plus qu’à porter I B suri A autant de fois que cela sera possible; la ligne AB se trouvera divi.sée eu •i parties égales.
Remarque. On pourra substituer ce procédé rigoureux à la méthode approximative indiquée au n“ 17. Bemar- <pions toutefois, que malgré la rigueur de ce procédé, on ne doit point se flatter , en l’employant , d’être à l’abri de toute erreur. Toutes les fois que l’on a des lignes à tirer, des longueurs à porter au compas sur des lignes; en un mot, dans tous les procédés graphiques, quelle que soit l’exactitude des principes théoriques sur lesquels ils se fondent, il y a non-seulement des erreurs
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pus&iblea, mais même des erreurs inëviUUes résultant de l’imperfcctiou des instruruenls employés, et de l’imperfeclioa de nos sens eux-mêmes. Ces erreurs sont d’autant moindres que les iustruineuts sont meilleurs, et que les o|)érations sont faites avec plus de soin. Dans le problème qui nous occupe les chances d’erreur seront d’autant plus grandes que le nombre des parties à obtenir .sera plus considérable. ]\'ou$ renverrons à ce sujet à ce que nous avons dit à la fin du n° 17. •.
142. — AerucATioN. Les théorèmes des n®*.137 et 140 fournissent le moyen de mener, par un point donné sur le terrain , une parallèle à une droite inaccessible , pourvu qu’on en sache mener une à une droite dont une extrémité seulement est accessible.
Soit C (fig. 122) le point donné, et AB la droite inadcessible, déterminée par deux points visibles A et B. Faisons planter un jalon au point C, et un autre en un point quelconque D. Par le point C, menons une parallèle à la droite AD dont l’extrémité Dest accessible; (pour mener cette parallèle on pourra faire usage du graphomètreet appliquer la méthode indi^üéeaun°9I). Soit CK cette parallèle. Plaçons un jalon en E, et un autre en F, à l’intersection des droites AC et DE prolongées. Par le point E menons une parallèle à la droite DB dont l’extrémité D est accessible, et plaçons un jalon à l’intersection H de cette parallèle avec la droite F B. Les jalons C et H détermineront la parallèle cherchée.
En effet, 5 cause des pai*allèles AD et CE, on a FC : AC : : FE : ED{137), et à cause des parallèles DB et E H on a de même F E ; E D : ; F H : H B. Ces deux proportions ayant un rapport commun, les deux autres rapports sont en proportion, et il vient
FC: AC:;FH:HB.
De celle proportion résulte (140) que CH est parallèle à AB.
143. — Théorème. Les parties BD cf CE (fig. 123) de deux parallèles , comprises entre les rdtês rfun angle
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C A.E, sont entre clics comme les lüstances du sommet lie cet angle aux intersections de chacun de ses côtés avec les parallèles. Pour le prouver, menons ÜF parallèle à A C ; nous aurons ( 137 ) A D : D E : : G F : F E , d’où l’on lire AD ■+- DE : AD :: CF FE : CF, ou A E : A D : : (] E : C F. Alais les longueurs CF et B D sont égales comme parallèles comprises entre parallèles ( 134) ; on peut donc écrire
AE;AD:;CE :BD
(’oROLCAiiiE. Tx* tliéorème subsisterait encore si le sommet de l’angle se trouvait situé entre les parallèles , et que l’une d’el les coupftt les prolongements de ses cotés, comme l’indique la figure 124; cai' ea menant encore DF parallèle à BC, on aura AE : AD EC: CF. Mais CF =B D, puisque ce sont des parallèles comprises entre parallèles; on peut donc écrire AE : A D : : E C : BD.
144. — Applications. ï. On a construit sur ce principe un instrument qui fournil le moyen d’obtenir immédiatement la moitié, le tiers, le quart, etc. , ju.squ’au douzième d’une longueur donnée. Cet instrument se nomme compas de réduction. Il se compose de deux branches égales AM et CN (fig. 125), terminées en pointes. Les branches se croisent entre deux boutons qui les pressent; elles sont percées longitudinalement d’une rainure où s’engage le pivot qui réunit les deux boutons. Cette disposition permet de faire mouvoir les bi’anches dans le sens de leur longueur de manière à ce qu’elles se croi.sent en tel point "qu’on le veut de cette longueur. En même temps elles sont susceptibles de s’écarter ou de se rapprocher à volonté comme celles d’un compas ordinaire. Nous ne parlons pas de plusieu rs autres dispositions de détail dont la vue de l’instrument .suffit pour faire comprendre le but.
Supposons maintenant qu’on veuille, à l’aide du compas de réduction , prendre le tiers d’une droite A B. On ferme d’abord rinstriunent de manière que les deu x branches .soient exactement superposées. On fait ensuite glisser le pivot dans la double rainure jusqu’à ce que la
distance O A soit le tiers de la distance OM; des divisions tracées sur l’iine des branches, ainsi que sur une languette dont le pivot est muni, facilitent celte opération. On ouvre alors les branches, et l’on prend avec les |x>intes M et N une distance égale à AB; la distance qui sépare alors les pointes A et C est la longueur cherchée. Car d'après la disposition donnée à rinstrument, on a O M = O N et O C = O A ; d'où résulte la proportion identique OA : OM : : OC : ON. Il s’ensuit (140) que M N et AC sont parallèles ; on a donc (137)
AC : M N : : O A : O M , ou bien A C : A B ; : 1 : 3.
Il serait facile, en multipliant les divisions marquées sur les branches, d’obtenir, à l’aide de cet instrument, beaucoup d’autirs fractions simples d’une longueur donnée; par exemple les f , les etc.
Le compas de reduction s’emploie avec avantage lorsqu’on a à réduire dans le même rapport un grand nombre de lignes, parceque la disposition données l’instrument pour la première de ces réductions demeure la même pour toutes les autres.
14.5. — II. On a construit sur le même principe un instrument d’un usage beaucoup plus général , nommé compas de proportion. Il se compose de deux règles d’égale longueur, réunies par une charnière, dont le centre e.st le point de concours des bords intérieurs OA et OB des deux règles (fig. 126). Ces deux bords sont divisés en un même nombre de parties égales.
Supposons qu’il s’agisse de trouver une ligne dont la longueur soit à une longueur donnée comme 3 est à 10. .On ouvrira le compas jusqu’à ce que la distance des deux points marqués 10 soit égale à la longueur donnée, ,ce dont on s’assurera à l’aide du compas ordinaire; la distance des deux points marqués 3 sera alors égale à la longueur cherchée, car les côtés de l’angle AOB étant divisés en parties proportionnelles par les droites (3. ..3) et (10, ..10), ces droites sont parallèles (140) et par conséquent proportionnelles elles-mêmes aux distances 0. 3 et O., 10, c’est-à-dire aux nombres 3 et 10.
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Le même procédé servirait h diviser une longueur donnée en parties égales.
Supposons qu’il s’agisse de diviser une longueur donnée en deux parties qui soient entre elles comme les nombres 3 et 7 ; la plus petite des deux parties devra être à la ligne entière comme 3 est à 3 4-7 , ou comme 3 est à 10 ; en sorte que ce problème rentre dans le précédent.
S’il s’agissait de diviser une longueur donnée en trois parties proportionnelles aux nombres 3, 4 et la plus petite serait à la ligne entière comme 3 est h 3 4- 4 4- 5 , ou comme 3 est à 12 -, la moyenne serait à la ligne entière comme 4 est à 12; la plus grande serait à la ligne entière comme 5 est à 12. En sorte que le problème rentre encore dans le cas précédent.
On voit que le compas de proportion sert à résoudre généralement ce problème : l)iyiscr imc longueur donnée en parties proportionnelles h des nombres donnés ; pourvu (jue la somme de ces nombres n’excède pas le nombre de divisions tracées sur le bord de chacune des deux règles.
146. — TU. Lorsqu’on a à diviser une ligne très-petite en un grand nombre de parties égales, les j)rocédcs indiqués jusqu’ici ne peuvent jdus être employés, parce que l’épaisseur même des points de division suffit alors pour rendre ces divisions confuses. On a recours dans ce cas au moyen suivant.
Supposons qu’il s’agisse, par exemple, d’apprécier les dixièmes de la longueur AB (fig. 127),. Sur une droite quelconque AO , on porte 10 parties égales; on tire B O, et par tous les points de division 1 , 2, 3, etc. , de AO, on mène des parallèles à AB. Il résulte du théorème démontré au n° 143, que la ligne (1...1) est le dixième de AB, que la ligne (2.. 2) en est les deux dixièmes, la ligne (3. ..3), les trois dixièmes, et ainsi de suite.
Ce moyen est celui qu’on enij)loie dans la construction des échelles. On nomme ainsi toute droite divisée en parties égales à une unité de mesure quelconque, soit généralement adoptée, soit purement conventionnelle, bans le lever des plans, dans le tracé des cartes, dans
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les épures d’ardiiteclure, dans le dessin des machines , cl , on emploie eoiislammeid de sen)blables éelielles auxcpielles on rapjmrte loules les lignes du plan on du dessin; et le mojen préce'denl |MM’mel d'apprécier de trèspetites parties de runilé adoptée.
SoitAB(fig. 128) cette unité; et soient BC, CD, et une suite de longueurs égales à AB. Élevons AA perpendiculaire à AB; portons-y 10 longueurs égales. Parle l)oint A , exlithnité de la 10* longueur, et par tous les points de division de AA', menons des parallèles à AD; puis, par les points B, C , D, etc. , des parallèles à A A'. Divi.sous AB en 10 parties égales; joignons le point A' au point de division 1 ; et par tous les autres points de division, menons des parallèles à A', 1. Il est facile de voir (|ue AB étant égal à .V B, attendu que deux parallèles A.V et B B .sont partout également di.stautes, et les 9 premières divisions de A' B étant respectivement égales aux 9 dernières de AB, comme parallèles comprises entre parallèles, .A B se trouvera partagé en 10 parties égales. Les parties de parallèles comprises entre IB et B B', représentent les dixièmes del B , et par conséquent les centièmes de A B' ou de AB.
Pour mesurei* à cette échelle une longueur prise au compas, on la porte sur Tune des parallèles à AD, de manière cpie les deux pointes du compas coïncident .sensiblement avec deux points de division, !S' et lU, par exemple. On voit que cette longueur se compose, r de iN . G, ou 2 unités; 2“ de MP, ou 3 dixièmes; 3" de P. 6, ou G centièmes; en sorte que l’expression de cette longueur est 2 , 3G.
On verrait de même que rexpre.ssion de la longueur ST est 3 , .58; et ainsi des autres.
Lorsqu’une longueur est exprimée en unités et parties «l’unité de l’échelle, on peut semblablement prendre sur œtte échelle une ouverture de compas égale à cette longueur.
147. — Théouêmé. Deux parallèles AB, CDCfig. 129) sont divisées en parties proportionnelles par une série de sécantes quelconques OC, 01, OH, OD, issues d'un
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point ü. En effet, soient A, E, E, B, les points oii ces sécantes rencontrent la droite AB, on aura (143)
C I . A E : : 1 0 : Eü , et 1 0 ; Eü : : 1 H : £ F; par consé- (jiient, à cause du rapport commun , G I : AE :: I H ; E F, ou ( ,T : I H : ; A E : EF. On démontrerait de même qu’on a 1H:EF::I1D:FB, ou IH :HD : :EF: FB.
GonoLtAiRK. I.e théorème subsisterait encore si le point O était situé en de-dans des parallèles, comme riiP dique la figure 130; seulement les parties de A B se ti’ouveraient <lisposées dans un ordiv de grandeur inverse de celui des parties de G D.
Applicatiox. (le théoi’ème fournit un moyen commode de di^ist*r une ligne donnée eu parties proportionnelles à des lignes données. Soit AB (fig. 129 ou 130) la droite donnée; menons-lui la parallèle GD. Prenons les longueurs (, I , IH, H D, égalés aux ligues donnée-s; joignons GA et AD, qui se coupent en un point ü. Tirons I O et HO, qui couperont AB aux points E et F; le |)roblemc sera résolu; car, d’après le ihéorème précédent, la droite AB sera divisée en parties proportionnelles aux lignes CI, lU, HD, c’est-à-dire aux lignes données.
n; Vy. •[
CHAPITRE IX
Des transversales.
i ^ . IM - \M‘ ’
il. »! )
— On donne , en général , le nom de transversale , à toute droite qui coupe plusieurs autres droites. Quand les droites coujvées par la transversale sont parallèles, nous avons vu qu’on la désigne plus particulièrement sous le nom de sécante : il ne s’agira, dans ce chapitre, que des transversales proprement dites, c’est-à-dire de celles qui rencontrent plusieurs autres droites non parallèles. Nous nous servirons du mot pour dé-
.signer une portion de la ligne droite.
l'IQ* — Théorème. Si trois droites qui se coupent y AB , AD, BD (fig. 131 ) sont rencontrées par une transversale d a , aux points d , b , a , de maniéré à former les six
scgmentx d A,bB,bA, bD,aB,R.D,/&r pnxluits des segnicnts sépares seront égaux, et l’on aura:
■ A A X^ÜX<’^A.
Pour le prouver, menons B I parallèle à AD; on aura, en vertu du théorème du n" 1^3 ,
BI: A^*:: B^/w/A, d'où BI = :^-Î^.
En vertu de ce même théorème, on'aura aussi
BI: Z»D::«B:Da,d’oùBl = ii^— .
Égalons ces deux valeurs de BI, et réduisons-les au même dénominateur, il viendra
A6XB<^X0b inXaBX'/A
</AXOa </AXl>a *
Or, deux nombres fractionnaires égaux , dont les dénominateurs sont égaux , doivent avoir même numérateur; il faut donc qu’on ait ■
A^>XBf/XDa = iDXrtBXf/A,
c’est-à-dire que si l’bn fait les produits des segments qui n’ont aucune extrémité commune, ces produits seront égaux.
Remarque. Si l’on a soin de mettre , comme nous l’avons fait, à l’intersection de la transversale avec chacune des droites données , une lettre semblable à celle qui occupe le sommet de l’angle formé par les deux autres , l’expression de^ce théorème offre, quant aux lettres, ,une symétrie remarquable, qui peut aider à le retenir.
160. — Application. On pourrait, en s’appuyant sur ce théorème, calculer approximativement la distance fT un point h. ( fig. 132 ) , donné sur le terrain , à un point inaccessible B. Pour cela , faisons planter un jalon en À , un second jalon en G, sur le prolongement de B A, un troisième en un point quelconque D, pris dans la campagne, et accessible des points A et G. Faisons planter un quatrième jalon en un point quelconque E de la ligne DA, et un cinquième en F, à rintei'seclion des droites BEetGD.
' Eu considéraut B F commis une transversale , par rap-
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])ort aux droites B C, AD et (]D, ou aura, d’après le théorème précédent:
BC X DF X AE = BA X CF X DE, d’oii B G = B A X '* * ■
Les lignes (,?, DF, Df^, AE, étant supposées accessibles, on pourra les mesurer, et la cpiantité qui imiltijdie BA dans l’égalité précédente, pourra être réduite en un nombre que nous rejn’ésenterons par u. ün aura donc BG=BA X /7.
Mais on a aussi B (1= R A 4- A G. Donc
BAX«=BA + AG, io . Il
d’où , en retranchant de part et d’autre B A ,
B A X // — B A= A G ou B A X (« — i ) = A G ,
ou enfin BA= ^
La ligne AG peut être mesurée; n — 1 est une quantité numérique connue; tout est donc connu dans l’expression de B A.
Supposons, par exemple, qu’on ail troiné G F = 3ü'>>,2o ; D F = 39“‘,1 7 ; D E = 42“',5-l ; A E = 21>“,95 , et A G= 40-,20 , il en résultera « = ^ = i 49 •
391 17 X a'.yj ’ ’
et n~\= 0,49 ; puis B A = = 82'“,04.
Hcmarquc . Il est bon toutefois de faire remarquer que, pour que ce procédé conduise à une approximation suffisante , il faut que les mesures soient faites avec une très-grande précision ; car de petites erreurs sur ces mesures pourraient, par suite des multiplications à effectuer, en produire une assez grande sur la distance calculée.
151. — Théorème. .S7 trois d/vitcs AB, AD, BD (fig. 133) .ïc' coupent, et que , par un point intérieur O et par Les sommets A , B , D , on mène des lignes A a , B b , Dd, qui déterminent sur les premières droites les six segments Ab,bD,Da, aB, Bd, dA; les produits dçs segments séparés seront égaux, et P on aura
A^ XBr/X Drt=«BX ^D X ^/A.
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• En effet . si l’on considère la ligne D<f comme une Iranvcrsale par rapj)orl aux trois droites A B, B A 6, on aura, en vertu du théorème du n® 149,
d\ y ADxOB — Br/XO^X AD.
De même, si l’on considère la ligne ko comme une transversale par rapport aux trois di’oitcs B D , A i D , on aura
kh y D«xOB=rtB X 0 Jx AD.
Divisons ces deux égalités membre à membre, et sup- . primons les facteurs communs au numéi’aleur et au dénominateur de chaque membre résultant, il restera
dKy b\) b7/*
Réduisons au même dénominateur, les numérateurs devront être égaux , et l’on aura
' Ai>XDrtXBrf=aBX^/AX*D ■ ce qui revient à L’énoncé du théorèmci
Corollaire I. 11 suit de là que si l’on avait <'/A=B<^ etDrt=«B, on dcxTait avoir aussi kb=hD.
Corollaire II. Si l’on avait simplement kh = hTi , il •en résulterait DaX B><r/=«BX</A, d’où l’on tire la proportion D «B : : <^/A : B c’est-à-dire que si l’on joignait do, cette droite serait parallèle à AD en vertu du théorème du n” 140.
Application. Cette considération peut servir à mener . par un point donné « une parallèle à une droite A D dont le milieu b est connu. Pour cela, joignons «D; par un point quelconque B , pris sur son prolongement , menons B A et BÎ. .Joignons ko qui coupe B t au point O ; puis D O , qui coupe B A au point d; les points a et d détermineront la parallèle cherchée.
La construction que nous venons d’indiquer pourrait être mise en pratique .sur le terrain , s’il s'agis.sait , par exemple, de mener une parallèle à une route inaccessible, sur laquelle on connaîtrait deux distances consécutives égales, comme celles que déterminent les bornes placées de demi-kilomètre en demi-kilomètre. Si A , A , D étaient li’ois de ces bornes consécutives, et « le poiut |
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I donnrf , on n'aurait que quatre jalons à planter, savoir, I successivement aux points «, li, O et il.
1Ô2. — T.e tliéorème précédent subsisterait encore si le point O, au lieu d’èlre intérieur par rapport aux <lroites AB, AJ), Bl), leur était extérieur coininc l’indi- ! que la figure 1.34. Les six segments, à considérer, seraient alors A^/, B^/, \ h, Db, B«, D«, c’est-à-dire toujours les distances des sommets A , B , I) , aux points ou les trois droites données A B , A D , BD, sont coupét?s par I les trois <lroites ÜA , OB, ü D issues du point O. Kn ef- ' tel : en considérant 1)^/ comme une transversale par rapport aux trois droites A B , B^», A on a (MU) ;
I Af/xl^^X OB=B^/x AD X 0^»;
' et en considérant AO comme une transversale par rap^ port aux trois droites B D , B , D on a :
A X D « X O B = AD X B a X O .
Divisons ces égalités membre h membre, en supprimant les faéteurs communs au numérateur et au dénominateur de chaque membre résultant , il restera'
I Ai X Oa __ Bd
Réduisons au même dénominateur; les numérateurs de- I vront être égaux, et l’on aura
I A6XDaXBr/=BaXAr/XD6;
' c’est-à-dire qu’il y a encore égalité entre les produits ' des segments séparés.
153. — Soient AB et AC (fig. 135) deux droites quelconques qui se coupent. Par un point extérieur M, menons deux nouvelles droites IMC, IME, qui coupent les premières aux points B , C et D, E. Joignons ces poihts deux à deux réciproquement , c’est-à-dire lirons B E et D C, qui se couperont en un point O. Enfin joignons A O, et prolongeons cette droite jusqu’à la rencontre de MC en I.
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, Si Ton coBSklèi'e M K «onune une transversale pal* rapport aux trois droites A B, A C , B on aura (149) :
AEXCMXBT) = ADXMBX CE.
Les droites AI, BE, C D étant menées d’un point intérieur O , aux sommets A , B , C , on aura (151) :
AE X CIX BD = AD X BIXBE
Divisons ces deux égalités membre à membre , et supprimons lés facteurs communs au numérateur et au dénominateur de chaque membi*e résultant, il restera
ÏT=W’ ^ BI =MB X CI.
La droite C^M se trouv e donc divisée en trois segments tels que le produit de la ligne entière CM, parle segment moyen BI, est égal au produit des segments extrêmes MB et Cl; ce qu’on a l’babitiule d’exprimer en disant que celte droite est divisée harmoniquement aux points B et I. *
154. — Les distances qui dépendent des points D et E ne figurent pas comme on voit dans le résultat précédent, en sorte que^ce résultat serait le même quelle que fût la droite ]ME, pourvu qu’elle passât par le point M. 11 en résulte que si l’on fait varier la droite AIE, le point O variera , mais demeurera constamment sur la droite A 1.
155. — Au lieu de considérer M E comme une transversale , par rapport aux droites A B , A C , B C , nous aurions pu considérer AIC comme une transversale, par rapport aux droites AD, AE , DE; noms aurions eu : .
\CXDBXME=ECX ABXDM. ' •
Mais les droites OA , OD, 0 E étant menées du point 0 aux sommets des angles formés par les trois droites A D , AE, De, on a aussi (152) :
ACXDBxHE = ECX ABXDH.
Divisons uiemlire ?i membre ers deux égalilés el suppri-
tuons les facteurs communs au numérateuret au dénominateur de chaque membre résultant, il reste
înî = n îl » où M E X D 11= D M X II E ;
c’est-à-dire que le produit de la ligne entière IVI E, par le segment moyen T)H, est égal au produit des segments extrêmes D^lel HE; en d’autres termes, la droite ME est divisée harmoniquement aux points D et H. Il en serait évidemment de même fie toute autre droite menée par le point M, puisque E est quelcon(|ue.
I.es droites menées par le point :M forment ce que l’on nomme un /<7wr<Y/« harmonique , dont le point M est le pôle; et la ligne A I se nomme la polaire.
1.50. — Puisque ME est divi.sé harmoniquement aux I>oints D et H , menons par le pôle 1\I une nouvelle droite !NI N (fig. 130); nous pourrons' applifjuer aux droites ISI K et IMN tout ce que nous avons dit des droites MC et ÎM E (153); en sorte (jue si nous joignons réciproquement les points L, N, D, E par les droites LE et JN'I), la «Iroite A S qui joindra leur point de rencontre au point A , flevra passer par le point H, et conséquemment aussi par le point I. I.e point de concours S des deux droites L E et N 1) se trouve donc sur la polaire.
157. — Uéciproquement : si , après avoir déterminé la polaire Al, on prend un point quelconque S sur cette droite, que l’on tire par ce point les droites D.N et L E , et que l’on joigne N L , le prolongement de cette dernière droite ira passer par le pôle M.
Car s’il n’y passait pas, et qu’en joignant les points M et N, la droite de jonction coupât A H en un point difféi’ent de L , ce point et le point E détermineraient une droite qui coujH'rait 1)N sur la polaire (15(5). Or 1) N a déjà le points commun avec la polaire, et ne .saurait en avoir d'autres; donc la droite qui joint M et N ne peut couper AB qu’au point L. Donc la droite NL, prolongée, doit passer par le point M.
1.58. — Enfin, si par le point M on mène les droites IM RC., M D E , 1M 1\ L, que l’on joigne BE et 1) C qui .se cou|)ent au point O, puis DJS' et LE qui se coupent au
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]H)int S, ladmileOS qui joint Ifci pointsdei*êncrtntr-eO et S, passera par le j>oint A. Car si l’on joignait OA, cette droite serait la polaire, et les lignes L E et D N doivent se couper sur cette droite (156) ; or elles se coupent au point S et ne peuvent avoir d’autre point commun; doue le point S est situé sur OA. Donc aussi le point V est situé sur OS.
yipplication de la théorie des transversales,
159. — Les propriétés des transversales fournissent plusieurs applications utiles.
Dans les épures d’architecture , dans le tracé des cartes, etc. , on a souvent besoin de mener par un point don né une droite qui concoure avec deux autres droites, et il peut arriver que le point de concours soit situé hors du cadre de l’épure , c’est-à-dire hoi’s de la feuille sur laquelle on opère. La considération des transversales permet de lever cette difficulté.
Soit O (fig. 136) un point donné par lequel il s’agit de mener une droite qui concoure avec deux droites données CN et BL. Par le point O, menons deux droites quelconques CD et EB; joignons leurs extrémilés par les droites CB et ED, qui, prolongées, iront généralement se couper en un point .M (on -pourra toujoiu’s choisir ces droites de manière que le point M suit situé dans lè cadre dé l’épure). Tirons par le point M une droite qui coupe BL en un point L ; joignons EL et ND qui se coupent en un point S. Enfin tirons O S, qui sera la droite demandée ; car, d’après ce qui a été dit précédemment, 1«> droites MC, ME, M N forment un faisceau harmonique, dont M est le pôle , et OS la polaire. Donc O S , B L et C N doivent concourir en u n même point.
160. - - Lorsque le point donné est extérieur aux droites données, il faut o|)érer d’une autre manière.
Soit N (fig. 136) le point donné, et B C, DE les droites données. Par le point N menonsune droite quelconque CA, puis une seconde droite qtielœnqite B DA. Joignons BE et DC qui se coupent en O; tirons O A. Joignons DN qui coupera OA en un point S ; tiron.s ES,
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fjiii \iendra couper B A en un point L; enfin timns IS L , qui sera la droifè demandée. Car, d’après la construction, le point de rencontre des droites données BCet DE est le pôle qui correspond à la polaire O A ; les trois droites B C , DE , L K forment donc un faisceau harmonifiue et concourent en un même point.
161. — Ces constructions peuvent être pratiquées avec avantage sur le terrain. Supposons, par exemjile, que CA et C B (fig. 137) soient les directions de deux allées qui concourent au centre C du rond-point d’un parc; et qu’il s’agisse d’en ouvrir une nouvelle dont la direction .soit a.ssujettie à passer par un point donné O. Pour tracer la direction de cette allée au travers d’un massif d’arbres qui empêchent d’apercevoir le point C du point O et vice versa, il faudra recourir à la construction du n® 169 : on aura , à cet effet, 9 jalons à planter. Afin d’éviter les redites, nous avons numéi*oté sur la figure les points où ils doivent être placés, dans l’ordre que néce.ssite la construction. Les jalons 1 et 9 détermineront la direction cherchée.
162. — On peut se proposer de trouver un point sur le prolongement d’une droite inaccesible : on a recours pour cela à la construction du n® 160. Soit AB (fig. 138) la droite inaccessible, déterminée .seulement par deux points visibles A et B. Fai.sons planter dans la campagne un jalon quelconque 1 ; puis sur les directions A . 1 et B. 1 , marquonspar des jalons les points2 et 3, choisis arbitrairement, mais de manière cependant à ce que la droite déterminée par ces deux points rencontre le prolongement de A B dans les limites assignées à l’oj>ération. Puis fai.sons planter succe.ssiveinent : le jalon 4, à l’intersection des droites B. 2 et A. 3; le jalon 5, en un point quelconque de A. 1 ; le jalon 6, à l’intersection des droites 5. 3 et 1.4; le jalon 7, à l’intersection des droites 1. 3 et 2. 7; enlin le jalon 8, à l’inler-seclion des droites 2. 3 et 6. 7. Le point déterminé par le jalon 8 sera le point cherché; car, d’après la construction , la droite 4. 1 est la polaire, et le point 8 est le pôle, du faisceau harmonique A. 8, 2. 8,5. 8.
404 PREMIÈRE P4RTIR.
Cette cnnstniction trouve son application dans l’attaque des places fortes, lorsqu’on veut établir une batterie qui prenne en (laiie l’une des batteries de la j)lace. Il est indispensable aloi’s d’avoir un point situé sur le prolongenient du front de la batterie ennemie. On utilise dans ce cas les sillons tracés sur le terrain par les boulets de la place ; si A B était le front de batterie dont il est question , on pourrait choisir les lignes A. 1 et A. 3 parmi U's sillons qu’ont tracés les boulets partis du point A, et les droites B. 1 et B. 2, parmi ceux qu’ont tracés les boulets partis du point B.
lf)3. — Kn réj)étaiit cette môme construction, on peut obtenir deux points sur le prolongement d’une droite , et obtenir ainsi le moyen de la prolonger r«H*llement. liCs jalons 1 et 2 qui ont servi à la première opération peuvent encore servir à la seconde.
On a recours à ce procédé lorscju’il s’agit, par exemple, de prolonger une route au delà d’un obstacle momentané, tel qu’une habitation à démolir, un bois à percer, etc. , et que l’on a intérêt à ne point différer les travaux.
CUAPITRE X.
' Propriétés du cercle relatives aux lignes proportionnelles,
164. — TnÉORÊME. Si deux cordes AB CD (fig. 139) se coupent dans un cercle, leurs parties réciproquement proportionnelles , et ion o AO ; OC : : OD : O B. Pour le prouver, prenons 0^=0D et Oo = OA; puis tirons AD, ad, OB. Si l’on reloumait l’angle AO« sur lui-même, il est évident que le point a tomberait en A et le point r/en D; les droites AD et ad coïncideraient donc, ainsi que les angles O AD et O ad. Donc ces angles «sont égaux. JNIais l’angle O AD et l’angle OC B sont égaux comme ayant tous deux pour mesure la moitié de l’arc BD; doncOCB = Ortrf, et les droites B Cet ad sont parallèles (90). On a donc aO : OC ::Or/; OB, ou, ce qui revient au même, A O : OC ; : OD : OB.
Corollaire. Si l’on mène un diamètre CD (fig. 140)
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pf*!’|>endiculau*e à mie corde AB, ce diamètre partage cette corde en deux parties égales A O et O B. Kn vertu du théorème précédent on a OD: OA :: OB :OC, ou OD : OA ::OA : OC; c’est-à-dire que la perpendiculaire ahai.sftée d'un point d'une circonférence sur son tliametre est moyenne projwrtionnelle entre les deux se juments de ce diamètre.
165. — PnoBi.ËviE. Trouver une moyenne, proportionnelle entre deux longueurs données. Sur une droite indéfinie portons à la suite rime de l’autre les longueurs AB et BCffig. 141) respectivement égales aux longueurs données. Sur A C comme diamètre décrivons une demicirconférence. Au point B élevons BD perpendiculaire à AC; cette perpendiculaire sera la moyenne proportionnelle demandée, en vertu du corollaire précéilent.
166. — Théorème. Si par un point O (fig. 1 42) pris hors d’un cercle f on mène deux sécantes O X et OU les sécantes entières seront rwiproquement proportionnelles à leurs parties extérieures; et T on aura O A. : O B : : O D : O C. Pour le prouver, prenons Ort*= OA et 0^ = 0 B; {mis tirons AB , «5, (iD. Si l’on retournait l’angle A O « sur lui-même, il est évident que le {loinl/'/ tomberait en A, et le point b en B; les droites A B et ah coïncideraient donc, ainsi que les angles OA B et Oah; donc ces angles sont égaux. Or l’angle inscrit I) B ayant |)our mesure la moitié de l’arc CAB, l’angleODC qui est son supplément, a |)our mesure la moitié de l’aiv restant (^DB; mais l’angle OA B a aussi pour mesure la moitié de l’are CDB; donc 0AB=0DC et |)ar suite 0<7/;=()DC. Les droites ah eiC D sont donc {)arallèles (90 ) , et l’on a Oa : on :: Ob : OC, ou, ce qui revient au même, OA : OB :: 0D:0C.
167. — L Théorème. Si par un point 0 (fig. 1 43) pris hors d’un cercle , on mène une tangente O \ et une sécante 0 B , la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure. Pour le prouver, prenons 0«=0 A et 05 = 0 B ; {mis lirons AB, «5, AC. Si l’on retournait l’angle B0 5 sur lui-même, il est évident que le point h tomberait en B, et le {loinl a en A ;
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les droites AB tinb coïncideraient donc, ainsi qne les angles OB A et Obn; donc ces angles sont égaux. Mais l’angle O AC, formé par une tangente et une corde, a pour mesure la moitié de l’arc A C sous-tendu par cette corde (128); de plus l’angle inscrit OBA a aussi pour mesure la moitié de l’arc A C ; donc O A Cc=0 B A , et par suite O AC = O ^<2. Les droites et A C sont donc parallèles, et l’on a 0/>: OA : :0a : OC, ou, ce qui revient au même , OB:OA::OA:OC.
168. — Lorsqu’une dmite AB (fig. 144) est partagée en un point C', de telle manière que le plus grand segment AG soit moyen projiorlionnel entre le plus |)etit BC, et la ligne entière A B, la droite est dite partage en moyenne et extrême raison, parce que dans la jiroportion A B : A C : : A C : B C , les deux segments C B , A C sont l’un extrême , et l’autre moyen.
Nous aurons bientôt besoin de savoir effectuer ce genre de partage. Voici comment on y parvient.
A l’une des extrémités de la droite à partager, élevons la perpendiculaire B O égalé à la moitié de A B. Du point O comme centre, avec O B pour rayon , décrivons une circonférence, et tirons AO, qui coupe cette circonférence aux points I et D. Enfin prenons AC=A1. La droite A B sera partagée au point C en moyenne et extrême raison.
Car la droite AB étant perpendiculaire à l’exlréniité du rayon O B, est tangente à la circonférence; d'ailleui's OD est une sécante; on a donc, en vertu du théorème précédent , A D : A B : : A B : A I. On en tire AD - AB: AB :: AB — Al; AL Or ID étant le double deOB , est précisément égal à A B ; ainsi AD — A B est la même chose que AD — I D , ou queAI,ou que AC. De plus, AB — AI revient à AB^AC, ou à BC. lia pi’oportion ci-dessus peut donc s’écrire A C : A B : : B C : A C , ou , en renversant l’ordredes termes dans chaque rapport, AB:AC::AC: BC.
169. — Paoni.ÉME. Mener une tangente commune h {leux circonférences données A cf a (fig. 1 4.i). Tirons deux rayons parallèles AB et oh. Joignons B />, qui , suffisamment prolongé, rencontrera en un i>oint O le prolonge-
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ment de ,1a ligne des centres Sa; car autrement A B et ah seraient égaux (134). Par le point O menons une tangente OT à la circonférence A; cette droite sera aussi tangente à la circonférence a. '
En effet, à cause des parallèles AB et «6, on a OA : 0« :: AB : ab{\4'i). Si Ton mène au point de tangence T le rayon A T , ce rayon sera perpendiculaire à la tangente OT; menons aussi at perpendiculaire- à cette tangente , et par conséquent parallèle à AX, nous aurons O A : Oa ; : AT xat. Cette proportion ayant avec la précédente un rapport commun,, on en déduit AB:û^:: AT : a t. Or dans cette dernière proportion les antécédents son égaux comme rayons d’un même cercle ; il faut donc que l’on ait aussi « 6 = ar. Le point t est donc sur la circonférence a, et la droite O T est perpendiculaire à> l’extrémité du rayon at, c’est-à-dire qu’elle, est tangente à la circonférence a. ,
Remarque 1. Par le point O on peut mener deux tangentes à la circonférence, A , qui- toutes deux sont communes aux deux circonférences A et a.
Remarque II. Au lieu, de mener les rayons AB et ah dans le même sens, on peut les diriger en sens contraire comme l’indique la ligure 146. La droite B A coupe alors la ligne des centres Sa entre les points A et a; et l’on obtient ainsi deux nouvelles tangentes communes.
On peut donc mener à deux circonférences données quatre tangentes communes, deux extérieures et deux intérieures. c j .'.i
Remarque III. On démontrerait facilement que , si les deux circonférences données sont égales , les deux tan- ^gentes communes extérieures sont parallèles à la ligne
• des centres , et que les deux autres se coupent au mi-
• lieu de cette ligne.
Les points de contact des tangentes communes extérieures sont alors les exti’émités des diamètres perpendiculaires à la ligne des centres.
170, — Appmcations. On a besoin de mener des tangentes communes à deux circonférences, lorsqu’on veut - dessiner une corde qui s'eiu uuic sur plusieurs poulies
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(fig. 147). Si la corde doit être extérieure d*iiue poulie à l'auti'c, comme cela a lieu de A en B, on mène une tan> gente commune extérieure aux circonférences des gorges des deux poulies, et l'on donne à la corde l'épaisseur convenable, en menant une parallèle à cette tungente. Si la corde doit être intérieure d'une poulie à l’autre , J comme cela a lieu de B en C, on ne peut plus‘ <'igir de >méme. Du centre de la poulie C , avec un rayon égal au rayon de la gorge de cette poulie, augmenté de l’épaisseur de la corde, on décrit une circonférence; ônmène une tangente commune intérieure à cette cireonférence et à celle de la gorge de la poulie B ; on donne .ensuite à la 'corde 'l’épaisseur convenable , en menant une parallèle à cette tangente. J i
On opère d’une manière analogue pour dessiner iti courroie sans qui communique le mouVement'd’UHfc roue à une autre; soit dans le même sens, comme l'indique la figure 148 , dans ce cas la courroie est extérieure; soit en sens contraire, comme l’indique la figure 149, dans ce cas la courroie est intérieure. Dans l’un et l’autre cas on raccorde les parties rectilignes du bord extérieur de la courroie par des arcs de cercle décrits du c^trede chaque roue. * j j
li i . I • / ! ’M
CHAPITRE XI. _ - OT
' Des lignes courbes.
171. — IV'ous n’avons considéré jusqu'ici d’autre ligue courbe que le cercle. Parmi les ligues courbes il en est une autre, très-usitée dans les arts, et qu’il est utile de connaître: on lui donne le nom à' ellipse. On la nomnte aussi ovale du janlinier, à cause de sa ressemblance avec l’ovale ordinaire, et parce qu’on a souvent occasion de décrire cette courbe dans le tracé des parterres, des tapis de verdui'e, et autres ornements des jardins.
Pour tracer l’ellipse sur le terrain, on y plante deux piquets F et F (fig. 150), auxquels sont fixées les extrémités d’un cordeau. On tend celui-ci au moyen d’un troisième piquet M, que l’on fait glisser le long du cor-
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deau en le tenant toujours tendu. Dans ce mouvement, le piquet M trace sur le terrain une demi-ellipse A MB; on achève la courbe en répétant l’opération de l’autre côté de la ligne F F'.
Le même n^ode de tracé pourrait se pratiquer en petit sur le papier.
Les points F et F' se nomment les foyers de l’ellipse; les distances M F et M F' des foyei*s à un même point M de la courbe sont les rayons vecteurs de ce point. La droite AB qui passe par les foyers et se termine de part et d’autre à la courbe se nomme le fy(ind* axe de la courbe. Le milieu O de cet axe est son centre; et la droite CD menée par le centre perpendiculairement au grand axe s’appelle le petit axe. Les points A, B, C, D, sont les sommets de l’ellipse.
Si, sans changer les foyers, on faisait varier la longueur du cordeau, ou si , sans changer la longueur du cordeau , on écartait plus ou moins les foyers , on obtiendrait des ellipses différentes. Mais d’après la nature même du mouvement qui a produit la courbe, on voit qu’elle est coupée en deux parties égales par son grand axe et par son petit axe.
172. — On voit, en outre, que la somme des rayons vecteurs MF et MF est précisément égale au grand axe AB : car, lorsque le piquet M est arrivé en A , les rayons vecteurs sont AF et AF; quand le piquet est en B, les rayons vecteurs sont BF' et B F; et comme la longueur du cordeau n’a pas varié, on a AF+AF'=BF'-f-BF, ou bien AF' F F' -h AF' = BF + FF' +BF, on 2AF'-hFF'=2 BF-i-FF'. lien résulte 2 AF=2BF ou A F = B F. La somme des rayons vecteurs AF-l-AF' revient donc à AF -h B F, c’est-à-dire à AB; et, œmme la longueur du cordeau reste toujours la même pendant la durée du mouvement, on a M F -}-MF'=AF -h AF'= A B.
Remarquci Pour tout point K situé hors de l’ellipse, la somme des rayons vecteurs KF et KF serait plus grande que le' grand axe AB : car, si l’on joint MF, on aura MF<[KF+MK; et en ajoutant de part et d’autre M F', il viendra M F -h M F'<;K F -h M K -f- M F’, ou
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M F -4-M F'<K F -h K F . Mais a^lF -r MF' =A B. Doue
L’ellipse jouit de propriétés Irès-remprquables
qu’il n'entre point dans le cadre de cet ouvrage de taire connaître ; nous nous contenterons de montrer comnaent on peut mener une tangente à cette courbe, et la raccorder, par conséqueut, avec des lignes droites.
I. Soit d'abord M (tig. lôl ) un point de la courbe p^ lequel il s'agit de lui mener une tangente. Après avoir mené les ravqus secteurs MF' et MF, pmlongeons MF' d’une quantité MC égale à MF, et joignons F C. Du point M abaissons MI perpendiculaire sur FC; celle perpendiculaii*e sera la taugente demandée;.
En effet, les obliques égales M F cl MC ont leurs pieds également distants du pied de la ))crpendiculaire Ml; donc FI^BC. Soit K un point quelconque de MI, différant de M. On aura KF'-i-KC;>F'C. Mais K C et KF sont égaux, puisque le point K appartient à la perpen- <licnlaire élevée sur le milieu de t C; on peut donc écrire KF>-F'C. Or, F' C = F' ‘M-H ÎM C==F M -+- M F = Ali. DoncKF 4-KF> AB. Ainsi, le point K est situé hors de l'ellipse. Il suit de là que tous le.s points de la droite MI, à l'exception du point i^I, sont situés hore de l’ellipse : donc cette droite n’a et ne. peut avoir avec la courbe d’autre point commun que le point àl. Donc elle est tangente en ce point.
11. Soit maintenant un point R extérieur à la courbe , et par lequel ou veut lui mener un tangente. Du point K , comme centre, avec un rayon égal à la distance KF, décrivons un arc de cercle. Du point !■ , comme centre, avec un rayon égal à AB, décrivons un second arc de cçrcle. Ces arcs se couperont; car, si l’on tire F' K et KF, le point Iv étant situé hors de l’ellipse, on aura F L Vk F > A B , d’où F K > A B — K F, c'est-à-dire que la distance des centres est plus grande que la différence des rayons; d’ailleurs on a FK<KF -l- FF, et à plus
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forte raison F' K K F + A li, c’est-à-dire (ine la distance des centres est moindre que la somme des rayons.
Soit donc C un des points de rencontre des deux arcs ; joignons F C, qui rencontrera l’ellipse en un point 31; ce point sera le point de tangence, et K 31 la tangente demandée. En effet, si l’on tire les droites 31 F, KC , FC , on aura F'C=AB; d’ailleurs on a aussi 3ÎF'+3IF=AB, donc 3IF=3IC. De plus, on a KF=KC, comme rayons d’un môme cercle. La droite KM a donc deux de ses points, K et 31, à égale distance des extrémités de la droite FC, dont elle est perpendiculaire sur le milieu de cette droite (75); et en reprenant les raisonnements de tout à l’heure , on prouvera que K 31 est tangente au point 31.
Applicatiox. L’ellipse joue, en astronomie, un rôle des plus importants. Les trajectoires des planètes , c’està-dire les courbes qu’elles décrivent autour du soleil , sont des ellipses, dont le soleil occupe l’un des foyers.
Nous aurons occasion, en traitant de l’intersection des .surfaces, défaire connaître quelques autres applications de l’ellipse.
174. — Nous avons dit (4) que toute ligne courbe peut être considérée comme une ligne brisée, composée d’un nombre infini de côtés infiniment petits. C’est toujours ainsi que l’on considère les lignes courbes dans la pratique.
Pour tracer une courbe, lorsqu’elle ne jouit d’aucune propriété particulière qui pui.s.se .servir à la décrire commodément d’un mouvement continu , comme le cercle et l'ellip.se, on en détermine aussi rigoureusement que pos.sible un certain nombre de points, et l’on trace à la main une ligne continue qui pa.sse par ces points. S’ils .sont suffisamment rapprochés les uns des autres, la ligne bri.sée qu’ils déterminent ne diffère pas sensiblement de la courbe qu’il s’agissait d’obtenir; à plus forte raison la ligne continue que l’on a tracée n’en diffère-t-elle pas sensiblement.
Suppo.sons, par exemple, qu’on propose de tracer une ligue" courbe, dont chaque point soit à égale distance
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d’un point fixe F (fig. 152), et d’une droite fixe AB. Du poit F, abaissons sur AB la perpendiculaire FD; le milieu S de la longueur F D sera évidemment un des points de la courbe demandée.
Par un point quelconque ni de la droite FD, menons MIS parallèle à A B, Du point F, comme centre, avec un rayon égal à Dw, décrivons un arc de cercle, qui coupera cette parallèle aux points M et N ; ces deux points appartiendront à la courbe. Déterminons d’une manière analogue d’autres points M', K', M", ]V, etc. ; s'ils sont suffisamment rapprochés, la ligne brisée qu’ils déterminent, et à plus forte raison la ligne continue que l’on fera passer, à la main, par ces points, ne différei*ont pas sensiblement de la ligne courbe demandée.
’ La courbe que nous avons choisie pour exemple pourrait aussi se décrire d’un mouvement continu , par un moyen analogue à celui qui sert à décrire l’ellipse; nous n’entrerons point dans ce détail. Cette courbe a reçu le nom de parabole. Le point fixe F est ce qu’on nomme le foyer de la parabole; le point S son sommet; la ligne D F son axe, et AB sa directrice. Cette courbe est illimitée dans un sens, et ne revient pas sur elle-même, comme le cercle ou l’ellipse. C’est celle que décriraient les projectiles , s’ils n’éprouvaient de la part de l’air aucune résistance. Les comètes décrivent , autour du soleil, des ellipses très-allongées, qui, dans leur partie la plus rapprochée de cet astre, se confondent sensiblement avec des paraboles.
175. — Lorsque l’on veut rectifier wwci ligne courbe, ou un arc de courbe , c’est-à-dire trouver une ligne droite qui ait même longueur, le moyen lé plus commode dans la pratique, consiste à diviser cette courbe en parties assez petites pour que chacune d’elles puis.se, sans erreur sensible, être con.sidérée comme une ligue droite. En portant ces diverees longueurs à la suite les unes des autres, .sur une même droite indéfinie, on obtient la longueur cherchée avec une approximation suffisante.
Théoriquement parlant, cette apjiroximation serait d’autant plus grande que la courbe aurait été divisée en
plus de parties; mais on conçoit que les erreurs gi’aphiques seront, au contraire, d’autant moindres, que les divisions seront elles-mêmes moins nombreuses; en sorte qu’il est nécessaire de ne pas multiplier inutilement les divisions.
On abrège beaucoup l’ojXM’alion en portant sur la courbe, à l’aide du compas, une suite de petites cordes égales, que l’on porte ensuite de même sur une droite indéfinie. Pour déteiuniner l’ouveiTure de compas convenable, il faut, dans la partie la plus courbée de la ligne courbe donnée, marquer un petit arc, qui se confonde sensiblement avec sa corde. Cette corde, portée dans la partie la moins courbée, se confondra, à plus forte raison , avec l’arc correspondant. Après l’opération que nous venons d’indiquer, il restera , en général , un petit arc de la courbe; on n’aura plus qu’à porter la corde de cet arc à la suite des autres, sur la droite indéfinie.
176. — Lorsque l’on considèi’e uneligne courbe comme une ligne brisée dont les côtés sont infiniment petits, chacun de ces côtés infiniment petits est ce qu’on nomme un élément de la courbe.
Si l’on conçoit qu’un élément de courbe ah (fig. 1.53) .soit prolongé dans les deux sens, la droite ST, qui en résultera , se confondra avec la courbe dans toute l’étendue de cet élément. Cette droite ST est ce que l’on nomme une tangente à la courbe : ainsi , une tangente à une courbe est , en général , une droite qui a avec celte courbe un élément commun ; et c’est en vertu de cette communauté (|ue la courbe et la droite se raccordent. Rien n’empêche, d’ailleurs, que la tangente prolongée n’aille couper la courbe en t|uelque point, comme l’indique la figure. Il peut se présenter, dans la position relative d’une courbe et de sa tangente en un point, beaucoup d’autres circon.stances que nous ne pouvons examiner ici. Kous nous bornerons à indiquer un moyen général de mener une tangente à une courbe.
177. — Soitàl (fig. 154)un point donné sur une courbe UX, et par lequel on se propose de mener une tangente à cette courbe.
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Prenons , de part et d’autre, du |x>iuf Af , deux autres |X)inLs A et B, assez rapprochés pour que les arcs AM et Al B se confondent sensiblement avec leurs cordes. Par les points A, AI, B, faisons passer une circonférence, et soit O son centre. Si les points A , Al , B , sont suffisamment rapprochés, cette circonférence se confondra sensiblement avec la courbe II M X, dans l’étendue A MB. Au lieu de mener une tangente à la courbe U MX , au point AI, on pourra donc mener en ce point une tangente à la circonférence, dont O est le centre, c’est-àdire une perpendiculaire à l'extrémité du rayon O AI.
Remarque . La droite AI O, menée par le point de tangence, perpendiculairement à la tangente, est ce qu’on nomme la normale au point Al. Dans le cercle, toutes les normales concourent en un même point , qui est le centre du cercle. Il n’en est plus de même pour les autres courbes.
178, — Soit maintenant T (fig. 154) un jx^int donné hors d’une courbe UMX, et par lequel on veut mener une tangente h cette courbe. Faisons affleurer, au ]>oint T, le bord d’une règle, et faisons-la j)ivoter autour de ce point, de manière à prendre les positions suOeeKsiVes ÏU, ï A% T A , etc. Dans ce mouvement , l’arc sous-tendu par le -bord de la règle ira sans cesse en diminuant. Quand cet arc sera réduit à un arc très-petit A AI B , prenons à volonté un point M sur cet arc, et faisons passer une circonférence par les trois points A, Al, B. Soit O son centre. Si ces points sont .suffisamment rapprochés, cette circonférence .se confondra sensiblement avec la courbe UMX dans l’étendue A AI B. Or, le point de tangence que l’on cherche ne peut se trouver que dans cette étendue, puisque les droites menées par le point T, au-dessous de TA, sont des sécantes : au lieu de mener une tangente à la courbe donnée, on peut donc mener, par le point T, une tangente à la circonférence, dont le centre est O, et le rayon OM {voyez le n“ 102).
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179. ^ On (lonnp en général le nom âo /tfir/re plane à toute portion de plan terminée par des lignes. On l’applicjue ensuite j)ar extension à tout assemblage de lignes t lacées sur un plan; mais le titre de cette section suppose le mot fgure restreint au sens que nous venons d’indiquer.
11 faut au moins trois lignes dignités pour terminer en tous sens une portion de plan. Toute portion de plan terminée par trois lignes droites, telle que A BC (fig. 1.55),
I est ce qu’on nomme un triangle. Les droites AB, AC,
I B C qui le terminent se nomment ses côtés; et les som-
I mets A , B , C des angles fermés par les côtés se nom-
I ment les sommets du triangle.
180. — Théorème. Dans tout triangle , ta somme des trois angles équivaut h âeu.r angles droits. Soit ABC ( fig. 1.5G) un triangle quelconque. Par le sommet A menons une parallèle DE au côté opposé BC. Les angles A B C et B A D sont égaux comme alternes internes ; il etl
I est de même des angles AC B etCAE. La somme des I trois angles du triangle équivaut donc à la somme des I trois angles BAD,CAB, CAE, c’est-à-dire à deux angles droits (.58).
CoROLEAiRE. I. Il résulte immédiatement de ce théorème que lorsque l’on connaît deux angles d’un triangle, on peut obtenir 1e troisième. Si l’on tire en effet
CHAPITRE P
Des triangles.
H6 PREMIKRF. PARTIE.
une droite indéfinie A D (fig. Iô7); qu’en un point O de cette droite on lasse les angles AOB et BOC respectivement égaux aux deux angles connus du triangle; l’angle COD sera égal au troisième angle cherché : car la somme des angles AOB, BOC et COD équivaut à deux ^ angles droits.
Il se pourrait que l’on ne donnât que la valeur numérique de deux des angles' d’un triangle, c’est-à-dire le^ nombre de degrés, minutes et secondes que chacun d’eux renferme ; pour délerminer la valeur du troisième , il faudrait faire la somme des deux premiers, et retrancher cette somme du nombre 1 80“, cpii exprime la valeur de deux angles droits. Si l’on savait, par exemple, qu’un I triangle a un angle de 132® 17' 49' et un angle de 25® 38' \
13", la somme de cés deux angles étant de 1.57® 56' 2\ on en conclurait que le troisième angle du triangle 9 pour valeur l’excès de 180® sur celte somme, c’est-à-dire 22®
CoROLLATRE II. Il ré.sulte encore du théorème pi’écédcnt tpi’im triangle ne peut avoir qu’un .seul angle droit. Dans ce cas le triangle est dit rectanç^le. Le côté AC (fig. 158) opposé à l’angle droit d'un triangle rectangle ABC, .se nomme Xhypothénuse de ce triangle.
La .somme des deux angles aigus équivaut à un angle droit. On dit alors que ces deux angles sont complémentaires y ou que chacun d’eux est le complément de l’autre.
La forme du triangle rectangle est celle que l’on donne aux équerres jileines. Les triangles rectangles abondent dans les as.semblages de charpente, et notamment dans les cloisons ou pans de bois qui .servent à former les distributions intérieiii'es des mai.sons, et quelquefois même les façades. On en trouve aussi dans les lambris des appartements et dans les panneaux des portes ; les grilles, les balcons et autres ouvrages de serrurerie, en offrent aussi de nombreux exemples.
Enfin on fait en Géométrie un usage continuel deccs triangles.
Corollaire III. Un triangle ne pouvant avoir plus
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d’un angle droit , il ne saurait , à plus forte raison , avoir plus d’un angle obtus.
ConoixAiiiE IV. On appelle extérienr h. un triangle, un angle tel cpie ACI (fig. 15G), formé par un côté AC, et par le prolongement CI de l’un des deux autres. Cet angle et l’angle CAD sont égaux comme alternes internes ; or, ce dernier est la somme des angles BAC et B AD, ou, ce qui revient au même, BAC et À B C , puisque B A D et A B C sont égaux comme alternes internes. Ainsi l’angle ACI équivaut à la somme des angles B AC et AB C , c’est-à-dire (jue tout angle extérieur il un triangle équivaut à la nomme des deux tzngles in^ térieurs opposés.
181, — Théorème. Dans tout triangle ABC (fig. 155), chaque côté est plus petit que la somme des deux autres,
. et plus grand que leur différence. La première partie de cet énoncé est évidente, d’après la définition de la ligne droite; la seconde est une conséquence de la première : car, si les trois côtés sont rangés , quant à leur grandeur, dans l’ordre AB, A C, BC, l’inégalité AB-<AC+BC donnera AC >■ A B — B C et B C >■ AB — AC ; et l’inégalité AC •< AB -i- B C donnera A B ]> AC — BC.
Corollaire. On voit que trois longueurs prises au hasard ne sont pas toujoui’s propres à former les trois côtés d’un triangle. Si deux de ces côtés ont pour longueur 3'“ et 2'", par exemple , leur somme 5"‘ et leur différence 1'" seiXMit des limites entre lesquelles il faudra nécessairement que le troisième côté .soit compris.
182. — Tiiéorëme. Si un triangle AOB^fig. 3G) a deux côtés égaux O A cf O B , les angles O B A ef O A B , opposés à CCS côtés égaux , sont égaux. Car, si l’on joint le point O au milieu C du côté AB , la droite O C ayant deux de ses ])oints à égale distance des extrémités de AB , sera perpendiculaire sur cette di’oite , et les angles O C A. et O CB seront droits et par conséquent égaux. 11 en résulte que si l’on plie la figure le long de O C comme charnière , le segment CB viendra se rabattre sur le segment CA; et, comme ces .segments sont égaux, le point B tombera eu A. Les droites O B et OA coïncideront donc,
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ainsi que les angles OB C et O AC; donc ces angles sont égaux. ^
Remarque Lorsqu’un triangle a deux côtés égaux il prend le nom de triangle isocèle. Le troisième côté se noniine la base du triangle, et le sommet de l’angle opposé à cette base est le sommet du triangle isocèle.
Quand on sait qu’un triangle est isocèle, il suffit de* connaître l’un de ses angles pour déterminer les deux autres. Si l’on sait, par exemple, que la valeur de l’angle du .sommet est de 3ü°, on en conclut que la somme des deux autres équivaut à 180® moins .36®, c’est-à-dire à 144 «; et comme ils .sont égaux , chacun d’eux vaut la moitié de 144®, c'est-à-dire 72“. Si l’on sait, au contraire, que l’un des angles à la base vaut 72°, on en conclut que la somme des deux angles à la ba.se xaiit deux fois 72®, c’est-à-dire 144®, et que par conséquent l’angle du sommet x'aut 180* moins 144", ou 36*.
frontons de l’architecture sont des triangles isocèles; les ifs-dont on se sert dans les illuminations présentent également cette forme. On la retrouve encore tlans les a.ssemblages de charpente nommésyi?r/«cj , qui suj)portent les combles des édifices , etc.
Remarque II. Un triangle isocèle peut être en même temps rcclangle; c’est alors l’angle opposé à la ba.se qui ‘‘St droit (fig. l/>ü). Dans un triangle isocèle rectangle, les deux angles aigus A et C sont égaux; et comme il.s .sont complémentaires, c’est à-dire comme leur somme équivaut à un angle droit, ou à 90“, chacun d’eux vaut la moitié de cette somme, c’est-à-dire un demi-angle droit, ou 45°.
Remarque III. Lorsqu’un triangle a ses trois côtés égaux, on voit, d’après le théorème précédent, que ses trois angles sont au.ssi égaux; chacun d’eux vaut doue le tiers de deux angles droits, ou de 180°, c’est-à-dire -| d’angle droit, ou 60°.
Un triangle de cette espèce (fig. 160) est dit équilaté^ ral, à cause de l’égalité de ses côtés, ou équiangle y à cause de l’égalité de ses angles.
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Oii emploie les triangles équilatéraux datis plusieurs espèces de carrelages; nous reviendrons sur ce sujet. Les meubles à trois pieds, tels que les guéridons, sont quelquefois munis d’une tablette inférieure qui sert à réunir les pieds et h leur donner plus de rigidité; cette tablette a la forme d'un triangle équilatéral.
Remarque IV. La démonstration du théorème précédent prouve en môme temps que la droite qui joint le sommet d’un triangle isocèle au milieu de la base est perpendiculaire sur cette base. Et comme, par un point extérieur à une droite, on ne peut abaisser sur cette droite qu’une seule perpendiculaire, il en résulte que thi sommet d’un triangle isocèle on abaisse une perpendiculaire sur la hase, cette perpendiculaire dieiscra la hase en deux parties égales.
Tiiëurëme. Dans un triangle quelconque , à
un ]>lus grand coté est opposé un plus grand angle. Soit Akli (fig. 3(i), un triangle quelconque, dans lequel on suppose A K > Ivlî. 11 en résulte immédiatement que le point K est situé hors de la perpendiculaire élevée sur le milieu C de A B , et à la droite de celte perpendiculaire. (k‘lle-ci coupe donc le côté AJv en un certain point O. •toignons O B. Les obliques O A et OB étant égales , puisque leurs pieds sont également distants du pied de la j>er|)endiculaire O € , le triangle AO B est i.socèle, et, en vertu du théorème précédent , on a l’angle 0BC=0 AC. Or, l’angle KBC est évidemment plus grand que OBC, qui n’en est qu’une partie ; il est donc aussi plus granc^ que l’angle 0 AC. ‘
184. — Théorème. Si deu.x angles d'un triangle sont égaux , les côtés opposés à ces angles sont égaux , et le triangle est isocèle. Car, si ces côtés étaient inégaux ',j les angles opposés seraient inégaux aussi , en vertu dUj théorème précédent, ce qui est contraire à la supposition.
185. — Théorème. Dans un triangle quelconque \a uri ])lus grand angle est opposé un plus grand côté. Soit , dans le triangle ABC (lig. 155), l’angle C plus grand que l’angle A ; je dis que le côté A B , opposé à l’angle C , est
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plus grand que le côté BC, opposé à l’angle A. Car, si cela n’était pas, il faudrait qu’on eût, ou A B=r B C , et alors les angles opposés à ces côtés seraient égaux (182), ou BC> A B , et alors l’angle A opposé au côté B C serait plus grahd que l’angle G opposé au coté AB (183), résultats également contraires à la supposition. Donc il faut qu’on ait AB>-BG.
186. — 'LT.yiTAT.. Si doux côtés AB, AC (fig. ICI) d’un triangle ABC, sont respectivement égaux aux cotés A B , AD tVun second triangle A B D , mais si l’angle B A C compris entre les deux premiers , est moindre que l’angle BAD compris entre les deux derniers ^ le. troisième côté BC du premier triangle sera moindre (pie le troisième côté BD du second triangle. Plaçons le triangle ABC en ABC, de manière que les deux côtés marqués A B coïncident. Divisons l’angle C'AD en deux parties égales; la liisscctrice tombera nécessairement dans l’angle BA D, et coupera par conséquent le côté B D en un certain point I. Soit AI cette bissectrice; joignons C'I. Si l’on plie la figure le long de AI, lesangles lADetlAC étant égaux, le côté AD prendra la direction AC ; et comme A D et A C sont égaux , le point D tombera en C. Les droi-tes ID et IC coïncideront donc, et sont par conséciuent égales. Or, on a CB •< BI -f IC ; on peut donc écrire CB<BI +ID, mi CB<BD, ou enfin BC<BD.
187. — TiiÉonÊME. Dcz/j: triangles sont égau.v lorsqu’ils ont leurs trois côtés égau.v chacun à chacun. Soient les deux triangles ABC, DEF (fig. 15.5), dans lesquels on suppose AB = DE , AC=DF elBC=EF. .Tedis que les angles opposés aux côtés égaux sont égaux. En effet : si lesangles A et D, par exemple, étaient différents, d’après le théorème précédent , les côtés opposés BC et EF différeraient aussi, ce qui est contraire à la supposition. Ces deux triangles sont donc égaux dans toutes leui*s parties, et pourraient par consécjuent coïncider.
' CoROi.cAïuE. Un triangle est déterminé quand on connaît scs trois côtés.
188. — PnoBEÊME. Étant donnés les trois côtés d’un triangle , construire çe triangle. .Soient iM , N , P (fig. 162)
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les trois côtés donnés. Sur une droite indéfinie prenons line longueur A R égale M; <lu point A comme centre, avec un rayon égal à N, décrivons un arc de cercle; du point R comme centre, avec un rayon égal à P, décrivons un second arc de cercle , qui coupera le premier au-dessus de AR en un certain point C; car si les trois côtés donnés remplissent les conditions nécessaires pour former un triangle, la distance des centres AR sera plus jietiteque la somme des rayons, et plus grande que leur différence (181). Il ne reste plus qu’à tirer CA et CR, et A CR sera le triangle demandé; car, en vertu de la construction, on a AR = M, AC=N, et BC = P.
Remarque. Les deux arcs de cei’cle décrits se couperaient également au-des.sous de A R en un point C', et le triangle AC'B .satisferait aux conditions <lu problème; mais les triangles ACR et AC'R sontégaux, en vertu du théorème précédent. On jieut remarquer seulement que leurs parties .sont disposées dans un ordre inverse; on tlit dans ce cas que les deux triangles sont symétriques , ou égaua: par symétrie,
La position i|u’ils occupent sur la figure mérite d’être remarquée : les sommets Cet C' sont sur une même perpendiculaire au côté commun AR , et à égale distance de ce coté ; car, si l’on joint C C', on voit que la droite A R, ayant deux de .ses points à égale distance des extrémités de CC, est perpendiculaire sur le milieu de celte droite (T-î). Nous verrons bientôt cette particularité de position se généraliser.
189. — TiiiionÉME. Deux triangles sont égaux quand ils ont un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun. Soient les triangles ABC, DEF (fig. 155) dans lesquels on suppose l’angle A égal à l’angle D, et de plus AB=DE et AC=DF. Si l’on transporte le triangle DEF sur le triangle A RC, de manière que les angles D et A coïncident , c’e.st-à-dire que les côtés DE et DF prennent respectivement les directions A R et A C, h cause des égalités ci-dessus, le point E tombera en B, et le point F en C ; les deux triangles coïncideront donc dans toute leur étendue, et sont par conséquent égaux.
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CoROLT.AtBE. Un triangle est déterminé lorsqu’on connaît deux de ses côtés ainsi que l’angle qu’ils comprennent.
Problème, donnés deux côtés d’un trian
gle, ainsi que V angle qu’ils comprennent, construire le triangle. Soient M et N (fig. 16.3) les côtés donnés, et K, l’angle qu’ils doivent comprendre. Tirons deux droites indéfinies A X , A Y , qui fassent entre elles un angle égal "à K. Prenons sur Tune AB=M, et sur l’autre AC=]N ; joignons BC; le triangle ABC satisfera aux conditions du problème.
Remarque. On aurait pu porter la longueur M sur le côté A Y , et la longueur N sur le côté 'A X ; mais le triangle nsnltant eût été égal au triangle ABC; en vertu du théorème précédent.
191. — Problème. Étant donnés deux côtés d’un triangle, ainsi que l’angle opposé à l’un d’eux, construire le triangle. Soient M et N (fig. 164) les deux côtés donnés, et K l’angle opposé au côté N. Traçons d’abord deux droites indéfinies AX et AY, qui fassent entre elles un angle égal à l’angle K. Prenons sur l’une d’elles une longueur A B==M. Du point B comme- centre , avec un rayon égal à N , décrivons un arc de cercle , qui coupera généralement A Y en deux points C et C'. .loignôns B C et B C' ; les deux triangles ABC et A B C rempliront tous deux les conditions du problème.
Remarque I. On voit qu’un triangle n’est pas complètement déterminé quand on connaît deux de ses côtt'^s, et l’angle opposé à l’im d’eux.
Remarque II. Abaissons du point B sur A Y la perpendiculaire BI:
Si le côté donné N était moindre que cette perpendiculaire, l’arc de cercle ne couperait point A Y ; ainsi le triangle serait impossible.
Si X était préci.sément égal à B I , cet arc de cercle serait tangent au point I; il n’y. aurait qu’une solution du problème , et cette solution serait un triangle reclangle A B I.
jU
Si N est plus grand que BI, mais moindre que A B, il y a deux solutions du problème.
Si l'J est précisément égal à A B , l’arc de cercle coujîc A Y aux points A et ainsi , il n’y a qu’une solution : c’est le triangle A B a.
Si N est plus grantl que AB , l’arc de cercle coupe A Y en deux points C' et C" situés, l’iiu sur A Y lui-même, l’autre sur son prolongement A Y'. Il n’y a donc qu’une solution, c’est le triangle ABC"; car dans le triangle ABC", ce n’est point l’angle donné X A Y qui est opposé au «ité BC" ou N, mais bien son supplément XA Y'.
Lorsque l’angle donné est obtus , il ii’y a jamais qu’une solution possible. Xous examinerons tout à l’heure le cas où l’angle donné est droit.
192. — TiiÉonÈME. Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont un côté égal adjacent h deux angles égaux chacun à chacun (un côté est dit adjacent à deux angles, quand ces angles ont leurs sommets aux extrémités dé ce côté). Soient A B C et DE F (fig. 156) deux triangles dans lesquels ont suppose A C=D F , A = D, et C=F. Transportons le triangle DE F sur le triangle ABC , de manière que le côté 1) F coïncide avec son égal A C. Les angles A et D étant égaux, le côte DE suivra la direction AB, et le point E tombera quelque part sur AB. Les angles C et F étant égaux, le côté F E suivra la direction CB , et le point E tombera quelque part sur C B. Le point E devant se trouver à la fois sur AB et sur CB, ne pourra tomber qu’à leur intersection B. Les deux triangles coïncideront donc dans toute leur étendue, et sont par conséquent égaux.
CoROixAiRC. Un triangle est déterminé lorsqu’on connaît l’un de ses côtés et les angles adjacents à ce côté.
Remarque I. C.es angles sont dils adjacents à ce côté, mais ils ne sont point adjacents entre eux comme les angles supplémentaires que forment deux droites qui .se rencontrent.
Remarque II. Un triangle est déterminé lorsqu’on connaît un de ses côtés et deux quelconques de .ses angles; car si ces deux angles ne sont point adjacents
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au côté donné, on détermine facilement le troisième, et la question rentre alors dans le cas précédent.
193. — Problème. Étant donnés deux angles d’un triangle et l’un de ses côtés , construire le triangle. Si les angles donnés ne sont point tous deux adjacents au côté donné , déterminons d’abord le troisième angle , comme il a été dit au n“ 180 , Corollaire I. Cela fait, sur une droite indéfinie prenons une longueur AC (fig. 165) égale au côté donné ; aux points A et C faisons les angles C A D et A C E respectivement égaux aux angles adjacents à ce côté. Les côtés A D Ct C E se rencontreront en un certain point B ; et A BC sera le triangle demandé.
Remarque. Pour que le triangle soit possible , il faut que la somme des deux angles donnés soit moindre que deux angles droits.
Si les deux angles donnés étaient tous deux adjacents au côté donné, et que leur somme fût précisément égale à deux angles droits , les lignes A D et C E seraient parallèles (90), et le triangle serait impossible. 11 le serait à plus forte raison si la somme de ces deux angles surpassait deux angles droits.
Théorème. Deux triangles rectangles sont
égaux lorsqu’ils ont Vhypothénuse égale et un côté égal. Soient deux triangles ABC, DEF (ïig. 158), rectangles l’un en B, l’autre en £, et dans lesquels on suppose A C = D F et A B = D E. Transportons le triangle DEF snr le triangle ABC, de manière que le côté DE coïncide avec son égal AB. Les angles A et E étant droits, le côté EF prendra la direction de B C. Il faudra alors que le point F tombe en C ; car s’il n’y tombait pas , les obliques AC et DE, auraient leurs pieds inégalement distants du pied de la perpendiculaire AB, et seraient par conséquent inégales, ce qui est contraire à la supposition. \
Corollaire I. Un triangle rectangle est déterminé lorsqu’on connaît son liypothénuse et l’un des côtés de l’angle droit.
Corollaire II. Ce théorème peut .servir à démontrer
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que les deux tangentes AI et AT (üg, 61) menées à une même circonférence par un point extérieur, sont égales entre elles. Car le point O étant le centre de celle circonférence, 01 et or les raypns qui aboutissent aux ])oints de tangence , les triangles AlO et A .10 sont tous deux rectangles, l’un en I et l’autre en I'; ils ont l’hypothénuse AO commune, et les cotés 01 et O I' égaux comme rayons d’un même cercle. Ces triangles sont donc égaux , en vertu du théorème piM-cédent; et il en résulte AI = A I'.
195. — Problème. Étant donnes l’ hypothé mise tV un triangle rectangle et l’un des côtés de l’angle droit , construire le triangle. Ce problème n’est auti’e chose que celui du n" 191 , dans le cas particulier où l’angle donné est droit. Le côté opposé à l’angle donné est ici l’hypothénuse. Traçons donc deux droites perpendiculaires entre elles A X et A Y (lig. 166). Sur l’une d’elles prenons une longueur A B égale au côté donné de l’angle droit. Du point B comme centre, avec un rayon égal à l’hypothénuse donnée, décrivons un arc de cercle , qui coupera A Y en deux points C et C', situés de part et d’autre du point A. Les triangles A BC et A BjC' satisferont aux conditions du problème.
Ces deux triangles sont égaux , en vertu du théorème précédent.
196. — Théorème. Beux triangles rectangles sont égaux lorsqu’ils ont l’hypothénuse égale et un angle aigu égal. Car, comme le second angle aigu est déterminé quand on connaît le premier puisqu’iLs sont comj)lémentaires , il s’ensuit que les deux triangles ont un côté égal adjacent à deux angles égaux cliacun à chacun , et sont par constiquent égaux (192).
• 197. — Théorème. Deux triangles'isocèles sont égaux lorsqu’ils ont un côté égal et l'angle du sommet égal^ ou un angle h la hase égal. Car dans l’un ou l’autre cas, ils ont au.ssi leurs autres angles égaux chacun à chacun (182, Remarque I), et rentrent par conséquent dans le cas du n» 192,
Théorème. Deux triangles isocèles rectangles
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sont effan.r lorsqu ib ont V hypothénnse égale, ou lorsqu'ils ont un côté de l'angle droit 'égal. Car ils ont nécessaiisïmont leurs angles égan\ chacun à chacun (182, Remarque II) , et rentrent encore dans le cas du n“ 192.
199. — Théobémr. Deux triangles équilatéraux sont égaux lorsqu’ils ont un côté égal. Cela résulte du théorème démontré au n“ 187.
Des triangles semblables.
200. — Lorsque l’on ne donne que les angles d’un triangle, ce triangle cesse d’être déterminé. Kn effet, les tr«)is angles donnés doivent valoir en somme deux angles droits pour que le triangle soit jwssible. Si donc on tire une droite quelconque AB (fig- 167), qu'aux points A et B on fasse des angles égaux à deux des angles donnés , le triangle A BC ainsi déterminé satisfera aux conditions du problème; car son troisième angle C sera évidemment égal au troisième angle donné. Mais de plu.s, .si l’on mène à la droite AB des parallèles quelconques A' B', A’B\ etc., les triangles A'B'C, A'B'C. etc., satisferont également aux conditions du problème ; car, d’aprÀs la propriété des angles correspondants , tous ces triangles ont leure angles égaux chacun à chacun. On exprime cette circonstance en disant que ces triangles sont équiangles entre eux.
On voit donc que les angles d’un triangle ne suffisent pas pour le déterminer; il faut, pour déterminer un triangle , (|tie parmi les données se trouve au moins la longueur d’un côté.
Les triangles ABC, ABC, A’B’C, et qui sont équiangles entrc eux, ont en outre leurs cotés proporlionnels; car , d’après le théorème démontré au n“ 137, on a CA' : CA :: CB : CB, CA" :CA : : CB" : CB , et ainsi de suite ; et d’après le théorème du n“ 143 , on a aussi CA' : CA : : A' B' : AB, CA" ; C.A : : A' B" : A B, et ainsi de suite. Cette propriété j)eut se démontrer d’une manière générab^ pour deux triangles équiangles entre eux.
201. — Tiikoréme. Si deu.T triangles ABC, abc (fig. 107) sont équiangles entre eux , les côtés opposés au.e
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angles égaux, sont pinpoi-tionneLw Soiont en effet C==e, C A B= rt et C B A = />. Faisons eoïnciclerles angles C et c, de manière que les autres angles égaux se correspondent ; le côté a b prendra la position de A' B' parallèle à A B ; car l’angle C A'B n’étant autre chose que l’angle a, est égala l’angle (] AB; et puisque les angles correspondants C A'B et CA B sont égaux, les droites A'B' et AB sont parallèles (90). On a donc , en vertu fies théorèmes démontrés aux n®» 137 et 143,
• CA : CA : : CB' : CB , et CA : CA ; : CB' ; A B , ou , ce qui revient au même,
c <7 : C A : : c : C B et ca : C A : : « i : A B.
Remarque . Les triangles qui sont équiangles entre eux, et ont par suite leurs côtés proportionnels, sont ce que l’on appelle des triangles'.v<’/«^/rti/e.v. Les côtés opjîosés aux angles égaux portent le nom de côtes homologues ; les sommets des angles égaux sont pareillement des sommets homologues . Le théorème précédent peut donc s’énoncer de cette manière: deux triangles équiangles entre eux sont semblables .
11 est bon de remarquer que ce sont les côtés homologues qui sont proportionnels.
202. — L’idée de la ressemblance , ou , pour se servir du mot consacré en Géométrie, l’idée de la similitude , nous est familière; et le mot semblable, appliqué à deux figures, nous repré.sentc sur-le-champ , et sans aucune étude préalable, deux figures Tune plus grande, l’autre plus petite , ayant exactement la même forme, c'est-àdire dont toutes les parties ont entre elles les mêmes relations de position et de grandeur, bien que cette grandeur varie en pas.sant d’une figure à l’autre.
La cou-sidération des figures .semblables est une des plus importantes de la Géométrie, et l’une des plus fécondes eu applications utiles, comme nous le ferons voir bientôt.
Nous venons de prouver que de l’égalité des angles de deux triangles résulte la proportionnalité des côtés
opposés à ces angles. L'égalité des angles est donc un caractère de similitude des triangles. Nous allons en faire connaître quelques autres. ,
203. — TuEorême. Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont un angle égal compris entre des côtés proportionnels. Soient deux triangles AC B, acb (fig. 167), <ians lesfjuels on suppose l'angle C égal à l'angle r, et tels qu'on ait entre les côtés qui comprennent ces angles la proportion CA : ra :: CB : cb. Prenons sur CA une longueur CA' égale à ca; et par le point A' menons AB' parallèle à AB. Nous aui'ons, d'après les propriétés des parallèles (137) CA : CA’:: CB : CB’. Si l'on compare cette proportion avec la précédente, on voit que les trois premiers termes sont les mêmes ; il faut donc que le quatrième soit égal de part et d'autre, et que l'on ait CB' = cb. Les deux triangles A' CB' eX acb ont donc un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun , donc ils sont égaux (189). Mais, à cause des parallèles A' B' et A B, les triangles ACB et A' CB' sont équiangles entre tnix ; ils sont donc semblables, d'après le théorème précédent. Par conséquent le triangle a éc qui est égal à A' CB' est aussi semblable à ACB.
204. — Théorème. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs côtés proportionnels. Soient deux triangles ACBetac^» (fig. 168) tels qu'on ait les proportions CA : ca : : CB : ci, et A B : ai :: CB : ci. Prenons C/«=caetC/i = ci, et joignons mn; au lieu de la première des proportions ci-dessus nous pourrons écrire CA : C/« : : CB : en. 11 suit de là que mn est parallèle à AB (14Q), et que les triangles mÇ,n et ACB sont semblables (201).
Prenons Br = ci et B/? = ab , et joignons pr; eu lieu de la seconde proportion ci-de.ssus, nous pourrons écrire AB : B/> :: CB : Br. Il suit de là que pr e.st parallèle à CA, et que les triangles /?rB et A CB .sont semblables.
Or, les triangles wC/i et />rB, tous deux équiangles avec le triangle ACB, sont équiangles entre eux; et comme ils ont C/i = rB , il s’ensuit qu’ils sont égaux , et que l’on a wa =/7B == ai.
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Les triangles mCn tX. acb ont donc leurs trois côtes égaux chacun à chacun; donc ils sont égaux; et comme mCn est semblable à A CB, il en résulte que acb est aussi semblable à A CB.
Remarque. On voit que, dans les triangles, de la proportionnalité des côtés résulte l’égalité des angles.
Théorème. Deux triangles .sont semblables
lorsqu’ils ont leurs côtés' parùllèles chacun à chacun. Car leurs angles, sont alors égaux chacun à chacun, en vertu du théorème du n« 94. En effet , nous avons vu au numéro cité que lorsque deux angles ont leurs côtés parallèles, il peut arriver qu’ils soient non pas égaux, mais supplémentaires. Mais si les trois côtés d’un triangle sont respectivement parallèles aux trois côtés d’un autre triangle, les angles du premier ne peuvent être d’espèce différente de ceux du second, puisqu’alors la somme des trois angles ne serait pas la même pour chaque triangle. Et si tous les angles sont de même espèce d’un triangle à l’autre, ces angles sont égaux et non pas supplémentaires. '
Remarque. Ce sont les côtés parallèles qui sont les côtés homologues, puisqu’ils sont opposés à des angles égaux.
206. — Théorème. Deux triangles sont .semblables lorsqu’ils ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun. Car leurs angles sont alors égaux chacun à chamn, en vertu du théorème du n® 95. On pourrait faire en effet ici la même observation que dans la démonstration précédente.
Remarque. Ce sont les côtés perpendiculaii'es entre eux qui sont les côtés homologues , puisqu'ils sont opposés à des angles égaux.
207. ; — Applications. L’emploi des triangles semblables permet d’évaluer avec une appi*oximation suffisante les distances inaccessibles.
I. Suppo.sons, par exemple, qu’il s’agisse d’évaluer la distance des points A et B (fig. 169) séparés par un obstacle qu’on ne peut franchir. On choisit sur le terrain un troisième point D, tel que la distance BD soit direc-
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leiiieut mesurable. On mesure au {ïrapbomèlre les aufçles ABD et A DB formés par la dmite BD, que l’oa nomme la base de l’operation, avec les rayons visuels B A et DA menés des extrémités delà base au point inaccessible.
On tii-e ensuile sur le papier une droite indéfinie sur laquelle on jwirle une longueur b d qui ail avec BD un rapport connu, qui contienne, par exemple, autant de millimètres que BD contient de mètres. Aux points é et d, on fait des angles l'espectivement égaux à ceux qui ont été mesurés au gropbomèlre ; on forme ainsi un petit triangle a bd semblable au triangle ABD; car ces triangles sont équiangles entre eux. On mesure a , et le nombre de millimètres que contient cette longueur exprime le nombre <ie mètres contenus dans la distance inacce.ssible A B. Car, en vertu de la similitude des deux triangles, on a'A B : : : BD : ^«/.Or BD — 6^/ X 1000;
donc AB = ai X 1000.
Au lieu de représenter les mètres par des millimètres/, on pourrait employer toute autre échelle ; mais celle-ci est une des plus commodes et des plus usitées.
U. Supposons maintenant qu’il s’agisse d’évaluer la distance de deux points inaccessibles A et B (fig. 170). On trace sur le terrain une droite CD que l’on raœure avec soin; on trace sur le papier une droite cd qui ait avec CD un rapport connu , qui contienne , par exemple , autant de millimètres que C D contient de mètres. On mesure au graphomètre les angles ACD, ADC, et l’on fait sur le papier les angles acd, ade égaux aux angles ' mesurés. 11 en résulte un triangle acd .semblable aii triangle ACD; et l’on a, comme on vient de le voir tout à l’heure, AC = ac X 1000.
On mesure au graphomètre les angles BCD,BDC, et l’on fait sur le papier les angles bed^ égaux aux angles mesurés. 11 en résulte un triangle bed, semblsd>le au triangle BCD; et l’on a BC =» éc x 1000.
Mais l’angle ac 6 , qui est la différence des angles aedet bed^ est égal à l’angle A CB , différence des angles ACD et BCD. D’ailleurs oa a AC : ac : : BG : bc. Les deux
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triangles V BC et ont donc un angle égal compris entre des c-ôlés proportionnels, et sont par consé(iûc‘nl semblables (203). U en résulte AB : :: AC : ac; et
puisque AC = «c- X 10ü0, ona aussi AB = o^ X 1000. Si donc ou mesure ab , le nombre de millimètres contenus dans cette longueur exprimera le nombre de mètres contenus dans la distance inaccessible AB.
208. — I.e Ici'c des plans offre une application continuelle de la théorie des li-iangles seiublables. Cette opération consiste à représenter en petit la position mutuelle des ])oints remarquables d’un terrain. Après avoir marqué sur le plan deux points à volonté pour représenter deux des points du terrain , on détermine la position d’un troisième point en le liant aux deux premiers par un triangle, et en faisant sur le plan un triangle .semblable. La position de tous les autres jx)ints se détermine de la même manière; nous reviendrons en détail sur ce sujet.
C’est par des procédés analogues que l’on trace les cartes géographiques. L’ojîération dans la(|uelle on lie entre eux par des triangle.s les divers points qu’on veut repré.senter sur la carte, se nomme triangulation. Dans cette opération la Géométrie emprunte le secoui*s du calcul ; nous allons essayer de faii-e comprendre comment.
209. — On ne connaît point de relation directe entre les angl&s et les côtés d’un triangle : pour y suppléer, on a imaginé de faire entrer dans le calcul , au lieu des angles, certaines lignes droites qui en dépendent.
Soit AO B (fig. 171) un angle quelconque. De son sommet comme centre avec un rayon arbitraire, mais qui reste le même pour tous les angles que l’on a à con- .sidérer , supposons cju’on décrive l’arc ab , ei qu’on mène ap b\.bt perpendiculaires sur O B. La ligne np se nomme le sinus de l’angle A O B; la ligne bt est sa tangente; la ligneO/^son cosinus; la ligneOr sa on considère encore deux autres lignes qui dépendent de cet angle, savoir, ^ cotangente et sa cosêcante , lesquelles sont la tangente et la sécante de son complément. On est parvenu , par la considération des U’iangles sem-
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blabies, à trouver les l'elalions qui lient les çôtés d’un triangle avec les sinus , cosinus, tangente, etc., de ses angles. On a calculé de minute en minule, par des moyens que nous ne pouvons faire connaître ici, l(?s sinus, cosinus, tangente, etc. , de tous les-angles, ou du moins leurs logarithmes qui entrent seuls dans les calculs; et on a formé des tables de ces logarithmes. Bien que ces tables aient été calculées de minute en minute seulement , on les étend aux .secondes par un calcul très-simple , quand on a besoin de les apprécier. 11 en résulte que lorsque l’on connaît dans un triangle, ou les trois côtés , ou deux côtés et un angle , ou un côté et deux angles , en un mot trois de .ses parties , j)ourvu que parmi ces trois parties il y ait au moins un côté, on peut calculer les autres parties du triangle.
La science qui en.seigne celte méthode de calcul .se nomme la Trigonométrie. sinus , cosinus, tangente, etc. , des angles , portent le nom commun de lignes trigonométriques de ces angles, et les tables qui donnent leurs logarithmes sont des tables trigonométriques.
La Trigonométrie est l’auxiliaire indispensable de • l’Astronomie ; et ce n’est qu’avec son secours qu’on a pu mc.surer les distances considérables qui .séparent la terre des autres planètes et du soleil. Quant à celle qui sépare la terre des étoiles fixes , elle a échappé jusqu’ici à tous les moyens de calcul. On a pris pour base d’opération le grand axe de l’orbite terrestre; on a mesuré, aux deux époques convenables de l’année, les angles que fait^ cet axe avec les rayons visuels menés à une même étoile: la somme de ces angles s’est trouvée sensiblement égale à deux angles droits; du moins il a été impossible, malgré la perfection de nos in.struments de mesure, d’a])précier la différence. En sorte que les rayons visuels en question se sont trouvés sensiblement parallèles (90); et que le calcul du triangle qui lie l’étoile au grand axe de l’orbite terrestre est demeuré impossible. Cette impossibilité même prouve du reste l’énormité de la distance qu’il s’agissait de mesurer,
THÉoaRME. Si du sommet B (fig, 172) de l’angle
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droit (P un tr/anf'ic rectangle A R (] , on abaisse une perpendiculaire R J) surl’ln pot/irnuse, on partage le triangle en deux autres , semblables entre eu.r et au triangle total.
En effet , les deii\ triangles A R I) et ABC sont tous (leux rectangU^s, et ont Tangle A conunun; ilssontdonc é(iuiangles entre eux , et par consé(|uent semblables.
Les deux triangles RDC et A R C sont tous deux rectangles, et ont l’angle ('. commun; ilssontdonc équiangles ^ntre eux, et semblables par conséquent.
Donc aussi les deux triangles A B D et B D C, tous deux équiangles avec le triangle total ABC, sont équiangles entre eux, et par suite semblables. .
ConoLi.AiRE I. En comparant les deux triangles ABD et BD C, on trouve
AD : BD :: BD : DC
c’est-à-dire (jue la perpendiculaire B D est moyenne proftortionnelle entre les deux segments A I) et DC de l’hypothenuse.
Corollaire II. En comparant les triangles ABD et ABC, on trouve AD : AB : AB : AC. En comparant les triangles BDCetABCon ü’ouve de même DC: BC:: BC : AC. C’est-à-dire que chacun des côtés de V angle droit est moyen proportionnel entre l’hypothénusc entière et le segment de l' hypothenuse adjacent à ce côté.
Corollaire III. Des deux proportions précédentes on tire
ÂB*= A1>X ACet¥c’ = DC X AC.
Si l'on ajoute ces égalités membre à membre, on obtient
A B’-hBTr=ADX AC + DC X AC=(AC4-DC) X AC
AC X AC
ou enfin AR'-|-BC’= AC*, u
c’est-à-dire que si l’on évalue en nombre^ les trois côtés d'un triangle rectangle y la somme des éarrés des côtés
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qui comprcunvut V angle droit sera égale au carré de l’hypothénuse.
211. — Le premier corollaire du théorème précédeut confirme la proposition démontrée dans le corollaire du numéro 164. Car si d’un point D (fig. 141 ) pris sur une circonférence de cercle, on abaisse sur un diamètre A C la perpendiculaire DB, et qu’on tire A J) et LC; le triangle ADCsera rectangle enl), puisque l’angle A DC est inscrit dans un demi-cercle ; la droite DB sera donc abaissée du sommet de l’angle droit sur l’hypolliéïKise , et l'on aura, comme au numéro cité,
AB : DB :: DB : BC
On se trouve ainsi conduit par une autre voie à la construction' que nous avons indiquée au numéro 165 pour trouver une moyenne proportionnelle entre tleux longueurs données.
• 212. — Le corollaire II fournit une nouvelle solution du même problème. Sur une droite indéfinie portons de A enC (fig. 141) une longueur égale h la plus grande des deux lignes données; portons de A en B une longueur égale à la plus petite. Sur AC comme diamètre décrivons une demi-circonférence ; au point B élevons une perpendiculaire qui coupera la demi-circonférence en un point D ; joignons AD; ce sera la moyenne proportionnelle demandée. (]ar, si l’on tire DC, le triangle ADC étant rectangle en D, et la ligne DB étant une perpendiculaire abaissée du sommet de l’angle droit sur l'hypothénuse, on aura A B : AD :: AD : AC. Ainsi AD sera une moyenne proportionnelle entre AC et AB, c’est-à-dire entre les deux longueurs données.
213. — La propriété énoncée dans le corollaire III est une des plus fécondes de la Géométrie; et nous la verrons se reproduire sous une forme plus saillante encore.
Pour le moment faisons remarquer que cette propriété permet de calculer l'un quelconque des côtés d’un triangle rectangle, quand on connaît les deux
autres. Car, soit ABC (fig. 158) un triangle rectangle en B, on aura AC’=A B* + B C*, d’où l’on tire
Tb’ =Tcf — Bt?, ou bien BC’=ÂC* — ‘ÂF.
Suppo.sons, par exemple, que l’on ait, runité de longueur étant d’ailleurs quelconque, AB=G et BC=8;
il en résultera XC*= 36 + 04 = 100; et AC=V^160 = 10.
Si l’on connaissait AC et B C, on aurait
ÂF = JOO- 64 = 30 , d’où AB=V/3(n=G.
Si l’on connaissait A C et A B , on aurait
TTc’ = 100— 36 = 64, d’où B C = v^oT^a.
214. — La même propriété peut sei*vir à élever une perpendiculaire à une droite donnée. Suppo.sons, par exemple, qu’il s’agisse d’élever au jwintB (fig. 158) une perpendiculaire à B C. Prenons B C égal à 4 unités de longueur, l’unité étant d’ailleurs arbitraire. Du point B comme centre avec un rayon égal à 3 unités de longueur , décrivons un arc de cercle ; du point C comme centre avec un rayon égal à 5 unités de longueur, décrivons un second arc de cercle. Ces deux arcs se couperont en un certain point A; car le nombre 4 est moindre que la somme des nombres 3 et 5, et plus grand que leur différence. Joignons donc AB ; ce sera la perpendiculaire demandée.
En effet , si l’on joint A C, on aura AG = S , A B = 3, et BC = 4;d’où >
’ÂC*=25;"AB" = 9 et 8^ = 16.
Or. 25 = 9 + 16 ; doncTF = IF* + BC’.
Le triangle ABC jouit donc de la propriété d’un triangle rectangle en B; il faut en conclure que l’angle B est di*oit; canin triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit .seraient 3 et 4, aurait pour hypothénuse5 ; par conséquent si l’angle AB C était plus grand ou plus petit qu’un angle droit, le côté oppo.sé AC serait plus grand ou plus petit que 5 (186), ce qui est contraii*e à la construction.
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On peut, sur le terrain, enipUner un moyeu analogue pour cMe\er les pei’peiulieulaiics, quand elles ne doivent pas avoir une grande étendue. Imaginons un cordeau AB (fig. 178), de 12 mètres de long, divisé par des nœuds, C et D , de façon que AC ait 3 mètres, et CD 4 mètres; DB en aura 5. Réunissons les bouts A et B j)ar un même nœud O; jniis tendons à la fois les trois parties OC, O D, CD du cordeau ; le triangle OCD sera rectangle en C. Le cordeau ainsi ployé est donc une équerre dont on pourra se servir pour élever des perpendiculaires; pour cela on tendra la partie CD du cordeau sur la di*oite donnée, au moyen de deux piquets, de manière que le point C coïncide avec le point par lequel la perj>endicnlaii*e doit être élevée. On tendra ensuite le cordeau ptar le nœud O ; et l’on plantera un piquet au point où ce nœud corres|)ondra : ce piquet sera situé sur la perpendiculaire demandée. Au lieu de donner 12 mètres au cordeau , on |)ourrait ne lui donner que 12 demi-mètres, ou 12 pieds, ou 12 parties égales quelconques.
216. — Théobéme. La bissectrice B I (fig. ïlA)tie l'un des angles d'un triangle ABC, dicise le côté opjtosê A C, en deux segments A I , er C I proportionnels aux côtés adjacents A B ef CB. Pour le prouver, abaissons des points A et C les perpendiculaires A m et C /t sur la bissectrice et sur son prolongement. Les triangles rectangles Km\ et Cn I , ayant un angle aigu égal , A I m C I » , sont équiangles entre eux , et par conséquent semblables ; on a donc la proportion A 1 ; I C : ; A m : /« C.
Mais les triangles rectangles A /«B et C«B, ayant un angle aigu égal, A B /« = w BC , puisque B I est la bissectrice de l’angle ABC , ces triangles sont aussi équiangles entre eux, et par suite semblables; on a donc
A m : ;«C :: A B : BC. ’
Les deux proportions précédentes ayaut un rapport commun , on en déduit A 1 : 1 C : : A B : B C , ce qui e\prime la propi'iélé énonc<-e.
CoBui.i.\inK. Bans ut) triangle isocèle , la bisseetrii'e
, de l’angle du sommet divise la base en deux parties égales , puisque les côtés adjacents sont égaux.
C<‘tte consécpience peut aussi se d€‘duii*e de ce que la droite qui joint le sommet d’un triangle isocèle au milieu de la base , divise ce triangle en deux triangles rectangles égaux.
' Triangles inscrits et circonscrits/
216. — Un triangle peut avoir par rapport à une circonférence deux positions qui méritent d’être remarquées.
Le triangle peut avoir ses trois sommets sur la circonférence (fig. 175); dans ce cas il est dit inscrit à la circonférence , et la circonférence est dite circonscrite au triangle.
L’inspection de la figure 175 confirme ce que nous avons dit au n® 180, sur la somme des trois'angles d’un triangle. Car , les angles A, B, G, ayant respectivement pour mesure la moitié des arcs B C , AC, AB, la somme de ces trois angles a pour mesure la moitié de la .somme de ces arcs, c’est-à-dire la moitié de la circonférence.. Cette somme équivaut donc à deux angles droits.
Pour circonscrire une circonférence à un triangle U suffit de faire passer une circonférence par ses trois .sommets (98).
217. — La circonférence peut être, au contraire, intérieure au triangle et tangente à ses trois côtés (fig. 176); dans ce cas c’est la circonférence qui est inscrite au triangle, et le triangle est circonscrit à la circonférence.
Si par le centre O de la circonférence inscrite à un triangle, on mène des rayons aux points de tangence, ces rayons seront perpendiculaires sur les tangentes, c’est-à-dire sur les côtés du triangle ; et comme ces rayons sont égaux , il en résulte que ce centre est, également distant des trois côtés du triangle. Il doit donc se trouver à la fois sur la bissectrice de chacun des trois angles du triangle (78).
Pour obtenir le centre de la circonférence in.scrite à
un triangle A BC, il faut donc diviser en deux |>arlies égaies deux des angles du triangle. Le point ü, «)ù les bissectrices AO et BO se reuconti'ent, est le centre cherché. Le rayon de cette circonférence est la peri>endiculaiix^ O/, abaissée du point O sur l’un quelconque des côtés du triangle.
Ce que nous venons de dire prouve en même temps que les trois bissectrices des angles d’un triangle concourent en un même point.
CHAPITRE IL * - Des qtiadi’ilalèi-es
ai8. — Une surface plane terminée par quatre lignes droites, est ce qu’on nomme un quadrilatère, La figure 177 l'eprésente un quadrilatère. Les droites AB, BC, CD, DA qui le terminent se nomment sescd/eV; les sommets A, B, C, D des angles formés par les côtés consécutifs, sont les sommets du quadrilatère. Une droite, telle que B D , joignant <leux sommets qui ne sont pas les extrémités d’un yuêrae côté, porte le nom de diagonale. Un quadrilatère a deux diagonales, car on pourrait aussi joindre par une droite A C les sommets A et C qui ne sont pas les extrémités d’un même côté. Chaque diagonale d’un quadrilatère le divise en deux triangles.
Il peut arriver qu’un quadrilatère ait un angle ABC (fig. 178) dont l’ouverture soit tournée vers l’extérieur : un pareil angle est ce qu’on nomme un angle rentrant. Quand un quadrilatère a un angle rentrant, une même xlroite peut couper les quatre côtés à la fols sans qu’il soit nécessaiiT d’en prolonger aucun , comme on peut le voir sur la ligure. Quand un quadrilatère n’a pas d’angle rentrant, c’est-à-dire quand tousses angles ont l’ouverture tournée vers l’intérieur, une même <lroile ne peut couper à la fois plus de deux côtés sans qu’il soit nécessaire de les prolonger. On dit alors que le quadrilatère est conve,TC. Les quadrilatères de celte espèce sonteeux dont pUi m’occupe principalement dans la Géométrie élémen-
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taire, et cVsl toujoui’s d’un quadrilatère convexe que l’on parle quand on nVxprinie pas formellement le contraire.
219. — ÏHÉORÉME. Dans tout quadrilatàc A B C D (fig. 177) la somme des quatre angles équipant à quatre angles droits. Car si l’on lire la diagonale B D , la somme des angles du quadrilatère sera celle des six angles ABD,
DBC, BCD, CUB,BDA, DAB, c’est-à-dire la somme des angles des deux triangles ABD et BD C. Or la somme des angles de chacun de ces triangles équivaut à deux angles droits; donc la somme de leurs six angles, ou, ce qui revient au même, la somme des angles du quadrilatère, équivaut à quatre angles droits.
Corollaire I. Trois angles d’un quadrilatère étant donnés, on peut en déduire le quatrième. Pour cela il suffit de faire la somme de leurs valeurs, et de retrancher cette somme de 360®.
Corollaire II. Si deux angles d’un quadrilatère sont supplémentaires, les deux autres le .sont aussi.
220. Théorème. Deux quadrilatères sont égaux lorsqu'ils sont composés de deux triangles égaux chacun à chacun et semblablement situés. Car, si l’on fait coïncider deux des triangles égaux, d’après la supposition les deux autres coïncideront aussi, et par conséquent les deux quadrilatères eux-mêmes coïncideront dans toute leur étendue.
221 . — On pourrait rechercher, pour les quadrilatères comme pour les triangles, quels sont les divers caractères d’égalité; mais ces caractères se déduisent facilement des conditions nécessaires et suffisantes |x)ur déterminer un quadrilatère.
Un quadrilatère ABCD (fig. 177) est déterminé lorsqu'on connait ses quatre côtés et l’une de ses diagonales BD; car les triangles A BD et BCD se trouvent déter- /
minés chacun par ses trois côtés (188).
Un quadrilatère ABCD est déterminé quand on connaîl ses quatre côtés et l’angle A formé par deux côtés >
consécutifs, car le triangle ABD se trouve déterminé par l’un de ses angles et les deux côtés qui le compiTn-
nent (190), et par suite, le triangle BCD est déterminé par ses trois côtés.
Un quadrilatère ABCDest déterminé quand on connaît trois de ses- côtés, AB, AD, DC, et les angles B AD et ADC qu’ils comprennent. Car le triangle ABD se trouve déterminé par l’angle A et les deux côtés qui le comprennent; l’angle A DB étant alors connu , ainsi que l’angle A D C , on connaît leur différence B D C ; d’ailleurs la diagonale DB est aussi connue; le triangle BDC .se trouve donc déterminé par l’un de ses angles BDC et les côtés qui le comprennent.
Un quadrilatère A BCD est déterminé quand on connaît deux de ses côtés A B , A D et trois de ses angles. Car d’abord, trois angles étant connus, on petit obtenir le quatrième. Le triangle B AD se trouve déterminé par l’angle A et les deux côtés qui le comprennent. Les angles ABD et ADB étant alors connus, ainsi que les angles ABC et A DC, on connaît les angles DBC et BDC; d’ailleurs la diagonale BD est aussi connue. Le triangle BDC se trouve donc déterminé par l’un de ses côtés B D et les deux angles adjacents DBC et BDC (193).
Un quadrilatère A B DC (fig. 170) est déterminé quand Ota connaît l’im de ses côtés CD, et les angles que forme ce côté avec les côtés adjacents CA et DB, et avec les diagonales CB et DA. Car le triangle ACD se trouve déterminé par l’un de ses côtés CD et les angles adjacents A C D , A D C , et l’on connaît par suite la diagonale A D. De même le triangle CD B est déterminé par l’un de ses côtés CD et les deux angles adjacents BCD et BDC; et l’on connaît par suite le côté BD. Mais, connai-ssanb les angles A D C et B D C , on connaît leur différence ADB; le triangle ABD est donc déterminé par l’un de ses angles AD B et les deux côtés AD et BD qui le comprennent.
Remarque I. On voit que les données doivent toujours être au nombre de cinq.
Remarque II. Chacune des conditions précédentes fournil un caractère d’égalité pour les quadrilatères :
Deux quadrilatères sont égaux lorsqu’ils ont leurs
Dî':_. , i
CiiOMKTRlE PLANE. 141
qualre côtés égaiiv chacun à chacun et uné diagonale homologue égale.
Deu.v quadrilatères sont égaux, lorsqu’ils ont leurs quatre côtés égaux chacun à chacun et un angle homologue égal.
Deux quadrilatères sont égaux lorsqu’ils ont trois côtés égaux chacun à chacun , ain^i que les deux angles com> pris entre ces côtés.
Deux quadrilatères sont égaux' loi’squ’ils' ont deux côtés consécutifs égaux cliacun à chacun , ainsi que trois angles homologues.
Deux quadrilatères sont égaux lorsqu’ils ont un côté égal , et que les angles formés par ce côté avec les côtés adjacents et avec les diagonales sont égaux chacun à chacun.
222. — Lorsque deux quadrilatères sont com|)osés de triangles .semblables et semblablement disposés, on dit que ces quadrilatères sont semblables ; tels sont les quadrilatères ABDC et «ô//r(fig, 170).
Nous n’insisterons pas sur les quadrilatères semblables , parce que nous traiterons bientôt la question de similitude d’une manière générale.
223. — Les quadrilatères pré.senlent plusieurs particularités de forme importantes à connaître.
Lorsque dans un quadrilatère deux côtés opposés sont ))arallèles, ce quadrilatère prend le nom de trapèze. La figure 179 représente un trapè/.e : les côtés parallèles A B et D G .se nomment ses bases.
Les angles A et D sont toujours supplémentaires, ainsi que les angles B et C.(90, Remarque II.)
11 en résulte que si l’angle A est droit (fig. 180), l’angle D est droit aussi ; dans ce cas le trapèze est dit rectangulaire.
Si les angles A et B sont égaux (fig. 181 ), leurs suppléments D et G le sont au.ssi. Les côtés A Det B G sont alors égaux; car si l’on prolonge ces côtés jusqu’à leur rencontre au point O , les angles O A B et O B A étant égaux comme suppléments des angles égaux DAB et G B A, le triangle A OB est isocèle (184) , et l’on a OA = OB;
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mais le triangle DOC est isocèle aussi , puisque les angles C et D sont égaux; on a donc OD = OC. Il en l'ésulte OD — O A= O C - O B ou A D= BC.
On démontrerait facilement que dans ce cas les diagonales sont égales.
Ce trapè/e porte le nom de trapèze isocèle ou symétrique. Nous reviendrons bientôt d’une manière générale sur cette dernière dénomination. '
Appmcations. Le trapèze est une des figures que l’on a le plus souvent à considérer dans V Arpentage ^ c’est-àdire dans la mesure des terres. Nous verrons bientôt que pour évaluer l’aired’un terrain, l’arpenteur y trace fréquemment des lignes dont l’effet est de diviser ce terrain en trapèzes et en triangles rectangles.
On rencontre aussi très-souvent cette forme dans la charpente et dans la menuiserie. Les cojerj AB (fig. 182), qui supportent les poutrelles d’un plancher, ces poutrelles elles-mêmes ont pour face supérieure des trapèzes symétriques ou rectangulaires. Les feuilles de parquet ont .souvent la forme de trapèzes symétriques , notamment celles qui avoisinent le coin d’un appartement (fig. 183); ce coin lui-même est occupé par un triangle isocèle rectangle. — Les assemblages à queue d'hirondc (fig. 184) se font au moyen d’une partie creuse qui reçoit une pièce en saillie dont la coupe a la forme d’un trapèze symétrique.
La coupe transversale d’un canal "présente ordinairement la même forme (fig. 185).
La partie supérieure d’une fenêtre ou d’une porte non cintrée, que l’on nomme plate-bande (fig. 186), est formée de morceaux de pierre nommés claveaux. Quelques-uns de ces claveaux, 1 , 2,3, ont pour face antérieure un trapèze ; ce trapèze est symétrique pour le claveau qui occupe le milieu delà plate-bande.
224. — Loreque dans un quadrilatère ABG D (fig. 187) les côtés opposés A B et DC sont parallèles , ainsi que les côtés AD et B C , la figure prend le nom de parallélogramme.
Dans un parallélogramme les côtés opposés sont
Di^ byCoogli
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égaux comme jiartics de parallèles comprises enlrc i>arallèles (134); les angles opposés sont égaux comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés tous deux en sens contraire (94). Les angles adjacents à un même côté sont supplémentaires, comme angles intérieurs à deux parallèles , et situés d’un même côté de la sécante (92).
La diagonale AC partage le parallélogramme en deux triangles ADC et ABC, qui sont égaux comme ayant leurs trois côtés égaux cliacun à chacun. Il en est de même de la diagonale B D.
225. — Théorème. Si dans un quadrilatère A B CD (fig. 187 ) les côtés opposés sont égaux , ce quadrilatère est un parallélogranimc. Car si l’on joint A C , les triangles ADC et A BC seront égaux comme ayant leurs trois côtés égaux cliacun à chacun; les angles alternes internes D AC et A CB sont donc égaux, et par conséquent les droites AD et C B sont parallèles (90) ; de môme les angles alternes internes AC D et C A B sont égaux, donc les droites AB et DC sont parallèles. Donc la figure A B CD est un parallélogramme.
Corollaire I. Ce théorème fournit un moyen commode de construire un parallélogramme, lorsqu’on connaît l’un de ses angles D, et les côtés qui le comprennent. Car, si du point A comme centre, avec un rayon égal à DC, on décrit un arc de cercle, et que du point C comme centre avec un rayon égal à AD on décrive un second arc de cercle, ces deux arcs se couperont puisque dans le triangle ADC on a A C A D + D C et A C > DC — A D, et que par conséquent la distance des centres est moindre que la somme des rayons et plus grande que leur différence. Soit donc B celui des deux points de rencontre qui est situé au delà de A C ; joignons A B et B C; la figure A B CD sera un parallélogramme.
Corollaire H. Le même moyen peut être employé pour mener par un point donné A une parallèle à une droite D C ; il suffit de tirer AD à volonté, de prendre arbitrairement D C, et d’opérer ensuite comme si l’on
acheter le pai’nllélogranunc A Il(!l). Le point B éfatif cléfenuiné par la rencontre ties den\ arcs de cercle , on tire A Jt qni est la parallèle demandée.
22(5. — TiiÉonftME. .SV dans un quadrilntcrc A R (! M ( fig. 187 ) deux rôtr.v opj>os<-s A lî et 1) C sont égaux et /Ktraflèle.y , ce quadrilatère ext un parallélognnunie . (!ar, si Ton joint AC, les triangles A C I) et A(]R aul’ont le côté AC commun, les côtés A B et DC égaux par supposition, et les angles A DC et CA B égaux aussi comme altejMies internes. Ces triangles ont donc un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun, ils sont donc égaux. Il en résulte ()ue les angles IJAC et \ C B sont égaux ; les droites A 1) et BC, sont donc parallèles (90), e‘t la figure est un parallélogramme.
227. — 'riiÉORÉME. Dans tout parallélogramme ABC D (fig. 187 ) les diagonales AC et RD .vc coupent mutuellement en deux parties égales. Car, soit ü leur point de rencontre : les angles OBA et ODC sont égaux comme alternes internes ; il en est de même des angles O A B et OC D; de plus, AB = DC. Les triangles AOB et DOC sont donc égaux comme ayant un côté égal adjacent h des angles égaux chacun à chacun (192). Il en résulte A 0= OC et O D = OB. Ainsi , le point 0 est le milieu des deux diagonales.
Remarque. On démontrerait d’une manière analogue la proposition réciproque, savoir : .Si dans un quadrilatère les diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales, ce quadrilatère est un parallélogramme.
228. — Applicatiuxs. Le fréquent usage que l’on fait des parallèles entraîne l’emploi fréquent des parallélogrammes. Les feuilles ou frises des parquets eu point de Hongrie (fig. 113) ont cette forme; à l’exception de celles qui avoisinent les coins de chaque coropartimeut, jet qui ont, comme nous l’avons vu, la forme de tra- ])èzes symétriques.
Lorsqu’une rampe (fig. 188) est composée de simples barreaux, l’espace compris entre deux barreaux consécutifs, le limon AA' et la main-cowante B B, est un pa-
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rallelograinme. Cette même forme se retrouve clans des rampes plus compliquées.
Dans les machines à vapeur de Walt, le mouvement
à^un piston se communique
a un balancier AA' (f.g. 189) mobile autour de son milieu O. Mais comme rexlrémité A de ce balancier décrit un arc de cercle, tandis que l’extrémité C de la tiee du piston décrit une ligne droite, on ne peut pas réunir directement ces deux extrémités. Watt a imaginé d’ar-
ÎTr n i^»ia»cier dun parallélogramme
A BCü, articule h ses quatre sommets, et dont les angles peuvent prendre par conséquent toutes les grandeurs comme l’indique la figure. Le sommet D est retenu par une bride DE , de longueur invariable , mobile autour c^u point E. La longueur de cette bride est déterminée de naanièrc que, tandis que le point D décrit un arc de cercle dont E est le centre, le sommet C décrit une ligne peu courbée qui se confond sensiblement avec la ligne droite CP représentant la direction de la tige du piston. Cette disposition ingénieuse est connue dans les arts sous le nom de paralUlogramiue de JFatt.
En Mécanique, on représente les forces par des lignes droites. Si deux forces, représentées en grandeur et en direction par les lignes AB et AD (fig. 187) agissent en un certain point A d’un corps, on démontre que l’effet siinultanéde ces deux forces est le même queceluid’une force unique, qui serait représentée en grandeur et en direction par la diagonale AC du parallélogramme construit sur les droites AB et A D. Cette règle a reçu le nom de règle clu parallélogramme des forces.
On démontre également que si un corps placé au point A recevait à la fois une impulsion capable de lui taire parcourir eu une seconde la droite AB, et une seconde impulsion capable de lui faire parcourir dans le meme temps la droite AD, ce corps, j>ar l’effet des deux impulsions simultanées, parcourrait en une seconde la diagonale A C du parallélogramme construit sur les droites A B et AD. Cette règle porte le nom de règle du parallélogramme des vitesses.
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229. — Lorsque dans un paralléiogramnie ABCD (fig. 190); l’un des angles est droit , les trois autres le sont aussi. Car si, par exemple, l’angle DAB est droit, l’angle ADC qui est son supplément, à cause du parallélisme des droites A B et D C, est droit aussi (92). Par la même raison, l’angle ABC , qui est aussi le supplément de D A B, est droit ; et, puisque la somme des quatre angles doit être équivalente à quatre angles droits, les trois premiers étant droits, il faut que le quatrièn^ B CD le soit aussi.
Dans ce cas, la figure prend le nom de parallélogramme rectangle, ou simplement de rectangle.
230. — Dans le rectangle , comme dans tout autre parallélogramme, les diagonales st; coupent mutuellement en deux parties égales. Mais, de plus, elles offrent une particularité qui caractérise le rectangle : c'est que ces diagonales sont égales. Car les triangles ABC, DBC (fig. 190) sont rectangles, l’un en B, l’autreen C; ils ont le côté BC commun, et les côtés AB et DC égaux, comme côtés opposés d’un même parallélogramme; ces deux triangles sont donc égaux, et leurs bjpothénuses A C et B D sont égales.
Cette jji’opriélé sert dans les arts à vérifier sans le secours de l’équerre l’exactitude d’un rectangle. Après avoir reconnu, à l’aide du compas, l’égalité des côtés opposés, on est certain que la figure est un parallélogramme (22i). Si l’égalité des diagonales se vérifie, on jieut être assuré que la figure est un rectangle; caries triangles ABC, DBC étant égaux, comme ayant leurs trois côtés égaux chacun h chacun, il en résulte que les angles ABC et BCD sont égaux; et comme ils sont d’ailleurs supplémentaires, puisque la figure est un parallélogramme, il s’ensuit que ces deux angles sont droits, et que , par conséquent , le parallélogramme est rectangle.
231 . — Pour construire un rectangle , il suffit de connaître deux côtés adjacents. Car, après avoir tracé un angle droit , et pris sur les côtés, à partir du sommet , les longueurs DA etDC (fig. 190) égales aux côtés don-
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ués, on n’a plus qu’à mener par le point A une parallèle à DC, et par le point G une parallèle à DA ; ou , ce qui revient au même, à élever au point A une perpendiculaire à AD, et au point G une perpendiculaire à DG.
232. — r Applications. Le rectangle est de tous les quadrilalèi’es celui dont on fait le plus fréquent usage. Les murs, les planchers de nos appartements ont ordinairement pour surface un rectangle; il en est de même de la plupart des boites ou des caisses. Les portes, les fenêtres, les cadres, les faces des piédestaux, les dessus de table, les tablettes d’armoire, le fond et les faces latérales des tiroirs , les feuillets d’un livre, les cartes à jouer, etc., sont autant de rectangles. Les pierres nommées piédroits qui forment les jambages d’une porte ou d'une fenêtre (fig. 186) ont également pour faces des rectangles. On en fait aussi un usage fréquent dans l’Arpentage , comme nous le verrons.
La figure 191 , qui représente une portion de lambris à hauteur d’appui , offre un exemple de l’emploi des rectangles. Ceux qui forment un même cadre sont placés de manière que les angles intérieurs les uns aux autres ont leurs sommets situés sur leur commune bissectrice.
233. — Lorsque dans un parallélogramme ABCD, (fig. 192), deux côtés adjacents sont égaux , les deux autres le sont aussi , comme opposés aux deux premiers. Un parallélogramme dont les quatre côtés sont ainsi égaux s’appelle un losange. De l’égalité des quatre côtés résulterait aussi le parallélisme des côtés opposés; car ces côtés opposés étant égaux, la figure est un parallélogramme (225).
Dans un losange comme dans un parallélogi'amme quelconque, les diagonales se coupent mutuellement en deux parties égale.s. Elles offrent, de plus, une particularité qui caractérise le losange, c’est qu’elles sont perpendiculaires entre elles. Car le point B est également distant des points A et G; il en est de même du point D: la droite BD, qui a deux de ses points à égale distance des extrémités de AG, est donc perpendiculaire sur le
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milieu de AC ( 75 ). Chaque diagonale d’un losange le divise en deux triangles isocèles égaux, et sert, par conséquent, de bissectrice aux angles dont elle joint les sommets.
Pour vérifier un losange, il suffit de vérifier l’égalité des quatre côtés. Pour le construire, il suffit de connaître l’un des côtés et l’un des angles; car si l’angle B AD est donné, ainsi que le côté AB, on prendra AD= A B ; des points B et D comme centres , avec A B pour rayon on décrira deux arcs de cercle qui se coupel’onten un point C; et AB CD sera le losange demandé-
Remarque. Il serait facile de démontrer qu’en joignant deux à deux par des droites les milieux des côtés consécutifs d’un rectangle, le quadrilatère qui en résulte a ses quatre côtés égaux, et est par conséquent un losange. On emploie souvent le losange de cette manière ; le lambris (fig. 191) en offre des exemples.
Applications. Les losanges s’emploient en outre dans les parquets, dans les grilles et les balustrades , soit en bois, soit en fer, dans les dessins des papiers de tenture , dans les vignettes, et dans une foule d’ornements de toute espèce.
L’aiguille aimantée qui fait la partie principale d’une boussole , a d’ordinaire la forme d’un losange très-allongé.
234. — Un rectangle qui a ses côtés égaux , ou un losange qui a scs angles droits, forment ce que l’on appelle un carré (fig. 193).
Dans ce quadrilatère , les diagonales se coupent en deux parties égales comme dans tout parallélogramme; elles sont égales pui.sque la figure est un rectangle, et déplus perpendiculaires entre elles, puisque la figure est aussi un losange. Chacune d’elles partage le carré en deux triangles rectangles isocèles égaux , et sert de bissectrice aux angles dont elle joint les sommets.
Pour vérifier un carré, il suffit de vérifier l’égalité des côtés et celle des diagonales. Pour le construire, il suffit de connaître l’un des côtés DC; aux extrémités D et C de ce côté, on élève des perpendiculaires DA et
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CB égales à DC; on joint AB et la figure est un carré. Car les côtés AD et BC étant égaux et parallèles, le quadrilatère est un parallélogramme; les angles ADC et B CD étant droits, ce parallélogramme est rectangle ; et les côtés DC et AD étant égaux, ce rectangle est un cari*é.
Remarque. Le côté DC du carré, et sa diagonale DB offrent l’exemple de deux longueurs incommensurables. Car le triangle DBG étant rectangle en C , il en résulte , d’après une propriété démontrée précédemment (210,
Coroll. III), B D* = B C’ + D C* = B C’ X 2 ; et par conséquent BD* : BC* :: 2 : 1. Or, quand quatre nombres sont en proportion , leurs racines carrées sont aussi en proportion: il vient donc
BD:BC::V/rTl,
Mais la racine carrée de 2 est une quantité qui ne peut s’exprimer exactement en unités et parties d’unités, c’est-à-dire qui est incommensurable avec l’unité; BD est donc aussi incommensurable avec B C.
Applications. La forme du carré, à cause de sa régularité, est encore une dè celles que l’on donne le plus souvent aujc quadrilatères. Les carreaux qui servent à carreler les vestibules dans la plupart des grands édifices sont des carrés. On emploie également cette forme • dans les lambris, dans les parquets , dans les ornements des portes, dans les balustrades, dans les dcssinsdes papiers de tenture, etc. Les cases d’un damier sont des carrés; il en est de même des six faces d’un dé à jouer, etc.
Les figures 194, 195, 196 et 197 , qui représentent différents motifs de parquets, offrent des exemples de l’emploi des quadrilatères.
Quatlrilalère.<! inscrits et circonscrits.
235. — Les quadrilatères ne sont point tous inscriptibles et circonscriptibles au cercle, comme cela a lieu pour les triangles.
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Lorsqu’un quadrilatère A B C D (fig. 1 98) est inscrit dans un cercle, les angles opposes A et C, par exemple , sont supplémentaires, car ils ont pour mesure la moitié des arcs DC B et DAB, dont la somme forme une circonférence entière; la somme de ces deux arcs a donc pour mesure une demi -circonférence. On en pourrait dire autant des deux autres angles du.quadrilalère.
On s’assure facilement que cette propriété n’appartient qu’aux quadrilatères inscriptibles. Car soit AB'CD nu quadrilatère dont le sommet B soit situe hors de la circonférence qui passe par les trois autres, et soit B le point où le cùté BC rencontre celte circonférence; joignons AB. Le quadrilatère AB CD étant inscrit, l’angle ABC est le supplément de l’angle D ; mais l’angle ABC, extérieur au triangle A B B’, équivaut à la somme des angles B B'A et B A B', et est par conséquent plus grand que l’angle B'. Ainsi l’angle B' ne saurait être le supplément de l’angle D. La démonstration serait entièrement semblable, si le point B' était intérieur à la circonférence.
Il résulte de là que si dans un quadrilatère les ang;les opposés sont supplémentaires , ce quadrilatère est in-
scriptibte' au cercle. ^ _
236. Pour qu’un trapèze A B CD (fig. 181) soit inscriptible, il faut qu’on ait DAB -H DCB =* 2 a«- • gies r/rofW.^'Mdais déjà, à cause des parallèles, on a XDC = 2 angles droits ; il faut donc qu’on ait DCB*= ADC, c’est-à-dire que le trapèze soit symétri-
Pour qu’un parallélogramme ABCD(fig. 190) soit inscriptible, il faut qu’on ait D AB -h DCB = 2 angles droits; et comme ces deux angles opposés sont égaux (224) , il faut que chacun d’eux soit droit , c est-à-dire
que le parallélogramme soit rectangle. .
Il en résulte qu’un losange ne peut être inscriptible qu’autant qu’il a ses angles droits, c’est-à-dire qu’autant
que c’est un carré. . . • -ui
237. — Pour qu’un quadrilatère soit circonscriptible au cercle , il faut qu’il existe un point également di-
t'y Coogic
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stant des quatre côtés, et comme ce point doit alors se trouver sur chacune des bissectrices des angles (78), il faut que ces qualité bissectrices concourent en unmêmc point.
Il est facile de voir que le losange A CCD (fig. 192 ) satisfait à celle condition: il en est de meme du carré, puisque c’est un losange.
Applications. Les quadrilatères iii-scrits et circonscrits s'emploient .souvent dans les lambris, dans certains motifs de grille ou de balustrade, dans, les vignettes, et dans rornement en général. La ligure 199., qui représente un motif de balcon , en offre plusieurs exemples.
CHAPITRE III
Des polygones en géVicral.
338. — On nomme en général polrf:;one toute surface plane terminée par des lignes droites. La ligure 200 représente un polygone : les droites AB, BC, CD, etc., qui la terminent, se nomment JCA-cdréj; les sommets des angles FAB, ABC,BCD, etc., formés par ces côtés, sont les sommets du jiolygone. l'oute droite, telle que AC, AD, A E, etc. , joignant deux sommets qui ne sont pas les extrémités d'un même côté, porte le nom de eliagoiiale.
Dans la Géométrie élémentaire on considère principalement les polygones convexes, c’est-à-dire qui n’ont point d’angle rentrant et dont une même ligne droite ne jïeut rencontrer à la fois plus de deux côtés, sans qu’il soit néces.saire de les prolonger. On peut dire encore qu’un polygone est convexe quand tous les angles ont l’ouverture tournée vers l’intérieur. C’est toujours de cette espèce de polygone que l’on parle quand on n’exprime pas le contraire. ' ’
Si dans un polygone convexe AB CDE F (fig. 200) on tire toutes les diagonales qui aboutis.sent à un même sommet A , on partage le polygone en triangles qui ont
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ce point A pour sommet commun. Chacun de ces triangles emploie rnn des côtés du polygone, à l’exception des deux triangles exlrêmes ABC et AFEqui en emploient chacim deux. Il suit de là que le nombre de ces triangles équivaut au nombre des côtés du polygone diminué de deux.
Les polygones prennent des noms divers, suivant le nombre de leurs côtés :
Un polygone de
lO
la
côtés porte le nom de triangle;
de quadrilatère ;
de pentagone ;
Ôl hexagone ;
iH heptagone ;
Ci'ioctogone ;
diennèagone;
de décagone ;
de dodécagone;
de pentédécagone.
Pour tous les autres polygones on se contente d’énoncer le nombre de» côtés; et l’on dit un polygone de 11 , de 13, de 14, de 16, de 17 côtés, etc.
239. — Théorème. La somme totale des angles d’un polygone équivaut à autant de fois 2 angles droits que ce polygone a de côtés, moins deux. Car si l’on tire toutes les diagonales qui aboutissent à un même sommet, on partage ce polygone en autant de triangles qu’il y a de côtés moins deux ; la somme des angles de tous ces triangles réunis forme précisément la somme des angles du polygone; d’ailleurs la somme des angles de chaque triangle équivaut à 2 angles droits; donc , etc.
Corollaire 1. 11 suit de là que
La somme des angles d’un pentagone éqiilvani .à 6 angles droits.
hexagone 8
octogone ........ i a
décagone 1 6
ftc. etc.
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CoBOLLAiDE II. Réciproquement : Si l’on connaît la somme totale des angles d’un polygone, on peut déterminer le nombre de ses côtés. Si, par exemple, celle somme équivaut à 26 angles droits, la moitié de ce nombre, ou 13, exprime le nombre des côtés du polygone diminué de deux; ce nombre de côtés est donc 15.
240. — TnEoRÊME. Deux polygones sont égaux lorsqu'ils sont composés d'un nteme nombre de triangles égaux chacun h chacun et semblablement disposés , Car si l’on fait coïncider deux des triangles égaux, d’après la supposition , tous les autres, considérés deux à deux successivement, coïncideront aussi; et les polygones euxmémes coïncideront par conséquent dans toute leur étendue. Donc ces polygones sont égaux.
V- 241. — Remarque Nous nous sommes appuyés souvent sur ce principe que deux figures sont égales quand elles peuvent coïncider; il peut être en effet admis comme un axiome. ’
Applications. Dans les arts on se fonde sur ce principe pour .copier les figures. Quand, par exemple, les tailleurs de pierre, après .avoir rendu plane la surface du bloc qu’ils doivent tailler, veulent déterminer les contours de cette surface , ils y appliquent un patron en carton , dont ils suivent tous les contours avec une pointe à tracer. La figure ainsi obtenue sur la pierre est égale à celle que présente le patron, puisque ces deux figures coïncident. Les ferblantiers , les chaudronniers , les serruriers, les charpentiers, etc., font usage du même moyen.
C’est encore d’après le même principe que l’on copie un dessin, soit en le calquant à la vitre ou à l’aide d’un papier huilé, ou d’un papier transparent dit papier végétal, soit en piquant avec une aiguille tous les contours du modèle , l’appliquant sur la feuille où l’on veut tracer la copie, et frappant alors .sur le modèle avec un sachet de toile rempli de fusin pulvérisé. La poussière du fusin, en passant au travers des trous d’aiguille du modèle , laisse sur la feuille placée au-dessous une trace que l’on repasse ensuite au crayon, et qui repi*oduit avec fidélité
tous les contours du modèle, puisque lesdeuf figuTes peuvent coïncider. ’
242. — Il existe , pour les polygones en général , comme pour les triangles et les quadrilatères , certains caractère auxquels on peut reconnaître leur égalité : nous déduirons ces caractères des conditions nécessaires et suffisantes pour déterminer un polygone.
Un polygone AB CD EF (fig. 200) est déterminé lorsqu’on connaît tous ses côtés , et toutes les diagonales AC, AD, AE, qui aboutissentà un même sommet. Car tous les triangles ABC,ACD,ADE, etc. , se trouvent déterminés chacun par .ses trois côtés.
Un polygone A B CD EF (fig. 200) est déterminé lorsqu’on connaît tous ses côtés, et tous ses angles consécutifs ABC, BCD,etc. , à l’exception des trois derniei's DEF, E FA, FA B. Car le triangle ABC se trouve déterminé par l’un de ses angles A, et les côtés qui le comprennent; par suite le triangle A CD se trouve déterminé par l’angle A CD et les côtés qui le comprennent ; et tous les triangles consécutifs sont déterminés de la même manière, à l’exception du dernier AFE qui se trouve, déterminé par ses trois côtés.
On peut varier d’un gt'and nombre de manières différentes les données nécessaires et suffisantes pour déterminer un polygone ; on trouvera toujours que le nombre de ces données doit être 2 n — 3 , si « représente le nombre des côtés du polygone. En sorte que pour un pentagone il faut 10 — 3, ou 7 données; pour un hexagone il en faut 12 — 3, ou 9, et ainsi de suite. Nous examinerons encore le cas suivant.
Un polygone AB CD EF (fig. 201) est déterminé lorsqu’on connaît un de ses côtés AB , et tous les angles que fait ce côté avec les côtés et les diagonales qui aboutissent à ses extrémités. Car chaque sommet C, D, E, F du polygone se trouve lié au côté donné AB par un triangle dans lequel on connaît ce côté AB et les deux angles adjacents (192). Tous les sommets du polygone sont donc déterminés, et par suite le polygone Ini-môme.
Remarque. Chacime des conditions précédentes fournit
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un caractère d’égalité pour les pol) gones; le lecteur ep tmuvera facilement les énoncés (voir la Remarque II du n'»221). ’ ‘
‘Des polygones semblables. '
243. — Deux polygones ABCDE, abc de (fig. 202) composés d’un même nombre de triangles semblables chacun à chacun et semblablement disposés, sont ce qi?e l’on appelle deux polygones semblables. Les sommets des angles égaux se nomment sommets homologues ; les côtés ou les diagonales qui joignent des sommets homologues, sont des côtés ou des diagonales homologues ^ enfin, les triangles semblables, considérés par rapport aux polygonesdont ils font partie , sont des triangles homologues.
244. — Deux polygones semblables A^CaDI^., a b c d e (fig. 202) , ont leurs angles égaux chacun à chacun, et leurs côtés homologues proportionnels . En effet, les triangles homologues kliC et abc étant semblables, les angles B et 6 sont égaux; on a les proportions
AB :ab :: BC:ic... (I), etBG :bc:: AC : ac... (2), • et de plus les angles BCA et bca sont égaux.
Les trianglea homologues ACD et acd étant semblables, les angles ACD et acd sont égaux. L’angle BDD, qui est la somme des angles BCA et ACD est donc égal à l’angle bed qui est la somme des angles bca et acd. La similitude de ces mêmes triangles donne la proportion AC : ac :: CD ; tv/... (3)
En comparant les proportions (2) et (3) , on voit quMles ont un rapport commun; on en déduit donc
BC : bc :: CD : cd.
En continuant ainsi , on démontrerait de même l’égalité de tous les autres angles des deux polygones, et la proportionnalité de tous leurs côles homologues.
245. Théorème. Si deux polygones ABCDE, abede (fig. 202)0/7/ leurs 'angles égaux chacun à chacun et leuts côtés homologues proportionnels , ces polygones sont semblables. En effet , si l’on aB=i, et AB '.ah :: HC'.bé, les deux triangles A BC et abc ont un angle égal com-
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pris entre côtés proportionnels , et sont par conséquent semblables (203). Il en résulte que lesangles DCA et ôcrt sont égaux; et comme les angles BCU et bcd sont égaux aussi par supposition, l’angle AC D, qui est la différence des angles BCD et B CA, est égal à l’angle acd, qui est la différence des angles ôcr/ et hca. D’ailleurs, de la similitude des triangles ABC et abc on déduit BC : hcw AC :ac, et par supposition, on a B C : ôc : : CD :c^/. Ces deux dernières proportions ayant un rapport commun, on en tire AC: «c :: CD : cf/.Les deux triangles ACD e.\.acd ont donc un angle égal compris entre côtés proportionnels; ces deux triangles sont donc semblables. En continuant ainsi, on démontrerait de même la similitude des autres triangles. Les deux polygones proposés sont donc composés d’un même nombre- de triangles semblables et semblablement disposés; ce sont donc des polygones semblables.
, 246. — Remarque. Si l’on applique ces notions de si-
militude aux quadrilatères, ou verra, que: deux parais lélogram mes sont semblables lorsqu’ils ont un angle égal • compris entre côtés proportionnels.
Deux rectangles sont semblables lorsqu’ils ont deux côtés adjacents proportionnels .
Deux losanges sont semblables lorsqu’ils ont un angle égal.
Deux carrés sont toujours des Jîgures semblables.
247. — Théorème. Deux polygones AB CDEF,abcdef (fig. 201) sont semblables y lorsque les angles formés par deux côtés homologues y AB , a b, avec les côtés et avec les diagonales qui aboutissent à leurs extrémités y sont égaux chacun à chacun. En effet , par supposition, les angles ABCj.et aôc sont égaux, ainsi que les angles BâC et bac; les triangles ABC e\.abc sont donc équiatigles, et par conséquent semblables. Il en résulte la proportion AC;ac::AB:«ô.
Par une raison analogue les triangles A BD et ahd sont seroblables et fournissent la proportion
AD '.ad:: AB : ab. >
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Cette proportion ayant avec la précédente un rapport commun, on en déduit
AC : ac AD : ad.
D'ailleurs l’angle DAC, qui est la différence des angles DAB et CAB, est égal à l’angle dac, qui est la différence des angles dab etc a Les deux triangles AD C f^Xadc ont donc un angle égal compris entre côtés proportionnels, et sont par conséquent semblables.
En continuant ainsi on démontrerait de même la similitude des triangles AED et aed, et celle de tous les autres triangles homologues. Les deux polygones proposés sont donc composés d’un même nombre de triangles semblables chacun à chacun et semblablement disposés; ces polygones sont donc .semblables.
248. — On pourrait déterminer beaucoup d’autres conditions de similitude entre les polygones, mais celles des n®» 245 et 247 suffisent pour justifier les procédés .suivis dans les applications. D’ailleurs on peut remarquer que les conditions d’égalité se changent en conditions de similitude lorsqu’à l’égalité des lignes homologues on substitue leur proportionnalité.
Remarquons aussi que l’égalité des angles formés, tant par les côtés que par les diagonales, entraîne la proportionnalité de ces côtés et de ces diagonales, et vice versd. En sorte que l’on peut dire généralement que l’égalité des angles entraîne la proportionnalité des lignes homologues, et réciproquement; la proposition cesserait d’être vraie si l’on ne considérait que les angles formés par les côtés.
249. — Théorème. Les contours ou périmètres de deux polygones semblables ABC DE, abcdeffig. 202) sont entre eux comme deux côtés homologues ou deux diagonales homologues quelconques. Désignons par P et les périmètres de ces polygones. En vertu de leur similitude on aura
AB:/7Ô::BC:^»c::CD:cr/::DE:r/<?::EA:crt.
ISIais, dans une suite de rapports égaux , la somme des
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antécédents est à la somme des conséquents, comme un antécédent est à son conséquent; on a donc
AB-j-BC-l-CD-l-DE-f-EA \ab -^bc-\-cd-\- de -\-ea :: AB : ou P AB ; «i*.
D’ailleurs on a AB:â6 ::BC:6c:: AC: ac:;CD :cr/,elc. Donc P:/>::AB:a6::BC:6c::AC:ac:: CD etc.
250. — PnoBLÉME. Construire un polygone semblable à un polygone donné ABCDE (fig. 202) sur une ligne a b donnée comme homologue du côté AB. Faisons l’angle abc égal à l’angle ABC ; cherchons une (luatriènie proportionnelle (138) aux trois longueurs A B, «A et B C, et portons cette quatrième proportionnelle de b en c. Faisons l’angle égal à l’angle BCD; cherchons une quatrième proportionnelle aux trois longueurs BC,
et CD, et portons cette quatrième proportionnelle de e en d. En continuant ainsi, nous formerons un polygone abcde(\\\i sera semblable au polygone ABCDE; car ces polygones auront leurs angles égaux chacun à chacun et leurs côtés homologues proportionnels.
Remarque. Les quatrièmes proportionnelles dont ce problème exige la recherche, peuvent s’obtenir toutes par une seule et môme opération. Sur l’un des côtés d'un angle quelconque, on porte à partir du sommet une longueur AF (fig. 119) égale au premier côté du polygone donné, puis , à la suite les unes des autres, des longueurs F II, H B, etc., respectivement égales aux côtés consécutifs de ce polygone. Sur l’autre côté on prend, à partir du sommet, une longueur AC égale à la ligne donnée comme homologue de A F ; on joint C F. Par tous les points H, B, etc. , on mène des parallèles à CF : les longueurs CD, DE, etc., ainsi déterminées sont les côtés successifs du polygone demandé ( 137, 244).
251. — liOrsque le polygone donné a des dimensions considérables, comme cela arrive, par exemple, quand ce polygone est tracé sur le terrain , et qu’il s’agit de construire .sur le papier un polygone semblable, on emploie généralement une autre construction. Soit A BCDE F (fig. 201) le polygone donné; on prend sur le
papier une ligne quelconque a h comme homologue de AB. On mesure les angles ABC, ABD, ABE, A B F, BAC, B AD, B A E , B AF; et l’on fait sur le papier les angles«i>c, ahd,abeyahf, bac, bad,bae, b af , respectivement égaux aux premiers; les points de rencontre des droites ac et hc, ad ei bd, ae et be, af et hf , sont les sommets d’un polygone «icr/cy'semblable au polygone donné, en vertu du théorème du n° 247.
252. — Application. Cette construction est fréquente dans le levé des plans. Lever le plan d’un terrain , c’est tracer en petit sur le papier une figure semblable à celle que ce terrain présente. Soit ABCDEF (fig. 201) le polygone que forme le terrain. On mesure l’un de ses côtés AB; on prend sur le papier une longueur a b qui ait avec AB un rapport connu , qui contienne , par exemple , autant de millimètres que A B contient de mètres. Ou mesure les angles ABC, A BD , etc. , B A C , BAD , etc., à l’aide du graphomètre, du cercle répétiteur ou de la boussole, suivant les circonstances et suivant le degré d’exactitude qu’on veut obtenir ; on fait sur le papier, à l’aide du rapporteur, des angles a a bd, eic., bac, b ad, etc. , respectivement égaux aux angles mesurés sur le terrain; et le polygone abedef ainsi déterminé e.st le plan du polygone ABCDEF. Tous les angles du plan sont égaux à leurs homologues du terrain ; et toutes les lignes du plan sont proportionnelles à leurs homologues du terrain , c’est-à-dire contiennent autant de millimètres que celles-ci contiennent de mètres, si l’échelle deréduction adoptée estd’un millimètre par mètre.
253. — On arrive plus promptement au résultat au moyen de l’instrument qu’on appelle la planchette. Il se compose d’une tablette en bois, parfaitement dressée, et reposant par son centre sur un support à trois pieds. La tablette est liée au support par un genou à vis, qui permet de lui faire prendre toutes les positions possibles à l’égard de ce support. Pour se servir de la planchette, il faut que sa surface soit dirigée Ao/?3o/?/û/ement; c’est-à-dire qu’une bille qui y serait placée ne tende à rouler d’elle-uiême dans aucun sens : nous
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verrons plus tard comment on y parvient, et le véritable sens du mot horizontalement. surface de la planchette est recouverte d’une feuille de papier bien tendue. Pour y tracer des droites dans la direction des rayons visuels menés de l’œil vers les objets remarquables du terrain , on emploie une alidade, semblable à celle du graphomètre , munie également de pinnules, mais entièrement libre, et pouvant être placée sur la planchette dans toutes les directions possibles. On se .sert de l’alidade clle-méme comme d’une règle pour tracer des droites sur la planchette dans la direction indiquée par les pinnules; et si cette direction doit passer par un point donné sur la planchette, on .se contente d’y faire pa.sser l’un des bords de l’alidade. On néglige ainsi la distance de ce bord à la ligne déterminée par les fils des pinnules, c’cst-à-dire la moitié de la largeur de l’alidade ; mais cette demi-largeur est en effet négligeable par rajiport aux distances sur lesquelles on opère.
Pour lever un plan au moyen de la planchette, on trace sur le terrain une droite A B (fig. 203) qui sert de base à l’opération. On en trace une autre ah sur la planchette, et on lui donne un rapport connu avec AB, la millième partie par exemple, ou 1 millimètre par inètix;. On porte la planchette au point A; et on la dispose de manière que le point a soit situé précisément au-dessus du point A ( une petite masse de plomb suspendue au point a par un fil facilite cette opération, ainsi que nous le verrons par la suite) et qu’en dirigeant l’alidade suivant ah on aperçoive le i)oint B derrière les fils des pinnules. On trace ensuite les droites «E, «D , aC, en dirigeant l’alidade vers les points du terrain que l’on veut fixer sur le plan : pour tracer ces lignes plus commodément, on plante au point a une aiguille contre laquelle on appuie le bord de l’alidade dans toutes ses positions. Cela fait, on transporte la planchette au point B; ou la dispose de manière que le point h soit précisément au-dessus du point B, et qu’en dirigeant l’alidade suivant ah on aperçoive le point A derrière les fils des pinnules. Dans cette nouvelle position
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de la planchelte, les droites ae,ad, «csont restées parallèles à elles-mêmes, puisque la droite a b n’a pas changé de direction. On trace alors les droites ^C, D, />K, en dirigeant de nouveau l’alidade vers les points précétlemment observés. Les intersections de ces droites avec les premières déterminent sur le papier les .sommets e, d, Cy d’un polygone abcde semblable à celui que lorineut sur le terrain les points A, li, C, D, K.
254. — Lorsque l’on se sert de la planchette pour des opérations d’une grande étendue, on remplace par une lunette les pinnules de l’alidade. On ne marque dans ce cas sur le plan que les points les plus remarquables ; et pour obtenir des détails, on fait de nouvelles opérations partielles , de nouveaux plans sur une échelle plus grande, qu’on repoi’te ensuite sur le plan général en les réduisant dans un rapport convenable. .
255. — La méthode que nous venons de faire connaître est la plus expéditive de toutes celles qui suppo.sent l’emploi de la planchette. Il faut remarquer toutefois qu’elle n’est point susceptible d’une trèsgrande rigueur. Un point est toujours mal déterminé par l’intersection de deux droites, lorsque ces droites se rencontrent sous un angle très-aigu, parce qu’en raison de leur épaisseur le fieu de leur rencontre est par le fait une sorte de losange, dans lequel il e.st assez diflicile de distinguer le véritable point d’intersection. Pour éviter, autant (|ue possible, cet inconvénient , il faut prendre la ba.se d’opération A B aussi grande que possible, et faire en sorte qu’elle ne soit pas plus petite que le cinquième ou le sixième de la plus grande des lignes qu’on peut mener de l’une de ses extrémités aux différents points du terrain.
11 faut également avoir soin de choisir cette base, de manière qu’il ne .se trouve aucun point remarquable du terrain sur son prolongement ou près de ce prolongement; car pour un pareil point la construction serait illu.soire.
25G. — Lorsque les différentes lignes qui forment le contour du terrain i)ouvent être nie.su rées à lacbaine.
»)igitized by 'jooglc
on peut obtenir le plan en suivant la méthode du n® 250, et en se servant de la planchette i>our déterminer les angles du polygone. Les quatrièmes proportionnelles s’obtiennent immédiatement au moyen de réchelle, en prenant, par exemple, un millimètre pour représenter un mètre. Mais cette méthode exige qu’on transporte succe.ssivement la planchette à tous les angles du polygone; et ce transport offre de grands inconvénients, à cau.se des précautions qu’il faut prendre pour assurer à chaque station la position horizontale de la planchette. On a cependant recours à cette méthode, quand l'intérieur du jx)lygone n’est pas conimodément accessible.
257. — Lorsque l’intérieur du polygone offre un point 0(fig. 204), d’où l’on puisse découvrir tous les points l’cmarquables du terrain , et dont les distances à ces poi nts puissent être mesurées à la chaîne, on transporte la planchette en ce point, de manière qu’il soit précisément au-des.sous d’un point O marqué d’avance sur la planchette. On trace à l’aide de l’alidade les droites On , Oh, Oc, Od, Oe dirigées vers les points A, B, C, D, E, du terrain que l’on veut fixer sur le plan. On prend sur ces droites, à partir du point O, des distances proportionnelles aux distances OA,OB,OC,OD,OE, mesurées préalablement à la chaîne; on donne, pai* exemple, à chacune des droites Oa, Oh, etc., autant de millimètres que les distances corresponda ntes OA , O B, etc. , ont de mètres. On joint les points a, b,c,d, e, et la figure abc de est un polygone semblable au polygone A B C D E ; car , d’après la construction , les tViangles « O et AO B ont un angle égal compris entre côtés proportionnels, et sont par conséquent semblables (203) ; il en est de môme des autres triangles jiris ainsi deux à deux ; les deux polygones sont donc composes d’un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés; ces polygones sont donc semblables.
258. — Remarque I. On néglige dans toutes les operations précédentes , comme dans celles que l’on fait à l’aide du graphomètre ou de la boussole , la hauteur de l’instrument employé, et l’on raisonne comme si la
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planchette ou le limbe du graphomètre ou de la boussole, reposaient immédiatement sur le sol. La hauteur de l’instrument est en effet très-petite par rapport aux distances que l’on a à considérer ; mais nous verrons parla suite que d’autres raisons justifient pleinement cette manière d’agir.
Remarque II. Quoique la réduction la plus commode consiste, comme nous l’avons dit, à représenter chaque mètre par un millimètre, on sent que ce rapport ne saurait être employé dans toutes les circonstances ; et
3 lie , suivant la grandeur de terrain , et celle qu’on veut onner au plan, il faut souvent avoir recours à une autre échelle. Mais , comme l’emploi du double décimètre, tel qu’on le trouve tout divisé dans le commerce, dispense du soin de construire une échelle, il est bon de représenter le mètre ou le décamètre par un nombre exact de millimètres , toutes les fois que cela est possible. Dans les opérations du cadastre, on emploie fréquemment une longeur de 4 millimètres pour représenter un décamètre. Dans les plans partiels que l’on lève pour obtenir les détails d’un plan plus considérable, on peut, au contraire, suivant l’occasion , prendre 2, 3, 4, 5 millimètres pour représenter un mètre.
Remarque III. Bien que les constructions et les procédés qui précèdent, se fondent sur des propositions qui n’ont été démontrées que pour les polygones convexes , elles s’appliquent néanmoins sans restriction à des polygones quelconques. On conçoit, en effet , qu’un polygone qui a des angles rentrants, puisse par des diagonales convenablement choisies être partagé en plusieurs polygones convexes; et puisque les procédés dont nous parlons s’appliquent à chacun d’eux en particulier, ils s’appliquent évidemment à leur ensemble. I.a circonstance des angles rentrants rend seulement dans certains cas le choix de la base plus difficile.
259. — La considération des polygones semblables donne également les moyens de copier une figure quelconque, en la réduisant dans un rapport déterminé. On fait usage pour cela de plusieurs procédés.
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Soit le polygone AB CD (fig. 205) qu'il s’agit de copier, en réduisant aux par exemple, la longueur de ses côtés. Prenons dans le plan de ce poly gone un i>omt O quelconque : menons AO , BO , CO , D 0 ; sur le prolongement de ces lignes, prenons a O =3 A O ; O = j-B O ; cO = gCO; i/0==3 DO; et joignons aù, hcy cd, da. Le poly gonertèr^/ remplira les conditions du problèine- Car les triangles « O A O B, ont un angle égal compris entre cotés proportionnels, et sont par conséquent .semblables; il en e.st de même des triangles ^»Or et B OC; cOd et CO D; f/Ort et DOA. Si on tire les diagonales lid et BD , les triangles i»0^/ et BO D seront aussi semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels. Il résulte de là <jue Ion a a b ■jAB;
|BC; c</=|CD; J« = ^D A; | BD; les
triangles b ad ci B AD ont donc leurs côtés proportionnels et sont semblables ; il en est de même des triangles />cr/et BCD; les deux polygones J et ABCD sont donc composés d’un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés; donc ils sont semblables.
Celte démonstration s’étendrait de la même manière à des polygones d’un nombre quelconque de côtés.
Au lieu de porter les distances Ort, Ob, etc., siii les prolongemen Is des droi tes correspondantes O A , O B, etc. , on aurait pu les porter sur ces di'oites elles-mêmes , en Oit . O b‘. Oc , O d'. Les polygones d U c d' et A B C D eu.ssent encore été semblables par les mêmes raisons.
Le point O est ce qu’on nomme un centre de similitude; il est interne par rapi>orl aux polygones ABCD, et externe par rapport aux polygones db'c'dcX ABCD.
Remarque. La construction précédente n est point particulière au cas des |>olygoncs couvexes, et s appliquerait également à des polygones quelconques. Klle s’appliquerait encore à des figures compo.sees de lignes courbes; car toute ligne courbe peut être considérée comme une ligne brisée d’un nombre inlini de côtes infiniment petits.
2G0. — Ce procédé exige uniiiuemcnt que les droites
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OA et Ou, O Ü et O ù, etc. , conservent entre elles un rapport constant. On a construit un instrument fondé sur ce principe, et à l’aide duquel on peutcopier immédiatement une figure quelconcjue, en la réduisant dans un rapport donné. Cet instrument se nomme panto^raphe.
Deux règles ON, AN (fig. 206), sont liées ensemble au point N, de manière à tourner librement l’une sur l’autre. Deux autres règles «M , «P , liées de la même manière au point a, sont en outre assemblées avec les jiremières, au moyen de chevilles M, P, qui leur permettent également de tourner. Ces quatre règles sont dispo.séesdetellesortequeles points O, «et A soient en ligne droite , et que les longueurs aM , N P soient égales, ainsi que la longueur M N, «P. Il résulte de ces dernières relations que lafigurertMNPestun parallélogramme (22.5), et que les droites « M et A N sont parallèles. Les triangles OrtM et O AN sont donc .semblables, et l’on a
O A : :OM: ON
Mais, quelque position que prennent les règles, la figure «MNP .sera toujours un parallélogramme; les relations ci-dessus subsi.steront donc toujours , et comme les longueurs OM et ON demeurent invariables, leur rapport demeure constant, et ce rapport étant toujours celui des distances Oa et OA, celles-ci restent toujours proportionnelles.
Si donc le point O reste fixe, et qu’avec une pointe placée en A on suive les contours d’une figure ABC, une pointe placée en a tracera sur le papier une figure semblable abc, réduite dans le rapport de ON à OM.
Afin de pouvoir changer ce rapport à volonté, on perce les quatre règles de trous équidistants, qui permettent de racourcirà volonté l’une des deux longueurs «M ou N P, et d’allonger l’autre, de quantités proportionnelles, en sorte que le point « reste toujours sur la droite OA.
261. — Il existe un autre procédé fort commode pour copierune figure en la’i'éduisantdans un rapport donné.
On enveloppe la figure donnée dans un carré A BCD
(Ag. Offi) que Ton partage par des parallèles aux côtés en un certain nombre de carrés égaux. S'il s'agit de l'éduire toutes les lignes de la Ggure dans le rapport de 5 à 3 y par exemple, on prend une droite ab , égale aux I de AB; et l'on construit sur cette droite un, carré abcd (334) , que l'on partage en autant de carrés égaux que le premier. Pour éviter la confusion, on désigne par des lettres semtdables M , N , P , etc. , et w, etc. ,
les colonnes de carrés parallèles à AD et ad, et par des chiffres semblables , les bandes de carrés parallèles à ABétàaô.
Si l’on veut maintenant Gxer sur la copie, la position d’un point O du modèle , on remarque que ce point est situé dans un carré qui appartient à la fois à la colonne R et à la bande 3. Ce point devra donc être figuré sur la copie dans le petit carré qui-appartient à la colonne r et à la bande 2 ; et si les carrés ne sont pas trop grands , il suffira d’un peu d’habitude et de coup d’oeil pour fixer sans erreur sensible la position de ce point. On obtiendra d’une manière analogue tous les autres points de la copie.
263. — Nous avons supposé jusqu’ici que la copie était une réduction du modèle ; les mêmes procédés seraient applicables s’il fallait, au contraire, accroître le modèle dans un rapport donné. Mais il est utile de remarquer que les opérations sont toujours moins exactes dans te second cas que dans le premier; parce qu’en réduisant une figure les erreurs tendent à diminuer, tandis qu’en augmentant les proportions de cette figure, les erreurs tendent à s’accroître.
263. — Remarque. La méthode des carreaux peut être employée pour copier une figure en conservant sa grandeur véritable ; il suffit pour cela de faire le second carré égal au premier.
On emploie aussi pour le même objet un procédé qui porte le nom de tricage. Soit à copier un polygone A B G D E F G (fig. 208). Le procédé en question consiste à mener par les sommets du polygone un système de parallèles AA', BB', CC, etc., toutes d’égale longueur. Les extrémités A', B', G', D ,E', F', G' de ces parallèles forment
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un |)olygone égal au polygone proposé. Car, d'après la construcliou , la figure AliB A' est un parallélogramme (226), et il en résulte AB = A'B'. On prouverait de même que tous les côtés du second polygone sont respectivement égaux à ceux du premier. On en peut dire autant des diagonales, car la figure AA'Jb'’F, par exemple, est aussi un parallélogramme, et l’on[a A F = A' F'. Les deux polygones ont donc leurs côtés égaux et leurs diagonales égales; ils peuvent donc se décomposer en un même nombre de triangles ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. Ces triangles, et par suite les polygones qu’ils composent, sont donc égaux entre eux.
On copierait à l'aide de ce procédé toute autre figure quelconque.
Des polygones symétriques.
264. — Supposons que de tous les sommets d’un polygone A BCDE (fig. 200) on abaisse sur une même droite X Y les perpendiculaires km, B«, C/>, D<jr, Er; qu'on prolonge ces perpendiculaii'es de quantités égales /n A', /îB', pC, ^D', rE'; et qu’on joigne par des droiteseonsécutives les points A', B', C', D', E'. Onformera unsecond polygone qui aura toutes ses parties égales à celles du polygone ABCDE. Car, si l’on plie la figure le long de X Y comme charnière, de manière que la figure A' B' C'D'E' vienne s’appliquer sur le plan de la figure A B CDE ; les angles kmn. A' mn étant droits, la ligne A'/« prendra la direction Am; et, puisque ces lignes sont égales par construction , le point A’ tombera en A. De même le point B' tombera en B , le point C' en C , etc. , et les deux polygones, ayant tous leurs sommets communs, coïncideront dans toute leur étendue. Ils ont donc toutes leurs parties égales.
ISéanmoins on peut remarquer que le mouvement que nous venons de faire faire au second polygone pour s’appliquer sur le premier, était indispensable pour opérer la superposition. De quelque manière que l’on fit tourner le polygone A'B'C D E' dans son plan, sans le renverser comme nous l’avons fait , on ne pourrait jamais
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le faire coïncider avec le polygone AB C D.E. C’est que , dans la position qu'ils occupent -sur la figure, toutes leurs parties sont égales , il est vrai , mais disposées dans un ordre précisément inverse. Deux polygones de ce genre sont ce que l’on appelle des polygones symétriques ; et, Ioi*squ’ils ont la position indiquée par la figure, la droite X Y est ce qu’on nomme un axe de symétrie par rapport à ces polygones.
265. — Théorème. Deux polygones composés des mêmes parties disposées dans un ordre inverse, peuvent toujours être placés de manière à avoir un axe de symétrie. Soit , en effet , ABCDE (fig. 209) l’un de ces polygones. Tirons dans son plan une droite quelconque XY ; de tous les sommets du polygone, abaissons des perpendiculaires sur celte droite, et prolongeons ces perpendiculaires de quantités égales à elles-mêmes, puis joignons leurs extrémités comme nous l’avons fait tout à l’heure. Le polygone A'B'C'D'E', d’après ce que nous venons de voir, aura toutes ses parties égales à celles du polygone ABCDE, mais disposées dans un ordre inverse. Ce polygone A' B’ C' D' E' est donc égal au Second polygone proposé , et l’on peut amener celui-ci à coïncider avec A'B'CD'E'. Dans cette position mutuelle les deux polygones proposés auront un axe de symétrie , qui sera la droite XY.
Remarque. C’est en raison de ce théorème que l’on conserve le nom de symétriques aux }x)lygones formés des mêmes parties disposées dans un ordre inverse, lors même que ces polygones sont placés de manière à ne pas avoir d’axe de symétrie. Dans ce cas y il a simplement symétrie de forme ; dans le cas où les deux polygones ont un axe de symétrie , il y a en même temps symétrie de forme et symétrie de position.
266. — Toute ligne qui divise une figure en deux parties symétriques, c’est-à-dire superposables en pliant la figure le long de cette ligne, est un axe de symétrie de cette figure. Il existe des axes de symétrie dans un grand nombre de figures.
Dans un triangle isocèle C'BC (fig. 166) la droite B A
qui joint le sommet an milieu de la base est un axe de symétrie, puisqu’elle divise ce triangle en deux triangles rectangles «’gaux.
Dans un triangle équilatéral , il y a, par conséquent, trois axes de symétrie.
Dans le trapèze isocèle AB CD (fig. 210) la droite I H qui joint les milieux des bases parallèles est un axe de symétrie. Car, d’après la nature de ce quadrilatère, les cotes AD et B C sont égaux; d’ailleurs les angles D et C sont égaux au.ssi (223); les deux quadrilatères AIHD et BIHC sont donc égaux comme ayant un angle égal et leurs quatre cotés égaux chacun à chacun (221). C’est pour cette raison que l’on donne à ce trapèze le nom de trapèze symétrique.
Dans un rectangle, les droites qui joignent les milieux des côtés opposés sont des axes de symétrie.
Dans un losange, les diagonales sont des axes de symétrie.
Dans un carré, qui est à la fois un rectangle et tin losange, il y a donc quatre axes de symétrie.
Dans un cercle, tons les diamètres sont des axes de symétrie , etc.
267. — Applications. La symétrie de forme se retrouve dans une foule d’objets. Il y a symétrie de forme : entre les figures gravées sur un cachet et l’empreinte que ce cachet laisse sur la cire; entre la face supérieure des caractères d’imprimerie, et l’empmnte qu’ilsjaissent sur le papier; entre le dessin tracé sur le cuivre, l’acier, ou la pierre lithographique, et ce même dessin transporté sur le papier parle tirage; entre les veines des deux parties d’une planche fendue dans son épaisseur, etc.
11 y a sjTnétrie de forme et de position entre les deux ailes de la plupart des façades d’architecture; entre les deux battants d’une porte cintrée, d’une grille, etc.; entre les veines des deux pièces de placage qui forment d’ordinaire le devant d’un secrétaire, d’une armoire; entre les deux morceaux de drap qui forment le dos d’un habit, etc. Quand on découpe un morceau de papier
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plié en deux^ on obtient eu le développant une figure qui est symétrique par rapport au pli. La porte en lattes, (fig. 21 1) , est symétrique par rapport à la ligne de jonction des deux battants. On emploie dans les ornements de l’architecture des figures nommées palmettes (fig. 212), qui ont également un axe de .symétrie, etc. , etc.
CHA.PITRE IV
Des polygones réguliers.
268. — 11 existe une classe de polygones qui mérite une attention particulière : c'est celle des polygones qui ont tous leurs angles égaux et tous leurs côtés égaux , et auxquels on donne pour cette raison le nom de polygones réguliers.
II convient d’abord de remarquer que l’on ne peut pas construire un polygone régulier en se donnant arbitrairement la valeur de l’un de ses angles. Car, la somme totale des angles de ce polygone devant être égale à autant de fois deux angles droits qu’il y a de côtés moins deux, et tous les angles étant égaux , chacun d’eux a pour valeur la somme dont nous parlons , divisée par le nombre total des angles du polygone, ou, ce qui revient au même, parle nombre de ses côtés. D’après cette observation , on trouve que la valeur de l’angle d’un polygone régulier doit être :
Four le triangle régulier (ou éqiiHatéral )
-OXa
ou
l d’angle droit ;
le quadrilatère (ou le carré)
-a)Xa
ou
1 angle droit;
' le pentagone
-a)Xa
ou
1 d’angle droit ;
l’bexagone
-a)Xa
ou
l’octogone
-à)Xa
ou
le décagone
fi".
— a)Xa
lO
ou
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Pour le duilécagone ^**~*^^*ou? d’angle droit;
le penlédécagone
Et , en général , si l’on représente par n le nombre des côtés d’un polygone, la valeur de chacun de ses angles , exprimée en angle droit et fraction d’angle droit, sera (" — >)x »
2G9. — Tiiéorëmc. Deux polygones réguliers dun même nombre de côtés sont des figures semblables. En effet , d’après ce que nous venons de dire , la valeur de l’angle de ces polygones ne dépendant que du nombre des côtés ,'qui est le même pour tous deux , les angles de ces polygones sont égaux ; d’ailleui*s leurs côtés sont évi» demment proportionnels, puisqu’ils sont égaux pour chaque polygone ; ces deux polygones sont donc semblables (245). '
Corollaire. Il en résulte que leurs périmètres sont entre eux comme leiu*s côtés (249).
270. — Théorème. Si Von dhise une circonférence en un certain nombre de parties égales y et qu’on joigne par des cordes les points de division consécutifs A , B , C , D, etc. (fig. 213), la figure qui en résulte est un polygone régulier. En effet, les cordes AB, BC, CD, etc., sous-tendant des arcs égaux , sont égales. De plus , les angles ABC,BCD,CDE, etc., sont égaux; car, l’angle ABC a pour mesure la moitié de l’arc A FC ; l’angle £ CD a pour mesure la moitié de l’arc BGD; les arcs AF C et BGD ayant une partie commune AFD, ne diffèrent que par les restes CD et AB; or ceux-ci sont égaux entre eux par supposition : donc les angles ABC et B CD ont même mesure et sont par conséquent égaux. On prouverait de même l'égalité des angles B CD et CDË, CDEet DEF, et ainsi de suite. Le polygone ABCDEFGa donc tous .ses côtés égaux et tous ses angles égaux ; c’est donc un polygone régulier.
Corollaire. Pour construire un polygone régulier d’un nombre de côtés déterminé, quand la longueur de
ses côtés est arbitraire, il suffit donc de décrire à volonté une circonférence, de la diviser en autant de parties égales que le polygone doit avoir de côtés, et de joindre deux à deux par des cordes les points de division consécutifs. ‘ ,
271. — Théobëme. Tout polygone régulier est un in-i tcriptihlc au cercle. Par trois sprnniets consécutifs A, B, C, d’un polygone régulier A BCDEf’G (fig. 213), faisons passer une circonférence. Du centre O de cette circonférence, abaissons sur BC la perpendiculaire 01 , qui divisera la corde BO en deux parties égales (97); puis joignons AO et OD. Si l’on fait tourner le quadrilatère AB 10 autour de 0 1 comme charnière Jusqu’à ce qu’il vienne se rabatti*e sur le quadrilatère 01 CD, les anr gles BIO et Cl O étant droits, la ligue 1 B suivra la direction de IC; et comme IB^I C, le point B tombera en C. Les angles ABIetlCD étant égaux, puisque le polygone proposé est régulier, la ligne B A suivra la dijreclioq de CD; et commeAB»CD, le point A tombera en D. Les droites OA et O D auront donc les mêmes exr trémités, et coïncideront; donc elles sont égales, et par conséquent le point D est sur. la circonférence dér • crite du point 0 comme centre, avec OA pour rayon, c’est-à-dire sur la circonférence qui passe par les trois points A, B, C. Ainsi donc, la circonféreuce qui passe par trois sommets consécutifs d’un polygone régulier, passe aussi par le sommet suivant, et par conséquent par tous les sommets du polygone; c’est-à-dire que ce polygone est inscriptibie au cercle.
liemarque !.. Le centre du cercle circonscrit à un polygone régulier est ce qu’on nomme le centre.de ce polygone ; et l’on nomme rayvn de ce même polygone la droite qui joint son centre à l’un de ses sommets, c’està-dire le rayon du cercle circonscrit.
Remarque II. L’angle formé par deux rayons consécutifs OA, OB (fig. 214) d’un polygone régulier, est ce qu’on nomme l’angle au centre de ce polygone. Cet angle* a la même valeur quels que soient les deux rayons consécutifs que l’on considère ; ainsi , par exemple.
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C O D as AO B ; car les arcs C D et A B , qui sei'vent de mesure à ces angles, sont égaux, puisqu'ils sont sous» tendus par des cordes égales.
La somme de tous les angles au centre d’un même po» lygone, équivaut à 4 angles droits (59). Pour obtenir la valeur de l’angle au centre dans un polygone régulier, il faut donc diviser 4 angles droits par le nombre des côtés de ce polygone. Ou trouve ainsi que la valeur de l’angle au centre, exprimée en fraction d’angle droit est:
Pour le triangle équilatéral de | d*angle droit ;
le ran-é
. de ^ d'angle droit, ou i angle droit ;
le pentagone
l’hexagone
l’octogone
le décagone. ......
le dodécagone
le pentédécagoae. . ,
etc.
etc. ^
Remarque III. Les rayons O A , O B , O G , etc. , menés à tous les sommets d’un polygone régulier, le partagent en autant de triangle qu’il a de côtés. Tous c^ triangles sont isocèles ,et égaux entre eux comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun.
11 résulte de cette égalité de triangles, que les angles ABO et CB O sont égaux ; ainsi le rayon O B divise en deux parties égales l’angle AB G du polygone ; le rayon O G divise pareillement en deux parties égales l’angle BCD; et ainsi des autres.
272. — Théorème. Si ton divise une circonférence en un certain nombre de parties égales, et que par tous les points de division, m, n , p, etc., (fig. 215) o/i mène des tangentes h cette circonférence , la figure qui en résulte est un polygone régulier. En effet, menons aux points de tangence les rayons Om,On,Op, etc. ; ces rayons se» ront perpendiculaires sur les tangentes respectives A B , BC, GD, etc.; et de plus les angles au centre mOn ,
ir
riOp, etc. , seront égaux , comme ayant pour mesure deâ arcs égaux mn, np^ etc. Imaginons que le quadrilatère wO«B tourne autour de 0/i comme charnière jusqu’à ce qu’il vienne se rabattre sur le quadrilatère» O/» C. Les angles /«O « et nOp étant égaux , le rayon O m prendra la direction du rayon Op, et comme ces rayons sont égaux, le point m tombera en p. Les angles OmB et OpC étant droits, la ligne wiB prendra la direction de pC^ et le point B tombera quelque part sur/>C. I.es angles 0«BetO/iC étant droits, la ligne »B prendra la direction de » G , et le point B tombera quelque part sur « C. Le point B devant tomber à la fois sur les deux droites />G et n C, ne pourra tomber qu’à leur intersection G. Donc I® l’angle ///B» est égal à l’angle nCp; et l’on démontrerait de même l’égalité de tous les autres angles du polygone. 2“ On a B» = «G , c’est-à-dire que B G est le double de Bn; on démontrerait de même que AB est le double de B/n; or les deux tangentes B/z et B/n, menées par un même point à une même circonférence sont égales (194, Çoroll. II); donc aussi AB = B C. On démontrerait de même que BG == GD, et ainsi de suite. Le polygone À B CD EF a donc tous ses angles égaux et tous ses côtés égaux : donc c’est un polygone régulier.
Goboll'aire. Pour construire un polygone régulier, d'un nombre de côtés déterminés, quand la grandeur de ses côtés est arbitraux; , on peut donc décrire à volonté une circonférence , la diviser en autant de’ parties égales que le polygone doit avoir de côtés, et mener par tous les points de division des tangentes à cette circonférence.
273. — Tiiéoréme. Totit polygone régulier est circonscriptiblc au cercle. Soit ABGDEF (fig. 216) un polygone régulier, et soit O le centre du cercle qui serait cii’con-^ scrit à ce polygone. Les côtés A B, E G, CD, etc., seraient des cordes de ce cercle , et si du centre O on abaisse sur ces cordes les perpendiculaires O /» , O « , Oy/ , etc. , elles diviseront ces cordes chacune en deux parties égales; et comme ces cordes sont égales, puisque le polygone
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proposé est régulier, leurs moitiés seront égales aussi. Il résulte de là que si l’on lire O B , les triangles O ni B et O «B , rectangles Tun en ni, l’autre en n, ont l’hypothénuse O B commune et un côté égal Bn/c=B/i; ces triangles sont donc égaux (194), et l'on a Om z=s O/i. On démontrerait de même que l’on a On = et ainsi de suite. Si donc, du point O comme centre, avec On/ pour rayon, on décrit une circonférence, elle passera par les points n, p, etc. D’ailleurs les droites AB, BC, CD, etc., étant respectivement perpendiculaires à l’extrémité des rayons Oni, On, Op, etc., sont tangentes à cette circonférence; donc le polygone pro|H)sé A B CD EF est circonsci’it à cette circonférence.
Remarque I. Chacune des perpendiculaires O ni, On, Op, etc., abaissées du centre d’un polygone régulier sur ses cotés, est ce que l’on nomme un apothème de ce polygone. D’après ce que nous venons de voir, tous les apothèmes sont égaux.
Remarque II. L’angle au centre ni On, formé par deux apothèmes consécutifs, est égal h l’angle au centre formé par deux rayons consécutifs du même poly gone. En effet, dans le quadrilatère wOnB, les angles OniB etOnB étant supplémentaires puisqu’ils sont droits , il en résulte que ni On est le supplément de ni B n; on prouverait de même que nOp est le supplément de nC//; et ainsi des autres. Or tous les angles niBn, nCp, etc., sont égaux; donc leurs suppléments ni On, nOp, etc., lesont aussi. D’ailleurs la somme de cesderniers qui sont formés autour d’un même point O, équivaut à 4 angles droits; et leur nombre est évidemment égal au nombre des côtés du polygone ABCDEF. Pour obtenir la valeur de l’angle niOn, il faut donc diviser 4 angles droits pour le nombre des côtés du |x)lygone. Cette valeur est pi écisément celle de l’angle formé par deux rayons consécutifs du même polygone, c’csl-à-dire par son angle au centre proprement dit.
Remarque III. L’angle A' B C formé par un côté B C et le prolongement B A' de l’un des côtés consécutifs, est le supplément de l’angle ABC; il est donc égal à mOn,
• Dij' tr*
et par conséquent à l'angle au centre du polygone, d’après la remarque ci-dessus.
Remarque IV. Ce qui précède fait voir facilement que dans un polygone régulier tout est symétrique de part et d’autre d’un même rayon ou d’un même apoth^e. Les apothèmes et les rayons ( prolongés ) sont donc autant d’axes de symétrie
274. — Théorème. Les périmètres de deux polygones dun meme nombre de côtés j sont entre eux comme les rayons ou comme les apothèmes de ces polygones. Soit AB (fig. 216) un côté de l’iin des polygones, OA son rayon, OH son apothème, abyao,ohf les lignes homologues dans le second polygone. Puisque ces polygones ont , par supposition , le même nombre de côtés, leurs angles F AB elfab sont égaux (268); leurs moitiésO AB eXoab sont donc égales (271 , Remarque Ul). Les triangles rectangles AO H, a o A, ayant un angle aigu égal, sont équiangles, et par conséquent semblables ; on a donc :
AH:aA::AO:ao::OH:oA.
Mais si l’on désigne par P et p les périmètres de ces polygones , on a , en vertu du corollaire du n° 269 ,
P AB ; a A,
et par conséquent P 4 AB : J a A. ' c’est-à-dire ,
f P:/>::AH:«A.
A cause du rapport commun entre celte dernière proportion et la première, on a donc :
P AO : ao :: OH : oh.
275. — Problème. Étant donné le nombre des côtés if un polygone régulier, et la longueur d’un de ces câtés, construire ce polygone. Traçons une circonférence quelconque; divisons-la en autant de parties égales que le polygone proposé doit avoir de côtés. Soient a,b ,c ,d,e, (fig. 217) les points de division. Tirons les droites O a , O b. Or, Od, Oe. Tirons encore ab, et prenons .sur celte droite, à partir du point a, une longueur a K égale au côté donné du polygone à construire, ftlenons
K B parallèle à O a. Du point O comme centre , avec O B pour rayon, décrivons une circonférence, qui coupera le i)rolongemenl des droites O a, Oc, etc. , aux points Â,C, elc. Joignons ces points consécutivement par les droites AB , CD, etc. , le polygone A BCDE sera le polygone demandé.
Car, les angles au centre « O l>Oc, c O etc., ayant pour mesure les arcs égaux a^, 6c,ccf, etc. , sont égaux. Donc les arcs AB, BC, CD» etc., qui peuvent aussi servir de mesure à ces angles, sont égaux, et ABC DE est un polygone régulier qui a le nombre decôtés demandé. Do plus, comme on a 0a=06, ctOA=OB, il en résulte la proportion On : OA :: Olf : O B. Ainsi AB est parallèle k ab { 140); la figure AB K a est donc un parallélogramme, et l’on a AB = «K; c’est-à-dire que le côté du polygone A BCDE est égal au côté donné. Ce polygone remplit donc toutes les conditions du problème.
Remarque. Il ne serait pas nécessaire de recourir h cette construction si le polygone régulier demandé était un triangle équilatéral ou un carré. Dans le premier cas, on tracerait une droite AC (fig. ICO) égale au côté donné ; des points A et C comme centres, avec AC pour rayon , on décrirait deux arcs de cercle qui se couperaient en B au troisième sommet du triangle.
jNous avons vu au n<> 234 comment on construit un carré.
276. — Problème. Étant donné un polygone ABCDE, (fig. 218) inscrit à un cercle, circonscrire à ce cercle un polygone régulier d’un meme nombre de côtés. Par tous les sommets A, B, C, etc. , du polygone donné menons des tangentes; ces tangentes seront les côtés du polygone demandé (272).
Remarque. L’arc AB est plus grand que sa corde; mais ce même arc est moindre que la ligne brisée A/7/B qui l’enveloppe. Si l’on répète ce raisonnement pour tous les arcs BC, CD, etc., on verra que la circonférence du cercle est plus grande que le périmètre du polygone inscrit, mais moindre que le périmètre du po-
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lygone circonscrit. Ce résultat est indépendant du nombre de côtés des polygones.
277 Si l’on vent que Je polygone circonscrit ait ses
côtés parallèles à ceux du polygone inscrit, on opère d’une autre manière. Soit abcde (fig. 219) le polygone inscrit : on abaisse du centre sur les côtés les perpendiculaires oniyon, O P y oqyor; ces perpendiculaires divisent en deux parties égales les arcs abybc y cdy de y ea ; or ces-arcs étant égaux , leurs moitiés sont égales; mh -\-bn y c’est-à-dire m n éc^uivaut donc à mb aniy c’est-à-dire à «ô. En répétant ce raisonnement , on verrait que la circonférence est divisée aux points /w, «, py qy Vy en un même nombre de parties égales qu’aux points tty by Cy dy e. Si donc, par les poiuts myfiypyqyry on mène à cette circonférence les tangentes AB, BC, CD, DE, E A, le polygone ABCDE, qui en résultera sera régulier et aura le même nombre de côtés que le )x>lygone donné. De plus , ils auront leurs côtés parallèles deux à deux ; car AB , par exemple, étant perpendiculaire à l’extrémité Ae ont y puisqu’elle est tangente au point niy. est parallèle à ab, qui est aussi perpendiculaire à ont. >
On reconnaît sans peine que les trois points O y Oy A, sont en ligne droite. Car, si l’on joint o A, les deux triangles rectangles roA et h.om ont l’hypothénuse ko commune, et le côté or^som; ils sont donc égaux, et l’on a l’angle rok Aom. Donc Ao divise l’angle rom en deux parties ^ales; cette bissectrice passe donc par le milieu de l’arc rm qui sert de mesure à l’angle rom y c’est-à-dire par le point a. On prouverait de même que les trois points o, ô. B, sont en ligne droite; et ainsi des autres.
278. — Problème. Étant donné un polygone régu-~ lier inscrit à un cercle y inscrire à ce cercle un polygone régulier d’un nombre de côtés double. Soit ABCDE (%• 220 ) le polygone inscrit donné. Divisons les arcs AB, BC, etc., chacun en deux parties égales, aux points /«, », etc. V joignons A m, m B, B//, «C, etc. ; le polygone qui en résultera remplira les conditions du problème.
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Car tous les arcs A w B, B« , «C, etc., seront égaux, et en nombre double de celui des arcs AB, BC, etc., (270).
Remarque. La droite AB est plus courte que A /w+/« B ; de même la droite B G est plus courte que B/i -f- «C; et ainsi de suite. Il en résulte que le périmètre A B CD E est moindre que le périmètre AwBwC^D^Er. Ainsi quand on double le nombre des côtés d’un polygone inscrit , son périmètre augmente.
279. — Problème. Étant donne un polygone régulier circonscrit à un cercle, circonscrire à ce cercle un polygone régulier d’ un nombre de côtés double . Soient m ,n,p,q,r (fig. 221) les points où le jiolygone circonscrit donné touche la circonférence. Divisons en deux parties égaies chacundes arcs mn, np, pq, qr, rni. Par les points de division a, b, c, d, e, menons des tangentes: le polygone qui en résultera remplira les conditions du problème; car tous les arcs ma, an ,nb, bp, etc. , seront égaux, et en nombre double de celui des arcs mn, np,pq, etc. , c’est-à-dire en nombre double de celui des côtés du polygone donné (272).
Remarque. La droite hk est moindre que A A-}- A K. Si l’on répète cette observation pour tous les angles du polygone donné, il sera facile d'en conclure que le périmètre du polygone obtenu est moindre que le périmètre du polygone donné. Ainsi, quand on double le nombre des côtés d’un polygone circonscrit, son périmètre diminue.
280. — Problème. Etant donné un polygone régulier inscrit d’un nombre pair de côtés , inscrire au même cercle un polygone régulier d’un nombre de côtés sous-double. Soit A rn'RnQ pD qlLr (fig. 220) le polygone donné; joignons les sommets de deux en deux par les droites AB,BC,CD, DE,EA;le polygone ainsi obtenu satisfera aux conditions du problème ; car les arcs A m , /;i B , B/ï, «C, etc., étant égaux , il en est de même du double de ces arcs , et par conséq ue nt des arcs A B , B C , etc . (270) .
281. — Problème. Étant donné un polygone régulier circonscrit , d’un nombre de côtés pair, ciiconscrire au
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même cercle un poly^ne régulier d’un nombre de côtéssous-doublc. Soit À À- jcyzuvtsl (f\g. 221) le polygone donné. Prolongeons les côtés de deux en deux, par exemple li,x,yzy uv, ts,lh; le polygone ABC DE, qui en résultera , satisfera aux conditions du problème ; car les arcs ma, an, nb, bp, etc., étant égaux, il en sera de même du double de ces arcs, et par conséquent de ru n, np, P q, etc. ({272). »
On voit, par ce qui précède, que lorsqu’oa
sait inscrire à une circonférence un polygone régulier d’un certain nombre de côtés, on peut lui inscrire un polygone régulier d’un nombre de côtés double ; rien n’empêche alors de doubler encore le nombre des côtés, et ainsi de suite. Si le polygone qu’on sait inscrire a un nombre pair de côtés, on peut inscrire un polygone régulier d’un nombre de côtés sous-double. Enfin, sachant inscrire un polygone régulier quelconque, on sait circonscrire à la môme circonférence un polygone semblable. Tout se réduit donc à savoir inscrire les polygones réguliers , c’est-à-dire à savoir diviser la circonférence en parties égales. Nous avons vu que, dans la pratique, cette division peut toujours s’effectuer à J’aide d’un tâtonnement que l’adresse ou l’habitude abrègent. Mais il est des cas nombreux où cette division s’opère d’une manière rigoureuse et sans tâtonnements, en s’appuyant sur quelqu’une des propriétés du polygone régulier qu’on se propose d’inswire; c’est ce que nous allons faire voir. *
283. — Problème. Inscrir-e un carré dans un cercle. Tirons deux diamètres perpendiculaires entre eux, AB et CD (fig. 222), et joignons les extrémités de ces diamètres par les cordes AC, CB , BD, DA; le quadrilatère ACBDsera un carré; car les angles AOC, COB, BOD, DO A étant égaux, puisqu’ils sont droits, les arcs AC, CB, BD, DA, qui leur servent de mesure, sont égaux aussi (270).
Corollaire. En doublant successivement le nombre des côtés, on inscrirait les polygones de 8, 16, 32, 64, Ï28 côtés, et ainsi de suite.
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' M4. PaOBLÉME. Inscrire au cercle un hexagone régulier. Soit A.B ( fig. 223) le côté d’un hexagone régulier inscrit $4irons le$ rayons OA, OB. Le triangle AOB est isocMe, ainsi les angles AOB et OBA sont égaux. L’angle au centre AOB ayant pour valeur f d’angle droit (271 , Rem. Il), la somme des deux autres équivaut à } migles droits moins | d’angle droit, c’est-à-dire à-f d'angle droit; et, puisqu’ils sont égaux, chacun d’eux vaut la moitiéide cette somme ou | d’angle droit. Le triangle OA B est donc équiangle, et par suite équilatéral. Le côté AB de l’hexagone inscrit est donc égal au rayon OA.
'Pour diviser une circonférence en 6 parties égales, il suffit donc de porter 6 fois sur cette circonférence une ourerture de compas égale à son rayon.
CoROLLAiBE. Si l’on joint de deux en deux, par des cordes, les sommets de l’hexagone régulier ABCDEF, on aura le triangle équilatéral inscrit ACE.
En doublant, au contraire, le nombre des côtés, on inscrira) successivement les polygones réguliers de 12, 24 , 48 , 96 côtés , et ainsi de suite.
, Remarque. Soit AB (fig. 224) le quadrans ; portons de A en G line ouverture de compas égale au rayon O A; l’arc-AC , d’après ce que nous venons de voir, sera le 6* de la circonférence; l’arc CB équivaudra donc à ^ c’est-à-dire à ^ ou de cette circonférence. La corde de l’arc CB sera donc le côté du dodécagone régulier inscrit. Cette remarque permet d’éviter la bissection des ares que sous-tendent les côtés de l’hexagone régulier.
On verrait de même que, si AI est la moitié du quadrans, c’est-à-dire la 8* partie de la circonférence, l’arc 1 C équivaudra à ^ | , c’est-à-dire à ou j', de
celte circonférence, et que, par conséquent, la corde de l’arc IC est le côté du polygone régulier inscrit de 24 côtés.
285. — Problème. Inscrire au cercle un décagone régulier. Soit AB (fig. 225) le côté du décagone régulier imscrit. Tirons les rayons O A, OB; le triangle AOB sera
isocèle, et les angles O AB, OBA égaux. L’angle au
centre A O B équivaut à § d'angle droit (271, Rem. II) , la somme des deux autres équivaut donc h 2 angles droits moins 2 d’angle droit, c’est-à-dire à f d’angle droit; et, puisqu’ils sont égaux, chacun d’eux vaut la moitié de de cette somme , ou ^ d’angle droit. Chacun de ces angles est donc le double de l’angle A O B. Divisons l’un deux, , OBA i>ar exemple, en deux parties égales par la droite Bl; l’angle ABl vaudra § d’angle droit, et sera, par conséquent, égal à l’angle AO B. Les triangles ABl et A O B ont d’ailleurs l’angle O A B commun ; ces triangles sont donc équiangles , et par conséquent semblables. Le triangle ABl est <lonc isocèle ,et lona B I AB.
Mais l’angle IBO vaut aussi » d’angle droit; le triangle B10estdoncisocèle,etl’on a B 1=10, par conséquent 10= AB. D’ailleurs la similitude des triangles ABl et AOB donne la proportion A I : AB: : AB: AO; on peut donc l’écrire A I ; 10 : ; 1 0 : A O ; c’est - h - dire que le rayon A O est divisé au point 1 en moyenne et extreme raison. Or, AB = I0; donc le côté du décagone régulier inscrit est égal à la plus grande des deux parties du rayon divisé en moyenne et extrême raison.
Pour diviser une circonférence en 10 parties égales , il faut donc partager son rayon en moyenne et extrême raison (168) , et porter 10 fois de suite sur cette circonférence une ouverture de compas égale à la plus grande des deux parties du rayon ainsi divisé.
■ ConoixAiRE. Si l’on joint de deux en deux par des cor*
desles sommetsdudécagonerégulierABCDKFGHKL, on obtient le pentagone ixigulier inscrit AC EGK.
Si au contraire, on double successivement le nombre ties côtés , on inscrira les polygones réguliers de 20, 40, 80, ICO côtés, et ainsi de suite.
Remarque. Soit AB (fig. 226) la 6« partie de la circonférence, et AC la 10“ partie de celle circonférence ^ arcs que nous savons obtenir rigoureusement d’après ce qui précède. La différence CB de ces deux arcs équivaudra ai- Vô. c’<^sl-à-dire à ^ou ^‘.dela circonférence;
la corde de l’arc B C sera donc le côté du pentédécagone régulier inscrit.
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En doublant le nombre des côtés, on inscrirait successivement les polygones réguliers de 30, CO, 120, 2-10 côtés, et ainsi de suite.
286. — Si l’on avait à diviser une circonférence en 360 parties ou degrés, ou pourrait réduire de beaucoup , à l’aide de ce qu’on vient de voir, le nombre des tâtonnements nécessaires. Car d’abord, sachant inscrire rigoureusement le polygone régulier de 120 côtés , ou , ce qui revient au même, trouver la 120® partie de la circonférence, le tiers de cette 120“ partie, qui s’obtiendrait par tâtonnement sans beaucoup de peine, en serait la 360® partie, c’est-à-dire l’arc d’un degré.
On pourrait encore diviser d’abord la circonférence rigoureusement en 3 parties; diviser par tâtonnement chacune de ces 3 parties en 3 autres-; on aurait ainsi le 9® de la circonférence. On sait en obtenir la 10® partie exactement; la différence de ces deux arcs vaudrait ^ — -j^oUji^de la circonférence; et en en prenant le quart par deux bissections successives qui peuvent s’effectuer rigoureusement (116), on aurait la 360® partie de la circonférence , ou l’arc d’un degré.
287. — En récapitulant Ce qui précède, on voit que l’on sait inscrire rigoureusement et sans tâtonnement aucun , les polygones réguliers dont le nombi’e de côtés est exprimé par l’un des nombres :
3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, lô, 16, 20,^24, 30,32; 40,
48, 60, 64, 80, 96, 120, 128, 160, 192, 240, 2ô6, 820, 384, 480, â 12, etc.
Remarquons toutefois que, dans la pratique, on n’obtient pas toujours par ces procédés , fondés sur des principes rigoureux , toute l’exactitude qu’ils semblent promettre. Le nombre des opérations nécessaires pour diviser, par exemple, le rayon en moyenne et extrême raison, multiplie tellement les chances d’erreur, qu’avec tout le soin possible il n’en résulte pas une exactitude plus grande que par l’emploi d’un tâtonnement bien dirigé : dans î eaucoup de cas même le tâtonnejneut aurait l’avar ’ ’'ge. Mais toutes les fois qu’il s’agira
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de diviser une circonférence en 3, 4, 6, 8, 12 parties égales, les méthodes exactes seront en même temps celles qui conduiront le pins promptement au résultat.
288. — Par des méthodes trigonométriqnes, on peut calculer le coléd’nii polygone régulier d’espèce déterminée, quand on connaît le rayon du cercle inscrit. Si l’on prend pour unité le rayon de ce cercle, on en déduit pour le côté de chaque polygone régulier inscrit la valeur suivante :
Nombre drs câh».
l/ongucur <lu cote.
lo
Il 0,5635
xA........
etc.
etc. ■
Pour obtenir à l’aide de cette table la longueur du côté d’un polygone régulier d’espèce déterminée dont on connaît le rayon , il suffit de multiplier ce rayon par Je nombre correspondant tiré de la table. Par exemple, dans un cercle dont le rayon aurait 5™, le côté de l’octogone régulier inscrit aurait 5“ X 0, 7654 , c’est-à-dire* 3™ , 827.
Si l’on connaissait au contraire le côté d’un polygone régulier d’espèce déterminée, et qu’il s’agit de trouver son rayon, il faudrait diviser lecôlédonné parle nombrecorrespondant tiré de la table. Si, par exemple, on veut
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construire un pentagone régulier dont le colé ait 4™ , il faudra rinscriredansune circonférence dont le rayon ait
c’est-à-dire 3“‘,402 environ.
Ces calculs sont fondés , comme on voit, sur ce que deux polygones réguliers d’un même nombi e de côtés sont des figures semblables, et que leurs côtés sont proportionnels à leurs rayons.
289. — Applications. La forme des polygones réguliers se reproduit souvent dans les constructions. Les ' bassins qui ornent les jardins ont souvent la forme d’un hexagone ou d’un octogone régulier. Les tapis de verdure, les parterres présentent (|uelquefois la même forme. Il y a des salons, dits octogones, dont le plancher et le plafond sont des octogones réguliers; le plancher des kiosques est presque toujours un hexagone ou un octogone régulier.
IVIais c’est surtout dans le carrelage et le parquetage des appartements qu’on emploie le plus souvent ces figures.
La somme de tous les angles formés autour d’un même point étant égale à quatre angles droits, pour pouvoir couvrir un paripiet avec <les polygones réguliers égaux, il faut que l’angle de chacun de ces polygones soit une partie aliqiiote de quatre angles droits. C’est ce qui a lieu pour le triangle équilatéral ; car son angle, qui vaut f d’angle droit , est la C« partie de 4 angles droits. Cela a lieu également pour le carré, puisque son angle étant droit, est le quart de 4 angles droits. Cela a lieu encore pour l’hexagone régulier, parce que son angle qui vaut f d’angle droit, est le tiers de 4 angles droits. On peut donc former un parquet avec des triangles équilatéraux assemblés 6à 6 (fig. 227); avec des carrés assendilés 4 à 4 (fig. 197 et 228); ou avec des hexagones réguliers assemblés 3 à 3 (fig. 229).
On ne pourrait pas employer des pentagones réguliers, parce que l’angle de ces polygones, qui vaut § d’angle droit , n’est pas une partie aliqnote de 4 angles droits. On le pourrait encore moins avec des polygones d’un
nombre do côtés supérieur à 6, parce qu’alors trois des angles de ces polygones feraient une spmme plu» grande que quatre angles droits. Mais on obtient de nouvelles dispositions en employant conjointement plusieurs espèces de polygones réguliers. Ainsi l’on recouvre un parquet avec des octogones et des carrés (fig, 230): avec des hexagones et des triangles équilatéraux (fig, 281)'; avec des dodécagones et des triangles équilatéraux (fig. 232),
Quelquefois aussi on emploie conjointement des polygones réguliers et d’autres polygones qui ne le sont point; mais qui sont seulement disposés avec régularité. C’est ainsi que l’on recouvre un parquet avec des hexagones réguliers et des losanges (fig, 233), ou avec des octogones, des carrés et des trapèzes rectangulaires (fig, 234),
On est obligé de tracer une série de triangles équilatéraux , disposés comme dans la figure 227 , lorsqu’on veut dessiner la base d’une pjle triangulaire de boulets. On donne pour côté h ces triangles 1e diamètre des boulets; et de chaque sommet comme centre, avec un rayon égal à la moitié de ce côté , un décrit des circonférences qui se touchent mutuellement comme l’indique la figure 235 , puisque partout la distance des centres est égale à la somme des rayons. 11 y a des vitraux , composés de vitres circulaires , qui offrent une disposition analogue.
290. — Outre le tracé des polygones réguliers, beaucoup d’antres circonstances nécessitent la division de la circonférence en parties égales, Nous avons déjà vu que cette division est indispensable pour graduer le limbe des instruments destinés à la mesure des angles.
Pour dessiner la rose des vents , qui figure dans les boussoles, il faut tracer une circonférence et la diviser en 32 parties égales. Les 32 points de division sont les sommets des pointes ou flèches qui désignent les 32 aires du vent, c’est-à-dire ses 32 directions principales. On donne ordinairement à la rose des vents la disposition qu’indique la figure 236 : les côtés des flèches sont tous tangents à une même circonférence, concentrique à
celle dont nous avons parlé tout à l’heure , c’est-à-dire ayant même centre. Les flèches qui répondent aux quatre points cardinaux nord, sud, est, ouest, couvrent toutes les auti*es; celles qui correspondent aux quatre points intermédiaires noi-d-est, nord-ouest, sud-est, sud-ouest, sont en partie cachées par les précédentes ^ mais couvrent toutes les autres. Les flèches intermédiaires entre les huit que nous venons tle nommer, sont en parties cachées par elles; elles répondent aux huit aires suivantes : nord-nord-est (c’est-à-dire direction intermédiaire entre le nord elle nord-est), puis nord-* nord-ouest, sud-sud-est , sud-sud-ouest , est-noixl-est , estsud-est , ouest- noid-oucst , ouest- sud-ouest. Les seize autres flèches ne montrent que leur pointe ; elles répondent aux aires intermédiaires entre les seize précédentes , et qui portent les noms suivants t nord-esu quart-nord , c’est-à-dire entre le nord et Vest, au quart de la distance à partir du nord; puis nord-est-quartest , c’dst-à-dire entre le nord et Vest, au quart de la distance à partir de Vest; et ainsi des autres. La distance entre deux aires de vent consécutives est ce qu’on nomme un rhumb.
291. — On a recours à la division de la circonférence en parties égales, pour tracer les étoiles , les rosaces qu’on emploie comme ornement dans les arts.
Dans la figure 227, la circonférence est divisée en 6 parties égales, et les arcs intérieurs sont décrits des points de division comme centres , avec le rayon même du cercle. n
Dans la figure 238, la circonférence est divisée en 12 parties égales; et les arcs intérieurs sont décrits comme dans la figure précédente.
Pour exécuter la rosace de la fig. 239, on trace du même centre deux circonférences différentes, indépendamment de celles qui forment le bord et la partie centrale. On divise la circonférence extérieure en 12 parties égales , et l’on mène des rayons aux points de division. On exécute alors dans chaque angle le dessin indiqué par la figure; et l’on donne ainsi à la rosace cette régula-
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rité qui la rend agréable à l’œil , et que l’on ne pourrait obtenir sans cette méthode. s
On dessinera delà même manière Y imposte ^ ou dessus de porte, représenté par la figure 240; la croix de la Légion cF honneur y représentée par la figure 241 ; et les roues hydrauliques y représentées par les figures 242 à 245.
Dans la figure 240, la demi-circonféi once intérieure doit être divisée en 12 parties égales.' La circonférence de la figure 241 se divise en 10 |>arties égaies.
- La roue (fig. 242) est une roue à palettes : elle s’emploie d’ordinaire dans les larges courants d’eau , comme ceux des rivières. La roue (fig. 243) est une roue à aubes courbes; elle est mise en mouvement par l'eau qui s’échappe d’une vanne où elle était retenue. Il en est de même de la roue (fig. 244) ; mais celle-ci est h palettes brisées, et emboîte dans un coursier A AA. La roue (fig. 245) est une roue à augets; c’est-à-dire qu’elle est composée d’auges où l’eau demeure en partie ()endant la durée de sa chute, en agissant par son poids. On distingue aussi ces roues d’après la manière dont l’eau vient les frapper : ainsi les deux premières sont de.s roues en dessous-, la troisième est une roue de côté; la
dernière est une roue en dessus. . ; üO
CHAPITRE V
Propriétés du cercle qui dépendent de celles des polygones réguliers.
292. — Nous avons vu que si l’on inscrit à un cercle un polygone régulier, et qu’on lui circonscrive un polygone.semblable, la circonférence de ce cercle est toujours plus grande que le périmètre du polygoue inscrit, et moindre que périmètre du polygone circonscrit (276). Nous avons vu en outre que si l’on double le nombre des côtés de ces polygones , le périmètre du |>olygone inscrit augmente (278), tandis que le périmètre du polygone circonscrit diminue (279). A mesure que le nombre des côtés augmente , ces deux périmèli'cs approchent donc de plus en plus l’un de l’autre; et puisque la circonférence du cercle est comprise enire eux , clia-
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cun d’eux approche de plus en plus d’être égal à cette circonférence. Il est donc naturel de regarder cette circonférence elle-même comme le périmètre d’un polygone régulier d’un nombre infini tle côtés infiniment petits. Celle manière de considérer les circonférences s’accorde d’ailleurs avec le point de vue sous lequel on envisage en général toutes les lignes courbes; et elle conduit immédiatement à des résultats importants.
293. — Tuëoréme. Les circonférences des cercles sont entre elles comme leurs rayons ou comme leurs diamètres.
En effet , d’après ce que nous venons de dire, on peut considérer deux cercles quelconques comme deux polygones réguliers semblables d’un nombre infini de cotés; en vertu du théorème du n“ 274 , les périinètres de ces polygones sont donc entre eux comme leurs rayons, c’est-à-dire que les circonférences de ces cercles sont entre elles comme leurs rayons.
D’ailleurs , les diamètres étant le double des rayons, sont entre eux comme ces rayons; ainsi les circonférences sont aussi entre elles comme leurs diamètres.
Corollaire I. Pour tracer une circonférence qui soit le double , le triple , etc. , d’une circonférence donnée, il suffit donc d’employer un rayon double, triple, etc.
Corollaire II. Soit AB (fig. 246) une dixtite quelconque, partagée en un point C en deux parties quelconques; si sur la droite entière et sur les deux parties on décrit les demi-circonférences A /«B, A«C, C/>B, la demi-circonférence décrite sur la ligne entière équivaudra à la somme des deux autres. Car on aura
A//C:Cy?B::AC:CB, d’où A«C-f C/>B : A«C : : AC + CB ; A C ou :: AB : .A.C.
Alais on a aussi A //i B : A n C : : A B : A C.
Ces deux proportions ayant trois termes communs , il faut que le quatrième soit égal de part et d’autre, et qu’on ait ' ^
A/iC-1- C^B = A w B.
Applications. I. Quand on construit des roues
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dentées, qui doivent engrener Tune avec l’autre , il e^ nécessaire de déterminer les diamètres des circonférences primitives{\\Z)^ de manière que les vitesses de rotation soient dans un rapport donné. Supposons , par exemple , que l’une des deux roues doive faire 5 tours quand l’autre en fera 3 ; comme , par l’effet du contact de ces roue?, le mouvement relatif de leurs circonférences primitives est le même que si elles se développaient l’une sur l’autre, il faudra que 5 fois la circonférence de la première équivaille à 3 fois la circonférence de la seconde, ou en nommant C et C ces circonférences , qu’on ait C X 5 = C'X 3, d’où l’on tire
mais, en vertu du théorème précédent, si l’on nomme R et R‘les rayons de ces circonférences, on aura
donc, à cause du rapport commun,
C’est-à-dire qu’il faut que les rayons de ces roues soient en raison inverse des vitesses qu’elles doivent avoir.
Il en serait de même si les roues , au' Heu d’être dentées , se communiquaient mutuellement le mouvement par le simple contact ou à l’aide d’une courroie sans #n. . •
II. Quand une voiture se meut Sur le sol, en ligne droite, par exemple, tous les points de la otreonférence de ses roues viennent tour à tour appuyer sur le terrain , comme si ces cireonfêrenoes s’y développaient continuellement. 11 en résulte que, dans un temps donné, chaque roue fait d’autant plus de révolutions que sa ci ('conférence est moind re ; en sorteque leurs vitesses sont en raison inverse de leurs circonférences, ou , œ qui revient au même d’api'ès le théorème précér dent , en raison inverse de leurs diamètres ou de leurs rayons. Si , par exemple , les diamètres des roues de deyapt et 4^s roues de derrière sont entre eux cqmme
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2 csl à 3, les vitesses de ces mêmes roues sont entre elles comme 3 est à 2.
C’est pour cette raison que les roues de devant usent beaucoup plus leurs essieux, et ont plus souvent besoin d’être graissées , cerclées , etc. , que les roues de derrière.
296. — Dans des cercles égaux, nous avons vu qu’un même angle au centre est mesuré par des arcs ëgaux< Il n’en est plus de même dans des cercles différents ; les arcs qui dans des cercles inégaux servent de mesure à un même angle au centre sont ce qu’on appelle des arcs semblables.
THÉoniïMB. Les arcs semblables sont entre eux comme leurs rayons. Soient AB et « i (fig. 247 ) deux arcs semblables, c’est-à-dire servant de mesure aux angles égaux AOB=ao6,dans les cercles dont les rayons sont AO et ao. On aura d’abord (4l ) :
AB : circonf. AO : : A OB : 4 angles droits, eiab '. circonf. ao : \ aob : 4 angles droits.
Puisque AO B — a o b , ces deux proportions ont un rapport commun ; les deux autres rapports sont donc en proportion , et l’on a
AB : dreonf. AO :i ab : circonf. ao,
ou AB : 0^1 circonf. AO : circonf. a O.
Mais, d’après le théorème précédent, on a
circonf. A O : circonf. ao : : AO : a ô;
donc, à cause du rapport commun entre cette proportion et la précédente ,
AB : a i :: ÀO : ao.
296,— Applications. I. I.orsque deux roues sont montées sur le même axe, leur vitesse angulaire est la même, c’esl à-uirc que leurs rayons décrivent des angles égaux dans le même temps. Mais il n’en est pas de même de la vitesse effective des différents points de leurs circonférences. Les arCs décrits par ces points
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dans le même temps correspondent à des angles au centre égaux : ce sont donc des arcs semblables; et ces arcs sont proportionnels à leurs rayons. Ainsi , les circonférences de deux roues solidaires ou montées sur le même axe , sont entre elles comme les rayons de ces roues.
En généra], la vitesse d’un point quelconque d’une • roue , qu’il .soit pris à sa circonférence ou en dedans de cette circonférence, est proportionnelle à la distance de ce point à l’axe de rotation.
■ C’est en combinant ce principe avec celui des engrenages , qu’on parvient à obtenir les vitesses de rotation considérables qui sont nécessaires dans plusieurs fabrications , et notamment dans les filatures.
II. 11 se présente encore , dans le tracé des engrenages, un problème dont la solution dépend de ce qui précède.
Soient -AB m, AI» (fig. 248) les circonférences primitives de deux roues qui doivent engrener. Supposons que la distance entre les milieux de deux dents consécutives de laroueABmsoitl’arc AB ; la distance entre les milieux de deux creux consécutifs de la roue A I/z devra être un arc A I , égal en longueur à l’arc AB. Pour déterminer cet arc , remarquons que Ion aura les proportions '
AB : cire. OA : : BOA : 4 angles droits et A I : cire. A G : : I C A : 4 angles droits. '
Dans ces deux proportions les extrêmes sont les mêmes , puisque AB =^= Al; les produits des moyens sont donc égaux, et l’on a
cire. OA X BO A=circ. AC X ICA; d’où l’on tire I ICA :BOA :: cire. OA : cire. AC ou O A : AC (293);
c’est-à-dire que les angles au centre ICA et BOA doivent être en raison inverse des rayons des roues.
Il faut en outre faire en sorte que ces angles soient des parties aliquotes de 4 angles droits; c’est à quoi l’on parvient facilement. Supposons, par exemple, que les rayons OA et AC soient entre eux comme les nombres
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6 et 7; divisons la circonférence AB n/ en 5 parties égales et prenons AOB = j| gjj résultera
ICA:i^“::S:7td'oiiICA.-i^‘. •
On de;vra donc établir :
ou 5 dents sur la première roue et 7 sur la seconde,
ou 10 , 14 '
on i5. . . . . ar ‘ '
ou ao ag ‘
et ainsi de suite.
On multiplie ordinairement les nombres, tels que 5 et 7, proportionnels aux rayons des roues, par le nombre des bras des deux roues, afin de pouvoir disposer les dents de manière qu’il n’y eu ait aucune à l’extrémité môme des bras, ce qui^nuirait à la solidité de la roue. Supposons que les roues en questioa aient chacune 6 bras; il faudra les armer au moins de 30 et 42 dents, ou de 60 et 84, et ainsi de suite. Ou est en outre déterminé dans le choix de ces nombres par d’autres conditions que les dents doivent remplir, suivant les résistances que les roues sont appelées è vaincre.
Rectification des circonférences et des arcs de cercle.
297. — Si l’on désigne par C et C' deux circonférences de cercle, et par D etD' leurs diamètres, on aura, en vertu du théorème du n® 293 , C : C : : D : D' , ou en changeant les moyens de place , ... C : D : : C : D' ,' ou
D ■“ ÏÏ'* ’
C’est-à-dire que le rapport entre une circonférence et son diamètre est une quantité constante , quelle <[ue soit cette circonférence. En sorte que si celte quantité constante était déterminée une fois pour toutes, en multipliant le diamètre d’un cercle quelconque par celle quantité, on aurait sa circonférence.
On désigne ordinairenicut par la lettre grecque "TrCpro-
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poncez pi) le rapport de la circonférence au diamètre, Si l’on représente alors par R le rayon d’un cercle quelconque, 2 R sera son diamètre, et 2R X ou» ce qui revient au même, 3 «R exprimera sa > circonférence.
Voyons comment on a pu déterminer la quantité -jj*. ^ 298.-— Lemmb. Étant donné le périmètre' d‘ùn polygone régulier, on peut toujours .trouver. un. polygone régulier ayant ce périmètre , et tel que le.<t circonférences inscrite et circonscrite à ce polygone diffèrent entre elles de moins d’une quantité donnée quelconque d. Appelons P le périmètre donné; concevons qu’on le divise successivement en 4, 8,‘16>32 parties, et. ainsi de suite, jusqu’à oe que cliaoune de ,ces parties soit plus petite que le quart de la quautité donnée Soit. aloi's le nombre de ces parties, et AB (fig. 216) l’une d’elles. Imaginons que l’onloopstruise sur AB un polygone régulier de h côtés son périntètre sera égal à P, c’est-à-dire- au périmètre donné. ' ■ ' I
Soient O A et O H son I rayon ét son apothème, ou, ce qui revient au môme, les rayons des cercles inscrit et circonscrit. On aura, en vertu du théorème duB” 293 ,
' cire. OA: cire. OH :: OA : OH; •• '
d’où l’on tire • , ,
cire. OA — cire. OH : cire. OH :: OA — OH : OH; et par suite • , i
cire. OA — cire. OH'
oirc. AO X (OX — OH) OlT“ T,
On a vu que deux diamètres perpendiculaires A B, C D (fig. 222) divisent une circonférence en 4 parties égales et si , par les points A, B, C, D, on mène des perpendiculaires à ces diamètres , on forme le carré circonscrit m np q. ÏjC càié mn de cc carré équivaut au diamètre AB, comme parallèles comprises entre parallèles; on eii peut dire autant des trois autres; ainsi le périmètre de ce carré équivaut à 4 fois le diamètre, ou, ce qui revient au même, à 8 fois 1e rayon. D’ailleurs toute circonférence est moindre que le périmètre d’un polygone qui
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liÛEéUit Donset'U ; donc toute circonférence estraoindne que 8 fois son rayon. D'après cela on a , . : . , .
p‘rc,OH<OHX 8 d’oùîî^<8...... (2)^ ,. •
b’un autre côté, dans le triangle AOH, on a , .
' OA — OH<AH, c’esl*àidire OA — OH<< AB,- > ou QA'-^Otï<^ . . (3)
Multiplions naembre à membre les inégalités (2) et (3)| I inégalité subsistera encore dans le même sens, et l’on
Anna . * ' OH X <0Â- OHJ ^
Mais, on vertu de la relation (l), le premier tnembré de cette dernière inégalité équivaut à circ.O A— circ.OH} et d'ailleurs le second 'membre équivaut à d; on peut donc écrire * . ' i ■ »
‘ ‘ circ.OA — éirc.OH<<f>- . •/
c est-à-dire que la différence^ entre les circonférences circonscrite et inscrite est moindre que la quantité donnée d. ’ . ,
CqROK,i.A^BE. Le périmètre du polygone étant nécessairement compris entre la circonférence du cercle inscrit et celle du cercle circonscrit, il résulte de ce qui précède que la différence entre ce périmètre et l’une de ces circonférences, est, à pins forte Vaiaon, iPoiOdre que la quantité donnée d. > , w: . r- ,
““ Par Conséquent, si l’on savait calculer' les rayons'des cercles inscrits et citconsorits à une série dq polygones' réguliers ’ de même périmètre, mais d^uit nombre de côtés toujours Croissant, en multipliant suP fisammeiitle nombre de ees côtés, on BDirtrt perari'iVer à deux circonférences, l’iine inscrite et ratitre circonscrite , différant entre elles d’aussi peu que Pon voudrais La différence de leurs rayons deviendrait, à-pIns forté raison, moindre que toute quantité assignée; èt d’oU pourrait prendre alors le périmètre consttmt des polygones pour la longueur de la circonférence cori^pondante à l’un de ces deux payons. Il serait alors facile de
déduire de là le rapport de la circonférence au diamètre , avec telle approximation que Ton voudrait. C’est ce que nous allons faire.
300. — Problème. Connaissant les rayons r et II des cercles inscrit et circonscrit à un polyf^one régulier dont le côté est a , calculer les rayons v et Yé des cercles inscrit et circonscrit h un polygone régulier de même périmètre, mais d'un nombre de côtés double. Soit AC = « (fig. 249) le côté du polygone donné, 0 son centre, B le milieu du côté AC; on aOB = ret 0A = R. Prolongeons O B d’une quantité O > égale à OA, et joignons DA et DC. I.e triangle AOÜ Uant isocèle, l’angle D AO est égal à l'angle ODA : l’angle A OB , extérieur à ce triangle, et qui équivaut comme on sait(180 ,Coroll. IV) à la somme des angles OAD et ODA, est donc le double de l’angle ODA De même l’angle BO C est le tlouble de O D C ; donc A OC est le double de AD C. L’angle ADCétpiivaut donc à l’angle au centre d’un polygone régulier dont le nombre des côtés est double de celui du polygone proposé.
Cela posé, du point O abaissons 01 perpendiculaire sur AD; le triangle AOD étant isocèle, le po\nt I sera le milieu de AD (21.5). Menons IH parallèle à AC; «ous
aurons
IH: AC :: ID:AD
c’est-à-dire que IH est la moitié de AC. Donc IH est le côté d’un polygone régulier de même périmètre que le polygone proposé et d’un nombre de côtés double. On peut donc regarder le point D comme le centre de ce polygone , d’après ce qui a été dit tout à l’heure relativement à la valeur de l’angle AD C. ^ ,TT ,Tk-n
Si ni est le point de rencontre des droites IH et DU, c’est-à-dire le milieu de IH, puisque les parallèles AC et III sout coupées proportionnellement par les droites D.A. DB, DC , et que le point B estle milieu de AC, on aura D/// = r et l D «= R'. Ce sont ces deux longueurs qu’il s’agit de calculer.
Or la similitude des triangles I/wD et ABD donne D/«:DB::D1:DA, •
c’est-à-dire que Dm est la moitié de DB. On a doue
JJ ^ BD BO OD BO OA
OU r
c’est-à-dire que le rayon r est moyen arithmétique entre les rayons r et R.
Maintenant, dans le triangle rectangle OlD, la droite I m étant abaissée du sommet de l’angle droit perpendiculairement sur riiypothénuse, on a (210, Coroll. 11).
ii)’=D w XOD; d’où ID=1/Dw X OD=rl/D/»xOA,
ou R' = V//' X R (2)
c’est-à-dire que le rayon R' est moyen géométrique entre les rayons /■' et R.
Ain.si , lorsqu’on connaît les rayons des cercles inscrit et circonscrit à un polygone régulier quelconque, les rayons des cercles inscrit et circonscrit à un polygone régulier de même périmètre, mais d’un nombre de côtés double, s’obtiennent, l’un par une moyenne arithmétique j l’autre par une moyenne géométrique.
301. — Pour appliquer ces moyens de calcul à la recherche qui nous occupe, on prend pour point de départ un carré, dont on représente le périmètre par 8. Le rayon du cercle inscrit est alors 1 comme nous l’avons vu tout à l’heure. Quant au rayon du cercle circonscrit, il est facile de l’obtenir, car si A B (fig. 250) et le demicôté du carré circonscrit, O son centre, A O son rayon, et OB son apothème, on a, parla propriété des triangles rectangles,
Tô’=cr5*-f-TB';
mais le périmètre du carré circonscrit étant représenté par 8, son côté est égal à 2, et son demi-côté AB est égal à 1 ; et puisque le rayon OB est aussi égal à 1 , et que le carré de 1 est I , on a ‘ . '
. ’ ÂI)’=1+1 =2, d’où AO = l/r
Nous avons donc /•= i et R= }/T. Si l’on met ces
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valeurs à la place de retdeRdansles égalités (1) et (2) du n® précédent, 1rs valeurs de r et de R' exprimeront les rayons des cercles inscrit et circonscrit au polygone régulier de même périmètre que le carré d'où nous sommes partis , -mais d’un nombre double dé côtés , c’est-à-dire de 8 côtés. ^
Si l’on met ces nouvelles valeurs à la place de r et de R dans les égalités (1) et (2) , les valeurs qu'on en déduira pour r et R' exprimeront les rayons des cercles inscrit et circonscrit à un polygone régulier , ayant toujours le même périmètre , mais deux fois plus de côtés que le pi’ëcédeul, c'est-à-dire 16 côtés.
En continuant ainsi, on formera le tableau suivant :
KOMIIBI D* CAtI» ■
RAtOlT tV CSRttl
RAVeyw DO CERCLS
du polygone.
inscrit.
cirooBKrlt. ■
Il ; ij..
lU 1.356835 1.381457...'
toR. - ... J.
efe.
• eW.'
. etc.
On voit que, pour«un polygone de 4096 côtés dont le périmètre équivaut à 8, la différence entre les rayons de$ cercles inscrit et circonscrit est moindre qu’une unité du 6® ordre décimal ; et comme chaque circonférence est moindre que 8 fois son rayon, la différence entre les circonférences des cercles inscrit’ et circonscrit est moindre que 8 unités du 6® ordre décimai, moindre par conséquent qu’une unité du 6* ordre. Si cette approxi-
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mation parait suf/isante , on pont prendre le périmètre constant des polygones, lequel a été supposé équivalent à 8, pour l’une de ces deux circonférences, puisqu’il est compris entre elles, c’est-à-dire pour la circonférence dpnt le rayon est 1,273239. .. Ainsi une cii'conr férence égale à 8 a un rayon égal à 1,273239. . . Le rapport entre celte circonférence et son diamètre , ou , ce qui revient au même, le rapport entre la demi-circonférence et le rayon est donc
Or c’est ce rapport, constant pour tous les cercles (297), que nous avons désigné par on a donc w:= .^,14159....
Par des méthodes plus expéditives, mais qui ne sont point élémentaires , on a calculé le rapport de la circonférence au diamètre, jusqu’à la 140'' décimale. Voici les 10 premières :
302. -r- On a cherché à exprimer ce rapport sous une forme fractionnaire simple. La plus simple des expressions de ce genre est le rapport indiqué par Archimède, *= V- «=3,142 — Ce rapjmrt, comme on voit, n’est exact que jusqu’aux centièmes ; mais cette approximation suffit dans presque toutes les applications des arts.
Si l’on veut un rapport plus rapproché, on peut prendre celui qui porte le nom d’Adrien Métrius, '*■'=1^“*“ 3,1415929.... Ce rapport est, comme on voit, exact jusqu’aux millionièmes. Il est, de plus, facile à retenir; car si l’on écrit detix fois de suite sur une même ligne chacun des trois premiers chiffres impairs, et qu’on en fasse deux groupes de trois chiffres , on obtient les deux termes de ce rapj>ort
303, — Afin de familiariser le lecteur avec l’emploi de ces divers rapports, nous allons ré.soudre quelques problèmes numériques relatifs à la mesure de la circonférence.
Digiiêad ^ Gosgle
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I. — Problème. Le diamètre dune pièce de 40 francs est de millimètres , quelle est la longueur de sa circonférence? Pour résoudre celle qucslion , il suffit de mullipHer le diamèlre 26'"*" par le rapport de la circonférence au diamèlre (297). On peut ici faire usage du rapi)ort d’Archimède; la circonférence cherchée équivaut donc à 27>“*“ X ¥» OR R 81 millimètres environ.
II. — Pboulème. Trouver le diamètre d'un bassin cir
culaire dont la circonférence a 82'", 7. Puisque, pour obtenir la circonférence d’un cercle quand on a son diamètre, il faut multiplier ce diamètre par le rapport-t; réciproquement si c’est la circonléi ence qui est donnée, en la divisant par le rapport v on aura son diamètre. Prenons ici le rapport d’Adrien Métrius, nous aurons , pour la valeur du diamèU'e cherché , 82'", 7 : ou 82“', 7 X Hl» enfin 2G'", 20.
III. — PuoBLÉME. Le rayon de l’équateur est de 0370984'“, quel est le chemin décrit par chacun des points de sa circonférence dans l’espace d’une seconde? Le diamètre de l’équateur étant équivalent à deux fois 0370984'", ou à 12753908“*, on aura sa circonférence en multipliant ce nombre par le rapport de la circonférence au diamètre. Servons nous des huit premières décimales de la valeur de cr indiquée plus haut, la circonférence cherchée .sera 127.53908*“ X 3,14159265 , ou 40007772“*, en négligeant les fractions de mètre. Tel est le chemin que parcourt eu 24 heures chacun des points de l’équateur. Pour en déduire le chemin qu’il parcourt eu une seconde, il faut diviser ce nombre de mètres par le nombre de secondes contenues dans 24 heures, c’e.st-à - dire par 8640. En effectuant la division, on trouve pour quotient 4637 mètres, ou 4 Liioin ^ 637 (c’est-à-dire un peu plus d’une lieue.)
IV. — Problème. Le diamètre des roues de derrière d’une voiture est de 1'", 2; celui des roues de devant est de 0*" ,8 ; combien de tours fait chacune de ces roues , quand la voiture parcourt un espace d’ un hilomètre ? Pour calculer la circotjférence de la roue de derrière, multiplions l'",2 par le rapport 3,1416 (quand on ne
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prend que quatre décimales, on augmente la quatrième d’une unité , à cause du chiflre suivant, 9', que Ton néglige; c’est un moyen d’atténuer l’erreur ). Le produit est 3“' ,7699,.. ou 3">,77. Divisons maintenant ou
1000>", par cette circonférence , le quotient exprimera le nombre de tdurs fait par la roue dont nous parlons Ce quotient est 265,2... Ainsi la roue de derrière fait un peu plus de 265 toui's par kilomètre.
TSous pourrions opérer de même pour la roue de devant; mais, d’après ce que nous avons dit au n" 294, les nombres de tours doivent être entre eux en raison inverse des diamètres des roues, et en désignant par x le nombre de tours faits par la roue de devant, on doit avoir
0“>,8 : 1“>,2 : : 265,2 : a:, ou 2 : 3 : ; 265,2 : x.
On lire de Ih :
Ainsi la roue de devant fait près de 398 tours par kilomètre.
304. — La rectification des arcs de cercle se déduit facilement de celle des circonférences. Si l’on désigne par A la longueur d’un arc, par N le nombre de degrés minutes et secondes dont il se compose, et par C la longueur de la circonférence à laquelle il appartient, on aura évidemment:
On tire delà A = -3^,
c’est-à-dire que pour obtenir la longueur d’un arc, il faut multiplier celle de la circonférence à laquelle il appartient par le nombre de degrés dont il se compose, et diviser le produit par 360.
Ou tire aussi de la même proportion N = ;
c’est-à-dire que pour obtenir la valeur d’un arc en degrés et fractions de degré , lorsque sa longueur est connue, ainsi que celle de la circonférence à laquelle il ap-
partieDl , il faut muTlîplîer 360" par la longueur de l’arc| et diviser le produit par celle de la circonférence. Nous allons appliquer ces principes à des exemples numériques. ■ '
305. — I. ï*noBLËME. Un cercle méridien ( instrument d’àstrohomie ) a 0®,92 de diamètre; quelle est sur sa, circonférence la longueur d’un arc de t8°26'? La circonférence de ce cercle a pour longueur 0'“, 92 X o« 2™, 89. Si l’on désigne par x la longueur de l’arc proposé, on aura donc .
18”36' 5 860" x ; 2“ ,89 ou 1106’ : 21600' t: x : 2">,89; d'où Ton tire: ’ • '
= 0"‘,148 environ.
II. — Problème. Quel est; sur la même circonférence ^ l’arc qui a de longueur? Appelons x la valeur de CCt arc en degrés et fractions de degré, nous aurons la proproportion
. 2»«,89: 1“ :: a6ô":d^tfoù
. ou X = 124® 34' 2'^ environ.
. lli. — Problème. Heux lieux situés sous Céquateuw sont à 5^" 17' de distance en longitude, exprimer c^te distance en myriamètrcs. La circonférence de l’équateur étantide 400()7772>», si.nous désignons par .r la ^stance demandée, nous aurons: •. .. 1 • • . . ►
360» : 5"ir : ; 40067772 ® : x, ou bien 21600' : 317' : :'40067772« On tire de là :
>i6oo
• ’ ■ ' ‘ ' ou X = 57">3T-,877. “ ‘
IV. — Problème. Sous le degré de latitude , chaque degré de longitude vaut 76054 mètres ; quel est le rayon de ce parallèle? Si l’on multiplie par 366' la valeur de ciMiqiie degré, on aura la longueur de la cir«>nfércnce entière; on trouve aimi-27379440** . Pouir üroiP' lerdk*'
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mèlre de celte circonférence, il faut la diviser par le rapport 3,1415926.... , ce qui donne pour quotient 8715146™. Le rayon demandé est la moitié do ce quotient, c’e.st-à-dire 43.S7573™.
Si l’on n’avait à sa disposition
aucune mesure , et qu’on voulût obtenir une longueur égale a la circonférence d’un cercle tracé sur le papier ou sur un tableau , on arriverait à une approximation suffisante, en remarquant que le rapport d’Archimède équivaut à 3); ce qui veut dire que la circonférence équivaut, approximativement, à 3 fois son rayon plus la septième partie de ce rayon. Cette valeur est un peu trop forte, mais l’erreur ne s’élève pas à 2 millièmes , c’est-h-dire h un 500® du rayon , et cette approximation est suffisante dans les cas ûrdinaires. Nous ferons connaître plus tard une constriiètion qui donne une valeur beaucoup plus approchée.
Remarque IT. Il peut arriver qu’on ait à mesurer sur le terrain une éirconférence dont lei-ayon est inconnu , et dont on ne peut distinguer ie centre. C’est ce qui arriverait , par exemple , s’il s’agissait de mesurer la circonférence du pied d’une tour, d’un bassin, etc. Voici comment on pourra opérer pour se procurer le rayon.
Prenez , sur la circonférence donnée , deux points A et B (fig. 251), à volonté. De ces points comme centres, avec une même longueur de cordeau pour rayon , décrivez deux arcs de cercle qui se coupent en un point lU; déterminez de la même manière un second point N, en changeant seulement la longueur du cordcap. Tirez la droite MN: cette droite prolongée irait passer par le centre O; car, d’après la construction , elfe a deux de ses points à égale distance des extrémités de la corde A B, et est par conséquent perpendiculaire sur le milieu de cette corde. Menez de la même manière une seconde droite DI qui aille passer par le centre. Au point G, intersection de MN avec la circonférence donnée, élevez CH perpendiculaire à C M. Sur le prolongement de cette perpendiculaire prenez C K = GH. Enfin menez RL parallèle à DI.
DtUtÎL'‘^i
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La di-’oil« CL sera égale au rayon CO. Car les deux triangles OCH et LCK seront égaux comme ayant un côté égal CK =CH, adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, savoir, OCH = LCK comme droits, et OHC = LKC comme alternes internes. On n’aura donc qu’à mesurer la droite CL, et l’on aura le rayon cherché.
CHAPITRE VI
Des figures curvilignes en général.
307. — Toute portion de plan terminée par une ou plusieurs lignes courbes, est une figure curviligne; et, pour ne point multiplier les dénominations, nous étendrons celle-ci aux figures terminées en partie par des lignes'droites , et en partie par des lignes courbes. <
D’après l’idée que nous attachons aux mots ligne courbe i toute figure curviligue peut être assimilée à un polygone ; ce que nous avons dit de la similitude des polygones suffira donc pour faire comprendre ce qu'on doit entendre par figures curvilignes semblables , Les figures tracées à l’aide du pantographe (260) en offrent un exemple. Dans ces figures toutes les lignes homologues sont proportio nnelles. ,
Il ne peut s’élever non plus aucun doute sur ce qu’on doit entendre par figures curvilignes, égales ou syrné^ triques. Deux figures curvilignes sont ^ales si l’on peut les faire coïncider en les transportant directement l’une sur l’autre ; elles sont simplement symétriques , si , pour opérer la coïncidence , Il faut faire faire à l’une d’elles une demi-révolution sur elle-même.
Les différentes espèces de figures curvilignes étant nécessairement en nombre illimité, on ne peut donner pour ces figures d’autre caractère général d’égalité que celui que nous venons de rappeler. On ne peut non plus établir d’autre caractère général de similitude que la proportionnalité des lignes homologues. Mous nous contenterons donc d’énumérer succintement celles de ces
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fijçui’cs qui sont susceptibles de trouver dans les arts une application fréquente.
308. — Parmi les figures planes termine'es par une seule et même ligne courbe, les seules dont on fasse dans les arts un usage général sont le cercle et l’ellipse. Nous avons fait connaître les principales propriétés du premier; celles de l’ellipse ne sauraient être exposées ici. Nous ferons remarquer seulement que cette figuré a deux axes de symétrie , qui sont le grand axe et le petit axe eux-mémes (fig. 150). Le point où ces deux axes se rencontrent se nomme le Centre de l’ellipse; toute corde qui passe en ce point s’y trouve divisée en deUx parties égales comme dans le cercle, et prend aussi le nom de diamètre ; mais dans l’ellipse tous les diamètres ne sont point égaux comme dans le cercle; il en est de même des rayons.
309. — Parmi les figures planes terminées par plusieurs lignes courbes , les plus employées sont les ovales, ou courbes à quatre centres, formées de quatre arcs de cercle qui se raccordent. Chacune de ces figures a deux axes de symétrie comme rellipse.
L’ovale de la figure 88 rt’est pas la seule courbe de ce genre dont on fasse usage; en prenant les centres des petits ares plus ou moins rapprochés des extrémités du grand axe , on obtient des courbes plus ou moins allongées. Assez souvent on divise le grand axe AB ( fig. 252) en quatre parties égales; des points de division extrêmes C et D, avec CD pour rayon, on décrit deux arcs de cercle qui se coupent au point O. On forme ainsi un triangle équilatéral COD comme dans la construction de la figure 87. Du point C comme centre , avec CA pour rayon, on décrit alors l’arc AI; du point O comme centre, avec 01 pour rayon, on décrit l’arc IH; du point D comme centre, avec DB pour rayon, on décrit l’arc H B. La partie inférieure de l’ovale se trace de la même manière; mais en faisant d’avance les constructions nécessaires pour tracer la partie supériejire et la partie inférieure , les deux arcs qui se raccordent au point A se décrivent d’un même mouve-
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ment; il en est de même de ceux qui se raccordent au, point B.
On emploie souvent l’ovale inscrit ou circonscrit à un losange. Pour inscrire un ovale à un losange, on répète la construction indiquée au n” 113 pour tracer Parc rampant. Assez ordinairement on fait usage dans ce cas d’un losange dont la petite diagonale est égale à l'un des côtés , et divi.se par conséquent le losange en deux triangles équilatéraux; l’ovale qu’on y inscrit, comme nous venons de le dire, est celui de la ligure 252. Pour inscrire, au contraire, un losange à un ovale, il suffît de joindre les sommets deux à deux.
La figure 253 représente un motif de balcon ou ces deux combinaisons se trouvent réunies. On remarquera que ce motif est le même que celui de la ligure 199, à cela près que les cercles principaux y sont remplacés par des ovales, et les carrés par des losanges, ce qui donne plus de grâce à l’ensemble.
La longueur totale du contour d’un ovale peut s’ob> tenir sans difficulté, lorsqu’on connaît son mode de construction et la longueur de spn grand axe. Si l'on se reporte , par exemple, aux constructions indiquées par la fîgure 87 , on voit que le triangle C D I est équilatéral ; chacun de ses angles vaut donc | d’angle droit ou le 6« de quatre angles droits. Il suit de là que l'arc AE est, la 6° partie de la circonférence qui a pour
rayon AC, et vaut par conséquent*-^—. De même’
l’arc B F vaut - - 6 EF vaut La
somme de ces trois arcs équivaut donc à
X AC.4- DB + a'îrX Kl , » -»r X (AC + DB + El) ■ — ^ OU a = — 2 — - . .
Mais A C et D B sont égaux , et El est le double de cha- ' cun d’eux ; la somme ci-dessus revient donc à
I X 4 AC
et par conséquent la longueur totale de l’ovale équivaut à '
ou à X 5 AC, .... .
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c’est-à-dire à la circouférence dont le rayon est les I de A C, ou, ce qui revient au mênae , les | du grand axe AB.
En raisonnant de la même manière pour l’ovale de la figure 252, on trouverait que son contour équivaut h la circonférence dont le rayon est les ^ du grand axe.
310. — L’ove (fig. 89) n’a qu’un seul axe de symétrie; cet axe serait la ligne OC prolongée. On pourrait mesurer comme pour l’ovale la longueur totale de son contour , puisqu’il est composé d’arcs de cercle. On trouverait que ce contour équivaut à la circonférence qui a pour rayon A O augraeuté du (|uart de CD.
31 1. — Parmi les figures terminées en partie par des lignes droites et en partie par des lignes courbes, celles qu’on emploie le plus fréquemment sont celles où il n’entre d'autre courbe que le cercle.
Tel est le segment de cercle AMBA(fig. 92) : il a pour axe de symétrie la perpendiculaire M C élevée sur le milieu de la corde AB.
Telle est aussi la figure ADBOA (Cg. 93) formée par un arc ADB et les deux rayons qui aboutissent à ses extrémités. On lui donne le nom de de cercle.
Ce secteur a pour axe de symétrie la droite O D qui joint le centre O de l’arc au milieu D de cet arc. La corde A B divise le secteur en deux parties dont l’une est un segment et l’autre un triangle isocèle.
Tel est encore le trapèze circulaire (fig. 254) compris entre deux arcs semblables et les rayons qui aboutissent à leurs extrémités. Cette figure a pour axe de symétrie la droite O I, bissectrice de l’angle au centre formé par les deux rayons.
Les faces supérieure et inférieure des pierres de taille qui forment le mur d’un puits sont des trapèzes circulaires.
812. — Pour tracer V arcade (fig. 255) , on trace d’abord un rectangle ABDC dont la hauteur AC est double de la largeur AB , et qui se divise conséquemment en deux carrés égaux. Dans le carré supérieur on inscrit une circonférence , qui se raccorde avec les
Digtî*'“«. bv C
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droites AC et BD , et dont la partie supérieure forme le cintre de l’arcade. Celle figure a évidemment un axe de symétrie parallèle aux côtés AC etB D.
Son epiploi est fréquent en architecture. Da figure 256 représente un portique composé d’arcades égales et équidistantes. La figure 257, c|ui repré.sente un motif 'de balcon , offre aussi un exemple de l’emploi de l’arcade.
Les arcades terminées par un arc rampant, se tracent ‘au moyen d’un parallélogramme dont un côté est double de l’autre (fig. 258). L’arcade rampante p’a point d’axe de symétrie.
313. — Pour tracer Vogive (fig. 259), on con.struit d’ahord un rectangle ABDC, qui varie dans ses proportions ; sa hauteur est quelquefois le triple de sa base ; quelquefois au contraire le rectangle est un carré; assez souvent sa hauteur AC égale une fois et demie sa largeur A B. Des points C et D comme centres, avec CP pour rayon, on décrit ensuite deux arcs de cercle qui se coupent en un certain pojnl I , et déterminent l’ogive. Celte figure a un axe de symétrie : c’est la droite 1 H qui joint le point I , intersection des deux arcs , et le point H , milieu de A B.
La figure 260 qui représente le panneau supérieur d’une porte bâtarde , offre un exemple de l’emploi de l’ogive. Cette figure abonde dans l’archi lecture gothique.
Gomme exemples de figures curvilignes , on
peut citer encore celles que rpn donne à certaines faces des c’est-à-dire ces pierres qui compo-
sent une voûte. La figure 261 représente le cinV^ face d’un berceau pratiqué dans un mur droit, et offre différentes fprmes de voussoirs. La disposition que celte figure 'indique, convient aux voûtes qui doivent porter de lourds massifs de maçonnerie. Lorsqu’il ne s’agit que du cintre d’une fenêtre ou d’une porte, on donne volontiers à la face antérieure des voussoirs la forme et la disposition repré.sentées par la figure 262. Cette forme n’est autre chose que celle d’uti trapçze ‘symétrique, dont la petite base est remplacée par un
arc de cercle cpii a pour centre le point de concours des deux côtés non parallèles. Cette disposition s’emploie particulièrement pour les ouvertures cintrées que l’on pratique dans un mur en brique , lorsque les voussoirs qui composent le cintre, et les pieds-droits qui forment les jambages, doivent être en pierres de taille.
CHAPITRE VII
De la mesure des aires.
315. •— Mesurer l’aire d’une figure, c’est la comparer à une autre aire prise pour unité.
On choisit pour unité d’aire celle d’un carré auquel on donne pour côlé l’unité de longueur. Si , par exemple, ruiiité de longueur est le mètre, l’unité d’aire est celle d’un carré qui a un mètre de côté, et qu’on appelle mè/rc rar/c. Si l’unité de longueur est la toise, l’unité d’aire est celle d’un carré qui a une toise de côté , et qu’on appelle toise carrée ; et ainsi de suite.
Ainsi , en admettant que a^cr/(fig. 2G3) soit un carré dont le côlé a b ait l’unité de longueur, mesurer l’aire d’un rectangle AB CD, c’est chercher combien de fois sa superficie ou son aire contient celle du carré abed. Pour obtenir cette évaluation, on pourrait croire qu’il faut recouvrir la surface AB C D avec des carrés égaux à abedj et compter le nombre de ces carrés; mais on va voir qu’il n’est point nécessaire de recourir à celte opération , qui serait impraticable dans la plupart des cas.
316. — Théoiiëme. L’aire d’un rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur. Soit A B D C (fig. 263) un rectangle. On donne le nom de basek l’un quelconque de ses côtés, ordinairement à celui qui occupe le bas de la figure ; l’un quelconque des côtés adjacents à la base est alors ce qu’on nomme la hauteur.
L’énoncé ci-dessus signifie que pour obtenir le nombre d'unités d’aire que contient la superficie du rectangle, il faut chercher le nombre d’unités de lon-
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gueur contenues dans sa base AB, le nombre d’unités de longueur contenues dans sa hauteur AD , et multiplier ces deux nombres l’un après l’autre. '
En effet , pour fixer les idées , supposons que A B contienne? fois Tunité de longeur ah , e\. que la hauteur AD la contienne 5 fois. Divisons la base en 7 parties égales , et par tous les points de division menons des parallèles à la hauteur. Divisons la hauteur en 5 parties égales , et par tous les points de division menons des parallèles à la base. Les divisions de AB se trouvant précisément égales à a 6 ainsi que les divisions de A D , toutes ces divisions sont égales entre elles. D’ailleurs ,
^ cause des propriétés des parallèles (134), toutes les parallèles à la base seront divisées en parties égales par les parallèles à la hauteur, çt vice verni; de plus tous les angles de la figure seront droits. Le rectangle AB CD se trouvera donc partagé en petits carrés égaux à ahcd ^ c’est-à-dire en unités d'aire. Le nombre de ces unités est facile à obtenir. Car le rectangle A B C D se trouve partagé en autant de colonnes qu’il y a d’unités de longueur dans AB, c’est-à-dire eu 7 colonnes; et chacune de ces colonnes se compose d’autant de petits carrés qu’il y a d’unités de longueur dans A D, c’està-dire de 5 carrés. Le nombre total des carrés est donc , 5 X 7 ou 35 , c’est-à-dire que le rectangle ABC D contient 35 unités d’aire.
On voit que pour obtenir ce nombre d’unités d’aire, on a multiplié 5, nombi'e d’unités de longueur contenues dans la hauteur AD, par 7, nombre d’unités de longueur contenues dans la base AB, c’est-à-dire que l’on a fait le produit de la hauteur du rectangle par sa base. D’ailleurs, les raisonnnements que nous venons d’employer, sont tout à fait indépendants du nombre d’unités de longueur contenues dans la hauteur et dans la base; ainsi le théorème est démontré pour tous les cas où la base et la hauteur contiendront chacune un nombre exact d’unités de longueur.
Or, si celte condition n’est pas remplie, rien ti’empêchera de recourir à une unité de longueur de plus en
plus petite, jusqu’à ce que cette unité soit cootenue un nombre exact de fois dans la hauteur et dans la base; et alors le théorème aura encore lieu.
SI la base et la hauteur sont incommensurables , on pourra toujours mesurer l’une et l’autre avec un degré d’approximation , jtel que l’erreur soit inappréciable , c’est-à-dire les rapporter à une unité de longueur assez petite, pour que cette unité soit contenue un nombre exact de fois dans chacune d'elles, à cela près d’un reste inappréciable. On pourra donc considérer encore le théorème comme vrai dans ce cas.
Nous démontrerons bientôt un autre théorème qui donnera à celui-ci, dans le cas de l’incommensurabilité, toute la rigueur désirable.
CoROLLAins. Dans le cas où le rectangle proposé est un carré, la base et la hauteur sont égales, et pour obtenir le nombre d’unités d’aire contenues dans la superficie de ce carré, il suffit de multiplier par lui-mérae le nombre d’unités de longueur que contient l’un de ses côtés. Si , par exemple , le côté de çe carré contient 2 unités de longueur, sa superficie contiendra 2X2, ou 4 unités d'aire. Si le côté du carré contient 3 unités de longueur, sa superficie contiendra 8 X 3 1 ou 9 unités d’aire , et ainsi de suite.
C’est pour cela qu’on donne en Arithmétique le nom ^
de carré au produit d’un nombre par lui-méme.
317. — Cette observation nous permet de faire comprendre comment se subdivisent les unités d’aire.
Un centimètre valant 10 millimètres , un centimètre carré vaut 10 X 10 ou 100 millimètres carrés. i
*Un décimètre valant 10 centimètres , un décimètre ^
carré vaut 10 X 10 ou 100 centimètres carrés.
Un mètre valant 10 décimètres , un mètre carré vaut 10 X 10 ou 100 décimètres carrés.
Un décamètre valant 10 mètres, un décamètre carré vaut 10 X 10 ou 100 mètres carrés.
Un hectomètre valant 10 décamètres, un hectomètre carré vaut 10 X 10 ou 100 décamètres carrés; et ainsi de suite. ^
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Rappelons ici que , dans la mesure des terres , Thectomètre carré prend \eno\nà'hectare , le décamètre carré le nom CCare, et le mètre carré le nom de centiare.
Remarque. Dans le système métrique , les différentes unités d’aire se convertissent sans calcul les unes dans les autres; il suffit pour opérer cette conversion, d’un simple transport de virgule. Ainsi, 16‘“=-,G51973 reviennent à '-,1973 , ou à 16G519“"^- ®-,73 , ou
à 16ü51973““i**“ De même 273654™ '- reviennent à 2736**““'“- ' ,54 , ou à 27''"*- ' ,3654 , ou à 27 hectares 36 ares et 54 centiares.
318.-— Un pouce valant 12 lignes, un pouce carré vaut 12 X 12, ou 144 ligues carrées.
Un pied carré valant 12 pouces, un pied carré vaut 12 X 1 2 , ou 144 pouccA carrés.
Une toise valant 6 pieds, une toi.se carrée vaut 6X6, ou 36 pieds carrés.
Une perche des eaux et forêts valant 22 pieds, une perclie carrée vaut 22 x22, ou 484 pieds carrés.
Remarque. D’après cela, pour convertir en pieds carrés un nombre donné de toises carrées, il faut le multiplier par 36 ; pour convertir en pouces carrés un nombre donné de pieds carrés, il faut le multiplier par 144; pour convertir en lignes carrées un nombre donné de pouces carrés, il faut le multiplier par 144.
Réciproquement, pour extraire d’un nombre donné de lignes carrées les ponces carrés qui y .sont contenus, il faut le diviser par 144; le quotient donne les pouces carrés , le reste exprime des lignes carrées. Pour extraire d’un nombre donné de pouces carrés les pieds carrés qui y sont contenus, il faut le divi.ser par 144; le quotient donne les pieds carrés, et le reste exprime des pouces carrés. Pour extraire d’un nombre donné de pieds carrés les toises carrées qui y sont contenues, il faut le diviser par 36; le quotient donne les toises carrées, et le reste exprime des pieds carrés. Pour extraire d'un nombre donné de pieds carrés les perches carrées qui y sont contenues, il faut le diviser par 484, s’il s’agit de perches des eaux et forêts, etc.
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D'après cela : 8349073 lignes carrées reviennent à 57979i»c- 97'v-, ou à 402''^- 9lF 97 i'-, ou à 1D+' 6t“- 91^*^- 97 ‘
319. — ArPLioATioxs. Comme application de ce qui précède, nous plions résoudre quelques problèmes numériques.
I. Pbqoc^me. Le plancher dune salle cariée a 5“ ,22 lie longueur f quelle est sa superficie? Le côté du carré contient ô23 centimètres; la superficie contient conséquemment .523x^23, ou 273529 centimètres carrés; ce qui revient à 27‘“«- «• 29"“‘- •= .
IL — PboblE>|e. La toile d’un tableau, de forme rectangulaire, a2^ 1 '‘l^de largeur, sur l'^2' JlP <île hauteur, quelle est sa superficie? La largeur est de 163 pouces; la hauteur est de 107 pouces; la superficie demandée est donc 163xl0î'i ou 17441 pouces carrés, ce qui rcr vient, d'après ce que nous avons vu au n” 318, à
in. — Problème. Quelle est la superficie d'un champ de forme rectangulaire de , 7 de longueur, sur
1 3*'*“'“ ,8 de largeur? La base du recfangle a 247 mètres ; sa hauteur a 133». La superficie de ce rectangle est donc de 247 x^^S, ou 32851 mètres carrés; ce qui revient à 3 hectares 28 ares et 51 centiares.
320. — TnÉORÉviE. L'aire (F un parallélogramme a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur. Soit A B CD (fig. 264) un parallélogramme. L’un de ses côtés, ordinairement celui qui occupe le bas de la figure , se nomme sa hase; sa hauteur çsl la distance entre la base AB, et le côté DC parallèle à cette base, distance qui se mesure par la longueur de la perpendiculaire B<;?, commune è ces deux lignes.
L’énoncé çi-dessus signifie que , pour obtenir le nombre d’unités d’aire contenues dans la superficie du parallélogramme ABCD, il faut chercher le nombre d’unités de longueur contenues dans la base AB, le nombre d’unités de longueur contenues dans la hauteur B/w, et multiplier ces deux nombres l’un par l’autre.
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Pour le prouver, menons par le point A une parallèle à B/n; celte parallèle rencontrera en un point n le prolongement de CD. La figure AB////* est un parallélogramme rectangle. On a , d’après cela , A// = B /// ; on a , de plus, ADra: BC; d’ailleurs, les angles // AD et mBC sont égaux, comme ayant leurs côtés parallèles chacun à chacun , et dirigés dans le même sens; donc les triangles A//D et B/nC sont égaux, comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun. ^
Mais, si de la figure totale ABC// on retranche le triangle A// D, il reste le parallélogramme ABCD; si delà même figure totale ABC// on retranche le triangle B/// C, il reste le rectangle AB/////. Or, si d’une même quantité on retranche alternativement deux quantités égales , les restes sont égaux. Ainsi , les figures AB CD et AB///// , différentes de forme, sont équivalentes en superficie. L’aire du parallélogramme a donc pour mesure la mesure de l’aire du rectangle, c’est-à-dire AB X B///, ou le produit de la base A B du parallélogramme par sa hauteur B///.
Application. Supposons que dans un parc il se trouve une prairie ayant la forme d’un parallélogramme, dont la base ait S****^'*» , 17, ou 317 décimètres, et la hauteur l«kWn. ^ 85^ ou 1 85 décimètres ; la superficie de celle prairie sera de 317X185, ou 58G45 décimètres carrés, ce qui revient^ à 5 décamètres carrés, 8G mètres carrés et 45 décimètres carrés.
321. — Théorème. L'aire tVun trapèze a pour mesure le produit de sa hauteur par la demi-somme des bases parallèles. On nomme hauteur ù’xxn trapèze la distance de ses côtés parallèles, c’est-à-dire la longueur de la perpendiculaire commune à ces deux côtés, lesquels prennent le nom de i//.ve.y. J
L’énoncé ci-dessus signifie que, pour trouver combien la superficie d’un trapèze contient d’unités d’aire, il faut chercher combien les bases parallèles contiennent d’unités de longueur, ajouter les deux nombres obtenus,* prendre la moitié de la somme, et la multiplier par le nombrfe d’unités de longueur contenues dans la hauteur du trapèze.
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Kn effet, soit ABCD (fig. 205) un trapèze. Par le j)oinl I, milieu de Clî, menons mn j)arallèle à AI), et qui rencontre en ni la base AB, et en n le prolongement de la base CD. Si l’on compare les deux triangles IC« et IB/«, on voit qu’ils ont CI=1B, les angles (]l« = BI/« comme opposés par le sommet, et «CI==/«BI, comme alternes internes; ces deux triangles ont donc un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun ; ils sont donc égaux. Mais si de la figure totale A B1 «D on retranche alternativement chacun de ces triangles, il reste, d’une part , le trapèze A BC D, de l’autre la figure A///«D, qui est un parallélogramme. L trapèze proposé est donc équivalent en superficie à ce parallélogramme.
L’aire de ce parallélogramme a pour mesure le produit de sa hauteur (laquelle est aussi celle du trapèze), par sa base A m. Or , on a :
Aw=AB — /;< B et D rt = DC-l-w C , /• ,.
d’où, en ajoutant membre à membre,
A w-4-D « = AB + DC — mB4-«C.
Mais D«=A w comme parallèles comprises entre parallèles ; d’ailleurs w/B=/f C à cause de l’égalité des triangles /I C I et wBl. Les deux derniers ternies de la relation précédente s’entre-détruisent donc , et l’on a :
2Am = AB-f-DC, d’où km=\ (AB-f-DC),
c’est-à-dire que A //? équivaut à la demi-somme des deux bases du trapèze; et puisque, comme nous l’avons vu, l’aire du trapèze équivalente à celle du parallélogramme A m «D, a pour mesure le produitde leur hauteur commune par la ligne Km, on peut dire que l’aîrc du trapèze a pour mesure le produit de sa hauteur par la demi-somme de ses bases parallèles.
Remorque. Si, par le point I, on raènelH parallèle aux deux bases du trapèze, le point H où cette droite rencontrera le côté A D sera le milieu de ce côté (136); de plus, celte droite sera égale à Km , comme parallèles comprises entre parallèles. On peut donc dire aussi, que l'aire du trapèze a pour mesure le produit de sa hau-
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te.nrpar la droite qui joint les milieux des côtés non parallèles.
Application. Une pièce de terre a la forme tVun trapèze y dont la hauteur est de 38 mètres , et dont les bases ont respectivement 129 mètres et 93 mètres; on demande sa supeiftcie. La somme des deux bases est de 222"’ , dont la moitié est de 1 1 1*"; multiplions (^etle demi-somme par la hauteur 38*", nous trouverons pour produit 4218 mètres carrés. La superficie demandée équivaut donc à 42 décamètres carrés et 18 mètres carrés, ou à 42 ares et 18 centiares.
322. — Théorème. L'aire d'un triangle a pour mesure la moitié du produit de sa base par sa hauteur. Chaque côté d’un triangle peut être pris pour sa base; sa hauteur est la longueur de la perpendiculaire abaissée de l’un des sommets sur le côté opposé pris pour base. Si ^ par exemple, on prend le côté A B (fig. 266) pour la base du triangle ABC, sa hauteur sera la perpendiculaire CD, abaissée du sommet C sur la base.
L’énoncé ci-dessus signifie que , pour obtenir le nombre d’unités d’aire contenues dans la superficie d’un triangle, il faut chercher le nombre d’unités de longueur contenues dans la base de ce triangle, le nombre d’unilés de longueur contenues dans sa hauteur ^ multiplier ces deux nombres l’un par l’autre, et prendre la moitié du produit.
Pour le prouver, menons Cm parallèle h A B , et B m parallèle à AC; la figure ABwC sera un parallélogramme. Mais les triangles A CB et wBC, qui ont le côté CB commun , les angles AB C=/m B C comme alternes internes, et les angles ABC — /iiCB par la même raison , sont égaux, comme ayant un côté égal adjacent à des angles égaux chacun à chacun. Donc l’un d’eux,
ABC, est la moitié du parallélogramme AB /«C.
Or, l’aire de ce parallélogramme a pour mesure le produit sa base AB, qui est aussi de celle du triangle, par sa hauteur CD qui est aussi la hauteur du triangle. Celui-ci a donc pour mesure la moitié de ce produit, c’est- . à-dire la moitié du produit de sa base par sa hauteur.
Di' ■
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rn^/Sêmarque. Pom* diviser un produit par 2. il suffit de diviser par 2 l’un de ses facteurs; on peut donc, pour obtenir l’aire d’un triangle, multiplier sa base par la moitié de sa hauteur, ou sa hauteur par la moitié de sa base. Cette observation peut servir à abréger le calcul , quand l’un des deux facteurs est un nombre pair. .^;A.ppI.ICATIo^. Supposons que la base d’un triangle ait 5^ 3’’ 6i* ou 402 pouces, et la hauteur 4* 3i» ou
351 pouces; on pourra multiplier la moitié de la base , ou 201 pouces, par la hauteur. On trouvera ainsi que l’aire du triangle équivaut à 70551 pouces carrés, ou
S23. — Ce qui précède fournit les moyens d’évaluer l’aire d’un polygone quelconque; car, tout polygone pouvant se décomposer en triangles, il suffit de calculer séparément l’aire de chacun d’eux , comme nous venons de le faire voir, et de faire ensuite la somme de toutes ces aires. Cette décomposition en triangles peut s'opérer de plusieurs manières.
On peut, comme l’indique la figure 267, mener par un même sommet À toutes les diagonales AC, AD, AE : on abaisse alors, du point B, une perpendiculaire sur AC, c’est la hauteur du triangle ABC; du point C une perpendiculaire sur AD, c’est la hauteur du triangle A CD; et ainsi de suite. On mesure ces perpendiculaires, ainsi que les diagonales AC, AD, AE, et l’on a les éléments nécessaires pour calculer l’aire du polygone AB CDEF. '
On peut; comme l’indique la figure 268, imaginer le > polygone décomposé en triangles par des lignes menées d’un même point intérieur O à tous les sommets; il n’est pas nécessaire de tirer réellement ces lignes. On abaisse du point O des perpendiculaires sui* tous les cô-' . tés du polygone; on mesure ces perpendiculaires, ainsi que les côtés AB , BC, CD , etc. , du polygone; et l’on a tous les éléments nécessaires pour calculer sa superficie.
324. — Dans l’Arpentage, on emploie une méthode qui diminue de beaucoup le nombre des opérations à effectuer sur le terrain, r
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Soit ARCDEFG (fig. 269) le polygone dont on se propose d’évaluer la superficie. On plante des jalons à tous les sommets <lu polygone, si aucun d’eux n’est déterminé par quelque objet qui puisse servir de point de mire. Par les deux sommets les plus éloignés, A et E, on tire la droite A E, à laquelle on donne le nom de directrice. ])e tous les sommets B , C, D , F, G , on abaisse sur celte directrice les perpendiculaires B w, C» , D/^, Yq , Gr. Le polygone se trouve ain.si divisé en triangles rectangles et en trapèzes rectangulaires. Ce mode de décomposition offre, entre autres, l’avantage de n’avoir à transporter l’équerre d’arpenteur que le long de la directrice pour déterminer les points /«, r,n,q, p. En outre, après la décomposition opérée , on n’a plus aucune autre ligne à tirer pour évaluer l’aire de chacune des parties dont le polygone se compose.
On mesure à la chaîne les perpendiculaires B /w, C« , D/7, F^, g /*; et les différentes parties Am,/nr,rn, n q, q P , P Y de \à directrice. On a alors
A B/«=jA/« X B/««C = ^ X (B/« -j-C/î) , et ainsi des autres , ce qui donne :
ABCDE F G = J. [A /« X w/i X (B'« 4- C«) 4- «P X (C«+ +pY X T>p H- E<7 X F<7 + X (F^ -h G /•> -f-rA X Gr],
Application. .Si Ton suppose qu’on ait trouvé les valeurs suivantes :
A/n = 20“»,5i /«/i = 60'“,3; «/> = 57“>,1 ; /pE=31“»,8;
<7 E == 55'", 7 ; rq = 7 3*", 6 ; A r = 40'", 4 ;
Gr=48'»,9,
on aura, en effectuant successivement les opérations indiquées ,
Aire AB CD E F G =4. [.557"' SC0 -t-4î75'" ',76 -F 535 3'"-', 05 H- 1 383*" ',.30 -H 3453'" <^,97 -f- 8 1 60'" ',60 + 1975«-',56],
---'■“d bÿ
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OU Aire ABCDEFG = = 12886'“ ',92
^ 1 kectare 28 ares 87 centiares
(on augmente le chiffre des unités de centiares, à cause du chiffre suivant, 9 , que l’on néglige).
Remarque. La longueur du calcul précédent tient surtout aux multiplications à effectuer. On peut en diminuer le nombre, en remarquant que l’expression de l’aire du polygone peut s’écrire comme il suit :
Aire AECDEFG == j. [ {km + /» n) X B/« + {m n +np) X Cp + {np+p'E) X J>P+ {Eq-^rj^r)XFq + {qr-\-rk)XGr]. .
En adoptant les valeurs précédentes, on trouverait alors :
Aire ABCI>EFG*=i. [îl97"> «,76-h6104«“^S804-8867*« Sl5
_ ï^3 — ^ ^ jjççjgpg 28 ares 87 «>ntiares.
325. — Il peut arriver que l’intérieur du polygone soit inaccessible ; on a recours dans ce cas à la méthode suivante :
Soit A B C D E F G (fig. 270) le polygone proposé. Après avoir planté des jalons à tous les sommets, on prolonge l’un des côtés, par exemple GF. Des sommets extrêmes A et E on abaisse sur le prolongement de G F les perpendiculaires AM et E N , que l’on prolonge au delà des points A et E. Du sommet C, le pbis éloigné de GF, on abaisse sur les droites A Met EN prolongées une perpendiculaire commune PO. On forme ainsi un grand rectangle MNOP, dans lequel le polygone proposé se trouve en quelque sorte inscrit.
La méthode consiste à évaluer l’aire de ce rectangle , et à en retrancher l’aire de la partie comprise entre le polygone et les côtés du rectangle; le reste exprime évidemment Faire du polygone. Pour cela , de tous les sommets du polygone qui ne sont point situés sur quelqu’un des côtés du rectangle , on abaisse des perpendiculaires Bin, Bh sur <æs côtés. Oa mesure à la chàiae
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ces perpendiculaires, ainsi que les longueurs AM, A //i, P/«, PC,C0,0«,«?:, EN,FN,FG, MG. Il est facile alors d’évaluer le rectangle MNOP, les triangles rectangles AMG, A/«B, DE«, ENF,et les trapèzes rectangulaires PCB/w,CO«D. On a
Aire ABCDEFG = MN x MP — [AMXMG + A/«X"?B
-4- Pot X (otB + PC) + 0« X (CO 4- D«) 4-D/iX/iE+ENxNF].
Application, — Si l’on suppose qu’on ait trouvé les valeurs suivantes :
ni B = 20‘" ; D « = 22™,3 ', M A= 50">,7 ; A ot = 41"> ;
OT P = 37>n,8 ; P C == 76'“, 9 ; C O = 75'" ;
MN = PO
MP = 50®, 7 4- 41® -h 37®, 8 = 129® ,5 ; et en effectuant les calculs indiqués , on obtiendra :
Aire ABCDEFG = 19671«-S05 — [1521'»'= +, 820® '
= 19671®s05 — ii7ii®'.54
== 1 hectare 33 ares et 15 centiares.
326. — Théorème. L’aire d’un polygone régulier a pour mesure la moitié du produit de son périmètre par son apothème. Eu effet, si du centre O d’un polygone régulier A B CD EF (lig. 271) on mène à tous les sommets les rayons OA, O B, O C, etc , on partage ce polygone en autant de triangles isocèles égaux que ce polygone a de côtés (271,Coroll. 111). L'aire de l’un quelconque de ces triangles, du triangle AOB par
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exemple, a pour mesure la moitié du produit de sa base AB par sa hauteur O qui n’est autre que l’apothème du polygone. L'expression de cette aire est donc
AB X Om
Si n désigne le nombre des côtés du polygone , son aire
ABXOmX
aura donc pour expression — ^ , ou, ce qui re-
vient au même, puisqu’on ne change pas un produit en changeant l’ordre de ses facteurs, ^ .
Or AB c’est-à-dire l’un des côtés répété autant de
fois qu’il y a de côtés, c'est le périmètre du polygone; désignons ce périmètre par P, l’expression de l’aire du polygone deviendra
P X Om
c’est-à-dire la moitié du produit <le son périmètre par son apothème.
Remarque I. S’il s'agissait d’obtenir la superficied’une pièce d’eau , dont la forme fût celle d’un polygone régulier, on ne pourrait pas mesurer directement son apothème; mais il serait facile d’en obtenir la longueur.
Sur le milieu m de l’un des côtés, A B , on élèverait une perpendiculaire mO'. Connaissant le nombre des côtés du polygone, on en déduirait la valeur de l’angle F A B du polygone. La moitié de cette valeur serait celle de l’angle OA/w. On ferait alors au point A un angle »îAO’ égal à 0 A/«; les triangles rectangles mAO' et TW AO seraient égaux comme ayant un côté commun et un angle aigu égal ; donc O'w» serai légal à l’apothème O tt/.
Remarque II. Il y a quelques polygones réguliers dont on peut facilement calculer l’apothème, connaissant la longueur du côté.
Soit, par exemple, AB (fig. 271) le côté d’un hexagone régulier, O son centre, O m son apothème; si l’on lire A O, on aura , dans le triangle rectangle A /// O ,
A O* = A WT* 4- O TTJ*.
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Mais AO étant égal à AB, piiisque le poly^gone ést Uto hexagone régulier (284) , il s'ensuit que AO est le double de Am, et que AO* est égal à 2. Am X^.Am, ou à 4. A m*. On a donc
' 4. Am' = O m* 4* O** 1
d’où résulte
' 3. A m’ = O m’ , et O m = Am X ^3 ;
c’est-à-dire que, pour obtenir l’ajx)thème d’un hexagone régulier y il faut multiplier la moitié de son côté par la racine carrée de 3 , ou , ce qui revient au même , multiplier son côté par la moitié île la racine carrée de 3.
Remarquons , en passant , que ces relations sont foUdées uniquement sur ce que le triangle A O B est équilatéral. Ainsi , dans un triangle équilatéral , la perpendiculaire abaissée de l’uà des sommets sur le côté opposé .équivaut à ce côté multiplié par la moitié de in racine carrée de 3.
Mesure de V aire des figures curvilignes.
32T. — Théorème. L’aire dan cercle a pour irresure la moitié du produit de sa circonférence par son rayo/i.
■' Nous avons vu (292) qu’un cercle peut être considéré comme un polygone routier d’un nombre infini de côtés infiniment petits. Dans un fwlygone régulier quelconque , la moitié du côté est plus grande que la différence entre le rayon et l’apothème; car si AH (fig. 21Ô) est le demi-côté , A O le rayon , O H sera l’apothème , et le triangle AO H donnera (181)
AH>AO- OH
Si donc le côté, et à plus forte raison sa moitié, sont infiniment petits, la différence entre le rayon et l’apothème sera, à plus forte raison, infiniment petite. Il en résulte que le rayon d’un cercle, quand on considère celui-ci comme un polygone régulier d’un nombre infini de côtés infiniment petits,' peut être pris indifféremment pour le rayon ou pour l’apothème de ce po-
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lygone. Et puisque l’aire d’un polygone régulier a pour mesure la moitié du produit de son périmètre par son apothème, on peut dire que l’aire d’un cercle a pour mesure la moitié du produit de sa circonférence par son rayon.
Corollaire. Si l’on appelle R le rayon d’nn cercle, et que it désigne toujours le rapport de la circonférence au diamètre, SwR exprimera la circonférence (297) ; d’après le théorème précédent l’aire de ce cercle sera donc exprimée par
ou w. R X R ou V. R*,
c’est-h-dire que l’aire <Vun cercle a pour mesure le rapport de la circonférence au diamètre multiplié par le carré du rayon.
Remarque. Dans un cercle dont le rayon est 1 f l’aire est donc exprimée par t X 1 1 ou par v. Ainsi le rapport -n-de la circonférence au diamètre, qui désigne la demicirconférence dont le rayon est 1 , désigne aussi l’aire du cercle dont le rayon est 1 ; c’est-à-dire que, par exemple , un cercle dont le rayon a 1»" , a pour superficie s™ «,141692
328. — Applications. — 1. Piioblême. Un bassin de forme circulaire a 21*“ , 6 de diamètre , quelle est sa superficie? Le diamètre étant 21'" , 6 , le rayon est 10“ , 8 ; le carré de ce nombre est 116‘"*« , 64. Multiplions ce carré par le rapport , nous obtiendrons pour l’aire demandée 366'" « ,43.
II. Problème. Le diamètre dèune pièce de 40 francs étant de 26 millimètres , quelle est la superficie de l’une de .<ies faces? Le rayon de cette pièce est de 13 millimètres; le carré de ce nombre est 169, millimètres carrés. Multiplions ce carré par le rapportât nous obtiendrons pour l’aire demandée 531 millimètres carrés, et une fraction négligeable, ce qui revient à 5 centiinèti*es carrés et 31 millimètres carrés.
III. Problème. Quel rayon faut-il donner h un cercle pour que sa superficie soit de SLc jgP.c io8p « ? Rédul-
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sons d’abord la superficie donnëe en pouces carrés; pour cela multiplions le nombre de toises par 36, ce qui donne 180i’ ', ajoutons-y les28*‘ «, ce qui fait en tout 208PC ; multiplions ce nombre de pouces carrés par 144, nous obtiendrons 29952P ®; et en ajoutant à ce nombre les 103P =, nous aurons enfin 30055p ®.
Puisqu’on obtient l’aire d’un cercle en multipliant le carré du rayon par le rapport de la circonférence au diamètre, en divisant l’aire d’un cercle par ce rapport, on obtiendra le carré de son rayon. Divisons donc 30055pcpar“, ou, ce qui revient au même, multiplions-le par ~ , nous aurons pour résultat 9563p- Puisque ce nombre exprime le carré du rayon , en en extrayant la racine carrée nous aurons ce rayon luimôme. On trouve ainsi que ce rayon vaut 97p, 7, ce qui revient à
IT 2P 7p 8> ».
IV. Problème. Quelle est, en lieues carrées, l'aire du cercle qui a pour circonférence l'équateur? Cette circonférence étant composée de 360 degrés , dont chacun vaut 25 lieues , équivaut à 9000 lieues. Son diamètre vaut donc
^ ou ou 2864 •*«“«*, 7890. Le rayon équivaut
donc à 1432 **«“®*, 3945. La circonférence , multipliée par le rayon, donne pour produit 12891550 lieues carrées environ ; l’aire cherchée , qui a pour mesure la moitié de ce produit, équivaut donc à 6445775 lieues carrées.
329. — Théorème. L’aire (F un secteur a pour mesure la moitié du produit de l’arc qui lui sert de base par le rayon. Soit AO B (fig. 272) un secteur dont on se proix)se d’évaluer l’aire. Imaginons que l’arc AB qui lui sert de hase soit divisé en un nombre de parties égales assez grand pour que chacune d’elles se confonde avec sa corde. Soit A C l’une de ces parties ; si l’on mène le rayon O C, le petit secteur A OC pourra être considéré comme un triangle isocèle, et son aire aura pour mesure la moitié du produit de sa base AC par sa hauteur, c’est-à-dire par la droite 01 qui joint le .sommet au milieu de la base. Mais si AC est suppo.sé infiniment petit, AI le sera à plus
Dig'” .<If
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forte raison , et comme on a nécessairement Ai AO— 01, .la différence entre AO et 01 sera elle-même infiniment petite, et l’on pourra prendre 01 pour AO.
, On pourra donc dire que le triangle AOC a pour me-' sure la moitié du produit de AG par OA ou
ACXOA • -
Maintenant, si, à tous les points de division de l’arc AB on mène des rayons , on divisera le secteur A OB en une série de petits secteurs AOC, COD, DOE, etc. , qui . seront tous égaux entre eux ; car les arcs A C, C D, D E, etc. , étant égaux, il en est de même des angles au centre AOC, COD, DOE, etc., et ces secteurs sont superposables. L’aire de chacun d’eux est donc égale à celle du secteur AOC, et a la même mesure. L’aire du secteur A OB équivaut donc à celle du secteur AOC, répétée autant de fois qu’il y a de parties égales dans AB. Si l’on désigne par n le nombre de ces parties , on aura donc
sect. AOB = sect. AOC X« =
AC X OA X n AC X n X OA
Or A C X c’est-à-dire l’une des parties de AB , répétée autant de fois qu’il y a de parties, c’est l’arc AB; ' il vient donc
sect. AOB =
AB X OA
ce qui revient à l’énoncé du théorème.
330. — Applications. I. — Problème. Quelle est , sur un cercle de \0”^de rayon, l'aire d' un secteur dont l’angle au centre est de 75°? La circonférence de ce cercle a pour valeur 10»» X 2 X ou 20'» X 3,i4f59 , c’est-à-dire 62“,832. Si l désigne la longueur de l’arc de 75®, on aura • donc (304) :
d’oq l’on tire
L’aire demandée a donc pour valeur
i3'»,oq X
OU
II. — PnoBiÉME. Dans un «ercle de 8p IOp êe diûfnèife, 'quelle valeur faut’-il donner à l’ange au centre (tun secteur, pour que son aire soit équi\>alenteh\\(i pouces carrés? La valeur du rayon est ici 8p , ou 20 pouces. La moitié du produit de ce rayon par Tare qui sert de base au secteur, doit, d’après l’énoncé, faire IIOp- =; ce produit lui-même doit donc être 220p- « ; et puisque l’un de
ses deux facteurs est 20p , il faut que l’autre soit
loP
ou IIP.
La circonférence du cercle dont il est question a pônr valeur20P X 2 X «>« 40p X 3,1416, ou 12iP,664. Si l’oh appelle x l’angle au centre cherché, on devra donc avoir
III. Problème. Vaire d'uti secteur est de 32 déci
mètres carrés , Varc qui lui sert de base a 7 décimètres de longueur, quel est le rayon du cercle auquel il appartient et la valeur de son angle au centre ? La moitié du produit du rayon par la longueur de l’arc devant être équivalente à 32<^ , il faut que ce produit lui-même
soit équivalent à 64*^ £n divisant ce produit par la longueur de l’arc, ou 7*^ , nous aurons le rayon demandé. On trouve ainsi 9^éc-,142. Enopérantalors comme dans le problème précédent , on trouvera que la valeur de l’angle au centre est de 43°S1' 69'ÿ environ.
331. -J- Un segment AMB A (fig. 273) est la différenbe entre un sectenr AOBMA et un triangle isocèleAOB A. Si l’on évalue successivement l’aire du secteur et celle du triangle, et qu’on retranche le second résultat du premier , on aura l’aire du segment.
L’aire du segment est susceptible d'une expression simple qu’il est bon de connaître. Du point B abaissons B II perpendiculaire sur le rayon AO; cette perpendi-
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culaire sera ce que nous avons nommé le sinus de l’angle AO B , ou de l’arc A M B (209). L’aire du triangle
AOB aura pour mesure — . Laire du secteur a
d’ailleurs pour mesure L’aire du segment a
donc pour eipression ' •
AOXAMB AOXBH A0X(*MB— BH)
i ou — ;
c’est-à-dire qu’un segment a pour mesure la moitié du produit du rayon par la différence entre Varc qui lui sert de base et\le sinus de cet arc. '
Remarque. expressidn est relative à un segment moindre qu’un demi-cercle. S’il s’agissait d’un segment plus grand qu’un demi-cercle, ontrouverait qu’il a pour mesure la moitié du produit du rayon par la somme de l’arc et de son sinus.
332. — Si l’on voulait obtenir l’aire de l’espace A BD G ( fig. 96) , comprise entre deux cordes parallèles et les arcs qu’elles interceptent , on remarquerait que cet espace est la différerice entre les deux segments G IDC etAIBA.
333. — La couronne circulaire, comprise entre deux circonférences concentriques O A et O B (fig. 274) est la différence entre les cercles qui ont pour rayon OA et O B. L’expression de son aire est donc
» X ÔT — -îr X ÔB* ou ('ÔÂ’ — OB’),
c’est-à-dire qu’elle a pour mesure le produit du rapport de la circonférence au diamètre par la différence des carrés des rayons des deux cercles.
334. — L’aire du trapèze circulaire ABft a ( fig. 275 ) est susceptible d’une expression remarquable. Concevons l’arc A B divisé en n parties égales assez petites pour que chacune d’elies se confonde avec sa corde. Soit A G Tune de ces parties. Tirons OC; tirons aussi 01, bissectrice de l’angle AOG; cette bissectrice divisera en deux parties égales ciiacun des deux arcs AC et ac. L’arc AG pouvant être considéré comme une ligne
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droite, le petit secteur AOC peut être regardé comme un triangle isocèle, et la droite 01 qui joint le sommet au milieu de la ba^e comme une perpendiculaire à cette base. De même le petit secteur aOc-peut être regardé comme un triangle isocèle, et la droite 0/ comme une perpendiculaire à cette base. D’ailleurs les lignes AC et ac divisant proportionnellement les côtés de l’angle AOC, puisqu’on a Oa=; Oc, etOA = OC, ces ligues peuvent être considérées comme parallèles. Le petit trapèze circulaire ACca peutdoiic être regardé comme un trapèze rectiligne dont les bases sont AC et ca, et 1/ comme une perpendiculaire commune à ces deux bases , c’est-à-dire comme la hauteur du trapèze. L’aire de ce petit trapèze a donc pour valeur
I» X (AC •i- ac) a
Mais si par tous les points de division de AC on mène des rayons, les arcs A B et « ô seront tous deux divisés en un même nombi*e de parties égales. Tous les secteurs , tels que AOC, seront égaux entre eux , ainsi que tous les secteurs tels que oOc; il en sera donc de même de tous les petits trapèzes, tels que ACca. La somme de tous ces petits trapèzes, c’est-à-dire le trapèze circulaire ABba, équivaudra donc à n fois le trapèze ACca, et aura conséquemment pour valeur IiX(AC + ac)X" Ii'X (AC X n + of X n) .
V-- Qu
mais A C X c’est A B , et a c X ” c’est a b. D’ailleurs , 1 i est la différence des rayons O I et 0 /, ou , ce qui revient au même, celle des rayons O A et 0 a. L’expression ci-dessus peut donc s’écrire
Aa X:(A B + a6\
c’est-à-dire que taire du trapèze circulaire a pour mesure la moitié du produit de la somme des deux arcs qui lui sa vent de base par la différence de leurs rayons.
Si l’on donne le nom de hauteur du trapèze circulaire à la ligne A<»i on peut dire que taire de ce trapèze
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<i pour mesure la moitié du produit de sa hauteur par la somme de ses bases parallèles, ou le produit de sa hauteur par la demi-somme de ses hases parallèles ^ expression analogue à celle de l'aire du trapèze rectiligne.
335. — On obtient sans difficulté l’aire des figures terminées par des arcs de cercle qui se raccordent. IVous prendrons pour exemple l’ovale (fig. 252). Si l’on fait la somme des aires des trois secteurs AGI, I OH , n D B, et que de cette somme on retranche l’aire du triangle G O D, on aura l’aire de la moitié de l’ovale; en doublant cette valeur on aura l’aire de la figure entière.
Pour avoir l’aire de l’ove (fig. 89) , il faudrait ajouter entre elles les aires du demi-cercle A MB, du quart de cercle DGE, des, deux secteurs ABD etBAE, et retrancher de cette somme l’aire du triangle AG B.
S.3G. — 11 existe un assez grand nombre de figures terminées, soit par une seule et même ligne courbe, soit en partie par des lignes droites et en partie par des lignes courbes, dont on sait évaluer l’aire rigoureusement ; mais les méthodes de calcul employées à cet effet ne sont point du ressort de la Géométrie élémentaire.
On démontre que taire de V ellipse a pour mesure le produit de son demi-grand axe par son demi-petit axe, et par le rapport de la circonférence au diamètre.
Si, par exemple, le grand axe avait 18*“ et le petit axe 10'“, l’aire de l’ellipse équivaudrait à 9 " X S*" X V» c’est-à-dire à 14l'“ ',42.
337. — Pour évaluer pratiquement l’aire d’une figure terminée par une ligne courbe quelconque, on emploie une méthode analogue à celle dont on se sert dans l’arpentage pour mesurer l’aire d’un polygone. On lire une sécante AB (fig. 270) dans.le sens de la plus grande étendue de la figure. Gette sécante ou directrice divise la courbe en deux parties. Sur chacune d’elles on prend une série de points assez rapprochés pour que les arcs qui séparent ces points se confondent sensiblement
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avec leurs cordes. De tous les points de division on abaisse alors des perpendiculaires sur la directrice; et la figure se trouve décomposée en une série de trapèzes rectangulaires, terminée de part et d’autre par des triangles rectangles.
3.38. — Cette méthode est assez laborieuse, à cause du grand nombre de multiplications qu’elle exige. Mais quand la courbe n’offre pas de changements de courbui*e trop brusques ou trop multipliés, on j)eut employer un moyen plus expéditif, qui réduit toutes les multiplications à une seule.
On divise la directrice en parties égales , et par tous les points de division on lui élève des perpendiculaires terminées de part et d’autre à la courbe. 11 faut que les divisions soient assez nombreuses, pour que les arcs compris entre ces perpendiculaires, ainsi que les arcs extrêmes puissent être considérés comme sensiblement rectilignes.
Pour fixer tes idées , supposons que la directrice A B (fig. 277) ait été divisée en six parties égales. Nommons e l’une de ces parties , et 7ji , 4s , 4,, 4^ , les perpendiculaires élevées sur la directrice par ses points de division et terminées de part et d’autre à la courbe,
On a d’abord à évaluer l’aire d’un triangle mkn;
cette aire a pour valeur * ,
Vient ensuite un trapèze dont l’aire a pour expression
puis successivement trois autres trapèzes ayant respec» * tivement pour mesure
enfin un triangle e B/? dont l’aire a pour valeur-^^— .
Si l’on réunit toutes ces aires, et qu’on nomme A
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1*alré totale de la figure , on aura , en observant que e est un facteur commun ,
^ ..1 % *4" A I Ag -4- -f- /ig -4» /<5 + /t^ -4- ^4 H-
ou A *BB e X (A, -f- 4- Aj -4- ^4 -4“ A#) t ,
c’est-à-dire que pour obtenir Faire de la figure, il faut multiplier l’une des parties de ta directrice par la somme de toutes les perpendiculaires que F on a élevées.
*39. — Dans l’Arpentage , quand le terrain Sc trouve terminé par une courbe irrégulière, on emploie une méthode plus prompte encore que celle que nous venons d'indiquer , mais , à la vérité, moins approximative. Elle consiste à couper la, courbe par des droites AB, BC, CD, etc., (fig. 278), de- manière que la .somme des segments qui tombent en dehors du polygone A BCDE F ainsi formé, compense, à vue d’œil, celle des segments qui demeurent au-dedans de ce polygone. On mesure alors l’aire du polygone d’après l’une des méthodes que nous avons données ( 824 , 826), et le résultat exprime l’aire demandée , avec dautent plus d’exactitude que le choix des côtés du polygone a été fait d’une manière plus heureuse , et que l’arpenteur est plus exercé.
CHAPITRE VIII
D« la comparaiion des aires.
840. — TUÉoiUÈMe. Deua rectangles de même kauteut sont entre eux comme leurs bases. On pourrait déduire ce théorème de la mesure du rectangle; mais on peut aiiisi le démontrer directement comme il suit : >
Soient ABCD et EFG H (fig. 279) deux rectangles qui ont même hauteur AD*=*EH. Supposons d’abord que leurs bases aient une commune mesure, qui soit contenue , par exemple , 4 fois dans A B , et 3 fois dans E F. Divisons A B en 4 parties égales , et E F en 3 parties égales; ces diverses parties seront égales entre elles.
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Par tous les points de division, élevons des perpendiculaires à A B ou à E F. Le rectangle A B G D se trouvera partagé en 4 petits rectangles, et le rectangle EFG H en 3 petits rectangles. Tous ces petits rectangles seront égaux entre eux , car ils auront tous pour base la commune mesure entre AB et E F ; et leurs hauteurs seront égales à A D ou à E II , comme parallèles comprises entre parallèles , et par conséquent égales entre elles. Ces petits rectangles seront donc tous superposables, et conséquemment égaux. Il suit de là que les rectangles proposés sont entre eux comme 4 est à 3. Mais leurs bases sont aussi entre elles comme 4 est à 3. A cause de ce rapport commun, ces rectangles sont donc entre eux comme leurs bases , et l’on a
ABCD :EFGn;:AB:EF.
On arriverait au même résultat, quelque petite que fût la commune mesure entre les bases A B et EF. La proportion ci-dessus subsisterait donc encore, si celte commune mesure était intiniincnt petite, c’est-à-dire si les deux bases étaient incommensurables.
ConoLLAiBE. Par un simple changement de noms, on déduit de ce théorème que rectangles de meme
base sont entre eux comme leurs hauteurs.
Application. Supposons qu’il s’agisse de recouvrir d’une couche de peinture les murs d’un appartement; pour savoir la quantité relative de couleur nécessaire à chacun d’eux, il faudra comparer leurs superficies; et comme ce sont des rectangles de même hauteur, il suffira de comparer leurs bases. Si, par exemple, l’un des murs a 25 pieds de long, et qu’un autre en ait 15, les quantités de couleur nécessaires pour recouvrir ces deux murs seront entre elles comme 25 est à 15 , ou comme 5 est à 3.
341'. — Théobème. Dcuap rectangles quelconques sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. Appelons B la base du premier rectangle, H sa hauteur, A son aire; b la base du second, h sa hauteur, a son aire. Concevons un troisième rectangle qui ait
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pour base B , la base du premier rectangle , et pour hauteur h , la hauteur du second ; appelons S l’aire de ce troisième rectangle. Le premier et le troisième ayant même base, seront entre eux comme leurs hauteurs, et l’on aura :
Le second et le troisième ayant même hauteur seront entre eux comme leurs bases , et l’on aura
Si l’on multiplie ces deux proportions terme à terme', il vient
S X A:oXS::BXH:*X/*, ou, en supprimant le facteur S, commun aux deux termes du premier rapport ,
A : a : : B X H : ^ X A , ce qui revient à l’énoncé du théorème.
ConoLLxiRE I. Si le second rectangle sc changeait en un carré, ayant pour côté l’unité de longueur; l’aire que nous avons désignée par a serait alors l’iinilé d’aire ; et si l’on nomme u l’unité de longueur, on aurait à la fois et A = et la proportion ci-dessus deviendrait A:a::BXH*"X"*
On tire de là
- = — ou - = ~ X -
« uX» O tt U
Or, J , c’est-à-dire le rapport qui existe entre l’aire du
rectangle et l’unité d’aire , c’est le nombre d’unités d’aire contenues dans l’aire de ce rectangle ; ^ , ou le rappoii; qui
existe entre la base B et l’unité de longueur, c’est le nombre d’unités de longueur contenues dans cette base; de
même -- désigne le nombre d’unités de longueur conte-
nues dansla hauteur H. L’égalité (1) signifie donc que le nombre d’unités d’aire contenues dans l’aire d’un rectan-
gle équivaut au produit du nombre d’unités de longueur contenues dans sa base, par le nombre d’unités de longueur contenues dans sa luiutcur, ou, en d’autres ter-
mes, que Caire tCun rectangle a jiour mesure le jnoduit
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de sahase par sa hauteur. Nous retombons ainsi snr te théorème du n® 316.
842. — ÂPPLicATiOKfs. On employait autrefois, et l’on emploie même encore dans quelques circonstances , un mode de subdivision de la toise carrée , différent de celui que nous avons .fait connatlre. Au lieu de subdiviser la toise carrée en 86 carrés d’un pied de côté, c’està-dire en 36 pieds carrés , on la subdivise en 6 rectangles , ayant une toise de hauteur et un pied de base, qui portent le nom de pieds de toise carrée t ou de toise-pieds ^ et se désignent par les initiales T P.
Chaque toise-pied se subdivise en 12 autres rectangles, ayant toujours une toise de hauteur, mais seulement un pouce de base ; ils portent le nom de pouces de toise cariée , ou toise-pouces, et se désignent par les initiales T p.
Chaque toise-pouce se subdivise encore en 12 autres rectangles ayant toujours une toise de hauteur, mais seulement une ligne de base ; ils portent le nom de lignes de toise carrée ou toise-lignes , et se désignent par les initiales T 1.
Afin de mettre de l’analogie dans les signes , on désigne alors les toises carrées par les initiales ï T, qui signifient toise-toise, c’est-à-dire un rectangle ayant une toise de hauteur et une toise de base.
Un rectangle qui aurait une toise de hauteur, et dont là base aurait h-, 5p 7p lli, présenterait, d’après cela , une superficie de 2”5”7t»1U*.
Si l’on compai*e la toise-pied an pied carré, on voit que ces deux rectangles ont un pied pour base , et sont, par conséquent, entre eux comme leurs hauteurs, ou comme la toise est au pied; c’est-à-dire qu’une toise-pied vaut G pieds carrés.
Si l’on compare la toise-ponce z\\ pouce carré, on voit que ces deux rectangles sont entre eux comme la toise est au pouce , ou comme 72 est à 1 ; ainsi , la toise-pouce vaut 72 pouces carrés. Cette valeur revient à la moitié d’un pied carré; car celui-ci vaut 144 pouces carrés; et 144 est le double de 72.
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Si l’on compare la toise-ligne h la ligne carrée, on voit que ces deux rectangles sont entre eux comme la toise est à la ligne, ou comme 864 est à 1 ; ainsi la toiseligne vaut 864 lignes carrées. H en résulte que la toiseligne vaut 6 pouces carrés; car le pouce carré vaut 144 lignes carrées , et 6 lois 144 font 864.
Le but de ce mode de subdivision est de simplifier autant que possible le calcul des nombres complexes.
Soit, par exemple, à évaluer l’aire d’un rectangle, ayant 3’’ 2' 7p 6i de base, et 2^ 5' 8p de hauteur; on opérera la multiplication par la méthode des paiiies aliquotes , comme l’indique le tableau suivant; en observant que le produit des toises par les toises exprime des toises carrées, ou toise-toises , que le produit des toises par les pieds exprime des toise-pieds ^ que le produit des toises par les pouces exprime des toise-pouces , et que le produit des toises par les lignes exprime des toise-lignes.
Pour tv . . .
cp. . .
ap...
Torxt
to**. . .
Si l’on veut convertir ce résultat en toises carrées, pieds carrés, et pouces carrés, on aura égard aux rapports énoncés ci-dessus , et l’on trouvera :
Que les f de toise-ligne valent. . .' 5 i>ouces carrés,
8vp 4 pieds can-ési
et que, par conséquent , le résultat qui précède équivaut à 4P** 68Pj*.
Ce mode de subdivisions, quelque commode qu’il puisse paraître, est loin d’offrir la simplicité des mesures métriques, où toutes les convei'sioiis d’unités, soit de longueur, soit de* superficie, s’opèrent par un simple . transport de virgule. Ce système s’est néanmoins conservé dans quelques branches d’industrie, et notamment pour l’évaluation des surfaces de sciage. Le travail du sciage des bois de construction se paie eu raison de l’étendue des surfaces mises au jour par la scie ; les lignes qui terminent ces surfaces continuent, malgré l’adoption des mesures décimales, à s’exprimer le plus souvent en toises, pieds, pouces et lignes ; c’est pour cela que leurs superficies s’évaluent en toise-toises , toise-pieds y toisepouces et toise-lignes. ' <
Dans l’évaluation des surfaces de sciage , la toise carrée prend aussi le nom de brasse.
343. — ÇoROLLiURE II. Deux rectangles sont équivalents loi'sque le produit de leur base par leur hauteur est le même.
Si, quatre longueurs B , H, A, sont en proportion, de manière qu’on ait B : H : : : /e, le rectangle des longueurs extrêmes, c’est-à-dire le rectangle qui aurait pour base B et ix)ur hauteur h , sera équivalent au rectangle des longueui's moyennes , c’est-à-dire au rectangle qui aurait pour base b et pour hauteur H.
Cette considération sert à résoudre les problèmes suivants :
344. — Problème. Étant donné un rectangle ABCD (fig. y construire un rectangle équivalent, dont la base soit une ligne donnée . Cherchez une quatrième proportionnelle (138) aux trois longueurs E F, AB et AD, et donnez au rectangle à construire une hauteur F H égale à cette quatrième proportionnelle ; on aura :
EF : AB:: AD : F H, d’où EFX FH=AB X AD.
Ainsi, la mesure du rectangle EFG H équivaudra à la mesure du rectangle donné ABCD; par conséquent ces rectangles seront équivalents.
Problème, tant donné un rectangle ABCD
Dlqitized by Googlc
Gl^OMKTRlS PLANE. 237
(Jig. 281), construire un carré équivalent. Cherchez une moyenne proportionnelle (1G5) entre la base AB et la hauteur AD du rectangle donné, et construisez un carré E F G H qui ait pour côté cette moyenne proportionnelle. Ou aura
AB ; EF : : EF ; AD , d’où A B X AD =¥f*.
Ainsi la njesure du carré E F G H équivaudra à la mesure du rectangle donné ABCD; ce carré sera donc équivalent à ce rectangle.
Remarque. On nomme en général quadrature le problème qui consiste à chercher un carré équivalent en superficie à une figure donnée. La quadrature d’un rectangle s’obtient, d’après ce qui précède, en cherchant une moyenne proportionnelle entre sa base et sa hauteur.
346. — pROMLÉME. Construire un rectangle équivalent k un carré donné ^ et dont les côtés adjacents fassent une somme égale à une ligne donnée. Sur une droite A B (fig. 282), égale à la ligne donnée, comme diamètre, on on décrit une demi-circonférence. A l’extrémité A de ce diamètre, on élève une perpendiculaire AC égale au côté du carré donné. On mène par le point C une parallèle à A B; cette parallèle rencontre Ja circonférence en un point D. De ce point on abaisse sur le diamètre une perpendiculaire DP. Les deux segments A P' et PB satisfont à la question , car leur somme équivaut à AB, c’est-à-dire à la ligne donnée; et comme DP est moyenne proportionnelle entre ces deux segments (164 , Coroll.) , on a : ,
AP : DP : : DP : PB , d’où AP X PB = DP’ =Tc’,
c’est-à-dire que la mesure du rectangle qui aurait AP pour hauteur et PB pour hase, équivaut à la mesure du carré qui a pour côté AC, c’est-à-dire à la mesure du carré donné. Le rèctangle construit sur AP et P B équivaut donc au carré donné.
Remarque. Soit AC' égal à la moitié du diamètre A B, c’est-à-dire au rayon AO; par le point C' menons une
GÉOMÉTBIE PLANE. 230
On démontrerait absolument de la même manière, que deux parallélogrammes de meme base sont entre eux comme leurs hauteurs.
Si les bases et les hauteurs sont égales, les parallélo< gi’ammes sont équivalents.
Remarque. La quadrature d’un parallélogramme s’obtient comme celle d’un rectangle en cherchant une moyenne proportionnelle entre la base et la hauteur. Car si B désigne toujours la base, H la hauteur, et que C soit tme moyenne proportionnelle entre B et H, on aura :
B : G : : C : H , d’où'c* = B X H ,
c’est-à-dire que la mesui'e du carré qui a pour côté C , équivaut à la mesure du paraliélogranuike proposé ; et que , par conséquent , ce carré est équivalent à ce parai- . lélogramnie.
848. — Tbëorëme. Tout losange équivaut à la moitié du. rectangle construit sur ses deux diagonales* Car, soit le losange A BCD (fig. 192) ; la diagonale A G le partage en deux triangles isocèles égaux ABC et AD C. Les deux diagonales étant perpendiculaires entre elles (233), et se divisant mutuellement en deux parties égales au point
O, l’aire du triangle ABC a pour mesure ou
La *omme des deux triangles ABC et ADC, c’est-à-dire le losange ABCD, a. donc pour valeur le double de cette expression , ou ^ ^ ' , ou enfin J et équivaut par conséquent à la moitié du
rectangle construit sur les diagonales AC et BD.
CoHOLi.iUBE I. Pour obtenir l’aire d’un losange , on peut donc faire le produit de ses deux diagonales , et diviser ce produit par 2. Si, par exemple, l’une des diagonales a 5® et l’autre 11“,- l’aire du losange vaudra ,
ou 27“ ',50.
CoROLLAiRS II. Four obtenir la quadi*atui% d’un lo»
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sange , il suffît de chercher une moyenne proportionnelle entre l’une des diagonales et la moitié de l’autre.
Remarque. Dans le carré qui est aussi un losange, les deux diagonales sont égales; et leur rectangle n’est autre chose que le carré de l’une d’elles. Il résulte par conséquent du théorème précédent qu’un carré est la moitié du carré de sa diagonale.
349. — L’aire d’un trapèze ayant pour mesure le produit de sa hauteur par la demi-somme de ses bases, on obtiendrait le côté d’un carré équivalent en cherchant une moyenne proportionnelle entre la hauteur et la demi-somme des bases, ou, ce qui revient au même, entre la hauteur et la droite qui joint les milieux des côtés non parallèles (321 , Coroll.}.
850. — Théorème. Deux triangles quelconques sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. En effet, si l’on désigne par A l’aire du premier triangle, par B sa base, par U sa hauteur , et par a, ô, h, les quantités analogues dans le second triangle , on aura (822) :
d’où i*ésulle la proportion identique
ou
B XH :
Corollaire. Si les hauteurs sont égales, les deux triangles sont entre eux comme leurs bases. Si les bases sont égales, ils sont entre eux comme leurs hauteurs. S’ils ont même hauteur et même base, ils sont équivalents : ainsi tous les triangles ACB, A CB, A G' B, AC” B, etc. (fig. 283) , qui ont même base A B, et dont les sommets sont situés sur une même parallèle à la base , a} ant dès lors même hauteur, puisque deux parallèles sont partout également distantes , ces triangles sont tous équivalents entre eux.
Remorque. La quadrature d’un triangle s’obtient en cherchant une moyenne proportionnelle entre sa base et la moitié de sa hauteur, ou entre sa hauteur et la moitié de sa base.
351. — Théorème. Deux trianç'les qui ont un anf^le égal sont entre eux comme les produits des côtés qui comprennent cet angle. Soient ABC et DEF (fig. 284) deux triangles qui ont un angle égal , A = D. Prenons A /// = D E , A « = D F , et joignons m n. Les triangles A /n /î et D EF seront égaux comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun.
Cela posé, si l'on tire Cm, les triangles \mn et A //{ C , qui ont même sommet m , et leurs bases A n et A C , sur une même ligne droite , ont nécessairement même hauteur, et sont par conséquent entre eux comme leurs bases ; et Ton a :
Les triangles A /« C et A B C , qui ont même sommet C , et leurs bases A w et A B sur une même ligne droite , ont même hauteur, et sont entre eux comme leurs bases ; on a donc :
Multiplions ces deux proportions terme à terme , et supprimons le facteur A m C qui deviendrait commun aux deux termes du premier rapport , nous aurons :
Amn:ABC::A/i X AwrACXAB
ou, en remplaçant les quantités Amn, An, Am, par leurs égales DEF, DF, DE,
AB :DE::DF: AC
c’est*à*dire qu’ils seraient équivalents si les côtés qui comprennent l’angle égal étaient réciproquement proportionnels.
352. — Théorème. Deux triangles semblables sont entre eux comme les carrés de leurs côtés homologues.
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Soient ABC et abc (fig. 107) deux triangles semblables. Les angles C et c étant égaux, on a, en.vertu de la proposition qui précède ,
ABC; abc ; ; AC X BC : «r X . (1)
La similitude des deux triangles donne la proportion
AC;âc::BC;/->e . . . . (2) mais on a aussi la proportion identique
AC : c : : A C ; rt e . . . • (3)
multiplions terme à terme les deux porportions (2) et (3) il vient
: ôc" ; ; A c X B C : « c y^hc . . . (4)
Les proportions (1) et (4) ayant un rapport commun , les deux autres rapports sont en proportion, et l’on a
ABC : «6c AC’ ; ac.
On démontrerait de même , ou l’on conclurait sans peine de ce qui précède , qu’on a également ^
abc : a&c ::YC’ : ^’et ABC : A'B’ . ab' .
CoBOLLAmE. Si l’on a AC = 2. « c, il en résulte
abc : abcw 4. ac : ac ou : : 4 ; 1,
c’est-à-dire que si les côtés de l’un des deux triangles sont le double des côtés homologues de l’autre, laire du premier est quadruple de celle du second.
Si l’on avait A C = 3. « c , il en résulterait . .
abc ; «ôc :: 9 : 1 ,
et ainsi de suite. ■ .
Appeicatiox. Quand on copiesur le papier un triangle tracé sur le terrain , en adoptant 1 ecUelle d un millimètre par mètre, on a AC = 1000. «c, et consequem-
ABC
c’est-à-dire que l’aire du triangle tracé sur le papier est la millionième partie de celle du triangle trace sur le terrain.
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Si l’on évalue en millimètres carrés l'aire tlu petit triangle , en multipliant celte aire par 1000000, on aura celle du grand triangle. Remarquons que cette multiplication revient à regarder les millimètres carrés comme des mètres carrés; car un mètre valant 1000 millimètres, un mètre carré vaut 1000 X 1000 millimètres caiTés, ou 1000000 de millimètres carrés.
353. — XiiÉonÉME. Le carré construit sur l’hypothéniise d’un triangle rectangle équivaut a la somme des canvs construits sur les deux autres côtés. Soit ABC ( fig. 285 ) un triangle rectangle en B ; et soient A C F E , C BRI., ABOI , les carrés construits .sur l’hypothénuse et sur les deux autres côtés. Du sommet de l’angle droit abaissons sur l’hypothénuse la perpendiculaire BD, et prolongeons cette perpendiculaire jusqu’en H. Le canx* A CFE .se U*ouvera partagé en deux rectangles A DUE et CD H F.
Le carré A BG I et le rectangle ADH E sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs, et l’on a
ABGl : ADHE :: AI X AB : AE X AD,
ou, en remplaçant AI par son égal AB , et AE par son égal AC,
ABGI : ADHE ::ÂB* : AC X AD . . (1)
Or, la similitude des triangles ABD et ABC ( 510 ) donne la proportion
AC: AB :: AB : AD, d’oùÂl’*=ACX AD.
Dans la proportion (1) les deux termes du second rapport sont donc égaux, et il en résulte que les deux termes du premier le sont aussi|, et que le carré ABGI est équivalent au rectangle ADHE.
On démontrerait de même que le carréBCLK est équivalent au rectangle C D H F. La somme des deux carrés ABGI et BCLR équivaut donc à la somme des rectangles À DH E et CDH F, c’est-à-dire au carré ACF E.
Corollaire. Les rectangles ADHE et CDH F ayant même hauteur DH, .sont. entre eux comme leurs bases
Di:
AD et CD;' mais ces rectangles étant équivalents aux «arrés A B G I et B C L K, il s’ensuit que ces carrés sont «ntre eux comme les segments AD et G Dde l'bypothénuse.
Remarque. Nous avions déjà, au n* 210, démontré le théorème précédent et son corollaire, à l’égard des carrés des côtés supposés réduits en ncunbre. Ces propositions s’étendent, comme on devait s’y attendre, aux superficies elles-mêmes dont les carrés de ces nomln’cts sont la mesure.
Elles fournissent le moyen de résoudre plusieurs pro- . blêmes utiles.
364. -^PaoBLËME. /'’â/re un carré équivalenth la somme de deux carrés donnés. Désignons par M et N les côtés des deux carrés donnés. Sur les côtés d’un angle droit , prenons à part i r du sommet les lougueu rs B A ^ M(fig. i 68) et BC = N; tirons AG, qui sera le côté du carré demandé , car on aura , en vertu du théorème précédent :
' 'ÂC* = BÂ’ -f- BC’ ="M* -hN\
Corollaire. On pourrait, de la même manière, faire un carré équivalent à un nombre quelconque de carrés donnés. Pour cela, soient M, N, P, Q, etc. , les côtés des carrés donnés ; on fera d’abord un carré X* équivalent à la somine des carrés^ et^’; puis un carréT^*, équivalent à la somme des carrés X* et P’ ; puis un cairé équi-
valent à la somme des carresT’ et Q*; et ainsi de suite. On aura évidemment
IL* 4-"N* ; Ÿ’ 4- P’ =*M* -t- N’ -h P* ;
Z’ =*Y’ + Q’ = 4- P’ + Q’ ; et ainsi de suite.
355. — Problème. Faire un carré équivalent à la dif^ férence de deux carrés donnés. Désignons par M et N les côtés des deux carrés donnés; et soit M le plus grand. Sur l’un des côtés d’un angle droit ABC ( fig. 158 } pre>nons,à partir du sommet, une longueur B A = N. Du point A comme centre, avec un rayon égal à M , décrivons un arc de cercle qui coupera l'autre côté de l’angle
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droit en un point C. La longueur B C sera le côté du carré demandé. (!ar si l’on joint A C, on aura
ÂC’ = B A’ +1ÎC’ , d’oîi BC* =TC’ — "BÂ’ = M’ — ?î’.
356. — PnOBLËME. Faire un carré qui soit à un carré donné comme m est à n. Les quantités m et n peuvent être des lignes ou des nombres; .si ce sont des nonibres , on pourra les remplacer par des lignes qui contiennent chacune une même longueur convenue, autant de fois que ces nombres contiennent d’unités.
Soit donc M le côté du carré donné. Sur une droite indéfinie, prenez une longueur AB (fig. 286) égale à//, et une longueur B C égale à ///. Sur AC comme diamètre décrivez une demi-circonférence. Au point B élevez la perpendiculaire BD. Tirez DA et DC. Prenez sur DA une longueur DE égale à M. ÎBenez EF parallèle à AC; cette parallèle coupera DB en I et D C en F. La longueur DF sera le côté du carré demandé.
En effet, l’angle AD C , inscrit dans un demi-cercle, est droit; d’ailleurs DB est perpendiculaire sur AC et sur sa parallèle EF; on a donc (352, Coroll.) :
DF* : Ï5Ë* :: IF :IE
mais les parallèles EF et AC étant coupées proportionnellement par les sécantes DA,DB,DC issues d’un même point (147), on a:
IF : I E : : B C : B A ou : : m : « ; donc , à cause du rapport commun
ou , puisque DE est égal à M ,
DF* : M* : : m : n.
Corollaire. On peut, par cette construction , faire un carré qui soit le double , letriple, le quadruple d’un carré donné, etc., ou qui en soit la moitié, le tiers, le quart, etc.
Application. Cette construction peut devenir utile pour la réduction d’un dessin. Supposons, par exemple, qu’on veuille , par la méthode des carreaux (261 ) , ré-
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duire uiv dessin , de mânière que la slipet* Seie soit lés J de ce qu’elle était d’abord. Après avoir enveloppé le modèle d’un carré quelconque, dont le côté peut être représenté par M comme ci-dessus , on aura à trouver un carré qui soit les | du premier. Dans ce cas particulier , le rapport m ; n devra être remplacé par le rapport f : 1 ou 3 : 6. Ayant déterminé D F d’après cette condition , comme nous l’avons indiqué ci-dessus , on construira un carré sur cette ligne , et c’est dans ce carré que devra se faire la copie.
Remarque. Dans quelques cas particuliers, on peut éviter la construction précédente.
Si AB CD (fig. 198) est le carré donné , et que l’aire d\i carré demandé doive être le double de celle de A BCD; tirez la diagonale AC , ce sera le côté du carré demandé. Car dans le triangle isocèle rectangle ABC, on a À C’ = AB’-t-BC* = 2. A B*. Ainsi, le carré fait sur ACestle double du carré fait sur AB, c’est-à-dire le double du carré donné.
Si le carré cherché doit être le triple du carré donné, soit M le côté de ce carré donné : sur une même droite prenez deux longueurs B D et DC (fig. 287) égalesà M. Des points B et C comme centres , avec B C pour rayon , décrivez deux arcs qui se couperont en un point A. Joignez AD, ce sera le côté du carré cherché; car, d’après la construction, le triangle ABC est équilatéral , et AD est perpendiculaire sur B C ( 182, Rem. IV ) ; on a donc, en vertu de la remarque II du n® 326,
AD : B D : ; 1 , ou AD* : ¥d* ; ; 3 : 1 ,
c’est-à-dire ÂD* :’M* : : 3 : 1 ;
le carré construit sur A D sera donc le triple du carré
donné.
Si le carré cherché doit être le quadruple du carré donné, prenez le double du côté M du carré donné, ce sera le côté du carré cherché; car son aire équivaudra à 2M X 2M ou 411*.
Si le carré chei*ché doit être la moitié seulement du
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carré donné ÀBC D (fig. 193) , prenex la moitié de sa diagonale A C , ce sera le côlé du carré cherché; car
l’aire de ce carré aura pour mesure ^ x ^ ou-^; or,
nous avons vu que AG’ *= 2;AB’; l’aire en question sera
donc équivalente à ■— — ou à c’est-à-dire à la moitié du carré donné.
Si le carré cherché doit être le tiers du carré donné dont nous représenterons le côté par M, prenez B C ( fig. 287 ) égal au double de M , et achevez , comme plus haut, le triangle équilatéral ABC. Des points A et B abaissez sur les côtés opposés les perpendiculaires AD et BE. Ces perpendiculaires se couperont en un point O, la longueur OD sera le côlé du carré cherché; car les triangles rectangles B AD et CAD étant égaux, comme ayant l’hypothénuse ^ale et un côté commun , l’angle B A D e.st la moitié de l’angle BAC, et vaut conséquemment ^ d’angle droit. On en peut dire autant de l’angle CBE. Les triangles ABD et OBD sont donc équiangles , et par suite semblables , et l’on a la proportion :
OD: BD :: BD : ADoii"ÔD* : BD* • = BD* : AD*; mais BD’ est le tiers de AD’, ainsi que nous l’avons rappelé tout à l’heure , donc O D’ est aussi le tiers de B D’ ou de M’. Aitosi le carré construit sur OD sera le tiers du carré donné.
Enfin , si le carré cherché doit être le quart du carré donné dont le côté est M , prenez la moitié de M , ce sera le côté du carré cherché; car l’aire de ce carré aura
pour valeur - X “ ou
857. — TUéouëme. Le carré construit sur la somme de deux lignes équivaut au carré construit sur la première , • plus le carré construit sur la seconde , plus deux fois le rectangle construit sur ces deux lignes. En effet , soient AB et BC (fig. 288) ces deux lignes. Construisons le carré ACGI; prenons AE c= AB; menohs EF parallèle
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à AC, et B H parallèle à AI. Tous les angles de la figure seront droits. Les droites A E, BD, DF seront égales entre elles, comme parallèles comprises entre parallèles : il en/sera de même des droites AB, ED, I H; et comme AE égale AD, les droites AE, BD, CF , ED, IH sont toutes égales à A B.
Les droites El, DH, E G sont égales entre elles comme parallèles comprises entre parallèles; il en e.st de même des droites BC, DF, H G. D'ailleurs, comme on a Al==AC,puisqueACG est un carré, etAE=AB, il en résulleAI — AE == AC — AB , ou Et=BC. Ainsi les droites E I , D H , F G, D F, H G sont toutes égales à B C.
Il suit de là : que A B D E est le carré construit sur A 6 ; que DF G H est égal au carré construit sur BC; que EDHl est égal au rectangle construit sur AB et sur B C; et qu’il en est de même de B CFD.
Or la somme de ces quatre figures forme le carré A C G I ; le carré construit sur la somme A C des deux lignes A B et B C équivaut donc au carré de AB plus le carré de B C , plus deux fois le rectangle construit sur AB etBC.
CoBOLLAiRE. Si l’on remplace ces diverses figures par leur mesure, on obGent :
AC’=Xb’+BG" + 2. AB XBC.
Application. Supposons, par exemple, qu’un carré ait 8“ de côté , sa superficie sera de 8 X 8 ou 64 mètres carrés. Si l’on augmente son côté de 3>n , sa superficie augmentera, d’après le théorème précédent , du carré de 3®, c’est-à-dire de 9*“':, plus de deux fois le produit de 8"> par 3“», c’est-à-dire de deux fois 24“-« ou de 48“et l’on aura :
(8'" X 3“)’ = 64"> c-f- 9m.c_1_4gm.c5
et en effet , chacun des deux membres de cette égalité vaut 121'“'=.
358. — Théorème. Le carré construit sur la différence •de deux lignes , équivaut au carré construit sur la plus grande , plus le carré construit sur la plus petite , moins .deux fois le rectangle construit sur ces deux lignes.
En effet, soient AB et BC (fig. 289) ces d^ix lignes. Construisons les carrés ACKHet ABDE.Onaura AE*=AB et AH i*s AC, d’où
AE — AH.=,AB — AC ouHE = BC.
Prolongeons DE et KH de quantités E F et H G égales à, B C , et joignons F G. La figure E F G H sera un carré (234) égal à celui qui serait construit sur B C.
Prolongeons C K jusqu’à la rencontre de DE en 1 ; la droite DB étant égale à AB, puisque ABDE est un carré, le i*ectangle CB DI est égal à celui qui serait construit sur AB et B C.
On a ID = BC; mais on a aussi FE = BC; donc FE = ID; donc aussi FI = ED = AB : d’ailleurs, FG=HE = BC. Le rectangle G Kl F est donc égal à celui qui serait construit sitr A B et sur BC.
Or le carré AC KH équivaut évidemment au carré ABDE, plus le carré E F G H , moins le rectangle C B D I , moins encore le rectangle GKÏF. Donc le carré construit sur AC, différence des lignes AB et B C, équivaut au carré construit sur A B, plus le carré construit .sur BC, moins deux fois le rectangle construit sur A B et B C.
CoaoLLAiBE. Si l'on ix^mplace ces diverses figures par 1 eur mesure , on obtient :
ÂC’ «= AB’ -4-'BG’ — 2. AB X BC
Application. Supposons, par exemple, qu’un cari'é ait 8'“ de côté , et par conséquent 64'“ ^ de superficie. Si l’on diminue son coté de 3'“, sa superficie , d’après le théorème pi-écédent , augmentera d’une part du carré de 3™, c’est-à-dire de 9"* ®, et diminuera de l’autre de deux fois le produit de 8>“ par 3'", c’est-à-dire de 48'“- “ ; et l’on aura :
et en effet , chacun des deux membres de cette égalité équivaut à 25'“- «. . .
359. — Théorème. Dans tout parallélogramme ^ la somme des carrés des côtés équivaut à la somme des car~
rês des diaç^onales. Soit A B C D (fig. 290) im parallèle-gramme quclcooque. Tirons les diagonales AC et BD. Par le point A menons A I perpendiculaire sur le prolongement de DC. et par le point D menons DH perpendiculaire sur AB.
Dans le triangle AD I on aura (353) :
AD’ = AI* -h ID’ (1)
Dans le triangle A C I on aura :
TC’ ="ÂÏ* -f- ÎC’ (2)
mais I C étant la somme des lignes 1 D et DC, on a , en vertu du théorème du n“ 357 :
iC’ =Td* H- DC’ + 2. 1 D X D C.
L’égalité (2) devient donc
AC’ =ÂÏ’-f-lï)’ + DC’-h2.1DxI>C, ou , en ayant égard à la relation (1) ,
TC’=ÂD’-|-Ërc’ 4-2.1 D X DC. . . , (S)
Dans le triangle DH B, on aura
D^’ = 'DH’4-HB’ (4)
Dans le triangle AD H , on aura aussi
AD’ = DH’ 4- ÂH’ (5)
Mais la droite II B étant la différence des droites A B et AH, on a , en vertu du théorème du n® 358 ,
W =Tb’ 4-ÂH’ — 2.AB X AH.
L’égalité (4) devient donc
DB’ =Ï5h’ 4-^’ -t-ÂTli’ — 2.AB X AH, ou , en ayant égard à la relation (5) ,
DB’ = AD’ 4- ÂÜ’ — 2. AB X AH
Or, les parallèles comprises entre parallèles étant égales , on a
AH = ID, DH — Al et AB = DC
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Lvgalité precedente peut donc s’écrire:
■dB’ =1ÎC’ +Tii" - 2.DC X ID. . . . (7)
Si l’on ajoute mcntbre à membre les égalités (3) et (7) , le dernier terme de chaque second membre étant égal de part et d’autre et de signe contraire, disparaît, et il reste
AC* = DB’ = AD’ + DC* +'BC* +'ÂB
ce qui revient à l’énoncé du théorème.
Corollaire. D’après ce théorème, connaissant deux côtés consécutifs d’un parallélogramme et Tune de scs diagonales, on peut calculer l’autre. Supposons, par exemple, qu’on ait A B = 30“* , A D = 20"> , et B D = 26'" ; il en résultera
A C* 4-676'" «= 400'" « -f-900'" c4-400"' " 4-900'" «= 2600'" d’où AC*= 2600'" c — 676"": = 1924*" =, et AC =43'", 8.
Remarque. Les deux triangles A D C et D A B ont deux côtés égaux chacun à chacun, savoir AD commun, et DC t= AB. Mais l’angle compris entre ces côtés est obtus dans l’un de ces triangles, et aigu dans l’autre, puisque ces deux angles sont supplémentaires. La relation (3) nous apprend que dans un triangle qui a un angle obtus , le carré du côté opposé à cet angle équivaut à la .somme des carrés des deux autres côtés, deux fois le rectangle construit sur l’un de ces côtés et la distance comprise entre le .sommet de l’angle obtus et le pied de la perpendiculaire abaissée sirr c*e côté par l’extrémité de l’autre. Ainsi , dans un triangle qui a un angle obtus , le carré du côté opposé h cct angle est plus grand que la somme des canés îles deux autres.
La relation (6) nous montre que le caiTé du côté opposé à un angle aigu équivaut à la somme des carrés des deux autres moins deux fois le rectangle construit sur l’un de ces côtés , et la di.stance comprise entre le sommet de l’angle aigu que l’on considère , et le pied de la perpendiculaire abaissée sur ce côté par l’extrémité de
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l’autre. Ainsi le carré du côté opposé à un angle aigu est plus petit {pte la somme des carrés des deux autres.
Si donc, dans un triangle, le carré d’un côté équivaut à la somme des carrés des deux autres , il faut que l’angle opposé à ce premier côté soit droit.
360. — • PBOBL.ËME. Changer un polygone donné en un l»dygnnc équivalent , qui ait un côté de moins. Soit A ]{ CD K F Ôig* 291) le polygone donné. Tirons la diagonale AC; jiar le point B menons une parallèle à A C qui rencontre en Ile prolongement du côté AF; et tirons IC. Le polygone ICDEF, qui a un côté de moins que le polygone donné, lui est équivalent.
^En effet, ces deux polygones ont une partie commune A C D E F ; et ne diffèrent que par les parties restantes ABC et A I C. Or, ces parties restantes sont des triangles qui ont même base A C , et leurs sonunets B et I sur une même parallèle à la base; ils ont donc même hauteur, et sont par conséquent équivalents (350). Les deux polygones ABCDEF et ICDEF sont donc équivalents aussi.
Remarque. U est bon d’observer que ce procédié s’ap?» pliquerait également à un polygone qui ne serait point convexe.
Soit , eu effet, A BC D £ F G (fig. 392) un polygone qui a un angle rentrant ABC : l’emploi du procédé ci-dessus va faire disparaître cet angle rentrant. Tirons AC; par le point B menons BI parallèle à AC, et joignoasl C. Les triangles ABC et AlC ont même base AC; leurs som** mets sont sur uim même (Kirallèle à la base ; ils ont donc même hauteur, et sont équivalents. Or, si de la figure totale A CD EFG, on retranche le triangle ABC, il reste le polygone donné A B C D E F G ; mais si de la même figure totale A C D E F G on retranche le triai^le A I C , il reste le polygone ICDEF G. Ce polygone est donc équivalent aaqxdygone proposé; en outre il a un côté de moins , et n’a plus d’angle rentrant.
CoaoLnAiB£. En répétant l’opération précédente un nombre suffisant de fois, on pourra toujours réduire le polygone donné à n’avoir que trois côtés. Or, <m sait
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trouver un carré équivalent à un triangle donné (350) ; la quadrature d’un polygone quelconque peut donc s’cfrectuer par une suite d'opérations rigoureuses (abstraction faite des erreurs graphiques). »
Remarque. Lorsque les côtés du polygone proposé scmt nombreux , en répétant la construction précédente autant de fois qu’il est nécessaire pour convertir le polygone en un triangle, il en résulte un pen de confusion dans les lignes. Alais plusieurs de ces lignes peuvent être omises, et la construction revient à ce qui suit.
Soit ABCDEFG (fig. 293) le polygone proposé. Par un même sommet A menons les diagonales AC, AD, AE, ÀF. Prolongeons les côtés DC, ED, FE, GF comme l’indique la figure. Menons ensuite successivement B H parallèle à A C; HI parallèle à AD; IK parallèle à A E ; K L parallèle à A F ; et joignons A L. Le triangle A L G sera équivalent au polygone proposé.
■Cette construction serait encore applicable dans le cas où le polygone proposé aurait des angles rentrants. Rien n’empêche d’ailleurs de les faire préalablement disparaître.
361. — Théorème. Deux polygones 'semblables sont entre eux comme les carrés de leurs côtés homologues y ou de leurs diagonales homologues. Soient A B C D E et abcde (fig. 202) deux polygones semblables. Si l’on tire par deux sommets homologues Aet les diagonales homologues AC,ac,AD,af/,les polygones se trouveront partagés en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés.
' Les triangles ABC et abc étant semblables, on aura, ^en vertu du théorème du n° 352 ,
ABC : abc :: AB’ : nô’ (1) <■
Les triangles ACD et «crf étant semblables, on aura de môme:
ACD : acd -.-. CD’ ; ,cd\
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Or, à cause de la similitude des polygones , nn a CD : crZ : : AB : d où CD’ : c“77’ : :TB’ ; ;
donc A CD : acd : î A B’ : aè’ (2)
On obtiendrait de même :
A DE : ade AB’ : «Z»’, (3)
Les proportions (1),(2),(3) ayant un rapport commun , on en déduit cette suite de rapports égaux:
abc : ahc w ACD : acd : ; ADE : adc;
mais, 'dans une pareille suite de rapports égaux, la somme des antécédents est a la somme des consefjueu^ comme un antécédent est a son conséquent. En appliquant ce principe on obtient :
ABC4-ACD4-ADE : abc-\~acd-\-ade : : ABC : abc^ ou , ce qui revient au même ,
ABCDE : ahcdc ; : ABC : abc (4)
Les proportions (1) et (4) ayant un rapport commun , les deux autres rapports sont en proportion , et l’on a :
ABCDE : abcdc^CkW : âb\
D’ailleurs on a
' AB : . BC : Z»c AC : ne, etc.,
d’oii' AB* : aZ>* donc
ABCDE : ahcdc :
:: BC’ : hc ;; AC* : acy etc.;
1 AB \ ab ; : BC \ bc II AC ac y etc«
Application. Lorsqu’on a levé le plan d un terrain , on connaît le rapport qui existe entre un côté quelconque du polygone tracé sur le terrain et le côté homologue du polygone tracé sur le papiei*. î^pposons , par exemple, que AB et a b étant deux cotés homologues, on ait AB = rtZ» X « { « «tant un nombre qui dépend de l’échelle de réduction adoptée); il en ré*!> sultera ^
Ah* = «^*X«'.
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Les aires des polygones sont donc entre elles comme
al^ esl à OU comme n est à 1.
il suflit donc, pour obtenir Faire du polygone tracé sur le terrain, d’évaluer celle du plan, et de la multi"
plier par
Quand on adopte l’échelle d’un millimètre par mètre, on a
/? = 1000, et n’ = 1 000000.
Il faut donc, dans ce cas, |K)ur avoir l’aire du terrain, multiplier celle du plan par 1000000 , ce qui revient , comme nous l’avons fait voir au n° 352 , à considérer les millimètres carrés comme des mètres carrés.
Quand on adopte une échelle de 2 millimètres par mètre , on a
lOOO . lOOOOOO
, n — — , et «* = — — .
On a donc à multiplier l’aire du plan par 1000000 et à diviser le produit par 4 , ce qui revient à la diviser d’abord par 4 , et à considérer ensuite les millimètres carrés comme des mètres carrés.
Si l’on adoptait une échelle d’un demi-millimètre par mètre , on aurait
n = 2000 , et n* = 4000000.
On aurait donc à multiplier l’aire du plan par 4000000^, ce qui reviendrait à la multiplier d’abord par 4, et à considérer ensuite les millimètres carrés comme des mètres carrés.
Mais en général , quelle que soit la longueur conventionnelle qui représente le mètre, le carré construit sur cette longueur représentera le mètre carré. On n’aura donc qu’à se servir de ce carré comme unité d’aire pour évaluer la superficie du plan , ce qui sera toujours facile puisque tontes les lignes de la figure sont évaluées en unités de longueur égales au côté de ce carré.
362. — Problème. Construire un polygone semblable à un polygone tlonné, et dont l’aire soit à celle de ce polygone dans le rapj irt de m à n. Soit AB (Cg. 202) l’un
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des côtés du polygone donné ; la question se réduit à trouver le côté homologue ah du polygone demandé; car sur ce côté homologue, s’il était connu, on n’aurait plus qu'à construire un polygone semblable au polygone donné, problème que nous avons appris à résoudre (250).
Appelons P l’aire du polygone donné, p celle du polygone cherché. D’après la nature de la question , on doit avoir
mais, à cause de la similitude des polygones, on doit avoir aussi
et , à cause du rapport commun à ces deux proportions, il f^aut qu’on ait
La question est donc ramenée à trouver le côté d’un côté dont l'aire soit à celle d’un carré donné comme m est à n. Ce problème a été résolu au a° 35G.
Applicatioiv. On aurait à résoudre un problème de ce genre si l’on cherchait quelle échelle de réduction on doit adopter pour que l’aire d’un plan soit à celle du terrain qu’il représente dans un rapport déterminé.
Supposons , par exempte , qu’on veuille faire en sorte que l’aire du plan soit la 40000« partie de celle du terrain, il faudra qu’on ait
AB
Mais ici la solution graphique étant impraticable, il faudrait extraire la racine carrée de chaque terme de la proportion ci-dessus, ce qui donnerait
aô ; AB 1 : V^^OOOO.
Dans l’exemple particulier que nous avons choisi, la racine carrée s’extrait immédiatement, et l'on trouve
aô : AB : : I : 200.
Il faudrait donc que chaque ligne du plan fût la 200® partie de la ligne homologue du terrain. Or la 200* partie d’un
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mèlre, ou de 1000 millimètres, est 5 millimètres. L’échelle à adopter serait donc de ■'> millimètres par mètre.
363. — Tuéoréme. Les aires fies polygones réguliers fT un même nombre de côtés , sont entre elles comme les carrés de leurs côtés , ou de leurs rayons , ou de leurs apothèmes. Soient A B et a 6 (fig. 216) les côtés de deux polygones réguliers d’un même nombre de côtés , et par conséquent semblables (269) ; soient AO et ao leurs rayons , O H et o A leurs apothèmes , et appelons P et p leurs aires.
En vertu du théorème précédent on aura :
V \p \ :'ÂB’ : (1)
La droite AH étant la moitié de AB, eXah étant aussi la moitié de ab, puisque l’apothème divise le côté en deux parties égales (97) , il en résulte :
AH : flA : : AB : «i, et ÂTr : : AB’ ~b\ . . . (2). A cause de la similitude des polygones, d’où résulte celle des triangles A O H et « o A , on a aussi
AH : a h : -. KO : ao : : OH: oh,
d’où
Th’ : : AÔ’ CJo : : 5h’ : '^h\ . . . (3)
Si l’on a égard aux rapports communs entre les proportions (1), (2) et (3) on en tire
V : P : : AB* : ab^ : : A O’ : « o’ : : O H* :oii
ce qui revient à l’énoncé du théorème.
Remarque. On trouve , par des méthodes trigonométaiques, qu’en prenant pour unité d’aire le carré du côté d’un polygone régulier, l’aire de ce polygone est exprimée par les nombres suivants :
Nombre des cdtrs.
Valeur de l'aire.
. . o,433o > . 1,0000 , . i,7ao5 , . 2,5^8 (
Nombre îles côtés.
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lO
la
etc.
Y.nlrur de l’.iire.
4,Sa84
. ao.iogS etc.
Pour obtenir à l’aide de cette table l’aire d’un polygone régulier d’espèce déterminée dont le côté est donné, il faut multiplier le carré de ce côté par le nombre que fournit la table. Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de mesurer la supertioie d’une pièce d’eau , dont la forme est celle d’un octogone régulier de 3»" de côté. Appelons A l’aire cherchée. L’aire de l’octogone régulier qui a pour côté 1 , est, d’après la table ci-dessus, 4,8284. En vertu du théorème précédent on doit donc avoir
d’où A = 9'“ c X 4,8284 = 43'“ «,45.56.
364. — L’aire d’un polygone régulier ayant pour mesure la moitié du produit de son périmètre par son apothème (326) , on obtiendrait sa quadrature en cherchant une moyenne proportionnelle entre la moitié de son périmètre et son apothème.
365. — Théorème. Les aires des cercles sont entre elles comme les carrés de leurs rayons ou de leurs diamètres. Appelons A et a les aires de deux cercles, R et r leurs rayons , D et d leurs diamètres. ÏNous aurons (327)
A = 'îi- X R® et rt = -T X 11 en résulte la proportion
\ a \ \ T Xi f\* : -TT X ,
OU y en supprimant le facteur , commun aun deux termes du second rapport :
De plus , le diamètre él,ant le double du rajon^ on a évidemment
D : : R : r, d’où D* : ri* : : R* ; r*. • . (2)
à cause du rapport commun entre les proportions (!) et (2) , il vient donc
A : rt : : D* : f/*.
366. — Problème. Décrire un cercle dont l’aire soit à celle d’un cercle donné , dans le rapport dexoà n. Appelons R le rayon du cercle donné, x le rayon du cercle cherché; on devra avoir, en vertu du théorème précédent ,
La question est donc ramenée à trouver le côté d’un carré dont l’aire soit à celle d’un carré donné comme m est à n (?wjez le n“ 356).
367. — Problème. Décrire un cercle dont l’aire soit équivalente à la somme des aires de deux cercles donnés. Placez à angle droit les diamètres A B et B C (fig. 294) des deux cercles donnés, et joignez AC, qui sera le diamètre du cercle demandé. Car, si 0 , 1 , 11 sont les milieux des côtés AB, BC, A C, on aura î
Xc' Tb* 4-"bc\ ou 4. TH’ « 4. TÔ* 4- 4.‘bÏ* ; ou , en divisant de part et d’autre par 4,
AH* =» ÂÜ* -f-¥ï* ;
puis, en multipliant de part et d’autre par w ,
-TT X ÂH* = ^ X TÔ’ 4- ’r X
c’est-à-dire
cercle A II = cercle AO 4- cercle BI.
Remarque. Décrivons les demi-cercles knpC., A NB et BPf:. D’après ce qui précède, l’aire du premier équi-
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vaudra à la somme des aires des deux autres. Mais le premier demi-cercle a avec les deux autres les parties communes AnBA et B;r?C B : il faut donc que les parties restantes soient égales. Or, ces parties restantes sont , d’une part, le triangle ABC, de l’autre, les lunules ANB«A et BPC/>B. Donc la somme de ces lunules équivaut au triangle ABC.
368. — Problème. Décrire un cercle dont Taire soit équivalente h la différence entre les aires de deux ccr~ des donnés. Plaçons les cercles donnés de manière que leurs centres coïncident. Soit O (fig. 295) ce centre. Par un point quelconque A de la circonférence extérieure , menons une tangente A T à la circonférence intérieure : cette tangente sera le rayon d’un cercle équivalent à la différence des cercles donnés , c’est-à-dire à l’aire de la couronne circulaire comprise entre leurs circonférences. Car, si l’on tire les rayons OA et OT, le triangle ATO étant rectangle en T (101) , on aura :
ÂÔ* =ÂT’ -Tôt’ , d’où Aï’ = ÂÔ’ — ÏÏï’ ; ou , en multipliant de part et d’autre par nt ,
^ x'ÂT’ = xXô’ — ^ x’TTr’,
c’est-à-dire
cercle AT = cercle AO — cercle O T.
369. — Le problème de la quadrature du cercle a eu jadis une grande célébrité. Ce problème est au fond le même que celui de la rectification de la circonférence y car si l’on savait trouver rigoureusement une droite de môme longueur que la circonférence, en cherchant une moyenne proportionnelle entre celte droite et la moitié du rayon, on aurait le côté du carré équivalent à l’aire du cercle. En effet, soit c cette moyenne proportionnelle, et R le rayon du cercle , on aurait
2 ■a' X R : c : : c : —, d’où c* = 2 -a- x 1^ X —,
ou c* == w X R*,
c’est-à-dire que le carré qui aurait pour côté c éqqivaudrait à l’aire du cercle qui a pour rayon R.
On démontre que la rectification de la circonférence ne peut s’effectuer par aucune opération graphique rigoureuse. La quadrature du cercle est donc désormais une question oiseuse. En supposant d’ailleui*s sa solution rigoureuse possible, elle ne conduirait pas dans la pratique, vu les erreurs' graphiques inévitables, à une approximation plus grande que celle à laquelle on peut parvenir.
En effet , la relation
c*= 'îtXR* ou c*=« R* X donne c = R X “v»
ouc = R X V^3.141592653589... c=R X 1J724588...
Pour obtenir dans chaque cas le côté du carré équivalent à un cercle, il faut donc multiplier son rayon par le nombre constant 1,7724538... Si, par exemple, le rayon a 10 mètres, le côté du carré cherché aura 10“ X 1,7724538... ou 17“, 724538... c’est-à-dire 17“,724 environ.
370. — A défaut d’une solution graphique rigoureuse de la question , on a cherché des solutions approchées qui permissent , en cas de besoin, d’éviter de recourir aux mesures. On a proposé à cet effet différentes constructions qui fournissent un résultat plus ou moins approché. Nous proposerons la suivante qui conduit à une approximation plus que suffisante.
Soit AMBN (fig. 296) un cercle, AB un diamètre, AT une tangente indéfinie menée à l’extrémité du diamètre. Prenons O I égal à la sixième partie du rayon OB; du point I comme centre , avec une ouverture de compas égale au double du diamètre AB , décrivons un arc de cercle qui coupera la tangente en un point T; joignons TB qui coupera le demi-cercle en un point M : là corde AM sera le côté du carré équivalent au cercle, à moins d’une demi-unité du cinquième ordre décimal.
En effet, pour plus de simplicité prenons le rayon pour unité , nous aurons
AI«|; AB=2; TI
Le triangle rectangle ATI donne '
AT’ =‘tÏ’ — ÂÏ’ = 16 —
Le triangle rectangle AT B donne
TB’ = Ib’ 4- AT’ =4 4- W ;
mais l’angle AM B étant droit , puisqu’il est inscrit dans un demi-cercle, les triangles rectangles AMB et ATB qui ont l’angle B commun, sont semblables, et l’on a
AM : A B : : AT : TB , ou ÂM’ : Xb’ : : AT’ : TB’, '
ou encore A M’ : 4 : : W ou : : 627 : 671.
On tire de là
■et AM = 1/^ = 1,7724602, etc.
Or, si dans la valeur trouvée pour c dans le numéro précédent, on fait R égal à 1 , il reste c= 1,7724538....
On voit que la différence entre la valeur approchée AM et la valeur véritable c, est d’environ 0,0000036..., c’est-à-dire moindre qu’une demi-unité du cinquième ordre décimal; en sorte que, théoriquement parlant, cette erreur ne serait pas d'un demi-millimètre, pour un cercle dont le rayon aurait 100 mètres.
Remarque. Si du point JM on abaisse sur le diamètre AB la perpendiculaire MP, on aura (210, Coroll. II)
AP : AM : : AM : AB , d'oiiÂM’ = AP X AB.
Or AM étant le côté du carré équivalent au cercle (approximativement), on a
ÂM’ = «XÔÂ’; AB=OA X 2;
donC'7rXOA’= APXOAX2, d’où AP ^ —
c’est-à-dire que A P équivaut au quart de la circonférence, ou au quadtnns rectifié ^ du moins avec une approximation suffisante. > . .
Par des méthodes trigonomé triques, on peut
calculer le côté d’un polygone régulier d’espèce déterminée, ayant une aire équivalente à celle d’un cercle donné. Si l’on prend pour unité le rayon de ce cercle, ou trouve que ;
le c6lé du Iriaugle équilatéral doit être. . . 0,693 55. . .
du carré
du pentagone régulier
de l’hexagone
de l’eptagone
de l’octogone
de l’cnnéagone
du décagone
du dodécagone
etc.
etc.
Si le rayon est différent de l’unité, on n’aufa qu’Ji multiplier ces nombres par la valeur du rayon.
372. — TnÉORÉME. Les aires des secteurs semblables sont entre elles comme les carrés de leurs rayons. Soient AO B et «O (fig. 275) deux .secteurs semblables , c’està-dire ayant même angle an centre, et pour base des arcs semblables par conséquent. Désignons par Set ^les aires de ces secteurs ; nous aurons (329)
et J SS — — ,
d’où l’on tire la proportion
S: s:: :: AB X A O : ai X aO (1)
Mais les arcs AB et ab étant semblables, on a (295)
AB : ai AO : aO (2)
On a aussi la proportion identique
AO : aO AO : aO (3)
multiplions terme à terme les proportions (2) et (3), il vient
AB X AO : ai X aO : :XÔ* : ÔÔ*. ... (4)
Les proportions (i) et (4) ayant un rapport commun , les deux autres rapjwrts sont en proportion , et l’on a
S : J : ; TÔ
Corollaire. Les longueurs des arcs semblables A B et ah étant proportionnelles aux rayons AO et a O, les carrés des nombres qui expriment les longueurs de ces arcs sont entre eux comme les carrés des rayons. C’est dans ce sens qu’on peut écrire , à cause du rapport commun,
• S : .V : : aB* : al^ .
Remarque. On obtiendrait la quadrature d’un secteur en calculant la valeur de l’arc qui lui sert de base, et en cherchant une moyenne proportionnelle entre cet arc et la moitié du rayon.
373. — Ce qui a été dit au n“ 361 , relativement aux polygones semblables, peut s’appliquer à deux figures semblables quelconques ; car toute ligne courbe p«uvant 'être considérée comme une ligne brisée, dont les côtés sont infiniment petits, toute figure curviligne peut être regardée comme un polygone. On peut donc dire, en général, que les aires de deux figures semblables quelconques sont entre elles comme les carrés de leurs lignes homologues.
374. — Nous avons appris , aux n”* 337 et 338 , à mesurer avec une approximation suffisante l’aire d’une figure curviligne quelconque. Pour obtenir le côté d’un carré équivalent à cette figure, il suffit d’extraire la racine carrée du nombre qui exprime son aire.
Supposons, par exemple, que l’aire d’une figure ait été trouvée égale à S52m s25 ; en désignant par x le côté du carré équivalent , on devra avoir
X* == 562'» S2.5 , d’où X == 1^552'" ^25 , ou Æ s= 23»>,5.
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CHAPITRE IX
De la division des figures planes.
375. — Lorsqu’une propriété territoriale fait partie d’un héritage, on a ordinairement à opérer le partage des terres entre les divers héritiei’s, proportionnellement aux droits qu’ils apportent dans la succession. Ce partage exige une division de figures planes en parties égales, ou en parties proportionnelles à des nombres donnés. Diverses circonstances peuvent donner lieu dans les arts à une division du même genre. C’est par la solution des principaux problèmes relatifs à cette question que nous terminerons la Géométrie plane.
37G. — Problème. Diviser un triangle en parties proportionnelles à des nombres donnés, par des droites tirées d'un meme sommet. Pour fixer les idées, soit à diviser le triangle ABC (fig. 297) en trois parties proportionnelles aux nombres 2,3,5, par des droites tirées du sommet A. Divisez le côté opposé B C en trois parties lim , mn , nÇ. , proportionnelles aux nombres donnés 2, 3, 5 (1 39), et tirez A/., et A«. Les triangles BAw, mkn, «AC, ayant même sommet A , et leurs bases sur une même ligne droite, ont même hauteur, et sont par conséquent entre eux comme leurs bases (350, Coroll.), c’est-à-dire comme les nombres donnés 2,3,5.
Remarque. On agirait de la même manière pour diviser un triangle en un nombre donné de parties équivalentes.
377. — Problème. Diviser un triangle ABC (fig. 298) en deux parties proportionnelles a des nombres donnés m Cf n , au moyen d'une parallèle h la hase. Soit I H la parallèle cherchée, on devra avoir
AIII : HICB :: «/ : n,
d’où résulte
AHI : AHI -4- HICB w m \ m n , ou A H I : A B C : : «/ : m -H
2G6 pnFMii^>nE partie.
Mais les triangles Aïll et ABC étant semblables, puisque II I est supposé parallèle à BC (201), on a aussi (352)
AHI : ABC AÎÏ’ :ÂB^
Celte proportion ayant avec la précédente un rapport commun, on en déduit
ÂÜ'* : A B* ; : m : w -I- n.
La question est donc ramenée à trouver le côté AH d’un
carré, qui soit à un carré donné AB , comme le nombre m est au nombre w-f-« {voyez le n° 356).
ConoLLAiRE I. S’il s’agit eu particulier de diviser le triangle en deux parties équivalentes par une parallèle a la base, prenez le milieu O du côté AB; élevez sur AB la
perpendiculaire O D égale à O A;joiguez AD-Hupoint A,
comme centre , avec AD pour rayon , décriv ez 1 ai c D H , qui coupera AB en H, et tirez HI parallèle à BC ; ce sera la parallèle demandée ; car, d’après la construction , on a
AU I : ABC ; ; XÏÏ* : AB^ ou : : AD’ ; 4 AO’, puisque le carré de A B , ou de 2. A O , est 2 AO X 2 A O , ou 4ÂC)’. Mais, dans le triangle AD H, on a
AÏ5’ = ÂÔ* -1- ÔD’ = 2. AÔ’.
La proporlion devient donc
AHI: ABC : : 2.AÔ’ : 4. AO’, ou :: 2 : 4, ou : : 1 : 2.
Ainsi le triangle Alll est la moitié du triangle total ABC, et équivaut, par conséquent, au trapèze H I CB.
CoROLi.AiRK H. S’il s’agit de diviser un triangle ABC ( fig. 299), par une parallèle à la base, en deux parties, qui soient entre elles comme les nombres 1 et 3 , il suffit de prendre le milieu H de A B, et de mener HI parallèle à B C ; car les triangles A HI et AB C étant semblables, on a
AHI : ABC :: ÂÏÏ’ : AB’’ ou :: Ail’ : 4. AH’, ou : : 1 : 4.
Le triangle AHI étant le quart du triangle total ABC, est évidemment le tiers du trapèze UICB.
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Renmtrjue I. Si l’on prenait le milieu O de la base, et qu’on joigfnit 10 et HO, le triangle ABC se trouverait partagé en quatre triangles égaux entre eux, et semblables au triangle total. I^es propriétés des parallèles conduisent facilement à cette conséquence. ’
En divisant chacun des côtés en 3 parties égales, et en joignant deux à deux les points de division situés sur une même parallèle à chacun de ces côtés , on partagerait le triangle en 9 petits triangles égaux entre eux, et semblables au triangle total (fig. 300). i
On obtiendrait 10 petits triangles égaux entre eux et au triangle total, en divisant chacun de ses côtés en 4 parties égales, et en joignant deux à deux les points de ' division situés sur une même pai’allèle à chacun de ces côtés (fig. 301).
Remarque II. Le nombre des petits triangles que l’on ; obtient ainsi, en divisant chacun des côtés en 2, 3, 4,
5,6,7 parties égales, etc., est 4, 9, 16 , 25, 36, 47, etc., c’est-à-dire le carré du nombre de parties égales de cha- ’ cun des côtés du triangle total.
378. — PnoBLÊME. Diviser un triangle ABC (fig. 302) en trois parties proportionnelles à des nombres donnés , ^
au moyen de droites menées des sommets h un meme "j point intérieur. Pour fixer les idées, supposons que les triangles qui auront respectivement pour base les côtés B C, AC, AB du triangle donné, doivent être entre eux comme les nombres 6,6,7. ~ ^
Partagez AB en 7 parties égales. En un point quelconque D, du prolongement de BC, élevez la perpendiculaire DE égale aux ^ de AB. Par le point E menez une parallèle à BC. En un point quelconque G, du prolongement de B A, élevez la perpendiculaire GH égale à BC; et menez, par le point 11, une parallèle à B A.
Celte parallèle rencontrera la première en un certain : point F. Joignez B F. ’ •
En un point quelconque L, du prolongement de AC , élevez la perpendiculaire LM égale aux -f de AB. Menez, par le point M, une parallèle à AC. En un point quelconque P, du prolongement de AB, élevez la perpeiidi-
culaire PQ égale à A G. Par le point Q menez une parallèle à AB; celte parallèle rencontrera la première en un certain point N. Joignez A N , qui rencontrera B F en un point O. Joignez O C. Les triangles BOC, AOC, AOB, seront les trois parties demandées.
En effet, menons FI, FR,TsR, NS, respectivement parallèles à D E , G H , L M , P Q. Du point O , abaissons aussi sur les trois côtés du triangle proposé les perpendiculaires O T, O V, OU.
On aura d’abord (134) :
KF = G H = BC et F I = ED = I A B ; puis, à cause des parallèles OU et FK,
OU : FK :: BO : BF ; et , à cause des parallèles O T et F I ,
OT : FI :: BO : BF, d’où , en vertu du rapport commun ,
OU : FK : : OT : FI, ou OU : BC : : OT : f AB,
d’où BCXOT = f AB X OU , ou
BCXOT U ABXOD
c’est-à-dire (322) que le triangle B O G est les ^ du triangle A O B.
On démontrerait de la même manière que le triangle AOC est les 7 du triangle A O B. Les triangles BOC, AOC, AO B sont donc entre eux comme les nombres 5, 6 et 7.
379. — Si les trois parties du triangle ABC devaient être équivalentes entre elles , la construction précédente, qui est tout à fait générale , conduirait évidemment au résultat ; mais on peut alors y parvenir d’une manière plus prompte.
Soit ABC (fig. 303) un triangle qu’il s’agit de diviser en trois parties équivalentes par des droites menées des sommets à un môme point intérieur. Joignons le sommet A au milieu m du côté opposé , par la droite A m ; joignons le sommet B au milieu n du côté opposé, par la droite B w; les deux droites se coupei*on1 en un point O.
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Joignons O C; les triangles AO B , AO C et BOC seront équivalents.
En effet , les triangles A/?/ B et A m C ont même somniet A ; leurs bases lim et wC sont égales par construction et situées sur une même ligne droite; ces triangles ont donc même base et même hauteur, et sont par consé(iuent équivalents. Le même raisonnement s’applique aux triangles O ///B et 0/wC; donc ces triangles sont aus.si équivalents , et l’on peut en conclure
A A?? B — O w B = A /7i C — O w C , ou A O B = O C.
On démontrerait de la môme manière que l’on a AOB = BOC. '
Les trois triangles AOB,AOG,BOC sont donc équivalents.
Remarque. On aurait à résoudre ce problème ou le problème plus général du n° 378 , s’il s’agissait de partager une pièce de terre de forme triangulaire, proportionnellement aux droits de trois héritiers qui auraient déjcà des propriétés attenant respectivement aux trois côtés de ce triangle.
380. — Problème. Diviser un triangle ABC (fig. 304) en trois parties proportionnelles à des nombres donnés , par des droites menées (Pun même point O donné dans l’intérieur du triangle. On aurait à résoudre ce problème , s’il s’agissait de partager une pièce de terre de forme triangulaire, proportionnellement aux droits de trois héritiers , et que les trois parts dussent aboutira un môme point donné de la pièce de terre, par exemple à un puits, à une fontaine. L’une des droites de division pourrait aussi être donnée d’avance : ce serait, par exemple, un sentier battu, une haie, un ruisseau , etc. , aboutissant au point donné O. Soit OD celte première droite de division; et supposons, pour fixer les idées, que les trois parts doivent être entre elles comme les nom lires 5 , G et 7.
Pour résoudre commodément le problème qui nous occu(>e, on emploie à la fois le calcul et les construc-
lions graphiques. Admettons qu’on ait évalué l’aire du triangle A B et qu’on l’ait trouvée de 17 ares 82 cent. Par des opérations d’Arilhinétique connues, on trouvera que les trois paris doivent être de 4="^- ,95, de 5»‘‘ ,94 et de G“'‘-,93.
Du point O abaissons sur BC la perpendiculaire O/?; et supposons (jue sa longueur soit de 19'“,8. La moitié de cette perpendiculaire aura donc 9™, 9. Imaginons un triangle O DE équivalent à la première des trois parts : Paire de ce triangle aura pour mesure 4 Op X DE ou 9'", 9 X DE , et l’on devra avoir :
* . 9‘“,9 X DE = 4“* ,95 = 495“*f,
d’où DE — — = 50™.
Le point E se trouvant ainsi déterminé, tirons OC; menons EF parallèle à OC, et joignons O F. Les triangles O EC et O FC , ayant même base OC et même hauteur, puisque leurs sommets E et F sont sur une même parallèle à la base , sont équivalents; et si l’on ajoute à chacun d’eux le triangle ODC, on a :
O CE -i-ODCr=OFC+ODC,ouODE = ODCF, c’est-à-dire que le quadrilatère ODC F équivaut à la première part.
Imaginons maintenant un triangle ODG équivalent à la seconde part , on devra avoir :
4 0/p X DG = 6»r-,94, ou 9“,9 X DG = 594®'
d’où DG = = 60®.
Le point G étant ainsi déterminé , tirons OB; menons G H parallèle à O B ; et joignons O H. Les triangles O B G et OBH ayant même base O B et même hauteur, puisque leurs sommets G et II sont sur une même parallèle à la base, sont équivalents; et si l’on ajoute à chacun d’eux le triangle O BD, on a :
OGB-hOBD = OHB-hOBD, ouOGD=OHBD,
c’est-à-dire que le quadrilatère OHBD équivaut à la seconde part.
Il s’ensuit imraé équivaut à la trois
Corollaire. — valcntes, il faïuirî:
telle que chacun < valent au tiers de
381. — Problèm proportionnelles à parallèle aux dein pèze qu’il s’agit d^ la base, en deux' exemple, comme la parallèle était c en prenant CE ég.
rallèle à CA et H 1 un parallélogramme ,-et tti -seraiT egarr a i- ET c’esi-âdire que IH serait la parallèle cherchée.
Pour déterminer la longueur de III, prolongeons les côtés non parallèles A C et li I) , jusqu’à ce qu’ils se l encontrent en un certain p«>int O. La similitude des triangles 0AB,01Hel0CD donnera
OCD : OIH :: CD’:Tri*,
et OIH : OAB ::”ni’:ÂB*, d’où l’on tire
OCD— OIH:OIH::CD'— Th’ :Tn%
et OUI —OAB : OUI :: TÜ’ — 1b’ :Th\
Ces deux proportions ayant les mêmes conséquents , leui*s antécédents sont en proportion , ce (|ui donne
OCD— OIH ; OUI - OAB : : CÎ)’— ÏÏÏ^ îïT’— Xb%
ou CDHl : IHBA ::7ÏÏ>’ — ÏH* rTii'' — Xb*.
Mais , d’après l’énoncé du problème , on doit avoir : CDIII : IHBa :: m : n;
par conséquent , à cause du rapport commun , on a
tTb’ — ÏH’ ;Th* — T”* «I : /I, • ’
PLANE
ans donc la perpendiculaire , qui sera le côté du carré S ^ de AB eide Cl) (353).
,' i la perpendiculaire a
CS
to
•a le côté du carré •j; puisqu’on aura a.’B 'CFN,,
Sa • J
“ 'i) fi
OU, en égalant le produit de* extrêmes au produit des moyens , /
ÏH’ X w — w = CD’ X « — TÏÏ’ X n.
Ajoutons de part et d’autre A B* X w + 1 H* X « , il vient, en ayant égar^aux termes qui s’entre-détruisent ,
IH’ X « 4- IH’ X « = C D’ X n -f- A b’ X w ,
ou X ("» + ”) = A b’ X ni 4- C D’ X n.
Divisons de part et d’autre par w 4- « , nous aurons ;
AB* X B» -f- Cl>* X «
IH
d’où , en extrayant la racine carrée des deux membres ,
IH
c’est-à-dire que pour obtenir la longueur de la parallèle, il faut multiplier le carré de AB par /«, le carré de CD par n, ajouter les deux produits , diviser la somme par m -\-n, et extraire la racine carrée du quotient.
Application. Supposons, par exemple, que l’on ait A D = 7“ ; A B = 5“ ; w = 3 ; « = 5 ; il viendra :
IH
ou IH =v/40'“c, = 6™,324.
Remarque. Il est utile de remarquer que la solution ne dépend que de la grandeur des deux bases parallèles et nullement de la hauteur du trapèze, ni de l’inclinaison des cotés non parallèles sur les bases.
382. — Si les deux parties du trapèze devaient être équivalentes , on pourrait faire = 1 et « = 1 , et l’égalité (1) ci-dessus donnerait
IH
c ir
c’est-à-dire que IH est le côté du carré équivalent à la demi-somme des carrés de AB et de CD.
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Au point D (fig. 307) élevons donc la perpendiculaire pF égale à AB; et joignons CF, qui sera le côlédu carré équivalent à la somme des carrés de AB et de CI) (353). Sur le milieu L de CF, élevons-lui la perpendiculaire LKégaleà CL, et joignons CK, qui sera le côté du carré équivalent à la moitié du carré de CF, puisqu'on aura
CK’ = CL’ 4- LK’ = 2. cl’= 2. (~y
Rabattons donc CK sur CD , par un arc de cercle K E décrit du point C comme centre; par le point E, menons E H parallèle à C A ; et par le point H , menons HI parallèle à CD ; ce sera la parallèle demandée.
383. — PivoBLËME. Divixer un trapèze en parties proportionnelles à des nombres donnés, par des droites qui coupent les deux hases. Pour fixer les idées, supposons qu’il s’agisse de diviser le trapèze ABCD (fig. 308) en trois parties qui soient entre elles comme les nombres 3, 4, 5.
Divisez AB en trois parties km, mn, «B, telles qu’on ait
A/»:mn:nB::3:4:5.
Divisez CD entrois parties ^D, telles qu’on ait
Cy^ : ÿD :: 3 ; 4 : 5.
Les trapèzes Q.pm k, pqnm , q\i^n , ayant même hauteur, sont entre eux comme les demi-sommes de leurs bases parallèles (340), ou, ce qui revient au même, comme les sommes de ces ba.ses elles-mêmes. Or on a d’après la manière dont A B et C D ont été divisés , '
A/«-+-C7^ = ^. AB4-^. CD = .^. (AB + CD) mn AB CD= (AB + CD)
«B -4 /jrD = AB + -i. CD = (AB 4- CD).
Les sommes des bases de ces trois trapèzes sont donc entre elles comme les nombres 3, 4, 5. Les trapèzes eux-mêmes sont donc entre eux comme ces nombres.
Corollaire I, Si les parts devaient être équivalentes , il faudrait diviser les l)ases parallèles eu un même nombre de parties égales.
Corollaire II. Le même mode de division s’appliquerait évidemment à un parallélogramme, ou à un rectangle ; mais il suffirait alors de diviser l une des deux bases , et de mener par les points de division des parallèles aux côtés adjacents.
384. — Les parallélogrammes, et par conséquent aussi les rectangles se prêtent à cerUiines divisions , que leur nature même suggère facilement , et qu’il nous suffira' d’iinliquer.
LOn divise un parallélogramme en deux parties équivalentes en tirant rime des diagonales, ou en joignant les milieux de deux côtés opposés.
II. On divise un jiarallélograrame en quatre parties équivalentes en tirant les deux diagonales (fig. 187), ou en joignant les milieux des côtés opposés (fig. 309).
III. Si l’on divise deux côtés adjacents d’un parallélogramme en 3 , 4 , 5 , G parties égales, etc. , et que par les points de division on mène des parallèles aux autres côtés, on divise le parallélogramme en 9, 16, 25, 36, etc., petits parallélogrammes égaux entre eux (fig. 3l0, 311), et semblables au parallélogramme total (246).
IV. On doublerait le nombre des parties égales, en tirant une diagonale dans chaque parallélogramme (fig. 312). On le quadruplerait en tirant les deux diagonales de chacun de ces petits parallélogrammes (fig. 313).
385. — Remarque. On peut se demander dans quel rapport doivent être la hauteur AC et la base CD d’un rectangle A BDC (fig. 314), pour qu’enjoignant les milieux 1 et H des bases , on divise ce rectangle en deux rectaugles semblables au rectangle total. Pour que cette condition soit remplie, il faut qu’on ait entre les côtés homologues la proportion
CH : AC ; : AC; CD, ou f CD : AC :: AC; CD.
On tire de là
f CD X CD =ÂC\ ou J. CD" = ÂC", ou CD" = 2.ÂC".
Il faut donc que la base C D soit égale à la diagonale du carré qui aurait pour côté la hauteur A C.
386. — PiiOBl.ÈME. Diviser un quadrilatère quelconque en parties proportionnelles à des nombivs donnés. Soit A BCD (fig. 315)iin quadrilatère quelconque, qu’il s’agit de diviser, en trois parties, par exemple, qui soient entre elles comme les nonjbres m , n ,p.
ïlix?/. la diagonale A C ; divisez cette diagonale en trois parties A E, EF, FC, qui soient entre elles comme les nombres donnés. .Toignez lîE, DK, BF, DF. Les figures ABED, EBFD, FBCD, seront entre elles comme ces mêmes nombres.
En effet, les triangles AB E et E B F ayant même hauteur, puisqu’ils ont même sommet B, et leurs bases sur une même ligne droite, sont entre eux comme leurs bases, et l’on a
ABE : EBF :: m\n.
Pai’ une raison analogue , on a aussi
ADE ; EDF n.
Çes deux proportions ayant un rapport commun , on on déduit
ABE EBF : ; ADE : EDF, ou ABE : ADE : : EBF : EDF- On tire de là
ABE+ADE: EBF + EDF :: ABE : EBF:: w ou ABED : EBFD
On démontrerait de la môme manière qu’on a EBFD : FBCD :: /Z :/^.
On peut donc écrire
ABED : EBFD : FBCD p.
Co&OLUkiRE I. Si le quadrilatère devait être divisé £11
parties équivalentes , il i'auclrait diviser la droite AC. en parties égales.
Corollaire II. Le mode de décomposition s’appliquerait évidemment à un trapèze, à un parallélogramme, à un rectangle. '
387. — Problème. Diviser un polygone quelconque en parties proportionnelles à des nombres donnes, par des lignes brisées partant de deux sommets du polygone. Soit ABCDE F G (fig. 316) un polygone quelconque , qu’il s’agit de diviser , par exemple en trois parties qui soient entre elles comme les nombres 3,4,5.
Parles sommets B, G, CJ, F, D, choisis de telle sorte que les deux .sommetsrestants A, £ soient les deux sommets les plus éloignés du polygone, menez les parallèles B6, ^ g» Ce, F/,D</, dont la direction commune estd’ailleurs arbitraire, pourvu que toutes ces parallèles passent dans l’intérieur du polygone. Divisez chacune d’elles en trois parties profiortionnelles aux nombres 3,4,5, ces parties se succédant dans le même ordre de grandeur pour toutes les parallèles. Joignez entre eux les points de division et les sommets A, E, ainsi que l’indique la figurç; le polygone se trouvera divisé conformément à l’énoncé. Car les triangles extrêmes A B 6, DE r/, et tous les trapèzes inlebmédiaires se trouveront divisés chacun en trois parties proportionnelles auxmombres 3, 4, 5 (376, 383); les .sommes de parties analogues seront donc aiLssi proportionnelles à ces nombres, en vertu des propriétés des suites de rapports égaux.
Corollaire I. Le même mode de subdivi.sion s’appliquerait avec une approximation suffisante à une figure curviligne quelconque. Il suffirait de choisir sur son contour une série de points assez rapprochés , pour que l’arc compris pût se confondre sensiblement avec sa corde.
On considérerait alors ces points comme les sommets d’un polygone, et l’on opérerait comme il vient d’être dit, et comme l'indique la figure 317.
CoROLLAinE IL Si les parties devaient être équiva-
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lentes, li faudrait diviser toutes les parallèles en un meme nonibi-e départies égales.
A W^r "" polygone quelconque
A a LDL b (f]g. 318 ) en jm/Uici proportionnelles à des nombres donnes, pur des droites issues d’un meme point Ultérieur donné Q. Nous pouvons encore supposer ici que
A^R ' nFr‘*v “^“‘‘!“,
T ' ^ partager pi oporlionnelleiueut
d oi lieriliers. Ici de même Tune des
d.o tes de division peut être donnée d’avance par un sentier, une haie, un ruisseau, etc. Dans le cas coniaiie on peut prendre la première droite de division ai bitrairement. Soit 01 celte droite.
Admettons qu’on ait évalué l’aire du polygone • il sera acile par des moyens purement aritlmiétiq
S.eo7r"'’ P--1- IniasinoL
part, dont nous
repi esunUi ons I aii-e par a. Si OP est la pcrpendicnlai. e abaissee du point O sur AB, on devra avoir
« = i- G I X OP, cl’oii G=I
Or la longuenr de OP peut se mesurer ‘directement : I an e ,, est connue ; ou peut donc par une simple divé sion obtenir la valeur de G I. *
Le point G cHaiU ainsi déterminé, tirons AO; menons G H parallèle a A 0 , et joignons H O. Les triangles A G O, AHO, seront équivalents, comme avant même base AO, et meme hauteur puisque leurs sommets G pt H sont sur une même parallèle à la base. Sion ajoute à cl aeûn d’em le triangle I A O, on aura donc
AG0 + IA0 = AH0+1A0, ou ICO = IAHO, c^est-à-direquelafigure I AU Oêquivaudraà la premié|ie
Connaissant la seconde part et la longueur de la mtrpendiculaire abaissée du point 0 sur li coté AP, Ion. gueur que I on peut mesurer directement, on obtiendra |.ar les memes mopens que ci-dessus la triisième dr^ie
IQ
nn-jMiKni’:. partie.
<le division. Les autres s’obtiendront, pareillement de
proche en proche. -tt
339 11 pourrait arriver que la parallèle GII ne ren-
contrât le côté A F qu’au delà du point F. Pour ne point coraplicuier ce côte de la figure, nous supposerons que hî cas se présente en cherchant à obtenir à la droite de
01 la dernière des parts cherchées.
Imaginons un triangle ülK équivalent à cette dernière part, dont nous représenterons l’aire par 6; on devra avoir ^
b = A. IKXOP; d’où IK =
Le point K étant ainsi déterminé , tirons OB , et menons KL parallèle à OB, qui coupe en L le Prolongement du côté BC , et joignons OL. Les triangles O B K , OBL avant même base üBet même hauteur, sont équivalents; en sorte que la figure O IBL , équivaut au trianele O I K , c’est-à-dire à la part cherchée.
Tirons OC, et menons LN parallèle à O C : les triantes OCL et OCN seront équivalents, comme ayant même base O Cet même hauteur sommets L et IN sur une même parallèle a la ^ de là que OIBL équivaut à OIBCN , et que OIBCriest
^“on réISra cette difficulté ‘qp
toutes les fois qu’elle se présentera. Si a menée par le pointL n’avait rencontre le coté CD qu au delà du^point D, en IN' par exemple , il aurait fallu tirer OD,etpar le point N' mener une parallèle a OD,
I- problème se rimplif.eraitbeau- COUD si le polvgone proposé était régulier, et que le St donné lût soi cintre. Car, tous les apothèmes étant égaux , les triangles qui auraient poiir sommet e • centre (lu polygone et pour base une partu; de 1 un de ses côtés, auraient même hauteur et seramnt conséquemment entre eux comme le"»'’; donc pour opérer le partage demandé , de diviser le périmètre du polygone proportionnellement àux nombres
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donnés, et de mener du centre des droites à tous les points de division.
La même chose aurait lieu dans un polygone non régulier, si le pointintérieur donné était à égale distance de tous les côtés , c’est-à-dire si ce polygone était circonscriptible au cercle, et que le point donné fût le centre du cercle inscrit. ,
Remarque II. Pour diviser un polygone régulier en autant de parties égales qu’il a de côtés, il suffit de mener tous les rayons ou tous les apothèmes.
On obtiendrait' sans difficulté. un nombre de parties équivalentes qui fût un multiple ou un sous-multiple du nombre des côtés. L’aire d’un hexagone, par exemple, se diviserait sans peine en 2 , 3, 6, 12, 18, 24 parties équivalentes, etc.
391. — PuoDLËME. Diviser un cercle en parties propor^ lionne lies à des nombres donnés m, n , p, q, par des droites menées du centre. Divisez la cii’conférence en arcs AB, BC, CD, DA(fig. 319), qui soient entre eux comme les nombres donnés m, n,p, q, et lirez les rayons OA, OB, OC, OD. On aura
«rt. AOB =îti>î-iî; = =
««. C 0 D = = °*-X-£S i ^ «rt. A 0 D =
Ces secteurs sont donc entre eux comme les arcs AB, BC, CD, DA, qui leur servent de base, c’est-à-dire comme les nombres donnés.
CoBOLLAiBE I. Poui’ diviser ainsi un cercle en parties égales , il suffirait de diviser sa circonférence en parties égales , et de mener des rayons à tous les points de division.
CoBOLLAiBE II. On diviserait de la même manière un secteur eu parties égales ou en parties proportionnelles à des nombres donnés.
392. — Pboblëme. Diviser un cercle en deux parties proportionnelles à des nombres donnés m ef n , par une circonférence concentrique. Soit OA(fig. 320) le rayon du cercle donné, O B le rayon de la circonférence de-
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mandée; il faudra que l’aire du cercle O B soit à Faire de la couronne A B , comme m est à c’est-à-dire qu’on de\Ta avoir
wXÜB*:7tXOA* — ir X OB* : : /w :
ou, en supprimant le facteur conunun aux deux termes du premier rapport ,
On en tire, en ajoutant à chaque conséquent son antécédent ,
ÜB’ : OB’ — ÔB’ -4- OB’ ; ; w ; -4- n,
ou simplement
La question est donc ramenée a chercher le côté d’un carré dont l’aire soit à celle d’un carré donné OA’» comme le nombre m est au nombre n (356).
CoBOLLAiRE I. S’il s’agîssait de diviser ainsi un cercle en deux parties équivalentes, il faudrait suppose!’ /7i = « = 1 ; la proportion ci-dessus deviendrait alors
OB’ fÔA’ : : 1 : 2 ,
•c’est-à-dire que O B devrait être le côté du carré qui a pour diagonale OA. Pour obtenir O B, il faudrait donc, .sur le milieu G de OA, élever une perpetidiculaire CD égale à O C , et joindre O D , qui serait le rayon de la circonférence demandée.
Corollaire II. Les aires des secteurs semblables étant entre elles comme les carrés de leurs rayons, il faudrait opérer de même pour diviser un secteur en deux parties équivalentes, ou en deux parties proportionnelles à des liombres donnés, par un arc concentrique.
393. — On peut diviser un cercle en parties équivalentes par des demi-circonférences, ayant leur centi*e sur un même diamètre.
Soit AF (fig. 321) le diamètre d’iin cercle dont on veut diviser la superficie en 5 parties équivalentes, par exemple. On divise AF en 5 parlies égales, aux points
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B, C, D, E. Au-dessus du diamètre AF, on décrit des demi-circonférences, ayant respectivement pour diamètres AB, AC, AD, A E. Au-dessous du diamètre AF, on décrit des demi-circonférences , ayant respectivement pour diamètres EF, DF, CF, BF. Le cercle se trouve divisé en 5 espaces curvilignes équivalents.
En effet, si l’on appelle a l’aire du demi-cercle A w B , celle du demi-cercle A«C sera 4 a, puisque les aires des cercles .sont entre elles comme les carrés de leurs diamètres, et que AC est le double de AB, Par une raison semblable, l’aire du demi-cercle A/?D sera 9 a, celle du demi-cercle A^ E sera 16 a, et celle du demi-cercle A /F sera 25a. Il en résulte
que l’espace A/wBC/iA vaut 4« — a ou 3 a AaCD^A.é... 9a — 4a... Sa
A/7DE5A 16a — 9a... 7a
A</EFrA 25a — 16a... 9a
On verrait de la même manière
que l’espace F j E D ? F vaut Sa
FfDCuF 5a
FuCBvF 7a ,
FvB AarF 9a
Par conséquent , l’espace A m B v F .r A , qui est la .somme de l’espace F vB A j: F et du demi-cercle A B, vaut 9 a 4- a ou 10 a.
L’espace A«C«FvB«i A, qui est la somme des espaces FwCBvFet AwBC«A, vaut 7 a -f- 3 a, ou 10 a.
L’espace A/>DïF«C«A, qui est la somme des espaces F/^DCaF etA«CD/7A, vaut 5a -f- 5a, ou 10a.
On verrait, en continuant ainsi , que chacun des deux autres espaces est aussi équivalent à 10 a. Tous ces espaces sont donc équivalents entre eux.
Remarque. D’après ce que nous avons dit dans le corollaire du n° 293, les contours des espaces équivalents que nousvenons de considérer, sont tous égaux entre eux.
NOTE
RELATIVE A l’aIBE DÜ TRIANGLE.
L’aire d’un triangle peut s’obtenir par le calcul quand on connaît ses trois côtés ; mais pour parvenir à l’expression de cette aire, on a recours à des transformations algébriques que nous n’avons pas cm devoir introduire dans le texte de cet ouvrage. Cependant, comme elles conduisent à un résultat utile, nous allons les faire connaître succinctement pour ceux de nos lecteurs qui savent un peu d’algèbre.
Soit B AC ( fig. 322 ) le plus grand des trois angles d’un triangle AB C. Du point A abaissons, sur le côté opposé, la perpendiculaire AD, qui tombera, nécessairement dans l’intérieur du triangle, puisque les angles D et C sont aigus.
Faisons, pour abréger, BC = a, AC=ft, AB = c, AD=A, BD=Art, DC=«.
. ‘ Le triangle A B D donnera
d’où h*=c* — m* (1)
Le triangle ACD donnera
= A* 4- d’où h* = h*-~ K*.
Égalons les deux valeurs de //*, nous aurons
Mais on a aussi
m-^n = a, d’où n=a — w,
et par conséquent
n^ = a--T-m- — '2am.
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D’après cela , l’égalité (2) devient
c* — rn*— b* — fl* — m*-\-2am f
ou
'd’où
c* = 6* — fl* -1- 2 fl! w ,
L’égalité (1) devient à son tour 'h* = c* — f — 4 4-
et A ^ 1 •
Si l’on désigne par A l’aire du triangle, on aura
I — *• 4 fl* c* — ( c* + û* — Z»*)* • •
-i-y[ 2 « c — (c* 4- «* — i»*)] [2flc-|- (r* + fl* — />*)]
= J. — fl-f-c) {b 4-fl — c) (fl + fl — b) (a + c — b).
Faisons a-h.6+c=2.v, nous aurons
b — a-j-c = fl-|-ô + r — 2fl = 2^ — 2fl=2(^' — fl) b-\-a — — 2c =2 s — 2c =2 (s — c)
fl-+-c — b=a-^~ b-i^c — 2 6=2 J’ — 2 6=2 (x — 6).
L’expression de l’aire A peut donc se mettre sous la forme
A = -J. (.y — fl) (.5- — 6) (.y — c) .v ,
ou A = 1/ (s — fl) (y — 6) (a- — C) s ,
c’est-à-dire que ^o«r obtenir l’aire d'un triangle dont on connaît les trois côtés , il faut faire la demi-somme de ces côtes, en retrancher alternativement chacun d’eux ,
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multiplier entre eux les trois restes et la demUsomme elle- me me y et extraire la racine carrée du produit.
Applic4tio\. Supposons, par exemple, que les trois côtés aient respectivement 41“, IG™ et 37*“. La somme des trois côtés sera 94™, dont la moitié est 47“«. Si l’on en retranche alternativement les trois côtés, on obtient pour restes 6“, 31™, 10'». L’aire du triangle a donc pour valeu r
CHAPITRE l
De la ligue droite et du |)lau en g^'oéral.
394. — Il résulte de la définition que nous avons donnée de la ligne droite et du plan (4 et 5), que xi une droite a deux de ses points dans un plan, elle est tout entirre dans ce plan. Si , par exemple, on marque deux points .sur une surface plane, et qu'on applique contre ces deux points le bord d’une bonne règle, ce bord coïncidera dans toute son étendue avec la surface plane.
Il suit de là qu’f/«c droite ne. peut rencontrer un plan en plus d'un point , à moins d'vtre tout entière dans ce plan.
395. — Deux points, A et B (fig. 323), suffisent pour déterminer une ligne droite; on peut, au contraire, imaginer une infinité de .surfaces planes différentes , auxquelles ces deux points appartiennent, et qui toutes contiendraient la droite AB, déterminée par ces deux points. Deux points ne suffisent donc pas pour déterminer un plan. iMais si on l'assujettit à passer en outre par un troisième point C, pris au dehors de la droite A B, qui contient les deux premiers , ce plan sera entièrement déterminé; car on peut concevoir qu’a près avoir fait passer un plan quelconque par les deux points A et B , on fas.se tourner ce plan autour de la droile A B , jusqu’à ce qu’elle vienne passer par le point C, sa position sera
dès lors tout à fait fixée; c’est, pour nous servir d’une comparaison grossière, ce qui arrive à un battant de porte ; les gonds figurent deux points fixes par lesquels la surface vient constamment passer, quèlle que soit la position qu’on lui donne; et pour fixer cette position, il suffit d’amener la surface à passer par un troisième point, par exemple par la gâche où s’engage le pêne de la serrure.
Ainsi, trois points, non en ligne droite, déterminent un plan.
On pourrait en conclure immédiatement la proposi> tion qui va suivre; mais comme elle est fondamentale, il ne sera pas inutile d’en donner une démonstration directe.
396. — XHÉonËME. Deux plans qui ont trois points communs, non en ligne droite , coïncident dans toute leur étendue. Soient A, B,C (fig. 323), trois points non en ligne droite; et supposons, s’il est possible, qu’ils appartiennent à deux plans distincts , que nous appellerons M et P pour faciliter le discours. Si par les deux points A et B on fait passer une ligne droite, d’après ce que nous avons dit plus haut (394), elle sera tout entière dans le plan M ainsi que dans le plan P. Si par les deux points A et C on fait passer une ligne droite , elle sera aussi tout entière dans ces deux plans.
Cela posé , soit D un point quelconque du plan M. Dans ce plan, menons par le point D une droite EF, qui coupe AB ou son prolongement en un point E,.et qui coupe AC, ou son prolongement, en un point F. La droite E F ayant deux de ses points, E et F, dans le plan P, sera tout entière dans ce plan. Le point D appartient donc au plan P, et comme ce point D est un point quelconque du point M, le raisonnement précédent prouve que tous les points du plan M appartiennent au plan P. On démontrerait de la même manière que tous les points du plan P appartiennent au plan M. Ces deux plans ont donc tous leurs points communs, et cpïncident par conséquent dans toute leur étendue.
397 . — Deux droites qui se coupent , A B , A C ( fig. 323) ,
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déterminent un plan; car, si l’on prend sur chacune d’elles les points B et C. , ces points, avec le point de rencontre A, détermineront un plan, et ce plan contiendra les deux droites AB et AC, puisque chacune d’elles y a deux points.
On peut se servir de cette remai’que pour produire effectivement une surface plane. Si l’on imagine qu’une droite quelconque EF se meuve sur les droites AB et AC .sans cesser de les couper, pendant tout ce mouvement la droite EF demeurera tout entière dans le plan déterminé par les droites AB et AC, puisqu’elle ne cessera pas d’y avoir deux points; si donc cette droite laissait des traces de toutes ses positions succe.ssives , la réunion de ces traces formerait le plan même dont nous parlons. C’est ce qu’on exprime en disant que ce plan serait engendré par le mouvement de la droite E F sur les deux droites AB et AC.
Application. On réalise ce mode de génération du plan dans la fabrication des tuiles plates, des briques, des carreaux. Le moule dont on fait u.sage e.st une petite caisse en bois ; l’ouvrier la remplit de terre molle un peu au-de.ssus des bords; il fait alors glisser le bord d’une règle sur deux bords contigus de la caisse; la règle, dans ce mouvement, enlève tout ce qui dépas.se le moule, et la surface ainsi obtenue e.st plane, puisqu’elle est engendrée par le mouvement d’une droite sur deux autres droites qui .se coupent.
II. Lorsqu’un charpentier veut scier transversalement une pièce de bois équarrie, il trace, à partir d’un point marqué sur l’un des bords de la pièce , deux droites sur les deux faces contiguës à ce bord; il fait ensuite mouvoir la scie de manière que .son tranchant vienne toujours passer par les deux droites ainsi tracées. Dans ce mouvement la scie produit une surface plane , puisque cette surface peut être considérée comme engendrée par le mouvement d’une droite sur doux autres droites qui se coupent.
III. Les tailleurs de pieri’e ont recours à un pi’océdé analogue lorsqu’ils ne peuvent point faire usage de la
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scie : ils enlèvent avec le ciseau tout ce qui dépasse le plan de deux, droites qu'ils ont préalablement tracées, et vérilienl au fur et à mesure que la surface obtenue est plane, en y appliquant le bord d'une règle, dans tous les sens.
la détermination des surfaces planes au moyen de deux droites qni se coupent , est mise à profit dans prèsque'tous les ai'ts mécaniques.
398. — Considérons deux droites A B et Ë D (fig. 324) , placées d’une manière quelconque dans l’espace. Par deux points A et B de l’une, et un point C de l’autre , faisons passer un plan illimité. Il pourra arriver que la droite £D n’ait que le seul point C commun avec ce plan , en d’autres termes qu'elle perce ce plan au point C. On sera assuré alors qu'il n’existc aucun plan qui puisse contenir à la fois les deux droites A B et E D; car si un tel plan existait, il se confondrait avec le plan ABC, puisqu’ils ont trois points communs; or, le plan ABC ne contient , par supposition , que la droite AB ; la droite ED le perce et n’y est point contenue.
Les droites AB et ED, qui ne peuvent appartenir à Wà même plan , pourraient être prolongées indéfiniment sans jamais se rencontrer ; car si elles se rencontraient , elles détermineraient un plan (397). Cependant ces deux droites ne sont point parallèles ; la définition que nous avons donnée des parallèles dans la Géométrie plane (80), suppose implicitement que les droites comprises sous cette définition sont situées dans un même plan.
399. — Deux parallèles déterminent un pla/i; cela devient évident d’après les remarques qui précèdent. Par deux points de l’une des parallèles , et par un point de l’autre, faisons, en effet , passer un plan; ce plan devra contenir les deux droites; car si la seconde ne faisait que le percer, les deux droites ne pourraient appartenir à un même plan, et ne seraient par conséquent point parallèles.
On peut se servir de cette propriété des parallèles pour produire une surface plane. Si l’on imagine qu’une droite quelconque se meuve sur deux parallèles , sans
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cesseï’ de les couper, pendant tout ce mouvement, elle demeurera tout entière dans le plan déterminé par les deux parallèles , puisqu’elle ne cessera pas d’y avoir deux points; si donc cette droite laissait des traces de toutes ses j)osilions successives, la réunion de ces traces formerait le plan même dont nous parlons; ce plan j>eut donc être considéré comme engendré par le mouvement de cette droite.
On réalise ce mode de génération dans plusieurs industries.
Applications. I. ?ious pouvons reproduire ici l’exemple déjà cité des tuiles plates, des carreaux et des briques. Les bords supérieurs de la caisse qui sert de moule forment un rectangle AB CD (fig. 32-5); l'ouvrier, pour enlever l’excès de terre et rendre plane la surface sur laquelle il opère, fait d’abord glisser la règle sur les deux bords contigus AB et AD; elle continue à glisser sur les bords parallèles AB et DC, et achève sa roule sur les deux bords contigus D C et B C. La surface plane se trouve donc déterminée , d’abord par deux droites cjui se eoupent, ensuite par deux droites parallèles , et finalement par deux droites qui se coupent. Les trois portions de surface plane ainsi obtenues ne font qu’une seule et même surface plane , parce que les droites AD et BC sont dans le plan déterminé par les parallèles AB et DC, puisqu’elles y ont chacune deux points.
II. Les scieurs de long , pour se guider dans leur travail, Iraeent une ligne droite sur la face supérieure de la pièce à débiter, et une parallèle à cette droite sur la Jace inférieure; ils font ensuite mouvoir la scie de manière que son tranchant passe constamment par les deux parallèles; les surfaces ainsi obtenues sont planes, puisqu’elles peuvent être considérées comme engendrées par le mouvement d’une droite sur deux autres droites parallèles.
III. Le même procédé s’emploie dans la coupe des pierres : si l’ouvrier ne fait point usage de lu scie , il enlève avec le ciseau tout ce qui dépasse le plan des deux
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parallèles , et vérifie avec la règle, que la surface obtenue «st plaoe.
. IV.€’est CD vertu du même principe que , pour rendre plane la surface d’une toUe sur laquelle on veut dessiner -ou peindre, on tend t^teraent cette toile , dans le sens des fils qui fcu*mcnt la chaîne, sur deux des bords parallèles d’un châssis rectangulaire, et, dans le sens des fils qui forment la trame, sur les deux autres bords parallèles du même châssis. Chaque système de fils tendus dans leur longueur sur deux droites parallèles, forme une surface plane.
On rend également plane la surface d’une feuille de papier, en la collant mouillée sur les bords d’un cadre rectangulaire ; en sériant elle s’étend de chaque bord au bcu'd opposé, qui lui est parallèle, et devient ainsi parfaitement plane.
Dans presque tous les arts mécaniques, ou fait usage des parallèles pour la détermination des surfaces planes.
400. Thëorëme. L’intersection de deux plans est une ligne droite. En effet , l’intersection de deux surfaces ne peut être qu’une ligne ; celle de deux plans ne peut être qu’une ligue droite ; car s’il s’y trouvait seulement trois points qui ne fussent pas en ligne droite, les deux plans coïncideraient dans tonte leur élcndne, en vertu du théorème du n® 396.
■ 'Applications. I.'.Les menuisiers se fondent sur ce principe pour dresser le bord d’une règle. Après avoir rendu plane la plus large face de la règle, ce qu’ils obtiennent au moyen du rabot, et en plaçant de temps en temps l’œil dans le prolongement de cette face pour s’assurer qu’elle n’offre aucune partie s’aillante, qui, dans cette position, deviendrait appréciable, ils n’ont plus qu’à rendre également plane la petite face de la 'règle contiguë à la première; ‘le bord de la règle qui est l’intersection de ces deux faces )>lanes, est nécessairement une ligne droite.
II, Supposons qu’une bougie àllurace soit placée sur une table rectangulaire ABED(fig. 326) dans l’intérieur d’un appartement; tous les rayons lumineux , par-
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tis de la flainiiie de la bougie, qui viendront raser un même bord A B de la table, seront dans un même plan. Si le bord dont nous parlons est placé assez près d'une muraille pour que son ombre s’y projette, la ligne de séparation a b entre l’ombre et la partie éclairée sera 4’interseclion du plan de la muraille avec le plan des rayons dont nous parlons. Cette ligne de séparation sera donc une ligue droite, quelle que soit la direction que l’on donne au bord de la table; et c’est ce qu’on observe , eu effet , lors même que la muraille a une position inclinée, comme cela arrive dans les mansardes.
III. Le problème général de la pcrspectwe consiste à représenter sur une surface plane la forme apparente des objets que nous avons sous les yeux ; et comme nous rapportons les objets dans la direction des rayons visuels menés de notre œil à ces objets, le problème se réduit à trouver l’intersection de ces rayons visuels avec la surface sur laquelle les objets doivent être représentés, et que l’on nomme le plan du tableau.
Tous les rayons visuels menés de notre œil ainj^ différents points d’une même ligne droite, telle que le bord <l’une corniche , d’un toit, etc., sont dans un même plan. Leur intersection avec le plan du tableau doit donc former une ligne droite ; c’est-à-dire qu’«/<e ligne droite reste droite en perspective ^ quelle <|ue s<)it d’ailleurs sa position. Si, par exemple, MN (fig. 327) représente le plan du tableau, O l’œil du spectateur, A, B, C, D, différents points d’une ligne droite Al), et«, b, c, d, les intersections respectives des rayons visuels OA, OB , OC, O D, avec le plan du tableau, ces intei’sections seront en ligne droite , et la droite ad sera la perspective de la droite AD.
CHAPITRE IL
Des droites perpendiculaires entre elles dans l'espace , cl des droites perpendiculaires à des plans.
40t. — Théouémb. Si une droite AO (fig. 898) qui rencontre wi est pewpasdiculaire à deux droites
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OB , OC , menées par son pied dans ce plan, elle est aussi perpendiculaire à toute autre droite 01) passant par son pied dans ce même plan. Pour le prouver, tirons une droite quelconque BC, qui coupe les trois droites O B , OD, OC. Prolongeons AO au-dessous du plan MN, d’une quantité OA' égale à OA; et joignons AB, AD, AC, A'B, AD, A’C.,
Les droites CA et CA' sont deux obliques égales, puisque leurs pieds sont également distants du pied de OC perpendiculaire à AA'. Les droites BA , B A' sont ans.si deux obliques égaies, puisque leui’s pieds sont également distants du pied de O B perpendiculaire h A A‘. Les deux triangles ABC et A' B C ont donc leurs trois côtés égaux chacun à chacun; ils sont donc égaux, et il en résulte que l’angle ABC est égal à l’angle A'BC.
Mais si l’on considère les deux triangles A BD et A'BD, on voit qu’ils ont un angle égal ABÜ = A'BD , compris entre côtés égaux chacun à chacun; ils sont donc égaux, et il en résulte AD — A'D.
La droite OD a donc deux de ses points, O et D, à égale distance des extrémités de la droite AA' ; elle est donc perpendiculaire sur cette droite (75) ; et réciproquement AO est perpendiculaire sur OD.
CoROixAiRE. Sur un plan, on ne peut, par un point donné d’une ligne droite, lui élever qu’une seule perpendiculaire. Il n’en est plus de même dans l’espace; par un point d’une droite donnée, on peut lui élever une infinité de perpendiculaires. Le théorème précédent fait voir que toutes ces perpendiculaires sont dans un même plan.
En effet, soient O B et OC (fig. 329) toutes deux jjerpendiculaires à AO; et soit MPi le plan des droites OB et OC. Je dis que toute autre droite élevée j)ar le point O perpendiculairement à A O , sera dans le plan M ]\. Car, si O 1 était une jK^rpendiculaire à AO qui ne fût point située dans le plan M N , on pourrait , suivant AO et O I , conduire un plan , qui rencontrerait le plan MN, puisqu’ils ont le point O commun. SoilOE leur intersection. Les trois droites A O, 01 , OE, seraient dans un même
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plan; l’angle AOI serait droit d’après notre supposi* tion; mais l’angle AO E serait droit aussi d’après le Ihéopème prtkîédent. On pourrait donc, dans un même plan, élever, par un même point d’une droite AO, deux perpendiculaires, OI et OE , à cette droite , ce qui est impossible.
Remarque. Lorsqu’une droite, qui rencontre un plan , est perpendiculaire à toutes celles qui passent par son pied dans ce plan, on dit que la droite est perpendiculaire au plan.
Réciproquement : quand un plan, qui rencontre une droite, contient toutes les perpendiculaires menées à cette droite par son pied, on dit que le plan e.st perpendiculaire à la droite.
402. — Tiiëorëme. Far un point donné hors (F un plan, on ne peut abaisser sur ce plan qu’une seule perpendiculaire. Supj)osons en effet que d’un point O extérieur à un planlUW (fig. 330) on puisse abaisser sur ce plan deux perpendiculaires OA et OR. Joignons AB. D’après la définition que nous venons de donner d’une droite perpendiculaire à un plan, chacune des deux droites OA et O B serait perpendiculaire à la ligne AB qui joint leurs pieds. Mais cette ligne AB est dans le plan des droites O A et O B , puisqu’elle y a deux points; dans le triangle AOB il y aurait donc deux angles droits, ce qui est impossible.
403. — TiiËuiiËME. Par un point pris sur un plan on ne peut lui élever qu’une seule perpendiculaire. Supposons en effet que par un point O pris sur un plan M J\ (fig. 331) on puisse lui élever deux perpendiculaires OA et O B ; ces deux perpendiculaires détermineraient un plan , qui , ayant le point O commun avec le plan MN, couperait ce plan suivant une droite OC. I.’angle AO C serait droit, puisque AO est perpendiculaire au plan MN; l’angle BOC serait droit aussi par une raison semblable. Or, les trois droites OA, O B, OC sont dans un même plan ; on pourrait donc , dans un même plan, élever à une même droite OC, deux perpendiculaires O A et OB , ce qui est impossible.
394 9KOONDB PARTIS.
404. •— Tiiëoréme. Pat un point pris sur une droite ^ on ne peut mener qu’un plan perpendiculaire à cette droite. Car ce plan doit contenir toutes les perpendiculaires menées à la droite donnée par le point donné; et nous avons démontré (401 , Coroll.) que toutes ces per- |>endiculaires sont dans un même plan.
40Ü. — TtiËORÉMB. Par un point pris hors cFune tlroite, on ne peut mener qu’un seul plan perpendiculaire à cette droite. Supposons en effet, que, par un point O pris hors d’une droite AB (fig. 332) , on puisse mener deux plans perpendiculaires à cette droite. Soient C et D les points oii ces plans rencontrent la droite A B. Joignons ÜC et OD. L’angle ACO serait droit; l’angle BDO serait droit aussi; il y aurait donc dans le triangle DOC deux angles droits , ce qui est impossible. On ne peut pas sup|M)ser non plus que les points C et 1) coïncident; car alors on pourrait, par un même point C de la droite AB , mener deux plans perpendiculaires à cette droite, ce qui est également im|X)ssible (404).
406. Toute droite qui rencontre un plan sans lui être perpendiculaire est dite oblique à ce plan.
Tiiéohéme. Si par un point O extérieur à un plan MN (fig. 330), on mène à ce plan une perpendiculaire O A. et une oblique O B , t oblique sercC^ plus longue que la perpendiculaire. Car, si l’on joint AB, le triangle O AB sera rectangle en A. L’hypotliénuse O B sera donc plus grande que le côté O A opposé à un angle aigu.
Corollaire. La véritable distance d’un point à un plan , est la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan.
407. — Théorème. Si par un point A pris hors d’un plan MN (fig. 338) on mène à ce plan la perpendiculaire A O , différentes obliques A B , A C , AD, telles que le pied de la perpendiculaire soit également distant du pied de chacune (F elles f ces obliques sont égales. Car, si l’on joint O B, OC, OD, ces droites seront égales par .supposition. Les triangles AOB, AOC, AOD, rectangles en O, ont donc un côté égal; ils ont de plus un autre côté commun AO; ces triangles sont donc égaux; et
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par coiTsë(}uent leurs liypothéauses AB, A€ÿAD'ÿ sont égales. J*. .;.]() 'K ,f! i /itio ‘Uï --J.la?
CoBoixAiRC. Si dii pied O de là perpendicuiaire, comme centre, avec Un rayon quelconque QByOndécrit une circonférence BCD, chaque point de la perpendiculaire sera à égale distance de tous les points de cette circonférence ; car les distances d’un même point de la perpendiculaire AO , aux différents points de cette circonférence , seront des obliques égales , d’après le théorème précédent. ' . . •
408. — Tbéorëme. Si par un point A, extérieur à un plan M N (fig. 333) , on mène à ce plan la perpendiculaire AO, et deux obliques quelconques A B , A I , l’oblique A I « dont le pied s’écarte le plus du pied de la perpendicu^ laire y est la plus longue. En effet, joignons OB et 01 ; prenons OC — OB ; et tirons AC. Les obliques AB et AG seront égales, d’après le théorème précédent. Mais les droites 'A Cet 01 sont dans le plan O AI, puisque chacune d'elles y a deux points. Or, dans ce plan, la droite AO étant perpendiculaire à 0 1 , les droites. AC et A I sont obliques par rapport à O I ; et puisque A 1 est celle dont le pied est le plus éloigné du pied de laipérpendiculaire, on a Ai ^ AC, ou, ce qui revient ait même, AI AB. . . m;-i ! . . >»
CoRoi.LAiREi II résulte oe qui précédé : l°que, si deux obliques sont égales y le pied de la perpendiculaire est également distant du pied de chacune d’elles ; car dans le cas contraire elles seraient inégales ; 2“ que, deux obliques A B cf A I sont inégales , le pied de la plus longue s'écarte davantage du pied de la perpendiculaire', et l’on a 01 >• O B ; car, si cela n’était pas, il faudrait qu’on eût ou 01 = OB, et alors les deux obliques AI et AB seraient égales , ou O I >< O B , et alors l’oblique AB serait la plus longue, résultats également contraires à la supposition. .• ;
Remarque. Toutes les obliques égales à AC viennent aboutir à la circonférence ((ui a pour centre le pied O de la perpendiculaire AO, et pour rayon ladistanceOC fhi pied de l’oblique au pied de la perptndiculaire ; caé
si le pied d’nne de ces obliques tombait en dehors on en dedans de celte circonférence , celte oblique serait plus grande ou plus petite que AC. 11 suit de là que si, du point A, avec une longueur constante AC, on décrivait une courbe sur le plan Td N, celle courbe serait une circonférence de cercle B C Ü , et le centre de celte circonférence serait le pied 0 de la perpendiculaire abaissée du point A sur ce plan.
409. — Pboblëme. Par un point donné sur un plan 'élever une perpendiculaire à ce plan. On emploie , pour ré- .soudre pratiquement ce problème, une double équerre (fig. 334) ou équerre à deux branches , formée de deux équérres ordinaires réunies par l’un des côtés AO de l’angle droit. Pour déterminer au mo^en de cet instrument la direction de la perpendiculaire cherchée , on pose l’instrument sur le plan donné , de manière que les côtés O B et O C coïncident avec ce plan , et que le point O tombe au point donné. La droite A O est alors la perpendiculaire cherchée; car cette droite est perpendiculaire aux deux droites OB et OC menées par son pied dans le plan donné. ;
On peut résoudre le même problème au moyen de trois cordeaux. Pour cela, soit O (fig. 335) le point donné. Tracez sur le plan donné deux droites quelconques OB, OC qui passent par le point O. Prenez sur chacune d’elles une longueur de 3 mètres, de 3 pieds, ou en générai de 3 unités de longueur quelconques. Soient O B et OC ces longueurs. Aux points B et C fixez le bout de deux cordeaux dont la longueur soit de 5 unités; et au point O, le bout d’un troisième cordeau dont la longueur soit de 4 unités. Béunissez en un même point A les bouts libres des trois cordeaux tendus ; le cordeau AO donnera la direction de la perpendiculaire demandée. . *
Car , comme on a 25= 9 +16, ' , : 1‘
ÂB’=ÏÏB’ + AÔV AC’=ÔC’+AÔ*.
on aura
et
vr<lv*
fi!
Les triangles AO B, AO C sont donc rectangles en O; la
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droite AO, étant perpendiculaire aux deux droites O B et OC qui passent par son pied dans le plan donné , est donc perpendiculaire à ce plan.
Problème. J)' un point donné hors d’un plan
abaisser une perpendiculaire sur ce plan. Il serait possible de résoudre pratiquement ce problème avec la double équerre, si lecôté A O (fig. 334) était suffisamment élevé. 11 suffirait pour cela de poser les côtés O B et OC sur le plan donné, et de faire glis.ser l’instrument sur le plan, jusqu’à ce que le côté O A vint passer par le point donné ; ce côté O A serait alors la perpendiculaire demandée. Mais s’il y a impossibilité à se servir de l’instrument, on pourra recourir au procédé qui suit. Soit 31 N (fig. 333) le plan donné, et A le point donné hors de ce plan (il faut suppo.ser que ce point appartienne à un système .solide, et que sa po.silion soit invariable dans l’espace). Fixez au point A l’extrémité d’un cordeau de longueur déterminée, armé à son autre extrémité d’une pointe à tracer. Faites mouvoir ce cordeau tendu , de manière à décrire sur le plan donné la circonférence BCD, ou du moins une partie de cette circonférence. Cberchez-en le centre O; ce point .sera le pied de la perpendiculaire demandée (408 , Rem.). À
Au lieu d’un cordeau, on pourrait employer une perche, une règle, ou même un compas, suivant la distance du point donné au plan donné.
411. — Problème. Par un point O, donné sur une\droite AA' (fig. 330), mener un plan perpendiculaire a cette droite. Suivant la droite donnée, conduisez deux plans quelconques. Dans l’un de ces plans , menez O B perpendiculaire à AA', et dans l’autre, menez OC, également perpendiculaire à AA'. Par les droites OB et OC, faites pa.sser un plan , ce plan sera perpendiculaire à la droite donnée AA', puisqu’il contient deux perpendiculaires OB et OC menées à cette droite par un même point O (401 , Coroll.).
Applications. Ce procédé est précisément celui que les charpentiers emploient pour couper une pièce de bois, i>erpendiculairement à rintei*seclion de deux de
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ses faces planes latérales. Soit AD (fig. 337) cfette Intersection ; par le point O donné sur cette droite , l’oilvrier élève, dans l’iine des faces de la pièce, O B perpendicn- laireà AD; il élève de même, dans l’autre face, OC perpendicidaireà AD. 11 donne alors un trait de scie suivanl les droites O B et OC; le plan déterminé par la scie esl perpendiculaire à A D.
Remartjuons que les plans à conduire suivant AO , d’après la construction ci-dessus indiquée^ se trouvent tout conduits dans l’exemple que nous venons de choisir : ce sont les faces mêmes de la pièce de bois.
Le même procédé est mis en pratique dans la coupé des pierres.
412. — Pruuléme. Par un point B (fig. 336) donné hors d'une droite A A', mener un plan perpendiculaire à cette droite. Par le point B et par la droite AA' conduisez un plan; dans ce plan, abaissez BO perpendiculaii'e sur AA'; suivant cette droite, condui.sez un second plan quelconque, et dans ce plan élevez OC perpendiculaire à AA'. Suivant les droites BO et OC faites passer un plan ; ce sera le plan demandé; car il contient BOet OC toutes deux perpendiculaires à A A’ (401 * Coroll.).
AppLic.iTio:\8. Ce procédé est encore celui que les charpentiers emploient. Supposons que par le point B (fig. 337) il s’agisse de mener un plan perpendiculaire à l’inter-section Al) de deux faces planes contiguës d’une pièce de bois. L’ouvrier abaksse tlu point B sur AD une perpendiculaire B O; puis, au point O, dans la facecoiptiguë , il élève la perpendiculaire OC. 11 donne alors un trait de .scie suivant les droites O B et OC ; le plan déterminé par la scie est perpendiculaire à AD.
Les deux premiers plans à conduire, d’après l’énoncé «le la construction ci-dessus indiquée, se trouvent ici tout conduits.
La même construction est pratiquée dans la coupe des pierres.
413. — Théorème. Si par le pied O (fig. 338) d’une droite A O perpendiculaire à un plan M N , on abaissé O D perpendiculaire à une droite quelconque B C menée
GÉOAIKTRIE DAK8 l'eSPACI;. 299
dans ce plan , et qu’on joigne A D , /a droite A I> sera perpendiculaire à BC. En effet, prenons sur la droite BC un point quelconque B; joignons O B et A B. Par supposition, les triangles AOD, AOB et ODB seront rectangles, et l’on aura :
AD’ = ÂÔ’ -h ÔD’
ÔB’ = ÔD’ + DB’
AB’ = AÔ’ + Wb\
Si l’on ajoute membre à membre les deux dernières égalités, et qu’on en retranche la première , on obtient
ÂB’4-ÔB’-lü5’=liO’-hÔB’-4-ÔD’+DB’— ÂÔ’~ ÔD égalité qui se réduit à
TB’— "ÂD’=ÔD’, . {
d’où
AB’=ÔD’-f-ÂD’, - ••
c’est-à-diro que le triangle AD B est rectangle en D, et que par conséquent AD est perpendiculaire à BC. ,
. 414, — Réciproquement : soit CB (fig. 338) une droite quelconque, tracée dans un plan iMN , et DO une perpendiculaire menée à cette droite dans ce plan. Suivant BC, conduisons un plan quelconque; dans ce plan élevons DA perpendiculaire à BC. Suivant DA et DO conduisons un plan; et dans ce plan élevons au point O, ou abaissons du point A, la droite AO, perpendiculaire sur DO. Je dis que cette droite AO sera perpendiculaire au plan M N. ^
En effet, prenons sur BC un point B quelconque;
joignons B O et B A. D’après la construction, les triangles ODB, ADB et AOD sont rectangles, et l’on a ,
OB’=ÔD’-t-^’, ■
XB’=è.ÂD^H-'DB% - - ' '
‘ , Xd’ =Tô’ +ÔD’. f
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Si l’on ajoute membre h membre les deux dernières égalités, et qu’on en retranche la première, il vient:
égalité qui se réduit à
■aB*— “OB*=XÔ%
d’où
AB’ = AO"+OB
c’est-à-dire que le triangle AOB est rectangle en O, et que AO est perpendiculaire sur O B. Cette droite AO est donc perpendiculaire à deux droites O D et O B menées par son pied dans le plan 31 N; elle est donc perpendiculaire à ce plan (401).
Remarque l. Cette propriété fournirait un moyen de mener une perpendiculaire à un plan donné, soit par un point pris sur ce plan , soit sur un point pris au dehors.
Remarque II. L’usage des droites perpendiculaires à des plans est continuel dans les constructions et dans tous les arts mécaniques. INous aurons occasion , dans la suite, de revenir à chaque pas sur leur emploi, et d’en citer de nombreuses applications qui ne pourraient être présentées pour le moment que d’une manière incomplète.
CHAPITRE III
Des droites parallèles entre elles dans l’espace , et des droites parallèles à des plans.
‘415. — Théorème. Deux droites perpendiculaires à un même plan sont parallèles entre elles. Soient AO et ED (fig. 339) deux perpendiculaires à un même plan MN; je dis que ces droites sont situées dans un même plan et ne sauraient se rencontrer quelque loin qu’on les prolonge, c’est-à-dire que ces droites sont parallèles.
Pour le prouver, joignons OD; menons, dans le plan MN, la droite BC, perpendiculaire à OD; et joignons le point D à un point quelconque A de la droite AO. En •vertu du théorème du n® 413, AD sera perpendiculaire
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sur BC. Mais BC est aussi perpendiculaire sur OD par construction, et à ED puisque cette dernière est perpendiculaire au plan M IV (401). Or, les trois droites ]) O, D A , DE , menées par un même point D de la droite B G, perpendiculairement à cette droite, sont dans un même plan (401 , (]oroll.) , et la droite AO est aussi dans ce plan , puisqu’elle y a deux points A et O.
Maintenant les droites AO et ED, qui sont dans un même jdan, comme nous venons de le démontrer, ne peuvent se rencontrer quelque loin qu’on les prolonge, puisqu’elles sont toutes deux perpendiculaires à une même droite 01). Ces droites sont donc parallèles.
416. — Théorème. Si deux droites sont parallèles , tout plan perpendirAilaire à l’une est aussi perpendiculaire a l’autre. Soient AO et ED (lig. 339) deux droites parallèles , et soient M N un plan perpendiculaire à A O ; je dis qu’il sera aussi perpendiculaire à ED.
Pour le prouver, joignons O D; menons, dans le plan M N, la droite B C , perpendiculaire à O D ; et tirons A D, En vertu du théorème du n° 413, AD sera perpendiculaire à BC; mais déjà BC est perpendiculaire à OD; la droite BC sera donc perpendiculaire au plan des droites AD et OD. Or, les droites AO et ED étant parallèles, sont dans un même plan (399), et ce plan coïncide avec le plan des droites AO et OD, puisqu’ils ont trois points communs A ,0, D. Donc BC est au.ssi perpendiculaire à ED.
iNIais, dans le plan A ODE, la droite OD, perpendiculaire à AO, est aussi perpendiculaire à sa parallèle ED. 11 en résulte que ED est perpendiculaire à la fois aux deux droites ODetDC, qui passent par son pied dans le plan MA' ; donc elle est perpendiculaire à ce plan.
Applicatio.v. Si une pièce de bois offre une face plane AB CD (lig. 340) , terminée par des bords parallèles AB et CD, et que cette pièce de bois ait été coupée au point!), perpendiculairement à la ligne CD (nous avons vu plus iiaut(4! I) comment cette section s’opère), le plan DBEF étant perpendiculaire à CD, sera aussi perpendiculaire à sa parallèle AB. Ainsi les angles ABD et ABE seront droits.
«ECOîfDE PARTIE.
417. — Théorème. Deux droites AO, ED (fig. 339) parallèles à une troisième FG, sont parallèles entre elles. Car, si l’on mène un plan MN perpendiculaire à FG, il sera aus.si perpendiculaire à ses parallèles AO et E D (416). Mais deux droites perpendiculaires à un même plan sont parallèle» entre elles (41S); donc AO et ED sont parallèles.
418. — ThéÔréme. Par un point O (fig. 841 ) pris hors d une droite CE , on ne peut lui mener qu’une seule parallèle OA. Supposons, en effet, qu’on puisse mener par le point O une seconde droite OB parallèle à C-E. Par le point O , menons un plan M M perpendiculaire à CE ;
' ce plan sera en même temps perpendiculaire à ses parallèles O A et O B. Or, par un point O, pris sur un plan M N , on ne peut lui élever qu’une seule perpendiculaire. 11 est donc absurde de sup|x»scr que O B puisse être parallèle à CE.
419. — Problème. Par un point donnée mener une parallèle à une droite donnée. La solution de ce problème se réduit à conduire un plan par le point et la droite donnés, et à mener ensuite dans ce plan une parallèle à cette droite par le point donné, à l’aide de l’un des procédés indiqués dans la Première Partie.
Dans la pratique , le point donné est presque toujours situé sur une surface plane qui doit contenir la parallèle cherchée , et qui offre , en outre , avec la surface où se trouve la droite donnée , des relations de position qui permettent de résoudre le problème sans être obligé de conduii’e un plan par le point et la droite donnés. Nous rencontrerons, par la suite, plusieurs questions où cette circonstance se présente.
420. — Théorème. Une droite (fig. 842) parallèle à une autre droite CD> menée dans un plan MN,’ ne peut rencontrer ce plan quelque loin qu’on les prolonge. Ces deux droites étant parallèles, sont dans un même plan, qui coupe le plan MN suivant la droite CD. Bi donc la ligne AB , qui appartient au pian A B CD, rencontrait le plan M N , ce ne pourrait être qu’en un point commun à ces deux plans, c’est-à-dire en un point de
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leur intersection CD. Or AB ne peut rencontrer CD, puisque ces droites sont parallèles; donc AB Pe peut* rencontrer le plan M N. j, j
Remarque. Lorsqu’une droite et un plan sont situés de telle sorte qu'ils ne puissent se rencontrer quelque loin qu’on les prolonge , la droite est dite parallèle au plan, et le plan parallèle à la droite. Le théorème précédent peut alors s’exprimer ainsi ; Toute parallèle à une droite menée dans un plan , est parallèle à ce plan.
Corollaire. Celte proposition conduit à la suivante, qui n’en diffère que par la forme : Lorsque deux droites sont parallèles , tout plan mené suivant l’une d’elles est parallèle à l’autre.
431. — Théorème. Si une droite AB (fig. 842) est parallèle il un plan M N , ci que par cette droite on mène un second plan qui coupe le premier^ leur intersection sera une droite CD, parallèle à AB. Car si les droites AB et CD, qui sont dans un même pian, avaient un point commun , ce point , appartenant à CD, appartiendrait au plan MN qui contient CD. La droite AB et le plan MN auraient donc un point commuu, ce qui est contraire à la supposition. üi
Applications. I. Si l’on dispose le bord AB d’une table (fig. 343) supposé rectiligne, parallèlement à une des lignes de la bordure de la tapisserie, et qu’on place Rur cette table une bougie allumée , de telle façon que l’ombre de la table se projette sur la muraille, la ligne de séparation ab, entre l’ombre et la partie éclairée, sera, d’après le théorème précédent, une droite parallèle au bord de la table; et , comme ce bord est aussi parallèle à T une des lignes de la bordure, celle-ci sera parallèle kab (417), et c’est ce qu’on observe , en effet.
II. Deux droites A B, CD (fig. 344), parallèles entre elles et au plan du tableau MN, restent parallèles en perspective. Car le plan des rayons visuels, menés aux différents poipts de AB , coupe le plan M N , suivant une droite a parallèle à AB. De même le plan des rayons visuels, menés aux différents points de CD, coupe le plau du tableau, suivant une droite cd parallèle à CD.
Doue cd est aussi parallèle à AB, et par conséquent * à «6 (417).
422. — Théorème. Si une droite AB (fig. 342) est parallèle à un plan MN, toute droite E F parallèle à A B est aussi parallèle au plan MN. En effet, si l’on mène suivant AB un plan quelconqué, il coupera le plan M N suivant une droite CD parallèle à AB (421). Les droites EF et CD, toutes deux parallèles à AB , sont donc parallèles entre elles (417). La droite EF étant parallèle à une droite CD menée dans le plan MN, est donc parallèle à ce'plan (420).
CoRoixAiRE I. De celte proposition résulte la suivante , qui n’en diffère que par la forme ; Si deux droites sont parallèles , tout plan parallèle à Vune est en même ' temps parallèle a l'autre,
CoROr.EAiRE II. Si un plan est rencontré par une droite y il est rencontré également par toutes les parallèles h cette 'droite. Car si l’une d’elles ne le rencontrait pas, elle lui serait parallèle; il en serait donc de même de toutes les autres, d’après le théorème ci-dessus, et en particulier de la droite donnée elle-même , ce qui est contraire à la supposition.
423. — Application. Les propositions qui précèdent servent à démontrer le principe fondamental de la perspective, savoir, que : deux droites parallèles entre elles y mais qui ne sont point parallèles au plan du tableau, ^concourent en perspective.
Soient, en effet, AB et CD (fig. 345) deux droites parallèles entre elles, mais qui ne sont point parallèles au plan du tableau MN, et soit O l’œil du spectateur. Par le point O, menons une parallèle à AB; puisque AB n’est point parallèle au'plan MN, sa parallèle, menée par le point O, ne sera pas non plus parallèle à ce plan (422, Coroll. II), et le rencontrera en un certain point P.
Les parallèles AB et OP déterminent un plan, qui coupe le plan MN suivant une droite 6P. Les rayons visuels menés du point O aux différents points de A B, étant tous contenus dans le plan A B OP, puisque eha-
Digitizcci by Cloogle
GIîOMlÎTRIF. DANS l’eSPACE. 305
cun d’eux y a deux points, ne peuvent rencontrer le plan M N cfu’en quelque point de la droite bP; celte droite est donc la perspective de la droite AB. On démontrerait de la même manière que la perspective de CD est une droite dP. Ainsi les perpectivcs des deux droites parallèles AB et CD concourent au point P.
On voit en même temps que pour obtenir le point de concours P, il suffit de mener, par l’œil du spectateur, une parallèle aux droites proposées; le point où celle parallèle rencontre le plan du tableau est le point de concours demandé.
424. — Théorème. Si une droite A B (fig. 342 ) est parallèle à un plan M N , toute ligne C D , menée par un point C de ce plan, parallèlement « A B , est contenue tout entière. Car, si par la droite AB et le point C on conduisait un plan, il couperait le plan MIV suivant une parallèle à AB (421). Or, par un point pris hors d’une droite, on ne peut lui mener qu’une seule parallèle. Il faut donc que CD soit tout entière dans le plan M N.
42.5. — Théorème. Toute droite A B (fig. 340) parallèle à deux plans MN er P Q qui se coupent, est parallèle à leur intersection CD. Car, si par le point C on menait une parallèle à A B, en vertu du théorème précédent, elle serait contenue tout entière dans le plan IM N et dans le plan PQ. Cette parallèle n’est donc autre chose que l’intersection C D des deux plans.
426. — Théorème. lorsqu’une droite A B ( fig. 342) est parallèle h un plan M N , tous les points de cette droite sont à égale distance de ce plan. Car, soient A C et B D les perpendiculaires abaissées des points A et B sur le plan MPi. Ces droites, perpendiculaires à un même plan, sont parallèles (415), et déterminent un plan , qui contient AB, puisque cette droite y a deux points; et qui coupe le plan MN suivant une droite CD parallèle à A B <421). La figure AB CD est donc un parallélogramme rectangle, et l’on a AC = BD.
Remarque. La véritable distance d’une droite à un plan qui lui est parallèle est la longueur de la perpen-
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plan; car celte distance est la mf*me pour tous les points de la droite ; et d’ailleurs 'toute oblique serait plus longue.
427. — Problème. Trouver la plus courte distance dé deux droites qui ne sont point dans un même plan. Soient A B et Cl> ( fig. 847) les deux droites proposées. Par un point quelconque E de la droite CD, menons une pa-* rallèle FG à la droite AB. Les droites C D et F G , qui se coupent, détermineront un plan MIN. D’un point quel-i conque H, de la droite AB, abaissons HI perpendicu-* laire sur ce plan. Par le pied 1 de celte perpendiculaire, menons 1 K parallèle à F G , et par conséquent aussi à A B. La droite IK rencontrera CD en un point L, sans quoi AB et CD seraient parallèles. Les droites A B et 1 K étant parallèles, sont dans un même plan, qui contient la droite H I ; si donc > dans ce plan , on élève au point L une perpendiculaire à IK, cette perpendiculaire rencontrera la droite A B en un certain point P. Je dis qu6 la droite LP sera la plus courte distance demandée.
En effet, H I, perpendiculaire au plan MK, est perpendiculaire à la droite IK, menée par son pied dans ce plan. Les droites HI et PL, situées dans un même plan, et perpendiculaires toutes deux à une même droite IK, sont donc parallèles entre elles. La figure II IL P est donc un rectangle, et PL est perpendiculaire à AB. La droite H I étant d’ailleurs perpendiculaire au plan MN, sa parallèle PL est aussi perpendiculaire à ce plan, et par conséquent à la droite CD^ qui passe par son pied dans ce plan. Ainsi PL est perpendiculaire à la fois aux deux droites données AB et CD.
Cela posé , je dis que toute autre droite Cm, qui join^ drail deux points C et m , pris sur les droites proposées , serait plus longue que PL; car, si dans le plan on abaisse mn perpendiculaire sur IK, cette droite, parallèle à H I , sera perpendiculaire au plan M N , et plits courte par conséquent que l’oblique C m. Or, m n — PT. , comme ])arallèles comprises entre parallèles; donc PL est moindre (pie C m.
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La droite PL est donc la plus courtè distdnce de^ deux droites AB et Cl).
Remarque. La plus courte distance de deux droites est, connue on pouvait s’y attendre ^ leur perpendiculaire commune; et l’on voit que, quelle que soit la position des droites données , on peut toujours déterminer celte perpendiculaire.
CHAPITRE IN
Des angles que les droites font entre elles dans l’espace^ et des angles qu’elles forment avec les plans. ' i
428. — Quand deux droites se coupent dans l’espace , elles y déterminent un plan ; tout ce que nous avons dit des angles formés par deux droites sur un plan devient donc applicable. Nous nous contenterons de généraliser le théorème du n* 94. ‘
TnÉORËME. Deux angles ABC, DEF (fig. 348), otit leurs côtés parallèles et dirigés dans le meme sens , sont égaux. Pour le prouver, prenons sur deux côtés parallèles les longueurs égales AB et ED ; et sur les deux autres les longueurs égales BC et EF; et joignons AC„ FD,AD,BE,CF.
■ Les droites AB et DE étant égales et parallèles, la figure A B E D est un parallélogramme (226) ; donc AD est égal et parallèle à BE. Les droites BC et EF étant égales et parallèles, la figure B CFE est on parallélogramme;! donc CF est égal et parallèle à BE. Mais deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre' elles ; donc AD et CF sont égales et parallèles, et la figure A DF C est un parallélogramme ; d’où il résulte que A C et B F sont égaux. Maintenant, si l'on compare les deux triangles ABC et DEF, on voit qu’ils ont leurs trois côtés égaux cbacud à chacun; ils sont donc égaux; et les angles ABC et DEF, opposés à des côtés égaux, AG et DF , sont égaux.
Remarque. S’il s’agis.sait des angles A'BC et DEP qui ont leurs côtés parallèles, mais dirigés en sens con-
traire , on voit qu'ils seraient encore égaux ; car A' BC' est égal à ABC , comme lui étant opposé par le sommet.’
S’il s’agissait des angles ABC et DEF, dont les côtés sont encore parallèles, mais dirigés, les uns, AB et D E , dans le même sens , les autres , BC et E F , en sens contraire , on voit qu’ils seraient non pas égaux mais supplémentaires; car ABC est le supplément de AB C.
429. — Quand deux droites sont situées dans des plans différents, elles ne forment plus d’angle à proprement parler. Cependant, pour apprécier leur inclinaison mutuelle, on mène par un point de l’une d’elles une parallèle à l’autre, et l’angle des deux droites qui se coupent sert de mesure à l’inclinaison cherchée. _
Lorsqu’une droite AO (fig. 349) rencontre un
plan IM N sans lui être perpendiculaire , elle peut se rapprocher plus ou moins de ce plan, être plus ou moins inclinée par rapport à lui. Pour juger de cette inclinai-; son, on abaisse d’un point quelconque A de la droite une perpendiculaire AC sur ce plan ; on joint le pied C delà perpendiculaire au pied O de l’oblique, par une droite CO; et l’angle AOC formé par l’oblique et parla droite C O, est ce qu’on nomme l’angle de l’oblique avec le plan. ‘ .
Pour justifier cette manière d’agir, il y a deux remarques importantes à faire.
1“. Quel que soit le point de la droite AO que l’on choisisse pour abaisser de ce point une perpendiculaire sur M N , c’est toujours la même droite CO , et par suite le même angle AOC, que l’on obtient.
En effet , soit B D une autre perpendiculaire abaissée d’un point quelconque B de la droite AO sur le plan MN. Les deux droites AC et BD étant perpendiculaires à un même plan , sont parallèles entre elles , et déterminent un plan , dans lequel la droite A O est contenue, puisqu’elle y a deux points, A et B. Les points C , D et O sont dans ce plan ; or ils sont aussi dans le plan M N; ils'.sont donc sur l’intersection de ces deux plans , c’està-dire qu’ils sont en ligne droite. Ainsi , quelle que soit
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la perpendiculaire BD abaissée d’un point de AO sur le plan M N, son pied D sera loujoui’s sur la droiteCO.
2“. L’angle AO('. , ou BOD , est le plus petit de ceux <jue peut lornicr l’oblique BO avec une droite menée par son pied dans le plan MN. (’ar soit OT une autre droite menée dans ce plan par le point O; prenons OI = OD, et joignons BT. T.es triangles BOD et BOT ont deux côtés égaux chacun à chacun, savoir: BO commun, et OD = O I ; mais le troisième côté de l’un , qui est la perpendiculaire B D , est nécessairement moindre que le troisième coté de l’autre , qui est l’oblique Bl; donc l’angle BOD, opposé à BD, est moindre que l’angleBOI, opposéà BI (186, 189).
Remarque. Loreque d’un point A (tig. 333), extérieur à un i)laii M N, on mène plusieurs obliques égales A B, A C, AD, etc., ces obliques sont également inclinées sur ce j)lan. (]ar si A O est la perpendiculaire abaissée du jx)int A sur ce plan , et qu’on joigne O B, OC, O D, etc. , on voit que les triangles rectangles A O B , A O C, A O D, etc. , sont égaux comme ayant l’hypothénuse égale et un côté commun. 11 en résulte l’égalité des angles ABO, A CO, ADO, etc., qui mesurent l’inclinaision de ces obliques sur le plan M N.
CHAPITRE V
Des angles dièdres. ■ ■
431. — Lorsque deux plans se rencontrent, ils peu- Tent s’écarter plus ou moins l’un de l’autre. Ce plus ou moins d’écart est ce que l’on nomme l’angle de ces deux plans. Mais pour distinguer les angles de cetlc espèce, de ceux que forment les droites entre elles, on donne aux premiers le nom à' angles diètlres , et l’on affecte aux angles formés par les droites qui se rencontrent , la dénomination à'angles plans.
La considération des angles dièdres joue un rôle aiis.si important dans la forme des corps terminés par dos surfaces planes , que celle des angles plans dans la forme
des polj^gones. Ofi Irpuve une preuve frappante de son importance dans la ci'istaliugrapUie , c'est-à-dire dans la science qui enseigne à classer les suMances minérales d’après les formes géopiétriques qu’elles affectent. Toujours les mêmes substances se présentent ou avec des formes identiques, ou avec des formes liées entre elles par des rapimrts déterminés, et danscbaçune desquelles les angles dièdres sont constants. En sorte qu’il suffit de la mesure de ces angles pour décider à quel système crisr tallin on doit rapporter une substance donnée; et en s’aidantd’un petit nombre d’autres caractères physiques, on détermine bientôt l'espèce minérale à laquelle apparr tient le cristal qu’on examine.
432. — Eorscjae deux plans forment un angle dièdre , cliacun d’eux est ce que l’on nomme l’une des faces de l’angle dièdre ; et la ligne d’intersection des deux plans est V arête de cet angle. " ’-l
Pour désigner nu angle dièdre, on emploie ordinairement quatres lettres , dont les deux moyennes sont prises sur son arête, €ît les deux extrêmes sur chacune dè ses faces. Ainsi l’angle dièdre que représente lafigure 850 pourrait être désigné de l’une quatre manières suivantes ; ' ■ '^1 ''i
ADC F, FCDA, 3CDE, EDCB.
La grandeur des faces d’un angle dièdre n’influe en rien sur la valeur de cet angle; de même que la longueur des côtés d’un angle plan n’influe en rien sur sa valeur.
4S3. — La mesure d’un angle dièdre se ramène faciles ment à celle d’un angle plan. Pour cela , par un point de son arête, on élève, dans chacune de ses faces, une tierpendiculaire à cette arête : l’angle que forment eqr tre elles ces deux perpendiculaires peut servir de mesure à l’angle dièdre. Si l’on suppose, par exemple, que DA et DE (fig. 350) soient toutes deux perpendiculiares à CD, l'angle A DE servira de mesure à l’angle dièdre A D C F , et ce sera ce qu’on appelle , pour abrégefi son ftngle plan.
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Voici luaimlenaut sui’ quoi se fonde ce mode de mesure.
4" 4. — JVabüi'd , quelque point de l’arête que l’on choisis.se j)our lui élever une peri)eiuliculaire dans chacune des faces de l’angle dièdre, l’angle de ces perpendiculaires sera toujours le même; car, si CB et CF sont deux autres perpendiculaires à CD, les droites DA et C B étant parallèles entre elles , puisqu'elles sont situées dans un même plan et perpendiculaires à une même droite C D ; et les droites D£ et CF étant aussi parallèles entre elles par la même raison , il en résulte que les angles ADE et BCF sont égaux (428).
En second lieu , l’égalité de deux angles dièdres entraîne celle de leurs angles plans, et réciproquement. En effet, soient deux angles dièdres MCDN, medn (fig. 3Ô1) , et soient A OB, aob leurs angles plans , c’e.stà-dire, suj)posons queO A soit mené dans la face DM et O B dans la face C N, toutes deux perpendiculairement à CD ; et que ao soit mené dans la face d w , ci ob dans la facec«, toutes deux i)erpendiculairement à cd. (Il a fallu , dans la figure , donner une grandeur limitée aux faces des deux angles dièdres; mais il ne faut pas perdre de vue (jue ces faces j)euvent être j)rolongées par la pensée autant qu’on le voudra, sans rien changer aux raisonnements qui suivent. )
.Te dis, 1”, que si les angles dièdres MCDN, medn sont égaux, les angles j)lans AOB et aob sont égaux aussi.
Pour le prouver, transportons l’angle dièdre medn sur l’angle dièdre MCDN, de manière que leurs arêtes cd et CD coïncident, et que le point o tombe sur le point O , ce qui sera toujours j)ossible. Faisons ensuite tourner l'angle dièdre medn autour de son arête jusqu’à ce (jue la face dm vienne coïncider avec la face DM. Les droites ao et AO seront dans un même plan , et toutes deux perpendiculaires en O à l’arête C D deve-» nue commune ; ces deux droites coïncideront par conséquent. Mais puisque les deux angles dièdres sont égaux, que leurs arêtes et deux de leurs faces coïncident, et
que d’ailleurs on les suppose semblablement placés ^ il faut que les deux autres faces coïncident aussi. Les droites O A et O B sont donc dans un même plan, et toutes deux perpendiculaires en O à l’arête coninuine CD ; donc ces deux droites coïncident. Par conséquent les angles plans aob et AOB coïncident, et sont égaux.
.Te dis, 2", que si les angles plans aob et AOB sont égaux, les angles dièdres medn^ MCDN sont égaux aussi.
Pour le prouver, plaçons, comme ci-dessus , l’angle dièdre medn sur l’angle MCDN, de manière que les arêtes cd et(^D coïncident, ainsi que les faces et M D , et que le point o tombe au point O; les droites oa et O A coïncideront comme nous l’avons prouvé. IMais les quatre droites O A , OB ,o a-,ob, toutes quatre perpendiculaires à l’arête CD devenue commune, sont dans un même plan perpendiculaire à celte arête (401 , Coroll.). Or, puisque les angles « o et AO B , qui sont dans le même plan , semblablement placés, et ont même sommet et un côté commun OA, .sont égaux, il faut que les côtés o ô et O B coïncident. Les faces en et CN ont donc deux droites communes, O B et OC, qui se coupent; donc ces faces coïncident, puisque deux droites qui se coupent déterminent un plan. Donc les angles dièdres m cdn et MCDN coïncident , et sont égaux-
Enfm :
435. — Théorème. Deux angles dièdres quelconques sont entre eux comme leurs angles plans. En effet , quels que soient les angles dièdres proposés , on peut toujours , en transportant convenablement l’un d’eux, ainsique nous l’avons fait tout à l’heure, les amener à avoir même arête , et une face commune. Soient MDEN et 1\IDEP (fig. 3Ô2) les deux angles dièdres proposés ainsi placés.
Par un point O de l’arête commune D E , élevons dansles faces ME, DN, DP, les perpendiculaires OA, OB, OC. Les angles AOB, A OC seront les angles plans cor-respondanls aux angles dièdres proposés. Dans le plan des perpendiculaires O A ,0 B, OC, décrivons, du point
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O comme centre, avec un rayon arbitraire, l’arc de cerfcle abc. Supposons que les arcs abç\. ac aient une commune mesure, qui soit contenue, par exemple, 3 fois dans a 6 et 5 fois dans ac.
Divisons ac en 5 parties égales, a b contiendra 3 de ces parties. Par tous les points de division menons des droites au point O ; ces rayons partageront l’angle «Oc en 5 angles égaux, puisqu’ils auront même mesure; l’angle aO A en contiendra 3. Enfin par tous ces rayons et par l’arête DJi faisons passer des plans; ces plans parlagoront l’angle dièdre MDEP en 5 angles dièdres égaux , puisque leurs angles {dans seront égaux ; l’angle dièdre MDEIV en contiendra S. Les angles dièdres proposés MDEN et MDEP sont donc entre eux comme 3 est à 5; mais les angles aOb et aOo sont aussi entre eux comme 3 est à 5; à cause de ce rapport commun , les angles dièdres sont donc entre eux comme les angles plans, et l’on a la proportion
MD EN : MDEP:: AOB: AOC.
Ces raisonnements ne sont pas particuliers aux nombres 3 et 5 , et la proj>ortion subsisterait, quelque petite qqe l’on supposât la commune mesure entre les arcs ab et ne. Cette {îroportion subsistera donc encore si l’on sup|)ose cette commune mesure infiniment petite, c’està-dire si l’on su|>pose que les arcs ab etac soient incommensurables. Ainsi le théorème est général,
436. — Lorsque deux plaps MR, N S (fig. 353) se traversent mutuellement, ils forment quatre angles dièdi •es , qui ont pour arête commune la droite d’intersection EF, savoir :
N EF P, PFEQ, QEFM, MF EN.
Si par un point O de l’arête commune on élève dqns le, s différentes faces de ces angles dièdres les perpendiculairesOA, OB,OC, OD,ces |)er|)endiculaires seront dans un même |)lan, et les quatre angles dièdres seront mesurés par les quatre angles plans AOB,BOC, COD, DOA.
Si les quatre angles plans sont égaux , les quatre an»
^igitized.b^ iCoogle
glcs dièdres le sont aussi. Dans ce cas les angles plans sont droits, et les angles dièdres correspondants se nomment aussi des angles dièdres droits.
L’angle dièdre droit sert d'unité d’angle dièdre, comme l’angle droit ordinaire sert d’unité d’angle plan, ou comme le quadrans sert d’unité d’arc.
L’angle plan qui sert de mesure à un angle dièdre , ou plutôt l’arc de cercle qui sert de mesure à l’angle plan, pouvant s’exprimer en degrés , minutes et secondes , rien n’empêche de prendre cette expression pour la mesure même de l’angle dièdre. Mais il faut avoir soin de se souvenir qu’elle n’exprime qu’une simple proportionnalité. Dire , par exemple , que la valeur d’un angle dièdre est de 40”! 7', c’est dire que cet angle dièdre est à l’angle dièdre droit comme l’arc de 40° ,17 est à l’arc de 90° , ou au quadrans.
437. — Les quatre perpendiculaires OA, OB, OC, OD , étant dans un même plan , on peut appliquer aux quatre angles dièdres tout ce que nous avons dit des angles formés par deux droites qui se coupent. Ainsi :
Les angles dièdres adjacents y c’est-à-dire formés par l’un des deux plans d’un même côté de l’autre, comme MF EN et NÉFP, valent en somme deux angles dièdres droits.
Les angles dièdres opposés par le sommet, tels que M F E N et P F E Q , sont égaux.
On démontrerait sans peine que la somme totale de tous les angles dièdres que l’on peut f ormer autour d’ une même arête , équivaut h 4 angles dièdres droits;
Que si deux angles dièdres , qui ont une même arête etune face commune , valenten somme , deux angles dièdres droits, leurs faces extérieures sont dans un même plan , etc. , etc.
Mesure des angles dièdres. .
: 438. — Pour mesurer les angles dièdres , on emploie dans les arts un instrument auquel on donne le nom de fausse-équerre. U se compose de deux règles , A B et
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AC (fig. 354), réunies à l’une de leurs extrémités par un axe ou pivot autour diupiel elles peuvent tourner à frottement doux , de manière que leurs arêtes extérieures AB et A'C, et leurs arêtes intérieures ab c\.ac qui sont parallèles aux premières, puissent prendre l’une à l’égard de l’autre toutes les inclinaisons possibles. Pour se servir de cet instrument , on trace sur chacune des deux faces de l’angle dièdre à mesurer, à partir d’un même point de son arête, une perpendiculaire à cette arête. On pose ensuite la fausse-équerre achevai sur l’arête en question, de façon que les bords intérieurs «Z» et «c coïncident avec les perpendiculaires tracées. L’angle de ces droites ah et^c est la mesure de l’angle dièdre proposé : il ne s’agit plus que de rapporter cet angle sur ce plan, pour pouvoir le mesurer au rapporteur.
A cet effet , on choisit une surface parfaitement plane , terminée par un bord rectiligne solide, une table, par exemple. On applique exactement l’arête intérieure a b de la fausse-équerre contre le bord de la table , et l’on fait coïncider la règle A'C (fig. 355) avec le plan de cette table. On fait alors glisser une pointe à tracer le long de l’arête «c; l’angle que forme la droite tracée avec le bord de la table, est l’angle qui sert de mesure à l’angle dièdre; et il peut être évalué à l’aide du rapporteur.
Il peut arriver qu’on ait à mesurer un angle dièdre dont les faces ne soient accessibles que par leur superficie interne ; tels sont les angles dièdres formés par la surface interne des murs d’un appariement. Dans ce cas, on ne peut plus mettre la fausse-équerre à cheval sur l’arête de l’angle à mesurer. Mais alors, après avoir tracé, comme précédemment, sur deux faces de l’angle dièdre , et par un même point de son arête, deux perpendiculaires à celte arête, on fait coïncider avec ces perpendiculaires les bords extérieurs A B et A'C (fig, 350) de la fausse-équerre. On transporte ensuite l’instrument sur une surface plane, comme nous l’avons indiqué tout à l’heure, pour obtenir la mesure de l’angle formé par
les arêtes intérieures a b et a c .• cet angle est évldeni"» ment le même que l’angle formé par les arêtes extérieures AB et A'G, car AB et ai sont parallèles, ainsi que A'C et ac. Or l’angle des droites AB et A'G est précisément la mesure de l’angle dièdre proposé.
Remarque. On se sert quelquefois de la fausse-ëquerré pour tracer des parallèles , en s’appuyant sur la propriété des angles correspondants (92). L’inspection de la figure 855 suffira pour faire comprendre comment on doit opérer.
439. — Les angles dièdres des substances cristallisées se mesurent avec une sorte de fausse-équerre, munie’ d’un rapporteur , à laquelle on donne le nom de goniomètt'e (fig. 357). Le demi-cercle de ce rapporteur ii’est pas, comme à l’ordinaire , entièrement fermé par le diamètre ; celui-ci ne se prolonge que de D en O ( il est caché dans la figure)^ Au point 0, centre du rapporteur, se trouve un axe autour duquel se meut une alidade mobile cTim La branche ac de cette alidade mobile peut s’allonger ou se raccourcir à volonté, au moyen d’une rainure qui y est pratiquée , et dans laquelle s’engage l’axe placé en O. Sur le diamètre , ou plutôt sur le rayon Ô D , se trouve appliquée une autre alidade , percée également d’une rainure dans laquelle s’engagent l’axe O et un autre axé placé en L. Cette disposition permet d’allonger ou de raccourcir à volonté la branche ab de cette alidade suivant la grandeur du cristal. La ligne de foi Op du rapporteur passe par les deux axes O et D; et l’aréte mn de l’alidade mobile passe également par le centre
Pour se servir de cet instrument, on applique le» branches a b et ac des alidades à cheval sur l’arête de - l’angle dièdre à mesurer, et l’on fait coïncider les bords ab et ac avec les faces de cet angle , en ayant soin de maintenir ces bords perpendiculairement à l’arête^ L’angle bac est alors la mesure de l’angle cherché; et d’après la disposition de l’instrument, il est facile de voir que l’angle des droites mn et Op, c’est-à- direj l’angle dont on peut lire la valeur sur le limbe, est égal à l’angle
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hac; car mn est parallèle à ac, etO/^pai’allèlehftfe; ces deux angles ont donc leurs côtés parallèles chacun à chacun et dirigés en sens contraire (94).
Il arrive souvent que, le cristal se trouvant engagé avec d’autres substances, l’extrémité 2 du demi-cercle, gêne l’application des alidades sur les faces de l’angle dièdre. Pour remédier à cet inconvénient, le demicercle est brisé à charnière en y, en .sorte que la partie y Z peut se replier sur la partie jD. La branche Oj:, qui .sert à assurer la solidité du système, se décroche et se ramène en arrière par un mouvement de rotation autour du point O. Dès que les alidades ont été appliquées sur le cristal , on remet le demi-cercle en place pour pouvoir lire sur le limbe la valeur de l’angle cherché.
La difficulté d’appliquer les alidades bien perpendiculairement à l’arête de l’angle dièdre nuit beaucoup à l’exactitude des résultats. Aussi n’emploie-t-on le goniomètre dont nous venons de parler que lorsqu’on veut une mesure prompte et qu’on ne désire pas une grande rigueur. Dans le cas contraire, on a recours a un autre mode de mesure , fondé sur la réflexion de la lumière, et <lont nous parlerons dans un prochain chapitre.
440. — Applications. I. L’égalité des angles dièdres est indispensable à ob.server dans les assemblages de charpente ou de menuiserie. Il faut que les angles dièdres saillants de chacune des deux pièces à assembler soient égaux aux angles dièdres rentrants qui doivent les recevoir. C’est ce qu’on peut ob-server dans les assemblages par simple entaille (fig. 358) et dans les assemblages à trait de Jupiter (fig. 359).
Dans ce dernier mode d’assemblage, les pièces M et N laih.senl entre elles un espace vide où l’on introduit de force une sorte de coin ou de clef qui sert à consolider le système.
IL Dans l’art du galnier, l’égalité des angles dièdre.s trouve aussi son application : il faut que les angles dièdres qui sont en .saillie sur l’objet pour lequel on confectionne un étui, soient reproduits fidèlement en creux
Di. -
dans cet éini ^ afin que l’objet puisse y être introdail avec exactitude.
441. — Théobëme. Si par un point de V arête dun ah* dièdre on élève iles perperidiculaires à ses fstces , l'angle de ces perpendiculaires est le supplément de célui qui mesure C angle dièdre. Soit MOEF (fig. 860) uil angle dièdre quelconque. Par un point quelconque B de l’arété O £ menons B P et B 11 respectiVemeilt perpeddiculàireâ aux faces OD et O F de l’angle dièdre. Par le point B menons en oütre dans chacune de Ces faces les droite» B A et BC perpendiculaires à l’aréte 0£) l’angle ABG sera celui qui mesure l’angle dièdre MOEF.
La droite BP, étant perpendiculaire au plan OD/ est perpendiculaire à la droite OE qui passe par son pied dans ce plan< Par une raison semblable, BR est perpendiculaii'e à OE. D’ailleurs BA et BG sont aussi perpendiculaires à OE ; les droites OA, OB^ OR, OP sont donc dans un même plan (401 , Coroll.). La somme des quatre angles ABC, GBR , RB P, PBA équivaut donc à quatre angles droits. Mais l’angle PBA t%t droit puisque B P est perpendiculaire au plan O D ; de même l’angle C B R est droit puisque B R est perpendiculaire au plan O F. Il faut donc que la somme des deux autres angles ABC et RB P soit équivalente à deux angle.s droits; c’est-à-dire que l’aügle R Bf* soit le supplément de ABC.^
Lorsque l’angle dièdre formé par deux plàns
qui se rencontrent est droit , ces plans sont dits perpendiculaires entre eux. Telle est ordinairement la positloti mutuelle du plancher et des murs d’un appartement; ces murs eux-mêmes sont le plus souvent perpendicu-^ laires entre eux deux à detix. Il en est de même des parois internes de la plupart des boites et des cais^s j soif entre elles, soit par rapport atl fond. ,
‘ 448. — TnËORËxfE. Lorsque deux plans M N, OP
Digitizee; GoogU
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(fig. SGi) sont perpendiculaires entre eux, toute droite AB, menée dans l'un de ces plans perpendiculairement à leur intersection commune OD, est perpendiculaire ii l’autre plan. Car, si l’on mène, dans le plan MJN j la droite BC perpendiculaire à OD, l’angle ABC sera la mesure de l’angle des deux plans, et sera par conséquent droit, puisque ces deux plans sont perpendiculaires entre eux. Mais déjà l’angle ABO est droit; la droite AB est donc perpendiculaire à deux droites B O et BC, qui passent par son j)ied B dans le plan M IV; elle est donc perpendiculaire à ce plan (401).
ConoLivAiiiE I. Si par un point de l’intersection commune üDon élevait une perpendiculaire au plan MN, ■elle serait contenue tout entière dans le plan ÜP. Car soit B ce point; si dans le plan OP on mène B A perpendiculaire à OD, cette droite, en vertu du théorème précédent^ sera perpendiculaire au plan MJV. Or, par un point pris sur un plan, on ne peut lui élever qu’une .seule perpendiculaire.
Corollaire II. Si , par un point quelconque du plan OP, on abaissait une perpendiculaire .sur le plan M cette perpendiculaire serait contenue tout entière dans le plan OP^ Car soit A ce point; si dans le plan OP on mène A B perpendiculaire à 0 1) , cette droite , en vertu du théorème précédent, sera perpendiculaire au plan MNi Or , pàr un point pris hors d’un plan, on ne peut abaisser qu’une perpendiculaire sur ce plan.
Corollaire III. Pour mener une perpendiculaire à un plan MN, par un point A ou B appartenant à un plan OP perpendiculaire au premier, il suffit de mener par ce point, dans le plan OP, une perpendiculaire AB à l’intersection commune des deux plans.
444. — TiiÉoiiËME. Lorsqu'une droite AB (fig. 861) est perpendiculaire à un plan IM N, tout plan O P passant par cette droite est perpendiculaire au premier. Car ^ si l’on mène dans le plan MN la droite BC perpendiculaire à l’intersection OD des deux plans, l’angle ABC .sera droit ainsi que l’angle ABO, pui.sque A B , perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire à toutes les
droites qui passent par son pied dans ce plan. Or l’angle ABC, formé par deux droites AB, BC élevées dans chacun des plans OP etMN perpendiculairement à leur intersection commune OD, mesure l’angle de ces deux plans ; donc cet angle est droit , et les deux plans sont perpendiculaires entre eux.-, 1 *b
CoBOLLAiRE I. Ce théorème peut encore s’énoncer de la manière siiWante : Tout plan M N , perpendiculeùre à une droite AB menée dans un plan OP, est perpendiculaire à ce plan. , f> ni i
Cette proposition fournit un moyen de mener par un point donné un plan perpendiculaire à un plan donné. Il suffit pour cela de tracer dans le plan donné une droite quelconque , et de mener par le point donné um plan perpendiculaire à cette droite (412). On voit que le problème est indéterminé. '» i
Nous avons déjà résolu ce problème indirectement. Supposons que par un point B (fig. 33*7) d’une (nèce de bois qui offre deux faces planes consécutives, ayant pour intersection commune AD, on veuille mener un plan perpendiculaire à la face DC; la droite AD étant toute tracée dans cette face , il ne restera plus qu’à mener par le point B un plan perpendiculaire à AD. Or nous avons vu qu’il suffit pour cela de mener B O perpendiculaire sur AD, et OC perpendiculaire sur la même droite : le plan des droites B O et OC est le plan
cherché. f.
i ConoLLAiHE II. Le théorème précédent fournit aussi le moyen de mener par une droite donnée un plan perpendiculaire à un plan donné MN (fig. 361). Si AP est la droite donnée , abaissez d’un point quelconque A de cette droite une perpendiculaire AB sur le plan donné M N , le plan des droites AP et AB sera le plan cherché ; car il contiendra la droite donnée AP, et il sera perpendiculaire au planMN, puisqu’il contiendra une droite A P perpendiculaire à ce plan. ‘ n u
Le problème n’est susceptible que d’une seule -solution; car nous avons vu plus haut (430) que toutes les perpendiculaires abaissées sur un même plan des dif.*
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féf«*ht.s points d’une droite forment avec cette droite un seul et même plan.
Application. Soit MNP (fig. 362) un bloc de pierre dont les trois faces OM, ON, OP soient planes, et supposons (pie, par une droite A B tracée sur la face OM, on veuille mener un plan perpendiculaire à la face ON. Par le point B on pourra toujours mener un plan perpendiculaire à l’arête AO (412), et par consétpient à la lace O N (pii contient cette arête. Pour ne pas compli(pier la figure, admettons que la face OP soit elle-mêim* ce plan. Dans cette face menez BC perpendiculaire à l’arête OC, et par suite à la face ON (443, Coroll. III), le plan des droites AB et B Osera le plan demandé; car, d’abord , il (contient la droite A B ; en second lieu , il (*st perpendiculaire sur la face ON, puisqu’il œntient la droite B C perpendiculaire elle-même à cette face.
445. — Théorëme. Si deux plans OP, QR (fig. 963) sont perpendiculaires à un troisième plan'Mia , l’intersection AB des deux premiers est aussi perpendiculaire au troisième. Car , si par le point B commun aux trois plans on élevait une perpendiculaire au plan M N < en vertu du premier corollaire du n“ 443 cette perpendiculaire serait contenue tout entière dans le plan OP, ainsi (jue dans le plan QR. Cette perpendiculaire n’est donc autre chose que l’intersectisn AB de ces deux plans.
CunoLLAiRE. Réciproquement , si un plan MN (fig. 863) est perpendiculaire à l’intersection AB de deux plans OP et QR, il est |)erpendiculaire à chacun de ces plans; car A B étant perpendiculaire à MN, les deux plans OP èt QR (jui contiennent AB sont perpendiculaires à ftl N (444)*
Applications. Lorsque les murs d’un appartement sont perpendiculaires au plancher, les arêtes des angles dièdres formés par les faces contiguës de ces murs sont aussi perpendiculaires au plancher. Si deux murs sont perpendiculaires entre eux et au plancher, l'arête de l’angle dièdre formé par le plancher et l’un de ces deux murs est perpendiculaire à l’autre.
Les plans perpendiculaires entre eux sont très-fré-
quemmeDt employés dans les arts; et dans les construc-j lions on choisit d’ordinaire cette disposition mutuelle des plans, préférablement à toute autre, en raison de la régularité et de la stabilité qui en résultent.
Théorème. Lorsque deux plans, MN, PQ
(fig. 364) sont perpendiculaires à une même droite AB, ils ne peuvent se rencontrer quelque loin qu’on les prolonge. Car, s’ils pouvaient avoir un point commun , que nous désignerons par O; soient AC et BD les droites menées de ce point O aux points A et B : les angles BAC et AB D seraient droits, puisque la droite A B est perpendiculaire aux deux plans (401); dans le triangle formé par les droites ACO, BDOetAB,ily aurait donc deux angles droits , ce qui est impossible. ^
Remarque. Lorsque deux plans ne peuvent se rencontrer, quelque loin qu’on les prolonge, ces plans sont dits parallèles entre eux. Le théorème ci-dessus peut alors s’énoncer ainsi : Deux plans perpendiculaires à une même droite sont parallèles entre eux.
Corollaire. Pour mener, par un point donné, un plan parallèle à un plan donné, il suffit d’abaisser, du point donné, une perpendiculaire sur le plan donné, et de mener, par ce même point, un plan perpendiculaire à cette droite.
447. — Théorème. Si deux droites qui se coupent, AB et CD (fig. 365) , sont respectivement parallèles à deux autres droites qui se coupent, EF et G H, le MN, déterminé par les deux premières, est parallèle au plan PQ, déterminé par les deux mitres. En effet, la droite AB étant parallèle à E F, est parallèle au plan PQ (420). Si donc le plan M N rencontrait le plan PQ, leur intersection devrait être parallèle à A B (421). Mais CD étant parallèle à G II, est aussi parallèle au plan PQ; et si le plan MN rencontrait le plan PQ, leur intersection de-
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vrail être parallèle à CD. Or, cette intersection ne saurait être parallèle à la fois aux deux droites AB et CD qui se coupent; donc les plans MN et P Q ne peuvent se rencontrer, et sont par conséquent parallèles.
CoROLT.AiRE. Pour mener, par un point 'donné, un plan parallèle à un plan donné, on peut tracer dans le plan donné deux droites qui se coupent, et mener par le point donné des parallèles à ces deux droites ; le plan de ces deux parallèles sera le plan demandé.
Application. Si sur deux faces planes contiguës d’une pièce de bois on a tracé les droites AB et AC (fig. 366) qui doivent guider un trait de scie, pour guider un nouveau trait de scie parallèle au premier, c’est-à-dire pour déterminer un plan parallèle à celui des droites A B et A C , il suffira , par un point D de l’arête A D , de mener sur les mêmes faces les droites D E et D F respectivement parallèles à AB et à A C; le plan des deux droites D E et D F sera le plan cherché.
Remarque. Si les droites AB et AC étaient perpendiculaires à l’arête AD, le plan de ces deux droites serait aussi perpendiculaire à cette arête (401) , et il en serait de même du plan de leurs parallèles DE et DF. Ainsi le théorème du n“ 446 n’est qu’un cas particulier de celui du n“ 447; mais le premier se présente plus naturellement à l’esprit, c’est pourquoi nous l’avons placé avant l’autre.
448. Théorème. Les intersections AB ef CD (fig. 367) ■de deux plans parallèles cl PQ, par un troisième plan A BCD , sont parallèles entre elles. Car si les droites AB et CD, qui sont dans un même plan , n’étaient point parallèles, elles se rencontreraient, et leur point de rencontre appartiendrait à la fois au plan MN qui contient la droite AB et au plan PQ qui contient là droite C D. Ces deux plans ne seraient donc pas parallèles , ce <]ui est contraire à la supposition.
Application. La surface d’une table est ordinairement un plan parallèle au plancher. Si , sur cette table, on pose une bougie allumée (hg. 368), tous les rayons Ow, O b, etc., partis de la flamme, qui iront raser
le bord ab de la table, seront dans un même plan dont l’intersection avec le plan de la table sera le bord a h lui-même. Le plan aQb ira rencontrer le plancher suivant une autre droite A B , qui sera la ligue de séparation entre l’ombre et la partie éclaix'ée. D’après le Ihéo- • rème précédent, les droites a et AB seront parallèles.
Il eu sera de n>ême des droites analogues /^c etBÇ, cd etCD, t/«et DA.
Les angles abcaX. ABC, ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens seront égaux. Il en sera de même des angles ôcr/ et B CD , etc. C’est ce qu’on observe en effet-
449. — TiiÉonÊME. Si deux plans MN et PQ sont parallèles 367), et que par un j>oint C pris dans le plan PQ, on mène une droite C D parallèle un plan M IV , celle droite sera contenue tout entière dans le plan P Q. Car, si par la droite CD on mène un plan quelconque ABCD, qui coupe le plan MN , suivant une droite AB, cette droite AB sera parallèle à CD, en vertu du théorème du 11° 421. L’intersection de ce même plan avec le plan PQ sera aussi une parallèleà AB, en vertu du tbeorèine précédent. Or, par un même point C on ne peut luener à une droite AB qu’une seule |>aralièle. Donc celte intersection n’est autre cliose que la droite CD elle r même; cl cette droite est contenue tout entière dans le plan PQ.
450. — Tiiéobéue. Lorsque deux plans M 3S et P Q ( lig. 364) sont parallèles , toute droite A B, perpendicthc.ulaire h l’un d’eux M N , est en même temps perpendir eu Luire h l’autre. Pour le prouver, tirons dans le plan P Q la droite quelconque B D : suivant A B et B D conduisons un plan qui coupera le plan MM suivant une droite AD parallèle à BC , d’après le théorème du n“448. Or AB e.st perpendiculaire à AC, puisqu’elle est perpendiculaire au plan MM ; donc elle est aussi perpendiculaire à sa parallèle BD. Et comme BD est qimlcoir'que, il s’ensuit (|ue AB e.sl perpendiculaire à tontes les droites qui pas.sent par sou pied dans le plan PQ, et que , par conséquent,. elle est per|>eu4iculaire à ce plan.
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CoROLLAinK. 11 résulte de ce théorème que par un point B pris hors ft un plan MN on fie peut mener qu’un seul plan parallèle à RI N. Car, si l’on en pouvait mener deux, ils devraient être tous deux perpendiculaires à la droite B A abaissée du point B perpendiculairement sur le plan MN. Or, par un point d’une droite, on ne peut mener qu’un seul plan perpendiculaire à celte droite (404).
451. — Théorème. Deux plans parallèles à un troisième sont parallèles entre eux. Car, si l’on mène une droite perpendiculaire au troisième plan , en vertu du
• théorème qui précède , celte droite sera aussi perpendiculaire aux deux premiers. Ceux-ci étant perpendiculaires à une même droite sont donc parallèles entre eux.
452. — Théorème. Les portions AC et BD (fig. 367) de deux parallèles y comprises entre deux plans parallèles MN et PQ, sont èfrales. Car, si par les parallèles A Cet B Don fait passer un plan, il coupera les plans MN et PQ suivant deux parallèles A B et C D. La figure AB C D sera donc un parallélogramme. Donc AC = BD.
CoROLivAiRE. Si de deux points quelconques du<plan MNon abaisse des perpendiculaires sur le plan PQ, ces droites perpendiculaires à un même plan seront parallèles entre elles (415). Mais, d’après le théorème précédent, les portions de parallèles comprises entre deux plans parallèles .sont égales ; les deux perpendiculaires dont nous parlons .seront donc égales. D’ailleurs , chacune d’elles, étant perpendiculaire à la fois aux deux plans (450) , mesure la plus courte distance de ces plans; car toute oblique serait plus longue. Par con.séquent deux plans parallèles sont partout également distants.
453. — Théorème. Deux droites quelconques ABC, DE F (fig. 3G9) sont coupées en parties proportionnelles par trois plans parallèles M N , P Q , RS. Pour le prouver, menons AH 1 parallèle à D F. En vertu du théorème précédent on aura DE = AH et EF =HI. Rfai.s., si ptir les deux droites Al et AC on fait passer un plan , il coupera les plans parallèles PQ cl RS suivant les droites
l>arallèles H B et IC. A cause du parallélisme de ces droites, on aura donc :
AH : H1 :: AB :BC, ou , ce qui revient au même :
DE : EF :: AB : BC
Corollaire 1. On déduit de la proportion précédente : DE4-EF : DE: ; AB + BC : AB ou DF :DE :: AC : AB.
Corollaire II. La proportion AH : HI :: AB: BC exprime un théorème qu’on peut énoncer comme il suit : Deux droites qui se rencontrent , AI ef A C , sont coupées proportionnellement par deux plans parallèles PQc/RS.
Corollaire III. Une série quelconque de plans parallèles couperait les deux droites A Cet DF en parties proportionnelles.
454. — Théorème. Quand deux plans parallèles M N et PQ (fig. 367 ) sont coupés par un troisième AB CD, les angles dièdres , tels que MBAC, ACDQ, qu’on peut Tiowwer alternes internes, sont égaux. En effet, supposons que l’on mène un plan perpendiculaire aux deux droites d’intersection AB et CD, qui sont parallèles entre elles (448); et, pour ne pas compliquer la figure, soient M B , B D, D Q les intersections de ce plan avec les plans MN, ABCD et PQ. Les angles MBA, ABD, BDC, CDQ seront droits (401), et les angles plans MBD et BDQ serviront de mesure aux angles dièdres MBAC et ACDQ. Or les droites MB et DQ, qui sont dans un même plan, étant parallèles, puisqu’elles sont l’intersection de ce plan avec les plans parallèles MN et PQ, les angles alternes internes MBD et BDQ sont égaux. Il en est donc de même des angles dièdres MBA C et ACDQ auxquels ces angles plans servent de mesure.
Corollaire I. Les angles MBAC,PCDU, que l’oa pourrait nommer correspondants ^ sont égaux entre eux ; car le second est égal à l’angle ACDQ comme lui étant opposé par l’arête (437).
CuRULLAïuE H. On i>ourrait<, euse fondant sur ce théo-
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renie , faire voir , par une déinonsiraliun enlièronieiit analogue à celle qui a été einplovée pour les angles plans (94), que deux angles dièdres qui ont leurs faces parallèles et dirigées dans le même sens sont égaux ; qu’ils sont égaux encore si leurs faces sont toutes deux dirigées en sens contraire; et qu'ils sont supplémentaires quand deux de leurs faces sont dirigées dans le même sens et les deux autres en sens contraire.
455. — TiiÉOKË^tiK. Lorsque deux plans sont panülèles ^ tout plan perpendiculaire à l’un est en meme temps perpendiculaire à l'autre. Car ce plan perpendiculaire forme avec les deux plans parallèles des angles dièdres alternes internes, qui sont égaux d'après le théorème précédent. Or de deux de ces angles alternes internes si Tuii est droit, il faut que l’autre le soit aussi.
TiiÉonËMK. Si par deux droites parallèles , A B
C D (fig. 370), on fait passer deux plans A B F E, C Ü H ü,
tous deux perpendiculaires à un troisième plan M N , les intersections \\V c/GH ries deux premiers plans avec, le troisième seront parallèles. En effet : soient A E et CG des perpendiculaires abais.sées des points A et C sur le planMN; ces perpendiculaires .seront respectivement contenues dans les plans ABFE et CDU G (443, Coroll. II). De plus, elles .seront parallèles entre elles (4 15). Or AB et C D étant au.ssi parallèles entre elles par supposition, il s’en.suit que le plan A B F E, (|ui contient les droites A B et AE , est pai’allèlc au plan CD H G , qui contient les droites CDet CG parallèles aux deux premières (447). Donc les intersections EF et G 11 de ces plans parallèles, a^ec un troisième plan M.N , sont parallèles entre elles (448).
CHAPITRE VIII
Des directions verticales et horizontales.
447. — Parmi les différentes directions qu'une droite peut prendre dans l’espace, il en est une qui mérite une attention particulière, c'est celle que prend un fit tiié à l’une de ses «.xtréraités et sollicité à l’autre par un
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poids quelconque, par celui d’une petite masse de plomb, par exemple, ce qui a fait donner à cet appa« reil le nom de fil à plomb.
La direction du fil à plomb, à laquelle on a donné le nom de verticale , est celle de la pesanteur elle-même , c’est-à-dire de cette force, inconnue dans sa nature, qui attire les corps vers le centre de la terre. Il en résulte qu’en réalité les verticales sont des droites qui convergent vers le centre du globe. Mais dans les applications ordinaires de la Géométrie, les distances que l’on a à considérer sont tout à fait négligeables par rapport au rayon terrestre, en sorte que les verticales sont toujoui’s assez voisines, et par conséquent assez peu inclinées les unes vers les autres pour pouvoir être regardées comme rigoureusement parallèles.
Dans la réalité aussi , la verticale d’un même lieu change à chaque moment de direction dansl’espace, en vertu du mouvement de la terre. Mais dans les applications ordinaires de la Géométrie , on fait abstraction du mouvement du globe, et la verticale de chaque lieu a une direction fixe , lorsqu’on ne la considère que par rapport à ce lieu même.
Dans les arts, les verticales sont appelées lignes d’aplomb.
• 468. — Pour vérifier si une droite est verticale, on fait usage d’une sorte de règle AB G D ( fig. 871 ) dont les arêtes latérales A B et CD sont parallèles entre elles et à une ligne intermédiaire 01 tracée sur la règle, et qu’on appelle la, ligne de foi. En un point O de celte ligne de foi est fixée l’extrémité supérieure d’un fil à plomb. On met l’une des arêtes latérales, AB par exemple, en contact avec la droite X Y que l’on veut vérifier, et si celle-ci est verticale , il en est évidemment de même de AB et de sa parallèle 01; ainsi le fil à plomb doit coïncider avec la ligne de foi.
Il ne suffirait pas néanmoins que cette coïncidence eût lieu pour qu’on en pût conclure que X Y est une verticale ; car le fil à plomb pourrait être retenu sur la ligne de foi par une inclinaison de la règle en arrière
du fil, comme l'indique la figure 372. A la véritt^, on est averti de; cette circonstance , parce que le fil se brise au |)oint 1 pour reprendre, à partir de ce point , la direction verticale; mais cette brisure pourrait être assez faible pour échappera l’observation. Pourse mettre à l’abri de toute erreur de ce genre, il convient de faire une double vérification , c’est-à-dire qu’après avoir fait coïncider l’arête AB avec la droite à vérifier, on retourne l’instrument sur lui-même , de manière que l’arête CD vienne prendre la place de A B. Si le fil à plomb dans ces deux positions de l’instrument couvre la ligne de foi, on peut être certain que celle-ci est verticale, et qu’il en est par conséquent de même de la droite XY qu’il s’agissait de vérifier.
Applicatioas. L’emploi des verticales est continuel dans les constructions. On donne cette direction aux arêtes latérales de la plupartdesmurs, à celles des jambages de porte ou de fenêtre , à celles des barreaux de grilles et de rampes , etc. , etc.
4ô9. — Si l’on imagine qu’on fasse passer par le centre de la terre un plan perpendiculaire à la verticale du lieu où l’on se trouve, on aura ce qu’on nomme le plan de V horizon rationnel de ce lieu. Si , par le lieu même , on suppose mené un plan perpendiculaire à la verticale de ce lieu , on a ce qu’on appelle Xhorizon sensible de ce même lieu. Par analogie, on donne le nom de plan horizontal a. tout plan perpendiculaire à la verticale du lieu que l’on considère.
Lorsque l’espace que l’on a à considérer a une étendue négligeable par rapport à celle de la terre, ce qui arrive le plus ordinairement , les verticales pouvant être regardées comme parallèles , les plans perpendiculaires à ces verticales sont aussi perpendiculaires entre eux ; car, lorsque deux droites sont parallèles , tout plan perpendiculaire à l’une est en même temps perpendiculaire à l’autre; et lorsque deux plans sont perpendiculaires à une même droite, ils sont parallèles entre eux. Kous considérerons donc désormais tous les plans horizontaux comme parallèles.
'■Applications. Les plans horlïontaüx sont d*un fréquent usage; tels sont les planchers et les plafonds de nos appartements, la face supérieure des marches de nos escaliers, celle de nos meubles, le fond des tiroirs, etc. ;'telle est aussi la surface de l’eau contenue dans un vase, ou même celle d’une pièce d’eau dormante, lorsqu’elle a peu d’étendue.
La surface des mers ne peut être considéi’ée comme plane, même dans le cas d’un calme parfait, que dans une étendue très-restreinte. Dans la réalité cette surface est courbe. On peut en donner plusieurs preuves : la plus simple consiste dans ce fait bien connu , que lorsqu’un navire commence à se montrer dans le lointain, on n’aperçoit d’abord que la partie supérieui’e de sa rtiâtnre, la partie inférieure' et le corps même du bâtiment étant cachés par la courbure de la mer. Peu à peu, à mesure que le navire approche, on aperçoit une plus grande partie des mâts; et le vaisseau devient visible dans son entier lor.sqne la distance qui le sépare de l’observateur est devenue as.sez petite pour que la courbure de la mer, dans cette étendue, soit devenue inappréciable.
460. — Toute droite menée dans un plan horizontal porte elle-même le nom de droite horizontale. Telles sont toutes les lignes droites tracées sur un parquet , les arêtes des entablements, des balcons, des empâtements de l’architecture, etc.
Si , par un point quelconque d'une droite horizontale , ou mène une verticale, les deux droites seront per|>endiculaires entre elles (401). Réciproquement, toute perpendiculaire à la verticale est une horizontale (401, Coroli.), ce qui permet de considérer une horizontale indépendamment du plan horizontal dans lequel elle pourrait être contenue.
461. — Par un point donné sur un plan quelconque , on peut toujours mener dans ce plan une horizontale. U suffit pour cela de mener par le point donné un plan horizontal ; l’intersection de ce pian horizontal avec le plan donné est la droite horizontale demandée. On voit
GKOMKTRIE DANS L ESPACE. 331
en même temps que le problème n’est susceptible que d’une seule solution.
462. — Après avoir mené dans un plan quelconque une horizontale, si l’on mène dans ce plan une per> pendiculaire à cette horizontale, on obtient ce que J’on nomme la ligne de plus grande pente de ce plan ; ce qui signifie que, de toutes les droites menées dans le plan donné, cette droite est celle qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. Cette propriété .se démontre facilement.
Soit en effet MN (fig. 373) le plan donné; I un point donné sur le plan; ABC un plan horizontal mené par le point I ; A B l’intersection de ce plan avec le plan MN , c’est-à-dire une horizontale menée par le point I ; soit 1 0 une droite menée dans le plan MN perpendiculairement à l’horizontale AB; OH une perpendiculaire abaissée d’un point O de 01 sur le plan horizontal ABC. Prenons sur la droite AB un point D quelconque; joignons HD, OD et IH. Kous aurons dans le triangle rectangle D 0 H ,
HD’ = ÔD* --- ÔH% et dans le triangle rectangle 1 0 H ,
Fh’ ='Ô1’ — ÔH’.
Or l’oblique OD est plus grande que la perpendiculaire 0 1; en comparant les égalités précédentes , on voit donc que H D est plus grand que I H.
Cela posé, prenons sur HD une longueur HT égale à HI, et joignons Oi. Les triangles rectangles 10 H et rO H seront égaux comme ayant les côtés de l’angle droit égaux chacun à chacun. Il en résulte que l’angle 01' H est égal à l’angle 01 H. Mais l’angle 01‘H extérieur au triangle 1 OD, équivaut à la somme des angles ODH et rOD; il est donc plus grand que l’angle ODH. Donc aussi l’angle 01 H est plus grand que l’angle ODH. Or ces angles sont ceux que font avec le plan horizontal ABC les droites OD et O I (430) ; de toutes les droites • analogues, la droite 01 est donc celle qui fait avec ce
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plan le plus grand angle. Kn un mot , 0 1 est la Ugne ile plus grande pente.
4G3. — L’angle 01 II mesure l’angle dièdre que fait le plan jMJN avec le plan horizontal A liC; c’est ce qu’on nomme Vinrlinaison du plan MN à L’horizon. Lorsque l’on ne peut pas mesurer directement cet angle , on me- .sure l’angle 01 V qui fait la ligne de plus grande pente avec la verticale 1 V ; cet angle est le complément de celui que l’on cherche.
Pour opérer plus commodément, on emploie un quart de cercle divisé (fig. 374) , au centre duquel est suspendu un fil à plomb. On dresse une équerre sur la ligne de plus grande pente 0 1; contre le côté 0 G de cette équerre, on apj)uie l’un des côtés du quart de cercle^ le fd à plomb Ca forme alors avec le côté Cft un angle rtC^>égaI à rangleOIH,qui .sert de mesure à l’inclinaison cherchée; car ces angles ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun. On n’a donc qu'à lire sur le limbe la valeur de l’angle «C^, pour avoir celle de l'inclinaison cherchée.
Si le plan dont on cherche Vinci/naixon h l’horizon y n’était accessible qu’en dessous , comme cela pourrait avoir lieu dans l'intérieur d’une mansarde, par exemple, on peut se passer de l’équerre, et dresser simplement le quart de cercle sur le plan en faisant coïncider le côté Ch (fig. 375) avec la ligne de plus grande pente. L’angle aCd est égal à l’angle cherché , et l’on en peut lire la valeur sur le limbe.
Applications. I. Dans les constructions , les plans //iclinés à l’horizon sont presque toujours soutenus par des pièces de bois ou de fer dont les arêtes sont parallèles à la ligne de plus grande pente. Par exemple, les arbalétriers AA (fig. 376) sur lesquels repo.se un toit, ont leurs arêtes parallèles à la ligne de plus grande pente de ce toit.
Les châssis rectangulaires qui composent une toiture vitrée ont une partie de leurs arêtes horizontales , et les autres perpendiculaires aux premières, c’est-à-dire dirigées parallèlement à la ligne de plu.s grande pente.
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■ II. Cette ligne de plus grande pente est celle que suit un mobile abandonné à son poids sur un plan incliné à l'horizon. Que sur un pareil plan on laisse par exemple rouler une bille ou couler un liquide , cette bille ou ce liquide descendront par l'effet de la pesanteur , en sui> vant une ligne perpendiculaire à l’horizontale menée dans ce plan par le point de départ du mobile.
Cette circonstance pourrailservirà déterminer sur un plan la direction de la ligne de plus grande pente, et par suite la direction commune des horizontales qu’on peut mener dans ce plan. '
464. — Nous venons de voir qu’un plan n’est pas nécessairement horizontal , par cela seul qu'il contient une droite horizontale; mais que, dans un plan incliné à l’horizon , on ne peut mener qu’une .seule horizontale par un point donné. Si donc on en peut mener deux, le plan doit être horizontal, ce qu’on peut exprimer en . disant que deux horizontales qui se coupent déterminent
un plan horizontal.
465. — La plupart des procédés mis en usage pour vérifier les plans horizontaux sont fondés sur ce principe. Nous en excepterons toutefois le .suivant, qui n’est point, à la vérité, susceptible d’une grande rigueur.
. Ce moyen, qui se présente naturellement, consiste à po.ser sur le plan à vérifier une bille aussi bien polie que possible. Si le plan est horizontal , la bille roulera évidemment en suivant, comme nous l’avons dit, la ligne déplus grande pente. Mais on n’obtient ainsi qu’une approximation grossière, parce que le léger frottement que la bille exerce .sur le plan suffit pour s’opposer à sa descente sous une inclinaison qui n’est pas toujours négligeable. On a cependant quelquefois recours à ce procédé pour établir horizontalement la planchette qui sert à lever les plans.
466. — Dans les constructions, on emploie, pour vérifier les plans horizontaux , un instrument que l’on appelle le niveau de maçon. Il se compose ordinairement de deux règles d’«%ale longueur , A C et B C (fig. 377) , assemblées à angle droit, et réunies par une troisième
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i*ègle transversale, de manière à former unesôrtede triangle rectangle isocèle. En un point O de la bissec» trice de Tangle C est suspendu un fil à plomb; cette bis.> seclrice, prolongée suivant Hl, forme la ligne de foi. Les règles principales sont taillées en A et en B, de ma^ nière que les faces inférieures, sur lesquelles l’instrument repose , soient dans un même pian perpendiculaire à la ligne de foi. 11 résulte <le cette disposition, que lorsque la ligne de foi est verticale , ce dont on est averti par sa coïncidence avec le fil à plomb, les faces inférieures sont nécessairement dans un plan horizontal , et réciproquement.
11 suffirait, d’après cela, pour vérifier ai un plan est horizontal, d’y poser l’instrument par ses faces inférieures; la ligne de foi devrait alors être verticale, et coïncider par conséquent avec le fil à plomb. Mais, comme ces faces inférieures sont très-petites, et qu’on n’est jamais parfaitement assuré qu’elles soient perpendiculaires à la ligne de foi , on se contente de faire en sorte que la ligne AB soit rigoureusement perpendiculaire à la ligne de foi. Pour se servir de l’instrument, on trace alors sur le plan à vérifier deux droites quelconques qui se coupent; ordinairement, on les choisit rectangulaires entre ellea, pour que les effets soient plus sensibles. On fait coïncider alternativement la ligne A B avec l’une et l’autre de ces lignes, et, dans chacune de ces positions, on s’assure qu'en dressant l’instrument le fil à plomb vient coïncider avec la ligne de foi : on est assuré de cette manière que le plan proposé contient deux horizontales < et est par com séqueut horizontal lui-même. Dans le cas contraire, le défaut de coïncidence entre le fil à plomb et la ligne de foi devient sensible dans l’une ou l’autre des positiona successives du niveau.
On donne quelquefois à cet instrument une autre disposition, qui a pour but de le rendre plus portatif. 11 se compose alors de deux règles A B et B C (fig. 378), réunies à angle droit, mais qui peuvent se rabattre l’une sur l’autre à charnière; la règle A B est destinée à demeui’cr horizonlale; l’autre, qui doit pouvoir prendre
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la poRilion verticale, est munie d’un fil à plomb et d une ligne de foi O I parallèle à l’arête BC. L’usage de cet instrument est d’ailleurs le même que le précédent.
467. — Lorsque l’on a besoin d’une grande exactitude, comme cela arrive dans certaines opérations d astronomie, de géodésie ou de physique, les moyens précédents ne peuvent plus suffire, et il faut avoir recours à un instrument plus délicat, qui porte le nom de niveau à bulle d’air.
Sur une règle en cuivre M N (fig. 379 ), est couché^un tube de verre renfermé dans un tube de cuivre , à 1 exception d’une partie A B qui reste visible. Le tube de verre est rempli d’eau , a cela près d une très-petite portion occupée par une bulle d’air. Lorsque la règle M N est horizontale, la bulle d’air occupe le milieu a b de la partie visible du tube de verre ; cela tient à 1 égalité parfaite des deux parties de l’instrument, etc’estdans cetté égalité que réside la difficulté de sa construction. Si 1 on vient à soulever la règle par l’une de ses extrémités , l’eau, en vertu de son poids , se précipite vers l’extrémité opposée, et la bulle d’air remonte vers l’extrémité soulevée. Il suffit du plus léger soulèvement de l’une des deux extrémités du tube pour faire marcher ainsi la bulle d’air, ce qui donne à l’instrument un grand degré de sensibilité.
Pour s’en servir, on pose la règle sur le plan à vérifier , dans deux directions successives h peu près rectangulaires entre elles. Si, dans ces deux positions, la bulle d’air demeure au milieu «6 du tube, on peut être assuré que le plan proposé est horizontal. En effet , si dans la première de ces directions la bulle est restée au milieu du tube, on ne peut pas en conclure dune manière absolue que la règle M N est horizontale ; mais on peut être assuré du moins que les arêtes latérales de celte règle sont horizontales, car si elles étaient soûle-, vées par l’une de leurs extrémités, la bulle quitterait le milieu du tube. .Si donc on fait prendre à l’instrument une direction à peu près rectangulaire avec la première, ces arêtes se trouveront à peu près dirigées suivant la'
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ligne de plus grande pente du plan; c’est-à-dire que l’instrument aura la position la plus favorable pour que cette pente soit accusée par le mouvement de la bulle. Si celle-ci ne change pas de place , on sera par conséquent assuré que la surface plane vérifiée est horizontale.
4€8. ~ Les instruments que nous venons de décrire ^rviraient au besoin à mener, dans un plan incliné, une droite horizontale. Avec le niveau^ à bulle d’air, par exemple, on obtiendrait ce résultat en cherchant la portion pour laquelle la bulle occupe le milieu du tube : l’une quelconque des arêtes latéralesde la règle MN servirait à tracer sur le plan proposé une droite qui serait horizontale.
469.— Pour niener une horizontale dans la campagne, on se sert d’un instrument particulier qui a reçu le nom de niveau d’eau. 11 se compose d’un tube de fer-blanc A B (fig. 380) qui se relève à angle droit à chacune de ses extrémités A a et B />, et se termine de part et d’aiitre par un tube de verre gradué. L’instrument est supporté en son milieu par trois pieds, et les portions A a, B 6 du tube sont dans une situation verticale. Le tube est rempli, à peu de chose près, d’une eau colorée. Par une propriété générale de l’équilibre des liquides, non seulement la surface du liquide dans un vase est un ' plan horizontal , mais si le vase a plusieurs branches qui communiquent entre elles, les différentes surfaces du liquide dans ces diverses branches sont dans un même plan horizontal. Ce plan se nomme le niveau du liquide. (C’est pour cela que l’instrument que nous décrivons porte le nom de niveau d’eau; c’est pour cela aussi que l’on désigne, presque toujours, dans les arts, les plans horizontaux et les droites horizontales par les expressions de surfaces de niveau et lipnes de niveau.)
Lorsqu on veut, à l’aide du niveau d’eau, mener une ligne horizontale, on fait planter verticalement, aux extrémités de la ligne a mener, deux perches ou règles divisées, munies 1 une et l’autre d’une planchette peinte de deux couleurs, et suscepüble de glisser le long de la
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règle et de se fixer , par une vis de pression , en tel point de la perche qu’on le désire. Cette planchette se nomme un voyant.
On établit le niveau d’eau entre les deux règles. On place d’abord l’oeil en et, à l’aide de signaux coh- *
é venus, on fait élever ou abaisser le voyant C jusqu’à ce que son centre se trouve dans le plan horizontal déter- Pline par les surfaces de niveau du liquide eu b et en a.
^ , On place ensuite l’œil en a, et l’on fait varier la posi- ,5 tion du voyant D, jusqu’à ce que son centre se trouve "dans le plan du niveau do liquide; on est assuré alors . que la droite CD est horizontale , puisqu’il a deux de ses '^points dans un plan horizontal.
470. — La hauteur des points C et D au-dessus du terrain est donnée par les divisions tracées sur les deux règles , au moyen de marques tracées derrière chaque voyant , et qui correspondent à son centre. Cette hauteur est indispensable à connaître dans l’opération du nivellement , dont nous avons maintenant à parler.
Niveler un terrain , c’est déterminer la distance de ses points les plus remarquables à un même plan horizontal. 11 n’est point nécessaire pour cela que ce plan horizontal existe en effet; il suffit d’imaginer un pareil plan passant par un point donné du terrain.
Soient A , B, C , D, E (fig. 381 ) , une série de points remarquables d’un terrain, et suppo.sons que le point A appartienne au plan horizontal auquel on veut rapporter tous les autres points, au niveau de la mer par exemple. On élève d’abord verticalement en A et en B les perches munies de voyants; on établit le niveau d’eau entre A et B , et l’on détermine l’horizontale A' B'. Cette droite étant parallèle au plan horizontal qui forme le^hiveau de la mer, tous ses points sont à égale distance de ce niveau (426) ; l’élévation des points A' et ^B' au-dessus du niveau de la mer est donc la même; rélevation du point B au-dessus de ce plan est donc la différence des verticales A A' et B B': Celte différence se nomme la hauteur verticale du point B au-dessus du point A. ;i'' : n
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On transporte ensuite le niveau d'eau entre B et C ; on élève verticalement au point 0 une perche munie d’un voyant, et l’on détermine l’horizontale S'C; la différence des verticales B B' et CC donne la hauteur - . verticale du point C au-dessus du point B ; en y ajoutant celle du point B au-dessus du point A, qui a déjà été'^ déterminée , on obtient la hauteur verticale du point C au-dessus du point A. On continue de la même manière jusqu’au point le plus élevé du terrain. HP,
Lorsque le terrain commence à descendre, les opé^ rations sont encore les mêmes; il n’y a de différence que dans le calcul. Supposons , par exemple , qu’apres avoir déterminé la hauteur verticale du point P audessus du point A, on veuille déterminer celle du point E. On élèvera verticalement au point E une perche munie d’un voyant; on établira le niveau d’eau entre D et E , et l’on déterminera l’horizontale p' E^ La différence des verticales EE' et DD' donnera la hauteur verticale du point D au-dessus du point E. Or on connaît déjà la hauteur verticale du point D au-dessus du point A ; en retranchant la plus petite de la plu» grande, on aura la hauteur verticale du point E audessus du point A , ou du point A au-dessus du point E.
Si , par exemple , on a trouvé que la hauteur verticale du point D au-dessus du point A est de 3™, 5 , et que la hauteur verticale du même point D au-dessus du point E est de 1“?,7 , on en conclura que la hauteur verticale du point E au-dessus du point A est de 3“,5 moins ou de Mais si l’on a trouvé que la hauteur verticale du point D au-dessus du point A est de 1“,4, et que la hauteur verticale du même' point D au-dessus dit point E soit de 3“,6, on en conclura que la hauteur verticale du point A au-dessus du point E est de 2*«,6 moins 1»,4, ou, en d’autres termes , que le
point E est situé à l'“,2 de distance verticale au-dessous du plan boriaputal qui passe par le point A , lequel est ici k niveau de la mer.
^ .Remarque. Comme les perches munies de voyants n’ont pas une hauteur indéfinie, on comprend que,
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• lorsque le terrain offre une grande pente, si l’on ne rapprochait pas suffisamment les stations, il pourrait arriver, ou que l’horizontale déterminée par le niveau d’eau passât au-dessus de l’une des deux perches, comme AB (fig. 883 ), ou qu’elle vint couper le terrain au-dessous de l’une des deux perches, comme CD (même figure). Il est donc indispensable de rapprocher d’autant plus les stations que la pente du terrain est plus considérable.
471. — Tout plan qui contient une verticale se nomme lui-même plan vertical.
Pour vérifier un plan vertical, il suffit de s’assurer qu’on y peut tracer une verticale. C’est à quoi l’on parvient sans peine, au moyen du petit appareil (fig. 871) que nous avons décrit au no458, et que l’on nomme quelquefois assez improprement niveau de côté. On applique l’un des côtés de cet instrument sur le plan à vérifier, et l’on fait varier graduellement sa position, ju-squ’à ce que le fil à plomb vienne s’appliquer contx’e la règle; s’il coïncide alors avec la ligne de foi , c’est une preuve que celle-ci est verticale^ Il en est donc de même de l’arête latérale de la règle qui lui est parallèle; et, puisque le plan proposé contient ainsi une verticale, il est vertical luf-même. ^
Applications. On donne ordinairement la direction verticale aux surfaces planes des murs, à celles des portes, des volets, aux vitres d’une croisée, aux surfaces latérales de la plupart des meubles. Les toiles sur lesquelles sont peints les décors d’un théâtre sont des plans verticaux. Dans la perspective, le plan sur lequel les objets doivent être représentés , et que l’on appelle le pian du tableau, est un plan vertical. Le plan méridien d’un lieinest le plan qui passe par la verticale de ce lieu et par les pôles de la terre ; ce plan est donc un plan vertical , etc. '
47 J. — Par une droite donnée quelconque, on peut toujours faire passer un plan vertical. Car, si par un point de cette droite on mène une verticale, cette verticale et la droite donnée détermineront un plan vertical..
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473. — Tout plan ■vertical est perpendiculaire ou plan de V horizon, puisqu’il passe par une verticale qui est elle-même perpendiculaire à l’horizon (444). 11 en résulte qu’u/ï plan vertical est perpendiculaire à tous les plans horizontaux , puisque ceux-ci sont parallèles au plan de l’horizon (455).
Réciproquement : Tout plan perpendiculaire h un plan horizontal est un plan vertical. Car , si par un point de l’intersection commune on élève une perpendiculaire au plan horizontal, c’est-à-dire une verticale, cette perpendiculaire sera contenue tout entière dans l’autre plan (443, Coroll. 1); donc celui-ci est vertical.
Tout plan perpendiculaire à une droite horizontale ' est un plan vertical. Car , si par cette droite on mène un plan horizontal , il sera perpendiculaire au plan proposé (444) ; donc celui-ci est vertical , en vertu de ce qui précède.
474. — Si deux plans verticaux se coupent, leur intersection est une verticale. Car ces plans étant tous deux perpendiculaires au plan de l’horizon, leur intersection est elle-même perpendiculaire à l’horizon (445), c’est-à-dire qu’elle est verticale.
Applications. I. L’arête de l’angle dièdre , formé par deux murs verticaux , est une verticale.
II. Le principe précédent trauve aussi son applica*« tion dans la perspective.
Supposons que AK (fig. 383) soit le plan du tableau, AB son intersection avec le sol supposé horizontal. Soit O l’œil du spectateur ; abaissons de ce point une perpendiculaire O P sur le plan horizontal AM, et menons par le point P , que l’on nomme le pied du spectateur , des droites quelconques PG, PH. Les rayons visuels, menés du point O à tous les points de la droite PG, déterminent un plan OPG qui est vertical, puisqu’il contient la verticale O P. La perspective de C G , c’està-dire l’intersection du plan OPG avec le plan du tableau qui est vertical , sera donc une verticale C^. La perspective de DH sera de même une verticale DA.
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Ainsi : toutes les droites qui passent par le pied du spectateur, sont verticales en perspective. •
CHAPITRE IX
Remarques sur le lever des plans et sur la mesure des hauteurs.
Mesure des angles dièdres des cristaux.
476. — Les terrains qii’on peut avoir à mesurer ne sont jamais parfaitement planes. Lorsqu’ils offrent des ondulations considérables, s’il fallait mesurer leur superficie réelle, le problème présenterait presque toujours' de grandes difficultés. Mais l’expérience a prouvé que les terrains qui offrent des pentes notables sont moins productifs que les terrains horixontaiix : les eaux pluviales en suivant ces pentes entraînent la terre végétale, et rendent- le terrain aride; d’ailleurs, les végétaux croissant verticalement et non point perpendiculairement au terrain, il en résulte qu’une pièce de terre, quelle que soit sa pente , ne saurait contenir une quantité de végétaux plus grande que celle qui .serait contenue dans l’étendue horizontale qu’on obtient en abaissant de tous les points du contour de cette pièce de ' . terre des perpendiculaires sur un même plan horizontal , étendue que l’on nomme dans l’Arpentage sa hase productive , et qui , en Géométrie, reçoit le nom de projection horizontale du terrain. C’est par les raisons précédentes que l’on ne s’occupe point de mesurer la superficie réelle d’un terrain , mais que l’on .se borne à mesurer sa base productive ou projection horizontale.
C’est donc de cette projection que l’on doit lever le plan, sauf par des opérations de nivellement, à rechercher la hauteur des points les plus remarquables au-dessus d’un même plan horizontal , non pour faire intervenir ces hauteurs dans la mesure demandée, mais pour obtenir une idée plus exacte de la configuration du terrain.
On agit, à plus forte raison, de celte manière quand
Je plan n’a pour but aucune mesui'e de superficie , ainsi que cela a lieu pour les plans militaires.
476. — La première chose à faire est de se procurer une base d’opérations parfaitement horizontale et de la mesurer. Si une pareille ligne se rencontre sur le terrain, on a soin d’en profiter : ce sera , par exemple , le
‘ bord d’une route, d’une allée, d’un canal, d’un sentier, etc. Dans le cas contraire, on choisit une base qui offre le moins de pente possible; on la jalonne, et, à l’aide d’un niveau d’eau, on détermine une horizontale d’un jalon à l’autre sur toute Ih ligne. Les jalons étant suffisamment rapprochés, on tend un cordeau de chaque jalon au jalon suivant , en fixant ses extrémités aux points déterminés par le niveau d’eau : la longueur de chaque cordeau exprime la distance de deux jalons coàsécutifs ; en faisant la somme de toutes les distances analogues , on obtient la longueur horizontale de la base à mesurer. La figure 384 rend compte de cette opération.
477. — On fait ensuite planter bien verticalement des jalons à tous les points remarquables du terrain que l’on veut relever.
Soit D E (fig. 385) l’un de ces jalon»; AA' et B B' les verticales des points A et B qui sont les extrémités de la base. Les trois points A, B, D sont supposés situés sur le terrain même. Admettons que le plan horizontal sur lequel on veut projeter le terrain soit celui qui passe par le point B, et qui coupe en a et en // les prolongements des verticales AA' et DE. L’horizontale a B sera la base mesurée , que l’on reportera sur le plan en la réduisant suivant l’échelle adoptée; et l’angle daB sera l’un dé ceux qu’il s’agit d’obtenir. Or la droite A tétant* verticale et le plan B ad horizontal, les angles A aB et A ad sont droits , et l’angle daB est l’angle plan qui sert de mesure à l’angle dièdre formé par les plans AadE et AaBB'. Nous savons que cet angle dièdre peut être mesuré en un point quelconque de son arête A«; il peut donc être mesuré au point »/, par exemple; il suffit pour cela de mener dans les plans Anr/Eet An B B' les
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horizontales /«D et /«B', et de mesurer l’angle D/«B formé par ces horizontales.
C’est précisément ce que l’on fait à l’aide du graphoniètre. Supposons-le transporté au point A, de manière que le centre du limbe soitstiué en m sur la verticale du point A (on y parvient au moyen d'un fil à plomb .suspendu au-de.ssous du centre du limbe). Supposons ensuite que le plan du limbe soit fixé bien horizontalement (on y parvient à l’aide d’un niveau à bulle d’air). Les alidades seront horizontales, et les fils des pinnules seront verticau.x. On dirige d’abord l’alidade fixe, de manière qu’en regardant jiar les pinnules, les fils réunis coupent le jalon planté verticalement en B; ces fils et ce jalon sont alors dans le plan vertical A «B B'. On dirige ensuite l’alidade mobile de manière qu’en regardant par les pinnules , les fils réunis coupent le jalon planté verticalement en D; ces fils et ce jalon sont alors dans le plan vertical kadH'. L’angle des deux alidades, c’e.st-àdire l’angle dont on peut lire la valeur sur le limbe, e.st alors la mesure de l’angle dièdre formé par ces deux plans verticaux, et est, par conséquent, égal à l’angle da)i qu’on se proposait de mesurer.
On voit que ce sont par le fait des angles dièdres que l’on mesure au moyen du graphomètre, et que ces angles dièdres ont leur arête verticale. De là la nécessité que tous les jalons soient verticaux , que le limbe de l’instrument .soit horizontal , et que son centre .soit sur la verticale qui .sert d’arête à l’angle dièdre que l’on mesure. On peut faire des observations analogues à l’égard de la planchette.
478. — Kous avons dit (52) que , loi'sqii’on doit opérer sur une grande étendue de terrain , les pinnules .sont remplacées par des lunettes dont l’objectif est muni d’un fil vertical comme celui des pinnules. Ces lunettes sont ordinairement susceptibles de se mouvoir autour d'un pivot parallèle au limbe, en sorte que l’axe de la lunette, c’est-à-dire la droite qui joint le centre de l’objectif au centre de l’oculaire , se meut dans un plan perpendiculaire à celui du limbe. Si le limbe est liori-
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znntal , le plan dont nous parlons est vertical. 11 en rë- .suite que , quelque position que prennent les lunettes, l'angle mesuré sur le limbe est le même que si l’axe de chacune d’elles était horizontal , condition qui serait gênante si elle était obligatoire , parce que la distance de l’instrument au jalon que l’on vi.se peut être assez grande pour que l’horizontale, qui serait déterminée par l’axe de la lunette , allât passer au-dessus ou audessous du jalon. La disposition que nous venons de décrire permet, au contraire, de viser le jalon lui-même , sans que la valeur de l’angle à mesurer soit altérée. Les lunettes qui remplissent cette condition sont dites lunettes plongeantes .
Avec cette disposition , on dirigerait, par exemple, les lunettes suivant m D et m B (fig. 38.5), et la valeur lue sur le limbe serait néanmoins celle de l’angle On dit, dans ce cas , que l’angle D w B se trouve réduit h l’horizon. Dans le lever des plans, tous les angles doivent être ainsi réduits à l’horizon, et l’on voit qu’on y parvient sans peine à l’aide du graphômètre, quand on peut le transpoiler au sommet de l’angle à réduire; dans le cas contraire, on s’arrange de manière que cet angle appartienne à un triangle dont les deux autres angles puissent se réduire facilement: on en déduit alors la valeur du troisième angle réduit.
Nous ferons remarquer que les lunettes dont est muni le graphômètre renversent les objets ; cette circonstance est indifférente pour le but qu’on se propose , elle exige seulement un peu d’habitude de la part de celui qui fait usage de l’instrument.
Ce que nous avons.dit de l’angle </«B s’appliqueà tous les angles du plan, et nous avons vu (253) comment ce plan se détermine à l’aide d’une base et des angles qu’elle forme avec les côtés ou avec les diagonales qui aboutissent à ses extrémités.
479. — Lorsque l’on a tracé le plan de la projection horizontale du terrain, on a tout ce qui est nécessaire pour sa mesure ; il ne reste plus , pour donner une idée Complète de sa configuration, qu’à indiquer la hauteur
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dti ses points les plus remarquables au-dessus du plan hori/.ontal sur lequel ils sont projetés. On emploie pour cela plusieurs méthodes.
Quelquefois on se contente de quelques coupes verticales. Pour les obtenir, on agit comme nous l’avons indiqué à l’article du nivellement (470), maison a soin (jue, dans toutes leurs positions successives, les perches munies de voyant ne sortent pas d’un même plan vertical, ce qu’on obtient en les alignant comme lorsqu’on jalonne une distance. Les distances mutuelles des perches étant connues, ainsi que la hauteur du point où chacune d’elles est plantée au-dessus du plan horizontal de projection , on a tous les éléments néces.saires pour tracer la coupe cherchée. A cet effet, on tire une droite quelconque, AB (fig. 386); on y porte, au moyen d’une échelle de réduction , des distances proportionnelles à celles qui séparent les perches ; par tous les points de division on élève à celte droite des perpendiculaires proportionnelles aux hauteurs observées, et l’on joint les extrémités de ces perpendiculaires par une courbe qui imite d’autant mieux les inflexions du terrain même que les stations ont été plus rapprochées et lesopérations faites avec plus de soin.
On dessine ces coupes à part, et l’on indique sur le plan même les directions dans lesquelles elles ont été ‘ faites.
Les coupes sont employées avec avantage pour lever le plan des places fortes ou des ouvrages de fortitication passagère, parce que les pentes observées en un point se répètent sur une longue étendue, et qu’il n’est point nécessaire de les multiplier. La ligure 387 représente le prolil d’une détachée : la ligne A Best la direction horizontale naturelle du terrain en deçà et au delà de l’ouvrage; on nomme G D la contrescarpe; D E est le fond du fossé; É F est V escarpe; F G, la hernie; G H est le talus extérieur du parapet; H I, la plonf^éeùw parapet; les droites HI et A G sont le prolongement l’ime de l’autre; la ligne IK est le talus intérieur du parapet ; EL, la banquette ; LB, la rampe ou le talus delà banquette.
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480. Lorsque l’on désire de plus grands détails , on détermine d’abord la hauteur du plus grand nombre de points possible au-dessus du plan horixontal de projec-’ lion; il s’agit ensuite d’indiquer, sur le plan même, toutes les hauteurs observées. Pour cela , on suppose le’ terrain coupé par une série de plans horizantaux équi* distants; les intersections du terrain avec ces plans for.' ment des courbes dont on possède d’autant pins de pointa que l’on a déterminé plus de hauteurs. L’une de ces courbes contiendra, par exemple , tous les pointsdu terrain qui so/it situés à 1"> de distance du plan horizontal de projection ; une autre contiendra ceux qui sont sitnéa à ^ de distance de ce plan , et ainsi de suite. On trace ces courbes sur le plan ^ et elles indiquent , dans chaque région de ce plan, une pente d’autant plus rapide qu’elles sont plus rapprochées (fig. 388).
On peut même , à l’inspection de ces courbes, évaluer la pente du terrain. Supposons, par exemple, que l’on veuille connaître la pente du terrain entre les points a et b } que la longueur a b, mesurée à l’échelle du plan, soit de , et que la distance des plans horizontaux consécutifs soit de 1», on construira un triangle rectangle^ abh (fig. 389) dont les côtés ak et b h soient respectivement représentés par 1 et par 5 ; l’angle aô A exprimera la pente cherchée. ^ f
Pour pouvoir tenir compte des détails importants d’iiH flexions de terrain qui n’auraient pu ti*ouver place dans l’ensemble de ces courbes , on représente par deshachu*» res de plus en plus foncées les pentes qui sont de plus en plusrapides.
Cette méthode est employée dans totites les cartes to<« pographiques soignées, et particulièrement dans lea cartes militaires« où la pente du terrain joue un rôld important, en raison des obstacles qu’elle peut offrir au transport de l’artillerie , et de l’influence qu’elle peut avoir sur le choix des positions.
Dans les cartes marines, après avoir levé le plan dti rivage, des lies. Ilots, écueils, etc., à consigner sur Ist carte, on note la profondeur des principaux sondagei
Dir ' ; y
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pal* un cliilfre placé au point qui représente le lieu oii le sondage a été fait. Ce chiffre exprime ordiiiairenicnt des brasses.
481. — Il se présente quelquefois, dans un terrain, des jioints trop élevés et offrant de toutes parts des pentes trop brusques pour qu’on puisse y transporter le niveau d’eau, mais dont on désire néanmoins connaître la hauteur au-dessus du plan horizontal de projection. Voici comment il faut opérer dans ce cas :
On mesure une base horizontale A B (fig. 390); on établit le graphomètre au point A; on dirige l’alidade fixe de l’instrument suivant l’horizontale a b parallèle à AB, et l’on incline le limbe, sans rien changer à la position du diamètre, jusqu’à ce que son prolongement aille passer par le point C dont on cherche la hauteur, ce dont on est averti quand, en variant la position de l’alidade mobile , le point C vient se placer à la partie inférieure du fil des pinnules. On mesure ainsi l’angle Cab. On mesure de la même manière l’angle Cba; on est alors en état de construire sur le papier un triangle semblable au triangle aCb,eX de mesurer par conséquent le côté C b.
Supposons maintenant que, suivant les horizontales AB et «6, on fasse passer des plans horizontaux ; et, du point C , imaginons une perpendiculaire CP, abaissée sur le plan horizontal inférieur ABP, laquelle coupe en P le plan horizontal supérieur « Z» ; joignons PA , PB, puy pb. Le graphomètre étant tout transporté au point B, on dresse son diamètre verticalement, et l’on dirige le limbe de manière que son prolongement aille passer par le point C; on mesure de cette manière l’angle X ôC, formé par la droite ôC et la verticale Z»X. Cet angle est égal à l’angle /?C^. Dans le triangle rectangle ou connaît donc les angles etPhypothénuse C b; on peut donC' construire un triangle semblable, et obtenir la mesure du côté C/7. Pour avoir la hauteur CP, du point C audessus du plan horizontal ABP, il ne reste plus qu’à ajouter à C/7 la hauteur P/?, laquelle est égale à A « ou à Bô (452, CorolL), c’est-à-dire à la hauteur du graphomètre.
482. — Les mêmes opérations peuvent sei*vir à mesurer la hauteur d’un édifice, lorsque le pied de la perpen* diculaire abaissée du sommet sur le sol tombe dans l’intérieur de l’édifice, comme cela a lieu d'ordinaii*e.
Si l’édifice repose sur un terrain bien horizontal etoflre dans toute sa hauteur unearéte verticale BC (fig. 391), dont le pied B soit accessible, l’opération se simplifie : on mesure^ à partir du point A, une base horizontale AB ; on établit le graphoinètre au point A; on dresse son diamètre verticalement; on dirige le limbe vers la verticale BC, et l’alidade mobile sur le point C ; on mesure l’angle X a C, formé par la droite a C et la verticale oX. Cet angle est égal à l’angle BCa. Si l’on imagine maintenant une horizontale a b, on forme un triangle rectangle Cb a, dans lequel on connaît les angles, et le côté ba égal à B A. On peut donc constniire un triangle semblable , et obtenir la mesure du côté C b. H ne reste plus , pour obtenir la hauteur de l’aréteB C, qu’à y ajouter la hauteur ô B, laquelle équivaut à a A, c’est-à-dire à la hauteur du graphomètre (ou du moins à la hauteur de son centre audessus du plan sur lequel il repose.)
De la mesure des angles 'dièdres des cristaux.
483. — Pour terminer ce qui concerne la mesure des angles en général , et des angles dièdres en particulier, ü nous reste à parler des moyens qu’on emploie pour mesurer avec précision les angles dièdres des cristaux. Ils sont fondés sur une propriété de la lumière que nous allons d’abord rappeler.
Lorsqu'un rayon lumineux O A ( fig. 392 ) rencontre une surface plane réfléchissante AI i\ , il se brise au point d’incidence A, et prend une nouvelle direction AD, telle que les droites OA , AD et la perpendiculaire AH élevée sur le plan MK, au point A, sont toutes trois dans un même plan, et que les angles O AH et HAD sont égaux. Le ra^on O A se nomme le rayon incident; le rayon AD est le rayon rcJUkhi; le plan OAD est le plan incidence; l'angle O AU e^iVangle d’ incidence; l’uuglc
AD est \' angle de réflexion', et l’on exprime la loi de la réflexion en disant que l’angle de véjl exion est égal à l’angle d' incidence .
Comme nous rapportons toujours les objets dans la direction du rayon lumineux qui arrive à notre œil, venant de ces objets, il s’ensuit que , si un objet quelconque était placé au point O, et l’œil de l’observateur en un point de la ligne A D, celui-ci verrait l’image de l’objet Ü sur le prolongement de DA, eu un point O , situé symctriqueinent par rapport à l’intersection BC du plan d'incidence avec le plan réfléchissant; en sorte que si l’on joignait 00, qui rencontre B A en B, les triangles O AB et O'AB seraient égaux et symétriquement placés.
Voyons l’usage que l’on fait de ces principes pour la im^sure des angles dièdres des cristaux.
On emploie dans ce but deux goniomètres différents : celui (|ui porte le nom de Charles et celui (|ui porte le nom de IVollaston.
484. — Le goniomètre de Charles (fig, 393) consiste essentiellement en un plateau circulaire horizontal, dont le limbe est divisé, et qui est muni d’une alidade mobile, au centre de laquelle on fixe avec de la cire le cristal dont on veut mesurer les angles dièdres, enayant soin que l’arête de l’augle à mesurer soit verticale; nous veiTons tout à l’heure comment on s’assure que cette condition est remplie. A la hauteur du cri.stal, et à peu de distance, est placée une lunette horizontale , à l’aide de laquelle on observe, par réflexion, sur Tune tles faces du cristal, un objet vertical déterminé d’avance : une flèche de clocher, par exemple. On fait ensuite tourner l’alidade, et par conséquent le cristal, jusqu’à ce (pi’on aperçoive, par réflexion, sur la face adjacente à la première, le même objet vertical. L’angle dont l’alidade a tourné exprime , non pas la valeur de l’angle cherché, mais celle de son supplément.
Pour nous en rendre compte, considérons ce qui se passe dans le plan d’incidence, lequel icie.st horizontal. Soit «<5>c(fig. 394) la section du cristal par le plan horizontal d’incidence prolongé, \m, le rayon incident; wO,
by Googli
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le rayon rëûécbi, lequclsuit Taxe de la lunette. SupposôA.4 eu outre qu’on ait disposé le cristal de manière à ce que le mouvement de l’alidade fasse tourner la section abc autour d’un certain point intérieur p, également distant des faces a b et ac. Pour qu’après la rotation on aperçoive encore par la lunette , laquelle est restée immobile, l’objet vertical placé en I , il faut que la face a c soit venue prendre la place de la face a b, et comme le point p n’a pas changé déplacé, il faut que la perpendiculaire ps soit venue prendre la place de la perpendiculaire p r, c’està-dire que la perpendiculaire p s ait tourné de l’angle lequel est le supplément de l'angle a, puisque, dans le quadrilatère spra^ il y a deux angles droits, etpra. L’alidade, qui tourne autour d’un point situé verticalement au-dessous du point p, a donc aussi tourné^ d’un angle égal à .r prou au supplément de l’angle a. Or, l’angle dièdre à mesurer ayant, par supposition, son arête verticale , a pour mesure l’angle a.
Dans la réalité , les perpendiculaires ps et pr ne sont jamais rigoureusement égales ; mais , vu la petitesse du cristal par rapport à l’éloignement de l’objet I , « c vient prendre une position sensiblement parallèle à a etqui en diffère assez peu pour que les conséquence» pré^ cédentes subsistent.
Pour que l’arête de l’angle dièdre à mesurer soit vertl^ cale, il faut que l’image de l’objet vertical placé en I, vue^ par réflexion sur les deux faces consécutives abetac, reste' verticale, et par conséquent parallèle à l’arête. On cor- rige la direction de cette arête jusqu’à ce que cette condition soit remplie, et c’est alors seulement qu’on observe la marche de l’alidade.
485. — Dans le goniomètre de fVollaston ( fig. 395), lecercle divisé est placé verticalement, et l’arête du cristal horizontalement. On place, en outre, l’instrument de manière à ce que cette arête soit sensiblement parallèle ' à deux horizontales fixes, telles que le bord d’un toit et l'appui d’un balcon, par exemple. On fait tourner le ! cristal, fixé par de la cire à un pivot horizontal, jusqu’àce qu’eu regardant sur la face supérieure, ou aperçoive
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par réflexion le bord du loil, et directement l’appui du balcon, confondus en une seule ligne droite. On fait tourner le cristal de nouveau, jusqu’à ce que la même coïncidence soitétablie pour la face du cristal adjacente à la pi’einière. La quantité dont le cristal a tourné, mesurée sur le cercle vertical , est encore le su|)plément de l’angle à mesurer.
Pour nous en rendre compte, considérons ce qui se passe dans le plan d’incidence, lequel ici est vertical et perpendiculaire à l’arête du cristal. Soit «ic (fig. 396), la section du cristal par le plan vertical d’incidence ; T»/,le rayon incident venu du bord du toit, o/o, le rayon réfléchi ; lio le rayon direct venu de l’appui de balcon. D’après ce que nous avons dit plus haut, la coïncidence des rayons /« O et Bo n’est possible qu’autant que les angles T ma et B/// <2 sont égaux , et que par con- .séquent la ligne a b divise l’angle T /«B en deux parties égales. Comme le cristal est toujours très-petit, par raj)port aux distances ml et /«B, et que d’ailleurs on a soin de regarder de manière à ce t|ue la réflexion s’opère très-])rès du bord le point d’incidence ne change pas sensiblement de place, et l’angle T /«B reste en conséquence à peu près invariable. Pour que la coïncidence des rayons <lirect et réfléchi puisse s’opérer sur la face rtc, adjacente à «/->, il faut doncquela ligne ac vienne diviser à son tour l’angle T wB en deux parties égales, et prendre par conséquent la position de a b. Il en résulte que si p est toujours le centre de rotation de la section a hc, il faut que la perpendiculaire vienne remplacer la perpendiculaire pr, ce qui exige que le cristal ait tourné d'un angle égal à sp r, c’est-à-dire au supplément de l’angle bac , qui est la mesure de l’angle cherché.
Ce goniomètre est disposé de manière à cequ’on puisse mesurer sans difficulté l’angle dont le cristal a tourné, l'ious passons sous silence les détails de celte disposition, que l’on comprendrait sans peine à l’inspection de l’instrument.
On pourrait reproduire ici, au sujet des perpendiculaires/; r et /^.v, ce que nous avons dit en parlant du go»»
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nioinètre de Charles : leur inégalilé inévitable n’a sur l’exactitude des résultats qu’iine influence négligeable.
Pour que l’arète du cristal soit horizontale et parallèle aux deux horizontales, fixes, il faut que la coïncidence d’images dont nous avons parlé puisse s’établir sur les deux faces du cristal aboutissant à cette arête. On corrige la position du cristal jusqu’à ce que cette condition soit remplie, et c’est alors qu’on répète l’expérience en mesurant l'angle dont le cristal a tourné.
Le goniomètre de fVollaston est d’un usage pluscommode que le goniomèti'e de Charles, à cause de la facilité qu’il y a à trouver les horizontales fixes dont on a besoin. Il offre en outre un avantage très-grand, c’est de permettre d’observer à l’œil nu , d'aussi près qu’on le désire, et que l’exige souvent la petitesse des cristaux,
CHAPITRE X
Des angles trièdres , et des angles polyèdres en général.
486. — Le mot angle, que nous avons employé pour caractériser la position relative de deux droites qui se rencontrent, ou celle d’une droite et d’un plan, ou même celle de deux plans en y ajoutant le mot dièdre, s’emploie encore pour caractériser la position relative de trois plans qui passent par un même point, et dont les intersections forment trois droites di.stinctes. Mais ,on y ajoute alors le mot trièdre, qui sert à le distinguer des angles dièdres et des angles plans.
La figure 397 représente un angle trièdre. Les plans AS fi, B S C , ASC qui le forment se nomment ses faces, les intersections S A , S B , S C des faces de l’angle trièdre se nomment ses arêtes , et le point de concours S des trois faces se nomme le sommet de l’angle trièdre. On applique aussi le nom de faces aux angles ASB, B SC, ASC compris entre les arêtes. ,
Dans la considération des angles tpièdres on fait abs«traction de la longueur des arêtes.
On désigne un angle trièdre par la lettre placée à son
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sommol en la faisant suivre, s’il est néeessairc, de trois autres lettres prises sur ehacune de ses ai’êtes : on dirait ainsi l’angle tièdre S, ou l’angle trièdre SABC.
487. — Lorsque trois plans passent par un même point S (fig. 398), et que leurs intersections forment trois droites distinctes AA', BB', CC', ces plans présentent huit angles trièdres , dont quatre sont représentés en avant de la figure, savoir : SABC, S AB'C, SA'BC, S A B' C , et les quatre autres en arrière , savoir : S A B C' , SAB C , SA BC, SA'B C'.
Ces huit angles ont leurs faces et leurs angles dièdres égaux ou supplémentaires; mais aucuns d’eux ne sont l•igoureusement égaux. Les angles trièdres SABC et SA'B’C', par exemple, ont leurs faces égales chacune à chacune comme opposées par le sommet , savoir :
ASB = A'SB';ASC= ASC, etBSC = B'SC;
il en est de même de leurs angles dièdres. Cependant ces angles trièdres ne sont point superposables , parce que leurs parties sont disposées dans un ordre inverse. En effet, si l’on imagine que la face ASC .soit po.sée sur un plan horizontal , les deux autres faces étant au-dessus de ce plan, et qu’on se place dans l’angle dièdre qui a pour arête SB , en tournant les yeux vers celte arête, on aura la face BS C à sa gauche et la face A SB à sa droite. Si l’on imagine, au contraire, que la face A SC' égale à A S C soit posée à .son tour sur un plan horizontal, les deux autres faces étant au-dessus de ce plan, et qu’on se place dans l’angle dièdre qui a pour arête SB’, en tournant les yeux vers celte arête , on aura à .sa gauche la face A' S B' et la face B' SC à sa droite. Il résulte de cette dispo.sition inverse que les angles trièdres SABC et S A B C ne sauraient coïncider. Pour que celte coïncidence devînt possible, il faudrait que l’angle trièdre SA'B'C'fût, pour ainsi dire, retourné, comme on retourne un doigt de gant.
Deux angles trièdres 'qui sont ainsi composés des mêmes parties disposées dans un ordre inverse sontr dits symétrifjnesVwn de l’autre.
488. — Théorème. Dons un angle trièdre quelconque chaque face est plus petite que la somme des deux autres et plus grande que leur différence. Soit en effet SAB G (fig. 399) un angle trièdre quelconque. 1®11 n’y a lieu à démontrer la première partie du théorèipe que pour la plus grande des trois faces : soit ASC cette plus gi'ande face. Dans le plan ASC, menons SD qui fa^e avec SC un angle DSC égal à l’angle BSC. Coupons les trois droites SA , S D , S C par une droite quelconque A'DC. Prenons SB égala SD, et joignons B A etBC,
Les triangles DSC et BSC sont égaux, comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun ; on a donc D C B C.
Dans le triangle ABC, on a AC<[ AB -h BC ; et, si l’on retranche d’une part DC et de l’autre son égale BC, il restera :
AC — DC<AB, ou AD<AB.
Si l’on considère maintenant les triangles AS D et AS B, on voit qu’ils ont deux côtés égaux chacun à chacun. Mais le troisième côté A D de l’un est moindre que le troisième côté AB de l’autre; il en résulte que l’angle A SD opposé à AD e>t moindre que l’angle AS 6 opposé à AB ; car, si ces angles étaient égaux , on aurait A D = A B ( 189) ; et si l’angle A S D était plus grand qua AS B, on aurait AD >• AB (186).
On a donc ASD-<ASB;et si l’on ajoute d’une part l’angle DSC et de l’autre son égal BSC, il vient :
ASD + DSC<ASB + BSC,ouASC< ASB+BSC.
2“ Si les trois faces .sont rangées , quant à leur grandeur, dans l’ordre ASC,ASB,BSC, de l’inégalité
ASC >< ASB -f- BSC on tirera ASC — ASB •< BSC
et ASC — BSC< ASB„
et de l’inégalité AS B <1 A SC 4- BSC on tirera ^ .
ASB— BSC<ASC,
ce qui démontre la seconde partie du théorème.
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489. — Tiiéorëme. St par le sommet d'un attf-le (rirdre on mène trois plans respectivement perpendieuLaires il ses arêtes , on forme un second angle triedre , tel ipic les faces du premier sont les suppléments des angles dièdres du second , et que les faces du second sont les suppléments des angles dièdres du premier. (Un angle plan ne saurait être, à proprement parler, le supplément d’un angle dièdre; il faut entendre, par celte expression abrégée, que l’angle plan est le supplémeut de celui qui sert de mesure à l’angle dièdre.)
SoitSABi)(lig.400) un angle trièdre quelconque. Par le points, menons un plan «S ^perpendiculaire à l’arête SD , un plan a^d perpendiculaire à l’arête SC, et un plan iS J perpendiculaire à l’arête SA. Ces trois plans détermineront un second angle trièdre Siahd.
L’arête SD , étant perpendiculaire au plan «S^,est perpendiculaire aux droites S« et S ^ qui passent j)ar sou pied dans ce plan. L’arête SB, étant perpendiculaire au plan aSd, est perpendiculaire aux droites S« et Sr/ qui pas.senl par son pied dans ce plan. Il en résulte que Sa est perpendiculaire à la fois aux arêtes S D et SB et, par conséquent, au plan DSB qui contient ces deux arêtes (401). On démontrerait de la même manière que S b est pei’peudiculaire au plan ASD, et (jue S^/est perpendiculaire au plan AS B.
Le théorème du n“ 441 conduit dès lors immédiatement aux conséquences suivantes :
L’angle A SB , formé par les droites S A et S B respectivement perpendiculaires aux plans ^Sf/et aSf/, est le supplément de l’angle dièdre aSdb compris entre ces plans. De même l’angle ASD est le supplément de l’angle dièdre aSbd, et l’angle B SD est le supplément de l’angle dièdre b S ad.
Récipi'oquement, l’angle aSb , formé par les droites Sa et S 6 respectivement perpendiculaires aux plans B S D et A S B , est le supplément de l’angle dièdre ASDB compris entre ces plans. De même l’angle aSd est le supplément de l’angle dièdre ASBD, et l’angle bSdesl le supplément de l’angle dièdre BS A D.
Remarque. Lorsque deux angles trièdres jouissent de cette propriété remarquable, que les faces de chacun d’eux sont les suppléments des angles dièdres de l’autre, on les désigne sous le nom d’angles trièdres supplémentaires.
490. — Théorème. Dans tout angle trièdre ^ la somme des trois faces est moindre que quatre angles droits. Soit SABC (fig. 401 ) un angle trièdre quelconque. Par trois points A, B, G, pris sur ses trois arêtes, faisons pas.ser un plan ABC. Si l’on considère l’angle trièdre ASBC, on a , en vertu du théorème du n® 488 :
SAC + SAB>CAB
en considérant l’angle trièdre BASC , on a de même : SBA + SBC> ABC,
et en considérant l’angle trièdre CAS B, on a aussi : SCB + SCA>BCA.
Ajoutons ces trois inégalités, membre à membre, l’inégalité subsistera encore dans le même sens , et l’on aura ;
SAC+SAB-hSBA+SBC+SCB-i-SC.A>CAB-i-ABC-l-BCA
O U S AC + S A B -1- S B A + S B C -h S C B -t- S C A > 2 «ng'/e J droits.
Or la somme totale des angles des trois triangles A S B, . ASC, B SC, laquelle vaut six angles droits, se compose des six angles qui figurent dan.s le premier membre de l’inégalité précédente, plus les trois angles qui ont leur sommet en S. Puisque les six premiers font une somme plus grande que deux angles droits , il faut donc que les trois autres fassent une somme moindre que quatre angles droits.
491. — Théorème. Dans tout angle trièdre, la somme lies angles dièdres est plus grande que deux angles droits , et moindre que six. Désignons, en effet, par m, n,p,\e& angles plans qui servent de mesure aux angles dièdres d’un angle trièdre quelconque, et par M , N , P, les faces
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de l’angle teièdre supplémentaire. Kous aurons, en appelant il l'angle droit (489) ,
m =2 cl — M; n=2d — N;/?=2 rf— P;
d’où, en ajoutant ces égalités membre à membre,
m -j— Il -J— ^ 6 ci — M — N — P =6 — (M -1- ^ -f-P).
Or, la somme des trois faces M, N, P est comprise entre 0 et 4r/ (-iOO) ; il eu résulte que m est compris
entre G^/— 0 et dcl — 4d, c’est-à-dire entre Gd et 2d. La somme de ces trois angles trièdres est donc plus grande que deux angles droits, mais moindre que si.x angles droits.
492. — Phoblëme. Connaissant les trois faces d’nn angle trièdre , trouver ses angles dièdres. Soit S ABC (fig. 402) un angle trièdre dont les trois faces A SB, BSC, ASC sont connues, et supposons, pour fixer les idées, qu’on veuille d’abord obtenir la valeur de l’angle dièdre A SBC. Prenons sur les trois arêtes, à partir du sommet S , les longueurs égales SA , SB , SC; joignons AB, BC, AC. Par un point I de l’aréte SB, élevons à cette arête, dans les faces AS B et BSC, les perpendiculaires I M et I N ; l’angle MIN, formé par ces perpendiculaires , sera précisément l’angle tpie nous cherchons, puisqu’il est la mesure de l’angle dièdre ASBC.
Remarquons que l’angle SBA , étant l’un des angles à la base du triangle isocèle A SB, est nécessairement aigu; il en résulte que l’oblique B A doit rencontrer la perpendiculaire IiM (84); de même BC doit rencontrer IN- Joignons les points de rencontre IM et N par une ligne droite.
S’il nous était possible de construire sur le papier le triangle MIN, cette construction nous donnerait l’angle cherché MIN, Ür il est facile de se procurer les trois côtés de ce triangle.
En effet, soient asb , bsc, csa', les trois faces de l’angle dièdre donné, disposées consécutivement sur un même plan; soient = ^ =jc=SB. Joignonsrtô,
bc , CCI . Lostriangles ash , bsr, csa seront respectivement égaux aux triangles A SB, BSC, CSA, comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux. Si , avec les côtés ab, bc, ca, on construit un triangle abc, ce triangle sera donc égal au triangle ABC, car leurs côtés seront égaux chacun à chacun.
Soit encore ô/=BI. Par le point / menons nin perpendiculaire à sb; le triangle mi b sera égal au triangle MI B, car ils auront un côté égal Z>/ ==BI, adjacent à des angles égaux chacun à chacun , savoir : m / ô = MI B comme droits , et m ô / = INI B I par suite de l’égalité des triangles «jôetASB. Par une raison semblable, les triangles binet BIN seront égaux. Nous aurons donc ainsi //«=IM et /« = IN.
Prenons maintenant bm' = bm, et joignons mn, le triangle m' bn sera égal au triangle MBN; car ils ont deux côtés égaux chacun à chacun, savoir: bm=bm = B M , et i« = BN; et ces côtés sont compris entre les angles cba' et CB A, égaux entre eux par suite de légalité des triangles abc et ABC. Donc ma = ININ.
Si donc, avec les lignes im, in et mn nous construi- .sons le triangle wïrt, ce triangle sera égal au triangle MIN. Puisque ces triangles auront leurs trois côtés égaux chacun à chacun. L’angle mîn est donc égal à l’angle demandé.
On obtiendrait de la même manière les deux autres angles dièdres, ou du moins les angles plans qui leur servent de mesure.
Remarque. La construction précédente s’applique à toutes les valeurs que peuvent prendre les trois faces données, et l’on peut remarquer que le problème n’a qu’une seule solution.
ConoT.i.xiRE. Quand deux angles trièdres ont leurs faces égales chacune à chacune, ils ont aussi leui*s angles dièdres égaux chacun à chacun. Ils sont donc ou égaux si ces faces sont disposées dans le môme ordre , ou symétriques si elles sont disposées en ordre inverse.
Il est facile de reconnaître, d’ailleurs, que les faces ne peuvent être disposées que de l’une ou l'autre de ces
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(leux manières, puisqu'elles ne sont qu'au nonibre de trois.
493. — PkoulEme. Étant donnés dans un anf^le trièdre deux faces et l'angle dièdre compris, Vxmver la troisième face. Soient A SB et B SC (fig. 402) les deux faces données. Si l’on prend , comme tout à l’heure , S A=SB = S C ; qu’on joigne A B, B C, A C, qu’on élève I M et I N perpendiculaires à SB, et qu’on joigne RI N, l’angle MIN étant la mesure de l’angle dièdre A SBC qui est supposé donné, on connaît dans le triangle MIN deux côtés et l’angle compris ; on peut donc construire ce triangle, et il est facile d’en déduire la face inconnue ASC.
En effet, soient asb et bsc les faces données, placées consécutivement sur un même plan. Soit = a ^» = SB. Les triangles asb et bsc seront respectivement égaux aux triangles A S B et B S C.
Soit encore ô/ = BI. Menons, par le point /, la droite mn perpendiculaire k s b ; les triangles mib et ni b seront respectivement égaux aux triangles MIB et NIB.
Construisons un triangle m’in, dans lequel l’angle m’t n soit égal à l’angle donné, formé par les faces ASB et BSC, et clans lequel on ait nii =//// = RI 1 , et nf = 7i/ = NI. Ce triangle sera égal au triangle MIN, puisqu’ils auront un angle égal compris entre côtés égaux; il en résultera wV=RlN.
Avec les côtés mb , bn et m”n, construisons le triangle mbn; ce triangle sera égal au triangle RlBN;car ils auront leurs trois côtés égaux chacun à chacun.
Sur la droite hm', prenons bd = ba, et joignons cd , le triangle dbc sera égal au triangle ABC, car les angles dbc et ABC sont égaux par suite de l’égalité des triangles nibn et RI B N ; et de plus on a = BC et bd b a — ^ k..
Il résulte de là que l’on a aussi de = AC. Construisons donc un triangle àsc, dont les cédés sc et sa soient égaux, et dont la base soit égale à de-, ce triangle sera égal au triangle ASC, puisqu'ils auront
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leurs trois côtés égaux chacun à chacun. L’angle asc sera donc la troisième face demandée.
Remarque. Connaissant la troisième face on pourrait, en employant la construction du n® 492, obtenir les deux autres angles dièdres.
CunoiXAiRE. Le problème qui précède n’étant su.sceptible que d’une seule solution, on voit que loi*sque deux angles trièdres ont un angle dièdre égal compris entre deux laces égales chacune à chacune, la troisième face est au.ssi égale de part et d’autre, et, d’après ce que nous avons dit dans le corollaire du numéix) précédent, ces angles trièdres sont égaux ou symétriques, suivant <jue leurs faces sont disposées dans le même ordre ou en ordre inverse.
494. — Puoni.ÉME. Étant donnés, dans un angle triédre , une face et les deux angles dièdres adjacents, trou* ver les antres faces et le troisième angle dièdre. Appe*' Ions A la face donnée, M et N les angles plans qui servent de mesure aux angles dièdres adjacents donnés. En vertu du théorème du n® 489, l’angle trièdre supplémentaire aura deux faces égales à2^/ — Metà2rf — N; et l’angle compris entre ces deux faces aura pour valeur 1d — K{d désignant la valeur de l’angle droit).
Appliquant les constructions du problème précédent, nous pourrons déterminer la troisième face de cet angle supplémentaire , et par suite, à l’aide des constructions du n® 492, scs deux autres angles dièdres. Soient P la troisième face, B et G les deux angles dièdres ainsi déterminés, l’angle trièdre proposé aura nécessairement un troisième angle dièdre dont la valeur sera 2r/ — P, et deux autres faces respectivement égales à — B et k 'Id — G. Toutes ses parties seront donc connues.
Gorom.airk. Leux angles trièdres, qui ont une face égale adjacente à deux angles dièdres égaux chacun k chacun , ont toutes leurs parties égales , et sont par conséquent égaux ou symétriques, selon (pie ces parties sont disposées dans le même ordre ou en ordre iuve,rse.
495. — Problème. Étant donnés les trois angles dièdres d’un angle trièdre trouver ses tmis faces. Appelons
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iM, N, P, les angles plans qui servent de’niesure aux angles dièdres donnés; les faces de l’angle trièdre supplémentaire auront respectivement pour valeur — M,
2d — N, et 2d — P(la lettre ^/désigllant toujours la valeur de l’angle droit). Appliquons les constructions du n® 4î)2, nous déterminerons successivement les trois angles dièdres de l’angle Irièdresupplémentaire. Soient A, B, C ces trois angles dièdres, ou du moins les angles plans qui leur servent de mesure ; les faces de l’angle trièdre proposé auront respectivement pour valeur 2d — A , 2 r/ — B, 2d — C.
Corollaire. Deux angles trièdres qui ont leurs angles dièdres égaux chacun à chacun ont aussi leurs faces égales chacune à chacune, et sont, par conséquent, égaux ou symétriques, suivant que leurs parties sont disposées dans le même ordre , ou eu ordre inverse.
496. — Applications. I. L’égalité des angles trièdres trouve une application fréquente dans les assemblages de charpente et de menuiserie. L’assemblage dit« double queue tChimnde, par exemple (fig. 403), exige que les angles trièdres, placés en saillie à l’extrémité du trapè/e qui termine chacune des deux pièces à assembler, se reproduisent exactement en creux sur l’autre pièce, afin que la coïncidence soit parfaite.
IL Cette même égalité des angles trièdres trouve aussi son application dans l’art du gaînier. Tous les angles trièdres qu’offre en saillie l’objet pour lequel on confectionne un étui doivent se reproduire en creux dans l’étui même, afin que la coïncidence puisse s’établir. C’est ce qu’on peut observer, par exemple, dans les étuis des équerres d’arpenteur, dites octogones.
Des angles polyèdres. ^
497. — Un nombre quelconque de plans passant par lin même point détermine ce qu'on nomme un angle polyèdre. figure 404 représente un angle polyèdre. T. es plans ASB, BSC, C.SD, DSK, F..SA qui le composent .se nuiniucnl ses faces; leurs inlcr.scctions consécutives SA,
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SB, SC, SD, SE sont ses orgies; et le i)oiiil S oü ^iéunefit aboutir toutes les arêtes se nonniie le xomnict Ac Tangle polyèdre.
Dans la considération des angles polyèdres, on fait abstraction de la longueur des arêtes.
On désigne un angle polyèdre par la lettre du souiniet, que l’on fait suivre, s’il est nécessaire, d’une lettre prise sur chacune de ses arêtes consécutivement. On dii’a ainsi l’angle polyèdre S, ou l’angle polyèdre SABCDÊ.
On ne considère, dans la Géométrie élémetitaire,que les angles polyèdres convexes , c’est-à-dire qui ne peuvent être rencontrés en plus de deux points par une ligne droite, et n’offrent, par conséquent, aucun angle dièdre rentrant.
498. — Théorème. La somme des faces (Lun angle polyèdre convexe quelconque est toujours moindre que A anglei droits. Soit S A B C D E (fig. 405) un angle polyèdre quelconque. Par le sommet S on peut toujours mener un plan tel qué l’angle polyèdre soit tout entier d’un même côté de ce plan; et, si par un point A, pris sur l’une des arêtes, on mène un second plan parallèle au premier, il coupera toutes les arêtes de l’angle polyèdre ; car si l’une d’elles était parallèle à ce second plan, elle serait tout entière contenue dans la première (449), ce qui est contraire h la supposition. Soit donc ÀBCDE le i>olygone formé par l’intersection de ce second plan avec les faces de l’angle polyèdre ; ce polygone sera convexe, puisque l’angle polyèdre est convexe lui-même.
Cela posé , prenons dans l’intérieur du polygone ABCDE un point quelconque O, et joignons OA, OB, OC, OD, OE. Nous formerons des triangles ayant leur sommet en O, qui seront en nombre égal à ceux qui ont leur sommet en S, et la somme totale des angles de ces deux systèmes de triangles sera la même. Mais la somme de tous les angles en O équivaut à 4 angles droits; pour prouver que la somme des angles en S est mpindrè , il suffit donc de prouver que la somme totale des angles à la base, dans le système de triangles dont le sommet est en S , est plus grande que la somme totale dès angles
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à la base, dans le s)^^slème de triangles qui ont leur sommet en O. Or c’est ce qu’il est facile de faire voir, en remarquant que l’on a, en vertu du théorème du n“ 588 :
ABS4-SBC>ABC;BCS4-SCD>BCD;
et ainsi de suite; d’oii l’on tire, en ajoutant ces inégalités membre à membre :
ABS + SBC4'BCS-fSCD-t-etb.,>ABC+BCD + étc.,
O U A B S -j- S B C -I- B C S -I- S C n + e le. ,
>ABO + OBC-fBCO-+-OCD-hetc.
499. — Si l’on mène un plan par deux arêtes d’un angle polyèdre qui ne font point partie d’une même faccj bu obtient ce qu’on nomme un plan dia^nal. Ainsi ASC, ASD,BSD, etc. (fig. 404 ) seraient autant dfe plans diagonaux.
Par des plans diagonaux , on peut partager un angle polyèdre en angles trièdres, comme par des diagonales bn peut partager un polygone en triangles.
On ferait voir facilement que deux angles polyèdres Soht égaux lorsqu’ils peuvent se décomposer en un même nombre d’angles trièdres égaux chacun à chacun, tet semblablement disposés.
Lorsque deux angles polyèdres ont toutes leurs pailles égales, mais disposées dans un ordre inverse, ils prennent le nom d’angles polyèdres symétriques, lis sc décomposent alors en iin même nombre d’angles trièdres symétriques, disposés dans un ordre inverse.
Un ahgle polyèdre est régulier lorsque toutes ses faces sont égales, ainsi que tous ses angles dièdres. Nous en rencontrerons quelques exemples.
500. — Applic.xtioins. On trouve des angles polyèdres dans un grand nombre de formes que nous aurons bientôt àétudier. Les cristaux en offrent de nombreux exemples. Le diamant, lorsqu’il est taillé en rose , présente à sa partie supérieure un angle polyèdre dont les facessont très-nombreuses.
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CHAPITRE XL
Médiode générale pour résoudre graphlquemeul les problèmes de Géométrie dans l’espace.
501. — Les problèmes résolus aux n<>» 492 et 493 offrent un exemple de questions de Géométrie dans l’espace résolues par des opérations graphiques effectuées sur un plan. On comprend sans peine l’avantage qu’il y aurait à ramener ainsi tous les problèmes qu’on peut se proposer sur les lignes et sur les surfaces à de simples questions de Géométrie plane susceptibles d’être résolues avec la règle et le compas. l\Iais pour cela il faudrait que les données du problème, quelles qu’elles fussent, pussent être elles-mêmes représentées sur un plan. Or, c’est à quoi l’on parvient à l’aide de la Méthode des projections, aussi nommée Géométrie descriptive.
Ce chapitre sera consacré à l’exposition succincte de cette méthode, en nous bornant toutefois aux problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. Ce sera , pour ainsi dire, le complément de ce que nous avons déjà dit sur cette matière.
502. — Pour fixer la position d’un |>oint quelconque, M (fig. 406) de l’e.space, on le rapporte à deux plans fixes, l’un X H horizontal , l’autre XV vertical, dont l’intei> section X Y se nomme la ligne de terre.
On abaisse du point M une perpendiculaire M /« sur le plan horizontal ; le pied m de cette perpendiculaire est la projection horizontale du point M. On abaisse de ce même point une perpendiculaire M m' sur le plan vertical ; le pied m' de cette perpendiculaire est la projection verticale du point M.
Les plans X H et X V se nomment , pour cette raison, les plans de projection.
Suivant les droites Mw et M«é, conduLsons un plan ; il coupera les plans de projection suivant les droites O et O ni . I.e plan M m O ni, étant mené suivant IM m , sera perpendiculaire à X H ( 444 ) ; étant aussi mené sui-
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vant Mffj', il sera perpendiculaire à XV. Il sera donc perpendiculaire à la ligne de terre X Y, iulei*seclion des plans X H et XV (445). Il en résulte que les angles X O m et XO /«' sont droits, et que l’angle mOm mesure l’angle dièdre des plans de projection; or,cetangle est droit puisque l’un de ces plans est horizontal, et l’autre vertical ; d’ailleurs, les angles M///0 et M/«'0 sont droits aussi. La figure M«/ 0/w' est donc un rectangle , et l’on a »/0=M/?i', et = c’est-à-dire que //i O exprime la distance du point M au plan vertical; et ni O sa distance au plan horizontal.
Imaginons maintenant que le plan vertical XV tourne autour de la ligne de terre comme charnière, jusqu’à ce qu’il viennese rabattre sur le plan horizontal en XV'; la droite O ni, dans ce mouvement, ne cessant pas d’être perpendiculaire à XY, viendra se rabattre en Om', sur le prolongement de Om, qui est aussi perpendiculaire à XY. Les projections du point M se trouveront ainsi réunies sur un même plan et pourront servir à représenter ce point M , car celui-ci se déduit facilement de ses projections.
Rendons en effet au plan XV' sa position verticale XV; parles droites 0/w'et Om, conduisons un plan : ce plan sera perpendiculaire à la ligne de terre XY, puisque celle-ci est perpendiculaire à deux droites, 0/w' et Om, menées par son pied dans ce plan. Ce môme plan sera aussi perpendiculaire aux plans de projection , puisqu’il est perpendiculaire à une ligne XY contenue dans ces plans (444, Coroll. I). Elevons par le point m une perpendiculaire ///M au plan XH, elle sera tout entière dans le plan m'Om perpendiculaire à XH (443, Coroll. I ). Élevons parle point ni une perpendiculaire à XV, elle sera tout entière dans le plan m'Om perpendiculaire à XV. Les droites /wM et m' IM étant dans un même plan, et perpendiculaires aux droites Om et Om' qui se coupent , se couperont elles-mêmes en un point M, qui sera celui dont les projections sont m et ni.
.503. — On suppose toujours le plan vertical rabattu sur le plan horizontal ; il stiffit , ad besoin, de le redres-
ser par la pensée. Quant au plan ^prizout^l lui-paême^ on le représente par le plap du papier pu tju talileaii sur lequel on trace.
On tire dans ce plan, de gauche à droite, une droite XY (fig. 407), pour représenter la ligne de; terre : la partie du plan située au-dessous decette droite est plus particulièrement destinée à représenter le plan l|orizontal| et celle qui est au-dessus k représenter le plan vertical.
Néanmoins, la portion du plan située au-dessous de XY représente aus^i la partie du plan vertical qui est située au-dessous du plan horizontal, et la portion du plan située au-dessus de X Y représente aussi la partie du plan horizontal qui est située en arrière du plan vei tical. On verra qu’il ne peut jamais y avoir d’ambiguité à cet égard.
Deux points,//» et///', situés sur une même droite ^ //////', perpendiculaire k la ligne de terre (cette condition est indispensable d’après ce que nous venons de voir), sont les projections d’un point M de l’espace situé sur la verticale du point ni, k une hauteur au-dessus de ce point ' exprimée par O///'; ou bien encore un point situé sur une perpendiculaire au plan vertical, menée par le point ni eî^ k qne distance de ce point pxprimée pqr O///.
On désigne ordinairement pqr des lettres majuscules les points de l’espace; par des minuscules analogues leurs projections horizontales , et par les mêmes minuscules accentuées leur:» projections verticales. Ainsi A et B désignant deux points de l’espace, a b désigneront leurs projections horizontales,' et a' et b' leurs projections verticales. Cette convention évite l’ambiguité dont nous parlions tout-k-l’houre.
Lorsqu’un point est situé dans le plan horizontal de projection, sa projection verticale pst située sur la ligne de terre, et sa projection horizontale n’est autre que Ica point lui-même. On la désigne alors par une lettre majuscule.
Lorsqu’un point est situé dans le plan vertical de projection , sa projection horizontale est située sur la ligne de terre, et sq projection verticale n’est autre que le
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lui-mêmt'. On la désigne également par une lellre majuscule.
Le problème suivant éclaircira ces notions générajes.
.'i04. — Problème. Etant données les projections de deux points de l’espace, trouver leur distance. Soient A et B deux points de l’espace, dont les projections aa' et hb' (fig. 408) sont données. Le point A est situé sur la verticale du point a, à une hauteur a'p; le point B est .situé sur la verticale du point h, à une hauteur b'/j. Ces deux verticales déterminent un plan vertical qui coupe le plan liorizontal de projection suivant la droites Imaginons que ce plan vertical tourne autour de ah , comme charnière, jusqu’à venir se rabattre sur leplan horizontal; la verticale du point a n’ayant point cessé, dans ce mouvement , d’être perpendiculaire kah, viendra se rabattre suivant «A', perpendiculaire k ab , ei si l’on prend aA/=a'p, le point A' sera le rabattement du point A. De même, la verticale du pointé», n’ayant pas cessé d’être perpendiculaire à ab, viendra se rabattre suivant ^<B' perpendiculaire à et si l’on prend bW — b'q, le point B' sera le rabattement du point B. Or, dans ce mouvement de rabattement, la distance mutuelle des points A et B n’aura pas varié; cette distance n’est donc autre chose que A' B'.
505. — Nous avons vu (430) que si , des différents points d’une droite, on abaisse des perpendiculaires sur un plan donné , les pieds de ces perpendiculaires sont sur une même ligne droite , parce que toutes ces perpendiculaires sont dans un même plan qui ne peut couper le premier que suivant une ligne droite; en outre, ces deux plans sont perpendiculaires entre eux (444). Il en résulte que les projections horizontales de tous les points d’une droite quelconque de l^espace sont sur une même dpoite, qui est l’intersection du plan horizontal de projection avec le plan mené par la droite donnée perpendiculairement à ce plan horizontal. Cette intersection se nomme en conséquence la projection horiz^ontaie de la droite donnée.
De même, les projections verticales de tous les points
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<le la droite donnée sont sur une même droite, qui est l’intersection du plan vertical de projection avec le plan mené par la <lroite donnée perpendiculairement à ce plan vertical. Celte intersection se nomme la projection verticale de la droite donnée.
Une droite peut, aussi bien qu'un point, se déduire de ses projections. Soient, par exemple , (fig. 409) la projection horizontale, et d b' la projection verticale d’une droite. Imaginons, suivant a b, un plan vertical , et suivant «7» , un plan perpendiculaire au plan vertical de projection, l’intersection de ces deux plans sera la droite cherchée.
On donne le nom de plans projetants aux plans menés suivant une droite perpendiculairement aux plans de projection.
.S06. — Remarques. I. Lorsqu’une droite est horizontale, sa projection verticale est parallèle à la ligne de terre (fig.410); carsi, parla droite donnée, on mèneun plan horizontal , les perpendiculaires abaKssées des différents points de cette droite sur le plan vertical de projection seront tout entières dans le plan horizontal (443, Coroll. II) , et celui-ci coupera évidemment le plan vertical de projection, suivant une droite db' parallèle à la ligne de terre (448).
II. Par une raison semblable , lorsqu’une droite est parallèle au plan vertical, sa projection horizontale est parallèle à la ligne de terre (fig. 41 1 ).
III. Lorsqu’une droite est parallèle h la ligne de terre, ses deux projections sont parallèles à cette ligne (fig. 412); car la droite dont il est question est alors parallèle à la fois aux deux plans de projection (420).
IV. Lorsqu’une droite est verticale, .sa projection horizontale se réduit à un point, et sa projection verticale est perpendiculaire à la ligne de terre (fig. 413) ; car, 1“ toutes les perpendiculaires abaissées des différents points de cette droite sur le plan horizontal, étant verticales, se confondent avec la droite elle-même; 2“ toutes les perpendiculaires abaissées des différeul.s points de celle droite sur le plan vertical de projection
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forment un plan projetant qui est vertical , puisqu’il contient une verticale; il coupe donc le plan vertical de projection suivant une verticale (474), c’est-à-dire suivant une perpendiculaire à la ligne de terre.
V. Par des raisons analogues, lorsqu’une droite est perpendiculaire au plan vertical de projection, sa projection verticale se réduit à un point, et sa projection horizontale est perpendiculaire à la ligne de terre (fig.414).
VI. Lorsqu’une droite est située dans le plan horizontal de projection , sa projection verticale est la ligne de terre , et sa projection horizontale est la droite elle-même. On la désigne alors par des lettres majuscules (41.‘>).
Vil. Lorsqu’une droite est située dans le plan vertical de projection , sa projection horizontale est la ligne de terre, et sa projection verticale est la droite ellemême. On la désigne par des majuscules (fig.416).
VIII. Lorsqu’une droite est située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre et, par conséquent , aux deux plans de projection (44.5, Coroll.), ses deux projections se confondent en une seule et même droite perpendiculaire à la ligne de terre (417) ; car les plans projetants ne sont antre chose, dans ce cas, que le plan même qui contient la droite. Or, ce plan coupe les plans de projection suivant des droites perpendiculaires à la ligne de terre , lesquelles se placent sur le prolongement Tune de l’autre , quand le plan vertical de projection vient se rabattre sur le plan horizontal.
Dans ce cas , les mêmes projections appartiennent à toutes les droites menées dans le plan perpendiculaire à la ligne de terre qui contient la droite donnée , et il devient nécessaire , pour particulariser celle-ci , de donner les points où elle perce les plans de projection , points que l’on nomme les traces de la droite.
507. — Lorsque la droite n’a point celle position particulière, ses traces peuvent se déduire de ses projections.
Proulëme. Étant données les projections (Tune droite , trouver ses traces, Soient et a'H (lig. 4t8) les pro-
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jections d’une droite. Si l’on inèae suiyant peltq droj|q un plan perpendiculaire au plan horizontç»! de prqjection, ce plan coupera le plan horizontal suivant la projection l^orizontale abc ûq la droite donnée, et il coupera le plan vertical de projeciîpn suivant une verticale, c’est-à-dire suivant une droite c y' perpen*; diculaire à la ligne de terre. La trace vertjc«lie de la droite donnée, c’est-à-dire le point où elleperce |e pla^ vertical de projection , no peut se trouver que sur la ligne çc \ mais il faut aussi qu’elle se trouve spr la projection verticale d h' de la droite donnée; elle n’est donc autre chose que leur point de rencontre c.
On voit , d’après cela , que pour obtenir la trace verticale d’une droite , il faut prolonger sa projection hori; zontale jusqu’à la ligne de terre et élever au point de rencontre une perpendiculaire à cette ligne; le point où celte perpendiculaire rencontre la projection verli-: cale de la droite est la trace verticale cherchée.
On verrait de môme que pour obtenir la trape horizontale d’une droite, c’est-à-dire le point où elle perce le plan horizontal de projection , il faut prolonger sa projection verticale jusqu’à la ligne de terre, et élever au point de rencontre d' uqe perpendiculaire à cette ligne; le point d où cette perpendiculaire rencontre la projection horizontale ab Ae la droite est la trace horizontale cherchée.
Remarques. I. Il peut arriver que cc ne rencontre la projection verticale db' de la droite qu’au-dessous de la ligne de terre (fig. 419). Cette circoqstance indique que; la droite perce le plan vertical de projection au-dessqus du plan horizontal.
II. Il peut arriver également que dd' ne rencontre la projection horizontale a de la droite qu’au -dessus de la ligne de terre (fig. 420). Cette circonstance indique que la droite perce le plan horizontal de projection en arrière du plan vertical.
III. Enfin les deux circonstances que nous venons de signaler pourraient se présenter à la fois , comme l’indique la figure 421.
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CoROiXAiHE. Répiproqiiemenl : connaissant les traces d’uiie droite , rien n’est plus facile que d’obtenir ses projections. Soient, par exemple, c'etf/(fig. 418) ces deux traces; de ces points abaissons sur la ligne de terre les perpendiculaires'c'cet dd' \ joignons edet cd'. Ce seront les projections eberebées.
508. — Problème. Étant données les projections de deux points, trouver celles de la droite qui joint ces deux points. Soient a, à el b, b' (fig. 422) les projections données. La projection horizontale de la droite cherchée^ devant contenir les projections horizontales de tous ses points, doit passer par « et et n’est, par conséquent, autre chose que la droite ab. Par une raison analogue, la projection verticale de la droite n’est autre chose que la droite a qui joint les projections verticales des deux points donnés.
509. — Problème. Étant données les projections d’une droite et celles d’un point, trouver les projections d’unie parallèle à la droite donnée , passant par le point donné .
Il résulte du théorème du n“456 que les projections horizontales de deux droites parallèles sont parallèles entre elles. 11 en est de même de leurs projections verticales. Si donc fl et àV (fig. 423) sont Içs projections de la droite donnée, et ç,d celles du point donne, poqr obtenir les projections de la parallèle demandée il suffit de mener par le point c une parallèle à fl è, et par |e point c une parallèle à a’b'.
510. — Remarque. Il est facile, d’après ce qui précédé » dç reconnaître si deux droites sont parallèles, lorsque leurs projections sont données. Si ces projections ne sont point parallèles chacune à chacune , lés droites ellesmêmes ne le sont point. Mais pour qu’elles se coupent , il faut non-seulement que leurs projections horizontales se coupent, ainsi que leurs projections verticales, il faut encore que ces deux intersections puissent être les projections d’un même point, ç''est-à-dire qu’elles soient situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre, comme l’indique la figurç 424.
51t. — Qu représente up pl.TU par ses {raeçs,, q’est-à-
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dire par ses interseclions avec les plans de projection. Le point où le plan rencontre la ligne de terre appartient évidemment à ses traces; ainsi les traces d’un plan concourent , en général , vers un même point de la ligne de terre. Ainsi les droites ma et m a (fig. 425) représentent un plan qui coupe le plan horizontal de projection suivant ma, et le plan vertical suivant ma\
Lorsqu’un plan est vertical , sa trace verticale est perpendiculaire à la ligne de terre ; car elle est l’intersection de deux plans verticaux , et est, par conséquent, verticale (fig. 426).
Loi-squ’un plan est perpendiculaire au plan vertical de projection, sa trace horizontale est perpendiculaire à la ligne de terre; car, étant l’intersection de deux plans perpendiculaires au plan vertical de projection, elle est elle-même perpendiculaire à ce plan, et par suite à la ligne de terre qui passe par son pied dans ce plan (fig. 427).
Lorsqu’un plan est horizontal , il n’a point de trace horizontale, et sa trace verticale est parallèle à la ligne de terre (448).
Par une raison analogue, lorsqu’un plan est parallèle au plan vertical de projection, il n’a point de trace verticale, et sa trace horizontale est parallèle à la ligne de terre.
Lorsqu’un plan est parallèle à la ligne de terre, ses traces sont aussi parallèles à cette ligne (421 ).
Enfin, lorsqu’un plan est perpendiculaire à la ligne de terre , ses traces sont aussi perpendiculaires à cette ligne, puisqu’elles sont menées par son pied dans ce plan , et comme elles rencontrent la ligne de terre en un même point, elles se confondent en une seule et même droite (fig. 428).
512. — PhonLÈME. Etant données les projections de trois points , trouver les traces du plan qui passe par ces trois points. Soient a et h et b’ , c et c (fig. 42!)) les projections données de trois points A, B, C de l’espace. Construisons les projections des droites AB et B C (508); cherchons les traces u, 4 etv, X- de ces deux droites (.507) ; tirons «u et 4 X ; ce seront les traces demandées.
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Car les droites AB et BC étant situées dans le plan cherché, puisque chacune d’elles y a deux points, les traces de ces droites sont situées sur les traces du plan qui les contient.
Remarque I. Les droites uv et hk prolongées iraient concourir en un même point de la ligne de terre.
Remarque II. Au lieu de déterminer le plan au moyen des deux droites AB et BC, on aurait pu employer les droites AC et BC, ou AB et AC; en sorte que le problème est susceptible de plusieurs vérifications.
Corollaire. On résoudrait de la même manière le problème suivant : Étant données les projections de deux droites qui se coupent y trouver les traces du plan mené par ces deux droites.
513. — Problème. Étant données les projections de deux droites parallèles , trouver les traces du plan mené par ces deux droites. Soient a b, a' V et cd , c'd' (fig. 430) les projections de deux droites parallèles. Cherchons leurs traces «, A et v, k (507) , et joignons uv et h k ; ce seront les traces demandées ; car on peut appliquer ici les rai.sonnements de tout-à-l’heure.
Remarque. On voit que les deux traces concourent en un même] point m de la ligne de terre, comme cela doit être. Lorsqu’il arrive , comme dans la figure , que l’une des traces cherchée , uv par exemple, rencontre la ligne de terre dans l’étendue même du papier ou du tableau sur lequel on opère , ou , comme on dit, dans le cadre de l'épure y pour déterminer l’autre trace il suffit de l’un des deux points h ou k; en joignant l’un de ces points au point w, on obtient la seconde trace cherchée.
Corollaire. La construction précédente s’appliquerait à la solution du problème suivant : Etant données les projections (Tune droite et d'un point y trouver les traces du plan mené par ce point et cette droite. Car, en menant par le point donné une parallèle à la droite donnée (509), on ramènerait le [problème au cas précédent.
514. — Problème. Etant données les traces de deux plans y trouver les projections de leur intersection . Soient ma y ml' eina y n b' les traces données. Les traces hori-
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zoptalps so coupent en un point a qui appartient ^ ^ fois aux deux plans, et par conséquent à leur intersection. On en peul. dire autaqt du point b où §e coupent les traces verticales. Les points a çX b sont donc les traces de l’intersection cherchée. Pour obtenir les projections demandées, jl ne reste donc quà mener a a et b h' perpendiculaires à la ligne de terre, et joindre «6 et a' h' (ü07 , Coroll.)-
Remarque I. Sl les traces horizontales m c et nd (fig. 432) étaient parallèles, il faudrait en conclure que l’intersection de ces plans est elle-même parallèle à wc et à « d, car si , par le point b' on menait une parallèle à me et 'and, elle serait contenue tout entière dans les deux plans donnés (424). Le plan vertical qui serait mené par l’intersection cherchée couperait donc, d’une part, le plan vertical de projection suivant une \ertic£tle y c est-ndire suivant une perpendiculaire t à la ligue de terre, et, de l’autre, le plan horizontal de projection suivant une droite b a parallèle à l’intersection en question (421)^ et par conséquent aussi à c et à «
On pourrait faire une remarque analogue si c’étaient les traces verticales me' et nd (fig. 433) qui fussent pa- VSlllclCSa
RemarqueW. Si le parallélisme avait lieu à la fois pour les traces horizontales et pour les traces verticales , il faudrait en conclure que les deux plans donnés sont parallèles (447). Ainsi ama, (fig. 454) représentent deux plans parallèles.
515. — Problème. Étant, donnée la projection horizontale dune droite contenue dans un plan, ainsi que les traces de ce plan, trouver la projection verticale de la droite. Soit a b ( fig. 435) la projection horizpntale d’une droite contenue dans le plaq dont les ti’aces sont me et me. Si par le point a on élève ad perpendiculaire à la ligne de terre, «6 et a a' seront les traces d’un plan vertical mené suivant a 6, et qui, par conséquent, contient la droite dont a b est la projection horizontale. Or cette droite est, par supposition, contenue dans le plan donné; elle est donc l’intersectiop des plaps çmc et
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b ad. Il en résulte inimédiatement que ses traces sont «' et 6 , et que si l’on mène perpendiculaire h la ligne de terre et qu’on joigne db', cette droite sera la projection verticale cherchée (507, Coroll.).
Remarque. On emploierait une construction analogue si la droite n’était déterminée que par sa projection verticale.
516. — PROBt^ÈME. Étant données les projections d’imç droite et les traces d’un plan , tixmeer les projections du point où la droite rencontre le plan. Soient «è et db' (fig. 436) les projections de la droite donnée, md et md. les traces du plan donné. Par la projection horizontale ai de la droite, imaginons qu’on élève un plan vertical ; ce plan contiendra la droite. 11 coupera en oytre le plan donné, suivant une droite dont les projections, construites d’après le problème précédent, seront c^/et cd'. Mais la droite AB (celle dont les projections sont a b etdV) qui est contenue dans le plan c'ch, ne peut rencontrer le plan donné cmd qu’en un point de l’intersection CD de ces plans. La projection verticale du point cherché doit donc être l’intersection o' des projections verticales c'éT et dV des droites CD et AB. Pour obtenir ensuite la projection horizontale de ce point, ou n’a plus qu’à abaisser du point d une perpendiculaire sur la ligne de terre , et à la prolonger jusqu’à la rencontre eii O, de la projection horizontale cd ou ab , commune aux deux droites.
Remarque. Cette construction cesse d’être applicable quand la droite donnée est verticale , parce que sa projection horizontale se réduit alors à un point ; njais il se présente, dans ce cas, une construction plus simple.
Soient mç et me (fig. 437) les traces du plan donné, a la projection horizontale de la droite donnée, et hd sa projection verticale {ati hd sont situés sur une même perpendiculaire à la ligne de terre). On mène ab pai*allèle à la trace horizontale du plan donné, et bV perpendiculaire à la ligne de terre. Ces deux droites sont les traces d’un plan vertical qui contient la droite donnée , et qui est parallèle à cm^ puisqu’il contient une parai-
IMe à celte ligne. Ce plan coupe donc le plan donud suivant une parallèle à cm (421), c’est-à-dire suivant une horizontale. Cette intersection passe d’ailleurs par le point b' ; sa projection verticale est donc une droite b a parallèle à la ligne de terre. Le point cherché, étant contenu dans les deux plans c me et b' ba appartient à leur intersection. Mais il appartient aussi à la dioile donnée; sa projection verticale est donc le point de rencontre des droites b'à et àh; et quant à sa projection horizontale , elle n’est autre que le point «, puisque la droite donpée est verticale.
Corollaire. La construction que nous venons d’exposer est précisément celle qu'il faudrait employer pour résoudre ce problème : Etant données la projectiofi horizontale dun point et les traces d’un plan où ee point est contenu , trouver sa projection verticale.
On emploierait une construction analogue si le point n’était donné que par sa projection verticale.
517. — Prohlème. Etant données les projections cTun point et les traces d'un plan , trouver les projections d une perpendiculaire à ce plan ^ passant par le point donné . Soient ma, ma (fig. 438) les traces du plan donné, et b, V les projections du point donné. Si par la droite cherchée on imaginait un plan vertical, ce plan serait à la fois perpendiculaire au plan horizontal de projection et au plan donné a' ma (444). Il serait donc perpendiculaire à ma qui est l’intersection du plan a ma avec le plan horizontal de projection (445). Il en résulte que ma est perpendiculaire à toutes les droites menées par son pied dans le plan vertical de la droite cherchée, et en particulier à la projection horizontale de celte droite. Pour obtenir celte projection horizontale, il suffit donc de mener par le point b une perpendiculaire à la trace horizontale ma du plan donne.
On prouverait de même que , pour obtenir la projection verticale de la droite cherchée, il faut, par le point b’, mener une perpendiculaire à la trace verticale m à du plan donné.
Corollaire. A l’aide de la construction du n“5ir>, on
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j>ourraît trouver les projeetions du point où la perpendiculaire perce le plan donné ; et par la construction du 11“ .'Î04, on obtiendrait la longueur de cette perpendiculaire, c’est-à-dire la distance du point donné au plan donné.
518. — PnOBLÈME. Eteint données les projections el’un point et les traces d’un plan , tixniver les traces iV un plan parallèle au premier et passant par le point elonné. Soient nib, mb' (fig. 439) les traces du plan donné, et a, a' les projections du point donné. Par ce point donné, imaginons qu’on mène, dans le plan cherché, une parallèle à la trace horizontale w A du plan donné; cette droite sera parallèle au plan horizontal de projection (420), et, par conséquent, sa projection horizontale sera une droite ac parallèle à m b (421) , et sa projection verticale sera une droite ad parallèle à la ligne de terre. Sa trace verticale sera donc l’intersection c de la droite rt'c'avecla verticale ce (507). Cette tracer', appartenant à une droite menée dans le plan cherché, appartient évidemment à la trace verticale de ce plan. Or, nous avons vu que, lorsque deux plans .sont parallèles, leurs traces sont également parallèles; cela résulte, d’ailleurs, du théorème du n° 448. Pour obtenir les traces du plan cherché, il faut donc, par le point c, mener n d' parallèle à mb', et, par le point n, mener en.su ite nd parallèle à m b.
Remarque. Si le point c se trouvait sur la trace mb' du plan donné, on en conclurait que la droite AC est dans le plan donné, et que, par conséquent, le point donné est aussi dans ce plan.
On pourrait se servir de ce moyen pour reconnaître si un point dont les projections .sont données appartient à un plan dont on a les traces.
519. — Problème. Etant données les projections de deux droites, trouver les traces d'un plan qui passe par l’une de ces droites , et qui soit parallèle à l’autre. Par un point de l’une des deux droites (.ses projections doivent être situées sur une même perpendiculaire à la ligne «le terre), menez une parallèle à l’autre (509); .suivant
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parallèle el la première droile, faijes pqsser un plan (511, Coroll.) : ce sera le plan demande (420).
520. — Problème. Etnn^ données le^ projections d'un point et celles dune droite , trouver les traces d’un plan perpendiculaire h cette droite , et qui passe par le point donné. Soient a b et a'b' (lig. 440) les projections de la droite donnée, et o, o' celles du point donné. Par un point quelconque/// de la ligne de terre, menez /// c perpendiculaire à ah, et me perpendiculaire à db'. Les droites /«c et me seront les traces d’un plan perpendiculaire à la droile donnée (vojez le n® 517 Il ne re.stera plus qu’à mener par le point donné un plan pai’allèle au plan d me; c’est le problème du n“ 518.
Corollaire. A l’aide de la construction du u°516, on déterminerait les projections du point où le plan et la droite se rencontrent; en joignant ce point au point donné (505), on aurait une perpendiculaire menée à la droite donnée par le point donné. On pourrait ensuite, par la construction du n” 504 , trouver la longueur jJe celle perpendiculaire, c’est-à-dire la distance du point donné à la droite donnée.
521. — Problème. Etant données les projections dune, droite et les traces d’un plan, trouver les traces d’au plan qui passe par la droite donnée et soit perpendiculaire au plan donné. D’un point pris sur la droite donnée (ses projections doivent être situées sur une même perpendiculaire à la ligue de terre), abaissez une perpendiculaire sur le plan donné (517). Par cette perpendiculaire et parla droite donnée, faites passer uq plan (511 , Coroll.); ce sera le plan demandé, puisqu’il contiendra la droite donnée et une perpendiculaire au plan donné (444).
522. — Problème. Etant données les traces de dçux plans et les projections d’un point, trouver les traces d’un plan perpendiculaire aux deux plans donnés , et qui passe par le point donné. Cherchez l’intersection des deux plans donnés (514); par le point donné, menez un plan perpendiculaire à cette intersection (520) ; ce sera le plan demandé (445, Coroll.)
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523. — PuoBLÉME. Etant donnçes les, piojections de deux droites qui se coupent , déterminer l’angle de ces lieux droites. Cherchons d’abord les traces des droites donnas (507). Soient u, h et r>, / (fig. 441) eps traces. Les droites uv et h/,- seront les traces du plan qui contient les deux droites données, et concourront généralement en un certain point m de la ligne de terre. Soient sreX st les traces d’un plan vertical perpendiculaire à m/,; la verticale .y fêtant perpendiculaire à l’horizontale sr, les trois points /', s , t sont les sommets d’un triangle rectangle en J, et que l’on peut construire, puisque l’on connaît les côtés de l’apgle droit. Soit rst" ce triangle construit; son hypothénuse rt’ sera la distance des points r et t dans l’espace. Imaginons maintenant que le plan tmr tourne autour de mr comme charnière jusqu’à venir se i*£;battre sur le plan horizontal de projection. En vertu du théorème du n“ 413, la droite qui joint les points /• et t est perpendiculaire à mr; elle viendra donc se rabattre en rt' sur le prolongement de sr; et comme la distance de ces deux points est égale à rt\ si l’on prend rt'==rt", le point i sera le rabattement du point t. Joignons m t'; çette droite sera le rabattement de la droite m t. Prenons t'v = tv et t' u =tu; les points u et v seront les rabattements des points u et v. D’ailleurs, les points h et / n’auroqt point changé de place. Si donc on joint u' h et v />, ces droites seront les droites données rabattues sur le plan horizontal dans leur position mutuelle véritable. L’angle Aoh sera donc l’angle demandé.
Remarques. I. Si le point de concoui'S m des deux tracés uv et hk était situé hors du cadre de l’épure, ou pourrait, par un point quelconque, mener des parallèles aux droites données; l’angle de ces parallèles serait le même que celui de.s droites données (428) ; et le point par lequel on les mènerait pourrait toujours être choisi assez près de la ligne de terre pour que la construction rentrât dans le cas de la figure 441.
U. Si les traces uv et hk étaient parallèles à la ligne de terre, la construction serait applicable, avec celte
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seule modification (jue le rabattement île uv serait aussi parallèle à la ligne de terre {voyez la fig. 442).
III. Si les traces uv et h/, (fig. 443) étaient perpendiculaires à la ligue de terre, la construction se simplifierait; car, en faisant tourner le plan vniJi autour de mh pour le rabattre sur le plan horizontal de projection , les points uv viendraient se rabattre en « et v' sur la ligne de terre, de telle sorte qu’on aurait mu’=mu et mv' — mv. Kn tirant ensuite u h et r'/ , on aurait le rabattement des droites données, et koh serait encore l’angle demandé.
524. — Problème. Etant données les traces de deux plans , déterminer r angle dièdre de ces plans. Cherchez rintei*section de deux plans donnés (514); par un point quelconque de cette intersection, menez des droites perpendiculaires à ces plans (517). I/angle de ces perpendiculaires sera le supplément de l’angle de ces plans (441), et le problème est ainsi ramené au priicédent.
525. — Les pi’oblèmes qui précèdent suffiront pour donner une idée de la méthode des projections, appliquée aux questions relatives aux lignes droites et aux plans, et fournissent les moyens de résoudre tous les problèmes de ce genre, puisque ceux-ci peuvent toujours être ramenés à quelques-uns de ceux que nous avons traités. Nous engageons le lecteur à tracer avec soin l’épure des problèmes que nous n’avons fait qu’indiquer, et à résoudre, comme exercice, le problème de la plus courte distance des deux droites (427). S’il se reporte à la solution de ce problème, il verra que, pour la'traduire en opérations graphiques, il aura 1° à mener par im point E d’une droite CD (fig. 347) une parallèle FG à la droite AB ; c’est le problème du n® 509; 2“ à mener un plan MN par les deux droites CD et FG : c’est le problème indiqué dans le corollaire du n“51I ; 3“à abaisser d’un point H de la droite AB une perpendiculaire HI sur le plan MN : c’est le problème du n“ 517; 4® à chercher le pied I de cette perpendiculaire: c’est le problème du n" 516; 5® à meuer par le point 1 une parallèle
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à la droite AB . c’est encore le problème du n® 509;
6° à mener par le point de rencontre L de cette parallèle avec CD une parallèle à HI : même problème; 7“ enfin à déterminer la longueur de la droite PL : c’est le problème du n® 504.
A cause de la complication du problème, il sera nécessaire de tracer l’épu ;e sur une grande échelle.
CHAPITRE XII
Des surfaces courbes, et des lignes courbes dans l’espace.
526. — Si l’on imagine qu'une ligne, droite ou courbe, se meuve d’un mouvement continu quelconque dans IVspace, dans toutes ses positions successives elle appartiendra à une même surface que l’on pourra considérer comme engendrée par son mouvement. Toutes les surfaces que la Géométrie considère peuvent être ain.si engendrées par une ligne qui prend le nom de génératrice; et c’est leur mode de génération qui sert à les classer et à les définir.
Parmi celles qu’il est le plus utile de connaître , on distingue les surfaces réglées et les surfaces de lévolutiun .
On nomme surfaces réglées celles qui sont engendrées par le mouvement d’une ligne droite.
Les surfaces de révolution sont engendrées par une ligne, droite ou courbe , qui se meut autour d’une droite fixe nommée axe, de telle sorte que chaque point de la génératrice décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l’axe , et qui a son centre sur cet axe: telles sont les surfaces produites par le tour. D’après la nature même de ces surfaces, tout plan qui les coupe perpendiculairement à l’axe donne pour intersection une circonférence de cercle.
Les surfaces réglées se distinguent les unes des autres par le mouvement de la génératrice.
Si la génératrice reste constamment parallèle à elle- • même, et est, en outre, assujettie à rencontrer dans
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tPütes Scs j)Osilioils une coiij’ho fixe appelée àirccïricè, on a ce qu’on appelle une surface cylindrique.
' Si la génératrice passe constaunneht par uii j)Oinl fixé, et est assujettie à rencontrer dahs toutes ses positions ' une même directrice, on a ce qu’on appelle une surface cùhique.
Si là génératrice est assujettie à rencontrer conslàininent trois directrices fixes , on a ce qu’on appelle une surface gauche. ^ ,
Les surfaces de révolution se subdivisent d’après la nature de la courbe génératrice.
SI la gëhéràtrice est une circonférence de cercle assujettie à tourner autour d’un même diamètre, on a ce qu’on appelle xxwe surface sphérique, ou, par abréviation , une sphère.
Si la génératrice est une ellipse assujettie à tourneÉ autour de l’un de ses axes, on a V ellipsoïde de révolution.
Si la génératrice est une circonférence de cerclé assujettie k tourner autour d’un axe qui ne coupe pas cette Circonférence, on a une surface annulaire, etc., etc.
Noits verrons qu’il y a des surfacés réglées qui sont éri même temps des surfaces de révolution.
Remarque. On se sert souvent du mot génératrices au pluriel, pour désigner les différentes positions successives que peut prendre la génératrice d’une Surface courbe.
627. — Nous avons dit (5) qu’ilhè surface coürfcé peut être considérée Comme une surface brisée contposéc d’une infinité de faces planes infiniment petites. Chacune de ces faces planes infiniment petites est ce qu’Ori nomme un élément àie la surface courbe. Si l’on prolongé par la pensée cet élément dans tous les sens, on obtient un plan qui n’a , en général , avec la surface cotiébe , que fce seul élément commun. Un plan qui a , avec une surface courbe, un élément commun est dit tangent h cetté Surface, et réciproquement la surface est dite tangente au plan. Si plusieurs surfaces ont un élément commun ^ elles soîlt tàfî^éhtfô entre elles , et ont pour plan tangent commini rél^ent commun prolongé. '
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Chatjiie point d’une surface courbe peut être considère connnc l’un de ses éléments.
52^. — Soit M (fig. 444) un élément de surface courbe, et aebd cet élément prolongé , c’est-à-dire le plan tangent au point M. Faisons passer par le point lU un plan qui coupe la surface suivant une courbe A M B , et le plan tangent suivant une droite a b. La cOurbe AlVtB et là droite ab, situées dans un même plan, n’auront dç commun que le point M (du moins dans le voisinage de ce point); car si elles avaient un second point comimtn, te point appartiendrait à la fois à la surface et au plan tangent, ce qui est contraire à la supposition. La droite ab sera donc tangente à la courbe AMB. Faisons passer par le point M un second plan qui coupe la surface suivant une courbe CMD et le plan tangent suivant une droite cd; on prouvera de la môme manière que cd est tangent à la courbe CMD. On pourrait évidemment répéter le même raisonnement pour toutes les sections que l’on pourrait faire par un plan passant au point M. Le plan tangent achd contient donc toutes lés tangentes qu’on peut mener par le point M aux différentes courbes qu’oU obtient en coiipant la surfacé par un plan passant en ce point. Et comme il suffit de deux droites pour déterminer la position d’un plan, on voit que, pour obtenir le plan tancent en un point d' une surface courbe , il faut faire passer deux plans par ce point, mener par ce meme point, dans chacun de ces plans, une tangente à la courbe d’intersection, et conduire un plan suivant ces deux tangentes.
Remarque. Si , par le point de tangence, on mène une perpendiculaire au plan tangent, cette perpendiculaire prend le nom ûe normale à la surface; et tous les plans qui passent par la normale sont eux-mêmes des plans normaux.
529. — Lorsque deux surfaces courbes se rencontrent, il peut arriver que la section soit une ligne droite, oii iine courbe plane. IMais le plus généralement , la section est une courbe qui ne saurait être comprise dans aucun plan; ces sortes de lignes prennent le nom de courbes à
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double courbure. Telle est, par exemple, la courbe que forme le bord d'un fdet de vis; nous verrons que cette courbe, appelée hélice, est l’intersection d’une surface gauche avec une surface cylindricjue.
Une ligne (pielconque , située comme on voudra dans l’espace, peut toujours être regardée comme l’intersection de deux surfaces; et c’est en général sous ce point de vue que les lignes courbes se présentent dans les applications.
530. — La méthode des projections s’étend avec avantage aux questions relatives aux surfaces courbes et aux lignes courbes.
On nomme traces horizontale et verticale d’une surface les lignes d'intersection de cette surface avec les plans de projection.
Si de tous les points d’une ligne courbe quelconque de l'espace on abaisse des perpendiculaires sur le plan horizontal de projection, les pieds de ces perpendiculaires forment une ligne que l’on nomme la projection horizontale de la ligne courbe. De même, si de tous les points de cette ligne courbe on abaisse des perpendiculaires sur le plan vertical de projection , les pieds de ces perpendiculaires forment sa projection verticale {voyez la figure 445).
Il est facile de voir que la projection horizontale d une ligne courbe est l’intersection du plan horizontal de projection avec une surface cylindrique dont les génératrices sont verticales , et qui a pour directrice la courbe proposée. De même, la projection verticale de cette courbe est l’intersection du plan vertical de projection avec une surface cylindrique dont les génératrices sont perpendiculaires à ce plan , et qui a pour directrice cette courbe proposée.
La courbe proposée est donc elle-même l'intersection des deux surfaces cylindriques dont nous venons de pai - 1er, et que l’on nomme les surfaces projetantes.
Nous donnerons bientôt quelques exemples du parti que l’on peut tirer de ces considérations.
GJ'OMÉTRTE DANS l’eSPACE.
CHAPITRE XIII
Des surfaces réglées.
Dcx surfaces cylindriques.
631. La plus simple des surfaces cyliudriques est cel^edont la directrice est une circonférence de cercle, et düitt les génératrices sont perpendiculaires au plan de ce cercle; elle porte le nom de surface cylindrique circulaire droite , ou, plus simplement, de suif ace cylindrique droite, en sous-entendant le mot circulaire. Lorsque les génératrices ne sont point perpendiculaires au plan du cercle directeur, la surface cylindrique est dite oblique, 1\lais nous parierons principalement ici des surfaces cylindriques droites, dont on fait plus souvent usage dans les arts.
532. Théorème. Vne surface cylindrique circulaire droite est une surface^ de révolution. Soit ABC (fig. 44G) le cercle directeur d'une surface cylindrique droite; soient AA', B B', C,C , differentes génératrices. Par le centre O du cercle directeur, élevons O O' parallèle aux génératrices et par conséquent perpendiculaire sur le plan du cercle. Par un point O' de la droite 00', menons un plan parallèle au plan ABC, et par conséquent perpendiculaire aux génératrices. Soient A',B',C', etc. , les points où ce plan coupe lesgénératrices A A', BB', etc! Joignons enfin OA, OA', OB, OB'. La figure OAA'Ô' ayant ses quatre angles droits, est un rectangle; il en est de même de la figure OBB'O. Ces deux rectangles ont même hauteur 00'; de plus les bases OA et O B sont égalés, comme rayons d un même cercle; ces rectangles sont donc égaux.
Comme la génératrice B B' est quelconque, il s’ensuit que la portion de surface cylindrique, comprise entre le plan ABC du cercle directeur et le plan A'B'C', peut être considérée comme engendrée par la révolution du
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rectangle 0 A A'O aulonr de O O'. Et comme le point O', par lequel on a mené un plan parallèle au plan ABC, est lui-même quelconque , il en résulte que la surface cylindrique entière est une surface de révolution dont la génératrice est une ligne droite parallèle à l’axe de rotation.
Remarque. Cet axe de rotation se nomme Vaxe de la surface cylindrique.
CoROLLAinE I. Les circonférences ABC et A' B'C' étant égales puisqu’elles ont même rayon , on voit que si l’on coupe une surface cylindrique circulaire droite par un 'plan perpendiculaire à l’axe, on obtient pour intersection une circonférence égale à la circonférence directrice.
Corollaire II. Cette égalité montre aussi que tous les points d’une surface cylindrique circulaire droite sont à égale distance de l’axe.
Application. On peut produire de deux manières une surface cylindrique ( nous sous-entendrons désormais les mots circulaire droite).^ suivant qu’on la considère comme surface réglée ou comme surface de révolution.
Dans le premier cas , on trace à l’une des extrémités de la pièce à laquelle on veut donner cette surface, un cercle que l’on prend pour cercle directeur; on mène des tangentes à ce cercle , et l’on conduit , suivant ces tangentes, des faces planes perpendiculaires au plan du cercle directeur. On multiplie ces tangentes justju’à ce ' que le polygone circonscrit qu’elles forment ne diffère plus sensiblement du cercle directeur; l’ensemble des faces menées par ces tangentes diffère alors aussi peu qu’on le désire de la surface cylindrique demandée.
C’est ainsi que l’on travaille les arbres tournants des machines, les mâts des navires, les surfaces cylindriques de peu d’étendue qui se présentent dans la coupe des pierres. C’est encore d’après le même système que les architectes construisent les voûtes dites en berceau ^ qui sont des surfaces cylindriques à génératrices horizontales. Des demi-cercles verticaux (fig. 447) et parallèles supportent des poutres (leur extrémité seule est
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visible sur la figure) dont les ar^^les, perpendiculaires aux plans de res demi-cercles, sont conséquemment parallèles entre elles, et figurent les génératrices de la surface cylindrique. C'est sur ces poutres que l’on établit la maçonnerie , et sa partie inférieure présente alors une surface qui diffère peu d’une véritable surface cylindrique.
Dans le second cas , on fait usage du tour, et, tandis que la pièce à façonner tourne autour d’un axe constant, on fait décrire à la pointe de l’outil une droite parallèle à cet axe.
C’est ainsi que l’on exécute, sur bois ou sur métal, la plus grande partie des surfaces cylindriques dont l’usage est si fréquent dans les arts : c’est encore ainsi qu’on obtient celles qui sont employées dans la poterie; enfin c’est ainsi que s’opère le forage des pièces d’artillerie.
533. — Deux surfaces cylindriques droites, dont les directrices sont des circonférences égales, sont ellesmêmes égales et superposables; car si l’on fait coïncider les directi’ices , il est évident que toutes les génératrices coïncideront aussi deux à deux.
On peut remarquer de plus que lorsque deux surfaces cylindriques de celte espèce coïncident, on peut les faire mouvoir toutes deux en sens contraire autour de leur axe devenu commun , ou bien dans le sens de cet axe, sans que la coïncidence cesse d’avoir lieu.
Appi.icATiO!xs.Les couvercles des boites rondes, ou plus exactement cylindriques , offrent une application de ces principes. Il en est de même des corps de rechange des instruments à vent : ils s’adaptent au corps principal de l’instrument au moyen d’une surface cylindrique qui entre à frottement doux dans une autre surface égale à la premièi’c. L’instrument nommé trombone offre particulièrement l’exemple de deux surfaces cylindriques qui se meuvent dans le sens de leur axe commun sans cesser de coïncider. Les lorgnettes d’opéra, les lunettes terrestres, etc., offrent une disposition analogue. On la retrouve dans les pistons des pompes, lestpiels sc meu-
vent verticalement sans que la surface cylindrique qui les termine latéralement cesse de coïncider avec celle du corps de pompe. La même chose a Heu pour les pistons des machines à vapeur.
On obtient souvent les surfaces cylindriques pap le moulage , c’est-à-dire par coïncidence avec des surfaces cylindriques déjà existantes.
534. — PuüBLÉME. Par un point donné sur une surface cylindrique y lui mener un plan tangent. Remarquons d’abord qu’un plan tangent en un point d’une .surface cylindrique doit contenir la génératrice qui p^sse par ce point. En effet, considéfons une portion très-petite de la surface cylindrique, on pourra toujours concevoir deux génératrices consécutives qui passent par cet élément de surface; et si cet élément assez petit pour pouvoir être regardé comme plane, .son plan se confondra avec celui de ces deux genératripes. Le plan tangent, qui n’est autre cho.se que l’élément prolongé, contient donc ces deux généralrice^i toqt entières. Mais si cet élément est infiniment petit, ces deux génératrices sonj^ rapprochées l’une de l’autre au point de se confondre en une seule, qui est celle du point de tangence. Donc la génératrice du point de tangence est contenue dans le plan tangpnt.
Cela posé^ soit M ( fig. 448 ) un point donné sur une; surface cylindrique dont l’axe est OIï. Par le point INl, menons un plan perpendiculaire à cet axe, et, dans ce plan, par le même point M, menons TM tangent à la circonférence d’intersection MNP; celte tangente devra être contenue dans le plan tangent au point M (528). Mais si l’on mène par le point M la génératrice AB, cette génératrice, d’après ce que nous venons de voir, sera aussi contenue dans le plqn tangent. Ce plan n’est donc autre chose. que le plan des droites TIM et AB. Or, AB, comme génératrice, étant parallèle à l’axe OTI, est perpendiculaire au plan du cercle MNP, et par conséquent à la tangente TM qui passe par son pied dans ce plan ; d'ailleurs T IM, comme tangente, est aussi perpendiculaire au rayon OM. Donc TM est perpendiculaire
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àu plan des droites AB cl OM"(lDl)roii , ce qui revient au même, au plan des droites AB et OH. De là cette construction, facile à pratiquer par la méthode des projections :
. Par le point de tangence donné, menez une génératrice , c’est-à-dire une parallèle à l’axe (dont les projections sont supposées données) (509). Déterminez le plan qui passe par cet axe et sa parallèle (513). Par le point donné, menez une perpendiculaire à ce plan (517); et par cette perpendiculaire et la génératrice qui passe au point donné, conduisez un plan (512, Coroll.) ; ce sera le plan tangent demaudé.
Remarque. Lorsque la surface est placée 'de manière à ce que son axe soit vertical ou horizontal , ce qui arrive le plus ordinairement , la construction précédente est susceptible d’un grand nombre de simplifications que le lecteur imaginera sans peine.
APPL1CA.TIONS. I. Le contact des plans avec les surfaces cylindriques sert à raccorder celles-ci avec les surfaces planes; et ce raccordement est fréquemment employé dans l’architecture. C’est ainsi que, dans les voûtes en berceau , Xintrados , ou la surface de la voûte proprement dite, se raccorde avec le plan des murs qui soutiennent cette voûte. ,
II. On emploie assez souvent des surfaces cylindriques pour raccorder les faces planes des meubles , afin d’éviter le tranchant des angles dièdres. J r ' III. Un rouleau de jardinier, qui repose sur un sol horizontal, offre l’exemple d’une surface cylindrique^ tangente à un plan. • ‘ i
, 535. — Deux surfaces cylindriques peuvent se toucher demanière’à n’avoir qu’un seul point commun; mais si on les dispose de telle sorte que leurs génératrices soient parallèles, en les amenant au contact elles auront une génératrice oompaune. Si l’on coupe celte génératrice par un plan perpendiculaire , les courbes de section obtenues sur les deux surfaces seront aussi tangentes entre elles, et auront une tangente commune. Cette tangente et la directrice commune détermineront un plan tan-
genl commun. Si les deux surfaces tournent alors autour de leurs axes respectifs, elles ne cesseront point d’être tangentes, et le plan tangent commun restera le même.
Remarque. Deux sqrfaces cylindriques peuvent être tangentes l’iine à l’autre extérieurement ou intérieurement.
Applicatioxs. I. Le laminoir, qui sert à réduire les barres métalliques en feuilles minces, est fondé sur le contact extérieur des surfaces cylindriques. On force la barre à passer entre deux surfaces de cette nature, presque tangentes , ayant leurs axes parallèles , et tournant en sens contraire; elle se trouve contrainte de s’amincir et des’étendi’e dans la direction du plan tangent commun aux deux surfaces.
II. Les tourillons des arbres tournants des machines et les crapaudines qui les supportent, offrent un exemple du contact intérieur des surfaces cylindriques.
536. — Problème. Trouver V intersection d’ une surf ace cylindrique et d’un plan. Supposons les génératrices horizontales et le plan coupant vertical , ce qui est le cas le plus fréquent, notamment dans l’architecture. Prenons pour plan vertical dp projection un plan perpendiculaire aux génératrices; la trace verticale du plan coupant sera perpendiculaire à la ligne de terre (511), et la trace verticale de la surface cylindrique sera une circonférence. Soit b’ a* a’ (fig. 449) cette trace, me et me* celles du plan coupant.
IMenons le diamètre horizontal b'd* ; par les points h' et d' menons les droites b'nb et d'pd perpendiculaires à la ligne de terre-, les droites nbei pd seront les projections horizontales des génératrices qui passentaux points b' et d'; et aucun point de la surface cylindrique n’apra sa projection horizontale hors de l’intervalle compris entre ces deux parallèles.
Par un point a pris dans cet espace sur la trace horizontale du plan coupant, imaginons qu’on élève une verticale; elle sera contenue dans le plan coupant et percera la surface cylindrique en deux points, qui ap-
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partiendrpul, par conséquent, àTinlerseclion cherchée. Pour en avoir les projections verticales , il suffit de mener parle point a la droite aad perpendiculaire à la ligne de terre; les points d et d où elle rencontre la trace verticale de la surface, qui est en même temps la projection verticale de l’intersection cherchée , seront les projections verticales de ces deux points.
De Ihin de ces points, celui dont les projections sont a et d par exemple, concevons qu’on abaisse dans le plan coupant une perpendiculaire sur wc', cette perpendiculaire sera égale et parallèle à a/«, et sa projection verticale sera une droite dh parallèle à la ligne de terre. Supposons maintenantque l’on fa.s.se tourner le plan coupant autour de /«c' jusqu’à pe qu’il vienne se rabattre sur le plqn vertical ; la perpendiculaire en question yien- Ura se rabattre en AA' sur le prolougemenl de «'4, et l’on aura 4 A' = a m.
De là cette construction : par un point a pris sur la trace /« c entre ü et d, menez une perpendiculaire à la ligne de terre, jusqu’à la rencontre en d de la trace verticale de }a surface. Par le point d menez a' h parallèle à la ligne de terre. Du point m comme centre, avec ma pour rayon, décrivez un arc de cercle qui coupera la ligne de terre en A. Par le point A élevez une perpendiculaire à la ligne de terre; elle rencontrera en A le prolongement de a'h. Le point A appartiendra au rabattement de l’intersection cherchée.
Da droite aa' rencontre la trace verticale de la surface en un second point d ; si l’on achève pour ce point les constructions ci-dessus indiquées, on obtient un second pqint A' du rabattement de l’intersection cherchée.
On peut obtenir de la même manière autant de couples de ]K)ints qu’on le désire. On fait passer ensuite une cpurbe par les points obtenus : celte courbe est l’intersection cherphée. On démontre que c’est une ellipse.
Remarque. Les perpendiculaires menées à la ligne de lerre par les points b et d ne rencontrent la trace verticale de la surface qu’en un point chacune, puisqu'elles lui sont tangentes. Si l'on ppère pour les points de tan-
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gence b' et d' comme on a opéré pour lé point « , tient les points extrêmes B et D du rabattement ; c’éstj^ à-dire les extrémités du grand axe de l’ellipse. ^ .,5
Applications. I. On a à construire l’intersection d’uD«> . surface cylindrique et d’un plan toutes les fois qu’une voûte en berceau vient s’arrêter à une surface plane ; si cette surface n’est point perpendiculaire aux génératrices de l’intrados, la section est une demi-ellipse, mgi
II. On a le même problème à résoudre lorsqu’une snr-< face cylindrique, telle que le tuyau d’un poêle , doit pénétrer obliquement dans un mur; l’intersection de cette .surface avec le plan du mur est une ellipse, mais on la détermine, dans ce cas , par tâtonnement. ,
III. Le tracé des ombres fournit aussi une application de l’intersection qui nous occupe. Les rayons solaires qui viennent frapper un objet peuvent, à cause de l’éloi^ gnement du soleil, être considérés comme parallèles. Si l’on présente à ces rayons un disque circulaire dont le plan leur soit perpendiculaire, les rayons qui viendront raser le bord du disque formeront les génératrices d’une surface cylindrique, et l’intersection de cette Siurface avec un plan situé au-dessous du disque , sera la séparation entre l’ombre du disque sur ce plan et la partie éclairée. Si le plan dont nous parlons n'est pas parallèle à celui du disque, la ligne de séparation entre l’ombre et la partie éclairée sera une ellipse.
IV. Lorsqu’un vase contient un liquide, la surface supérieure de ce liquide est un plan horizontal. Si le vase est cylindrique, cette surface supérieure se trouve terminée par une courbe qui est l’intersection de la sur* face cylindrique avec le plan horizontal qui forme le niveau du liquide. Celte courbe est donc une circonfé^
^rence de cercle ou une ellipse, suivant que le vase est placé de manière h ce que son axe soit vertical ou incliné à l’horizon. C’est ce qu’on peut vérifier en inclinant de différentes manières un verre cylindrique ordinaire^ rempli d’eau ou de tout autre liquide.
* 537. — PnoBi.ÉMB. Trouver les projections de rinté^
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sectioft de deux surfaces cylindriques. !^(ous choisirons le cas paiiiculier où les deux surfaces ont leurs génératrices horizontales, parce que c’est un de ceux qui se rencontrent le plus fréquemment dans la pratique, et particulièrement dans l’architecture. On ne peut point se proposer ici d’obtenir le rabattement de l'intersection cherchée, parce que cette intersection est en général une courbe à double courbure, qui ne peut, par conséquent, être contenue dans aucun plan ; il ne s’agit donc que de trouver ses projections.
Pour plus de facilité, nous emploierons deux plans verticaux de projection : l’un VXY (fig. 4.'i0), perpendiculaire aux génératrices de l'une des deux surfaces, l’autre y/XY', perpendiculaire aux génératrices de la seconde surface. Nous supposerons ces deux plans rabattus .sur le plan horizontal de projection. Soient alors ABC et A'B'C' les traces des deux surfaces sur ces plans respectifs.
Sur les droites XV et XV', respcptivement perpendiculaires à XY et à XY', prenons les longueurs égales X/i et XA'. Les points A et A' seront les rabattements, ou, si l’op veut, les projections verticales d’un même point 11 situé sur la verticale du point X. Par ce point H , imaginons que l’on mène un plan horizontal : sa trace sur le plan VXY sera une droite AB parallèle à X Y ; et sa trqce sqr le plan V'X Y' sera une droite A'B' parallèle à XY'. La trace AB rencontrant en deux points A et B la trace ABC de la première surface cylindrique, on eit conclut que le plan horizontal en question coupe pette surface, et comme ses génératrices sont horizontales, il la coupe suivant deux génératrices, dont les projections verticales se réduisent aux points A et B ; pour avoir leurs projections horizontales, il suffit de mener par les points A et B les droites nul et «A perpendiculaires à XY.
La trace A'B' rencontrant en deux points A' et B' la trace A'B'C' de la seconde surface, on en conclut de même que le plan horizontal en question coupe celte surface suivant deux génératrices dont les projections
horizontales ^nt les droites prêt qb menées par les points A' et B’ perpendiculairement à X Y'. *,
Les quatre génératrices dont nous venons de parler étant dans un même plan , se coupent deux à deux en quatre points qui appartiennent à l’intersection cherchée, et dont les projections horizontales sont les points a, b,c,d, où se rencontrent les projections horizontales de ces génératrices. i . .
On obtiendrait de la même manière autant de points que l’on voudrait de la projection horizontale de llntersection cherchée : quanta sa pi’ojection verticale , elle, se confond évidemment ou avec la circonférence ABC ou avec la circonférence A'B'C', puisque les perpendiculaires abaissées des différents points de cette intersection sur les plans VX Y ou V’X Y' sont des génératrices de l’une ou l’autre des deux surfaces. .
Remarques. I. Si l’on mène perpendiculairement â XY des tangentes à la circonférence ABC, et perpendiculairement à XY' des tangentes à la circonférence A'B'C', la rencontre de ces quatre tangentes formera un parallélogramme qui servira de limite à la projection horizontale del’intersection cherchée; car ces tangentes, ou du moins leurs prolongements sur le plan horizontal de projection , sont les projections horizontales des gé-^ nératrices extrêmes des deux surfaces.
II. Si les génératrices des deux surfaces , au lieu d’être
parallèles au plan horizontal de projection, étaient parallèles à un même plan vertical , on pourrait prendre ce plan pour plan vertical de projection , et alors les constructions seraient entièrement analogues aux précédentes. En coupant les deux surfaces par un plan parallèle au plan vertical de projection, on obtiendrait ÿiatre points de la projection verticale de l’intersection f^erchée. ^ >
III. II. peut arriver que toutes les génératrices dèrùhe des deux surfaces cylindriques rencontrent la seconde surface; dans ce cas, on dit qu’il y a pénétration, ei l’in-’ terseclion se compose de deux courbes égales distinctes. Il peut arrive!’, au contraire, qu’une partie des généi’a-
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Irices do chaque surface ne rencontre pas l'autre : on dit, dans ce cas , qu’il y a arrachement , et l’intersection se compose d’une seule et même courbe.
IV. Dans le cas particulier où les axes des deux surfaces cylindriques se rencontrent, etoù leurs directrices sont des circonférences égales, le parallélogramme dont nous parlions tout à l’heure devient un losange achd (lig. 4SI) , et à cause de la symétrie des constructions, la projection horizontale de l’intersection cherchée se réduit aux deux diagonales ah ç\. c^/de ce losange. 11 en résulte que cette intersection se compose alors de deux courbes planes, et, par conséquent , de deux ellipses , puisque, comme nous l’avons vu plus haut, l’interseclion d’une surface cylindrique et d’un plan est une ellipse.
Lorsque les directions des génératrices des deux surfaces sont en outre perpendiculaires entre elles, le losange se change en un carré; les diagonales sont égales, et l’intersection des deux surfaces se compose de deux ellipses égales.
y. Enfin deux surfaces cylindriques, dont les génératrices sont parallèles , ne peuvent se couper que suivant deux de ces génératrices.
Applications. La rencontre des surfaces cjliudriques trouve des explications fréquentes.
I. Loi'squ’une voûte en berceau vient déboucher dans une autre voûte plus élevée, il y a rencontre de deux surfaces cylindriques par pénétration. La même cho.se a lieu quand une fenêtre ou une porte cintrée est pratiquée dans un mur cylindrique, comme le mur d’une tour. La même chose a lieu encore loi'squ’un tuyau de conduite pour l’eau ou pour le gaz s’abouche latéralement avec un tuyau d’un plus grand diamètre.
II. Lorsque deux voûtes en berceau égales se traversent mutuellement , elles offrent le cas particulier signalé tout-à-l’heure où rintersectionsecompo.se de deux courbes planes. Mais, comme chaque voûte n’est formée que d’une demi-surface cylindrique, l’intersection se compose de deux denii-elLipses. On peut remarquer que la
mémo chose aurait encore lieu si l’une des deux surfaces cylindriques, ou toutes deux, au lieu d’aroir pour directrice une circonférence de cercle, avaient pour directrice une ellipse ayant son gi'and axe horizontal , pourvu que les petits axes de ces directrices fussent égaux, et que les grands axes fussent situés dans un même plan horizontal.
On trouve cette disposition dans les voûtes en aréV/erj, et dans les voûtes en arc de cloître.
Les premières s’emploient, lorsque deux galeries voûtées se traversent , pour opérer la jonction des deux berceaux. Les hachures de la figure 452 représentept lies projections horizontales des génératrices, et montrent comment s’oj)èré la jonction des deux voûtes.
I^es voûtes en arc de cloître .s’emploient pour couvrir une salle rectangulaire. Les hachures de la figure 4â8 représentent encore les projections horizontales des génératrices, et montrent qu’icl la disposition des surfaces Cylindriques est inverse de celle qui forme les voûtes en arêtiers.
III. Lorsqu’une voûte en berceau vient déboucher ctahsiine àlitre voûte demême hauteur, sans la traverser, l’intersection se compose de deux quarts d’ellipse.
Quélque chose d’analogue a lieu dans certaines jonctions des tuy aux ; mais au lieu de deux quarts d’ellipse , ou a deux demi-ellipses, parce que les surfaces cylindriques sont entières.
Si deux surfaces cylindriques égales s’arrêtent mutuellement .sans se traverser, l’intersection, ou plutôt la courbe d’arrêt , est une seule ellipse complète. Les tuyaux de poêle coudés offrent cette disposition. Ce mode de rencontre et le précédent sont réunis dans la fig. 454.
538. — Les surfaces cylindriques jouissent d’une projvriété remarquable qu’il nous reste à faire connaître.
Soïeul aa' , b b' , c ê , d (f , (fig. 4.55), des génératrices
d’une surface cylindrique, suffisamment rapprochées l’une de l’autre , pour que la portion de surface comprise entre deux de ces génératrices consécutives puisse
GÉO.MKTRir: DANS L’i-SPACr. 397
èli'e regardée comme sensiblement plane. On conçoit que l’on puisse faire tourner le plan autour de
b b' comme charnière, jusqu’à ce qu’il vienne coïncider avec le prolongement du plan bct‘ b'. On pourra alors faire tourner le plan acc'a’ autour de cc comme charnière, jusqu’à ce qu’il vienne coïncider avec le prolongement du plan cdd'c. En continuant ainsi, il est facile de voir que toute la surface cylindrique pourra être amenée dans un même plan, ou développée sur un même plan , ce qui a fait donner à ces surfaces le nom de surfaces développables. Nous verrons bientôt que les surfaces cylindriques ne sont pas les seules qui jouisseut de cette propriété,
539. — Problème. Développer sur une surface plane l' intersection d'une surface cylindrique et d’un plan. Supposons que la surface cylindrique ait ses génératrices verticales, et que le plan coupant soit perpendiculaire au plan vertical de projection. Si l’on développe la surface cylindrique sur le plan vertical, de manière que sa trace horizontale vienne se dérouler sur la ligne de terre , les hauteurs verticales des différents points de la courbe d’intersection n’auront pas changé. De là la construction suivante ;
Prenez sur la ligne de terre une longueur AB (fig, 456) égale à la circonférence rectifiée de la trace horizontale de la surface proposée. Divisez cette longueur et cette circonférence en un même nombre de parties égales. Par les points de division de AB , élevez sur X Y des perpendiculaires indéfinies. Par les points de division du cercle, menez aussi des perpendiculaires à X Y jusqu’à la rencontre de la trace verticale ma! du plan coupant. Par tous les points de rencontre menez des horizontales ; chacune de ces horizontales, par son intcrséclion avec la perpendiculaire à AB dont le rang correspond au sien , déterminera un point du développement cherché. On n’aura plus qu’à lier par une courbe tous les points ainsi obtenus. ,
Remarque. Si le plan coupant était horizontal , et par conséquent, perpendiculaire aux génératrices, la trace
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wrt' serait horizontale; toutes les perpendiculaires à A B auraient donc môme hauteur, et le dévelo^jpeinent demandé serait une parallèle à la ligne de terre.
Applicatioxs. Les ferblantiers, les poêliers, les chaudronniers , les cartonniers , qui construisent des surfaces cylindriques avec des surfaces planes, telles que des feuilles de fer-blanc, de tôle, de cuivre ou de carton , ont souvent à déterminer à l’avance la forme à donner à cette feuille , i>our que , réduite en surface cylindrique, elle présente, à l’une de ses extrémités, la courbe d’intersection de cette surface par un plan incliné d’un angle donné sur les génératrices. Il faut , en pai'eil cas , recourir à ime construction analogue à la précédente. C’est ainsi que se construisent les tuyaux coudés. I/inclinaison la plus fréquemment employée est d’un demiangle droit ou de 45”.
Des surfaces coniques.
540. — La plus simple des surfaces coniques est celle dont la directrice est une circonférence de cercle et dans laquelle le point fixe où viennent passer toutes les génératrices , point que l’on nomme le sommet àe la surface , est situé sur une perpendiculaire élevée au plan du cercle directeur par le centre de ee cercle. Cette surface porte le nom de surface conique droite à directrice circulaire , ou simplement surface conique droite. Lorsque le sommet est situé en dehors de la perpendiculaire dont nous parlons , la surface conique est dite oblique. Mais nous parlerons principalement des surfaces coniques droites, dont on fait un usage plus fréquent dans les arts.
54 J, Théorème. Une surface conique droite est une
surface de révolution. En effet, soit ABC (fig. 457) la circonférence direetrice, O son centre , OS une droite menée par ce centre perpendiculairement au plan ABC ; enfin soit S le sommet de la surface conique, ce sera \’.ne surface conique droite. Soient SA et SB deux génératrices quelconques , A et B les points où elles
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roiiconlrent la directrice; joignons OA et O B. Les triangles S OA et SO B seront égaux , comme étant tous deux rectangles, puisque S O est perpendiculaire au plan ABC (401), et comme a^ ant S O commun et OA=OB. La génératrice S B étant quelconque, on voit que la surface conique peut être considérée comme engendrée par la révolution du triangle SOA autour de S O.
CoROLLAinE. Dans ce mouvement , chaque point de l’hypothénuse SA ou de son prolongement décrit une circonférence qui a son centre sur la droite SO. Car, si par un point quelconque a de la génératrice SA on mène dans le plan SOA une parallèle ao au rayon A O, et que par le point o on mène daus le plan SOB la droite ob parallèle à OB, on aura, à cause des similitudes de triangle,
OA: oaw SO :So,etOB:o/v::SO : So, d’où O A : o« : : OB : o^>.
Dans cette proportion, les antécédents sont égaux, il faut donc que les conséquents le soient au.ssi. Ainsi le point a décrit une circonférence qui a pour centre le point O,
Remarques. I. La droite S O qui joint le sommet au centré de la directrice se nomme Vaxe de la surface conique.
II. Il résulte de l’égalité des triangles SOA et SOB que les angles AS O etBSO sont égaux , et «[ue^ par conséquent, toutes les génératrices font des angles égaux avec l’axe.
III. La génératrice S A , prolongée au delà du point S, décrit une seconde partie de la surface conique. Ces deux parties d’une surface conique, séparées par le .sommet, se nomment les deux nappes de la surface.
Dans les applications ordinaires, on ne considère à la ,
fois qu’une des deux nappes dont la surface se compose. ^
Appi.ications. I. On peut produire une surface co- s
nique de deu.x manières, suivant qu’on la considère
comme une surface réglée ou comme une surface de révolution. l\Iais, dans l’un et l’autre cas, il faut avoir égard à ce qfi’on nomme Vanglo de la surface conique, c’est-à-dire à l’angle que forment deux génératrices extrêmes , telles que S A et SC , suivant lesquelles la surface est coupée par un plan qui passe par son axe. Cet angle est, comme on voit, le double de l’angle ASO compris entre une génératrice et l’axe. La connaissance de l’angle de la surface ou plutôt de la moitié ASO permet de construire un triangle semblable au triangle générateur ASO, et ce triangle est essentiel à connaître pour produire la surface conique.
H. Dans le j)remier mode de production, celui où l’on considère la surface conicpie comme une surface réglée, il faut d’abord donner à la pièce ou au bloc sur lequel on opère deux faces planes parallèles MN et PQ (fig. 458) que l’on coupe par une troisième face plane PR, perpendiculaire aux deux premières. Sur l’une des deux faces parallèles, PQ par exemple, on marque un point S que l’on prend pour le sommet du cône. On mène S /w perpendiculaire h l’arête U P, mn perpendiculaire àUP et à RM, puis dans la face EN on mène nO perpendiculaire à IIM; on prend »0== /?/S , et l’on est certain que la droite qui joindrait les points S et O serait perpendiculaire aux deux plans parallèles MN et PQ; car, d’après la construction , S O est parallèle à m n qui est elle -même perpendiculaire à ces deux plans (44.3).
Sur la face M N , on décrit alors une circonférence du point O comme centre , avec un rayon O A déterminé de manière que le triangle rectangle S O A , dans lequel on‘ connaît SO — nto, soit semblable au triangle générateur. Celte circonférence peut alors être prise pour directrice de la surface demandée.
On mène des tangentes à cotte circonférence. Par ces tangentes et par le point S on fait passer des plans; par leurs intersections, ces plans déterminent une série de faces triangulaires ayant pour sommet commun le point S. On multiplie ces tangentes , jusqu’à ce que le poly-
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gone circonscrit qu’elles forment se confonde sensible* ment avec la directrice; l’ensemble des faces triangulaires menées par ces tangentes et par le point S diffère alors aussi peu qu’on le désire de la surface conique demandée.
C’est ainsi que l’on oj>ère dans la coupe des pierres.
III. Les architectes emploient le même mode de production pour construire les trompes, sortes de voûtes coniques que l’on pratique dans les encoignures. Soient SA et SB (fig. 459) deux droites horizontales. On prend sur ces droites les distances égales SA =SB, SA' = SB', SA' = SB’, etc. Suivant AB, A'B', A"B", etc., on élève une .série de demi-cercles verticaux en charpente, pareils à ceux de la figure 447, mais de plus en plus petits , comme on voit, à mesure qu’ils approchent du point S. Sur ces demi-cercles on pose des poutrelles à faces triangulaires qui vont aboutir au points, où elles se terminent en pointe. Sur ces poutrelles on établit la maçonnerie, et sa surface inférieure offre alors sensiblement une surface coniquej qui a pour sommet le points, et pour directrice un demi-cercle vertical , dont le diamètre est AB, augmenté du double de l’épaisseur des poutrelles.
IV. Dans le second mode de production , où l’on regarde la .surface comme une surface de révolution , on fait usage du tour. Tandis que la pièce h façonner tourne autour d’un axe constant, on fait décrire à la pointe de l’outil une droite qui va couper cet axe sous un angle égal à la moitié de l’angle de la surface conique demandée.
C’est ainsi que l’on exécute, sur bois ou sur métal, une grande partie des surfaces coniques employées dans les arts. On emploie un procédé analogue pour obtenir la surface conique qui forme la partie extérieure des pièces d’artillerie.
C’est aussi par rotation que les surfaces coniques s’obtiennent dans l’art de la poterie.
542. — Deux surfaces •coniques droites (nous sous-entendons toujours le mot circulaire) ne sont susceptibles
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de coïncider que lorsque l’angle de la surface est le même. Lorsque celle coïncidence est remplie , si l’on fait coïncider les sommels et les axes des deux surfaces, les génératrices, étant également inclinées sur l’axe commun, coïncident nécessairement deux à deux.
La coïncidence subsiste encore si l’on fait tourner les deux surfaces en sens contraire autour de l’axe commun. Mais elle ces.se d’avoir lieu si l’on faisait mouvoir l'ime d’elles dans le sens de cet axe.
Applicatioxs. I. C’est en vertu du principe d'égalité par coïncidence, que l’on emploie le moulage pour produire les surfaces coniques.
II. Le robinet ordinaire avec sa clef offre l’exemple de deux .surfaces coniques droites, à axes verticaux, qui coïncident tant qu’on se borne à faire tourner la clef dans le robinet , mais qui se séparent lorsqu’on élève celle-ci verticalement.
543. — Les raisonnements .sur lesquels nous nous sommes appuyés au n° 534, appliqués à la surface conique, démontreraient (|ue tout plan tangent à une surface de ce genre doit contenir la génératrice qui pas.se par le point de coiilact. Si par le point de contact on mène un plan perpendiculaire à l’axe de la surface, et qu’on mène par ce même point une tangente à la circonférence qu’on obtient pour intersection, celte tangente devra aussi se trouver dans le plan tangent. Or on démontrerait, comme pour une surface cylindrique, que cette tangente est perpendiculaire au plan déterminé par l’axe de la surface conique et par la génératrice qui passe au point de contact. Il est donc facile d’obtenir par la méthode des projections les deux droites qui déterminent le plan tangent, et par suite ce plan tangent lui-même.
Applications. I. C’est par le contact d’un plan avec une surface conique , que l’architecte raccorde les trompes avec la face interne. des murs qui les supportent.
IL Les meules coniques dont les fabricants de chocolat se servent pour broyer le cacao offrent l’exemple d’une surface conique tangente à un plan.
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544. — Deux surfaces coniques peuvent se toucher de plusieurs manières : la plus reinar(|uable est celle oü les deux sommets coïncident; le contact a lieu, dans ce cas, suivant une génératrice entière; et de plus, si l’on fait tourner les deux surfaces autour de leurs axes respectifs , elles ne cessent point d’être tangentes.
Applicatiox. C’est ainsi que sont disposées les roues iVangle employées dans les machines pour changer un mouvement de rotation autour d’un axe en un autre mouvement de rotation autour d’un st^cond axe incliné au premier.
On prend l’intersection S des deux axes OS et O'S (lig. 4ü0) pour le sommet des deux surfaces coni<|ues; on divise l’angle de ces axes par une droite SB, choisie de telle sorte que les distances de chacun de ses points aux deux axes soient en raison inverse des vitesses relatives que l’on veut donner aux deux roues; cette droite est la génératrice commune aux deux surfaces coniques tangentes. Ces deux surfaces, que l’on nomme les surfaces coniques /?/v/w/7/Vcj des deux roues, étant ainsi déterminées , puisque l’angle A S B de la première est le double de OS B, et l’angle BSC de la seconde, le double de O'S B, on n’a plus qu’à y établir le système de denture propre à ce genre d’engrenage.
Remarquons que si l’on menait O O', perpendiculaire à SB au point B , et que l’on prit O et O' pour les sommets de deux surfaces coniques droites ayant pour axes OS et O'S, ces surfaces auraient une génératrice commune O O', et seraient tangentes l’une à l’autre, suivant cette génératrice, pendanttoute la durée du mouvement des surfacesautour de leurs axes. Il en résulte que les circonférences A B et B C se toucheraient au point B , comme si elles étaient situées dans un même plan perpendiculaire à SB, et qu’elles eussent O et O' pour centres et O B et OB' pour rayons. C’est par cette considération cpie l’on ramène le tracé de l’engrenage des roues d’angle au tracé derengrenage des roues ordinaires.
AOA
nous fournirait le moyen d’obtenir le rabattement de l’intersection d’une surface conique et d’un plan.
Dans le cas oii le plan coupant rencontre tontes les génératrices d’une même nappe, l’intei’section est une ellipse; s’il est en même temps perpendiculaire à l’axe, l’ellipse devient une circonférence de cercle.
Tiorsque le plan coupant rencontre une partie des génératrices sur l’une des deux nappes et les autres sur l’autre nappe, l’intersection est une courbe à deux branches infinies, que l’on a nommée hyperbole (fig. 4G1).
Lorsque le plan coupantest parallèle aune génératrice et perpendiculaire au plan déterminé par l’axe et par cette génératrice, il ne coupe qu’une seule des deux nappes; mais l’intersection est une courbe illimitée dans un sens que nous connaissons déjà sous le nom de parabole.
Ces différentes courbes, qu’on obtient en coupant une surface conique par un plan, portent le nom commun de sections coniques.
Lorsque le plan coupant passe par le sommet de la surfaccconique, ou il n’aavec elle que ce point commun, ou il est tangent à cette surface, et contient alors une génératrice entière , ou bien , enfin , il coupe la surface , et l’intersection se compose alors de deux génératrices.
Applications. I. Lorsque l’on place une bougie allumée au centre d’une table ronde, de manière que sa flamme soit sur la verticale de ce centre, les rayons lumineux partis de cette flamme, qui viennent raser le bord circulaire de la table, forment les génératrices d’une surface conique droite à axe vertical, etrintersection de cette surface avec le plancher est la ligne de séparation entre l’ombre de la table et la partie éclairée. Cette ligne de séparation est une circonférence de cercle, puisque le plancher, qui fait ici l’office de plan coupant, est perpendiculaire à l’axe. Si la table est assez voisine du mur pour que son ombre s’y projette en partie, celte même surface conique se trouve coupée par un plan parallèle à l’axe , et la ligne de séparation entre l’ombre et la partie éclaii*ée du mur est alors une branche d’hyper-
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bole (fig. 4fi2). Si cette ombre se projetait sur une surface plane inclinée, la ligne de séparation entre? l’ombre et la partie éclairée pourrait être une parabole ou une ellipse.
II. Il y a de petites lanternes portatives dont le verre est circulaire; les rayons qui partentde la flamme et vont raser le bord du verre forment une surface conique , et l’intersection de cette surface avec le plan d’un mur sur lequel vient frappcJ’ la lumière de la lanterne y forme la ligne de .séparation entre la partie que la lanterne éclaire et le reste du plan qui est dans l’ombre.
Cette ligne de séparation peut être une circonférence de cercle, une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant la manière dont on dirige vers ce mur la lumière de la lanterne.
III. La perspective offre aussi l’application de l’inter
section des surfaces coniques avec un plan ; mais les surfaces coniques que l’on y rencontre ne .sont pas seulement des surfaces coniques circulairesdroites, ony trouve des suiiaces conicpies de toute espèce. Les rayons visuels, dirigés de l’œil du spectateur vers tous les points d’une courbe quelconque, située comme on voudra au delà du plan du tableau, forment une surface conique dont l’intersection avec ce plan e.st la perspective de la courbe. Les rayons visuels menés à tous les points d’une circonférence de cercle , par exemple, forment en général unesurface conique oblique ; rinter.seclion de celle suiface avec le plan du tableau peut être une section conique quelconque, mais, le plus .souvent, c’est une ellipse; voilà j)ourquoi les cercles, vus en perspective, paraissent elliptiques : c’est ce qu’on peut ob.server en legardant obliquement les roues d’une voilure, ou en voyant le ,
bord d’un bassin circulaire.
IV. Si l’on remplit d’eau un vase conique , par exemple un entonnoir bouché par le bas , la surface supérieure du liquide se trouve terminée par une courbe,
qui est rinlei*section de la surface conique avec le plan i
horizontal formé par le niveau du liquide. Cette courbe ^
esl un cercle ou une ellipse, suivantque l’axe de la sur- |
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face conique esl vertical ou incliné d’un certain angle à l’horizon. Au delà d'une certaine inclinaison, l’eau s’écoule et l’expérience ne peut plus être continuée; mais on obtient les deux autres sections coniques en plongeant l’entonnoir, sous diverses inclinaisons, dans un vase plein d’eau.
546. • — L’intersection d’une surface conique et d’une surface cylindrique est, en général, une courbe à double courbure. Il en est de même de l'intersection de deux surfaces coniques entre elles. Lorsque les deux surfaces ont le même axe, elles ne peuvent se couper que suivant une circonférence de cercle. La méthode des projections fournit le moyen de déterminer ces diverses intersections; mais ce sujet nous entraînerait trop loin.
Applicatioxs. 1. Lorsqu’une tour circulaire a du talus, c’est-à-dire quand sa muraille offre plus d’épaisseur à sa base qu’au sommet, la surface extérieure de cette tour est une surface conique droite à axe vertical. Si l’on veut y pratiquer une porte ou une fenêti*e cintrée, on a à construire l’intersection de cette surface avec une surface cylindrique à génératrices horizontales. La même chose arriverait si une pareille surface était rencontrée par une voûte en berceau.
H. Les robinets ordinaires pré.sentent une intersection pareille : c’est celle de la surface cylindrique qui forme le corps du robinet avec la surface conique de la cavité qui reçoit la clef.
III. Lorsque la lumière d’une lanterne à verre circulaire .se projette sur la muraille d’une salle ronde , la séparation entre la lumière projetée et l’ombre environnante est l'intersection de la surface cylindrique de la muraille, avec la surface conique formée par les rayons lumineux qui rasent le bord du verre.
IV. La perspective offre aussi une application de l’intersection des surfaces coniques et cylindriques. Dans les panoramas, par exemple , le plan du tableau est remplacé par une surface cylindrique qui est celle de la toile sur laquelle le sujet doit être peint. Les rayons visuels, menés de l’œil du spectateur aux différents points d’Une
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ooiirbo située comme on voudra au delà de la toile, Ibrinenl une surface conique dont riuterseclion avec ia surface de la toile est la perspective de celle courbe.
V. La lumière d’une lanterne à verre circulaire, projetée sur la muraille d’une tour ronde en talus, offrirait un exemple de l’intersection de deux surfaces coniques.
547. — Les surfaces coniques jouissent, comme les surfaces cylindriques, de la propriété d’être développables.
En effet, considérons plusieurs génératrices consécutives S«, S/v, Sc, Si/, etc. (fig. 463), suffisamment rapprochées les unes des autres pour que la portion de surface conique comprise entre deux de ces génératrices consécutives puisse être regardée comme .sensiblement plane. Si l’on fait tourner le plan aSh autour de comme charnière, on pourra toujours l’amener sur le prolongement du plan hSc; et si l’on fait tourner ensuite le plan aSc autour de Sc comme charnière, on pourra toujours l’amener sur le prolongement du plan cSi/. En continuant ainsi, on voit que toutes les faces élémentaires aSù , bSc, cSd, etc., pourront être amenées dans un même plan, ou développées suivant ce plan.
548. — Il est facile de voir que, dans ce développement, tous les points de la surface conique situés à égale distance du sommet resteront encore à égale distance de ce sommet, et appartiendront conséquemment à un même arc de cercle ayantee sommet pour centre, et pour rayon la distance en question.
Dans une surface conique droite, par exemple, une .section telle que AàlB (fig. 464), faite par un plan perpendiculaire à l’axe SO, a tous scs points à égale distance du sommet, puisque l’axe est une perpendiculaire élevée au plan du cercle AM B par son centre (407). Le développement de cette section sera donc un arc de cercle BC ayant le point S pour centre, et la distance BS pour rayon.
On peut calculer d’avance le rapport de l’arc BC à la circonférence entière dont il fait partie; car cet arc
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étant égal eu longueur à la circonférence AM lî a pour valeur S’^rXOl}; et la circonférence <lonl cet arc fait partie a pour valeur 2'irXSB. L’arc BG est donc à la circonférence entière comme OB est à SB.
Cette relation montre que cet arc est toujours moindre que la cii'conférence ; car O B est toujours moindre que SB; et qu’il en approchera d’autant plus que O B approchera plus de SB, c’est-à-dire d’autant plus que l’angle OSB , et par suite l’angle de la surface conique, seront plus grands.
Remarque. Lorsque l’angle de la surface conique est deCO°, l’arc B G est précisément une demi-circonférence, car l’angle OSB étant alors le tiers d’un angle droit, le triangle SOB est la moitié d’un triangle équilatéral, et O B est la moitié de SB.
Application. Lorsqu’une surface conique roule sur un plan, toutes ses génératrices viennent s’appliquer successivement sur ce plan , comme si elle s’y développait. Ce que nous venons de dire peut donc servir à régler la vitesse de rotation des meules coniques employées dans diverses fabrications, et notamment au broiement du cacao.
Ges meules font un certain nombre de révolutions, autour de leur axe propre, tandis que celui-ci fait luiinéine un tour entier autour de l’axe vertical de la macbifie. Si l’on veut que chaque meule fasse, par exemple, trois tours sur son axe, ])eiuinnlque cet axe fait luimême un tour complet autour de l’axe vertical , il faudra que la surface conique soit contrainte de se développer trois fois sur le plan pour le couvrir en entier; il faudra donc que BG soit le tiers de la circonférence, et que, par conséquent ,OB soit le tiers de SB. Ayant construit le triangle rectangle SOB d’après cette condition , on aura les éléments nécessaires pour obtenir la surface conique (541).
54Ü. — Prouléme. Développer sur une .surface plane V intersection d’une surface conique et d’un plan. Supposons que l’axe de la .surface conique soit vertical ; prenons le plan vertical de projection perpendiculaire au
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plan coupant. La trace verticale de celui-ci sera unecertaine droite mh' ((ig. -IG5) , et sa trace liori/onUile mh sera perpendiculaire à la ligne de terre. Soient S et O les projections du sommet de la surface conicjue ; Aalî le trace horizontale de cette surface; AB celle d’un plan vertical parallèle au plan vertical de projection , et passant par l’axe de la surface. Soient enfin SA et SB' les projections verticales des génératrices qui passent par les points A et B. Ces projections seront égales à ces généi’atrices mêmes, puisque celles-ci sont dans un plan parallèle au plan vertical de projection.
Si l’on développe la surface conique sur le plan vertical dont la trace horizontale est AB, et qu’on projette ensuite ce développement sur le plan vertical de projection, il s’y projettera en vraie grandeur, puisque ces jilans sont parallèles. Le développement de la circonférence AaBsera donc un arc A'H , ayant S pourcenlre, et dont la longueur est à la circonférence entière qui a pour rayon SA', comme O' A' est à SA'.
Partageons la circonférence A«B en un certain nombre de parties égales, à partir du point A; partageons l’arc A'II en un même nombre de parties égales à partir du point A'.
l’ar un des points de division de la circonférence A «B, menons le rayon Oa; ce sera la projection horizontale d’une génératrice. Menons tia' perpendiculaire à la ligne de terre, et joignons S«'; ce sera la projection verticale de celte même génératrice. T.e point f‘ où elle rencontre la trace verticale du jdan coupant, .sera la projection verticale du point où cette génératrice rencontre ce plan. Appelons F ce point.
Dans le développement de la surface conique, ce point F sera resté à la même distance du sommet. Si l’on joint par conséquent le point S avec le point de division d qui correspond au point de division a, la-droite Sw' exprimant la position que prendra dans ce développement la génératrice que nous considérons , il suffira , pour avoir la position du point F sur ce développement, Ue prendre sur ^d, à partir du point S , une longueur
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t‘gale à la dislance du point F au sommet de la surface conique.
Pour obtenir cette distance, imaginons par le point F un plan horizontal; sa trace verticale sera/’c parallèle à XY. Ce plan, étant perpendiculaire à l’axe de la surface conique, coupera cette surface suivant une circonférence de cercle dont tous les points seront également distants du sommet. La distance du point F au sommet est donc la même que celle de ce sommet au point où la génératrice qui a pour projections SA' et OA rencontre le plan horizontal dont la trace verticale est f'c. Or, cette génératrice se projetant en vraie grandeur sur le plan vertical de projection , la distance que nous cherchons n’est autre que Sc.
D’après cela , du point S comme centre , avec un rayon égal à Sr, décrivons un arc de cercle qui coupera Sa' en F'. Ce point sera l’un de ceux qui appartiennent au développement cherché. Tous les autres points de ce développement s’obtiendront de la même manière, et l’on n’aura plus qu’à les lier par une courbe.
Remarque. Quoique les raisonnements précédents puissent paraître compliqués, il est bon de remarquer que les opérations auxquelles ils conduisent sont trèssimples. ^
Corollaire. Si le plan coupant était perpendiculaire à l’axe de la surface, nous avons vu que le développement de l’intersection serait alors im arc de cercle ayant le point S pour centre.
A PPLICAT10N8. Les ferblantiers , les poêliers , les chaudronniers, les cartonniers ont à eonstruire de pareils ■ développemeuts, lorsqu’ils veulent découper une surface plane de manière qu’en la contournant en surface coniqueelle présente, à l’une de ses extrémités, la courbe d’intersection de cette surface avec un plan incliné d’un certain angle sur son axe.
I.es marchandes de modes ont souvent à résoudre des problèmes du même genre pour tailler le fond des chapeaux de femmes; mais elles n’ont besoin que d’une
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approximation qu’un peu d’adresse suffit pour leur faire obtenir.
• Des surfaces gauches.
5.50. — Nous ne parlerons ici que d’une seule espèce de surface gauche, fréquemment employée dans les arts. Elle appartient à la classe des cowo^/e-f , c’est-àdire des surfaces engendrées par le mouvement d’une droite qui se meut parallèlement à un même plan, en rencontrant toujours une droite et une courbe fixes.
Imaginons qu’une droite AO (fig. 466), d’abord posée sur le plan horizontal de projection parallèlement à la ligne de terre, s’élève parallèlement au plan horizontal , en rencontrant toujours la verticale qui a pour projections O et //O', et de manière que sa projection horizontale fasse avec OA des angles proportionnels à sa hauteur au-dessus du plan horizontal , cette droite engendrera le conoïde dont nous voulons parler.
Telle est la surface que forme le dessous des escaliers tournants; telle est aussi celle que présente la vis à filets carrés (fig. 467).
551. — Décrivons du point O (fig. 466) comme centre une circonférence ACDlî, et imaginons une surface cylindrique à génératrices verticales, dont cette circonférence soit la trace horizontale. L’intersection de cette surface cylindrique avec le conoïde dont nous venons de parler sera une courbe à double courbure, à laquelle on a donné le nom d’Ac7/rc. Cette courbe jouit d’une propriété remarquable.
Soient OC et OD les projections horizontales de la génératrice du conoïde dans deux de ses positions quelconques, et soient E(7 et FD' les projections verticales correspondantes. D’après la génération du conoïde, on aura :
CO A : DOA :: EA : Yh, ou areCk : arcDk :: E/i : Y h.
Supposons que l’on développe la surface cylindrique -sur le plan vertical de projection. Soient A' C' et A' D“ des longueurs égales aux arcs AC et AD; élevons aux
))oints C' et D" les perpendiculaires Ce et D"/ respecti-' veillent égales à E /i et à F 4. Les points e et f ainsi délerniinés appartiendront au développement de l’hélice. Or, d’après la proportion ci-dessus, on aura :
A'C' : A'D‘ :: Ce : D*/,
d’où il résulte que les trois points A', e et f sont en ■ligne droite. Ainsi, en développant la surface cylindrique sur un plan, l’hélice devient une ligne droite.
Réciproquement, si l’on trace une ligne droite sur • un plan, et que l’on enroule ce plan sur une surface •cylindrique, la droite ainsi enroulée devient une hélice , c’est-à-dire l’intersection de la surface cylindrique avec un conoïde.
L’hélice est la courbe que forme lé bord d’un filet de vis; c’est aussi celle que produit la surface inférieure d’un escalier tournant par sa rencontre avec la cage cylindrique de l’escalier. L’appui de la rampe dans un . pareil escalier forme également une hélice.
L’axe de la surface cylindrique sur laquelle l’hélice est tracée se nomme aussi l’axe de l’hélice.
Remarque. Le bord du filet dans la vis à filet triangulaire (fig. 468), est encore une hélice; mais cette vis n’offre pas le conoïde dont nous avons parlé ci-dessus. Celui qu’on y remarque est engendré par une droite assujettie à s’appuyer sur une hélice et sur son axe, en faisant avec cet axe vin angle constant qui diffère de l’angle droit.
Applications. I. Dans l’une et l’aulfe vis, la distance entre deux filets consécutifs, comptée sur une parallèle à l'axe, est ce qu’on nomme le pas de la vis. On sait que la vis est destinée à pénétrer dans une pièce nommée écrou , qui offre en creux la fonne que la vis présente en saillie. Quelquefois l’écrou est fixe, et la vis y pénètre j)ar un mouvement combiné de rotation autour de son axe et de translation dans le sens de cet axe. Dans d’antres cas, c’est la vis qui est fixe, et l’écrou se meut par rapport à elle, comme nous venons de l’indiquer.
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La vis est ordinairement employée pour exercer des pressions; mais elle sert aussi à d’aulres usages, dans les instruments de précision. Klle sert notamment à apprécier de très- petites distances, ou à diviser les droites en parties très-petites.
On conçoit en effet que, d’après la nature même de sa génératrice, la vis avance ou recule, dans le sens de son axe, de distances proportionnelles à la quantité angulaire dont elle tourne. Au moyen d’un cercle <lont le plan est perpendiculaire à l’axe, et dont le rayon est suffisamment grand , on peut mesurer ces quantités angulaires avec une grande précision. Or, le cercle fait un tour complet quand la vis avance ou recule d’une longueur égale à son pas; si donc on peut apprécier sur le limbe du cercle les demi-degrés seulement, il en résulte qu’on pourra apprécier, dans le sens de l’axe, des distances équivalentes à la moitié d’un 300®, c’est-à-dire à un 720® du pas de la vis.
C’est d’après ce principe qu’est construit l’appareil représenté ixir la figure 4G9. Pour mesurer, à l'aide de cet appareil , l’épaisseur d’un corps, on le place entre la traverse fixe lîH et la traverse mobile AA, et l’on amène l’extrémité de la vis en contact avec A A ; on enlève ensuite le corj)s, et l’on fait glisser la traverse AA jusqu’à ce qu’elle s’applique contre BB; on amène alors une seconde fois l’extrémité de la vis en contact avec A A ; la quantité dont elle a marché, mesurée à l’aide du plateau circulaire, exprime l’épaisseur cherchée.
II. On connaît aussi la vis- d' An-himètle , employée |K)ur l’épuisement des eaux : elle .se compose d’un conoïde enveloppé d’une surface cylindrique. On plonge cette vis dans l’eau par l’une de ses extrémités, en l’inclinant d’un petit angle à l’hori/on; lorsqu’on la fait tourner autour de son axe , l’eau monte le long du conoïde, et s’échappe j)ar l’extrémité supérieure de la vis.
IFI. Outre la vis, et l’escalier tournant, qui rendent très-fréquent l’usage de l’hélice, celte courbe s’emploie encore dans beaucoup d’autres circonstances. Les brins dont se compose un cordage sont tordus en hélice; le
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fil de métal dont on recouvre les cordes en boyau , en soie ou en cuivre, pour produire les cordes graves de la basse, du violon, de la guitare, du piano, etc.,
est enroulé en hélice autour de ces cordes , etc.
CHAPITRE XIV
Des surfaces de révolution.'
De la sphère.
552. — Quoique le mot de sphère ne soit rigoureusement applicable qu’à un corps terminé par une surface sphérique, on donne néanmoins ce nom à la surface sphérique elle-même, comme on donne le nom de cercle à la circonférence de cercle. Le sens du discours indique toujours suffisamment qu’il n’est question que de la surface de la sphère.
Nous avons dit qu’uné surface sphérique est’engendrée par une demi-circonférence qui tourne autour de son diamètre. Dans ce mouvement, le centre delà demi-circonférence génératrice demeure immobile, et tous les points de cette génératrice, dans quelque position qu’on la considère, sont à égale distance de ce centre. Il en résulte que tous les points tF une surjacc .sphérique sont à égale distance (F un même point intérieur ; ce point se nomme le centre de la surface sphérique.
On donne le nom de rayon à toute droite qui joint le centre à un point quelconque de la surface; d’après ce que nous venons de dire, tous les rayons sont égaux.
On donne le nom de diamètre à toute droite qui passe par le centre et se termine de part et d’autre à la surface; il en résulte que chaque diamètre se compose de deux rayons, et que, par conséquent, tous les diamètres sont égau.T.
5î3. — TnÉOBÉME. Tout diamètre d’une sphère peut
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tUre pris pour son axe de révolution. Soit , en effet, AB (fig. 470) un diamètre quelconque. Par ce diamètre, faisons passer un plan; il couj)era la surface sphérique suivant une ligne courbe A MB (pii aura tous ses points à égaledistance du milieuOdu diamètre, puisque ce milieu est le (Mîntre de la sphère. Cette courbe sera donc une circonférence de cercle ayant AB pour diamètre. Par la ligne AB, faisons passer un second plan quelconque ;il coupera la surface sphérique suivant une ligue courbe A!NB, qui aura tous ses points à égale distance du point O, centivî de la sphère; ce sera donc aussi une circonférence ayant AB pou r diamètre.Ët comme le plan A B est quelconque, on voit qiui la surface sphéricpie peut être considérée comme engendrée par la rotation de la demi-circonférence AMR autour de son diamètre AB.
554. — TiiËoiiÉME. Toute section de la surface sphérique par un plan est une circonférence de cercle. Soit, en effet, ABD (fig. 471) la section d’une surface sphérique par un plan : du centre O de la sphère, abaissons sur le plan delà section la perpendiculaire OC; prenons sur la courbe de section deux points quelconques A et B, et joignons CA ,CB, O A, OB. Les triangles CA O etCBO, rectangles en C, puisque OC est perpendiculaire sur le plan des droites ACelB(', ont en outre le côté OC commun, et les hypolhénnses OA et O B égales comme rayons d’une môme sphère; ces deux triangles sont donc égaux, et l’on a AC = BC. Et comme les points A et B sont des points (|uetconqnes de la section ABD, il s’ensuit que cette section a tous .ses points à égale distance du pointe, et est, par conséquent, une circonférence de cercle dont le point C est le centre.
ConoM.AinE I. Le rayon AC de la circonférence ABD, étant perpendiculaire sur OC, est moindre que l’oblique AO, c’est-à-dire moindre (jue le rayon de la sphère. Le rayon A C ne devient égal au rayon de la sphère que lorsque le plan coupant passe par le centre O, parce qu’alors les droites AC et A O st* confondent.
Dans ce cas, la section porte le nom de^/wW cercle; mais .si le plan coupant ne passe point par le centre de la
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sphère, la section , ayant un rayon moindre, est ceqn’on nomme un petit cercle.
La démonstration précédente faitvoir que la perpendiculaire abaisséedu centre de la sphère sur le plan d'un petit cercle , passe par le centre de ce petit cercle.
ConoLLAiRE II. On peut remarquer qu’un petit cercle est d’autant plus petit qu’il est plus éloigné du centrede la sphère ; car la perpendiculaire OC, qui mesure la distance de ce centre au plan du petit cercle A BD', est liée au rayon A C de ce cercle par la relation
ÔC*-f-AC'*=ÂC)',
puisque le triangle A OC est rectangle en C. Et comme A O est une quantité constante , il faut, pour que cette relation puisse toujours subsister, que AC diminue quand OC augmente , et vice versa.
Application. La surface interne d’une coupe ou d’un bol ordinaire est une surface sphérique; il est facile
’ d’observer que si l’on y verse un liquide quelconque, sa surface supérieure sera toujours terminée par une circonférence de cercle, quelle que soit rinclinaison que prenne le vase.
. 5.55. — Tuéoréme. Deux grands cercles se coupent
mutuellement en deux parties égales. Car l’intersection des plans de ces grands cercles est une droite qui passe
• par le centre de la sphère, puisque ce centre est contenu dans ces deux plans. Celte intersection est donc un diamètre commun , et dès lors elle divise en deux parties égales chacun des deux cercles auxquels elle appartient.
55C. — Théorème. Tout grand cercle divise la surface sphérique en deu,r parties égales. Soit, en effet , M IS' P Q (tig. 470) la circonférence d’un grand cercle : renversons la |)ortion de surface sphérique AMNPQ, de manière qu’elle vienne prendre une position analogue à celle de la portion lî M ^1 P Q, et que ces deux portionscoïncident
• suivant la circonférence M N P Q. Je dis qu’alors les deux ])ortions de surface sphérique coïncideront dans toute
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leur éleiuUie ; car, clans ce renversement, les distances des différents points de la portion de surface AMJN’PQ au point O n’auront pas varié; par conséciucnt, s’il y avait des points de l'une des deux portions de surface qui se trouvassent en dehors ou en dedans de l’autre portion, il y aurait des points inégalement distants du centre, ce qui est contraire à la propriété fondamentale des surfaces sphériques.
Remarque. Les deux moitiés de surface sphérique, séparées par une circonférence de grand cercle, portent le nom (ï hémisphères.
567. — Lorsqu’un diamètre AB (fig. 472) est pris pour l’axe de révolution d’une surface sphérique, le plan mené perpendiculairement à cet axe par le centre O de la sphère coupe cette surface suivant une circonférence de grand cercle MPvPQ, à laquelle on donne le nom ù'équateur. Les extréndtés A et U de l’axe prennent le nom de pôles. Les cercles détermines par des plans parallèles à l’cquatcur se nonmient des cercles parallèles , ou simplement des parallèles ; tels .sont les cercles mnpq, ni n P q, etc. Les cercles déterminés par des plans qui passent par l’axe de la sphère se nomment des cercles méridiens , ou simplement des méridiens, tels sont les cercles AMB,A]NB,APB, etc.
Toutes ces dénominations sont empruntées à la Géographie.
Le globe que nous habitons peut être considéré comme sensiblement sphérique; les aspérités que produisent sur sa surface les montagnes les jdus élevées sont, pour ainsi dire, inappréciables par rapport à la grandeur de son rayon, puisque peu d’entre elles dépassent en hauteur la millième partie de ce rayon. La droite autour de laquelle s’exécute le mouvement de rotation diurne qui produit le jour et la nuit se nomme Vaxe de la terre; les extrémités de cet axe sont les pôles ; le plan mené par le centre de la terre perpendiculairement à son axe est le plan de Véqua/eur: lor.sque le soleil est dans ce plan , la durée de la nuit est égale à celle du jour dans toutes les parties du globe. ^
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On divise la circonférence de réquatcur en dcgi*és, uii mîtes et secondes. Par tous les points de division , et par l’axe de la terre, on suppose menés des plans qui coupent la surface sphérique suivant les cercles méri-^ diens. (]cs cercles sont ainsi nommés |iarce que , quand le soleil se trouve dans le plan de l’on d’eux , il est midi ou minuit par tous les lieux du globe par lesquels passe ce cercle.
Pour indiquer sous quel méridien se trouve un lieu du globe, il snffit donc d'indiquer par quel point dedi« vision de l’équateur passe ce méridien. Le point de départ de ces divisions correspond , suivant les géographes français , au méridien qui passe par l’Observatoire de Paris, et suivant les géographes anglais,' à celui qui passe par l’Observatoire de Greenwich; on prend souvent aussi pour point de départ un méridien qui passe par rile-de-Fer, l’une des Canaries. Quel que soit le point de départ que l’on adopte, on indique le méridien d’un lieu en énonçant le nombre de degrés et fractions de degré, comptés sur l’équateur, qui sont compris entre ce méridien et celui qui sert de point de départ. Ces degrés ont reçu le nom dé degrés de longitude.
Dire, par exemple, que le cap de Bonne-Espérance est situé à 16° 9' 45' de longitude est de Paris, c’est dire que la distance entre le méridien de Paris et celui du cap, comptée sur l’équateur, en allant de l’ouest à l’est, est de 16® 9' 45*.
Chaque méridien est divisé en deux parties égales par l’axe de la terre , puisque cet axe est un diamètre de ce méridien ; ce même méridien est aussi coupé en deux parties égales par l’équateur, puisque ce sont deux grands cercles (.555). D’ailleurs, le diamètre commun de ces deux grands cercles étant dans le plan de l’équateur, l’axe de la terre lui est perpendiculaire ; or, deux diamètres perpendiculaires partagent une circonférence en quatre parties égales. Il suit de là que chaque méridien est divisé en quatre parties égales par les pôles et par l’équateur. Chaque méridien .se divise en 360®; la distance du pôle à l’équateur, comptée sur un méridien
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quelconque, est donc de 90®. Par tous les points de division, ou suppose menés des plans parallèles au plan de l’équateur; ces plans coupent la surface sphérique suivant des petits cercles auxquels on donne le nom de cercles parallèles , ou simplement ]>arallèles ;\>onv tous les lieux situés sur un même parallèle, la marche annuelle du soleil est la même.
Pour indiquer sous quel parîillèle se trouve un lieudii globe, il suffit d’énoncer le nombre de degrés et fractions de degré, comptés sur un méridien , qui sont compris entre l’équateur et ce parallèle. Ces degrés ont reçu le nom de degrés de latitude.
Dii*e, par exemple, que la latitude de Paris est de 48® 50' 14’ nord, c’est dire que la distance entre l’équateur et le parallèle de Paris, comptée sur le méridien , en allant de l’équateur vers le pôle nord est de 48° 50' 14 .
On voit qu’un lieu du globe est parfaitement déterminé quand on connaît sa longitude, sa latitude et le sens dans lequel chacune d’elles est comptée ; car dès lors on connaît le méridien et le parallèle sous lesquels ce lieu est situé : ces deux circonférences se coupent en deux points; mais le sens suivant lequel sont comptées sa longitude et sa latitude ne laisse aucune incertitude dans le choix de celui qu’il convient d’adopter.
Quelques-uns des cercles parallèles à l’équateur ont reçu des noms particuliers. Ceux qui sont situés à 23® 28' environ de l’équateur, au nord et au sud , se nomment les tropiques; ces cercles sont ceux que le soleil , dans son mouvement apparent annuel, ne dépasse jamais, et dans le plan desquels il parait se mouvoir à l’époque des solstices. Le tropique nord se nomme le tropique du Cancer , et le tropique sud , tropique du Capricorne.
Les cercles parallèles situés, au contraire, à 23°28' de chaque pôle se nomment les cercles polaiivs; pour les lieux du globe situt?ssous ces cercles, il y a 24 heures de jour h l’époque de l'un des solstices , et 24 heures de nuit à l’autre. Kntre les cercles polaires et les pôles, l’inégalité des jours et des nuits est encore plus considérable ; et aux pôles il y a 6 mois de jour et 6 mois de
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nuit. Le cercle polaire voisin du pôle nord se nomme cercle polaire arctique , et celui qui est voisin du pôle sud se nomme cercle polaire antarctique.
Les astronomes, considérant la voûte céleste comme une surface sphérique , la divisent aussi par des cercles méridiens et par des cercles parallèles. Les étoiles paraissent faire en 24 heures une révolution, d’orient en occident , autour d’une droite fictive qu’on appelle Yaxc du monde. Les points où cet axe perce la voûte céleste sont les pôle.s du ciel. Le plan , perpendiculaire à l’axe qui coupe la sphère céleste en deux hémisphères égaux , se nomme Yéquateur céleste. Les plans qui passent par l’axe du monde coupent la sphère céleste suivant des cercles méridiens ; et ceux qui sont perpendiculaires à cet axe la coupent suivant des cercles parallèles .
La distance, comptée sur l’équateur, entre le méridien d’une étoile et le méridien qui passe par un certain point de l’équateur nommé équinoxe du printemps , est ce que l’on nomme Y ascension droite de cette étoile. La distance, comptée sur* le méridien, entre l’équateur et le parallèle de cette même étoile , est ce qu’on nomme sa déclinaison. On voit que la position d’une étoile dans le ciel est déterminée par son ascension droite et sa déclinaison, comme celle d’un point du globe est déterminée par sa longitude et sa latitude. Les astronomes réservent ces deux dernières dénominations pour les distances des étoiles rapportées, non plus à l’équateur, mais à Y écliptique ^ c’est-à-dire au cercle, suivant lequel la sphère céleste est coupée par le plan de Y orbite de la terre prolongé , ou , en d’autres termes, par le prolongement du plan dans lequel le centre de la terre exécute sa révolution annuelle.
558. — Lorsque les architectes ont à construire une .surface sphérique, telle que le dôme d’un monument, l’équateur de cette surface, lequel est alors horizontal , est déterminé d’avance. Sur l’un des diamètres de l’équateur ils élèvent, en charpente, un demi-cercle vertical semblable à celui de la figure 447 ; ce demi-cercle est un méridien; ils élèvent de la même manière une
GJiO.'WÉTniK DANS L*FSPACK, série <raulres méridiens verticaux, dont le nombre «lepend de l’étendue de la sphère; tous ces méridiens viennent se croiser suivant un môme rayon vertical lis reunissent alors les circonférences de ces méridiens par des poutrelles horizontales, courbées en arc de cercle, dont la réunion forme une série de cercles parallèles à réqualeur. Les méridiens et les parallèles sont assez multipliés pour que les espaces quadrangulaires formes par l’intersection de ces cercles puissent être sans erreur sensible considérés comme plans. C’est sur ce système de charpente que vient s’établir la maçonnerie , dont la surface inférieure est alors sensiblement sphérique.
La surface extérieure du dôme est rendue sphérique de la même manière. Quelquefois, le dôme se réduit à line toiture soutenue par une construction en fer - celleci est également composée de cercles méridiens et parallèles. *
Enfin , c est d après les mêmes principes que l’on construit la voûte sphérique de certains berceaux en treillage, dont on décore les jardins.
On obtient, a l’aide du tour, les surfaces sphériques de petit rayon ; pour cela , tandis que la pièce qu’on veut rendre sphenque tourne autour d’un axe constant, on fait mouvoir la pointe de l’outil, suivant une demi-circonference dont cet axe est le diamètre. C’est ainsi oue s obtiennent les billes de billard, les boules en cuivre qui servent d’ornement aux grilles et aux rampes d’escalier, etc.
659. — Théouéme. Deux surfaces sphériques de mdme rayon sont égales. En effet, si l’on fait coïncider leurs centres, aucun point de l’une des deux .surfaces ne pourra tomber en dehors ou en dedans de l’autre ; car il y aurait alors des points inégalement distants du
centre , ce qui est contraire à la nature des deux surfaces.
Remarque. Pourvu que les centres coïncident, la coïncidence des deux surfaces aura lieu, quelle que soit la maniéré dont on les fasse tourner autour de ce centre.
Applications. I. C’est en vertu de l’égalité par coïncidence qu’on emploie- le moulage pour produire les surfaces sphériques; les boulets employés dans l’arlille-, rie s’obtiennent de celte manière.
II. C’est sur le principe énoncé dans la remarque cidessus qu’est fondé le genou à coquilles (lig. 473) , au moyen duquel la planchette, le graphomètre et plusieurs autres instruments s’articulent avec leur rapport. L’instrument est fixé à une lige perpendiculaire à son. plan, laquelle tige est terminée elle-même par une sphère. Le support est armé, à sa partie supérieure, de deux coquilles hémisphériques de même rayon que la sphère qui termine la tige. On sépare ces coquilles ; on introduit entre elles la sphère dont nous parons; on resserre ensuite les coquilles à l’aide d’une vis de pression. Les deux surfaces sphériques coïncident alors , quelle que soit la direction que prenne la tige ; ce qui permet de doimer au plan de l’instrument toutes les positions désirables.
600. — Théorème. Les lignes courbes que Von trace sur une sphère , au moyen d’un compas y sont des circonférences de cercle. (On emploie pour cet usage un compas à branches recourbées (fig. 474), que l’on nomme dans les arts compas d’épaisseur, et que l’on pourrait appeler compas sphérique.)
Soit A BD (fig. 471) la courbe décrite sur une sphère, par l’une des pointes d’un compas dont l’autre pointe est demeurée en P. Soit O le centre de la sphère. Joignons PA, PB, OA, O B. Les droites AP et BP sont égales, puisque la distance rectiligne des pointes du compas n’a pas varié; d’ailleurs, O A et O B sont égaux comme rayons. Les triangles PAO, PBOont donc leurs trois côtés égaux chacun à chacun , et sont égaux. Il en rcsulle que l’angle AO P est égal à l'angle B OP.
Dans le triangle PAO, abaissons du point A sur O P la perpendiculaire AC , et joignons CB. Les triangles AO C et BOC ont un angle égal AOC = BOC, un côté commun.OC, et un côté égal AO = OB; ces triangles sont ■ donc égaux. 11 s’ensuit que BC est perpendiculaire sur
Di.
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O P. Le plan des droites AC et CB est donc perpendiculaire lui- même sur OP; et comme le point B est un point quelconque de la courbe A BD, il en résulte que tous les points de cette courbe sont (lans le plan mené par le point C perpendiculairement à OP. Celte courbe est donc l’inlerseclion de ce plan avec la surface sphérique; donc c’est une circonférence de cercle qui a son centre au point C (554).
CunOLi.AiRE I. Réciprof|uement : Toute circonférence KWa, tracée sur une sphère peut être supposée décrite par la pointe mobile d'un compas , dont la pointe immobile serait placée h l’extrémité P du rayon O P perpendiculaire au plan AB D. Car le point P, étant situé sur la perpendiculaire élevée au plan du cercle AB D par son centre C (554, Coroll. I), esta égale distance de tous les points de sa circonférence (408, Ilem.).
Corollaire II. Tous les cercles parallèles MNPQ, m npq, m'n'p>q’, etc. (fig.472) pourraient être décrits à l’aide d’un compas dont la pointe immobile serait placée au point A ou au point B, extrémités du diamètre A B perpeudiculaii'e aux plans de ces cercles. Et comme les points A et B sont des pôles, par rapport au grand cercle MNPQ considéré comme équateur, on dit aussi qu’ils sont les pôles des parallèles mnpq, in'n'p'q', etc. ; et l’on nomme pôles d’un petit cercle les extrémités du diamètre perpendiculaire à son plan.
On dit , dans ce sens , que le cercle mnpq, par exemple , peut être décrit du point A comme pôle.
Corollaire III. L’équateur MNPQ peut être décrit des points A ou B conmie pôles, avec une ouverture de compas égale à la distance rectiligne AM, c’est-à- <lire à la corde du quadrans de grand cercle A /«‘wM. Et réciproquement, tout cercle MNPQ, décrit d’un point A comme pôle , avec une ouverture de compas égale à la corde du quadrans d’un grand cercle de la sphère , est nu grand cercle de cette sphère. Car si l’on joint un point M de ce cercle au centre O de la sphère , et qu’on fasse passer par le point M un méridien AM B, l’arc AwM, sous-tendu par la droite AM t^ale à la
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corde d’un quadrans de grand cercle, est un quadrans du méridien A MB; l’angle MO A est donc droit. Le point M étant un point quelconque de la circonférence MNPQ, il suit de là que tous les points de cette circonférence sont dans le plan mené par le point 0 per- .pendiculairement à A O , et que , par conséquent, cette .circonférence est celle d’un grand cercle.
.561. — Problème. Trouver par une construction gra- -phique le rayon d’une sphère donnée. Tracez, d’un pôle P (fig. 471) pris arbitrairement sur la sphère donnée, un petit cercle ABD. Marquez sur la circonférence de ce cercle trois points à volonté. Au moyen du compas sphérique , prenez les distances rectilignes mutuelles de ces trois points. Avec ces trois distances construisez un triangle sur un plan , et circonscrivez un cercle à ce triangle. La circonférence de ce cercle sera égale à la circonférence ABD. ,
Soit abd (fig. 476) cette circonférence. Menez un diamètre ad et une droite XY perpendiculaire sur lemi-
• lieu c de ce diamètre. Du point a comme centre , avec
• ' l’ouverture de compas AP, qui a servi à décrire la cir-
conférence ABD du pôle P, décrivez un arc qui coupera XY en un point p. Le triangle acp sera égal au triangle ACP; car ces triangles sont rectangles, et ont . l’hypothénnse égale et un côté égal AC = a c, comme rayons de cercles égaux. Il en résulte que l’angle apc -est égal à l’angle APC. Sur le milieu i de ap élevez la perpendiculaire io qui coupera cX en o; la dislanceoa < sera le rayon cherché. Car on aura op= o«(72); et les • deux triangles AOP t\.aop seront égaux comme étant tous deux isocèles, ayant les bases AP et ap égales et . leurs angles égaux, puisque l’angle est égal à l’angle APC, d’où résulte l’égalité des deux angles à la base (182, Rem. 1). Par conséquent, le côté oa est égal au côté OA, c’est-à-dire au rayon cherché.
662. — Problème. Par deux points donnés A eZ B (fig. 476) sur une sphère , faire passer un arc de grand cercle. Soit O le centre de la sphère. On peut toujours supposer qu’on ait délermim* le rayon de celte
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sphère , et par suite la corde du quadmns (riin grand cercle.
Cela posé, du point A comme pôle, avec une ouverture de compas égale h cette corde du cpiadrans, décrivez l’arc de grand cercle P Du point B comme pôle, décrivez de même l’arc de grand cercle P« qui coupera le premier en un point P. Imaginons qu’on ait tiré les rayons OA, O B et OP. Le plan du grand cercle wP est perpendiculaire au rayon OA qui aboutit à son pôle (5G0, Coroll. III). De même le plan du grand cercle wP est perpendiculaire au rayon O B. Ces deux plans sont donc perpendiculaires au plan des rayons OA et O B (444, Coroll. I); leur intersection OP est donc elle-même perpendiculaire à ce plan (445). Il en résulte que le point P est le pôle du grand cercle qui passe par les points A et B. Ainsi le grand cercle décrit du point P comme pôle (avec une ouverture de compas égale à la corde du quadrans) passera par les points A et B.
Remarque. L’arc de grand cercle AB est , sur la surface sphérique, le plus court chemin pour aller du point A au point B; car le plan de cet arc divise la sphère eu deux hémisplières égaux , et s’il existait au-dessus du plan AOB un chemin plus court que AB, on trouverait un chemin pareil au-dessous de ce plan. Il y aurait donc deux plus courts chemins, ce qui est absurde.
.563. — Puom.ÉME. Par un point I (lig. 477) pris sur un arc.' de grand cercle A B ^Jaire passer un second arc de grand cercle , dont le plan soit perpendiculaire au plan du premier. Soit O le centre de la sphère. Prolongez , s’il est nécessaire, l’arc donné, au moyen de la construction indiquée dans le numéro précédent. Du point I comme i>ôle, avec une ouverture de compas égale à la corde du quadrans , décrivez un petit arc qui coupe AB prolongé en un certain point P. Du point P comme pôle décrivez l’arc IM; ce sera l’arc du grajid cercle demandé.
En effet, si l’on mène le rayon OP, ce rayon sera perpendiculaire au plan de l’arc du grand cercle IM (5GQ, Coroll. III). Le plan de l’arc AB qui passe par ce
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rayon sera donc aussi perpendiculaire au plan de l’arc
IM
564. — Lemme. .S'/ deux arcs de grand cercle A B C D .(fig. 478), dont l'un passe par le milieu C de V autre, sont perpendiculaires entre eux, tout point M pris sur le premier est à égale distance des extrémités de V autre. Vow le prouver , soit 0 le centre de la sphère; tirons OC et la corde A B ; celle-ci sera divisée en 1 en deux pai lies égales par le rayon OC, et lui sera perpendiculaire. Par le point M et par la corde AB, faisons passer un plan, qui coupera le plan de l’arc CD, suivant une droite IM; joignons AM et BM. Les plans des arcs AB et CD étant perpendiculaires entre eux , la droite A I , menée dans l’un de ces plans perpendiculairement à l’intersection commune OC, est perpendiculaire à l’autre plan (443), et par suite à la droite IM menée par .son pied dans • ce plan. Le point M , situé sur la droite IM perpendiculaire sur le milieu de AB, est donc à égale distance d^ extrémités A et B de la droite (72); ce quil fallait démontrer.
565. — Problème. Par trois joints donnes sur une sphère , faire passer une circonférence. Tout se i*éduit à trouver le pôle de cette circonférence. Soient A, B, C (fia. 479) les trois points donnés. Par les points A et B, faites passer un arc de grand cercle (562) ; par les points B et C , faites de même passer un arc de grand cercle. Par le milieu I de l’arc AB, faites passer un arc de grand cercle I m dont le plan soit perpendiculaire au plan de l’arc AB (563); par le milieu H de l’arc BC, faites passer de même un arc de grand cercle Hn, dont le plan soit perpendiculaire au plan de l’arc B C. Le point P ou ces deux arcs se rencontreront sera le pôle cherche ; car , en vertu du lemme précédent, ce point sera à égalé distance des deux points A et B et des deux points B et C , c’est à-dire à^gale distance des trois points donnes.
Remarque. Les grands cercles dont les arcs l«i etHw font partie se coupent en deux points qui tous deux sont les pôles de la circonférence demandée.
Trois arcs de grand cercle qui se coupent
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ileiix à deux, AB, A C, B C (fig.480) , déterminent ce qu'on nomme un triangle sphérique. Dans un pareil triangle, on donne le nom de côtés aux arcs AB, AC, BC et le nom d'angles aux angles dièdres formés parles plans de ces arcs.
. Si Ton joint les trois sommets A, B, C au centre O de la sphère, par les rayons OA, O B, OC, on forme un angle trièdre O AB C qui a ce centre pour sommet. Ses angles dièdres sont précisément les angles du triangle sphérique ABC, et ses faces ont pour mesure les côtés de ce triangle, puisque ces côtés sont des arcs décrits de leur sommet commun O avec un même rayon. Tontes les questions relatives à la comparaison des triangles sphériques se ramènent donc à des questions relatives à la comparaison des angles trièdres. £l les propositions relatives aux angles trièdres s’appliquent aux triangles sphériques, pourvu qu’on remplace le mot face par le mot côtés y et les mots angles dièdres par le mot angles. On a ainsi les propositions suivantes qu’il nous suffira d’énoncer, en renvoyant aux propositions analogues concernant les angles trièdres :
I. Dans un triangle sphérique quelconque y chaque côté est plus petit que la somme des deux autres , et plus grand que leur différence. (488).
II. Dans tout triangle sphérique , la somme des trois côtés est moindre qu'une circonférence de grand cercle ( laquelle mesure quatre angles droits) (490).
III. Dans tout triangle sphérique , la somme des angles est plus grande que deux angles droits et moindre que six (491 ).
IV. Deux triangles sphériques sont égaux (ou symétriques), quand ils ont leurs trois côtés égaux chacun à chacun (492, Coroll.).
On pourra ré^soudre, comme au numéro cité, ce problème : Etant donnés les trois côtés d’un triangle sphérique , trouver ses angles.
V. Deux triangles sphériques sont égaux
ques) quand ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun (493, Coroll.).
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On pourra résoiuire, comme au numéro cité, ce problème : Etant donnés deux côtés d’un triangle sphérique et l'angle qu'ils comprennent, trouver le troisième côté et les deux autres angles.
VI. Deux triangles sphériques sont égaux (ou symétriques) quand ils ont un côté égal adjacent à deux an~ gles égaux chacun h chacun (494, Coroll,).
On pourra résoudre, comme au numéro cité, ce problème : Etant donnés un côté d'un triangle sphérique et les tleux angles adjacents , trouver le troisième angle et les deux autres côtés.
VII. Deux triangles sphériques sont égaux (ou symétriques ) quand ils ont leurs trois angles égaux chacun à chacun (495, Coroll.).
. On pourra résoudre, comme au numéro cité, ce pro blême : Etant donnés les trois angles d’un triangle spké rique , trouver ses côtés.
Remarque. Dans toutes les propositions relatives à la comparaison des triangles sphériques , il s’agit toujours de triangles tracés sur une même sphère ou sur des sphères de même rayon.
Applications. La considération des triangles sphériques trouve une application continuelle dans la Géodésie et dans l’Astronomie. Pour en donner un exemple, supposons que l’on propose ce problème:
Etant données les longitudes L et L' et les latitudes 1 et r de deux points M et M' du globe (fig. 48t), situés dans l'hémisphère nord et h l’est du méridien de Paris , trouver la plus courte distance de ces points sur la surjace terrestre.
La plus courte distance cherchée est l’arc de grand cercle MM' qui passe par ces deux points (572, Kem.). Soient PMwi et PM'w' les méridiens des deux points donnes, mm' l’arc de l’équateur compris entre ces méridiens, P le pôle et O le centre de la terre. L’arc cherché MM' et les portions PM et PM' des deux méridiens forment un triangle sphérique dans lequel on connaît : 1“ le côté PM, car on a PM = P/?i — Mw==90® — l; 2“ le côlé PM', car on ajde même PM' = Pw' — M'w'
D: : hi rîoo^lc’
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— 90' r i 3° l’anglti MPM , car l’axe OP clii globe étant
perpendiculaire au plan deréquatcur, et, par conséquent, aux rayons O/;/ et O m, l’angle de ces rayons, ou l’arc mm compris entre ses côtés, mesure l’angle dièdre des deux méridiens, c’est-à-dire l’angle MPM' du triangle sphérique. Or, cet arc est évidemment la différence entre les longitudes données L' et L. On connaît donc dans le triangle sphérique PMM' deux côtés et l’angle compris, et il s’agit de déterminer le troisième côté; c’est le problème du n“ 493.
La valeur du troisième côté s’obtiendra ainsi en degrés et fractions de degré, puisqu’après l’avoir déterminé graphiquement on pourra le mesurer au rapporteur. Mais il .sera facile d’en déduire la longueur de l’arc MM' en myriamètres, car si l’on nomme <1 l’expression de ce troisième côté en degrés et fractions de degré, et R le rayon de la terre, on aura :
MM' : 2irR \:d: 360", d’où * •
JOO
Si, par exemple, on a trouvé 15' ou 187.5', comme
on a R = 636“>y-,62 ; on en déduira, en réduisant les 860“ en minutes ,
1 X -55 X 636«"y-,62 X >8-5' xi3 X ïiSoo'
34'ny>-,3l.
Remarque. Nous avons supposé que les deux points donnés étaient situes tous deux dans l’hémisphère nord, et à l’est du méridien de Paris, auquel les longitudes sont supposées rapportées. Si l’un de ces points, le point ]\I par exemple, était situé dans l’hémisphère .sud, sa distance au pôle nord serait 90“ -j- /, au lieu de 90“ — l. Si l’un de ces points, le même point M par exemple, était situé à l’ouest du méridien de Paris, la distance en longitude des deux points donnés serait L' + L, au lieu d’être L' — L.
567. — Si l’on voulait, par quatre points donnés, non situes dans un même plan, faire passer une surface
sphérique, tout se réduirait îi en déterminer le centre. .Pour cela , on chercherait le centre du cercle qui passe par trois des points donnés, et par ce centre on élèverait une perpendiculaire au plan de ces trois points; cette perpendiculaire passerait évidemment par le centre de la sphère demandée (554 , Coroll. ,1). On se procurei*ait de la même manière une seconde droite passant par ce centre; l’intersection de ces deux droites déterminerait le point cherché. On applique avec avantage la méthode des projections à la solution de ce problème ; nous ne nous y arrêterons pas.
668. — TnÉORÊME. Tout plan MN (fig. perpendiculaire à l’extrémité d’un rayon OA d’une sphère ^ est tan^nth cette sphère. Car si l’on joint le centre O de lasphèreàun point quelconque B du plan, autre que le point A, l’oblique OB sera plus longue que la perpendiculaire O A ; le point B est donc situé hors de la sphère. Et comme ce point B est quelconque, il en résulte que le plan ne peut avoir que le point A commun avec la surface sphérique, et lui est, par conséquent, tangeiit en ce point.
569. — Théobéme. Tout plan MN (Og. 482), tangent en A à une surface sphérique, est perpendiculaire au rayon O A qui aboutit au point de tangence. Car tous les points de ce plan tangent , à l’exception du point de tangence A , sont situés hors de la sphère. La droite OA est donc , la plus courte distance du pointO à ce plan; cette droite est donc la perpendiculaire abaissée du point O sur ce plan. ,
Remarque. Lorsque deux plans tangents h une même sphère sont parallèles, les points de contact sont les extrémités d’un même diamètre ; car le diamètre mené perpendiculairement à l’un de ces plans est nécessairement perpendiculaire à l’autre, et ses extrémités sont les points de tangence, d’après le théorème qui précède.
Il suit de là que ce diamètre est précisément égal à la distance des deux plans tangents.
Appmcations. 1. La remarque qui précède fournit un moyen de mesurer le diamèti’e d’une sphère donnée. Pour
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cela, on dispose deux plans verticaux parallèles sur un mcMue plan horizontal , de manière à pouvoir faire varier et mesurer leur distance. On interpose entre ces plans la sphère dont il s’agit; on rapproche les plans jusqu'à ce qu'ils soient tangents tous deux; et leur distance, mesurée par la perpendiculaire commune h leurs traces horizontales , est la longueur du diamètre cherché. On j)ourrait employer, à cet effet, l’appareil représenté iig. 469, ou un appareil analogue.
II. L’horizon sensible pour chaque point de la surface du globe est le plan langent à cette surface, mené par le point (|ue l’on considère. Chaque lieu du globe a donc son horizon particulier. La verticale de chaque lieu étant perpendiculaire à l’horizon n’est autre que la normale de ce lieu , c’est-à-dire la droite menée par ce point perpendiculairement au plan tangent: chaque lieu a donc aussi sa normale ou sa verticale particulière. Si la terre était parfaitement sphérique, toutes ces normal(^6 iraient concourir au centre du globe.
570. — L’intersection d’une surface sphérique et d’une surface cylindrique est, en général, une courbe à double courbure. Cette intersection se compose de deux courbes distinctes lorsqu’il y a pénétration , c’est-à-dire quand toutes les génératrices de la surface cylindrique rencontrent la sphère. Elle se compose d’une seule courbe quand ily arrachement, c’est-à-dire quand une partie seulement de ces génératrices rencontre la sphère. Quand il y a pénétration et que l’axe de la surface cylindrique passe par le centre de la sphère, l’intersection se compose de deux circonférences égales à la directrice de la surface cylindrJque.
Pour obtenir l’intersection en question, la méthode générale consiste à couper les deux surfaces par une série de plans parallèles à l’axe de la surface cylindrique, et à déterminer les points où les génératrices contenues dans chacun de ces plans rencontrent la circonférence suivant laquelle ce plan coupe la sphère.
Ai’PMCatiox. Les architectes ont à construire l’intersection d’une surface cylindriqucavec une surface sphé-
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Pique, lorsqu'ils veulent pratiquer une fenêtce cintrée sur un dôme, ou lorsqu’une voûte en berceau doit déboucher dans une voûte sphérique.
571 . — Si par tous les points de l’équateur d’unesjAière on mène des parallèles à l’axe , chacune d’elles est tangente à un méridien , et toutes ces parallèles forment, une surface cylindrique qui a l’équateur pour directrice, et qui est tangente à la sphère. . ^
Comme tous les grands cercles peuvent être pris indiffér^nunent pour l’équateur, chacun d’eux peut déterminer une surface cylindrique égale à la première. Il en résulte que, lorsqu’une surface cylindrique est tangente à une sphère, la première de ces surfaces peut tourner comme on voudra autour de son axe, et la seconde autour de son centre , sans que le contact cesse d’avoir lien.
APPX.1CATION8. 1. C’est d’après ce principe que l’on emploie dans les arts, et notammment dans l’artillerie, des calibres cylindriques pour vérifier le diamètre des sphères.^
II. Les rayons solaii'es qui viennent raser une surface sphérique forment une surface cylindrique tangente à la sphère; car ces rayons peuvent être considérés' comme parallèles, à cause de l’éloignement du soleil. La ligne de séparation entre l’ombre projetée par la sphère sur une autre surface quelconque et la partie éclairée est donc l’intersection de cette dernière sûrface avec une surface cylindrique.
Ainsi , le contour de l’ombre qu’une boule sphérique éclairée par le soleil projette sur un plan, est l’intersection d’une surface cylindrique et d’un plan , c’est-àdire une ellipse, dans le cas le plus général.
L’ombre qu’une pareille boule projette sur une nuiraille cylindrique ou conique fournirait l’exemple de l’intersection de deux surfaces cylindriques, ou d’une surface cylindrique et d’Une surface conique.
Si cette ombre était projetée sur une sphère j on aurait un exemple de l’intersection d’une surface cylindrique et d’une surface sphérique.
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!II. Deux de ces exemples d’intersection se i-encon- Irent dans le tracé de Vombrc d'une niche ((ig. 483). On sait que les niches destinées à recevoir desstatiies présentent une portion de surface cylindrique tangente à une portion de sphère. L’intersection de cette dernière avec Je plan du mur dans lequel la niche est pratiquée est une demi-circonférence. L’inclinaison des rayons solaires peut être telle que l’ombre de cette demi-circonlérence se projette, en partie, sur la surface cylindrique et, en partie, sur la .sphère. Mais la surface cylindrique ormce par les rayons solaires qui viennent raser cette demi-circonférencc est une surface cylindrique oblique.
L intersection d’une surface conique avec une sphere est généralement une courbe à double courbure. Celte intersection se compose de deux courbes distinctes lorsqu il y a pénétration, c’est-à-dire quand toutes les génératrices de la surface cylindrique rencontrent la sphère. Mais ici la courbe d’entrée diffère de la courbe de sortie, circon.stance qui n’a pas lieu dans l’intcrsectiou d’une surface cylindrique avec une autre surface cylindrique ou avec une sphère. Quand l’axe de la surface conique pa.sse par le centre de la sphère, intersection se comjiose de deux circonférences inégales, situées dans des plans perpendiculaires à l’axe de la surface conique.
Pour obtenir l’intersection en question, la méthode generale consiste à couper les deux surfaces par une série de plans perpendiculaires à l’axe de la surface conique, ou bien pas.sant par cet axe, et à chercher les points où les deux intersections se rencontrent.
Applications. I. Les architectes ont quelquefois à pratiquer des ouvertures à voûtes coniques dans un dôme; mais ordinairement l’axe de la surface conique va pas.scr par le centre de la sphère, en sorte que l’intersection est une circonférence de cercle.
II. La perspective offre aussi une application de l’intersection qui nous occupe. Lorsque le plan du tableau est remplacé par une surface sphérique, comme cela arrive lorsqu il s’agit de peindre une coupole, la per-
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spcclive du coulour d’un objet supposé placé au delà de colle coupole est riiilersection de la surl'ace spliérujue avec la surface conique que foriueid les rayons visuels menés de l’œil du spectateur aux différents points de ce contour.
573. — Si, par un point pris sur le prolongement de raxe d’une surface sphérique, on mène des tangentes, à tous les méridiens, ces tangentes auront évidemment même longueur, les points de contact seront également distants de l’axe,* et formeront la circonférence d’un petit cercle, dont le plan sera perpendiculaire à cet axe. Les tangentes elles-mêmes formeront une surface conique droite , qui sera tangente à la sphère.
ArpucxTioxs. Les rayons partis d’un point lumineux qui viennent raser une sphère forment une surface conique droite. La séparation entre l’ombre que projette celle sphère sur une surface quclconcpie et la partie éclairée est l’interscelion de cette dernière surface avec la surface conique en question.
Ainsi le contour de l’ombre, qu’une boule sphérique éclairée par une bougie projette sur un plan, est l’intersection d’une surface conique et d’un plan, c’est-à-dire un cercle, une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant la position du plan. ,
L’ombre qu’une pareille boule projette sur une surface, cylindrique ou conique fournirait l’exemple de l’intersection d’une surface cylindrique et d’une surface conique, ou bien de deux surfaces coniques. Si cette ombre était projetée .sur une sphère, on aurait un exemple de 1’inter.section d’une surface conique et d’une surface sphérique.
574. — Théorème. Deux surfaces sphériques ne peuvent se couper que suivant une circonférenee dont le plan est perpendiculaire a la ligne des centres. Car soient O et C (fig. 484) leurs centres, lU et M' deux points communs aux deux surfaces. Tirons les rayons OM, CM, O’il', CM'; joignons OC, abai.ssons sur OC la perpendici’.l.airc ?ifP, et joignons IM'P. Les triangles OMC et O.M'C ont leurs trois cotés égaux chacun à chacun ; ils
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sont donc égaux, et il en résulte que l’angle M OC est égal à l’angle MOC. Les triangles O MP et OM'P ont, parconséquent, un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun; ils sont donc égaux, et l’angle ÜPM' est droit comme l'angle O PM.
Il suit de là que les points M et M' appartiennent au plan mené par le point P perpendiculairement à OC; et comme ces points sont deux points quelconques communs aux deux sphères , il en résulte que tous les points communs sont dans le plan dont nous parlons, et forment , par conséquent , l’intersection de ce plan avec la sphère, c’est-à-dire une circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres OC.
ConoixAinE I. Lorsque deux surfaces sphériques ont un point M commun hors de la ligne des centres, elles se coupent; car si l’on fait tourner le triangle OMC autour de 0(’, dans toutes les positions de ce triangle, le point M appartiendra aux deux sphères.
CoROixAiRE II. Lorsque deux surfaces sphériques sont tangentes l’une à l’autre , le point de contact est situé sur la ligne des centres; car s’il était situé an dehors, les deux surfaces se couperaient.
CoRoix.AiRE III. En examinant les diverses posilions relatives que peuvent avoir deux sphères, on reconnaît que les conditions énoncées aux numéros 104 à 108 s’appliquent aux sphères comme aux cercles.
Application. Dans une pile de boulets, d’obus ou de bombes, toutes les surfaces sphériques de ces projectiles sont tangentes entre elles; on connaît, par conséipient , les distances mutuelles de leurs centres lorsque leurs rayons sont connus.
De quelques autres surjaccs de révolution.
575. — Dans une surface de révolution quelconque, on donne encore le nom de pôles aux extrémités de l’axe, quand toutefois cet axe rencontre la surface. On nomme sections méridiennes celles qui sont faites par
des plans passant par Taxe; ces plans eux<-mèmes t se uomineiit plans méridiens. D’après le mode de génération des surfaces de révolution , toutes lès sections méridiennes sont des génératrices. On donne le nom de parallèles aux cercles qu’on obtient en coupant la surface par des plans perpendiculaires à son axe.
Tout plan tangent à une surface de révolution doit contenir la tangente au parallèle qui passe par le point de contact , et l’on ferait voir facilement que cette tangente est perpendiculaire au méridien du point de contact. Le plan tangent lui-méme est donc perpendiculaire à ce méridien (444); d’ailleurs, il doit contenir la taii-^ gente à la section méridienne menée par le point de contact. Pour obtenir le plan tangent à une surface de révolution en un point donné sur cette surface , il faut donc mener un méridièn par le point donné, mener par ce point une tangente à la section méridienne, et mener enfin par cette tangente un plan perpendiculaire au méridien.
576. — Parmi les surfaces de révolution , on doit remarquer celle qui a pour génératrice une ellipse , et que l’on nomme ellipsoïde de rcvolnlion. On obtient deux surfaces différentes, suivant qu’elle est engendrée par la rotation de l’ellipse autour de son grand axe (fig. 485) y ou autour de son petit axe (fig. 486). Dans l’un ou l’autre cas, la section faite perpendiculairement h l’axe, à égale distance des deux pôles , porte encore le nom d’c^«ateur. - > • *
Application. La surface engendrée par la révolution d’une ellipse autour de son petit axe (fig. 486) mérite surtout d’être remarquée , parce que la surface du globe terrestre peut lui être assimilée. Seulement V aplatisse'ment du globe est peu considérable , c’est-à-dire que le petit axe de l’ellip.se génératrice diffère peu du grand. Le rayon du pôle , c’est-à-dire le demi petit axe de l’ellip.se génératrice a environ 63.56824™, et le rayon de l’équateur, c’est-à-dire le demi grand axe de cette ellipse, a environ •6376984'«, en sorte que la différence ou l'aplatissement' est de 20660*“, ou un peu plus de
Dr-
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vingt myriamèti’ps et demi, c’est-à-dire environ nn 308* du ra}on de l’équateur.
577. — Les surfaces annulaires y c’est-à-dire qui sont engendrées par la révolution d’une circonférence de cercle autour d’un axe qui ne la coupe pas (fig. 487) , trouvent aussi leur application. Telle est la surface des anneaux dont sont garnies les murailles des quais et des ports, et qui servent à amarrer les embarcations. I.a gorge d’une poulie (fig. 488) offre une portion de surface annulaire qui tourne sa convexité vers l’axe de la poulie. Le tore (fig. 489), sorte de moulure qui unit une colonne à son piédestal, offre, au contraire, une portion de surface annulaire qui tourne sa concavité vers l’axe de la colonne. Enfin la voûte d’une galerie circulaire est ordinairement une surface annulaire, ou, du moins, la partie supérieure d’une pareille surface supposée coupée par son équateur.
578. — La surface que l’on donne aux colonnes mérite aussi d’être remarquée. Celte surface, qui est une surface de révolution, n’est cylindrique que jusqu’au tiers de la hauteur de la colonne, à partir du bas ; au delà de ce tiers, les cercles parallèles vont en diminuant jusqu’à la partie supéi’ieure de la colonne , où le rayon du dernier parallèle diffère d’un sixième de celui de la base. Riais ce décroissement ne se fait pas d’une manière uniforme; en sorte que la section méridienne n’est pas une ligne droite. Voici comment les architectes tracent cette section méridienne.
Soient BD (fig. 490) l’axe de la colonne; AB le rayon du parallèle mené au tiers de la hauteur; CD le rayon du dernier parallèle, lequel est d’un sixième moindre que A B. Du point B comme centre, avec A B pourrayon, on décrit un quart de circonférence; par le point C on mène à BD une parallèle CI, qui coupe en I cette circonférence. On divise l’arc AI et la droite BD chacun en six parties égales, l’une à partir du point A, l’autre à partir du point B. Par tous les points de division de l’arc on mène des parallèles à BD, et partons les points de division de BD on mène des parallèles à
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AB. Les points où se rencontrent les droites menthes par les points de division du même rang appartiennent à la courbe cliercliée, que l’on trace ensuite à la main en unissant les points ainsi déterminés.
579. — Toutes les surfaces de révolution peuvent être produites à l'aide du tour, en guidant la pointe de l’outil de manière qu’il décrive une des sections méridiennes, c’est-à-dire une génératrice. C’est ainsi que se façonnent la plupart des vases en poterie, et une foule d’objets d’utilité ou de luxe, en bois, en ivoire, en métal , etc.
CHAPITRE XV
‘ Notions de Gnoinoiiique.
580. — La Gnomonique est l’art de construire les cadrans solaires; cet art offre une des applications , sinon les plus utiles, du moins les plus intéressantes , de quelques-unes des notions précédentes.
On sait que sur un cadran solaire l’heure est indiquée par la position de l’ombre qu’y projette une ligne fixe nommée style. On donne à ce style , qui |>eut être considéré comme une ligne droite, une direction parallèle à l’axe de la terre; et l’étendue du globe terrestre, quoique immense par rapport à nous, étant négligeable par rapporta sa distance au soleil, puisque cette distance équivaut à plus de 12000 fois le diamètre de la terre, on peut, sans qu’il en résulte d’erreur sensible, admettre que le mouvement diurne apparent du soleil s’exécute autour du style , ou du moins autour de son prolongement.
Les droites menées à un instant donné, du soleil à tous les points du style, déterminejil un plan dont l’inlersection avec le plan du cadran est la direction de l’ombre pi'ojetée sur ce cadran par le style; les plans menés ainsi par le style et par le soleil aux différentes heures du jour sont ce que l’on nomme les plims horaires; et leurs intersections avec le plan du cadran forment les hsf/ies horaires, 'l’out le |)roblènie de rétablissement d’un
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cadran solaire consisle donc 1“ à donner au st}le une direction parallèle à l’a\e de la terre; 2° à trouver les lignes horaires.
581. — Tonte parallèle à Taxe de la terre détermine av(‘c cet axe un plan , lecjuel n’est autre chose qu’un plan méi-idien, puisqu’il passe par l’axe de la terre. 11 suit de là que le style doit être dirigé dans le plan méridien qui passe par le point oii il doit être fixé.
La première chose à faire est donc de déterminer la direction de ce plan méridien. Or, tout plan méridien est un plan vertical ; car si par un de ses points on élève une verticale, elle pas.sei'a par le centre de la terre, et aura, par conséquent, deux de scs points dans ce plan méridien et y sera contenue tout entière; mais tout plan qui contient une verticale est un plan vertical; donc tout plan méridien est vertical. Pour déterminer la direction du plan méridien d'un lieu, il suffit donc de déterminer sa trace horizontale que l’on nomme une lign^ mrridicnne , ou simplement une incridienne.
On peut employer pour cela plusieurs moyens :
D’aliord, l’ombre tl’un fil à plomb sur un plan horizontal à l'instant de midi est évidemment une méridienne, puis{|ue le soleil est alors, ainsi que le fil à plomb, dan.s le plan méridien. Si l’on n’a aucun moyen de déterminer l’instant précis où il est midi, on peut y suppléer de la manière suivante : on trace sur un plan horizontal plusieurs circonférences concentriques ( fig. 491 ) au centre O' desquelles on élève une tige verticale; on observe avant midi le moment où l'extrémité de l’ombre de la tige vient passer sur l’une de ces circonférences, et l’on marque le point A où s'opère le passage; on observe après midi le moment oii l'extrémité de l’ombre de la tige vient pa.s.ser sur la même circonférence, et l’on marque le point A' f)ù le passage .s’opère ; on joint O A et O A', et la droite O M , qui divise en deux parties égales l’angle A O A', est la méridienne cherchée; car la marche du soleil peut être considérée comme symétri(|ue par rajjport au méridien.
On peut encore, pour déterminer la mé'ridienne, faire
by lîrioglc-
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usage de la boussole. On dispose rinslrument de manière cpie l’aiguille marque 22“ environ à l’esl; comme celte valeur est précisément celle de la déclinaison de 1 aiguille aimantée (ù Paris du moins), on est assuré que la ligne de loi de la boussole est dirigée suivant lu ligne nord et sud, c’est-à-dire suivant la méridienne.
Dans toiis^ les cas, lors{|u’on a déterminé une méridienne, si Ion a besoin de mener une seconde méridienne par un autre point, on peutse contenter de mener une parallèle ù la première, car, dans une étendue môme assez grande, les méridiennes sont sensiblement parallèles.
582. — -Il s’agit maintenant dedéterminer l’angle que le style doit faire avec la méridienne. Soient P.AP' (fig. 492) le méridien du lieu; A, le point du globe où l’on .se trouve; AV, la verticale; AH, la ligne méridienne; AS, la direction du style parallèle à l’axe PP du globe ;enfin, OE I intersection du méridien P A P' avec l’équateur. Il est facile de voirqueles anglesS A Met AOE sontégaux, comme ayant^ leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun, savoir : AH perpendiculaire à AV, comme étant Tune horizontale, l’autre verticale, et AS perpendiculaire àOE, comme étant parallèle à PP, qui est perpendiculaire à l’équateur et, par conséquent, à la droite OE, menée par son pied dans ce plan. Or, l’angle AOE , ou plutôt l’arc AE , qui exprime la distance, comptée sur l’équateur, entre l’équateur et le point A , est ce qu’on appelle la latitude de ce point. L’angle S A H , que doit faire le style avec la méridienne , est donc égal à la latitude du lieu.
583. — Si le plan du cadran doit être horizontal, rien déplus facile, d’après ce qui précède, que de donner au style la direction convenable. On trace une méridienne; on fait passer par cette méridienne un plan vertical , et <1ans ce plan on mène une droite qui fasse avec la méridienne un angle égal à la latitude du lieu. Cette droite indique la direction du style.
Supposon.s maintenant que le plan du cadran soit vertical. Soit X Y (fig. 49.3) la ligne de terre, c’est-à-dire
' GKOMIÉTRIE DANS l’ ESPACE. 441
l’intersection du plan de l'horizon avec le plan vertical du mur sur lequel le cadran doit être établi. Soit OS le style : du point O, dans le plan du mur, abaissons OH perpendiculaire sur la ligne de terre, c’est-à-dire verticale. Soit HM la méridienne : du point S, abaissons SA perpendiculaire sur OH, et SB perpendiculaire sur le plan du mur. La droite SA sera horizontale, puisqu’elle est perpendiculaire «à la verticale O H ; la droite SB sera aussi horizontale, puisqu’elle est perpendiculaire au plan dumur,quiestverlical.Le plan des droites SA et SB est donc horizontal , et sa trace sur le plan du mur sera une droite AB, parallèle à la ligne de terre. Les droites OS et II M étant toutes deux dans le plan du méridien ,1a droite A S est aussi dans ce plan, puisqu’elle y a deux points ; d’ailleurs , la verticale OH est perpendiculaire à la méridienne HM, qui est horizontale : les droites A Set H M, situées dans un même plan et perpendiculairesà une même droite, sont donc parallèles entre elles, lien résulte d’abord que l’angle OS A exprime l’inclinaison du style par rapport à la méridienne, et est, par conséquent, égal à la latitude du lieu, lien résulteensuile que les angles B A S et Y H M ont leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens, et sont, par conséquent, égaux; c’est-à-dire que l’angle BAS est égal à l’angle que fait la méridienne avec l’horizontale menée au pied du mur, angle que l’on nomme V azimut de ce mur, et que l’on peut mesurer directement.
Dans le triangle rectangle OA S, on connaît l’hypo- IhénuseOS, qui est la longueur du style, et l’angle aigu OSA et, par conséquent, son complément AO S; on peut donc déterminer le côté AS. Dans le triangle BAS, qui est rectangle en B, puisque SB est perpendiculaire sur le plan du mur, on connaîtra alors l’hypothénuse A Set l’angle aigu B AS; on pourra donc aussi construire ce triangle. De là la construction suivante :
Au point O (fig. 494), sur le mur même, faites l’angle S'OH égal au complément de la latitude du lieu ; prenez OS' égal à la longueur du style; du point S'abaissez sur O H la perpendiculaire SB. Au point A, faites l’au-
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gle BAS" ëgfll à l’azimut du mur; prenei: AS'‘^Aÿ, et du point 6" abaissez S"fi perpendiculaire sur AB. Ima» ginez maintenant qUe tes deux triangles OAS' et ABS" soient relevés de manière à ce que les côtés égaux AS' et AS" coïncident» le côté OS' aura la direction qu’il faut donner au style.
Chacun des triangles OAS' et ABS" peut être cob4 struit au moyen de trois lattes; on les fixera sans peine sur le mur, dans la position que nous venons d’indiquer et que représente la figure 493; on n’aura plus alom qu’à sceller le style dans le mur, de façon que sa direc>r tion coïncide avec celle de l’hypotbénuse OS. i Dans le cas particulier où le plan du cadran serait parallèle à l’équateur, il suffirait que le style fût perpen» diculaire au cadran. ,
584. — Voyons màinlenant comment on peut déter-» miner les lignes horaires.
' Imaginons d'abord, pour plus de simplicité , que le plan du cadran soit parallèle à l’équateur : le style, étant perpendiculaire au cadran , les plans horaires qui passent par le style seront eux-niémes perpendiculaires à ce cadran, et leurs traces sur le cadrai) , c'est-à-dire le.s lignes horaires, ferontentre elles des angles qui serviront de mesure aux angles dièdres fornaés par les plans ho» raires.
Or, la marche diurne apparente du soleil étant uni» forme, les angles dièdres formés par les plans horaires eonsécutifs sont égaux entreeux; il en est donc de même des angles formés par les -lignes horaires conséoutivea ; et chacun de ces angles est la 34* partie d^ 4 angles droits.
Tout se réduit donc à ti'ouver l’une des lignes horaires; la ligne de midi, par exemple. Pour cela^ soient O (fig. 495) le pied du style, et AB une horizontale menée par le point O dans le plan du cadran : le plan méridien qui passe par le point O, étant perpendiculaire au cadran puisqu’il l’est à l’équateur qui lui est parallèle, et étant aussi perpendiculaire au plan horizontal qu’on mènerait suivant A H, puisqu’il est vertical, est [lerpen»
GKOMKTRÎF. DANS LFSPACK. A\^
tlinil.TÎiv à rinterseetion Ali de ce plan liorizontal avec le cadran. La droite AK, étant perpendicidaire an méridien, est perpendiculaire à son inttrseclion avec le cadran, puisque celte intersection passe nécessairement ]>ar le point O, qui est le pied de AB dans le méridien.
Si donc, par le point O, on mène ()M. perpendiculaire à A B, cette droite OM sera rinterseetion du plau du cadran avec le méridien , c’est-à-dire la ligne hoéaire qui correspond à midi.
Du point O comme centre, avec OM pour rayon, décrivons une circonférence; prenons, à partir du point M , à droite et à gauche de OM, une suite d’arcs égaux à la 24® partie de cette circonférence, et menons des rayons à tous les points de division : ces rayons sei’onl les lignes horaires, 1. es rayons OA,OB correspondront à 6 heures du matin et à 6 heures du soir, et tous les rayons placésa U -dessous du diamètre A B correspondront aux heures intermédiaires.
Suivant l’époque de l’année et la latitude du lieu, il pourra arriver que le soleil projette l’omhre du style sur le cadran avant fi heures du matin et après 6 heures du soir; on aura besoin alors de quelques-unes des lignes horaires placées au-dessus du diamètre AB. 11 pourra arriver, au contraire, que l'on n'ait d’omhre qu’après fi heures dn malin , et qu’elle cesse avant fi heures du soir; dans ce cas, quelques-unes des lignes horaires placées au-de.ssous de A B seront inutiles.
.'>85. — Supposons maintenant que le plan du cadran soit horizontal. Soient P (fig. 496) le pied du style, et PO la méridienne. Faisons l’angle O PS égal à la latitude du lieu; prenons PS égala la longueur du style, et menons SM perpendiculaire à PS. Si l’on redres.se verticalement par la pensée le triangle PSAI, il se confondra avec le . méridien, et la droite PS aura la position du sty le. Imaginons, par le point S ainsi redres.sé, un plan perpendiculaire au style, il sera parallèle à l’équateur et perpendiculaire au méridien, par conséquent; d'ailleurs, le plan horizontal est aussi perpendiculaire au méridien; la trace horizontale XA du plan dont nous par-
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Ions sera-donc rinlersection de deux plans perpendiculaires au méridien, et sera elle-même perpendiculaire à ce méridien et, par suite, à la méridienne PO|ainsi qu'à la droite iUS, qui passent par son pied M dans le méridien. De plus, la droite S ISf, perpendiculaire à P S, sera contenue dans le plan perpendiculaire à PS. Dans ce plan, qui e.st parallèle à l’équateur, comme nous l’avons dît, traçons un cadran solaire dont PS soit le style, le pied de ce style étant alors le point S; et, pour plus de commodité, rabattons ce plan surle plan horizontal, en le faisant tourner autour de XY comme charnière. La droite SM, étant perpendiculaire à XY, viendra se rabattre sur la méridienne PO, et le point S tombera en un point O, tel qu’on ait MS = MO.
Du point O comme centre, avec OM pour rayon, décrivons une circonférence; le rayon O M, étant dans le méridien, représente la ligne horaire de midi. Prenons, à partir du point M, une .série d’arcs égaux à la 24® partie de la circonférence, et menons des rayons à tous les points de division : ces rayons seront les lignes horaires du cadran parallèle à l’équateur, rabattues avec ce cadran sur le plan horizontal.
Prolongeons ces lignes horaires jusqu’à leur rencontre avec X Y ; les points 1,2, 3, 4, 5 appartiendront aux plans horaires et au plan horizontal. Mais le point P, qui est le pied du style sur le plan horizontal , appartient aussi* aux plans horaires et au planhonzontal. Les droites P 1, P2, P3, P4, P5 sont donc les traces horizontales des plans horaires , c’est-à-dire les lignes horaires du cadran horizontal.
On n’a plus qu’à répéter à la gauche de la méridienne les constructions opérées à sa droite. Ces constructions, pour plus de commodité, s’opèrent ordinairement sur le papier, au moyen d’une échelle de réduction, et l’on en rapporte les résultats sur le plan du cadran , en ayant égard à cette échelle.
Les lignes horaires extrêmes s'étendant à unedistance assez grande du point M, on remédie à cet inconvénient en prenant une longueur MC proportionnelle à la moi-
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tlé de la largeur du cadran , et élevant au point C une droite CD perpendiculaire à XY. Cette droite coupe les lignes horaires extrêmes en certains points a, b, ci l’on reporte les longueurs ca, c b sur le côté du cadran luimême, en les augmentant dans le rapport déterminé par l’échelle de réduction adoptée. On opère de même à la gauche de lu méridienne, ou plutôt on ne fait que copier de ce côté ce qui a été fait de l’autre , attendu que la méridienne divise le cadran en deux parties symétriques ((ig. 497).
Remarques. I. Le diamètre A B (fi g. 496) étant parallèle à XY, les lignes horaires du cadran parallèle à l’équateur qui correspondent à 6 heures du matin et à 6 heures du soir ne peuvent point rencontrer X Y ; et comme les lignes horaires correspondantes du cadran horizontal doivent être menées au point de concours de AB et de X Y, il en résulte qu’elles doivent être parallèles à X Y.
II. Les plans horaires qui sont à 12 heures d’intervalle l’un de l’autre sont évidemment surleprolongement l’un de l’autre; il en est donc de même des lignes horaires correspondantes : ainsi (fig. 497) la ligne horaire qui correspond à 5 heures du matin est sur le prolongement de celle qui correspond à 7 heures du soir, eivice versd.
586. — Supposons enfin que le plan du cadran soit vertical. Soient O (fig. 498) le pied du style; X Y l’horizontale qui forme le pied du mur sur lequel le cadran doit être établi ; O H une perpendiculaire abaissée du point O sur XY, c’est-à-dire une verticale; et H M la méridienne. Le plan du mur est supposé rabattu sur le plan horizontal ; les droites HO et HM sont les traces du plan méridien.
Au point H, élevons H O' perpendiculaire à HM; prenons HO' = HO; au point O', faisons l’angle HO P égal au complément de la latitude du lieu. Le point P ainsi déterminé sera le point où le style prolongé viendrait percer le plan horizontal; car il est facile de voir que le triangle O' HP n’est que le rabattement de celui que forment la verticale OH, la méridienne H P et le style prolongé; ce triangle est, en effet, rectangle en II,
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puisque OU (liant une verticale est perpendiculaire à l’horizontale H M.
Cela posé, traçons un cadran horizontal , en prenant le point P pour le pied du stvle. Les lignes horaires prolongées viendront couper la droite. X Y en certains points 1, 2, 3, etc., qui appartiendront aux plans horaires et au plan du mur; mais le point 0 appartient aussi aux plans horaires, puisqu’il appartient au style, et il appartient d’ailleurs au plan du mur. Les droites 01,02,03, etc., sont donc les traces verticales des plans horaires, c’est-à-dire les lignes horaires du cadran vertical.
Les constructions précéder les s’opéreront sur le papier, pour plus de facilité, et l’on en reportera les résultats sur le plan du cadran, en les augmentant dans le rapport convenable. Pour remédier à l’élendue des lignes horaires, on emploiera le même moyen (jiie pour le cadran horizontal (voyez la fig. 499).
Remarques. I. Sur un cadran ^ertical, les lignes horaires ne sont point disposées syinétricpiement par rapport à la ligne de midi. Cela ne peut avoir lieu qup quand ce plan est perpendiculaire au méridien, c’est-àdire quand son azimut est de 90 °.
II. Si, par le point P (fig. 498), on.mène une droite p q, parallèle à X Y, ou voit que toutes les lignes horaires qui seront situées au-dessous depq ne pourront rencontrer XY. Or, ces lignes horaires étant deux à deux sur le prolongement l’une de l’autre, il ne peut y en avoir que 12 au-dessus de /.» ÿ. Ainsi , un cadran vertical ne peut marquer plus de 12 heures différentes , quellesque soient la latitude et l’époque de l’année.
En effet, ce plan vertical , passant par le centre du globe, coupe en deux parties égales le cercle que décrit le soleil dans .son mouv(;raent diurne apparent; cet astre ne peut donc être de plus de 12 hemvs en avant de ce plan vertical. Au bout de ce temps il passe en arrière, et le plairdu cadran .se trouve dans l’ombre.
Il est évident d’ailleurs que le cadran vertical peut
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«Hre éclairé moins de 12 heures; cela dépend du temps <|ue le soleil passe au-dessus de l’horizon.
587. — On remplace quelciuelois le st}le par une plaque disposée en avant du cadran et percée d’un trou cii‘culaire. Au milieu de l’ombre projetée par la plaque, ou aperçoit un point lumineux, qui, en passant sur les lignes horaires, indique l’heure correspondante. Cel appareil se nomme un gnomon.
Il est évident que le tracé des lignes horaires est toujours le même, puisque le trou circulaire dont nous parlons, et qu’on nomme le centre du gnomon, peut être considéré comme l’extrémité d’un style. Mais, au lieu d’avoir à déterminer la position du style, comme le gnomon se place arbitrairement, on a à déterminer le centre du cadran, ou, si l’on veut, le pied du style fictif dont le centre du gnonmn est l’extrémité.
C’est ordinairement pour les cadrans verticaux que l’on emploie les gnomons; voici comment on déterminera , dans ce cas, le centre du cadran.
Du centre du gnomon, abaissons une perpendiculaire sur le plan vertical du cadran, et mesurons cette perpendiculaire. Soit B (fig. 4Ü4) le pied de cette perpendiculaire. âlenons par ce point la verticale BS” et l’horizontale BS'. Prenons BS’ égal à la longueur de la j)erpendiculaire mesui’ée. Au point S" faisons l’angle B S’A égal au complément de razimut du mur. A partir du point A ainsi déterminé, prenons sur BS' une longueur AS' égale à A S'. Au point A élevons une verticale indefinie. Au point S' faisons un angle AS'O égal à la latitude du lieu. Le point O où la droite S'O rencontrera la verticale AO sera le pied du style fictif, ou le centre du cadran; car il est facile de voir que cette construction est l’inverse de celle que nous avons employée pour déterminer la direction du style au n° 583, et que les triangles ABS’ et O A S' (fig. 483) ainsi construits .sont les mêmes que ceux qui nous ont servi au numéro cité.
I Ml
CHAPITRE I
* Des tétraèdres. '
688. — Il faut au moins quatre plans pour limiter en tous sens une portion de l'espace ; car si , avec trois j plans, on forme un angle trièdre, l’espace compris entre ses trois faces restera illimité dans le sens opposé au sommet; et pour le limiter dans ce sens, il faudra cou* per les trois faces par un quatrième plan. Le corps que l’on obtient ainsi a reçu le nom de tétraèdre (fig. 500). Les quatre plans qui forment un tétraèdre s’appellent ses faces ; ces quatre faces sont des triangles.
Un tétraèdre présente autant d’angles trièdres qu’il a de faces, c’est-à-dire quatre. Les angles dièdres formés par ces faces sont au nombre de six; il y a, par conséquent, six arêtes dans un tétraèdre. Le nombre total des angles plans dont se compasent les faces est de douze.
' Si l’on suppose que l’une des faces d’un tétraèdre S A B C (fig. 500) , la face ABC par exemple , soit posée sur II n plan horizontal, cette face sera ce que l’on nomme la base du tétraèdre, et le sommet S de l’angle trièdre opposé à cette base sera le sommet du tétraèdre.
11 n’est pas nécessaire néanmoins qu’une face soit horizontale pour pouvoir être considérée comme base, il suffit de concevoir qu’elle puisse le devenir. Ainsi, l’on
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pourrait regarder la face SAB comme la base du tétraèdre SABC; le point C serait aloi*s son sommet.
On nomme hauteur d’un tétraèdre la distance entre son sommet et sa base, c’est-à-dire la longueur de la perpendiculaire abaissée du sommet sur cette base.
Cette hauteur est souvent indispensable à connaître. Pour l’obtenir directement, on peut employer un moyen analogue à celui que nous avons indiqué (579) pour mesurer le diamètre d’une sphère. Imaginons deux plans horizontaux (fig. 501 ) susceptibles de s’écarter ou de se rapprocher l’un de l’autre à volonté, et supposons qu’on puisse lire leur écart sur une tige verticale divisée. On posera le tétraèdre par sa base sur le plan horizontal inférieur; on rapprochera ensuite le plan supérieur jusqu’à ce qu’il vienne toucher le sommet du tétraèdre, et la distance des deux plans horizontaux sera alors égale à la hauteur cherchée.
Ce moyen cesse d’être praticable quand la hauteur du tétraèdre excède une certaine limite; mais on peut alors l’obtenir par uneconstruction graphique. Soient en effet SABC(fig.502) un tétraèdre, SH la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base, c’est-à-dire la hauteur cherchée. Du pied H de cette perpendiculaire abaissons sur AB et sur BC les perpendiculaires H I et HR, et joignons SI et SK. Ces droites, en vertu du théorème du n° 41 3, seront aussi respectivement perpendiculaires à A B et à B C. Imaginons que les triangles ASB, BSC, ISHse rabattent sur le plan A B C , en tournant respectivement autour des droites AB , BCet 1 H ; la droite SI viendra se rabattre sur le prolongement de I H , et la droites K sur le prolongement de HR. Quant à la droite SH, elle se rabattra suivant une perpendiculaire à I H, et il sera facile de se procurer ce rabattement.
Pour cela, construisons sur un plan quelconque un triangle abc égal à la base ABC du tétraèdre donné. Construisons de même les triangles «S'é et ^»SV respectivement égaux aux faces A S B et BSC de ce tétraèdre. Des points S' et S’ abaissons sur les droites a b et bc les perpendiculaires S'^' et S'/ qui se rencontrent en un
Dii;-:- ^
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it. î.es trianglos l’cri angles B SIel SV ayant l’iiypo- Ihémise t'“galc et un angle aign (?ga1, savoir ;S'«/^ = S AB; puisque les triangles À SB et «S'Z> sont égaux, il en résulte qu’on a SV= S I et i/ = B T. On démontrerait de même qu’on a hk — B K.
f.es angles ihl; et IBK étant égaux par suite de l’égalité des triangles abc et ABC, si l’on faisait coïncider ces deux angles, le point I tomberait en i, et le point K en / ; la perpendiculaire IH suivrait la direction de la perpendiculaire /A , et la perpendiculaire KH suivrait celle de la perpendiculaire h h ; par consécpient, l’intersection H des deux perpendiculaires IH et KH coïnciderait avec l’intersection h des deux perpendiculaires ih et kh', il résulte de là que ih est égal à IH.
Élevons au point h une perpendiculaire à ih. Du point i comme centre , avec /S' pour rayon , décrirons un arc de cercle qui viendra couper en S" cette perpendiculaire, et joignons / S". Les triangles /S A et I S H seront égaux; car ils sont tous deux rectangles, et ont riiypothénuseégaleS '/=SV=»SI, et un côté égal /A = I H. Il en résidte qu’on a S' A = SH, c’est-à-dire que S"A est la hauteur demandée.
llemarque I. Q^ielle que soit la grandeur du tétraèdre projMisé, on pourra toujours exécuter sur le papier une construction analogue, à l’aide d’une échelle de réduction , au millimètre par mètre, ou au centimètre par mètre , etc.
liemarque H. INous avons supposé sur la figure que le pied H de la perpendiculaire SH tombait en dedans du triangle ABC, il pourrait tomber en dehors; mais cette circonstance n’empêcherait point d’appliquer les constructions précédentes.
589. — Théorème. Deux tètraèch'ex sont é^ux quand ils ont trois faces égales chacune h chacune et semblablement disposées. Soient les deux tétraèdres SABC, S'A'B'C (fig. 503), dans lesquels nous supposerons trois faces égales chacune à chacune et sembablement disposées, .savoir : SA B = .S'A'B , S B C = S'B'C', et S A C = .S' A'C'; je dis que ces télraèdj'cs sont égaux. Car il en résulte
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d’abord que les triangles A li C et A'B'C' ont leurs trois côtés égaux chacun à chacun , et sont, par conséquent , égaux. Par suite, les angles trièdres des deux tétraèdres sont égaxix chacun à chacun , comme ayant leurs trois faces égales chacune à chacune; et, par conséquent, leurs angles dièdres sont égaux chacun à chacun. Les deux tétraèdres ont donc toutes leurs parties égales chacune à chacune et semblablement dis|Xîsées; ces tétraèdres sont donc égaux.
C0UOLI.AIRE. Un tétraèdre est déterminé lorsque l’on connaît trois de ses faces et l’ordre dans lequel elles sont assemblées; car on en déduit immédiatement la quatrième face, puisque ses côtés sont connus; et les angles dièdres peuvent s’obtenir par la constniclion indiquée au 11° 402.
Application. Cette manière de déterminer un tétraèdre par ses faces s’emploie lorsque l’on veut construire un tétraèdre creux en carton , en fer-blanc, en tôle, etc. 11 .sullit de tailler les faces et la ba.se, de manière qu’elles soient égales aux triangles donnés, et de les assembler ensuite dans l'ordre indiqué.
ôOO. — TiiKonËviE. Deux tétraèdres sont égaux lors~ qu'ils ont un angle dièdre égaly compris enti-e deux faces égales chacune à chacune et semblablement disposées. Soient S ABC et S' A'B'C (fig. 503) deux tétraèdres dans lesquels on suppose les angles dièdres BASC, et B'ASC égaux, et les faces ABS, A C S respectivement égales aux faces A'B'S' et A C'S', et semblablement disposées; je dis que ces tétraèdres sont égaux. Car si l’on fait coïncider les faces égales ACS et A'C'S', les faces ABS et ABS' seront dans un même plan, puisque les angles dièdres B ASC et B'ASC' sont égaux. Les angles plans ASB et A'S B' étant égaux , la ligne S B' suivra la direction de SB; par une rai.son semblable, la ligneA'B' suivra la direction de AB. Par con.séquent, le point B' tombera en B , et les deux tétraèdres auront leur quatre .sommets communs et coïncideront dans toute leur étendue; donc ces tétraèdres sont égaux.
t'oKoi.LAinr. T^n tétraèdre est déterminé (piaml on
connaît deux de ses faces, l’angle dièdre qu’elles forment, et la manière dont elles sont assemblées. Car si ABS et ACS sont les deux faces données , on connaîtra deux faces de l’angle trièdre S et l’angle dièdre compris ; on pourra donc en conclure la troisième face par la consti'uction du n" 493. Pareillement, on connaîtra deux faces de l’angle trièdre A, et l’angle dièdre compris, on pourra donc en conclure la troisième face. Dans chacun des triangles B S Cet BAC, on connaîtra alors deux côtés et l’angle compris; ces triangles seront donc déterminés. Connaissant toutes les faces du tétraèdre , on en déduira ses angles dièdi'es par la construction du n° 493.
Appucatio:v. Lorsqu’on a à construire un tétraèdre plein, en bois, en pierre, en métal, on peut employer ce mode de détermination. On donne au bloc une face plane, sur laquelle on trace un triangle égal à l’une des faces connue^ , AS B par exemple. Suivant l’aréte AS on fait passer un pian qui fasse avec le plan ASB un angle dièdre égal à l’angle dièdre donné. Dans ce plan on trace un triangle égal à la seconde face connue ASC et disposé de la manière indiquée. Cela fait , on mène un plan par les trois points B, S, C et un autre plan par les trois points A , B , C , et le tétraèdre est construit.
591. — Tréorëme. Deux tétraèdres sont égaux lorsqu’ils ont une face égale, adjacente à trois an^s dièdres.égaux chacun a chacun et semblablement disposés. Soient S ABC et S' ABC' (fig. 503) deux tétraèdres dans lesquels on suppose les faces ABC et ABC égales, ainsi que les angles dièdres adjacents à ces faces; je dis que ces tétraèdres sont égaux. Car si l’on fait coïncider les faces égales ABC et A'BC', la face A'SB'sera dans le plan de la face ASB, et le point S' tombera sur un point de ce plan. Pareillement^ la face A'S C' sera dans le plan de la face ASC, et le point S' tombera sur un point de ce plan. De même encore, la face B'S'C sera dans le plan de la face BSC , et le point S tombera sur un point de ce plan. Le point S' devant tomber ainsi sur les trois plans A S B, ASC et BSC ne pourra se trouver qu’à leur point
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de rencontre B. Ainsi les deux tétraèdres auront leurs quatre sommets communs et coïncideront dans toute leur étendue; ces tétraèdres sont donc égaux.
Cunoi.LAiHS. Un tétraèdre est déterminé quand on connaît l’une de ses faces, ainsi que les angles dièdres qu’elle forme avec les trois autres. Car si ABC est la face donnée , on connaîtra, dans chacun des angles trièdres A, B , C, une face et les deux angles dièdres adjacents; on pourra donc en déduire le troisième angle dièdre et les deux autres faces (494). Dans chacun des triangles AS B , ASC, B SC, on connaîtra alors un côté et les deux angles adjacents; ces triangles seront donc déterminés; et tout .sera connu dans le tétraèdre.
Application. Ce mode de détermination pourrait être employé pour construire un tétraèdre plein. Pour cela, on donnerait au bloc sur lequel on aurait à opérer une face plane où l’on tracerait un triangle égal à la face connue du tétraèdre. Par les trois côtés de ce triangle, on ferait passer des plans qui fissent avec celui de ce triangle des angles dièdres égaux aux angles dièdres donnés; l’intersection de ces trois plans déterminerait le quatrième sommet du tétraèdre.
592. Théorème. Deux tétraèdres sont égaux lorsfjtCils ont une arete égale et tous leurs angles dièdres égaux chacun a chacun et semblablement situés. Soient S ABC etS'A'B'C (fig. 503) deux tétraèdres dans lesquels on suppose les arêtes SA et S'A' égales, ainsi que tous les angles dièdres semblablement .situés ; je dis que ces tétraèdres sont égaux. En effet, les angles trièdres S et S' ont leurs angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement situés ; ils sont donc égaux (495 , Coroll.), et ont, par conséquent , leurs faces égales; ainsi les angles A SB, A'S'B' sont égaux, ainsi que les angles ASC et A'S'C'. Par une raison semblable, les angles SAB et S'A'B' sont égaux, ainsi que les angles SAC et S'A'C'. Il en ré.sulte que les triangles AS B et A' S B' ont un côté égal SA = S'A' adjacent à des angles égaux chacun à chacun, et sont conséquemment égaux. Il en est de même des triangles ASC et .V'S'C'. Les deux tétraèdres
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üjjI doue un angle dièdre égal li A SC= B A S(* compris entre deux faees égales ehacuue à chacune el seniblableluent disposées; eu vertu du théorème du n® 5U0 , ces deux tétraèdres sont donc égaux.
CoROLLAinE. Un tétraèdre est déterminé quand on connaît Tune de ses arêtes et tous ses angles dièdres, ainsi que l’ordre dans lequel ils sont disposés. Car ses angles dièdres étant connus, il sera facile d’en déduire ses angles plans (4î)o); et si SA est rarélc donnée, on eonnaitra,danschaeun des deux triangles A SB et ASC, un côté et les deux angles adjacents ; ces triangles seront donc déterminés. Par suite, dans chacun des triangles B SC et B A C, on connaîtra deux côtés et l’angle compris. Ces triangles seront donc déterminés à leur tour, et tout sera connu dans le tétraèdre.
Ari’LiCATioN. Pour con.struire un tétraèdre plein ^ dont on ne connaîtrait ainsi qu’une arête et les angles dièdres, il faudrait commencer par déterminer les angles plans. Les deux faces qui .se coupent suivant l'arête donnée seraient alors déterminées, et la construction rentrerait dans celle qui a été indiquée au n° 590.
Remarque. Lorsque deux tétraèdres sont égaux , il est évident que leurs hauteurs sont égales. Car si l’on fait coïncider ces tétraèdres, les sommets coïncidant ainsi que les bases, les perpendiculaires abaissées du sommet commun sur la base commune se confondront.
593. — Lorsque l’on ne donne que les angles dièdres d’un tétraèdre, cc tétraèdre cesse d’être déterminé. Car si, après avoir pris arbitrairement l'une de ses arêtes, SA par exenqjle (fig. 504), et achevé le tétraèdre SABC, comme il vient d’être dit dans le numéro précédent, on mène des plans parallèles à l’une des faces, à la face AB G par exemple, les nouveaux tét raèdres S « c-, S abc, etc., que l’on obtiendra, auront leurs angles dièdres égaux à ceux du tétraèdre S .ABC. En effet, si l’on compare les tétiaèdres SABC et S«ôc par exemple, on voit que les angles dièdres c7>«S et CB.\ S, formés par la ret»contre des |)lans par.dlèles ahe cl ABC avec un troisième plan A S B , sont égaux comme correspondants (454); il en est
GlioMÉTJUlt, DA2VS j/KSl»ACt:.
de même des angles a S et VCilS, ainsi que dos angles heaS el lîC VS. Quant aux trois autres angles dièdres, ils sont communs aux deux tétraèdres. Ces deux tétraèdres remplissent donc les conditions du problème, et il en est de même du tétraèdre Sàb'c , cl de tous les autres.
IMaisces divers tétraèdres ont entre eux une relation remarquable: c’est que leurs faces sont .semblables chacune à chacune et semblablement disposées. Prenons pour exemple les deux tétraèdres SABC et Srtir. Les droites A B et «6 sont parallèles entre elles, comme étant les intei’sections de deux plans parallèles ABC et nbc par un troisième A SB (448). Par conséquent, les triangles A S B et S 6 sont semblables. 11 en est de même des triangles B SC et b^c, ainsi que des triangles ASC et rt Sr. Les angles B A C et bac ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens sont égaux; il en est <Ie même des angles A BC et fl/!>c;les triangles ABC et abc sont donc équiangles et, par conséquent, semblables.
En général
Théorème. Deux tétraèdrex qui ont leurs angles dièdres égaux chacun à chacun et senthlahlement situés ont leurs faces semblables chacune h chacune. Soient , en effet, SABC et s abc (fig. 505) deux tétraèdres qui ont leurs angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement situés; les angles trièdres S et .v, ayant leurs angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement situés, sont égaux (49-3, Coroll.), et ont, par consequenf; leurs angles plans égaux. On en peut dire autant des angles trièdres A et a, ainsi que des angles trièdres B et b. Il en résulte que 4cs deux triangles A SB et a s b sont éfpiianglcs et , par conséquent , semblables. On démontrerait de même la similitude des autres faces des deux tétraèdres.
Remarques. I. Deux tétraèdres qui ont ainsi leurs angles dièdres égaux chacun à chacun, et par suite leurs faces semblables, sont ce que l'on apjjelle des tétraèdres
setuhUddes.
Les faces .semblablement situées sont les faces Iwmo-
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logues les côtés homologues tle ces faces sont les arêtes homologues des deux tétraèdres.
On voit, d’après ce qui précède, que deux tétraèdres semblables ont leurs arêtes homologues proportion nelles, et qu’on a , par exemple , S A : j a : : B C : ô c. Car la similitude des triangles A SB et a.) ô donne la proportion
SA: ::SB:.ift,
et celle des triangles BSCet bsc donne SB: jô : : BC :ôc, d’où l’on tire, à cause du rapport commun, . . . . . SA; j«::BC: ôr.
II. Cette proportionnalité s’étend aux hauteurs des deux tétraèdres. En effet, les angles trièdres S et # étant égaux , faisons-les coïncider comme l’indique la ligure 504. La droite a ô sera parallèle à AB, puisque les angles correspondants S a ô et S A B sont égaux ; de même, la droite 6 c sera parallèle à BC. Par conséquent, le plan abc, qui contient les droites âô et bc, sera parallèle au plan A BC qui contient les droites A B et BC (447). Si du point S on abaisse une perpendiculaire sur l’un de ces plans, elle sera donc aussi perpendiculaire à l’auti*e. Soient S A et SH les hauteurs des deux tétraèdres, me.sUrées sur cette perpendiculaire; on aura, à cause du parallélisme des plans aôc- et ABC (453, Coroll. II),
SA :S« :: SH : S
d’où il suit que les hauteurs sont proportionnelles aux arêtes homologués.
III. Il suit encore de la similitude des faces homologues que les aires de ces faces sont entre elles comme les carrés de deux arêtes homologues quelconques, ou comme les carrés des hauteurs. Car on a , par exemple,
ASB : flSô ::"SÂ* C^a\
Mais on a aussi
SÂ’ ; : TC : ôl* : : SÏÏ’ : SÂ’.
Donc ^
ASB : aSô : : : :1^C* TTc :
ce qui cx])rinic la propriété énoncée.
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m""" 'f 'w>”>°losncs sont p.opoi--
miine les eiitie elles; car on peut écrire, par exemple, « aptes ce (jui précédé : ^
ASB : a^b : ; sSA* :
BSC: ^»Sc::SÂ’:
d où, à cause du rapport coiumuii :
ASB : aSh : . BSC : bSc.
59o. — Théorème. 7)e//.r tétraèdres sont semUnhles lorsqu ils ont une f m e semblable adjacente à trois anfrles * , chacun à chacun. Car soient ABC et
€ihc (ùg. 505) les deux faces semblables , les angles trièdres A et a seront égaux comme ayant une face égale adjacente a deux angles dièdres égaux chacun ît chacun ; Il en resuite légalité des deux angles dièdres nui ont pour arêtes S A et ,r./. On démontrerait de la même manière l’egalité des autres angles dièdres. Donc les deux lefraedres sont semblables.
590. — Théorème. Deux tétraèdres sont semblables orsqn ils ont un an^le dièdre ènal compris entre deii.-è faces semblables chacune à chacune et semblahlemeni disposées. Car soient ASB, ASC et asb, asc (fig. 50.5) les faces semblables chacune à chacune, semblablement disposées, et comprenant entre elles des angles dièdres égaux; les angles trièdres S et s seront égaux comme ayant un angle dièdre égal compris entre deux faces égalés chacune à chacune; il en résulte l’égalité des deux angles dièdres qui ont pour arêtes SB et sb. Les angles trièdres A et a seront aussi égaux, comme ayant im angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune a chacune; il en résulte l’égalité des deux angles diedres qui ont pour arêtes AB et a b. Les deux tétraèdres proposés ont donc une face semblable ASB adjacente à trois angles dièdres égaux chacun k chaéiin; donc ils sont semblables en vertu du Uiéorème precedent.
597. — Théorème. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu Ils ont trois faces semblables chacune à chacune
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et semblable ment disposées. Car soient A SB, ASC (fig. 505) trois laces cIc l’un, respectivementseiiiblabies aux trois faces a J' asc, bsc de l'autre , et sein> blablement disposées. l>es angles trièdres S et s seront égaux, comme ayant leurs trois .faces égales chacune à chacune et semblablçnlent placées ; il en résulte l’égalité des angles dièdres qui ont pour arêtes SA et sa. Les deux tétraèdres proposés ont donc un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à chacune et semblablement di.sposées; donc ils sont semblables en vertu du théorème précédent.
598. — ÏHÉOBÈMB. Si deux tétraèdres ont même hauteur, et leurs bases sur un même plan, les sections faites par un même plan parallèle au plan des hases seront entre elles comme ces bases. Soient SABC et OMNP (fig. 506) deux tétraèdres de même hauteur, dont les bases ABC et MNP sont supposées sur un même plan. Soient abc tlninp les sections faites par un même plan parallèle au plan des bases. Des sommets S et O abaissons sur les deux plans parallèles les perpendiculaires SH et OL, qui rencontreront le plan supérieur en h et en l. Par supposition, on aura SH = OL ; on aura d’ailleurs AH = /L, puisque deux plans parallèles sont partout également distants, il en résultera:
SH— AH = OL — /L, ouSA = OL.
Les tétraèdres SaAc et S A BC étant semblables (603),' on aura (594, Rem. III) ^
«6c: ABC ::*SÂ* : SH*.
Les tétraèdres Omnp et OMNP étant semblables aussi , on aura de même :
mnp : MN’P : : O/* : OL*.
Mais puisque SA et O Z sont égaux, ainsi que SH et OL , les deux proportions précédentes ont un rapport commun; les deux autres rapports sont donc en proportion, et l’on a
abc‘. ABC : '. mnp : MNP, o\xabc:mnp ; : ABC: MNP,
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CoROMAiBE. Si les bases ABC et MNP étaient équivalentes, les sections abc et mnp le seraient aussi.
599. — Si (lu tétraèdre S ABC (fig. 506) on retranche le tétraèdre ?>ahc, on aura ce qu’on appelle un tétmèdre tronque A.^ilabc.
Lorsqu’on connaît la hauteur A H d’un tétraèdre tronqué , il est souvent utile de déterminer la hauteur S H (lu tétraèdre dont il fait partie. Pour cela , on a la proportion (594, Rem. II) ■ ' *
SH : SA : : A B : rtô,
d’où l’on tire SH : SH — SA : : AB : AB — «A, nubien SH: AH:; AB: AB — ab.
Les trois derniers termes de celte proportion étant connus , on en déduira le premier.
Application. Supposons, par exemple, que AH ait 2'",5, que a b ait 3'“ et A B 4"*,5, on aura
SH : 2“,5 : ; 4">,5 : 4“,5 — 3“, ou SH : 2®,5 : : 4, 5 : 1 , 5 ,
d'où
• Remarque. Quant à la hauteur A H du tétraèdre tronqué , elle peut s’obtenir soit au moyen de deux plans horizontaux susceptibles de s’écarter ou de se rapprocher à volonté, comme nous l’avons indiqué déjà (fig. 501) , soit par un procédé graphique semblable à celui que nous avons employé pour déterminer la hauteur du tétraèdre. Car la hauteur du tétraèdre tronqué ABC abc (fig. .506), c’est-à-dire la distance des plans parallèles ABC et abc y est la même que la hauteur d’un tétraèdre qui aurait pour base ABC et pour sommet le point b; on n’aura' donc qu’à joindre A A et C b, et à opérer ensuite ' comme il a été dit au n» 588.
600. — Parmi les différentes espèces de tétraèdres que l’on peut avoir à considérer, il y en a une qui mérite «ne attention particulière, c’est celle des tétraèdres dont toutes les faces sont des triangles équilatéraux. 11 résulte, de l’égalité de toutes les arêtes, l’égalité de tous les angles jdaiis, et, par eonséquenl aussi , l’égalité
de tous les angles dièdi*es. C’est en raison de<^e$ égalités que les tétraèdres dont nous parlons ont reçu le nom de tétm^dves réguliers.
Tous les tétraèdres réguliers sont semblables entro eux; c’est une conséquence du théorème du n® BOT, et de ce que tous les triangles équilatéraux sont semblables. 11 en résulte que deux tétraèdres réguliers sont égaux loi*squ'ils opt une arête égale; car alors la similitude des faces se change en égalité.
La mesure directe et le çalpul trigonométriqiie ont fait voir que la valeur de l’angle dièdre dans les tétraèdres réguliers est de 70* 81' 48", 6.
Applications. On trouve dans la nature des uorpa dont la forme est celle d’un tétraèdre régulier : tels sont certains cristaux de zinc sulfuré, c’est-à-dire de zipc combiné au soufre; tels sont aussi les cristaux de cuivre gris.
chapitre il
Des pyramides.
601. — Si l’on coupe par un même plap toptps les arêtes d’un angle polyèdre , la section sera un polygone, et les faces de l’angle polyèdre, limitées à ce plan, seront des triangles. L’espace terminé par ce polygone et par ces triangles est ce qu’on nopimp une pyramide.
Le polygone dont nous venons de parler so pomme la base de la pyramide; les triangles sont ses faces, et le sommet de l’apgle polyèdre est le sommet de la pyramide. ^
On ne considère, dans la Géométrie élémentaire , que les pyramides convexes, c’est-à-dire dont la base est un polygone convexe.
Les pyramides se subdivisent d’après le pombre dea côtés du polygope qpi leur sert de base. Le télraèd|%, qui n’est autre chose qu’une pyramide dont la base est un triangle , prepd le nom de pyramide triangulaire. Une pyramide est quadrangulaire base est un
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q^a(^rila(^^e; elle est j?cr/tnffo/mle , hexagonale , etc. ^ si sa base est un pentagone, un hexagone, etc.
On désigne une pyramide par la lettre placée à son sommet, suivie des lettres qui servent à désigner sa base. On dit ainsi la pyramide SAB G DE (fig. .507).
Si, par le sommet S d’une pyramide SAB CD E et par les diagonales AC, AD de sa base, on mène des plans, ces plans prennent le nom de plans diagonaux. De même que les diagonales AC, AD partagent le polygone ABCDE en triangles ABC, A CD, A DE, ainsi les plans diagonaux ASC, ASD partagent la pyramide en tétraèdres S ABC, SACD, SADE, qui ont pour sommet commun le sommet de la pyramide, et pour bases les triangles ABC, ACD,ADE.
Tous ces tétraèdes ont même hauteur; cette hauteur est la longueur de la perpendiculaire abaissée du point S sur le plan ABCDE. Cette perpendiculaire est ce qu’on nomme la hauteur àc la pyramide. Pour l’obtenir, on voit qu’il suffit de déterminer celle du tétraèdre S ABC, par exempte, en employant l’un des procédés que nous avons fait connaître (588).
fi02. — Tiiéoréme. Deux pyramides sont égales lorsqu’elles ont meme hase et deux faces contiguës égales chacune à chacune et semblablement disposées. Soient, en effet, S ABCDE et S'A' B' C'D'E' (fig. 507) deux pyramides, qui ont des bases égales ABCDE , A'B'C'D'E' , et les faces contiguës A SB, B SC, respectivement égales aux faces contiguës A' S B', B'S'C', disposées d’ailleurs semblablement; je dis que ces pyramides sont égales.
Menons en effet les plans diagonaux ASC et A S C. Les triangles ABC et A'B'C seront égaux , par suite de l’égalité des polygones ABCDE et A'B'C'D'E'. Les tétraèdres SABC et S'A'B'C' auront donc trois faces égales chacune à chacune et semblablement disposées; ces tétraèdres seront done égaux (589). Imaginons que l’on fasse coïncider les polygones ABCD E et A'B'C'D' E', les triangles A B C et A'B'C coïncideront; les tétraèdres SABC et S' .A' IEC coïncideront donc aussi, puisqu’ils sont égaux. Les deux pyramides auront donc tous leurs
Digitizee*
sommets communs , et coïncideront djuis (UPM étendue. Donc ces pj'ramides sont égalent i j
( 03. — On donne le nom de pyramidç^ spjphUibîes a celles qui peuvent se déponiposer en un Htêntiè nombre de tétraèdres semblables, et semblablement 4^posés, Cette définition conduit aux deux îbéorèrn®? suivants. - TiiÉORÊMp. Deux pjrainitles semblables opt leurs faces homologues et leurs buses semblub^St Soient SABCDE êl sahede (fig. 508) deux pyramides sen|^ blables. Menons dans cbacuue les diagonaux
ASC, ASD et asc, asd. D’après la pâture de? pyrafpides proposées, les tétraèç!|’es S4BC Pt sàfsc seront semblables*, il en sera de même des létr^èdre;s S A CD et sacd, ainsi que des tptraèdres SADE et jfod(î. Çes di-î verses similitudes entraînent celle des faces A SBel B SC et eSD et csd, DSÉ et ES^ et es a. Elles entraînent aussj celle des trianglçs A^C et abc y ACD eXped, A DE et açle. Il en résulte <}u<î les poljgones ABCDE et abc de sont décomposablea en up même nombre de triangles semblables et sepiM^blement disposés, c’est-à-dire que ces polygones 8ont sertlblables.
Corollaire I. Deux pyramides semblables et s abc de ont leurs arêtes homologues proportionnelles ; car on a, par exemple, en vertu dé la swiUtnde de !eu|’.^ face.a homologues et de leurs bases ^ les prftT portions
SA:#»;zAB:aiîSD:jd;:CD;çd;ABi«^nCD:c‘/| et, à cause des rapports communs, il vient
SA:f«::SD:.y</î:ABt^^’*CDîcif, j^|C, CQROf.Lxinp II. Cette proportionnalité s’étend hauteurs des deux pyramides; car ces hauteurs étant prëctsémuut celles des tétraèdres dont elles se enmpo*^ sent, on aura , eu nommant H et h ces hauteurs S A : A 0 . : H : A, et par conséquent .
fi A ; «rt : : SD : sd : ; AB : «Z» : : C D : ; ; H : A, etc.
Corollaire 111. Des faces homologues, ou Ips hases
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des deux pyramides, sont entre elles cppune Jes oorm de deux arôles homologues quelcouquefj , ou comme les carrés des hauteurs. Car la similitude des tétraèdres S A BC et J aie- donne :
SAB : s ah :: SA* : ,
ou •' : : SD’ : : : CD’ : ctf , etc.; , ■ •
on obtiendrait la même proportionnalité pour les autres faces.
Les bases étant des polygones semblables , on a aussi ; ABCDE : abede : :'AB* : «4* : : SA*’: sa^ : m* : A*, etc.
604. — Th$or||mb. Si dc^x pyramides ont leui's bases semblables y et deux faces contiguës homologues sembla^ blés chacune a chacune, ces pyramides sont sçmblabtes. Soient SABCDE eXsabede ((jg. 508) deux pyramides qui ont leurs bases ABCDE eX abede semblables, ainsi que les deux faces contiguës homologues ASB , BSC et asby bsc; je dis qqe ces pyramides sont semblables. En effet, si l’on mène les plans diagonaux ASC, ASD et ascy asdy les deux polygones semblables ABCDE et a seront décomposés parles lignes AC, AD, et«r, ad,ay\ un même nombre de triangles semblables cba-? cuii à chacun et semblablement disposés.
Les tétraèdres S ABC et sabc auront donc trois faces semblables chacune à chacune et semblablement dispo^ sées, savoir; ASB et asby BSC et bsc, ABC et abc , ces tétraèdres seront donc semblables (597). lien résulte que les angles dièdres SACBet^ac^ sont égaux, ainsi que leurs suppléments S AC D et j «<•</.
Les tétraèdres SACDet^acc/onldonc un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à cb^eune , savoir : les faces ASC otasc par suite de la .similitude des tétraèdresS ABC, sabc, etles faoesACD et acd par suite de la simililude des polygones ABCDE et apede. Ces tétraèdres sont donc semblables.
On démontrerait de la même manière que tous les tétraèdresdont se composent lesdeux pyramides sont semn
blahles tleux à deux, et d’ailleurs semblablement disposés. Ces pyramides sont donc semblables.
G05, — Tuéouëme. Si dans une pyramide SAB C DE (fig. 509) on mène un plan abcde parallèle h la base , la pyramide ^/eSabcde ainsi formée est semblable h la pyramide totale. En effet, la droite ab est parallèle à AB, puisque ces droites sont les intersections de deux pians parallèles ABCDE, abcde par un troisième plan ASB; de môme est parallèle à BC, cd parallèle à CD, et ainsi de suite. Les angles « ic et ABC sont donc égaux, comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens ; il en est de même des angles bedeX B C D , et ainsi de suite.
Par suite des mêmes parallélismes, les triangles a^b et b^c sont respectivement semblables aux triangles ASB et B S C. ; on a donc :
ah : AB : : : SB, et Siî» : SB ; : : BC;
d’oii , à cause du rapport commun ,
BC : : : CD
et ainsi de suite. Les polygones abcde gX ABCDE ont donc leurs angles égaux chacun à chacun , et leurs côtés homologues proportionnels; ces polygones sont donc semblables.
il en résulte que les pyramides Sabcde et SABCDE ont leurs bases .semblables , ainsi que les faces contiguës û S Z» S c et A S B , B S C ; ces pyramides sont donc semblables en vertu du théorème précédent.
Remarque. Le théorème du n® 598 s’étendrait sans peine à deux pyramides quelconques de même hauteur.
606. — Si delà pyramide S A B CD E on retranche la pyramide S fl on obtient ce qu’on appelle une pyramide tronquée khCYif.abcde. On obtiendrait la hauteur de cette pyramide tronquée comme celle d’un tétraèdre tronqué, et l’on en déduirait de même la hauteur de la pyramide totale.
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C07. — Une p3rainide est dite n-gulière lorsque sa base est un polygone régulier , et que son sommet est situé sur la di’oite élevée par le centre de ce polygone perpendiculairement à son plan.
Soient SA B GDE F (fig. 510) une pareille pyramide, O le centre du polygone régulier ABC DEF ; la droite SO sera perpendiculaire au plan de ce polygone. Tous les sommets A , B , C, D, E , F de celui-ci étant également distants du centre O, il en résulte que les arêtes SA , SB, SC, SI), SE, S F sont des obliques qui s’écartent également du pied de la perpendiculaire SO; ces arêtes sont donc égales; et comme les cotés AB, BC, CD, etc. , du polygone régulier sont égaux, il s’ensuit que toutes les laces ASB, BSC, CSD, etc., de la pyramide sont des triangles isocèles égaux.
La droite S O se nomme Va.re de la pyramide régulière.
Remarque. Le procédé graphique qui sert à déterminer la hauteur d’une pyramide se simplifie lorsque la pyramide est régulière , parce que l’on connaît d’avance le pied O de la perpendiculaire S O, ce pied étant le centre de la base. Tirons le rayon OA ; le triangle SO A sera rectangle en O, puisque S O est perpendiculaii-e sur le plan ABCDEF. Dans ce triangle on connaît OA et S. A, il est facile d’en déduire S O.
Si, au contraire, on connaissait SO et OA, il serait facile d’en déduire SA.
CoBoi.LAinF. I. 11 suit de ce qui a été dit plus haut que deux pyramides régulières de meme base et de meme hauteur sont égales. Car si l’on fait coïpcider les bases, les perpendiculaires élevées au centre de ces bases se confondront; et puisque les pyramides ont môme hauteur, leurs sommets coïncideront aussi.
ConoLi.AïuE II. Tous les angles trièdres A , B , C, etc, d’une pyramide régulière, a^ant leurs faces égales chacune à chacune, il s’ensuit que leurs angles dièdres sont égaux chacun à chacun; par conséquent, toutes les faces ASB, BSC, CSD, etc., sont également inclinées sur la base.
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Applications, I. On se sert de cette dernière propriété pour exécuter une pyramide régulière' pleine, en bois , en pierre, etc. On donne au bloc une face plane, sur laquelle on trace le polygone régulier qui doit servir de base à la pyramide. Ayant déterminé l’inclinaison que doit avoir chaque face par rapport à la base, par chacun des côtés de cette base on fait passer un plan qui fasse avec celui de la base un angle dièdre égal à l’inclinaison déterminée. Ces plans sont les faces de la pyramide demandée, et vont concourir en un même point qui en est le sommet.
II. Pour exécuter en carton, en fer-blanc, etc., une pyramide régulière creuse, il suffit de tailler séparément le polygone régulier qui doit lui servir de base, et les triangles isocèles égaux qui doivent lui servir de faces , puis d’assembler ce polygone et ces triangles,
III. Les toits des toiu’s carrées ont ordinairement la forme d’une pyramide régulière à base carrée; il en est de même des toits des pavillons carrés qui ornent parfois les jardins. Les guérites sont souvent aussi surmontées d’une pareille pyranriide.
Les célèbres pyramides d’Égypte sont des pyramides régulières à base carrée.
IV. La partie latérale d’un réverbère présente une pyramide régulière tronquée , dtmt la grande base est en dessus.
V. Lorsqu’une bougie allumée est placée sur une table rectangulaire, et qu’il n’y a point d’autre lumière dans l’appartement , tout l’espace situé dans l’ombre forme une pyramide quadrangulaire tronquée, qui a pour sommet la flamme de la bougie ( fig. 368). Si la table est carrée, et que la bougie soit placée sur la verticale du centre de cette table, la pyramide tronquée est régulière.
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CHAPITRE III
Des prismes.
608. — On désigne sous le non) de prisme un corps dont deux faces sont des polygones égaux et parallèles,, et dont toutes les autres faces sont des parallélogrammes, en nombre égal à celui des côtés de chacun de ces polygones. La figure 511 représente un prisme ; les polygones ABCDE,FGHIK égaux et parallèles sont ses bases; on réserve le nom ùo faces pour les parallélogrammes ABGF, BCHG, CDIH,DEKI, EAFK.
Toutes les arêtes AF, BG, CH, Dl, EK, qui joignent les deux bases , sont égales et parallèles; car deux de ces arêtes consécutives sont toujours des côtés opposés d’un même parallélogramme.
La hauteur d'un prisme est la distance mutuelle de ses bases ; elle peut s’obtenir au moyeu des deux plans parallèles mobiles représentés sur la figure 501 , ou par une construction graphique, en observant qu’elle est égale à la hauteur du tétraèdre qui aurait pour base le triangle ABC, et pour sommet le point G. On n’aurait donc qu’à tirer A G et G C , et à opérer comme il a été dit au n° 588.
Les prismes se subdivisent d’après la nature de leur base; ils sont triangulaires, quadrangulaires, pentagonaux, etc. , suivant que leur base est un triangle, un quadrilatère , un pentagone , etc.
Tout plan mené par deux arêtes latérales qui ne font point partie d’une même face est ce qu’on nomme nnplan diagonal. Les plans diagonaux menés par une même arête AF, partagent le prisme total en autant de prismes triangulaires que la base a de côtés moins deux. Tous ces prismes triangulaires ABCFGH, ACDFHI, ADÈFIK ont même hauteur, puisque deux plans parallèles sont partout également distants.
Dans la Géométrie élémentaire, on s’occupe particu-
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lièremoiit des prismes convexes, c’esl-à-dire dont les bases sonl. des polygones convexes.
(j09. — Tiiêouéme. Deux prismes sont égaux lorsqu' ils ont une base et une face égales chacune à chacune, semble ment flisposées, et comprenant un angle dièdre égal. Soient ABCDEFGHIKet ABC' DE' F' G' HT R' (ou pour abréger A I et A' F) (fig. 512) deux prismes dans lesquels on suppose la basé A'B'C'D'E' égale à la base ABCDE, la face A'B'G'F' égale à la face AB G F, semblablement disposées, et comprenant entre elles des angles dièdres égaux F'A'B'C et FABC; je dis que ces prismes sont égaux.
En effet , imaginons que l'on fasse coïncider la base \'B'C'D'E' avec son égale ABCDE, à cause de l’égalité des angles dièdres ci-dessus désignés, la face A'B G' F' .SC trouvera dans le plan de la face A B G F. L’angle A' B G' étant égal à l’angle AB G, l’aréte B' G' prendra la direction de BG, et comme ces arêtes sont égales, le point G' tombera en G. Par une raison semblable, le point F' tombera en F.
Les faces B'C'H'G' et B CH G âyant trois points communs, B, G , C, seront dans un même plan; la droite C'H', parallèle à B' G', coïncidera donc avec CH, parallèle h BG; de même, la droite G' H', parallèle à B'C coïncidera avec GH, parallèleà BC. Par conséquent, le j)oint H' tombera en H.
En répétant le même raisonnement pour les faces suivantes H' CD' F et HCDI , on prouverait que le point F tombera en F; et ainsi de suite. Les deux prismes proposésauront donc tous leurs sommets communs, et coïncideront dans toute leur étendue ; donc ces prismes sont égaux.
CoROi.LAinE. Un prisme est déterminé lorsqu’on connaît une de ses bases, une de scs faces , la manière dont elles sont assemblées , et l’angle dièdre qu’elles forment. Car si ABCDE est cette base et A B GF cette face, on connaîtra dans l'angle trièdre B deux faces A B G , ABC et l’angle dièdre compris F A BC; on jmiirra donc déterminer la troisrcme face G BC et l’angle dièdre O B C D.
CÉOiUlirKlE JJAiSS l’espace,
B(‘‘ire1!'i'r du paialiélogrmm...-
Son G BC, o„ pourra cousu uiro
ce I a, alielogramnic. Dans 1 aogio trièdre Cou couoailra
G BC D • ‘Ô, ® ® " ''“"'S'' ‘“*‘*, 0 couCs
HCD^i’ Pn l"?'"™, «létc niiner la troisième face ChSci d f 0*!,''“ Gounaissant les côtés
oHsHcn GDI H, et l'angle corn-
PI1.S HC D , on pourra construire ce parallélograniine.
to,lS"l '"“r «.ccessivemèùi
toutes les parties du prisme proposé.
carton, en ferlant, etc., un prisme creux dont on connaîtrait la
base «ne face et l’angle dièdre compris , on pôiTrraU
«plo>er le mode de détermination précédent! Après a^o,r construit tous les parallélogi-ammes séparénim
II. Pour coustruireavec les mômes données un prisme P t in, en bois, en pierre , ou en métal , on donnerait au
SlinBCD'’K''r • *»
uounee A B C D t. Suivant le côté AB , on mènerait nu plan qui fit avec la base un angle dièdre égal à l’angle
domlë’t'B GF >e porulllog,'!",!'
donne ABGt. Suivant BG et BC, on ferait passer un
plan, sur lequel on achèverait de tracer le parallèle-
gramme BCHG.SuivantHC et CD, on ferait pasw
un plan, sur lequel on achèverait de tracer le parallélogrammeÇDIH. En continuant ainsi, on dé^rint rait toutes les laces latérales; il ne resterait plus qu’à Idiie passer un plan par les points F, G, l/; ce plan conüendrait les points I, K, et déterminerait, par son
FG HI^K ^^ase supérieure
T -^f>nt égaux lorsqu' iLs
ont une base et deux faces contiguës égales chacune iicha-
i f r V BCDK , la face A'B'G'F' égale
. la lace ABG l , et la face B C'Il G' égale à la face B C li G Les angles tricdres B’ et B ont leurs trois faces égales
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chacune à c^iacnnc et semblablement clisjWsées; ils sont (Inné é}»aii\. Par suite, l’an^ld dièdre F'ÀT>'('/ est égal a l'angle dièdre F ABC. Les deux prisnirs rentrent donc dans le cas du thcm’èmc précèdent, et sont, par conséquent , égaux.
611. — TmionÉME. .S/ l'on coupe un prisme qnelcompte pur un plan jHirallcle aux bases , la section est un polY"onc êml a chacune de ces bases. En cllet, soit A I Vlbr. 513) un prisme, LMx^PB. la section laite j)ar un plan parallèle aux bases. Les lignes LM et AB sont parallèles , puisqu’elles sont les intersections de deux plans parallèles par un troisième AB G F. U en résulte, que la figure ABmL estun parallélogramme, et qucLM— Ail. Par une raison semblable, ÎNIK est égal et parallèle a B C ; IS P est égal et parallèle à CD; et ainsi de suite. Les angles LM IS et ABC sont égaux, comme ayant leurs cotes iiarallçles et dirigés dans le même sens ; il en est de même des angles MISP et BCb ; et ainsi de suite. Les polygones ABC DE et L MIS P B ont donc leurs cotes égaux et leurs angles égaux chacun à chacun , et disposés d’ailleurs dans le même ordre; ces polygones sont donc égaux.
612. — l.orsque les arêtes latérales d’un prisme sont iierpendiculaires aux bases, ce prisme prend le nom de prisme droit. Toutes ses faces sont alors des rectangles, et chacune de scs arêtes latérales mesure la distance des deux bases, c’est-à-dire la hauteur du prisme. De plus, chaque face contenant deux perpendiculaires aux bases est elle-même perpendiculaire sur ces bases.
11 résulte, de ces notions et du théorème du n° 620, qne V/ewÆ’ prismes droits sâtit égaux lorsqu ils ont meme base et meme hauteur. Car alors leurs faces rectangulaires sont égales deux h deux , comme ayant même base et même hauteur.
Un prisme droit est déterminé quand sa base et sa hauteur sont connues. Pour le construire, il suffit d’élever , suivant les côtés de sa base , des plans perpendiculaires à cotte base , de donner aux arêtes latérales une
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lotigtU'Ut’ (^gale à la hauteur du prîîime, et de mener un plan par les extrémités de oes avétes.
Si la base d’un prisme droit est un polygone régulier, ce prisme j)rend lui -meme le nom Ae prisme réf^uUer (lig. 514). Toutes ses faces sont alors des rectangles égaux. La droite 0 V, qui joint les centres des deux bases, SC nnmjlîc Vn.re d'n prisme régulier.
Lorsque l’en coupe un prisme quelconque par un plan incliné à la base, on obtient ce que Pou nomme \\t\ prisme trovqué 51.5). La section diffère, en général, de la base, et les faces latérales sont (en général) des trapèzes.
613. — Appi.tcatioxs. I. La toiture des maisons ordinaires, en faisant abstract ion delà saillie des mansardes, lucarnes, etc., présenté la forme d’un prisme triangulaire droit dont les bases sont verticales. Quelquefois ce prishie est trontpié.
II. I.es j)ierres (|ui forment l’angle d’un mur, que cel angle soit d’ailhîurs aigu ou obtus , sont aussi des prismes droits.
piédroits qui forment le jambage d’une porte ou d’une croisée sont encore des prismes droits; indis leur base n’est pas toujours un polygone convexe: dans les portes évasées, par exemple; la base des piédroits offre un angle rentrant (fig. 516).
III. Les prismes droits se rencontrent dans un grand nombre de détails de charpente :'par exemple , les arbalétriers A et Vvntrait B d'une ferme de toiture (fig. 376) sont des prismes droits dont les bases sont verticales, et dont les arêtes latérales sont placées horizontalement.
'IV. Certains salons dits octogones présentent la forme d’un prisme octogonal régulier. .
Celte forme est celle que l’on donne le plus souvent à l’équerre d’arpenteur (fig. 34).
V. finfin , l’on trouve dans la nature même des exemples de prismes di*oits et de prismes réguliers. Les alvéoles que construisent les abeilles sont des prismes hexagonaux réguliers. U émeraude ^ le spath d’Islande se présentent souvent sous cette forme (fig. 514). La
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tourmaline otlre parfois un prisme droit , dont la base est un polygone de 9 côtés (fig. 517).
Des parallélépipèdes.
614. — Lorsqu’un prisme a pour base un parallélogramme, il prend le nom de parallélépipède. Ses six faces sont aloi's des parallélogrammes.
Les faces opposées , telles que AEHD et BFGC (fig. 518) , sont des parallélogrammes égaux. Car AE est égal et parallèle à B F, puisque ce .sont des côtés opposés d’un même parallélogramme ABFE ; de même AD est égal et parallèle à BC, puisque ce sont des côtés opposés d’un même parallélogramme ABCD; de plus, les angles D A E et C B F sont égaux , comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens; par conséquent, les parallélogrammes AEHD et BFGC sont égaux.
On voit, eu outre , que ct^s faces sont parallèles , puisque lesdroites AE et AD contenues dans l’iine .sont respectivement parallèles aux droites B F et BC. contemies dans l’autre (447). Ou démontrerait de même que les faces ABFEetDCGU sont égales et parallèles. ,
Deux faces opposées quelconques d’un parallélépidède peuvent donc être prises pour ses bases ; sa hauteur est alors la distance mutuelle de ces faces.
Appcicatio.v. 11 existe plusieurs espèces minérales dont les cristaux ont la iôrme d’un parallélépipède : telle est la substance connue .sous le nom d’rtx/«/Vc; tel est encore le sulfate de cuivre.
. 615. — On nomme sommets qppdsés d’un parallélépipède ceux qui ne font point partie d’une même face ; tels sont les sommets A et G .
On nomme angles trièdres opposés ceux dont les sommets sont opposés; tels .sont les angles trièdres ABDE et GH F C. Si l’on compare ces deux angles trièdres, on y oit qu’i Is ont les faces D A B et H G F égales, comme étant lou les deux égales à D C B; de même ils ont les faces DA E cl CG F égales’, comme étant toutes deux égales à DH E ;
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<^nfin, ils ont les faces RAE et HGC égales, coninie étant toutes deux égales à BEE. D’ailleurs, il est facile de reconnaître que ces faces sont disposées dans un ordre inverse ; car si l’on suppose un spectateur placé dans l’angle trièdre ABDE, les pieds posés sur la face DAB et le dos appuyé à l’arête AE , il aura à sa droite la face EAB. Mais si le même observateur est supposé placé dans l’angle trièdre GH F(], les pieds posés sous la face H G F égale à DA B , et le dos appuyé à l’arêle G C, la face HGC égale à E A B se trouvera à sa gauche et non à sa droite. Ces deux angles trièdres ont donc leurs faces égales chacune à chacune et disposées en ordre inverse, c est -à -dire que dans un parallélépipède les angles trièdres opposés sont symétriques.
616* — On nomme diagonales d’un parallélépipède les droites qui joignent deux sommets opposés; telles sont les droites AG -et DF (fig. 519). Ces droites se coupent mutuellement en deux parties égales; car DA et GF étant tous deux égaux et parallèles à CB, sont égaux et parallèles entre eux ; et si l’on joignait A F et D G , la figure AFGD serait un parallélogramme ; par conséquent , les droites AG et DF, qui seraient les diagonales de ce parallélogramme, se coupent mutuellement en deux parties égales.
On prouverait de la même manière que deux quelconques des diagonales d’un parallélépipède .se coupent mutuellement en deux parties égales , en sorte que le point 0 est le milieu de chacune de ces diagonales.
617. — Tout plan diagonal , tel que AE G C (fig. 518) partage un parallélépipède en deux prismes triangulaires ABCEFG etACDEGH. On reconnaît facilement que ces deux prismes ont leurs faces égales chacune à chacune ; mais comme elles sont disposées dans un ordre inverse , ces prismes ne pourraient être superposés. Pfous reviendrons sur ce sujet, en traitant de la symétrie des corps.
618. — Lorsque les six faces d’un parallélépipède sont des losanges, les cristallographes lui donnent le nom
rhomboèdre . Ils en distinguent deux espèces ; le pre-
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mier est le rhomboèdre aifru (Og. 520), dans lequel deux angles Irièdres opposés A et B soûl formés par la réunion des angles aigus de trois des losanges; tous les autres angles trièdres sont formés de deux aiigles obtus et d’un angle aigu. Le second est le rbQinbpèdre ohtui (lig. 521), dans lequel deux angles Irièdres opposés A et B sont formés par la réunion des angles obtus de trois des losanges ( la perspective fait paraître aigus deux d’entre eux dans la figure); tous les autres angles Iriedres sont formés de deux angles aigus et d’un angle obtus.
Dans l’un et l’autre rhomboèdre , les six faces se trouvant disposées d’une manière analogue par rapport à la droite qui joint les sommets A et B , celte droite prend le nom d’^xe du cristal,
Applications. Le rhomboèdre est une des formes naturelles du spath cT Islande y du corindon , Awjer oligiste.
019. — Un paralléfépipède peut être droit comme tout autre prisme ; ses faces latérales sont alors des rectangles; les bases seules sont des parallélogrammes obli-
Lorsque la base d’un parallé^éiiipède droit est un rectani^e, toutes ses faces étant alors rectangulaires , il prend le nom de parallélépipède rectangle.
Dans un parallélépii>ède reptanglè (bg- 5?2), |ous les angles dièdres sont droits. Pour démoptinn-, par é-vemple, que l’angle dièdre ABF G est droit, on remarquera que les angles ABF etFBC étant droits, puisque les faces ABFE et FBCG sont des rectangles, 1 angle A BC mesure l’inclinaison mutuelle de ces deux faces; or cet angle ABC est droit, puisque AB CD est un rectangle ; donc l’angle dièdre AB P G est droit.
Chaque arête est perpendiculaire aux deux faces apX” quelles elle aboutit. Ainsi EH e.sl perpendiculaire aux faces ABFE et DCGU; car Eli est perpendiculaire aux deux droites AE et EF cpii. passent par son pied dans le plan ABFE, et aux deux droites UD etHG qui passent par .son pied dans le plan DCG IL
Q20. — Un jiarallélépipède rectangle est détermine
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quand pn connaît les trois arêtes AK, AD, AE, qui aboutissent à un môme sommet A. ('<ar, avec Iïîs deux premières, on peut construire le rectangle AB CD, et par suite son égal E FG II ; avec les arêtes A B et A E, on peut de même construire le rectangle ABFE et sou égal DCGH; enfin, avec les arêtes AD et A E, on peut construire le rectangle A D H E et son égal B G G F. Il ne restera plus , pour construire le parallélépipède rectangle, qu’à assembler dans l’ordre convenable ses six faces rectangulaires.
Applications. I. C’est ainsi que sc construisent les caisses et les boîtes dites cances , en carton , en bois, en feuilles métalliques, etc.
II. Pour former un parallélépipède rectangle plein, en bois, en pierre ou 'en métal , quand on connaît ses trois arêtes AB , AD, AE , on donne au bloc une face plane sur laquelle on trace la base rectangulaire ABCD. Par les côtés de ce rectangle, on fait passer des plans perpendiculaires à la base; ces plans se coupent suivant des arêtes perpendiculaires elles-mêmes à cette base. On prend sur ces pei*|>endiculaires des longueurs égales à l’arête connue AE, et par les extrémités E, F, G ^ on fait passer un plan; ce plan contient aussi l’extrémité H, et détermine, par son intersection avec les faces latérales, la base .supérieure EFG H. '
C’est ainsi que se taillent les pierres qui forment les axsises d’un niur. C’est par le même procédé que l’on équarrit les bois de construction, c’est-à-diré qu’ôn donne aux arbres abattus dans les forêts la forme de parallélépipèdes rectangles.
Ili. Enfin, c’est d’après les mêmes principes que l’on donne à nos appartements cette forme de parallélépi- |)ède rectangle. Après avoir déterminé sur un plan horizontal le rectangle qui doit lui servir de base, on élève des murs verticaux aux quatre côtés de ce rectangle; on termine ces murs à la même hauteur, et l’on fait passer par leurs arêtes supérieures un nouveau plan horizontal.
Il rt^ulte, de ce que nous venons de dire, que
,Di=
deux pnrallél^pipètles rectanglex sont égaux, quand Iw» trois arêtes qui aboutissent à un même sommet sont égales chacune h cliacune dans ces deux parallélépipèdes , ou , ce qui l’eviçnt au même , quand ils ont mdme base et mdnie hauteur.
Appmcatiox. On forme qtielquefois les parallélépipèdes rectangles par le moulage, c’est-h-dire par coïncidence avec des parallélépipèdes déjà existants. C*esl ainsi que s’obtiennent les briques de savon, et les briques à bâtir.
022. — Tiiéobéme. Dans tout parallélépipède rer tan g! e A G (fig. 022) , le carré cT une diagonale équivaut à la .somme des carrés des trois arêtes qui aboutis.sent à un même .sommet. Prenons pour exemple la diagonale H B , et tirons EB. L’arête EH étant perpendiculaire au plan ABFE est perpendiculaire à EB mené par son pied dans ce plan. Le triangleHEB est donc rectangle en E, et l’on a :
HB’=ËH’ +iTB’.
Mais E B étant rhypothénuse du triangle rectangle E AB, on a :
par conséquent , • i.-
ÎÏB’ = ¥11* H- ËÂ’ + AB* , ou, en remplaçant EH par son égale AD,
ÂË* =ÂD* + ÂË* 4- ÂB*.
Conoi.LAiRE I. Cette proposition fournit le moyen de calculer la diagonale d’un parallélépipède rectangle , quand on connaît la longueur des trois arêtes qui aboutissent à un même sommet. Supposons, par exemple, qu’on ait trouvé A D=2“', AE = 6'", A B —9'", on aura :
d’oii U B = t/l21'" ' ^ 1
CoROi.r.Ainc II. Ce théorème prouve en même temps
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qnéléii'qüalre diagonales d’un parallélépipMè'rïictangle ' sont égales , ce qui peut servir à le vérifier.
■ 623. — Lorsque dans un parallélépipède rectangle les trois arêtes qui aboutissent à un même sommet sont égales, ses six faces .sont des carrés égaux, et ce parallélépipède prend le nom de cube (fig. 323).
‘ Un cube est déterminé quând on connaît la longueur d’une de ses arêtes ; car , d’après ce que nous venons de dire, toutes ses arêtes sont égales.
Deux cubes sont égaux lorsqu’ils ont même arête; car ils ont alors toutes leuini faces égales chacune à chacune.
Un cube est un rhomboèdre , où les losanges sont des carrés ; il sert de limite entre les rhomboèdres aigus et les rhomboèdres obtus.
Il suit du théorème du n° 632 que le carré de la diagonale d’un cube est le triple du carré de son arête.
Applications. Les colonnes de certains monuments reposent quelquefois sur des piédestaux sans moulure, qui ne sont autre chose que des ciîbes. Les boites à thé ont le plus souvent cette forme. C’est aussi celle des 'dés à jouer.
' Certains cristaux, enfin, ont la forme cubique : tels sont les cristaux de galène (combinaison naturelle de plomb et de soufre), et les cristaux de sel ordinaire, qu’on obtient en laissant reposer et évaporer lentement l’eau saturée de ce sel. ■
624. — Les trois arêtes , qui aboutis.sent à un même .sommet dans un parallélépipède rectangle, mesurent l’étendue de ce parallélépipède dans ses trois sens principaux. Ces trois sens principaux de son étendue sont ce que l’on nomme ses trois dimensions. On les désigne aussi sous les noms de longueur, largeur et hauteur. Quelquefois on remplace ces deux dernières dénominations par celles A' épaisseur et de profondeur. On dit , par exemple, la longueur, la largeur et la hauteur d’un appartement;
• la Torpeur, la largeur et l’épaisseur d’une planche; la longueur, la hauteur et l’épaisseur d’un mur; la lon-> gueur, la largeur et la profondeur d’un fossé, etc.
L’étendue d’un parallélépipède reclaugleest uniforme dans le sens de chacune de scs trois dimensions , pqrce qu’elle est limitée, dans ce sens, par deu\ plans parallèles , tous deux, perpendiculaires à Ta^’èle qqi piesurq cette dimension. Cette disposition particulière au parallélépipède reclaugle n’existe plus popr les autres corps; et néanmoins on se sert encore du m()t (lihiensions pour désigner les trois sens principaux ^de leur étendue, bien que la plupart de ces corps n aient, u proprement parler, ni longueur, ui largeur, ni li«^uteur, positivement assignables.
On applique également le xwo\. dimensionx a deux sqns principaux dans lesquels on envisage 1 étendue des surfaces , longueur et largeur, bien que ces dénominations ne soient rigoureusement applicables qu aux ^infaces planes et seulement aux parallélogrammes rectangles, dont l’étendue est uniforme dans ces deux sens
principaux. , . • i
tüfin, ou se sert du mot dimension pour désigner le sens dans lequel on envisage l’étendue d’unç ligué en général, quoique ce mot ne puisse s’appliquer rigoureusement qu’aux lignes droites.
On dit ainsi qu’un corps a trois dimensions; qu'une surface a deux dimensions ; qu’une ligne n g qu ppe dimension.
Nous ne prétendons pas réformer c^s expressions consacrées par l’usage; mais il nous .semble d autant plus convenable d’en éviter l'abus, que les surlaces ' courbes et même les ligues courbes, quand el|es sont à double courbure, exigent, à la lois, la considération de ce qu’on nomme les trois dimensions.
CHAPITRE IV
Des polyèdres. . '
625. — On donne, en général, le nom de poljèd/e h tout corps terminé par des surfaces planes. La péométrie élémentaire considère particulièrement les polyèdres convexes, c’est-à-dire dont une )igne droite pe peut
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reuconlrer la surface eu plus de deux points, el qui , par conséquent, ne présentent aucun angle dièdre rentrant.
Les plans qui terminent un polyèdre se nomment ses faces-, les droites qui terminent les faces sont ses arêtes; les extrémités des arêtes sont ses sommets. Toute droite joignant deux sommets qui n’appartiennent pas à une même face, est wwq diagonale du polyèdre. Tout plan mené par trois sommets qui n’appartiennent pas à une même face , est un plan diagonal.
Si , par l’iin des sommets A ( fig. 524) d’un polyèdre, on mène des droites à tous les autres , on déterminera une série de pyramides, telles que A mnop, qui auront pour sommet commun le point A , et pour bases les différentes faces du polyèdre , à l’exception de celles qui aboutissent au point A; et l’ensemble de ces pyramides formera le polyèdre lui-mème.
Tout polyèdre peut donc se décomposer en pyramides. On pourrait leur donner pour sommet commun tout autre point que le point A , un point intérieur par exemple.
626. — Deux jmlyèdres égaux ont évidemment toqtes leurs faces égales chacune à chacune, et tous leurs angles dièdres égaux chacun à chacun. Il en résulte qu’ils peuvent se décomposer en un même nombre de pyramides égales chacune à ch?icune et semblablem(|nl disposées.
Réciproquement : Dcnxpolyèdi'es sont égaux lorsqu’ils peuvent se décomposer en un même nombre de pyramides égales chacune h chacune et semblable nient disposées. Car si l’on fait coïncider deux de ces pyramides égales, les pyramides voisines coïncideront par une face; et comme elles sont égales et semblablement disposées, elles coïncideront dans toute leur étendue. Il en sera de même de proclie en proche pour toutes les pyramides prises deux à deux , en sorte que les polyèdres eux-mêmes coïncideront.
627. — On nomme polyèdres semblables ceux qui pepvent se décomposer en un même uumbee de pyra-
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mides .semblahips chaninp à chanino et spniMaldement <lispos«-Ps. Ces pyramides sembla])les sont dites jnrumides homologues\ Les arêtes des pyramides homologues sorti des arêtes ou des diagonales homologues des polyèdres. Leurs faces homologues sont celles qui sont terminées par des arêtes homologues. Les extrémités des arêtes homologues sont les sommets homologues des polyèdres. > ' ' , -,
Théobéme. Deux polyèdres semblables ont leurs fa^ ■ ces homologues semblables chacune à chacune et leurs angles dièdres égaux chacun à chacun. Soient SAB, A B CD, CDE (fig. .^2.5) trois faces consécutives du premier polyèdre, e\sab,abcd, ede les trois faces homologues du second. Supposons les deux polyèdres décomposés en pyramides, ayant leurs sommets en S et en s. Tirons en conséquence les diagonales SD , SC, SE, .ve/, sc, se. Les pyramides homologues SABCD, sabcd étant sembla Wes par hypothèse, leurs bases ABCD et ab cd sont semblables , et les angles dièdres S C D A et seda sont égaux. Les pyramides homologues SC DE et sede étant semblables, leurs bases C D É et ede sont semblables, et les angles dièdres ED CS et er/c.vsont égaux. L’angle dièdre A CDE, qui est la somme des angles dièdres SCD A et EDCS, est donc égal à l’angle acdeqy\\ est la somme des angles dièdres eied es.
On démontrerait de la même manière la similitude des autres faces et l'égalité des autres angles dièdres.
Corollaire I. Deux polyèdres semblables ont leurs arêtes homologues proportionnelles. Car de la similitude des faces homologues ci-dessus désignées résultent les proportions (603) d.mio i
SA : s a : : X'B : ab ; AB : a b : : CD': Vcf; C Die d\: DB {et C,
d’où cette suite de rapports égaux : ; i vontu m
ki . -t) ^ é'Jixnt
S A : s a :: AB : ab : : C D : cd : :DZ : de :: etc..,,..
Corollaire II. Cette proportionnalité s’étend aux diagonales homologues. Car, s’il s’agit , par exemple, de»
r.ÉO'iVfhTRIF. Ï)ANS t/fSPACF. ISI
tiiagon'ales SE et similitude des pyramides SCHE et xcde donne la proportion '
'SE:fe:;CD:c//,
et la suite de rapports égaux ci-dessus écrite devient
SA:^a::AB :«6;:CD:cc?::SE:j<?:: etc.
CoBOLLAiRE III. Lex faces homologues de deux polyèdres semblables sont entre elles comme les carrés de deux arêtes ou de deux diagonales homologues quelconques. Car, s’il s’agit des faces ABC D et ahcd par exemple, la similitude des pyramides SAB CD et sahed donne la proportion (60S)
ABCD: a6câ(::AB’ \ a b^ ,
et, en ayant égard h la suite de rapports égaux déjà écrite , il vient :
ABCD : a b c d :: Ab' : a b' :: CD' : cd* : : SE’ : je’ : : etc.
828. — TnÉORËME. Deux pplyèdres qui ont leurs faces homologues semblables chacune a chacune, semblablement disposées et leurs angles dièdres égaux chacun h chacun , sont semblables. Supposons les deux polyèdres décomposés en pyramides, ayant pour sommets les points homologues S et s { fig. 52.'> ) et pour bases les faces de ces deux polyèdres qui n’aboutissent pas à ces deux points. Supposons, en outre, que ces pyramides elles-mêmes soient décomposées en tétraèdres ayant pour sf)mmets ces mêmes points S et s. Soient S A B , A B C D , C DE trois faces consécutives du premier polyèdre , respectivement semblables aux faces abcd, cr/cdu second. Tirons les diagonales SC, SD, SE,jc, sd, se, et joignons de pins AC et «c.
’ T.cs deux faces .\BCD et ahcd étant sembla’bles, il en est de même des triangles ABC et a h c. Les deux tétraèdres S ABC et sabr. sont donc semblables , comme ayant un angle dièdre égal, par supposition , savoir : CBAS=^c//nrj compris entre deux faces semblables fhacune à chacune et Kemblahlement disposées '' 5i>8 ).
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On en conclut la similitude des faces homologues A S C et asc, et l’égalité des angles diètlres SA CB et sacl). Les angles dièdres SACD et sacd, qui sont supplémentaires des précédents, sont donc aussi égaux. O’ailleurs, les triangles ADC cladc sont semblables; les deux tétraèdres SAC D et sacd pnt donc un angle dièdre égal, compris entre deux faces semblables chacune à chacune et semblablement disposées; ces tétraèdres sont donc semblables.
De là résulte la similitude des faces homologues DSC eX.de s, ainsi que l’égalité des angles dièdres S DCA et sdca. Les angles dièdres EDCA et er/ca étant égaux par supposition, si l’on en retranche les précédents, les re.stes SCDE ct.vciZc seront égaux. D’ailleurs, les triangles DCE et ^/cesont semblablesfil en serait encore de même si ces triangles, au lieu d’être, eux-mêmes des faces homologues des deux polyèdres , faisaient simplement partie de deux faces homologues); les deux tétraèdres SCDE et sede ont donc un angle dièdre égal, compris entre deux faces semblables chacune à chacune et semblablement disposées; ces tétraèdres sont donc semblables.
En continuant ainsi, on démontrerait de proche en proche la similitude de tous les tétraèdres qui font partie des deux polyèdres. Or lés pyramides composées d’un même nombre de tétraèdres semblables chacun à chacun et semblablement disposés, comme le sont évidemment ceux qui nous occupent, sont des pyramides semblables. Les deux polyèdres proposés .sont donc composés d’un môme nombre de pyramides semblables chacune à chacune et semblablement disposées, c’est-àdire que ces polyèdres sont semblables.
Applications. On. a journellement, dans les arts, à exécuter' en grand des polyèdres dont le modèle est donné en petit; il suffit pour y parvenir d’établir l’égalité des plans et des angles dièdres et de conserver la proportion des arêtes, en faisant usage d’une échelle d'augpientation déterminée d’avance , à raison d’un mètre par centimètre par exemple.
On emploierait une échelle de réduction s’il s’agissait de copier eu petit un polyèdre exécuté en grand.
Ces sortes de questions se présentent fréquemment dans les constructions et particulièrement dans rétablissement des mapbines.
jwlyèdres symétriques. , : . • .;m»
629. — Pour que deux tétraèdres soient égaux, il ne suffit pas., ainsi que nous l’avons vu, qu’lisaient leurs faces égales chacune à chacune, jl faut encore que ces faces soient as.semblées dans le même ordre; car deux tétraèdres qui ont leurs faces égales chacune à chacune^ mais assemblées dans un ordre inverse, ne peuvent coïncider, .... _ > M
Cette observation donne lieu à démontrer le théorème suivant ; • • , ■ » (
TiiéorEme. — Les quatre faces d'un tétraèdre ne peu* vent être assemblées que de deux manières différentes^ ]\omraons en effet A, B, C, D, ces quatre faces. Quand elles seront assemblées, il y aura toujours un anglé . trièdre formé par les trois faces A , B, C, et il est évi^ dent que l’on ne peut assembler, parmi les angles de ces trois faces , que ceux qui sont opposés aux côtés destinés à former la quatrième face, D. Appelonsa, ô, c les trois angles à assembler, et, pour nous rendre compte des différentes manières dont cet assemblage peut s’opérer, imaginons, lorsque l’angle trièdre sera formé , que l’un des trois angles .soit placé en face de nous, l’un des deux autres sera situé à notre droite , le troisième à notre gauche. Nonunons successivement celui qui est à gauche, celui qui est en face.de nous, et celui qui est à droite. Il ne pourra se présenter que les six combinai^ sons suivantes : . •>.. . i * ' . v; . '-i*
abc ) bca ,eah, OVL acb ycha,hac] >
Alals on voit sur-le-champ que les trois premières n’èii forment qu’ime seule j car, dans la seconde, si au lieu de nou.s placer en face' 'de l’angle c noqs nqu,s placions
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♦*n face de l’an^çle b, nous aurions à notre droite l’angle <•, et, par conséciuent , à notre gam-he l’angle a, ce qui redonnerait la combinaison abc. De même, si dans la troisième combinaison, au lieu de nous placer en face de l’angle a y nous nous placions en face de l’angle h, nous aurions l’angle a à noire gauche, et, par conséquent, l’angle c à notre droite, ce qui redonnerait encore la combinaison abc. On ferait voir de même que les trois dernières conibinaisons acb, cba, bac, n’en forment qu’une seule, qui est précisément inverse de la précédente; car, en nous plaçant en face de l’angle b, par exemple, c’est l’angle c qui sera à notre gauche, et l’angle rt à notre droite.
Tl n’y a donc que deux manières différentes d’as.sembler les trois angles a,b ,c,ç\, par conséquent, les trois faces A , B , C; et comme, une fois ces trois faces assemblées, la quatrième face D est déterminée de position, il en résulte qu’il n’y a que deux manières distinctes d’assembler les quatre faces d’un tétraèdre.
630. TiiÉonÉME. Si deux tetraedrex qui ont leurs . faces égales chacune à chacune , mais inversement dis- I
posées y sont placés de manière que deux des faces égales I
coïncident, la face commune, prolongée s' il est nécessaire, *
coupe en deux parties égales la droite qui joint les som- ^
mets opposés, et elle lui est perpendiculaire . Soient , en ’
effet, SABCet S ABC(fig. 526) deux tétraèdres qui rem- '
plissent les conditions de l’énoncx*. Soit 1 le milieu de la • I
droite S'S qui joint les sommets oppos<^ à la base commune ; menons Al , B I et CI. T.es arêtes AS etA.S' étant '
égales, la droite Al a deux de ses points à égale distance '
des extrémités de SS'; donc elle est perpendiculaire sur SS' (76). On en peut dire autant des droites BI et Cl. '
Ces trois droites sont donc dans un même plan perpendiculaire à SS'; or ce plan contient les trois points ABC, il n’est donc autre chose que le plan de la face commune ABC.
Remarque I. Les deux tétraèdres SABC et .S'ABC sont dits symétriques par rapf'ort au plan A BC, et l’on donne généralement la qualification de symétriques aux
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l<îlraèdres qui ont leurs faces égales chacune à chacune et invei*sement disposées, à cause de la propriété dont ils jouissent de pouvoir être placés symétric(uement par rapport à un même plan.
Remarque W. Le théorème du n“ G29 prouve qu’///i tétraèdre n’a qu’un seul symétrique.
C31. — Nous a^ons vu qu’un polyèdre peut toujours être décomposé en pyramides , et qu’une pyramide peut toujoui’s être décomposée en tétraèdres; d’où il suit qu’un polyèdre quelcîonque peut toujours être décomposé en tétraèdi’es.
TiiÉonftME. — Si de tous les sommets d’ un polyèdre, supposé décomposé en tétraèdres , on abaisse des perpendiculaires sur un meme plan , et qu’on les prolonge au délit de ce plan de quantités égales à elles-mêmes , les extrémités de ces perpendiculaires seront les sommets il’ un nouveau polyèdre, qui pourra être décomposé en un même nombre de tétraèdres symétriques de ceux du premier, et inversement disposés. Soit S (fig. 527) le sommet commun de tous les tétraèdres qui composent te polyèdre proposé ; A , B , C , 1) , etc., différents sommets du même polyèdre; soient S', A , B’, C, D', etc., les points correspondants du second polyèdre déterminés comme l’indique l’énoncé; soient enfin M et N les milieux des droites SS' et A'A, c’est-à-dire les pieds de ces perpendiculaires dans le plan sur lequel elles sont abaissées, et que nous désignerons par P.
Les droites SS' et AA' étant perpendiculaires ’à un même plan P sont parallèles entre elles, et, par conséquent, situées dans un même plan; de plus, elles sont perpendiculaires à la droite M N qui joint leurs pieds dans le plan P. Les trapèzes A SM N et A S iMN .sont donc ég..ux, comme ayant trois côtés égaux chacun à chacun , savoir M N commun , M S = iM S' et N A = N A', comprenant entre eux des angles égaux puisqu’ils sont droits (221). Le quatrième côté A S est donc égal au quatrième côté A'S‘. On prouverait de même que l’on a S'B'--SB, S'C' = SC, A'B' = AB, lî r/=BC. Il en résulte (juelesdeux tét)’.u'*<lres S \ RO etS'A'JVO' ont !eui-s
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faces égales chacmie àchacuaefcomme ayant leurs trois côlés égaux chacun à chacun); mais il est facile tle voir qu’elles sont inversement disposées; ces deux tétraèdres sont donc symétriques l’iin de l’autre.
On démontrerait de la même manière queles tétraèdres S ACD et S'A'C D' sont symétriques, et ainsi de suite. Les deux polyèdres se composent donc d’un même nombre de tétraèdres symétriques ; on reconnaît d'ailleurs sans peine que ces tétraèdres sont disposés invei’sement.
GSlJ. — Théorème. Deux polyèdres dècomposahles en un meme nombre de tétraèdres symétriques inversement disposés peuvent toujours être placés de manière que les droites qui joignent les sommets homologues soient divisées en deux parties égojes par un même plan perpendiculaire a toutes CCS droites. Appelons S et S' les deux polyèdres proposés. De tous les sommets du polyèdre S abaissons des perpendiculaires sur un plan quelconque P; prolongeons-les de quantités égales à ellesmêmes; nous obtiendrons un nouveau polyèdre S'. Les polyèdres S et S’ seront composés d’qn même nombre de tétraèdres symétriques inversement disposés (6.31 ). INIais les polyèdres S et S' sont aussi, par supposition, composés d’un même nombre de tétraèdres symétriques inversement disposés. D’ailleurs, un tétraèdre n’a qu’un seul symétrique. Les polyèdres S' et S' sont donc composés d’un même nombre de tétraèdres égaux chacun ît chacun, et semblablement disposés; ces polyèdres sont donc égaux.
Il suit de là que l’on peut faire coïncider le polyèdre S’ avec le polyèdre S" ; et, dans cette position du polyèdre S' i)ar rapport au polyèdre S , le plan P divisera eu deux parties égales toutes les droites qui joignent leurs sommets homologues , et sera perpendiculaire à ces droites.
Remarque I. Les deux polyèdres S et S' ainsi placés sont dits symétriques par rapport au plan P, et l’on consei’ve la qualification de symétriques aux polyèdres composés d’un môme nombre de tétraèdres symétriques inversement disposés , lors même qu’ils ne sont point placés symétriquement par rapport à un plan, à cause
-'.oocilc
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de Iq propi'iélû dont ils jouissenl de pouvoir être placés de celle manière.
Dans le premier cas, ils n’offrent qu’une symétrie de forme; dans le second, il y a à la fois symétrie de forme et symétrie de position.
Remarque II. Le théorème précédent prouve qu’//« paljèdrç ne peut avoir quun seul symétrique .
633. — Lorsque deux polyèdres sont placés symétriquement j>ar rapporta un même plan, ce plan est ce fpi’on nomme un plan de symétrie. Il arrive souvent qu’un plan divise un polyèdre en deux parties symétriques par rapporta ce plan; ce plan est encore dans ce cas un plan de symétrie.
11 y a des jiolyèdres qui peuvent être divisés ainsi de plusieurs manières en deux parties symétriques ; ces polyèdres ont alors plusieurs ])lans de symétrie.
Dans une i)yramide l’égulière, tous les plans menés par l’axe et par les rayons, ou les apothèmes de la base, .sont des plans de symétrie.
Un prisme droit a au moins un plan de symétrie; c’est celui qui divise en deux parties égales toutes ses arêtes latérales.
Si ce prisme est régulier, tous les plans menés par l’axe, et par les rayons ou les apothèmes de la base sont encore des plans de symétrie.
Dans le rhomboèdre, tous les plans menés par l’axe et par rune des arêtes qui aboutissent à ses extrémités sont des plans de symétrie.
Dans le parallélépipède rectangle, il y a trois plans de symétrie, qui divisent chacun en deux parties égales quatre arêtes parallèles.
Si la hase est un carré, les plans diagonaux menés suivant les diagonales de cette l)ase sont aussi des plans de symétrie. ,
Dans le cube, ily a, par conséquent, neuf plans de sy> métrie.
634. — Il peut aussi se trouver dans un polyèdre des nlans qui le divisent en deux parties symétriques de l'orme seulement cl non de position. C’est te qui a lieu
dans le parallélt^pipède : tout plan diagonal le divise en deux prismes triangulaires, cpii ont liuUes leurs parties égales charune à chacune, mais disposées dans un ordre inverse, et sont, par conséquent, symétriques.
Quand le parallélépipède est droit, les deux prismes triangulaires le deviennent aussi, et la symétrie se change en égalité; on reconnail sans peine, en effet, que ces prismes sont alors superposahles.
C35. — Lorsqu’un polyèdre a deux plans de symétrie,
, l’intersection de ces deux plans est un axe de symétrie.
Une pyramide régulière a un axe de symétrie qui est ^ l’axe même de la pyramide.
' Un prisme régulier a pour axes de symétrie d'abord
son axe propre, ensuite les intersections de tous les ])lans de symétrie qui passent par cet axe, avec le plan de .symétrie perpendiculaire atix arêtes latérales. Un [ prisme hexagonal régulier, par exemple, a sept axes de symétrie.
^ Le rhomboèdre n’en a qu’un, qui est son axe propre.
I.e parallélépipède rectangle en a trois : ce sont les droites qui joignent les centres des faces opposées , c’està-dire qui joignent les intersections des diagonales de ces faces.
Dans le cube, les diagonales sont , en outre , des axes de symétrie, puisque le cube est aussi un rhomboèdre; de • plus , les droites qui joignent les milieux des arêtes opposées sont encore des axes de symétrie, ce qui porte leur nombre total à trei/c.
i 636. — Applications. La .symétrie de forme et de po-
sition s’observe dans une foule de produits des arts; elle s’observe aussi dans la nature.
11 y a symétrie de forme et de pasilion entre les ailes d’un édifice régulièrement bâti , entre les deux parties latérales d’un navire , d’une voiture, d’un pont, etc.; la plupart des constructions offrent au moins uri plan de symétrie. I.a même .symétrie se remarque dans la plupart des meubles et des ustensiles de toute espèce. Il y a symétrie parfaite de forme et de position appa-
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rentes oiilre uii objet quelconque et son ima^e dans un miroir plan.
Il y a symétrie de forme et de position entre les deux )>arties latérales du corps chez presque tous les animaux. Les végétaux présentent aussi des exemples de symétrie extrêmement remarquables: il est peu de fleurs qui n’offrent au moins un plan de symétrie; un grand nombre d'entre elles ont un axe de symétrie.
Des polyèdres réguliers.
637. — Un polyèdré est régulier quand il a toutes ses laces égales, tous ses angles dièdres égaux, tous ses angles plans égaux , toutes ses arêtes et toutes ses faces égalés. Ces conditions exigent que les faces du polyèdre soient des polygones réguliers égaux , ce qui limite surle-champ le nombre des polyèdres réguliers possibles. Kn effet , il tant au moins trois angles plans pour former un angle poly èdre, et la somme de ces angles doit être moindre que quatre angles droits (4Ü8). Des he.xagones réguliers ne sauraient donc servir à former un polyèdre régulier; car l’angle de l’hexagone vaut^ d’angle droit; trois de ces angles l'eunis formeraient donc quatre angles droits. A plus lorte raison ne saurait-on employer des polygones réguliers d’un plus grand nombre de côtes; il ne reste des lors dedisj)onibles que des triangles équilatéraux , des carrés et des pentagones réguliers.
I. tormons d abord un angle triedre avec trois triangles équilatéraux ; les côtés de ces triangles, opposés au sommet de l'angle trièdre, formeront un quatrième triangle équilatéral , égal aux premiers; et nous aurons un tétraèdre régulier (fig. 528). Nous avons vu comment se construisent les tetraedres, pleins ou creux. Nous avons dit aussi que l’angle dièdre des tétraèdres réguliers est de 70® 3t' 43", 6.
II. Assemblons maintenant quatre triangles équilatéraux , de manière à en former les laces latérales d'une I>yramidc régulière à base qavvcc ahede (fig. 520); j.ijis
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continuons h assembler des triangles (•^iiilî'lt^vaiix avec les premiers; nous trouverons qu’il en f'aüï ajoiilôV quatre autres ; et le polyèdre régulier qui en résultera sera formé de huit triangles équilatérauV, égaux 'entre eux; on le nomme octaèdre régulier.
Pour avoir la valeur de son angle dièdre, il faut former un angle trièdre ^eqe avec deux angles de 6ü<».rtir, ,
6e, et un angle droit chc, et déterminer l’anglfe ulèdrc <•« 6e qui fait partie de cet angle trièdre. Nous a^ons appris à résoudre ce problème par une construction graphique (492). On trouve, par le calcul trigonométrique, que la valeur de cet angle dièdre est de 109<»28' 16', 4.
Au moyen de celte valeur, on pourra construire un octaèdre régulier plein, t^our cela, on donnera au bloc une face plane sur laquelle on tracera un triangle équilatéral; par chacun de ses côtés on fera passer un plan qui fasse avec le premier un angle dièdre égal à la valeur ci-dessus ; et sur ces nouveaux plans ou achèvera des triangles équilatéraux. Par les côtés de ces triangles on fera passer de nouveaux plans, inclinés sur eux de la môme manière, et sur lesquels on achèvera de nouveaux triangles équilatéraux; et ainsi de suite. _ ,
11 se présente dans le cours de celle construction plusieurs .simplifications qu’on apercevra sans peine, et dont on aura soin de profiler.
III. Assemblons maintenant cinq triangles équilalé-r raux, de manière à en former les laces latérales d uné pyramide régulière à base pentagonale ahedef (fig. 530); puis continuons h assembler de nouveaux triangles équilatéraux avec les premiers; nous trouverons qu’il eu faut ajouter quinze autres ; et le polyèdre qui en résultera sera formé dé vingt triangles équilatéraux égaux entre
eux. On le nomme /rovrtèr/rc
Pour avoir la valeur de son angle dièdre , il faut former un angle trièdre avec deux angles de 60°, aedy aej, et un angle de 108°, ^/c/ (l’angle du pentagone régulier qui sert de base à la iiyramide «6c</t^ , et déleriuir ner la valeur de l’angle dièdre daef qui fait partie dé
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cet angle lrièdre(492). Oïl trouve par le calcul (jue cette valeur est de 138" 10' S 7", 2.
A l’aîde de celte valeur, on pourra construire un icosaèdre régulier i)k‘iu, j)ar un procédé analogue à celui que nous avons indiqué pour Toctaèdre régulier.
IV. On ne peut assembler plus de cinq triangles équilatéraux pour former un angle polyèdre; car l’angle du triangle équilatéral étatit de 60", six angles pareils feront une somme de 360" ou quatre angles droits.
II faut donc maintenant employer des carrés; mais l’on ne peut en employer plus de trois pour former un angle polyèdre. Le polyèdre régulier que l’on obtient ainsi n’est autre que le cube, que nous connaissons déjà. On lui donne aussi le nom à'?ic.Taèdre régulier. La valeur de son angle dièdre est de 90".
V. Il reste à as.sembler des pentagones réguliers égaux. On ne peut évidemment en assembler plus de' trois pour former un angle jml^èdre. Si , après a voir formé un angle trièdre avec trois pentagones réguliers égaux, on continue à en as.sembler d’autres avec les premiers, on trouve qu’il faut en ajouter neuf; et le polyèdre qui en résulte est formé de dou/e pentagones réguliers égaux. On lui donne le nom de dodécaèdre régulier ( fig. 561 ).
Pour avoir la valeur de son angle dièdre, il faut former un angle trièdre avec trois angles de pentagone régulier, c’est-à-dire avec trois angles de 108", et déterminer l’un des angles dièdres que comprennent entre eux les faces de cet angle trièdre. Le calcul donne pour la valeur de cet angle dièdre 116" 33' 51’, 2.
A l’aide de cette valeur, on pourra construire un dodécaèdre régulier plein, par un procédé analogue à celui qui a été précédemment indiqué pour l’octaèdre.
On voit, d’après ce qui précède, qu’il n’existe que cinq polyèdres réguliers, savoir, en les rangeant d’après le nombre de leurs faces, le tétraèdre, l’hexaèdre, l’octaèdre, le dodécaèdre et l’icOsaèdre réguliers.
638. — On pourrait démontrer plusieurs théorèmes remarquables sur les polyèdres ix^Uliers : par exemide
que tout polyèdfv régulier est inscriptible' et circou^ scriptihle à la sphère; mais ces pix>positions , d'ailleurs l'aciles à pressentir, u'olTreul qu’un objet de pure eu* riosité.
Ou recoiiualt saus peine que tout plan mené par le milieu d’une arête- d’un polyèdre régulier, perpendiculairemeul à cette arête, est un plan de symétrie; et que tout plan qui divise eu deux parties égales l’iia des angles dièdres est également un plan de symétrie.
Applications. C’est dans l’élude des substances minérales que l’on rencontre les seules applications utiles des polyèdres réguliers.
Le tétraèdre régulier se rencontre parmi les cristaux de cuivre gris.
Le cube existe parmi les cristaux de sel gemme, de sel marin, de pyrite de fer (combinaison de fer et de soufre).
L’octaèdre régulier est une des formes ordinaires du spath fluor, de la pyrite de fer, du diamant, etc. ''
Le dodécaèdre et l’icosaèdre i*égulier n’existent point parmi les cristaux.
631). — Les cristallographes considèrent encore plusieurs autres polyèdres qui, sans être réguliers dans la rigueur géométrique du nuit , offrent néanmoins une certaine uniformité d’aspect qui mérite d’être remarquée ; tels sont :
1®. Les octaèdres formés de deux pyramides régulières à base carrée, opposées l’une à l’autre base à base; ses faces sont des triangles i.socèles dont l’angle opposé à la base peut être aigu ou obtus (fig. 532 et 533).
La première de ces formes est celle de \ anatase ; la seconde est celle du ziivon.
2". Le doflécaèdre triangulaire (fig. 534) , formé par deux pyramides régulières hexagonales, opposées l’une à l’autre par la base.
Cette forme appartieul au quartz , ou cristal de roche.
3”. hcdo<lèeaèdrc rhnmboidalf\^.i>'iô),Aon\. les tlou/c faces sont des losanges égaux.
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Celle forme ajjpartienl an grenat, au spath d’Islande, etc.
4» Le trapêzoèdre (fig. .530), dont les vit.gt-qualre Liées sont des qnadnlalères égaux. Ces quadrilatères ont rei u des eristallograplies le nom de trapézoïdes , d’on le nom assez impropre de trapêzoèdre. On peut se représenter chacun ^l’eux comme formé de deux triangles scalènes SJ- metriques a h e et a de.
Celte forme appartient grenat, à Vaniphigtnie , etc.
Ces poljedres ont tous des plans de symétrie et des d\es de s^iiiétric qu il est facile de reconnaître.
Les minéraux présentent beaucoup d'autres formes polyedrales plus ou moins compliquées, qui dérivehl toutes de celles que nous avons signalées précédemment : mais 1 étude des lois suivant lesquelles ces transforUialions s opèrent dans les cristaux est l'objet spécial de là cristallographie.
Nous réunirons sous ce litre les corps qui ne
sont terminés qiie par des surfaces courbes, et ceux qui sont terminés simultanément par des surfaces planes et par des surfaces courbes.
Un corps jieul être Ifcrmiué de toutes parts par une seule et même surface courbe.
Si cette .surface e.st une surface sphérique, le borps qu elle termine prend le nom de sphère. Dans la sphère, tous les plans méridiens .sont des plans de symétrie; tous lés diamètres sont des axes de .symétrie.
Si cette surface est un ellipsoïde de révolution le corps qu elle tefmineprchd lui-même le nom tVellipsoïdc de f évolution. On lui donne quelquefois aussi le nom de spheroide, surtout quand il se rapproche de la sphère , ainsi que cela a heu pour le globe de la terre ; aussi dit-on le sphéroïde terrestre.
Dans un ellipsoïde de révolution , le plan de l’équa-
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leur, <*t tous les plans méridiens, sont des plans de symétrie. L’axe de révolution est un aXe de sjmetne ; il en est de même de tous les diamètres de réc|uateur , puisque ce sont les intersections du plan de l’équateur avec les
plans méridiens. r j
Si la surface qui termine un corps est une surface de révolution quelconque , ses plans méridiens seront toujours des plans de symétrie, et l’axe de révolution sera
toujours un axe de symétrie.
La toupie qui sert de jouet aux enfants est un corps
terminé par une surface de révolution.
041 — Un corps peut être terminé par plusieurs sur- , faces courbes. On pourrait en citer une multitude d’exemples-, nous nous bornerons aux deux suivants.
l’ Deuv surfaces sphériques qui se coupent. On rencontre cette forme parmi les verres nommés lentilles cjui entrent dans la construction d’un grand nombre
d’instruments d'optique. ^ ^ -
Si les centres des deux surfaces spheriques sont situes de nart et d’autre de la lentille, on lui donne le nom de lentille hi-coneexe (fig. 537). Si les centres sont situes d’un même côté de la lentille, elle prend le nom de lentille comexe-concaee . Ces lentilles sont convergentes, rVst-à-dire qu’elles rapprochent les rayons lumineux de Yaxe de la lentille, ou de la ligne des centres. On les emploie pour corriger les vues presbjtes. .
Il Vne surface sphérique coupée par une sufface coniaue , qui a pour sommet le centre de la sphere.C est ce «u4 l’on appelle un secteur sphérique 539). On peut k considérer comme engendré par la révolution d un secteur de cercle A O B , autour du rayon O B qui aboutit à rime de ses extrémités. La droite OB est un axe de révolution commun aux deux surfaces.
642 — Parmi les corps termines en partie par des surkres idanes et en partie par des surfaces courbes, nous
distinguerons ceux qui suivent.
1 Le serment sphérique. Quand on coupe une sphère par un pla^’n , la portion d’espace compris entre ce plan ! l l une quclcomiuc des deux parties de la.surfacc sphe-
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riqne, esl ce qu'on appelle im segment sphérique (fig. 540). La porlion de surface sphérique qui termine ce segment s’appelle une calotte sphérique. Le cercle sui* lequel elle s’appuie est la base du segment sphérique.
Ce corps a pour axe de symétrie le rayon O P mené au |)ôle du cercle qui lui sert de ba.se; nous avons vu (554, Coroll.) que ce rayon est perpendiculaire au plan de ce cercle et passe par son centre C. Tous les plans qui passent par cet axe OP sont des plans de symétrie.
La porlion CP de Taxe de symétrie, compris entre la surface sphéri((ue et le plan, est ce qu’on nomme la hauteur à\\ segment ou de la calotte. Cette hauteur, le rayon AC de la base du segment et le diamètre PP' de la sphère sont liés entre eux par une relation qui permet de calculer l’une de ces trois longueui’s lorsque l’on connaît les deux autres.
En effet, l’axe PP' étant perpendiculaire au plan du cercle dont le diamètre est A B est perpendiculaire sur ce diamètre. Si l’on imagine un grand cercle de la sphère qui passe par les points P, A et P', l’axe PP' sera son diamètre, et la droite AC, abaissée d’un point de sa circonférence sur PP', sera moyenne proportionnelle entre les deux segments C.P et CP' (164); on aura donc
CP: AC : : AC: CP', doiiÂC’ = CP X CP'.
Or CP .= PP' — CP; donc
Tc’ = CP X (PP' — CP).
On pourra aussi , dans chaque cas, remplacer l’emploi de cette formule par une construction géométrique.
Si c’est AC que l’on demande, on cherchera une moyenne proportionnelle entre les longueurs CP et CP' qui seront connues.
Si c’e.st CP qui est inconnu , il s’agira de le déterminer de manière que le produit des deux segments CP et CF soit équivalent au carré de AC. Ce problème a été résolu au n” 346.
Si c’est PP' que l’on cherche , avec les longueurs données A C et C P, on construira le triangle rectangle
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P GA; sur le milieu de son hypothéouse A P on élèvera une perpendiculaire qui repconiréra en O le prolpnge>f ment de PC; la clistance OP sera le rayon de la sphère; la longueur PP,' cherchée sera le double de OP.
Application). X.a forme du segment sphérique est ce^e de» lentilles convergentes, plan^convexes.
64 J. — II. La tranche sphérique. Si l’on coupe unesphère par deux plans parallèles , la portion d’espace comprise entre ces deux plans et la surface sphérique, est - ce qu’on nomme une tranché sphérique (lig. iUl). La portion de la silrface de la sphère qui termine cette tranche est ce qu'on appelle une zone sphérique. Les deux cercles parallèles sont ses bases , et là distàhce des deux bases se nomme la hauteur de la tranche ou de la zone.' ' ' ' ’ ' * i
Si du centre de la sphère on abaisse une perpendiculaire sur les deux bases 'parallèles, cette perpendicuiaii'e passera parleurscentrés; la hauteur de latéanche' est donc la longueur de la droite qui joint ces deux centres. Cette droite est en même temps un axe dé symétrie , et tous les' plans méridiens sont des plans de symétrie. , ' v ; u.t;
Applicatiox. On' fait usage de la considération des zones dans la géographie. I,.a surface globe terrestre est divisée en cinq zones principales . la zone torride , comprise entre les tropiques , et que l’équateur divise en deux parties égales; le» deux zones tempérées , comprises l’une entre le tropique du Cancer et le cercle polaire arctique - l’autre enti'c le tropique du Capricornç et le cercle polaire antarctique;’ enfin les deux zones glaciales, qui ne sont, à bien prendre, que des calottes sphériques sitxiées au delà des cercles polaires. ^
è44. — III. Le coin sphérique. On nommé ain.«ii l’espace compris entre deux demi-méridiens et la surfaeç sphérique (fig. i<42). La portion de la surface .sphér|qué qui le termine se nomme un fuseau sphérique.
Le coin sphérique a deux plan» de symétrie : l’un est le plan méridien qui divise en deux parties égales l’angle
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dièdre Ibnné par les deux faces planes du coin; l’autre est le plan de l’cqualeur.
645. — IV. Le cylindre. On nomme ainsi un corps terminé par une surface cylindrique et par deux plans perpendiculaires à Taxe de cette surface (fig. 543). Ces plans, d’après ce que nous avons vu (532, Coroll.), sont des cercles égaux: on les, nomme les bases du cylindre, et la hauteur de ce cylindre est la distance mutuelle de ses bases; cette distance est égale à la portion de l’axe du cylindre comprise entre les deux bases, ou à la portion d’une génératrice quelconque comprise entre ces mêmes bases , car toutes les génératrices leur sont perpendiculaires, puisqu’elles sont parallèles à l’axe.
L’axe du cylindre est un axe de symétrie; tous les plans méridiens sont des plans de symétrie. Il en existe un autre : c’est celui qui est mené par le milieu de l’axe perpendiculai renient à cet axe, c’est-à-dire parallèlement aux deux bases , et à égale distance de chacune d’elles.
646. — Théorème. Deux cylindres sont égaux lorsqu’ils ont même hauteur et que leurs bases ont meme rayon. Car alors ces bases sont égales; et si l’on fait coïncider les bases inférieures', les génératrices qui sont perpendiculaires à la base devenue commune coïncideront deux à deux. Kt comme elles sont toutes égales , puisque les deux cylindres ont même hauteur, leurs extrémités supérieures coïncideront; les bases supérieures se confondront donc en un seid et même cercle, et les deux cylindres <*oïncideront dans toute leur étendue.
647. — Deux cylindre.s sont dits semblables lorsque les rayons de leurs bases sont proportionnels à leurs hauteurs.
Théorème. Les bases de deux cylindres semblables sont entre elles comme les carrés de leurs hauteurs. Car si l’on nomme R et r les rayons des bases, II et h le.s hauteurs , on aura
R : r : : H ; //; d’où R* : : H» : A*;
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oq, eo rpullipliant par ir l^s deux tfrmes prépaie rapport,
ce qui revient à l’énoncé dli théorème , puisque ». R* et »./* mesurent Vairé des bases. ’ " '
^ 648. — Applications. C’est dans un cylindre creu^
3uë se meut le piston (les machines à vapeur. Les meules e njoulin sont' des Cylindres pleins ; il en est de même des assises inférieures d’une colonne*. La plupart des boîtes rondes sont des cylindres; les morceaux de bois .sur lesquels' s’enroulent les pièces de ruban sont aussi des cylindres; il en e.st de même des pions du jeu de darnes, des pièces de monnaie, en faisant abstraction des empreintes;' il en est de même encore des palets et des disques métalli(jues qui composent \ine pilë’tlè îoita. " ’
649. — V. Le cyliruîre tronqué. On nomme ainsj un corps terminé par une surface cylindrique et par deu^ plans, dont l’un seulement est perpendiculaire à Taxe (fig. 544). Il est il remarquer que ce coiqjs a toujours un plan de symétrie (la surface cylindrique çst supposée circulaire droite) ; c’est le plan A B CD qui est mené par l’axe perpendiculairement ^ux deux plans quiterrn'inent le cyhndre.
6.50. — VI. Le cône. On désigne sous ce nom un corps terminé par une surface conique, ét par un plan perpendiciilàlre à son axe (fig. 545). D’après ce que lious aVons vu (5-il) , ce plan est lin cercle; on le nomme base dû cône. Sa hauteur qs,\. la perpendiculaire abaÎAséé de son sommet sur sa base , ou, ce qui revient au même, la portion S O de son axe, comprise entre cette base et le sommet.
La portion SÂ (l’une, génératrice, comprise entre le sommet et la base, se nomme le côté du cône.
L’axe de révolution de la surface conique est Faxe de svmétrie du cône; tous les plans méridiens sont des plans de symétrie.
Théorème. Deux cônes sont égaux lorsqu’ils
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ont meme hauteur, et que leurs bases ont meme raj'on. Car CCS bases sont alors égalés ; et si ou le$ fait coïncider, leurs centres coïncideront; les deux axes, qui seront perpendiculaires à la base devenue commune, se confondront ; et puisque les deux cônes ont même hauteur, le^ deux sommets se confondront aussi. Dès lors H devient évident que toutes les génératrices coïncideront deux à deux, et que, par conséquent, les deux cônes coïncideront epx-mèmes dans toute leur étendue.
— Deux cônes sont dits semblables quand les rayons de leurs bases sont proportionnels à leurs hauteurs. H en résulte, comme pour les cylindres, que les bases sont entre elles comme les carrés des hauteurs.
De la proportionnalité entre les hauteurs et les rayons des bqseç, il suit encore que l'angle des deux surfaces coniques est le même. Car soient S O et so (lig. 045) les axes, AQ et ao les rayons des bases; joignons yVS et Qs; les ti'iangles SO A et soa seront rectangles en O et en o, puisque les axes sont péppeudiculaires sur les b^ses. Or, par supnosilion, on a la proportion ^0 : ao :: SQ :sq ; ces deux triangles sont donp semblables, et les angles ASO et aso sont égaux. Or, chacun de ces angles est la moitié de Tangle de la surface conique çorrespouejante : l’angle des depx surfaces est donc le lUénae.
6;')3. — VII. Le ç^ne tivnquê.Qn nonnne ainsi un corps terminé par une sprface conique et par deux plans perpendiculaires à son axe (fig. 546) ; c’est ce qui reste d’un cône, quand on en retranche la partie supérieure par un plan parallèle à la base. Les deux cercles, inférieur et supérieur, sont les du cône tronqué. Sa hauteur est la distance mutuelle de ces bases, ou , ce qui revient au même, la portion Bô de l'axe comprise entre ces deux ba.s'es. La portion A a d’une génératrice comprise entee les deux ba.ses du cône tronqué se nomme son câté.
Op peut remarquer que la partie enlevée est un cône .semblable aq cône total. Car si l’on coupe le cône total par un méridien, ce méridien rencontrera la surface conique suivant une génératrice SA , et les deux ba.ses
suivant les rayons parallèles AB et a b; les triangles A S B et rtS seront donc semblables , et l’on aura :
A B : rt : S B : S />
c’est-â-dire que les rayons des bases sont entre eux comme les hauteurs, ou, en d’autres termes, que les deux cônes sont semblables.
Connaissant la hauteur B b du cône tronqué , et les rayons A B et a 6 de ses bases , on peut calculer la hauteur SB du cône total. Car de la proportion (1) on tire :
AB:AB — ab:
d’où
SB: SB — Si, ouAB.AB-
B4XAB
-ai:: SB: B i.
AB
Ce résultat est analogue à celui que nous avons obtenu pour la pyramide triangulaire tronquée (599).
654. — Àppmcatioxs. Les filtres employés dans certaines fabrications, dans celle du sucre de betterave par exemple, sont de grands cônes tronqués creux. Il en est de même des cuves à lessive. Cette forme est aussi celle des pots de fleurs et de beaucoup de vases et d’ustensiles de cuisine; telle est encore la forme des abat-jour dont on recouvre les lampes. Les couronnes des roues’d’angle sont des cônes tronqués pleins , dont les surfaces primitives sont tangentes, et sur lesquels on a disposé un système de denture qui produit l’engrenage.
VIII. La coupe des pierres fwimit de nombreux
exemples de corps terminés, en partie par des sur-' faces courbes, et en partie par des surfaces planes;' nous ne saurions les énumérer ici; nous -nous borne-' rons à l’exemple suivant : '
La figure 547 représente le premier voussoir d’une voûte conique pratiqtiée dans un mur cylindrique.
Les faces abcd et eff< l sont des plans horizontaux; la face adle es\ un plan vertical; la face/g^A/- est un pian qui va passer par l’axe de la voûte conique ; la face est une partie de l’intrados de cette voûte, c’està-dire de la surface conique; enfin, les faces abgfe et de h kl sont des portions de surfaces' cylindriques ; la
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première appartient à la face interne du ipiir çylindrtr que, la seconde à sa face externe.
La face plane f g h k est ce qu’on nomme un panneau (^e joint; les arêtes gh et bc, qui sont des génératrices de l’intrados de la voûte, se nomment les arêtes de douelle.
Les arêtes horizontales «f/ etc/ sont dirigées vers l’axe commun des surfaces cylindriques externes et internes du mur; l’arête horizontale //est parallèle à l’axe de |a surface eoni(|ue.
Les formes géométriques quç nous venons de décrire sont les plus simples de celles qui se présentent journellement sous nos yeux; la plupart des autres ne sont que <|es combinaisons des preniières , et il sera toujours (a7 cile , avec un peu d’attejition , de ramener les unes aui^
, autres. . ,
CHAPITRE VL
Des moyens de représenter les corps sur un plan.
(?Ô6. — 0n‘ emploie deux systèmes principaux poii^ représenter qn corps sur un plan. '
Le premier de ces moyens n’est autre que la niéthode des projections , et c’ést sous'ce point de vue que l’on donne plus particulièrement à cette méthode le nom d? Géomâtric descriptive.
Si le corps à représenter sur un plan est terminé par des surfaces planes, on projette ses arêtes sur un plan horizontal et sqr un plan vertical fixes; la position dé çes arêtes dans l’espace se trouvant ainsi déterminée (505),^ le corps peut être regardé comme complètement défini , pu décrit géométriquement.
Si le corps est terminé par une surface courbe, cçlle-ci peut être définie, ou par se.'j traces sur les plans de projection, ou par uqe directrice et une général rjee, etc. Si le corps est dé forme compliquée, on peut avoir recours à ces divers moyens à la fois.
, ir corps que l’on veut représenter n’est pas
Di
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susceptible d’une définition géouiétrique simple, leî meilleur moyen d'en donner une idée précise est de tracer l’intersection de sa surface par des plans horizontaux et par des plans verticaux, choisis de manière que les principaux détails de sa forme soient représentés ’ sur ces intersections. Pour donner, par exemple, une' idée complète d’un édifice, les architectes supposent cet édifice coupé par une série de plans horizontaux, un à chaque étage ordinairement, et par une série de plans verticaux convenablement choisis ; puis ils représentent sur un plan les intersections ainsi obtenues, et y joignent la projection verticale des principales façades sur des* plans parallèles à ces façades. Ces projections verticales des façades se nomment élévations- ; les coupes verticales^ sont parfois désignées sous le nom de profils; la coupe horizontale faite à chaque étage est le plan géométral de cet étage.
Les mots plan, coupe, profil, s’emploient dans le même sens dans toutes les branches des arts lyécaniques, et le mode de représentation dont nous parlons y est généralement adopté, soit par les architectes et les ingénieurs pour exprimer les idées qu’ils ont conçues ou celles qu’ils veulent reproduire, soit par les ouvriers pour mettre ces idées à exécution.
iÇe que nous avons dit de la méthode des projections en ^néral, nous dispensera d’entrer ici dans de plusgrand.s détails; il nous suffira de donner quelques exemples à l’appui de ce qui précède, afin d’éclaircir par des faits cè que ces notions pourraient avoir de trop général.
657. — La figure 548 représente une pyramide dont le sommet a pour projections S et O,. et dont la base ÀBCDE est située sur le plan horizontal de projection ; les droites Sa et OA,S^etOB,ScetOC,S^etOD, ScetOE sont les projections de ses arêtes latérales. La hauteur de la pyramide est égale à la droite S/i.
La figure 549 représente un prisme droit dont la base inférieure est située sur le plan horizontal de projection. Les arêtes sont verticales , et égales à a' h. ^
La figure. 550 représente un cvlindre'droit; la figure
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uôl , uu cône droit; la ligure 552 , une sphère ; la ligure 553, uu corps terminé par une surface annulaire complète.
, La figure 554 offre la projection verticale èt le profil d’une moufle.
La figure 555 donne la projection verticale et le plan Lanterne à fuseaujc , sorte de i'oue fréquemment employée dans les "macliines , et notamment dans le mécanisme des moulins.
Les roues hydrauliques (lig. 242, 243, 244, 245), que nous avons données comme exemples de la di^ision des circonférences , sont représentées en projection verticale,
La figure 556 présente la projection verticale, le profil et une coupe horizontale d'une porte de salon à deux vantaux et à grands cadres, c’est-à-dire à moulures saillantes.
La figure 557 donne la projection verticale et le profil d’un bureau. '
Le lambris (lig. 191), qui nous a servi comme exemple de l’emploi des rectangles et des losanges, est représenté en projection verticale.
La figure 558 représente la projection Verticale d’un comble brisé, ou à la Mansard. On y remarque Ventrait AA; le faux entrait BB; le poinçon G; les arbalé- ./r/c/'i' D,D ; les contre-fiches E,E; les jambes de force F, F ; 1^ aisseliers G , G ; les chevrons H, H ; le faùage I ; les panes L, L, soutenues par les tasseaux P, P. Les extrémités du faux entrait et le sommet du comble doivent être sur une demi-circonférence, qui a l’entrait pour diamètre; et l’arête supérieure du faux entrait doit se trouver aux deux tiers de la hauteur du sommet du comble au-dessus de l’entrait , à partir de ce dernier.
Les mêmes parties, à l’exception des jambes de force , se retrouvent dans le comble de la figure 376, qui est aussi représenté en projection verticale.
La figure 559 représente en projection verticale et en profil la partie supérieure d’une façade en pans de bois. A est un poteau cornicr; B , B , sont des poteaux iChuis-
sérié; C,C, des poteaux de décharge ; DD est la sablière haute; ED, la sablière de chambrée ; F, F , des appuis de croisée; G , G , potelets ; la pièce H est un linteau.
JVoiis a\()us déjà donné, en projection verticale, plusieurs détails de coupe des pierres ou d’architecture; tels sont : les moulures (fig. C5 à 72, et 80 à 85), la plate-bande (fig. 180), le portique ( fig. 256), et les pleins-cintres (tig. 261 et 262).
La figure 560 représente le profil de l’ordre toscan.
Chaque ordre se compose de ti ois parties principales, V entablement IM , la colonne N et le piédestal P. I.a hauteur de l’entablement doit être le quart de celle de là colonne, et celle du piédestal doit en être le tiers. Il en résulte que si l’on divise la hauteur totale de l’ordre en lô parties égales , l’entablement en prendra 3 , la colonne 12 et le piédestal 4.
L’entablement se divise en trois parties : la corniche la frise B et Varchitrave C.
La colopne se divise également en trois parties: le chapiteau D, le fûtYA et la base F.
Enfin , le piédestal se divise en trois parties : la corniche G , le de H et la base I.
L’ordre toscan se distingue par l’absence des ornements; on l’emploie, pour cette raison et à cause de sa solidité, à la construction des casernes, des prisons, des arsenaux , etc.
Pour évaluer les proportions des différents Ordres, les architectes prennent comme unité de mesure le demi-diamètre inférieur de la colonne, auquel ils donnent le nom de module; ils divisent ensuite cette unité en parties égales appelées minutes , qui sont au nonibrC de 12 pour les ordres toscan et dorique, et de 18 pour les autres ordres.
Dans l’ordre toscan , la hauteur de la colonne est dê 7 fois son diamètre inférieur, ou de 14 modules.
X représente le plan du chapiteau et Y le plan de la base. \}entre-colonnement , c’est-à-dire là distance entre
les axes de deux colonnes consécutives, doit être de a modules.
La ligure 561 représente le profil de l’ordre dorique. Cet ordre se distingue par les triglyphesT, T, qui ornent sa frise ; son caractère est sévère , mais plus léger (jue celui de l’ordre toscan ; nn l’applique d’ordinaire aux palais de justice, aux maisons de banque, etc. Dans cet ordre , la hauteur de la colonne est de 8 fois son diamètre inférieur , c’est-à-dire de 16 modules. L’entrecolon rtement est de 6 modules et 3 minutes. La partie de la frise comprise entre deux triglyphes porte le nom ée métope; cette partie e^t quelqviefois chargée d’ornements. Les .saillies carrées D, D sont les denticules ; les sculptures G , G sont les gouttes. X représente le plan du chapiteau , et Y celui de la base.
La ligure 562 représente le profil de l’ordre ionique. Cet ordre se distingue par sa volute que nous avons appris à tracer (113) ; il est à la fois élégant, gracieux et sinqile, et s’emploie de préférence dans les maisons de plaisance, dans -l’intérieur des salles de spectacle ou de concert, elc. Dans cet ordre, la hauteur de la colonne est de 9 fois son diamètre inférieur, c’est-à-dire de 18 modules. L’entre-colonnement est de 6 modules 12 minutes. X représente le plan du chapiteau, et Y celui de la base.
La figure 563 représente le profil de l’ordre corinthien. Cet ordre se, distingue par les feuilles d’acanthequi ornent son chapiteau; sa richesse et son élégance la font choisir pour tous les monuments qui exigent de la magnificence et de la grandeur. Dans cet ordre , la hauteur de la colonne est de 10 fois son diamètre inférieur, c’est-àdire de 20 modules. L’entre-colonnemeiit doit être de 7 modules. X représente le plan du chapiteau renversé. Pour en obtenir les quatre courbes principales, il faut construire un triangle équilatéral sur chacun des côtés du carré où le chapiteau est inscrit : le sommet de<*e triangle équilatéral est le centre de l’arc à tracer. Y repi’é.senle le plan de la base de la colonne.
I.a figm e 564 représente le profil dé l’ordre composite
StCÜIN DH PA Km:.
Cet ordre se dislingue pai* la réunion du chapiteancorinllîien aux volutes ioniques. Riclie et grandiose, comme l’ordi-e corinthien, il s'emploie dans les mêmes circonstances Les proportions principales de l’ordre composite sont celles de l’ordre corintliien. <
La figure 565 représente l’élévation d’un fronton. Pour obtenir sa hauteur, on .divise sa largeur AB en deux parties égales. Au milieu I on élève une perpendiculaire 10. Du point I comme centre avec IB pour rajon,^pn décrit un quart de cercle;' et du point O comme centre avec O B pour rayon , on décrit un arc qui vient couper eu li le prolongement de 01. Ce point li est le sommet du fronton.
, L’espace compris entre les corniches qui forment le fronton porte le nom de tympan; il est souvent orné de ligures allégoriques.
Les ligures 566 (À) et 566 (B) offrent le plan et l’élévation d’une maison d’après Palladio; la figure 566 (C) rejnxWute une coupe verticale d’une autre maison d’api'ès le même auteur.
Knlin , la ligure 567 représente la projection verlicale d’un pont suspendu. 'Lq tablier K A repose sur des poutrelles transversales B, B, suspendues par des tiges ou étriers de fer à une chaîne ou à un câble en fer, qui , aprè.s avoir passé sur les piles C, C, va se fixer, de part et d’autre, aux culées. Le tablier a une légère courbure qui tourne sa convexité vers le haut. L’intervalle entre deux poutrelles successives est ce qu’on nomme une travée.
Règles principales de la perspective.
658. — Le second moyen de représenter les corps sur un plan cousiste à avoir égard à la perspective.
Après avoir jdacélle corps, par la pensée, derrière le plan sur lequel il s'agit de le représenter, on suppose que par l’œil du spectateur on fasse passer une siurface conique, dont ce point soit le sommet et dont toutes les généra Iricc-s soient tangentes à la surface du corps proposé, et rcnvclo])penl par conséquent. L’intersec-
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lion (le cette enveloppe conique avec le plan du tableau forme la perspective du contour visible du corps. Par tous les points de ses arêtes visibles , droites ou courbes, et par l’œil du spectateur, on fait passer ensuite des rayons visuels ; leur intersection avec le plan du tableau détermine une série de lignes, droites ou courbes, dont chacune est la perspective de l’une des arêtes visibles du <^rps. Les lignes tracées ainsi sur le tableau procurent à l’œil du spectateur une sensation entièrement analogue à celle que lui procureraient le contour et les arêtes visibles du corps, parce que les rayons lumineux qui lui viendraient de tous les points de ce contour et de ces arêtes auraient précisément la même direction que ceux qui lui viennent des différents points de leur perspective.
C’est à la pers|>ective aidée du prestige des couleurs que nous devons les illusions de la peinture; les peintres de paysages ou d’intérieurs , les peintres de décoi*s surtout, sont obligés de tracer, au moins, les principales lignes de leur tableau , d'après les règles de la perspective. Mais il est rare que l’on ait à résoudre le problème dans toute sa généralité, et on le ramène presque toujours à un petit nombre de constructions très-simples que nous allons exposer.
I. Toute ligne droite reste droite en perepective
II. Toute droite parallèle au plan du tableau reste parallèle à elle-même en perspective.
III. Les droites parallèles entre elles, mais qui ne sont point parallèles au plan du tableau, concourent en perspective; et pour obtenir leur point de concours, il faut par l’œil du spectateur , mener une droite parallèle aux premières et la prolonger jusqu’à la rencontre du plan du tableau.
IV. Enfin, toute droite qui passe par le pied du spectateur est verticale en perspective.
Soit XY (fig. 668) la ligne de terre, c’est-à-dire
. Googlt
^intersection du plan du tableau avec le plan horizontal de projection. Soient O et P les projections de l’œil du spectateur. Joignons OP qui coupera XY en H ; prenonsM/n et Un égaux à HP; joignonsPw etPn. Élevons les verticales otD et «D', et menons par le point O uné parallèle D D' à la ligne de terre.
Le point O est le pied de la perpendiculaire abaissée ide l’œil du spectateur sur le plan du tableau ; si l'on imagine, par conséquent, au delà de ce tableau une droite quelconquequi lui soit perpendiculaire , en vertu du principe H1 (659), sa perspective passera par le point O. Ce point se nomme le point de vue , et la droite DD' menée parce point parallèlement à la ligne de terre se .nomme la ligne d’horizon ou simplement V horizon.
Les droites 01) et P /h .sont les projections d’une droite menée par l’œil du spectateur parallèlement à P m (500); et, d’après la construction , le point D est la trace verticale de cette droite (507). D’après le principe déjà cité, si l’on imagine au delà du tableau une droite parallèle à P«<, sa perspective passera par le point D, On ferait voir de même que si une droite est parallèle à P /Z, sa perspectâve passera par le point D'. Les points ,D et D' se nomment les points de distance y parce que les distances OD et OD' sont égales à PH , c’est-à-dire à la distance de l’œil du spectateur au plan du tableau.
llemarquons que de triangle PH n/ étant isocèle rectangle , l’angle HwP vaut dô**; il en est de même de l’angle H«P. Remarquons en outi’e que, si une droite est parallèle à P/« ou à .P/i, et que par un.point'de cette droite on mène une parallèle à XY, l’angle compris sera égal à H /« P ou à H /z P (428) , c’est-à-dire vaudra 45®.
Ce que nous venons de dire se résume donc dans ces deux lois générales, qui suflisent à elles seules pour résoudre, la' plupart des problèmes ordinaires de la persfM^ctive ; . i .
Si une droite est .perpendiculaire au plan du tableau y sa perspective va passer par le point de vue. j
, Si une droite fait avec la ligne de terre (ou avec une
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parallèle à la ligme de lerre) un angle de 46®, sa pers/iectû<e va passer h l’un des deux points de distance.'
Voyons maintenant le parti qu’on peut tirer de ces deux lois. '
.Remarque. Les divers points dont nousauronsà chercher la perspective étant situés denûère le plan du tableau, leurs projections horizontales seront situées au-dessus de la ligne de lerre (503), c’est-à-dire précisément dans l’emplacement destiné à la perspective demandée. Pour éviter cet inconvénient , nous reporterons dorénavant la ligne de terre parallèlement à elle-même au delà des projections données, afin de pouvoir exécuter à part les constructions relatives aux données du problème, et celles qui se rapportent à la perspective demandée.
6G1. — PnoBLÉME. Mettre en perspective un point situé sur le plan horizontal de projection. Soit M (fig. 569) le point donné. Abaissons MA perpendiculaire sur XY ; rabattons MA en B A par un arc de cercle; reportons les pbints A et B en a et b par des perpendiculaii’es à xy. La droite AM étant perpendiculaire au plan du tableau, sa perspective sera une droite aO dirigée vers le point de vue. La droite BM étant inclinée de 45" sur XY, 'puisque M AB est un triangle isocèle rectangle , sa perspective sera une droite AD dirigée vrers le point de distance; da perspective du point M est donc l’inter- ’ section s des droites aO et bi).
662. — Problème. Mettre en perspective un polygone situé- sur le plan horizontal de projection AB CD E (fig. 570). Il suffit de répéter pour chaque sommet la construction que nous venons d’indiquer , et de joindi'e les points obtenus par des droites. Le polygone ahede qui en résulte est la perspective du polygone proposé.
663. — Pbobléme. Mettre en perspective un cercle si- .tué sur le plan horizontal de projection (fig. 571). Circonscrivez- au cercle un polygone régulier. Mettez en •perspective ce polygone, ainsi que les points de tangence , et tracez à la main une courbe qui passe par les • perspectives de ces {K>ints de tangence et .soit tangente
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aux côtés du polygone perspectif. Cette courbe sera ta perspective du cercle proposé.
Remarque. Quand le cercle proposé n’a pas de trop gi’andes dimensions, il suffit de lui circonscrire un hexagone régulier ; et si on le place, comme nous l’avons fait dans la figure, de manière que deux de ies côtés I soient parallèles à la ligne de terre, il en résulte plu-
sieurs simplifications que l’on découvrira sans peine.
Quand le cercle proposé est très-petit, on se contente dè lui circonscrire un carré.
^ 664. — Problème. Mettre en perspective un parquet
^ composé de carrés (fig. 572). Toutes les lignes parallèles
à X Y resteront parallèles à xy en perspective. Toutes tes lignes perpendiculaires à XY iront en perspective concourir au point de vue. La droite AC qui fait avec XY un angle de 45“ ira en perspective passer par le point de distance. Pour obtenir la perspective demandée, il faut donc : par tous les points de division de aô mener des droites au point de vue ; par le point a mener une droite au point de distance ; et par les points où cette dernière droite rencontre les premières, mener des parallèles à a ô.
665. — S’il s’agissait de mettre en perspective une figure située dans un plan horizontal quelconque , connaissant la hauteur de ce plan au-dessus du plan horizontal de projection, on se donnerait sa trace verticale (sur le plan du tableau) , et l’on répéterait les constructions précédentes en se servant de cette trace comme de la ligue de terre. La figure 573 représente la perspective d'un plafond obtenue de cette manière : ap est la hauteur du plafond.
666. — Problème. Mettre en perspective une pyramide régidiere h base carrée (fig. 574). Supposons que sa base A B C D ait deux de ses côtés parallèles à la ligne de terre. Mettons cette base en perspective , ainsi que la perpendiculaire PM abaissée du pied P de .son axe sur la ligne de terre. Aux points m et p élevons des verticales. Prenons mS égal à la hauteur de la pyramide;
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par le poinl S menons une droite au point de vue , le point où elle rencontrera la verticale <lu point p sera la perspective s du sommet de la pyramide , et l’on n’aura plus qu'à joindre sa, sh , sc , srl. En effet : 1® l’axe de la pyramide étant vertical , la perspective de cet axe est verticale aussi; 2" les droites S O et ///O étant les perspectives de deux droites parallèles , /y jr est la pers|)ective d’une droite égale à ms, c’est-à-dire à la hauteur de la pyramide.
GG7. — Paoiii.ËME. Mettre en perspective un cube (fig. 575). Supposons que sa base ail deuxcôUis parallèles à la ligne de terre. Après avoir mis cette base eu perspective, on remarquera que la face antérieure du cube reste carrée en perspective, puisqu’elle est parallèle au plan du tableau; on achèvera donc le carré ubef. Aux )M)iots c et d on élèvera des verticales , et par les points e eXfoxx mènera des droites au poinl de vue; ces droites rencontreront les verticales egeV dh aux points ^ct A; on tirera (jui devra être parallèle à la ligne de terre; et la perspective demandée sera construite.
608. — Pnuui.EME. Mettre en perspective un cylindiv droit à génératrices verticales (fig. 576). Inscrive/ le cylindre dans un prisme droit à base carrée, dont deux c()tés soient parallèles à la ligne de terre; incite/ ces bases en perspective avec les cercles qui y sont inscrits; menez ensuite deux tangentes communes extérieures aux perspectives de ces cercles; ces tangentes devront être verticales, et seront les perspectives des deux génératrices extrêmes visibles.
669. — PauBLËME. Mettre en perspective une allée d’arbres dirigée. j>erpen(Jiculairement au plan du tableau (fig. 577). Nous supposerons, pour plus de simplicité, que tous les arbres aient sensiblement la même hauteur, et soient équidistants. Soit AB la largeur de l’allée; ou portera sur cette droite , à partir du point B, une série de longueurs égales à la distance mutuelle des arbres; par tous les points de division on mènera des droites au )x>int de distance, et par le poinl B une droite au point de vue. Les iioints d’intersection seront les perspectives
5i2 SECONDE PARTIE.
des pieds des arbres (661). Farces différents pieds on élèvera des verticales ; on élèvera aussi une verticale au point B, sur laquelle on prendra une longueur B C égale à la hauteur des arbres, et par le point C on mènera une droite au point de vue. Les points où ceKe droite rencontrera,les verticales seront les sommets des arbres. On n'aura plus qu'à répéter ces constructions pour obtenir le second côté de l’allée.
070. — C’est par des constructions de même nature qu’on obtient la perspective d'un portique dirigé perpendiculairement au plan du tableau (fig. 578). L’inspection de la figure suffit pour rendre compte des opérations imncipales.
Nous ne pousserons pas plus loin ces exemples, qu’il serait facile de multiplier.’ Ils suffiront pour donner une idée des procédés les plus ordinaires de la perspective.
Nous ferons remarquer que la position attribuée à l’œil du spectateur n’est point entièrement arbitraire. Sa hauteur au-dessus du plan horizontal de projection est prise ordinairement égale au tiers environ de la hauteur du tableau, et sa distance au plan de ce tableau varie entre la largeur même du tableau et la moitié de cette largeur. C’est entre ces limites que le dessin offre plus de grâce et de clarté.
671. — C’est encore d’après les règles de la perspective que l’on trace les cartes de géographie ordinaires, dites projections stéréographiques. On suppose le globe terrestre coupé par un méridien quelconque, par le méridien de l’Ilè-de-Fér par exemple; le plan de ce cercle est celui que l’on prend pour le plan du tableau , et l’œil du spectateur est supposé au pôle de ce cercle (non pas au pôle du globe). Les rayons visuels menés de ce pôle à tous les points des différents cercles que l’on peut tracer sur la sphère forment des surfaces coniques, généralement obliques , qui ont ce pôle pour sommet et ces cercles pour directrices. Ces surfaces coniques sont coupées par le plan du tableau suivant des courbes qui sont les pcrspoclives des cercles correspondants dé la sphère. Or, il arrive, en raison du choix
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que Ton a fait poiirje plan du tablc.nu et pour la position de l’œil du spectateur, et à cause de certaines propriétés des surfaces coui([ues obliques à directrice circulaire , que toutes les intcrseclions dont nous venons de parler sont des cercles, ou du moins des arcs de cercle. Cette circonstance permet de tracer, à l’aide du compas, la perspective de tous les cercles de longitude et de latitude, et de déterminer, par conséquent, trèscommodément sur la carte la position de tous les points dont la longitude et la latitude sont connues.
La figure 579 représente un hémisphère de mappemonde. La droite LE' est l’équateur, la droite PP' est l’axe de la terre. Les points de division a, b, c, etc. de l’équateur, sont obtenus en menant des droites au point P par les points de division correspondants A ,B, C, etc. du méridien PEP'E'. Les autres méridiens s’obtiennent en faisant passer des arcs de cercle par les points P, P', puis P, b, P', puis P, c, P', etc. Les points de division m,n, pet « de l’axe, sont obtenus en menant des droites au point E’ par les points de division correspondants A,B,C, etc. du méridien. Les cercles parallèles s’obtiennent en faisant passer des arcs de cercle par les points A, ///, A', puis B , B', puis C, p, C, etc.
Ces projections stéréographiques, qu’il serait plus exact de \\o\wcs\e.e projections pcrspecüves y sont souvent employées, parce qu’elles conduisent à des déformations moins grandes que les autres modes de projection. Néanmoins les parties qui bordent l’hémisphère se trouvent un peu distendues, surtout aux environs de l’équateur.
Outre ce système de projections, on emploie encore des projections orthogonales , oii tous les points du globe sont projetés par des perpendiculaires sur un même plan méridien. Dans ce cas, les parties qui bornent l’hémisphère se trouvent, au contraire, trop pre.ssées.
Enfin, on fait usage d’un troi.sième .système de cartes appelées p/"q/ec//o/<.v de Men'alor. Dans ces cartes, les cercles parallèles sont représentés tout simplement par des droites hori/.on taies et les méridiens par des droites
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terticil<4. Ce ioRt atôn les ré^ns polairefl qfti §e vent le plus déformées.
CHAPITRE VII
Mesure de la Surface des corps.
672. — Toutes leS faces d’un polyèdre étant des polygones, dont nous avons appris à évaluer l’aire, il suffira, pour obtenir l’aire de la surface totale d’un polyèdre , de faire la somme des aires de toutes ses faces. Nous aurons donc peu de chose à ajouter sur ce sujet,
Théorème. La surface latérale d’une pyramide Hère S AB CD EF (fig. 510) a pour mesure le produit du périmètre de sa base par la moitié de la perpendiculaire abaissée de son sommet sur l’un des côtés de cette basç. En effet , cette surface latérale se compose d’une série de triangles isocèles égaux. L’aire de l’on d’eux, ASË par exemple, a pour mesuré le produit de AB par la moitié de la perpendiculaire SI. Pour avoir la mesure de la surface latérale totale, il n’y a qu’à répéter èe produit autant de fois que la pyramide a dé fàceÉ , ou autant de fois qne sa base a de côtés. En appelant ri Ce nombre de côtés , la mesure cherèhéè sera donc
AËXiSIX», ou ISIXABX/*..
Or, ABX^ exprime le périmètre de la base; cette expression revient donc à l’énoncé du théorème.
CoHOLLAiRB. Ou ferait voir de même que ta tutfûee J latérale dune pyramide régulière tronquée a pouf më~ sure le produit de la distance des deux ar0tes parallèles d’une même face par la demi-somme des périmètres dès deux bases.
67S. — Théoréhb. Ldsur/ace latérale d’un prisme droit a pour mesure le produit de Sa hauteur par le périmètre dé sa base. En effet , cette surface latérale ^ compose d’une série de rectangles qui ont tons pour hauteur la hattleur du prisme. Appelons H cette hauteur, B, B',B‘,6tfe. les bà^es de ces rectangles , c’est-à-dire les côtés du po-
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lygone qui sert de base au prisme, Taire de lu siivlace latérale de ce prisme aura pour expression
B X H-+- B' X X H + etc. ,
ou (B-hB' + B'+elc.) XH, ’
c’est-à-dire le produit du périmètre de sa base par sa hauteur.
Application. Combien faudrait-il cF une étoffe h 8 décimètres de large pour recouvrir les murs (tun salon octogone, qui a 3'“, 4 de hauteur , et dont chaque mur a 2“, 5 de largeur? Pour résoudre cette question , il faut d’abord évaluer Taire de la surface totale des murs, laquelle est la surface latérale d’un prisme droit, dont la base est un octogone régulier de 2“,5 de coté. Cette aire , d’après ce que nous venons de voir, aura pour valeur »
, 3'", 4 X 2*“, 5 X 8, ou 68“ «. * i
Pour avoir maintenant la quantité d’étoffe cherchée*, il faut remarquer qu’elle forme un rectangle' dont une dimension a 0“,8, et dont Taire doit équivaloir à 68m c; pour avoir la quantité d’étoffe cherchée, c'està-dire la seconde dimension du rectangle, il faut donc diviser 68“ « par 0“,8; ce qui donne pour quotient 8-5“.
674. — Nous avons à nous occuper maintenant deà corps terminés par des surfaces courbes. ’ d
Théorème. La surface latérale d’un cylindre a pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence dè sa base. En effet, si Ton suppose cette surface fenduè suivant une génératrice AB (tig. 580), puis développéè sur un plan i nous savons (539) que la circonférence de la base inférieure se développera suivant une droite B B' perpendiculaire à AB; de même la circonférence de là base supérieure se développera suivant imé droite AA? perpendiculaire à AB. D’ailleurs, AA' et B B' seront égales , puisque les circonférences dont elles sont lé développement ont même rayon ; la figure A B B'A'.est donc un rectangle, qui a pour hauteur AB, ou la hauteur du cylindre, et pour base B B', ou la circonférence de là base du cylindre. L’aire de ce rectangle a pour exprès^
sion A B X B B' ; la surface du cylindre a donc pour mosure le produit de sa hauteur par la circonférence de sa hase.
Application. La cheminée d’un bateau à vapeur est un cylindre dont les dimensions varicuït d’après celles du navire. Supposons que son diamètre soit de 0"',85 et sa hauteur de 9*“,44 , sa surface latérale aura pour mesure
9'",44 X 0'",85 X ou 9®, 44 X 0®8ô X 3,1416,
ou, en effectuant le calcul, 25“ «,2082. Cette superficie fait connaître la quantité de tôle qui entre dans la construction de la cheminée.-
Remarque. On démontre que la surface latérale d’un cylindre tronqué (fig. 544) a pour mesure le produit de son axe 01 par la circonférence de sa base. Pour obtenir la longueur de l’axe 0 1 , on détermine le centre de la liase elliptique; on mène par ce centre une droite quelconque CD , et par les points C et D les génératrices C B et DA; la demi-somme de ces génératrices est la longueur de l’axe 0 1.
675. — TiiEohème. La surface latérale dé un cône a pour mesure le produit de la circonférence de sa base par la moitié de son côté. Kn effet, si l’on suppo.se cette surface fendue suivant une génératrice SB (lig. 58I), puis développéesurun plan, nous savons (548) que la circonférence de la base se développera suivant un arc de cercle B B' ayant le sommet S pour centre; l’évaluation de la surface du cône revient donc à celle du secteu r de cercle BSB'. Or, celui-ci a. pour mesure ISBXBB'; d’ailleurs B B' équivaut en longueur à la circonférence delà hase du cône, et SB est son côté; donc la surface latérale du '' cône a pour mesure le produit de la moitié de ce côté par cette circonférence.
Application. Supposons que le toit conique d’une tour ronde ait 8“,5 de diamètre à sa base et G“,4 de côté ,
la superficie de ce toit aura pour valeur X 8">,5 X ,
ou, en remplaçant parsa valeur approchée 3,1416 et effectuant le calcul , 85"* S‘l'>i On peut avoir besoin de cotte
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superficie pour déterminer la quantité de matériaux nécessaires à la couverture du toit.
C7G. — Théorème. La surface latérale d’un cône tronqué a pour mesure le produit de son côté par la demisomme des circonférences de ses bases. Supposons , en effet, que la surface du cône dont ce tronc fait partie soit fendue suivant une génératrice SB (fig. .'581), puis développée sur un plan. La surface du cône entier aura pour développement un secteur BSB'; celle du petit cône retranché aura pour développement un secteur semblable ASA'. La surface latérale du cône tronqué aura donc pour développement le trapèze circulaire ABB'A'. ïious avons vu (334) que Taire de ce trapèze a pour mesure AB X aCA À'-l-BB). Or, AB est le côté du cône tronqué, A A' et B B’ équivalent respectivement en longueur aux circonférences de ses deux bases : la surface latérale de ce cône tronqué a donc pour mesure le produit de son côté par la demi-somme des circonférences de ses deux bases.
Conoi.i.AiuR. L’aire de la surface latérale du cône tronqué e.st susceptible de deux autres expressions qu'il est utile de connaître.
1 “. Soi t A B C I) (fig. 582) la section méridienne d’u n cône tronqué, E E son axe; AB sera son côté, AE et BF seront les ravons de .ses bases; et, en désignant par S Taire de la surface latérale, on aura, d’après ce qui précède, S = A B X I {circonf. A E circonf. B F ).
Par le milieu 1 du côté AB, menons lü parallèle à AE; cette droite équivaudra à la demi-somme des rayons AE et B F (321, Rem.); et comme les circonfék’ences sont entre elles comme leurs rayons, la circonférence dont le rayon est lil e.st la demi-.somme de celles qui ont pour rayons AE et BF ; ainsi Ton a S = A B X c//r. I II ;
c'est-à-dire que la surface latérale d'un cône tronqué a pour mesure le produit de son côté par la circonférence de la section faite à é^ale distance, des deux bases , parallèlement à ces bases. Celte expression s’appliqueà la sur-
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face latérale du cône entier; car il suffit» dans ce cas, de supposer que la base supérieure se réduit à un point qui est le sommet du cône.
2°. Élevons au point I la droite 10 perpendiculaire à AB , et abaissons du point A sur B F la perpendiculaire AG. Les deux triangles AB G et OHI seront semblables , comme ayant leurs trois côtés perpendiculaires chacun à chacun, savoir: ABàlO, AGàBF et par suite à sa parallèle I H , et enûn B G à 0 H. On a donc la proportion
AB : AG : : 10 : IH
Mais si l’on imagine des circonférences qui aient pour rayons 1 0 et I H , on aura
1 0 : I H : : cire. 1 0 : cive. I H.
Donc, à cause du rapport commun,
AB : AG : : cire. 10 : cire. IH;
et , en égalant le produit des extrêmes au produit des moyens,
La valeur de S , que nous avons trouvée équivalente au premier membre de cette égalité, équivaut donc aussi au second, et l’on a
c’est-à-dire que la surface latérale d'un cône tronqué a pour mesure le produit de sa hauteur EF par ta circonférence qui a pour rayon la perpendiculaire élevée dans la section méridienne sur le milieu de son côté Jusqu'à la rencontre de son axe- Cette expression nous sera bientôt utile. Remarquons qu’elle s’applique à la surface latérale du cône entier, puisqu’il suffit, dans ce cas, de supposer que la base supérieure se réduit à un point qui est 1e sommet du cône.
Application. Imaginons un bassin circulaire dontda paroi ait un talus , cette paroi formera la surface laté» raie d’un cône tronqué. Suppo.sons que le rayon de la base inférieure soit de 6»“ , celui dé la base supérieure
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7"< et le côté de m , pour une cause quelconque , ôn avait besoin de connaître la superficie de cette paroi, on pourrait employer la seconde expression
S = A B X cire, I H ;
on aurait alors
cire. X 3 X»*» 13"* X 3, 1416 = 40“, 84; •
donc S = 3“ X 40®, 84 = 122“-^, 52.
677. — Théorème. L'eüre dune calotte sphérique a pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence duH grand cercle. Soit A B (fig, 583) la portion du méridien comprise entre l’extrémité A de l’axe O A de de la calotte et le plan qui lui sert de base. Soit O le centre de la sphère. La surface de la calotte peut être considérée comme engendrée par la révolution de l’arc AB autour du rayon AO. Divisons cet arc en parties égales assez petites pour que chacune d’elles puisse être regardée comme sensiblement rectiligne, c’est-a-dire se confonde sensiblement avec sa corde. Des points de division c, d, e, ainsi que dit point B, abais> sons sur l’axe les perpendiculaires c/n, duy ep, B^, puis joignons le centre de la sphère au milieu des arcs Aci edf de, cB par les rayons Oj?, Oy, Oz, 0«; ces rayons seront perpendiculaires sur Ac, cd, de, eB, considérés comme cordes.
La surface de la calotte se compose des diverses poi^ lions de surfaces engendrées par la rotation autour de AO des différents arcs Ac, cd, eB, ou de leurs cor* des , puisqu’elles se confondent avec leurs aècs. Or, dans ce' mouvement de rotation , Taré Ae engendre une surface latérale de cône dont l’aire a pour expressicto Am X circ.Ox. L’arc cd engendre une surface latérale de cône tronque « dont l’aire a pour expression mn X cire. Ojr. Les autres aros iie, eB, engendrent aussi des surfaces latérales de cônes tronqués dont l’aire a pour valeur
np X Otetpq X OU.
620 SE(iOND1î VPA.BTIE.' . . •
La surface de _ la calotte a donc elle-même i)our valeur Am X 0.r -h mn X firc. np X firc. Oz
Mais les rayons Ox, Oy, Oz, 6 ii élant égaux, l’expression de la surface de la calotte peut s’éci ire :
Am X Ox -i- mn X cire. Ox np X cire. Ox
X cire. Ox, • .
ou {Am + mn-Jt-np -{-pq) X cire. 0.r , ou enfin A <7 X che. Ox.
D’ailleurs les raisonnements'que nous venons de faii*e sont indépendants du nombre des divisions de l’arc AB; ils supposent seulement que chacune de ses parties est assez petite pour se confondre avec sa corde; ils seront d’autant plus rigoureux que le nombre de ces parties sera plus gi*and ; et* rien ri’empêche de supposer ces parties infiniment petites et leur nombre infiniment grand ; or eirc. 0.r est une circonférence de grand cercle; de plus A q reste le même, quel que soit le nombre des divisions de AD ; donc enfin la surface d’une calotte sphérique a pour mesure le produit de sa hauteur Aq par la circonlérencfe d’un grand cercle.
C0ROLI.AIBE 1. Si le point q coïncidait avec le centre ‘de la sphère, l’arc AB serait un quadrans, et la calotte sphérique se changerait en hémisphère, ce qui n’influerait en rien sur la démonstration précédente. Mais alors la hauteur A ne serait autre que le rayon AO de la sphère; l’expression de l’aire de la demi-sphère est donc
I AO X cire. Ox , ou AO X AO,
c’est-à-dire le double de j AO X cire. AO, ou le double ■de l’aire d’un grand cercle.
- Il en résulte que l’aire de la surface sphérique entière équivaut à quatre fois celle d’un grand cercle.
Corollaire II. Le théorème relatif à l’aire d’une calotte sphérique s’étend sans peine à l’aire d’une zone quelconque. •!.><•>, ».
Soit CD EF (fig. 584) la section méridienne d’une zone
Diy' -ibyCoogk
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dont AB est l’axe; CF et DE les traces de ses bases sur le plan méridien ; la portion wn de l’axe eoinVise entie ces traces sera la hauteur de la zone. La suc/'ace spheri(|ue totale ajant poui- mesure 2AO X e/Vc. A^ ou AB yi cire. AO , et les calottes engendrées |)ar les arcs AC et BD ayant respectivement pour mesure A m X cire. AO et B// X cire. AO , il s’ensuit (lue l’aire de la zone, qui est la différence entre la surface entière de la sphère et celle de ces deux calottes, a pour valeur
A B X cire. AO — Am X cire. AO — B « X cire. A O ,
ou (AB — A/« — B«) X cire. A O, ou mn X ei?r. A O,
c’est-à-dire le produit de sa hauteur par la circonférence d’un grand cercle.
Conoi.r.AinE III. Le même théorème s’applique également a une calotte plus grande que la demi-sphère, à celle qui serait engendrée par l’arc AD par exemple; car cette calotte est la différence entre la surface sphérique entière et la calotte engendrée par l’arc BD - sa valeur est donc ’
A B X cire. A O -- B « X rire. A O ,
ou (AB B«) X C//C, AO, ou enfin Am X ci/v. AO,
cest-à-dire le produit de sa hauteur par la circonfér ence d’un grand cercle.
CoHOLi.Ainu IV. Il suit du corollaire H que sur une même sphère, les zones et les calottes de même hauleur ont même superficie. Ain.si , pour diviser une surface spherique en parties équi\alentes j)ar des plans parallèles, il suffit de diviser son axe en parties égales
^}. par les points de division des plans perpendiculaires à cet axe.
Applicatio.xs. I. Le globe terratre pouvant cire considéré comme une sphère dont le rayon est de 63G‘“>J , «2, on demande d’exprimer en myriamètres carrés la \ur- J ace de la terre.
L’aire d’une sphère dont le rayon est B a pour expres.sion 4 ^ B* ; la valeur de l’aire demandée est donc
En effectuant le calcul , on tmiive pour ivsullat 5092962 et une fraction qu’il convient de négliger.
II. La hauteur de la zone torride , c’est-à-dire^ la distance entre les plans des tropiques, est d" environ 507 myriaw êtres ; quelle est la surface de cette zone eh rnyriamètres carrés ?
Pour obtenir la surface demandée, il faut multiplier le rayon de la sphère, 636'“y^ ,62 par 2 et par et multiplier ensuite le résultat par la hauteur donnée 507'"y. En effectuant le calcul , on obtient pour produit 2028000
III. La hauteur de la calotte sphérique qui forme chaque zone glaciale est tV environ 52"'y,65; on demande la superficie de cette zone? Pour l’obtenir, il faut encore multiplier le rayon par 2 et par et le produit par la hauteur donnée 25*“y‘',65. On trouve pour résultat 210600“‘y .
On voit que cette surface n’est qu’un peu plus du dixième de celle de la zone torride ; en sorte que, celleci est près de cinq fois plus grande que les deux zones glaciales réunies.
On peut remarquer encore qu'en réunissant la zone torride aux deux zones glaciales , on obtient une superficie de 2449200“y®-® , c’est-à-dire un peu moins de la moitié delà .surface totale du globe; en sorte que les deux zones tempérées en occupent un peu plus de la moitié.
IV. Problème. Quel rayon faut-il donner h une sphère pour que l’aire de sa surface soit équivalente a 1 mètre carré ? L’aire de la sphère étant équivalente à quatre grands cercles , l’aire de chacun de ces cercles doit valoir le quart d’un mètre carré , ou 25 déc. carrés. Or l’aire d’un cercle a pour mesure le produit du carré de son ra}'on par le rapport si donc on divise 23*®-® par on aura pour quotient le carré du rayon cherché. On trouve ainsi 7‘*®®,9577; le rayon demandé est la racine carrée de ce nombre, c’est-à-dire 2<**,82, ou 0“,282.
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678. — Théorème. L'aire d’un fuseau sphérique est à celle de la sphère comme l’angle des méridiens qui comprennent le fuseau est h quatre angles tlroits. Il est d’abord évident que sur une même sphère deux fuseaux sont égaux quand les plans méridiens qui les comprennent forment entre eux des angles égaux. Celte proposition admise, on peut employer une démonstration tout à fait analogue à celle qui a été employée aux numéros 41 et 436.
CoRoi.LAiRE. Le fuseau dont l’angle dièdre est droit , et que l’on nomme pour cette raison fuseau droit, est le quart de la surface sphérique; il équivaut, per conséquent, à un grand cercle.
Remarques. I. On peut prendre le fuseau droit pour unité de fuseau, comme on prend l’angle droit pour unité d’angle et le quadrans pour unité d’arc. A l’aide de celte convention, l’aire du fuseau a pour mesure la valeur même de son angle dièdre.
11. Tout fuseau A N BN (fig. 470) est coupé par l’équateur en deux triangles sphériques, AM N et BMN, qui sont isocèles, hirectanglcs et égaux. Quand le fuseau est droit, ces deux triangles ont un angle droit de pins, et sont trirectangles. L’aire d’un triangle trirectangle étant évidemment la moitié de celle du fuseau droit, est la huitième partie de l’aire de la sphère.
679. — Théorème. L’aire d’un triangle sphérique a pour mesure l’excès de la demi-somme de ses angles sur un angle droit (en prenant le fuseau droit pour unité de superficie, et l’angle droit pour unité d’angle).
I. Supposons d’abord que le triangle soit isocèle. Soit ABC (fig. 585) ce triangle, dans leijuel les côtés AB et AD sont égaux. Achevons le grand cercle 'RD.bd; prolongeons également les côtés AB et AD au-dessus et au-dessous du plan BD bd; ils rencontreront ce plan en b et en d, et se rencontreront eux-mêmes en a audessous de ce plan.
Deux grands cerclesse coupent toujours mutuellement en deux parties égales (555); il suit de là que BD 6 est une demi-circonférence, ainsi que D bd; on a donc
en retranchant la partie *commiîne
I><&, il reste BD=
i On a de même DA<"/=AD<7, et,’ en retranchant la partie commnne AD, il reste A<^/=D«. ‘
De même encore on a B A^== A B/ï, et, en retranchant la partie commune A B , i I reste A 6 = B a. y
t Les deux triangles A A^/et'/rBD ont donc leurs trois côtés égaux chacun à chacun. D’ailleurs ces triangles sont isocèles; car B Aè et DA fl étant des demi -circonférences-, et AB et AD étant égaux par supposition, il en résulte A^/=Aô et, par suite, rtD=<iB. Les triangles Aô/£*etoB Dsont donc égaux et superposables, car leurs parties égales sont disposées dans le môme ordre, puis- - qu'ils sont isocèles.
1 11 en résulte que la somme des triangles ABD et A hd «quivaut à la somme des triangles A BD et a BD, c’est-àdire au fuseau ABaDA , lequel a pour mesure l’angle A du triangle proposé. • ’ '
-mLc fuseau B a 6DB a pour mesure l’angle B du triangle «proposé; le fuseau D A <^BD a pour mesure l’angle D de «e triangle. Si l’on fait la somme de ces trois fuseaux , elle aura pourmesure A-4-B-f-D. Maisla somme de ces trois fuseaux, c’est-à-dire la somme des deux triangles ABD et A bd, plus les deux fu.seaux B AôDB et DArfBD, forme l’hémisphère supérieur au plan B D hd, plus deux fois le triangle A B D. En désignant ce triangle par T, et en remarquant qu’en prenant- le fuseau droit pour unité, l’aire de l’hémisphère est représentée par 2, on aura :
-.1 iX -l,> -iMlll
d’où • 2T==(A-^B-|-D)— 2,
et . ; • t=-;(a+b+D)'-i,
ce qui revient à l’énoncé du théorème.
‘ ■ f ( 'if A - 4i-(!î I-
II. Supposons en second lieu que le triangle proposé .soit quelconque. Soit ABD (fig. .OSt») ce triangle , et O lé pôle du petit cercle dont la cirooiiféi’ence passe par les trois points A , B ,* D: Le pôle d’un cercleétant également 'distant de tous les points de -.sa circonférence , si l’on
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joint le point O aux points A, B, D, par des arcs de grand cercle, ces arcs seront t%aux , comme étant sous-tendus par des cordes égales, elles triangles AOB,BOD, AOD seront isocèles. D’après la première partie de la démonstration, on aura donc : ’
. Triangle AOB=^ (AOB-hBAO-l-ABO) — 1 M Triangle BOD=^BOD+BDO-|-DBO)— 1 • Triangle AOD=’ (A0D + AD0+DA0)—1.
I Si l’on ajoute ces égalités membre à membre ,en observant: Tque les angles AO B-hBOD-hAOD formeni en somme 4j angles droits, puisque ce, sont des angles dièdres formés, autour d’une même droite, savmr le rayon de la sphère qui aboutit au point O; 2“ que l’on æ
BAO-t-DAO = BAD; ABO-hDBO=ABD,
, . etADO-hBDO=^ADB^ , .
il viendra : ’• ' - . ' ' ■ '
' Triangle AB D = i (B AD+-ÀBD-f- ADB + 4) — 3 , ^ bu' ■ triangle ABD =^(BAD4-ABD-(-ADB)— 1, ^
ce qui revient encore à l’énoncé du théorème. •‘'-
• III. Le pôle O (fig. 587) peut tomber hors du trianglë proposé ; les triangles AOB,BOD,AOD n’en sont pas moins isocèles , et l’on a , comme ci-dessus : !
Triangle AOB = i (AOB + BAO+ ABO) — 1 >
TriangleBOD=5 (BOD-f-BDO+DBO) -- 1 Triangle AOD= i (AOD-hADO-hD AO) — 1 '
Ajoutons les deux dernières égalités membre à membre, et retranchons-en la première, en observant qu’on a
■ BOd4-AOD=AOB; ADO-hBDO = ÂDB;
-•* DBO— ABO=»ABD,etDAO-^BAO=BADi‘ j
5SC • ' tSCONDB PARTIE.
U Tiendra :
Tr.BOD+tr.AOD— tr.A0B^i(ADB-f-ABD+BAD3
ou triangle ABD = j(ADB + ABD4-BAD) — |. ^
Ainsi le théorème est général.
Corollaire. Il suit de ce théorème que deux triangles sphériques symétriques sont équiTaients en surface; car leurs angles étant les mêmes , ces triangles on^ If même mesure.
Aemargue. Il nefaut pas pei*dredeTue que f évaluation de Faire d’un triangle sphérique exige l'emploi de deux unités, le fuseau droit et l’angle droit; et le théorème que nous venons de démontrer signifîe, à proprement parler, que Vaire d’un tritingie sphérique est à celte du fuseau droit comme t excès de la demi-somme de ses angles sur un angle droit est à un angle droit.
Applications. Sur une sphère dont fe rayon a 3 décime très , quelle est la superficie d^un triangle sphèrft que dont les angles ont pour valeurs respectives 162“ 17', 49*65' et 31* 28' P
Calculons d’abord la superficie du fuseau droi^, ou^ ce qui revient au même, Faire d’un grand cercle : cette aire a pour valeur ^ X (8^ )* ou 28^ «=,28. La somme des angles donnés est de 243“ 4P', dont la moitié est 121“ 60'. Si l’on retranche un angle droit , ou 90”, il reste 31° 60', qui équivalent à 1910’. L’angle droit équivaut d’ailleurs à 6400' : en désignant par x la superficie cherchée, on a donc :
d’où
54oo - •
et une fraction négligeable.
680. — Pour évaluer l’qire d’une surface de révolution quelconque , la méthode générale consiste à partager la génératrice en arcs as^z petits pour qu’ils puissent, sans erreur sensible , être confondus avec leurs cordes , et à déterminer sépamment Faire de la portion de sur-
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face conique engendrée par chacune de ces cordes dans sa révolution autour de Taxe. La somme de ces surfaces coniques forme la surface pro|)osée.
On démontrerait sans peine que la portion d^ine surface de révolution comprise entre deux plans méridiens est proportionnelle à l’angle dièdre que forment ces plans méridiens.
G8I. — S’il s’agit de toute autre surface que d’une surface de révolution, on la divise en parties assez petites pour que chacune d’elles puisse être considérée comme plane; l’aire de chacune de ces portions s’évalue alors comme celle d’un polygone, et la somme de ces aires partielles forme celle de la surface proposée.
Ordinairement, pour opérer cette décomposition, on coupe la surface donnée par deux systèmes de plans qui ont des directions perpendiculaires (fig. .*>88). Chacune des portions de surface ainsi obtenues forme alors un petit quadrilatère curviligne que l’on peut, à cause de sa petitesse, et parce que sa snrtace est sensiblement plane, assimiler à un parallélogramme; son aire s’évalue donc sans aucune difficulté, et la somme des aires de tous les quadrilatères analogues donne l’aire de la surface proposée avec une approximation d’autant plus grande que les sectionssont j)lus rapprochées.
11 est commode, dans la pratique, de prendre les deux systèmes de plans verticaux, l’intersection de chaque plan vertical avec la surface proposée pouvant s’obtenir aisément.
En effet, supposons que cette surface soit celle du terrain, ce qui arriverait, si, au lieu de la base productive , on voulait déterminer sa superficie réelle , chaque .section verticale s’y tracera au moyen d’une ligne jalonnée; car la ligne formée par les pieds des jalons n’est autre que l’intersection de la surface du sol avec le plan vertical dans letpiel tous les jalons sont contenus.
Si la surface proposée est de moindre dimension, on la placera entre deux fils verticaux , et en mettant l'œil tour à tour derrière chacun de ces fils, de façon à ce qu'il cache l’autre; tous les points de la surface qui se
Irouyeroot en même temps cachés par ce fil appartiendront à rinlcrseclion de celle surface avec le plan verlical délermiiic par les deux fils; celle inlerseclion
pourra donc sans peine être tracée sur la surface.
CHAPITRE VIII
. • ; Comparaison de la surface des corps. , •
C82. — Tuéobémk. i.e.y aires des surfaces totales tic deux polyèdres semblables sont entre elles comme les carrés tic deux arêtes homologues quelconques. En effet , soit S la surface totale d’un polyèdre; soient M, N, P, etc., les aires des diverses faces qui la composent ; A, B, C,elc. , des arêtes quelconques appartenant respectivement à chacune de ces faces; soient m, «,/?,etc.,a, 6, c-, etc., les parties homologues d’un second polyèdre semblable au premier.
. Deux polyèdres semblables, ayant leurs faces homo.^ loguos semblables chacune à cliacune, et les aires de deux polygones semblables étant entre elles connue les carrés de leurs arêtes homologues , ou aura :
M : w: : A® : a*; N : /I ; : B* : i»*; P : /? : ; C* : f etc. (I) D’ailleurs, puisque le.s polyèdres sont semblables, leurs arêtes homologues sont proportionnelles, et l’on a : ,
A : rt : : B : 6 : : C : c : : etc., d’oii A* : ; B» : />* : : C* : c* : : etc. (2).
En vertu des premières proportions, on aura donc : 31 :///:: K : « : ; P : : etc.,
d’où 31 4- N -h P -h etc. : m-h^+p+etc. 31: w,
bu S : V : ; 31 : n.
‘ En ayant égard h la proportion (I), on peut donc écrire :
et , à cause de la suite de raj)poiTs égaux (2), on aura • . ; . S: s:.: :: C* : f* : : etc. -
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Corollaire I. Les diagonales homologues étant entre elles comme deux arêtes homologues quelconques, il en résulte que les surfaces totales de deux polyèdres semblables sont entre elles comme les carrés de deux diagonales homologues quelconques , Q\x en ^éné\'d\ , comme les carrés de deux lignes homologues quelconq'ues.
Corollaire II. Un corps quelconque, terminé par une ou plusieurs surfaces courbes , pouvant être considéré comme un polj'èdre dont les faces sont infiniment petites, il en résulte que deux corps semblables quelconques pourraient être regardés comme deux polyèdres stmi^lables. Ainsi le théorème précédent pourrait leur appliqué. ,
Application. Supposons que l’on ait exécuté en petit le modèle d’un bâtiment, d’une machine, ou d’une construction quelconque, à l’échelle d’un centimètre par mètre par exemple; les lignes homologues seront entre elles Comme 1 esta 100. La surface totale du modèie sera donc à celle de la copie comme le carré de 1 est au carré de 100, ou comme 1 est à 10000. Ainsi , pour obtenir la surface totale de ce bâtiment, ou de cette construction, il suffirait de mesurer celle du modèle, et de multiplier le résultat par 10000.
688. — Théorème. Les surfaces latérales de deux cylindres semblables sont entre elles comme les carrés de leurs hauteurs, ou comme les carrés des rayons de leurs botes. Cette proposition pourrait se déduire de celle qui précède, d’après l’observation faite au corollaire II; mais elle se démontre directement d’une manière trèssimple. ' . ,
Appelons Sla surface latérale d’un cylindre, H sa hauteur, R le rayon de sa base, s, r, les parties homologues d’un second cylindre semblable au premier. On aura: , ' •
S — 2-;rR X H ; x = 2 wr X Cl l’on en déduira la proportion identique S; J :: 2«R X H î5»rX
OU en divisant par 2 w les deux ternies du second rapport
Mais puiscjuc les cylindres sont semblables, on a (647)
on a d’ailleurs la proportion identique
multipliant terme à terme les deux proportions (2) et (3),
il vient ,
Les proportions (1) et (4) ayant uti rapport commun, les deux autres rapports forment une proportion , et il vient
Maintenant, la proportion (2) donne
et, à cause du rapport commun aux deux proportions
(5) et (6), on peut écrire
Coroixaihe. Si l’on appelle B et 6 les aires des bases des deux cylindres , on aura B = -jt R* et — --r d ou
.A cause du rapport commun aux deux proporUons (7) et (8) on peut écrire
c’est-à-dire que les aires des surfaces latérales de deux cylindres semblables sont entre elles comme les aires de
leurs basés. „
Application. Supposons qu’il entre 20 feuilles de tôle
dans la construction d’un cylindre creux de 4'“ de hauteur et que l’on veuille savoir combien il en entreiait dans’un cylindre semblable de 3*“ de hauteur. Les quantités de tôle emplovéï's pouvant être regardées comme ju’oportioiinellcs aux surfaces des cylindres, et, par con-
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séqiient, aux can’és de leurs hauteurs, en nommantarla quaiitild chercluîe, on devra avoir
JT : 20 : : (3)* : (4)*, QU x : 20 : : 9:16, d’où .r = — =11 î. 11 faudra donc 11 feuilles et un
ifa <
quart.
684. — TintonËME. Les aires des surfaces latérales de deux cônes semblables sont entre elles comme les carrés de leurs côtés, ou comme les carrés des rayons de leurs bases , on comme les carrés de leurs hauteurs. Cette proposition se démontre de la même manière que la précédente.
Corollaire. On en déduit, comme nous l’avons fait pour le théorème précédent, que les aires des surf aces latérales de deux cônes semblables sont entre elles comme les aires de leurs bases.
Application. Supposons qu’on ait employé 4500 ardoises’pour former la couverture d’un toit conique de 9“ de diamètre à la base , et qu’on veuille savoir combien il en faudrait pour former la couverture d’un toit semblable ayant 6"' de diamètre à la base. Les quantités d’ardoises employées pouvant être considérées comme proportionnelles aux surfaces latérales des deux cônes, et, par conséquent , aux carrés des rayons ou des diamètres de leurs bases, en nommant x la quantité cherchée, on devra avoir
x: 4500 : : (6)* ; (9)*, ou .r: 4500 : : 36 : 81 , ou .r : 4500 : : 4 ; 9 , d’où x = == 2000.
685. — Nous avons vu (677, Coroll. I) que l’aire d’une sphère dont le rayon est R a pour expression 4‘n-Rs, ou ce qui revient au même , 2 -tt R X 2 R. Cotte aire équivaut donc à celle de la surface latérale d’un cylindre dont la base aurait pour rayon R et dont la hauteur serait 2R , c’est-à-dire <iui aurait pour base un grand cercle de la •sphère et pour hauteur le diamètre de celte sphère. Ce cylindre est précisément celui qu’on pourrait c/rconserire à la sphère, e’est-à-dire dans lequel la sphère
pourrait être placée de manière à être tangente à la surface cylindrique par son équateur, et aux bases planes du cylindre par ses pôles. La figure 589 rend compte de cette disposition.
686. — Théorème. Les aires des surfaces de deux sphères sont entre elles comme les carrés de leurs rayons , ou de leurs diamètres. Soient , en effet , S et j les aires des surfaces de deux sphères, R et / leurs rayons, D et d leurs diamètres; on aura
S = 4‘n'R*etJ = 4ir/*, d’où S : j :: 4«R* ;4 »/*, et en divisant ces deux termes du second rapport par 4«,
D’ailleurs on a R : r : : D : d’où R* : r* ; : D* : d*.
Donc S : J : : D* : r/*.
Application. On a employé 35 feuilles dor battu pour dorer une boule (sphérique) de 3 décimètres de rayon; combien en faudrait -il pour dorer une boule dont le rayon aurait 3 décimètres ? Les quantités de matière employée pouvant être considérées comme proportionnelles aux surfaces des sphères, et par conséquent aux carrés de leui's rayons, en nommant x la quantité cherchée , on devra avoir
X : 35 :: (3)*: (2)*, ou .r : 35 : : 9 : 4 , d’où X— — ^ = 78 Il faudrait donc 79 feuilles.
687. — Deux calottes sphériques sont semblables quand leurs hauteurs sont proportionnelles aux rayons des sphères auxquelles elles appartiennent. A l’aide d’une démonstration analogue à celle du n° 683, on ferait voir que les aires de deux calottes sphériques semblables sont entre elles comme les carrés de leurs hauteurs , ou comme les carrés des rayons des sphères auxquelles elles appartiennent.
On nomme zones semblables celles qui sont la différence de calottes sphériques semblables. On démontrerait de même que leurs aires sont entre elles comme
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les carrés <le leurs hauteurs ou comme les carrés des rayons des splières auxquelles elles appartiennent.
On ferait \oir encore de la même manière que les aires de deux calottes sphériques semblables sont entre elles comme les aires des cercles qui leur serventde hase. La même proportionnalité a lieu pour les zones semblables.
G88. — Sur deux sphères de rayons différents, deux fuseaux sont semblables lorsqu’ils ont un môme angle dièdre. Chacun d’eux est alors une même fraction du fuseau droit (078) ou de l’aire d’un grand cercle ; d’ailleurs les aires des cercles sont entre elles comme les carrés de leurs rayons : par conséquent , les aires de deux fuseaux semblables sont entre elles comme les carrés des rayons des sphères auxquelles ils appartiennent.
Sur deux sphèi-es inégales , deux triangles sphériques qui ont les mêmes angles, disposés dans le même ordre, ne sont plus égaux, mais semblables. Chacun d’eux est alors une même fraction du fuseau droit correspondant (079); ainsi en répétant les raisonnements cidessus, on voit que les ahes de deux triangles sphériques semblables sont entre elles comme les carrés des rayons des sphères auxquelles ils appartiennent.
CHAPITRE IX
/ • • • De lo mesure des volumes.
, 689. — Mesurer le volume d’un corps, c’est le com-
parer à un autre volume qui est pris pour unité. On choisit pour unité de volume celui d’un cube auquel on donne pour arête l’unité de longueur. Si, par exemple, l’unité de longueur est le mètre, l’unité de volume est un cube qui a pour arête un mètre, et qu’on appelle mètre cube. Si l’unité de longueur est la toise, l’unité de volume est un cube qui a pour arête une toise, et .qu’on appelle /o/.vc c« 6e; et ainsi de suite. En admet- ■taot, par exemple, que mh (fîg. 690) soit un cube dont
l’arêle ah ail Tunilé de longueur, mesurer le volume d’un parallélépipède rectangle MB, c’est chercher combien de fois il contient le volume du cube mh.
On va voir que l'évaluation des volumes se ramène toujours à de simples mesures de longueur.
090. — Théorème. Le volume iVun parallélépipède rectangle a pour mesure le produit des trois arêtes qui aboutissent a un même sommet. Soit MB (fig. 590) le parallélépipède rectangle proposé. L’énoncé qui précède signifie que, pour obtenir le nombre d’unités de volume contenues dans ce parallélépipède, il faut chercher le nombre d'unités de longueur contenues dans les trois arêtes AB, A G , A D , qui aboutissent à un même sommet A, et faire le produit de ces trois nombres.
En effet : supposons , pour fixer les idées, que l’arête AB contienne 4 fois l’unité de longueur ah ,e\ que les arêtes AC et AD la contiennent respectivement 5 fois et 7 fois. Divisons AB en 4 parties égales, et par tous les points de division menons des plans perpendiculaires à A B ; divisons A C en 5 parties égales , et par tous les points de division menons des plans perpendiculaires à A C ; enfin divisons A D en 7 parties égales, et par toüs les points de division menons des plans perpendiculaires à A D; le parallélépipède BM se trouvera ainsi divisé en petits parallélépipèdes rectangles, qui auront tous pour hauteur, pour largeur et pour épaisseur l’unité de longeur ah-, car deux plans perpendiculaires à une môme droite sont parallèles entre eux, et deux plans parallèles sont partout également distants. Ces petits parallélépipèdes rectangles seront donc des cubes, ayant pour arête l’unité de longueur, c’est-à-dire que ce seront autant d’unités de volume; il ne reste donc plus qu’à déterminer leur nombre.
Or, le long de l’arête AB, on peut compter autant de ces petits cubes qu’il y a d’unités de longueur dans AB, c’est-à-dire 4; ces 4 petits cubes forment une sorte de colonne posée horizontalement. Le long de l’arête AD, on peut compter autant de ces colonnes qu’il y a d’unités dans .V D ♦ c’est-à-dire 7; et ces 7 colonnes for-
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ment une sorte de tranche horizontale. £nün, le long de l’arête AC on peut compter autant de ces tranches qu’il y a d’unités dans AC , c’est-à-dire 5 , et ces 5 ti’anches composent le parallélépipède proposé. Le nombre total des petits cubes est donc le produit des nombres 4,7 et 6, c’est-à-dire 140; le parallélépipède proposé contient donc 140 unités de volume.
Les raisonnements que nous venons de faire sont tout à fait indépendants du nombre d’unités de longueur contenues dans les trois arêtes AB, AC et AD. Si l’unité de longueur n’était pas contenue un nombre exact de fois dans les trois arêtes, il faudrait recourir à une unité de longueur plus petite, et, par conséquent, aussi à une unité de volume plus petite, jusqu’à ce qu’on parvint à une unité qui pût être contenue un nombre exact de fois dans ces arêtes, ce qui finira toujours par arriver dans la pratique, parce qu’en prenant une unité suffisamment petite, les restes, s’il y en a , finiront toujours par devenir inappréciables.
ConoLLAiRE. Dans le cas où le parallélépipède rectangle proposé est un cube, les trois arêtes qui aboutissent à un même sommet sont égales , et pour obtenir le nombre d’unités de volume contenues dans ce cube, il suffit de chercher le nombre d’uniUis de longueur contenues dans l’une de ces arêtes , et de former un produit où ce nombre entre trois fols comme facteur. Si, par exemple^ Karôte du cube proposé contient 2 unités de longueur, ce cube contiendra 2 X 2 X 2, ou 8 unités de volume. Si l’arête du cube contient 3 unités de longueur, le cube contiendra 3X3X3, ou 27 unités de volume ; et ains i de suite.
C’est pour cela que l’on donne, en Arithmétique, le nom de cube à un produit de trois facteurs égaux.
091. — Cette observation nous permet de faire comprendre comment se subdivisent les unités de volume.
Un centimètre valant 10 millimètres , un centimètre cube vaut 10 X fO X fO, ou 1000 millimètres cubes.
Un décimètre valant 10 cenlimèlres, un décimètre cube vaut 10 X 10 X 10, ou 1000 centimètres cubes.
Un métro valant 10 centimètres, un métré cube vaut 1000 décimètres cubes.
- Un décamètre valant 10 mètres , un décamètre cube 'vaut 1000 mètres cubes ; et ainsi de suite.
Dans le système métrique, les différentes unités de volume se convertissent sans calcul les unes dans les autres ; il suffit, pour opérer cette conversion, d’un simple transport de virgule. Ainsi I3'n <^, 0&73I9 reviennent à 13057**“ ™*’, 319 ou à 13057319*»'“ ®“*’.
Rappelons que lorsqu’il s’agit de la mesure du bois de chauffage , le mètre cube prend le nom de stère ; et que, •pour les mesures de capacité , le décimètre cube prend le nom de litre.
692. — Un pouce valant 12 lignes , un pouce cube vaut 12 X 12 X 12, ou 1728 lignes cubes.
Un pied valant 12 pouces , un pied cube vaut 12 X 12 X 12, ou 1728 pouces cubes.
Une toise valante pieds, une toise cube vaut 6X9X6, ou 21 G pieds cubes.
Pour convertir en pieds cubes un nombre donné de toises cubes, on voit qu'il faut le multiplier par 216; pour convertir en pouces cubes un nombre donné de . pieds cubes, il faut le mnlliplier par 1728; et pour convertir en lignes cubes un nombre donné de pouces cubes, il faut encore le multiplier par 1728. Réciproquement, pour extraire d’un nombre donné de lignes cubes 'les pouces cubes qui y sont contenus, il faut le diviser ^’par 1728; le quotient donne les pouces cubes , et le reste .exprime des lignes cubes. Pour extraire d’un nombre ^ donné de pouces cubes les pieds cubes qui y sont contenus , il faut encore le diviser par 1728 ; le quotient donne . les pieds cubes, et le reste exprime des pouces cubes. Enfin, pour extraire d’un nombre donné de pieds cubes .les toises cubes qui y sont contenues , il faut le diviser par 216; le quotient donne les toises cubes, et le reste exprime des pieds cubes.
Ainsi 9580703074 lignes cubes reviennent à
55449G7p ®“*' 98* *■“•’, ou à 3208*’ ™*’ 1543i> ®*''’ 98' ®“*’, du enfin à I4r.n,b i84i*.cub I3j3i> cub ggi.iub.
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C93. — Applications. — Problème I. Quel est levolume d'air contenu dans une salle rectangulaire qui a 10“,42 de longueur sur 7‘",5l de largeur et 3®, 85 de hauteur. Les trois dimensions données peuvent s’exprimer par 1042“'",751 et 885““‘ ; le volume cherché équivaut donc à 1042 X 751 X 385, ou 301278670 centimètres ' cubes. Pour obtenir les décimètres cubes contenus, il faut diviser ce nombre par 1000; le volume demandé revient donc à 301278^^-'“** 670<=«“C®“'>. Pour obtenir les mètres cubes contenus dans les 301278‘*^-'“**, il faut encore diviser ce nombre par ICOO; le volume cherché est donc enfin de 301 ‘“-cub 278'* ‘=“*> 670«‘«‘
Problème II. IJn bloc de marbre dont la forme est celle d’un parallélépipède rectangle a IT- 7P- de longueur sur 5P- llr- de largeur et 4i‘- 6p> d'épaisseur , quel est son volume? Les trois dimensions données reviennent à 115 pouces, 71 pouces et .54 pouces; le volume du bloc de marbre équivaut donc à 115 X 71 X 54 ou, 440910P-«®b. Divisons par 1728 pour avoir les pieds cubes contenns, nous obtiendrons 2.55P-c“b et 270p-'“'». Divisons les 255P-«“b par 216 pour avoir les toises cubes, nous obtiendrons définitivement iT.cqb agpcub 270p=ub.
Problème III. XJne pile de bois a 13"‘,4 de longueur^
5® de largeur et de hauteur, on demande d'évaluer en stères la quantité de bois qu’elle contient? La forme que l’on donne aux piles de bois dans les chantiers est celle d’un parallélépipède rectangle. Les trois dimensions de celui que nous avons à considérer reviennent à 134<*«-, 50déc. et 72^^-; son volume équivaut donc à 134 X 50 X 72 , ou 482400‘J~ «®b ; ce qui revient k 482® tub ^400, et par conséquent à 482 stères et 4 décistères.
Problème IV. Un bassin rectangulaire qui a 6®,4 de longueur, 3®, 5 de largeur et 2®, 7 de profondeur, est rempli aux deux tiers de sa hauteur ; combien d'hectolitres d'eau contient-il ?'Ve&\x contenue dans le bassin forme un parallélépipède rectangle dont les arêles ont respec* tivement 64‘>^-, 35‘><^* et (puisque 18 est les deux tiers de 27). Le volume de ce parallélépipède est donc de 64 X 35 X 18, ou 40320 décimètres cubes, c’est-à-d ire
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40320 litres. Pour avoir le nombre d’hectolitres contenm, il faut diviser ce nombre par 100 ; la quantité d’eau cherchée est donc de 403**®®* 20*'*®««.
694. — I.e produit des deux arêtes AB et AD du parallélépipède MB (fig. 590) exprime l’aire de sa base supérieure BD, puisque* cette base est un rectangle. D’ailleurs, la ba.se supérieure est égale à la base inférieure (614). On voit donc que, pour obtenir le volume d’un parallélépipède, on n’a qu’à multiplier l’aire de sa base par sa hauteur, c’est-à-dire le nombre d’unités d’aire contenues dans la base par le nombre d’unités de longueur contenues dans la hauteur; ce qu’on exprime en disant que le volume d’un parallélépipède rectangle a pour mesure le produit de sa hase par sa hauteur.
Application. Si l’on sait, par exemple, que la base d’un parallélépipède rectangle contient 28 mètres carrés , et que sa hauteur est de 6 mètres , on en conciliera que son volume équivaut à 28 X Sou 140 mètres cubes.
CoBOLLAiHE.ZIci/x parallélépipèdes rectangles, qui ont des bases équivalentes et meme hauteur, sont équivalents en volume; car la mesure de leur volume est la même.
695. — Lemme. Deux parallélépipèdes de meme base et de, même hauteur sont équivalents. Soient, en effet , AG et MS (fig. 591) deux parallélépipèdes dont les bases ABC D et MN OP sont égales, et qui ont même hauteur^ Si leurs bases inférieures sont supposées placées sur un même plan horizontal, leurs bases supérieures seront aussi dans un même plan horizontal, puisqu’ils ont même hauteur. Divisons cette hauteur en un certain nombre de parties égales , et par tous les points de division menons des plans horizontaux , qui coupent à la fois les deux parallélépipèdes. Ils se trouveront décomposés tous deux en un même nombre de tranches de même hauteur. Considérons deux tranches correspondantes , c'est-à-dire comprises entre les mêmes plans horizontaux', ag&\. ms par exemple. La base abcd de l’une est égale à ABCD, en vertu du théorème du n“ Gll; la ba.se mnop de l’autre est égale à M N O P pai* la même raison; ces deux bases et mnop sont donc égales.
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Or, comme le nombre des tranches est tout à lait arbitraire, on peut toujours le supposer assez grand pour que la hauteur de chaque tranche soit aussi petite que l’on voudra. Plus cette hauteur sera petite, et plus les différences de forme qui existent entre les ti*anches correspondantes «^et m.s tendront à devenir inapprccial)les;et si l’on .suppose cette hauteur infiniment |>etitc, les deux tranches infiniment minces ag* et ms pourront être considérées comme rigoureusement égales, puisque leurs bases sont égales. Les deux parallélépipèdes \G et ^£S peuvent donc être regardés comme composés d’un même nombre de tranches infiniment minces, égales chacune à chacune ; les volumes de ces deux parallélépipèdes sont donc équivalents.
Corollaire I. Tout parallélépipède oblique MS peut être changé en un parallélépipède droit A G équivalen t qui ait une base égale et meme hauteur.
Corollaire II. Tout parallélépipède rf/oiYAG (fig. 592) peut être changé en un parallélépipède rectangle équivalcnt,qui ait une base équivalentCy et même hauteur. Prolongeons, en effet, les droites AB et DC; prenons sur le prolongement de AB une longueur MN égale à AB; par les points M et N menons MP et IN' O perpendiculaires à M N ; le rectangle MN 0 P et le parallélogramme A B C D seront équivalents, comme ayant même base et même hauteur. Sur le rectangle M N 0 P construisons le parallélépipède rectangle MS, dont la hauteur MQ soit égale à la hauteur A£ du parallélépipède droit proposé, .le dis que AG et MS seront équivalents. En effet, les rectangles ABFE et MNRQ, qui ont même base et même hauteur, sont égaux. Les plans de ces rectangles étant tous deux perpendicaires au plan ANOD, puisque les parallélépipèdes sont droits , se confondent en un même plan; il en est de même des plansDCGH etPOST. La distance des faces AF et DG est donc celle des faces MR et PS. Par conséquent, si l’on renversait les deux parallélépipèdes, l’un sur la face AF, l’autre sur la face M R, ils auraient même base et même hauteur. Eu vertu du lemme qui précède , ils sont donc équivalents. ,*
696. — Théouéme. Le volume (Fitn parallélépipède quelconque a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Ceténoncé signifie que pom* obtenir le nombre d’unités devolume contenues dansun parallélépipède quelconque, il faut chercher le nombre d’unités d’aire contenues dans sa base, le nombre d’unités de longueur contenues dùnssa hauteur, et multiplier ces deux nombres l’un par l’autre.
En effet , d’après le premier corollaire du lemme précédent, un parallélépipède quelconque peut être changé en un parallélépipède droit équivalent, qui ait même base et même hauteur ; d’après le second corollaire , un parallélépipède droit peut être changé en un parallélépipède rectangle équivalent, qui ait une base équivalente et même hauteur; il en résulte qu'un parallélépipède quelconque peut être changé en un parallélépipède rectangle équivalent , qui ait une base équivalente et même hauteur. Soit B cette base et H cette hauteur, le volume du parallélépipède rectangle aura pour expression B X H (694); cette expression sera donc aussi celle du parallélépipède proposé. Or B équivaut à la base de ce parallélépipède proposé , et H est sa hauteur; son volume a donc ixmr mesure le produit de sa base par sa hauteur.
697. — Lemme. Deux prismes <le meme base et de même hauteur sont équivalents . La démonstration de cette proposition est la même que celle du n“ 695.
Corollaire. Tout prisme triangulaire est la moitié cF un parallélépipède qui a une base double et même hauteur. Car soit ABCEFG (fig. 518) un prisme triangulaire quelconque. Prolongeons les plans A B C et EFG; achevons les parallélogrammes ABCD et EF G H; et joignons Dû ; il en résultera un parallélépipède A B CD EF G H. Car les plans ABCDet EFGH sont parallèles, puisque ABCEFG est un prisme; les droites ADetEH, parallèles aux droites BC et F G qui sont parallèles, sont parallèles elles-mêmes, et déterminent un plan ])arallèle à la face BCGF; de même les droites CD et GH sont
GÉOMÉTRIE DANS l’eSPACE. 541
parallèles et déterminent un plan parallèle à la face ABFE. Le polyèdre ABCDEFGH est donc compris sous six plans parallèles deux à deux; ce polyèdre est donc un parallélépipède, dont la base ABCDesl dou* ble de la base ABC du prisme proposé, et qui a mèmè hauteur. Or, le plan ACGF le divise en deux prismes triangulaires ABCEFG et ACÜEGH, qui ont des bases égales ABC^ACD, et même hauteur; chacun d’eux , le prisme proposé par exemple, est donc la moitié de ce parallélépipède.
698. — Théorème. Le volume d'un prisme triangulaire a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur. Car soit B sa base et H sa hauteur; le volume du parallélépipède qui a même hauteur et une base double a pour mesure 2B X H (896). Le volume du prisme triangulaire qui en est la moitié , a donc pour mesure B X H , c’està-dire le produit de sa base par sa hauteur.
699. — Théorème. Le riolume d’un prisme quelconque a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur. Cap tout prisme peut être divisé par des plans diagonaux en prismes triangulaires de même hauteur que lui (608). Soit H cette hauteur, B , B',B", etc. , les bases des prismes triangulaires ; la somme de leurs volumes aura pour mesure BXH-f-B’XH-4-B"XH-4- etc. , ou , ce qui revient au même , (B + B' 4- B" -f- etc.) X H. Or le facteur entre parenthèses , c’est-à-dire la somme des bases des prismes triangulaires qui composent le prisme proposé, n’est autre chose que la base de ce prisme; .son volume a donc pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Corollaire I. Ce théorème étant général s’applique aux prismes réguliers.
Corollaire IL Deux prismes qui ont des bases équivalentes et même hauteur sont équivalents , car la mesure de leur volume est la même.
Appucatiox. Vne salle octogone a 3™, 4 de hauteur, et chacun des côtés de son parquet a 2'“,5 de longueur; on demande le volume d’air contenu dans cette salle. Le volume cherché est celui d’un prisme régulier dont la
hauteur est de 34 décimètres » et dont la base est un oc^ toffone régulier qui a 25 décimètres de cote. î^ous avons vu (368, Rem.) que pour
il faut multiplier le carre du cote, ®
par 4,8284, ce qui donne pour produit 3017 ,75 U
reste à roulliplier cette aire par 31*1, ce qui donne pour le volume cherché 102603*» '“N500 , ou 102 métrés cubes, 503 décimètres cubes, et 500 centimètre ^ube^ 700 — Théokémb. Le volume (Lun cyUndrc a pour, mesure le produit de sa base par sa hauteur. En effet r p“ f r>/,nai<lérer un cylindre comme un prisme régulier
dans celle du volume d’un prisme. .p.. • -
Appuc1t.«n..-P«o»>-»»' I. r,vuv,rle vo ume dé
iTnY
diZclrc U sa base. Le l ajon de U étant »»,3p
cL“hL'Tonc%Cm^uîèv X (cil)' X
En eftotuant ce calcul . ou U-ouve pour reaulut 0m.ct.b,4û7738 , ou 407dec *:al>,788*»"»-*='*'’. , . ! . ' ;»*•'
paoBLÈME. 11. QueUe profondeur Jaut-il donmr a un
risersoir cylindrique de lyte rayon , ^ur ï“ f ésnntmir 3850 hectolitres deau? Les 3850 liecioiiu es, ou 385000 litres , représentent 385000 decimctres cubes, Z Srea c’ubel La base
a une superficie exprimée par X 49'“ S ou lo4 . ii faTau^ette superficie, multipliée par la nrofondeuf cherdiée, qui est la hauteur du cylindre, donne pour nroduit 38^2' *'“’’ I po«** obtenir cette profondeur, il suffit donc de diviser 385“ '“’> par 154“> S ce qui donne pour
Ün tuyau de conduite, cylindrique, JoU artrôdSr- de longueur.
aue sa capacité soit de 40 métrés cubes ? L aire du cercle qui doit fervir de base à ce cylindre , mulliphee par sa ?ongüeurô93'", doit donner pour produit 40*“ si donc on divisé 40w «>'‘ par 593'", le quotient 0'“ *^,0674«>3 expiv
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mera l’aire de celte base. Divisons celle aire par nous aurons pour quotient le carré du rayon; on trouve ainsi 0" «,02HG4. La racine carrée de ce nombre, ou 0"',146, est donc le rayon demandé.
701. — Lemme 1. Deux tétraèdres de meme hase et de même hnuteur sont écfuivalvuts. Soient, en effet, SABC et O M N P (fig. 593) deux tétraèdres dont les bases ABC et M IN' P sont égales , et qui ont môme hauteur. Supposons leurs bases placées sur un même plan liori/.onlal ; divisons leur hauteur commune en un certain nombre de parties égales, et par tous les points de division menons des plans horizontaux qui coupent à la fois les deux tétraèdres. Ils se trouveront décomposés en un môme nombre de tranches de môme hauteur. Considérons deux tranches correspondantes, abedef et mnpqrt. Leurs bases«6c et mnp sont semblables aux basesABC et MIN P des tétraèdres, et par conséquent semblables entre elles; d’ailleurs ces mêmes sections abc, mnp sont entre elles comme les bases ABC et MNP (.598) ; elles sont donc équivalentes. Or, elles ne j)euvent être à la fois semblables et écpiivalentes sans être égales. Cela posé, comme le nombre des tranches est arbitraire, rien n’empêche do le supposer assez grand pour que la hauteur (le chaque tranche soit aussi petite que l’on voudra. Plus cette hauteur .sera petite, et plus les différences de forme qui existent entre les tranches correspondantes abedef et <7 /•« tendront à devenir inappréciables; et si l’on suppose celle hauteur infiniment petite, les deux tranches infiniment minces abedef e\. mnpqrt pourront être considérées comme rigoureusement égales, puisque leurs bases abc et mnp .sont égales. I.es deux tétraèdres S.ABC et OMNP peuvent donc être regardés comme compo.sés d’un même nombre de tranches infiniment minces, égales chacune à chacune; les volumes de ces deux tétraèdres sont donc équivalents.
702. — Lemme il. Tout tétraèdre est le tiers d’un prishie triangulaire de même base et de même hauteur. Soit S A BC (fig. ôtM) un tétraèdre quelconque. Par son som-
mets menons un plan SDK parallèle à la base; puis, par les points A et C, menons A D et CE parallèles à BS jusqu'à la rencontre du plan SDK, et joignons SD et SE; nous formerons ainsi un piâsme triangulaire ABCDSE qui aura même base ABC que le télraèdre, et même hauteur, puisque le sommet de ce dernier est dans le plan de la base supérieure du prisme. Or, je dis que le tétraèdre SABCest le tiers du j)risme ABCDSE.
En effet, suivant les droites SA et SE, faisons passer un plan, qui coupera le parallélogramme ACDE suivant la diagonale AE , et divisera , par conséquent, ce parallélogramme en deux triangles égaux.
IVous aurons à considérer trois tétraèdres qui ont leur sommet en S. 1® Le tétraèdre S ABC : c’est le tétraèdre proposé. 2“ Le tétraèdre SA D E : en lui donnant poursomniet le point A , on voit que sa base DSE est égale à la base ABC du premier télraèdre, et que, de plus, ils ont pour hauteur commune la hauteur du prisme; en vertu du lemme qui précède, ces deux tétraèdres sont donc é(|uivalents. 3“ Le tétraèdre SA CE ; sa base ACE est égale à la base A DE du second télraèdre; et, de plus, ils ont même hauteur, puisqu’ils ont même sommet S, et que leurs bases sont sur uii même plan. Ces deux tétraèdres sont donc équivalents aussi.
Le prisme triangulaire ABCDSE est donc composé de trois tétraèdres équivalents; et par conséquent le tétraèdre proposé, qui est un des trois, est le tiers du prisme triangulaire.
703. — Théukéme. Le volume d'un tétraèdre a pour mesure le tiers (lu produit de sa base par sa hauteur, (^et énoncé signifie que pour obtenir le nombre d'unités de volume contenues dans un télraèdre, il faut chercher le nombre d’uuilés d’aire contenues dans sa base, le nombre d’unités de longueur contenues dans sa hauteur, multiplier ces deux nombres l’un après l’aulre et prendre le tiers du produit.
Pour le prouver, considérons le prisme triangulaire qui a même base et même hauteur que le tétraèdre pro- ' posé ; son volume aura pour mesure le produit de cette
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base par celte bauleur (698); donc le létraèdre, qui en est le tiers, en vertu du lemnie précédent, a pour mesure le tiers de ce produit, c’est-à-dire le tiers du produit de sa base par sa hauteur.
ConoiXAinE. Deux tétraèdres qui ont des hases équivalentes et même hauteur sont équivalents , puisqu’ils ont même mesure.
704. — TnËonËME. Le volume d’une pyramide quelconque a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. Car toute pyramide pouvant se partager par des plans diagonaux, en tétraèdres de même hauteur, si l’on nomme H cette hauteur, et B, B', B', etc., les bases de ces tétraèdres, la somme de leurs volumes aura pour expression
^BXH-t-iB'XH-f^B-XH + elc.; ou , ce qui revient au même ,
ï (B -f- B' -+- B" -f- etc. ) X H.
Or, B -f-B'-l- B" -f-etc. , c’est-à-dire la somme des bases des tétraèdres, c’est précisément la base de la pyramide; son volume a donc pour mesure le tiers du produit de celte base pour sa hauteur.
Corollaire I. Ce théorème étant général s’applique aux pyramides régulières.
Corollaire II. Deux pyramides qui ont des bases équivalentes et même hauteur sont équivalentes y puisque leur mesure est la même.
705. — Théorème. Le r>oliime dun cône a pour mesure le tiers du produit de sa hase par sa hauteur. Car on peut considérer ce cône comme une pyramide régulière, dont la base est un polygone régulier d’un nombre infini de côtés infiniment petits. La mesure de son volume rentre alors dans celle du volume d’une pyramide.
Applications. — Prorléme I. Quel est le volume tTun cône, dont la hauteur est de 0*",52, et dont la base a. 0"*,23 de rayon ?
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•• T.’ail’e de la base a pour mesure ^ X 0» '', 1662; le volume du cône a donc pour valeur
• o'”‘®,iCGïX«>“’.J» . • ,
PU 0*» 028808, ou enOp çubj gQgceiil. cub.
Problème II. La hauteur d’un cône est rfe 16 pouces { son côté a 20 pouces; quel est son volume ? Rappelons<nous que l’axe du cône , son côté el le rayon de sa base forment un triangle rectangle dont Thypolhér mise est le côté du cône. On aura donc le carré du i*ayon en retranchant le cari'é de la hauteur (ou de l’axe) du carré du côté, ou (16)* do (20)*, ce qui donne I44r*®, L’aire de la base a donc pour valeur X 144i* ‘=; e^le volume du cône équivaut à
ï X H' ^ I44I'-': X iGp^ ou à lP «^ub 6851'- '“i* 1234 > '“•». Problème III. Le volume itun cône est cVun mètre cube , et le rayon, de st* base est le tiers de sa hauteur; quelle est la valeur de ce rayon? Appelons r ce rayon et h la hauteur; le volume du cône aura pour expression ■
OU , comme h est le triple de r,
^ ^ , ou V. X r, ou enfin -jt. /•*.
Si donc on divise im.cub pjjj, )p rapport ou par V, on aura le cube dp rayon ; on trouve ainsi 318181818. Lu extrayant la racine cubique de ce nombre, on obtient 0'“ , G82 pour le rayon demandé.
706. Tuèor,ème. Le volume d'un prisme triaugulaiee trufiquc a pour mesure le produit de sa base par tme moyenne entre les trois petpendiculaires abaissées dessom^ mets opposés sur cette base. Soit ABCDEF (fig. 5Qâ) un prisme triangulaire tronqué; parles points A, |ü,C, faisons passer un plan; il détachera du prisme tronqué un tétraèdre EABC, qui aura pour base A B Cl, et pour hauteur la perpendiculaire abaissée du point E
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sur ABC; en appelant e cette perpendiculaire, le volume du tétraèdre EABC sera exprimé par
- ' ABCX^*.
Par les points D , E , C , faisons passer un plan ; il partagera la pyramide quadrangulaire restante EADFC en deux tétraèdres E A D C et E F DC.
Tirons DB; il sera facile de voir que les deux tétraèdres EADC et BADC sont équivalents; car ils ont même base ADC, et leurs sommets E' et B sont sur une droite EB parallèle à celle base, puisqu’elle l’est à à la droite AD qui y est contenue : ces deux tétraèdres ont donc même base et même hauteur {7^oy. le n“ 42G), et sont , par conséquent , équivalents (703). Or le tétraèdre BADC peut être considéré comme ayant son sommet eu D; il a alors pour base ABC, et pour hauteur la perpendiculaire abaissée du point D sur cette base; en nommant </ cette perpendiculaire, le volume du létraèdreDABC, ou celui du tétraèdre équivalent EADC, aura pour expression -î. A BC X
Tirons FA et FB; on prouvera sans peine que les tétraèdres E F DC et BÀFC sont équivalents. En effet, leurs bases FDC et F AC sont des triangles équivalents, puisqu’ils ont môme base F C et même bauteur. De plus les sommets E et B de ces deux tétraèdres sont sur une droite EB parallèle au plan de leurs bases; ces tétraèdres sont doue équivalents (703). Or, le tétraèdre BAFC peut être considéré comme ayant son .sommet au point F; il a alors pour ba.se ABC, et pour bauteur la perpendiculaire abaissée du point F sur celte base ; en nommant /'cette perpendiculaire, le volume du tétraèdre F ABC, ou celui du tétraèdre équivalent E FDC, aura pour expression |. ABC X /•
Le volume du prisme tronqué, qui se compose des trois tétraèdres EABC, EADC et E FDC, a donc pour mesure :
i. ABCX f+L ABCX + i ABCX/, ou r. A BG X {e+d-{-/) , ou encore A BC X
o48 SECONDE PA.RTIE.
Mais i {e jf- fl -if f) exprime une moyenne entre les trois perpendiculaires e,V, y. Le volume du prisme ti'onqué a donc pour mesure le produit de sa base par celte moyenne.
ConoLLAinE. Lorsque le prisme triangulaire e.st droit, les perpendiculaires c, €ljf, ne sont autre chose que les arêtes latérales A D , BE , C F ; on peut donc dire que le yolume d’un prisme triangulaire dt'oit tronqué a pour mesure le produit de sa base par une moyenne entre ses trois arêtes latérales.
707. ^ — ThéouEme. Le volume d’un parallélépipède droit tronqué a pour mesure le produit de sa base par une moyenne (arithmétique) entre deux arêtes latérales opposées. Soit ABCDEFGH (fig. 596) un parallélépipède droit tronqué par un plan EFG H incliné à sa base. Il est facile de voir d’abord que celte section e.st un parallélogramme ; car les droites EF et G H, étant les intersections de deux plans parallèles ABFEetDCGH par un troisième EFG H, sont parallèles entre elles; on en peut dire autant des droites E H et FG ; la fagure E F G H est donc un parallélogramme.
Menons le plan diagonal D B F H : il divisera le parallélépipède tronqué en deux prismes triangulaires tronqués ABDEFH et BCDFGH. En vertu du corollaire du théorème précédent , le prisme tronqué AB DE F H aura pour mesure.
ABDX HAE + BF-hDH), et le prisme tronqué BCDFGH aura pour '"mesure : BCD X KBF+DH -l-CG ).
Leur somme, ou le parallélépipède tronqué, aura donc pour mesure la somme des expressions précédentes; et si l’on remarque que l’on peut remplacer BC D par son égal A B D , cette mesure aura pour expression :
ABD X i (AE4-CG-f-;2BF-|-2DH). . . . (1).
Tirons E G et A C, et joignons les points 1 et O, milieux des diagonales H F, E G et AG, BD : la droite 10 sera
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l’interseclion des deux plans DBFll et ACGE, puisqu’elle a , dans chacun d’eux , les deux points I et O.
La figure DBF H étant un trapèze, la droite 10, qui joint les milieux des côtés non parallèles, est une moyenne arithmétique entre les deux côtés parallèles (voj-ez le n° 321) ; on a donc
4 (BF+DH)=IO;d’oùBF+DH«2lO, '
et, par conséquent, 2BF -f- 2DH = 410.
La figure ACG E, étant aussi un trapèze , la droite 10, qui joint les milieux des côtés non parallèles, est une moyenne arithmétique entre les deux côtés parallèles, et l’on a
4 (AE-f*CG) — IO;d’où AE-hCG = 2I0.
A l’aide de ces valeurs, l'expression (1) pourra s’écrire ;
ABDxn2IO-h4lO), ^ •
ou ABD X-î 610, ou ABD X2.I0, ou, ce qui l’evienlau même, 2 ABD X IO,ou enfin ABCD X 10.
Ainsi, le volume du parallélépipède droit tronqué a pour mesure le produit de sa base AB CD par la droite 1 0, qui joint les points de rencontre des diagonales des deux bases. Or,^ nous venons de voir que 10 est une moyenne arithmétique , soit entre les deux arêtes opposées BF et DH, soit entre les deux arêtes opposées AE et CG ; donc, etc.
>Applicatio\.— Imaginons un mur qui ait du talus, et _ dont l’épaisseur aille en augmentant d’un bout à l’autre; ce mur formera un parallélépipède rectangle tronqué par un plan incliné à la base; seulement cette base sera verticale.
Les constructions en maçonnerie destinées à soutenir les terres offrent quelquefois cette fonne.
708. — On ferait voir, par une démonstration entièrement analogue , qu’u/i prisme régulier tronqué , dont la base est un polygone régulier (t un nombre pair de. côtés ,
a pour mesure le produis de sa hase inferieure par la portion de son a.re coiiiprisc entre ses deux ba^es.
Il en l'ésulle (jue te volume d'an cylindre droit tronqué a pour niesure le produit du cercle qui lui sert de base inférieure juir la portion de son a.vc Comprise çntre ses deux bases. C’.ar on peut loiijoiirs considérer ce cylindre tronqué contnœ iin prisme régulier tronquû dont la base inférieure est un polygone régvilier d’un nombre pair de côtés infiniment petits.
ApPi.icATiox. On aurait à mesurer le volume de deux eylindres tronqués, s’il s’agissait d’évaluer la rapacité d’un tuyau cylindri([ue coudé. Dans ce cas, on ne pourrait pas obtenir la longueur de l’axe comme nou.s l’avons indiqué au numéro G7 1 ; il faudrait, à l’extrémité circulaire du tuyau, mener un diamètre quelconque, e,t ' par les extrémités de ce diamètre faire passer deux génératrices; leur demi-somme serait la lo^ngueur de l'axe du cylindre tronqué.
‘ 70Ü. — Théorème. Le volume d'un tétraèdre tronqué
a pour mesure le tiers du produit de hauteur p^ir la somme de ses dcu.v hases et d’une nioyeivte géométrique entre ces bases. Soit .iBCDEF (fig- 597) un tétraèdre tronqué. Par les points A , E, C, faisons passer un plaq; il détachera du tétraèdre tronqué un tétraèdre E A , 'qui aura pour bailleur la hauteur du tronc, et pour base 'la base ABC; eu amielant H la hauteur du tronc*, le volume de ce tétraèure aura donc pour expression
^HxABC. . ..
■ Par les points D,E,C, faisons pa.sseruù plan •,il divisera la pyramide quadrangulaire restante EADFC en deux tétraèdres ED FC et EADC. Le premier de ces deux tétraèdres peut être considéré comme ayantson sommet au pointe, et pour base DEF. Sa hauteur est donc égale à celle du tronc, et son volume a pour expres- * sion ■■ • 1 • I -» . •
tHXDEF.
Reste le dernier tétraèdre EADC. Pour obtenir Pcx-
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pression de son volume, menons par le point E, dans le plan ABED, la droite El parallèle à AI); nous aurons à considérer un nouveau tétraèdre I AD G. 11 est facile de voir que ce nouveau tétraèdre équivaut au tétraèdre E A DC; car ils ont niéine base ADC, et leurs sommets I et E sont sur une droite E I parallèle à cette base, puisqu’elle l’est à une droite Al) contenue dans cette base; ces deux tétraèdres ont donc même base et même hauteur, et sont , par conséquent, équivalents.
Or, le tétraèdre lADC peut être considéré comme .ayant son sommet au point E, et pour base AlC; il a donc même hauteur que le tronc , et son volume , ou, ce qui revient au même, le volume du tétraèdre équivalent EADC, a pour expression II X AIC.
Le tétraèdre tronqué, qui est la somme des trois tétraèdres EABC,EDFC, EADC, a donc pour mesure
iHXABC+^lXDEF-h^IlX Aie, ou ^IX(ABC + DEF+AIC).
Pour démontrer le théorème énoncé, il ne reste donc plus qu’à prouver que A IC est une moyenne géométrique entre ABC et DEF. Pour cela, remarquons que les droites DE et D F étant, par la nature même du tétraèdre tronqué (599), respectivement parallèles à AC et AB, les deux angles E D F et 1 \ C sont égaux ; les deux triangles DEF et Aie sont donc entre eux comme les produits des côtés qui comprennent l’angle égal (351), et l’on a
DEF : Aie :: DE X. DF : Al XAC.
Mais DE et AI sont égaux comme parallèles comprises entre parallèles; les deux termes du second rapport ont donc un facteur commun que l’on peut suj)priiuer , et il reste
DEF : Aie : ; DF : AC (l)
Les triangles AlC et ABC, qui ont même hauteur puisqu’ils ont même sommet C et leurs bases en ligne droite , sont entre eux comme ces bases (350) , et Fon a
AIC: ABC:: AI ^AB
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Mais les bases DEF elABC étant semblables , puisque DEF est une section parallèle à la base, on a
DF: AC:: DE : AB, ou , en remplaçant DE par son égale AI,
DF; AC :: Al : AB.
En vertu de cette dernière proportion , les deux proportions (1) et (2) ont leurs seconds rapports égaux ; les deux premiers le sont donc aussi , et il vient
DEF: Aie :: Aie : ABC. .
Ainsi le triangle AIC est une moyenne géométrique entre les deux bases DEF cl ABC du tétraèdre tronqué. Donc, etc.
710. — Théorème. Le volume d’une pyramide tronquée a pour mesure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses bases et ifune moyenne géométrique entre ces bases.
En effet, soit ABCDErt/>»r<'/e (fig. 598) une pyramide tronquée, et SABCDEla pyramide entière. Imaginons un tétraèdre 031 N P de même hauteur que la pyramide S ABC DE, dont la ba.se MNP soit équivalente à la base ABCDE, et posée sur un même plan. Prolongeons le plan abcde\ il coupera le tétraèdre OMN P suivant un triangle mnp, et déterminera un tétraèdre O mnp qui aura même hauteur que la petite pyramide Appelons H la hauteur des deux py-
ramides SA BCDE et OMNP, et h la hauteur des deux pyramides Sabc.de et Omnp. La pyramide Sabede étant semblable à la pyramide S AB CD E (60.5), on aura
ABCDE : ://*: H
Le tétraèdre étant semblable au tétraèdre 03INP, on aura de même
' mnp : 3INP H®,
d'oU , k cause du rapport commun ,
abc de : ABCDE mnp;: MNP.
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Or, par supposition, les conséquents sont équivalents; il en est donc de même des antécédents.
Cela posé, remarquons que le tétraèdre OM N P équivaut à la pyramide SÂBCDË, puisqu'il a une base équivalente et même hauteur (703, 704). Par la même raison, le tétraèdre Onuip équivaut à la pyramide iîabede. Il en résulte que le tronc de tétraèdre équivaut au tronc de pyramide.
Mais le premier a pour mesure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses bases et d’une moyenne géométrique entre ces bases. Celte mesure est donc aussi celle du tronc de pyramide; et comme ce tronc a même hauteur que le tronc de tétraèdre et des bases équivalentes, il s’ensuit que le tronc de pyramide a pour mesure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses bases ABCDE et abede, et d’une moyenne géométrique entre ces bases.
ConoLLAinn. Ce théorème étant général s’applique aux pyramides tronquées.
Application. Un bassin a ses murs en talus , le Jond est un carré dont le côté a 30'“, les bords forment aussi un carré dont le côté a 32*", et la profondeur du bassin est de 4'“ , on demande sa capacité en hectolitres.
La forme du bassin est celle d’une pyramide tronquée. L'aire de sa plus grande base est de 32'“ X S2*“, ou 1024'"-'; l’aire de sa plus petite base est de 30'» X 30“', ou 900'"-“ ; la moyenne géométrique entre ces deux bases
estV^i024 "*•“ X 900'“ “, ou 900'” “. La capacité du bassin a donc pour expression
L 4'“ X (1024'" “ -h 900'“ ' -I- 900'“ '), ou |. 4'“ X 2884'" “, ou 3845'" '“'',333,
ce qui revient à 3845333‘''^‘'-'“'*, ou à 2845333 litres, ou enfin à 38453 hectolitres et 33 litres.
711. — TiiÉonËME. Le r>olunie d’un cône tronqué a pour mesure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses bases et d’une moyenne gt^ométrique entre ces bases. Car un cône tronqué peut être considéré comme une pyramide régulière tronquée dont les bases sont des
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polvgones rëguliej's d’un nombre infini de côtës inftni- . ment petits. La mesure de son volume rentre donc dans celle du volume d’une pyramide tronquée.
ConoLLAiRE. L’expression du volume du cône tronqué est susceptible d’une forme remarquable. Si l’on nomme h sa hauteur, R et r les rayons de ses bases , Faire de la base inférieure sera -»rR*, celle de la base supérieure sera -wr*; la moyenne géométrique entre ces
bases sera l/wR* X ou V' if* % R* X o» wR^r.
Le volume du tronc de cône sera donc représenté par ..
ou X X '•)i
c't*sl-à-dire que pour obtenir le volume ifun tronc de cône, il faut faire le eaiiê du plus "rond rayon ^ le carré du plus petit ^ et le pioduit du plus grand par le plus petit; ajouter ces trois résultats j multiplier la somme par la hauteur du tronc et par le rapport de la circonférence au diamètre, puis prendre le tiers du produit. ■' '
-•Applications. I. Pour mesurer le bois en grume, c’est-à-dire recouvert de son écorce et de son aubier, on considère chaque arbre, quand il est droit, comme lun cône tronqué. On trace à ses deux bouts, en dedans de l’aubier, deux cercles qui sont les bases du tronc; quant à sa hauteur, elle est égale à la longueur de l'arbre mesurée, non pas sur sa surface, mais perpendiculairement aux bases. Pour obtenir cette mesure, on peut appliquer une règle horizontalement au centre de chacune des extrémités de l’arbre, suppo.sé couché sur le ^sol , et mesurer ensuite la distance des deux règles.
Supposons que la longueur de l’arbre ait été trouvée de l?!* 2p, ou 206P, que le rayon de la plus grande base soit de 7p, et le rayon de la plus petite de 5p, le volume du tronc de cône aura pour valeur
1 X V X 20CP X (7p X 7p + 5px5»>4-T« X 6P), ou ^ X V ^ 200P X (49P C + 25P-0+ 85p-'). ' ‘ ' 'M
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Si l’on effectue le calcul, on trouvera pour résultat , en négligeant les fractions de pouce cube, 235231"^*', çe qui revient à 131’ '^“'' 1 059i> ‘^“’\
Dans la pratique, on mesure la longueur de l’arbre sur sa surface, et l’on multiplie cette longueur par . l’aire de la section faite à égale distance des deux bases, section qui, abstraction faite de l’écorce et de l’aubiei’, a pour raj on la demi-somme des rayons des deux bases.
Cette manière d’opérer est inexacte; mais comme elle est assez expéditive, on peut l’employer lorsque les rayons des deux bases diffèrent peu, et que l’on ne désire pas une grande approximation.
U. Prüui.Eme. 0/t demande la capacité, d’un cuvier dont le fond a de rayon, le bord supérieur l'»,38
de rayon , et dont la profondeur est de l'“,54. La forme d’un cuvier est ordinairement celle d’un cône tronqué; en ayant égard aux données du problème, ou xoit que la capacité cherchée a pour valeur
|X^Xt'“,54x(l"‘,38Xl'”,.38-Hl'n,12xl“’,12+ l>",38xl'“,12) ou
ou bien •
fî X 1“’,54 X 7>“ S7044.
En effectuant le calcul , on trouve pour résultat 1 2'" cul), 429765 , ou 12429'’'‘‘ '“^,765 ; c’est-à-dire 12430 litres environ, ce qui revient à 12‘^“'“'-,3Ü.
III. Pour yVï//"cr un tonneau , c’est-à-dire pour évaluer sa capacité , on peut le considérer comme formé de deux cônes tronqués égaux, réunis par leur plus grande base; cette base commune est la section perpendiculaire à l’axe, faite à la hauteur de la bonde; le diamètre de cette section s’obtient en introduisant une règle divisée par l’oritice de la bonde. La circonférence de chacun des deux fonds circulaires du tonneau porte le nom <\ç jable, et la partie renflée ou se trouve la bonde porte le nom de bouge. Pour obtenir, d’après ce qui précède, la^capacité d’un tonneau , il
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faudl'ait faire le carré du rayon du jahle, le carré du rayon du bouge, et le produit de ces deux rayons; ' ajouter ces trois résultats, multiplier la somme par la longueur du tonneau dans le sens de son axe, et par le rapport de la circonférence au diamètre , puis pren- ' dre le tiers du produit. '
Si, par exemple, le rayon du jable était de 0®, 20,5^ le rayon du bouge de O®, 30, et la longueur du ton-i^ neau de 0®,90, sa capacité serait ^ . V ^
‘ ' ' ’T»-* Jk
ce qui donnerait, tout calcul fait, 0“«»t»,222137, ou^' 2J2dw.e*b^t37^ c’est-à-dire un peu plus de 222 litres. S Ce mode d’évaluation donne toujours un résultat trop faible; et l’on en concevra facilement la raison, si l’on songe que la génératrice de la surface du tonneau est une ligne courbe, convexe vers l’extérieur, tan- • dis que la génératrice de chacun des troncs de cône que nous venons de considérer n’en est qu’une corde, en sorte que la surface de chaque tronc de cône est intérieure à celle du tonneau. ' *•' '
Les percepteurs des droits sur les boissons emploiept pour mesurer la capacité des tonneaux une règle divisée, nommée jauge, qu'ils introduisent par la bonde dans diverses directions, pour en conclure ensuite la capacité cherchée par un calcul fort simple. Quand ils n’oiit point de jauge, ils ont recours à un Càlcul analogue à celui que nous venons de faire; mais pour teniV comple de l’erreur que l’on commet en remplaçant la capacité du tonneau par deux cônes tronqués, ils remplacent le produit des deux rayons par le carré du plus grand. Si l’on fait le calcul de cette manière , on verra qu’il revient à la règle suivante , adoptée dans les droite réunis : faire le carré du diamètre du jahle , y ajouter te double du carré du diamètre du bouge, multiplier la somme par la longueur du tonneau et par le nombre 0,262.
En opérant d’après cette règle sur les données précédentes, on obtient pour résultat 233 litres^. On voit
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que ce résullat diffère de 11 litres ^ de celui que nous a> ions obtenu d’abord.
712. — Tout polyèdre pouvant se décomposer en pyramides dont on sait évaluer le volume , on voit qu’il est possible de mesurer celui d’un polyèdre quelconque.
Supposons que l’on prenne j>our. sommet commun de toutes les pyramides Tun des sommels du polyèdre luimême , la base de chacune de ces pyramides étant une des faces du |)olyèdre, on en pourra mesurer l’aire, et la question se réduira à mesurer la hauteur de chaque pyramide. On pourra employer à cet effet l’appareil que représente la figure ôOl ; on posera le polyèdre sur le plan horizontal inférieur par la face qui sert de base à la |)yramide dont on veut mesurer la hauteur, el l’on fera varier la position du jKilyèdre et celle du j)lan horizontal supérieur , jusqu’à ce qu’une arête inférieure de ce plan vienne passer par le sommet de la pyramide. La distance des deux plans horizontaux, mesurée sur la tige verticale, indiquera la hauteur cherchée.
On comprend qu’il faut se servir d’une arête inférieure du plan horizontal mobile et non de sa surface même, parce qu’il peut arriver que le polyèdre ait des points plus élevés que celui qui sert de sommet à la pyramide dont on mesure la hauteur.
Ce procédé n’est applicable d’une manière générale qu’aux polyèdres convexes, et nous avons dit quece sont aussi les seuls que la Géométrie élémentaire ait à considérer. 11 est rare, d’ailleui*s , qu’un polyèdre ne présente pas dans sa forme quelque particularité qui facilite la recherche de son volume ; c’est ce qui arrive pour la plupart de ceux que l’on rencontre dans la pratique.
713. — 11 résulte, du théorème du n“ 630, que si l’on prend deux faces égales de deux tétraèdres symétriques pour bases de ces tétraèdres , ils auront aussi même hauteur; et dès lors ils ont même volume , puisque leur mesure est la même.
Deux polyèdres symétriques pouvant toujours se décomposer en un même nombre de tétraèdres symétriques, équivalents en volume d’après ce que nous venons
de dire, il s’ensuit que ces deux polyèdres sont euxmêmes équivalents. Et comme un corps quelconque peut toujoui*s être considéré comme un polyèdre, puisque, s’il se terminé par une ou plusieurs surfaces courbes, il suffit de supposer ses faces infiniment petites, on voit que toutes les fois qu’un corps a un plan de symétrie les deux parties séparées par ce plan sont équivalentes en volume; ce qu’il était d’ailleurs facile de pressentir.
7 14. — Parmi les polyèdres réguliers, il en est deux dont nous avons appris à mesurer le volume : ce sont le tétraèdre régulier et le cube. On pourrait obtenir le volume desautres par lemoyen général indiqué au n*712.1Vfaison peut remarquer que si l’on décompose un polyèdre régulier en pyramides qui aientson centre poursommet commun et ses faces pour bases, par la nature même de ce polyèdre, toutes les pyramides seront égales ; et leur hauteur sera la distance du centre du polyèdre à l’une quelconque de ses faces, distance que l’on nomme son apothème. Pour obtenir le volume de ce polyèdre, il faudra donc mesurer l’aire d’une de ses faces, la multiplier par la longueur de l’apotbème, prendre le tiers du produit, et multiplier le résultat par le nombre des pyramides, c'est-à-dire par le nombre des faces.
La longueur de l’apotlième, qui entre dans le calcul précédent, est facile à obtenir; car les polyèdres dont nous parlons ont tous des faces parallèles , dont la distance est évidemment le double de l’apothème cherché : or, cette distance s’obtiendra sans peine au moyen de l’appareil que représente la fig. .501.
Le volume del’octraèdreréguliers’obtiendraitplusfacilement en le considérant comme composé de deux pyramides régulières à base carrée.
715. — TiiÉonËME. Le volume (F une sphère a pour mesure le produit tle sa surface par le tiers de son rayon. Concevons la surface de la sphère partagée, par des arcs de grands ceivles, en portions triangulaires ou polygonales assez petites pour que chacune d’elles puisse être considérée comme plane, et les arcs qui lui servent de
côtds comme rectilignes; chacune de ces portions de surface sera ce que nous avons nommé un élément de surface; et la sphère se trouvera remplacée par un polyèdre. Imaginons que ce polyèdre soit décomi)osé eu pyramides ayant pour sommet commun le centre de la sphère et pour bases les divers éléments de sa surface, et considérons en particulier l’une quelconque de ces pyi’amides.
Sa base étant un élément de la surface de la sphère , ou, ce qui revient au même, un élément de plan langent, est perpendiculaire a l’extrémité d’un rayon , ce qui veut dire que la perpendiculaire abaissée du centre de la sphère sur l’élément qui sert de base à la pyramide est égale au rayon de la sphère, ou, en d’autres termes, que la hauteur de la pyramide est égale au rayon; d’où il suit que le volume de cette pyramide a pour mesure le produit de l’élément qui lui sert de base par le tiers du rayon.
- Or, comme on en peut dire autant de toutes les autres pyramides, il s’ensuit -<iue leur somme, ou le volume total de la sphère , a pour mesure la somme des produits de chaque base par le tiers du rayon, ou 1e produit de la somme des bases par le tiei*s du rayon , ou enfin le produit de la surface de la sphère par le tiers de son rayon.
(’onoLLAiRE. La surface de la sphère dont le rayon est R , a pour mesure 4‘jtR». Si l’on multiplie cette expression par ^ R, on obtien t pour produi 1 4 « R Ainsi, pour obtenir le volume d’une sphère, il faut faire le cube de son rayon , le multiplier par le rapport de la circonférence au diamètre, et prendre les * du produit.
Appucatioxs. — PuontÉME 1. Quel est le volume tlun boulet qui a 22 centimètres de diamètre ? Le diamètre ayant , le rayon a 1 ; le cube de ce rayon vaut ; le volume demandé équivaut donc
X tX 1331«“nt-«*i»,ou, tout calcul fait, à '"•>,024,
Prodi.Eme il En considérant la terre comme, une
sphère dont le rayon est de G36'“y»’ ,62, quel est son volume en myriamètres cubes? Le volume demandé aura pour valeur 3XmX(636‘“y*'-,62)*. En effectuant les calculs indiqués, on trouve pour résultat environ 1081 millions de myriamètres cubes.
Proulëme III. Quel est le volume tF une sphère dont la surface équivaut h un mètre carré? Pour résoudre cette question , il faut d’abord chercher le rayon de la sphère. Puisque sa surface équivaut à un mètre carré, celle d’un grand cercle, qui en est le quart, équivaut à Divisons ce nombre par^, lecpiotiont 7‘*“-«,9545 exprimera le carré du rayon; et la racine carrée de ce nombre, ou 2‘i«'-,82 , sera le rayon lui-même. Il ne reste plus, pour avoir le volume demandé, qu’à multij)lier la surface donnée par le tiers de ce rayon , ou 0»>,094, ce qui donne pour résultat o“>-‘‘“'’,094 , ou
Problème IV. Quel diamètre faut-il donner a un bassin demi-sphérique pour que sa capacité soit de 50 hectolitres? Appelons R le rayon du bassin; la capacité de la demi-sphère aura pour expression f -n-R®; et comme 50 hectolitres représentent 5000 litres ou 5000 décimètres cubes, on devra avoir
®irR*=5000*‘« ‘^, ou f XV* X R* = 5000^ê:.cub ou enfin ^ X R*‘=5000‘^'^ ‘=“>»*
Si l’on divise les deux membres de l’égalité par ff, on obtient R*=2386^-'“*»,3S6.
Par conséquent, en extrayant la racine cubique de ce nombre, on aura le rayon du bassin. On trouve ainsi 13**“ ,3 dont le double 26^ ,6, ou 2™,66 est le diamètre demandé.
716. — Théorème. Le volume dèun secteur sphérique a pour mesure le produit de Faire de la calotte qui lui sert de base par le tiers du rayon. La démonstration est la même que pour le théorème précédent.
Digitizod '
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Corollaire. Soit h la lianteur de la calotte qui sert de base au secteur et Pv le rayon delà sphère, 2«R X ^ sera l’aire de cette calotte (077); le volume du secteur sera donc 2'7tRX îR, ou |'wR*/i. Or -ttR* exprime l’aire d’un grand cercle; pour avoir le volume d’un secteur sphérique, il l’aut donc multiplier l’aire d’un grand cercle par la hauteur de la calotte qui sert de base à ce secteur, et prendre les deux tiers du produit.
717. — Théorème. Le volume d'un segment sphérique a pour mesure le produit de l’aire du cercle qui aurait pour rayon la hauteur de ce segment, par le rayon de la sphère diminué du tiers de cette hauteur. Soit PP' (fig. 540) l’axe du segment, PAP'Bunesectionméridienne faite dans la sphère suivant cet axe; AB l’intersection du plan de ce méridien avec le plan qui termine le segment. La portion PC de l’axe, comprise entre son extrémité P et la ligne AB, sera la hauteur du segment. Son volume sera la dilTérence entre celui du secteur sphérique engendré par le secteur circulaire AO P, et celui du cône engendré par le triangle rectangle A CO. Ainsi, en nommant V le volume du segment, on aura
V= » ir.ÔP’ X P C — ^ irTc’ X O C (716,705) ,
ouV = i»x(2ÔP’ XPC— ÂC* XOC).
liU demi-corde AC étant moyenne proportionnelle entre les deux segments PC et P'C du diamètre P P' qui lui est perpendiculaire , on a
ÂC*=-PCXP'C=PCX(PP— PC)=PCX (20P— PC),
ou ÂC’=PC X 20P— PC X PC=2PCXOP— Te* , et par conséquent
ÂC* X OC =ÂC* X (OP— PC) = (2PC X OP— PC*) X (OP -PC) «=2PC XÔP*— 2PC* X OP- PC* X OP-f PC^
I Si, l’on met cette valeur de AC' X OC dans l’expression de V, il vi^nt
V = I « X C2ÔP’ X P C — 2 P C X'ÔP’ + 3?C*xOP-^’)
J-jr X (3PC’ X OP— PC^) =
ouenfin V = ^PC’X(OP— IPC),
cc qui exprime le théorème énoncé.
Jle/narqiie. Celle expression suppose que l’on connaisse le rayon üP de la sphère. Si le segment était donné détaché de la sphère, son rayon ne serait pas immédialement connu. iMaison remarquerait que si l’on joint AP et AP'* le triangle PAF sera reclungle en A* et donnera
ÀP*=PCXPP=I’f:X20P = 2PCX0P.
D'un autre côté* dans le triangle rectangle A CP ,
on a i I '
i Tp*=PC*4-AC*;
En égalant ces deux valeurs de AP’, il vient
2 PC X OP -h ÂC’; d'où OP = “
expression qui permet de calculer le rayon OP a laide de la luuiteur PC du segment et du rayon A C du cercle qui le termine.
Application. Ln bassina lafornre cTnnB demi-spherCf dont le diamètre est de 3'"; il est rempli d eau jusqu h une hauteur de \ '",2 , à partir du point le plus bas quelle est la quantité eCcau contenue? L’eau contenue lornie un segment sphérique dont la hauteur est de l'",2, et le problème se réduit à calculer le volume de ce segment. Or, l’aire du cercle dont le rayon aurait l'“,2 a pour valeur ^X(t'"»2)*, ou 4®‘',5257; multiplions cette aire par le rayon de la sphère diminué du tiers de la hauteur du segment, c’est-à-dire par moins 0*",4, ou par parl'",l, nous aurons pour produit 4*“-"'’’,97b270 ou
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4978<i>^«cHb^270, qui représentent 4978**»'^», 27, ou 49 hectolilres 78 litres et une fraction de litre.
CunoLLAinR. On obtiendrait le volume d’une tranche sphérique , telle que ntnpqmnpq (fig. 472), en remarquant qu elle est la diflérence entre les deux segments A mnpq et x\.m'n*p'q .
Théorème. Le volume (Pim coin spérique est
fl celui de la sphère comme P angle dièdre du coin est à 4 angles droits. Même observation que pour la proposition relative à l’aire du fuseau ((>78).
7J9. Pour évaluer le volume d’un corps terminé par une surface de révolution, la méthode générale consiste à le partager par des plans perpendiculaires à son axe, en tranches assez minces pour que chacune d’elles puisse être considérée comme un cône tronqué; la somme des volumes de ces cônes tronqués forme le Volume du corps proposé.
Par des méthodes de calcul fondées sur une semblable décomposition on tranches infiniment minces, on a trouve que le volume d un ellipsoïde de révolution a pour tuesure les i du produit de Paire de son cercle équatorial par le layort qui aboutit au pôle. En sorte que si E désigne le rayon de l’équateur, et P le ravon du pôle, l’expression de ce volume est 3 -ttE*.?.
Appi.icatiox. Le rayon de l’équateur termslre est d’environ 637«>y.,70, et le rayon du pôle est d’environ 635'nyr,63, Le volume du globe terrestre, considéré connue un ellipsoïde de révolution , a donc pour mesure
f X tK X (637>"y.,70)» X «35™}>--,G3.
En effectuant le calcul , on trouve pour résultat environ 1082 millions de myriamètres cubes.
*20. Lorsque le corps dont on veut déterminer le ■N olumeest terminé par une ou plusieurs surfaces courbes quelconques, on le décompose, au moyen de deux .systèmes de plans parallèles, rectangulaires entre eux , en une série de parallélépipèdes rectangles tix>nqués, et de pyramides triangulaires.
D..- -IbyC
Afin de donner un exemple de ce genre de décomposition, supposons qu’il s’agisse d’évaluer le volume d’un monticule, problème qu’on peut avoir à résoudre dans les travaux de terrassement.
,Soit A B CD (fig. 699) l'intersection de la surface du monticule avec le plan horizontal qui est supposé lui servir de base. On commencera par circonscrire à cette courbe un rectangle MNPQ; et par les points de tangence A, B, C, D, on mènera des plans verticaux parallèles aux côtés du rectangle. Soient Ao, Bv, Ct, D« les traces de ces plans. Le monticule se trouvera divisé en 6 parties, ayant respectivement pour base.AoD, AvB,C/B,D«C,etuoi>f.
Pour évaluer la première, on divisera l’arc de courbe AD en parties assez petites pour que chacune d’elles puisse être considérée comme rectiligne; partons les points de division on mènera des plans verticaux parallèles à AM et à DM, dont les traces horizontales sont indiquées sur la figure, et l’on tracera sur la surface du monticule son intersection avec chacun de ces plans {voyez le n* 681). Les courbes d’intersection se couperont elles-mêmes en divers points, dont on déterminera la hauteur au-dessus du plan horizontal MNPQ, par les moyens précédemment indiqués (470). Les plans verticaux en question viendront en outre rencontrer AM etDM en certains points m, m, in, etc., etc.,
que l'on déterminera , et les distances mutuelles de ces points donneront les distances mutuelles des plans verticaux auxquels ils appartiennent.
On aura dès lors tous les éléments nécessaires pour calculer le volume de la portion du monticule qui a pour base AoD. En effet, si les points de division de l’arc de courbe AD ont été pris assez près les uns des autres, la portion de surface courbe qui a pour projection AoD se trouvera divisée en quadrilatères assez petits pour pouvoir être considérés comme planes, et la portion du volume du monticule dont A o D est la base se trouvera divisée elle-même en trois espèces de polyèdres : " •
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1®. Des p)rrainides triangulaires, telles que celle qui a pour base le triangle rectangle A eF, ét dont le sommet est sur la verticale du point e. Sa hauteur étant connue, ainsi que l’aire de sa base, puisque Ae et Fe sont respectivement égaux à Mrf et à A/w, on pourra évaluer le volume de cette pyramide par la règle du n* 703. On évaluera de même le volume de toutes les pyramides analogues, dont la base est indiquée sur la figure par le chiffre 1 .
Des parallélépipèdes rectangles tronqués, tels que celui qui a pour base f'hli. Ses quatre arêtes verticales étant connues , ainsi que l’aii'e de sa base, puisque f'i et g h sont respectivement égaux à d' d’ et à A m, on pourra évaluer le volume de ce parallélépipède rectangle tronqué, par la règle du n° 707. On évaluera de la même manière tous les parallélépipèdes tronqués analogues, dont la base est indiquée sur la figure par le chiffre 2.
3”. Des polyèdres tels que celui qui a pour base F egh ; ce n’est autre chose qu’un parallélépipèderectangle tronqué, dont un des sommets supérieurs se confond avetî le sommet inférieur F, c’est-à-dire dont une arête verticale est nulle. Le volume de ce polyèdre pourra s’évaluer encore par la règle du n® 707 ; et l’on évaluera de même tous les polvèdres analogues, dont la base est indiquée sur la figure par le chiffre 3.
La somme des volumes des trois espèces de polyèdres que nous venons d’énumérer formera le volume^de la portion du monticule qui a pour base A o D. Les portions qui ont pour base Av B, Cf B, DmC s’évalueront de la même manière.
Reste à évaluer le parallélépipède rectangle tronqué dont la base inférieure est novt, et dont la base supérieure est une surface courbe. Si celte surface courbe est assez petite pour pouvoir être considérée comme plane, on appliquera la règle du n® 707; pour cela on remarquera que tu est égal à M D moins K B, et que tv est égal à PC moins A M. Si cette surface courbe avait une étendue trop grande pour pouvoir être considérée comme plane, on la diviserait j>ar de nouveaux plans
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verticaux parallèles à MN et à MP, et le volume correspoudant se trouverait divisé lui-méme en parallélépi> pèdes rectangles troncpiés qui s'évalueraient comme ceux dont la base est marquée du chiffre 2. •
Il pourrait arriver que les quatre plans verticaux dont les traces sont Ao, C/, Du, se rencontrassent comme l’indique la figure COO. Dans ce cas , en faisant la somme des volumes des quatre portions du monticule qui ont pour bases AoD, AvB, C^B,DuC, celle qui a pour base uovtse trouverait comptée deux fob, et au lieu de l’ajouter à la somme des quatre premières, il faudrait l’eu retrancher. Les opérations et les calculs seraieQt du reste les mêmes, si ce n’est qu’on aurait t u= N B— M D , au’ lieu de MD — NB que nous avions tout à l’heure. . - - ' - j f ««p
721. — Lorsque le corps dont il s’agit d’obtenir le vo* lurae a des dimensions moindres que celles que nous venons de lui supposer, on supplée à l’emploi des jalons et du niveau d’eau par celui du fil à plomb et de règles placées horizontalement. On agirait ainsi, par exemple, pour évaluer le volume d’un monceau de sable. '*■ Si le corps a de petites dimensions, on peut encore modifier les procédés ci-dessus de manière à les rendre applicables. Mais il est plus simple dans ce cas d’obtenir le volume du corps par la considératiou de son poids,' comme nous le verrons bientôt.
CHAPITRE X
De la comparaison des sx>1unies.
722. — TiiéOR£.ue. Deux parallélépipèdes rcttatigles de meme base sont entre eux comme leurs hauteurs. Celte proposition pourrait se déduire de celle du n® 690; mais elle peut aussi se démontrer directement comme il suit :
Faisons coïncider les deux parallélépipèdes par leur
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base égale; les arêtes perpendiculaires à cette base suivront deux à deux des directions communes. Soient AG et AL (fig. 601) les deux parallélépipèdes ainsi placés, et supposons d’abord que les hauteurs A E et A I aient line commune mesure, qui soit contenue, par exemple, 5 fois dans A E et 8 fois dans A T. Divisons A 1 en 8 parties égales; A E contiendra 5 de ces parlies. Par tous les points de division menons des plans parallèles aux bases; nous formerons ainsi une suite de parallélépipèdes rectangles égaux entre eux; car, en vertu du théorème du n“611, leurs bases seront égales, et par suite de la construclion même ils auront même hauteur (621). T.e parallélépipède A L en contiendra 8 et le parallélépipède AG en contiendra 5; ces deux parallélépipèdes sont donc entre eux comme les nombres 8 et 5. Mais leurs hauteurs AI et AE sont aussi entre elles comme 8 est à 5; les deux parallélépipèdes sont donc entre eux comme leurs hauteurs.
Ces raisonnements subsisteraient évidemment si les nombres 5 et 8 se trouvaient remplacés par des nombres entiers quelconques; ainsi le théorème est vrai quelque petite que soit la commune mesure entre les deux hauteurs AI et AE. Il en résulte qu’il serait vrai encore si cette commune mesure était moindre que toute quantité assignable, ou, en d'autres termes, si les hauteurs n’avaient point de commune mesure.
Application. Une poutre , dont la forme est celle d’un parallélépipède rectangle , a 3“*, 9 de longueur^ et son volume équivaut à 240''‘* ='>** ; quel sera le volume d’un morceau de cette poutre (coupée perpendiculairement à sa longueur), long de 2'", 6 ? Pour résoudre cette que.stion, on a à comparer deux parallélépipèdes rectangles qui ne diffèrent que par l’une de leurs dimensions; ou peut donc appliquer le théorème qui précède; et eu nommant x le volume cherché, on devra avoir
Tuéouéme. Deux parallélépipèdes rectangles
quelconques sont entre euss comme les produits de leurs trois iUmensions . Soient A , B , D les trois dimensions d'un parallélépipède rectangle , ou les tiois arêtes qui aboutissent à un même sommet, et soit P le volume de ce parallélépipède. Soient de même ayb,d les trois dimensions d'un second parallélépipède rectangle, dont nous désignerons le volume par p. * ' >'*■
Concevons, en outre, deux autres parallélépipèdes rectangles: le premier, ayant pour dimensions A, B, et un.voiume représenté par Q; le second, ayant pour dimensions k^b,d, et un volume représenté par B.
Les deux parallélépipèdes P et Q auront deux dimensions communes, savoir : A et B; et si on leur donne pour base, la face qui contient ces deux arêtes, ils auront même base, et seront, par conséquent, entre eux comme leurs hauteurs ^ c’est-à-dire comme leurs troisièmes dimensions, et on aura * ' '
' Il est facile de voir que , par une raison analogue , on aura de même
et R : : A : a.
Multiplions ces trois proportions terme à terme , en supprimant les deux facteurs Q et R qui deviendraient .communs aux deux ternies du premier rapport, il .viendra :
ConoLT.Ainc I. Deux parallélépipèdes rectangles qui ont Une dimension commune sont entre eux comme les pro~ ’duits des deux autres. Car si dans la pi’oporlion précédente on suppose D = r/, les deux termes du second rapport auront un facteur commun que l’on pourra supprimer, et il restera
Appucatiox. Les volumes de deux murs qui ont
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même épaisseur sont entre eux comme les produits de leur hauteur par leur longueur. Si, par exemple, le premier mur a 20™ de long sur 2™, 5 de haut, et le second 15™ de long sur 3™ de haut, et que le volume du premier soit de 40™ pour avoir le volume du second, il faudra poser la proportion
X : 40™ *-»'! : : 15™ X 3'" : 20™ X 2™, 5; d’où jr = 36™ '"*>. Corollaire II. Si le second parallélépipède rectangle était un cube qui eût pour arête l’imité de longueur, le volume que nous avons désigné par p serait alors l’unité de volume ; et si l’on nomme u l’unité de longueur, ou auraità la fois a = u, b=u, r/=«,et la proportion obtenue plus haut deviendrait
On tire de là
P uX«Xu U
Or, c’est-à-dire le rapport qui existe entre le volume du parallélépipède rectangle et l’unité de volume, c’est le nombre d’uuités de volume contenues dans le
volume de ce parallélépipède; ou le rapport qui existe
entre l’arête D du parallélépipède et l’unité de longueur, c’est le nombre d’unités de longueur contenues
dans cette arête, de même ” et * expriment le nombre
d’unités de longueur contenues dans chacune des arêtes B et A. L’égalité (1) signifie donc que le nombre d’unités de volume contenues dans un parallélépipède rectangle équivaut au produit des nombres d’unités de longueur contenues dans ses trois dimensions , ou , en d’autres termes , que le volume d’un parallélépipède rectangle a pour mesure le produit de ses trois dimensions , ou des trois arêtes contiguës h un même sommet. Nous retombons ainsi sur le théorème du n° 690.
Corollaire III. Si l’on voulait former un cube qui
fût équivalent en volume nu parallélépipède rectangle * - » '
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dont les trois dimensions sont A,B,l), il faudrait, en nommant x l’arête de ce cube, poser l’égalité
4?X«X«»^AXBXD,oux»»»AXBXD;
d’oîi j-=|/a X b X D, '
c’est-à-dire que pour oblenir l’arête de ce cube, il faut ‘mulliplier entre elles les trois dimensions du parallélépipède rectangle, et extraire la racine cubique du produit.
Appmcatiox. Si, par exemple, un parallélépipède rectangle avait 2“>,4 de longueur, t“,8 de largeur, et 0*n,4 de hauteur. Son volume serait 2“>,4 X X 0>“,4, ou l“‘-«'h,728. La racine cubique de ce nombre e.st l'",2; ainsi un cube qui aurait pour arête 1“>,2 serait équivalent en volume au parallélépipède proposé.
Remarque . L’opération qui a pour but de transformer un corps quelconque en un cube équivalent, se nomme cubature. Lorsque le volume du corps proposé est réduit en nombre, sa cubature n’est plus qu’une opération d'ariUimëtique ; car en extrayant la racine cubique de ce nombre, on obtient l’aréte du cube équivalent.
724. — Applic.vtio.xs. On employait autrefois, et l’on emploie encore, dans quelques circonstances, un mode de subdivision de la toise cube, fondé sur les deux théorèmes qui précèdent.
Dans ce système , au lieu de subdiviser la toise cube en 216 pieds .cubes, on la subdivise en six parallélépipèdes rectaiigles ayant pour base une toise carrée et un pied de hauteur, auxquels on donne le nom de pied de toise cube , ou (le toise-toisé-pied y et qu’on désigne par les initiales TT P.
Chaque pied de toise cube se subdiv ise en douze parallélépipèdes rectangles , ayant pour base une toise carrée et un pouce de hauteur, auxquels on donne le nom de pouces de toise cube, ou de foise-toise-pouces , et . qu’on désigne par les initiales 'ï'tp. ,
Chaque /^oucc de toise cube se subdivise à son tour en
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douze parallélépipèdes roelangles, ayant pour base uhe toise carrée et une ligne de hauteur, auxquels on donne le nom de lignes de toise cube, ou de toise-toise-lignes j et qu’on désigne par les initiales TT/;
Pour mettre de runiformité dans les signes i on désigne la taise cube elle-,nr.ême par les initiales TT T, qui signifient toise-toisc-toisc , c’est-à-dire un parallélépipède rectangle, ayant pour base une tôîse carrée et une toise de hauteur.
On voit , d’après cela , que la toiso cube vaut 6 pieds de toise cube , ou 72 pouces de tçise cube, ou 904 lignes de toise cube ; que le pied de toise cube vaut \2 pouces de toise cube , ou 144 lignes de toise cube ; enfin que \e pouce de toise cube vaut 12 lignes dé toise cube,. '
Si l’on compare \épicd de toise cube au pied cube, on voit que ces deux parai lélépipèdes reotangh)s peuvent être considérés comme ayant tous deux 1 pied de hauteur, et pour base, l’un une toise carrée, l’autre un pied carré ; en sorte que le premier est au second comme la toise carrée est au pied car}*é, ou comme 3Q est à 1 , c’est-àdire' que le pied de toise cube vaut 36 pieds cubes.
Il suit de là que le pouce de toise cube, qui est la 12® partie du pied de toise cube, vaut la 12" partie de 36 pieds cubes,' c’est-à-dire 8 pieds cubes. . i
La Uf^ede toise cube ,q\\\ est la 12" partie du pouce de toise ei4bc,\a\it donc aussi la 12® partie de 3 pieds cubes, ou le quart d’un pied cube, c’est-à-dire 432 pouces eubes.i ' . ' * J '
Ce mode de subdivision a pour but de faciliter lé calcul des nombres complexes. Pour en donner un exemple, suppo.sons qu’un massif de maçonnerie ayant la forme d’un parallélépipèilc rectangleait 2’*’- 4P- llP- de hauteur* et que l’aire de sa base, mesurée dans le même système, soit de ôTT 6i p8‘ p6T1. Opérons la multiplication par la méthode des parties aliquotes, en remarquant que le produit des toises par les toises carrées exprime ^çs toises cubes , que le produit des toises par les toise-pie^ls exprime des toise-toisc-piçds; que le produit des .toises parles toise-pouces exprime toise - toise -pouces , et
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que le produit des toises par les toise-lignes exprime des
toise-toise-lignes ; nous aurons :
8tp, . . .
Pour I». . .
8ttp . . .
6ttJ
lO
lo A
iP. . .
Il ^
iP. . .
Total
S^Tp . . .
Si l’on veut convertir ce résultat en toises cubes , pieds cubes et pouces cubes, on remarquera que la ligne de toise cube valant 432 pouces cubes, les d’une ligne de toise cube valent les ^ de 432 pouces cubes, c’est-àdire 2521*
La ligne de toise cube vaut 432i*'“*^.
Les 8"p valent 8 fois 3‘‘ «***^, c’esl-à-dire. . 24^
Les 4^»'’ valent 4 fois 36*’<™*>, c’est-à-dire. . ^
Enfin les IG”' représentent 16^
En réunissant ces diverst^s parties, on obtient pour résultat
KjT.cub 684p-'^“*’.
Nous n’avons pas besoin de faire remarquer combien le système mélricjue l’emporte en simplicité sur cette méthode de subdivision, quelque commode qu’elle puisse paraître.
On emploie, pour la mesure des bois de construction , une autre espèce d’unités de volume, nommées solh-es. La solive est un parallélépipède rt'ctangle, dont la base est un carré de 6 pouces de cdté, et dont la hauteur
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est de 2 toises. On voit que son volume équivaut h 144P x6pX<>p o« 5184p '“1’', c’est-à-dire à 3 pieds cubes.
Elle .se subdivise en G parallélépipèdes rectangles de même base, ayant pour hauteur le 0® de la hauteur d’une solive, ou le G® de 2 toises, c’est-à-dire 2 pieds, auxquels on donne le nom de pieds de solive. La valeur du pied de solive est le 6® de 3 pieds cubes, ou 8G4P®’*''.
"Le pied de jo//fc se subdivise en 12 parallélépipèdes rectangles de même base, ayant pour hauteur le 12® de la hauteur du pied de solive, c’est-à-dire le 12' de 2 pieds, ou 2 pouces, auxquels on donne le nom de ponces de solive. La valeiir du ponce de solive est le 12*' de 864 p c’e.st-à-dire 72p <’«t'.
Enfin, le pouce de solive se subdivise en 12 parallélépipèdes rectangles de môme base, ayant pour hauteur le 12* de la hauteur du ponce de solive, c’est-à-dire le 12"‘ de 2 pouces, ou 2 lignes, auxquels on donne le nom de lignes de solive. La valeur de la ligne de solive est le 12® de 72p ®“*», c’est-à-dire 6p ®“>»,
D'après cela on trouvera facilement qu’un volume exprimé par 8 solives , 5 pieds de solive , 7 ponces de solive, et 11 lignes de solive équivaut à 26^ ®“'* 1444 P ®“'».
725. — Théorème. Deux prismes de même hauteur sont entre eux comme leurs hases; et deu.v prismes dont les hases sont égales ou équivalentes sont entre eux comme leurs hauteurs. En effet, appelons P et P' les volumes des deux prismes, B et B' leurs bases, H et H' leurs hauteurs; chacun d’eux ayant pour mesure le produit de sa base par sa hauteur (699), on a la proportion identique
Si les hauteurs sont égales , on a H' = H ; on peut alors dans le second rapport supprimer le facteur commun H ou H', et il reste
Si au contraire les bases sont équivalentes, on a
B = B; et l’on déduit de la pi-uportion (1), en supprimant dans le second rapport le facteur B ou B',
P : F : : II : H
I.es deux proportions (2) et (3) reviennent à l'énoncé du théorème. i ^
CoBOLLAiHE I. Ce tliéoi ème s’étend aux cylindres ; en sorte que deux cylindres de même hauteur sont entre eux comme leurs bases, ou, ce qui revient au même, comme les carrés des rayons de ces bases; et que deux cylindres de même hase sont entre eux comme leurs hauteurs.
CouoLLxmE II. Il résulte aussi du théorème précédent que si un prisme (ou un parallélépipède) et un cylindre ont même hauteur, leurs volumes sont entre eux comme les aires de leurs bases. Supposons, par exemple, que deux réservoirs aient même profondeur ; que le premier ait une base rectangulaire de 25“ de long sur 12“ de large, et que le second ait une base circulaire de 14 “de rayon ; les capacités de ces deux réservoirs seront entre elles çomme 2.5“ X 1>‘ est à V X 14“ X 14™, ou comme 300“ •• est à 616“ =.
Remarque, Si l'on voulait construire un réservoir à base can’ée, équivalent en capacité à un réservoir cylindrique de même profondeur, il faudrait que le carré. qui sert de base au premier fût équivalent en superficie au cercle qui sert de base au second. On aurait ain.si l’exemple d’une circonstance où il devient nécessaire d’opérer, du moins approximativement, la quadrature du cercle (369). •
Corollaire III. .Ç/ un prisme (ou un parallélépipède) et un cylindre ont des hases équivalentes , leurs volumes sont entre eux comme les hauteurs.
Corollaire IV. Si un prisme (ou un parallélépipède) et un cylindre ont des bases équivalentes , et même hauteur, ils sont équivalents en volume. ,
On a eu l’occasion de faire un cy lindre équivalent à un cube lorsqu’il a fallu déterminer les dimcn.sions des nouvelles mesures de capacité. Comme la forme cubique
Digitiz ‘ ’iy f '
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eût été incommode dans le commerce on à adopté la forme cylindrique.
Pour les matières sèches, le cylindre doit avoir une hauteur égale à son diamètre. Soit R le rayon de la ba$e , le volume a donc pour expression « R* X 2 R ou 2 irR*. Supposons qu’il s’agisse du décalitre, on devra avoir
,„drc.cub
2 «. R*= Idccalitre = lOdéc.cnb d’oÙ R* == ; r ,
’ iX3,Mi5g’
OU • R
et en extrayant la racine cubique de ce nombre, on trouve
le double de ce nombre, c’est-à-dire 2 **-,335 ou 0<",2335 exprime la hauteur que doit avoir le décalitre.
Pour la mesure du lait, le litre doit avoir la même forme ; en répétant le calcul qui précède , on trouvera que sa hauteur doit être de 108“**"-,38.
Pour les autres liquides, il faut que la hauteur du litre soit double du diamètre de sa base. En nommant R le rayon de la base, l’expression de son volume est donc <3T R» X 4 R, ou 4 w R3 ; et l’on doit avoir
.dûc.cub
JT. R® = ldc-c.cub d’où R
en extrayant la racine cubique de ce nombre , on trouve R »= 0‘i“-,43 ; le double de ce nombre, c’est-à-dire (H“-,8ü ou0“>,086 exprime le diamètre delà base du litre; sa hauteur doit donc être de 0'",172.
72Ç. — Théorème. Deux pyramides de meme hauteur sont entre elles comme leurs bases , et deux pyramides de même base sont entre elles comme leurs hauteurs. Car, soient P et P' les volumes de ces pyramides, B et B' leurs bases, H et H' leurs hauteurs, chacuned’elles ayant pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur (704) , on aura identiquement :
• P - P';:^BXH:iB'XH',ou::BXH:B'XH'.
576 SECONDE PiRTtE.
. Si H'=H, on en déduit, connue dans le théorème précédent :
et si fi=^B' ,on en déduit au contraire :
(lunor.LAiREl. Ce théorème s’étend aux cônes, en sol’le que (leux cônes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases , ou , ce qui revient au même, comme les carrés des rayons de rts bases , et que deux cônes de même base sont entre eux comme leurs hauteurs.
Corollaire II. Si une pyramide et un cône ont même, hauteur, leurs volumes sont entre eux comme les aires de leurs bases.
Corollaire III. Si une pyramide et un cône ont des bases équivalentes , ils sont entre eux comme leurs hauteurs.
Corollaire IV. Si une pyramide et un cône ont des bases é(piiv(dcntcs et même hauteur, ils sont équivalents .
727. — Théorème. Toute pyramide est le tiers d’un prisme de même base et de meme hauteur. Car, si l’on nomme B la base et II la hauteur, le volume du (irisme aura pour me.sureB xn, eteelui de la pyramide ; B X H,
Corollaire I. Tout cône est le tiers d’un cylindre de même base et de même hauteur.
Corollaire II. Toute pyramide est le tiers cV uneylindre qui a une base équivalente et même hauteur.
Corollaire III. Tout cône est le tiers d’un prisme qui a une base équivalente et même hauteur,
Théorème. Toute sphère est les deux tiers du
cylindre circonscrit (ü8â). Car, .si l’on nomme R le rayon de la sphère, .son volume V aura pour expression J et celuidu cylindre que nous représenterons
par V' aura pour mesure '3tR*X2R, ou 2'n’R®. Or, en prenant les de V , on obtient pour résultat ^-ttR*, c’està-dire la valeur de V.
Remarque. L’aire de la surface de la sphère est aussi les 5 de celle de la surface totale du cylindre circonscrit, en y coniprenaut les deux bases; car celle-ci a pour mc-
Oigitized by î
GÉorETRlE DANS l’esPACE. 577
sureSwRx 2R + 2»R*,ou6^R*,dont lesfsont ^»R»,
. Çesl-a-dire l’aire de la surface de la sphère (077, LorolJ. I). ^
729. — Théorème. /)chj* tétraèdres qui ont un ansrle tnedre égal sont entre eux comme les produits des arêtes
?'a R n Soient
SABD et 0M]N P (fig. 602) deux tétraèdres qui ont les
angles triedres égaux S et O. Sur les arêtes correspondantes, prenons les longueurs Sa, S ^d, respectivement égalés a0M,0IS,0P; et joignonsa^, bd,ad. nous déterminerons un nouveau tétraèdre Sa oui sera égal au tétraèdre ÔMNP, puisqu’ils auront trois laces égalés chacune a chacune , et semblablement disposées (589).
♦ *^^L*^* points A, hyd, faisons passer un plan, les tétraèdres Sa^.r/ et SA/>r/ peuvent être considérés comme ayant pour sommet commun le point b; leurs bases Sa et SA étant situées dans un même plan, ces tetraedres ont même hauteur, et sont entre eux comme leurs bases (726). Or, ces bases elles-mêmes sont des triangles de meme hauteur, qui sont, par conséquent, entre eux comme leurs bases. On a donc :
Sairf :SAô</:: Sa : SA.
Par les points A, B, r/, faisons passer un plan • les tétraèdi.» S.U./etSABrfont pour sommet \Lmmm îo point ./; leurs bases SAb et SAB sont sur un même plan; ces tetraedres ont donc même hauteur, et sont entre eux comme leurs bases, qui elles-mêmes sont entre elles comme les arêtes S et SB. On a donc :
SAbd:SABd::Sb:SB.
Si l’on compare enfin les tétraèdres SAB r/et SABD on voit qu’ils ont pour sommet commun le point A • leurs ba^s S Br/et SB D sont sur un même plan ; ils ont donc même hauteur, et sont entre eux comme leurs bases, qui elles-mêmes sont entre elles comme les arêtes O a Cl St». On a donc :
SAB«/: SABD:: S^/: SD.
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Si Ton multiplie ces trois proportion^ terme ù terme, eu obser'Oint que les facteui’S SA,6</etS ABri tleviendraient tous deux communs aux deux termes du prenaier rapport, et que, par conséquent, ou peut les supprimer, on aura :
Sa6^/; S ABD:: S«X XSrf: SAXSB X SD... (I);
et, en remplaçant enfin les quantités Sabcl, Sù, Sri par leurs égales OMISP, ÜM, ON, OP, il vient:
OMNPrSABD :: OM X ON X OP : SA X S B XSD,
ce qui revient à l’énoncé du théorème.
Corollaire. Ce théorème pourrait servir h évaluer le volume du tronc de pyramide ABDr/bri, dont la base supérieure n’est point parallèle à la base inférieure, si l’on connaissait le volume du tétraèdre S AB D, et qu’on pût mesurer les arêtes SA , SB , SD et S«, Si, Sri. Car, à l’aide de la proportion (ij, on déterminerait le volume du tétraèdre S a i </; et, én le retranchant de celui du tétraèdre total , on aurait le volume du tronc.
Tuéorême. De/tJr tétraèdres semblables sont entre
'eux comme les cubes rie leurs arêtes homologues. Soient SABCet.vrtic (fig. 505) deux tétraèdres semblables : les deux angles trièdres S et ^ étant égaux, on aura, d’après le théorème précédent ,
SABC s abc '.'.S AXSB y,SQ.'. sa\s by<C,sc... (1).
Or, à cause de la similitude des deux tétraèdres , on a
•'(594, Rem. 1) : ,
^ SB : J i : : S A : rt. . • • • (2)
SC:<)'c::S A \ s a. . . . . . . . 13) .
Mais on a aussi la proportion identique
S A ’. s a : : S A .sa». , i . f4).
» Multiplions terme à terme les trois proportions (4), (2) et (8), il viendra : ^
SA XSB X SC : saX^bX^c-' SA Ctf/* . . . (5). Les deux proportions (I)ct (5) ayant un rapport coni-
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miAQ r deux autres rapports sont en propoption , et l'on a :
• 'Toutes les arêtes homologues étant proportionnelles, leurs cubes sont égalcmeot proportionnels; lés volumes des' deux tétraèdres sont donc entre eux comme les cubes de deux arêtes homologues quelconques.
CoBOLLAiRE. — Les ai'êtcs homologues étant proportionnelles aux hauteurs (.'>94, Rem. II), les cubes des arêtes homologues sont entre eux comme les cubes des hauteurs ; on peut donc dire aussi que eieux tétraèdres semblables sont entre eux comme les cubes de leurs hauteurs.
7J1. — TbAobEme. Deux pyramides semblables sont entre elles comme les cubes des arêtes homologues. Eu etTet, deux pyramides semblables peuvent toujours se -décomposer en un même nombre de tétraèdres semblables chacun à chacun et semblablement disposés. Soient V le volume de ruiie des pyramides, M, N, P, etc., le volume des divcM tétraèdres dans lesquels cette pyramide est décomposée ; A , B , C , etc., une arête quelcon- .quo de chacun de ces tétraèdres. Soient v, m, n, p, etc., a, by Cj'etc., les parties homologues de 1a seconde pyra- .mide, on aura, à cause de leur similitude^
. ..I , A : a B : 6 : : C : c : : etc.; ‘ • ’
'd'où A^ : «3 : : B® : : : C’ ; c® : : etc. . . . (l). ,
' On aura aussi , en vertu du théorème précédent ,
(3) M : /M : : A* : a*; N ; /I : : B* : è*; P : ; C® : c*; etc.;
. d’qù il r^ulte, eu vertu de la suite de rapports égaux (I) ,
. i s M : ; N : n : : P :/j : : etc. ‘ '
Mais, dans une .suite de rapports égaux, la somme deâ.apicçédanis est à U spipiuve des conséquents comme
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un antécédent est à son conséquent; on peut donc écrire :
M + N-f-P 4-ctc. : m-irn-\-p-\-etc. :: M : w.
Or, M-hN-hP-hetc. exprime le volume V de la première pyramide, et m-\-n -^p-^etc. exprime le volume V de la seconde; on a donc :
V : V : ; A® : a® : : B® : : : C® : c® : ; etc
'CoBOLLAiRE. Les liauteurs de deux pyramides semblables étant proportionnelles aux arêtes homologues, les cubes des hauteurs sont aussi proportionnels aux cubes .des arêtes homologues; on. peut donc dire que deu,r pyramides semblables sont entre elles comme les cubes ele leurs hauteurs.
732. — Tuéorëme. Les volumes de tleux polyèdres semblables quelconques sont entre eux comme les cubes de leurs arêtes ou de leurs dia^nales honwlogues. En effet, deux polyèdres semblables {wuvant se décomposer en un même nombre de pyramides semblables chacune à chacune, et, par suite, en un même nombre de tétraèdres semblables chacun à chacun, la démonstration du théorème ci-dessus énoncé rentre dans celle du théorème précédent.
Corollaire. Les corps terminés par des, surfaces courbes pouvant être considérés comme des polyèdres dont les faces sont infiniment petites, il en résulte que deux corps semblables quelconques peuvent être regardés comme des polyèdres semblables, et que, par conséquent, en vertu du théorème qui précède, les> volumes de deux corps, semblables quelconques sont entre eux comme les cubes de leurs lignes homologues.
'• Applications.!. Lorsque l’on a exécuté en petit le modèle d’une construction terrestre ou navale quelconque,
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on peut, pour obtenir le volume de cette construction, mesurer simplement le volume du modèle, et appliquer ensuite le théorème précédent.
Supposons, par exemple , que le modèle ait été exécuté à l’échelle d’un centimètre par mètre; les arêtes' homologues seront entre elles comme 1 est au cube de 100, ou comme 1 est à 1000000. Après avoir mesuré’ le volumedu modèle, on n’aura donc qu’à 1e multiplier par 1000000 pour avoir celui de la construction qu’il représente.
On peut remarquer que cette multiplication par 1000000 revient à regarder les centimètres cubes comme des mètres cubes; car, puisqu’un mètre vaut 100 centimètres , un mètre cube vaut un million de centimètres cubes.
II. On peut aussi, en s’appuyant sur ce théorème,’ déterminer dans quel rapport on doit augmenter les dimensions d’un modèle , pour que le volume soit aughienté dans un rapport donné.
Supposons, par exemple, que l’on ait exéeuté, pour une fabrique de sucre de Ibetlerave, un modèle de filtre dont la capacité soit de 2 litres, et qu’il faille en construire un sur ce modèle, dont la capacité soit de 20 hectolitres, ou 2000 litres; si l’on désigne par L et / ' deux lignes homologues quelconques de ce filtre et de son modèle , on devra avoir, d’après le théorème pré-, cèdent,
ou L* : : 1000 : 1 ;
mais lorsque quatre nombres sont en proportion, leurs’ racines cubiques sont aussi en proportion; on aura' donc
L : / V^lOOO : V^l , ou L
c’est-à-dire que toutes les dimensions homologues devront être rendues dix fois plus grandes.
En général, il faut que les- dimensions homologues soient entre elles comme les racines cubiques desvolume.s .
^2 ‘ ^COhDÈ pA’k^.
AfUsi, pom*«|oe le volume soit 2, 3, 4 foîk ptàsgrimtf, il faut <rné les dimensions hontolo^ies soient nui(t!ïdiée&
par l/2~ V/ST V^47 etc. : .
' Remarque. I.e problème de la diipUcaüôn àvt cuEc consiste à troiner Tarête d’un cube dont le volume soit double de celui d’un cube donné. Les efforts que les géomètres anciens ont faits pour trouver une solution graphique rigoureuse de ce problème, lui ont donné jadis une grande célébrité; on le range aujourd’hui au nombre des questions oiseuses. Pour le résoudre aritli-^ métiquement, avec telle approximation que l’on désire, il suffit de réduire en nombre l’arête du cube donné, et de multiplier ce nombre par la racine ciibique de 2, exprimée avec une approximation suffisante. Cette racine cubique de 2 est 1, *2599....
733. — Bien ^ue le théorème précédent soit süscèpli- > blé’d’être élèbau à tous les corps terminés par des surfaces courbes, npus allons faire voir comment on peut lé 'démontrer directement jiour quelques-uns des corps à surfaces conbbes précédemment étudiés. ‘
Théorème. Deux cylindres semblables sont entfe eux fonnne les cubes de leurs hauteurs , ou comme les cubes ^fs rayons de leurs bases. Appelons V et v leués \oliltnes, H et h leurs hauteurs, R et r les rayons de leurs’ bases, nous aurons V — w R* X H; = w X d’bîi résulte la proportion identique . ’ *
ou, en supprimant le, facteur v commun aux deux lerme.s du second rapport, ■ .
Les cylindres étant semblables, on a .....
- R : r 4 ; H : A ; d’où R* ; : H* ; /i*. ; , * (2)^
On a aussi la proportion identique ' ‘ ’ . . ' ^
II : A : : H : A
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'’M'üîÜpHons tei’nlé h tonhè les )|!>ro portions (5) et (3) j nous aurons . . •
r<es deux proportions (1) et (4) ayant un rapport cora-> mun, les deux autres rapports .forment une propoi’r tion, et il viept ; . . , , . .
ce qui démontre la première partie de Ténoncé.' "'* • Or, la proportion R : r : : H : A donne
A cause du rapport commun entre les proportions (5)
' et (6), on peut donc écrire
ce qui démontre la seconde partie de l’énoncé.
,734. — JuÉoaÉME. Les volumes de deu,v ç^ncs semblables sont entre eux comme les cubes de leurs hauteurs^ ou^cçmme les cubes des rid ons de leurs bases , qu cQmme, les cubes de leurs côtés. i ■. c i
, La démonstration est la meme que pour le théorème précédent. . • , . . •. 'q.
735. -JT- TuÉOBfiME.' Les volumes de deux sphères sont, entre, eux comme les cubes de leurs rayons, Çar si l’un pomme V et,v les volumés de deux sphères, R et /•leurs rayons, ôn ^ura ia proportion identique./ . ■ .t
-Ni ■ t. ■V'': !»•;.: ^-r R*: I » r3 , i'
d’où’,' en supprimant le facteur | îr commun aux deux térhies du second Rapport , . ' ■. , ‘
, V. : îi R3 : r3
"Ap^LtCA^rtOH. Le ddamètre du sdiëil îia'ut A /w-AV il3 fois cedtei de lâ teffe'; dan>t ^u'el 'rappôrt' sont les voltefnès dè ces deux corps? Lès rayonS étant propiirtibhnels aux dlam^réfe, les cwbes dés raynns sont entré eux eomhie les’ cubés 'dés' dlatnètres^ lès'Tolümes des deux corps sont donc entré élit cbmthè le cube de 118 é.st au cube dé 1 v é*ést>à-dii*e cotattté I442897'est à it Ainsi
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le volume du soleil vaut plus de quatorze cent nulle fois <*elui de la terre.
On démontrerait par des moyens analogue
que les volumes de deux secteurs sphériques semblables , ou de deux segments semblables , Ou de deux tranches semblables^ ou de deux coins sphériques semblables, etc. , sont entre eux comme les cubes des rayons des sphères auxquelles ils appartiennent , ou en général comme les cubes de leurs lignes homologues, ' ■
CHAPITRE XI
Des moyens de déduire le volume des corp* de leur poids, et réciproquement.
737. — Si l’on savait ce que pèse l’unité de volume de tous les corps dont on peut avoir besoin dans la pratique, on conçoit que le poids d’un corps suffirait pour faire connaître son volume ; car pour obtenir le nombre d’unités de volume contenues dans ce corps, on n’aurait qu’à chercher combien de fois son poids contient celui de l’unité de volume, c’est-à-dire' de diviser son poids par celui de l’unité de volume.
On sait, par exemple, qu’un litre d’eau pure, à la température de 4 degrés du thermomètre centigrade , et sous une pression atmosphérique de 0“,76, pèse 1 kilogramme. Supposons qu’un vase , dont la capacité ne peut être évaluée géométriquement, pèse 6^'*- quand il’ est vide, et quand il est rempli d’eau pure, sous les conditions ci-dessus indiquées. On en conclura que le poids de l’eau contenue est de , et que son, volume , ou la capacité du vase est de 7*'*'^, ou de 7
Réciproquement : connaissant le volume d’un corps, c’est-à-dire le nombre d’unités de volume qu’il contient, en multipliant ce nombre pat* le poids de l’unité de volume, on aurait le poids total du . corps , sans qu’il fût nécessaire de le peser, directement. Qn conçoit, combien
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ce moyen doit être précieux dans une multitude de cir" constances.
Le poids de l'unité de volume de chaque corps est ce qu’on nomme le poids spécifique de ce corps. On donne aussi, au nombre qui représente le poids sfjécifique d’un corps , le nom de densité, en raison de certaines considérations pby.siques qu’il serait' trop long d’exposer
L’unité de volume adoptée pour évaluer le poids spécifique des corps est le décimètre cube. 11 en résulte que le poids spécifique de l’eau pure est 1.
738. — Les poids spécifiques des différents corps ont été déterminés avec beaucoup de soins par les physiciens; nous donnons ci-dessous le tableau de ceux qui sont d’un usage fréquent.
Tableau des poids spécifiques de différents corps.
idéc.cub de platine laminé pèse. .
kit.
platine forgé
or forgé
or fondu
mercure
plomb fondu
argent fondu
cuivre fondu
acier
f»T en barre.*
étain fondu
fonte de fer. ..... .
' zinc fondu
marbre de Pares. . . .
marbre ordinaire . . .
cristal de roche ....
verre -
.pierre meulière. ....
•Sfr.COKDIÎ PABTlfc.'
IiVt.i
JkW- J
brique ti cs-ciiite. .
glaise pure
teriT ordinaire. . .
c;if)lp fpprpi^^,! l \ é.
ehAne
ten e argileuse. . : .
brique peu cuite..
teiTe végétale . . . .
bouille
enii de iin*r
eau pure
vin de bordeaux . .
vin de Bourgogne .
huile de lin
glace fondante. . . .
rlipiie vprt
rpI marin
huile de navette. .
huile d’olive
p^ii*flp*vip
hélrc
aubier
frêne
esprit-de-vin . . . . .
nrme.
noyer.
tilleul
ni':oMih'RiE Oans i’esRacf
peuplier licge. . .
Ui.
kil. kil.
ma(^onnenedenioeirons, dé 1,700 à.. . . 3,aoo
739. — Quelques exemples feront comprendre l’usage qu-ôn peut faire de cette table. •/
PBOBL.ËME I. Quel est le poids efun bloc de marbre de Paras , dont la forme est celle d'un parallélépipède rectangle f ayant 15 décimètres de long, 12 décimètres de large, et 9 décimètres de haut? Le volume de- ce bloc est de 15 X 12 X9, ou 1620 décimètres cubes. Or, la table ci-dessu.s nous apprend que le décimètre cube de marbre de Paros pèse 2*‘'*,837; le bloc pèse donc 1620 fois 2>^l,837, c’est-à-dire 399.5^», 94.
Problème II. Que pèse un cylindre de sapin ayant 4“,52 de longueur, et O™, 21 de rayon? Le >X)lume de ce cylindre est de X (0"',21)* X 4'“,52j c’est-à-dire, Om.cub,50967i , ou 599'*^^ “*‘*,671. Or, d’après le tableau ci-dessus, le poids du décimètre cube de sapin est de 0‘*'*,55 ; le poids du cylindre proposé est donc 0‘^“,55 X 599,671, c’est-à-dire 329i*«,819.
Problème lll. Une jarre d'huile d’olive pèse 16^*1; la Jarre vide pèse 7**“,2 ; quelle est sa capacité? Le poids de riuiile contenue est de IC^^'i^nioins 71*“, 2, c’est-à-dire de 8'*'',8, Kous voyons dans la table que le poids' du décimètre cube, ou du litre d’huile d’olive, est de 0'*'‘,915; pour savoir combien la jarre contient de lUi*es, il fout donc diviser le poids total de l’imile, ou 8^“,8, par le poids du litre, ou û'**',915. On trouve pour quotient • 9,617... t,a capacité demandée est donc de 9‘*‘"*s,6l7, oh àe 9^ '*‘'‘*,617.
Problème. IV. Quel est le volume dun lingot d’or du poids de 4‘‘“,329.^ Le poids du décimètre cube d’or fondu étant, suivant la tal)te,‘ de Ï9‘‘''.â58, on aura le volume demandé en divisant le poids du lingot , ou
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588 SECO^B« PAIITIE. G^OM. DANS l’eSPACR. 4^11^339, par le poids du décimètre cube, ou On obtient pour quotient' 0*« «*,224788 , ou bien
Problème. V. Vn veue cylindrique , dont la hcue ( intérieure) a de rayon, pèse 2^\S; jusqu’à quelle
hauteur faut-il le remplir de au pure, pour ijue le tout pèse 14 kilogrammes? La différence entre 2*^‘*,5 et 14^ est de 11^*, 5. Le litre d’eau pure pesant un kilogramme, ce poids de 11>‘U,6 représente d’eau
pure, ou ll<>K.cab^500. La question proposée revient donc à celle*ei : Quelle hauteur faut-il donnera un cylindre, dont la hase a !*«»«■ ,3 de rayon, pour que son volume soit de ll‘*«'«*,500.'Or, le volupie d’un cylindre ayant pour mesure le produit de sa base par sa hauteur,* en divisant le volume par l’aire de la base , nous aurons la hauteur «cAierchëe. L’aire de la base a pour mesure T'X ow 5^«*,31 ; le quotient de 1 1'*“«*,.500
par5^S3t est 2»*«e-,16, en < négligeant les fractions de millimètres; il faut donc' remplir le vase d’eau pure jusqu’à une hauteur de 2<>“-,16. ’ Ai
Problème Vh Quel est le diamètre dun boùîet dé ’ 24 kilogrammes? La fonte dont sont formés les boiiletà' pèse; suivant la table ci-dessus , 7>^>>,207 par décimètre cube; en divisant les 24“»- par Tkii,207; nous aurons le" volume du boulet. Si l’on effectue la division, on trouve pour quotient 34ée.«nb^880095. volume
d uue sphère dont on connaît le rayon, nous savonsqu’ilifaut multiplier le cube de ce ràvon par les | du rapport «|, c’est-à-dire par En divisant donc le volume 3«««*«*, 330096 par V.V» on aura pour quotient le cube du rayon ; on 'obtient ainsi 0 Ate.«ib^7g5()QI^ racine cubique de ce nombre' est dont le
double 1««=^,169, ou 0«,H69, ou plus simplement 9», 117, exprime le diamètre cherché, à moins d’iin^ dixième de millimètre. • ‘ ^
... \oA *>\ V-' ' . l\
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DU CE^TllE DE GRAVITÉ DES CORPs'
740. — Le point que l’on appelle le tlegrai'itê d'un corps, et qui joue un rôle si important dans la mécanique et dans l’art des constructions, peut se déterminer par des considérations purement géométriques et complètement indépendantes de toute idée de pesanteur. La recherche du centre de gravité des corps nous parait donc devoir former le complément indispensable de l’étude de la Géométrie; elle offre en môme temps une des plus importantes applications des préceptes de cette science, et peut quelquefois môme venir à son secours.
Nous diviserons cet appendice en trois paragraphes : dans le premier , nous établirons les principes sur lesquels se fonde la recherche du centre de gravité; dans le second , nous passerons à l’emploi de ces principes; nous montrerons , dans le troisième, comment la considération du centre de gravité peut être mise à profit pour la mesure de certaines aires et de certains volumes.
Du centre des moyennes distances , et principes fondamentaux.
741. — Soient A et B (fig. 603) deux points quelconques de l’espace; joignons ces points par une droite, et soit O le milieu de cette droite. Des points A. O, B abaissons sur un plan quelconque MN les perpendiculaires AP, OR, BQ. Ces perpendiculaires seront parallèles entre elles et situées dans un même plan , qui coupera le plan AIN suivant unç droite PQ. La ligure A PQB sera un
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trapèze, et la droite OR sera menée par le milieu O de l’un tics cotés de ce lrai)èze parallèlement à ses bases : celte droite O 4 sera donc égale à lu demi-somme de ces bases (321), c’est-à-dire que la perpendiculaire OR sera une moyenne entre les deux perpendiculaires AP et BQ. Kl comme le plan MIS’ est quelconque, on voit que le point O jouit de cette propriété, que sa distance à un plan quelconque est une moyenne entre les distances des points A et B à ce même plan.
742. — Soient A, B, C (fig. 604) trois points quelconques de rcsj)acc; joignons AB, et soit O le milieu de cette droite ; joignons CO , et partageons cette droite au point I, de manière que CI soit à 10 comme 2 est à I. Des points A , B, O , C , I abaissons sur Un plan quelconque MN les perpendiculaires AP, BQ, OR, CS, IT. La perpendiculaire OR sera une moyenne entre les perpendiculaires AP et BQ, d’après ce que nous venons de voir.
Les perpendiculaires CS,IT,0R seront parallèles entre elles et situées dans un même plan qui coupera le plan 1\IN suivant une droite SB. Dans le plan de ces perpendiculaires menons, parle point I, la drpite nm parallèle à SR. T.es Iriapgles Cl/« et 01 «seront semblables , et l’on aura
Ctn : 0/i : :CI:IO: :2:1; d’oîi C/« ^ i.On.
Or, on a aussi
C/«=wS— CS=1T— CS; elO«=OR— «R = 0R— IT; donc IT— CS=2.(OR— IT)=2.0R — 2. IT;
d’où l'on tire 3.IT=2.0R +CS ;
mais OR étant une moyenne entre AP et BQ , on a 2.0R = AP + BQ.
Il vient don eiiflii ' ' ‘ - ’ ' ^ i
T=AP+BQ-)-CS; d’où IT=i (AP-h^Q-fCS
c’est-à-dire que la perpendieitlairelT estiunemoj enne enti*e les trois perpendiculaires AP , BQ et CS. Et cBmme le plan MJN’ est qnelconqqe, op voit que le poiilt 1 jouit de cette propriété, que sa distance à>uU plan quelconque
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743. Lorsqu’un point jouit de cette propriété, quesa distance à un plan quelconque soit une moyenne ent;*e les distances de plusieui’s autres points h ce même plan , on lui donne le nom centre'tle.v moyennes distaPtces du système formé par ces points. Nous allons faire voir qu’un système qiielconque de points a toujours son cen-'*’ ti’c des moyennes distances. . u-; i*-', »
Admettons en effet que cette propriéttî se vérifie potiri un système quelconque formé d’un non^re n de points^ il est facile de prouver qu’elle se yéidfiera encore pour uni .système compo.sé de « -f- 1 points. Pour ledémontrerp soit O (fig. C05) le centre des moyennes di.stahcés d’un système quelconque de « points que nous nommeron$'
A , B , C , D T, et soit U un nouveau point quel?
conque ; joignons U O , et divisons cette droite au point l en deux parties U1 et 10, qui soient entre elles'commé* n est à 1 . Des n premiers points ^ que nous n’avons point marqués sur la ligure, afin d’éviter la confusion,' imagi* lions que l’oii abaisse sur un plan quelconque MN dès perpendiculaires que nous nommerons a,b,c,d..i.t. Des points O, I, U abaissons sur le même piauliez perpendiculaires OR, I Z, US, et appelons «cette dernière.
Les perpendiculaires OR, IZ, US seront parallèles entre elles et situées dans un même plan, qui coupeba le plan MN suivant une droite SR. Dans le plan de ces perpendiculaires, menons, par le point I » la droite parallèle à SR. Les triangles Ulm et OI/> seront sem-|_
U/7i = mS— US=IZ-US; et 0/?=0R -^/>R*OR-IZ
blables^ et l’on aura'
Uw i 0/7 : : TJI : lO : : « »■ '
Or, ou a aqssi
1 ; d’oirU m =n X Op
• Or, OR' étant untt moyenne entre les n perpendicti* laires a, c, r, on a
’ fl X OR n -j- b -j— c d m . — f- t.
Il vient donc enfin
<*dou IZ = — ,
c’est-à-dire <jue I Z est une moyenne entre tes n-f-1 perpendiculaires a, b i Cy d t, U. VX comme 'le plan
M N est quelconque , on voit que le point I jouit de cette propriété, que sa distance à un plan quelconque est une moyenne entre les distances des « -+- 1 points
A , B , C, D T, U, à ce même plan , c’est-à-dire
que le point I est le centre des moyennes distances du système fonné par ces n-\- 1 points.
Il résulte île ce qui précède, qu’un système quelconque de points a ><on centre des moyennes distances; car la proposition étant vraie pour un système quelconque de trois points (742), d’après la démonstration ci-dessus cette proposition sera encore vraie pour un système quelconque de 4 points; étant vraie |)our un système quelconque de 4 points, elle le sera |x>ur un système quelconque de r> points; puis pour un système quelconque de 6 points, et ainsi de suite indéfiniment, jusqu’à un système composé d’un nombre quelconque de points.
744. — On reconnaît d’ailleurs sans peine qu’un systèmequelconque de points ne peut avoir qu’un sëul centre des moyennes distances. Car supposons qu’il en puisse exister deux, I et I' (fig. 606) pour un même système; joignons II' et menons par un point quelconque Z de cette droite ou de son prolongement le plan MN perpendiculaire à cette droite. La distance IZ serait la moyenne entre les distances de tous les points du système au plan M N ; mais T Z serait au.ssi la moyenne entre ces mêmes distances ; ces distances auraient donc deux moyennes différentes , ce qui est absurde. Par conséquent , un système quelconque de points a toujours un centra des moyennes distances y et n’en a, qu’un seul. ,
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.745. — “ Lorsc|u’on connait Ips centres des moyennes distances de deux systèmes de jmints différents, on peut en déduire facilement le centre des moyennes distances du système total formé par tous ces |)oints.
En effet , soit O ( fig. 605) le centre des moyennes distances d’un système de n points; U le centre des moyennes distances d’un autre système de ri points; joignons U O ; et divisons cette droite au point I , en parties réciproquement proportionnelles à /i et à n', c’est-à-dire de telle sorte qu’on ait
TJ I : I O : : « :
Soit M N un plan quelconque; de tous les points du système dont le centre est O , abaissons sur ce plan n perpendiculaires, que nous nommerons a, b, c , d , . . . t; de tous les points du système dont le centre est TJ, abaissons sur ce même plan h perpendiculaires , que
nous nommerons a, U , c , et s ; abaissons enfin
sur ce même plan les perpendiculaires OR, US et 1 2. Ces trois dernières perpendiculaires seront parallèles entre elles et situées dans un même plan, qui coupera le plan MN suivant une droite SR. Dans le plan de ces ]>erpendiculaires , menons, par le point I, la droite mp parallèle à SR. Les triangles U I w et O I/? seront semblables , et l’on aura
U/// ; 0/> : : U 1 : 10 : : /z : w'; d’où «'X U w = « X O/?.
Or, on a aussi
TJ m = ;«S— US=I Z —US ; et 0/>=0R— R = OR— IZ; donc «' X (IX — US) = /i X (OR— IZ); ou n' X IX — /z' X TJS = « X OR — /Z X IX. i
On lire de là
«' X IX /Z X I X = /Z X OR -h /z' X TJ S ; ou (»-+-«•) X IX = « X OR -h /z' X TJS (1).
Mais OR étant une moyenne entre les n perpendiculaires afbfCydf....tyÇm9i
zz X O R — CL -|- b c — I" lit • % t . • -4*
- by Goo<;Ii
Dh - ■
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De raêm(' US ëtent une nwyeone entre letn’ perfien» <Jiculaires<r'i, j c', «f , . i ; ; . 5., on a . ' ' * .
' ' n'XVfit=a' + h'
L’égalité (1) devient donc * ‘ ‘ •
I Jr O + i rh f.- ■ r' • • + f -t- o' + i'i •¥ *'• ini » +. ‘
Or, lespei'pendicolaires^, b,Cjelù..> étant au nombre de n, et les perpendiculaires à, b', c, etc.,au nombre de «> la second membrederégaliléquiiprécède exprime la somme de ces perpendiculaires, divisée par leur nombre, c’està-dire la' mrtverine entre toutes lés pei-pendiculaires. ïît comme le plan M N est quelconque, ôn voit que le point I jouit de cette propriété, que sa distance à un plan' quelconque est une moyenne entre les distances de tous les pdiiils du système total au même plan , c’est-à-diré que le point 1 est le centre des moyennes distances de ce système total.
Ainsi , lorsqu’on connaît les centres des moyennes di~ stances de deux systèmes quelconques de points , pour obtenir le centre des moyennes distances du système total y il faut dh’iset la droite qui joint les deux premiers centres en deux parties , réciproquement proportionnelles aux nombres de points dont se composent les deux systèmes.
746. — Un corps de fohne quelconque peut toii jours être divisé par la pensée en parties équivalentes assez petites pour que les dimensions de chacune d’elles soient inappréciables*, on donne à ces petites parties le nom à’éléments de volume. Concevons deux corps décomi* posés en ; élémeuta équivalents, non-seulement pour chaque corps, mais encore d’un corps à l’autre. 5oit V le volume clu premier corps, n le 'nombre de ses éléments, V’ lé vblunàe'dd second >'et n' le ndmbre de ses éléments. Les dimensions de chaque élément étant nér gligeabies , chacun d’eux pourra être considéré comme ilh poitit; le corps dont lë voluhie est V formera donc un système de n points , ét le corps dont le volume est V formera un système de «' points; bupposona que par
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un moyen quelconque on ait déterminé les centres des moyennes distances de ces deux systèmes de points; pour avoir le centre des moyennes distances du système total, il faudra, d'après ce que nous venons de voir, joindre les deux pmuiers centres par une droite, et la diviser en deux parties réci|)roquement proportionnelles aux nombres /< et n. Mais ces nombres sont évidemment proportionnelseux-mèmesaux volumes V et V, puisque tous les éléments sont équivalents; on obtiendra donc le centre des moyennes distances du système total, en divisant la droite qui joint les deux premiers centres en deux parties réciproquement proportionnelles aux volumes des deux corps.
Ces considérations , fondées sur ce qu’un élément de volume peut être regardé comme un point , seront d’autant plus légitimes que les éléments seront plus petits, et elles seront tout à fait rigoureuses si l’on suppose ces -éléinents infiniment petits.
747. — Dans les corps honmgènes , c’est-à-dire dont chaque partie a un poids proportionnel à son volume, le centre des moyennes distances de tous les éléments infiniment petits jouit d’une propriété remarquable : c’est que l’action de la pesanteur sur le corps est la même que si toute sa masse était concentrée en ce point; en sorte que si l’on soutient le corps par ce point, il demeure en équilibre, quelque position qu’on lui donne. C’est en raison de cette propriété qu’on a donné à ce point le nom de centre de ç^raeilê.
On comprend combien la considération du centre de gravité, soit des corjis isolés, soit des différents systèmes de corps, peut avoir d’importance dans toutes les questions de Mécanique, et surtout de Mécanique appliquée, juiisque tous les cor[>s à notre usage sont soumis aux lois de la pe.santeur. Son importance n’est pas moindre ^ans les constructions de tout gennî; on démontre qu’un corps ne peut se maintenir dans une position fixe sur le sol ou sur un plan horizontal quelconque, qu’autant que la verticale menée par son centre de gravité pas.se dans l’intérieur de la face qui lui .sert de base , et
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par laquelle il repose sur le sol ou sur ce plan; el Ton juge du degré de stabilité de ce corps par la distance du pied de cette verticale à l’arête de la base qui est la plus voisine de ce pied.
Dans les corps homogènes, la détermination du centre de gravité n’est qu’une question de Géométrie. Dans les corps hétcroçrènes , c’est-à-dire dont toutes les parties n’ont pas un poids proportionnel à leur volume, le centre de gravité , bien qu’il existe encore, ne se confond plus nécessairement avec le centre de moyennes distances de ses éléments infiniment petits; en sorte que sa détermination, dans le cas le plus général , est plutôt une question de Physique qu’une question de Géométrie. IVous ne nous occu|>erons donc que du cas où le corps est homogène, ce qui d’ailleurs a le plus souvent lieu dans les applications, du moins approximativement.
748. — Principe I. D’après ce que nous avons dit tout a l’heure, si l’on a les centres de ffraeité de deux corps , pour obtenir le centre de gravité du système total formé par ces deux corps, il faut joindre les deux premiers centres par une droite et diviser cette droite en deux parties réciproquement proportionnelles aux volumes de ces corps. Tel est le principe fondamental de la théorie du centre de gravité.
On peut évidemment le généraliser comme il suit :
Si l’on a les centres de gravité de deux systèmes de corps , pour obtenir le centre de gravité du système total, il faut joindre les deux premiers centres par une droite , et diviser cette droite en deux parties réciproquement proportionnelles aux volumes des deux systèmes.
On peut, au contraire, appliquer à deux parties d’un même corps ce que l’on a dit de deux corps différents, et le principe s’énonce alors ainsi :
lorsqu’un corps est divisé en deux parties dont on connaît les centres de gravité , pour obtenir le centre de gravité du corps lui-même , il faut joindre les deux premiers centres par une droite et diviser cette droite ert deux parties réciproquement proportionnelles aux volumes des deux parties.
749. — De ce pi'inci|>e fondamental découlent plusieurs conséquences importantes dont on fait une application continuelle dans la recherche du centre de gravité.
Principe II. Pour obtenir le centre de gravite de t ensemble de plusieurs corps , il faut déterminer le centre de gravité du système formé par les deux premiers corps ; puis le centre de gravité du système formé par V ensemble iles deux premiers et par le troisième , puis le centre de gravite du système formé par V ensemble des trois premiers corps et par le quatrième , et ainsi de suite.
Ce que l’on dit ici d’un système formé par plusieurs corps différents, s’applique (évidemment au système formé par les parties d’un même corps.
Principe 111. 11 résulte, de cette manière d’opérer, que si l’on a à déterminer le centre de gravité de l’ensemble de plusieurs corps équivalents, on devra joindre les deux premiers centres, diviser la droite de jonction en deux parties égales ; joindre le point de division avec le troisième centre, diviser la droite de jonction en deux parties réciproquement proportionnelles à 2 et à 1 ; joindre le point de division avec le quatrième centre, diviser la droite de jonction en deux parties réciproquement proportionnelles à 3 et à 1 ; joindre le point de division avec le cinquième centre, diviser la droite de jonction en deux parties réciproquement proportionnelles à 4 et à 1 , et ainsi de suite.
Cette construction est précisément celle qu'il faut employer pour obtenir le centre des moyennes distances du système formé par plusieurs points ( 74 1, 742, 743). Ainsi donc , pour obtenir le centre de gravité de l’ensemble de plusieurs corps équii'alents , il faut déterminer séparément le centre de gravité de chacun cFeuXy et chercher le centre des moyennes distances du système formé par ces divers centres de gravité.
Ce que l’on dit de plusieurs corps équivalents s’applique à plusieurs parties équivalentes d'un même corps.
Principe IV. Il résulte encore de la manière d’opérer, indiquée dans le principe II , que si les centres de gravité
tic f/Utsieurs eorps sont sur un meme plan ou sur une même droite , le centre de gravité de leur ensemble sera aussi sur ce plan ou sur cette droite.
Ce que l’ou dit ici de plusieui’s corps différents s'applique aux diverses parties d’un même corps. ‘
Phi.ncipk V. yii un corps a un plan de symétrie, soti centre de gt avité est dans ce jdan. Car les centres de gravité de ses deux parties sont évidemment sur une même perpendiculaire au plan de s;\ métrie et à égale distance de ce plan ; le centre de gravité du corps est donc au milieu de cette ch'oite (principe fomlamental , 748), c’està-dire à sa rencontre avec le plan de symétrie.
Principe VI. Si un corps a un axe de symétrie, son centre de gravité est. sur cet a.ve. Car cet axe étant l’intersection de deux plans de symétrie (635), qui contiennent tous deiLX le centre de gravité du corps, d'après le principe précédent, ce centre doit se trouver sur cette intersection.
Principe VIL Jjorsqu’on cherche le centre de gravité du système formé par deux corps, on peut substituer à chacun d’eux un corps quelconque de même volume et ayant son centre de gravité, au même point. Car, en vertu du principe fondamental (748) , le centre de gi*avité du système ne sera pas changé.
Principe VIH. ün peut, sans changer le centre de gravité eVun système , remplacer à la fois toutes scs parties par des corps dont les volumes soient proportionnels à ceux de ces parties , et qui aient leurs centres de gravité aux memes points. Car, en vertu du principe fondamental (748), la construction indiquée par le principe II conduit au même résultat.
S II
Dcterminnlion du centre de gravité.
750. — Kous allons maintenant pas.ser à la détermination du centre de gravité des corps. Afin de marcher du simple au composé, nous supposerons d’abord que
deux des dimensions du corps dont il s’agit de déterminer le centre de gravité soient négligeables par rapport à la troisième ; en d’autres termes, que le corps se réduise sensiblement à une ligne. Kous supposerons ensuite qu’une dimension seulement soit négligeable par rapport aux deux autres , c’esl-à-dire que le corps se réduise sensiblement à une surface. Wous examinerons enfin le cas où aucune des trois dimensions n’esl négligeable par rapport aux autres.
751. — Centre (le fpavi lé d'une ligne dudite. Le centre de gravité d’une droite est évidemment le milieu tjp celle droite.
752. — Centre de gravité (tun système de deux droites. Soient AB et BC (fig. 607) deux droites qui ont une extrémité commune. Si l’on joint les milieux I et H de ces droites, le centre de gravité du système devra se trouver sur la droite IH, et la diviser en parties réciproquement proportionnelles h AB et BC (748). .Toignons AC; soit K son milieu; joignons Kl et KH; divisons l’angle I KH en deux parties égales parla bissectrice K/?', qui rencontrera IH en Le point g' sera le centre de gravité cherché.
Car on aura Ig-: Kl : KH (215). Mais la droite
Kl, partageant proportionnellement les côtés du triangle ABC , est parallèle à BC. De même KH est parallèle à AB : donc I KH B est parallélogramme, et l’on u
Kl = BH, etKlI = BI.
La proportion ci-dessus devient donc ' •
Centre de gravité du contour d’un triangle
Soit ABC (fig. 608) le triangle proposé, IH K le triangle qui a pour sommets les milieux des côtés de ABC. ISous venons de voir que le centre de gravité du système des droites AB et BC est sur la bissectrice de l'angle IKH; d’ailleurs le centre de gravité de AC est le point K : le centre de gravité du système des trois droites AB, BC et A C est donc situé lui-mème sur la bissectrice de l’un-
GOO
glelKU (749, principe IV). On démontrerait de même qu’il doit se trouver sur la bissectrice de l’angle Kl H, et sur celle de l’angle lU K. Il se trouve donc au point de concours ^de ces trois bissectrices, c’est-à-dire au centre du cercle inscrit au triangle IKU (217).
754. — Centre de gravité ffnne lig;«e bbisëe. Soit ABCDEF (fjg. C09) une ligne brisée. Soit g le centre de gravité du système des droites AB et BC. Soit 1 le milieu de CD; joignons g\ et divisons cette droite au point g't de telle sorte qu’on ait la proportion
: : C D : A B -j- B C. Le point g* sera le centre de gravité du système des trois droites AB, BC et CD. Soit K le milieu de D Ë ; joignons g'' K , et divisons cette droite au point g", de telle sorte qu’on ait g'g’ ‘g^ ::DE: AB H- BC -h CD. Le point g" sera le centre de gravité du système des quatres droites AB, B C, CD, DE. En continuant ainsi , on déterminera le centre de gravité d’une ligue brisée quelconque.
,0n déterminerait de la même manière le centre de gravité du contour d’un polygone quelconque.
Si tous les côtés étaient égaux, le centre de gravité cherché ne serait autre chose que le centre des moyennes distances des milieux de ces côtés (749, principe 111).
755. — Centre de gravité du cONTOua d’un pahalué- I.OOBAMME. Soit ABCD(fig. 610) un parallélogramme, I , K , L, M le centre de gravité de ses côtés, c’est-à-dire leurs milieux. Le centre de gravité du système des droites A B et CD devra se trouverai! milieu de la ligne IK ; puisque ces droites sont égales. De même le centre de gravité du système des droites AC et BD devra se trouver au milieu delà ligne LM. Or I K et LM se coupent mutuellement en deux parties égales au point g; donc ce point est le centre de gravité cherché.
Ce point est aussi le imint de rencontre des diagonales.
756. — Centre de gravité du contovb d’un polygone BÉGULiER. Tous les ravons et tous les apothèmes étant des axes de symétrie, le centre de gravité du contour
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du polygone doit se trouver sur chacun de ces axes ; il ne peut donc se trouver qu’au centre du polygone où tous ces axes SC rencontrent.
4 ^ f;rcivitr d'un Ane ue cercle. Soit
A B A (fig. Gli) un arc de cercle, O son centre, B sou imueu. Le rayon ÜB étant un axo de .symétrie, le centre de gravité <!e l’arc doit se trouver sur cet axe. II reste donc a déterminer sa distance au centre.
Poiu cela, divisons l’arc A B A' en parties égales, telles
queoi, a.ssez Pfli les pour pouvoir être considérées comme
rectiligne.s. Soit I le milieu de l’arc a 6; joignons I O. Menons la corde A A' ; par le point O menons XY parallèle à celtecorde; abaissons 1 H et bn perpendiculaires sur X Y ; enfin menons a/, parallèle à AD.
Le point I sera le centre de gravité de la petite droite ab; et SI 1 on considéré X Y comme la trace d’un plan perpendiculaire au plan de l’arc, la droite IH sera la distance du point I à ce plan.
Les triangles OlHet^-a/- étant semblables, comme ayant leurs cotes perpendiculaires chacun à chacun, ou a
d’où
IH : 10: : a/>:ab,oyx\l\ : 10 : : ab;
En faisant les mêmes constructions et les mêmes rai,
sonnemenls pour les autres portions d’arc hc cd etc on aurait etc. ^
“ ic ^ — 77 X , etc. ,
ou, en remarquant que les rayons 10, 10, 10 sont égaux , ainsi que les arcs ab,bc, cd, etc., il viendrait ^
ai Xrt/7, 1 H — ~ X /V <7 , et ain-si de suite.
Touto l„ pelitos droite, al,, ùc.a,l, ctc.,,Hcnl égale,, le centre de gravile^de leur ensemble est le centre de, moyennes distances de leurs milieux I, 1', I", etc. r 749 principe III) ; la distance O ^ de ce centre de gravité au plan dont X Y est la trace .“est donc la movenne èn^^
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touteüles distances IH, l'H’, l’H', etc.; et si Ton nomme ^ le nombre des divisions de l’arc A B A', on aura
^ III + 1 H' + TH* + rtc.
mais , d’après les valeurs ci>dessus ,
1 H 4- r H'+ r H'4- etc. = X (/»' «4- «>' 4-/>' 4- etc.),
ou IH4-rH'4-rH'4-etc. = ^XAA'.
a tf
11 en résulte
» Or, ab X N, ou l’une des parties de l’arc ABA', ré|>étée autant de fois qu'il y a parties, c’est l’arc AB A' luiniéme; on a donc enfui
c’est-à-dire que la distance du centre d'un arc au centre ile gravité de cet arc est une quatrième proportionnelle h cet arc t à sa corde et au rayon.
Remarquons que les raisonnements qui précèdent seront d’autant plus rigoureux que les petits arcs a b, h c, c d, etc., approcheront plus d’êtrereclilignes, c’est-à-dire que le nombre des divisions de A B A' sera plus grand; en sorte que la conclusion que nous venons d’énoncer subsiste en supposant que le nombre de ces parties soit infiniment grand, et ces parties elles-mêmes infiniment petites par conséquent ; c’est-à-dire que la propriété eu question a rigoureusement lieu pour l’arc de cercle.
Pour la demi-conférence, on a A B A' = «.10, et ' A A’ = 2. 10; il en résulte
Oé—
10 X t.io «. 10
ce qui équivaut à peu près aux du rayon.
758. — Centre de gravité d une ciacoNFÉaENCE i>e CERCLE. Tous les diamètres étant des axes.de symétrie , le centre de gravité est au point de rencontre de tous ces axes, c’est-à-dire au centre de la circonférence.
769. — ''Centre de gravité du contovr b’vnb ELLIMK. Cette courbe ayant deux axes de symétrie, son ceirtre’ de gravité esta leur point de rencontre, c’est-à-dire au centre de figure de l’ellipse.
760. — Centre de gravité d’un arc de courbe quelcox- QUE. Pour obtenir approximativement le centre de gravité d’un arc de courbe quelconque , on peut le diviser en portions assez petites pour pouvoir être regardées comme sensiblement rectilignes ; on aura ainsi remplacé l’arc de courbe par une ligne brisée, dont nous avons appris à déterminer le centre de gravité (754 ). D’après ce que nous avons vu, il y aurait de l’avantage à faire en sorte que tous les côtés de cette ligne brisée fussent égaux.
Centre de gravité de la surface d’un triangle
Soit ABC (fig. 613} un triangle quelconque. Joignons le sommet A au milieu I de la base BC. Si l’on imagine que la surface du triangle soit décomposée en bandes infiniment mmces parallèlement à la base BC , chacune de ces bandes, pouvant être considérée comme une ligne droite,' aura pour centre de gravité son milieu, c’est-à-dire un point de la droite AI, car celte droite divise en deux' parties égales toutes les parallèles à BC. Toutes les parties de la surface du triangle ayant leur centre de gravité sur la droite AI, il en résulte que le centre de gravité de cette surface elle-même est situé sur la droite AI (749, principe IV). On prouverait de même qu’il est situé sur la droite B H qui joint le sommet B au milieu H du côté opposé. Le centre de gravité est donc au point g , intersection de ces deux droites. (Ce point g appartient aussi à la droite qui joindrait le sommet C au milieu du côté opposé AB; c’est une conséquence de la propriété des transversales qui a été démontrée au n®151.) . •
Joignons IH; cette droite sera parallèle à AB; car elle divise les côtés AC et B C en parties proportionnelles. Les triangles A^ B et 11^1 sont donc semblables, f et l’on a
Kg\ ^I : ; AB : III ;
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tnais les triangles ACB et HCl éUntanssi semblables,
on a
donc, à cause du rapport commun , il vient
• fini ^1.. , « ^
-f. Il- I J ^ 1 - .. I
c’esl-à*dirc que est le double de g-I , et que, par con-
séquent, g\ est le tiers de A I . Ainsi , le centre de-^avité' de la surface d'un triangle est situé sur la droite quijoint le sommet au milieu de la base y et au tiers de cette droite à partir de la base, i .
; Remarquons que ce centre de gravité est le même que celui du système formé par trois corps de même volume qui auraient leurs centres de gravité aux sommets du triangle; ainsi le centre de gravité de la surface de ce triangle n’est autre chase que le centre des moyennes distances de ses trois sommets (742).
. 762. , — Centre de gravité de la si’hface d’un pakallénooaAMMB. Soit ABCD(fig. 610) un parallélogramme. Supposons sa surface divisée en bandes infiniment minces., parallèlement aux côtés AC et BD. Chacune de ces tranches, pouvant être considert'e comme une ligne di'oite , aura son centre de graviié en son milieu , c’està-dire sur la droite LM qui joint les milieux des côtés AC et BD, car cette droite divise en deux parties égales toutes les parallèles à AC et à DB. Toutes les parties de la surface. du parallélogramme ayant leurs centres de gravité sur la droite LM, il s’ensuit que le centre de gravité de cette surface est situé lui-même sur la droite > LM (749, principe IV). On prouverait de même qu’il est .situé sur la droite IK qui joint les milieux des côtés AB et CD. Ce centre de gravité est donc au point g, intersection des droites 1 K et L M.
Ce point g est aussi le point de rencontre des deux diagonales.
768. — Centre de gravité de la sunrACB d’un quadriijvTÉRE QUELCONQUE. Soit ABCD ( flg. 613) uu quadrilatère quelconque. Tirons la diagonale A C ; joignons son milieu I aux points B et D. Le centre de gravité du
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triangle AD C sera en n,an tiers de ID à partir du point!. Le centre de gravité du triangle ABC sera en m , au tiers de IR à partir du point I. Le centre de gravité du quadrilatère sera donc sur la droite mn, et devra diviser cette droite en parties réciproquement proportionnelles aux aires des triangles ADC et ABC (748).-
Ces triangles ayant même base AC sont entre eux comme leurs hauteurs. Or, si l’on lire la diagonale BD, qui coupe AC en O, les droites OD et OR seront entre elles comme les hauteurs dont nous parlons; car si l’on abaissait des points D et B des perpendiculaires sur A C , on formerait deux triangles rectangles semblables dont ces perpendiculaires seraient des côtés homologues, et dont OD et OB seraient les hypoténuses. Il s’agit donc de diviser la droite niri en parties réciproquement proportionnelles aux droites OD et O B.
Prenons DB' = OB, et joignons B'I, qui coupera mn en g. Les droites IB et ID étant coupées proportionnellement par la droite mn, il en résulte que mn est parallèle à BD; on aura donc
gni'.gn ; : B B' : B'D'.
Or, puisque B'D égale BO , il en résulte que B B' égale OD; la proportion devient donc »
gm : gn : : OD : OB.
Ainsi le point gr est le centre dç gravité demandé.
Ce point peut s’obtenir d'une manière très-simple; car les droites IB, IB' et ID étant divisées proportionnellement par les parallèles BD et /7< n, il en résulte que I^est le tiers de IB^
Ainsi donc : Pour obtenir le centre de gravité d’un quadrilatère quelconque A B C D , tirez les deux diago-nales , qui se coupent en un point O; prenez DB'=BO; joignez le point B' au milieu I de l'autre diagonale, et prenez le tiers de IB' à partir du point I.
764. — Centre de gravité de la si'rface d’un polygone QUELCONQUE. Décompose/ ce polygone en triangles, dont vous déterminerez séparément l’aire et le centre de gre- .
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vile. Joignez par une droite le* cenli’es de gravité des deul; premiei's triangles, et divisez celle droite on parties réciproquement pi'oportionnellcs à leurs aires ; tous aurez le, centre de gravité du système formé par les deux premiers triangles. Joignez le point de division au centre de gravité du troisième triangle, et divisez la droite de jonction en parties, récipi’oqueirtent proportionnelles à l’aire du troisième triangle et à la somme des aires des deux pi*emiers; vous atirec le centre de gravité du système formé par les trois premiers triangles. Kn continuant ainsi, jusqu’à l’épuisemeiU de tous les triangles, le centre de gravité du polygone se trouvera déterminé.
Lorsque le polygone est régulier, son centre, étant le point de concours de tous les axes de symétrie , est aussi le centre de gravité de sa surface.
• 765. — Centre de gravité de la scrface- D’L’N'CRnct.E. Le centre du cercle étant le point de concours de tom les diamètres, qui sont des axes de symétrie , est le. centre de gravité de sa surface.
766. — Centre de gtavité de la sl'RFAce d’cv secteï r DE CEBCI.E. Soit AO B (fig. G14) un secteur de\;ercle, O son centre, I le milieu de l’arc qui lui sert de base. Le rayon 01 étant un axe de symétrie du secteur, son centre de gravité doit se trouver sur«e rayon. Il reste donc à déterminer sa distance au centre.
Concevons l’arc AB divisé en parties égales infiniment petites , telles que M N ; en menant des ra3'ons à tous les points de division , on partagera la surface du secteur en triangles isocèles égaux tels que MON, ayant pour sommet commun le point O, et une base infiniment petite. Le centre de gravité de chacun de ces triangles sera situé sur le rayon qui divise en deux parties égales l’angle du sommet , et aux deux tiers de ce rayon à partir du centre. Le lieu de tous ces centres de grîivilé sera donc un arc a / 5 semblable à l’arc AI B, et dont le rayon O a est les deux tiers du rayon OA.
■ Soit /• le centre de gravité du triangle élémentaire X MON; ce point étant situé sur la bissectrice de l’angle
Di.juL : '-jOOgI
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MON e«t le milieu tlu petit arc et'romnîé cPt aee ,'V, infiniment petit , peut être cunsîdéPë comme l'ectiligne ,' on peut regai<der le point t comme le centre de gravité de nm. On en peut évidemment dlPê autant pour tous les triangles élémenlaires.;Or, en vertu du principe VIII (749) , on peut remplacer toutes les parties d’un système parcelles d’un autre système, pourvu que les secondes* soient proportionnelles aux premières et aient leurs centres de gravité aux mêtnes points’ Nous pouvons donc* remplacer tous les triangles élémentaires égaux à MON parles arcs élémentaires égaux kmn, prtist|ü*il!i^ ont .leurs centres de gravité ttux memes points, et qtié leur proportronnblitéiest d’ailleurs évidente. Le Centre
dé gravité du seéleur AOfe est doûc le môme que celui
déFarcaô. M>ro »iw ro n ' ^ •’ * ’
' Soit tlotic^ ce centre,* on déVra aVoir, en' vertu de ée’ qui A été démontré aü n* 75?; j o**
i ‘ Où,, i ab ’„aib.\. \
Mais les arcs «7/i et AlB étant semblables, sont entre* eux comme leurs rayons et O A , lesquels sont entré
eux comme les cordes et A B, par suite de la simili» tilde des triangles o O * et A O B. On a donc
: ; AB : AIB; ,,
et, à cause du rapport commun, . ■ .
P^: Ort : : AB : AIB; ou Og^; |OA : : AB : AIB;'
d’où =
Or, si G est le centre de gravité de l’arc A B , on aura
Il en résulte
OG
AIB *•
Oÿ=|OG,
c’est-à*dire que pour awir le centtv tle ç;ravité d’un sec-' teur tle cercle, il faut chercher le centre de gmvite de l’arc qui lui vert de base , et prendre sur ta droite qui- le •
joint au centre du, cercle un point situé aux deux tiers de cette droite à partir du centre.
Cette règle s’applique au demi^cercle. On a dans / ce cas, en désignant par R le rayon ,
OA = R ; AB = 2R ; AIB=^R; par conséquent
767. — Centre de gravité de la subface d'une ellipse. Cette courbe ayant deux axes de symétrie , le centime de gravité de sa surface est à l’intersection de ces deux axes, c’est-à'dire au centre de figure de l’ellipse.
768. — Centre de gravité d'une subfacb plane terminée PAR UNE COURBE QUELCONQUE. Dîvisez la courbe en arcs assez petits pour pouvoir être considérés comme sensiblement rectilignes, et cherchez le centre de gravité du polygone ainsi obtenu (764).
769. — Centre de gravité de la surface d’un parallélépipède. Si Ton tire les diagonales d’une face quelconque, leur intei*section sera le centre de gravité de cette face, puisque c’est un parallélogramme (762). Si l’on joint ce centre de gravité à celui de la face opposée, qui est égaie à la première, le centre de gravité du système formé par ces deux faces sera le milieu de la ligne de jonction. Ce milieu coïncide avec le centre de figure du parallélépipède , comme il serait facile de s’en convaincre en menant des plans diagonaux parles diagonales déjà menées. En répétant le même raisonnement pour les autres faces du parallélépipède, on voit que le centre de gravité de sa surface est à son centre de figure.
770. — Centre de gravité de la surface d’un prisme RÉGULIER. Supposons d’aboi'd qu’il ne s’agisse que de la surface latérale. L’axe du prisme est un axe de symétrie ; le plan mené perpendiculairement à cet axe par son milieu est un plan de symétrie; le centre de gravité de la surface du prisme est donc l’intersection de cet axe et de ce plan , c’est-à-dire le milieu de l’axe.
Le résultat pi*écédent n’est point changé quand on a égard aux deux bases; car le centre de gravité de chacune d’elles étant son centre de figure, c’est-à-dire l’extrémité de l’axe du prisme, le centre de gi'avité du système formé par ces deux bases égales est encore le milieu de l’axe.
771. — Centi-e de gravité de la scrface d’ü.x cym.xdbe. Ce que nous avons dit du prisme régulier s’applique au cylindre, c’est-à-dire que le centre de gravité de sa surface, qu’on y comprenne ou non les deux bases, est le milieu de l’axe du cylindre.
772. — Centre de gravité de la scrface i.ATÉnAi.E n’cxE PYRAMinE RÉGULIÈRE. I.e centi’c de gravité de chaque face de la pyramide est situé sur la droite qui joint le'* .sommet au milieu du côtéoppo.sé, droite qu’on appelle V apothème <le la pyramide, et au tiers de cet apothème à partir de la base (7U1). Si , par le centre de gravité de l’une de ces faces, on mène un plan parallèle à la base de la pyramide, il di^isera proportionnellement tous les apothèmes et l’axe; il contiendra, par conséquent, les centres de gravité de toutes les faces, et, par suite, celui de la surface latérale. Mais l’axe de la pyramide étant un axe de symétrie, il doit contenir aussi le centre de gravité de la surface ; ce centre de gravité est donc l’intersection de cet axe avec le plan que nous avons mené, c’est-à-dire qu’il se trouve au tiers de cet axe; à partir de la base.
773. — Centre de gt-avité de la surface latérale d’un CÔNE. Ce que nous avons dit de la pyramide régulière s’applique au cône, c’est-à-dire que le centre de gravité de sa surface latérale est situé sur l’axe, au tiers de cet axe à partir de la base.
Oii peut remarquer, d’après cela, que le centre de graxilé de la surface latérale d’un cône est le même que celui de la surface de sa section méridienne.
774. — Centre ile gravité de la surface latérale n’uN CüXE ïRONouÉ. Un cône tronqué étant la différence de deux cônes, la surface du plus grand de ces cônes est égale à celle du plus petit , plus celle du cône tron-
que : il en résulte (748, principe I) que le centre de gravité de la surface du grand cône doit'diviseï* la droite qui joint les centres de gravité de ses deux parties , en raison inverse des aires de ces deux parties. Cette condition détermine la distance du point cherché au centre de gravité du grand cône. ' -i-iisii
Si l’on cherche, par un calcul analogue , le centre de gravité de la section méridienne du cône tronqué , on* trouve qu’il coïncide avec le centre de gravité de ce cône tronqué , ce qu’on pouvait prévoir (773). . i
775. — Centre de f^rarité d’une zone sphérique. Divisons la hauteur ou l'axe de la zone en parties égales infiniment petites, et par tous les points de division menons des plans parallèles aux bases ; la zone se trouvera elle-même divisée en zones élémentaires qui seront équivalentes en surface (677, Coroll. IV). Chacune de ces zones élémentaires pourra, en outre, être considérée comme la surface latérale d’un petit cône tronqué, dont la hauteur est infiniment petite, et dont, par conséquent, la base supérieure diffère infiniment peu de la ba.se inférieure; il en résulte que sa section méridienne' diffère infiniment peu d’un rectangle, et que le centre de gravité de cette section diffère infiniment peu du milieu de son axe. On peut donc dire que chaque zone élémentaire a sensiblement pour centre de gravité le milieu de son axe, c’est-à-dire lecentre.de gravité de cet axe élémentaire. Mais puisque toutes les zones élé-^ raentaires sont équivalentes, que tous leurs axes sont égaux , et ont leurs centres de gravité aux mêmes points, on peut appliquer le principe Vlll (749) et substituer aux zones élémentaires leurs axes. Le centre de gi’avité du système formé par les zones élémentaires est donc le même que celui du système formé par leurs axes. Or, la réunion de toutes les zones élémentaires forme la zone proposée; la réunion des axes de toutes les zones élémentaires forme l’axe de la zone proposée : on peut donc dire que la zone proposée a le même centre de grarité que son axe y c’est-à-dire le milieu de cet axe. * ^ A i Ce, résultat s’applique à la calotte sphérique.
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77G. — Centre de gravité de la surface d’une sphère. Sou centre étant le point de concours de tous les diamètres, qui sont des axes de symétrie, est aussi le centre de gravité de la surface de la sphère.
7 77. — Centre de gravité de la surface d’u.n ellipsoïde DE révolution. L’axe de révolution étant un a.xe de symétrie, et le plan de l’équateur un plan de symétrie, le centre de gravité de la surface est à l’intei’section de cet axe et de ce plan , c’est-à-dire au centre de l’équateur.
Remarquons que, dans toutes les surfaces de révolution, le centre de gravité est situé sur l’axe.
778. — Centre de gravité du volume d’un prisme. Soit ABCDEA'B'C'D'E' (fig. 615) un prisme quelconque; soit G le centre de gravité de sa base inférieure; menons, par ce point, une droite G G’, parallèle aux arêtes latérales AA‘, BB', etc. Je dis d’abord que le point G', où cette droite rencontre la base supéi’ieure , sera le centre de gravité de cette base.
En effet, le plan des parallèles B B', GG' coupe les deux bases suivant deux droites parallèles B G et B' G -, .donc la ligure B G G'B est un parallélogramme, et l’on a BG =B'G'. De même le plan des droites G G' et CC' coupe les deux bases suivant deux parallèles CG et G'G’; la figure CGG'C est donc un parallélogramme, et l’on a C G = C'G'. D’ailleurs BC = B'C' : les triangles R G C et B’G'C' sont donc égaux; en sorte qui si l’on faisait coïncider les bases égales ABCDE, A'B'C'D'E', les points G et G' coïncideraient. Or, pui.sque le point G e.st le centre de gravité de l’une, il faut que le point G ' soit le centre de gravité de l’autre.
On démontrerait de la même manière que, si l’on coupe le prisme par un plan abede parallèle aux bases, le point g, où ce plan rencontrera la droite G 6% sera le centre de gravité de la section abede, laquelle est égale aux bases (611).
Cela posé, concevons le prisme décomposé , par des plans parallèles aux ba.ses, en tranches égales infiniment minces. Chacune de ces tranches aura .son centre de gravité sur la droite GG'; et comme chacun des |winls
de cette droite pourra ainsi être considéré comme le centre de gravité de Tune de ccs tranches égales, il en résulte, en vertu du principe 111 (749), que le centre de gravité du volume du prisme est le même que le centre des moyennes distances de tous les points de la droite ü G', c’est-à-dire son centre de gravité, ou enfin son milieu. Ainsi, Le centre de gravité du volume d'un prix me est au milieu de la dmite fjui joint les centres de gravité de ses deux bases.
Ce résultat s'applique au parallélépipède ; mais il est aisé de voir que le milieu de la droite qui joint les centres de gravité de ses faces opposées est son centre de figure, c’est-à-dire le point d’intersection de ses diagonales.
Lorsqu’il s’agit d’un prisme régulier, le centre de gravité de chaque base est l’extrémité de l'axe ; le centre de gravité du volume d’un prisme régtdier est donc le milieu de son axe.
779. — Centre de gravité €lu volume d’ua' cylivdbe. Ce que nous avons dit du prisme régulier s’applique au cylindre : ainsi le centre de gravité du volume tl’un rrlindre est Le milieu de son axe.
780. — Centre de gravité du volume d’un tétbaédre. Soit S ABC (fig. 61G) un tétraèdre; G le centre de gravité de sa base ; joignons SG. Je dis d’abord que si l’on coupe ce tétraèdre par un plan abc parallèle à la base, le point g y où ce plan rencontrera la droite SG, sera Je centre de gravité de la section abc.
Kn. effet, le plan des droites SG et SC prolongé viendra couper la face AS B suivant une droite SD, et coupera les plans ABC et abc suivant les droites CGD et cgd. Les parallèles AB et a 6 sont coupées proportionnellement par les droites SA , SD, SC; or, le point G étant le centre de gravité du triangle ABC, le point D est le milieu de AB (761); le point d est donc aussi le milieu de ab. Les droites CD, cr/ étant parallèles, puisqu’elles sont les intersections d’un même plan par deux plans parallèles, ces droites sont cou|)ées proporüouuellmeut par les droites SD, SG , SC ; donc, puis-
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que G D est le tiers de CD, est aussi Je tiers de cd. Le point g- est donc situé sur la droite cd, qui joint le sommet c du triangle abc^xx milieu de la base a et au tiers de cette droite, à partir de la base; ce point est donc le centre de gravité de la section abc.
Cela posé, concevons le tétraèdre SABC (fig. 617) décomposé, par des plans parallèles à la base, en tranches intiniment minces; le centre de gravité de chacune de ces tranches se trouvera sur la droite SG, qui joint le sommet S au centre de gravité de la base. Par conséquent, le centre de gravité du volume du tétraèdre sera lui même situé sur cette droite SG (749, principe IV). Riais rien n emiiêche de prendre le pointe, pare.vemplc, liour sommet du tétraèdre, et la face A SB pour base: un raisonnement semblable au précédent ferait voir que le centre de gravité du volume du tétraèdre doit se trouver sur la droite CI, qui joint le sommet C au centre de gravité de la face A S B. Ce centre de gravité f evant se trouver à la fois sur les deux droites SG et CI, ne peut se trouver qu’à leur intersection.
On pourrait se demander si les droites SG et CI se rencontreront toujours, comme le raisonnement ci-dessus tend à le faire supposer. Pour se convaincre qu’il en est toujours ainsi, on remarquera que Je point G étant le centre de gravité du triangle ABC, la droite CG prolongée vient rencontrer l’arête AB en son milieu D Par ime raison analogue, la droite SI, menée du sommet }j au centre de gravité de la face A SB, vient si elle est prolongée , rencontrer l’arête AB en son milieu D. Les droites SC, SD, CD sont donc dans un meme plan. Il en est donc de même des droites SG et CI, qui ont chacune deux points dans ce plan. Puisqu elles sont toutes deux dans Je plan SDC, d’après la maniéré dont elles sont menées dans ce triangle elles se croiseront évidemment en un certain point O, qui sera le centre de gravité du volume du tétraèdre .Toignons IG ; les droites SD et CD étant divisées proporlionncllemenl par la droite IG, puisque DI est le t.ers de SD, cl DG le tiers de CD, il on résulte que
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IG est parallèle à SC. Les Iriapgles OG I et SG C Miot doue semblables, cl l’on a
GI î SC GO :SO;
mais , les triangles D IG et JOSC étant aussi semblables, on a
G1 : SC î: DG : CD :: 1 : 8; donc , à cause du rapport commun ,
GO :SOî: 1 : 3,
c’est-à-dire que GO est le tiers de SO, et par conséquent le quart de S G. Ainsi , le centre de gravite du vohune dun tétraèdre est situe sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la hase, et au quart de
cette deoile ,d partir de la hase. • ,
Remarquons que ce centre de gravite est le même que celui du système de quatre corps de mèmç volumç qui auraient leurs centres de gravité aux soinraets du tétraèdre; c’est-à-dire que le centre de gravite du yolumc de ce tétraèdre n’est autre chose que le centre des inoYeunes distances de ses quatre sommets (742,7^3;.
Centre de gravité du volume p’u.ve pydamid|;
ouelconque.— Décomposons'la pyramide en tétraèdres; et par le centre de gravité de l’un d’eux , menonsi un plan parallèle à la base de la pyramide. Toutes les droites menées dq sominct de la pyramide aux centres de gravité des bases des tétraèdres seront coupées par ce plan en parties proportionnelles, et puisquil passe au quart de l’une d’elles^ , il passera au qnart de toutes» les autres ; c’est-à-dire que ce plan contiendra les cen-; très de gravité de tous les tétraèdres, et pqr çonsequeul celui de la pyramide (749 , principe lY). . ,
Concevons maintenant la pyrqpiide décomposée, par des plans parallèles à la base, en tranches infiniment minces' il sera facile de démontrer, par des similitndes de triangles, que les centres de gravité de toutes ces tranches se trouveront sur la droite qui joint le sommet de la pyramide au centre de gravite de sa base. Le
centre de gravité de la pyramide se trouvera donc aussi sur cette droite (74ü , principe IV).
Puisque ce centre de gravité doit se trouver k la fois sur celte droite et sur le plan dont nous avons parlé tout à l’heure, il ne peut se trouver qu’à leur inlersec* tiou , c’est-à-dire au quart de cette droite, à partir de la base (puisque ce plan divise proporlionnellenient toutes les droites njenées du sonmiet à un point de la hase ). Ainsi , Le centre de gravité du volume iVune pyramide quelconque est situé sur La droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base, était quart de cette droite , à partir de la base.
Si la pyramide est régulièi e, la droite dont il est question n’est autre chose que son axe; ainsi, le centre de gravité du volume d’une pyramide régulière , est situé au (quart de son axe, h partir de la base.
782. — Centre de gravité du v olüme d’ux cône. Ce que nous avons dit de la pyramide régulière s’applique au cône : ainsi, le centre de gravité du volume d’un cône est situé au quart de son axe, à partir de la base.
783. — Centre de gravité du, volcme n’civ prisme TBIAXÜULAIHE TRONQUÉ. Soit ABCDEF (flg. 595)un prisme triangulaire tronqué. Détachons par un plan le létraèdreEABC, il restera la pyramide quadrangulaire EADFC.
Cherchons les centres de gravité de ce tétraèdre et de de cette pyramide, puis joignons ces centres par une droite ; le centre de gravité du prisme tronqué devra se trouver sur cette droite (748). Mais au lieu de détacher le tétraèdre EABC,on peut détacher un autre tétraèdre, le tétraèdre DABC, par exemple; il reste alors la pyramide quadrangulaire DBEFC; et, en opérant comme ci-dessus, mise procurera une nouvelle droite qui devra contenir le centre de gravité du prisme tronqué. L’intersection des deux droites ainsi déterminées sera le centre de gravité cherché.
La méthode des projections s’apjilique d'une manière très-avantageuse à la solution que nous venons d’indiquer; parce que, lorsqu’il s'agit de diviser une droite
de l'espace eo parties proportionnelles à des nombres donnés , il sufüt d’opérer une division analogue sur ses projections; ceci est une conséquence des propriétés des parallèles (voyez les n°* 137 et 505).
784. — Centre de gravité du volume d’un tétraédbk TRONQUÉ. La solution est la même qu’au numéro précédent.
786. — Centre de gravité du volume d’une ptramioÊ TRONQUÉE. SoitSABCDEF (Hg. 618) une pyramide, abcdef un plan parallèle à la base, SH la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base, et passe, par conséquent, par le centre de gravité de la section a bcdef. Le centre de gravité de la pyramide SABCDEF sera situé en un point G de cette droite, au quart de sa longueur, à partir du point H ; le centre de gravité de la pyramide Sabcdef sera situé en un point g de la droite au quart de sa longueur, à partir du point h. Le centre de gravité du tronc de pyramide AB C D E Fa bcdef donc situé également sur la droite
SH, en un certain point x qu'il s’agit de déterminer. Car si ce point était connu, ainsi que le point g, pour avoir le centre de gravité de la pyramide totale , il faudrait joindre les points x et A par une droite , et la diviser en parties réeiproqueinent proportionnelles aux volumes du tronc et de la petite pyramide ; or, puisque le point G est situé sur la droite qui joint les points x et hl ré* ciproquement le point x est situé sur le prolongement de la droite qui joint les points G et g^ c’est-à-dire sur la droite SH.
Soient V le volimie de la pyramide totale , v celui de la pyramide retranchée, T le volume du tronc; on devra avoir, d’après la remarque que nous venons de faire, Gx : G^^ : : V : T (1).
Mais, de la similitude des pyramides SABCDEF et ^abcdef f on conelut (731)
v:\ :\Tb^ \ IB^
4’où > U : V — V al? AB^ — al? ^
OU • i' ; T :: ai? : AB^ -ra?, , (3),
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Donc, à cause du rapport commun entre les proportions (1) et (2),
(jx : Qrg ; : ; AB^ — at^.
' Or, on a
Gg^«=SH — GH— — ou Gg'=|SH — JS//- HSH-SA) = 2HA.
II Tient donc enfin :
G X : J HA : : al? : AB^ —
d'où
_ HAX«i*
Gjr=a|.r^3
A b’’— ai*
Cette valeur fera connaître le point x quand on connaîtra le point G. Or, pour obtenir celui-ci, on a G H = J SH , et la longueur S H pourra se déduire de H h et des arêtes homologues «6 et AB, comme la hauteur de la pyramide se déduit de celle du tronc (599).
Si la pyrarakle SABCDEF était régulière, la droite SH ne serait autre que son axe , et H A serait la hauteur du tronc.
786. — Centre de gravité du volume d'un cône tbonqué. On peut appliquer la solution précédente , en se rappelant que les volumes des cônes semblables sont entre eux comme les cubes des rayons de leurs bases.
Centre de gravité du volume d’un polyédbe
QUELCONQUE. Décomposcz le polyèdre en pyramides; déterminez séparément le volume et le centre de gravité de cliacune d’elles. Joignez les deux premiers centres, et divisez la droite de jonction en deux parties réciproquement proportionnelles aux volumes des deux pyramides correspondantes. Joignez le point de divi.sion au centre de gravité de la troisième pyramide , et divisez la droite de jonction en deux parties réciproquement proportionnelles au volume de la troisième pyramide et à la somme des volumes des deux premières, etc. (749, principe II). ,
Les questions de ce genre se ré.solvent avantageusement par la méthode des projections.
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S’il s^git'd\in)Mofyèdre régülîèr, son cëtott^de est évidemment son centre de figure , pui^aMl est Jè point de concours 'de tous lés axes de symétrie.
Centre de gravité du volume d’un SECTEtJR
8PHËBIQUE. Si l’on décompose un secteur sphérique èn une infinité de ^ÿi*ismides ayant pour sommet commun le centre de la sphère, et pour bases des portions éqiÜT valentes et infiniment petites de la calotte qui sert base au secteur, on verra facilement que lé îlèü *déà béntres de gravité de toutes ces pyramides élémentaires est une seconde calotte semblable à la première, et ayant pour rayon les ^ du rayon de la pi*emière. Par des raisonnements entièrement analogues à ceux du n“ 766, on déniohtrérà ensuite Ique le centre dé gravité du secteur sphééiqne est îe même que celui 'de cette Sécdbdé pkr lôtté. " ' * . ■ *
S’il s’agit d’une dénii- sphère dont îe raybtt est tl, la seconde calotte semblable à la ])i*emière aura pour Mybo et pour hauteur son rayon. Le centre de, ghivité de cette calotte , étant au milieu de soli axe , est distant du centre delà moitié de sa hauteur, c’est-à-aire de |R. Ainsi, le centre de gravité du volume d'une de/nisphèrir ext situé sur sôn a,re , aux trois huitièmes de cet axe , h partir du centre. '
Centre de gravité du VOLVMÈ d’unÈ éPitÊéE
Le centée de là sphère étant le point de concours de tous les axes de symétrie e.st aussi son Centre dé gravité*’ **790. — Centre de gravité du volume d’ü.\ ellipsoïde DE hÉvoLûTioN. L’axe dé révolution est un axe de symé-' trié; le plan de l’équateur est un plan dé sytiiétrie; lé centre de gravité est donc l’intersection de ce plan et dë cet axe, c’est-à-dire le éeiitre de l’équateur. ' ‘ • ‘
• Remévquons que, pour tous les corps terminés péé une surface de révolution, le centre de gravité est sur l’axe. ■ • . . • . , . • .
791 . — Centre de gràvité du X'Olume b’uîA r.ottPs OhÉt- CONQUE. La méthode générale consiste à décomposer le corps par deS procédés analogies à ceux du n* 720, Ou autres, soit en parallélépipèdes rectangles , soit en pyra»
by
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raides, soit en cônes tronqués, etc., asse7 multipliés pourque les surfaces courbes qu’ils présentent puissent être considérées comme des plans ou comme des surfaces latérales de cônes tronqués, étc. On détermine séparément le ctntre de gravité et le volume de chaque partie, et l’on opère ensuite comme l'exige le principe II (749).
li’hahitudé suggère dans chaque cas le mode de décomposition leplus convenable. Il est rare d’ailleurs que, dans la pratiqué, les corps dont on peut avoir à déterminer le centre de gravité ne présentent pas, dans leur forme, quelque particularité qtii permette de les assimiler à un ou plusieurs de céux dont nous nous sommes précédemment occupés.
792. — Il arrive parfois que des corps hétérogènes ont le même centre de gravité que s'ils étaient entièrement homogènes; c’est ce qui arrive, par exemple, pour les corps sphériques composés de couches concentriques homogènes. A l’exception d’un petit nombre de cas particuliers de ce genre, la recherche du centre de gravite des corps hétérogènes exige des secours étrangers à la , Géométrie, et dont le lecteur trouvera le détail dans les traités de Physique et de Mécanique appliquée.
Théorëme. L’aire d' une surface de révolution
quelconque a pour mesure te produit de l’aiv générateur jmr la circonférence que décrit le centre de gràvité de' cet arc. Soit AB (fig. 619) l’arc générateur d’iine surfdce' de révolution; X Y l’axe de cette siirfàce. Partageons’ l’arc AB en parties égales très-petites, ab, bc, cd, etc.’ Des points de division a, b, c, etc., abaissons sur l’axe XY les perpendiculaires am, bn,cp, etc. Des milieuxi I; r, r, etc; , de ces petits arcs , ëbaissons alissi sur l’axe X Y les perpendiculaires 1 H , l' H'; I" li’, etb. ^
appkndice.
Les arcs ab , bc , cd, etc. , étant supposés très- petits, peuvent être regardés comme rectilignes. Dans leur révolution autour de XY, ils décrivent donc les surfaces latérales de petits cônes tronqués. L’aire de la surface «lécrite par «ta donc pour mesure ab 2». IH (676, Coroll.); celle que décrit bc a pour mesure bcy2v.\W\ celle que décrit a pour mesure cf/X2ir. l'H', et ainsi de suite. La somme de ces surfaces coniques, ou la surface de révolution proposée, a donc pour mesure
2'>r.IH ■+■ ieX2^.I H +cr/X2».l’H'-f-etc.
ou, en remarquant que les arcs ab,bc,cd, etc., sont égaux , et que 2ir est aussi un facteur commun ,
2irabX (I etc.)
Imaginons, suivant X Y, un plan perpendiculaire au plan de l’arc AB; et soit G le centre des moyennes distances de tous les points 1,1', T, etc. Du point G abaissons sur XY la perpendiculaire GO;les droites G O, III, 1 H', rir, etc. , seront les distances des points G, 1,1', 1', etc. , au plan dont XY est la trace, et eu nommant N le nombre des points I, l',r,etc. , ou , ce qui revient au même , le nombre des parties égales de A B , on aura
GO
d'où IH-f-lH'+rH'-i-etc. = GOXN.
Par suite , l’expression de l’aire de la surface proposée devient
2iraixGOXN, ou aiXNX 2^GO.
Or a i X N , ou l’une des parties de A B , répétée autant de fois qu’il y a de parties dans AB , c’est l'arc AB luimême; 2 ir. G O exprime la circonférence dont le rayon est G O , c’est-à-dire la circonférence décrite par le point G. L’aire de la surface proposée a donc pour mesure le produit de l’arc AB par la circonférence que décrit le point G.
Les raisonnements que nous venons de faire seront d’autant plus exacts que les parties de AB approcheront
Di;, ■--J I
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plus dVli*e rectilignes; ces raisonnements seront donc tout à fait rigoureux, si l’on suppose ces parties infiniment petites. Mais alors le point G sera le centre des moyennes distances de tousles éléments infiniment petits de l’arc AB, c'est-à-dire le centre de gravité de cet arc. L’aire de la surface engendrée par l’arc de courbe AB a donc pour mesure le produit de cet arc par la circonférence que décrit son centre de gravité G.
Remarque. La démonstration précédente n’exige point qu’il soit question d’une surface de révolution complète; il est aisé de voir qu’elle s’applique à une zone quelconque de cette surface , c’est-à-dire à la portion de surface comprise entre deux parallèles quelconques. Il s’agit alors du centre de gravité de la portion de l’axe générateur comprise entre ces deux parallèles.
Appi.ication. Nous pouvons, à l’aide de ce théorème, déterminer l’aire de la surface d’un anneau (577). Ici l’arc générateur est une circonférence de cercle , et le centre de gravité de cette circonférence n’est autre que son centre, ainsi que nous l’avons vu (758). Appelons R le rayon de cette circonférence, son expression .sera 2’7tR. A ppelons D la distance de .son centre à l’axe de rotai ion, l’aire de la surface de l’anneau aura pour valeur
S-ttR X Ü-n-D, ou 4”»* RD.
Suppo.sons, par exemple, qu’il s’agisse de la demisurface annulaire qui forme la voûte d’une galerie circulaire; que le rayon de la voûte soit de 2'", et que la distance de son centre à l’axe de la galerie soit de 12">, l’aire de la voûte aura pour mesure
2 X 2» X 12“ , ou 48“ = X (t)*» 48” *= x 484 ^
ou enfin 474“ =, 12.
794. — Dans quelques cas particuliers, le théorème précédent pourrait servir à déterminer le centre de gravité d’un arc de courbe.
Supposons qu’on demande, par exemple, le centre de gravité d’une demi-circonférence. Nous savons déjà que
le point cherché doit se trouver sur l’axê de symétrie de cette demi-circonférence, cVst-à-dire sur un rayon perpendiculaire au diamètre qui lui sert de corde; et il reste à déterminer sa distance au centre, que nous appellerons X.
Soit R le rayon de la demi-circoilférence , sa valeur sera SirR. FaiSons-la tourner autour du diamètre qüiltti sert de corde, elle engendrera unesphêre dont l’aire aura pour mesure 4'»R* (677, Coroll. I). En vertu du théorème qui précède, on devra donc avoir
4'TR*ss='jrR X 1vx \ d’où X ,
-tR X > w
ou, en supprimant les facteurs commuas au numérateur et au dénominateur :
'JT
c’est là valeur que nous avons obtenue au n® 757.
795. — Théobëme. Le volume cVun corps terminé par une surface de révolution quelconque a pour mesure le produit de l'aire de la demi~section méridienne par la circonférence que décrit le centre de gravité de cette demi-section. Soit AB (fig. 620) l’arc générateur, et X Y'* l’axe de révolution. Des extrémités A et B de cet arc abaissons sur XY les perpendiculaires AM et B N. Divisons MN en un certain nombre de parties égales; par tous les points de division menons des perpendiculaires* à MN; sur ceS perpendiculaires portons, à partir de X Y, des longueurs égales aux divisions de MN , et joignons les nouveaux points obtenus, par des parallèles à XY. L’espace AM NB se trouvera divisé en deux sortes de parties : les unes, situées le long dé l’arc AB, offrent des portions curvilignes; représentons l’ensemble de ces espaces curvilignes par E; les autres parties sont de petits carrés; représentons leur ensemble parC. L’aire totale de l’espace A M N B sera E C;
Considérons en particulier l’un des petits carrés, abvd. Dans la rotation de AMNB autour de XY, ce petit carré engendrera Un volume annulaire qui sera la
difTërencë des cylindres engendrés par les rectangles ' anmd et hnmr, lesquels ont respectivemeht pour mesure
mn X et mn \ 'it. b ,
le volume annulaire dont nous parlons aura donc pour valeur
mn 'K. an — m n X
ou V. m n {a . <
naais on a an-s= bn ab ; par conséquent. . . .(S.'JT),
an^ -\-2bh X ab'^\
d’oil an^ — 6 «* == 2 ô « X ^ ^ 4- « ,
et, par suite, l’expression du volume annulaire eh question devient
ir. mn X {^b n X ab^). . ,
Si l'on met a b en facteur commun, en remarquant qu'il est égal à mn, puis qu’on multiplie le facteur hors parenthèses par 2, en divisant le facteur entre parenthèses par 2, ce qui n’altère point le produit, on, obtient ,
2 •rr. mii^ X{bn-\-\^ab),
QU X S-ir. (6/j -4- i ai). , V
RèitiîlrqUohs qtte>«n’ représente l’aire dii carré ahc'd;^ rëpréSèntohs cette aire par a. Soit i le centre de figure du carré obcd; abaissons de ce point une perpendiculaire ip sur Xy, et une perpendiculaire ik sur an; on aura
. ip — k n~hn kh = bn \ab.
1 Si donc on désigne par d la distance ip, l’expression ‘ du volume annulaire se réduira à «
- Désignons par fV, d", etc. , les distances des centres de figure des autres carrés à l’axe de rotation ; les aires
de ces carrés étant égales , les volumes annulaires qu’ils engendrent auront respectivement pour valeur
rt X 2 T. cV , a d’ \
et ainsi de suite.
La somme de tous ces volumes , que nous représen* terons par V, sera donc
V = «X2'»-. rf+rtXSw. rf-f-rtX2ir. rT -4- etc. ,
ou V = rt X 2 T X ( ^ "4“ 1 etc. )
Soit G le centre des moyennes distances de tous les centres de figure des petits carrés ; abaissons de ce point sur XY la perpendiculaire GO. Si l’on imagine, suivant XY, un plan perpendiculaire au plan de la demisection méridienne A M X B, les lignes G O, d, dy dy etc., seront les distances du point G et des centres des carrés à ce plan. En nommant donc N le nombre total des carrés, on aura
c/ -f- + etc.
d’où d-\- d d' etc. , — G O X N , et par .suite
V = «X2^XCtOxN, ou V = rt X N X 2 ir. GO.
Or, « X N, ou l’aire d’un petit carré, répétée autant de fois qu’il y a de carrés, c’est l’aire de l’ensemble de ces carrés, aire que nous avons représentée par C; il vient donc enGn
V = C X 2». GO
c’est-à-dire que la somme des volumes annulaires engendrés par les petits carrés a pour mesure l’aire totale de ces carrés, multipliée par la circonférence que décrit le point G , centre des moyennes distances des centres de figure de ces carrés.
Maintenant, remarquons que, le nombre des divisions de M X étant arbitraire, le résultat précédent subsistera, quelque petits que l'on suppose les carrés. Mais
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plus ces can*és seront petits , plus la somme des espaces curvilignes que nous avons représentée par E diminuera ; et si l’on suppose les carrés infiniment petits, l’espace E pourra être considéré comme rigoureuse- • ment nul. Or, dès lors le volume V sera le volume engendré par la demi-secllou méridienne AM N B, c’està-dire le volume proposé; le point G deviendra le centre des moyennes distances des éléments infiniment petits de celte demi-section méridienne, c’est-à-dire son centre de gravité. La relation (1) signifiera donc que le volume proposé a pour mesure le produit de l’aire de la demi-section méridienne j)ar la circonférence que décrit le centre de gravité de cette demi-section.
Remarque. La démonstration précédente s’applique également à un corps terminé de toutes parts par une surface de révolution , ou à une tranche de ce corps, comprise entre les plans de deux parallèles.
Applic.itioxs. T. Nous pouvons, à l’aide du théorème précédent, évaluer le volume d’un anneau. La demisection méridienne est alors un cercle dont le centre de figure est en même temps le centre de gravité. Soit R le rayon de ce cercle, w. R* exprimera son aire; soit D la distance de son centre à l’axe de rotation, le volume de l’anneau aura pour expression
ir. R’ X 2 w. D , ou 2 R®. D
Supposons, par exemple, que l’on ait R = 2“"*-, et D = , le volume de l’anneau aura pour valeur
2'»r.s X « X 12' , ou 2 X (V)’ X 48"u»>-, ou enfin, 948"“'> ,2-13.
IL — Le théorème qui précède peut être employé utilement pour évaluer la capacité des canaux, lorsqu’ils offrent dans leur cours des parties circulaires.
Soit MNPQ (fig. G21) le plan d’uii canal, qui offre une partie circulaire. Un canal pi*ésente d’ordinaire uii profil constant, c’est-à-dire que si on le coupe par des plans verticaux perpendiculaires à ses bords, on obtient toujours pour section un même polygone ; le plus
souvent cette section est un trapèze. Soient AD et BC les traces horizontales des plans de profil menés par les points A et B, oit s’opère le raccordement entre la par* lie circulaire AB du bord MIV et les parties rectilignes AM et B N de ce bord. La partie rectiligne QDAM du canal pourra être regardée comme un prisme di’oit dont la base sera la section qui a pour projection AD et dont les arêtes latérales seront horizontales \ pour obtenir sa capacité, il suffira donc de multiplier l’aire .de la section qui a pour projection A D par la longueur de l’arête AM. Ou obtiendra de la même n^nière la ca- .pacité de la partie rectiligne P CB N.
Quant à la partie circulaire ABC D du canal, on peut la regarder comme engendrée par la révolution du profil du canal autour d’un axe vertical, qui est Tiptersection des plans AD et BC- Soit O la projection de cet axe. Le profil du canal a d’prdinaire un axe de symétrie vei’tical, sur lequel se trouve, par conséquent, le ceptre de gravité de l’aire de ce profil. Soit G la projection de çet aJ^e de symétrie; on auru A G = QD. Appelons T le volun^e total de l’anneau trapézoïdal qui serait engendré pgr pn^ révolution complète du profil du canal autouv de l’axe qui a pour projection O, et A l’aire du profil ; en vertu du théorème précédent on aura
Appelons V le volume de la partie AB CD du capal qu’il s’agit d’obtenir, on aura (680) ^ ^ ^
V : T : : angle A O B : 4 droits i
4 droits. 4 droits. ’ -I'
Quant à la distance G O , on peut remarquer qu'elle est la demi-somme des distances AO et DO.
Supposons, par exemple, que le profil du canal soU wn trapèze dont la base inférieure ail 10'“, la base supérieure lô"», et la hauteur 4'“,2 ; l’aire de ce trapèze aura pour mesure • ' '
4°»,» X (lo*" + »!>“*)
ou SS"" ',50.
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Soient AO»» 40» ; DO sera égal k 40'" ~ 15*“ ou 25'» ; et G O , qui e?it la iiioyeiuBc entre A O et D O , vaudra
40**^ -f* aS*” a
ou 32'"^.
Soit enfin A O B = 38", on aura
V — ^=‘‘“ X » X 3,i4i6 X X ~ 3<io« ’
OU , en effectuant les calculs indiqués ,
111. On emploierait le même moyen pour évaluer le volume de la partie circulaire d’une digue, d'un massif de maçonnerie , d’une route , etc. i
796. — Dans quelques cas particuliers, le théorème précédent peut encore servir à déterminer le centre de gravité de l’aire d’une courbe.
Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de délenniner le centre de gravité d’une demi-ellipse (coupée par son grand axe). Le petit axe étant un axe.de syqiélrie, le centre de gravité cherché devra se trouver sur ce petit axe; il reste donc à déterminer sa distance au çeutrc. Faisons topruer la deipi-ellipse autour de spn grand axe, elle engendrera un ellipsoïde de révolution; et si l’on nomme a le demi-grand axe , b le demi-petit axe , le volume de cet ellipsoïde aura pour valeur (719)
5 'w ab'.
L’aire de la demi-ellipse génératrice a d’ailleurs pour expression (336)
~ 'JT. a b.
En nommant x la distance du centre de gravité de cette aire à l’axe de révolution, on devra donc avoir
d’où
tt ab* — v ab X 2 tt x — ab.x;
'TTaô® ^ h
^ •n'^ab ®' ir*
Ainsi, le centre de gravité de l’aire d’une demi-ellipse
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(coupée pat* son grand axe) est le même (766) que celui d’un demi-cercle, qui aurait même centre, et pour rayon le petit axe.
797. — Les théorèmes des n®* 793 et 795 ne sont que des cas particuliers d’un théorème plus général , que nous ne saurions démontrer par des méthodes élémentaires, mais dont voici l’énoncé:
Si un polygone , une courbe plane fermée ^ ou, en général, une figure plane quelconque , se meut dans l’espace, de manière que son plan soit toujours perpendiculaire aux éléments successifs d’une courbe fixe , plane ou à double courbure; 1® l'airç de la surface courbe engendrée par la figure génératrice a pour mesure le produit du contour de cette figure par le chemin que décrit le centre de gravité de ce contour ; 2“ le volume engendré a pour mesure le produit de taire de la figure génératrice par le chemin que décrit le centre de gi'a- %’ité de cette aire.
On peut , à l’aide de la seconde partie de ce théorème, évaluer le volume d’une digue, d’une route, etc., à profil constant, quelles que soient leurs sinuosités; il en est de même de la capacité d’un canal, de celle d’un tuyau de conduite, courbé d’une manière quelconque , etc. , etc.
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