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NOUVELLES AlALES
DE
(voir t. XVlII.p. m);
Par m. a. DE JOLIVETTË,
Élève de Spéciales (institution de M. de Lassalle).
Soient P un point d'une conique, C le centre de courbure en P , O le centre de la conique ; par C on mène une parallèle à la tangente en P. Soit D le point où cette parallèle est rencontrée par le diamètre OP^ on a CD égal au tiers du rayon de courbure de la développée en C. (Abbl Tràusou.)
Supposons la conique rapportée à deux axes de coordonnées rectangulaires; prenons pour axe des Y la normale en P et pour axe des X la tangente au même point i
(6) réquatioh de la courbe sera de la forme
ay^ -f- bxy -j- .r' 4- ûfj == o ;
réquatioii de la normale en un point M ( x', y') voisin du point P sera
a ar' -4- bx' -h r/ ,2 ay^ 4- ^ J!^' 4- <^
by -^ ix' by -^ IX*
Le rayon de courbure R de la conique en P est la limite de Fordonnée à l'origine de celle normale quand x' tendra vers zéro , d'où
ay -k- br' -\- d\ d
= lim / /
Car lim — étant le coefficient angulaire de la tangente
en P est égale à zéro.
La développée sera tangente à Taxe des Y en C et à la normale MCi en K^ menons HK perpendiculaire à MCi et prolongeons jusqu^à la-rencontre en T avec C parallèle à l'axe des X.
Lorsque le point M se rapprochera indéfiniment de P, la longueur CT aura pour limite le rayon p de courbure de la développée en C.
Les triangles semblables TCH, Ci PL donnent
d'où
Cl _CH C, P ~ PL '
,. CT p ,. CH
(7.) et
d ,. CH
(CH\ lîm — Jt
dont nous allons nous occuper.
Observons d'abord que
ce qui est facile à vérifier en tirant la valeur de PL de Téquation de la normale en M \ puis encore que
CH
lim
2 ce.
ce
En effet le rapport de —^ tend vers Funilé; car, si Ton
joignait le point C au milieu I de la corde CK, cette droite serait le diamètre conjugué de la corde GK dans une parabole tangente aux droites CY, CM aux points C et K; donc Tangle Ci IC ne peut devenir nul en général, et les rapports -—^j -^ de chacune des tangentes
ce, , Cl K à la moitié de la corde CK tend vers l'unité, d'où résulte
ce.
CH
un -— — C.K
2 ce.
De
1 ià on
déduit
encore
,. CH ,. CH ^,aCC,^ :r' ,. 2CC. '""PL='""5CC:X — ><PL = '""— '
.( 8 ) or
ce. = R - c. p = y-h —-.-7— J^',
2 by -h 20?
_^{a^i)x'y ^ ^bx'^ -^ %by'— bdy
Pour avoir la limite, il faut diviser les deux termes par x", et il vient
.. 2 ce. , bd y
X' 2 JF"
lim -;^ se déduit facilement de Tëquation de la courbe.
On Toblient en divisant ses deux membres par :i '* et passant à la limite
d'où
Substituant
et
#/ X lim V, = -* » •
CC
liin 7- =r
Cherchons actuellement la partie CD de CT interceptée entre le diamètre PDO et Taxe des Y j Téquation de ce diamètre qui coupe en parties égales les cordes parallèles à Taxe des X est
bjr -k- 7.xz=io^
CI) esl la valeur absolue de rabscisse corrrespondaiilc à
d bd . , . , / -^bd \
1 ="---> ou — - --7- i\\\\ esl \v Hors {\v ( — -j-7~o] ; rr
f|ni (IcnioniKî lo ihcorrino cnoinr.
SOLliTION DE LA QUESTION :
Troifer la liaite vers laqielle teid le rapport do fide av pleia daos «ae pile de boilets, lorsque le lombre des boulets angnieite iidéBnimeiit *,
Par m. FLEURY,
Chef d'institution à Saint-Étienne.
Un boulet repose sur trois autres daus la pile triangulaire et sur quatre dans la pile quadrangulaire, ce qui pourrait faire croire que le rapport cherché ne sera pas le même dans les deux cas ] mais on peut remarquer que, dans Tun comme dans l'autre cas, chaque boulet de Tinté- , rieur de la pile est en contact avec douze autres, et que les centres de ces douze boulets sont les sommets d'un polyèdre qui a pour faces six carrés et huit triangles équilatéraux. Le rapport du vide au plein dans un de ces polyèdres ne donne pas le résultat cherché, parce qu'on ne peut les juxtaposer sans laisser d'intervalles vides entre eux , tandis qu'on le peut très-bien pour les cubes formés en prolongeant jusqu'à leur rencontre les six faces carrées de chaque polyèdre. Je vais donc déterminer le rapport du vide au plein daus chacun de ces cubes.
En prenant pour unité le diamètre d'un boulet, Tarêtc du cubé sera ^2 et son volume 2 ^2*
Le plein de ce cube se compose d'abord du boulet inlérieur et ensuite du quart de chacun des douze boulets en contact avec lui -, car deux faces du cube passent par le centre de chacun de ces douze boulets : la première en retranche la moitié, et la seconde la moitié de l'autre •moitié, en sorte qu'il nr rcsle dans le < ube (|uc \v quart des douze boulets. On a donc irois bfuilcts à ajouler au
( «o) boulet iiiléricur pour obtenir le volume du plein, qui se
trouvera ainsi représenté par -^' Le rapport du cube à
ce volume sera » et celui du vide au plein — 1,
ce qui fait un peu plus de -r-
Ce rapport sera la limite cherchée^ car il ne pourrait être modifié que par la partie superlicielle de la pile , qui est infiniment petite par rapport au volume total des cubes, quand le nombre des boulets devient infini.
La pyramide triangulaire ou quadrangulaire formée en joignant le centre d'un boulet qui repose sur trois ou quatre autres avec les centres de ceux-ci , est régulière et a toutes ses arêtes égales au diamètre d^un boulet. Le vide renfermé dans chacune de ces pyramides pourra se calculer en ôtant du volume de la pyramide celui de la partie occupée par les boulets. On observera ensuite que le nombre des vides de chacune de ces deux espèces est double du nombre de boulets, et cette considération conduira au résultat cherché, qui se déterminera exactement sans l'emploi des tables trigonométriqucs , en remarquant que dans la pyramide régulière à base carrée et à arêtes égales, les plus grands angles dièdres sont doubles des petits et suppléments de ceux du tétraèdre régulier.
Le moyen peut-être le plus expédilif , mais un peu détourné , d'arriver au résultat cherché , consiste à calculer, dans l'hypothèse d'un nombre infini de boulets, le rapport du volume d'une pile au volume des boulets qu'elle contient.
Je prends toujours pour unité le diamètre d'un boulet, cl je désigne par n Tarête d'une pile triangulaire^
— —' en représente le volume et - -// le nom-
bre de boulets qu'elle renferme. L'hypothèse de /* infini réduit cette dernière expression à —9 par Tomission des termes qui s'effacent devant n^.
Le volume des boulets étant alors -5^» le rapport de
celui de la pile à ce dernier sera 1 comme nous Ta-
vons trouvé plus haut.
SOLUTION DBS «UBSTIONS 483, 484, 485
(voir I. XVm, p. 357);
Par m. Emile FRANÇOISK,
Élève du lycét) de Caen.
Solution de la question 483.
D'un point B extérieur à une circonférence O on mène
Fk;. I.
deux tangentes BA et BC, on projette C en Dsur le rayon OA , et l'on fait exécuter une révolution complète à la figure autour de OA , Tun des rayons des points de contact, il faut démontrer que le volume engendré par le
Iriaiigie iiiixti ligne CHA est équivalenl au v6ue engendré par le triangle BOA.
On a , en eflet ,
vol. ABD=r :^ itÂb'. ad,
vol ABCD = ^7r(ÂBVcD' + AB.CD) AB,
vol. ABC=^irÂD' (3r- AD).
Soit ABC = «^ on a
AD = ABsina, CD = raina,
r étant le rayon du cercle.
Les expressions précédentes deviennent
vol. ABD = -wAB sina,
v<>I.ABCD=i7rAB*sina -4- ^tt r» ABsin^a 4- ^tt AB rsin'a,
vol. ACD =r TT BA rsin^a — ^wAB sin'a, vol.ABCD — vol. ABD ir ir ABsina I AB^sin'a 4- (AB - rsina)' J
:.-. .U ABsina [ ad' 4- ( AB — CD)-]
= ~Tr Ab' sin'az^rvol. ABD,
( ,3) Solution de la question 48 t.
La méine figure étant faîte que précéJemuieiU , et exécutant la même révolution , il faut prouver que le segment spliérlque engendré par CDÀ est équivalent au volume engendré par le triangle CBD.
En effet,
vol. CBD = vol. ABCD — vol. ABD , vol. CAD = vol. ABCD — vol. ABC, et comme
on a
vol. ABC = vol. ABD, vol. CBD = vol. CAD.
Solution de la question 485.
Le volume compris entre un cône droit AS A' et deux
FiG. 2.
sphères O et C qui le touchent intérieurement et se tou • client elles-mêmes extérieurement, est la moitié du vo-
lumc compris entre le cône el la sphère qui passe par les deux cercles de contact.
Lv volume compris entre le cône et la sphère qui passe par les points de contact a pour mesure
^ iT Bd' . EF.
Je mène GH tangente commune aux deux circonférences.
Je joins GF et GE-, on a
ÉQUATION DU QUATRIKME DEGRÉ
i . Soit Téquâtion
\ rt«x'-h rï,x^-+-/72.r2 + ^jX -f. rt, = o,
] (a,, a,, aj, a,).
On a
//o («iH- «2-1- «3+ a, ) -f- «I = O ( relation d'Albert Girard )
Calculons réquaiion qui a pour racines
(a3 4-x»— a,— a-;)», [jc, -4- z,— (a,-f- a, )]■', [a, f a, - (;«,+ a, ) ]% uu, ce qui revient au même, qui a pour racines
f ^1-^- 2/?o(g,-f-gOy
On obtieni
t'est la réduite.
Soient r', rj, r\ les trois racines tie cette réduite j on trouve facilement
4 a. «1 -— a* ( r, -f- Tj 4- r^ ) H- a, = o,
OÙ les r ont le double signe dz ; donc celte dernière équation équivaut à huit équations. Ainsi, «4 a huit valeurs, dont quatre sont les racines de l'équation donnée et les quatre autres sont les mêmes racines, changées de signes. En effet, Téqùation qui a pour racines — a, , — «j, — «8, — «4 est
( 2 ) flo-r* — a, j:^ H- <ïj x^ — rtj a: -h /i, = o.
Cette équation a même réduite que Téquation (1)^ c'est ce qu'on voit à priori, d'après la forme des racines de la réduite, et aussi à posteriori, car il n'y a que «, et a-^ qui aient changé de signes.
Posons
/lo r, = n, -+- 2«o (a, -h g, ) ,
( iC ) On a
4//ua,4- «..('"i 4- r. — r,"! -4- ^1, = o, 4 ^', a.T -f (1^ [ /•, -h ;•.. — T;, ) H- tf , ==i 0 , 4«tfa, 4- <?«(/•, -h /; — r,) H- a, = o ;
changeant les signes de r, on a les quatre autres racines. II s'agit maintenant de savoir lequel des deux systèmes de racines s'applique à l'équation (i).
Dans les deux systèmes, la somme des racines a mène à la relation d'Albert (jirard, et les r disparaissant, on n'a aucune indication sur les signes des r\ la somme des OL pris deux à deux , ou quatre à quatre , donne évidemment le même résultat dans les deux systèmes; il reste à prendre les a trois à trois.
160; a, oLi==^a\[r\ — r\ — rj -f-2r, r,] -f- 20, a.rjH-aJ ,
4fl,(a3-4-a«) = i(a.r^ — û,j, [a, aj (aa H- «, ) -+- «3 x« («, -h a,) ]
ainsi,
8flJ[a,a,(a5 4- a.) -h aja^Oi-f- ^01 = ^\ ''^ '"j^'a+'^j [«î — 4^»]-
On a donc
a, at a.^ -t- a, a^ a, -j- y., a-, a, -f- a^ a, «4
^'.i f'\ n r. r. -h fl J — 4 ''o «I ^a
d ou
11 faut donner aux rdes signes tels, qu'ils satisfassent
< »7) a cette équation ] et cette condition suflEt pour faire cesser l 'indétermination .
Si at = o (ao étant positif) , il suffit que Ti , r^ , r, donne un signe opposé à at ; règle connue.
Exemple :
**-+- ?.4^-^ 4Ô^H-52=.o; réduite
0»-hiaG^-hi3e — 36 = o.
On a
d'où
r, =: db I , r, = ± 2 / , Tj =■ — 3 1 ;
il faut prendre les signes de manière que ri t\ r, ait le signe moins. Donc
r, r= — I , r, = 2 1 , /j = — 3 / , et
Cet exemple est pris dans les Comptes rendus (juillet i858, p. 3i)^ ce quon lit là-dessus p. 32, parait superflu. Une telle observation m'a iié aussi communiquée par M. Macario, élève des Ponts et Chaussées de Naples.
4mi. dé Mâthémtt., t. XIX. (JiavUr \^6ê.)
Svr les foBClioBs sjiétriipes des raciaes conues i Imi éffvitioDs;
Par m. Ed. DEWULF,
Capitaine d a génie.
I. Dans un Mémoire inséré aux jénnales de Mathàmathiques de Gergonne , Abel a donné un moyen de cal* culer une fonction quelconque d'une racine commune à deux équations. Ce procédé exige que les équations n'aient qu'une seule racine commune.
On peut ainsi calculer une fonction 6y métrique des racines communes à deux équations , quel que soit le nombre de ces racines, et par suite ces racines elles-mêmes.
II. Soient les deux équations
(2) F {jr) =r" -h q,r-' -f- ^.j"-' 4-. . .-4- ^„ = o,
qui ont t racines communes et qui n'en ont pas d'autres.
Proposons-nous de calculer la fonction symétrique ^ de ces t racines.
Soient J^i, ^ï »/»»•" •' /« '^^ '* racines de Téquation (a). En portant c^ racines dans le premier membre de l'équation (i), nous aurons ces n résultats
Les t premiers de ces résultats sont nuls , par hypothèse. Faisons les produits n — r à n — £ de ces résultats , et
désignons , en général , par R^, y, ^ ., le produit
/(r.)/^r0/(r3)»-./(r,) /(^^)/(^v)/(ra... ' .
le nombre des facteurs du dénominateur étant K. .
( '9) Les quantités
sont toutes nulles, excepté la première, qui ne contient aucun des facteurs nuls /( Ji) , /{y^ )^ • • • î/()^i) 5 ^^ à donc, identiquement,
ou , sy nxboliquement ,
rindice y*,v,cr... désignâht liile dès conibiiiaiâbiià ikï (ies chiffres 1 .2.3. . ., 71.
Oh a de même , identiquement ,
11 résulte de ces deux identités, que
(3) f{r«»r3ir3,.-.» j/) =
AA,V
Cette expression est une fonction symétrique et rationnelle des racines de Téquation (2). On peut donc la calculer par des méthodes connues.
m. Soit
(4) v.f -h p,^'~' 4- P,r'-'-+-. . . 4- Pr = o
Téquation qui donnerait les racines commîmes aitffr éi^uatious (t) et (2), et posons
R==/(^.)^ /(jO,/{r,),...,Ar,.).
t rf'R
(a«) Il est très-aisé de voir que
L^ équation (4) peut donc s'écrire
Celte équation, déjà donnée par M Brioschi , se déduit ici d'une théorie générale.
EXERCICES DE TRIGMANATRIE.
m cos 2+/isinjis=^, 1»= — i ,049833^ ; /i = 4- 0,7466898, ^ =— 0,4316893; z = 35», « = 254» 9' 20".
Àsin(aH-») = m, a = 200", m = —0, 42345;
itsin(p4-2)=ii, p=i4o% 11= — o,2oi23;
Mêmes équations
• a=:28o**i6', iw = — 0,62342; p = 20o**io', /î= -h 0,69725; z = 2070 5' 34", 4, k = 1 ,0273643.
Noas avons e:8:trait ces exercices de Toavrage suivant : A Treatise of plane and spherical Trigonometiyy by William Chauvenet , professeur de mathématiques à TÉ*cole de Navigation des Etats-Unis. Philadelphie, i854 ; in-8® de 256 pages; S* édition, la 1" est de i85o. •Trigonométrie complète; on y trouve les équations aux différences et aux d^&'érentielles relatives aux triangles , sans lesquelles aucune opération trigonométrique n'est susceptible d'approximation. Il est singulier de rencontrer, chez nos auteurs élémentaires , des méthodes et des exemples à foison concernant les erreurs en arithmétique, et de ne rien dire sur les erreurs trigonométriques , qu'il est si important de connaître. Quelle influence les erreurs dès mesures ont-elles sur les résultats des calculs? U faut savoir répondre à cette question , si Ton tient à se rendre compte de ce qu*on fait. On a
a» = i* -f- c' — atc cos A ;
si l'on a mesuré b el ck quelques centimètres près, Â à quelques secondes près, à combien près obtient-on la valeur de a? Les problèmes fondamentaux des deux trigonométries devraient être accompagnés de ce renseignement indispensable.
Le chapitre lY (page 214) de cet ouvrage, donne les solutions des triangles sphériques lorsque les côtés et les angles dépassent 180 degrés, triangles qu'on rencontre souvent en astronomie; par exemple, les ascensions droites se comptent de o à 36o degrés. Gauss, dans sa Theoria motus y fait voir qu il est commode de résoudre ce genre
de triâDgles directement , sans rççQurir À d^ triangles auxiliaires. On peut y appliquer les mêmes formules que pour les triangles ordinaires. Soit
cos (air — a) == Çps^« j
supp.039ps que daqs le Utiaogle recUligne ABC on désigne piar A'i B 5 C les angles eî^lérieurs. an — A, aw — -B, 2T\ — C; réquatîoQ fondamentale de la trigonométrie r«ctiligne est
a = ^. COÂ Ç -fr c G4^'S B ,
et Ton a aussi
a =z b ces C H- c ces B' ;
de même, dans l^ trigonométrie sphérique, tçutes les autres équations sont des déductions de cette équfitfon fondamentale.
Quant aux applications à la géométrie pratique et aux diverses que&lions d'astronomie et de navigation , la trigonométrie la plus complète est celle que M. Pienger i^ publiée à Situtligart en i855, que nous ferons connaître à nos lecteurs , et à laquelle nous enlprunteronâ beaucoup d'exercices numériques.
TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQIiE.
roi^i|VJ(.«s DE A. BRETSCBNEIDER.
Crklle, t. XIV, p. 1^5; ]833.
Dans un triangle sphérique, posons
A = 4 A', az=^a', A'+ B'-h C = P i B = 4Ç', ô = 4^\ a'-^b'-hc' =/>; C = 4C, r=:4c';
( a3) on a •
$in (P ^ 4^)siD (P-- 2 A'-lr 45**) coftaa' = sin/? sin (/> — aa) sin 2 A' ;
cos (P — 45«») co$(P — 2 A' -H 45**) cos 2 rt' = cos/? cas (1» ■— a fl) sin 2 A' ;
sin (P — 45*») cos (P — 2 A'-h 45**) cos 2 a' = sin (/i — 2 fl) sin (/? — ac) cos 2A' ;
cos (P — 45*) sin(P — aA'-l-45**)cos?.a' = cos(/? — 2a]cos(/> — 2(?)cos2A';
sin (P — 2B'-h 45») sin (P — 2C'-*- 4^") sin 2/1' =• sin ^ si» [p — 2a') sin 2 A' ^
cos { P — aB'-h45°) cos ( P — 2 C -♦- 45?) sin :». «' = cosp cos {/? — aa') sin a A' ;
$iu(P — aA'-+- 45") <;Qa(P— aC'-h 45") sin 2^1' = sin {p — ih') cos{p — 2c')cos2A';
cos ( P — 2B'-H 45") sin ( P -— 2 C -f 45") sin 2«' = cos (/? — a ^' ) sin (/? — 2 c') cos a A'.
Par voie de multipHcation , on obtient de iiouvalles (•rmules*
SUR QUBIiQOIS QVBSTIOfllS »'AL6ÊBRS;
Par m. Michakl ROBERTS.
Étant donnée l'équation
dont les racines sonl (.ri , Xj , . . . , .r„) ^ soient Sq , Si , 5, . les sommes des puissances zéro , première, deuxième, . de ces racines.
Calculons les valeurs de la fonclion lymétriquc 2 (Xi — •a^t)'^) ou bien 'de rinvarianl quadratique
( 2! ) ^® ^® forme (*)
(*,,*,,!,,.. ,*a,)(Jr,J)»^
pourp = i,^ = a,^=3,ft = 4- Nous trouvons
•^'2=;,>(/t-i){fc'-ûir),
' Lx(flir-4*rf-H3c^) J
^X (fl^*-+-^6'-h c^— ^bcd^ ace) à" 2.3.4'5
(*) Voirt XVIII, p. 3o4.
«•(^— ac)*— !'«*('» — ^) ('» — 7 )'''
X ( ^'— ac)' (ae — 4 W-|- 3c')
X (**— ac) (arf»-h ff6»-h c*— 2 ^c*/ — ace)
^.±«ï(„_2)(« — 3)(/I*4-8#l — 2l)ll* 72 ^ /v /x
X(«^ — 4W+3c^)' «•y =ii»(i,.>i)( ;i'(;i-2)(/»>-3)(n-4)(/i~2i)^,
X(*'— fl<?)(^g — tî^/"-!- i5^tf— 10 rf»)
(A'y — 2 cd* + bde — 3 éç^ — "cgX -h3ad/—tiae*+Zc*e) j
, (n-a)(/.-3)(i.-4)(n-5)(/i-6)(/.-7)^^. 2.3.4-5.6.7 l X (flX — 8*A -f.28r^-56€y-f- 35/»)
On trouve aussi pour Tin variant cubique (Is) de la forme
l'expression suivante
[«( ^»— ûc) (fl <?— 4 ^rf-h 3c») H --3(/î — 2)a j.
Posons « = 3 , e = o , 1 on retombe sur le discriminant de la fonction cubique homogène à deux variables (^). Pour n = 4 ) nous avons
(*) Résultat connu.
( «6.) Or, eu nous reporiant à Féqualiou au carré des diilërence& des racines d^une équaticMH bîquaKlralique que j'ai dëjà donnée (*) , nous lirons l'équation suivante
s^ Si ^
eu sorte que la relation entre les racines d'une équation du quaU'ièmfî d^^^gré exprimée par l'équation
entraîne Tune ou l'autre des conditions
ac — ^bd -^^c^ =: Oj
So Si Si Si s, Js Jj J3 .Ç4
THÂORÈMS M! 6B0HÉTR» SEfllNINTAlRE ,
DVbjès 0. HERMES.
Crbile, t. LIV, p. aoSj 1869.
1 . Soient ABCD un létraèdro coupé par un plan transversal T, et
^ droite d*intersertiaii de ABC et T,
Y « ABDetT,
p .. ACD et T,
a » BCD et T,
D' pôle de S relatif A ABC,
A' » BCD
C) Voir l. VVI, p. 3fiS.
( 27 ) ks quatre droites A A', BB', CC\ DD'scroupeiii au même point P; ce point est le pôle du plan I rt^latî\ement au tétraèdre ABÇD,
It -f- mu -f- /'«' -H p*^ = s , équation du plan T ; It = mu •=: nv= ptv , équation du point P.
Lorsque le plan T est à Tinfini, le pôle est au centre de gravité du tétraèdre (pour le triangle, voir Bultetin, t. V , p. 67).
%. Soient v#e séri^ de triaitgleâ ayant, ^i^ sommtH çom-' mun , et dont les bases sont sur une seule et même droi^^ \ les pôles d'une transversale coupant ces triangles relativement à chaque A sont sur une même droite.
3. Soit un tétraèdre AR€D coupé par un cinquième plan T; on a un jtentaèrlre (fûnlflach) : ce cinquième plan T coupe BCD suivant la droite a; nommons le plan qi|î passç par A et la droilea un plan filauiétraï ^ ce plan diaipçtral coupe les faces ABC, ABU, ACD suivant trois droites passant par A et la face BCD suivant la droite ol : on a ainsi trois triaugl^s ayant le sommet commun cç et leurs bases sur 1^ même droite of. \ nommons ces triangles trian^/rs diamétraux ,
Thèorènte, Si l'on coupe un peulaèdnre par un plan P, ce plan coupe un plan diamétral suivant une droite ; si Ton prend les pôles de cette droite relativement aux trois triangles diamétraux, ils sont sur une même droite; on obtient ainsi quatre droites , fournies par les quatre som» mets ADGD, cl ces quatre droites appartiennent au même hypcrboloïde.
1. Théorcmc. Si, dans nn bexacdic, les trois droites H'inlerscclion des couples Av. plans opposés sont dans un
( a8) même plan, les trois diagonales de Iliexaèdi'e se coupeni suivant un même point.
5. Si sur quatre droites d'un byperboloïde à une nappe on prend respectivement sur chacun deux points, soient a, a, &, P, c, y, J, d, les quatre faces homonymes des deux tétraèdres abcd^ a^yâ se coupent suivant quatre droites éléments d'un hyperboloïde à une nappe. (Cayley.)
Si les quatre faces homonymes de deux tétraèdres abcd^ a^yà se coupent suivant quatre droites situées sur un même hyperboloïde à une nappe, les droites qui joignent les sommets homonymes sont aussi sur un tel hyperboloïde.
COURBE LOGOGYGLIQCE (BOOTH).
Trouver Tenveloppe d'un cercle dont le centre est sur une parabole donnée et qui a pour rayon la distance du eentrc au foyer de la parabole; nommons cette enveloppe F courbe logocy clique.
I**. Démontrer qu'en prenant le foyer pour pôle et pour axe celui de la parabole , la courbe réciproque de cette enveloppe coïncide avec cette enveloppe ; propriété analogue à celle du cercle.
Q^. La directrice dé la parabole est une asymptote de Tcnveloppe.
3°. Soient V le point d'intersection de deux tangentes à l'enveloppe menée par deux points réciproques R et R|, et par conséquent tous deux sur l'enveloppe; T le milieu de RR| : la droite VT est perpendiculaire sur RR, , et touche la parabole en un point Q.
4^. O étant le sommet de la parabole', Targle ROR| est droit.
5**. QR, QR| sont normales à Tenveloppe^ VR, VR, sont égales et également inclinées sur la corde RRj , comme dans le cercle.
6**. Le lieu du point V est une cissoîde ayant le sommet de la parabole pour point de rebrou ssement, et la directrice de la parabole pour asymptote.
7®. La somme des distances des points R et R, à l'axe est égale à la distance du point Q à Taxe.
8^. Soient C et C les points d^ intersection des tangentes VR, VRi avec une perpendiculaire au rayon vecteur FRRi menée par F; la somme FC-f-FC, est constante, et \C = VC|.
9°. Le lieu des points C et Ci est une cardioïde.
lo®. Mêmes notations
c'est ce qui a fait donner à cette enveloppe le nom de logocyclique, parce qu'elle a des propriétés analogues au cercle et aux logarithmes (Quarterly Journal y t. III, p. 38; i858) ; la logocyclique est carrable.
SnR «m QUESTION de GfeOMÉTRIE DESCRIPTIVE;
' Pae M. GROS,
Professeur de mathématiques.
Dans les cours de géométrie descriptive, on démontre oroinairement que si les axes de deux surfaces de révolution du second degré sont dans un même plan , la projection sur ce plan de la. courbe d'interjection de ces deux surfaces est un arc de courbe du second degré.
On peut, en outre, à la simple inspection des don-
(3a) D'où l'on conclut que , si Tune des surfaces seulement est un ellipsoïde aplati, la projection est un arc d*ellipse; si Tune des surfaces est une sphère, la projection est un arc de parabole. Dans toifs les autres cas , la projection est un arc d'hyperbole.
THÉORÈME SIR LE BINOME DE NEWTON POUR L'EIPOSANT ENTIER ET POSITIF (*)-,
Par m. GARCET,
Capitaine du génie.
Si Ton décompose la série des coefficients du bin6me de Newton en trois parties , en prenant les termes de trois en trois, deux de ces sommes sont égales et la troisième surpasse les deux autres ou en est surpassée d'une unité.
Ainsi appelons 5i , 5, , 5, ces trois sommes
= IH := m
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'unité près
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somn
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tre ces trois
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A (iémontrer
Comme on sait ensuite que
on peut spécifier quelles sont les sommes égales suivant
la nature de l'exposant m, ainsi qu'il suit: Si
on a respectivement
* 1 — «a — ^3 "T" * — " SE ' * 2*— I
THfiORiHU SUR LES COURBES PLANES C*); Par m. STREBOR.
Étant donnée une courbe plane , construisons la courbe semblable en doublant les rayons vecteurs tirés d'un point
(*) A démon Irer.
Ann. de Uaihém., t. XIX. (Janvier i86o.)
(34) iixe, et supposons qu'on ait trouvé l'équation de la courbe parallèle à cette dernière, qui s'obtient en prenant sur ses normales une longueur constante {k). Si l'on substitue dans cette équation \/a:' -+- j* au lieu de Ar, on •tombera sur l'équation de la courbe, enveloppe des per^ pendiculaires qu'on mène aux extrémités des rayons vecteurs- de la courbe donnée.
Puisque la courbe parallèle est tout à fait indépendante de la position de Torigine fixe, il est évident que si Ton en a Téquation j on aura aussi Téquation de ladite enveloppe, quelle que soit la position de Forigine.
Nota. Très-facile à vérifier pour la lîgnc droite et pour le cercle.
TROISIEME SOLUTION BE U «IIESTION
(TOir t.XVIll,p. t4tctl?9);
Piui MM. Chaelbs KESSLER st LEMOINE,
Élères du Prytanéd militaire.
Démontrer que la série
i.2.3.../t"^ît.3...(/ï-hi> 3.4... («^ 2) **"••'
est convergente et a pour limite
(rt — l) 1.2. 3.. .(/i— 1)
On voit d^abord immédiatement que cette série est con« vergente, car ses termes sont respectivement plus petits que ceux de la série
T"*"?'^3ii"*"--'^
(35) «t l'on sait que cette série est convergente . n > i . Cher cbons maintenant sa limite; pour cela je pose
et je retranche membre k membre, j'aurai
EUX PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE DII COMPAS
Par m. Gxohges DELISLE, Avocat à la cour de Gaen.
!•' PaoBL^ME. Trouver le centre d'une circonférence en ne se servant que du compas.
\^. Du point Â pris i volonté sur la circonférence donnée, et avec un rayon arbitraire, je décris un arc qui rencontre la circonférence aux points B et C.
2®. De ces points B et C comme centres, avec le même rayon, je décris deuic arcs qui se coupent au point A',
( 36 ) symétrique de A par rapport k la droite BC supposée tracée.
3^. Du point A' comme centre avec un rayon égal & la distance A A', je décris une circonférence qui rencontre, aux points M et N ^ Tare BG prolongé.
4^. De ces points M et N comme centres , avec un rayon égal à la dislance AB , je décris deux arcs qui se coupent an point O, symétrique de A par rapport à la corde MN, supposée tracée.
Ce point O est le centre demandé.
En effet, concevons que Ton ait tracé le diamètre AA'G de la circonférence de centre A'«
Cette droite, ayant deux points A et A' également distants des extrémités de BC, est perpendiculaire sur le milieu de cette corde. Elle contient donc le centre cherché ; et ce point O sera ce centre , si la distance AO est égale au rayon.
Soit R ce rayon inconnu.
Soit D le point où la corde BC rencontrerait la droite AA'G.
La corde AB est moyenne proportionnelle entre le diamètre a R et sa projection AD sur ce diamètre. On a donc
(i) AB'=aRXAD,
Cette même droite AG, ayant aussi les deux points A 6c A' également distants des extrémités de MN, est perpendiculaire sur le milieu de cette corde. Soit E le point où cette corde rencontrerait AG.
La corde AM de la circonférence de centre A' est ausM moyenne proportionnelle entre le diamètre 2 A A' et sa projection AE sur ce diamètre. On a donc
(a) Am'=2AA'xAE,
( S7 > Mais
AM
= AB
AD
AO
) devient
ÂB'=r
2X2ADX— ,
Âb'
= 2AD X Aa
ou
Les premiers membres des égalités (i) et (3) sont tes mêmes. Les seconds sont donc égaux, c'est-à-dire que
2RXAD=2ADX AO; donc ^
R = Aa (♦)
- U^ Problème. Construire le côté du décagone régulier inscn't en ne se sentant que du compas, {Comice Masche-* roni. )
Note, Ces deux problèmes m'ont été communiqués verbalement par M. Georges Delisle , avocat à la Cour de Caen , professeur de droit romain , doyen de la Faculté de Droit, auteur de deux ouvrages de jurisprudence trësf»8timés.
Jurisconsulte éminent, il s'était acquis une grande réputation par ses consultations, qui révélaient un esprit vaste et profond, et devant lesquelles s'inclinaient les magistrats.
(*) Résoin difTérammeoi par Mattcheroni {Géométrie du compas, p. i35 }«
Cel homme, qui faisait autorilé dans la science du droit, cultivait sérieusement la géométrie, afin, disait-il, de çonservçr k son esprit l'habitude des raisonnements précis et rigoureux.
Les deux problèmes difficiles dont nous venons de rapporter une solution si simple et si élégante , prouvent qu'i^ eut pu faire un mathématicien distingué.
Il connaissait le calcul infinitésimal et il se proposait d'étudier avec moi le calcul des variations, lorsque sa mort (arrivée en i854) Ten^pêcha démettre ce projet à exécution.
Cp. DiGUBT,
Professear de mathématiques pures et appliquées au lycée de Caen.
^LOTION lE^LA OUESnON 419
(roir tane XVII, page 81).
Le produit de cimf au de six r^o/nbres entiers consécutifs ne peut être un carré.
Je ferai d'abprd quelques remarques sur ta résolutioi^ çn nombre entiers de Téquation
(l) J?(x -h i) (jr-i- 2). . .(4? + «) =7'.
i . Tout dii^iseur commun k deux quelconques des nom • bres entiers x, (x-H i), (x-h a),..., (x-f-/i), devant di-. viseJT leur différence, est nécessairement Tun des nombres I, a, 3, 4,***9i'^* Pa<* conséquent, tout diuiseur premier commun à deux quelconques des nombres entiers X, (x 4- i) , (x -h 2) , . . . , (j: -f- /i) , est nécessairement Tun des nombres premiers 2 , 3 , 5 , . . . , /7 , en désignant par p le plus grand, des nombres premiers compris dani^ la suite x , 2 , 3 , 4 , • • m '^ •
(59) Que si le produît x (x -M) (x -h a) . . . ( jr -4- n) est un carré exact, comme le suppose TéquatioD (i), et qu'en outre Texposant de la plus haute puissance d'un nombre premier divisant l'un de ses facteurs soit impaire , ce nombre premier appartiendra à la suite 2, 3, 5,- . ., ^, car il devra diviser au moins deux des facteurs du produit; et de là je conclus que :
1**. Si un facteur du produit j? (a? -f-i) . . . (x-h /i) n'est divisible par aucun des nombres a , 3, 5 ,...,;?, il sera , par cela même , un carré exact.
a^. Si un facteur de ce produit n'admet comme diviseur qu'un seul des nombres premiers 2, 3, 5, ...,/?, il sera un carré , ou le produit d'un carré par ce nombre premier.
2. Aucun des facteurs or, (x4-i),(a:H-a),...,(j:-f- n)^. ne peut admettre comme diviseurs tous les nombres a y 3, 5 y ... 9 /7. C'est ce que je vais démontrer.
Supposons, en premier lieu, que l'un des deux facteurs extrêmes , par exemple x^ soit séparément divisible par a , 3, 5 , « • . , /;. Alors x -h i qui est premier avec x, n'admettant aucun de ces diviseui^s, sera un carré exact (1, i^). Et comme x est, par hypothèse, multiple de (a. 3. 5. .. p)j les facteurs x + a, x-h 4 seront divisibles par a , et n'auront pas d'autre diviseur compris dans la suite a , 3 , 5, .•../?. En outre , aucun des deux facteurs X -f- a , X -f- 4 n'est un carré , car (x -f-i) étant le carré d^un nombre entier plus grand que l'unité, tout autre nombre plus grand que x + 1 ne peut être le carré d'un nombre entier que s'il surpasse x -f- i d'au moins cinq unités. Il faut donc (1 , a^) que x+a, x + 4 soient des nombres entiers de la forme a a*, a&*, cequi exige qu'on ait i* — <i* = i . On est donc conduit à cetteconclusion que, si x était multiple de (a.3.5. . • ^), la
difTërence des carrés des deux nombres entiers &, a serait <$gale à l'unité. .• .
La même démonstration convient à l'autre facteur ex?
Quant aux facteurs intermédiaires a: + iyX+ii)«-«f (x-H/ï — i), si l'un d'eux, jc-f-i par exemple, était midr> tiple de (a .3 . 5 . . . p)^ les deux facteurs Jtr, x-f- a qui le comprennent seraient des carrés (1, i®), ce qui est évidemment impossible, puisqu'ils- diffèrent seulement de deux unités.
Application. L'équation
n^a aucune solution entière. En d'autres termes : le pror duît dç cinq nombres entiers consécutifs n'est jamais un carré. *
Dans le cas actuel , .^ = 3, et ( a .../?) = 6. Donc , si les cinq nombres a:,a: + i,..., a: + 4y remplissent la condition que l'équation proposée exprime, aucun d^eux ne peut être multiple de 6, (2). Il en résulte que le plus petit de ces cinq nombres, x, est de la forme 6/2 + !• D'où il 9uit qt^e x n'admettant pour diviseur aucun des deux nombres premiers â, 3, est un carré (i, i^). Par conséquent, le produit {x + i) (ar-f-a) (xH-3) (x-f-4) de quatre nombres entiers consécutifs devrait aussi être un carré; ce qui est impossible (Nout^elles ^/j/ia/ej^
t. xvn,p. 393.)
Soit, maintenant
« ^J7 -f. i) (« -i- 2) (4? -h 3 ) (a? -H 4) (* "+- 5 ) = j^S Téqùation proposée. On a
p±z5 et (2, 3. ../>) = 3o.
Nous allons faire voîrque si l'équation s^dmettait unç
■ ( 41 ) solution entière, il en résulterait cette absurdité : que parmi six nombres entiers consécutifs jc, (x + i),. . ., (x -h 5) , il n^y aurait pas un seul multiple de 6.
Démontrons d'abord qu'aucun des deux facteurs extrêmes X, (x4-5), du produit x (x + i),. . ., (a: -h 5) ne peut être multiple de 6.
Si X = 6a 9 le nombre entier a n'est pas divisible par 5 (2). Or, Tégalité x^:^6a donnant jc -f- 5 = 6a -h 5 , on voit que x ,-+- 5 est premier avec 3,3,5; donc (x+ 5 ) est un carré ( i , i^. ) Par suite j le produit
jp(x -f-i) (a: 4- 2) {* 4- 3) (x + 4)
de cinq nombres entiers consécutifs serait un carré exact; c'est ce qui n'a jamais lieu (3).
La même démonstration convient â T autre facteur extrême x -h 5.
Il reste à considérer les facteurs intermédiaires (x-f- 1), (x+ a), (x-f-3), (x-f-4)- SI l'un d'eux, x-f- 2, par exemple, est multiple de 6, il est clair que les deux facr leurs X + 3 , x + i qui comprennent x -+- 2 , seront premiers avec 6; et comme ils ne peuvent être, tous deux, multiples de 5, l'un d'eux n'admettra aucun des diviseurs 2 , 3 , 5 , et sera par conséquent le carré , a*, d'un nombre entier. L'autre facteur a*±: 2 n'étant pas un carré, devra être divisible par 5 (1, 1°). On aurait donc
or, cette égalité ne peut exister, car la formule des carrés qui ne sont pas multiples de 5 est, comme on sait,
Il résulte de ce qui précède , que le produit de six nombres entiers consécutifs ne peut être un carré.
^. H en est de même du produit de sept nombres con-
•écutifs. Car, si l'équation
admettait une solution entière, aucun. des sept nombres X, (x •+• i),. .., (jr-H5), (r-h6) ne serait divisible par 6.
En effet, p étant encore égal à 5, on démontrera, comme dans le cas précédent, qu'il est impossible que l*un des facteurs intermédiaires x + i,. . .,a:<^ 5 soit multiple de 6. Il n*y a lieu à démonstration nouvelle que pour les facteurs extrêmes x , x + 6.
Supposons x=: 6m, on aura
ar4-6 = 6(/ii + i);
et aucun des deux nombres fti, m + i ne sera divisible par 5 (2). Or, les égalités
xzizômj jr -h6 = 6 (/»•+• i) donnent
.r-+-i =6(iii-+-i) — 5 et jc H-5=6/w -♦- 5.
Ces dernières montrent que les facteurs x + 1, x+ 5 ne sont divisibles par aucun des trois nombres premiers a^ 3, 5. Donc (1, 1°), on a
x-+-i=sa% x-+-5 = A', d'où ^» — a' = 4;
égalité qui est impossible, puisque la différence des carrés de deux nombres entiers &, a, plus grands que Tunité, est égale au moins à 5 . Il est ainsi démontré que Téquation proposée n'admet pas de solution entière. G.
OUESTIOKS.
408. On donne , i^ une droite fixe ^ o? un point B sur cette droite \ 3^ un point fixe A . Trouver une courbe telle, qu'en menant par un point quelconque pris sur cette courbe une tangente, et par le point A une parallèle à cette tangente, ces deux droites interceptent sur là droite fixe deux segments, comptés du point B, tels, que la somme des carrés de ces segments sait égale à un carré donné A*. Mêmes données, mais prenant la différence des carrés; ou bien le produit des segments , ou bien la somme des inverses des segments égale à une constante donnée.
4ft9. Soient: i°. A, B, C, D quatre droites dans un même plan, et m, o, l, s quatre points fixes dans ce plan \ par m menons une droite quelconque coupant C et D aux points c et ^; par c et o menons la droite co coupant A et B aux points a et £ ; par a et l menons la droite al et par c et 5 la droite es ; Tiiltersection p des droites al et es décrit une ligne du troisième ordre.
a°. Soit un quadrilatère plan variable ABCD ; o, p, g, r quatre points ^are^; o est sur AB , p sur BC, q sur CD, r sur DA. Les sommets opposés A et C sont sur deux droites fixes données dans le plan du quadrilatère ; le sommets opposés B, D décrivent des lignes du troisième ordre.
jr = v^2-Hy4> j:* = iox»H-ioar-|-6,
(EuLER.)
SOI. Par un point fixe M pris sur une cûnique, on mène une tangente \ soit T un point quelconque pris aur cette conique; TN une seconde tangente et N le point de contact; au point X on élève une perpendiculaire sur la tangente TN; elle sera rencontrée en R par la perj^ndiculaire abaissée de N sur la tangente fixe TM« Quel est le lieu du point R?
802. Par un foyer d'une ellipse on mène une corde AB ; par le point de rencontre des deux normales en A et B, on mène uile parallèle au grand axe; cette parallèle passe par le milieu de AB. •
503. Déterminer les six racines rationnelles de cette équation
Abbl.
504. AB = 2R = diamètre d'un cercle de centre K 5 O = un point sur le diamètre AB ;
KO = a;
P = un point de la circonférence;
Angle PAB = P;
Angle POB=:f
On a
R sin 2 B
V/(R -+- ay cos' p -h (R — û)' sin' p 2^P d^
V^(R+fl)'cos»p4-(R— i»)»sin^P \/R*cos'.4/-h(R'— a")sin>)^
fonction elliptique. Jacobi.
805. On connaît les leyers et les couchers du Soleil en temps moyen à Paris ; en déduire les mêmes données pour le 1*' de chaque mois de 1860 à Alger (*).
(*) Ces données très-utiles, surtout pour les Arabes, manquent dans V Annuaire du Bureau des Longitudes.
506. Deux poinls parcourent chacun une droite, e( dans le même plan. Soient e, y l'espace parcouru et la la vitesse du premier point au bout du temps t\e^^{^^ les mêmes données pour le second point : si Ton a la relation
où les a et les b sont des constantes, la droite qui rétmit les points au même instant a pour enveloppe une conique \ en indiquer le genre et l'espèce.
507. Hj, nombre de combinaisons de n éléments pris p à p sans répétition et n' avec répétition. On a
k est un nombre entier positif
V y(A) est la somme d'une fonction de Âr, où A prend
o successivement les valeurs o,i,2,3,...,n; ni coefficient de x^ dans le binôme (i + x)" -, n ! produit continuel i . a . 3 . . . n. Si/(*) = (— ij^fi^Â^+Sona
(DuRÈGE , de Zurich. )
509. Soient p et q deux nombres donnés-, p^ la moyenne arithmétique, q^ la moyenne géométrique; p% la moyenne arithmétique de pi, q^'^ q^ leur moyenne géométrique, et ainsi de suite, de sorte que p„+i, 7„+# sont les moyennes arithmétique et géométrique de p^^
(46) Ç«. Quelle est la valeur de p^ et démontrer que p^ =:y^ .
Gavss.
510. Par les trois extrémités des axes princîpauic d*ua ellipsoïde , on mène trois cordes parallèles \ on projette chacune de ces cordes sur l'axe d'où elle part; on divise cette projection par Taxe sur lequel elle se trouve ^ la somme des trois quotients est constante^
Soient sept carrés égaux liés de telle sorte
chaque carré peut tourner à charnière seulement autour de la droite qui lui est commune avec le carré voisin ; le carré i ne pourra prendre une position quelconque qu'envers le carré y^ et pas envers les autres carrés. Ainsi , si le carré i est maintenu fixe, il n'y a que le carré y qui soit entièrement libre. (Môbixjs.)
512. Lorsqu'un corps peut tourner autour de six axes indépendants f on peut le faire tourner autour d'un axe quelconque. ( MôBtus . )
513. Lorsqu'on donne un nombre de droites plus grand que six^ il est toujours possible de trouver des forces qui, agissant suivant ces droites, se fassent équilibre; lorsque le nombre de droites est moindre, cette possibilité exige encore certaines conditions. (MôBi08. )
B8TI0N DU 6RAND CONCOURS GÉNÉRAUSÉI
(TOir L XYIIJ, p. T7, iei «t 194 ) ;
Pab m. desbotes,
Profetteur.
On donne dans un même plan une conique G et une courbe quelconque A ; de tou» les points de A on mène deux tangentes à la conique, et par les points de contact les deux normales correspondantes ; il faut trouver le lieu B des intersections de ces normales^
Réciproquement, connaissant la courbe B de tous les points de cette courbe , on mène des normales à la coni-* que C , et par les pieds des normales les tangentes correspondantes; on demande de trouver le lieu D des intersection» de ces tangentes.
Remarque. Le lieu D pourra être identique awîc la courbe A; mais plus généralement il se composera de plusieurs courbes distinctes , dont la courbe A fera nécessairement partie.
On a un exemple du premier cas, lorsque B est une ligne droite et la conique C une parabole *, alors la courbe A et la courbe D sont identiques, et représentent toute» deux une hyperbole.
On peut donner du second cas deux exemples remarquables :
i^. Lorsque la conique C est une parabole, et que la eourbe A se confond avec elle, la courbe B est évidem-* ment la développée de la parabole*, mais si Ton prend pour ligne B la développée de la parabole, on trouve que le lieu D se compose non-seulement de la parabole C y Buiis aussi d'une seconde parabole qui a même axe que 1»
( 48 ) ][>remière ^ un paramèlre huit fois plus petit et la con* vexitë tournée en sens contraire.
a^. La conique C étant une parabole , et la ligne A une perpendiculaire à Vaxe de la conique (c'est le problème particulier du concours général), on trouve que B est une parabole ayant même axe que la parabole C ^ mais si on se donne pour ligne 6 la parabole précédemment trou^^ vée, on voit que le lieu D se compose de la perpendiculaire à l'axe de la parabole, et d'une hyperbole du troisième ordre ayant pour asymptotes Taxe de la parabole et une perpendiculaire à cet axe.
"Voici quelques théorèmes généraux, qui lient entre elles les courbes A et B.
Théorème I. Lorsque la courbe A est la plus générale de son degré, la courbe B est de degré double si la conique C est une parabole , et de degré triple si la conique C est une ellipse ou une hyperbole. Une discussion qui n^exige pas que Ton connaisse Téquation de la courbe B , fsftt connaître les ras particuliers où le degré de cette courbe s'abaisse.
Théorème II, La réciproque du premier théorème est vraie : en général , le degré de la courbe D est double ou triple du degré de la courbe A, suivant que la conique C est une parabole, ou bien une ellipse, ou une hyperbole.
Théorème II J. Si la conique C est une ellipse ou une hyperbole , et si la ligne A a une branche de courbe infinie ayant pour asymptote /3 = Xr a + A (Ar n'est ni nul ni infini) , la ligne B a une branche infinie correspondante, dont Tasymptote est
{*) 4i,bf c sont les demi-axes et U demi-excentricité de la conique.
(49) Cette asymptote devient une normale k la conique , lors'^ que la préhiière est une tangente à cette même conique.
Théorème IF. Sî la conique C est une parabole , et si la courbe A possède une branclie infinie ayant pour asymptote une droite non parallèle à Taxe de la parabole C, la ligne B aura une brauche infinie perpendiculaire à la première à Finfini , mais cette branche ne pourra avoir d'asymptote que dans le cas où Tasymptote de A sera . tangente à la parabole t]!. D*ailleurs dans ce cas même l'asymptote n'existera pas nécessairement^ mais si l'asymptote de A est parallèle à l'axe de la parabole C , la courbe B a toujours une asymptote normale à la para-bole.
Théorème V. Si la ligne A passe par le centre de la conique C , et qu'en ce point le coefficient angulaire m de la tangente à la courbe A ne soit ni nul ni infini , c'està-dire si la tangente n'est parallèle à aucun des deux axes ^ la ligne B a une branche infinie ayant pour asymptote
Théorème FI. Lorsque la conique C est une hyperbole, outre les asymptotes données par les théorèmes précédents, la ligne B a encore des asymptotes en nombre généralement ^al au nombre des points d'intersection de la ligne A et des asymptotes de l'hyperbole C. Voici la construction à faire pour obtenir l'asymptote correspondant à l'un des points d'intersection.
Par le point d'intersection qu'on a choisi, on mène une tangente k l'hyperbole C, puis par le point de contact une normale à la même courbe; l'asymptote de la ligne B sera parallèle h cette normale. On aura ensuite l'abscisse à l'origine de la même asymptote en prenant
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une quatrième proporiionnellè aux axeft a et £ et à moins l'ordonnée à l'origine de la normale précëdente.
Les. théorèmes généraux précédents conduisent immédiatement aux conséquences suivantes :
1 . Lorsque la conique C est une parabole et la ligne A une ligne droite, la ligne B est une parabole dont Taxe est perpendiculaire à là ligne droite donnée. Dans le cas particulier où la droite A est tangente à la parabole C ou parallèle à Taxe de celte par^ole , la ligne B est une normale à la même courbe (théorèmes I et IV).
2. Lorsque la conique C est une ellipse ou une hyperbole, et la ligne A une ligne droite ^ = Aa +• A, la ligne B est du troisième ordre , et a une asymptote
Dans le cas de Thyperbole, le théorème VI donne deux autres asymptotes.
Ces derniers résidtats ont déjà été trouvés par MM. Terquem et de Jonquières.
3. Lorsque la conique C est une ellipse ou une hyperbole, et la ligne A une droite P = mec passant par le centre de la conique, en vertu des théorèmes III et V, la ligne B est une hyperbole qui a pour asymptotes
Dans le cas particulier où la ligne A est Tune des diagonales du rectangle construit sur les deux axes de la conique C , la ligne B est une droite perpendiculaire à la diaganalc^ menée par le centre de la conique.
4. La conique C étant toujours une ellipse ou une hyperbole , et la ligne A devenant une parallèle à l'un des axes de la conique , le coefficient k du théorème IV de-
vient nul ou infini , et Ton ne peut plus affirmer Texis*^ tence de la branche infinie de 6 et de son asymptote. Dans ce cas on trouve très-facilement y par un calctti direct , que la ligne B est une ellipse ou uue hyperbole, suivant que la conique C est elle«-mème une ellipse ou une hyperbole. Tous les théorèmes éi^cés sont la conséquence des formules suivantes :
Les deux premières sont relatives à la parabole rap«portée à son axe et à la tangente au sommet, et les deux dernières sont relatives à Tellipse et à l'hyperbole rapportées à leurs axes : a et |3 sont les coordonnées d'un point du plan de la conique C d'où l'on mène les tangentes a cette courbe^ x ely sont les coordonnées du point dHntersection des normales correspondantes.
Remarque, Les formules que nous venons d^écrire conduisent aussi de la manière la plus simple aux équations des développées des coniques.
Note du Rédacteur, La courbe B a-t-elledes points doubles et de rebroussement ? et combien? Ces données déterminent la classe de la courbe.
QUESTION 503
Correction. a'-4-i4«*-hi doit être élevé au cube. (Communiqué par M. Le Royer, professeur de spéciales au lycée de Bordeaux.)
S«LIITION DIS QUISTIONS 483 ET 484
(TOir t. XYIII, p.Sn);.
Pau mm. DE LA BRIÈRE et DE CHARODON,
Élèyes de l'école des Garm^ classe de M. Gcrono).
Question 483.
Le volume engendré par le triangle rectiligne ABD
tournant autour de AD est
^frAB.AD.
Le volume engendré par le triangle mixiiligne ABC est égal au volume engendré par le trapèze ABCD moins le volume engendré par le segment AC. Or, le volume engendré par le trapèze est
^frAD(BÂVDcV AB,DC) j
le volume cfngendré par le segment est
5,Ad(-DC-h-Ad);
le volume engendré par le triangle mixtiligne sera donc
I / — » -— « 3 — « i — »\ -wAD AB-h DC-h AB.DC DC — - AD ).
(53) Il faut donc prouver qu'on a l'égaliu*
(aB-I-IKJH-AB.DC— -DC AD ) =-
^irAD|AB-*-IKJH-AB.DC— ^DC — ^AD ) =^ffAD.AB,
ou bien
DcV AB.DC DC'— - Âd'= o,
AB.CD = DCV Âd'=: Âc
Abaissons de C une perpendiculaire CH sur AB , oa aura
ÂC=ÂH*-hHc'.
Il faul donc prouver que
2ab.cd = ahVhc!
Or
HC = CB ~ HB = AB ~ ËB = HbV ÂH V 2 HB . AH — HB' = AH + 2HB.AH;
donc
ÂÏÏV HC = 2ÂhV 2HB. ah = 2AH.( AH -I- BH) = 2AH.AB.
L'égalité à prouver devient donc
2AB.CD = aAH.AB,
qui est évidente puisque AH == CD.
Question 484.
Ce théorème est un corollaire du précédent.
\ous venons de démontrer que le volume engendré par
(54) le triangle mixtiligae ABC ëuit égal au volume engendré par ABD. Retranchant de chacun de ces volumes la partie commune engendrée par le triangle mixtiligne ABM, il reste les volumes engendrés par les triangles mixtilignes MBC , ADM et qui doivent être égaux. Ajoutant à chacun de ces volumes le volume engendré par
DIVIC,ona
yoL AMCD = vol. BDC.
SEGOM» SOLUTION DBS ODKSTIONS 483 BT 484
(voir t xviii, p. an);
Par m. DROUARD,
Élève du lycée Napoléon.
Quession 483.
D'un point B extérieur à une circonférence O, on mène deux tangentes BA et BC; on projette C en D sur le rayon OA et Ton fait exécuter une révolution complète à la figure autour de OA, l'un des rayons des points de contact; il faut démontrer que le volume engendré par le triangle mixtiligne CBA est équivalent au cône engendré par le triangle BDA.
Le volume engendré par le triangle mixtiligne CBA est équivalent au volume du tronc de cône à bases paral«lèles engendré par le trapèze rectangle ABCD , moins le
(55) volume du segment sphérique engendré par CDÂ :
vol. BAMC = vol. ABCD — vol. CDAM.
Soient
BA = tf, CD = 6, OA = r, nous aurons
volBAMC=: ^ X AD(n'H- *'-f û6) — - X ^* X AD — ^ X AD* = gXAD(2û'-h2t/^ — *»— ÂD*).
Le volume engendré par ie triangle BDA est un cène qui a pour mesure
X«'.AD
il faut donc prouver que Ton a
^ X AD (2a' -f- 2 tf 6 — A» — Âd' ) = ^ X AD . a' o 6
ou
-lub — 6» = ÂD '= (r -4- OD)».
Si nous menons OC , le triangle rectangle ODC donne
0D= v/r»— ^>; nous aurons donc :
lab — A' = /•» -h r* — ^3 -f- 2/ ^r* — 6%
rt^ = r'^ -f- r ^r» -— 6', d'où l'on tire, par un calcul facile ,
2flr*
U suffit donc de démontrer l'existence de cette équa<^
( 56 ) tion. A cet effet, joignons le point B au centre O, cette droite BO est bissectrice de Pangle ABC et est perpendiculaire sur le milieu de la droite AC puisque le triangle ABC est isocèle ] soit I le point où BO coupe AC ; désignant AI par X , le triangle rectangle OIA donne
Ôï = r' — x%
le triangle rectangle AIB
BÏ'=: a» — x\
Si nous faisons la somme de ces deux ^alités et que nous augmentions de
2.01xBI = 2v^(r» — x»)(û>- X») chaque membre de l'égalité obtenue, nous aurons ÔïVaÔixBI-f-W
= r ' -^ x> 4- a* — X' -h îl V^(r» — x»)(û«— x») = BO. Or dans le triangle rectangle OB A , on a
ÔB = a^ + r% donc
a' -+- r'^ = r- — 2x' -h a' H- 2 \/(/-* — jr')(«'-— x'J,,
x' = ^(r» — x»)(a' — jr=), x* = (r-' — x)(«' — x»),
Les triangles AIO, ADC sont semblables, puisqu'ils •ont rectangles et que Tangle A leur est commun. Q|i a
donc
b or
AC
ACxOlax^r^'
aar /r»(/i»-f.
fl'r'
%ar ^r' [à* -4- r) — a^
r(fl'-h/'«j
ar
Question 484.
La même figure étant faite que précédemment et exécutant la même révolution , il faut prouver que le segment spbérique engendré par CDA est équivalent au volume engendré par le triangle CBD.
Le volume engendré par le triangle CBD est équivalent au volume engendré par le trapèze A6CD, moins le volume engendré par le triangle BDA^ Il faut donc prouver que
vol. CDA = vol. ARCD ~ vol. BDA.
""-^ - X AD ^< g X ÂD*= ^ X AD (fl» -h 6' -+- «^ ) — ^
X AD a',
36>4-ÂD*=(<i»-h^' -hnù) — 2a%
AD = 2rt^ — />^ (r-f.OD)'= 2fl*— b%
r v^r» — ^"» = a* — r% r« — a» ^> = a* 5* + r< — aa^r»,
ce que nous avons prouvé plus haut.
Note. MM. Henri Delorme, élève du lycée Louis-le* Grand, Charles Ke^sler, élève du Pryunée Militaire, et Puech, élève du lycée de Castres, ont résolu ces deux questions de la même manière.
DBTBRHUIATION BU DEGRE DE L'ÉQUATION DE CERTAINES SURFACES ENVELOPPES
Par m. Th. MOUTARD.
On est fréquemment conduit, dans l'étude des surfaces et des lignes à double courbure algébriques, à rechercher le degré du résultat de certaines éliminations spéciales où Tapplication immédiate du théorème de Bezout conduirait à un nombre trop élevé. Plusieurs de ces questions, particulièrement celles qui se rapportent au contact des surfaces et aux surfaces enveloppes , se résolvent simplement par la considération de deux lieux géométriques, i savoir : 1° le lieu du point dont les plans harmoniques par rap^ port à quatre surfaces données se coupent en un même point ^ a^ le lieu du point dont les plans harmoniques par rapport à trois surfaces données se coupent suivant une même droite.
1. L'étude du premier de ces deux lieux n'offrant aucune difficulté, je me bornerai à éupncer |es f^sultats auxquels elle conduit.
Soient donc
les équations de quatre surfaces algébriques mises sous forme homogène» désignons d'ailleurs par /, m, n, p leurs degrés respectifs et par x, j^ x, t les coordonnées ▼ariables -, on trouve immédiatement que le lieu du point dont les plans harmoniques se coupent suivant un même point est la surface représentée par Féquation
fih dh dL dh
fu
dy
dz
dt
rfM
dM
dM
dx
dY
dz
dt
dN
dy
rfxN
dx
dx
dz
dt
dP
dP
dV
dx
dx
dz
dt
Le degré de cettp stirfaçe étant égal à (/-hw 4-/1 ■+•;> — 4) on a les théorèmes suivants :
i^. Dans le réseau des surfaces représentées par Vé^ qnation
XL-hfAM-f-v:* = o
où A, fi, y sont des constantes arbitraires, il y en a une infinité qui sont tangentes à la surface P; le lieu des points de contact de toutes ces surfaces avec P est la courbe (P, A) d'ordre ^(Z4~m + /i + ^ — 4).
2^. Dans le faisceau des surfaces représentées par l'équation
AL-Hf*M = o, ,
(6o) il en existe en général np (l-^m^n-hp — 4) ^}^^ sont tangentes à la courbe d'intersection de N =: o et de P = o.
3^. L'équation de condition à laquelle doivent satisfaire les coefficients de l'équation d'une surface de degré ip> pour qu'elle soit tangente à la courbe d'intersection de deux surfaces données, Tune de degré n, l'autre de degré p, est par rapport à ces coefficients de degré np (fim -^ n-{-p — 4).
4°. La surface enveloppe de toutes les surfaces de degré / dont les coefficients sont des fonctions de degré m de trois paramètres variables liés entre eux par deux relations, l'une de degré n, Tautre de degré p^ est en général d'un ordre marqué par Inp (am-f-^i-f-/? — 4)*
2. Le lieu géométrique du point dont les plans harmoniques par rapport à trois surfaces passent par une môme droite , consiste en une ligne à double courbure , dont la définition algébrique complète exige la connaissance de quatre surfaces. Soient en effet
)es équations de trois surfaces algébriques respectivement d'ordre X-|-i, fA-f-i, y + i;les plans harmoniques d'un point x^ y^ z^ t par rapport à ces surfaces ont pour équations
^dl. ^dL ^dL ^dL ^dfA dM ^dVL ^d}A
X — Y — Z— T— — dx dy dz dt
Pour que ces trois plans passent par une même droite, il faut et il suffit que l'on ait, pour toutes les valeurs de
rfL
dL
dx
dt
dM
dW
dx
dz
dt
rfJS
dfi
dt
Le lieu Gherché consiste donc dans le système des points
communs à toutes les surfaces que peut représenter l'ë-
quation
Or il est aise de voir que toutes ces surfaces passent par une même courbe, et qu'il est eu général impossible de définir celle-ci d'une manière précise avec moins de quatre équations. Considérons en effet les quatre surfaces
dÙL ^ dti ^ dL ^ du
on a identiquement
dL ^dh ^dîs ^dh
du „rfM ,,r/M ^^M
iiS ,rfN ^d^ ^r/N A— ^^B— +C— -4-0—= o.
dr dy dz dt
Par suite les coordonnées de tout point situé sur deu^
d'entre elles
A 1=. o et B = G
(*) Cela ndi s'accorde pas avec le résultat (t. XVI , p. a63). Ou tyil l'erreur? Tmi
satisfont aux équations
^dU ^ dM dz dt
dz
Posant
rfL
dL
OL
dt
dhl dt
rfN
dz
dt
et
dû!
on tire de là
PC = o,
QC
RC = o,
PD=:o,
QD
RD=o.
D'autre part les ëquatio
ns
entraînent cvidemment
et B
sans entraîner
C = o et D=ro.
De là résulte que dans le système des points communs à Â et à 6, il faut distinguer, à côté des points situés aussi sur C et D, lesquels forment une courbe à^ les points communs P, Q, R. Ceux-ci forment eux-mêmes une courbe
(63) 3* qui ne constitué en général l'intersection complète d'aucun couple de surfaces algébriques; car les identités
^dL ^dM „ ^N
montrent que l'intersection complète de P et Q se compose, d'une part, de la courbe commune aux deux surfaces
- = o. et -^=0,
et, d'autre part, d'une courbe i^ située sur R. L'intersection complète de A et B se compose donc de deux cour* bes : la courbe principale d qui constitue le lieu cberché et une courbe auxiliaire â'. Si Ton adjoignait aux deux surfaces A et B la surface C = o , laquelle ne contient pas-^', la courbe i ne se trouverait pas encore entièremeut définie, car |>armi les points on â' rencontre C , il en existe quf ne sont pas situés sur d, à savoir les points communs AUX trois surfaces
dL_ «m_ rfN_
dt ~~ * de "^ ^' dt ~^*
La discussion qui précède permet d'établir immédiatement le nombre des points où la courbe d est rencontrée par un plan , ou plus généralement par une surface algébrique de degré m, P=o. Pour cela, je remarque que les surfaces
A, B, P, Q, —, — ont respectivement pour degrés
(64) le nombre des points communs à F, A^ B est donc m(X-+-|:ji-hv)'; il se compose des points d'intersection de F et J et des points d'intersection de F et 5' ; or ces derniers sont les points communs à F^ P, Q ^ en exceptant les
points communs à F, — 9 -7-9 ils sont donc en nombre
iit(fA + v)(v-i->)— /wv»=:/fi(p-h»>-f-^fi),
et par suite le nombre cherché est
m[{l -4-pt-4- v)'— p — vX — Xfx] ou
m (X» -h f*^ -h V» + fAv -h vX -^ Xf*).
On peut ajouter que le nombre des points communs aux deux courbes 3 et à^ est égal à
(X -+- fA 4- v) (p -i- vX -4- Xu) — XftV.
Si Ton joint à ces résultats le degré de la surface dévelop^ pable formée par les tangentes à la courbe d^ lequel peut s'établir par des considérations analogues un peu plus complexes ) et que je trouve égal à
2 (X -f- ^ H- V — 1) (X» -f- fX» -4- V* -i- fAV -i- VX -h XfA)
— {pH-vX-HXpt)(XH- fA-i-v)-l-X|Av,
on aura tous les éléments essentiels relatifs à cette courbe ; car on en déduira par les formules de Steiner le degré et la classe des cônes qui ont cette courbe pour directrice^ le nombre de leurs arêtes doubles , de leurs plans d'intlexion, de leurs plans doublement tangents, et par suite aussi le nombre des plans osculateurs que Ton peut mener à la courbe par un point quelconque, ou, ce qui revient au même, la classe de la surface développable formée par ses tangentes. La connaissance du nombre des points où la courbe à est rencontrée par une surface al-
(65) gébrique, fournit )a solution de la question suivante;
Dans le faisceau des surfaces représentées par l'équa^ tion
oii M est de degré fz -h i , N c?e degré v -f- 1, combien y en a^-t-U qui soient tangentes à une surface donnée L de degré X -h i .
Il suit, en efîet, des propriétés connues du plan harmonique, que les points de contact de L avec les diverses surfaces du faisceau qui lui sont tangentes sont situés sur la courbe d relative aux trois surfaces L , M et N et que leur nombre est par conséquent égal à
{\ 4- i) (V -H pt* 4- v»-h p -h vX -i- >f*). D'ordinaire on suppose /!x = v , cette formulé devient alors
et le résultat qu'elle exprime peut s'énoncer sous la forme suivante, utile à signaler : ,
V équation de condition à laquelle ^oii^ent satisfaire les coefficients des équations de deux surfaces algé^ briques Vune d'ordre l -f- 1 , Vautre d^ ordre /x + 1, pour que ces deux surfaces soient tangentes entre elles^ est de degré
par rapport aux coefficients de la seconde y et de degré
par rapport aux coefficients de la première. De là on déduit enfin que :
La surface enueloppe de toutes les surfaces de degré 1 dont les coefficients sont des fonctions de drgré m de
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(66) trois paramètres arbitraires liés entre eux par une re/a-» lion unique de degré n d^t en général d'an ordre mar^ que par
/«[(w — i)'-f-2(/i — i)(m— 1)4- 3(iit — î)«].
Ce théorème et son analogue de la fin du u° 1 sont susceptibles d^ applications importantes dans la théorie des surfaces algébriques. Ils permettent entre autres d'obtenir immédiatement des résultats analogues à quel* ques-uns de ceux énoncés pour les courbes dans un Mémoire de M. Steiner présenté dans la séance des sections réunies de T Académie de Berlin du lo ao&t 1848 {^Journal àe Liouville, t* XVIII, p Soy). Je me bornerai à citer les deux suivants :
Lorsqu'un point O parcourt une surface de degré r, la surface polaire de degré (m — p) du point O, par rapport à une surface donnée d'ordre m , est enveloppée par une surface de degré
Lorsque le pokit O parcourt la courbe d'intersection de deux surfaces de degré r et r', la polaire de degré m — ^ du point O, par rapport à une surface de degré //i, est enveloppée par upe surface de degré
(/w — /?)rr'(2;7 -I- r-f-r' — 4)' En faisant
on trouve
(ot— /7)r(r-j-2/? — 3),
ce qui est le résultat donné par M. Steiner (p. 3ii du Mémoire cite).
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APPLICATION
fte la tnisfinitiii fu rajois ledtm réeipr^ies (*) i Vkêk k h
sirfiee MTekfpe i'wÊt sflière Uigcite à trois sphères dniées;
Pa& m. a. MANNHEIM.
1. M. Dupin, à la p. 22 du t. P** de la Correspond dance sur l 'École Polytechnique y a montré que les ligues de courbure de la surface dont il s^agit sont des circon- férences; à la p. 4^0 du t. IP, le même géomètre a donné l'analyse d'un Mémoire, qui n'a pas été imprimé, relatif aux principales propriétés de cette surface ; enfin , dans les jâpplications de Géométrie , p. aoo, on trouve les démonstrations de la p/upart des propriétés de cette même surface, que M. Dupin désigne sous le nom de cyclide.
Je me propose de faire voir comment , au moyeu de la transformation par rayons vecteurs réciproques, on arrive simplement aux propriétés connues de la cyclide et à d'autres qui n'ont pas été remarquées.
Je vais d'abord montrer qu'on peut toujours transformer une cyclide en tore; cette transformation étant faite, il ne restera plus qu'à revenir des propriétés du tore aux propriétés de la cyclide.
2. Lemme. On peut toujours transformer un groupe de trois sphères données en un groupe fie trois autres sphères ayant leurs centres en ligne droite. Le lieu des pôles de transformation est la circonférence qui coupe à angle droit les grands cercles des sphères données situés dans le plan passant par leurs centres.
(*) Nooft ne ferons nftage dans ce traTail que de oette transformatioD el Bout aooe-entendrona lea moto : par rayons vet leurs réciproques*
Il est bien évident que les pôles de transformation doi-^ vent être dans le plan des centres des sphères données. Il est bien clair aussi que si nous transformons les grands cercles situés dans ce plan en trois autres dont les cen-^ très sont en ligne droite, la même transformation donnera lieu pour les trois sphères à trois autres sphères dont les centres sont en ligne droite.
Le problème est donc ramené à ce problème de géométrie plane : Transformer trois cercles en trois autres cercles dont les centres sont en ligne droite.
Chacun des points de la circonférence qui coupe orthogonalement les circonférences données , peut être pris pour pôle de transformation . En eflct , si l'on prend un de ces points pour pôle, cette circonférence orthogonale se transforme en une droite qui coupe à angle droit les transformées des circonférences données 5 cette droite coupant h angle droit ces transformées, contient leurs rentres 5 donc, etc.
La cyclide se compose généralement de quatre nappes
D'après le lemme précédent , nous pouvons transformer les trois sphères données en trois autres sphères dont les centres sont en ligne droite, c'est-à-dire transformer la cyclide en tore.
Examinons ce qui se passe dans le cas particulier où les centres deâ sphères données sont en ligne droite. Pour cela, menons par cette ligne un plan quelconque qui coupe les sphères suivant trois cercles. On peut généralement mener k ces circonférences huit circonférences tangentes, mais ces huit circonférences sont symétriques deux à deux par rapport à la ligne des centres des circonférences données. En faisant tourner toute la figure autour de cette droite , on n'engendrera donc que quatre tores. A
(«9) ces quatre tores correspondent les quatre nappes de la cy^ clide. Les buit cercles qui engendrent les quatre tores pouvant se réduire selon les positions relatives des grands cercles auxquels ils sont tangents , on voit que ce n'est que dans le cas le plus général que la cyclide se compose de quatre nappes.
4. Les nappes de la cyclide se coupent deux à d^ux suivant des circonférences.
Car les tores provenant de la transformation de la cyclide se coupent deux à deux suivant des circonférences. Nous verrons plus loin que ces intersections sont des lignes de courbure de la cyclide. En transformant les tores pour revenir à la cyclide, on peut prendre le pôle de transformation sur la surface de l'un d'eux ou en un point de l'une des circonférences résultant de leur intersection ; dans le premier cas , la cyclide a une nappe s'étendant à l'infini \ dans le deuxième cas , il y a deux nappes s'étendant à Tin fini.
Nous allons étudier en particulier l'une des nappes de la surface, c'est-à-dire la cyclide provenant de la transformation d'un tore.
5. Les lignes de courbure de la cyclide sont des circonférences (*).
Le tore a pour lignes de courbure les méridiens et les parallèles; comme ces lignes sont des circonférences, leurs transformées sont aussi des circonférences^ donc, etc.
6. Le plan d'une ligne de courbure de la cjrclide coupe cette surface partout sous le même angle.
Par un point quelconque p de l'espace, on peut toujours faire passer des spbères contenant les parallèles ou les mé-
(*) Fo/r le Mémoire de M. Lioaville {Journal de Mathématiques^ t. XII, p. aSî).
{ 7° ) ridiens d'un tore donné. Toutes ces sphères conpent le tore, le long de leurs lignes d'intersection, sous le même angle.
En transformant, le pôle de transformation étant en p, ces sphères deviennent les plans des lignes de courbure de la cyclide; donc, etc.
En transformant par rapport à un point quelconque, on voit que :
Une sphère qui rencontre une cyclide suivant une ligne de courbure, coupe cette surface partout sous le même angle.
Ce théorème est un cas particulier du suivant :
Si une surface a une ligne de courbure sphérique , la sphère sur laquelle se trouve cette ligne de courbure coupe la surface partout sous le même angle (*).
Ce théorème comprend, comme cas particulier, le théorème suivant, de M. Joachimstahl, d'où on l'a déduit :
Si dans une surface une ligne de courbure est plane, le plan de cette ligne coupe la surface partout sous le même angle (**).
7. La cyclide admet toujours deux plans tangents qui la touchent suivant des lignes de courbure.
Par un point quelconque p de l'espace, on peut toujours mener deux sphères tangentes k un tore. Les lignes de contact sont un méridien et un parallèle, ou deux méridiens, ou deux parallèles.
En prenant p pour pôle de transformation , le tore devient une cyclide et les sphères tangentes des plans tangents à cette surface, l.es lignes de contact sont les trans-
(*) Voir Journal de M. LioaTÎlle, t. XVIll , p. laS , Mémoire sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ousphériques; par M. J.-A, Serret.
(**) Voir/ou/MideM. Cre1le,t. XXX, p. 347, et Nouvelles AnmaUs,
(70 formées des lignes de courbure du tore , c'est-à-dire des ligues de courbure de la cyclide.
Lorsque les deux plans touchent la cyclide suivant des lignes de courbure d'un même système , cette surface peut être considérée comme Tenveloppe d'une sphère tanr gente à deux plans et à une sphère donnée.
8. La cyclide peut être considérée de deux manières différentes f comme la surface em^eloppe de sphères tangentes à trois autres.
Le tore peut être considéré comme Tenveloppe d'une sphère tangente à trois autres dont les centres sont en ligue droite, ou comme Fenveloppe de sphères tangentes à trois autres sphères dont les rayons sont égaux. La transformation des sphères de chacun de ces systèmes de génération conduit aux deux systèmes de sphères dout la cyclide est l'enveloppe.
Nous appellerons premières sphères de la cyclide, celles qui correspondent aux sphères de rayons égaux du tore , et deuxièmes sphères celles qui correspondent aux sphères enveloppant le tore,etdont les centres sont en ligne droite.
Si l'on se donne trois des premières sphères, les deuxièmes sphères enveloppent la cyclide, que Ion obtient encore en cherchant l'enveloppe des sphères tangentes à trois des deuxièmes sphères supposées fixes.
Il est facile de voir que pour le tore , dans, l'un ou l'autre système de génération, les lieux des points de contact des sphères variables et des sphères fixes sont des circonférences ; on a , d'après cela , par la transformation , le théorème suivant, dû à Dupuis (*) :
Les lieux des points de contact des sphères mobiles et des sphères fixes sont des circonférences,
{*) Correspondmnce sur l'École Polytechnique, t. I , p. 19; t. U, p. 423.
( 7^) On peut ajouter que , ces circonférences sont des lignes de courbure de la surface enveloppe des sphères mobiles,
9. Le lieu des centres de courbure de la cycUde se compose de deux coniques situées dans des plans perpendiculaires entre eux,
M. Dupin a dc^moutré ce théorème d'une manière trèssimple dans ses Applications de Géométrie.
Nous allons examiner séparément le lieu des centres des sphères de chacun des systèmes.
Commençons par le lieu des centres des deuxièmes sphères , c'est-àrdire qui correspondent à celles du tore qui ont leurs centres en ligne droite.
Les centres de ces sphères sont dans le plan passant parle pôle de transformation et par Taxe du tore qui a donné lieu à la cyclide que nous considérons.
Nous voyons donc déjà que le lieu des centres des deuxièmes sphères est une courbe plane*, nous pouvons ajouter que le plan de cette courbe est un plan de symétrie de la cyclide. Ce plan coupe la cyclide suivant deux circonférences , le lieu des centres est maintenant facile à trouver, puisque ce n'est autre chose que le lieu des points également distants de ces deux circonférences, c'est-àdire une conique ayant pour foyers les centres de ces circonférences.
Examinons le lieu des centres des premières sphères.
Par le pôle p , menons une sphère coupant orthogona- Irment le tore, qui par la transformation conduit à la tyclide que nous considérons; à cette sphère correspond un plan qui doit contenir les centres des premières sphères. Ce plan est évidemment un plan de symétrie de la cyclide.
Les centres des premières sphères doivent se trouver aussi sur la surface conique, que Ton obtient enjoignant p aux centres dos premières sphères du tore.
Le lieu cherche étant sur un plan et sur un cône, est la courbe d'intersection de ces surfaces , c'est-à-dire une conique.
Le lieu des centres de courbure d'une cyclide se compose donc de deux coniques; il est facile de voir que chacune d'elles a pour sommets les foyers de l'autre.
La sphère qui passe par p et qui coupe orthogonalement le tore, a son centre sur l'axe de cette surface; elle est donc coupée à angle droit par tous les plans méridiens; mais par la transformation elle devient un plan de symétrie de la cyclide; ce plan doit donc être perpendiculaire au plan méridien passant par p , qui est aussi plan de symétrie de la cyclide. Nous voyons donc que les plans de symétrie de la cyclide sont perpendiculaires entre eux.
10. Les plans des circonférences ^ lignes de courbure delà cyclide, passent par deux droites perpendiculaires entre elles.
Par p faisons passer des sphères contenant les parallèles du tore transformé de la cyclide, toutes ces sphères se coupent suivant un petit cercle qui passe par p , dont le plan est perpendiculaire à l'axe du tore, et dont le centre est sur cet axe. De même , les^sphères passant par p et qui contiennent les méridiens du tore, se coupent suivant une circonférence située dans le plan méridien qui contient p.
En transformant toutes ces sphères , on a les pl^ns des lignes de courbure ; tous ces plans passent par les transformées des deux circonférences que nous venons de trouver, c'est-à-dire par deux droites.
Chacune de ces droites est dans un plan de symétrie et perpendiculaire à l'autre^ elles doivent donc être perpen- 4iculaires entre elles.
Ces droites sont les axes radicaux des deux systèines de sphères qui engendrent la cyclide.
Le théorème que nous venons de démontrer est un cas particulier du théorème suivant, dû à M. Bonnet (*) :
Dans toute surface à lignes de courbure planes , les plans des lignes de courbure d\in même système sont tangents à un cylindre, et les deux cylindresy enveloppes respectives des lignes de courbure du premier et du 5econd système, ont leurs génératrices perpendiculaires.
1 1 . Les centres des circonjérences , lignes de courbure de la cyclide , sont sur deux courbes planes transformées de coniques.
Les deux droites perpendiculaires entre elles que nous venons de trouver, coupent les plans de symétrie en deux points. Les pieds des perpendiculaires abaissées de ces points sur les tangentes aux coniques lieux des centres de courbure de la cyclide , ne sont autres que les cea^ très des circonférences, lignes de courbure. On sait que le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point fixe sur les tangentes d'une conique, est la transformée d'une conique 5 donc, etc.
12. Le lieu des sommets .des cônes circonscrits à la cyclide le long des lignes de courbure se compose des fixes radicaux des deux systèmes de sphères (**).
On démontre facilement celle propriété, en remarquant que les plans de symétrie coupent la cyclide sui* vant des circonférences qui ont pour centres de similitude les points où ces mêmes plans sont coupés paroles axes radicaux des systèmes de sphères.
(*) Journal de V École Polytechnique, 35* cahieri p. i37. (**) Voir un Mémoire de M. ChasVes {Correspondance sur l 'École Poix* technique, t. Ul , p. 34 1).
i3. Toute sphère doublement tangente à une cycldde coupe cette surface suivant deux circonférences {*),
n suffit , pour trouver ce théorème, de transformer celui de M. Villarceaa : Un plan doublement tangent à un tore eoupe cette surface suivant deux circonférences.
14. Les plans des circonférences , résultant de l'in^ tersection de la cyclide a\fec une sphère qui lui est doublement tangente, sont eux-mêmes doublement tan^ gents à la cyclide.
Concevons un tore , un plan doublement tangent et les circonférences résultant de F intersection de ces surfaces; par un point /?, faisons passer des sphères qui contiennent chacune Tune de ces circonférences. Toutes ces sphères sont tangentes au tore. En transformant cette propriété, le pôle de transformation étant en ^ , on a le théorème que nous venons d'énoncer.
Les théorèmes 13 et 1 1 sont vrais pour le tore; on a donc le théorème suivant , qui comprend comme cas particulier celui de M. Viliarceau.
Toute sphère doublement tangente k un tore coupe cette surface suivant deux circonférences qui sont dans des plans doublement tangents au tore.
Voici encore une généralisation du même théorème :
Toute sphère doublement tangente à la surface en gendrée par une circonférence qui tourne autour d'une droite quelconque, coupe cette surface suivant deux cir^ confét'ences .
M. J.-A. Serret, en étudiant cette surface, a trouvé que, par chacun de ces points, il passe sept sections circulaires : )eparallèle, deux circonférences imaginaires et qua-
(") J'ai énoncé le même théorème sous une forme différente dans le l. XV, p. 6o.
(76) trç réelles qui sont, deux à deux , symétriques par rapport au plan méridien passant par le point considéré sur la surface. Par deux de ces circonférences symétriques on peut faire passer une sphère; cette sphère coupe alors la surface suivant deux circonférences qui ont deux points communs. Il y a en chacun de ces points deux tangentes qui sont à la fois tangentes à la surface donnée et k la sphère, c'est-à-dire que ces deux surfaces ont en deux points des plans tangents communs*, elles sont donc doublement tangentes : d'où l'on peut déduire le théorème que nous venons d'énoncer.
NOTE A
' Nous avons vu que la cyclide peut être considérée de deux manières différentes comme l'enveloppe de sphères.
Au moyen du lemme , nous avons montré quW pouvait toujours transformer la cyclide en tore, et pour cela , nous avons cherché les pôles de transformation tels , que les deuxièmes sphères de la cyclide aient leurs centres en ligne droite.
En opérant ainsi , nous avons transformé les premières sphères en sphères de rayons égaux.
Nous pouvons donc dire :
On peut toujours transformer un groupe de trois sphères données en un groupe de trois autres sphères de rayons égaux ^ le lieu des pâles de transformation est une circonforence,
n s'agit de voir comment cette circonférence est placée par rapport aux trois sphères données, et pour cela, il faut d'abord examiner sa position par rapport aux deuxièmes sphères.
Elle est dans le plan des centres des deuxièmes sphères ,
(77) Son centre esi au point ou ce plan est perce par Taxe ra-* dical des deuxièmes sphères, et son rayon est la racine carrée de la puissance de ce dernier point par rapport aux deuxièmes sphères.
Elle est donc dans le plan mené par Taxe radical des sphères données perpendiculairement à la ligne des centres de similitude externe de ces sphères. Son centre est à l'intersection de ce plan et de cette ligne , et son rayon est la racine carrée de la puissance de ce point d'intersection par rapport à l'une des circonférences touchant de la même manière les trois grands cercles des sphères données situées dans le plan des centres de ces dernières.
La circonférence, lieu des pôles transformations, est ainsi définie par rapport aux sphères données.
La puissance de Tun de ses points a , par rapport à l'une des sphères données, divisée par le rayon de celte sphère, est proportionnelle à l'inverse du rayon de la transformée de cette sphère , obtenue en prenant le pôle en a. On peut obtenir ainsi trois rapports , un pour chacune des sphères données ; ces trois rapports doivent être égaux , puisque les rayons des transformées sont égaux. Nous pouvons donc dire r
- Le lieu des points tels » que leurs puissances, par rap-» port à trois sphères données, soient entre elles comme les rayons de ces sphères, est une' circonférence dont le plan est perpendiculaire au plan passant par les centres des sphères données.
NOTE B
Nous avons vu que le lieu des centres des circonférences, lignes de courbure de la cyclide, sont des courbes planes transformées de coniques. Nous pouvons déduire de là deux théorèmes de géométrie plane.
Ces transformées sont dans les plans de symétrie de la
{?8) cyclide. Considérons l'un de ces plans et la transformée qu'il contient ; ce plan coupe la cyclide suivant deux circonférences; et la droite, suivant laquelle se coupent les plans des lignes de courbure , dont nous considérons le lieu des centres, en un point qui est le centre de similitude des deux circonférences dont nous venons de parler*
On a donc dans ce plan de symétrie deux circonférences, l'un de leur centre de similitude et des droites issues de ce point, qui représentent les intersections des plans des lignes de courbure. Les points de la transformée sont les milieux des portions de cesdroites comprises entre les circonférences. On peut donc dire :
Par le centre de similitude de deux circonférences on mène des transversales ^ on prend sur ces droites les points également distants des points anti-homologues qu'elles contiennent; le lieu de ces points est une trans» formée de conique.
Par une transformation facile, on déduit le théorème suivant ;
Par le centre de similitude de deux circonférences on mène des transversales , on prend sur ces droites les conjuguées harmoniques du centre de similitude par rapport aux points anti-homologues quelles contiennent. Le lieu de ces points est une conique.
NOTE C
Nous avons énoncé quelques propriétés des surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques.
Nous ajouterons encore la suivante , que nous allons giînéralîser :
Si une surface admet un système de lignes de cour^ bures sphériques, toute surface qui lui est parallèle jouit de la même propriété.
(79) La démonstration de ce théorème connu est immédiate, lorsque l'on s'appuie sur le théorème de M. Joachimstahl. Nous allons le généraliser en le transformant , mais pour cela nous allons l'énoncer différemment.
On peut considérer une surface parallèle? à une autre comme l'enveloppe de sphères égales constamment tangentes à celle-ci. Nous pouvons donc dire :
Si une surface admet un système rie lignes de courbure sphériques , la surface env^eloppe de sphères égales tan-^ gentes à la première surface jouit de la même propriété.
En transformant la surface donnée, on obtient une surface qui jouit encore de la propriété d'avoir des lignes de courbure sphériques. Les sphères se transforment en sphères tangentes à cette nouvelle surface , et comme elles ont des rayons égaux, leurs transformées sont telles, que, pour chacune d'elles , le rapport de la puissance du pôle de transformation à leur rayon est constant.
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : On donne un point fixe p et une surface qui admet un système de lignes de courbure sphériques; on con^ struit les sphères tangentes à cette surface y telles que'la puissance de p , par rapport à chaque sphère , divisée par le rayon de jcelle^-ci , soit constante : Vem^eloppe de toutes les sphères ainsi construites est une surface qui admet un système de lignes de courbure sphériques.
Lorsque p est à l'infini , toutes les sphères ont le même rayon , et l'on retrouve le théorème d'oii nous sommes partis.
Note du Rédacteur. Logocy clique (p. 28) : c'est l'enveloppe du cercle décrit sur le rayon vecteur comme diamètre.
smution n la oubstion 488
(Tolr b XVIII, p. SS9);
Pae m. Charles KËSSLER, Élève du Prytanée Militaire.
On donne : i® une conique; 2° deux tangentes fixes a cette conique ; 3^ deux points fixes dans le plan de la co» nique; 4° une tangente mobile rencontre les deux tangentes fixes -en deux points variables formant avec les points fixes les sommets d'un quadrilatère variable ; les diagonales de ce quadrilatère se coupent suivant des points situés sur une conique passant par les pointa fixes; et énoncer le théorème correspondant d'après le principe de dualité.
Solution. Je rapporte la conique aux deux tangentes fixes prises pour axes coordonnés ; son équation sera
x>- -h > [ax -h àjr — f)' = o,
€u: -h hy — 1 = 0 étant Téquation de la ligne des contacts.
Soient
A(a? = a, r = P), C»> = 7, jr=:^),
les deux points fixes, O Torigine.
L'équation d'une tangente en un point (jt/, y) est
*[ j' + 2a\ [ax' -4- 6/ — i)] •+-7[j/-4- aèX (ax/^bf^ 1)] — i\ (ax' -h 4»/ — i) = o ,
ou, en réduisant,
xy-^yx^-¥ aX (ax! -h 6/— ()(«x-+- i^r — 0 = o.
( 8» ) Caisons successivement
dans cette équation , nous aurons pour l'ordonnée et l'ab* scisse à l'origine
aX(aj;'H- by' — ï) x'-{-i\b(aje'+by—t*
-/+2aX(tfx' + 6y'-i)' on aura donc, pour les éclations de ÂB et de CD>
a3i(gy-t-^/— i)
OB
(AB) /-
(.) (CD) .r -^^^--^^^^.^ ^^^ ^^^ .(.,^),
Êtîminant x^ei y entre réquation (i) , (a) et Téqua* lion
xV 4- X (/ix' 4- V— i)* =F O,
tm obtient Féquation du lieu cherché. De l'équation (3 ) on tire
„/- . \{a^ + by-iy
par suite, l'équation { a) se met sous la forme
,, ,/ ax' + by — i\
/ax'-^by—i\ '
2 — 2 iim. <!• Mathém,, t. \IX (Mars ifiGo.)
d'où l'on tire
ax' + h' — 1 _ ar/ (77 — êx) — a (^ — ^)
Or (lÎTisant certaÎDS termes de réquation (i) haut et bas par (ax'-h iy' — i), on peut la mettre sous la forme
et substituant la valeur de , , . . » on a
(aj — px)(7 j^ — *x) = 4aX (a — x) {77 — Jjr)
c^est réquation du lieu : on voit facilement à son inspec^ tion que c^est une conique passant par les points fixe» donnes.
Si maintenant je transforme cette propriété par la méibode des rajon» vecteurs réciproques , j aurai cette nouvelle proposition :
On donne une conique tangente à deux droites fixes, jeux points fixes , un cercle tangent à cette conique el passant par le point de concours O. de» deux tangentes rencontre ces deux dernières en deux points. Par l'un de ces points, le sommet O et Fun des points fixes, je fai» passer un cercle*, de même par l'autre point, le sommet O et Tautre point fixe : ces deux circonférences se rencontrent suivant une corde passant par O et dont l'autre extrémité est toujours sur une conique passant par les points fixe». On peut enccure transformer cette proposition par la méthode des polaires réciproques.
Éunl donnée une conique, une corde fixe AB et deux
{ 63 ) droites fixes A^ B' dans le plan de )a conique, on prend un point variable O dans ce plan , on joint OA qu'on prolonge jusqu'à sa rencontre G avec A', OB qu'on prolonge jusqu'à sa rencontre D avec B' ] la droite CD est constamment tangente à une conique tangente aux deux droites A', B'.
U est facile de voir que c'^t la réciproque de la question proposée.
(TOlr p. S) ;
Paa m. Chaules KESSLER,
Élève du Prytanée Militaire.
Soit P un point d'une conique , C le centre de courbure en P, O 1^ centre de la conique ^ par C on mène une parallèle à la tangente en P-, soit Die point où cette parallèle est rencontrée par le diamètre OP : on a CD égal au tiers du rayon de courbure de la développée en C.
(Abel TaAirsoir.)
f te
Soit une ellipse, O son centre, P un point quelconque, C le centre de courbure en ce point, FF' Taxe focal. Faisons la construction indiquée. Soit p le rayon de courbure CP au point P de l'ellipse. On sait que, OE étant la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente PK,
(84) {Méthodes en géométne de M. P. Serret)
en posant
OP = a',
et le demi-diamètre conjugué = b' ; car on calcule facilement OE en fonction du rayon vecteur
ab . ab OE = --===== = TT'
Désignons par « l'angle CPD , on a (triangle PCD)
^i — cos'a (,) CD=fUng«t=p— ^3j^j
Or, dans le triangle OPE on a
OEssa' coia,
d'où
OE ab
et, par conséquent, substituant dans Véqûation (i)^
/ «- g'^' ab ab a^ b^
Désignons maintenant par p' le rayon de courbure de la développée en C. On sait que
tang«=:3^,
d'où
p's= 3p tangAy
{ 85 ) el subslituanl les valeurs trouvées de /o et de tanga, on a
/ = 3CD, car
p tanga r= CD, donc on a bien
CD
Pour rhyperbole, on changera i',i'* en — fe*, — A'*, et on aura le même résultat.
mOTIOBi JUALYTIODE DE U QUESTION 5«2
(TOlrp-U);
Pae m. J. LARROSE,
Élève du lycée SainWLonis.
Lemme. Si Ton appelle a , & , c les trois côtés d'un triangle et (x'^f), (x", f'), (x'\ y^) les coordonnées des sommets opposés, le centre du cercle inscrit a pour coordonnées
Je prends pour axes coordonnés les axes de Ttellipse. Soient (x'^y) et (x^\jr'^) les coordonnées des points A et B où la corde passant par le point F rencontre Telr lipse.
Je joins A et B au second foyer F'. Le point de ren*contre C des normales en A et B est le centre du triangle
(86) ABF', dans lequel les côtés
F'A=:flH == , et F'B = «+ — =
„ a* — ex' „_ a' — ex" FA= —, FB =
D'après les formules (A) , Tordonnée du point C donne
car l'ordonnée de F' est nuUe et le périmètre du trianglç^ ABF'est4a.
Or Ton a
y __ AF __ a' — çx'
d'où ainsi
Cette démonstration est évidemment applicable à l'hyperbole et avec une facile modification i la parabole.
Note du Rédacteur. M; de Jolivette, élève de l'institution de Lasalle, part de l'équation Comte
or' -h j^ = {my -f- »x -h />)',
et cherche directement les coordonnées de l'intersection des detix normales par leé équatiom de ces lignçs, ce qui entfaifieiin calcul qui etlge des multiplicateurs indé^ térîùinéë que det élève emploie adroiteinteiit.
M. L. Rabeau, élève du lycée de Poitiers, donne une solution analytique, analogue 4 celle de M ^ Larme, et ajottie Une solution 'géométrique 'pour la .{larabole seule^
(«7) ment, fondée sur ce que la normale bissecte l'angle formé par le rajon vecteur et le diamètre adjacent.
M. Charles Kessier, élève de la Flèche, établit aussi Téquation Comte , mais prend pour coordonnées du point d'intersection cell^ qui ont été consignées t. XVIII,
M. Eugène Dupont, élève du lycée Louis^Ie-Q rand , pose les deux équations
les ordonnées y', y^ des points A et B sont données par l'équation
y^(fl»/if'-i-^') 4- ^mb^cy ^ m^ b^ = o, ' -i. K* — -, ^^'^ f V _ "^^ **
a*m*-h b^ -^ -^ a* wi» 4- b' et
/wjt' z=.y '\- me , mx" = /'^ 4- me.
De là les équations des deux normales en A et B sont *' (r "f) [y -f- me) = û»y (mx — / — //ic),
Eliminant x , il vient
/wA' j = çy' y" =r •
fl'/n'4- b^
MM. J. Bonnet, François de la Bruière (école de Sainte-Geneviève), H. Delorme (lycée Louis-le-Grand), Joumeaux (de Liège) , Desgrange» ont envoyé des solutions identiques. M. Cuénoud (de Lausanne) fait observer que cette propriété est une conséquence immédiate de \% question 433 (t. XVII, p. a85).
(88) SOLDTieN 6B0HÉTRHIUS DE U (TOBSTION S02
(T«lrp. M);
P4R M. E. MAILLOT
Élève de Spéciales aa collège Stanislas.
Par un foyer d^une ellipse , on mène une corde AB ; par le point de rencontre O des deux normales en A et 6 , on mène une parallèle au grand axe : cette parallèle passe par le milieu de AB.
Soit AB une corde passant au foyer F; on mène AO, BO normales à la courbe en A et B et par leur point de rencontre OM parallèle au grand axe : M sera le milieu deAB.
En effet, à cause des triangles semblables AMO , AFD d'une part, BFC , BMO de Tautre, on a
FF
FC'
AM ^ BM.
Corollaire (*), Si Ton place Tellipse de sorte que son grand axe soit vertical, une droite pesante et homogène AB sera en équilibre si elle passe au foyer.
€ar la résultante des réactions est égale et opposée à la pesanteur qui s'applique en M.
Remarque, La condition que la droite passe au foyer est suffisante pour l'équilibre, mais est-elle nécessaire? Ou plus généralement : Si par le point de rencontre des
FlG. 3.
normales qui ont leurs pieds aux extrémités d'une corde quelconque on mène une parallèle au grand axe , dans quel cas cette parallèle coupe-t-elle la corde en son mi-r lien ?
Soient
( I ) y z=z mx-^ n
Téquation de la corde AB ;
(*) Cette partie de colle belle sulution a déjà été traité* (tome XVII, paffc 195). Tu.
celle de Tellipse. Les coordonnées des points A, B, intersections de la corde et de l'ellipse, sont
— <i' mn ± ab ^a^m^ -h b* — ni
"" a^m'-hb^
Les équations des deux normales menées par ces points sont de la forme
L'ordonnée du point K où ces normales se coupent est , ayant égard aux valeurs trouvées de x' et de y'
oùc* = a* — b*.
Nous auroQS la relation cherchée entre m, n^ en exprimant que yi est égal à la demi-somme des ordonnées des points Â, B3 cette demi-somme , d'après l'équation (3), est
Égalons les équations (4) ^^ (S)? îl ^îe>i^ /i = ± me.
Doue l'équation de la corde sera
Le double signe convient à la question géomélnquei
(9« ) mais celle d'équilibre est moins générale et n'admet que le signe positif. En discutant cette équation
on voit que pour l'équilibre il faut, si m n*est pas infini, que la droite passe au foyer; si m est nul, elle coïncide avec le grand axe-, mais si m est infini, la droite est horizontale et en équilibre dans toute la moitié inférieure de l'eUipse.
(rolr t. XVIIl, p. 44S);
Pae mm. CH4&LES KESSLER et Emile LEMOINË, Élèves du Prytanée MiliUire.
Lemnie. Dans un triangle ABC si tix>is droites parlant des sommets AK', BK'^, CK'^'^ se coupent au même point O (K' est sur BC, K'^ est sur AC, K'" sur AB), pn a
Si O est intérieur à ABC, on aura OK' OK" 0K"_
si O est dans la partie de l'angle BAC extérieure à BC, ox\ aura
OïT OK^ OK^ _
OK^ OK^^ OK'^ AK' BK" CK
et ainsi des aulres.
(Ce théorème est proposé en exercice dans la Géomé-trie de Legendre revue par M. Blanchet et résolu dans les problèmes de géométrie élémentaire de M. Catalan. )
Cela posé, la solution de la question 4(9S n'en est plus qu'un corollaire très-simple.
Nous conservons les notations des Nouyelles Annales,
Joignons Ob^ Oa, Oc\ joignons
AO qui coupe BG en K% BO » AC > R"",
B^'""BK
les deux triangles semblables 0¥J"c et CK"'c' donnept
Oc_ _0K*' Ce' ■" CR*
( 93 ) Ajoutant ces trois égalités membre à membre, ou a
Afl' "•" B 6' "*" Ce' "^ AK' "^ BK" "^ CK-' ~" ' •
Remarque. On Terrait de même que si O était dans Tangle BÂC en dehors du triangle ÂBC, on aurait
et que si O était dans Tangle opposé au sommet de A, on aurait
Oa Ob Or _
Afl'""By'""C?""''
et ainsi pour les autres côtés.
Note, M. E. Martin, élève du lycée Louis-Ie-Grand , et M. Joseph Derbès, élève de l'institution Barbet, ont résolu la question de la même manière.
UGANM SOLlITiON GÉOMÈTRIIIIE DE U «IIESTION 5»2
(fOlrp.ë8);
Pa» m. l. vollant,
Élère de Mftthémfttiqoes spéciales an lycée Saint-Louis.
Je joins les points A et B au second foyer F'; le point de rencontre O des normales en A et B est le centre du cercle inscrit dans le triangle ABF'. Soit K le point de contact de ce cercle avec AB. Le point de rencontre CY des tangentes en A et B est le centre du cercle exinscrit an triangle ABF', et comme O'F est perpendiculaire sur
ÂB (propriété connue), ce cercle est tangent en F au côté AB. D'après un théorème connu, on sait que BK est égal à ÂF. D'autre part, F' éunt le centre de similitude des deux circonférences O et 0', le rayon OC du cercle inscrit est parallèle à O'F et par suite perpendiculaire sur AB. Cette droite devra donc passer par le point K. Mais le centre O divise le côté CK. du triangle KFC en deux parties égales, la parallèle OM au côté CF divise donc FK et par suite AB en deux parties égales.
N, B. La même propriété a lieu pour l'hyperbole, on le démontre de la même manière.
Il en est de même pour la parabole.
Soit KF l'axe d'une parabole dont F est le foyer. Là corde AB passant par le point F, les tangentes en A et B se coupent en O^ à angle droit. Les normales aux mêmes points qui se coupent en O sont aussi rectangulaires. Le quadrilatère AOBO' esi donc un rectangle et la diagonale OO' coupe AB en son milieu M. Mais O' M est un diamètre (propriété connue) \ par suite OO' est parallèle à KF.
««ESTIONS
€ = base népérienne > démontrer qu'en posant
( 95 ) Téquation transcendante a deux racines égales; de même en posant
(PciSBtJX.)
Si dans ce déterminant on remplace a^^jt par af~', on obtient le produit
(«1 — «j) («1 — «a)-., (a,— a),)X, («a — Oa) ^«, — «4)-. («î.— ««)Xi
Soit Téquation
JP*^* H- flx'"-' -4- *x"*-3 -h ... H- te H- X- =r o,
qui ne renferme que des puissances impaires de Pinconnoe (excepté x^) ) il y a une racine réelle comprise entre
H- a i/- et — 2 V*"' (TCHEBICHÊF-)
547. i^. Le segment ii;itercep(é sur upe normale queU conque à une ellipse par les deux axes étant multiplié par la distance p du centre à la tangente adjacente à sa normale donne un produit constant-, a^ le segment intercepté sur une normale quelconque à une ellipse par un cercle concentrique d'un rayon égal à la demi^somme des axes et multiplié par la distance p donne un produit constant.
(96) 318. Â partir de l'origine P, normale quelconque à une ellipse, on porte de part et d'autre sur cette normale deux longueurs égales PNi , PNs telles , que le produit de PNi ou de PN« par la distance du centre à la tangente adjacente à la normale donne un produit constant ; les lieux des points Ni , Nt sont deux ellipses confocales de même centre que l'ellipse donnée.
519. Les droites qui dans deux ellipses confocales joignent deux points correspondants^ sont normales à une troisième ellipse qui bissecte ces normales*
Observation. Deux points sont correspondants lor5<que les coordonnées de ces points sont respectivement proportionnelles aux axes sur lesquels sont rapportées ces coordonnées.
520. Soient P, Q les intersections respectives d^une normale par les axes a et 2»« Si , à partir de Forigine m de la normale, on prend des longueurs égales m Si, mSf, telles, que mSi soit égal au demi-diamètre parallèle à la normale, les quatre points Si , P, Ss , Q sont placés har^ moniquement; les lieux de Si , S, sont deux cercles concentiiques â l'ellipse décrite des rayons a±b.
521 . Soit décrite une ellipse ayant pom* axes une noi^ maie et la tangente adjacente quelconque d'une ellipse donnée et touchant le grand axe de Tellipse au centre \ et de même soit décrite une seconde ellipse touchant le petit axe au centre \ les lieux des foyers de ces ellipses sont deux cercles concentriques à Tellipse donnée et ayant pour rayons la demi-*>somme et la demi «différence des axes.
Observations. Les cinq propositions 517 à 521 subsistent d'une manière analogue dans l'ellipsoïde et ont pour auteur M. le D** Heilermann, directeur de l'Ecole industrielle provinciale de Coblentz.
(97) SOLUTION DE LA OUKSTIOSI 418 (LAFFim)
(fOlr l. XVII, p. Si);
Par mm. E. CARÉNOU kt M. LAQUIÈRE,
Élèves du lycée Saint-Louis (classe de M. Faurle ;.
Deux figures étant en perspective, sî leurs plans tournent autour de leur commune intersection, il faut, pour que ces figures restent en perspective, que Toeil change de position; les perpendiculaires abaissées chaque fois du point de vue sur ces plans restent dans un rapport constant.
Soient OX, OY les intersections des deux plans par le plan mené par le premier point de vue S , perpendiculaii-cment à Tintersection commune 00' des deux premiers plans (*) . Nous allons démontrer qu'il existe dans ce même
plan un point unique S', par rapport auquel les deux fi*
(*) Dans la figure les deux parties séparées par la ligne LT sont suppo* sé^ dans des plans rectangulaires.
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arc de cercle , r est constant -, et Ton obtient aussitôt ce résultat que M. Delaunay tire de Vëquation difierentielle de la courbe, et qui au besoin pourrait faire retrouver celte même équation , savoir que : En chacun de ses . points y le rayon de' courbure de la courbe demandée est proportionnel au cosinus de V angle formé par son plan osculateur a\fcc le plan tangent à la surface.
L'auteur imagine ensuite une sphère contenant le cercle osculateur de la courbe cherchée, et, de plus, ayant son centre sur le plan tangent de la surface. Il est aisé de voir
que le rayon de cette sphère est égal à — ^. Il est donc
constant, ce qui est une très-belle propriété, et notamment il est égal au rayon du cercle dans lequel la courbe cherchée se transforme par le développement de noire surface auxiliaire.
Pour établir la propriété dont nous venons de faire usage, considérons deux faces consécutives du polyèdre infini lésimal que, conformément à la mélhode des infiniment petits, on substitue idéalement à la surface développable. Soit A le point où la courbe proposée rencontre rinlersection de ces deux faces. J'appelle AT le prolongement au delà du point A de Vêlement de courbe qui est sur la première de ces deux faces , et AT' Télément même qui est sur la seconde. Ainsi le plan des deux lignes AT, AT' est le plan osculateur*, il forme avec le plan de la première face un angle dièdre a dont l'arête est la ligne AT. Cependant rabattons la deuxième face sur la première^ la ligne AT' viendra y prendre une position AT" qui est en réalité la projection de AT' sur celte première face; Taugle trièdrc ATT'T"adonc un angle droit suivant Tarèle AT", vi un an^lc reprc'MMilc par a suivant V.irêtc AT.
( '03) D'ailleurs les faces TAT' et TAT'' sont respectivemenl les angles de coutiogence de la courbe primilive et de sa iransforméc plane. Si on les appelle e etd, la propriété connue des triangles sphériqiies rectangles donnera
tang 9 = tang c . cos a , ou plutôt, à cause des inGuiment petits^
: e . cos a.
Soit maintenant ds Télément de la courbe primitive y élément qui ne change pas de grandeur dans la transfor*» mation ^ on a à la fois
iis^zpt et ds=zr,Bi
de là il est aisé de conclure {*) la relation
p =rcosa.
De la ligne géodésique sur une surface quelconque. Concevons une surface développable tangente à la sur-
(*) Depuis longtemps (i843) M. Catalan a déduit de l'équation diflerentielle dooDée par M. Delaunay pour la courbe qui, parmi celles de Ion* gueor donnée, comprend sur une surface quelconque une aire maximum» la propriété de cette même courbe d'ayoir pour transformée plane un arc de cercle lorsqu'on la considère comme appartenant à la surface déreloppable que j'ai définie dans le texte sous le nom de lurjact auxili ùre ( voir Journal de VÉcole Poix technique, 29® cahier,' p. r5i}. M. Catalan a démontre aussi la relation entre le rayon de courbure d^une courbe tracée sur une surface développable et celui de sa transformée plane {Comptes rendus, t. XVll , p» 738 ). Mais outre que la démonstration donnée par M Catalan pour ce second théorème est aussi purement analytique , M. Catelan n'a pas montre l'emploi de la relation p = rcoBa pour établir les théorèmes de M. Delaunay. D'après tout cela, j'ai pu croire que mon tra*» vail ofTrirait au moins par sa forme , sinon par la nouveauté du fond , quelque intérêt aux lecteurs dos Nouvelles Annales. On peut voir aussi pour lir-relation p = r cos « V Application de l'Analyse h la Oromctrie de Mongo, •>* édition (i85o); nTilcs de M. LiouviUo, p. r>7().
( io4 )
face proposée tout le long de la ligne géodësique; celle-' ci' sera également géodésique par rapport à la surface auiciliaire , et par conséquent sa transformée plane sera une ligne droite. Ainsi dans le cas actuel r est infini , de sorte que cosa est nul*, d'où on peut déduire ce résultai bien connu , que le plan osculateur de la ligne géodésique est constamment perpendiculaire au plan tangent,
TV
Eu i85i on a proposé pour le concours d^agrégatioii la question suivante , traitée avec élégance par M. Dieu dan» les Noui^eilés jénnales (t. IX , p. 33) : Trouuer V équation différentielle des courbes planes qui, enroulées sur un cylindre droit à base circulaire, donnent des courbes dont le rayon de première courbure est constant.
Pour résoudre celte question , je remarquerai ici et je démontrerai à Tinstant que si r est le rayon de courbure d'une courbe plane , R le rayon du cylindre sur lequel ou Tenveloppe, &> T angle que la tangente de la courbe enveloppée forme avec Tarète du cylindre, eta l^angle entre son plan osculateur et le plan tangent, on a la' relation très-simple
r sin'oj »ang« = — ^
Or^ si Ton élimine a entre cette éc}uatiou et la relaliou précédemment obtenue
p =z r cos a f il viendra
IV— p'SUl'w
R et |0 sont ici des quantités conslanlos, cl celle é<[ualioli peut être considérée comme exprimant la propriété ca-
( «o5 ) ractéristique de U coarbe plane demandée; si Ton y remplace r T9CJOVL de courbure, et câ angle de la tangente avee une perpendiculaire à la base du cylindre développée en ligne droite, par leurs valeurs connues au moyen des dérivées de la fonction qui exprime Tordonnée de la courbe , on obtiendra l'équation différentielle demandée. Mais déjà sous la forme présente on peut reconnaître que si le rayon de courbure p de la courbe enroulée doit surpasser le rayon R du cylindre, ou pourra par chaque point de la surface cylindrique faire passer deux hélices satisfaisant à la condition voulue. En effet, en supposant deux droites menées sous les angles déterminés par la condition
Féqualion caractéristique ci-dessus est satisfaite, puisqn^en même temps le rayon de couri:)ure r est infmi . Si Ton devait avoir p = R, ces deux hélices n'existeraient plus, ou mieux elles se confondraient en chaque point du cylindre avec sa section droite.
Voici comment se démontre la propriété énoncée dans le précédent paragraphe :
Considérons deux faces consécutives du prisme droit infinitésimal quon substitue idéalement au cylindre. La droite intersection de ces deux faces, et, sur chacune déciles, les éléments correspondants de la courbe enroulée, forment les trois arêtes d'un angle trièdre dans lequel on connaît deux faces et Tangle compris. En effet, les deux faces contiguës à Tarête du prisme sont u, et TT — û) — diù. Quant à Tangle de ces deux faces, il est le supplément de l'angle de contingence de la section droite.
( .o6 ) Donc , puique R est le rayon du cylindre , si de représente réléinent du cercle de base , Tangle en questk)n est
71 — — - • Or si l'on appelle ds rélément de l'arc de courbe
enroulée y^on a
de sorte qu en appelant A Tangle du dièdre suivant Farêle du prisme, & et c les faces adjacentes, on a pour ces trois éléments les valeurs suivantes
sin «>.</.(
A = TT — } o = w, c = Tr — b) — a».
Or Tangle C opposé à la face c est donné par la formule de trigonométrie sphérique
cotc.sin^ = cotC.sin A + cos^.cos A,
qui à cause des valrtirs ci-dessus devient — cot(&) -hf/&>).siD6>
_ . /sinw.cfeX /sin».^\
= cet C.sm ( — 1 — cosMços I — - — j ;
en réduisant et en ne conservaul que les infiniment petits du premier ordre, on tire aisément de cette dernière équation la relation suivante
^ rsin*»
tangC =
Or l'angle C est ici 1- angle du plan des deux éléments consécutifs de la courbe enroulée avec la première face du prisme, c'est-à-dire Tangle du plan osculateur avec le plan tangent*, c est ce que nous appelions a dans les paragraphes précédents.
En suivant une marche analogue, on démonti^ra que si Ton fait la transformée plane d'une courbe tracée sur un cène de révolution dont le demi-angle au centre est d, on a la relation
r sin' tù
tanc a = ,— ; ^ 9
^ (/+ rsmo>)tangd
dans laquelle / est la distance du point correspondant de la courbe donnée au sommet du cône , et par conséquent le rayon vecteur de la transformée , (ù Tangle de la tangente de cette transformée avec son rayon vecteur; rson rayon de courbure; a Tàngle du plan osculateur de la courbe primitive avec le plan tangent.
Eliminant a entre cette équation et la relation
p = r cos a , .
on obtiendra uue équation caractéristique pour les courbes qui, enroulées sur un cône de réi^olution, donnent des courbes dont le rayon de première courbure est constant. Ce qui renferme comme cas particulier la question du concours de 1 83 1 . En effet , pour revenir à celle-ci , il suffira de remarquer que , pour passer du cône donné au cylindie de rayon R, il faut concevoir que 6 tende vers zéro, et en même temps que / tang 6 tende vers R.
Paris, iL novembre 1859.
( 'o8) HOMOGRAPHIE',
Par m. poudra.
Problème. Etant donnés cinq points a, b, c, d, e appartenant à une figure quelconque Je l'espace y et les cinq points homologues a', b', c', d', e' d'une figure hamographique à la première j on demande de construire cette deuxième figure par des moyens analogues à ceux de la perspective.
Les quatre points a, i, c ^ d peuveut être considérés comme sommets d^une pyramide triangulaire; soit abc la base et d le sommet.
Soit de même a', b\ c\ d^ la pyramide homologue, et a'b'c* la base, et d' le sommet.
La droite de qui joint le cinquième point e de la première figure à r/, rencontrera le plan abc en un point /, qui sera homologue du point y, où la droite d' e' de la deuxième figure rencontrera le plan a'b'c*.
Supposons dans le plan abc une figure appartenant aa sujet donné , et dont font partie les quatre points a^b^c^f homologues à ceux a', &', c\ j' contenus dans le plan aVc* âiià la deuxième figure.
Ces deux figures planes situées dans les plans abc y a'Vc^ sont homographiques entre elles , et par suite homologiques-, il s'ensuit qu'elles peuvent se mettre en perspective; il suffit pour cela de placer en perspective les deux quadrilatères ahcf^ a'b'c'j'.
Soit O le point de vue. Regardons ce point comme appartenant à la première figure; il lui correspondra dans la deuxième un point O', qu'on déterminera ainsi : On
( »»9 ) joint o à /iet à e; ces deux droites orf, oe rencontrent le plan abc aux points respectifs geth^ qui ont pour homologues les points g' et A', où ces mêmes droites rencontrent le plan a'b'c', Joignons g' k d' et h' à c'. Ces deux droites g' d' ^ h' e' seront dans le même plan, déterminé par les deux droites f g^ h' et /' e' d^ \ donc elles se rencontreront en un point O' homologue de O.
D'après cela , il est très-facile de déterminer le point M' de la deuxième figure, qui est l'homologue d'un point quelconque M de la première. En effet, i** la droite MO rencontre le plan abc en un point //i, et le plan a'b' c' en un point homologue m', La droite O'M'm' est donc Thomologue de la droite OM/n, et passera par le point M' cherché, a*^. Joignons le point M à un point de la première figure, tel que rf, dont on connaît Thomologue rf'; cette droite Mrf rencontrera le plan abc en un point i , dont l'homologue /' sera à Tinterscction du plan a' V c' et de la droite Où'; il en résultera que la droite Mrf« aura pour homologue la droite M'cî't' passant par le point M', il sera donc à l'intersection de O'M'/w' et de Wd'i'.
Il résulte de la construction : i^ que la perspective plane de la première figure , sur le plan a'b'c' prise du point O, est la même que celle de la deuxième figure, sur le même plan prise du point O' homologue de O ; et 2^ que la perspective plane de la première figure, prise d'un point quelconque M de l'espace , considéré comme appartenant à la première figure, sur le plan abc y étant mise en perspective sur le plan a'Vc* pour le point O, donne sur ce plan a^b^c' une figure qui est la perspective plane de la seconde figure sur ce plan, pour le point M', homologue de celui M.
Ce qui donne un moyen très-simple de construction d'une figure homographique à une figure donnée, lorsqu'on connaît cinq points homologues des deux figures.
MO
Au moyeu des cinq points homologues dans chaque figure, on les place dans la position indiquée ci dessus, où deux des plans homologues tels que abc^ a'b'c' seul en perspective pour un point O ci-dessus déterminé. On construit ensuite deux points homologues tels que M , M'. Alors la construction s'achève comme il suit :
Pour déterminer d'abord le point K' homologue d'un point ky on mène : i^ la droite KO qui rencontre le plan abc en K et a'b'c' en K', homologue de K. La droite K'O' passe par le point K' cherché-, ii? on fait la perspective de K sur le plan abc pour le point M. Soit n cette perspective 5 la droite //O rencontrera le plan a*b'c' au point /i', homologue de n , de sorte que /i'M' sera Thomologue de n M , et passera par le point K'.
Pour avoir la droite L', homologue d'une droite L, on fait d'abord passer par O et la droite L un pian qui coupe a't'c' suivant une droite, par laquelle et par O' faisant passer un plan , il contiendra la droite cherchée. Ensuite par L et M un autre plan qui coupe celui abc suivant une droite, par laquelle et O on fait passer un plan qui coupe a'b'c' suivant une droite^ par cette droite et M' faisant passer un autre plan , il contiendra la droite cherhée 5 donc , etc.
Entre deux figures homographiques ainsi placées, il existe, outre les relations métriques connues , les relations descriptives suivantes :
1^. Les deux figures ont pour droite commune Tin* tersection des deux plans abc , a'b'c',
a". Elles ont la droite 00' commune, mais seulement en direction-, on voit, en effet, que O' est Thomologue deO.
3°. Dans deux figures homologiques , les droites et les plans homologues étant prolongés , se rencontrent sur le plan dit àliomologie j dans les deux figures homographi-
ques ci-dessus , les deux plans abc^ a' b'c' font l^office de plans homologiques de la manière suivante, c^est que les droites et les plans de la première (igure étant prolongés jusqu'au plan abc^ et celles homologues de la deuxième jusqu'au plan homologue a'h' c'^ il en résultera deux figures planes qui sont en perspective.
4®. La perspective plane de la première figure sur le plan abc pris d'un point quelconque de l'espace, et celle de la deuxième sur le plan alb'c'i^T\h du point de vue homologue, sont deux figures en perspective pour le même point de vue O 5 d'où résulte que si les points de vue homologues sont O et O', la perspective de la première figure sur le plan a'b*c\ prise de O, sera la même que celle de la deuxième ) sur le même plan , prise de O'.
5**. Au plan à Tinfîni de là première figure correspond dans la deuxième un plan I à distance finie , et réciproquement aux points à Tinfini de la deuxième, correspondent des points situés dans un plan J à une distance finie.
Dans les figures homologiques de l'espace , ou ce que j*aî nommé perspectives-r^liejs ^ il y a un plan d'homologie et les deux plans I et J qui sont tous les trois parallèles ; dans les deux figures homographiques , il y a deux plans d'homologie et les deux plans I et J, et ces quatre plans ne sont généralement pas parallèles ; de sorte que si les deux plans d'homologie se réunissent en un seul , les points O et O' se réunissent aussi , les plans I , J et le plan d'homologie deviennent parallèles , et alors les deux figures sont homologiques.
TBRORlME SUR CINQ NOMBRES CONSÉCUTIFS
(voir p. 38);
Par m. L£ BESGUë.
Théorème. Le produit de cinq nombres consécutifs ne saurait être un carré.
Démonstration. C^est un théorème connu que , si une puissance /i'*"*% savoir
A"= a"P"7".. . (a, p,7,..., premiers),
est décomposée eu facteurs premiers entre eux , chaque facteur sera «ne puissance n'^"^.
De là suit que si dans un produit A.B.C» . . . , on met en évidence tous les facteurs premiers communs à plusieurs des nombres Â , B, C, . . . , ainsi qu'il suit :
Arnî-a'^Sy .. A', B = 2«'3^'5>''...B',
il faudra', i*' que A', B', C',... soient des puissances ii'^«", eta^quelessommesa-ha'H-a"..., P -h P'-hi3 ''..., y^y'-\'y",..y soient multiples de /i.
Ceci posé, pour démontrer le théorème ci -dessus, il suffit de remarquer qu'il ne saurait y avoir d'autres facteurs premiers que a et 3 communs à plusieurs des cinq nombres consécutifs.
Voici les six seules hypothèses admissibles :
^'^ ^ û -h 3 = 2^3^^', fl+4 = *?';
fl -f. 3 = 2^^', « -f- 4 == 3^<?';
\ . aH-3 = 2>'A fl-h4 = r';
a étant impair.
fl = 2«3^û', fl-l-I=:^', « + 2 = 2^0',
( a="2*fl% a+ 1=3^6', fl-f-2 = 2^C%
g J ^ = 2*a', fl + I = A', <H- 2 = 2^33'c', f fl-f-3=:rf', «4-4 = 2^^';
a étant pair.
Comme a\ b\ c', li', e' doivent être des carrés , l'hypothèse (i) est impossible, parce qu'elle donne
L'hypothèse (2) Test aussi à cause de c'— «'=2.
L'hypothèse (3) Test également à cause de <?'-«'= 4.
L'hypothèse (6) est impossible à cause de
L'hypothèse (4) est impossible, parce que V étant un carré impair, a est divisible par 8 ; de là
7 = 1, « = 2 et 4^' — A' =3;
ce qui ne peut arriver que pour
ce qui n'est pas.
Amn. de Mathém., t. XIX. (Mars 1860. ) 8
Eofin, l'hypothèse (5) donne d^ carré impair^ par suite a est de forme
8ArH-6, donc a = i; et comme on a
^'-^2«'=3, d'où rf'4-«'=3(û'-»-i),
on aurait une somme de deux carrés divisible par 3 , ce qui est impossible; les nombres impairs non divisibles par 3 étant de forme
6/i±i, ont un carré de forme
et la somme de deux tels carrés est de forme
I2OT -h 2,
non divisible par 3.
Ce même théorème a été démontré ainsi par M. Al vin , élève de l'institution Jauffret.
Lemme, Le produit <7 (a-f- 3) de deux nombres qui diffèrent de 3 n'est pas un carré.
Corollaire. («' — 4) ('** — *) n*est pas un carré.
Théorème. Le produit
« — 2.«--I./ï./l-hI ./H-2=:(/l* — ^){n^^l).nz=:V^
de cinq nombres consécutifs n'est pas un carré, i^ pour n impair*, 2° pour n égal au produit d'un nombre impair /l'par une puissance paire de 2 (2*,/l > o). Dans ces deux cas, on est conduit & rendre [n^ — 4) ('»* — i) carré, 3**. Le produit P n'est pas un carré si /i = 2^**+^^ n' (Âr]>o, /l'impair). Car la plus haute puissance de 2 qui divise P est 2*f*+*J+*. 4^. Pour ti double d'un impair et de forme Sn'-h 2, on prouve par la considération du dîvi-
( "3 ) seur 3 (qui divise nécessairement un des uoiubrcs /i-»i), n, n-hi)y que 8«'-4- i et 8/i'-f-4 sont carrés conformé* ment au lemme. 5^. Pour n = 8/»'+ 6, la même considération du diviseurs montre quô Tun des deux nombres 8a'-i-5, 8/i'-h7 (rt — I, »-hi) est carré^ ce qui est impossible.
Il est donc prouvé que le produit P n'est jamais carré.
(TOlrUXUI, P.9S);
Par mm. BELLAVITIS, MANNHEIM Et Akgklo GENOCCHI.
Le triangle ABC a un sommet fixe Â , un angle constant CAB ; les sommets B et C sont sur une droite fixe. L'enveloppe du cercle circonscrit est un cercle.
Lemme. La courbe réciproque d'une circonférence est une circonférence touchant les tangentes menées du pôle à la circonférence donnée. La courbe réciproque d'une droite est une circonférence passant au pôle et touchant en ce point une parallèle à la droite donnée.
Soit A le sommet fixe de Fangle mobile CAB. D'un point quelconque O de la perpendiculaire AD et avec OA pour rayon je décris une circonférence. Elle rencontre les droites AB et AC aux points E et F.
L'enveloppe des droites telles que EF est une circonférence^ puisque l'angle EAF est constant.
L^enveloppe des circonférences réciproques des droites EF est donc aussi une circonférence.
La courbe réciproque de EF passe par le pôle A et par les points B et C, réciproques des points E, F; elle est
(1.6) doiib la tiroonférence circonscrite au iriangle CAB. Donc, etc.
( *) . On peut employer la même méthode pour résoudre la question suivante :
D*un point S pris dans le plan d'une cîrconfét'ence O on mène une sécante SAB , on décrit deux circonférences passant en S et tangentes à la circonférence O aiêx points AyB, Le lieu des points de rencontre C de ces circonférences est une circonférence décrite sur SO comme diamètre.
Cette question donne lieu à un genre de transformation dans lequel â un point correspond un cercle, et à une ligne droite correspond un point.
Les questions que Ton obtiendra par ce procédé peuvent s'obtenir par deux transformations successives. A une question A en correspond une autre B, obtenue par la théorie des polaires réciproques ; à cette dernière en correspond une autre C , obtenue par la théorie des rayons réciproques.
La question C que Ton obtient ainsi aurait été trouvée directement, si Ton avait appliqué k la question A le genre de transformation dont nous avons parlé phis haut.
Remarque. Soit N la courbe polaire réciproque d'une courbe M par rapport à un cercle dont le centre O est quelconque. Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point O sur les tangentes à la courbe N est la courbe réciproque de M. Réciproquement, la réciproque du lieu des pieds y etc.
De cette remarque on déduit immédiatement ce théo* rème important bien connu : La polaire réciproque d^une conique par rapport à un cercle décrit d'un de ces foyers
(*) Ce qui suit est de M. Mannheim.
("7) est un cercle. En effet , la projection du foyer sur* les tangentes est un cercle.
Un théorème analogue subsiste pour le triangle sphérique ABC , et se démontre par la projection stéréogFaphique, qui n est encore qu'une transformation par rayons vecteurs réciproques.
M. Genocchi ( Angelo) ajoute qu'on peut se donner un autre point fixe O dans le plan du triangle ABC, et supposer que Tangle constant soit BOC au lieu de BAC. On verra que le centre du cercle circonscrit doit encore parcourir une hyperbole. Si, au lieu de Tangle BOC, on suppose constant le produit OBXOC, le même centre parcourt une ellipse , et Ton trouve enfin une parabole si la
somme OB + OC demeure constante.
Dans ces difTérents cas, les enveloppes des cercles circonscrits seront, en vertu d'un théorème de MM. Quetelet et Sturm, les caustiques secondaires par réflexions relatives aux coniques. Ce sont aussi les lieux des perpendiculaires abaissées d'un point donné sur les tangentes d'une conique, comme Ta démontré M. Dandelin, qui les désigne sous le nom général de lemniscates. (Nouî^, Mém. , Acad» de Bruxelles, t. IV.)
THÊORBiE SUR UN MAXIMUM ARITHMOLOGIQUE
(voir t. XVllI, p. 449);
Par m. Joseph DERBëS, Élève de rin»titulion Barbet
Démonstration, \^. Soil r= 2-, N est pair, les deux nombres cherches sont - » - ; si IN est impair, les nom-
("8) bres cherchés, c'est-à-dire les deux nombres sont égaux ou ne diffèrent que d'une unité.
2^. Soit r un nombre entier quelconque*, si a et 6 désignent deux nombres composants de N, il faut, d'après ce qui précède, pour obtenir un produit maximum, que ces deux nombres soient égaux ou ne diffèrent que d'une unité. Ainsi N pour le produit maximum doit se décomposer en X nombres égaux chacun à A -h i, et en r — x nombres égaux à A*, de là donc
.r (X-f-i) H- (r — j:) A- = N = rX- -h j: = rk -h •»; donc
Ainsi X est connu et A =:r : donc le maximum est
Note du Rédacteur. Il reste à démontrer pour quelle valeur de r ce produit devient un maximum maximorum.
CnCLBS OSCVLATEIIRS BT SURPACB8 OSGULATMCES
daos les ligies et sirfaces dt dmièse ordre \
Pa» m. g. ducoroy,
Officier du génie.
I. Soit
l'équation d'une ellipse (coordonnée rectangulaire) -, l'équation générale de toutes les courbes du deuxième degré osculatrices à cette ellipse , au point a/, j'y sera
{ 119) Cherchant les coadilions pour que celte équation r«pré«sente un cercle, on trouve pour la valeur de m
ce qui donne la construction connue du cercle osculaleur (*).
Soit maintenant
un ellipsoïde. Soit b Taxe moyen.
Deux surfaces du deuxième degré qui sont osculati^ices en un point doivent avoir une intersection plane passant par ce point ; en effet, le plan qui passe par deiix points quelconques de la courbe d'intersection et pslr le point de contact , coupent les deux surfaces suivant deux coniques qui ont cinq points communs et qui par conséquent se confondent. Toutes les surfaces du deuxième degré osculatrices à rellipsoïde (i) sont donc comprises dans Fcqua*tion
Leur intersection avec Téquation (i) se trouve tout en tière dans le plan
Pour que l'équation (2) soit une sphère, il faut que cette
(*) L^équation de ce cercle, après avoir déterminé A, est
intersection soit circulaire, il faut par conséquent que le plan (3) soit parallèle à Taxe moyens donc m = o* On trouve alors
Remarquons que ces deux valeurs de n sont précisément celles qui donnent les deux sections circulaires.
Cela posé, on trouve aisément le rayon de la sphère, qui est précisément le même que celui des cercles osculateurs à la section principale (x, z) au point {x\ z').
On obtient ainsi
° ac
Les quatre ombilics d'un ellipsoïde se réduisent à deux, si a = &.
Des deux valeurs de x' et z^ on tire
C'est le lieu des ombilics de tous les ellipsoïdes homofocaux à r ellipsoïde donné; ce lieu est une hyperbole homofocale aux sections de ces surfaces par le plan des xz. On fera exactement les mêmes recherches pour les autres surfaces du deuxième ordre.
4. La méthode donnée plus haut pour trouver le cercle osculateur de Tellipse ne s'applique qu'aux courbes
{*) Ainsi la sphère osculatrice n^cxistc que pour quatre points» saToir Icb ombilics. Tu.
du deuxième degré; mais il existe une propriété du cercle qui permet d^écrire immédiatement Téquation du cercle osculateur en un point d'une courbe quelconque sachant
que son rayon p ■.
Soit un cercle O, DC une tangente fixe, M un point quelconque de la courbe, MD la perpendiculaire sur cette tangente , on a
MC MD
= ME = Mf = 2R.
Si le cercle O est osculateur en G à une courbe quelconque au point a/j y\ on aiu^a donc pour son équation
ou
dy d* y
qu'on peut mettre, si l'on veut, sous la forme de déterminant
o dx' dr = o.
2(r/y»4-<r'») dx'- d'y'
NOUmiE CONSTRUCmN
des aies d*ue ellipse ao nojen d'» systène de diinètres conjngaés sais tracer la coorbe ;
Par m. SOMOFF,
Professeur à Tuniversité de Saint-Pétersbourg.
Il y a déjà plusieurs solutions de ce problème élémentaire. Celles de M. Chasles (*), de M. Broeh (**) et celle qui se trouve dans la Géométrie des courbes de M. Bergéry sont les plus simples. Je présente ici une nouvelle solution qui, étant aussi simple que celle de M. Chasles, repose sur une démonstration directe qui dérive naturellement du procédé bien connu pour tracer une ellipse par points au moyen, d'un système de diamètres conjugués.
Soient AB et CD les diamètres conjugués d'une ellipse dont on veut trouver les axes. Menant par le centre O de Tellipse une perpendiculaire à AB, portons sur cette droite deux longueurs OE et OF égales au demi-diamètre OA. Joignons ensuite les points E et F par des droites avec Tèxtrémité C du second diamètre, et menons OH et OG parallèlement à CF et CE. H est sur CE et G sur CF. Cela fait, ou trouve que OH 4- OG et OH — OG sont les grandeurs des demi-axes, et les bissectrices de Tangle HOG et de son supplément HOG' sont respectivement les directions de ces axes.
(*) Aperçu historique, etc.^ note* ib.
C**; /oiirMn/ de Crellc, l. XL.
LKD GÉOHfiTMQIIB;
Pau m. LENGLIER,
Professeur au lycée de Versailles.
On donne une ellipse ou une hyperbole dont AB est l'axe focal et F le foyer le plus voisin du point A 5 par ce point A on mène une droite quelconque qui rencontre la courbe au point C, et on la prolonge d^une quantité CD
telle, que — = - ( - étant une quantité donnée j ; puis
on tire FD et BC qui se coupent en E , et Ton demande le Heu des points E quand AD prend toutes les positions possibles autour du point A.
Nous allons résoudre la question en supposant que la courbe donnée IK soit une courbe quelconque définie ou non géométriquement. Les trois points A,F,B étant assujettis à la seule condition d'être en ligne droite* la transversale CB donne dans le triangle ADF
DE X FB X AC = FE X AB X CD, d'où
DE_ AB CD
EF "^ FB ^ AC'
AB ., j * j CD
=rr est constant , et il en est de même de -— ;» car
FB ALê
AD__ w
ÂC ~^ donne
CD _m'^ n ÂC~ n
DF
Donc ^ est aussi constant, et il qiï sera de même de EF
— =r= — OU de ■==;. Donc le lieu cherché est homothé-
tique du lieu des points D par rapport au point F. Le lieu des points D est homothétique de la courbe proposée par rapport au point A. Donc le Heu cherché est aussi homothétique de cette dernière. Comme les trois centres d'homothèse doivent être en ligne droite et que de plus C et E sont des points homologues, le troisième centre est le point B. C'est ce quç Ton peut voir aussi directement^ car la transversale AD donne dans le triangle CDE
BE X FD X AC = CB X FE X AD^ doù
BE_FE AD BC"~FD^AC
Or le second membre est constant, donc le premier l'est aussi. Si le point B est à Tinfini , ou si Ton mène CE parallèle à AF, le lieu cherché sera une courbe égale à la proposée ^ car on aura
EC_Cp m — n ÏF ^ AD "^ n '
d'où
EC =r constante,
et Ton sait que si par les différents points d'une Courbe on mène des droites égales et parallèles , le lieu des extrémités de ces droites sera une courbe égale à la première.
LogocycUque, Les définitions (janvier et février) sont d'une défectuosité flagrante. F et A sont deux points fixes, AY une perpendiculaire sur FAj menons une droite quelconque par F rencontrant la perpendiculaire en T; prenant sur cette droite ÏR = TR', les points R et R' appartiennent à la logocydiquc «*l sont dits réciproques; décrivant une parabole avant F pour foyer et A pour
( «25 ) sommet, on a les propriétés énoncées (p. 28). C'est la même courbe que la strophoïde de M, Montucci (t. V, p. 470).
NdTK SUR L8S ÉPIGYGLMDBS^
Par m. dieu,
Professeur k la Faculté de Lyon.
La théorie des épicyeloïdes a une grande importance, en raison de ses applications au tracé des engrenages ; ainsi , dans les engrenages à flancs , les plus employés de tous, ce sont des arcs d'épicycloïdes qui terminent les profils des dents des deux roues, si l'engrenage est réciproque, ou seulement de la roue conductrice, si Tengrenage est simple, et, dans les engrenages à fuseaux, les profils des dents de la roue conductrice sont des développements d'épicycloïdes. Cette théorie a donc attiré l'attention d'éminents géomètres , et nous devons craindre que le mode de construction de la développée qui fait Tobjet de cette Note ne soit pas nouveau ; cependant nous le livrons au jugement des érudits et des dessinateurs : les premiers décideront s'il est original, les derniers nous sauront peut-être gré de le faire connaître, ou de le rappeler, s'ils veulent bien s'assurer par quelques essais de l'extrême facilité et de la grande exactitude.qu'il procure.
Soient (O , OA) le cercle fixe, (C , CB) le cercle rou-
Uut dans une de ses positions, où il louche en B le précédent, D le point diamétralement opposé à B, et M le point décrivant.
Voici la règle très-simple de construction du centre de courbure :
« Prolongez OD de DE= OA , tires ME, et menez du M point O une parallèle à ME, qui va rencontrer en N le » prolongement de la normale MB; le point N est le » centre de courbure correspondant à M. »
Cette règle convient aussi bien aux épicycloïdes intérieures qu'aux extérieures, et la démonstration est la même pour ces deux genres^ nous considérerons le second.
En prenant Taxe des x suivant le rayon du cercle fixe qui passe en A , lorsque M s'est trouvé sur ce cercle, si Ton désigne par R, r les rayons OA, CB, par n le rapport
—9 et par f l'angle BCM , les deux équations
i ar=:R I cos/if -h 2/?sin - sin («H-- ) f m
f . X = R I sin /i f — 2 /î sin - ces ( '^ -f- - ) T 1 '
représentent la courbe. De ces équations et de la formule
djr dy dx dx d(f dff on tire
| = lang(« + i)ç.
de laquelle il est facile de conclure que la normale en M passe par le point de contact B.
Mettant ces valeurs de a:, y, -—» en fonction de y,
( .'.7 ) dans réquaiiou générale connue
. dy
(i— r) ^-f- ç — X=r O, on a pour la normale
D — Rsin/?^ -4-(Ç — Rcos/i(p).coll « H- - I (p= o,
et en dérivant cette équation par rapport à 9 considérée comme seule variable , il vient
2/iRsîn- • sin //? H — | © -h(2« -hO(S~ I^ cos/îy) = o,
qui achève de déterminer le centre de courbure. Ces deux équations donnent , pour les coordonnées de ce centre , les formules
( 1= R [co»«y - ^^ sin 1 sin (« -f- i) J ,
f " = »[«""? + -^^ sin îco»(« + ;)?].
dont la comparaison avec les équations (1) montre que la développée est une^ épîcycloïde. [Afin de le reconnaître avec précision, on déduit des équations (i) et (a), les carrés des rayons vecteurs OM et O, (Ç, >») ; le rayon du
cercle fixe de ]a développée = > et le rapport àv
l'autre rayon à celui-là est n , comme pour la proposée. ] Des quatre équations (i) et (a), on tire
*j — r = ^-^ R sin -^ CCS ( « 4- - U,
et, par conséquent , en désignant par p le rayon de cour-
( ia8 ) bure, il vient
^ 2«-hi 2 2r4-R 2
Enfiu , conime zh 2 r sin - = MB. on a ' 2 '
„^ MB.OB
dont notre règle n'est que la traduction en langage ordinaire; cette règle est conséquemment démontrée. Si l'on convient d'appeler MB la normale en B à Tépicycloïde , la formule précédente conduit encore à cet énoncé :
« Le rayon de courbure et la normale en chaque point )» d'une épicycloïde sont dans un rapport constant, qui » surpasse de i celui des rayons du cercle fixe et du cercle » roulant. »
Il suffit de cbangem^j", «en — n, — y, — y? dans toutes les formules précédentes, pour avoir celles qui se rapportent aux épicycloïdes intérieures.
Nous n'avons besoin de rien ajouter sur le tracé des épicycloïdes (engrenages à flancs). Quant au profil d'une roue conductrice dans les engrenages à fuseaux, il est bon de faire remarquer que deux majaières de procéder se présentent : i^. On peut décrire par points une partie de l'épicycloïde qui donnerait le profil , si le cercle qui représente celui d'un fuseau se réduisait à son centre, puis chercher (par la règle) les points correspondants de la développée, et enfin diminuer tous les rayons de courbure du rayon des fuseaux. 2^. On peut aussi décrire immédiatement par points la développée, épicycloïde dont le cercle fixe et le cercle roulant se construisent sans difficulté, puis, N étant un de ces points , chercher M par la règle inverse *, enfin, diminuer MN du rayon des fuseaux, etc.
( »*9) t^our le tracé des profils épicycloïdaux , les cercles osculateurs ont un très-grand avantage sur les cercles tan-^ gents généralement adoptés d'après M. Poncelet. [Feu M. Savary a proposé l'emploi du cercle osculateur dans ses cours à FEcole Polytechnique. Y donnait-il la constructign du centre de courbure que nous indiquons? Nous n'avons pu nous fixer à cet égard; mais il nous semble que s'il Tavait donnée , T usage des cercles oscu» lateurs aurait prévalu. ] Dans la plupart des cas , les cercles tangents diffèrent beaucoup trop des cercles osculateurs respectifs, pour ne pas s'éloigner très-sensiblement de l'épicycloïdc , même fort près du contact, et,, par conséquent, on doit en employer beaucoup plus pour tracer un profil avec assez d'exactitude. U est facile de justifier cette assertion , en discutant la dernière expres-
1 42 - j MB.OB , .
sion de p. Son second terme — n est pas en gé-
néral très'-petit par rapport au premier MB , et peut même en approcher beaucoup.
En effets i^ si OB 5> ^^ ) ^^ V^^ ^^ ^^' ^^^ ^^ profil d'une roue engrenant avec un pignon, on a OD <^^0B,
par suite ??^^ouBN>iMB, et la différence OD—OB
peut être fort petite, de sorte que BN soit très-voisiu de MB; a® si OB < CB, ce qui est le cas du profil d'un pignon , on a OD > 3 OB , par suite BN < i MB, mais BN
peut être U*ès-près de cette limite supérieure. Or BN est, pour ainsi dire, l'erreur sur le rayon du cercle que l'on prend , au lieu du cercle osculateur.
Ann, de Uathémat., t. XIX. (Avril i86o.]
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Sir la ipestioB proposée come sijet le ceaposikioa uAéflakiqie
poar rdiission i Itcole Poljlechnifie ei 1857 ;
Par m. Ch. BOURGEOIS.
La question dont il s'agit était énoncée dans les terme»
suivants :
Trousser le nombre des racines réelles qu admet Vé-
qiuttion
x = Asinjf-hB
pour chaque système de valeurs des coefficients A e/ B, et effectuer la séparation de ces racimes.
Application à V équation x=^i\ii ûnx 4- iSy.
Deux solutions de cette question ont été données dans le tome XVI de ces Annales (p. 376 et 43o). La pre* mière solution laisse beaucoup à désirer au point de vue théoricpe, et Fauteur ne traite l'application numérique qu'après avoir fait subir aux coefficients donnés une profonde altération. La deuxième solution a Tinconvément de ne pas rattacher la question d'une manière suffisante aux principes fondamentaux de Talgèbrc. Il ne s'agissait pas effectivement, pour les candidats, de résoudre un problème, mais seulement d'appliquer les théorèmes connus relatifs à la variation des fonctions.
On obtient une solution fort simple de la question en suivant la marche tracée par M. J.-A. Serret dans un article qui fait partie du t. V des Annales de V Observatoire impérial, et qui est intitulé : Note sur V équation
dont dépend l'anomalie excentrique et sur les sériel qut se présentent dans la théorie du mou\^ement elliptique des corps célestes. J'exposerai ici cette solution en peii de mots, afin de présenter aux candidats le type de la ré^ pense qui leur était demandée.
Solution. Remarquons d'abord que Ton peut toujours supposer â positif-, en eiTet, si le contraire a lien, et que Ton fasse •
A = — A', B = w — B', j? = TT — jr', l'équation à résoudre deviendra
x'=A'sinx'4-B'. .
Cette équation transformée est de même forme que la proposée , et le coefficient A' est positif. Cela posé, nous ferons
(i) j" ^=: X — Asinx — B,
et en désignant par y* la dérivée de y, on aura
(2) y= ! — Acosx.
Nous distinguerons les trois cas A<^i, A = i,A>i.
I**. Si Ton a A <C 1, la dérivée j^' est constamment positive, donc/ est une fonction croissante-, par suite l'équation proposée
ne peut avoir qu'une seule racine réelle. D^ailleurs cette racine existe effectivement , puisque Ton a
y :=. — OD pour j: = — oo , ^ =: -f- 00 pour jr = -f- 00 .
a^. Si Ton a A = i , la conclusion précédente subsiste^
( '3? ) éar Téquation ( 2 ) donne
y =r 2 sin' - X :
fa dérivée j^^ peut ^'annuler, mais elle n'est jamais négative, en sorte que la fonction y est croissante, comme dans le cas de A <^ I .
3**. Si 1 on a A > i, on peut faire A== -• — t a dési-
cosa deviennent alors
gnant un arc compris entre o et -; les équations (i)et(2)
1 1 bis) r = Jî B ,
^ ' ces a
/ . . X / ces j:
(%bi$) y= IH
^ ' cos a
Soit K un entier arbitraire positif, nul ou négatif, et faisons croître x depuis aKîr — a jusqu'à 2 (K H- 1) ir — a. Dans l'intervalle de j: = 2 Kir — a à or = 2Ktr + « , la fonction y est décroissante, car la dérivée y' est alors nulle ou négative; au contraire, dans l'intervalle de X = 2K7r •+- a à x = 2 (K 4- i) tt — a , la fonction y est croissante, car la dérivée y est nulle ou positive. L'équation proposée ne peut donc avoir qu'aune seule racine entre 2K7r — «et 2Kir-ha, et une seule entre 2K7r + a et 2 (K H- 1) ir — a. H est facile de reconnaître si ces racines existent efTectivement.
Posons
B+a-tang,^^
^ ' 2Tr
(4) ^-:zi±^=n'-f,
H eln* étant des entiers positifs nuls, ou négatifs, f et /'
( .33) des fractions inférieures à Tunite et positives ou nulles, on aura
y = aic(K— fi-+-/) pour ar=aK7r— a,
^ = 2îr(K — /f'4-/') pour Jc=raKTr-|-a,
jr =:2ir(K-bi — «H-/') pour -c = 2 (K-f- i)ir — a;
donc pour que l'équation {i) ait une racine entre 2 Ktt — a et 2 Kir + a , il faut et il suffit que K soit Tun des nombres «, n + iy n-4-2,.-., n' — i . On ne peut jamais avoir /j'<»5 mais si n^z=zny il n'existe pas de racines entre 2 Kir -^ a et 2K7r -+■ a. Pareillement, pour qu'il y ait une racine entre 2K7f-f-a et 2 (K-f- i)7r — a, il faut et il suffit que K soit l'un des nombres n — i, n, n-Hi,.**? n' — 1 . 11 résulte de là que Téquation proposée a
2(/l'-./f)-hI
racines réelles dont la séparation est évidemment effectuée par ce qui précède. Cette conclusion subsiste si l'une des fractions J* ou f est nulle-, seulement dans ce cas l'équation proposée a deux racines égales.
On peut abréger le calcul des nombres n et n' lorsque A est un grand nombre^ car Ton a
et comme sin | « = - » on aura
it /i I \
en outre,
tang a = v^A*— I = A -h ( v^A'— i — A ) = A -
( i34) on peut donc écrire
n — /'= ho, 25 — ( -H —-h. . . I
•^ IV \2irA l2irA» /
2ir(A + VA»— I )
H TT
2ir \airA lairA' /
2,r(A-t-^A»— ij
A étant un grand nombre , les deux dernières parties de ces formules n'influeront pas sur les valeurs des parties entières netn'\ on aura donc avec une exactitude gêné- Talement suffisante
air
^ 2fr
^application. Dans l'exemple proposé on a
Les formules (5) et (6) donnent
Avec les formides (3) et (4) on aurait eu
donc M = — 474 > '»'= 5a5 , n! — n = 999 ; le nombre des racines de Téquation proposée est donc
( i35 ) RSIIAil«liBS SUR L'ARTICLE DE LA PAGE 112;
Par m. le BESGUE.
1 . La démonstration par laquelle on prouve dans Tarticle de la page 1 1 2 do ce volume , que cinq nombres consécutifs ne peuvent avoir un carré pour produit, peut aussi montrer que ce produit ne saurait être un oube.
Pour cela, il suffit de changer dans les systèmes (i) à (6) , a', b\ c', d\ e* en A», B% C% D% E». Il en résulte les six équations suivantes :
qui toutes rentrent dans Téquation
démontrée impossible (LegendrCy Théorie des Nonibivs^ t. II, p. 9). II faut rem^rrquer que^ peut être positif ou u^atif.
2. Les 22 dernières lignes de Tarticle page 112 contiennent une seconde démonstration de ce théorème . Cinq nombres consécutifs ne peuvent avoir un carré pour produit. Il eût été naturel de la supprimer comme moins simple et moins directe que la première. 11 eût fallu Surtout n'y pas laisser les fautes suivantes, qui la rendent presque inintelligible.
Page 1 14 9 ligne i5 , au lieu de ainsi , lisez : ainsi ((u'il suit.
Ihid, ligne 1 8 , ajoutez : excepté pour a = i . Ibid, ligne 24 , changez : 2* en 2**.
Page 1 1 5 , ligne a , changez : conformément en contrai* remenl.
Ibid, ligne 4 9 mettez : Tun au moins des deux nombres, au lieu de l'un des deux nombres.
Ces corrections faites, chacun rétablira facilement la démonstration.
THÉORÈHB SDR LES CODRBURllS DES LIGNES^
Par m. 0. fiOKLEN (de Sulz, Wurtemberg).
1 . Étant donnée une ligne quelconque sur une surface, p' étant le rayon de courbure de la ligne, désignons par f Tangle que son plan osculateur fait avec le plan tangent de la surface , par a Tangle que la ligne fait avec une ligne de courbure, par R et R' les rayons de courbure principaux ; on a
1 __ 1 /cos'a sin*fl\
Pour le démontrer, soit p le rayon de courbure de la section normale de la surface qui passe par la tangente de la ligne; on a, d'après les théorèmes connus d'Euler et de Meunier,
donc, etc.
2. Le rayon de courbure p' de la ligne est donné ici par quatre variables ç, a, R et R'5 supposons, par exern» pie, que dans une certaine ligne f soit une fonction donnée de p'^ Téquation
cos^a siii^û
( '37) exprimera toutes les lignes sur les surfaces où Tanglc du plan osculateur de la courbe et du plan tangent à la surface est une fonction donnée du rayon de courbure de la ligne.
Si cet angle est constant, on a
I /cns'a sin*a\
(3) _=const.x(-^H-^),
et si la constante dans cette équation est égale ci Tuniié, nous avons
cette formule se rapporte aux lignes géodésiques, dont le plan osculateur est normal à la surface, c*est-à*dire où l'angle f est égal à 90 degrés.
Pour montrer l'application de cette équation , prenons le cas des lignes géodésiques sur Tellipsoïde^ ici on a en coordonnées elliptiques
En substituant ces valeurs dans Téquation (4)9 on trouve après quelques réductions
i^_ PVP Ul L[p»_(picos'fl-hv'sinVi)],
D'après M. Liouville, on a
ft' cos' <?•+ v' sin' a =. const. ;
D=(p* — fx»)', D'=:(p*— v*)S soni les demi-diamè-
( i38 ) très do rellipsoide, parallèles aux lignes de couiburc^ donc nous avons
= CODSt.
pour les lignes gëodésiques de T ellipsoïde.
3. Dans les surfaces où R et R^ sont de même signe , d'après l'équaiion (i), p' ne peut pas devenir égal à Tiii- Oni, et par conséquent trois points consécutifs d'une courbe sur ces surfaces ne sont jamais en ligne droite.
Mais dans les cas où R et R' sont de signes différents, -; est égal à zéro , si
tangfl=:±:y/~-
4. Dans les surfaces développables , les formules précédentes se simplifient remarquablement-, on a alors au lieu de (j )
^ ' ^ ces* a
et pour les lig'nes géodésiques
(6) p=-iL..
\ * ^ ces* a
Soient X, Y, Z les quotients diiféreiilicls de I équation
on a pour les lignes géodésiques
(Yr/z~Zr(r)rf^a:-f-(Zdi:-hXr/2)^i»J-4-(Xr/r— Yr/x)r/^t=o,
.et pour les lignes de rourbure
[Xflz — 7.(îy)d\'\- VLdx —y.flz)d\ 4- i X </Y— Yrfx) HZ = o.
{ »39 ) Désignons , pour abréger, ces deux équations par
J = 0, J'rro;
M. Joacbimslhal a prouvé (*) , en employant une formule de Jacobi , que Ton a
__ dX d^x -h dY d'y -^ dZd' z Xdx -hY dy-hZdz •^ dHdx-^dYdy-^dZdz "^ X'-4-Y»-hZ»
dxd^x-hdrd^Y-^-d^zdz
dx^-^dx^-hdz^ Supposons que
«oit une intégrale de cette équation différentielle^ C est une constante, ;>, p',. . . sont certains paramètres, par exemple : les diamètres. de la surface qui sont parallèles aux tangentes ou aux tangentes conjuguées des lignes géodésiques et de courbure auxquelles l'équation (7) se rapporte; des rayons de courbure de sections normales qui passent par ces tangentes -, des perpendiculaires abaissées du centre sur ces tangentes ou sur les plans tangents; des distances polaires (Journal de M. Liouville, t. Xin, p. 4^5), etc. Comme Téquation (7) représente en même temps les lignes de courbure et les lignes géodésiques, elle doit établir la liaison intime qui existe entre ces deux espèces de lignes ; et Ton pourra en général dire, du moins dans tous les cas où il n'y a pas d'autres paramètres danar l'équation (7) que ceux que je viens de citer, que la constante C a la même valeur pour toutes les lignes géodésiques qui sont tangentes à la même ligne de courbure. Maintenant nous pourrons distinguer plusieurs espèces de surfaces :
i°« Surfaces où à chaque ligne de courbure convient une valeur spéciale de C , différente des autres.
C) Non» noiifc proposons de donner cette démonstration. 1m.
Une ligne géodésique ne peut être tangente qu'à une seule ligne de courbure \ elle coupera toutes les autres qu'elle rencontre. Pour toutes les lignes géodésiques qui sont tangentes à la même ligne de courbure dans les points où elles rencontrent une autre ligne de courbure, la constante C aura la même valeur dont nous avons Téquation
qui établit des rapports entre les paramètres p^ p'? • • • et p^.p\j. . , pour les points de rencontre.
Si la surface a un ombilic , ce sera de même une valeur particulière de C qui lui correspond ; donc toutes les lignes géodésiques qui passent par un ombilic couperont les lignes de courbure sans toucher aucune d'elles. Prenons, par exemple , une surface conique et développons-la dans un plan. Les lignes de courbure se changeront en cercles concentriques et les lignes géodésiques en droites, et comme une droite ne peut toucher qu'un seul des cercles concentriques, et qu'elle coupe tous les autres cercles, les lignes géodésiques sur les surfaces coniques ne touchent qulune seule ligne de courbure et coupent toutes les autnes.
2^. Surfaces où une même valeur de C correspond à deux lignes de courbure.
Chaque couple de telles lignes divisera la surface en trois parties ou zones , Z , Z', Z'', dont elles enferment la moyenne Z^ Toutes les lignes géodésiques^ qui touchent la première ligne de courbure traverseront la zone Z' en coupant toutes les lignes de courbure qui s'y trouvent, puis elles toucheront la seconde ligne de courbure qui limite cette zone, et après elles parcourront une seconde fois cette zone , et ainsi de suite, en y formant des tours innombrables qui sont limités par les deux lignes de courbure. Si ces surfaces ont des^ ombilics, elles en auront en général quatre, auxquels convient la même va-
leur de C ; toutes les lignes géodésiques qui partent d'un même ombilic se coupent dans un autre ombilic. Voici des exemples de ces surfaces : la sphère, Tellipsoïde, les hyperboloïdes ^ les surfaces de révolution qui sont symétriques par rapport à un plan équatorial, perpendiculaire à Taxe de révolution , et en général aussi les autres surfaces qui sont symétriques par rapport à -un plan.
3°. Si la même valeur de C convient à plus de deux li-» gnes de courbure, on ne pourra en général dire que les lignes géodésiques sont enfermées dans des zones limitées par deux lignes de courbure seulement; mais il peut arriver que la même ligne géodésique touche trois ou plus de lignes de courbure. Développons, par exemple, une surface développable dans un plan, Tarête de rebroussement se changera en une courbe plane; les tangentes de cette courbe et celles des courbes parallèles qui coupent orthogonalement les tangentes à l'arête de rebroussement, sont lés transformées des lignes de courbure , des lignes droites tracées dans le plan sont les transformées des lignes géodésiques. Or il arrivera souvent que les droites touchent trois ou plus des courbes parallèles , et dès. lors on conclura que dans une surface développable les lignes géodésiques peuvent loucher trois ou plus de lignes de courbure (*).
■ ■ . . fc 'ai
(TOir t. XVII, p. 186;;
Pam mm. l. brault, laquière, e. ragonneau, marque! bt dalican.
Quelle est l'enveloppe de la droite dont la somme des carrés des distances à deux points fixes est donnée?
(*) Je ne sache pas que ces belles relations de contact entre les ligne» géodésiqueft et de courbure aient déjà été signalées. Tu.
( Ma)
Soient A , B les deux points donnés. Prenons AB pour axes des x , et pour axe des y une perpendiculaire élevée sur le milieu de AB. Appelons 12e la distance AB.
L'équation de l'enveloppe s'obtiendra en éliminant a et b entre les trois équations suivantes :
(i) ^ X =ax-^ b,
La première équation est Téquation d'une droite quelconque; la deuxième exprime que la somme des carrés des distances des points A et B à cette droite est égale à A'-, enfin, réqualion (3) n'est autre que
quand on suppose les équations (i) et (2) ramenées à la forme
L'élimination est assez simple et donne pour résultat
(4) 2(2C^~-/-')j2— 2/-'jc'= A»(2C' -/•').
Discussion,
Dans ce cas l'équation (4) représente une ellipse. Les demi «axes sont
Les foyers se trouvent sur l'axe des y^ leur distance à l'ongînc est égale à la distance des points A et 6 à cette même origine.
L'équation (3) nous donne x=:o, c'est-à-dire l'axe des y-y ou plutôt une portion de l'axe des y. L'analyse devait conduire à ce résultat. Supposons en effet 2 c* — à' différent de zéro : 2c' — A'= e. Nous rentrons dans le cas précédent. Le lieu est une ellipse dont le demi grand axe est
-z:» et dont l'autre (5) tend vers zéro avec e. A la limite V2
(£ = 0) Fellipse se réduit à son grand axe^ nous avons là une sorte d^ ellipse ésfanouissanle.
Or à toute ellipse on peut mener deux tangentes parallèles à une direction donnée. Considérons donc une certaine direction et une ellipse, correspondant à une certaine valeur de «. Nous trouverons toujours deux tangentes à cette ellipse , parallèles à la direction considérée. Chacune de ces tangentes sera d'autant moins éloignée du sommet le plus voisin du grand axe, que e sera plus petit. Ces distances convergent vers zéro avec e. Nous sommes donc, par ces considérations, amenés à ceci : que louic droite passant par les points
est telle , que la somme des carrés des distances des point» A, B à cette droite est égale à 2c'. C'est ce qu'on peut vérifier directement.
L^équation (4) représente une hyperbole rapportée à ses axes. L'axe imaginaire est dirigé suivant Taxe desx. La distance des fojcrs à Forigine est égale à c.
Représentons par =^5 —? =p les coordonnées du A4 .X.4 X
centre de la surface ayant pour équation
!tf , , a:* H- «„ x\ + ^33 ^l + <»«* *î j
H- 217,3 Xa JTa H- 2»fl JT, ;r4 -f- à <73, ^3 ^4 ]
on sait que les coordonnées du centre vérifient les équations
' --r- =«,,X, -h-n.aXi-l-flnXa -h «,4X4 = o, 2 (ixi
( 2 ) ' - -7^ == «a, X I -»- «ai Xa -+- «J3 X3 -+- #1,4 X4 = O , * ^ i 2 ^a
- -~ = r/j, X, 4- Û3i Xa + «33 X3 + «34 X4 = O.
2 tf.rj (*) La fin du chapitre III incessa mment.
(.h* le discriminant
«Il «la «13 «H
«Il «3» «M ''J4
«Il *»«: ««3 «44
donne identiquement
d\ d^ du d^
* /fA ^À . ^A /fA
^ ' Aî4, <r<J4a ««43 ««44
d^ dA d^_ dA_ _
da^t da^i da^x ^44
La comparaison des systèmes d'équations (a) et (3) nous fournit immédiatement 1^ coordonnées du centre
(dL dà d^ dA\
X| = -3 — » Xi = -r — 9 X3 = -T — » X4=-5 — )• rfflr4i ^^«4» ««43 ^44/
La surface , rapportée à son cetitre , aura alors pour équation
iattX]-\- «mxJ + «33 ^\ -f- a o„ X, Xj -f- 2 «13 JTi ^a -h 2 «,3 a:, x^
83. Si l'on regarde le premier membre de Téquation (1) comme une fonction des variables — » — 5 — et qu'on y
«1^4 «P4 Jl?|
remplace ces variables par —S —% —» la fonction ac-
querra, en général, une valeur maximum ou mini-^ iQum.
Ànn, âe Maihénêét., t. XIX. ( Avril 1860.) kO
Or on a, d'après le principe des fondions homogènes^
dm d9 da df
^ rfj?, dXi dxj dXi
En désignant par * la valeur de 9 lorsqu'on y faii
OÙ
rr=i, 2, 3, 4.
il viendra , eu égard aux relations ( 2 ) ,
D'un autre côté,
— -r^ =:= «41 Xi -f- «« Xj -+• tf« X3 -f- «44 X*;
ou, d'après les valeurs (4) ,
1 rf* ''^^^ ^^^« ^^a.^ ^^— A - -7=- = «»i •:; — H* «41 'j r «43 ^jT- -r ^'ii :t-- — A-
2 rfX* rf«4i ««4, rf«4j aa^^
Par suite, la fonction que nous con&idérons, c'est-à-dire -^ <p, aura pour valeur, dans ce ca»,
En appliquant les règles ordinaires du calcul des valeurs maxima et minima , on constate facilement que la
fonction -^ (f n'obtient de telles valeurs que lorsque cette
fonction, égalée à zéro, représente une surface apparte^-
liant au genre ellipsoïde; ut alors
il V a maximum^ si -; — <C ^ï il y a mtntmam , si -7 — > o .
8i, Dans tout ce qui précède, nous avons supposé implicitement - — différent de zéro-, sans quoi les équations [^) n'admettraient plus une solution finie et déterminée.
Si le centre est sur la surface, on a, d'après Téquation (6), A = o, et réciproquement-, la surface alors est un cône.
Lorsque -r-^ est nul , il faudra distinguer les deux cas
suivants :
1^. ùk est différent de zéro; les relations d'identité du chapitre P** nous montrent qu'une au moins des quantités-;— » -; — » - — est différente de zéro : le centre est i
<ni4, da^i dOi^
r infini.
« A 11 1 * . , r/À rfA ^/A
2®. A est nul; alors les quantités - — » - — , - — sont
da^x da^i da^^
aussi nulles, et il peut y avoir indétermination ou impossibilité. .
Je n^insisterai pas davantage sur cette discussion.
2**. Plans conjugues.
8S, Si Ton repi^sente par Ai , A^ , A» , A» les demi-dé- . rivées par rapport à X| , oti , Xt , X4 du premier membne
de l'équation (i) dans lesquelles on a remplacé — ? ~> —
p.ir ~» — - — » le plan ayant pour équation
( 7 ) .«:, A, -h X, A, H- JTa Aï -h X4. A* = o
est dit lé plan polaire du point ( ~» — » — j par rapport
a la surface ç = o ^ le poiut ( — ? — » — ) est appelé le pôle
de ce plan.
Trois plans sont dits conjugués lorsque le pôle d'un ([uelconque de ces trois plans se trouve sur rintersection des deux autres.
Soient les équations de trois plans
iiw,x,-4- m,X3-HOTaJr,-+- »W4X4 = o, .
0^ X, 4. «, Xa -h ITj X, -H «4 X4 = O, Pi^i -t-A',x,-+-/>3X3H-p«X4 = o.
Si — > — > — sont les coordonnées du pôle du premier de
ves plans, on devra avoir
«u «I -4- «,j xj -f- #?,3 aj -h fl.i «4 = OT, , o„ a, -h On a, -h o„ a, -h «j» a4 = w, , «il «1 -H «3J »3 -+- *»:3 «3 -I- <»>« a, = /lîj , «41 »« -H ''ij a> -4- «43 «1 -f" <»i* »« = w* ;
et les valeurs de ai, «f, a,, a^, déduites de ces quatre équations devront vérifier les deux dernières équations (8). On obtiendra ainsi deux équations de condition. On opérera de la même manière pour le second et le troisième plan. On trouvera , en défini tire, trois équations de condition seulement.
Les trois conditions pour que les trois plans (8) soient
< «49 ) conjugués sout données par les relations suivantes :
^il
«Il
«îl
«aj
«Jl
SI
«Si
au
/Al
Uu
(t-xx
Ih
[La suite f
irochainement, )
(TOtrt.XVllI, p.ltl);
Par m. GREMONA,
Professeur à Crémone (*).
Soient a , (3 , y , d les distances d'un point quelconque à quatre plans donnés^ il est évident que l' équation la plus générale d'une surface du second ordre circonscrite ai^ tétraèdre formé par les quatre plans
^*) Maintenant professeur au lycée à Miian.
( .5o ) scia
Cette surface est coupée par le plan ^ := o suivant la conique
/p7 H- mya H- «ap ='0.
Soient ol\ |3', 7' les distances d'un point quelconque du plan d = o aux côtés du triangle J = o(a = o, i3 = o, y = o) : triangle formé par Tinterseetion du plan d avec les plans a , j3 , y ^ on a
CL =. a! ^xtidèj p = p'sinpJ, 7 = 7'sin7J,
où ad est T angle des plans a = d = o, etc. Donc Téquation de la conique rapportée au triangle inscrit sera
a' sinaj P' sin pj 7' sin 7^
= 0 (Salmon).
Les angles du triangle sontjSdy, yJa, acî^ où ^3y (*) exprime Tangle que fait Tintersection des faces |3 = d = o avec l'intersection des faces y = J = o. On sait que la conique représentée par l'équation ci-dessus est une circonférence, si Ton a
l : m : n =sina^.sinp^7 : sinp^.sia7^a : sin7^.sinadp.
(Salmon.)
De même, si les plans a = o,/3= 0,7=0 coupent la surface suivant des circonférences, on aura
/ : pL ; y = sin ^a . sin pa7 : sin 7a . sin ^ap ! sin pa . 9in7a^, /;t : V : X = 8in<}p.sin7pa : sinap.sin^P7 : sin7p.sinap^, n :\ : fA = sin J7.sinoe7P : 6inpy.sio^7« : flîna7.sinP7^.
{*) /3o'/ est Tan^le qui, dans renonce dn la question, a été désigne par (;5^\yo). P.
(i5i ) De là ou lire immédiatement que l^ m^ n^ly ii^it sont proportionnelles aux quantités
sina^ . „ . ^.
-7— r- sm Ba7 • sin 8^7 , sm p-y '^ ' ^ '
sin B^ . ^ ^
-: — !— smvpa.smvoa, Sinya '^
sin7^ . « . *« . ' sm 078 . sm adS , smap '^ ^
. ^' sm afltf . sm «70, sm ai ^
sin 7a . ^ -, . ,, «
sinaP . . . . ^^ -: — Ç sm yaS . sm 7 Bo , 5107^ ' '^
ce qui démontre le théorème de M. Prouhet.
(TOlr t. XVni, p. 117) ;
Par m. GREMONA,
Professeur à Crémone.
Soient ^0» ^1 ,.-»«»-i5'*q^*"^^^'^sq^®^^^^q^^*'' * ""® racine primitive de l'équation binôme ^
et
en supposant a^ = a^
Multiplions entre eux les deux déterminants
<ia. . .
fll
On-
En exécutant la multiplication par lignes , les colonnes du déterminant produit deviennent divisibles respectivement par 0,, 9tv-*) 019 ei l'(>n 3
DA = 9,Ô
la, a;... a, Or le déterminant du second membre est évidemment
égal à ( — i) , ' ^i donc
Ce théorème, mentionné par M. Michael Roberts [Nouvelles Annales^ cahier de mars 1869, p. 87) est de M. Spolliswoode (Journal de Crellr, i. LI) 5 la démons-
( .53 ) tralion ci-dessus m'a été communiquée par M. Brioschi, et je Tai publiée comme Icmme daus une petite Note Intorno ad un teorema di Ahel (jinnali di Tortolini, i856).
En supposant
il s'ensuit
nd
pour r=i,2,..., n — i
et
donc
ô. 0,. . . e«_. = (— i)— /i»-> rf-^' , et, par conséquent,
a a -h d, . . « -h (;i — l) rf
(n-ha)(n-~i) = (-. )'~^~~ («./)-[« -H iî^,
ce qui est bien la question 465.
(YOlr p. «.};
Par m. Uon RABEAU,
Élève de Spéciales au lycée de Poitiers.
Et m. Cha&lbs KESSLER, Élève au Prytanée Militaire.
On donne une droite fixe, un point B sur cette droite et un point fixe A. Trouver une courbe telle , qu^en menant par un point quelconque pris sur cette courbe une tangente, et par le point A une parallèle à cette tangente, ces droites interceptent sur la droite fixe deux segments coqiptés du point B, tels , que la somme des carrés de ces segments soit égale à un carré donné k*. Même question en prenant la différence des carrés.
Je prends la droite donnée pour axe des y, et la droite BA pour axe des x. Le point B sera alors l'origine des coordonnées.
Soit (oTi, yi) un point de la courbe. L'équation de la tangente en ce point sera
L'équation de la parallèle menée par le point A sera, en appelant a la distance AB ,
I^es ordonnées à l'origine sont pour les deux parallèles
( ,55 ) On doit donc avoir) en eflaçant les indices ,
(l) (jr-*/)«^-iiV = ^*;
on tire de cette écpiatîon
et en prenant les dérivées des deux membres , d'où
Celte dernière équation est vérifiée par
et par
f kx
La première solution donne j^'= m (une conslanle arbitraire). Transportant cette valeur dans l'équation (i), on a, pour première solution du problème,
La seconde valeur de y\ transportée dans la même équation , donne , en réduisant ,
d'où
équation d'une hyperbole dont deux diamètres conjuguée:
( i56 ) sont en direction ^ les axes coordonnés, et en longueur, 2a et a/î , 2a étant Taxe imaginaire (l'axe des x).
Nous remarquerons que Téquation (a) est celle d'une tangente menée à cette hyperbole *, il est évident, en effet, que toutes ces droites, se confondant avec leurs tangentes, répondent à la question.
Si a = A, l'hyperbole devient équilatère.
Si Ton avait pris la différence des carrés , au lieu de considérer leur somme, rien n'aurait été changé dans le calcul précédent, que a* en — a*. En faisant celte transformation , on arrive encore à
y" =r o , d*où /' = m , et à
La première solution donne
y =z mx ± \/^' H- /l' m^ ,
et la seconde ,
équation d'une ellipse dont les diamètres conjugués sont aa.et ^Ar. La première équation représente encore Téquation d'une tangente à cette ellipse.
Si a = /L, cette ellipse devient un cercle si les axes sont rectangulaires, et s'ils i^nt obliques, une ellipse rapportée à ses deux diamètres conjugués égaux.
Note. M. Franck, licencié es sciences, chef d'une institution israélite à Lyon , donne une solution identique à la précédente , et ajoute :
Supposons que l'on veuille satisfaire à la condi-
( «57) don
ce qui donne Téquation diflerentielle
ap
Rn difieren liant ou
L'équaliou de la courbe cherchée sera le résultat de I eliininalion de p entre les deux équations
ap
réquation (1) donne
(3) ^-«ô^-ha,
en posant
remplaçant dans l'équation (2) la valeur de p fournie par
(») p c'est r'.
( i58) Téquation (3), on obtient
et en élevant au carré
on obtient
équation d'une parabole facile à construire.
M. Kessler trouve un lieu du troisième ordre lorsqu'on prend la somme directe des segments.
SOLUTIONS TRIGONOMBTRI^KS DIS QUBSTIftKS 483 BT UA
(voir t. XVUI, p. S87);
Pae m. Thcofik HâZAN, Lieutenant, élève de l*Éco1e impériale Ottomane à Constantinople.
Théorème I. D'un point B extérieur à une circonférence O on mène deux tangentes BA et BC, on projette C en D sur le rayon OA, et Ion fait exécuter une révolution complète à la figure autour de OA, Tun des rayons des points de contact ç il faut démontrer que le volume engendré par le triangle mixtilignc CBA est équivalent au cône engendré par le triangle BDA (question 483).
Théorème. IL La même figure étant faite que précédemment, et exécutant la même révolution^ il faut prouver que le segment s|>1iérique engendré par CBA est équivalent au volume engendré par le triangle CBD (question 484).
( »59 ) Si nous supposons le rayon OA égal à l^unîté, nous
aurons
BA = tang-,
CD == sis a ,
AD= 1 — cosa.
Considérons :
i®. Le volume engendré par le quadrilatère DA6C = t^\ a^. Le volume engendré par CDA = (^; 3^. Le volume engendré par le triangle mixtiligne ABC = V; 4®. Le volume engendré par le triangle ABD = V. Nous aurons
(I) !»=:-» (i — co»«) ( tang»- + sin'a -htang- sina Ji
(II) «F'=^ff(i — cosa)[3sin'a-H (i — COSa)']. En soustrayant t^ de i^ on obtient
2tang^ sin'a
(ï) p — j/ = V = ^ff(i — cosa) < a . )i
6 ^ M-f-atang-sma
— (1 — cosa)*
.p-r*«''==V=^yt(i —cosa) tang'-
I , .\ sm'a — 2tanff-sina
-*-gff(i — cosa) j ^^2 I
(-f-(i — cosa)* ]
( i6o ) mais comme
/' = ^ ir (i — cosa) rang* et
sin'a — 2rang- sina-|-(i — cosa)*=(o), en substituant dans l'équation (III) on obtiendra
Théorème IL En soustrayant le segment CDA du quadrilatère ÂBCD, on obtiendra, d'après le théorème prouvé en haut, le volume du cône ABD \ en effet , si du volume du cône ABD on soustrait du quadrilatère ABCD , on obtiendra le volume du triangle engendré par /HDB^ enfin le segment engendré CDA est équivalent au volume engendré par le triangle CBD.
SOLUTIONS GfiONÉTRIOUES DBS OHESTIONS 483 ET 484
(TOlr t. XVllI, p. SS6);
Par m. Jules PUECH,
Élève du lycée de Castres *(Tarn).
Même énoncé*, même figure que dans la solution trigonométrique.
Le volume du cône décrit par ABD est représenté par
^trADx ÂB; d'un autre côté
V, ABC = V. ABCD — V. ADC,
ce qui donue
V.ABC^^ïtADXAbVttAD ^iABXDC— gCD — gAD^V
Il suffit doDC de démontrer que la quauiité
^ABXDC — ^CD*— ^Âd' 3 6 6
placée entre crochets est nulle, ce qui revient à faire voir que
CD(2AD— CD)=Âb!
Cette égalité devient manifeste si l'on mène par le point G, CF perpendiculaire sur AB. Le triangle rectangle FCB donne
ÂD = CF = BC*- BF L: BÂ — (BA — At)' == BÂ'— (B A — CD)» = 2 AB X DC — DC 'irr DC ( a AB — DC) .
Corollaire (question 484). Dans la même figure le segment sphérique CD A est équivalent au volume engendré par le triangle CBD.
Note. MM. de la Briëre et de Charodoti, élèves de Téeole des Carmes, ont résolu la question de la même manière.
Afin, de Maihémat.f t. XIX. (Mai 1860.) 1 1
SNfllil N U (CCINH S«4
P(kB M. Cuàmus KESSI.ER, Élève dm PrriaBee Klilaire.
AB = aR = diamètre d^an cercle de centre R, O un point sor le diamètre AB, KO = ^ , P = on point de la circonCéreoce, angle PAB = 5, angle POB = f . On a
. . Rsinaft
Mn40 =
V;R— flj^cos'p -i-{R-i-«f)-sin*p
Fonction elliptique. Jacovi.
i'*. Je mènePK ei j'abaisse PM perpendiculaire sur AB; je mène PB :
Triangle PKM PM =Rsin2p,
Triange POM PM = OPsin^»,
dW
Rsin2p = OPsm3|»,
. . Rsinaâ ^ OP
( .63 ) Pour déinonii'er la proposition, il sufiit donc de prouve^ d'abord que Ton a
or le triangle PBO
0P*= PbV b5'— 2PB . BO ces PBO, PB=2Rsinp, BO = à — R, PB0=90 4^p,
ÔP = 4R»siri'p-+-(R — «)» — 4Rsin^p(R--a) =r 4Rii sin'P -f-{R -- «)'.
2rfp
OU
-a)»cos»p +
(RH-fl)'
sin'
VR'c<
)s'rj.H-(R'-
/I')sin'^^
a^ sin'\j»
J'abaisse KR perpendiculaire surOP, il faut prouver que
rf+ \/r^— kr' PR
//p~ OP *~ OP
et comme
PR = RC0S(2B -f- ri , OP = r-r^>
il faut donc prouver que
rfi|» _ cos(2p-hip)sin4> ^ 2Rco8(2p4->H
rfp"^ sin2p '~^(R— û)»cos'p-h(R«-+-fl/sin»p
En effet la première équation
V/(R — ^)' cos'fi -H (R -h ny sin'B = ïiîîi^,
( i64 ) éUDt dérivée, en rr^ardanl 4 comme fonction de ^, on a
2 R cos 2 ^sin : — R sin 2 S cosr{» ^
et comme
— R«D(9ft + 4i)$in2ysini>-|-cos2^sin4>V.R--<irco$'pH-(RH-tf)'«D'P R sin 2 p COS+ v(R — û)'cos» p -t- (R h- n/sin'p
OU
— sin*{> sin (2 p -h 4^) -h cos 2 p ^
"""^ OPcos^ '^ d%'
V(R — «)* cos'P -h (R-H a/ sin'p
X 1^^ — laiig+sin(2p + ^)L
V(R — û)' ce»' p -h (R -H aY sin» p
I ro»2p — uogI»(sin2pcos<» 4- cos 2 p sin +) Iv I cosy J
v'(R— «j'cos'P-+-(R -f-fl)*sin'p
/ . ^ . . COS2p . , , COS2p\ 2RcOS(2p + ^>) =^
V(R — /i)'co»'P H- (R -h#î)'sm*p ^^'
( .65 ) Note du Rédacieur, Daus renoncé du problème lo point O est entre A et B.
NOTE Sir la M 4es petites escillilieirln peilale sivple lais ai vilien résistant \
Par m. h. RESAL,
Docteur i» Sciences, Officier de riostruction publique.
La recherche de la loi des petites oscillations du pendule, dans un milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de la \itesse, est une question qui fait partie du programme de la licence. La solution que Pois* son en donne dans son Traité de Mécanique est assesç compliquée et comporte deux méthodes. Tune pour le calcul de la décroissance des amplitudes, l'autre pour la détermination de la durée des oscillations.
Dans mes leçons à la Faculté des Sciences de Besançon de i855 à 1859, j'ai donné la solution suivante qui me parait plus simple que celle de Poisson, et dans laquelle pn seul et même calcul conduit aux divers éléments du mouvement.
Nous prendrons pour origine du temps Tinstant où le pendule vient de terminer Tune de ses oscillations et nous désignerons par a^ la demi- amplitude correspond dan te.
Soient :
g l'accélération de la gravité ;
/ la longueur du pendule ]
m la masse pesante qui le termine ;
a l'angle qu'il forme au bout du temps t avec la verticale : cet angle sera considéré comme positif ou négatif
selon cpe le pendule se troaTera on non du même côté de la verticale de suspension qu*à Tinstant initial ;
V = qp -— la vitesse correspondante de m.
La résistance éprouvée par m dans le milieu pourra
V* être représentée par m^-^ 9 K étant une conslanle li~
néaire; et l'on aura d'après le principe des forces vives I V»
Celte équation, linéaire en %*, permettra de déterminer V en fonciion de a, et de ramener, a Faidc de la relation
V = =p — 9 U rechercbe du lemps à une quadratures
quelle que soit d'ailleurs ta grandeur des amplitudes et la nature du milieu^ mais tes formules auxquelles on- ar« rive ainsi sont trop compliquées pour que Ton puisse bien se rendre compte de l'influence de la résistance du milieu sur le mouvement du pendule : aussi nous bornerons-nous à considérer le cas des petites oscillations, le seul qui sous le rapport de Tobservation présente de rînté»èt.
Il résulte des faits tirés de ^observation que le coeffi-* cicnt de la résistance de l'air est très-petit, et que pour des vitesses aussi faibles que celles du pendiiJe, on peut sans inconvénient en négliger le cvré; ce qui revient, dans révaluation de cette résistance, à- remplacer V* par sa valeur dans l'hypothèse du vide ou par g (al — a') , en négligeant la quatrième puissance de ûf© et a. On trouve ainsi pour le travail total absorbé par la résistance de l'air
le principe des forces rives donne par suite
iV' = i^/(a;-«')-ig'^,(«,-.a)(2a,-H«).
d'où
La demi-ainplitade ascendante qui suit la demi-oscillalion descendante correspondant à V = o est une racine n^ative de Téquation V = o, qui, prise en valeur absolue, diS%re de a© d'une quantité de l'ordre de — • Pour
l'obtenir il suflSt donc de poser
(2) {«. + «)[. -||;(«.-a)]=|ga,(«.-«)..
Si l'on continue à négliger le carré de ^9 on pourra
remplacer dans le second membre de cette équation, a
par — «0» supprimer le terme en ~ du coefficient* de
ffo + a; et Ton obtient, en désignant par «i la demi-am* plitude ascendante, ou la racine cherchée prise en valeur absolue,
on a de même pour les demi-amplitudes suivantes, a^ ,
(168) de sorte que les demUamplitudes décroisseni sensiblement en progression géométriqae.
Le produit des racines de Téquation (3) étant
3 r • en le divisant par — »,, on oblienl ponr l'antre racine
el V se met par suite sous la forme
d'où
et
Or
= arc sin = — arc sin — ^ >
( ^69 ) on peut négliger l^ — ^] devant ao»!, et de plus on a
2 gi
avec la même approximation on peut donc prendre
lioL
D'autre part
/*« ada, _ _l r'^4— a»-H(ao—tti)a-4'a.a<i]
«/«. V^(ao— «){« + «•) ^Ja, V^— a»-4-(a«— a,)a-f-a,ao
+ -^a.-a,jj y^(a,_a)(a-ha,)'
gl mais comme cette expression se trouve multipliée par ^,9
il convient de négliger l'intégrale du second membre et de poser
I ^ ^ == = — via* — «ij (* -H «.)•
•/«, va. — «)(«-»- a.)
Il vient donc pour Texpression du temps
(|._arc.i„[^(.-4-|^,a.)-|^^a.]^
En y supposant a = o, on a pour la durée de la première
( '70 ) oscillation descendante
=v1(^Jè-);
Pour avoir la durée de Toscillatiou complète, on supposej^a a = — «o dans la formule (3), et Ton trouve, en
négligeant le carré de |-, i que cette durée est la înème que dans le vide ou tt i/--
Il suit de là que la résistance de Tair augmente la durée de chaque demi-oscillation descendante, mais diminua de la même quantité la demi-oscillation ascendante suivante. De sorte que le nombre des oscillations exécutées dans un temps donné est, en raison du mode d'approximation adopté, très-sensiblement le même que dans le vide (♦).
SOLUTION DE LA QIESTION 4^2 (PAIPIN)
(TOlr t. XVll.p. IM);
Par m. G.-F. &AEHR,
Professeur à Groning^ue.
Soit
<r, — fl, = fls — fl, =. .. = «„ — <?«_{= 5,
tf„ — rt, = (« — 1 ) ây
tf I -h ^a H- . . • H- ^»-i =i ^ji»
(*) M. Somof a Tait un travail très-instructif sur les très-petiteB oscilla* tions d*un système de points matériels ( Mémoires de l'Académie de Saint- Pèiershourg, t. I, n« 14 ; iS5g). Il y démontre, contre Lagrangtet Laplace, Texistence de racines égales, dans Téquation fondamentale de cette théorie , existence seulement énoncée par Cauchy. T«.
( »ri )
ei oomidéroRS le déterminant
Oi fil ûi . a«_, a^ flr, /I3 ^4 a^ . a„ a, a,
«Jir-i ''il <»i . ^n-« ««-3 ûfl-ï <7, /I| tfj . /?«-3 ««-2 ««-1
On aara, en écrivant les colonnes dans un ordre inverse,
On
«3 Ot Oi
Ok «3 ^1
wj a^ Oi
/ïfl_a 0»_s ^,_i
fl, a, ««
4- si /i est de la forme ^p ou 4/^ *+- ' » — si /i est de la forme 4/^ -+- 2 ou 4/^ + 3 ,
parce que dans le premier cas on a échangé un nombre pair (2p) de fois deux colonnes entre elles, tandis que dans le deuxième cas cela a eu lieu un nombre impair (2p-^i) de foiS) la colonne du milieu, si n est impair, restant à sa place.
Si dans ce dernier déterminant on 6te les éléments de la deuxième colonne de ceux de la première, les éléments de la troisième de ceux de la deuxième, et ainsi de suite, il viendra (*)
Dr=-
Oj
*) Tome Xlll. page 7^.
( K^) fms ajcrnianl aux élénunus de la pccaûcre ligne la somme des âémaus pris en colooiics des lignes suivantes correspondantes^ oo a .
OU bien (*)
o ^. J (/F l)^fl*
ou ajoutant encore une fois aux éléments de la première ligne tous ceux pris en colonnes des lignes suivantes, et ensuite, les éléments de la première ligne à ceux de chacune des lignes suivantes en particulier, on obtient sac*
{') Il i»'y a plus que il — i caloiiiics.
ressivement
ce qui se rédait k
Faisant
on a
Soit la progression géométrique
011 aura
ar
ar"
. ar*-' ar*-^ ar*""
ar^
ar'
. ar^"^ ar'-^ a
ar'
ar'
ar^.
. r?/-"-' a ar
af"-
or"-* ar*-' ar*-'
ai^
ar .
ar*"* ar«-' ar*-'
H- si /i est de la forme ^p ou 4/^ + i » — si /i est de la forme 4/^ + 2 ou 4/^ + ^'
Car en intervertissant Tordre des colonnes, et faisant n fois sortir en dehors du déterminant le facteur a, qui est commun aux éléments de toutes les colonnes, on a
ou, multipliant les éléments de la première ligne par r et étant des produits les éléments correspondants de la deuxiëmei puis multipliant de même les éléments de la deuxième par r et. étant des produits les éléments de la troisième, et ainsi de suite,
{'75) ■ÉIOIRE SUR LES POLAfflES MCLINtES
(voir t. XVIII, p. SU);
Pae m. DEWULF.
X.IV. Reprenons les équations du § X qui nous don* nent les n^ points fixes du faisceau <f des polaires inclinées d'un point a|3 par rapport à un faisceau F'*, et dans ces équations remplaçons P par A« + B, nous aurons
Ces équations peuvent se mettre sous la forme r /r/F ,d?\ dY ,rfFl
En éliminant a entre ces deux équations, nous aurons le lieu décrit par les n* points fixes du f " quand le point (tx|3) décrit la droite
^ = Aj + B.
Cette élimination nous conduit à l'équation (5). Dpnc
( «76 ) Quand un point P décrit une droite L, les n* points fixes du faisceau 9" de ses polaires inclinées par rapport à un faisceau F" décrivent le même lieu que les n (n — i) points polaires de L par rapport à Vune des confies du faisceau F" quand cette courbe tourne autour des n* points fixes du faisceau.
Remarque, Ces théorèmes renferment comme cas particuliers les l>eaux théorèmes que Bobillier a démontrés sur les polaires ordinaires au tome XVIU des Annales de Gergonne, p. 89 à 98; 1827.
XV. Je reprends Téquation générale de la polaire inclinée d'un point (aj3) par rapport à une courbe C" représentée par l'équation
Soit
cette équation
Supposons que le point (a, j3) décrive la courbe
Nous aurons la relation
(4) /KP) = o.
Cherchons Tenveloppe des premières polaires inclinées du point (a 9 P) par rapport à C„ quand ce point décrit la courbe (3).
Pour cela, difierentions les équations (i) et (4) par rapport à a et à P , nous trouverons ainsi
" a a, dp da.
( »77 ) IdY ,dV\ (dV /dF\ d&
d'où, par réiimination de a et |3,
Eliminant maintenant a et ^ entre les équations (i)) (4) et (5), nous aurons l'équation de l'enveloppe cherchée.
Soient x' et y un point de la courbe (S), la tangente à cette courbe en ce point a pour équation
Cherchons le lieu décrit par les n{n-^\) points polaires inclinés de cette droite par rapport à la courbe C", quand le point x' y décrit la courbe (3 )«
Reprenons pour cela les équations (3) et (4) du paragraphe XI :
/d¥ ^dF\ d¥ ,dlP
Ces équations donnent les n {h — i) points polaires inclinés d'une droite
j = Ai?-hB.
Faisons
d/ dy
iitii. d€ Mathèm., t. XIX ( Mfei i86o.} 1 %
( «7» ) Il viendra
,^, eiF/dW ,dF\ d/fdF ,dF\
(^> dy[dP^'d^)==i\di-''^y
Il safBt, pour avoir le lieu cherche, d'éliminer x'j' entre les équations (6) , (7) et Téquation (8)
Or CCS équations ne diffèrent pas des équations (5), (i),
De la ce théorème :
L^env^eloppe des premières polaires inclinées des points dune courbe par rapport à une certaine directrice est la même que le lieu des points polaires inclinés des tangentes à cette courbe par rapport â la même di^ rectrice.
Ce théorème donne comme cas particulier le célèbre théorème de Poncelel, polaires réciproques.
XVI. Supposons que la courbe C" ait un point multiple de Tordre p. Les coordonnées (x, y ) de ce point satisfont aux ^-^ ^ équatic
tions
F(jr,r) = o, dF dF
d.T^ ' dxdx dy
dP-'F dP-'F dP-'F dP-'F
= »» 3irT3r, = o,.,., --r:-.=ov
dxP-^" ' dai^^dy^ ' i/x/^^j»~"'"" 7S^«
( »79 ) et les p valeurs de — sont données par i équation
/ ^^F de Y (dr\ p(p^t) d^Y
dxf
dPF fdr\ p(p--i) d^Y (dyy ^^ dxP-'dr\dx)'^ 1.2 dxl^'dj'^\djt) "^'^
La première polaire inclinée de l'origine par rapport à C* est identiquement satisfaite par les coordonnées x eijr :
dF dV
U est facile de voir que les dérivées successives de i^ jusqu'à celle de l'ordre (;; — i) sont nulles pour les coordonnées or et / du point multiple. Par conséquent : Tout point multiple de l'ordre f de C" est multiple de Vordre p — 1 sur une première polaire incUnée queh conque d^un point quelconque du plan de C'*.
Les coefficients angulaires des p — i tangentes sont donné» par l'équation
dPF dPF
y dPF , , , dPF ' , r\ /dr\f^*
La deuxième polaire inclinée d'un point par rapport à une courbc) jouissant, par rapporta la première, des pro-
( «70 ) oscillation descendante
'Pour avoir la durée de roscillaliou complète, on supposej^a a = — «e dans la formule (3), et l'on trouve, en
négligeant le carré de |-, t que celte durée est la inème que dans le vide ou Tt i /-•
n suit de là que la résistance de Tair augmente la durée de chaque demi-oscillation descendante, mais diminua de la même quantité la demi-oscillation ascendante suivante. De sorte que le nombre des oscillations exécutées dans un temps donné est, en raison du mode d^approximation adopté, très-sensiblement le même que dans le vide (♦).
SOLUTION DE LA QUESTION Ali (PAIN\IN)
(voir t. XVII, p. IM) ;
Par m. G.-F. feAEBR,
Professeur à Groningue.
Soit
fl, — fl, = a, — fl, = . . . r= «„ — a^-i = S ff
fli -h <ïa •+■ . . -H- 0«_i =î J«,
(*) M. Somofa fait un travail très-instructif sur les très-petites oscilla-» lions d^un système de points matériels ( Mémoires de l'Académie de Saint- P'etershourg, t. I, n<> 14; i85g). Il y démontre, contre Lagrangtet Laplace, Texistence de racines égales, dans l'équation fondamentale de cette théorie; existence seulement énoncée par Cauchy. Ta.
( 171 ) et considérons le déterminant
a^-i Ér«__3 a«_a
On aura, en écrivant les colonnes dans un ordre inverse,
On
/î„_a ^«-3 ^«-4 • «I ^i. ^n- ^«^1 /ï,_i /?a_s . at Oi (tn
H- si « est de la forme ^p ou 4/^ **- ' > — si 71 est de la forme 4/^ -+- 2 ou 4/^ H" 3 1
parce que dans le premier cas on a échangé un nombre pair (2p) de fois deux colonnes entre elles, tandis que dans le deuxième cas cela a eu lieu un nombre impair [2p-^i) de fois, la colonne du milieu, si n est impair, restant à sa place.
Si dans ce dernier déterminant on ôte les éléments de la deuxième colonne de ceux de la première, les éléments de la troisième de ceux de la deuxième, et ainsi de suile, il viendra (*)
*) Tome Xlll, page 7!^.
( '7^ ) puis ajoutant aux éléments de la première ligne la somme des éléments pris en colonnes des lignes suivantes correspondantes, on a.
ou bien (*)
0 S , 9 — [n — i)^ fl«
ou ajoutant encore une fois aux éléments de la première ligne tous ceux pris en colonnes des lignes suivantes, et ensuite, les éléments de la première ligne à ceux de chacune des lignes suivantes en particulier, on obtient suc-
{") Il n'y a plus que n — i colotiiieii.
cessivement
re qui se réduit à
o o o . — no o o o . o — n
— Il o o o
= ±: (— 1 )• i« ^-' (— nf-'' =± ^' «•-' Sn Faisant
on a
Soit la progression géométrique
on aura
. ar*-^ ar*-^
ar*-'
ar
ar*
ar'
. ar^"^ ar*-'
ar"
ai^
ar*.
. af^-' a
ar
ar^-
ar*-^ ar^*
ar^^
ar^
ar»-* nr*-^
ar*--"
+ si /i est de la forme ^p ou 4/^ "*" ' » — si /i est de la forme 4/^ + 2 ou 4/^ + 3.
Car en intervertissant Tordre des colonnes, et faisant n fois sortir en dehors da déterminant le facteur a, qui est eomodun aux éléments de toutes les colonnes, on a
OU, multipliant les éléments de la première ligne par r et ôtaut des produits les éléments correspondants de la deuxième, puis multipliant de même les éléments de la deuxième par r et.ôtant des produits les éléments de la troisième, et ainsi de suite,
==±-_- (r»— i)«-».r— • =±fl«(/-'— i)"-'.
(«75) ■filOIRE SUR LES POLAIRES nCLINEBS
(voir t. XVIII, p. Stt);
Par m. DEWULF.
XIV. Reprenons les équations du § X qui nous donnent les v} points fixes du faisceau f" des polaires inclinées d'un point aj3 par rapport à un faisceau F", et dans ces équations remplaçons |3 par Acx + B, nous aurons
(•• + »-^)(|-*|)-!"-')(|-'f)=»- Ces équations peuvent se mettre sous la forme r /^/F ,dY\ dF ^fiFl
En éliminant a entre ces deux équations, nous aurons le lieu décrit par les n' points fixes du f * quand le point (a|3) décrit la droite
jr = AxH-B.
Cette élimination nous conduit à l'équation (5). Dpnc
( ^9^ ) on aura entre les points correspondants a , b, c, d ^e la figure homographiqiie la relation
^l ah cd \
les lettres grecques désignant les distances des points a , b, c, etc., a une droite fixe I.
Car, d'après la formule (i), les valeurs de R et de •in (c, i) restent les mêmes dans TexpressioD de chacun des segments a' b\ c'<2'^etc. Au moyen des différentes formules indiquées (9), on pourra mettre la relation précédente sous d'autres formes.
i*'. Des points a\ b\ c',- • ., e',/' se succédant sur une droite d'une manière quelconque
dans la figure homographique, on aura
ab bc ef af
a^. Deux cercles de centre o' et o\ se touchant en un
point a\ on a
La figure homographique donne ce théorème :
Lorsque deux coniques se touchent en un point a , elles se coupent en deux autres points fetpi, réels ou ima^ ginaires; si Von prend les pôles o et o^ de la droite ppt dans les deux coniques, la diX}ite ooi passera par le point a, et si Von appelle tù^ tùiy a les distances des points o, Ou Si à la droite ppi , on aura
Ce théorème est susceptible de plusieurs corollaires.
IL Relation entre des segments situés sur des droites parallèles,
La formule (3), dans laquelle R restera constant, montre que :
Si l 'on a une relation homogène
entre des segments a'b', c'd', . . . situés sur des droites parallèles, on aura dans la figure homographique la relation
dans laquelle a^^^y^â sont les distances des points cor^ respondants a, b, c, d à une droite fixe I.
i^ Dans un parallélogramme a^V dâ les côtés opposés tels que a'b'eic'd^ sont égaux. De là : Étant donné un quadrilatère abcd , si Von désigne par a^^^y^d les distances de ses sommets à la diagonale extérieure, on a
7?. Si l'on coupe deux droites parallèles A', B' par de» droites issues d'tin point arbitraire, en des points a\ b', c'y ££',.••? ^'i > ^'i ' ^'i r rf', , . . • , on a la relation
a'b' _ b'c' _ dd a, b\ ~ TJ. ~ c\ d
ïiwcï^ la figure homographique nous arons deux droites A et B se coupant sur une droite I, et un faisceau de droites rencontrant les premières aux points a & c . . . ^i i, Ci , etc. , et si Ton appelle oc , |3 , y, . . . , ai , j3i , yi> . . » les distance»
( .«92 ) de ces points à la droite I , on^
«1 pi Pi 7»
3**. Considérons deux polygones ayant leurs côtés a'b\ a\b\^ V c\ b\c\y etc. , respectivement parallèles; on a
T-TT = Tf — T = constante.
La figure homographique donne deux polygones dont les côtés vont se couper deux à deux sur une droite I \ donc Étant donnés deux poljgones homologi'gues , si l'on appelle a, j3, y,..., «i, (3|, y^ les distances des sommets correspondants à l'axe d homologie.
. = constante,
«1 Pi «i 7i
in. Relation entre des points situés sur une conique.
Si Ton considère une corde a^b^ d'un cercle, sa longueur est donnée généralement [formule (2)] par la rû* lation
«'*'= J^jdEi "I^ (t. XVni, p. 383);
ab sera la corde d^une conique correspondant -au cercle donné, a , |3 les distances des points a et fr à la droite ppx qui correspond à Finfini de la première figure , x et iti sont la distance des points p et pi de la conique au segment ab.
Soient P et A les diamètres de la conique parallèles
( «93 ) aux droits ppi ei ab , d'après une propriété biea connue (que nous démontrerons plus loin)
Tr.TT. _ P'
la formule ci- dessus devient
2w V — I P» ab
PP^ Ay^ap'
nous déduirons de le que : Si Von a entre des points situés sur un cercle la relation homogène
on aura entre les points de la conique correspondante la relation
^(_ab cd \
\A\/a.p Bv^7.^ /
dans laquelle A , B, . . . sont les diamètres de la conique parallèles aux cordes ab, cd, . . . , a , ^, 7, cJ, . . . /ej distances de leurs extrémités à une droite fixe I.
Si l'on suppose que cette droite fixe est à V infini, on a simplement
pour relation correspondante.
1°. Lorsque deux cercles sont concentriques, la corde a'ft' de l'un, tangente à l'autre, est de longueur constante. De là : Lorsque deux coniques ont un double contact suii^ant une droite I, si Von mène à Vune une tangente et que Von appelle ab la portion de cette tan-gente comprise dans Vautre y et A le diamètre de celle-
Ann. de Mathém., t. XIX. (Mai 1860.) |3
( «94 ) ci parallèle à la tangente •
ab — -.i^ =. constante,
a et ^ étant les distances des points sl et h à la droite 1. Si la seconde conique est un cercle dont A est le diamètre, on a
ab
. = constante.
Si les deux coniques sont homo thé tiques,
ab
— =: constante.
1^. Lorsqu'un quadrilatère a' b' c' d' est inscrit dans un cercle
Comme correspondant à ce théorème, on trouve celui-ci : Un quadrilatère abcd étant inscrit dans une conique , si Von appelle A, B, C, D, E, F /ej diamètres de la conique parallèles aux côtés, pris successix^enient y et aux diagonales y on a la relation
ab.cd bc.da ac.bd
3®, Si Ton joint un point arbitraire m' d'un cercle aux extrémités a' et V d'un diamètre
ma 4- mb = ab .
D'où ce théorème : Étant donnés une droite I et son pôle o , relatipetnent à une conique, menons par ce point une droite arbitraire rencontrant la conique aux points a ef b; m étant un point de la conique, A, B, C 5e^
( '95 ) diamètres parallèles aux droites ab, ina, mb, et enfin aj^^ (jL les distances des points a , b , m à /a droite I, on a la relation
a m bm ab
Si la droite I est à Tinfini ^ ab est un diamètre de la conique, et Ton a
am bm ab
[Lit suite prochainement.)
OUESTION.
522. Toutes les surfaces polaires d'un point d'une surface algébrique, prises par rapport à cette surface, ont en ce point même indicatrice ; les rayons de cdurbure des sections faites par un plan issu de ce point dans la surface et ses diverses polaires, sont en ce point inversement proportionnels aux degrés des surfaces diminués d'une unité. ^ (Th. Moutard.)
SOLUTION DE LA «IIBSTION 449 (M. STRBBOR)
(TOtrt.XVII,p. Mt);
Par m. DEWULF et M. MARTELLI (dr Mu^n).
Soient
et
Téquation aux carrés des différences des*raciiies de cette équation.
Posons
ti^
et substituons dans Téquation (a), il vient P8*î-hP,rî-h... = o,
et
V_L_ — li Z(«~B)>"= P.
D'après la Note sur Féquation aux carrés des difTérences, insérée t. XVII, p. 268,
— 256xi296(fi©H->)p
Donc y si on a aussi
ae»— 46i/H-3c' = o,
f* = Of
et par suite
et
D'ailleurs
-hN(pi!r4->) =
M, N étant des constantes.
Donc, si
on a
et
et par suite
S# S| Sî
Sj S3 84
Hm 4- > = 0,
{a^py
PROPRIÉTÉS DES CONIQUES SPHÉRIQIIES BOIOFOGAIES^
Pàb m. VAINNSOIS, Professeur au lycée de Versailles.
Lemme. Éunl donnés deux grands cercles AL, A M et Fie. I.
deux points B, C d'où l'on a abaissé les quatre arcs perpendiculaires BD, BM , CL, CM , si l'on accorde que leurs sinus soient proportionnels, les trois points A, B, C seront sur une circonférence de grand cercle 5 car supposons que AB et AC soient deux arcsdisiincts Tun de l'autre,
on aura
d'où
ou
>în BAD _ sin CAL sin BAx\ "" sinCAM'
sin BAD -h sin BAN _ sin CAL 4- sin CAM siu BAD — sin BAJN "" sin CAL — sin CAM '
lang-
fang-
/BAD tangï
CAL — CAM
on conclura de là facilement que BAD = CAL. Donc les trois points A , B, C sont sur un même grand cercle.
Théorème. Si deux coniques sphériques ont un foyer commun et quelles se coupent en deux points j ces deux points seront sur un arc de grand cercle passant par l'intersection des directrices correspondantes au foyer commun; et si elles se coupent en quatre points, on pourra f par deux d'entre eux, mener un arc de grand cercle passant par r intersection des directrices ; il en sera de même des deux autres.
Soient O le foyer commun et A, B deux points d'inier-
Fin. Q.
cectiou, AC, AD, etc. , deux perpendiculaires abaissées
im) . '
sur les directrices ; on a
sinAG sinAO
sin bp siQ 6 0 et
sin A<^ sin AO
sin ^ K sin b 0 d'où
sin A</ sinAC^
sin bK sïn bp '
donc les trois points 6, Â , L sont sur un grand cercle.
La même proposition peut aussi se démontrer par un calcul très- simple. En prenant le foyer commun pour origine, les deux coniques auront pour équations
/'-f- a:* ss [m'y -*- n'x H- y»')».
Les coordonnées réelles ou imaginaires communes à ces équations vérifieront l'équation qui résulte de la soustraction membre à membre , laquelle donne deux circonférences de grands cercles passant ab point où se coupent les deux directrices, ce qui démontre le théorème même pour le cas où il ii'y a pas de points réels communs aux deux courbes.
Théorème. Si deux coniques ont un Joyer commurt, que par ce point on mène un arc coupant les courbes en deux points A, B, quaux points A et h on mène deux tangentes, le lieu de leur point de rencontre sera une circonférence de grand cercle passant par la rencontre de directrices.
Soient O le foyer commun , OCD une perpendiculaire sur 06 prolongée jusqu'à la rencontre des directrices aux points C et D, les arc6 Cb et DA seront les tangentes aux
points b et A\ abaissons les arcs il et is perpendiculaires
Fie. 3.
sur les directrices, et iK perpendiculaire sur OC, enCn bq et ag perpendiculaires sur les directrices. Nous aurons
sin il siD bq
= . ,„ = a , rapport constant ,
smrK sin^»K * ^*
et
sin/K sinAO 1 ^ ^ ^
= -; — -— = -T> rapport constant ;
5in#S sin Ag a ' '^'^
de là en multipliant
sin // a sin r S <xf •
Donc le lieu du point / est une circonférence de grand cercle passant au point x. iutersection des bissectrices, et aussi par les deux points communs aux deux courbes.
PROBLÈME. Tromper l équation générale des courbes du second degré passant par quatre points ADCD et le lieu de leurs centres,
La première partie se .traite cx)mme pour les courbes planes, et l'on trouve, en prenant pour axe des x l'arc qui passe par deux des points A, B et CD pour axe
( aoi ) des jr,
B est ime indéterminée; aa', 66' les coordonnées des points. Pour avoir le Heu des centres, on prendra les deux équations qui donnent ce point , et l'on éliminera Bi. On trouve ainsi une équation du troisième degré. Si l'on suppose
l'équation (i) deviendra
c'est l'équation des courbes du second degré, tangentes aux deux axes en deux points donnés. Le premier membre de l'équation du centre est alors divisible par le facteur
^ H I , qui , égalé à zéro , représente la circonférence passant par les deux points de contact. Le lieu des centres est donc une conique sphérique dont l'équation est
Nous allons construire cette courbe en supposant les axes Ox, Oj- rectangulaires.
Fie. 4.
( aoa ) Soit OA = a', arc dont la tangente égale a, 0C = 6'; la courbe passe à Torigine , ei pour trouver la tangente en ce point, il suffit de joindre Torigine au point H ayant . pour coordonnées a', 6'. Si le rayon de la sphère devenait infini , le Heu des centres se réduirait à celte tangente, qui serait alors une ligne droite.
Si l'on fait r = o, on trouve j: = ; si donc ou
prend un quadrant à partir de A, on a un point D de la courbe. Si Ton calcule pour ce point le coefficient de la
tangente, on trouve 9 en sorte que si Ton joint O au
point K symétrique de H, Tare OK ira rencontrer la tangente en D, qui a le même coefficient que OK à 90 degrés
de l'origine. Soit donc OKL = -> l'arc DL sera la tangente en D. On trouve de même la rencontre de la courbe avec Taxe desj", elle se construit en prenant 0C'= CO,
et la tangente en C s'obtient en joignant L au point C. Ayant trois points et leurs tangentes, la courbe est déterminée, et l'on peut, au moyen du théorème de l'hexagone de Pascal , obtenir autant de points qu'on voudra géométriquement. On peut encore remarquer que le poiut
L étant à - de l'origine, si parce point on mène des arcs
sécants (m, ;i ), le centre des moyennes distances des points m , n et de leurs analogues sous une circonférence de grand cercle joignant les points de contact C et D; en sorte que si nous appelons I la rencontre CD avec m/i, le point I satisfera à Toqua ti on
«angr'+tang^"
.( =»o3 ) j', j\y" étant les ordonnées des trois points I , /« , « • cl de même à Téquation
langx = — « — -^- 2
On peut conclure du problème précédent, par la considération des ellipses supplémentaires, que le lieu des centres des ellipses tangentes à quatre grands cercles donnés est aussi une courbe du troisième degré.
Problème. Tromper Véqiiation d*une conique sphé^ rique passant par quatre points, connaissant en un de ces points la direction de la tangente.
Choisissant les aices comme dans le problème précé-
Fie. 5,
dent, nous avons l'équation d'une courbe passant par les quatre points donnés , savoir
en appelant, pour plus de simplicité, a la cotangente du
segment OA, a', etc. Si nous désignons par — le coeffi-
nt
cient angulaire de la tangente au point A , qous aurons
tirant R de cette dernière relation , nous trouvons pour
{ ao4 ).
équation de la courbe
(6r-l)(6'r-!)-h{a.r-l)(a'x-l) -f-[6 -h 6'-h (a — a')/iî]ax/ = I.
Remarque, On peut trouver l'équation générale des coniques passant par quatre points A, B, C, D, sans donner aux axes une position particulière. Pour cela soit
tx -f-a^ — 1= o
l'équation de la circonférence passant par deux des points A , B, et
6'7-H a'x — 1 = 0, celle qui passe par les deux autres ; soit aussi
7 j -h^ X — I = 0, la circonférence menée par A et C , et enfin
Téqualion de la circonférence menée par les points B et D; si nous posons Téquation
+ X{ax4-7r — i)(^x + 7'r— 0 = 0
(analyse de MM. Briot et Bouquet), il est évident que les coordonnées d'un quelconque des quatre points donn& vérifieront cette équation ; 1 étant indéterminé : c'est donc Téquation générale des courbes du second degré passant par les quatre points \ X se détermine comme dans les pro* blêmes précédents , si Ton donne un cinquième point, ou le coefficient angulaire de la tangente en un des quatre points donnés.
Problème. Trouv^er Véquation générale des coniques sphériques tangentes à quatre circonférences de grand cercle données.
( ao5 ) Nous prendrons pour aies les diagonales du quadrila-
tère formé par les quatre tangentes. Soit
tangOBt=ay tang6 0A=:a', tttngOC = ê, ungOD = 6',
l'angle COB = 0.
Représentons par
r = Aa:
Téquation de Tare MN passant par deux points de contact opposés ^ Tautre arc PH aura pour équation
nous V avons démontré précédemment, eu faisant voir que les quatre arcs se coupant au point O forment un faisceau harmonique.
Cela posé, il sera facile d'avoir les coordonnées du point N 9 intersection de deux cercles dont on a les équations , on trouve
A« -" 6-hAa
Les coordonnées des points M, H, P se trouvent par des formules analogues. On connaît d'ailleurs le coefficient angulaire de la tangente en N. Or on sait, par une formule précédemment établie , trouver Téquation d'une conique passant par quatre points , connaissant le coefficient de la tangente en un de ces points^ cette équation
aura rîndétermînée A, ce sera donc Téqualion générale des coniques tangentes à quatre circonférences données. Si on lui applique les deux équations qui donnent le centre en éliminant entre elles A , on aura le lieu des centres.
QUESTIONS DEXAHBN SUR LES GONiQUIS;
Pau J. t. y Abonh^.
Lieu décrit par le milieu d^une droite de longueur constante, dont les extrémités glissent sur une ellipse.
Soient a/ la longueur de la corde, x\ y\ x", y" les coordonnées de ses extrémités, x eX. y celles de son mi« lieu. Pour résoudre la question, il faut éliminer x\ y', x", y" entre les cinq équations suivantes, qui expriment les conditions du problème ;
Ces relations donnent, pour Téquation du lieu cherché,
{*) Lorsque / = « ou / = A, la courbe doit se condenser au centre; comment? et que devient la courbe lorsque 2 / sijrnifie le (rrand aie? Tm.
( ^o7 ) Remarque /. Dans le cas où a = i, relHpse se réduit à un cercle, et Téquation devient
ce qui doit être.
Remarque II, La surface comprise entre la courbe et Tellipse a pour expression tt/*, d'après un théorème de M. Holdisch. La formule 3e vérifie immédiatement dans le cas du cercle.
Si la droite glisse sur une parabole, un calcul entièrement analogue donne pour équation du lieu
(j«— ipx) (x'-hp') -4-/?'/' = o.
Déterminer, dans le plan d'une ellipse, un point tel, que Ton puisse mener deux tangentes égales à la courbe.
Soient x^ , yi les coordonnées du point cherché. La corde de contact correspondante a pour équation
et la perpendiculaire abaissée du point sur la corde
Éliminauty, on a pour la valeur de Fabscisse du pied de la perpendiculaire
Si Ton exprime que cette valeur est celle du milieu de la corde de contact, il est évident que les tangentes seront égales.
Les abscisses des points de rencontre de la corde de
contact et de Tellipse sont données par rélimiualîon de ^ entre les équations
ce qui conduit à Téqualion
{aH^X* -^ *' ^î)^' — 2^' ^'•^^' H- fl* A* — rt' b^x] = o;
d'où
2 fl'^'rî + ^**î
La condition à laquelle doivent satisfaire Xi et/i dans le cas des tangentes égales est donc
aH'y'.-^b^x] a^yl-hb^x] '
c«ttc équation est sajtisfaite, même par Xi=o ou par y, = o , c'est-à-dire pour des points situés sur les axes 5 de plus, simplifiant, on a
a^X]^b'x]'' a*x]-hb*x^^ '
d'où Ton déduit comme facteur
a*X^-{-b'x\=za^b\
ce qui donne tous les points situés sur Fellipse. En effet, alors les deux tangentes sont également nulles ^ de même pour les deux autres coniques.
Deux poids P et P' attachés aux extrémités d'un cordon reposent sur une ellipse dont le grand axe est vertical.
( .W9 ) Déterminer la relation qui existe entre les poids et leâ ordonnées correspondantes à la position d'équilibre*
Soient M et M' les points correspondants à la position d'équilibre. Les poids seront^ par rapport aux tangentes menées en ces points, comme sur deux plans inclinés. On aura donc, dans le cas de Téquilibre, a et a' étant les angles que font les tangentes avec le grand axe,
Pcosa = P'cosa';
or, Péqnation de la courbe étant
OD a
cos a = et cos a' = -
et par suite Féquation de l'équilibre devient
d où
el remplaçant x^zl a:'* par leurs valeurs déduites de Féqualion de la courbe, il vient
(fl»— *») (P» — p'^)/»r" = *• (P^y — PV')v
d^où, enfin,
(pa^p^»)(fl»-.^>) _ P^ _ P^
équation qui exprime la relation qui existe entre les poids P et P', el les ordonnées^ et y' des points correspondants à la position d'équilibre.
Un calcul entièrement analogue conduit, dans le cas delà parabole, à la condition
pa p'i p'2 pa
A»n. de Malh^mat.. t. XIX. (Juin iSGo.) l4
contact et de l'ellipse sont données par l'éliminalion de y entre les équations
ce qui conduit à Téquation
(^î^aj, 4-^4x|)x» — la^b'xx, ^ a' b* — n' b^x\ =<>; d'où
La condition à laquelle doivent satisfaire Xi ei/i dans le cas des tangentes égales est donc
aH'yl-^b^x] a^x^^-b'x] '
cette équation est sajlisfaite, même par Xi=o ou par yj = o , c'est-à-dire pour des points situés sur les axes j de plus, simplifiant, on a
a^y]^b^x] a*x]-hb'x] '
d'où l'on déduit comme facteur
a*X^-{-b'x\=za^b\
ce qui donne tous les points situés sur l'ellipse. En effet, alors les deux tangentes sont également nulles \ de même pour les deux autres coniques.
Deux poids P et P' attachés aux extrémités d'un cordon reposent sur une ellipse dont le grand axe est vertical.
( aop ) Déterminer la relation qui eicista entre les poids et led ordonnées correspondantes à la position d'équilibre*
Soient M et M' les points correspondants à la position d'équilibre. Les poids seront^ par rapport aux tangentes menées en ces points, comme sur deux plans inclinés. On aura donc, dans le cas de l'équilibre, a et ol' étant les angles que font les tangentes avec le grand axe,
P cos aLz=zV' CCS a' ;
or, l'équation de la courbe étant
on a >
cos a = et cos oc = , ;
^a'y-" H- b' x" \/a*/' H- b' ar"
et par suite l'équation de l'équilibre devient
d'où ,
et remplaçant x* et x'* par leurs valeurs déduites de Téqualion de la courbe, il vient
(pt-. ia)(P»— F') j»/> = i< (P^y — P«^»);.
d*où, enfin,
(P^^p^»)(fl»_^»)__p^» pi
équation qui exprime la relation qui existe entre les poids P et P', et les ordonnées y et y^ des points correspondants i la position d'équilibre.
Un calcul entièrement analogue conduit, dans le cas de la parabole, à la condition
pa p'i p'2 pj
Aitn, de Mathémat., f.XlX. (Juin iSGo.) l4
présenunt un point d'arrêt en P, le point P ayant une
Fie. 3.
a))sci8se telle, que f(x) reste réel quand x varie de AP' à Apprenons la courbe j" =f[x) et augmentons ses ordonnées de Af (a:), nous aurons une courbe présentant deux points d'arrêt sur la même branche* Exemples :
J^ = ^l-X'-f.^Kl7,...
3®. Il arrive quelquefois que les courbes jr = (f{x) présentant un point d'arrêt ont une asymptote parallèle â l'axe desj^; en transportant alors Torigine sur Taxe des/ demanièrequelepointd'arrêtnesoitpas sur Taxe desx, on a une équation telle quej" = a + f (x), jci alors la courbe
présente deux points d'arrêt.
Exemples :
REMARQUES
sir fielqies proluU 4oat ks faetean soit ei progressioi iritluiiétîqae;
Pau m. Mamb-Pibmx-Adolpbb GUIBERT.
!• Si Uf T sont premiers entre eux, etr*<^a'" — i, le produit (u — r) n (n-f-r) ne sera pas la puissance /ii***' d'un entier.
Admettons qae ce produit soit une puissance exacte du d^ré m : comme n est premier avec. les deux autres facteurs n — r, n-f-r, il faudra que n, /i* — r* soient des puissances m**""' exactes a"*, 6"* -, on aurait alors
ce cpii ne peut être.
n. Le produit P de huit entiers consécutifs rC est point un carrée
Soit
Ce produit équivaut à
(/»*-f- 2/1* — g/î' — io/i-f-4)* — 16(2/1 H- i)*; donc
P<(/î«-h 2/ï» — 9/1* — lO/l + 4)'.
La différence P — (/i*-!- 2/1' — 9/»' — i07H-3)% égale à 2 n* + 4 '^^ — 82/1* — 84 » — 9, reste positive tant que n est supérieur à 6 \ donc, pour n > 6,
?>(/!* •+• 2/ï» —9/1' — lO/ï -f-3)*.
Ces inégalités prouvent que pour n>6, P n'est point un carré, par conséquent P n'est jamais un carré, puisque d'ailleurs on n'obtient aucun carré, en prenant n égal à l'un quelconque des nombres 4? S? 6.
( a,4) On déduit de là que le produit de trois nombres *e/itiers consécutifs nest une puissance exacte d^ aucun degré.
III. Le produit de trois nombres entiers en progression arithmétique nest jamais un cube.
Le produit en question est susceptible d^ètre représenté
par
d étant le plus grand commun diviseur entre U raison et l'un quelconque des termes de la progression.
Supposons que ce produit soit un cube ; /i — * r et 7t + r éunt premiers avec n, (« — r), (/»-Hr) et /i devant être des cubes. Soit
Si Fun des nombres /i, r est pair, n — r et /t+r n'auront pas de diviseur commun, chacun de ces facteurs devra être un cube; mais leur somme est égale à a 71, c'est-à-dire à a a', on aurait donc la somme de deux cubes égale au double d'un cube, ce qui est impossible.
Si les deux nombres n, r sont impairs, le plus grand commun diviseur de n — r et de /i + r sera a^ leur produit ne pourra être un cube que si Tun est le double d'un cube et Tautre égal à quatre fois un cube, ce qui donne toujours une égalité semblable à celle-ci :
de laquelle on tire
résultat encore impossible.
IV. Le produit de six, de neuf nombres entiers coiué^ cutifs nest point un cube.
Soit d'abord
V^[n -2)(/ï — i)/i(iï4-i)(/i4-2}(/H-3).
(a.5) Ce produit n'est pas un cube quand /i = 3; nous allons prouver qu'il n'en est pas un si n est plus grand que 3. On a identiquement
d'où
mais la différence 3»P— (3/ï«4- 3» — 9)% égale à
27^1* -h 54/1» — 378/1? — 4o5ii — 295,
est positive tant que n est supérieur à 3 ; par conséquent, dans cette hypothèse,
donc P n'est jamais un cube.
En derpier lieu, considérons le produit de neuf nombres entiers consécutifs
P=(«-4)(«-3)...{in.3)(ii4-4);
observons qu'on n'obtient aucun cube, en faisant n:= 5, 6, 7, 8, 9, 10 : il suffira de prouver qu'on n'en obtient pas non plus lorsque n est plus grand que io« Or P revient à
(fi»—io«)*— (27/1»— 180/1»— 576/»), d'où P<(/i»— lo/i)»;
car 27/1'-— 180 /i* — 576 » est une quantité positive^ si, comme on le suppose, on a /» >> 10; mais, en soustrayant de P le cube immédiatement inférieur au précédent, on obtient la différence
3/1* — 27/1' — 6o/i*H- 177/»»-+- 3oo/i'-h 3o/i +576,
laquelle est aussi positive dés que n est supérieur à 10, ce qui donne
P>(/I*— ÏOi«— 1)».
Par conséquent P n'est un cube dans aucune circonstance.
(a.6) TROISIÈME SOLUTION DE LA aUESTION 413
(TOtr p. 83} ;
Par M. FaAirçois SIACCI (de Rome).
Soient P un point d'une conique , C le centre de courbure en P, Q le centre de la conique; par C on mène une parallèle à la tangente en P; soit D le point où cette parallèle est rencontrée par le diamètre OP : on a CD égal au tiers du rayon de courbure de la développée en C.
(Abel Tramsom.)
Soient p le rayon de courbure de la conique au point P, et R le rayon de courbure de la développée au point C ; soit f l'angle que la tangente au point P fait avec Taxe des a:; soient enfin 5 et S deux arcs pris à partir des points P et C sur la conique et sur la développée. Nous aurons
mais dp = dS\ donc
as
Soit maintenant A Tangle que fait la tangente au point P avec le diamètre PO. On aura, le triangle PCD étant rectangle en C ,
CD = CP cet A = p cot A.
La question, par conséquent, se réduit à démontrer leq nation
£—£=: 3pcol A, ou bien -7^= 3 cot A. </5 *^ as
Soit en général (i) ,r'= Ax'-haBx
Téquation de la conique , e étant Tangle des demi-axes. Ou
aura
, Ax-f-B
/ X } y Ar'— (Ajr-*.B)> B»
Or
donc
^ 3B»(AjpH-B)
et remplaçant j"', y^'^y^ au moyen des équations ( a), on aura ^ réductions faites ,
\ ds sine
^ ) ^^(Bf(Aj?4-B)-^-rcos«]— (Aj?+B)[j»-f-fAjr-f-By-har(Ar^B)co8i]j
Dans Téqualion (i), Torigine des coordonnées se trouve sur un point de la courbe. Ce point, pouvant être quelconque, supposons que ce soit le point P. On aura
xi=o j^ = o, f=:A;
ces valeurs étant substituées dans Téquation (3), on trouve, après avoir exécuté la division ,
,-= 3cotA, as
» fi
t II
ST
ot
■Snl-
CD
6V Le dénominateur de r est égal à 7-7; chassant ce déno-
minaieur dans Tëquation (2), et multipliant les deux membres par^A , on a
(3) 6rV = y/(j/»ç'*'M),
en appelant M la quantité sous le radical dans le numérateur de r.
En comparant les notations de Legendre a^ec celles de M. de Staudt, on voit que
K=: la hauteur du tétraèdre correspondant à A. (Legendre, livre III, théorème XXXII.) Cela posé,
mais
/'a =r g' + A» — 2^// cos a,
g'^^-f H- A»- a/A cos 6, /«'» =/» 4- ^' — 2/^ cos 7.
Remplaçant dans Féquation (4) /", g**^ A'*, par les valeurs précédentes, on trouve, après calcul fait, pour co', la quantité sous le radical dans le second membre de Téquation (3); donc,
6rV = w;
mais
V = ^KA, 6rV=2rKA = », «=2rKi
donc,
A'ii r= 01.
Le triangle A' dont les côtés sont ^=^9^9 -^9 9. pour surface
\/iâ{^/'f'g'g"+ 2/V /r A'*^. 2^V' AVi'^-Zr* -^^*- A* A'O
(5)JL2L
Donc
et 9 par conséquent ,
DÉMONSTRATION D*u AétrèBc de H. Gijlej sir les relatim eiIre les feietiais de Slm (*) ;
Pa& m. V. DE ZEIPEL,
Doyen à Tunivenité d^Upsah
Quarterlr Journal ^ mai 1869.
1°. Soient opérant comme pour la recherche du plus grand commun
(') Journal de M. Liouville, t. XI, j». ^97-2995 i8/|6.
diviseur, on obtient
/(x) = ^,R, H-R,, Ri =:^sRs + Rsi
Rn-ï = Cm Rii- 1 -+• Ru ; éliminant les R , on obtient
R. =:ff^(x)¥x-h^n{x)fjC,
Il faut déterminer les A et les B de manière que R„ devienne de degré m — /i j de sorte que les termes d'ordre supérieur s' annulant en
R. = (fl.A.-i.^B,)jr-^— « + (fl, A.-f- «.A. -f- ^B,+ Mi)«"+— ' -+-(fl»A.-i-fl,A,-+-fl.A, + *,B. + ^,B,-hMO***^-H...;
tous ces termes jusqu'à x"-'»+* inclusivement doivent disparaître; ce qui donne ces an— i équations de condition
<i«At-»-o H- G -ho H-o = — ^«B»
at Ao + fl,A,-htf,A, -f-^, B, + 6,B,..=— ^,B.
«3 A, + <i,A, + fl,A, + *aB, -h^.B,. .=-.^,B,
<îi»-.iA«4-^iii-jA|-hfli»_4 Ai...H-^aii-sB,-f-^ai,^Ba...= — ^M_sBc
On déduit les valeup de 'in — i quantités Ao, A|,..., A„«i,Bi, Biv'-îB„-i de ces 2/j — i équations, parla
( 2aa ) méthode de Cramer. A cet efTet, posons
\atbt
fl, /?» ^1 ^,
Pour avoir P,, on change dans P, la dernière ligne les indices en r+3 ^ (r) désigne les accents.
et de là P.''' en changeant les indices en r + ^ dans la dernière ligne.
Les P, se forment en prenant dans chaqae ligne des. 2n — I équations s termes à partir de la seconde ligne.
On a donc
fl.
tf»
Oi Oq o .
. bt O O
. bi. b^ o
b, bx b.
bi b, bi
bt bi bt
I fi-im—A ^l»—» . » • . ^xii— 3 b^
(«3) et , en général ,
<fi a^ o. . . o o o... o ^1 bt
at Hi /7« . . . o o o . . . o b,'
a^ /la 01 . . . o o o . . . o b^
tf<^3...
o bi^x
ai
tf /-t . • •
«ÎL-l...
tft
o bi^x
«i»--i «u-3 tfan-i... flrMi-.(,-|.i) <Ii,i-(|-+î) «î«-<i+3)««- ^11 ^»i— » ^ïn-ï
et
Pour avoir S, on remplace dans le déterminant précédent la première ligne par x"""*, x"""', x"~*, . • . , o, o, o , et
^,. {,)=(_,)' -A_Tj
pour avoir T, on remplace la même première ligne par o, o, o,x"~S a:""', x"~*,. ..H-5 delà
»- = (— )-^U; remplaçant la même ligne par
on obtient U.
Faisant
on a
(aa4 )
mettant dans U au lieu de F (a:), f{x) les développements, et ne conservant que les termes de degré m — n et inférieurs ) on a
Rn=±(— 0*"*"'P«'^"" + P»*""*"'-»-Pn-="
n est quelconque; r, 5, t étant des nombres entiers positifs, on trouve par le procédé ci-dessus les valeurs de
?r» fi, fti
Rr, R,, R/; on a identiquement les deux déterminants
ajoutant
ou bien
C'est la relation découverte par M. Caylcy.
PROPOSITIONS SEGMENTAIRBS
sir 11 piriye, Phyperkle éqiililère el propriété li cercle priKipal
de Fellipse;
Pae m. Arthue LESCâZE,
Elève à Sainte-Barbe ( cours de M. Gerotio).
Proposition I. Le produit des distances du sommet d'une parabole à une tangente quelconque et à lacourbcj distances comptées sur la même droite, est constant.
Soient
Téquation de la parabole rapportée à son aie et à sa tangente au sommet S ^
l'équation d'une tangente quelconque en fonction de son coefficient angulaire m;
l'équation de la perpendiculaire SP abaissée du sommet S sur la tangente. Enfiui soit R le second point de rencontre de SP prolongée avec la courbe. Cela posé, on a
(0 SP = . ,/ , r»
d'après la formule connue qui donne la distance d'un point S à une droite.
Nommons (x',j'') les coordonnées du point R. On
Ann. de Mathémat., t. XIX. (Juin i86o.) l5
( aa6 ) aura
éliminant o:' eijr\ il viendra
(2) SR' = 4/?»TO*(m»-f-i).
Multiplions les égalités (1) et (2) membre à membre et extrayons la racine carrée, il vient
SPXSR=/?».
Remarque 1. Cette remarque peut être utile dans la résolution de certainsproblèmes. Soit proposé, par exem* pie, de construire une parabole dont on donne une tangente, le sommet et le paramètre. On aura immédiatement un point R de la courbe, en abaissant du sommet donné S une perpendiculaire SP sur la tangente et déterminant le point R de façon que
SPXSR=;i».
On sera alors ramené à cet autre problème dont la solution est connue et fort simple : Construire une parabole, connaissant le sommet, . le paramètre et un point de la courbe.
Remarque //• Il y a une démonstration plus simple de la proposition. Le lieu du point Pest, comme on sait, une cissoïde dont l'équation est
/?-h2jr' passant aux coordonnées polaires, on trouve
osin'a
( 3^7 ) l'équation polaire de la parabole est
2/7COSa
^~" 8iii»a '
le produit des deux rayons vecteurs p est — p^.
Note du Rédacteur, M. Lescaze est Tingénieux auteur du Lemme qu'il a proposé comme question {yoir t. XVDI, p. 171), et qui a été démontré par M. Joseph Vigne (voirt. XVIII,p. a65).
Proposition II. Le produit des distances du centre d^une hyperbole équifat ère à une tangetUe quelconque et à la courbe^ distances comptées sur la mente droite y est constant.
Soit en effet
l'équation de l'hyperbole équilatère rapportée à ses axes. Je désigne son centre par 0, par P la projection de ce centre sur une tangente quelconque et par R Tun des deux points de rencontre de OP avec la courbe.
y = mx -f- \a^m' — «^ = mx -i- a ^ m^ — 1
étant l'équation d'une tangente quelconque à la courbe^ on a
Cherchons OR , nommons x\ y* les coordonnées du point R, on aura
d'ailleurs
x'^— /'=«» el y=: — -i.^'.
(aa8) Tirons a:'* et j^'* de ces deux dernières expressions et portons dans
il viendra
a^m'^ a} £ï'(/ii'-h i)
OR
multiplions les égalités (i) et (2) membre à membre et extrayons la racine, il viendra
OPXOR = a'.
Remarque* Le lieu du point P est une lemniscatë dont Féquation polaire est
Féquation polaire deTbyperbole est
^ ces 2 a donc, etc.
Proposïtioh III. Si d'un point de la directrice d'une ellipse on tire deux tangentes à la courbe et quon les prolonge au delà du point de contact jusquà leur ren~ contre ax^ec la circonférence principale, la droite qui joindra les deux points de rencontre sera un diamètre parallèle à la corde des contacts.
Lemme, Les projections du sommet d*un triangle sur les bissectrices correspondant aux deux autres sommets sont situées sur une droite qui passe par les railieux des deux côtés se coupant au sommet considéré.
Cela posé, joignons sur la figure TT',TF, TF, PR, FH'
La droite TT' passe par le foyer F, puisque le point P esi
sur la directrice ; donc on a les égalités d'angles De même
RTF' = PTF = HTR.
F'rR' = H'f^R'.
Donc les droites TR, TR' sont les bissectrices des angles
HTF, H'f'P. Mais FR est perpendiculaire sur TR, FR'sur TR', puisque TRctT'R' sont des tangentes à Tellipse et que les points R et R' appartiennent à la circonférence principale. Donc, d'après le lemme, la droite RR' passe parles milieux de TF'et de T'F', ce qui montre d'abord qu'elle est parallèle à IT, et en outre elle passera par le milieu O de FF', c'est-à-dire qu'elle est un diamètre. (c. Q. F. n.)
On déduit de là les deux corollaires suivants :
Corollaire L Si des extrémités d'un diamètre mobile de la circonférence principale on mène d^un même côté de ce diamètre des tangentes à Tellipse, le point de con« coursde ces tangentes décrit la directrice correspondant au foyer relatif au côté considéré.
Corollaire IL Quand Tun des sommets d'un parallé* logramme circonscrit à une ellipse est assujetti à se mou-
(a3d) voir sur Vnhe des deux directrices, le sommet opposé décrit Tautre directrice, et les deux autres sommets décrivent la circouférence principale.
(TOlrp. H);
Pae m. Ed. GRESSIER,
Élè?« au collège Stanislas (claaae da M. Frin).
L'énoncé de cette question est incorrect. Il faut remplacer
^ = ung^i?-^*î^ par ^ = iang^^<»»^ et
* = cotii?^^s^ par ô=:cotitf-«»^ (*).
r^ous allons le prouver
Pour qu^une équation transcendante
ait deux racines égales, il faut qu'elle ait une racine commune avec
Prenons la dérivée de l'équation proposée.
d'où
ax^ — ax -H a =r O.
(*) Nous avons copié les Cotnff tes rendus du 9 janvier j86o, p. if i-ju.
( >3» ) Cette équation a pour racines
■ et ■
ou, puisque a =±: siu^,
cot- et laog-*
n faut donc que l'une de ces quantités mise à la place de X dans les équations
X€ ^\ '/ =COti
cotie««^
en vérifie au moins une.
Posons
aloj
j; , = col - î a?a =: tang - \ •2 a
irs
I 2cos>p I acos^
Il faut donc que l'une des relations suivantes se vérifie :
(t) x,c""^\ ^"''i/ =tangi<?-«^»^
(2) x.c"^\ '"■'^/=:coti!e«^^
(3). x,«~»V'~^) = langi:e-«~^
r,c =»\ * '«/srcotï*
(4) •^.«r ^^ '•/=cotï««0''^:
or ces
relations
se réduisent à
tangï,
COB^_
^-cos5^^
tangl =
cotl.
Pour que Tëquation (5) ou Téquation (8) soit satisfaite, il faut que
et de même, pour que l'équation (6) ou Téquation (7) soit satisfaite, il faut que
ij> z= 90®.
Mais, d'après Thypothèse faite dans l'énoncé de la question, ^ est inférieur à 90 degrés. L'équation transcendante proposée ne saurait donc avoir deux racines égales. Au contraire, si Ton pose
la valeur
6 = tang-c«*»«^
jp= tang-
annule à la fois Téquation transcendante proposée et sa dérivée, et par suite Péquation
a deux racines égales à tang-^*
( »33 ) De même, en posant
l'équation
a deux racines égales à - •
QUESTIONS
523, Un débiteur doit acquitter sans intérêt : Une dette C| au bout de /i| annces.
Il veut payer les sommes Ci -h Cj -H ...-+- C^ a la fois ; démontrer qu'en appelant t le nombre d'années au bout desquelles il doit payer cette somme, on a
,= 122. ( ^'^' j_ ^aC« . ^sCa
V \ioo-|-/î,/ 100 -^nj iooH-/i3«
IOO-+-/f^//
/ =: intérêt annuel pour 1 00,
/ looC, looCj 100 C« \
\ioo-+-/î,/ ioo4-/<i< 100 -h n^fij
{ '^34 ) 624. On donne un triangle conjugué i une ellipse (chaque sommet est le pôle du côté opposé) : la tangente menée du centre de Tellipse au cercle circonscrit au triangle est égale à la corde du quadrant d*ellipse.
(Facre, capitaine d'artillerie.)
525. Soient Xi, jr, , Xs > ...» :r„ les racines d*une équation
que nous écrivons sous la forme maintenant bien connue
(«o,^!,*'!,.. ,tf«)(x, i)«= o; posons
où f est la dérivée def'^ démontrer que la forme est un co va riant de la forme
(MiCiUEL ROBERTS.)
Si l'équation
a, une racine double a, posons
(«««,«4 4-2^i*/a^3 — ^'li«î — ^««î — "îr'
démontrer les équations suivantes :
^M r/M rfM dM
^ da* a dOi 2 da^ doy
doi da^ da^ da^
(MiCHAEL BOBERTS )
527. On donne deux cercles tels, que Ton puisse con* struire un triangle inscrit à Pun et circonscrit à Tautre; on sait qu'il existe alors une infinité de triangles satisfaisant à cette condition \ le lieu des points de rencontre des hauteurs de tous ces triangles est une circonférence ayant pour rayon Texcès du rajon du cercle circonscrit sur le diamètre du cercle inscrit. (G. Sjlliiov.)
(Toir p. as et 96} ;
Par m. HoNORi PRAT {"), Élève de l'institution Royé-Micé à Bordeaux.
Solution de la question 517.
1**. L'équation de la normale est
Je cherche les intersections de cette droite avec les axes; j'obtiens
(*) Résolues ég^alement par MM. L. Marc, élève du lycée de Caen^Ed. Gressier, élève du eoUége Stanislas, Jules Faure, élève de rinslituliofi Veyer*
{ a36 ) Le segment inlercepté par les deux axes a pour exprèssiou
yJtÇ:^^^j^yr^^..
La tangente a pour équation
La longueur de la perpendiculaire abaissée du centre est
En multipliant l'équation (i) par l'équation (a), on obtient un produit constant c*.
2^. Si Ton joint le point O aux points M et N et si Ton
Fie. I.
mène le diamètre M' O parallèle à la tangente, en désignant par 9 Tangle M'OM, on a dans le triangle OMN
(// -H by=z OM + MN — 2 OM.MNcos
MN est normale.
Mais, M'O et OM formant un système de diamètres conjugués, on sait que
{it -f. A)»=OM-*-M'0 — aOM.MNcos
donc
MN = OM
c'est-à-dire le demi-diamètre parallèle à la tangente. On
trouve aisément que OM' a pour expression
ab
en cherchant l'intersection de la droite j^= — \_ , x
avec l'ellipse.
La multiplication de OM' par v = — donne
la constante ah.
Solution de la question 518 (*).
Soient X eif les coordonnées des points N et N', et
où K' est la quantité constante.
Fie, 2.
Il est évident sur la ligure que
.r=x'±MNcosNMP,
r=/±MNsin]VMP,
x' ely' sont les coordonnées de M,
Eu remplaçant MN par sa valeur, et cos NMP, sinNMP
(*) Cette question a été aussi résolue par M. L. blanché-Arnaalti élève du lycée Louis-1e*Grand.
par leurs valeurs -- — el : -^t on ob-
tient
(.) . = x'±— = ^,— , doù -' = ^;g^,.
(,) ^=y±î^' = (i:±^', d'où y=,-^.
Substituant a/, y dans
or'» y»
on a
L'équation (3) représente deux ellipses confoeales, comme il est facile de s'en assurer eu formant les difTércnces des carrés des deux axes.
Solution de la question 519.
Soient (a/,y), [t'^^T'J) ^^ux points correspondants, (jCTuyi) les coordonnées du milieu M. On a
(.) ...= — i_=(?jiiiîv:,
Pour avoir le lieu des points M, je remplace xfciy par leurs valeurs tirées deTéquation (i) et (a) dans
( =«39 ) J'obtiens
équation d'une ellipse.
La droite
est normale à cette ellipse. En efTet, si on remplace jcf et y par leurs valeurs, on a
2 6ji __ (b' >- ^) (g -H a') y, / 2flx, \
En tenant compte de la relation a} — b*:=ia!^ — &'" qui exprime que les ellipses données sont homofocales, on a
^ — (t + by x,"^"^ b-hb' {b-^yy '
ou enfin
m (a-4-gTjr. ^V.
</» étant égal k (a -h af^ — (h -h b)\
Cette équation (4) est précisément celle de ]a normale à Fellipse (3) au point (x,, jj), comme il est facile de s'en assurer en la formant directement.
Solttiion de la question 520.
Correction, ms^ doit être pris égal au demi-diamëtrc parallèle i la tangente et non à la normale. Il faut démontrer l'égalité
(i) PS,XQS.-PS,XQS,.
On a
( Mo )
PS, = (/îîS,— Pot), QS,= (»iS,-|-Q/ii), PS, = {mS,-hPm), QS, = (Qw -- iwS,).
Fie. 3.
En remplaçant dans rëgalîté (i), on obtient
(mSt — P w) (/wS, H- Q w) = {/wS, -h P/w) (Q/n — m S,),
ou bien
(2) otS,= P/iî.Q//j.
Or
«mQ. -— tw'n — îi
de même
^fllj'l-HA*^'
En substituant, on voit que IVgaliié (2) est vërifiëe.
Les lieux de Si et Sj sont deux cercles concentriques à Tellipse décrits avec les rayons (a ±6). On peut le démontrer directement ou considérer la question comme un cas particulier de la question 518.
{ Ml )
Dans Téquaiiou
îl suffit de faire
et on obtient
Remarque, La question n'est qu'un corollaire du problème de la détermination des axes d'une ellipse, connaissant deux diamètres conjugues et leur angle.
On sait, en effet, que les axes OA et OB sont les bissectrices de SiOSi et SjOR, angles intérieur et extérieur du triangle S^OSi. Donc les quatre points Q, Si,P, Si, divisent barmoniquement le côté QS] .
On sait aussi queOSi est égal à(a-hb) et OS» à (a — A). Donc les points Si et S| sont sur les cercles décrits du centre avec (a-f-i) ou (a — b) pour rayon.
Note. Ces questions ont été résolues pour lellipsoïde, par M. Jules Faure, élève de l'institution Mayer.
Ellipsoïde.
1^. Le segment intercepté sur une normale quelconque à un ellipsoïde par deux des plans principaux étant multiplié par la distance pdu centre au plan tangent adjacent à la normale, donne un produit constant.
Soit l'ellipsoïde rapporté à ses axes, en un pointa:, j^, le plan tangent a pour équation
^X yY zZ
Ann. de nalhém., t. XtX. (Juillet 1860.) 16
( a4a ) Au même point, les équations de la normale sont :
au point où la normale perce le plan zoy pour
au point où elle perce ZoX pour
La distance de ces deux points est
la distance de Torigine au plan tangent,
Le produit de ces distances :=a* — b*. De même, si Ton avait pris le segment de la normale compris entre zox et xoy^ le produit aurait été
Enfin , si Ton avait considéré le segment compris entre xoy et yoz^ ce produit aurait été
a»— cK 0?, Pour l'ellipsoïde, si Ton prolonge une normale quel-
( a43 ) conque à un ellipsoïde dont les axes sont aa, 2&, ac, jusqu'à un eHipsoïde de révolution de mêmes plans principaux, dont les axes sont, par exemple, a (a + &) pour
les deux axes situés dans xoy, a ( c H j pour celui qui
est dirigé suivant oz, le produit du segment de la normale compris entre les deux ellipsoïdes par la perpendiculaire p abaissée du centre sur le plan tangent adjacent à la normale est constant.
En suivant la même marche que pour l'ellipse, on arrive à une équation en h
qui est vérifiée pour h = a&, h étant le produit cherché. Dans le cas où l'ellipsoïde proposé serait de révolution, par exemple pour a = <?, le second ellipsoïde deviendrait une sphère de rayon a-hb.
Même résultat en prenant a — J, c pour axes^
3°. Si l'on porte sur une normale quelconque à un ellipsoïde, de part et d'autre de son origine, deux longueurs MNi, MN, telles, que le produit de MNi ou de MNt par ^ soit constant, les lieux des points Ni, N^ sont deux ellipsoïdes confocaux de même centre que l'ellipsoïde donné.
En suivant la même marche que pour l'ellipse, on trouve pour équations de ces deux lieux
On voit d'ailleurs que pour k = ab, on trouve les deux
( a44 ) ellipsoïdes de révolution indiqués plus haut, qui devien« nent des sphères si c = a ou &•
4^. Ellipse. Soient P, Q, les intersections respectives d^une normale par les axes a, & ; si à partir de Torigine M de la normale on porte des longueurs égales entre elles MSi , MSf , telles que MSi soit égale au demi-diamètre parallèle à la tangente adjacente à cette normale, les quatre points Si , P, St , Q, sont placés harmoniquement; les lieux de Si , Sa sont deux cercles concentriques à Tellipse, de rayons a-hb.
La tangente i un point x^y de Fellipse
a pour coefficient angulaire p 9 le diamètre parallèle
est *
les coordonnées X, Y de son intersection avec l'ellipse vérifient aussi
Des équations (i), (a), on tire ^ /i b^x^\
de même
et
Tel est le carré de la longueur du demi-diamètre. Les coordonnées des points S|, Ss, satisferont Téquation de la normale
On aura en outre^ puisque MSi=:MSi= le demi -diamètre
De ces équations on déduit
d'où
de même
pourP
pourQ
par conséquent
(a46) et
de même
Les deux points S| , S| , divisent la ligne P, Q dans le
même rapport, par conséquent Si , P, S| , Q sont places
harmoniquement^ car en admettant un sens positif et un
sens négatif sur la normale, comme P| est entre P et Q,
Si P sera de sens contraire des autres longueurs. On aura
donc
S,Q'S,Q~ '• S| est entre P et Q, car
Or, la longueur du segment de normale interceplé par le
cercle de rayon ado b est aussi ± ai i/ — 4- t;» donc les
lieux de S^, S|, sont ces deux circonférences. Pour l'ellipsoïde^ on prend MSi égal à un den^^amètre, quatrième proportionnelle de |ia; et par exemple a, i, et au lieu du
cercle, l'ellipsoïde de révolution a + i a été - — : — •
M. Saphore, élève du lycée de Douai, a résolu de même ces diverses questions.
QUESTIONS
528. Le nombre figuré par 1 1 ai ne peut être un carré parfait dans aucun système de numération.
(RoucHÉ, professeur.)
529. Deux cubes étant premiers entre eux et se terminant (à droite) par les trois mêmes derniers chiffres significatifs, démontrer que les deux racines cubiques ont aussi les trois derniers chiffres communs dans un système
quelconque de numération.
(Roi3CHé, professeur.)
sinP
5Sq = **"«'' d'où
Ung — ^ tang —^ = lang (f — 45).
531. Soît A l'aire d'un polygone régulier circonscrit à un cercle, A' l'aire du polygone semblable inscrit,
l'aire du cercle est comprise entre A et A — ^(A — A').
(HuTGHBNS.)
532. Soit Â Taire d*an polygone régulier de a/i c6tës inscrit dans un cercle. A' l'aire d'un polygone régulier inscrit d*un nombre n de côtés, l'aire du cercle est comprise entre A et Â -W|r (A — A').
(HuTGBElîS.)
533. Soient deux cercles égaux dans le même plan; P un point variable duquel on mène des tangentes aux cercles et dont le produit est constant. Le lieu de ce point est la podaire du centre d'une ellipse.
534. Soient j^*" = F (x) Téquation d'une courbe algébrique;^— yi = F'(j:i) (x — Xi) Téquation d'une tangente au point Xi jTt] X, Y un point quelconque de cette
Y" tangente. > est un maximum ou un minimum lorsque
Y =ji, X = X,. (Duhamel.)
SDR LES FORMULES D'INTERPOLATION BE LAfiRANfiE ET DE NEWTON (*);
Par m. Abbl TRANSON.
1 . Il faut, de la formule de Lagrange, déduire celle de Newton, lorsque les nombres Xo, Xi, . . . , x^, forment une progression arithmétique.
Cette déduction consistera à faire voir que si, dans la formule de Lagrange, on remplace Ui, iii,. . ., ii^, par leurs valeurs en fonction de i/o et de ses différences^ le
(*) Voir t. XVI, p. a37, 398; t. XVIII, p. 26 à 193.
(^49) coefficient d^une différence d'ordre quelconque sera, pour la circonstance indiquée, le même que dans la formule de Newton. Le calcul s'appliquera d'ailleurs au cas où Tindîce de la différence dont on étudie le coefficient est nul, c'est-à-dire qu'elle s'appliquera au coefficient de w© ] car I/o est représenté par Ao r/o-
2. Pour abréger l'écriture, je représenterai un produit de facteurs qui croissent en progression arithmétique et qui sont en nombre /i, tel que le produit a (a + A) . . , [a -+- (/î — i) A] par le symbole usité a"^^; et le produit de n facteurs décroissants, tel que a (a — h), . .[a — [n — i)/*] par«"'~*. Et k ce sujet je rappellerai qu'on a la formule suivante
Priant le lecteur d'observer que les facteurs qui commencent par a dans chaque terme sont croissants au lieu que ceux dont le premier est b sont décroissants,
3. Je vais calculer le coefficient de A^i/o, et je remarque premièrement que par la substitution des valeurs de i/i, ii|. . . !/„ en fonction de u^y Ai/,,,. . ., A^Wo, la difTérence Ap i/o ne s'introduira que par la valeur de i/^et par celles de //p+i, . . . , jusqu'à i/,„.
C'est pourquoi, avant de faire cette substitution, je vais transformer les coefficients fractionnaires de la formule de Lagrange^ mais seulement à partir du terme qui contient Up.
4. Tous les coefficients, à partir de celui de //p, ont en facteur commun au numérateur le produit
(*1 {^—^9) {^ — ^1) .. . (.r — ;rp_,).
( 25o ) Ensuite le numérateur de l'un de ces coefficients, de celui par exemple qui multiplie u^+r) se complète par cet autre produit
(x — JTp) ... (« — )i:^H-»i-i)(*— "ay+«+i)--- (* — *•)•
Ce nouveau produit contient m — p facteurs; je le décompose en deux autres : Tun formé de n facteurs décroissants, savoir :
(X — JP^) ... (X — Xp+«-,),
et Fautre de m — n-^p croissants, savoir :
(x — x«) {x — ^K^i) ... (or — X^KH.+t)-
Donc je puis dire^ en employant les symboles convenus, que le coefficient de ii,^^ a pour numérateur le produit ci-dessus (a) multiplié par l'expression suivante :
5. G)nsIdérons maintenant le dénominateur de u^^ , c'est-à-dire le produit
D'après la relation qui est entre les jc^, a:i,. . . , ar«, tous ces binômes en nombre m contiennent le facteur A; déplus les m — p — n derniers, c'est-à-dire les binômes à partir de Xp^ — Xp^.ft^ij sont négatifs. Ce produit reçoit donc la forme suivante :
Mais pour mettre en évidence ce qui est commtin à tous ces dénominateurs, j'écris laméme expression comme
( »5i ) il suit :
(— i)»(/ii — /> — /i-f i) ... {m—p)
6. Finalement le coefEcient de itp^ se compose : x^ d*un facteur commun à tous les coefficients à partir de i/p, etque voici :
^P^ Hi)-/'.>i-.(i.2.../.)[i.2...(m-/.)]
et 3® du facteur suivant qui lui est propre
7. Donc la formule de Lagrange reçoit des relations prescrites une première transformation telle que V ensemble des termes à partir de celui qui contient Uj, jusqu'au dernier, se trouve égal au facteur ci-dessus (P) multiplié par la suite des termes que voici :
(/'-Hi)/'-t-2 ^ "
8. Et maintenant il est manifeste que pour avoir le terme en A^u, il faudra multiplier le même facteur (/3) par la suite précédente dans laquelle on aura rem-
( aSa ) placé
Up par A^ a„
Up^t par î^ àpihy
«^H-ï par A^"»*
Mais alors cette suite devient égale au produit de A^'u, pai'
c'est-à-dire par
expression égale à
{—iy^P,h'"-P(m—p)(m—p—i). . .2.1.
Si on la combine avec le facleur (/3),on reconnaîtra que le coeflicient de A^ u^ dans la formule de Lagrange tran6>formée est égal à i
(x — x,)(x— j?| — /<) ... [x — X, — (p — i)h] (i .ti,3,,.p)àP
ce qui est précisément son coefficient dans la formule de Newton.
LIEU DES POLES DES CORDES
fii dans les coirbes di second degré joigient les pieds des loraales à ces coirbes leiées d'oi point de la déreloppée. — Théorèies;
Par m. DESBOVES.
Ellipse. Rappelons d'abord les formules de la page 5f
a, b, c ont leur signification ordinaire dans les coniques à centre, a et |3 sont les coordonnées du pôle d^une corde quelconque de Fellipse, et x ety celles du point d'intersection des normales menées par les extrémités de la corde. On aura immédiatement l'équation du lieu demandé, en remplaçant, dans Téquation de la développée de l'ellipse
xetj par les valeurs que donnent les formules (i). On obtient ainsi pour équation du lieu
(2) [aa (A*- ?«)]• -h[bp (a» - «»)]' = (a' p^ -h b'a^)\
En chassant les radicaux on trouverait une équation du 18' degré, cW-à-dire que le degré atteint le maximum fixé par le théorème U (p. 4S).
Mais cette équation peut se décomposer en facteurs.
C*) y ojresU note ptLQeidS.
( >54) En effet, posant
a = apco$u, p = ^psioo», et faisant disparaître les radicaux, on obtient
5t7p*sin'«cos'û> (p' — I — p*sin'«co5'«)* = (p' — 1 — p*sîn'«cos'«H-4p'sin'wcos'«)%
et si Ton pose
p*sin'«cos' w = «, p* — I = z, il vient
Le lieu cherché se compose donc des trois courbes
Qll
z = o, a=ri, «=-2 — :
si Ton remet pour z et u leurs valeurs en p, sina> et cosoi), puis pour ces dernières quantités leurs valeurs en a et j3, on obtient pour équations en coordonnées rectangulaires
En laissant de côté la solution qui donne la courbe ellemême, on voit que le lieu se compose de deux courbes distinctes (4) et (5), faciles à construire (^).
{*) La construction de la courbe (5) se ramène facilement à celle do la courbe dont Téquatlon polaire est
n reste à expliquer pourquoi on trouve deux courbes. Pour cela nous allons déterminer successivement les lieux des cordes qui joignent, les premières, les pieds d'une normale double et d'une normale simple, et, les secondes, les pieds des deux normales simples, et on verra que les deux lieux ont précisément pour équation les équations (5) et (4)« (J^appelle normale double celle des trois normales qui est tangente à la développée au point de départ, et normales simples les deux autres.)
Déteiminons un point X, Y de Tellipse par des équations de la forme X = acosf , Y = i'sinf . L'angle d'anomalie 9 caractérisera alors un point de Fellipse que nous appellerons, pour abréger, le point 9.
Soient a/ ^ y les coordonnées du point de la développée d'où Ton mène les trois normales, (f' le pied de la normale double et (f^\ ^jj" les pieds des deux normales simples. Soient aussi al^ /3' les coordonnées du pôle d'une corde de l'ellipse qui passe par deux points y et 9", et x et y les coordonnées du point d'intersection des normales menées par les extrémités de la même corde.
L'équation de la corde (f*^ (f) sera
^ COS9' — ces ç" y sîn «p' — sin <p" x
^^ sin(^'^-f) ï" sînltp"— /) «■"''
et on aura les coordonnées du pôle de la corde par les équations
(a' sin 9" — sin y' 7"~ sin(f — (p')'
( h "" sin^y"— «p') *
Si d'un autre côté on cherche les coordonnées du point or, /, point d'intersection des normales menées *par les
( a56 ) points ^,9", il vient
I___ c^sin f ' sin ç" (cos 9" — cos y' ) c^ cos ç' cos q>" (sin 9'' — sin »' ) asin(y" — ^')«
En faisant dans les équations précédentes q/ =^ (]/^ on trouve pour les coordonnées a/, y* du point de la développée correspondant au point (f'
(9) a:'= - cosV, r'=—J «"*?'»
mais les points x,y étant sur la développée, on a
x^zrzx, r' = r> et par suite il vient . . sin y" — sin / cos* f ' cos ff" — cos ^' si n' y'
ou
(i i) sin y" cos* / -H sin* f' cos «p" — coSf"sin^''= o.
Remplaçant maintenantdans cette dernière équation sinf^' par sa valeur ^i — cos'^', faisant disparaître le radical et divisant les deux membres de Téquation résultante par le facteur double (cosç" — cosy')', il viendra
(12) cos' ff" H- 2 cos y' sin* y' cos (j»" — cos* <p' = o,
et une équation semblable en cbangeant ff" en (j/".
D'ailleurs, en vertu des équations (10), les équations (7) deviennent
g^ _ cos'y^ P^_sinV ^ ^ /i""cos<' b ""sinf'"
Nous pouvons maintenant obtenir séparément les deux lieux, ^t d'abord le premier.
( a5î7 ) Pour cela, remplaçons dans les équations (ii) et (m) cos^ et sin (f'^ par leurs valeurs tirées des équations (i3)^ il viendra
(i4) — cos(p'-hV-sin(p' = r, ~ ces ç' -h rj *in <p' = — i , a 9 a p
et éliminant cos^ et sin^' entre ces équations et Téqua*
tion
sin* «p' -H cos' <p' = I , on aura
et il est facile de voir que cette équation peut se ramener à la forme
SOUS laquelle nous l'avons d^ abord trouvée.
Cherchons maintenant le second lieu. Soient a",/i" les coordonnées du pôle des cordes (9" <}/")• Si dans les équations (7) et (8) on remplace «',13', y' par a", (3", y" et qu(; a: et^ représentent maintenant les coordonnées du point d'intersection des normales menées par les points f'^, (f*^ on déduira de ces équations
y =— ^ p'^sinç^sinf'', ^ = — a"coS(p"cos^"'.
En égalant les valeurs précédentes dey et a: respectivement à — î sin'9' et - cos*<j/, il vient
{i5) ^,sin*(p' = sinf sinf", — cos*f = ces f' ces ç"';
mais Téquation (12) étant une équation du second degré en cosç" qui admet à la fois pour racines cosç" et cosç''*',
Ann. de MathémaL, t. XIX. (Juillet 1860.) I ^
( ^5») on a
( i6) cosf " cosç** = — cos< /,
et par un calcul semblable on a de même
(17) sin7"siny*'= — sin*^';
remplaçant maintenant dansles équations (i 5) cos^^cos^^, siny" sinç"' par les valeurs que donnent les équations précédentes, il vient
(i8) = — cosf', |r7, = — sin/,
et par suite
C'est ce qu'il fallait trouver.
Nous allons donner maintenant deux équations trèssimples qui lient entre eux, la première , les angles (f' et 9", et la seconde, les angles y' et (ff''.
En complétant deux carrés dans le premier membre de Téquation (ia), on a
' ( cas f ' -h cos f " } * sin* ç' = cos* y' sin* «p*';
mais si on était parti de Téquation en sin^', analogue à réquation (la), on aurait eu de* même
( sinf'-h sinf'')^ cos*^' = sin'/cos*^'',
en extrayant les racines, on a donc
— siDf'coso' = sin (ç'dif"), — siny'co8^' = gin(f"± y')-
Pour que les résultats donnés par ces dernières équations soient d'accord, t>n doit avoir
(19) — sinf ' cos / = sin (y' H- f " ) :
c'est la première équation que nous voulions obtenir.
( ^59 ) On aurait évidemment de même
-^ sÎD <p' cos «p' = sin (f ' -h ç*), et par suite
sin((p' + f')= sin (y' -^ (p"')-
Mais pour que deux arcs aient le même sinus, il faut que leur différence soit un nombre pair ou que leur somme soit un nombre impair de demi-circonférences. Or la première hypothèse doit être rejetée, puisque les detix arcs t^' et ff"' étant tous deux plus petits que acr ou au plus égaux à 217 (ce qu'on peut toujours supposer en géométrie), leur différence est toujours inférieure k ^xs. Cela a lieu aussi d*ailleurs dans le cas où Tun des angles est nul, parce qu'alors l'autre est nécessairement égal à C7. La seule hypothèse possible est donc, en représentant par ik-^-i un nombre impair quelconque,
2«p' H- 9" -^ f" = (2X -h l) cr.
De l'équation précédente on tire
cos (©' -h ç*^) =1 — COS2 7%
[(i + cos(«p" -h OP = 4sîn*?' = — 4sin/sin ij»'",
9" -4- 9"* (20) COS* ' î- -H sin ff" sin y ^ =: o;
l'équation (20) est la seconde équation demandée.
Les équations (19) et (20) peuvent être utiles dans la i*ésolution de plusieurs problèmes.
Hyperbole, Les deux méthodes sont applicables; seulement, dans la seconde, on détermine un point X, Y de l'hyperbole par des équations
X = û sécç, Y = ô tangf •
Parabole. On trouve l'équation du lieu par la première méthode, c'est-a-dire en substituant dans l'équa-
tîon de la développée
les valeurs de y et de
X données par les formules
(page5i)}
on a ainsi l'équation
le lieu est donc la parabole
On peut aussi résoudre la question en supposant un point de la parabole déterminé par des équations
X = 2/? taog'fy Y = a/> tang^.
En désignant par f ' et (^' les angles qui déterminent les pieds de la normale double et de la normale simple, on voit immédiatement qu'on est ramené à éliminer tangf' et tangf^' entre les trois équations
( a=2/?tongf lang^", p=/?(teng(p'4-tong/0» \ 2 rang ^' -f- tang <p" = o .
I. X', Y' étant les coordonnées du pied de la normale
double dans Tellipse, si on remplace dans les équa-
X' T' lions (i4) cosç' et sinç' par — , -t-> il vient
d'où résulte re théorème :
Si on projette un point de la courbe (S) sur les deux axes de F ellipse, la ligne droite qui joint les deux projections passe toujours par le point dfi V ellipse diamétralement opposé au pied de la normale double correspondante.
IL Si on remplace dans les écpiations (18) cos^ et
X' Y' sînç^ par leurs valeurs — » -r» il vient
et on a le théorème suivant :
Si on projette un point de la courbe (4) sur les deux axes de P ellipse, la ligne qui joint les projections touche Fellipse donnée en un point diamétralement opposé au pied de la normale double correspondant au point de la courbe (4).
Les mêmes théorèmes ont lieu pour l'hyperbole.
m. Les équations (21), dans lesquelles on remplace
lang^ par — ? tang*^' par — 9 donnent évidemment
B^ , ût = — 2X'.
De là on déduit facilement ce théorème :
Si on mène une tangente quelconque à la parabole et qu^on la prolonge , à partir de sa rencontre av^ec taxe, (lune longueur égale à sa moitié^ F extrémité de cette longueur engendrera une courbe identique au lieu des pôles des cordes qui joignent les pieds des normales menées dun point de la développée.
IV. Il a été démontré que les angles d'anomalie correspondant aux pieds des trois normales menées d'un point
de la développée de Tellipse sont liés entre eux par Té-
quation
2<p' + tp"-4-^>*=(aA4-i)Br.
On peut prouver de plus que le nombre 2/r -h i est 5 ou 3 suivant que le point de la développée est au-dessus ou audessous du grand axe de Tellipsc. Mais ce théorème est un corollaire évident d^un théorème plus général qu'on peut énoncer ainsi :
Si d'un point intérieur à la développée de Fellipse on mène les quatre normales à cette courbe, la somme des quatre angles d^ anomalie correspondant aux pieds des normales (chacun d^eux variant entre o et %xs) est égale à Szj ou Zxs suivant que le point est situé au-dessus ou au-dessous du grand axe.
En effet, si d'un point a:, y du plan de l'ellipse on mène les normales à cette courbe, et qu'on désigne par X, Y les coordonnées d'un des pieds des normales, on sait que les pieds se trouveront sur une hyperbole équilatère (22) c> X Y H- b^jr X — û'xY = o.
En remplaçant dans cette équation X et Y par a cosf et ftsinf, puis cosf et sinf par leurs valeurs en tangf, il vient
— 2£/6xjr rang7+ b^y^ = o.
Les coefficients de tang'f et tangf étant égaux dans l'équation précédente, on en conclut, en désignant par (f\ (f'\ (f"\ <f^^ les quatre valeurs de y correspondant aux pieds des quatre normales, et représentant par k un nombre entier quelconque,
(nais si l'on se rappelle que par hypothèse les angles
(a63) d'anomalie sont compris entre o et acr, et que le centre de courbure d'un point de l'ellipse a toujours une ordon* née de signe cou traire à rordonnée du point lui-même, on Toit sans difficulté que, suivant que le point de départ des quatre normales est au-dessus ou au«-dessous du grand axe de l'ellipse^ la somme f^+ ç''-h 9'"+ 9"" est toujours comprise entre 4ty ei 6ts on entre acr et 4^9 ^^I^ e^t donc 5 17 dans le premier cas et 3 cj dans le second.
V. Si Ton suppose qu'un point de l'hyperbole est déterminé par des équations de la forme
X = â $écf, Y = b tangf ,
r angle 9 étant toujours un angle compris entre o et 20, et tellement choisi, que a séc^ et b langqp donnent X et Y à la fois en grandeur et en signe, on prouve par une démonstration toiite semblable à la précédente que la somme 9'+9"-|-9'''4-(]>*^, correspondant aux pieds des quatre normales menées d'un point du plan de l'hyperbole à celte courbe, est égale à 5cr ou 3i7, suivant que le point de départ des quatre normales est situé dans le premier et le troisième angle des coordonnées, ou dans le second et le quatrième.
VI. Quant à la parabole, si l'on suppose, comme précédemment, un de ses points X,Y déterminé par des
équations
X = V tang'ç, Y = 7p tangf ,
on trouve, pour déterminer les valeurs de tangf correspondant aux pieds des normales menées d'un point j:,j^ du plan, l'équation
4/? tang»«p -f- 2 (^ — ar) teng^ —7 = o ; on a donc
Ung/-h tangy"H- tangf"=: o,
( 264) et si l'on suppose 1c point de départ des normales sur la développée 9 on retrouve l'équation précédemment citée
2 tangy' -h tang ^" = o .
VII. On a trouvé que la somme des angles d'anomalie était égale k kzs pour les points d'intersection de l'ellipse et de l'hyperbole équilatère (22) 5 on est conduit alors à se demander, en général , par quelles courbes du second degré on doit. couper l'ellipse pour que la même relation subsiste. Cette question, avec plusieurs autres du même genre énoncées par M. Joachimstal , a été résolue par M. Terquem (^4 anales, t. IX, p. 170). Les démonstrations sont semblables à celle que nous avons donnée tout à l'heure. On voit, en particulier, que la somme des quatre angles d'anomalie est toujours égale à kxs quand la seconde courbe est un cercle.
J'ajouterai ici que lorsque les quatre points d'intersection sont d'un même côté du grand axe, la somme des angles d'anomalie (supposés toujours compris entre o et 2(7) est égale à 2CF ou 617, suivant que les quatre points sont au-dessus ou au-dessous du grand axe, et que la somme est égale k 4^^ lorsque deux points sont audessus et les deux autres au-dessous du grand axe.
Le théorème est évident lorsque les quatre points sont symétriques deux à deux par rapport à l'un des axes; et lorsque la symétrie n'existe pas, on remarque qu'en remplaçant deux des points par les symétriques des deux autres, on ne pourrait qu'augmenter ou diminuer la somme des angles d'anomalie d'une quantité plus petite que cr, et que par conséquent la somme qui est un multiple de CT doit rester la même. Les réciproques sont évidentes.
En rapprochant le théorème actuel de celui que nous {lyons démontré sur les pieds des normales à l'ellipse, on
( 265 ) arrive a une démonstration très-simple d^un autre théorème dû à M. Joachimstal, et dont voici Ténoncé :
Dans V ellipse, trois des pieds dès normales à cette courbe menées d'un point de son plan, et le point diamétralement opposé au pied de la quatrième normale, sont sur une même circonférence.
En effet, supposons, pour fixer les idées « qu^on ait mené les quatre normales d'un point situé au-dessous du grand axe. Trois des pieds des normales sont au-dessus de Taxe et le quatrième au-dessous. Alors, suivant qu'on remplacera l'un des trois premiers pieds ou le quatrième par le point diamétralement opposé, on augmentera ou on diminuera de cr la somme des angles d'anomalie. Dans le premier cas on aura deux points au-dessus de Taxe et deux au-dessous, et la somme des angles d'anomalie sera égale à 4cT. Dans le second cas les quatre points seront au-dessus de l'axe, et la somme sera égale à 2(7. Les quatre points sont donc, dans les deux cas, sur une même circonférence. Le cas où le point de départ des normales est au-dessous de l'axe conduit à la même conclusion.
Pour rhyperbole, les mêmes théorèmes ont lieu encore, et se démontrent d'une manière analogue.
Détermination du lieu par la géométrie.
Théokeme L Si deux points pris dans le plan d'une co^ nique à centre sont tels^ que les rapports de leurs coordonnées aux demi-axes sur la direction desquels on les compte sont inverses et de signe contraire, les deux polaires correspondantes coupent la courbe en quatre points, dont les normales vont concourir en un même point du plan.
Le théorème est une conséquence évidente des formules (i). En effet les valeurs àe x ei y données par ces
{ ^66) formules ne changent pas, quand^on y i^mplace a et |3 par
Théorème II. Deux points étant donnés sur une conique à centre, si l'on trace la corde qui joint les deux points diamétralement opposés aux premiers y que par les points oh cette corde rencontre les axes on mène des parallèles à ces lignes^ et y par le point d'intersection des deux parallèles, des tangentes à la conique, les deux points de contact et les deux points donnés seront tels^ que les normales des quatre points se couperont en un même point du plan.
En effet, les cordes qui joignent respectivement les deux premiers et les deux derniers points ont pour pôles deux points dont les coordonnées satisfont à la condition indiquée par le premier théorème.
Théorème III. Etant donné un quadrilatère circonscrit à une conique à centre dont les points de contact a^ec la courbe sont les pieds de normales menées d*un même point du plan , si on projette les quatre sommets sur les axes et qu^on mène les droites qui joignent les projections d^un même sommet, les quatre droites ainsi obtenues formeront un quadrilatère inscrit dans la conique et dont les sommets seront diamétralement opposés aux points de contact du premier quadrilatère.
Soient A , B, C , D les quatre points de contact; A', B', Ct\ D' les points diamétralement opposés ; (A, B), (B, C), (C, D), (D, A) les quatre sommets; (A, B) désignant le sommet situé entre A et B; (B, C) le sommet entre B et C , etc. Les deux droites qui réunissent les projections sur les axes des points ( A , B) et (A, D) viendront toutes deux passer parle point C ( théorème II ). Pour les autt^es,
( »67 ) la démonstration est évidemmeiit la même. On a donc an quadrilatère inscrit A^ B\ C, D^
TfléoRÈHE rV. «Si ron projette sur les axes le point d'intersection d*une normale simple et d'une normale double, et celui de deux normales simples, et çu^on joigne les projections de chaque point par une droite, les deux droites passeront par le point diamétralement opposé au pied do la normale double, et de plus la deuxième sera tangente à V ellipse.
En effet, si Tun des points de contact, D par exemple, se confond avec le sommet voisin A, D' se confond avec A', et le quadrilatère A'B'C'D' est remplacé par la figure formée du triangle A'B'C et d'une tangente en A'; mais alors le point de départ des quatre normales est sur la développée, et la normale partant de A est la normale double. Le théorème est donc démontré.
Le théorème IV comprend les deux théorèmes démontres par le calcul p. 261 , § I et § II.
U est facile maintenant d'obtenir les équations des deux courbes. En effet, si Ton désigne par X et Y les coordonnées du point A, par a', P' celles du point (A,B), par a'jjS'' celles du point (B, C), on a évidemment, d'après le théorème IV, les équations suivantes :
En substituant dans l'équation de la conique les valeurs de X et de Y déduites des deux premières, et aussi celles qui sont déduites des deux dernières^ on aura immédiatement les équations du double lieu.
Remarque, On peut aussi déduire du théorème I une démonstration très -simple du théorème de M. Joachim^
sial(§VII, p. 265).
{ .68 ) En efFet, conservant les mêmes notations que précédemment, nous voyons, d'après le théorème I^ que si
le coefficient de AD est m, celui de BC est -— — > et par
suite celui de BC, corde supplémentaire de BC , est — m. Les droites AD et 6C^ sont donc également inclinées sur les axes, et par conséquent , d'après un théorème connu , le quadrilatère ADBC est inscriptible dans une circonférence.
NOTE
Démonstration des formules (i). Soient a et /3 les coordonnées du pôle d'une corde quelconque (y' <p'') \ des équations (7) et (8), dans lesquelles on efface les accents de a et P, on déduit
^ = — ^ p sinç' sin y", a? = -5 a cosy' cosy" ;
d'un autre côté, en introduisant dans les équations (7) les
aneles — et — ^ il vient
ces ' — ^ sin i-
COS -i 2- cos ^—
et on en tire immédiatement
à* — 9} sin ç' siny" ^' — P' __ cosy^cosy^^
cos' -ï^ ^— cos' i ^
cos*-i ^
et par suite
substituant maintenant dans les deax premières équa-* lions lesyaleursde sinf'sinf'', cosf'cosf'', on aura les formules (i).
SUR LES GONIQUES SPHÊRIOUES RT NOUVELLE SOLUTION GÉNÉRALE DE LA QUESTION 498 {*)-,
Par m. CREMONA,
ProfeMeur au lycée de Saint- Alexandre à Milan.
Dans le n^ i3 (a6 mars 1860) des Comptes rendus de l'j^cadémie des Sciences, M. Chasles a communiqué un résumé d'une théorie des coniques sphériques homofo* cales. L'illustre géomètre déduit ses nombreux théorèmes d'un petit nombre de propositions fondamentales. Ce sont ces propositions fondamentales que nous allons démontrer.
Â cause de la dualité constante à laquelle est soumise toute la géométrie de la sphère , la théorie des coniques homofocales donne lieu à une autre série de théorèmes. C'est, comme le dit Fauteur même, la théorie des coni* ques homocy cliques. Dans notre analyse, les variables Xj y^ z pourront exprimer indifféremment des coordonnées cartésiennes de points ou des coordonnées tartgcntielles de lignes. Dans la première hypothèse, il s'agira de coniques homocycliques ; dans l'autre, de coniques bomofocales. Pour fixer les idées, nous supposerons que les coordonnées se rapportent à des points ; le lecteur en fera
(*) Poar bien comprendre ce travail , il est nécessaire d'avoir devant soi le n^ 1 3 des Comptes rendus.
( 2yo) mentalement la transformation, s'il veut obtenir les pro^ priétés des coniques bomofocales.
i. Soient xlylz les coordonnées orthogonales d'un point quelconque d'une surface sphérique donnée. L'équa-^ tion générale d'une conique (ligne de second ordre) est
(i) a X» -4- p^' -h 7 «'-H 2 ^^2 H- 2fZjrH- iiffXjr=zo.
La conique est un (petit) cercle si son équation est de la forme qui suit :
(a) X(jc»-h/'-t-2') — (ax-t-^rH-<?«)*=o;
le centre sphérique du cercle est le pôle, (absolu) de la ligne géodésique (grand cercle) :
aa: -f- Aj^ H- cz = o.
Le cercle (a) devient géodésique (grand cercle) si X = o. Pour X infini on a le cercle imaginaire
situé à une distance infinie (car il est la ligne du contact idéal entre la spbère et son cône as^rmptote). L'équation (s) démontre que :
Tous les cercles [grands ou petits) tracés sur la sphère peuvent éfre considérés comme des coniques sphériques qui ont un double contact ai^ec le cercle imaginaire à r infini,
Soit
un point de la surface sphérique. La géodésique polaire relative au cercle imaginaire (3) pris comme courbe directrice est
(5) 'V.x-hXoX + «o« = o,
( »7> ) et la géodésique polaire du même point, par rapport k la conique (i), est
Si les deux lignes gëodésiques (5) et (6) doivent coïncider, c^est-à-dire si le point (4) a la même polaire par rapport k la conique (i) et au cercle imaginaire, (3) on aura
L'élimination de Xoly^lz^ de ces équations donne une équation cubique en 6 ^ on sait que cette équation résultante a ses racines réelles, et que si Ton désigne par
(7) (^r-Xii^Of (xiijTiizj), (x,:x»:zy)
les systèmes de valeurs de (arotj^ol ^o) qui correspondent aux trois valeurs^de l'indéterminée 6, on a
a:,X3 -f- x^ji -f- za Z3 = o ,
*» ^1 -H ^3 r i -^ ^a «1 = O > *i Jtt-hXtXi -f- «I «, = o.
Donc les trois points (7) sont les sonunets d'un triangle trirectangle, et par conséquent la géodésique polaire de chacun d'eux par rapport à la conique (1) et au cercle (3) (ou absolue) passé par les autres deux* En prenant ce triangle pour triangle des coordonnées, c'est-à-dire en posant
(7)' J^i = 2i=0, «, = ar, = 0, X8:j3 = 0,
Téquation (1) deviendra
( ^7^ ) La forme de cette équation enseigne que si par Ton quelconque des points (7)' on mène arbitrairement une corde (géodésique) de la conique (8), elle y est partagée en parties égales.
Donc les points (7)' sont des centres de la conique sphérique. En supposant aX3>o et 7<^o, le point a:=j^ = o est le centre intérieur; les autres sont au dehors de la courbe.
Ainsi :
Les centres d^une conique sphérique sont des points dont chacun a la même géodésique polaire par rapport à la conique et au cercle imaginaire situé à l'infini.
3. Le tétragone (*) complet (imaginaire) inscrit à laconique (8) et au cercle imaginaire (3) a deux côtés réels; les autres sont imaginaires. En effet, en combinant les équations (3) et (8), ou obtient
(a — p) /*-!- (a — 7) z' = o, deux géodcsiques imaginaires;
(P — 7)^' — (** — p) x^= Oy deux géodésiques réelles;
(a — 7)j''-|-(p — y)jr^:=o, deux géodésiques imaginaires.
Donc la conique (8) et le cercle (3) ont en commun les cordes géodésiques réelles
(9) «V/P— 7-^^V«~P = 0| «V^P — 7— "^v/a — P = o. Une géodésique quelconque
(10) ax^èx'hcz = o
est tangente à la courbe (8), si on satisfait à la condition
« P 7 Soient Cl), co' les angles que la géodésique (10) fait avec
(") Donné par les quatre grands cercles joignant les intersections de ( 3 ) et (8). Tm.
( >73 ) les géodésiques (9), nous aurons
n sIoL— 6 H-«^^B — 7 - asIoL — 6 — ci/6 — 7
donc, si Ton pose
-==— tang'ô,
en vertu delà condilion (11),. on obtient
cos'w -H cos*«' — 2 ces 2 0 . CCS ot cos«' = sin* 2 0, d'où
w ± w' = 2 0 =r constante,
c^est-à-dire la surface du triangle sphérique formé par les trois géodésiques (9) et (10) est constante, quelle que soit la tangente (10).
Les géodésiques (9) sont appelées lignes cycliques de la conique sphérique (8).
Donc :
Les lignes cycliques (Tune conique sphérique sont les deux arcs de grands cercles (toujours réels) sur lesquels se trouvent les points d'intersection [imaginaires) de la conique et du cercle imaginaire situé à l'infini,
A. Pour obtenir les géodésiques tangentes communes à la conique (8) et au cercle (3), cherchons les points communs à leurs courbes réciproques :
Celles-ci ont en commun les cordes réelles
(i3) 8V^P(a-7)±Jv^7(P-«J=o;
donc les pôles (absolus ou relatifs au cercle (3), ce qui
ilnn. de Mathémat., t. XIX. (JuiUet 1S60.) l8
(«74) est la même chose) de ces lignes, savoir les points
(,4) x=o, 7:»=±V7(P— «):VP(«-7)
sont les sommets réels du quadrilatère complet (imaginaire) circonscrit à la conique (8) et au cercle (3). Les géodésiques (i 3) sont les lignes cycliques de la conique (i 2) , et par conséquent la somme ou la différence des angles qu'elles forment avec une tangente quelconque de cette courbe est constante. Donc la somme ou la différence des arcs géodésiques qui joignent les points (i4) à un point quelconque de la conique (8) est constante.
Ces points (i4) sont appelés les foyers de la conique sphérique (8).
Ainsi :
Les foyers d'une conique sphérique sont les points de concours (toujours réels) des géodésiques tangentes communes à la conique et au cercle imaginaire situé à l'infini (*),
Il s'ensuit :
Deux coniques sphériques homocycliques sont deux coniques dont le tétragone inscrit est aussi insciit au cercle imaginaite situé à r infini.
Deux coniques' sphériques homofocales sont deux coniques dont lé quadrilatère circonscrit est aussi circon^ scrit au cercle imaginaire situé à l'infini,
Les équations
A = flx* H- bf^ -h «' -4- )^ (x* 4-^* -h z») =r o, A'= flx»4- àf^ -h fz»4- X (j?»-h^«4- ««) = o, représentent deux sphériques homocycliques. Soit U = ax»-f- Pj* -H 7»' -4- 2^j^« H- atar H- a^jr^" = o
{*) Comme dans los coniques planes. Tu.
( 375 ) une autre conique quelconque. Les équations
représenteront deux coniques circonscrites, l'une au tétragone UA (*), l'autre au tétragone UA'. Des équations (i5) on lire
B — B' = |itA— j*'A',
donc l'équation
représente une conique 'circonscrite au tétragone BB' et komocyclique aux coniques A , A', et l'équation
fi'B — pB'=o
représente une conique circonscrite au tétragone BB' et homocyclique à U.
Donc :
Théobemb I. Étant données deux coniques homo^ cycliques Ky h! et une troisième conique quelconque U, si aux tétragones UA, UA^ on circonscrit deux coniques quelconques B, B', le tétragone BB' sera inscrit tout à la fois à une conique homocyclique aux deux A , A' et à une conique homocyclique à U. (Chasles. )
6. Soient encore données les coniques A, A', U, d'où Ton déduit B, B'. On peut donner à la fonction B+A^B' la forme
Il suffit, en effet, de poser
^-l-i = o, fi fA'=:o;
(*) Donné par rinterseclion de U et de A. Tu.
( ^76) alors on a
c'est-à-dire les coniques 6, B' sont homocycliques. Ainsi :
Théorème II. Étant données deux coniques homo^ cycliques A , A' et une troisième conique quelconque U, 51 au télragone UA on circonscrit une conique quelconque B, on pourra circonscrire au tétragone UA' une conique W homocyclique à B. (Chasles.)
7. Soient données trois coniques homocycliques A =iix»4- /'j'-h c«M-> (j-»-4-^*4-«') = o, A' = ax»4- by^-hcz^-hy (jr^ + y* -h z") = o , A''=rax»+ ô/*-f-c«»4- V'(j:»-f-r*+z*)=o, '
et une quatrième conique quelconque
U = o, d'où nous dérivons les trois coniques qui suivent :
B =U-f-fi A =o,
B'' = U-4-fi"A''=o.
On peut circonscrire au tétragone BB' une conique qui coïncide avec B". En effet , on a
B-4-/B'=(i -|-X)U-hfiA-hX>'A',
donc , si nous posons
on obtient
BH-XB'=(n-X)B".
Donc :
Théorème III. Étant données trois coniques homo-
( ^77 ) cycliques A , A', A''^ et une quatrième conique quelconque U, si aux deux tétragones UA , UA' on circonscrit deux coniques B, B', les deux tétragones UA^' et BB' seront inscrits dans une même conique B". (Chasles.)
Soient données trois coniques
circonscrites à un même tctragone. On décrit une conique
U' = U + > (x» +r* + z') == o komocyclique à U, et une antre conique
homocycliqae à Y . U s'ensuit que la conique
W = U' - V' = W + l> — fi) (x» -4-7» 4- 8') = o
est tout à la fois circonscrite au tétragone U'V et homocyclique à W. De plus, les tétragones UV, 13' V sont inscrits dans une même conique
K= fitU'-. XV' = fiU — XV= o.
Ainsi :
Théorème IV. Quand trois coniques U, V, W sont circonscrites à un même tétragone, si l'on décrit deux coniques U', V homocycliques à\i et\ respectivement, on pourra circonscrire au tétragone U ' V une conique W komocyclique à la troisième conique W. Et les deux tétragones UV, U'V auront leurs huit sommets situés dans une même conique. (Chasles.)
U suit d'ici qu'on aura deux faisceaux homograpbiques de coniques, dont les bases sont les tétragones UV, U' V, et les deux coniques correspondantes
U — iV = o, U'— iV' = o
sont toujours homocycliques.
Il est évident qu*à la condition d'être homocycliques, on peut substituer celle de rencontrer une conique donnée dans un même système de quatre points réels ou imaginaires. En vertu de cette observation , les quatre théorèmes de M. Chasles ne constituent qu'un théorème unique, auquel on peut donner l'énoncé suivant :
Étant données plusieurs coniques
U = o, V=o, W,= U — #VV=o
circonscrites à un même tétragone, et une autre conique quelconque
si aux tétragones UC, VC on circonscrit deux coniques U', V, on pourra circonscrire aux tétragones W^C res^ pectiv^ement des coniques W^. qui soient toutes circon" sentes au tétragone U' V. Et les deux tétragones UV, U^V auront leurs huit sommets situés sur une même conique
Il s'ensuit encore :
Si deux tétragones UK , U' K inscriis dans une même conique K sont les bases de deux faisceaux homogra^ phiques de coniques ^ les points d'intersection de deux coniques correspondantes
>W.= {^-i,f*)U— /,K = o, \ Wr== (X — /V/i) U'— /VK = o
se trouifent toujours dans une même conique U — U'=o.
Et réciproquement ; -^Jin que toutes les intersections des couples de coni-
( ^79 ) ques correspondantes de deux faisceaux homographùfues appartiennent à une même conique, Ufaut que les tétragoneSj bases des faisceaux, soient inscrits à une même conique.
Ces théorèmes généraux ne cessent pas d'avoir lieu en substituant aux coniques circonscrites à un même tétragone des courbes spkériques de Tordre n circonscrites à un même polygone sphérique de n* sommets.
Théorème général comprenant comme cas très-particulier la question 498 (p. i54).
On donne dans un plan : i^ une droite fixe; a^ un point O sur cette droite; 3** un point fixe A. Trouver une courbe telle, qu'en menant par un point quelconque pris sur cette courbe une tangente, et par le point A une parallèle à cette tangente, ces deux droites interceptent sur la droite fixe deux segments comptés du point O, liés entre eux par une relation algébrique du degré n.
On peut considérer ces segments comme des coordonnées tangentielles ; donc Fenveloppe demandée est une courbe de la classe n (voir la Géométrie supérieure de M. Chaslesjchap. XXIV).
On donne dans Fespace : i** une droite fixe; a** un point O sur cette droite-, 3° deux points fixes A, B. Trouver une surface telle, qu'en menant par un point quelconque pris sur cette surface un plan tangent, et par A, B deux plans parallèles au plan tangent, ces trois plans interceptent sur la droite fixe trois segments comptés du point O, liés entre eux par une relation algébrique du degré n.
L'enveloppe demandée est une surface de la classe /i.
( a8o ) THÉORÈME B INÉGALITÉ SlIR IIN PROBUiT GONTIMI;
D'APais M. xs D' SCHLOMILCH.
Théorème. i'.tiV3'. . . n* > «".
Démonstration. On a Tiiiégalité
Wfl"^' > -
lorsque a >► 6 > q.
Faisant
b =:m^ a = /H H- 1 , il vient
m"" X/n + i)"^' (excepté pour iw = i),
Faisant successivement m égal à i, a,3,...>7i — i, et multipliant ces inégalités^ on obtient
Corollaire, La série
jOgJ^ jOg2_ , H 9
devient infinie lorsque n = oo .
En effet
^ logi4-loga-h...-f-log/»
log(i.a.3.../i)
( .8. ) Or alogi . 2.3 . . • /!>- nlog« [voir ci-dessus), donc
<lonc, eic.
NOTE SER L'ARTICLE PRÉCÉDENT
Par m. PROUHET,
Professeur.
Les limites les plus approchées du produit i.2.3.../i sont fournies par la série de Stirling, dont M. A. Serret vient de donner une belle démonstration, complétée par M. Bonnet [*) \ cependamt des limites moins approchées, mais plus simples comme celle de M.Schlomilch, peuvent être utiles dans des recherches particulières. En voici deux qui se prêtent à une démonstration tout à fait élémentaire.
1^. Lorsque n est supérieur à -5, on a
ou
it)-
'Représentons le premier membre de cette Inégalité par ^f On aura
^^ Comptes rendus de VÀcadémie des Sciences, t. L (1860), p. 66a et 86i.
et
el par suite
Le second membre est égal à i pour n = i , et diminue
quand n augmente; donc -^ est toujours moindre que i .
Ainsi les fonctions désignées par x^ vont en diminuant. Or déjà x^ est moindre que i , donc x„ sera moindre que I lorsque n sera plus grand que 5 : ce qu'il fallait démontrer.
a®. Quand n est ^ 5, on a
0 désignant la base des logarithmes népériens. En effet, en posant
on trouvera, comme dans le cas précédent,
Hï
Le second membre est toujours plus grand que i . Donc Xn augmenle avec n. Maïs pour /i = 5, on irouvc or» >i . Donc, elr.
Kii suivant la mùme maiThe, on pourrait trouver des
( a83 ) valeurs plus approchées, pour n^ 6, 7, 8, etc. Mais ces limites finissent toujours par être en dehors des suivantes
i < sJTi.n^ (-Vi
qui résultent d'une formule donnée par M. Liouvillc [Journal de Malhématiques^ t. IV, p. 32i).
SOLUTION DE LA QUESTION 47g
(voir t. XVI II, p. 171);
Par m. g. WIART,
Élève du lycée de Douai (classe de M. David).
A, B, C, trois points fixes j AB = C, BC = flf, CA = i ;
<x, (3, y, distances respectives des trois points à une droite fixe : on a
flV -h A'p» -h <:»7> - (fl» + ^> — c») ap — (^» + c» — a») py S = aire du triangle ABC (Salmon).
( a84 ) Soient
AA' = a, BB'=p, CC'=7, on a
surf. AA'C'CB = - (p -h 7) B'C -4- i (p -4- «) A'B',
surf. AA' ce = 1 (a + 7) B' C -+- i (a -h 7) A'B',
d OÙ, en retranchant, on tire
aS = (p - a) B'C 4- (P - 7) A' B'. Élevant les deux membres au carre, il vient
4S^=(p-«)>B^'V(p-7rÂ^'+2(p-«)(p-.7) XB'C'XA'B'.
Par Cj je mène une parallèle à A'C'5 dans le triangle rectangle ADC, on a
ÂC - Âd'= (A'B' -4- B'C')% ou
(i) ÂC — ÂD— ÂTb''— B^''=aA'B'xB'C'.
Par les points A et C, je mène des parallèles à A'C et dans les triangles ABF, BEC ainsi formés, on a
Âf' ou A/W= c» - (p — «)% et
ÊC * ou B^''= «J — (p _ yy.
Je porte dans (1) ces valeurs de A'B' et B'C et je remplace AC et AD par leur valeur, on a
(a85) OU, toute réduction faite,
*'— c'--€i»-*-2(p»4-«7 — p« — p7) = 2A'B'XB'C'. •
On remarque ici que (Ç^^'+' «y — (3a — (Sy) est dgal au produit (P — a) ((3 — y). Je remplace maintenant dans l'expression de 4 S*, 2 A'B' X B'C par sa valeur trouvée et je
remplace B'C, A' B' par leur valeur, on obtient
ou
4S» = ii'(p~«)'H-c'(p-7)'-f (p-a)(p-.7)(ft' — a^-^).
En efîectuant les calculs et les réductions et disposant les termes convenablement, on arrive à la relation
fl»a» + é' p' + c'7» -. (a^ 4- *' — c») ap — (b' -h c' — a>) P7 — (^«4. c» — ^»j ay = 4S'.
RAYONS DE GOIIRDURE.
Tromr l'qiatioo de la coirbe telle, que ses rayons de conrbnre soient Tis d'n point donné sons nn angle donné ;
Pae m. h. LECOCQ,
Licencié es Sciences mathématiques , Maître répétiteur au lycée Louis-le-Grand.
En prenant ]e point donné pour origine des coordonnées et désignant par x,y, r, 0 les coordonnées rectangulaires p.t nnlaîrns. nn a
laires et polaires, on a
langO = '^
( 286 ) D'un autre côté, le rayon vecteur mené de rorigîne au centre de courbure fait avec l'axe des x un angle u dont la tangente est le rapport de Fordonnée à l'abscisse de ce centre, savoir
tangw = ï
petg étant respectivement ^aux à -^ et -r^- On doit donc avoir , en appelant K la tangente de Tangle donné ,
R=7 tang(a> — 0),
ce qui conduit à l'équation différentielle du deuxième ordre
Cette équation étant homogène par rapport à x, j^, dx, dy^ d* y^ on sait que si l'on pose
X Qi dx disparaissent : on obtient en effet par ces substitutions
(i) K[Q(i+ «0 4- (I -4-/>») [u^p)\ = (i +/,»)(! ^pa)',
on sait aussi qu'alors on doit avoir
du __dp ^ Yidp[\ + it^)
p-u q (i-t-/'')(n-/»«) + K(n-/;')(;»-«)' or si l'on pose encore
/; = cangç, a = tangO,
( a87 ) d'où Ton tire
da dB
Téquation (2) se transformera finalement dans Téquation
(3) ^G=Ktang(ç — 0).rf(y — 0).
En intégrant, on en tire
— - =LVAcos(ç — 0),
A désignant une constante arbitraire.
Passant aux exponentielles et développant le cosinus en se servant des relations
siDcp = -7-» sm0 = -ï
^ ds r
dx ^ X
on trouve facilement
C0S<p=-;-> COS0=:-î
^ ds r
d'où
L'équation cherchée se trouvera en intégrant de nou-
{ ^ss )
veau. On obtient ainsi
L.B/- = KarctaDg
VaXT,,
B étant une seconde constante arbitraire. On peut remarquer que la formule
dr
donne la tangente trigonométrique de Vangle que fait la tangente en un point quelconque de la courbe avec le rayon vecteur de ce point.
Si Ton suppose K=o, on en conclut dr==o ou r = constante. C'est-à-dire que la courbe se réduit à une circonférence dont le point de vue est le centre. De ce point on voit en effet les différents rayons sous un angle nul. La valeur de z est infinie, car la tangente est perpendiculaire à Textrémité du rayon.
Si Ton suppose K = oo , Téquaiion donne pour z une valeur constante, propriété qui appartient à une spirale logarithmique. Dans ce cas on voit que tous les triangles qui ont pour sommet le point de vue et pour base le rayon de courbure sont tous semblables entre eux, car ils sont rectangles et ont un angle aigu égal dont la tangente est
- : il en résulte que le rayon de courbure est proportionnel au rayon vecteur.
En général , les coordonnées du centre de courbure a et (3 seront
q I H- Ka
( »89 ) en se servant des valeurs
_ xz^jr __ (i-f a')(i4-Kz)/'
Les valeurs de a et |3 donnent
^^ (iH-K^)'
Or z n'étant fonction que de -> il en résulte qu'entre
les deux équations précédentes et celle de la courbe y on peut facilement éliminer a: et /, ce qui conduit à l'équation de la développée qui est , eu appelant y Tangie donné dont la tangente est K,
Br r t/ ^(^-y) 1
L ■ -h L II -h K arc tang \ ke^ — i J
= K arc tang y ke'^ — - 1 .
Le valeur générale du rayon de courbure est
Ann, de Mathénmt., t. XIX. (Août 1860.) I9
PROPRIÉTÉS BES TETRAEDRES CONAMHltS RJUIS LES SURFACES nu SECOND REfiRtiT
et soIntioB de la q^iestion. 524 (Fasre);
Par m. PAINVIN,
Professeur.
1 . Un tétraèdre est dit conjugué lorsque chacun de ses sommets est le pôle du plan qui passe par les trois autres.
Je désignerai par M, , M, y M, , M4 les quatre' sommets d*un semblable tétraèdre, et par (a:,, /i, ^1 ), (jc,, j,, Zt) (•^8T.!r*y ^«)) (•^»i/*î ^i) ^^^^ coordonnées- respectÎTes.
1**. Surfaces à centre.
Prenons, par exemple, Tellipaoïde
Posons
et
ri Xz
Zl
fli
où /i, = a, = Us = tfii = 1 1
Dr =
dD
dur
Si Ton se rappelle que l'équation d'un plan passant par les trois points M„ Mj, M* peut se mettre sous la forme
r ji xi Xi
Z Zf 2j Z4
qu*on identifie cette équation avec celle du plan polairt*
( ^9» ) (lu point Ml, savoir :
et qu on opère de la même manière pour les quatre sommets Ml, Ms, M), M4, on obtient les douze relations suivantes
^r '(Tr rf«r
OÙ
Remarquons tout de suite que D est égal à six fois le volume du tétraèdre Mt Mt M g M4 ^ Di à six fois le volume ,du tétraèdre OM, M, M4 ; D, à six fois le volume de OMsMiMi, etc. ^ O est le centre de l'ellipsoïde.
3. Les formules bien connues du développement d'un déterminant au moyen de ses déterminants dérivés^ appliquées au déterminant D, en ayant égard aux relations (3), nous conduisent aux égalités suivaiites :
{ D,j.;H-D,jr;-f-D3.r;-4-D4^; H- fl»D = o,
(5) D.r;-f.D,r;-f-D3jî-f-D,j;-i-ft'D = o,
( D, «ÎH-D.zî-f-DjZÎ-f-Di z] -+-r»D = o; i D-r,/, -+- DaX,/, -f- D,a:s73-+-D4a:4r4 = o, (6) 1 D, ar, 3, -h D, Xi Zi -h D3 X3 «3 -h D4 j:4 «4 = o, D,^,», -i-D,7,Za-f.D3j3«i-T- 04/424 = 0;
( ^9^ ) Les six dernières relalioiis (8) sont suffisantes pour exprimer que le tétraèdre Mi Ms Mg M4 est conjugue^ car elles indiquent que le plan polaire d'un quelconque de ses sommets passe par les trois autres.
4. Cherchons maintenant Téquation de la sphère circonscrite au tétraèdre en question. Si,
or' -h j' -f- 3' -H 2 nijc -f- 2 /?/ 4- npz + 7 = 0
étant Téquation de cette sphère, ou exprime qu'elle passe par les quatre sommets^ l'élimination de m, /z, p^ q entre les cinq équations obtenues nous donnera pour Téquation de la sphère circonscrite
on a pose
HX 7. y 23
On voit facilement qu'en représentant par X, Y, Z les coordonnées du centre de la sphère et par L* le carré de la tangente menée de l'origine à cette sphère, on a les relations suivantes :
, i/D , dû , r/D 2DX = r — + r — 4- '^^ ■
«X, rtXj rtJTa
^ ^ . 2DY = r — -hr;— -hrî— . Il) ( ^fy dy^ ^ dy^
'^di:
r^r, i^B - dD dû ,dD
dzt dz^ dz^ ' //«<
- DU= r\ D, -h r; D, -h r\ D3 4- ^I D, .
5. Les formules que je viens d'établir penncttent de constater de nombreuses propriétés relatives aux tétraè-* dres conjugués. Je signalerai les suivantes.
f^es égalités (5), ajoutées membre à membre, donnent (12) D,r;-hD,rJ-hDar;-hD4r;-h D(a'-i- Zp» + c') = o. D'où
Théorème I. Désignant par V le volume d'un té^ traèdre conjugué Mi M, Mj M^, par Vj celui de OM, MjM* , par V, celui de 0^1» M4 M, j etc., on aura entre ces volumes la relation constante
V («»4-^*4-c«) == V. .Ôm!^- Vj.ÔmI 4- V3.ÔMÎ + V4.ÔM' .
Les volumes Vj, Vt, V,, V* doivent être affectés d'un signe tel, que leur somme soit égale V(4); O est le centre de rellipsoïde.
6. Le déterminant D peut s'écrire des deux manières suivantes :
D r= abc
fj
fl
.ri b
— D == abc
jr^
ÏK
F2ffectuons par coloiineb la multiplication de ces deux dé»
( 394 ) ÛBaott : en Ciîsanl inlcrtmir les rrlatioMS 1 7) et (8), on troQTe
D. Ds D, D,
On en condnt que
TnéomÊME D. Entre les volumes V, V,, V„ V,, \\ et le tétraèdre construit sur les axes de V^lipscide^ on a la relation constante
V.V^V.V. {abc
7. En égard à la reladon (12), la dernière des égalités (1 1) nous donne
iïOVL
Tbéokême UI. Le carré de la tangente menée du centre de Vellipsoïde à la sphère circonscrite à un tétraèdre conjugué quelconque est constante et égide à
C^esl la généralisation du beau théorème énoncé par M. Faure sur les coniques (p. 234) (^)-
8. Si Ton multiplie les égalités (11) par x,,y., z,> i, respecli\cment, et qu'on ajoute les résultats, on obtient les quatre relations suivantes :
( 2 (X*/ -+- Y^, -h Zzi) = r? -+- /i^ -h *' -+- c\ \ « = 1,2,3,4.
D'où
Théorème iV. Si Von se donne un point fixc^ M^ par exemple j les centres des sphères circonscrites aux tétraè-
(•) Origino de tout ce travail. Tm.
( aps )
dres conjugués en nombre infini^ ayant un de leurs sommets au point fixe ^ seront constamment dans un plan perpendiculaire à OM4 et à une distance de Vorigine égale à
2ÔM4
a°. Surfaces dénuées de centre,
Prenons^ par exemple, le paraboloïde elliptique
Conservant toujours les notations (i), (a), les conditions qui expriment que le tétraèdre Mi M, Mj IVI4 est conjur' gué pourront s'écrire
{^5) (Dr^Xr-r-J — - = — "^ — - ♦ —- == -^ ) ,
\ dXr dXr P dxr dzr q dxr]
où
^ r/D r/D dl> dD
Remarquons encore que -j— > ~i~'^ T"^ 'T' représentent
€lX\ uXi (ix^ (tx^
le double de la projection sur le plan des ayy des triangles M, M» M4 , M, M4 M„ M, M, M„ M^ M, M,.
10. Les formules relatives aux déterminants, combinées avec les relations (i5), nous donneront ici
dD dD dl> dû
AT, f/jr, f/xj ae^
' dxx ' dXi dxs dx^
' dzx a«j ^Za ' r/z«
dD dD dD dD
l <£r, rfr, ^s 0X4
, ^, * iD ifD iH) ^D
^ ' .dx, dxi dxj oTt
dD dD dD dD
^^^d^^^^^^d^.^^^^^dli^^y^^^dir'''
^1 p q dD
1i. Les ^alités (17), ajoutées membre à membre, condaisent à
, . ,rfD _ rfD .dD ,rfD , ,_•
D'où
Théorème V. Désignant par V le volume d^un tétraèdre conjugué MiMjMiMt, par Su St, Ss, S4 les projections, sur le plan des yz^ des faces Mf Ms M4 , M, Mi M,, M4 M4 M,, M, M, Mj, on a entre ces quantités la relation constante
3(/'H-7)V-4-S,.5m,Vs..ÔmJ-|-S.,.ÔM,Vs4.ÔM4*==o.
Le» surfaces S,, S,, S,, S» doivent être affectées de signes tels, que leur somme soit nulle (16).
Le déterminant D peut encore s'écrire sous les
deux formes suivantes :
T)=z>lpq
Zi Zi Zi Zl
sfp \fp \fp \/p
Zi 2) Z3 Z^
)/p )fp ^ \/p v^ v^ \/? V^
Effectuant, par colonnes, la multiplication de ces deux déterminants et faisant intervenir les relations (19) et (20), on trouve
fiO clD dO dD
dxx dx-i dx^ dx^
On en conclut que
Théorème VI. Entre le volume V et les surfaces Sj, Ss9 S3, S49 on a la relation constante
43, La première des relations (11) comparée avec la relation (21) nous donne
D'où
Théobême VII. Le centre de la sphère circonscnte à un téiraèffre conjugué quelconque est constamment dans un plan pe/pendiculaire à Vaxe de la surface et à une distance du somme', égale à
n% €MftMNinKS PABAMLI«I1KS
ri Jr leir appliealMi ï la gMaélrie les panb»Uî4es (*)\
Pak m. C.-Alph. VALSON,
Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble.
J'ai essayé précédemment de faire une théorie générale de rellipsoïde et des figures qu'on peut tracer à sa surface, en parlant des méthodes de M. Lamé relatives aux coordonnées elliptiques. C'est l'objet d'une thèse éditée chez M. Mallet-Bachelier eu i854) et dont il a été rendu compte dans les Nouvelles Annales [voir année i85g, p. 4^ du Journal et p. lo du Btdleiin bibliographique) ,
Je me propose, dans ce nouveau travail, d'étendre les mômes recherches aux surfaces du second degré dénuées de centre et en particulier au paraboloïde elliptique.
{*) Le calcul difrérenitel fait partie de l'enseignement des lycées sous le nom de dérivées et de limite. Le nom ne fait rien à TafTaire. Ainsi ce Mémoire est à la portée des élèves des lycées, eiceptc ce qui concerne 1^ lignes géodésiques ; mais cette partie s'adresse aux élèves de l'École Normale et de l'École Polytechnique, et il n'y a pas de professeur qui ignore les travaux de MM. Lame, Lieu ville, Bertrand, ik>nnet sur cette géométrie des surfaces réellement supérieure, ( Nots du Rédacteur, )
VP
Des paraboloïdes orthogonaux.
Considérons le syslème des trois équations
dans lesquelles e conserve une valeur fixe et où Ton donne aux variables u, v', vv toutes les valeurs possibles, pourvu toutefois que u reste toujours supérieur à e et que w lui soit au contraire toujours inférieur.
On vérifie facilement que ces trois équations appartiennent à trois séries de paraboloïdes dont les deux premiers sont elliptiques et le troisième hyperbolique, et de plus que ces surfaces sont orthogonales. L'équation qui exprime, par exemple, que les deux premières surfaces se rencontrent à angle droit est
u V II — e V -^ e
et elle se déduit immédiatement des deux équations de ces surfaces en les ajoutant et supprimant le facteur commun u -+- 1'.
Ce système est analogue à certaines surfaces orthogonales du second degré douées de centre qui constituent la base de la méthode des coordonnées elliptiques. Dans le ca« actuel, on aura k considérer ce qu'on peut appeler les coordonnées paraboliques dont je vais examiner les principales propriétés.
PROPRIÉTÉS BES TITRilÈDRES CONJUfilliS RJUIS LES SURFACES nu SECOND RBiiRt
et soIntioB de la qjiiestioiL 524 (Fare) ;
Par m. pain vin,
Profeœettr.
1 . Un tétraèdre est dît conjugué lorsque chacun de ses sommets est le pôle du plan qui passe par les trois autres.
Je désignerai par M, , M, y Mj , M4 les quatre' soQimets d'un semblable tétraèdre, et par (oti, yi, Zj), (x„ji, z,) (Xtjféf «j), (x4,/4» ^4) leurs coordonnées* respectiTes.
1°. Surfaces à centre.
II 1 I
qu'on identifle cette équation avec celle du plan polaire
( ^9» ) du point Ml, savoir :
et qu'on opère de la même manière pour les quatre sommets Ml, M«, Mj, M4, on obtient les douze relations suivantes
^r '(Tr rf«r
où
Remarquons tout de suite que D est égal à six fois le volume du tétraèdre Mt Mt Ms M4 ; Di à six fois le volume ^ du tétraèdre OM, M, M4 ; Dt à six fois le volume de OMs M4M1, etc. \ O est le centre de Tellipsoïde.
3. Les formules bien connues du développement d'un déterminant au moyen de ses déterminante dérivés^ appliquées au déterminant D, en ayant égard aux relations (3), nous conduisent aux égalités suivantes :
(4) D. -hD. 4-D3-f-D4 = D;
{ D,xjH-D,x;-f-D3.r;4-D»xî -f a»D = o,
( D, «^H-D.zî-f-DjzJ-f-Diz; -+-c»D = o;
1 D. x,Xx ■+- DjXa/, -f- D, Jfsra -+- D4 «4 ri = o ,
(6) < D,jc, «, -h DjJTaZ,-»- DsXj*,-!- D4-r4*< = o,
Des ombilics et des sections circulaires.
On sait que le paraboloïde elliptique a deux ombilics situés dans le plan 2OX de la parabole de moindre paramètre en deux points symétriques où la tangente à la courbe fait avec Taxe des x un angle défini par la relation
(6) langô = S/'-^'
Soit F un de ces points, FTla tangente. FN la normale,
y FP la coordonnée z. La parabole SF a pour équation
on aura «
„„^ NP tt — «r tangO = tangFTN = tangNFP = — = — —j
et à cause de la valeur précédente de tangd, on aura pour l'ombilic
(7) FP^\/e{u^e).
Il sera encore utile, par la suite, de remarquer que la même figure donne pour la normale
FP
et pour l'absciase de l'ombilic
(9) -.r = OP=:'lr:f.
Ain^i les coordonnées de l'ombilic seront
Si Ton remonte aux valeurs de y et de z ( 2 ) , ou en conclura, en les identifiant aux valeurs précédentes, que pour les ombilics on a
Enfin nous aurons à considérer une sphère ayant pour centre le pied m de la normale à Tombilic et pour ra}oii cette normale elle-même. On peut encore la définir en disant qu'elle est tangente au paraboloïde en ses deux ombilics. Nous conviendrons de l'appeler sphère focale , ce qui sera justifié par ses propriétés.
Nous rappellerons encore que les sections circulaires du paraboloïde sont parallèles au plan tangent de la surface à l'ombilic.
De la courbure du paraboloïde elliptique.
Nous commencerons l'étude du paraboloïde par les propriétés relatives à sa courbure.
Soient
f Y-jr-f-7(Z-z) = o, les équations d'une normale, et
, dx dz ,,, .dp
les équations de la normale infinimeni voisine quand on se déplace suivant la li|;ne de courbure w = constante. On trouvera sans difficulté
fif 2
dz V « — ^ V* — ^
dv 2 v^^-.^i* -h <•
dp v^.Vtt —
^^ y[7T~e.^7^:rr,: dv- ^^^^^^±^^^——
La première des équations (ii) devient alors
on en déduira Z — z ; on aura de même X — x, Y — i , ce qui donne le système
où X, j^, z désignent les coordonnées d'un point M de la surface et X, Y, Z celles du centre de courbure correspondant. Par Télimination de x, y^ z, on trouvera
u -f- 3p — fv-h e
1 «Vi^.y/ci^
Pour le rayon de courbure lui-même on aura
R, = (Z - z) )/i^p^^q\ (*) Voir Vcf]unt\on (i).
( 3o5 ) on trouvera
sle.\Ju-\-P.^u —
on en conclura la valeur de R», on aura de même la valeur du second rayon de courbure R«, c'est-à-dire
Si Ion voulait avoir le lieu des centres de courbure, il suffirait d'éliminer v^ et w des équations (14)9 ce qui se ferait sans difficulté. Mais il sera plus simple de déânir cette nappe de courbure par deuï séries de lignes dont les unes correspondent à (^= constante et les autres à tv = constante, c'est*à-dire aux deux systèmes des lignes de courbure du paraboloïdc.
Si Ton élimine iv, on trouve
tt»Y> (a— tf)»^,
--r- -+• )— — t. Z' == 2« -h 3p — 2X, p* (tf-f-p)*
équations qui expriment que les lignes de la nappe de courbure qui correspondent à l'hypothèse v = constante, résultent de l'intersection de deux paraboloïdes ayant même axe que le paraboloïde proposé. De plus, en élimi^ nant successivement X, Y, Z, on reconnaît que ces courbes se projettent suivant des ellipses sur le plan des YZ et suivant des paraboles sur les deux autres plans.
Si au contraire on élimine i^ des équations (14)9 on aura
iifiA. de Mathém., t. XIX. (Août 1860. ) 20
( 3<^) les iroîs équations
-hrt' + 2<r.
qui expriment que les projections des ligues du second système seront des développées d'hyperbole sur le plan des YZ et des développées de paraboles sur l^s doux autres plans.
Au sujet des rayons de courbure, on peut remarquer que l'on a
^ ^ lU «(«-^)' R, ""«(« — u)'
D'où Ton conclut que le premier rapport reste constant tout le long d'une même ligne de courbure f^= constante, et le second tout le long d'une ligne de courbure w= constante. Cette relation, qui a été démontrée, par M. Ossian Bonnet pour les surfaces du second degré à centre, se conserve donc pour les paraboloïdes.
«HK&TMNS.
535. Si deux polygones, 1^ sont semblables , 2° ont les calés homologues parallèles, 3^ ont les intervalles entre les côtés homologues égaux, ces deux polygones sont circonscriptibles à des cercles. (Bordoni.)
Quel est le minimum de matière pour construire
( 3o7 ) un vase cylindrique droit dont on donne : i^ répaisseur uniforme du fond^ a^ l'épai&sepr uniforme de la partie latérale^ 3^ la capacité; 4^ 1 aire de la paroi intérieure; 5^ l'aire de la paroi extérieure; 6^ enfin une section faite parallèlement au fond, et semblable à une figure plane donnée? (Bordoni.)
Discuter la surface donnée par l'équation polaire
p'[3sin^ôcos=\p -h v(i -f- pi)sin'9 — i] =r p«%
surface à centre; trouver les longueurs des trois axes; démontrer qu'aux valeurs
-. ^. = 0. p = ay_-__j..
répond un point singulier de la surface, tel, que le système de plans tangents qu'où peut mener par ce point forme un cône du second degré qui devient de révolution lorsque v = o.
Nota, Extrait d'un Mémoire de haute importance sur les atmosphères planétaires, et particulièrement sur les atmosphères cométaires. Les professeurs y trouveront d'instructifs exercices sur la discussion des équations. Le savant professeur de la Faculté de Montpellier démontre qu'on ne peut expliquer l'existence d'une queue unique opposée au Soleil qu'en admettant dans la phoronomie céleste une nouvelle force, une force répulsive, déjà soup* connée par Newton, et qui paraît devoir être confirmée de nos jours.
S38. Discuter la cubique donnée par l'équation
Nota, Extrait d'un Mémoire du même profond ana-
( 3o8 ) lys te sur la loi de la pesanteur dans rintérieur de la terre ; y est la pesanteur correspondant au rayon x, et p la pesanteur à la surface où a: = i .
M. Edouard Roche signale (p. 9) une erreur échappée à Poinsot, dans son Mémoire sur la théorie des cônes cir« culaires, n^ 34*
539. Trouver l'équation d'une courbe qui représente les trois folioles égales du TrifoUum pratense. Chaque foliole est partagée symétriquement par une droite qui aboiitit vers Tintérieur à un point de rebroussement, et à l'extérieur à un point d'inflexion. Les trois droites formant entre elles des angles de i ao degrés se réunissent (*) au même point du pédoncule.
IDENTITÉ
it If 11 fipressins li reste de la série de Tajhr;
D^PRàs Chr. JURGENSEN.
(Crelle, t. WII, p. 291.)
1^ Lagrange, On a
f(z) =/( JT 4- 2 — a:) =/x -h/'x. ^^—^
OÙ R est une fonction de 2 et de x qui devient nulle en faisant z =zx.
Diflérentiant par rapport n x, et intégrant dans les limites de z à X, il vient
fl
(*) A peu près.
( 3o9 ) 2® Ampère,
fz zizfx 4- p (z "^ j:^ ; p z=z^li::Jt.
Diâérenliant par rapport a x, jusqu'à Tordre ti, il vient successivement
o=/'x-hP'(*~x)^.P, o =/"x + P" (z — ^) — aP', (a) { 0=/«':r-hP*(2-:r) — 3P'S
1 o=/(»)j?-h PC)(z — .r)— /iP("^').
Éliminant les n quantités P, P, P", . . . , ?<"-*) entre les u-^-i équations, il vient
(z — ar)" P(''>(z — ;!:>+'
On a donc ici
{Annales de Gergonne, t. XVII, p. 317.)
Cette expression est aussi celle de M, Cauchy (Mot-
gno, Calcul différentiel j p. 6a).
Diflerentiant la dernière des équations (a) par rapport
à or, on a
multipliant cette équation par {z — j:)", elle peut se mettre sous la forme
dD dD dD dD
*'-^' ^. + ''•^' d^, -^ "'•^' dl, ■+ '••^' 5Ï, = ° •
, „, , rfD rfD rfD rfD
<fD du dD dD
ri »? _ D /.«\ ; p q dD
H. Les égalités (17), ajoutées membre à membre, conduisent à
D'où
Théorème V. Désignant par V le volume d\in tétraèdre conjugué MiMjMsMt, par Sty Si, Ss, S* les projections j sur le plan des yz^ des faces M, M s M* , MsMtMi, M4 Ml M,, Ml Mt Ms, on a entre ces quantités la relation constante
3 (;? 4- 7) V -f. S. . OM.V S, . ÔM J+ S, .ÔM,V S4 . Ôm/==
Les surfaces Si, S,, Ss, S* doivent être affectées de signes tels, que leur somme soit nulle (16).
Le déterminant D peut encore s'écrire sous les
deux formes suivantes :
D=^pq
.17| X2 Xy X4
sfp >fp ^ \fp'
Z| Zj «3 ^4
\fq >R ^ sj^ I I I I
^ )fp \/p \/p
^ yfq >fq )fq
Xx X-x X3 J?4
Elffecluant, par colonnes, la multiplication de ces deux déterminants et faisant intervenir les relations (19) et (20), on trouve
rH) ^ £P ^ dxx dxi dx^ (/Xi
On en conclut que
Théorème VI. Entre le volume V et les surfaces Si, Sj, S3, S4, on a la relation constante
13. La première des relations (11) comparée avec la relation (21) nous donne
( ^98) D'où
Théorème VU. Le centre de la sphère circonscrite à un tétraèdre conjugué quelconque est constamment dans un plan perpendiculaire à l'axe de la surface et à une distance du sommet égale à
DIS COORDONNÉES PABABOLIOUBS
et de leir applicalioo à la géonétrie des paraboloïdes (^) ;
Pa» m. C.-Alph. VALSON,
Professeur à la Faculté dea Sciences de Grenoble.
J'ai essayé précédemment de faire une théorie générale de l'ellipsoïde et des figures qu^on peut tracer à sa surface, en partant des méthodes de M. Lamé relatives aux coordonnées elliptiques. C'est Tobjet d\ine thèse édilée chez M. Mallet-Bachelier en 1854^ et dont il a été rendu compte dans les Nouvelles yénnnles [voir année 1829, p. 46 du Journal et p. 10 du Bulletin bibliographique).
Je me propose, dans ce nouveau travail, d'étendre les mêmes recherches aux surfaces du second degré dénuées de centre et en particulier au paraboloïde elliptique.
(*) Le calcul difTérentiel fait partie de renseignement des lycées sous le nom de dérivées et de limite. Le nom ne ftiit rien à raffaire. Ainsi ce Mémoire est à la portée des élèves des lycées, excepté ce qui concerne les lignes géodésiques ; mais cette partie s'adresse aux élèves de l'École Normale et de rÉcoIe Polytechnique, et il n'y a pas de professeur qui ignore les travaux de MM. Lamé, Liouvillc, Bertrand, Bonnet sur cette géométrie des surfaces réellement supérieure. ( JVo/j du Rédacteur. )
Des paraboiddes orthogonaux.
Considérons le système des trois équations
\ tv e — w
dans lesquelles e conserve une valeur fixe et où Ton donne aux variables u, v^ \v toutes les valeurs possibles, pourvu toutefois que u reste toujours supérieur à e et que tv lui soit au contraire toujours inférieur.
On vérifie facilement que ces trois équations appartiennent à trois séries de paraboloïdes dont les deux premiers sont elliptiques et le troisième hyperbolique, et de plus que ces surfaces sont orthogonales. L^équation qui exprime, par exemple, que les deux premières surfaces se rencontrent à angle droit est
et elle se déduit immédiatement des deux équations de ces surfaces en les ajoutant et supprimant le facteur commun
Ce système est analogue à certaines surfaces orthogonales du second degré douées de centre qui constituent ]a base de la méthode des coordonnées elliptiques. Dans le cas actuel, on aura à considérer ce qu'on peut appeler les coordonnées paraboliques dont je vais examiner les principales propriétés.
( 3«4) retranchant de cette équation Tidentité
dx p ^ i ' il vient
ii^'-'^f—^) =(^-x)'[C-(z-x)-i'/'.].
Si p est positif [z — x)^f devient inCni lorsque x = z ^ si p est négatif, c'est {z — xy qui devient infini ; la continuité exige donc que p = o : donc
M et m étant la plus grande et la plus petite valeur de /'(x) dans l'intervalle de x k z, R — M(z — x) et R — m(z — x) sont de signes contraires^ donc
R=(»-^)/'[x+G{3-x)], ou
R ^h/'ix-^Oh).
0 et h comme ci-dessus.
3. Si Ton fait dans ( A) p = /i, et ensuite p = o, on obtient
R= /-+'(x-heA) (Cauchy),
I^ nombre/? qui entre dans la formule générale pouvant prendre toutes les valeurs depuis o jusqu'à n^ donne des limites plus resserrées que celles qui sont en usage.
Remarque. L'auteur fait observer que ce procédé est analogue à celui de Sturm (Coufs it Anafysoy t. I^
(3.5) p. 87) \ mais il donne encore un second procédé fondé sur le calcul intégral, et qui a déjà été employé par M. Jurgensen, géomètre danois (p. 308)4
4. Série de Maclaurin (^). Faisant x = o et remplaçant h par X, ou a
(TOlrt. VII,p. 14o);
Par m. J.-Ch. DUPAÏN,
Professeur.
L'énoncé nous semble devoir être un peu modifié. Toici nos notations : Par un point P de la surface d'une sphère, nous menons deux arcs d'un quadrant PÂ, PB, perpendiculaires entre eux. Soit M un point à déterminer ; nous traçons l'arc de grand cercle AM qui intercepte sur PB l'arc PC = n ; nous traçons encore Tare de grand cercle BM qui intercepte sur PA l'arc PD = ^ ; enfin nous appelons p l'arc PM et 0 l'angle MPA. On peut prendre pour coordonnées du point M, Ç et yj, ou p et 9. On passe d'ailleurs d*un système à l'autre au moyen des formules
tangg= tangp.cosO, tangn = tangp.sind. En géométrie plane l'équation d'une droite perpcndi-
C^] M.Houel, le savant professeur de Bordeaux, croit que la formule appartient à Stirling. A examiner. Quelle est la forme du reste pour une writ té^yhriennc a plusieurs variables?
• (3.6) culaîre à Taxe polaire est
__ A co$t
et réquation de l'hyperbole ëquilàtère qui rencontre Taxe polaire est
cosar
Sur la sphère, l'ëquation du grand cercle perpendiculaire à PA sera Ç = constante, ou
tangp = — -»
réquation d'une hyperbole équilatère rencontrant PA sera
lang* I — tang* » = A ou tang» p =
COS
De même qu'on passe de la ligne droite à Thyperbole plane en doublant Tangle t et en élevant r au carré, ainsi ou passe du grand cercle à l'hyperbole sphérique en doublant Tangle 0 et en élevant tango au carré.
Tel est, sauf erreur , ce que M. Roberts proposait de faire voir.
(TOlrt.XVIf p. Ml);
Par m. E. DE JONQUIËRES.
Lemme. Étant données^ sur une droite, deux séries de segments en im^olution, qui se correspondent anharmoniquement, il existe deux segments de la première
(3i7) suie qui sont dii^isés harmoniquemeni par ceux quileur correspondent dans la seconde série.
En effet, supposons que les équations
( I ) x' -H flr.r 4- ^ =: O
et
(2) «»-f-Aa?-|-E = o
aient respectivement pour racines les dislances des points doubles des deux involutions proposées à une origine Gxe prise sur la droite donnée ^ a, &, A^ B sont des quantités connues; les équations suivantes :
(3) x»-4-fl'*H 6=ro
et
(4) x=-HA'*-t- — -B=o,
dans lesquelles a! et A' sont deux indéterminées, pourront représenter les deux séries de segments en involution . Car chaque valeur particulière de a' détermine un segment qui est divisé harmoniqftement par le segment fixe que représente Téquation (i), puisque la relation
( OQ^ \ tta* h -V- ( h\ = 0 (voir Géom, sup,y n« 95, p. 61)
est satisfaite; et réciproquement, chaque segment de la première involution détermine une valeur de a', et le même raisonnement s'applique à Véquation (a). Mais, d'après l'énoncé, les segments des deux séries se correspondent anharmoniquement ; donc il existe, entre les deux variables a' et A^ une relation du premier degré de la forme
rt'A'-f-a.rt' -hpt.A'-h vrrr o;
(3,8) cl'oà
A' = — îl^llt!,
et, par coaséquent, Féquation (4) devient, eu y substituant celte valeur de A',
(Bh j )=^
Pour que les deux équations (3 ) et (5), qui ne contiennent plus qu'un seul paramètre variable a\ représentent deux segments en rapport harmonique, il faut qu^on ait (Géom. siip., n° 93)
If B . 1 i 1 ^^ Q
2 1 «'-ht* 2(fl'-|-fi)
l'cst-à-dîre une équation de la forme
/l'*-h afl'-h p=:0
qui donnera pour a' deux valeurs (réelles ou imaginaires) auxquelles correspondront, dans chaque série, deux*segments satisfaisant à la question. c. q. f. d.
Théorème. Étant données deux coniques dans wi même plan, le lieu d^un *point tel, que les quatre tangenteSy menées de ce point aux deux coniques, forment un faisceau harmonique est une conique (les deux tangentes d'une même conique étant conjuguées entre elles dans le faisceau harmonique) [*).
On va démontrer qu'une droite quelconque L ne coupe le lieu cherché qu'en deux points.
En effet, soit T Tune des tangentes communes aux deux coniques. Si un pointa se meut sur L, les tangentes aux deux coniques, issues de ce point, marquent sur T deux -séries de segments en involution [Géom, sùp,, n**702),
(*) Évident pour deux cercles ; donc... Tu.
(3i9) et les segments de la preoiière série correspondent anharmoniquement à ceux de la seconde série, parce que les uns et les autres correspondent aux points a.
Donc, d'après le lemme, il y a, dans chaque série, deux segments qui divisent harmoniquement leurs homologues, et par suite il y a sur L deux points (réels ou imaginaires) qui satisfont à la question. Donc le lieu cherchée est une conique.
Cette conique passe par les huit points de contact des quatre tangentes communes aux deux coniques. Car, pour chacun d'eux, les deux tangentes à l'une des coniques se confondent avec Tune de celles qu'on peut mener de ce point a l'autre conique, et, par conséquent, ces quatre tangentes, dont trois sont coïncidentes, satisfont à la condition. Donc, inversement, ces huit points de contact sont sur une même conique, comme on le démontre directement (voir Nouv^elles Annales^ t. XV, p. g4).
Ces points de contact peuvent être définis d'une manière qui donne plus de généralité à l'énoncé et à la construction, en disant qu'ils sont les points d'intersection des deux coniques par les polaires de deux centres d'homologie conjugués, prises relativement à ces deux courbes respectivement.
Le théorème qui précède, transformé par la théorie des figures corrélatives, devient celui-ci :
L'eni^eloppe d'une droite mobile, qui coupe deux coniques données en quatre points qui sont constnm^ ment en rapport katTnonique, est une conique,- et cette conique touche les huit tangentes quon peut mener aux deux courbes par les quatre pôles de deux de leurs axes de symptose conjugués, ces pôles étant pn's par rapport aux deux coniques respectivement.
NOTE SIR LA QUESTION 405 ET SUR UNE DÉCOMPOSITION DE CARRÉS
( TOir 1/ XVn , p. 191);
Par m. C. SOUILLART,
Ancien élève de l'École Normale.
La solution de la question 405, telle qu'elle est donnée ( t. XVII , p. 192 el 1 93 ) , n'est pas un cas particulier de h formule générale indiquée p. 193; elle est comprise dans la formule générale suivante :
JTJZWf.
.,rst
Xznv, .
.stx
Ztlff . . .
,txy
txfz, .
. ,rs
yz'u'v'...,s't'x'
XYZUV.. RST YZUV...STX ZUV TXY
TXYZ RS
dans laquelle^n pose
Le signe qui précède le déterminant produit est + , quand Tordre n du déterminant est un nombre de la forme 4p -h i ou de la forme 4/^ 4- a -, il est — , quand n est de la forme 4/^-4-3 ou de la forme ^p.
La formule générale indiquée (p. igS) doit également porter un double signe devant le déterminant produit; ce signe est -H , quand /* est de la forme 4p ou 4/? + i i îl est — , quand n est flc la forme 4/? -h a ou 4 p -h 3. Dans le cas du troisième oixlre, la formule donne Y = :is' 4-7/4-2*', Y=.rar'H-ji'-ï-z/, Z=.ry-Hr*'-|-w'.
Ce qui fournitunedeuxièmesolutioa de la question 405. On pourrait se demander si la question n'en admet pas encore d'autres.
Comme nouvelle application de la multiplication dçs déterminants 9 j'indiquerai une démonstration de ce théorème connu [jilgèbre de M. Rouché, p. 126) : Le pro^ duit de deux sommes de quatre carrés est une somme de quatre earrés.
Le polynôme (a* -I- i' -f- c' la forme d'un déterminant.
Ona
<i*)' peut être mis sous
(û»4-^'-H^'-hrf*)' =
de même
Le produit de ces deux déterminants peut se faire de diverses manières.
En faisant le produit par lignes, et posant
A= ap-hbq +cr-\rdsy B = — aq -h bp ^ es + dr, C^z^ar-h bs-h-rp -^dq, D = -- as — br -\^ cq -h dp, on trouve
(a'4- ^»-h f 5 -h r?')« (/?» -H <y«H- r» -h 5')' = ( A» -f- B»-h C'-h D»)S ou
(«'+ ^'-f- c'-f. eP) (/?' + 7»-4- r» 4. 5») = A»-h B'-i- C' + D». Si l'on fait le produit par colonnes, on obtient une autre
Ann. de Mathém., t. XIX. (Septembre 1860. )
I 3i« ) i de qsuîrt cMrm^ les wtiean de A, R, C, D, ont alori
A,= tfp + ^^ + £r + <£r, B,= l5p — «f — lir-l-c», Ci = ^ + ^ — a^ — ^'> 01=4» — cq -^ hr — as.
On cMendra une tnnnéine décomposition dn prodoit ^a«-l-ft«4.c«4-i/«) (;9'-H47*+r'+^)eniinesoDunede qitatre carrés, en mnltipliant par lignes et ooloones : on pent en tronrer encore beanconp d'antres, par exemple en {lennntant, dans les solutions déjà tronvées, les lettres tfi b^ C9 d, d'une part, les lettres /?, 9, r, s d'antre part. On peut aussi permuter des lignes ou des colonnes, avant d'effectuer le produit.
6RAND GONGOliRS DR 186»
(foirl. XVI]l,p.tMJ.
MATHÉMATIQUES SPÉCIALES
C0MPO8ITXO2V DU II JUILLET 1860.
Mathématiques. (Prixd*honneur.)
Ou donne deux ellipsoïdes A et B. On demande le lieu dos sommets des irièdres dont les faces sont tangentes à rdlijisoïdo A, et parallèles à trois plans diamétraux conjugués <io B.
COMPOSITION DU la JUILLET 1860.
Chimie.
Pi^pmièê^ ^uvsfion. L'ammoniaque.
l>tnéxièmii i/aesiion. Tout Vasote contenu dans un
( 323 ) mètre cube d'air humide à lo degrés et o"*,75, étant converti en cyanure de barium par son passage sur de la baryte chaujOTée au rouge avec du charbon, on demande :
1°. Combien il se forme de cyanure de barium;
a®. Combien ce cyanure de barium, étant converti en ammoniaque sous Tinfluence d'un courant de vapeur d'eau a 3oo degrés, donne d'ammoniaque;
3®. Combien cette ammoniaque, étant convertie en acide azotique, sous l'influence de la mousse de platine et d'un courant de vapeur d'eau, donne d'acide azotique ;
4®. Combien cet acide azmique donnera d'azotate de potasse.
COMPOSITION nu l4 JUILLET l86o.
Physique.
1*. Capillarité.
a®. Un récipient A de 3 litres de capacité peut être mis en communication avec une pompe foulante P et avec l'air extérieur. La soupape R ouvre la première communication, le robinet R' la seconde. Le récipient A est primitivement plein d'air sec à o degré et 0^,760. La pompe P puise dans un gazomètre de l'acide carbonique a la pression constante de 0^,76 et à la température de o degré, et elle peut l'injecter en A, lorsque R s'ouvre; le corps de pompe a une capacité de 1 liires. Ceci posé, on ferme R', on donne un premier coup de piston, et quand le mélange gazeux est bien achevé, on ouvre R' pendant un instant de manière à ce que l'équilibre de pression se rétablisse entre A et l'air extérieur; cela fait, on ferme R', on donne un second coup de piston, et ainsi de suite, en prenant soin chaque fois de rouvrir le robinet R'pen* dant un moment. On demande combien il faut donner de
(3a4) coups de pbton au moins pour qu^îl ne reste plos que I centigramme d'air dans le récipient A.
Le litre d'aîr, dans les circonstances normales, pèse 16^,293. On néglige la capacité des conduits de communication entre la pompe et le récipient. On suppose nulles les variations de température pendant rexpérience. On suppose la pression extérieure égale à 0^,76, la densité de GO* par rapport à Tair 1,5?.
LOGIQUE. — Sciences.
COMPOSITIOH DO 9 JUILLET 1860.
Mathémaiùjues,
Première question, — La surface d'un triangle ABC est ^ale & un carré donné. Le côté AB est égal à une ligne donnée C^ la difierence (A — B) des angles adjacents est ^ale à un angle positif donné oc, moindre que i8o degrés. On propose de calculer les angles A et B. Le problème est-il toujours possible, et admet-il j4usieurs solutions?
Deuxième question. — Soient AMA' et BNB' deux circonférences concentriques, et A A' un diamètre fixe; soient OM el OM' deux droites rectangulaires menées
par le centre O, dont l'une coupe les deux circonférences
( 3i5 ) en M et N, et Tauire en M et N'. On abaisse sur A A' les perpendiculaires MQ et M'Q'j des points N et N', on abaisse sur MQ et M'Q' les perpendiculaires NP, N'P'. Enfin Ton joint OP et OP', et l'on forme ainsi Tangle POP'. Comment doivent être tracées les deux droites rectangulaires OM, OJVl' pour que l'angle POP' soit le plus grand possible?
GOMPOSITIO» DU lO JUILLET 1860,
Physique et Mécanique,
Première question. — On a deux morceaux de métaux diilérents dont les capacités calorifiques sont inconnues. L'échantillon du premier métal pèse a kilogrammes, il est chautlé à 80 degrés^ l'échantillon du second métal pèse 3 kilogrammes, et est chauffé à 5o degrés. On plonge ces deux échantillons ainsi chaudes dans i kilogramme d'eau à io degrés, et la température finale du mélange est 26^,3.
On recommence rexpérience, en chaufiant le premier métal à 100 degrés et le second à 4^ degrés, et en les plongeant toujours ensemble dans 1 kilogramme d'eau à 10 degrés-, cette fois la température finale est 28^,4 •
On demande de déterminer, d'après ces données, les capacités calorifiques de deux métaux; on néglige les pertes de chaleur qui se fout à l'extérieur, ainsi que Tin* iluencc du vase dans lequel le mélange s'opère.
Deuxième question, — Faire connaître les lois de l'écoulement des liquides, et les expériences qui servent à vérifier ces lois.
Histoire naturelle.
Première question:- — Des mammifères; de leur oq^anisalion et de leur classification.
Deuxième question. — Structure de la fleur. LOGIQUE. — Lettres.
Dissertation française, (Prix ^'honneur. )
Faire voir que la science humaine est nécessairement on mélange de connaissances solidement démontrées, et d'ignorances reconnues invincibles.
Mathématiques .
Première question. — Etant donnés deux parallèles AT, yz^ et un point À sur la première, oi^ mène par ce point une sécante quelconque AB *, et par le point B, où elle rencontre la seconde parallèle, on élève BC perpendiculaire à AB. Au point C on fait Tangle ACD, double de BAC, et du point A on abaisse sur CD la perpendiculaire AM. On propose de démontrer que si Ton répète la même construction pour d'autres sécantes menées par le point A, tous les points analogues à M seront sur une même circonférence de cercle.
Deuxième question. — Une pyramide régulière à base hexagonale, dont la hauteur est de 90 centimètres, a lui volume de i mètre cube. Quel est le côté de Thexagone cfuî lui sert de base?
RHÉTORIQUE. — Sciences.
COMPOSlTiOV OtI iji svntvT %S6o.
Mécanique.
i^. Un vase prismatiqne a parois verticales est plein d'eau, et fixe sur une base qui se meut borizontalement avec une vitesse de 4 mètres par seconde. La direction du mouvement est perpendiculaire à Tune des parois du vase. On perce dans cette paroi un orifice à bords amincis et dont le centre est à 9 mètres au-dessous du niveau du liquide dans le vase. On conçoit qu'à un instant donné 9 on mène dans l'espace, par le centre de l'orifice d'écoulement, deux axes fixes, l'un vertical, l'autre horizontal et parallèle au mouvement du vase. Ceci posé, on demande k quelle distance de ces deux axes se trouvera à Tinstant 9 -f- a secondes la molécule liquide qui partait du centre de l'orifice à l'époque 6. On résoudra la question en supposant successivement que le vase marche dans le sen« de l'écoulement et en sens inverse. On suppose que pen- • dant l'écoulement le niveau ne varie pas dans le vase; on suppose en outre que dans le lieu donné la vitesse acquise en une seconde par le corps qui tombe est 9>8o88.
2®. Décrire les machines à vapeur locomotives, et expliquer comment elles fonctionnent.
COMPOSITION DU l3 JUILLET 1860.
Mathématiques .
I®. Exposer les lois, du mouvement des planètes. Dire comment l'observation a pu y conduire Kepler, et quelles conséquences on en a tirées.
7?. Mener une tangente à uneellipse, parallèlement à une droite donnée.
(3a8) ÉCOLES DU GOUVERNEMENT.
CONCOURS D'ADHISSION A L'ÉCOLE NORMALE EN
Mathématiques,
1^. Dire comment on forme le carré d'un polynôme; calculer le coefficient de x^ dans le développement de (i -h aa: -f- 3x* -h . . . -f- /ix"~*)*,t étant supposé moindre que n. Ou expliquera pourquoi la formule trouvée n*eA pas applicable au cas où k surpasse n (*),
7?. Trouver Tintersection d'un cône de révolution par un plan. Si par tous les points de l'intersection on élève des normales au cône, chacune de ces normales perce la surface en un second point. On demande la courbe formée par ces points.
CONCOURS D'ADMISSION A L'fiCOLE NAVALE EN 1860.
COMPOSITIOlî DU 3 JUILLET 1860.
Thème anglais (**).
Le vent étant tombé vers les huit heures du soir, et la mer s'étant aplanie, le vaisseau demeura immobile. Ce
(') On n'insérera pas de réponse à cette trop facile question.
(**) Voyez, pour la composition française et la version latine» la Hcvme «lu 5 Juillet 1860.
(3»9) fut là que je jouis du premier coucher du soleil et de la première nuit daus le ciel de la Grèce.
Nous avions à gauche Tile de Fano et celle de Corcyre qui s'allongeait à l'orient^ on découvrait, par-dessus ces Iles, les hautes terres du continent de l'Epire; les monts Acrocéroniens, que nous avions passés, formaient au nord, derrière nous, un cercle qui se terminait à l'entrée de TAdriatique. A notre droite, c'est-à-dire à l'occident, le soleil se couchait par delà les côtes d'Otrante. Devant nous était la pleine mer qui s'étendait jusqu'au rivage de l'Afrique.
Dessin.
Une tète d'enfant, grandeur naturelle, au trait.
Calcul numérique de trigonométrie recliligne.
Calculer les angles et la surface d'un triangle dont on connaît les trois côtés :
Tracé graphique.
On donne une pyramide triangulaire placée d'une manière quelconque par rapport aux plans de projection, et on demande de construire une pyramide égale à la première, mais ayant une de ses faces dans le plan horizontal.
CONCOURS D ADMISSION 4 L'^IOLE mYTRCHNIOilB EN 1860.
(Le matin.)
Mathématiques,
Étant donnée la parabole C AB, la sécante MAB se meut sous la condition que les normales menées à la parabole par les points d'intersection A et B se coupent en un point C de cette courbe. Par ce point C on mène la tangente CM qui coupe la sécante MAB en un point M.
Cela posé, on demande de trouver l'équation de la courbe décrite par le point M, quand la sécante MAB prend toutes les positions compatibles avec la condition à laquelle elle est assujettie ; on construira cette équation qui est du troisième degré.
( Le soir. ) Dessin.
VEcorché de Michel-Ange.
(Le matin.)
Composition française.
LE COURAGE
Il y a divers genres de courage.
Le courage civil, celui qui fait affronter pour une juste cause l'impopularité ou la tyrannie. C'est le courage du juste d'Horace ; Jiislum et tenacem propositi virurn, etc.
(33i ) Analyser ce genre de courage, un des plus nobles et des plus rares. Chercher des exemples, son dans rantîquité, soit dans les temps modernes.
Le courage militaire. — H est entretenu par la dignité personnelle, Pamour de la gloire et de la patrie. Des soldats mercenaires ou des esclaves sont en général de mauvais soldats. Comparer les qualités militaires des différentes nations.
Analyser enfin ce genre de courage que Fhomme exerce contre lui-même, contre ses passions, contre les obstacles dont la vie est semée, contre l'adversité. — Le suicide est un acte de découragement^ par conséquent c'est Fopposé du courage.
( Le soir. )
Lapis à l'encre de Chine.
Faire le lavis à l'encre de Chine d'une surface cylindrique, de lo centimètres de diamètre sur i5 centimètres de hauteur. Ce cylindre devra se détacher sur un fond formé d'une teinte plate grise ^ il reposera sur un socle dont la surface plane sera indiquée par une teinte plate dune très-faible intensité.
Le modèle de cette surface cylindrique pourra être fait à teintes fondues ou adoucies, ou bien à teintes plates superposées.
On admettra que le rayon de lumière a pour projection borizontale et verticale des lignes inclinées à 4^ degrés sur la ligne de terre. Le cadre limitant le dessin aura 34 centimètres de haut sur 1 8 centimètres de large.
Calcul trigonométrique.
Dans un triangle sphérique, on donne les côtés a^ b et eC:
Côtés. ( -' = 36.28.26,7, Angle. C 87.18.23,9, Pi on demande de calculer le côté C.
Épure de géométrie descriptive.
Un cylindre horizontal plein terminé d'un côté au plan vertical de projection, et de l'autre à un plan vertical parallèle, rencontre ua cône dont la base est posée sur le plan horizontal. On deniande :
i^\ De construire les projections de Tintersection des surfaces \
2'\ De faire le développement de la surface du cylindre avec les transformées des bases et de Tintersection ^
3'\ De construire les projections d'une tangente de Tintorscction, et la tangente au point correspondant de la transformée de cette courbe.
On supposera que le cône est enlevé, et en conséquence ha trace et toutes les lignes qui le concernent seront pointillées.
Les bases du cylindre seront des cercles ; celle du cône un ellipse.
Le cylindre no sera pas perpendiculaire au plan vertical.
I4e croquis ci -contre indique comment les données peuvent être disposées (*).
Distances de la projection verticale du centre de la haao do gauche du cylindre :
A lu ligne traeê<' au-dessous du titre ... no millimètres, Vu JMml do gauche du |)apier 160 millimètres.
\*^ I 0 ioiitp> noiiH «I iAaiii|iio pour l'uiro |*ravci celle li|;ui-i\
Les distances marquées sur le croquis sont exprimées en millimètres.
On placera le développement de la surface du cylindre à la droite de Tépure et de manière que les génératrices soient parallèles au plus petit cèté'de la feuille.
GOIUGOIIRS DADISSION 4 L ÉCOLE DE SAINT-GYR EN 1860.
Dictée,
LE LAC DB MOBRIS
Il n'y avait rien que de grand dans les desseins et dans les travaux des Egyptiens. Ce qu^ils ont fait du Nil est incroyable. Lorsqu'il s enflait outre mesure, de grands lacs creusés par les rois tendaient leur sein aux ondes répandues. Us avaient leurs décharges préparées : de grandes écluses les ouvraient ou les fermaient selon le besoin, et les eaux ayant leur retraite ne séjournaient sur les terres qu^autant qu'il fallait pour les engraisser.
Tel était Fusage de ce grand lac, qu'on appelait le lac de Myris, ou de Mœris : c'était le nom du roi qui Pavait fait faire. On est étonné quand on lit, ce qui néanmoins est certain, qu'il avait de tour environ cent quatre-vingts de nos lieues. Pour ne point perdre trop de bonnes terres en le creusant, on l'avait étendu principalement du côté de la Libye. La pêche en valait au prince des sommes immenses, et ainsi quand la terre ne produisait rien, on en tirait des trésors en la couvrant d'eau. Deux pyramides, dont chacune portait sur un trône deux statues colos** sales, Tune de Myris et Vautre de sa femme, s'élevaient de
•( 334 ) trois cents pieds au milieu du lac, et occupaient sous les eaux un pareil espace. Ainsi elles faisaient voir qu'on les avait érigées ayant que le creux eut été rempli, et montraient qu un lac de cette étendue avait été tait de main d'homme sous un seul prince. (Bossuet, Histoire uniyer^ selle j y part., ch. IQ.)
Composition française.
Lt GÉNIB MILITAlliB DE LA FRANCE.
Le génie militaire de la France est, comme celui de Rome, universel. Il a pour plus haute expression Charlemagne et Napoléon P*^. Partout où notre armée déploie son drapeau, elle cherche ou porte la civilisation. Char* lemagne civilise l'Allemagne; nos chevaliers recueillent en Orient de nouveux éléments sociaux. Nos armées dltalie sous Charles VIII, Louis XII, François I***, rap^ portent de la Péninsule les germes de la Renaissance. Sous Louis XIV^ nos soldats répandent audehoi*s Tesprit et le goûl français du grand siècle. Leurs triomphes accompagnent nos triomphes littéraires.
Que dire des armées napoléoniennes? Elles portent les idées de droit et d'égalité jusqu'aux bords de la Yistule. Le grand conquérant transforme tout le droit européen. Nos armées, sous Napoléon III, ont également une mission des plus hautes. Elles sauvent l'équilibre de l'Europe et sont au service des plus grandes idées.
Thème allemand.
CTILITÉ DE l'histoire.
L'histoire est un maître impartial, dont nous ne pouvons réfuter les raisonnements appuyés sur des faits. Elle nous montre le passé pour noiLS annoncer l'avenir. Elle est le miroir de la vérité.
( 335 ) Les peuples les plus fameux, les hommes les plus célèbres sont jugés par le temps, qui détruit toute illusion. Devant le tribunal de l'histoire, des conquérants descendent de leurs chars de triomphe, les princes nous apparaissent sans leur cortège, et dépouillés de la fausse grandeur que leur prêtait la flatterie.
Tracé géométrique.
Echelle = — .
Construire le plan, Félévation et la coupe de l'ensemble des corps A,*B, C, C, C,. . ., limités par les plans horizontaux abc, Imriy pqr, dfg^ abc est le plan horizontal de projection. Les corps sont placés symétriquement par rapport à deux plans verticaux perpendiculaires dont l'un est parallèle au plan de l'élévation. Les distances successives des plans horizontaux désignéfi sont les hauteurs des corps ^ les horizontales ai, Im, pq^ ftfsont parallèles au plan de l'élévation^ les droites ic, mriy qr, fg lui sont perpendiculaires. La coupe sera faite par un plan vertical passant par Taxe de symétrie, et faisant avec celui de l'élévation un angle de 55 degrés.
Légende. — A parallélipipède rectangle creux dont les parois et le fond ont partout la même épaisseur^ B parallélipipède rectangle; C, C, C, C quatre cubes.
DIMENSIONS KS MKTHRS.
Hauteur = 0,8,
/ér = o,8, Épaisseur des parois = 0,1.
HaaieorrrOyS, ab = 3j
Cf| \jy K4f 1^*
Côté des cubes = o ,4»
JUathématùfues.
Énoncé, —Calculer la distanced'un point accessible A à un point inaccessible C, ainsi que la surface du triangle ABC.
DONNE
AB = 843»,64
CAB=59«42'28,4, CBA=6i«i9'i7,6.
SOLLTWN DE LA «DRSTION 523 ET ANKOlTftS
(Tolr pac« îU); Par m. CUENOUD, db Laxtsannk.
Une somme C placée à intérêts simples pendant n années, à î pour loo par an, devient, au bout de ce temps
en sorte qu une somme C, payable dans n années, vaut
( 337 ) actuellement
C looC
m I oo -H m
lOO
Eln appliquant le résultat ci-dessus auiî diverses sommes mentionnées dans Fénoncé, on trouve que
La somme Ci, payable dans ;i, ann., vaut actuel
lOO -h /î, i
lOOCa lOO-f-'ïi'
^ looC.
^ ^ ioo-H/ïj,«
En ajoutant ces divers nombres, et désignant leur somme par y. on a
lOO + Aii 100 + «sl
V=,oo( ^ : + -
Cette somme V vaudra, dans t années, V | i -h — 1>
et comme cette valeur doit être précisément égale à
Cl + Ct 4- . . . -h Cp, on aura
d'où
lV=^rr-(C. + C,-h.. -hC^ — V),
OU
lOO
r(c._-!2î£L-.U(c,_ -ooC' u...
L\ 100-H/I|l/ \ lOO 4-/1,1/
\ '^ IOO-h/»,l/J
iifffi. <i(f Maihémai., t. XIX. (Septembre i86o.) 32
ou
V 100/ C|/I|/ Cî/ljl ^P^F^ \
V \ioo-h/7, 1 1004-/2,1 '' ioo-*-«^«/
ou
enfin
^ ' V \ioo-hnii loo-f 7Z2< **' loo-*-/?^//^
Remarque, On peut présenter le calcul d^une manière un peu diflerente, qui conduit à un autre résultat.
Désignons par k un nombre d'années plus grand que les nombres /ii, n^^ na,...^ rip^ t. Le créancier qui recevra la somme Ci dans rii années pourra placer immédiatement cette sonmie, en sorte qu'à la fin de la k^^*^ année il pourra disposer d'une valeur
S'il place de même la somme Ct, après l'avoir reçue, elle vaudra, à la fin de la fr^*"* année,
et ainsi de suite. La dernière somme C^ vaudra paiement, à la fin de la k'^"^ année,
Afin que le créancier ne subisse ni gain ni perte en recevant la somme totale Ci -+- Cj -+-...+ Cp au bout de t années, il faut qu'à la fin de la k*'^ année cette somme totale ait la même valeur que la somme des nombres (a),
{*) MM. V. Nadal, professeur à l'école de Sorèze , et Th. Vannier, do Bour0-1a-Reinc, donnent la même solution.
( 339 ) {b),...,, (/). On a donc
\ lOO / \ lOO /
ou, en réduisant,
(C. + Ca -f-. . .-f- C^)f = C, », -H Ca>i, -h. . .-h C;,>|^5 d'où
^^' - C. + C»4-...+ Cp
Telle est la formule que l'on emploie dans le commerce pour la recherche de Véchéance commune de plusieurs billets. Le résultat qu'elle fournit diffère assez peu de eelui que donne la formule (i). Du reste, Tune et l'autre sont vraies, suivant le point de vue auquel on se place : la formule (i) est celle qu'établirait le débiteur, tandis que la formule (2) est celle que doit trouver le créancier. En effet, le débiteur cherche quelle est la somme qu'il doit placer actuellement pour obtenir Ci dans rii années, ou pour obtenir Ct dans n^ années, etc. Il ne dispose donc que des valeurs actuelles, plus petites que les nombres Ci, Ct^ etc., et ce sont les intérêts que peuvent rapporter ces valeurs actuelles qu'il doit chercher à équilibrer pour établir l'équation en t. Le créancier, au contraire^ pourra disposer des sommes Ci, Ct , . . . , C^, et ce sont les intérêts de ces sommes qui doivent donc entrer dans Téquation. Les deux résultats doivent donc être différents, et aucun ne peut avoir la prétention d^être plus exact que l'autre. Si la formule (a) est toujours employée dans le commerce,
( 34» ) elle le doit à sa plus grande simplicité et au peu de diffé* renée qu'elle présente avec la formule (i). Il y a ici une différence analogue à celle qui existe entre Tescompte en dedans et Tescompte en dehors.
Du reste, les deux formules sont identiquement de la même forme, comme on peut s'en assurer en remplaçant dans (i) V par sa valeur; elles sont toutes deux Tapplication du théorème des moments, Tune pour les. valeurs actuelles, Tautre pour leB valeurs à l'échéance. En désignant par Ca la valeur actuelle d'une somme C payable dans n années, les formules (i) et (2) peuvent se mettre sous la' forme
, , InC
IC
Annuilés. Voici maintenant un calcul assez intéressant relatif aux annuilés. On trouve, dans tous les ouvrages d'algèbre, que pour rembourser en n années une somme C, il faut payer annuellement une somme
r désignant l'intérêt annuel de 1 fr.
Pour appliquer cette formule au cas d'un emprunt contracté par obligations^ je désignerai par m le nombre total d'obligations et par s la valeur de chacune d'elles; j'aurai alors
et, par suite,
msr(i -l-r)"
<te me propose de chercher combien d'obligations
( 34. ) peuvent être remboursées la i'*, la a*, la 3", ... ^ la p'**^ année.
La i**" année, il faut prendre sur la somme a l'intérèl de la somme ms^ qui est msr, en sorte quHl reste pour le service de Tamortissement une somme de
msr a — msr =
Le nombre Xi d^obligations que Ton peut rembourser la 1^^ année s^ obtient en divisant le résultat précédent par la valeur s d'une obligation ; j'ai donc
(i-hr)'- I
Le nombre x^ d'obligations que l'on peut rembourser la 1^ année se compose du nombre Xi remboursé la i'^ année, augmenté du nombre d'obligations que peut donner l'intérêt de ces Xi obligations, intérêt qu'il n'est plus nécessaire de payer la a® année. J'ai donc
X, = x, 4- ar, r = J7, (i H- r) = -—^-^-^.
Le même raisonnement montrerait que le nombre ^3 d'obligations remboursables la 3^ année serait
(iH-r)-
En général, le nombre d'obligations à rembourser la pUmt année serait
mr{i-\' ry-'
Le nombre d'obligations qui se trouveront remboursées à
(34^ ) la lin de la p^^"^ année sera
mr mr{\ 4- r) mr{i-hrY
(i4-r)" — I "^fi + /•)" — 1 (i4-r)- — i "*■■*'
ou
Cette formule montre immédiatement que le nombre d^obligations qui seront remboursées à la fin de la i»**"" année est m.
Le nombre y^ d'obligations qu'il reste à rembourser k la fin de la ;>**'"* année est
_ m[{i -Hr/— i]_. /w[(i-4-r)" — (l -hry]
Remarque. Ces résultats ne sont pas entièrement nou-* veaux, mais ils sont peu connus. M. Boudsot est arrivé aux mêmes formules dans un travail fort intéressant qu^il a publié dans les Mémoires de la Société d'émulation du Doubs (1857), mais en suivant une marche différente: j'ai cru utile de vous communiquer ce petit calcul.
Note du Rédacteur, Dans les entreprises industrielles, le nombre annuel d'obligations k rembourser dépend aussi des béné^ces ott pertes.
BXHtCKBS 811 LES i^VATHMIg NllÉUmBS
(voir t. X, p. M; t. Xf, p. 119; t. XII. p. 819; t. Xlll, p. (99 e» 96f ).
Le savant professeur de Funiversitë de Padoue (*), auteur de la méthode dés équipoUences» M. Bellavitis (Giusti), a publié en 1857 Touvrage suivant : Sulla resoluzione numerica délie e^uazibm (grand in-4 de 57 p. Venise. )
C'est un recueil de tous les procédés en usage pour résoudre les équations numériques, algébriques et transcendantes, avec douze exemples scrupuleusement discutés, d'après lesquels on apprend à se diriger en d'auues cas. L'auteur recommande, avec raison, cette très-excellente
pratique : Soit
l'équation donnée^ on là divise en deux parties
• /(x)=:/.(x)^-/,(x) = o; on construit par points les deux courbes
les abscisses des points d'intersection de ces deux courbes donnent les racines réelles de l'équation. Ce procédé sert au moins à découvrir les nombres entre lesquels ces racines sont comprises, bien entendu qu'on fait le partage de manière a obtenir les cas les plus faciles à construire. Pour les racines imaginaires, on remplace x par u + vi^ et les deux courbes en u et (^ font connaître Texistence des racines imaginaire^.
(") Né à Bassano en i8o3.
La méthode Budan, que les Anglais ei les Allemands désignent sous le nom de Horner et aujourd'hui devenue classique, est très-développée, et en certains cas perfectionnée, dans ce Mémoire.
Voici quelques exemples tirés de ce Mémoire :
4*-+-5'= lo; posant ^
on trouve
^28-+-*— V^65-i-jc-h« = o,
*/' + (x* -h j^) jr — aï» -H X = o,
jx= 3,8347,
jr^ — 4^/ -f- 2«» — a:^ = o, (x— \)y^ + «» = o,
ar=o,8i83o4,
«• -^y* =r 3oo, X» -H /' = 80, «» = i4>a43,
sin«(6y) =8inf sin^(5f), sin^ = 0,23122417»
j:« -H ar -h I = o, * = 0,790667 -f ^0,30050^. '
( 345 ) SUR LR THÉMltlR FAllRK IT COURBES PilRALLÈLES
rvolrpiva tS4);
Paa lb RÉviREirn G. SALMON.
Note du Rédacteur. Le raisonnement porte sur des formules du savant ministre -, ses ouvrages, d'un mérite hors rang, connus dans toute contrée civilisée, sont presque totalement inconnus en France.
Plusieurs éminents professeurs ont fait des traductions, mais qui ne trouvent pas d'éditeurs, et cela pour une raison commerciale très -naturelle. Désormais tout ouvrage qui ne porte pas pour enseigne conforme n'a qu^un minime nombre d'acquéreurs. Commerçant, voudrîez-vous vous charger d^une marchandise qui n'a pas de chance de débit ? Par contre, les ouvrages de pbysique, de chimie, d'industrie, en général, tout ce qui peut enseigner à confectionner quelque objet matériel, ^vendable, jouissent d'une grande faveur en librairie*
Nous croyons donc nécessaires quelques explications : nous nous servirons de quelques expressions que nous aYODsdéjà expliquées (t. XVIII, p. ^49), et sur lesquelles nous ne reviendrons pas.
I®. Soient
les équations de trois côtés d'un triangle;
représentera l'équation d^une conique. Le triangle est conjugué à la conique. En effet, on aura
(346) les droites reprësentf^es par les équations
N-hM = o, N — M = o
touchent la conique, et
est l'ëquation de la corde de contact. Mais Tîntersection de ces tangentes est la même que celle des droites M, N ; donc ce point d'intersection est le pôle de la droite L ; on démontre que l'intersection de ]M et de L est le pAle de la droite M ; de même Fintersection de M et de L est le pôle de la droite N ; alors les deux ungentes N -+- L ^ — i, N — L v^ — I sont imaginaires; c'est que ce pôle est situe dans l'intérieur de la conique.
La conique
aLM + ^LN-hrMN=:o
passe évidemment par les sommets du triangle conjugué. 2^. Soit
U = flx* -H by -i- cz^ -h adfz -H a«« -h ^/xjr = (fl, by c, rf, tf, /) (x, ^, 2) = o
Féquation d'une conique.
Représentons par A son discriminant ou invariant principal; on a
A = ^^c + ndef— arP'—bè* — c/\
Soit V=o une seconde conique ayant pour coefficients û', 6', c\ d\ €f^f\ et soit ù! son discriminant, U + ^V= o, où X est une constante arbitraire, est Té» quation d'une troisième conique passant par les qu^e points d'intersection des deux premières coniques. Désignant par ù!^ le discriminant de cette troisième conique,
(347) ordonnée suivant les puissances de A, on a
ù'' = A H- \e -+• Ve' H- VA',
= a'(be — (P)'-h b* [ca — <?') -h c' [ab — /«)
rf' (ff/— ad) 4- 2i?' (/rf— ^e 4- a/' (.fe — c
On dérive de même 3^ de ùl.
0 et B' sont deux invariants du système des deux coniques.
Si 6 = o, alors la conique V passe par les sommets d'an triangle conjugué k U.
Car, si cela a lieu, la conique U pourra se mettre, au moyen d'une transformation linéaire, sous la forme
*' 4- r' -+-»» = o {voir S I),
et la conique Y sous la forme
2 d'yz -h 2e' zx -h 2/' JT = o> et alors
«' = 6' = 1/ = r/= tf =/= o,
et O = o par cette transformation ] mais 0 étant un im^On riant s'annule donc pour une transformation linéaire quelconque des deux équations U et Y,
La même conditioQ 0 = o, exprime que les côtés d'ui^ triangle conjugué à Y touchent U.
Yoici maintenant la lettre du Révérend Salmon :
J'ai lu avec plaisir le beau théorème du capitaine Faure^ n^ 524, Noui^elles Annales^ t. XIX, p. a34'
On le déduit très-facilement par la méthode que je donne Lessons on higher Algehra^ p. 107. Qu'on forme le discriminant de
U4-XV
( 348 ) Qu'il soit
0 = o est la condition, ou que les sonunets d'un triangle conjugué à U soient i fa circonférence de V, ou bien que les côtés d'un triangle conjugué à Y touchent U. Formons donc le discriminant de
. Nous trouvons
0 = 0 donne le théorème du capitaine Faure.
0^^ o est la relation entre les coordonnées du centre et le rayon d'un cercle inscrit à un triangle conjugué de Tellipse.
Ainsi :
On donne un triangle conjugué à une hyperbole équitatère : le centre du cercle inscrit au triangle est sur la circonférence de V hyperbole.
On donne un triangle conjugué à une parabole^ le centre du cercle circonscrit est sur la directrice. Etc., eic.
Je remarque aussi que la méthode la plus facile de former Téquation de la courbe parallèle à une ellipse (c'est-à-dire la courbe dont la distance à l'ellipse mesurée sur les normales de Tellipse est constante = r) est comme suit :
( 349 ) Il est seulement néceffsaire de former le discriminant de Téquatiâin
A 4- >e -h >'e' 4- XM' = o,
où A, etc., ont les valeurs données ci-dessus.
De même, on trouve l'équation de la surface parallèle à
en formant le discriminant en X du discriminant de
Ainsi on trouve Téqualion de la surface parallèle, sous la forme,
QUESTION DU GRAND GONÉOllRS DE MATHÉMATIQUES SPÉCULES (JUILLET 1860);
Pae m. LEMOINE,
Élève du Prytanée Militaire.
Étant donnés deux ellipsoïdes A et B, trouver le lieu des sommets des trièdtes dont les faces sont tangentes à K et parallèles à trois plans diamétraux conjugués de B.
Lemme. On peut supposer A et B concentriques; car en transportant B, par exemple, parallèlement à lui-même jusqu^à ce que son centre coïncide avec celui de A, on ne changera pas la direction des diamètres conjugués.
( 35o ) Soient alom
(a) Ax* -h A>»-+- A^z' ■+- 2B«r -H aB';rz -+- aB^'x/ -h F = o, (p) A,x»H- A', j'-h A,V -f- 2B,»r-+- aBT.xz^ îB'xrH-F^ =o,
les équations des deux ellipsoïdes. ^
Soit
X = /HZ, J^ = *,
les équations d'une droite. Les plans diamétraux correspondants à cette direction de cordes seront dans les deux ellipsoïdes
(km -h B'-+- B''n)x -f- (A'ii+ B H- B''m]ir-I-(A^+ B/H- B'iw> = o, (A,/w+B'.4-B>)x-h(A>-hB,4-B*;/?i>+(A' +B,/i-hB',iit «=ro.
Si
A.iii^-B'. -+-B> ~~ A>-+-B, -t- B'./w "^ A* -i-B.J8 -4- B'^ ~" *'
alors ces deux plans coïncident.
Appelons z la valeur commune de ces rapports : si je démontre qu'il y a des valeurs réelles pour Zy il'y en aura pour m et n.
On aura donc
(,) (A — Atz)m -h (B'' — B^ z)7i -t- (B' — B', z) = o, d'où
(2) (B"— tf;z)^-+-(A' — A.»)/f-+-{B— B.») = o, <3) (B'— B.»)jw +(B — B,z)n -h (A"— A', z) = o.
Eliminant m et n, on trouve (déterminant)
o = 2(B-.B,z)(B'— B»(B'' — B'z) -h(A-A,2)(A'-«A»(A''-A'z) — (B-B,«)>(A-A,«) -.(B-B;z)UA'-A»-.(B"-B:.)«(A"-A:),
( 35i ) équation du troisième degré qui, ayant pour coefficient de^
et pour terme tout connu
-h aBB'B'' H- A A'A;' — AB» - A'B'* - A"B"%
a toujours une racine réelle finie et différente de séro, car les deux expressions précédentes représentant les dénominateurs des coordonnées du centre des deux surfaces ne sont pas nulles, puisqu'il s'agit de deux surfaces à centre.
Soit OZ la droite qui a pour équation x=mz,y=:/i2, m et n ayant les* valeurs que donnent deux quelconques des équations (3), (2), (i), jointe à la valeur réelle que nous venons de déterminer pour z.
Considérons le plan diamétral qui correspond à cette droite, il est le même pour les deux surfaces.
Soient Ca elQ"b les ellipses suivant lesquelles il coupe les surfaces A et B. On sait qu'étant données deux ellipses concentriques, on peut toujours trouver un système de diamètres conjugués commun aux deux ellipses. Appelons OX et OY ces deux diamètres conjugués pour les ellipses G a et Gb. Gela posé, il est évident que les trois droites OZ, OY, OX, forment un système de diamètres conjugués communs aux deux ellipsoïdes. Donc en prenant ces droites pour axes coordonnés^ on peut donner aux équations des deux ellipsoïdes les formes suivantes :
Solution fie la question.
Posons X = a'xi, y = Vy^^ z = d Zi^ et substituons. Les deux équations deviendront
(^) { a'^jr^ b'^Y* c'»«»
Et résolvons la question pour ce système d'équations, il est évident que si nous trouvons pour équation du lieu /(Xi^iZi) = o, le lieu pour le premier système sera
Cela posé, considérons le système suivant en supposant les axes rectangulaires
La première équation B'' représente une sphère, et par suite tous ses plans diamétraux conjugués sont rectangulaires; donc pour ce système la question revient à ce théorème de M onge : Le lieu des sommets des trièdres trirectangles circonscrit à une ellipsoïde est une sphère, sphère qui, dans notre question, a pour équation
Mais les relations algébriques que donnent le système de Téquation (a) et le système de l'équation (3) sont identiquement les mêmes*, donc le résultat du calcul algébrique sera pour le système de l'équation (2) comme pour
( 353 ) 1 équation (3)
et en remplaçant x, ,/,, z^ par leur valeur en x, /, Zy ou aura pour réquatiou dans le système (i)
X» y* il _ "' ^' ^' ^/a ■+■ Jt; ■+- 7", - ^ + ^ -K ;;;•
Ce qui est un ellipsoïde semblable à B, concentrique et semblablement dispose.
Noie du Rédacteur. Le théorème subsiste pour deux surfaces du second degré quelconques. On le démontre par des transformations linéaires qui maintiennent le parallélisme des plans et des droites.
NOTE SUR LES OKDES
Soient n molécules ai, a^y ^s,.**; ^n rangées sur la môme droite, et R la distance de aokan\ supposons qu^un petit mouvement, un léger ébranlement de la molécule ai mette aussi en mouvement la molécule a„ au bout de t
unités de temps; - est ce qu'on nomme la vitesse de pro^
pagation de l'ébranlement, et la droite ai a„ est la direction de la propagation, qui peut n'être pas la même que la direction que prend a„ et qu'on nomme direction de t;ibration. La vitesse de propagation peut n'être pas la même dans toutes les directions de propagation; alors toutes les molécules a„ qui entrent en mouvement au bout du même nombre d'unités de temps forment une surface*
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( 354 ) qu^on nomme onde. Si par un point de celle sui'face on mène un plan langent, la direction de vibration est toujours dans ce plan ou perpendiculaire à ce plan, qu'on nomme aussi onde plane, La vitesse de propagation dans le sens normal au plan est toujours plus grande que la vitesse dans le sens même du plan ^ cette dernière vitesse se nomme aussi vitesse transi^erscJe ou polarisée; cette vitesse peut avoir plusieurs directions : elle en a deux dans la double réfraction, h^ étendue de Toscillation d^une molécule se nomme amplitude de Fronde.
THEOREMES SUR LES CERCLES m TOUCHENT LES COTÉS D'UN TRIANGLE.
Le cercle qui louche intérieurement un triangle donne lieu à trois points de contact intérieurs et les trois cercles qui touchent extérieurement donnent lieu à trois points de contact extérieurs,
JTiéorème 7. Les trois droites qui vont des sommets aux points de contact intérieurs des côlés opposés se coupent en un même point \ ce point, le centre du cercle intérieur, le centre de gravité de l'aire du triangle sont sur une même droite. Ce dernier point tombe entre les deux autres et partage leur intervalle dans le rapport de 1 : 2.
Théorème IL Les trois droiles qui vont des sommets aux points de contact intérieurs se coupent en un même point I. *^
Les trois droites qui vont respectivement des centres des cercles extérieurs aux points milieux des côtés du triangle qu'ils touchent se coupent en un même point Ii \
( 355 ) les points I, Ij et le centre de gravité de Taire sont sur une niéme droite, et ce centre partage Tinlervalle entre 1 et 1} dans le rapport de i : 3«
'^Théorème III. Les perpendiculaires abaissées des centres des cercles extérieurs sur les côtés du triangle qu'ils touchent) se coupent en un même point également éloigné de ces trois centres^ ce point, le centre du cercle inscrit, le centre du cercle circonscrit sont sur une même droite et ce dernier point est au milieu des deux autres points.
JTiéorème IV* Prenons deux cercles extérieurs Ei, Ej,le cercle intérieur I \ du centre de Ei abaissons une perpendiculaire sur le côté correspondant à E, ; du centre El une perpendiculaire sur le côté correspondant à E, , et du centre de I une perpendiculaire sur le troisième côlé : ces trois perpendiculaires se coupent en un même point également éloigné des trois centres des cercles E^ , Ej, !•
Ce point, le centre du cercle extérieur Es , le centre du cercle circonscrit au triangle, sont sur une même droite, et le dernier point est au milieu des deux autres.
Théof^me F. Soit le triangle ABC. Le cercle E louche BC (opposé à A) prolongé, en e^ \ le cercle Et touche AC (opposé à B) prolongé, en e^\ le cercle intérieur I touche AB (opposé à C),en l'i ; les trois droites Aci , B«,, C/i se coupent en un même point \ ce point, le centre du cercle qui touche AB extérieurement et le centre de gravité sont sur une même droite, et ce dernier point partage Tinlervalle entre les deux premiers dans le rapport de i : a.
Ces théorèmes sont énoncés par M. Nagel , recteur de rF:cole Industrielle (Real-Schule) à Ulm.
SOLUTION KS ODKSTIONS 494 ET 499, ■élMe GrassBau et propriété de ia cibiq le gaicke
(TOir t. XVIII. p. U4, el L XIX, p. 43^
Par m. CREMONA,
Professeur.
La question 499 embrasse deux énonces, qui, si je ne me trompe, exigent quelques corrections. Dans le premier énoncé, les droites 6, D et le point m sont des élé-^ ments fixes superflus à la construction du point variable;?. Il suffirait de dire : « Si les côtés ap^ cp^ acd'un triangle » variable acp tournent autour de trois points fixes » /, 5, o, et si deux sommets a, c glissent sur deux droites D fixes Â>,C,le troisième sommet p décrira une conique.» C'est le célèbre théorème de Maclaurin et Braikenridge. Si le lieu du point p doit être une cubique (courbe du troisième ordre), il faut modifier les données de la question.
Le deuxième énoncé n*est pas complet. On n'y trouve pas de données suffisantes pour définir un lieu géométrique. Il faut lire : « Si les côtés a&, &c, cd^ da, et la dia- » gonale bd d'un quadrilatère plan variable abcd tour- » nent autour de cinq points fixes o, p^ ^, /-, Sy et les » sommets a, c, qui sont au dehoi^ de la diagonale, glis- » sant sur deux droites fixes M, N, chacun des autres » sommets i, £? décrira une cubique. »
Ce beau théorème a été donné par un éminent géomètre allemand, M. Hermann-Gunther Grassmann, de Slettin (*), dans un Mémoire inséré dans le t. XXXI du Journal de Crelle, p. iii-i32; i846.
C*) Professeur au gymnase de Steltin. fié dans cette ville en 1809.
A l'occasion de ces théorèmes qui se rapporteut à la géométrie des intersections^ je ne puis m'empêcher de mentionner une méihode très-expéditive et très-curieuse, dont la première idëe parait appartenir à Leibniz, mais qui a été vraiment établie par M. Grassmann dans un ouvrage intéressant [die Wissenschaft der extensiven Grosse oderdie Ansdehniingslehre)^ imprimé à Leipzig en i844) 6t dans des Mémoires postérieurs (Preisschriften gekront und herausgegeben von derfurstlich Jablo-* nowskischen GcsellschaJÏ^ Leipzig, 1847» Journal de Crelle, i. XXXI, XXXVI. XLH, XUV, XLIX, LH). Excepté MM. Mobius (Preisschrifteny etc., ut supra) et Bcllavitis (uilti delV Isfituto Feneto^ décembre i854), je ne sache pas que quelque géomètre ait donné aux recherches de M. Grassmann l'attention qu'elles méritent.
Je vais reproduire ici les premières définitions et conventions de cette ingénieuse théorie, que Fauteur nomme analyse géométrique. Je désignerai toujours les points par de petites lettres, et les droites par des lettres majuscules.
Première définition, ab représente la droite qui joint les points a eib.
Deuxième définition. AB représente le point commun aux droites A et B.
Conventions. On pose :
a& == 0 si les points a ci b coïncident ;
AB = o si les droites A et B (indéfinies) coïncident;
«B = o oubienBa = o si le point a est sur ladroîteB.
Cela posé, soient «, b deux points fixes, x un point
variable :
abxz=. o
est ré((iiation d'uno droite, car elle exprime que x est
( 358 ) toujours sur ab. De même
ABX = o
esiréquatjond'un poiot, enveloppe de la droite mobile X.
M. Grassmann démontre la proposition qui suit, et qui est la généralisation du théorème de Pascal (hexagramnia mjrsticum),
<c Si un point x mobile dans un plan est assujetti à la » condition qu un certain point et une certaine droite, 9 déf luis Aies du point x et d'une série de points et droites n fixes au moyen de constructions exécutées avec la seule D règle, doivent tomber l^un dans Faulre, et si le points » a été employé n fois dans ces constructions, le lieu du » point X sera une courbe de Tordre /t. »
L'auteur donne aussi le théorème corrélatif pour la génération des courbes de la classe /i, et les propositions analogues dans l'espace pour la génération des surfaces algébriques.
La construction du point variable x (p) dans le premier énoncé rectifié, question 499, est représentée par Véciuaiion planimétriçue (selon l'appellation de M. Grasa-
mann) :
jcsCoALr =z= o
( la droite xs coupe C dans un point, la droite qui passe par ce point et par o rencontre A dans un autre point qui avec / donne une droite passant para;).
Celte équation contient deux fois Télément variable x, cl par conséquent, selon le théorème général de M. Grassmann, elle apparlicnt à une conique. Cette conique passe par les cinq points ;
s y /, AC, soAy loC;
vc qui est évident, parce que chacun dVux satisfait identi({uctticnt Tcquatiou de la courbe.
Dans l'autre énoncé, question 499, la construction du point variable a: (b) est indiquée par l'équation planimétrique qui suit :
(x/>N^)(xoMr)(jrf) =o
(eicprimant que les trois droites xp^q^ xoMp, xs passent par un même point). Cette équation contient trois fois le point variable a:*, donc elle appartient à une cubique. On trouve aisément que celte courbe contient les neuf points :
o, /?, 5, MN, {pq) (or), qs^y rjM, /?yM, orN.
M. Grassmanu démontre que Téquation ci-dessus est complètement générale, c'est-à-dire, elle représente toute courbe plane du troisième ordre.
Laquestion 494 [Nouuelles Annales^ t. XVIII, p. 444) est un autre théorème de M. Grassmann (Journal de Crelle, t. XXXI). La construction du poi nt variable x [q) donne l'équation planimétrique
. (x/iA)(x^B) (.rcC)= o,
exprimant que les trois points jraA, xiB, xcC sont en ligne droite. L'équation contient trois fois l'élément variable a:, donc le lieu de la question 494 est une cubique, qui passe par les neuf points :
a, hyc, BC, CA, AB, bck^ caBy abC.
Soit X la droite variable qui contient les trois points xaky x&B, xcC : on aura évidemment
(XA«)(XB6){XCc)=:0;
donc la droite X enveloppe une courbe de la troisième
( 36o ) classe, qui louclic les neuf droî les :
A, B, C, bc^ ca, ah, BC/i, CA ft, ABc.
Ainsi on peut regarder comme résolues les questions 494 et 499.
Propriété rie la cubique gauche.
J'ai trouvé cette propriété en m'occupant de cette courbe à double courbure dans ma solution de la question .433 [Noui^elles Annales^ t. XVIU, p. 199).
c( Par une cubique gauche osculée par le plan à Tinfini » passe un seul cylindre du second ordre, et ce cylindre » est parabolique. » J'ai énoncé cette proposition dans mon dernier Mémoire inséré dans les Annali ai Matematica (Rome, juillet et août 1869) : Intorno allé coniché inscritte in una stessa superficie sinluppabile del quart* ordine. Or voici le nouveau théorème.
« Pour chaque plan parallèle au cylindre, la courbe » admet un système de cordes parallèles à ce plan, dont » les points milieux sont situés sur une même droite » (diamètre). Ce diamètre passe par le point de la cu- » bique gauche où elle est touchée par un plan parallèle )) aux cordes; il est la droite d'intersection du planoscu- » lateur avec le plan asymptote, qui correspondent à ce » même point (par chaque point de la courbe passe un » plan asymptote, c'est-à-dire tangent à Tinfinî, et tous » ces plans sont parallèles entre eux).
» Donc par chaque point de la courbe passe un dia- M mètre, qui bissecte les cordes parallèles au plan qui M touche, sans osculer, la courbe au même point. Tous » ces diamètres sont parallèles à un même plan, savoir à ^) la direction des plans asymptotes, et forment une sur- ») face du troisième ordre.
u La couibe adnn i au moins un pnlnt (et au plus Irois)
( 36i ) » OÙ la droilG langculc cl le diamètre correspondant se )) rencontrent sous un angle droit. »
On voit par là la frappante analogie entre cette courbe à double courbure et la parabole ordinaire (*).
QIIBSTiONS.
540. Dans une ellipse donnée inscrù'e un triangle éçuilatéral dont le côté soit i^ un maximum, 2^ un minimum.
511. Même question pour le triangle équilatéral v^Xv" conscrit.
542. Supposons que z^ puisse se décomposer de n manières en produits d(î facteurs inégaux (i.z' compris); démontrer que 4^' peut se décomposer de n manières et pas davantage en différence de deux carrés entiers.
bx -k- ay •= ^xy, a — b ^=: d*^
Changeant dans ce polynèmc n signes et désignant le nouveau polynôme par Q, combien PQ renferme-t-il de quantités irralionnclles?
(*) On peut consulter le Mémoire français de M. Crcmona dans Crelle, t. LVin , p. ilîS, 1860 , qui vicnttiti paraître. On y cite ce théorème remarquaLh^ de r.ayloy : « Toute surface ré{;!cc (non dcvcloppabic) est d'une dusse cgalc à son ordre. *
THÉORIE GÉNÉRALE DES SYSTÈMES DE RAYONS REGTIUGNES
Par m. E.-E. KUMMER.
CttELLEjt. LVH.
Traduit par M. E. DEWULF,
Capitaine du Génie.
.On a peu étudié jusqu'ici dans toute leur généralité les systèmes de rayons rectilignes qui remplissent tout Tespace ou une partie de Tespace de telle manière que, par chaque point donné, il passe un rayon ou un nombre déterminé de rayons. Dans les recherclies géométriques, on s'est occupé surtout d'un système déterminé de rayons, savoir : celui où tous les rayons peuvent être considérés comme normaux à une même surface. La théorie de ce système a la connexion la plus intime avec celle de la courbure des surfaces. Les propriétés les plus remarquables de ce système ont été trouvées par Monge et exposées f SirluidansV application de T analyse à la géométrie {^^, Comme les systèmes de rayons rectilignes dans Tespace ont une grande importance dans Foptique, leur théorie a souvent été étudiée comme question de physique^ mais,
C*) Ce Mémoire est un modèle de géométrie analytique d'une grande fécondité théorique et physique et il est élémentaire. Je donne ce nom à tout ce qui est bien étage , bien éclairé, à ce qui n'exige point des pas trop élevés. Les ouvrages d'Euler, de Lagrange sont plus élémentaires que certaines arithmétiques. ( Note du Rédacteur } .
{**) 5« édition, par M. Liouville; î85o.
( 363 ) à ce point de vue, on n'a guère étudié non plus que les systèmes de rayons normaux à une même surface. I.a théorie générale de ces rayons a conduit d'une manière remarquable à uu des plus beaux théorèmes de l'optique, au théorème de Malus généralisé par Dupin. Voici FénoDcé de ce théorème : Tous les systèmes lumineux ùsus d'un point sont normaux à une même surface après avoir subi un nombre quelconque de réflexions sur des surfaces quelconques données et un nombre quelconque de réfractions par le passage au travers de milieux limités jouissant de poui^oirs réfringents différents. Cette propriété n'appartient pas aux systèmes irréguliers de rayons que Ton obtient après le passage de la lumière à travers les cristaux. Ces rayons forment des systèmes qui ne sont plus normaux à une même surface et que, pour celte raison, on a nommés systèmes irréguliers. Quoique les cristaux ne donnent naissance qu^à certains systèmes particuliers, ils ont cependant amené Tétude des systèmes les plus généraux de rayons rectilignes.
A ma connaissance, ces systèmes ont été étudiés pour la première fois par Hamilton^ dans les Transactions ofihe royal Irish Academy^ t. X\I, dans un supplément à son grand traité : Theory of Systems of rajs, où il ne les avait pas encore considérés. Ce traité, rédige en vue de l'optique, ne renferme que les systèmes réguliers et leurs modifications par réflexions et réfractions, et lesw systèmes irréguliers donnés par le passage de la lumière à travers les cristaux. Dans ce premier supplément, Haniilton part de principes physiques et notamment de celui du moindre travail, et il cherche a déduire les propriétés géométriques du système général de rayons reclilignes, de la formule que donne ce principe. Il a découvert, par celte voie, une suite de propriétés remarquables du système le plus général de rayons. II semble que ces
( 364 ) propriétés soient peu connues, car il n'en est pas faii mention dans les Mémoires qui ont paru depuis sur le même sujet. Approfondir de nouveau cette théorie traitée pour la première fois par Hamilton en employant la géométrie analytique à trois dimensions, la compléter en quelques points importants, tel est ie but de ce Mémoire.
§ I. — Formules et notations.
Un rayon rectiligne du système sera déterminé si Ton donne un point x^y^ z (coordonnées rectangulaires) de ce rayon et les angles que ce rayon forme avec les trois axes des coordonnées. Soient Ç, >?, Ç les cosinus de ces angles. La relation qui lie entre eux différents rayons et qui en forme un système pourra être donnée de la manière suivante : les six quantités x, y, z, Ç, y?, Ç sont des fonctions continues de deux variables indépendantes u et v. D'après cela, les points {x^j^z) se trouvant sur une certaine surface, les rayons du système peuvent être considérés comme issus des divers points de cette surface. Un point d'un rayon sera déterminé par sa distance à Torigine du rayon. Cette distance est comptée sur le rayon, nous la désignerons par r et nous la nommerons abscisse.
G)nsidérons deux rayons du système. L'origine du premier rayon et sa direction sont déterminées par x^y^ «, ^, î3, Ç. Pour le second, ces mêmes quantités deviennent ar + Aj:, y-j- Ay, z + ù^z^ | + A$, >î + Ad, Ç i- A^î Ao:, Aj, etc., ont des valeurs finies. La relation qui existe entre ces deux rayons sera connue, si l'on détermine: l'angle e qu'ils forment entre eux, la longueur p de leur plus courte distance et la direction de cette plus courte distance, ou le cosinus x, X, /x des angles qu elle forme avec les trois axes, et enfin Tabscisse r du pied de cotte plus courte (lislance sur Ir premier rayon. La géométrie
( 365 ) analylîque donne ces quatre quantités en fonction tles coordonnées des origines des deux rayons et de leurs directions, comme il suit :
(i) cosi=:Ç(Ç-!-4)-4-»i(« + Ao)-t-Ç(; + AÇ),
(2) Sin'f = (lïAÇ — ÇA>î)'+ (ÇAÇ — ÇA^ )' + (ÇA„ — «A^)%
(3) psïn • ='*(„AJ; — ^Au) Ax-H (ÇAÇ~ÇAÇ)A;^ + (ÇAw- «A5)Az,
,. «ïAÇ-U^ . ^Ag-^gAg gA),-»Ag
(4) x = : 1 A= : 9 pi = : »
^^' sin£ sin£ ^ sme
(5) Î/J = xA X -+- >A j 4- fAA 2,
rsine =[pi(,î-^ Ar:) — >;Ç-h A2;)]A-c
^^M+[x(Ç-hAÇ)-fz(Ç-hA?)]Aj-f.[A(Ç-^AÇ)-x(,2-i.An)]A3. Au moyen des relations
(Ç + AÇ)«-h („ -+- A«)»-4- (Ç -h AÇ)^=: I,
d'où Ton déduit
(7) ÇAÇ +. »îA>j 4- ÇAÇ == — ^ ( Ag^ 4- A,i' -h AÇ'),
on peut mettre les expressions de cos e, sin e, /' sous la forme suivante :
(8) cos • = I — i (Ag' 4- A»' 4- AÇ'),
(9) sin^E = Ag' 4- A>î»4- AÇ» — i (Ag' 4- ^n■ 4- AÇ')S
rsin'g = — ( AxAg 4- A/Au 4- A3AÇ)4- - (Ag' 4- Au^ 4- AÇ') X [A;c(g 4- Ag) 4- Ajr(r, -f. A»i) 4- A3(Ç4-AÇ)].
Considérons les distances des deux rayons en chacun de leurs points, ces dislances étant mesurées par les perpendiculaires abaissées des diiïérents points du second sur le premier, nommons rj les longueurs de ces perpendicu-
( 366 ) laires, R les aliscisses de leurs pieds sur le premier rayon, x', X\ fi' les cosinus des angles qu^ellcs forment avec les trois axes \ nous avons
cose
(il) ; ^y = A^ — R„-h ^ '-^ -%
COSE
Nous avons posé, pour abréger,
Supposons que le second rayon se rapproche infiniment près du premier, de manière que les différences Ax, Ay^ etc., deviennent les différentielles ^x, dfy etc. Les quantités /7,^, e deviennent infinimentpctiles, désignonsles par dp y dq^ de. Les infiniment petits d'ordre supérieur disparaissant, il vient
(i2)rft>=rfp-h^V-+-rf^S
dxcll H- 4r'/iî -+- (Izd^
XV7 = r?/ -f- Rr/iï — 13 (Ç^/x -h „dr/ -♦- Ç^z), ^'dqz=idz -h R^Ç — Ç(Ç^x -+->îr/j 4- Ç^/2),
•^9 /î *» Çî ^9 C étani des ibtictîoiis des deux variables indépendantes u et \^^ leurs différentielles peuvent s'exprimer par les quotients différentiels partiels pris par rapport à uet à i^, et par les différentielles du et rfj^.
( 367 ) Nous emploieroQs les mêmes nolations que Gauss dans ses Disqm'siliones gen orales circà superficies curvas pour les premiers quotients aifTérentiels partiels et pour les expressions qui résultent de leurs combinaisons *, ainsi nous posons
(17) djc=z ada H- a'd{f\ dy = bda -f-, h* dv \ dz = cdu •+- c'dt» j
(18) bc' — b'c = A, ca' — ae' = B, ab' — ba! =z C,
(19) û>-t-ô^4-c'=E, aa'-hbb'-^cc'^V, <î'»-h^"-f-c'»=G(*).
Nous emploierons des notations analogues pour les quotients différentiels partiels des quantités |, rj, Ç et pour les expressions qui résultent de leurs combinaisons :
(20) di=zSLdu-^a'dt>'f d7i=hdu-^Wdp; d^=^cdu'-hc*dv,
(21) bc' — cb' = Jioj ca' — ac' = ift,, ab' — ba' = G,
(22) a»+b*+c'=<j:, aa'+bb'-f-cc'=#, a'»H-b'^H-c"=g.
Par suite, nous avons
( 23 ) • <vi,^ -h ifi» -h G* = cg - ^» = A» .
Plus loin, nous emploierons aussi les abréviations suivantes :
/ fla -f- ôb-f-cc = e, ) a'a-|-é»'b-*-c'c=:f.
Le quotient des différentielles des deux variables indépendantes du et d\^ sera représenté par /, ainsi
De Téquation
(*) Voir Noupelhi Antiëhs, t. Xi, p. igS; iSS?.
( 368 ) qui, dîlTérentiée surcessivemcnt par rajipoK û u ei a r, donne
j Ça-f-flb-|-Çc = o, ^""^^ i Ça'+„b'-hÇc'=ro,
on lire
noas emploierons ces expressions avec avantage.
Les valeurs de Ç, rj, ^ sont indéterminées dans le cas où A=:o, car Téquation A = o entraîne les équations X = o, 'U5>= o, G = o. Ce cas ne se présente que pour un système particulier de rayons, et dans son étude il exige une légère modification dans les méthodes générales. Nous ne le considéreix)ns pas spécialement, le système de rayons correspondant peut ôtre considéré comme une limite du système général.
§ n. — Points limites des plus comptes dis tances ^iT un rayon à un rayon infiniment voisin.
En remplaçant dx^ djj dzy rf|, dv^ d^ par les quotients dlfTérentiels et les dilTérentielles des variables indépendantes, Texpi'ession (i5) de Tabscisse du point du premier rayon le plus rapproché d'un rayon infiniment voisin sera
Pour une certaine valeur de t = —y cette expression
donne la plus courte distance du premier rayon à un rayon infiniment voisin déterminé. On obtient toutes les valeurs de r, c'est-à-dire les valeurs de r qui correspon dent à tous les rayons infiniment voisins, en faisant varier
(369) < de — âo à -<)- 00 . La valeur de r ne peut être nulle pour aucune des valeurs de t^ puisque CÇ — â?'= ju*-|- ift)*4- G* n'est jamais négatif^ nous écartons le cas où ^ — d^*=o. Donc, les valeurs de r ne peuvent jamais être infinies et doivent rester comprises entre certaines limites données par le maximum et le minimum de r. On a donc le théorème suivant :
Les pieds des plus courtes distances JCun rayon h tous les rayons infiniment voisins qui tentourenty se troui^ent tous sur un segment déterminé de ce rayon.
Egalons à zéro le quotient différentiel de rpar rapport k t. Cette équation nous donnera les valeurs de t qui déterminent les points-limites (extrémités du segment)
(a) (C+^t-^qt^) (f+f'-h agO-[e-hf+F>-hg/'i(2^+îgO=o, ou en simplifiant •
(3) [g^- ^ (»+ f )§] ^-(eff-gC)/-h [i (f.*.r) C~c/| = o.
Soient ti et tf les racines toujours réelles de cette équation quadratique, on a
De là, on tire ces deux équations remarquables : ' (5) C H- .f (/, 4- /,) 4- g^, r, = o ,
(6). e^i(f+/,)(^-l-M-Hg^^ = o,
auxquelles on peut ajouter celles-ci qui se déduisent
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(370) facilement des précédentes
(7) C+:ih,-t-Qt] = (t,-t,)(S + Çt,),
Si l'on désigne par r, et r, les valeurs extrêmes de r qui correspondent à t = f i et t = <t , on a
('=*) ^— — £.+.#,,+ ç,vî :
Au moyen de l'équation (a) on peut donner à ci "expressioi^^ les formes plus simples :
■ e + i(f+r)*. i(fH-f') + t,'/.
Si Ton élimine fi et f^ entre ces équation», on obtient Féquation quadratique suivante dont les racines toujours réelles Ti et r% sont les abscisses des points-limites des plus ' courtes distances d'un rayon à tous les rayons infiniment voisins :
( (^-^')'-'-[g^-(^4-r)cf-heg]i-i.eg
( 37' ) On lire de celte équation
_ ~[gd:-(f+f')#-t-e(n r,4-r.= — ,
^'^^ l '/f^f/te
eg — -(f-Hf)'
Le segment sur lequel se trouvent les pieds de toutm les plus courtes distances d'un rayon à tous les rayons infiniment voisins estëgal à la dijfCérènce des abscisses des points-limites. Désignons par 2</ la longueur de ce s^-* ment, par m Tabsoîsse du point milieu des deux pointslimites, on aura
' (La suite prochainementM)
SOLUTION MS «OESTIONS DB L'ALGiBBB UBTRAND
(▼Olrt.XVII,p. 11);
Par m. E. MATHIEU,
Professeur.
X. Trouver la somme des carrés des coefficients du binôme. Cette somme peut être représentée par les deux formules
prouver que ces deux formules sont équivalentes. Remarquons d'abord qiie Texpression
f Î70 ftfrùeoMe le nombre de coodrinaisoBS de 21» Icurcs a à n* Or, poor fermer cci eombinabons, sopposons f|B*oii afbée de b maniire MiiTante :
On partage ces an lettres en deox groupes, cbacan de n leUret.
Puis, ne prenant d^abofd dans le premier groope aucune lettre, on prcmd toutes celles du second groupe; œ qui fermera une des combinaisons cliercbées.
En second lien, on prend nne lettre dans le premier groupe, ce ijui peut se faire de n manières, et on la combine avec /i ^- 1 lettres dn deoxième groupe, ce cjni peut encore se faire de n manières. On aura ainsi n* combinaisons.
En troisième lieu, on prend deux lettres dans le premier groupe, ce qui peut se faire de -^ manières,
et Ton combine chacun de ces produits avec n — a lettres du deuxième, ce qui donne pour chacun des produits
do deux lettres du premier groupe -^ produits. On
aura donc en tout l -^ — "^^ \ combinaisons-.
En imaginant que Ton continue ainsi, il devient évident que l'on a
Remar<|uons maintenant que Ton a
(a) aii(a/i — 1). . .(a-|-i) = a.6.io.i4. . .(4«— 2).
En ttfTet, Tégalité est vériâée quand on fait n = i , il sufBt dont de prouver que si cette égalité a lieu lorsqu'on j change n en n — 1, Tégalité (a) elle-même aura lieu.
Supposons donc que l'on ait
(a/i — a)(2/i — $)• . .(/i + i)/i = at6.io. ...(4« — 6);
en multipliant les deux membres par 4^^ — ^y ^^ tombe sur réalité (a); donc cette ëgâlité est démontrée.
La somme des carrés des coefficients du binème peut donc encore être représentée par la formule
a.6>io. ..(4»y — >) 1 .2.3. . ,n
XL Prouver que si dans la somme
I — jc (% — x)(a — jf)
(t-A')(g — X)...(fl*~^— Jt)
on fait X = a", celte somme devient égale à /i.
Si dans lexpression de S on fait xsa", tous les termes après le dernier écrit dans cette expression s'annulent, et en désignant par S« le résultat de la substitu* tion, on a
^"--nr-^ — nr? — ^-••
(l — 0")(l — fl''~»)...(l — fl)
Or on a
( 374 ) donc on aura
I — a 1 — fl*
(1 — fl*-')..:(i — fl»)(i— ^g)
Posons
et. nous aurons
Si, == S„^» -h Aji et
X[û— 'H- «•-»(i—fl»-») -h... +«.(! — «—•)... (l — a»)(r—fl), ou
Or on a Ao = 1 -, donc, diaprés celte dernière formule, on aura Ai = i , A| =? i , . . . , A„ = i .
D'autre part on a Si = i ; donc on aura Ss == i^,
Oj s^ «j 9 • • • ) d;i :^ /î.
Xin. On donne réquation
ax* H- ^f* -4- c»' -h a c/x'^* -h ar«'z* -f- a^'z* -H mx'-h »/' -f- >c>»'-H 7 = o.
Trouver entre quelles limites peut varier a:* -f- y* 4- z*.
Commençons par tirer z* de Tëquation donnée pour le porter dans Tëquation
et nous chercherons ensuite entre quelles limites peu%
% ^.« u. En tirant z* de Féquation donnée, un <%
z ss *
• ± VA/^ -h Bx»r*M- Cx^ 4- D^»-h Ex>4- F, en posant
11= î t = ; , JP = 7—; •
Portant js* dans l'expression de i/, on a
c c* IC
•± V^Aj^HKB^'r» 4^C^ 4- Dr' -h Ea:» -h F.
Résolvons cette équation par rapport â /*, et pour cela chassons d^abord le radical, ce qui nous donne
f = A^* -4- B4?'7» 4- C:c* -4- D^ ' 4- Ejc' 4- F.
En résolvant cette équation par rapport ky^^on trouvera une expression de U forme suivante
jr»=«x»4-P±VNx*4-Px'4-Q,
j3, P et Q étant des quantités qui contiennent u, et a et N étant des quantités qui ne le contiennent pas.
/' doit d'abord être réel, il faut donc que Ton ait
(fï) Nx^-f.Px'4- Q>o.
N peut être positif ou négatif. SHI est négatif, il faudra
(376) que X* soit compris entre les deux racines de l'équation
ce qui exigera que Ton ait
P cl Q étant fonctions de Uy ces deux inégalités nous indiqueront des limites de u. Si N est positif, l'inégalité [n) pourra toujours avoir lieu, quelle que soit u, et la réalité de 7' ne donne plus de conditions. Enfin il faudra que y soit réel, ou que y* soit positif, et pour cela il suffira que la plus petite valeur de j** soit positive. Or, en résolvant l'équation (Ç) par rapport à a;*, on aura
x»= a,r» -h p, ±: V^N.j^^-P.r'-hQ,.
Soient j^* tty\ les racines de Téquation
N,«v»-4-P,«^-hQ = o-, on aura
y\ =zVu} H-ft'a-hv'.
Supposons Ni<^o, nous chercherons entre quelles limites doit varier u, pour que la quantité
(X — V)a' + (ft — p')in-v — v'
soit plus grande ou plus petite que zéro. On trouvera ainsi que /s est minimum quand u varie entre u, et i/^, et Ton posera
On trouvera aussi que^i est minimum quand u varie depuis — 00 jusqu'à i/|, et depuis u^ jusqu'à -f- 00 , et Ton aura
u<^u^ ou tt]>«j avec >f*^-4-|uitt -4- v>o.
(37V) Si Ni ëtail }>o, on exprimerait encore que le minimum dej^est ]>o.
XJV. Entre quelles limites peut varier l'expression
(«-+■ r)' -*- (r H- »)*-+-(» — 3xy H-. aa: — 7 -f- * -h lo,
lorsque Xj /, z prennent toutes les valeurs possibles ?
Ordonnons cette expression par rapport à x, et, diaprés la règle générale, égalons-la à une quantité indéterminée m. Ainsi nous posons
iox*-4- 2(j^ — 3sH- i)x+ «jr»-4- aji -I- a«* — 7 -f- « -f-io = m,
et nous allons chercher entre quelles limites peut varier m pour que x^y, z restent réels. Résolvons cette équation par rapport à x^ nous trouverons
— /-h3s — 1±^— -19/'— a(i38— 6)r — ng' — i6z — 99-*- 'o^
Pour que x soit réel, il faut que la quantité qui se trouve sous le radical soit positive, ce qui donne
(0 '9J*-H 2(i3« — G)/-*- ii*M- i6« -4-99 — iom<^o.
Or, pour que cette inégalité soit satisfaite, il faut et il suffit que j" soit compris entre les racines j^' et j^'' de l'équation
197'-+- 2(i3« — 6)j-t- ii»' + i6x -♦- 99— lOOT = 0; ainsi les valeurs de y' et y sont les suivantes
_ — 1 3s >4- 6 ± \/— 4og' — 460S — 1845 + 190//! ^^ '9
Les valeurs àe y' et de y" devant être réelles, on a
(2) 4o^'H' 4^^"^ '^45 — 190/W <ro.
(378) Pour que cette inégalité puisse avoir lieu, on yoit encore qu'il faut et il suffit que z soit compris entre les quantités s! et z"^, dont les valeurs seront données par l'expression
_ — 23o i v^23o* — 4q X 1845 -h 4o X igow ^_ _ ^5
s! ec z" devant être réels, nous aurons
25o»--4oX 1845 -+- 40 X 190m >o, et en effectuant les calculs,
telle est la condition nécessaire et suffisante. Ainsi le
polynôme proposé peut varier depuis -7- jusqu'à oo quand
jr,y, z prennent toutes les valeurs possibles. D faut bien remarquer que les inégalités (i) et (a) ne donnent que des conditions auxquelles doit être assujettie m, puisque X, y^ z peuvent être quelconques.
XV. On donne trois équations à deux inconnues
a'x -h l'y = et.
Il existe un nombre infini de facteurs X, X', X''', tels, quen multipliant la première équation par X, la seconde par X', la troisième par X'', et en ajouunt les résultats, on obtient une équation de la forme
xz=:\d^Vtr^Yér.
Trouver les facteurs X, X', X^' qui, remplissant cette con-
( 379 ) dition, rendent la somme X'-hV*-f*-V'* la plus petite possible.
Les quantités 2, X', V sont reliées entre elles par les équations
Ajoutons -y Téquation
V étant une indéterminée, et résolvons ces trois équations; posons
R = a'b'd' ^adfb"^ dà' b" — ba' d' -f- bd!i^ — db'a\ et nous trouverons
_ {^b'â'- db")^{a'b''--' b'a")^
^, _{db''^bd:'^{ba"^ab")'i
En désignant donc par u la somme X' -i- ?/* -h A"", nous avons
-4- [r/^" — 6rr - («r — *€/")>]•
U se trouve ainsi exprimé au moyen de la seule indéter«* minée y; posons
b'é!*^ db" = A , tlb" — bdT = A', hd' - dWc=i A", a'^'' _ b'a" =1 B , «A" - ba" =z B', «^' - ba' = B'%
et Téquation précédente pourra s^écrire
R'/i = (A -uBv)> 4.(A'-f-B'v)^-f.(A"-l-B"v)%
( 38o ) ou, si nous ordonnons par rapport à v,
(B>4. B'^+ Wy-h 2{AB 4- A'B'-h A^'rjip
Diaprés la règle générale, résolvons cette équation, ce qui nous donnera
' B«-hB'«^B"
Pour que le radical soit réel, il faut que u soit au moins égali
(B» -f. B^'-hB^») ( A»-h A^»+ A^^') — (AB + A^B^ + A'BTy R»(B>-hB'»-hB''») '
ou à
(AB^ - BA^)»-h(A^B - AB")*-}- (A^B^^ — B'X^y R»(B»-hB'»-f-B"»)
Donc cette expression est le minimum de u^ la valeur
de V correspondante est '— — ^ — ^7; — ^^ » qu'il faudra
porter dans les expressions de X, X', X" pour avoir celles^i.
CHAPITRE Xn (p
I. Quelles sont les progressions par différence dans lesquelles la somme de deux termes quelconques fait partie de la progression ; et les progressions par quotient dans lesquelles le produit de deux termes fait partie de la progression ?
Soient 11 et u deux termes quelconques d'une progression par diilérence dont la raison est r, on aura
« -I- r =r 2fl H- [fi -\-//)r.
( 38i ) Si tt 4- »^ est un terme de la progression, on a aussi
tf -I- f» = fl H- ^r.
En comparant ces deux valeurs de ii + i^, on voit que le premier terme a sera un multiple de la raison.
Considérons maintenant deux termes quelconques d'une progression par quotient; ils seront
et Ton aura u\^ = a* 9"+^; ni^ étant un terme de la progression, on a aussi uv^=i aq^\ a est donc une puissance* de la raison.
III. Dans quelle^ progressions par différence exisle-t-il un rapport indépendant de /i, entre la somme des n pre* miers termes et la somme des n suivants.
La somme des n premiers termes est
la somme des n suivants esl
et l'on aura
S nr-\~2,a — r nr}
S' 3«r-+-2a — r na — r
Ainsi en général ^ n'est pas indépendant de /i, mais il tend S
vers -x à mesure que n augmente. Le raisonnement n'est
en défaut que lorsque r est nul, parce que Ton ne peut plus diviser les deux termes de la fraction par r. Dan»
S ce cas, ^, est évidemment constamment égal à i, et la
progression cherchée a tous ses termes égaux à a.
V. Si Ton prend la suite des -nombres impairs i , 3, 5, 7, . • ., et (ju'on la sépare en groupes dont le premier ait un ierme, le second deux termes^ le troisième trois, etc., la somme des termes d*un même groupe est un cube.
Le nombre de termes qui précèdent le n'^"^ groupe est
k I -h a-h3 -h., .-h» — I, ou à -^^ ^ On
trouve alors facilement le premier terme da /i'*** groupe; il est I -f- /i (/i — i), et il nous reste à trouver la somme des n termes de la progression
n[n — i) -hi, n(n — i)-h 3, . . . , n{n — i)-t-a/f — i;
„ [nin — i) -4- I H- «(« — 0 -h a« — i]n •
elle est t— ^ ' ' — ^ i— i- ou «'.
VI. Si Ton considère la suite i , 2, 4? 6, 8, lo, . . . , la somme des n premiers termes est impaire et, augmentée des n — I nombres impairs suivants, elle donne un cube.
La somme des /» — i nombres 2, 4» ^v» ^'* — ^ ^^ n(n — i), et la somme des n nombres impairs que nous recherchons est
/i(/i — i)-h I -t- /«{« — i)-h3 -h. . .-♦-«(/i — i)h- a/i — I, comme dans Texercice précédent^ elle est donc n*,
X. Soit AB une ligne quelconque, on marque son
milieu C, puis le milieu D de CB, puis le milieu E de DC, puis le milieu F de ED, le milieu G de FE, et ainsi de suite indéfiniment; prouver que les points C, D, E, F, G s'approchent de plus en plus du tiers de AB, là partir du point B.
(383 ) On auM
En continuant ainsi, on Yoit qu'en désignant par X le point cherché, on aura
Ayant fait la somme des termes de chacune de ces progressions, on aura
«•. 3 I I I 8 la 24 3
ce qui est précisément ce quHl fallait trouver.
XI. Trouver la limite de la somme des fractions
dont les numérateurs forment une progression par différence, et les dénominateurs une progression par quotient. Désignons par S la limite de cette somme, nous aurons
12345 ce qui peut s'écrire
123 4 La première série est une progression par quotient, dont
(384) la somme des termes est égale à i ^ la deuxième série est
(^ale à - ; on a donc d'où
XIII. Si dans une progression par différence trois termes consécutifs sont des nombres premiers, la raison est divisible par 6, à moins que le premier de ces termes ne soit 3. S'il y en a 5, la raison est divisible par 3o, a moins que le premier dc.ces termes ne soit 5, et » il y en a 7, elle est divisible par a lo, a moins que le premier de ces termes ne soit 7.
Considérons en général h termes consécutifs d'une progression par différence
tf, a-4-r, a-har, .., a -+-(X — i)/-,
et supposons h un nombre premier; si aucun de ces termes n'est divisible par Ar, r est divisible par A.
En elTet) supposons, si cela est possible, que r ne soit pas divisible par Ar, je dis d*abord que les restes de la division des nombres r» ar, 3r,. . ., (A — \)r par k seront tous différents, et, par conséquent, seront dans un ordre quelconque i , 2, 3, . . . , /r — 1 .
Car, si deux de ces restes étaient égaux à a, m et /» étant des nombres plus petits que K, on aurait
et par suite
et
( 385 ) ce qui est impossible, puisque le nombre premier k ne peut diviser ni m — «, ni r.
Or a n'étant pas divisible par Ar, l'addition de a à un des nombres i, a, 3, . . . , A' — i donnera un nombre divisible par A:. Ainsi il est impossible de supposer que r ne soit pas divisible par k.
Cela posé, si dans une progression par difieience deux termes consécutifs sont des nombres premiers, la raison est divisible par 2, à moins que le premier de ces termes ne soit 2.
Si trois termes consécutifs sont des nombres premiers, la raison est divisible par 3 9 à moins que le premier de ces termes ne soit 3; elle est d'ailleurs divisible par a; donc elle est divisible par 6.
Si cinq termes consécutifs sont des nombres premiers, là raison est divisible par 5, à moins que le premier de ces termes ne soit 5 ^ elle est d^ ailleurs évidemment divisible par a et par 3 ^ donc elle est divisible par 3o.
On voit de même que si sept termes consécutifs sont des nombres premiers, la raison est divisible par 3o X 7 ou a 10, si le premier de ces termes n^est pas 7.
XIV. Dans une progression par quotient dont le nombre des termes est impair, la somme des carrés des termes est égale à la somme des termes multipliée par Texcès de . la somme des termes de rang impair sur la somme des termes de rang pair.
Soit
H a : «7 : ag^ : ... : ag*
la progression donnée ; 71 y est pair, et les carrés des termes de cette progression forment une autre progression par quotient
Les sommes des termes de ces deux progressions sont
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( 38<> ) respectivement
7 — 1 ' qr'—i
Si peut s'ëcrire
Or, n 4- I étant impair, on aura, en effectuant la division de 9**+* -+- 1 par y 4- i
= ^"— ^"-'-*-^*-f-. .— ^-hi.
Donc
XV • Éliminer jr entre les deux équations
Les premiers membres de ces deux équations sont deux progressions dont les raisons sont - et ^^ ces deux équations peuvent donc s'écrire
Divisant la seconde par la première, on a
( 387 ) On aura donc les deux équations
Retranchant ces deux équations membre à membre^ on
aura
^» — a^ ft'" H- à^
d'où
On portera cette valeur dey dans Téquation
y ^x et après les réductions, on trouvera
équation qui ne contient plus que x.
XVL Trouver une progression par quotient, connaissant la somme de ses termes, la somme de leurs carrés et celle de leurs cubes.
Les carrés et les cubes des termes de la progression cherchée forment aussi une progression par quotient. Soient S|, S|, Ss la somme des termes, la somme de leurs carrés et celle de leurs cubes, on aura les trois équations
(388 ) dans lesquelles a^Ij g sont les trots înconniies. Divîsoos membre à membre les deux dernières équaUons par la première, et nous aurons les trois équations
Les deux premières ne contiennent les Inconnues qu'au premier degré; tirons a et ^ de ces deux équations, nous trouYerons
(a; ^ — sî — a/S.-hS, ** "*"" SÎ-2/S.H-S,
Portant ces Yaleurs de ^ et de a dans la troisième équation, nous aurons une équation qui ne renfermera plu» que rinconnue /; elle est
s»(3s; — 6/sî -h 4/^51 H- s; — 2/s,s,)
i=S.(3/»S; — a/SÎS,— 6/S.SÎ-I-4SÎSÎ -l-rSÎ); let si on la résout par rapport à /, elle devient
B.(s;-i-4s.S3-4-3Sî)/»— 2(srs,— 3s;sa-h3SîSî— s»s,s,)/ -i-4s;s; — 3s;s,~s;s,=o.
/'étant trouvée par cette équation du second degré, on portera sa valeur dans les expressions (a), et Ton aura aeiq.
SeLUTION DE LA 9IIBSTIMI 5M
(voir p. 49 ; ;
Par J. de VIRIEU,
Régent à Saumur.
La seconde des équations proposées
X* — ioj:' — loj? — 6=so
se déduit de la troisième
6' a* .r* — 5ox*-^ 56 jc — -— = o,
en posant a = 'à, 6 = a.
Cette dernière nW qu'un cas particulier d'une équation de degré quelconque, mais d'une certaine forme.
2. M et N étant deux quantités réelles, proposons-nous de former Téquation dont les racines se déduiraient de l'expression
en y remplaçant p par chacune dea racines de Téquation
uP — ï = O ;
soit
(i) xP-Jh A.o;'^' 4- .. . -K AAJcf-^-h . . . -h A^ = o
l'équation cherchée.
Désignons par S;^, h étant un nombre entier absolu qui peut être nul, la somme des puissances d'exposant h des racines de Téquation (i) ; par Sa la même somme pour les racines de F équation
ttP — I = o,
JJ
.oitai^
rt
Wj
( 39» ) Enfin si hz=:p^ tous les termes du deuxième membre se détruisent, excepté le premier et le dernier qui sont
Substituant dans les équations connues
S^ -+- A, S^_i -h . . . H- A,«, S, -4-> A^ = o, on a
Af — A| — • . . :^ A|^— I — ®>
p=^q{ o^r<^>>i,^^^^j'^^^.27M^Ny"^^(^4-r)A^. = o, 29 (M»^ -4- N»*)-H a^N^A, H- 2^ A,,= o; Al = A) = . . • =: A^ =: O9
( ay + 1) (M"»*' H-N'f+') 4. (27 + 1) A,+, = o.
( 39» ) 3. On a enfin
[ A, = A,=. . ,H- Ay-, = o,
' A,, = -{M«»— Nf);
Ai = Aj = . . . = A,= o,
6. En subsiilaant dans Tëquation (i) on a (3) *»» - :»v 2 [{l-ryï^Jy M'-N*-''^'] .-(«•»_ Nf ) = o.
Convenons que, A étant une quantité positive, Tex
pression A^ désigne la quantité positive qui, élevée a U puissance p, reproduit A; et que B étant une quantité
réelle, B^^'^* désigne la quantité i^éelle qui, élevée à la puissance a^ + 1, reproduit B.
Désignons par a et i des quantités positives, par a et 6 des quantités réelles. Si dans (3) on pose tour à
( 393 ) tour
et que dans (4) on pose
on aura les proposilions suivantes.
III
p P^ + p* p® +. p' p" ou f p" + p' p' -H p» P\
d'après le sens attaché à P^ {n° 7), en y remplaçant p par les racines de ii* — 1 = 0. Soit
Téquation cherchée
Désignons par S„ et par Sm, m étant un nombre entier absolu qui peut être nul, les sommes des puissances d'exposant m des racines de Téquation cherchée et des racines de l'équation m* — 1 = 0.
On aura évidemment S^ en remplaçant dans le développement de
[,.^(,p«)"+(,pOT
(si*)
parP^S;.
Il suffira même d'avoir égard aux termes où l'exposant est un multiple de 6, car S'^ est égal à 6 ou à o, suivant que ç est ou non un multiple de 6.
Les racines de Téquation
:r«— 3Pa:*— ï4Pje-h3P.(P — 5)x=' 4-6P.(P— i)^ — P.(P — i)'=o,
où P est une quantité réelle, sont comprises dans la formule
pP^-^p'pVp'P^
p étant une quelconque des racines de a^ — 1 = 0. Si l'on pose P = a, on a Péquation d'Euler
jr« — 6j?< — aSx* — l8ar*+ i2jî— 2 = 0, dont les racines sont données par
(TOk p. 48) ;
Par m. J. de VIRIEU,
Régeot à Saumar.
X étant une variable positive entière qui peut être nulle, u^ une fonction de cette variable, n un nombre entier absolu, on a
Posons M^ = a:{j:H- i). . . (x-4-/; — i), où p est un entier absolu non nul, ^x == i ,
si n'^p.
L'équation (i) devient, en y supposant x = o, divisant les deux membres par p ! et remarquant que le dernier terme du premier membre devient nul,
^. ^^ ni n — k n — ^ -h i n — A-\-p — i
ï, si /»=/;,
o, si n'^p.
( 398) Désignons par n'^ le nombre des combinaisons de n éléments pris k k k sans répétition; par (/i — k)'^ le nombre des combinaisons de n — k éléments pris p k p avec répétition; on a
ni («— ^) « — ^-H»
et
( nn -h
si p = «.
si /><«.
Donc on a en général
formule qui montre qu'il s'est glissé une faute d'impression dans le second membre de la proposée où il faut remplacer n par p, p par n.
mmm de la question sos
(TOlr p. M) ;
pak mI j. de virieu»
Régent à Saamnr.
On a identiquement
A"(x«) = A*^' A (xu) = A"-' (j? Aa H- a -h Au) <=r A»-» (x Aa) -+- A— «a + A"i«,
( 399) d'où.
A"(ar«) = A— '(j:Aw) -^ A—' « -+- A" «, A*^' (ar A«) = A"-»(xA* w) + A»-' a -h A» «,
A(xA"-'a)=jrA"a -h A^-'a^- A"a; ajoutant membre à membre,
àf{xu)= nùk'^^u -H(a:-h«)A"«.
2. Posons u = x^'', r entier absolu qui peut être nul, on aura
= /iA«-'(jp^'-) 4- (ar 4- /?) A- (««+'•), /iA"-'(ar^'") = /i(« — i)A— *(a:*+'^') 4- /î(^ + n — i) A— • (^p*"'*')^ w
/i. (/î — i)...3A«(ar^>) = «.(« — l) ... 2A(x^>) + /i . (« — i). . .3{*-H 2) A»(x^);
ajoutant membre à membre,
En posant r = o, comme ù,fx^ =^!, la formule (A) devient
,r 2X-I-/I4-2/I il
( 4oo ) donc
mais on a
h=zn
et enfin
ce qui montre que le deuxième membre de la formule proposée doit être multiplié par ( — 1)".
4. En posant r=:i dans (A) et employant (B), on arrive au moyen de quelques transformations à la formule suivante , qui est peut-être nouvelle :
2](--i)*/«l(4:-4.^)-+»=(-i)".{/i-Ha)!— i :,/^ '
RBGTIFIGATiONS (p. 2H).
1°. La phrase On défiait de là que le produit de trois nombreSyêtc, doit suivre immédiatement la proposition I, p. 21 3.
a^. La formule attribuée à M. Catalan (t. XIII, p. 3^3 \ 1854) se trouve dans là Géométrie Ae M. Vincent, 0.^ édition, p. 558; i832. (Communiqué par M. Auge, de Périgueux. )
MCIIEIL DE FORMULES RELATIVES AUX FONCTIONS CIRCVUIRE8 ET LOGARITBWQHES (suite)
(TOlr t. V. p. 411 ).
Tétragonométrie sphérique.
8S. a, ft, c, d les cètés, enfles diagonales, g dislance des milieux des diagonales :
cos« H- cos^ H- cosc H- cos<^ = i cos - e ces - /cos f
(t.ïV,p.494).
85 AiV. I — {cos'a-4-cos'^4-cos'c-{-cos'rfH-cos'jr-Hcos*^)
— (cos'tf cos'c -h cos' b coi*d -f- cos'o? cos' y) "H- 2 (cosa cos6 cosx -f- cos^i oos<i?cos^
-4- cosi6 cosc cosj -h cosc cosrf cosx)
— 2 (cosfl cos^ cosr c08<f + cosfl cosc coso: cos^
+ cos^ cos d cos X cosx) = ©• ABCD, AB = ii, 6C=:^, CD = c, DA = rf, AC = j?, BD=j.
Trigonométrie spliérique.
^. cos« + cosc 64. cosx = ,
2 sin - 6
X = arc qui va de B au milieu dé b (u V, p. 19).
cos— tf
4cos- a cos - ^ cos- c
e = ei[cès spbérique.
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(4oa)
M. co8MN = cos-acos-^,
MN = droite qui joint les milieux de ô et de c (t. V, p. ai).
. b . c . ^ sm- sm-sinA a a
_\lp(p-a)(p--b)(p^c)_
I I . I a cos- a cos- ^ cos - c a a a
a cos-
ap = a 4- & + c (t. Vn, p. 17).
cot - c col — b
87 A/#. cot-e= :— T h cot A.
a sm A
«« fl ^ c . ^
88;, a tang - tang - lang - =^ tafigp sin - y
p = rayoa sphérique du cercle circonscrit. ( t. VII, p. 19).
tang r tang/' langr" tang
= 4cos'-cos*-co»*-sin'- (t. VII, 4). ao). ^ a a a a ^ . ^ '
r, r', r", r'" sont les rayons sphëriques des cercles qui touchent les trois côtés du triangle (t. VII, p. ao).
M. sin - a cos - b sinC = sin - <r cos (P — A) ,
COS - a eos - ^ sioC = cos - c cos ( P — C) ,
sin - ^ sin - 6 sin C = cos - c cos P.
2P=:A-hB-*-C(t.VIII,p. 435).
sm' - a -H sin* - 6 + jwn' - c = 2 sin - sin - ^ ccsC
•4- 2sin-tf sm-ccosB -i-asin- 6 sin -r cos A ,
A', B', a angles du triangle rectîligne formé par les cordes (t. VIU, p. loo).
sin # cos 9 sin y cos ff' sin j" cos a" ^
sin (# H- a) "^ sin (/ -h n') "^ sin [s" ^- a") ^ ' '
Trois transversales partent des sommets et se coupent eu un point dans Tintérieur de Tangle^ a, a\ a^, segments comptés du point aux sommets des angles^ 5, s'^ s'\ segments compris entre le point et les côtés (t. IX, p. 363).
M. I -h cos 2ff H- cos 2 b -\- cos 2 c
•4- 32 cos' - a cos* - ^ cos* - c sin* - ^
= cos(û-+- 6 -Hr) -h cos (a 4- 6— c)-hcos(tf + r — 6) -h cos { 6 -4- c — û' )
Téiragon orné (rie rcctili'gne,
4- 6 V^^ + 6» «/" X» 4- 6 ' ûT^» 4- ^'J:'/» 4- c^ J^X^ 4- rf* J:'J^*, ABCD, AB = û, BC:±=*, CD = r, DA = «?, AC=:x, BD=^
(t. IX, p. 19.7).
Trigonométrie rectiligne,
COS2ACOS2B4-COS2ACOS2C4- COS2BCOS2C
= cos A cos ( 2C — A) 4- cosB co« (2 A — B) 4- cosC cos(2B — C).
QUESTIONS
545. Quel est le lieu que doit décrire le centre d^une sphère, pour que la polaire réciproque d'une surface du second ordre donnée, par rapport à cette sphère, soit toujours une surface de révolution. (Lagcerrb-Verlt.)
546. Etant donnée une conique A, trouver les transformations qui la changent en une conique B , de telle sorte que les normales à la conique A restent par la
( 4o5 ) iraiteformation uormales à la conique B. Mèoie question pour les surfaces. (Laguerre- Verly. )
547. Lorsqu'une conique est circonscrite à un triangle, la somme des carrés de ses demi-axes est égale au carré de la tangente menée de son centre au cercle des /leu/points, multiplié par le produit des distances de ce centre aux côtés du triangle et divisé par le produit des dislances de ce centre aux droites qui joignent les milieux des côtés du triangle. (Faure, capitaine.)
648. Une conique passant par trois points A, B, C touche une droite donnée; appelons a, j^, y les distances respectives de ces trois points à la droite ; F étant un des foyers de la conique, on a la relation
[ «(FB — FC)^— BC' ]' 4- [p{FC — FA)> — ÂC'J *
+ [v (FA ~ FB)> — Âb'] ' = «-
Observation, On a ainsi très-simplement le lieu du foyer des coniques qui passent par trois points donnés et touclient une droite donnée. Les coordonnées cartésiennes mènent à une équation du soixante-quatrième degré.
(Fatjre, capitaine.)
549. Le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère est une courbe du troisième ordre, qui passe, comme on sait, par les six sommets du quadrilatère complet; mais elle passe aussi par les pieds des hauteurs du triangle déterminé par les trois diagonales du quadrilatère, et comme elle passe d'ailleurs par les deux points situés à f infini sur un cercle, cette courbe doit occuper parmi les courbes du troisième ordre le même rang que le rercle dans les coniques; ainsi elle a comme le cercle un double foyer. (Fai re. rajiiiaîae.)
(4o6 ) 350. Soit «
Téqualion d'une ellipse (coordonnées reclangulaires) ; par un point de sa développée on peut mener trois normales à Tellipse, dont deux ne sont pas tangentes à la développée: la corde qui réunit les pieds de ces deux normales est normale à l'ellipse qui a pour équation
(Dbsboves.)
Démontrer que Téquation
est impossible en nombre rationnel, lorsque p est de la forme 4'» -h 3 {*). (Le Père Joube^x.)
552. On donne une conique ; quel est dans le plan de f et te conique le lieu d'un point tel, que les deux tangentes menées de ce point à la. conique et la corde de contact forment un triangle ayant un péri mètre donné? Déterminer directement une construction géométrique de la tangente eu un point quelconque de ce lieu. (Ma««heii€.)
553. Ëtant donnée une équation algébrique n ayant pas de racines égales, si Ton applique à cette équation le procédé Sturm, et si l'une des équations ainsi obtenue a des racines égales, Téquation donnée a nécessairement des racines imaginaires. (Rouget, professeur.)
(") Mémoire sur la théorie des fonctions elliptiques et son application à la théorie des nombres. In-4 ^* 35 pages ; 1860. — Savant travail faisant suite aux travam de MM. Hermite et Kronecker sur la limite du nombre 4.C eerUioes classes à^n déterminants; a« delà de cette limite le nombre des classes quadratiques surpasse nécessairement un nombre donné : une des questions les plus ardues de Tarithmologie et qui n'est pas encore com~ l>létement résolue.
SUDATION
4es rapports uhanoiupes eorrespoidait m radies d'ue éfutiei di
qialrièse degré;.
Pab m. l. painVin,
Professeur au lycéo de Douai (*}.
1 . Désignons par Xi^ Xt^ x$j Xk^ les quatre racines de l'équation
(i) ÀJC*-|-4Bj;r>-4-tfC«>-f-4l>*-+-E=5:o,
et par a^ h^ c^ d^ les points déterminés par les longueurs Xi^ x«, x%^ x^^ portées sur une ligne droite^à partir d'une même origine ^ points-racines»
A ces quatre points correspondent six rapports an* harmoniques, savoir :
ac bc ad cd ab db
'''^ ad'' bd' '''~ab • rb'
ac
et
Si maintenant on pose
pi= '•i-h -t
(^) Récemment nommé; remplaçant M. Dayid^ nommé professeur à la Facilité 4e Lille.
(4o8) les qaamitëft pi, pt, />«, senMit les racines de rëqaatîon
(3) p*— .Mp»-+-Np — P = o,
ou «
!M = p, + p,-|-p,, W =p, pi-4-pipj-h/îjpj, P=p, p,p,.
D s'agît actuellement de déterminer les coefficients de l'équation (3) en fonction des coefficients de Féquation (i). Le calcul direct est presque inabordable ; je crois donc utile de développer quâques considérations qui m^ont conduit au résultat cherché.
2. Je rappellerai d'abord les relations qui existent entre les rapports ri, Ts, 7V :
d'où
r, rjrjrn — i.
(Géométrie supérieure ^ p. a$.)>
De plus,
la valeur de r^ est dans le cas actuel
(ft)
en posant
(p = (ar,^x,)(.r4 — x,)^
|y = (ar, — a:,)(x4 — X|).
On trouve alors,
sans aucune difficulté, en ayant égard
(4o9) aux relatioBS (5) et (6) :
M=r, -h--hr,-h-4-r,-H-=s3;
Or on constate aisément que le dénominateur de N et P n^est autre que le produit de^ earrés des difTérences de Téquation (i), c'est-i-dire le discriminant de cette équatioQ \ en le désignant par ù, nous aurons
(8) ^==p'qHp-qY
=(x,— Xa)» (j?,— X3)» (JT,— X4V (ar,— xj* (^a— «4)' (arj— x,)».
Nous obtenons ainsi les trois relations
!M=:3 i*^ _AN=/>»— 3f^q +3/7^^'— /?»7*
-l-3/7V-3/?7»4-9«; 20 — A(PH-4) = 2|?« — 6/;»^ + 7/7«y»— 4/?^^»
3. On peut combiner les deux dernières équations de manière à faciliter beaucoup le calcul des coeilQcients N et P.
De l'égalité a'' retranchons le douUe de T^alité i^, il vient
d'où
(lo) aN — P = 5.
De réalité a® multipliée par 3 retranchons réalité 1^ multipliée par 5, il vient
Mais le second membre est le cube de (p* — P9 + ?*)> on a donc
La détermination des coeiBcients M, N, P, se trouve ainsi ramenée au calcul des deux quantités A et
I = AE — 4BD4-3CS
^ ( J = ACE -h 2BCD — AD' - EB»— C*,
on a, d'après un théorème connu,
(i3) ' AVA = T6'[P— 27J»].
On trouve d'ailleurs facilement que (i4) A'(/?»-/l9-^9»)=^a.l.
l^sëgalilés (lo) et (i i) deviennenl alors
on en déduit
' \ SoP-h4 ^7 J'
En ayant égard k ces valeurs (i5) et à la première des relations (9), T équation (3), qui estréqualion cherchée, ' deviendra
/ ^N a Q, .5P-f-4.27.J« , 5oP-h4 27.r
Cette dernière équation peut aussi s'écrire sous la forme suivante, aussi simple qu'élégante :
(17) P(p-4-2)(p«^y=27J'(pH-l)^
Ou voit ainsi que Téquaiion aux rapports anharmoniques des racines de 1 équation (1) ne dépend que des invariants fondamentaux I et J de cette équation. El, en outre, les racines de l'équation (l6) ne dépendront que
du rapport - •
Si pi est une racine de Téquation (16), en posant
on aura une équation du second degré qui déterminera un des rapports anbarmoniques et son inverse.
(4ia)
5; La résoluûon de l'équation (16) ne saurait présenter de difficulté*, je n'insisterai donc pas sur ce sujet, et je mécontenterai d'ajouter les remarques suivantes :
1°. Si Féqualion (1) a deux racines égales, c'est-à-dire si son discriminant est nul, ou, en d'autres termes, si l'on a
(i8)- P—27J»=rO,
l'équation (16) se réduit à /s = 2, et admet deux racines infinies ; il y a donc deux rapports anharmoniques nuls et un égal à l'unité : résultat évident à priori.
2^. Si les quatre points correspondant aux racines de l'équation (1) forment un système harmonique, on devra avoir, par exemple, r^ = — i , et par suite , pt = — 2 ; Téquation (17) devra donc admettre la racine — 2, ce qui conduit à
La réciproque est facile à vérifier; on retrouve ainsi un théorème connu.
3**. Si l'on suppose pi = i, c'est-à-dire
l'équation (17) nous donne
la réciproque est également vraie. La condition pour que les trois rapports anharmoniques soient égaux est donc 1 = 0.
4^. L'éqtiation (16) ne peut avoir une racine double que lorsque
(4i3) ou bien lorsque
Ces deux hypothèses nous conduisent aux deux premiers cas déjà examinés.
Considérons deux équations du quatrième degré
(21) Ax*-f-4Bx» -f-6Cx» 4-4l>*-f-E = 0,
(22) A^x' + 4B'x» -hôC'ar» -+- 4 D'x 4- E' = o;
les équations aux rapports anharmoniques des racines de ces équations seront respectivement, en adoptant la forme (17),
(23) IMP4-2) ^p-|y=27P(p + i)S
(^4) i'Mp-*-2)(p-^y=27j'^(p-Hi)^
I' et J' désignant les invariants de la seconde équation (22).
Pour que les équations (23) et (24) aient une racine commune, et alors les trois seront communes, il faut et il suflGt que
ceci résulte immédiatement de la forme même des équations {23) et (24).
En général, si Ton a une suite d'équations du quatrième degré, dont les invariants fondamentaux sont respectivement I et J pour la première, V et J' pour la seconde, Fet J" pour la troisième, etc., les rapports anharmoniques correspondant aux racines de ces diver-
ses équalions seroiil les mêmes, si Ton a
J3 , J'3 Jffi
ces conditions sont nécessaires et suffisantes.
La proposition que je viens d'énoncer peut être d'un grand secours dans des questions d'homographie.
SUR U RÉSOLUTION NDMiRlQDB DE RBDX iOUATlONS DU SRCORR DB6RÉ;
Pab m. Abel TRANSON.
i . L'exposition de la méthode géométrique exigée par les programmes pour la résolution de deux équalions du second degré <î deux inconnues présente, dans les Traités les meilleurs et les plus récents, soit i! Algèbre, soit de Géométrie analytique^ une lacune qu'il m'a paru utile de signaler.
2. La résolution numérique de deux équations du second degré se ramène par l'élimination immédiate de l'une des inconnues à la résolution d'une équation du quatrième degré. Mais une autre méthode bien connue conduit, soit à résoudre deux équations du second degré après avoir calculé préalablement une quantité qui dépend elle-même d'une équation auxiliaire du troisième degré, soit à résoudre quatre équations du premier dc^rc construites à Taide de deux des racines de cette même équation auxiliaire.
Cette seconde méthode, interprétée géométrique
( 4.5 ) ment, consiste à chercher un ou deux des trois couples de sécantes communes aux deux courbes du second ordre que représentent les équations proposées ^ parce qu'alors il ne reste plus qu'a calculer, soit les rencontres de Tune de 'ces courbes arec uu système de deux lignes droites, soit les rencontres de deux tels systèmes entre eux«
4. A chaque racine de Téquation auxiliaire du troisième degré que fournit la méthode doni il s'agit, corres* pond un couple de sécantes communes, couple réel ou imaginaire* A une racine imaginaire correspond toujours un couple de sécantes imaginaires ; mais à une xacine réelle ne correspond pas toujours un couple de sécantes réelles. Car il faut, pour que les sécantes existent effectivementf que la racine réelle qui leur correspond rende positive une certaine fonction des paramètres des équations proposées.
5. Lorsque les deux courbes du second degré se rencontrent en quatre, points, les trois couples de sécantes communes sont nécessairement réels. Et comme l'existence de deux de ces couples entraine forcément celle du troisième, on saura que cette circonstance de quatre rencontres a lieu si les trois racines de Féquation auxiliaire sont réelles, et si en même temps deux d'entre elles rendent positive la fonction dont nous venons de parler.
6. Quand les courbes ne se rencontrent pas en quatre points, elles se rencontrent en deux, ou bien elles ne se rencontrent pas du tout. Mais dans l'un comme dan» l'autre de ces deux derniers cas, on sait à priori qu'il existe un couple de sécantes réelles, les deux autres étant imaginaires.
7. Dans cette circonstance d'un seul couple de sécantes réelles, comment vider la question de savoir s'il y a deux
( 4i6 ) renconlres, ou s'il u'y en a pas? On n'indique pas d'autre moyen que de chercher les intersections de chacune des sécantes réelles avec Tune des deux courbes proposées. De sorte que, si effectivement il n'y a pas de rencontres, on aura fait un calcul inutile. C'est ici que je crois pouvoir signaler une lacune.
8. En effet, deux cas distincts donnent lieu à l'existence d'un seul couple de sécantes réelles, savoir :
1°. Les trois racines de l'équation auxiliaire étant réelles, une seule rend positive la fonction dont il a été question précédemment;
Q?. L^équation auxiliaire n'a qu'une seule racine réelle.
Or on peut démontrer que dans le premier cas il n'y a aucune rencontre, et qu'il y en a deux dans le second.
9. Pour démontrer ce théorème, j'observe d'abord que la nature des rencontres, et que par suite la nature et les propriétés des racines de Téquation auxiliaire sont indépendantes du choix des coordonnées ; que, de plus, Tun des systèmes de sécantes communes est toujours réel ; de sorte qu'on peut étudier la question en supposant les deux courbes rapportées k deux sécantes communes prises pour axes de coordonnées.
10. Les deux équations de ces courbes ne diffèrent alors que par un seul paramètre, et peuvent être discutées sous la forme suivante :
ax^ -h Bxr -h cjs^ ■+•<// 4- e'x -f-/= o, ay^ 4- B, xy -h rx' -4- rfj H- r:c +/= o»
Leur combinaison est :
-Hc(i H->)x»-+-rf(i ^'X)y ^ c{i -h^x ^h /(i -HX)= o.
(4'7) Et iVqualicyii auxiliaire /débarrassée du facteur i + X qui, égalé à zéro, donne la racine réelle correspondante au système de sécantes prises pour axes de coordonnées, se trouve abaissée au second degré comme il suit :
{ae^ -h cd' -^ J^ acf) ( i -f- ^X)' — de[^ -h XB.) ( i H- X) -+-/(B 4- XB,)' = o.
ly ailleurs la réalité des deux raciucs de cette équation, se confondant avec la réalité du rapport :—-y
entraine une condition qui se transforme aisément dans la suivante :
Or les facteurs binômes a* — ^cf^ et ci* — 4^/) som respectivement ceux dont le signe décide la réalité des rencontres de chacun des axes de coordonnées avec les courbes proposées. Et par là on voit que, si les quatre rencontres sont imaginaires, les trois racines de Téquatîon auxiliaire sont réelles, et que si deux des rencontres seulement sont imaginaires, cette même équation n'a qu uiie seule racine réelle.
11. Je termine par une simple réflexion. La méthode que je viens d'étudier est certainement intéressante et instructive^ mais peut-elle être d'un grand secours dans la pratique des équations numériques? Je crois qu'il est permis d^en douter. En effet, Téquation auxiliaire du troisième degré pourra bien n'avoir aucune racine commensurable; même il pourra arriver que les deux sécantes qui correspondent à une racine commensurable de Téquation auxiliaire aient des équations à coefficients incommensurables. Et alors, si on a besoin de résoudre avec un degré d'approximation déterminé les deux équations
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( 4»8 ) du second degré, ne yaudrait-il pas mieux s'en tenir à Téquation du quatrième degré fournie par rélimination de l'une des inconnues?
SOLlITiON DE LA QUESTION 530
(TOlr p. 147);
Par m. ëugâkx FORESTIER,
Elève da ]ycéc Saint-Louis,
Et mm. vannier (Bourg-la-Reine) «t SIAGGHI (Rome).
La queslion 530 doit être rectifiée de la manière suivante :
, . sinP
^ ' sm^ ®^
d'où
lang i cot 5! = tang (^ — 45")-
En effet, Tégalité (i) peut s'écrire
sin P sin ^ tangf~* I
ce qui donne
sinP sinP -h sin^ sinP — sin 9
tangf I -f- tangf tangy — 1
d'où
sinP — sînç tangf — i
fînP -+• sin Y "" I -H tang^
et en vertu de transformations connues
tanc i-
P -hf "" I + tang»* tang i- ®^
I = tang45''y donc
'^"gy-"' = tangy ^ tang45- ^ _
I -f- lang^ I -h tang <p tang
Par conséquent
P — V P + 9 tang— ^ col ^ == lang{ç — 45»).
On ne pourra donc avoir en même temps
c[ue
tang -— ^ tang -— ^ = tang [j — 45»),
A étant un nombre quelconque.
Noie, M. Dellac, professeur à Amiens, fait observer que ce problème est consigné dans tous les Traités de Trigonométrie. Gauss se sert fréquemment de cette transfor-^ mation dans son cé1èbi*e Traité.
mmm m la ivestun sss
(Toir p. 906);
Par m. J^Ch. DUPAIN,
Professeur,
M. LABB^ POITRASSON (du séminaire de Vais, près le Puy) ET M. SIACCHI (Francis) (de Rome).
Les deux polygones proposés sont homo thé tiques. Du centre d'homoihétie, j'abaisse sur deux côtés homologues les perpendiculaires p, //, et sur deux autres côtés homologues les perpendiculaires ^, </.
Ces perpendiculaires étant des ligues homologues ,
P 7 ' d'où
mais d'après la troisième Iiypothèse
donc
f-q, j/ = fj\
Le centre d'homothéiie est en même temps le centre de deux circonférences respectivement inscrites aux deux polygones. c. q. f. d.
M. Siacclii fait observer : i° que deux polygones satisfaisant aux deux premières conditions et ayant les intervalles entre les sommets homologues égaux, sont inscriptibles dans deux crrcUîs 5 2" que deux polyèdres satisfaisant
h des condîlions analogues à celles qui sont indiquées dans la question ou à celles qui sont indiquées dans (i^)) , sont circonscriptibles à des sphères ou inscriplibles.
M. Tabbé Poitrasson donne ce scolie :
i^. Si les deux polygones sont convexes, ils ne satisfont aux conditions du théorème que si Fun des polygones est intérieur à Fautre^ 2^ s'ils sont non convexes, ils doivent élre extérieurs Tun par rapport à Fautre.
Les polygones étoiles circonscrits rentrent dans le cas des polygones convexes.
KOTB SUR LES POLYGONES RÉGULIERS SPHÉRigUES ET SOLUTION DE L4 QDESTION 153 (Sirehor)
(Toirt. VI, p. ÎW);
Par m. FAURE.
Si l'on appelle a^ i, c les côtés d'un triangle sphérique, C Fangle opposé au côté c, on a la relation
cosc =r cosrt CCS b 4- sin a sifl b ces C ,
d'où l'on déduit facilcmenl
sin' — r == sin' — a cos' - b -{- cos' - a sin' - b 2 22 22
— 2 sin - fl sm — t» ces - a cos - b cos C ? ?. 2 'j- 2
co9^ - r = cos- - a cos' - ^ 4- sin' - a sin' - b 2 22 22
-H 2 sm - /7 sm - ^ cos - n eus -■ b cos C.
Legeudre, dans les précieuses Notes de sa Trigonomé^ tricy développe la valeur de sin - c et cos - c en série, et trouve (les logarithmes sont hyperboliques)
taog - b
log sm - c = log I sin - <i cos - ^ )
cosc
tang ^ a
tang' - b
2 tang' - tt
log cos - r = loc ( cos - a cos - ^ ) H '■
tang- b
cosr
cot — a
tang* - b ros2c-
2 cot' - a
et ayant de telles séries, on peut repasser aux é(|uations finies d^où elles proviennent) observation essentielle pour ce qui suit.
Legendre montre aussi que la valeur de x, que Ton lire de Téquation
tang.r = tang - C,
peut s exprimer par celle série
x=: -CH- — sinC H -sin2C -h :; — :sin3C-h..-.
I -+- tang - a tang - b
donc, en vertu de la formule précédente,
tang - b tang* - b ^ A — B TT — C ^2 . - ^2 . _ = sinC sin 2 C
tang - a 2 tang^ - a
tang' — b
sîn3C T-."f
3 tang* - a
— — = 1 -sinC — sin2C
col - a 2 cot' - a
tang* - b
■ sin 3 C — .
3 tang' - a
Si Ton fait la somme de ces deux valeurs, on obtient
tang - b lang - b
A=:7r— C4-I — IsinC
cet - a tang - a
tang' - b tang^ - b
L ( 1 1 — I sin 2 C
cet' - a tang* - a
I tang^ - b lang^ - b
+ 1 —f: -f- IsinSC- ...
\ cot^ - a tang' - a
On peut donc regarder celle expression comme étant le développement de la valeur de A donnée par la relation
tang-^f I — tang^-rt j — tang-/? ( i — tang'-^ j cosC laDg - /î ( I -{- f ang' - ^ j sin C
col A =^
car
/ A 4- B A — B col A = cot I 1
Développant cl substituant les valeurs ci-Jcssus, on obtient cette dernière relation qui n'est que la transformation de
co\a sin b = cos b cosC -h sine col A.
Ces principes établis, proposons-nous de trouver en coordonnées polaires sphériqucs le lieu d'un point P sur la surface d'une splière, tel que si delà on mène des arcs <lc grands ccidcs aux sounncts P,, P,,. . ., P„, d'un po-
lygone régulier sphérîquc inscrit dans un petit cercle donné, i ** le produit des sinus des demi-arcs PPi , PPj, . . . , PP„ soit constant; 2^ et 3° le produit des cosinus ou des tangentes des mêmes demi-arcs soit constant; 4^ la somme des angles PPj P,, PPjPs,..., PP„Pi soit constante (♦). 1**. Prenons le centre O du petit cercle pour pôle, et le grand cercle OPi pour axe polaire. Soient OP = p; POPj = w les coordonnées d'un point P du Heu cherché. Désignons aussi par pi, p),..., p„ les distances sphériques du point P aux dillérents sommets P| , Pi,. »*r P„ du polygone, on a par hypothèse
sm - p, sm - 09 , . . . , sin - p» = sin" - k,
k indiquant une constante quelconque. Formant les triangles OPPi, OPP,,..., OPP„, on trouve de suite, a étant le rayon sphérîque du petit ceicle,
smV p, = sm* - rt ces' - p -f- cos' - a sm' - 0 2 '^ 2 2 '^ 2 2 ' •
— 2 sm - a sin - p cos - a cos- c co» w,
sin' - pj == sin' - « cos' - p -h cos' - a sin' - p 2 ^ 2 2 ^ 2 2 '
. I . I I I / 2tr\
— 2 sm - û sm - D cos - a cos - p cos ( w N
2 2 ' 2 2 '^ \ ' ni
1 I I I . I sin' - prt = sm' - a cos' - p 4- cos' - a sin' - p
\ - a cos - p cos w ^ ) ;
1 I 2sin-^ sm- 0 cos-
' ") ^** î" **^"^ ^^''^ 'c Mijet «If la r|ur>lion.
( 4^6 ) OU déduil doue de là
lang - p
log sin - Pi = log I sm - a cos -pi cosm
tang - a
tang' i p
cos 2W —
a tang' - a
lang-p
log sin - pj = logl sm - a cos- p j cos I w I
lang' - p
cos 2 I
', I 2 lang' - û
log sin - p„ = log (sin - a cos - p J
cos a> ^ ^— )
lang^p
tang - /7 tang'lp
cos 2
2 tang* - rt
(._îii^-)_...
Ajoutons ces résultats
i . , /. I . \« ""■'* ^f- - ^ = log ( sin - a cos - p ) (
tans" - a
lang^'-p
cos 2/Jw -r- .
2 tang'" -^
(4»7) On voit en eflfel facilement, en ayant égard à la valeur de la somme
/ 27r\ / 2(/z— l)Tr\ COS W « -f- COS /7Î » I ... 4- cos /w I w ^ ^ I ?
que celle somme est nulle toutes les fois que m n'est pas un multiple de /?, et lorsque le contraire a lieu, celte somme est égale à n sin mo).
La valeur que nous venons de trouver pour log sin - k donne en passant aux nombres (p. 4^i cl 4^3)
sin* ~ Â = sin"* - a cos^' - p -f- cos'" - a sin*" - o
— 2 sm" - a cos" - a sm" - p cos" - cos n w ,
équation du lieu.
2^. Mêmes notations. On a par hypothèse
II I I
cos -p, cos - p,. . . cos — p„ = cos" - A-. 2 ^ 2 '^ :f. 2
Or
cos' - Pi = cos' - a cos* - p -f- sin* - a sin* - p
-f- 2 sin - fl cos - asm " p cos - p cos « ,
cos* — /î, = cos' - a cos* - p 4- sin' — n sin* - p
.1 I . I I , _ , -♦- 2 »m - fl cos - fi sm - p cos - p cos w 1 1
cos* - p„ r= cos* - /î cos* - p -!- sin* - a sin* - p
-h 2 sm - ^ ros - fl sm - 0 ros - p
X cos (m n )'
( 4»8 ) Ajoutant cl ayant égard à la remarque précédeule, ou obtient
logcoa^ -A'=z log f cos - a cos - p j
tang" -p : cos n M
col" - a
tang** - p
cos ?. /itt)±. . .;
2 cot^" - a
le signe supérieur si n est impair, et riuférieur si n est pair. Passant des logariihmes aux nombres, on a
cos** - /• =: cos'" - a COS-" - p -h sin'" - a sin** - p
± 2 sm" - ^ï cos" - fl sm" - p cos" - p cos n a»,
équation du lieu.
3°. Si enfin on donnait le produit des tangentes des
demi-axes pi, ptvî /^n> ^gal à tang" -/r, on se servira
des formules précédentes pour avoir
Jog lang - p,,. . , îog tang - p^
et Ton arrive à la lelaiîou
tang'" -a -h tang** - p -h 2 tang" -a tang" - p cosam
tang*" - X = ^ 9
I -h ïang** ~ « tang*" - p ± 2 tan g" -n tang* - p cos /ifl
selon que 72 est impair ou pair.
4^. Relativement à la dernière question, j^appellerai A le demi-angle formé par deux côtés consécutifs du polygone régulier, P,, P,,..., P„, les angles PPj P, , PP,P3,...,PP„P,, cl j( pose
A — P| = w , A — Pj = w , . . . . A — Pb = w^ ;
( 4^9 ) on aura par suite
«A — (P, -h ?,...+ P„} =»,+»,... (an = ni\
Les triangles OPP, > OPP, , . . . , OPP„ donnent
tang-tf f i — i&n^*- p\ — tang- p ( i— tang'-ajcosoi
tang - p ( H- tang' - a j sinoi
tang^-a ( i — tang'-pj — tang*- p fi— tang'-aj cos (a -j
tang- p ( ^-^tang"- a j sin (ai ~\
tang-a M— tang'-pj — ^ng-pf i— lang'-a Jcosl w ^ I
tang - p f n- tang* - « j sm ^6, - -i— j
d'où (p. 4a3)
COtOt), =
cot-/) lang^p
tang'-fl tang^-/i
— sin 2« ;
2col'-p 2 tang' -p
tang-û tang -a
t'ot - p tang - p
lang' - a tang^ - a
2 cot* - p 2 tang' - p
' \ col-t
> «fil I
tanç- 9 " 2 *
' \ 2 rot- - D 2 tans' - s /
Ajoutant et remarquant aussi que la somme
sin JR I « 1 -h... -hsin m I « j
Mn m»
est nulle lorsque m uesi pas divisible par /i, et devient égale à 71 si n fil 0» dans le cas contraire, on trouvera
tang* -tt tang* - a
nk-=ziz — /lu dbsin /!&» I
cet" - e lang" - p
rang'" - a tang*" - a
«— sin 2 /7 «*
!>. cet'" - p tang*" - p
On prendra le signe supérieur lorsque n sera impair, et l'inférieur pour n pair. A Tinspection seule de celte relation, on déduit pour Féquation du lieu cherché
cotnA =
lanfi" - p j I ±: tang'" - a I sin n &.<
( 43i ) SOLUTION BE LA QUESTION 522
(roir p. 199};
Par m. DEWULF.
Toutes les surfaces polaires d'un point d'une surface algébrique, prises par rapport à celle surface, ont même indicatrice en ce point; les rayons de courbure des sections faites par un plan issu de ce point dans la surface et ses diverses polaires, sont en ce point inversement proportionnels aux degrés des surfaces diminués d'une unité. (Th. Moutard.)
Soit
u^r •+- «,/*-• -h «ar^-'H- . . . -h ii„ = o
Téquation d'une surface :
lu = C.x' -h C, j^ -H C, ï'' -h C« xf H- C5 JTZ 4- CcYz.
Prenant l'origine en un point de la surface, le plan tangent à la surface en ce point pour plan de xy^ on a I/o = 0, Bi = o, Bj = o, et Téqualion de la surface devient
(i) U = tt, -h ttj -h W3 H + a„ = o.
Nous savons que l'équation de l'indicatrice en un point quelconque xyz d'une surface est
posons X == o, y = o, ^ = o, et celle équation devient
/•X^ + 25XY-hrY' = C;
or. on calculant r, 5, /, on a :
CX' + CY^ H- C,XY =^CB
La polaire d'ordre A de l'origine des coordonnées, par rapport à la surface (1)9 a pour équation
— j. = A,tf, -f-Aatt, -f-... -h A._|l£,»i=0,
Aj = (« — a)(ii — 3). . . {/» — /)(« — ^ — 1),
et Téqualion de Tifidicatrice à l'origine de celte surface est
(3) C.X' 4- a Y» H- C4XY = CB, ~.
Cette équation fait voir que Tindicalrice ne varie pas avec A. donne des courbes semblables, ce qui démontre la première partie du théorème. Quant à la seconde, elle résulte aussi immédiatement de réqualion (3). On sait que les rayons de courbure des sections normales passant par un point sont proportionnels aux demi-diamètres que ces sections déterminent dans l'indicatrice ; or ces
demi-diamètres sont proportionnels à — = : et,
par suite, inversement proportionnels à {n — k) — i.
Le théorème de Meusnier étend ce que nous venons de
dire aux sections obliques.
SOLUTION Dl LA QUESTION S34
• (*oir p. US)i
Par m. Chaale$ KESSLER.
T«éo&£ME. Soient • T équation d'une courbe algébrique^
réquation dune tangente au point XiVi \ X, Y un point
Y" quelconque de cette tangente: «-7— x est un maximum ou
un minimum, lorsque Y = j-i, X =; Xf.
Démonstration, Je remarque que l'équation ci-dessus de ]a tangente à la courbe est inexacte-, pour qu'il en fut autrement, il faudrait que T équation de cette courbe parabolique {ût y = F (x) : c'est du reste à cette dernière forme que je vais la ramener. Je pose
L'équation de la tangente est y — ji =/' (x,) {x — X|),
et je djs que — ^ = vTncl) ^^ t-t^ est maximum ou
minimum pour X = Xj , Y =y, .
Ceci peut être cousidéré comme évident â priori, car
pour tous les points de la eourbe -7t-\ = i =constante,
et par conséquent la dérivée est nulle : ce qui indique que tous lespointsde la courbe, et en particulier lepointXi ^y^
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( 434 ) jouissent de celle propriété qu'ils rendent maximum ou minimum la fonction précédente.
En voici du reste une autre démonstration, ou plutôt
une extension. Le numérateur de la dérivée de . est
Yy(X)-Y/'(X),
ou, en remarquant qu'entre l'ordonnée et Tabscisse à l'origine, on a la relation
d'où
/'(x.)/(X)-.X/'(x.)/'(X)-Hx./'{x.)/'(X)-J./'(X);
et comme
on voit que celte expression est nulle pour x r= jr, , y=yi'
mjmm w la question ut
(Toir p. Ml) :
Par m. Charles KESSLEH.
Théorème. Supposons que z' puisse se décomposer de n manières en produits de facteurs inégaux (i . z* corn-pris) ; démontrer que ^r? peut se décomposer de n ma^ nières, et pas dauantage^ en différence de deux carrés entiers.
Démonstration, Supposons
py q éuut deux quantités différentes entre elles ; on pourra toujours trouver deux quantités et deux quan-
tilés seulement telles, que
d'où
Ceci apprend déjà que tout carré est la diflerence de deux autres carrés, et d'autant de manières qu'il peut se décomposer en produit de facteurs inégaux. De là on tire
(a et jS sont tous deux. pairs ou tous deux impairs).
Des quantités a, j3 étant détcrmiriées et uniques pour cbaque système de valeurs de p et q^ la proposition est démontrée. Elle s'étend en outre évidemment à tout nombre qui n'est pas premier et peut se formuler :
Supposons que k non premier puisse se décomposer de n manières en produits de facteurs inégaux (i .A) compris, 2*"/: peut se décomposer de n manières au moins en différence de deux carrés entiers : du reste, tout nombre est la difi^érence de deux carrés.
Il est facile de montrer plus clairement que le nombre de manières dont 4^' peut se décomposer en difTérence de- deux carrés entiers, ne surpasse pas celui dont z^ se décompose en produits de deux facteurs inégaux. Si, en effet, il en existe une autre
4«' =: m^ — /i*, d'où
z^ se décompose en produits de deux facteurs inégaux, et par hypothèse on a considéré toutes les manières dont cela arrive.
SOllITION DE LA QUESTION 544
(TOir p. 8S1 ) ;
Par m. Cha&lfs KESSLER.
Je suppose qu^on change vl signes , et désignant le nouveau polynôme par Q, combien PQ renferme-t-îl d'irrationnelles? Soit 71 = fi' H- n" :
Soit A l'ensemble des n'' termes dont le signe n'est pas changé, B celui des ri termes dont ou change le signe,
PQ = ( A -f- B) (A — B) = A' — B», et le nombre des irrationnelles est
CWCMIS rJUMiSSiON A L'fiGOLB WMUIE EN I8fi«
( voir ^ SU);
Pau m Chables KESSLER.
Trouver l'intersection d*un cène de révolution par un plan. Si par tous les points de F intersection on élève des normales au cône, chacune de ces normales perce la surface en un second point. On demande la courbe formée par ces points (*).
Solution géométrique. On sait que la section peut être
(*) La surface formée par les normnies est du siiième de^. T«.
Tune quelconque des trois courbes du second d^ré. Soit M Tun des points de l'intersection, AS6 plan méridien passant par M ; 6 = ASB.
La normale en IVl à la surface sera perpendiculaire à la génératrice SB, et rencontrera SA en M^, par exemple ; car dans une surface de révolution le plan tangent est per* pendiculaire au plan méridien qui passe par le point de contact. M' est un point de la courbe cherchée, et Ton a
^ cosB
Donc les rayons vecteurs de la courbe des M' sont propor-, tionnels aux rayons vecteurs correspondants de la section, donc la courbe est la même que celle qui serait faite par un plan parallèle à celui de la section d^urie distance du sommet S marquée par le rapport précédenl; la courbe est donc de même nature que là section ^ algébriquement parlant, elle lui est semblable: ses sommets sont sur les mêmes génératrices, son plan est perpendiculaire à ASB. Si Ton opère le développement du cône en le coupant d'abord suivant SB) puis en le coupant suivant SA., quo dans le développement on superpose SA et SB, les déve« loppées des courbes sont semblables.
THÉORÈNB SUR LE TRIANGLE GIRGONSGRiT A UN CERCLE,
Par m. Joskpr UARCOURT,
Professeur à Neiiwry ( Irlande ).
Théorème, Un triangle étant circonscrit à un cercle, ou mène une quatrième tangente quelconque \ des sommets du triangle on abaisse des perpendiculaires sur cette quatrième tangente. On multiplie chacune de ces perpendiculaires par le côté du triangle opposé au sommet
(438) (l^ou pari la perpendiculaire; la somme algébrique àes trois produits est égale au double de Taire du triangle.
Démonstration (communiquée par M. Le Besgue) (*), A chaque sommet appliquons une force proportionnelle au côté opposé du triangle ; lorsque les trois forces sont parallèles , le centre du cercle inscrit au triangle est le centre des forces parallèles, et le périmètre du triangle représente la résultante; prenant les moments par rapport à la quatrième tangente, on a la propriété énoncée; une propriété analogue existe pour le tétraèdre en remplaçant les côtés par les aires des faces.
La démonstration anal} tique ne présente aucune difficulté.
BÉHONSTRATION DU TBÉORÈNB III BE H. KAGBL
(TOlr p. M4 } ;
Par m. HOUSEL,
' Professeur.
Lemme. Si Ton divise en parties égales les angles d'un triangle, ainsi que les suppléments de ces angles, pour avoir le centre du cercle inscrit et ceux des cercles exinscrits, ces bissectrices étant évidemment perpendiculaires deux à deux, on sait que le triangle formé par les trois derniers centres a pour hauteurs les bissectrices intérieures ; de là résulte le théorème connu :
Les hauteurs d'im triangle sont bissectrices du triangle formé en réunissant les pieds de ces hauteurs.
Tbêo&ème. Dans un triangle, les lignes qui joignent les pieds des hauteurs sont respectivement perpendi-culaires aux rayons qui joignent les sommets a\^ec 'le centre du cercle circonscrit,
(") Retourné à Bordeaux. Tm.
(439) Pour le faire voir, soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, et représentons respectivement par ce, P, y les angles à la base dans les triangles BOC, AOC, AOB, ce qui donne
«=i9o»-.A, p = 9oo-B, 7 = 900 — C. Maintenant, soient A', B', C les pieds des hauteurs
et
correspondant aux sommets A, B, G, nous savons qu'une hauteur AA' est bissectrice de Tangle A', et CC de l'angle C.
Soit H le point de concours de ces hauteurs, et considérons le quadrilatère BA'HCdans lequel les angles opposés en A' et en C sont droits; donc A'HC=i8o — B.
Mais d'après le lemme, nous savons que dans le triangle A'HC/ la droite HA' est bissectrice de Tangle A' du triangle B'A'C; de même HC est bissectrice de l'angle C.
Donc, dans le triangle où Pangle A' HC = A-h C,
d'où
1 h A -hC = i8o,
On aura de même
B'-HC==2A= ï8o«— 2a=l8o»— A'f
par conséquent
Ainsi nous voyonsque les angles OBC = a et C'A' ff = —
sont égaux; mais déjà le côté BC de Tun de ces angles est perpendiculaire au côté HA' de Tautre angle : donc leurs c6tés OB et C'A' sont aussi perpendiculaires; on verrait de même que B'C et B'A' sont respectiTcment perpendiculaires à OA et à OC. g. q. f. d.
Il est facile de reconnaître que ce qui préi ède revient au théorème III de M. Nagel. En effet, le centre du cercle circonscrit à A' B'C est, comme on le voit, celui du cercle des neuf points par rapport à ABC; donc, par un théorème connu, ce point est au milieu de la droite OH. A, B, C sont les centres -extérieurs des cercles qui tou* cbent les côtés du triangle A' B'C
Note. Dans le théorème I, il faut lire contacts extérieurs et non intérieurs. Tic»
APPUGATIOR DES DÉTERMnANTS AD CONTACT DES CERCLES ET DES SPHÈRES;
D'apeès m, C.-W. BAUER (•),
Trois cercles.
Posons
fli = arj, -f. j-i, «i„ = (J7« — x„)* -f- ( J« — J^»)»,
Am distance du point Aj. à A«.
Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, les a^ expriment les dislances OAj, 0A„ OA5, et Irs «„„ lesdistances Ai Af, AtAs, AgAi.
Ces équations donnent
4. Soient donnés trois cercles de rayons, ri,rj, Ts, et un quatrième cercle de rayon inconnu r qui les touche. Considérant le centre inconnu de ce cercle comme
origine, posons
(a^n représente les distances respectives des centres).
A la gauche du déterminant écrivons la colonne o, o, o, formée de trois zéros et au-dessus la ligne horizontale
on aura un nouveau déterminant de i6 termes, mais égal à A', puisqu'il se réduit à i . A*, et par conséquent ce nouveau déterminant est aussi nul 5 on sait qu'un déterminant ne change pas de valeur absolue en ajoutant une ligne successivement terme à terme aux autres lignes; faisant cette opération avec la première ligne horizontale, on trouve le déterminant à 16 éléments:
-hi — 2r(r-4-r,) — 2r{rT+-r,) — ar(r-Hr3)
-f-i -i-2r,(r-!-r,) 4- arr, 4-2/», H-2rrt -h2X-,j
-hl -h2rr,-+-2^i, -+-2r3{r-+-r,) -+- 2 rr, -+-2^,3
h2/r,-f-2*„ H-2rr34-2^„ -^2r3(r-hrj
Écrivons à gauche une colonne de quatre zéros, et en tète la ligne horizontale
nous aurons un nouveau déterminant de 25 éléments, ayant même valeur que le précédent, à cause des quatre zéros; dans ce nouveau déterminant, multipliant cette première ligne par r, on a
ajoutant cette ligne à la deuxième ligne, savoir à
on obtient
-4-r, -f-i, — 2rr,, — 2rr,, — a/Tj,
Ce nouveau déterminant sera toujours nuL
Multipliant successivement la même première ligne par — Ti, — Tf, — Ts, et ajoutant respectivement à la troisième, quatrième, <;inquième ligne de (A), on obtient
' -h r 4-1 — 2rr, — arr* — arrg
— r, -f-i -t-arî -f-aX-., 4-2X-,5 = o.
— /•a -4-1 H-2X„ -♦-2*a3 -h 2 rj
Mettant i^ la seconde colonne à la place de la première, et vice versé ^ a'' divisant par r les termes de la première et seconde ligne ; 3^ par 2 les colonnes troisième, quatrième et cinquième, on obtient
- -Hi
Ejffectuant ce déterminant, on obtient - en fonction de
'ïj ^%'i 'a> ce qu'il fallait trouver. Le développement s'obtient facilement, les termes -? + i, +1, +1, donnent chacun a4 termes; ainsi tout au plus 96 termes \ on voit qu'il suffit de calculer les termes provenant de - et de + 1 •
(") Je ne sache pas qu'on ait déjà trouvé r en fonction des tron autre» cayou» r,, r,, r.i
En faisant varier les signes de Ti, Tf, r», on obtiem les huit solutions que comporte le problème, r est donné par une équation du second degré; une des racines se rapporte à un mode d'attouchement, correspondant aux signes de Ti, Tf, Ta, et l'autre racine se rapporte au mode d'attouchement correspondant à des valeurs de ri, rs, rg, avec des signes opposés ; car on voit d'après le déterminant (A) que l'équation ne change pas en changeant simultanément les signes de Tj, rt, r^, et ceci, combiné avec la relation entre le coefficient du second terme de Téquation et la somme des racines, donne le théorème suivant, dû à M. G.-W Heame. ♦
Appelons rayon réciproque d'un cercle l'unité divisée par le rayon de ce cercle.
Soient :
— le rayon réciproque du cercle qui est touché extérieurement par les trois cercles donnés;
^ le rayon réciproque du cercle qui est touché intérieurement par les trois cercles donnés \
2«" 1* somme des rayons reciproques.de cercles qui
sont touchés extérieurement par un des trois cercles donnés \
2 »" ï^ somme des rayons réciproques de cercles qui
sont touchés extérieurement par deux des trois cercles donnés.
On a
Ra^-^R. R. -^R,
5. Cas où les trois cercles donnés se touchent mutuel^ lement. Dans ce cas al„ = (/„, -+- r„)% donc k^^ = — r^r^.
(445 ) Divîsanl respectivement par r,, /*«, r, les dernières ligues horizontales, et ensuite par /'j, /'t, 73, respectivement les trois dernières lignes verticales (à droite), on a
EfTectuant, on trouve
ou bien
[I 1 I I . I il 1 1 H H 1 1
formule qui peut ainsi servir à trouver trois cercles qui se touchent mutuellement et touchent un cercle donné.
Quatre sphères.
6. Soit le tétraèdre Ai At A9 A4 ; d'un point O on mèmf les droites OAi , OAf , OA», OA4.
Coordonnées rectangulaires,
'm rn «I de A, ^u /»» «1 <le A,
^4, r4, 2« de A,
o, o, o d^; O origine.
Posons
d'où
On a
a (j-, r. ^jr^jr^-+. «. 3.) = ^i H- /ij — .li^.
'.'•-+■ Ti j, -h «,«, 't't-*-^tr,-4-«,«, *î -t- ri -+- «5 '.»4-+-^.^-H«,«4
'l'4H-^i^*-+-«l«4 'l'4-+-r,r4-4-»i«4 '.*4-*-^«^4H-«.«4 '2 "*- Xj H- «J
A l'aide des équations (i), on change ce déterminanl en un autre dans lequel il n'entre que des a.
7. Lorsque les sphères des rayons r touchent les sphères des rayons r^^ r^, r^y 1*4, on a
posons
'm "T" ^n ^~ ^mn — ^ A'mn y
et opérant comme ci-dessus, on trouve Gnalemcnt
-Hi
-h^tt
-f-rî
-hX-.4
-h Xi4
Le développement, abstraction faite des réductions, donnerait 600 termes.
Les divers signes des rayons donnent les seize solutions qae comporte le problème.
Cas où les quatre sphères données se touchent.
Raisonnant comme ci-dessus, on parvient au déterminant
-hi
-hi
-hi
ou bien
9. M. Bauer donne les relations suivantes analogues à la relation dpnnée ci-dessus par M. Heartie. Soient :
— le rayon réciproque de la sphère qui est touchée extérieurement par les quatre sphères données ;
— le rayon réciproque de la sphère qui est touchée intérieurement par les quatre sphères données-,
V — la somme des rayons réciproques des sphères
(448) qi^i sont touchées extérieurement seulement par une des quatre sphères-,
V — la somme des rayons réciproques des sphères
qui sont touchées extérieurement seulement par deux des quatre sphères.
On a
R, R. Zrf R3 ^ R,
Soient :
R„ le rayon de la sphère qui est touchée extérieurement par une des quatre sphères données,
Et R'„ le rayon de la sphère qui est touchée différemment par les quatre sphères, on a
R4R« ^^ RjR a ^rf HjR'a
On a
Jr« r, -+- ;«7„ -h «« 2„ = a« a^ cos {a^ a^).
Au moyen de cette relation qui équivaut i six équations et du déterminant (B), on trouve une équation entre les cosinus des six angles intérieurs que donne un faisceau de quatre rayons, et les longueurs de ces rayons. C'est la relation donnée la première fois par Carnot (*) [Géométrie de position^ i8o3, p. A^6)\ il fait voir comment on peut se servir de cette dernière relation pour trouver le rayon de la sphère qui touche quatre sphères, Il présume que Téquation sera du second degré et ajoute : (( 'Le calcul étant fort long, quoique sans aucune diffi- » culte, je me contente de l'indiquer. »
M. Mention a exécuté le calcul (Nouv^elles Annales ^ t. XVm, p. 438).
(*) Néà Nolay (Côte-d'Or) en 1763, mort en exil à Magdebourg en i823.
HeilVBHBNT DU PENDULE;
Par m. nNK,
ProfesMur à Strasbourg.
M. Delaunay a traité dans sa Mécanique entre autres deux questions intéressantes, a saToir : la déviation des corps graves vers l'est, déviation due au mouvement de rotation de la terre combinée avec Faction de la pesanteur dans la chute verticale, et le déplacement du plan d'oscillation du pendule due au même mouvement de rotation. Ce savant emploie à cet effet la théorie du mouvement relatif. Je me propose de résoudre les mêmes questions sans ce secours; on verra qu'eu négligeant le carré et les puissances supérieures de la vitesse angulaire de la terre, mes résultats coïncident avec les siens.
Déi^îation. Je prends trois axes fixes dans Fespace : l'axe Oz sera dirigé sur celui de la terre, du centre au pôle nord ; Taxe Ox aura la position initiale de la trace du plan méridien du Heu sur Téquateur ; l'axe Oy est perpendiculaire aux deux autres. Soient A la position initiale du lieu ou de l'observateur, R sa latitude^ a le rayon terrestre, tù la vitesse angulaire de la terre; au bout du temps ^, compté de Finstant où le point matériel commence à tomber, les coordonnées de ce lieu seront
(i) X| = acos^cosu^ /, = /icos^sinM^, z, = /7sinX;
Féquation du plan tangent au globe en ce point, c'est-àdire du plan horizontal de Fobservateur, est, au temps t,
(2) jtcosllcosw^-h Jcos\sin»f -+-«sinX — /i = o.
Je nomme b la distance initiale du mobile au centre
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(45o) delà terre, de sorte que b — a est la hauteur d'où il tombe \ ses coordonnées initiales sont
(3) x^z^bcoslf j«=0, ««s^sinX.
La vitesse initiale du mobile, perpendiculaire au plan xz^ est b(ùcosl\ ses composantes parallèles aux x^jr, z sont respectivement
(4) o, 6*>cos>, o.
La pesanteur g étant dirigée sur la verticale de Tobservateur, les équations du mouvement sont d'x
-TT = — ffCOSXcOSfi»/,
dr
— = — ^cos^sin»!,
Ayant égard à (4) on trouve, au moyen d'une première intégration ,
dx 0
-r = — s cos>sin»f ,
-T-=Ê^cos\(cOS»r-- l)-h ^«IC08>,
— = — ^/smX.
La position initiale du mobile a pour coordonnées (3),
donc
s ar= -2-cosX(cos«/— i) -H ^cosX,
(5) \ j^ = cos> -^sinwf -f- (*•>— ^1 r, z = sIdX [h g^Y
Pour avoir Tépoque de la chute sur le plan horizontal
{ 45. ) de Tobservateur, il faut substituer pour x^ y, z^ ces ex«pressions dans Téquation (2), puis la résoudre par rapport â /.
Or 0) étanrégal à
ou pourra développer les sintùt, coscof suivant les puissances de a>f, et comme la durée du mouvement de chute se réduit à quelques secondes» ou négligera oD*, («)*, etc. On trouve
. = cosx[*-^(^-^-H-..)] OU
' = cosX Ib ^'' )»
ou
r=cosx/* — ÇW
2=:sinX 16 g^)'
Dans (3)^ je remplace également coscof et sincof par les séries , et ar, ^, z par les valeurs précédentes^ je supprime w*/",. . . et j'ai
(^) 6-^ — i^^« = o, d'où /=i/iï^
comme si la terre ne tournait pas.
La déviation est la distance du point de chute repré^^ sente par (6) et (7) au point x,, jj, z^ Avec l'approximation adoptée ) on trouve pour le carré de cette dis-
( 45u ) tance, avant d'avoir ^ard A (7)7
Le premier ternie est nul en vertu |de (7), et la déviation tout entière à l'est (vu que x — Xt = o)
•»r cosl Ib — a — g S*' ) '
Avec la valeur de t (équation 7), elle se transforme en
que je nomme ti, comme dans Touvrage cité. Dans les expériences que Tauteur cite, on avait
^ — a=i58»,5, X = 5iS g^ = 9,8o88 et «=o,oa83;
le calcul de la formule (8) donne 11 = 0,0276,
Pendule. Je conserve les mêmes axes de coordonnées et j'appelle Xi, y^^ Zi le point de suspension du pendule simple, / sa longueur, N la réaction du fil de suspension, — X, ^, z les coordonnées du point matériel \ sa masse est supposée ?= i. Les équations du mouvement sont
— = — gcoslcostii — ïH- — - — -, (1) j g = _^cos>sin«r-N^l=^,
Comme plus haut, on a ici
(a) X, ^ acosXcoSMf, /, sr acos^sin*»/, «, =asin>.
Par le point x^ y^ z^ j'imagine un second système d'axes de coordonnées fixes dans la terre, à savoir : la verticale du lieu axe des (*, la mëridienne axe des {, et la perpendiculaire axe des n^ On aura
Sar = jCj -+- ÇcOS^or -J- nCOSndT -h (cOSÇ^Ti . r= riH-ÇcosÇ/H-..., /
. f » = «, -f-ÇcosCs. ..
L'axe des ^, c*est*à-dire la verticale, donne immédiatement, au temps tj
cosÇx = cosXcosâiry cos(j^ = cosXsinwr, cosCS = sinX.
L'axe des 77, perpendiculaire au plan méridien qui fait avec le plan xz l'angle oit, donne
cosnxrr — fxatit^ cos)ix = cose»/y cos9}s = o.
Quant a Taxe des | , il fait avec Taxe z un angle de
90 + 90 — X, d'où oosÇs=: — cosX. U est de plus perpendiculaire à Taxe Ç, ce qui donne
cosÇarcos^x + cosÇ^ cos(^ + cosÇs cosCs = Oy ou, à cause des valeurs déjà données,
(5) cosÇâ?cos\cos«»r + cosS/cosX8inw/ — cosXsinX = o.
Avec cos*$x + cos*$jrH-co8*Ç« = i et comme cosÇ^ ^ale — cosX,
cos'Çx -h cos*Ç j -H cos'X = i»
Cette équation avec (5) donne
cosEx = sinXcosu^y cosEr^smXsin»/^ et les formules (3) deviennent
;r=:X| + ÇsiDXcos»r — usiner + CcosXcoso»r,
(6) ( r=ri-t-5Mn^wn»^-+-'»cos»f + ÇcosXsmo»/, 2 == 2, — Çcos> + CsinX.
( 454 ) Les équaiioDft (i), mullipliëes respectivement par Zif: — jTi z^x^z — ZxX^jfx X — ^\y donnent, par addi-> tioa,
On va remplacer toutes les quantités qui y entrent par des fonctions de ^1 , m^i , o)/ .
D'abord les équations (3) et (2) fournissent
«i/ — j^»2 = û(Çsinw£-f->:sinîicos»/), X, z — ZiX = û ( — S cos« f + îî ûnk sinur), X^x — Xyx =: — an co%\.
Avec cela Téquation (7) peut être mise sous la forme suivante
\ S(sin<ki/</'jr — cosvitd^y)
\ -+-n(8in>cos»/£^Jî-4- sîn5i8in«/rf*j) — coslrf*s = o.
Pour calculer les coefficients de | et )?, je multiplie la première des équations (6) par sino)/, la deuxième par — coscot, j ajoute et j'ai
(9) xûntùt — /coswr= — ^,
Je multiplie les mêmes équations par sinÀcosojf, sinX sinoD^, la troisième par — cosX, j'ajoute et il vient
(10) sîn>(arcos«f -hj'sinw/) — 2cosX=:Ç.
L'équation (9), diâerentiée deux fois, donne
(11) \ = — ûPn — ^tùdt{QO%utdx -^bixibitdx) \ H-wM<*(xsin«r-h/co8wf),
d'après Téquation (9) le dernier terme = — «•>? A*. L'équation (10), diiTérentiée deux fois, donne
sinÎL(GOSwr.rf'ar-hsin«/</'jr-) — cosXd'2 ;= <f Ç
(12) \ -k- iHAÛn\dt{m\tùtdx -^QOSu^tdx)
Le dernier terme, en vertu de l'ëquation (lo), se ré«> duil à (ù^dt* {^-^ zoos A), et d'après réquation (lo), k (ù* dt* sin 1 [$ sinX -\- [a-^-t) cosl].
Restent les facteurs de iktadt.
Or de Féqualion (9) on tire
sint»r.dlr— cos«f.rf^ = — «/« — ^ dt (x co$^ t-^ y ûnùit)^ et d'après réquation (10)
^in^e.dx — cos^t.dy^z dn r-r(ï H- scosX),
d'après l'équation (6)
{i3) ûtkbit.djc — co%fùt.dxz=. — dn — w</flÇsin>-4-(a-f-s)cosli].
De l'équation (10) on déduit
, , rfÇ + cosXdi
ces» /. M H- sin » / or = r-^
$inX
+ «>»^it(xsinur — jcbSft)/)
= sin X .^/Ç -f- CQ%\ </Ç — &>i) dt.
Cette valeur, ainsi que les équations (11) (la) (i3)f sttbti tuées dans l'équation (8), donnent
IÇ[— c^ïi — a«i/r(sinXrfÇH-co»XJi;--«u<//)— w'iï^//*] + iïj'/*Ç-h2»</^sinli(— rfn— «rfr[gsinX4-(aH-Ç)cosX])| -f- <ù^%m\d(!^[^a H- ( (cos> -f- J sin> )] = o.
Effectuant, etc.,
o = îa^Ç — {</*>» — 2 6>sinX($^E + ii<'>i)^^— 2o)COsX.<^i;i// + «'q oos> £/^ [ ( cosX *H (a + ( ) ^^^^^ ]•
En négligeant le terme en (o*, de même que -r- qui est très-petit dans les expériences, on a une -équation dont
( 456 ) riolégt-alc* esl
Çr/n — „r/Ç 4- « sin> («/? -H A'; = C.
Observant de plos, encore aycc M. Delannay, que le pendule Foucault est installe de façon que pendant chaque oscillation il revienne coïndder avec la verticale du point de suspension, on voit que Téquation doit être satisfaite par ^ = o avec yj = o, de sorte que la constante est nulle. On posera ensuite, si on veut, Ç = rcos9, 17 = rsinO, et Téquation devient
dB = — «isinXi/ly d'où
e=e. — «sinlXf,
ce qui donne a>sinX pour la rotation relative du plan du pendule en 1 seconde.
Ces calculs se simplifient beaucoup si dès le commencement on néglige. 0)*, .... En ne remontant qu'à Téquation (8), on voit que cette équation devient
Ç(»/£/'x — ^j)H-iï(sin^</*jr-4- «fsinlrf'7' — cos>rf*») = o.
Les équations (6) donnent cor jt — jr = — 17, [a) (4:-h«rj)sinX — ÇcosÀ = ï,
d'où
utePx — d*jr =: — ePz — 2(adxdi, (ePx -h t^iti'x) sïn\ — cosl.«r» = rf'Ç — ^^sinldttfy .
Gïs mêmes formules (a) donneront dx^ dy^ dans les expressions desquels on pourra supprimer les termes en 0), puisqu'on multipliera par ik<ùdt. On aura ainsi
(ii-\'COs\dzdz ^ ,,, . .^ ..,
dr = dn, dx== r-; = cos A «fÇ -4- sio X . </{ .
M57) et Inéquation (i4) devient
ç[ — £/>>, — 2ft)^/(sinX<fÇ-f-cosX€/Ç)] ou
DÉPINITIONS DBS MODES DK DKPDÉSENTATION
■eitJMiés uns l'extrait d*ii Mémire sir les Cartes gétgrapbiques, iiséré
âi CoHpte rendi it la siuce le TAcadéHie des Scieices
di 5 Mrs 1860;
Par m. a. TISSOT.
Lorsqu'on a égard uniquement à la nature dés lignes du canevas, on peut classer de la manière suivante les divers systèmes de projection qui ont été employés ou seulement proposés pour la représentation de la surface entière du globe.
1°. Le (lèvelopement de Mercator est le seul dans lequel les méridiens et les parallèles soient remplacés par des lignes droites.
11 y a six systèmes où, quand le pôle occupe le centre de la carte, les méridiens se trouvent figurés par drs lignes droites partant de ce point, et faisant entre elles des angles égaux aux différences de longitude, les parallèles par des circonférences ayant toutes ce même point pour centre. Ce qui varie de l'un à Tautre de ces systèmes, dont les quatre premiers sont des perspectives, c^est la manière dont les rayons des parallèles de la carte dépendent de la latitude-, voici leurs noms :
a**. La perspectii^e centrale ou projection gnomo^ nique ^
3°. La projection stèréographiqiie (voir la Note k la fin) 5
4"» La projection de La ffire ;
5®. La projection orthographique^
6°. La projection de Lorgna (*);
7^. La projection stéréographiqne équatoriale modi'' fée.
Dans les deux systèmes suivants^ les parallèles sont représentés par des cordes d'une même circonférence parallèles entre elles, et les méridiens par les ellipses qui divisent ces cordes en parties proportionnelles aux différences de longitude; ce sont :
• 8°. La projection de Tjisîronoinie populaire d*Arago ;•
9®. La projection homalo graphique de M. Babinet^
Ils se distinguent Tun de Vautre par le rayon du méridien principal et par Técartement des parallèles.
Pour les deux derniers systèmes, savoir :
10**. La projection globulaire ou projection anglaise^
11^. La projection stéréo graphique méridienne modi^ fiée.
Toutes les lignes du canevas sont des circonférences.
Dans le premier et les quatre derniers mode^ de représentation, c'est un lieu de Téquateur qui se trouve au centre de la carte; pour tous les autres, il conviendrait aussi d'effectuer la projection sur un méridien : de cette manière on rejetterait les plus grandes déformations vers les bords de la carte, c'est-à-dire vers les régions qui sont occupées en grande partie par les contrées polaires ou par rOcéan; mais afin de les définir plus facilement,
(*) AntODto-Maria Lorgna, né à Vérone en 1730, mort à Vérone en 1796.
Tm.
( 45» ) nous supposerons d'abord qu'il nes'agîsse pour eux que de la projection équatoriale. Nous pourrons alors ajouter que dans les onze systèmes, à l'exception du 8^, du q^ et du lo", les deux séries de ligues qui représentent les méridiens et les parallèles se coupent à angle droit.
Il reste à dire quelques mots de chaque système en particulier.
i**. Le dé\feloppement de Mercator (*), qui conserve les angles et donne des lignes droites pour projections des loxodroniiest est destiné à la construction des canes marines ou cartes réduites. L'écartemeui de deux méridiens y est le même que celui qu'on inesurerait sur le globe le long de Téquatçur, et, quand on néglige Taplatissemcnt, la distance d'un parallèle à l'équateur y est égale au logarithme népérien de la cotangente de la. demi-distance polaire du parallèle.
2**. La perspectii^e centrale est prise du centre de la sphère, comme son nom Tindique; il est facile d'y reconnaître les diflerents lieux qui se trouvent sur le plus court chemin de deux points donnés du globe, puisque tout grand cercle y est représenté par une ligne droite. En appelant X la distance polaire d'un parallèle et r le rayon du cercle qui lui sert de projection, on a
r=: tan;;. >.
Sur un cadran solaire, les lignes d'heures s'obtiendraient comme les méridiens, et les courbes de déclinai-^ son comme les parallèles de ]& perspectiî^e centrale^ cette remarque d'ailleurs est indépendante de la position dui plan sur lequel on fait la perspective par rapport à la ligne des pôles, et de celle du mur sur lequel on trace le
(') Mercator ( Gérard ), né à Ruremondo en i5i3, mort à Duisbourg en: 1694 ; sa première carte eat de 1569. Tm.
(46o) cadran par rapport au style, poarvu que les dénie posi* tions se correspondent ; de là est venu le nom de projeolion gnomonique.
V*. En cherchant la condition qui doit être remplie pour que le canevas des droites concourantes et des circonférences concentriques n'altère pas les angles, on trouve
r=:2tang- X;
on est ainsi conduit à une perspective de Thémisplière prise du pôle oppose, c'est-à-dire à la projection stéréo^ graphique.
4°. La Hire {*) a proposé de mettre le point de vue en dehors de la sphère, à une distance de sa surface égale au sinus de 45*', ce qui donne
(aV'^ -Hi)sinl_
^ H- I -H VacosX
5^. En Téloignant jusqu'à Tinfini, on obtient la /?/%>• jection ortho graphique ^ et le rayon du parallèle devient
r= sinX.
6^. Parmi les modes de projection que comprend ce même canevas à droites concourantes et à circonférences concentriques, il en est aussi un qui conserve les surfaces: c'est celui de Lorgna; la condition indiquée conduit .à prendre
r= !2sin-A:
cette longueur est celle de la corde de méridien comprise entre le parallèle et le pôle.
C) Philippe de la Uiro, né h Paris en 1640, moft à Paria en 1718; peintre, architootejeclciir royal, membre de TAcadémie des Sciences. Tm.
( 46i ) 7^. Le a' el le 3^ système augmentent les distances 1« long des méridiens, tandis que le 5" et le 6* les diminuent; elles ne seront pas modifiées si on fait
Supposons maintenant que dans Tune des six projections précédentes on veuille placer un lieu de Féquateur ati centre de la carte ; alors ce qui a été dit des méridiens s^appllquera aux grands cercles passant par ce lieu, et ce qui a été dit des parallèles aux petits cercles parallèles à son horizon. Le canevas géographique ne sera plus aussi simple; au lieu des droites et des circonférences qui représentaient respectivement les méridiens el les parallèles, on aura les lignes indiquées dans le tableau suivant :
Système n? 2. Droites parallèles Hyperboles.
» 3. Circonférences Circonférences.
» 4- ellipses Ellipses.
» 5. Ellipses Droites parallèles.
» 6. Cniirhes dn 4^ degré. . Courbes du 4* d«»gré.
» 7. Courbes transcendantes. Côurbes'transcendantes.
8^. Dans le 8^ mode de représentation, le méridien principal a pour rayon -9 tt étant le rapport de la circonférence au diamètre, et les parallèles gardent leurs distances mesurées le long d'un méridien du globe.
9^. Le suivant conserve les surfaces; le rayon du méridien principal y est égal a ^2, et Fécartement des parallèles y est déterminé par Téquation
2z -h sin2s = 9rsin/,
dans laquelle /désigne la latitude du parallèle, et sinz sa distance k Téquateur sur la carte. Cette équatiou se trouve
{ 46a ) réduite en tables dans la Notice qn-a publiée M. Babinct. lo^. Supposons que Ton yeuilie tracer de lo en lo^ les méridiens et les parallèles de la projection globulaire^
après avoir décrit un cercle avec un rayon égal à -
pour figurer le méridien principal, et deuxdiamètres à angle droit pour le méridien central et Téquateur, on divisera chaque quart de la circonférence et chacun des quatre rayons en g parties égales \ par les pôles et les points de division de Téquateur, on fera passer des circonfé* rences, ce qui donnera les méridiens^ par les points de division qui se correspondent sur le méridien principal et sur le méridien moyen, on fera passer d'autres circonférences et on aura les parallèles.
1 1^. Enfin le canevas du dernier système est formé par la réunion des méridiens de la projection globulaire avec les parallèles de la projection stéréographîque.
Note. Le nom de stéréographie a été introduit par le jésuite Aguillon (François) (*).
tt Quare lametsi stereographiccs uomine nusquam » vocatum hoc projectionis genus reperimus \ quia tamen » nec alio quidem ullo solitum est appellari, placuit hoc » nom*en usurpare, quod nobis in praesenti vîsum est ad » rem ipsam quam maitime accommodatum. » ( Aguilomi Opticorumlibri sex. Parisiis, 161 3, înf^, in Praefatione.). (f^o/r Ce asles, Méthodes ^'p, 5 16.)
(*) Né à Bruxelles en i568, mort h Anvers en 1617. Tm.
THÉORÈMES GINÉMATIQIES SUR LES SURFACES tT YOLUMES ENGENDRÉS PAR MOUVEMENT;
Par m. Emile BARBIER,
Elève de l'Ecole Normale (').
1. Le centre de gravité G d'une surface plane S se meut avec une vitesse constante dans son plan, pendant que ce plan tourne uniformément autour d^une droite qu'il contient; le volume engendré par la surface S a pour mesure le produit de l'aire S par la longueur de Tare engendré par le centre de gravité de la courbe parcourue par le centre de gravité G. En particulier, si l'an suppose un cercle G tournant autour d'un point fixe I, en même temps que son plan tourne autour d'une droite qui y est contenue; de plus, si la rotation du plan s'achève pendant qu'un nombre entier de rotations autour du point I se sont accomplies, et si les rotations simultanées sont uniformes, les volumes engendrés sont indépendants de la distance du cercle G au point I. La surface engendrée est un anneau ondulé à moins que le centre G ne soit en L
2. Toutes les sections droites d'un cylindre quelconque, tournant autour d'un axe situé dans le plan de Tune quelconque d'elles, engendrent des volumes équivalents.
3. Le volume engendré par une surface plane quelconque, tournant autour d'une droite quelconque, est équivalent au volume engendré par la projection de la surface plane sur un plan méridien passant par son centre de gravité.
(*) Devenu agrégé n» i . Tu.
4. Une sphère de rayon constant, dont le centre par-court une hélice ordinaire, est enveloppée par une sur» face canal quW peut appeler serpentin.
Cette dénomination étant adoptée, nous pourrons dire que le serpentin donne lieu à la proportion suivante :
Sa section perpendiculaire à Taxe du cylindre est au grand cercle de la sphère génératrice, comme la longueur d'une spire d'hélice est i son pas.
ODESTIONS.
554. On a fait arriver dans un poids d'eau x un poids p de vapeur d'eau à d degrés sous la pression de c* centimètres ; on a aussi porté la température t de cette eau à la température /'; Teau est renfermée dans un vase métallique pesant h kilogrammes et dont la chaleur spécifique est m ; on demande la valeur de x.
5oo. Dans un triangle isocèle donné, inscrire une parabole qui touche les deux côtés égaux, soit bornée par la base et dont Taire soit un maximum.
(RiMCHUNDEA, professcur indien à Calcutta).
556. C|, C«, Cs sont trois cônes de même degré ayant leurs trois sommets sur la même droite; Cj coupe C» suivant une courbe plane^ Ci coupe Çi suivant une courbe plane, Ci et Ci se couperont aussi suivant une courbe plane, et les trois plans passent par la même droite.
(Steijker.)
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filOGRAFHlE HiTHËHAUQUES.
u sTttifniu Ns unuis.
Haxlmof in minlmit oerta Deiu el mibl nn^r Qmhi rast* easli la taaplo MtroranKiiie eaterra. (PouOTAc, Antl-Lvcrel, lib. VU, t. t9lt-*1864).
Si Ton veut classer les animaux d'après leurs aptitudes, industrielles, on devra les ranger dans cet ordre :
i". Insectes^
a®. Oiseaux 5
3^. Quadrupèdes, parmi lesquels on ne peut guère citer que les castors, de la famille des Rongeurs.
Les deux premières classes construisent des demeures et des magasins d'approvisionnement pour leurs progénitures : ce qui exige des connaissances géométriques et mécaniques dont le fabricateur des mondes a doué ces êtres , qui paraissent toutefois privés à' intelligence et de conscience morale [^)\ car leurs qualités en tout genre
(*) C'est celle privation qui a porté Descarles à assimiler les animaux à des machines, mais il ne leur a jamais refusé le sentiment et la volonté qui constituent la vie animale. Même chez l'homme, les idées innées vien>
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sont statioiinaires, nullement fonctions du tcmits, limitées, et sans ces progrès qui caraclérisenl l'espèce humaine, progrès qui sont les conséquences de la faculté (le parler. Dans la classe des Insectes, genre Hymënoplère, c'est l'espèce mellifère; et dans celle-ci la seclion des abeilles h miel, u4pis meUiJera^ qui a attiré de toute antiquité l'attention. Il est à remarquer pourtant que la Bible mentionne l'industrie delà fourmi (Prov^. vi , 7), et ne parle nullement de l'industrie de l'abeille, ne la cite que pour figurer une poursuite acharnée (Deut, i, Proi*. cxviii), et toutefois le miel était un des trois produits principaux, avec l'huile et le lait, de la terre promise. Dans les temps modernes, l'industrie des abeilles a fîxéaussi Tattentiondes géomètres (V. Nouvelles Annales^ t. XV, p. 178) , et récemment un éloquent avocat, savani géomètre, le célèbre lord Brougham, en a fait l'objet d'un Mémoire très-instructif (Co/npfe5 rendus^ t. XL VI, p. 1024; i858). Un motif intéressé a fait négliger d'autres espèces qui produisent aussi du miel , mais non alimentaire, et dont le travail est cependant aussi et peut-être encore plus admirable que celui de l'abeille domestique. En effet, celle-ci trouve un local tout préparé pour la recevoir, soit une ruche, soit une cavité quelconque^ elle fait partie d'une société aussi nombreuse qu'une ville trèspeuplée compte d'habitants : de là une république d'^ouvriers travaillant pour une présidente et pour une agrégation polyandrîque -, tandis que dans les autres espèces les ateliers ne consistent qu'en un petit nombre d'indi-i
nent aussi de Dieu. C'est ce qu'a parfaitement ^posé Cufuerel, philosophe hollandais, complètement ignoré, et que je n'hésite pas à placer au premier rang, comme précurseur de la philosophie critique fondée par Kant, la seule qui fasse bien le départ de ce que Thommc peut savoir ci de ce qu'il est condamné à éternellement ignorer ici-bas , la seule qui reste sur la ferre sans jamais perdre de vue le ciel.
(3) vîdus, au plus ccul, très-souvenl moins, jusqu'à un ouvrier tout seul 5 et là, avant tout, il faut construire un logement, un nid pour y placer la génération à venir.
Il est vrai que rabeille vulgaire résout un problème difficile de maximis et de minimis ; mais les espèces solitaires exécutent des opérations stéréotomiques qui exigent plus d'adresse, plus d'imagination, plus de raffinement clans le choix des matériaux , dans la précision des formes. Lisons ce que dît à ce sujet Timmortel BéaumuT) dans la préface du tome VI (1742) de sa délicieuse Histoire des Insectes^ où l'on reconnaît la main de Dieu, tandis que dans rhistoire de l'homme on reconnaît trop souvent la main du démon (*).
« Les huit derniers Mémoires du volume précédent (V*") ont élé employés et ont à peine suffi à raconter les merveilles que celles-ci (les mouches à miel) nous offrent, et à en prouver la réalité. Il semble qu'elles ont dû épuiser tout ce que nous pouvions donner d'admiration à des mouches. Y en a-t-il de dignes de leur être comparées? Le nombre des abeilles d'une ruche bien peuplée égale celui des habitants d'une grande ville 5 toutes y travaillent de concert au bien de leur société;, leurs gâteaux sont des ouvrages inimitables à l'œil des hommes qui. ignorent jusqu'aux secrets de ramasser et de préparer la matière dont ils sont faits. La plus sublime géométrie n'eût pu déterminer une figure plus avantageuse à tous égards pour les cellules dont elles composent leurs gâteaux , que celles dont elles ont fait choix.
)) L'air de grandeur qu'ont pour ainsi dire les établis-
(*) Pourquoi la Rochelle, ù Vinstar d'autres ville*», n'élève-t-elle pas une statue au (prand homme qui Ta illustrée? Quelle Société, consacrée ù l'étude de la nature, uc souscrirait pas à un loi niouumcui? Libcz le jugement que porte Cuvier sur Kéaumur ( Biographie Michaud ).
scmcnts des mouches à miel, Tordre qui y règne» les ouvrages cpi s'y exécutent, et rutilité dont ils nous sont , ne doivent pourtant pas nous éblouir au point de nous ôter le désir de savoir comment se conduisent d'autres mouches dont les sociétés sont peu nombreuses, et ce que font dans le cours de leur vie d'autres mouches du même genre , dont le goût est de vivre soli^s^ires. On admire avec raison tes grandes manufactures dont les 2^teliers sont remplis d'ouvriers qui s'entr'aident, où les lins ne sont destinés qu'à ébaucher Fouvrage , les auires Tavançent encojre plus, les autres le perfectionnent, et les autres le finissent^ on pense avec plaisir ce qu'il y a à gagner en faisant passer successivement la même pièce par différentes mains; mais quand on est au fait des différentes pratiques de nos arts , on n'en estime pas moins un ouvrage pour avoir été commencé et fini dans une boutique obscure par un seul ouvrier, et où l'on fait plus de cas de celui qui seul y a mis la main. C'est ainsi que le vrai connaisseur des ouvrages de- la nature, que le bon observateur saura encore admirer les abeilles solitaires dans leur travail , malgi^é le plaisir qu'il a eu cent et cent fois à voir tant de milliers de mouches occupées en même temps h différei^ts ouvrages dans ^ même ruche. Enfin ces ruches si peuplées sont de grandes villes ; mais on peut être curieux de connaître les n(i.œurs simples des villageois et même des sauvages , après avoir étudié les moeurs des habitants des plus grandes villes et des plus policées. » Nous choisirons pour exemple le problème de stéréotomie résolu par l'abeille empileuse, Apis centucularis (Réaumur, t. VI, p. 97 et suivantes) : C'est une femelle solitaire, fécondée, qui est obligée de construire sa denieure et d'engendrer sa société. A cet elTçt, elle choisit un terrain ni trop dur ni trop friable, et y creuse un cylindre parfaitement calibré dç i3 à 14 millimètres dç
(5 ) diamètre , sur a6 à 27 centimètres de longueur, et le plus fréquemment Taxe est horizontal ; elle enlève la terre par moites extrêmement petites, mais avec une telle activité, que le cylindre est terminé au bout de quelques heures. Le déblai est déposé près de l'entrée; nous verrons à quel dessein. U s'agit maintenant de tapisserie cylindre; a cet effet, Tabeille se dirige vers un rosier, vole longtemps autour, et quand son choix est fixé, elle se pose sur le bord d'une feuille, trois jambes dessous et trois jambes dessus, et la tète tournée vers le pédoncule. Supposons qu'on ait tracé avec de la craie, sur la demi* feuille, une portion d'ellipse, convexe vers la nervure médiane ; si avec des ciseaux on découpe la feuille en suivant cette trace, on obtient un morceau borné par l'ellipse découpée et par le bord dentelé de la feuille qui est aussi sensiblement elliptique. C'est celte opération qu'exécute notre ouvrière ; ses deu(s lui servent de ciseaux, et l'image qu'elle doit avoir dans la tète , lui sert de trait et la dirige , et tout est découpé avec plus de précision et en moins de temps que nous ne ferions avec nos instruments [*). A mesure qu'une partie est coupée, elle la plie avec les deux jambes du milieu de son corps ; de sorte qu'elle finit par tenir entre ces jambes un morceau triangulaire formé par un quart d'ellipse découpée et par uu quart d'ellipse dentelée du bord de la feuille , et par la droite de la plicature. Alors le morceau prend par son poids une position verticale; elle s'envole, le porte dans le creux cylindrique , le déplie et l'applique contre les parois ; la partie pointue formée par la rencontre des deux ellipses çst pliée pour recouvrir le fond du cylindre; elle recom-
(*) Descartes construit les courbes au moyeu d'un syslctnc do rcf^Us liées d'une certaine manière. La triseciiou du corps de l'insecte paraît aeryir an même usa^e.
(6) meiice le même manège jusqu'à ce que le cylindrt; soît entièrement tapissé; mais ce n'est là qu'une besogne préparatoire. Cette enveloppe doit servir de moule à former les cellules, qui sont le but essentiel.
Prenons trois trapèzes égaux et appliquons chaque trapèze contre la même concavité cylindrique; ces trois figures se changeront en trois surfaces cylindriques, terminées chacune par deux droites et par deux arcs de cercles inégaux; réunissons ces trois surfaces, de telle sorte que le bord rectiligne de la première passe sous la seconde surface, le bord de la seconde sous la troisième, et le bord de la troisième sous la première ; nous obtiendrons ainsi une sorte de côue tronqué ouvert par les deux bouts, et si l'on plie le petit bout en forme de voûte, on aura une espèce de dé à coudre, Telle est la forme d'une cellule. L'abeille découpe successivement trois morceaux dans des feuilles .die rosier, comme elle a fait pour V enveloppe, mais les ellipses sont de moindre dimension ; le grand axe a 4 millimètres et le petit a millimètres environ; les trois morceaux sont égaux; mais elle ne les déplie plus, et leur laisse la forme triangulaire et en construit une cellule en forme de dé, comme il a été dit; et les trois morceaux, les trois voussoirs tiennent ensemble par l'élasticité et par la résistance qu'oppose la paroi de l'enveloppe cylindrique , qui sert aussi à leur donner la forme cylindrique. La stéréotomiste taille ces voussoirs sans aucun gabarit, ou plutcSt l'artiste suprême a mis ces gabarits dans la tête de l'insecte. Pendant ces excursions de Tarbre au nid et du nid à l'arbre, il faut qu'elle conserve dans son sensorium les dimensions des cercles et des ellipses. Après vient l'opération chimique; l'abeille vole de fleur en fleur pour élaborer le miel qu'elle dépose dans la cellule, ainsi (|u'un oeuf, destiné à devenir successivement vcr^ chrysalide, mouche; le
(7) miel servani de pàlure au ver. Pour donner plus de coii-" sistancc à la cellule, Tabeille met par-dessus encore trois cellules semblables, qui se recouvrent, s^ empilent ^ de sorte que chaque cellule est triple et est composée de neuf morceaux triangulaires.
Le miel étant liquide, il faut Tempècher de s'écouler^ l'abeille découpe, toujours dans une feuiUe de rosier et toujours marchant sur la circonférence, un cercle parfaitement rond^ d*un diamètre un peu moindre que celui de l'ouverture de la cellule*, elle fait entrer de frottement ce cercle dans cette ouverture, et comme pour les cellules, elle empile deux à trois de ces cercles, et y laisse une certaine distance ou certain vide entre cet opercule et Touverture. Ayant construit successivement huit ou neuf cellules, elle fait entrer le bout fermé de la seconde cellule dans le vide laissé dans la première cellule ^ de même la troisième cellule dans la seconde, et ainsi des autres jusqu'à ce que tout le cylindre soit rempli. La dernière cellule restant ouverte, l'abeille la ferme au moyen de la terre qu'elle a déblayée et qu'elle remblaye maintenant, de sorte que le nid est entièrement caché sous terre.
En juillet 1786, un paysan des environs des Ande-» lys, en labourant, trouva de ces cylindres 5 il crut que c'était un maléfice de quelque sorcier pour faire manquer la récolte. Eflrayé, il apporta cette trouvaille au seigneur du village , auditeur de la Chambre des Comptes^ et qui habitait Paris; celui-ci consulta son chirurgien, qui s' adressa à l'abbé NoUei \ celui-ci envoya le cylindre à Réaumur, qui conjectura aussitôt que cela pouvait bien être le produit d'un travail dlnsecte, et appliquant son génie observateur, il découvrit toutes les opérations qu'on vient de lire; quant au fait, il était déjà connu du célèbre Ray.
Comme tout le genre, cette espèce d'abeilles renferme trois sortes d'individus, mâles, femelles, ouvriers, qui
(8) n'ont ni la même taille, ni la même grosseur. Aussi les cellules, tontes de même diamètre , ont des longueurs appropriées aux individus qui doivent éclorc. Comment la mère ouvrière peut-elle connaître d'avance le résultat de la ponte? Ce sont là des mystères qui n^ont pas à redouter les atuques des incrédules; toute négation, tonte explication est impossible.
■ Voici ce qu'en conjecture Newton :
Annon sensorium animaUum est locus cui substantiû sentions adest, et in quem sensibiles rerum species per nervos et cerebrum deferantitTy ut ubi prœsentes a prœ^ sente sentiri possint? Atque his riteexpeditù, annonex phœnomems constat esse entem incorporeum, viuen'* tem, intelUgentem y omniprœsentem , qui in spatio infr^ nilOy tanquam scnsorio suo (*) , res ipsas intime cernât, penitusque perspiciat , totasque intra se prœsens prœ^ sentes complectatur ^ quarum quidem rerum id quod in nobis sentit et cogitât, imagines tantumadseperorgana sensuiun delatas, in sensoriolo suo percipit et cùntuetur. » ( Optices lib. III , questio XXVUI. )
La charmante production de M. Michelet, Y Insecte, devrait être donnée en prix dans toutes les Institutions ; il y règne une morale pure , élevée, revêtue d'un style on brillent les mêmes qualités ; heureuse exception au dévergondage littéraire du jour.
Note bibliographique supplémentaire sur V Alvéole des abeilles. .
Aux renseignements que nous avons donnés (t. XV, p. 175), il faut ajouter :
1°. Mémoires de V Académie des Sciences de Paris ^ 1702-1739. On y trouve la question posée par Réaumur
à Kœnig, et qui est. le point de départ ]
, (*) Expression qui lait penser à Spioosa.
a®« Mémoires de V Académie de Berlin^ 1781. Castillon et Lliuiller traitant la question de minimum mini-* morum , troavent un polyèdre' différent de celui de lalvéole, et en concluent que Tabeille n^a pas satisfait aux plus économiques conditions; mais lord Brougham, dans le Mémoire cité ci-dessus, fait voir que ces géomè* très ont fait une omission qui vicie tous leurs calculs et annule leurs conclusions.
Dans ce même travail, le géomètre anglais démontre que le minimum exige que la largeur du rhombe soit égale au côté de rhexagone, et réciproquement, de cette égalité on déduit le minimum.
BI06RAPHIE.
Sophie GERMAIN.
MÎilUreiii forlem qols InTenletr (PlOT. oh. XXI, T. 10).
Cette fille de génie vit le jour à Paris le 1*' avril 1776, deux ans avant la mort de Voltaire, Rousseau, Lekain. Comme Pascal, elle montra une intelligence précoce, et, ce qui est bien plus rare , un jugement d^une sagesse prématurée et en donna des preuves en cette occasion. Son père(^), membre de l'Assemblée constituante, réunissait souvent chez lui ses collègues , et Ton pense bien que Ton discutait avec ardeur les grandes questions de l'époqUe. La jeuiie personne , dévouée aux saintes idées de 89 , assistait avec un vif intérêt à ces réunions, mais trouvait qu'on allait trop vite et trop loin, et craignait qu*en surexcitant des passions populaires, on ne tombât sous la
(^) Député de la ville de Paris, demearant rue Saint-Denis,, au. Cahat d*or; enseigne qui a disparu il y a peu de temps.
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tyrannie désordonnée des masses, qtii n'ont pour logiqne que des passions, pour arguments des poings fermés et pour but des intérêts grossièrement matériels. Ces craintes ne tardèrent point à se réaliser. Profondément affligée, la jeune prophétesse chercha à se distraire de ses chagrins dans le monde des abstractions. Elfe parcoturut Vllùtoire des Mathématiques de Montucia , étudia Bezout, et, pendant les saturnales sanguinaires de pS, elle ne quittait presque plus la maison; se séquestrant Toloniairement , elle s'enfonça dans les méditations sur la théorie des nombres et sur le calcul infinitésimal qu'elle apprit dans les œuvres de Legendre et de Cousin. Ses progrès furent si considérables, si rapides, qu'en 1801 elle entra en commerce épistôlaire avec Gauss, sous lé pseudonyme d'un élève de l'École Polytechnique; d'abord sur les Z>ûquisisitiones , qui venaient de paraître , et ensuite sur des sujets dignes d'un tel correspondant. Pendant la campagne de 1804 ) le général d^ artillerie Pernetty, ami de la famille Germain , étant venu à Brunswick , découvrit à l'illustre mathématicien le vrai nom de ce prétendu élève dont il n'avait jamais soupçonné le sexe. Sa surprise fut extrême, et ses lettres subséquentes portent le témoignage de sa haute admiration pour l'esprit profond et pénétrant de la jeune Française : admiration d'autant plus sincère, qu'alors le professeur allemand, froissé dans ses affections, dans son bien-être (*) , n'éprouvait que des sentiments de répulsion pour notre nation.
Connu et apprécié de Lagrange, Laplace, Legendre,
(*) Le doc de Brunswick, mort si misérablement à U miite de U ba-> taille d*léna, bienraitear de Gauss > avait pourvu aux frais de ses études. Dans la contribution de guerre imposée à >a ville de GotUngue, la part de Ganss fût assez forte; La place l'acquitta à Parts, mais Gauss ne voulut pas accepter cet acte de généroeiti^, et se libéra pins tard, vmilafit ndme payer les intérèU.
Lacroix y ce X9iml émÎMot, restait ignoré 4u pi^blic gépwitrQ« Ce fut le travuil âVn phyaicien allemand qui donna de rédal au uooi dct Sophie Gieri^iii.
En i8io, Cblad^iy $e dirigesuiàt vers Parî$> séjoujrna ^pielque tempa à Mayenoa o^ jé\m alora profesc^ur; il voulait bien partager quelquefois «lea repaa \ aa conversation était extraordinairement intéressante. Doué d'une mémoire surprenante, il savait par cœur dça chants en* tiers d'Homère, de Virgile^ du Tasse, de Schillerji et con* naissait Thisloire des sciences : hommes, ouvrages, date^. 'Il portait à Paria le clavi-«cylinâre > piano à sons prolongés, et de plus ses célèbres figura aoQusti^/^ ; il a'était rendu très-habile exécutant sur son instrument et co9iptait faire sensation plutôt comme artiste que comme savant. L'exécution me semblait traînante, larmoyante i élégiaque et d'nne^ impression monoM>ne, fatigante. M'a-> percevant qu'il avait une susceptibilité d'artiste , je n'osai lui découvrir entièr^nent ma façon de penser.
Il vint à Paria; on s'occupa peu de aon piano, mais ses belles expériences acoustiques attirèrent même Tattention de Napoléon. Il invita l'Institut à proposer pour aujei de prix extraordinaire le mouvement moléculaire ^es plaques élastiques. Lagrange conaidérait la question comme présentant des difficultés presque inaurmonubles ; Sophie osa l'aborder. En i8xi, elle présenta unç solution renfermant une équation défectueuse corrigée par Lagi*ange; en x8i3, elle obtint une mention honorable, et finit en i8i5 par remporter le prix. Ce succès répandit la réputation de notre célèbre compatriote dans le monde mathématique, la rangea désormais parmi ces êtres privilégiés qui, planant dans les hautes régions, aperçoivent et créent même des oasis dans des saharas* Depuis, elle développa et perfectionna la ihéorie des surfaces élastiques dans divers Mémoires insérés dans des recueils scien*
tifiques. En arithmologie , elle démontra des thëorimes nouveaux, que Legendre a admis dans son ouvrage. Une maladie cruelle mit fin à ses progrès, mais non k lUctivité de son esprit. Au milieu des douleurs atroces d'un cancer, elle se livrait a une composition philosophique que le mort vint interrompre. C'est ainsi que Condorcet, traqué et enfin déchiré par des tigres qu'il avait aidé à démuseler, rêva ses progrès de l'esprit humain, merveilleux édifice auquel il manque le nom de Varchùecte (voir la Note).
Le 17 juin i83i mit fin aux tortures et à la vie de l'illustre demoiselle âgée seulement de cinquante- cinq ans ; c'était une perte déplorable pour la science et pour la société. Elle était belle-sœur du membre de l'Institut Dutrochet, qui a attaché son nom à V endosmose. Son. neveu, M. Lherbette, député de l'Aisne, qui, sous la Restauration , a souvent défendu la cause libérale avec énergie et talent , a trouvé dans les papiers de sa nièce l'opuscule dont nous parlerons plus loin. Nul doute que les lettres de Gauss ont été conservées de même que celles de Sophie dans les papiers de Gauss. La publication de cette correspondance offrirait un haut intérêt de curiosité et d'instruction. L'opuscule publié deux années après la mort de l'auteur n'existe plus dans le commerce \ une nouvelle édition est très-désirable.
Note. On lit à la fin du huitième livre de VAnti-Lu^ crèce du cardinal de Polignac (vers 1741) <^8 belles pensées :
Silîcet astronomos et qui cœlestia quondam Lustrarunt occulis et quos nova protuHt «tas CoDtemplatores , aeterna Domine dignos Gensaimus , qood sint ausi signare figuram Astrorum , et spatia , et moles variosque meatuSi
Et causam supremam ipsis qu» tradidil aslris Materiam, formam atque situm, normamque movendi Legitimo , ingrati , laudura fraudamus honore ! Est grave mentis opus charta describere cœlum Ac terras , dupiicique globo diversa notare Climata, sidereumque rôtis effingere motum. Et potuit sine menti fabri consistere mundus 1 O pudor! O miser» veco{*s insania gentis! O mirum artificem ! Quis tam praeclara videndo Non stupeat genus esse hominum qui talia casu Facta velinty et materiae sine more vaganti Accepta haec référant; cura non sine mente, sine arte Tôt portentorum reddi raera possit imago !
PROCÉDÉS DE MULTIPLICATION USITÉS AD MOYEN AGE EN ITAUE
i^. La figure çxplique suffisamment le procédé. C'est la multiplication de i56y par 3a6. On fait les additions diagonalement. Le produit écrit autour est 1488843.
Nv 2 4\^
Nv 4 1 N^
Ce procédé se nomme per gelosia. La figure simule les jalousies d'une fenêtre.
Notre procédé actuel portait ces trois noms : 2^. Per scacvhero, par échiquier:
Per baricocolo, espèce de petits gâteaux rouds \
Per organettOj petit orgue.
B y avait encore les procédés :
3^. Per colanna^ On multiplie de télé tout le multiplicateur par chaque chiffre du raultiplicande et on n'écrit que les unités en retenant les excédants^ de sorte qu'on obtient tout de suite le produit sans avoir recours aux produits partiels. v
4**. Per repwgOj par composition 5 plutôt par décomposition en facteurs.
5^, Per crosetta, en croix. On additionne de tête toutes Jes unités, les dizaines, les centaines^ etc., ce qui oblige de multiplier en croix, et on obtient le produit sur une seule ligne. Ce procédé est encore en usage dans la multiplication par approximation.
6®. De Fiorentinî, des Florentins. On fait la multitiplication de gauche à droite.
7°. Per spezzatamentOy par morcellement. On décompose le multiplicateur par voie d'addition ; ce qui rend l'opération moins péi;iible. Exemple :
ao =3 + 4 + 5 + 8;
le produit par 6 se conclut de celui par 3 ; 8 de celui par 4, et 5 n'exige qu une dimidiation.
(Tartaglia, General Traitato cU numeri, libro secondo, p. 26). Cet ouvrage de i546 contient beaucoup de prix de denrées et de marchandises qui présentent de l'intérêt pour les économistes.
EXTRAIT D IINB LETTRE.
Le n'^ I de 1 858 du Bulletin de la Société des Sciences
( i5 ) historiques du département de l'Yonne renferme diverses lettres de Tillustre Fourier.
Dans celle du 32 mai 1788, adressée à M. Bonnard, son maître et son ami , datée de l'abbaye de Saint'^Bett'Oitsur-Loire, où il commençait alors son noviciat de béné*dictin, ou y trouve l'énoncé d'une question qui peut4tre par sa singularité pourra , si vous le jugea convenable j être soumise aux lecteurs des Nouî^ttes Annales,
« Voici , dit Fourier à son ami ^ une question d'un I) genre assea; singulier* Elle me vient d^ns l'esprit au 9 sujet de certaines propositions d'Euclide <lont nous » avons parlé quelquefois.
)) Disposer dans un même plan 1 7 (m ) lignes droites » de manière qu^eUes donnent 101 (n) points d'inter^ » section. Il faut supposer les lignes prolongées à Vin- » fini et qu'un point d^ intersection n appartienne pas » à plus de deux lignes. Il faut ramener le problème à » une pure analyse^ en sorte que m et n étant déter^ » minés^ on puisse pan^enir aux équations nécessaires. » Dans une autre lettre, Fourier déplore le malheur de sa situation.
« N'est*ce pas, dit-il, être condamné k l'ignorance » que de ne pouvoir lire d'autres ouvrages que les siens» )) C'est une privation dont toute la philosophie ne peut » se consoler. Je n'ai de livres à lire qu'un chétif exem- » plaire de Montaigne auquel il nuinque des feuillets que » je suis réduit à deviner. Je m'occupe un peu de grec; TU wus croirez bien que c'est plutôt pour lire Euclideet » Diopbante quePindare etDémosthènes....
Et plus loin :
n J'ai encore travaillé ces méthodes d'élimination; il » n'est pas diiScile de reconnaître conJ>ien celles dont » on fait usage sont défectueuses, mais il Test beaucoup » de leur en substituer de meilleures. Vous voyez bien
( .6 ) » qu'il faudrait que j'eusse sous les yenx Pouvrage de » M. Bezout sur le même sujet. Seul et sans secours , on » peut méditer mais non découvrir : souvent on fuit les )> hommes, on en devient meilleur mais non plus savant. » Le cœur y gagne et l'esprit y perd, etc. »
Cette lettre est datée du aa mars 1789, et à la suite se trouvent ces mots où le grand .analyste laisse entrevoir la prescience de sa grandeur future.
<c Hier j'ai eu vingt^quatre ans accomplis; a cet âge » Pascal et Newton avaient acquis bien des droits à Tim* » mortalité. »
Fourherat,
Membre de la Société historique de ITonne,
à Ancy-le-Franc.
NAGHINE A GAIGDLER DE SCHEUTZ PERFECnONNÉB.
Tout géomètre connaît la célèbre machine à calculer les séries, due au génie de M. Scheutz, Suédois, ou du moins en a entendu parler. Cette machine est fondée sur la théorie des différences introduite aujourd'hui dans l'en* seignement. M. Donkin, célèbre constructeur anglais, vient d'apporter quelques perfectionnements a cette admirable production. Un rapport approhatif est signé par MM. G.-G. Stokes, C. Wheatstone, R. Villis, et un second rapport aussi approhatif par l'illustre astronome G.-B. Airy (en date du 3i août iSSp). Par cette mac]|ine perfectionnée une Table àH annuité sur la "vie a été calcu^ lée et imprimée en soixante-quinze minutes; un calcula* teur par la voie ordinaire y mettrait c^mt soixante-quinze minutes, et encore le contrôle exige deux calculateurs. On ne peut rien ajouler à de tels noms, à une telle expérience.
BlBUeClAPlUB.
JouRHAL Fi}R DIE Reihb vjxb Akgewaiidte M jLTHEMÀTIR (GaELLE, t. LVII » a* cahier, iSS^ )
(votrt. V. p. 7C).
Mécanique.
Â« Clebsch (de Carlsruhe) (p. 93 à iio). Sur la figure d'un fil flexible,
ConDaissant la fonction des forces , Jacobi ramène les éqaations du mouvemeut à une certaine équation aux différences partielles. M. Clebsch applique la même méthode à la recherche de la figure que prend un fil flexible soumis k l'action de diverses forces en équilibre; le Mé* moire contient neuf paragraphes :
i^. Équations générales, Uétant la fonction des forces, T la torsion qu'éprouve l'élément ds , toute la théorie re«
pose sur ce que j Vds doit devenir un maximum entre
des limites données. On trouve pour l'équation aux différences partielles
fdfy (dvy /d\y idv ^a» ^ dv „
où V est une fonction de x, j^, z, 5, renfermant trois constantes arbitraires A, a, i, et Ton trouve pour la figure cherchée
dS dV ^ fiV
""^Th' "=50" P=rfï* KjOLy^ sont trois nouvelles constantes.
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2°. La chaînette ordinaire.
3°. Les deux extrémités du fil sont attachées à un axe de rotation 5 la figure d'équilibre est telle, que le mo* ment d'inertie du fil relativement à Taxe devient un maximum , elle est indépendante de la grandeur de la vitesse initiale; et on ramène l'intégrale à une fonction elliptique de troisième espèce. La figure est hélicoïde, se rapprochant et s'éloignant alternativement de Taxe.
4°. Lorsque le fil n'est pas libre; il est tenu de rester sur une surface donnée.
5**. Lorsque la surface donnée est de révolution.
6^. La chaînette sur la sphère.,
7**. Fil sur une sphère tournant autour d'un diamètre.
8^. Fil mince doué d^ élasticité , et dont la section transversale est si médiocre, qu'on peut négliger la résistance à la flexion.
9**. Fil mince soumis à la pesanteur.
Les deux derniers problèmes sont résolubles par des équations analogues à celles qu'on a trouvées pour les fils privés d'élasticité..
A. Clebsch (p. i49 à i68). Sur V équilibre des corps flottants.
La plus ancienne théorie sur la stabilité des corps flottants est celle du métacentre. En supposant le corps infiniment peu dérangé de sa position, on cherche les conditions qui doivent être remplies pour que le corps manifeste des dispositions à revenir dans sa première position , et l'on regarde la position comme stable et seulement stable lorsque cette condition était remplie. Celte théorie a été critiquée et rectifiée par M. Duhamel [Jour* nal de V École Polytechnique , Cahier XXIV). On pour-
( '9 ) rait signaler encore d'autres défauts de Fancieûne théorie ^ il peut se faire que le corps , dans le premier moment, no soit pas ramené, augmente, s'écarte davantage et soit ramené par Teffet des pressions hydrodynamiques avant que lies oscillations aient acquis une étendue appréciable. Dans ce cas le corps serait stable , contrairement à la règle du métacentre.
Abandonnant cette règle , on cbercba les équations des oscillations du corps, et l'on s'approcha ainsi d'une solution plus rigoureuse^ on trouve ces équations dans les traités de Poisson et de M. Duhamel . Toutefois ces équations sont fondées sur la supposition que , dans ces mouvements infiniment petits', on peut remplacer les pressions hydrodynamiques, celles qui résul len t du mouvemen t du fluide, par les pressions hydrostatiques que le fluide exerce quand il est en repos. Il est vrai que ces deux sortes de pressions diffèrent de quantités infinin^ent petites, de Tordre des vitesses ^ ce qui n'autorise pourtant pas à négliger les pressions hydrodynamiques ; car dans le voisinage de l'équilibre les pressions hydrostatiques se détruisent mutuellement*, mais il n'en est pas ainsi des pressions hydrodynamiques , car elles réagissent contre le mouvement du corps, et leurs effets sont du même ordre que l'effet total de la pression hydrostatique.
II résulte de là que les équations de mouvemeiit des corps flottants données jusqu'ici sont non-seulement inexactes, ne donnant au plus qu une première approximation^ mais sont complètement /au^^e^^ car elles négligent des termes de même ordre que ceux que Ton conserve.
M. Clebsch, et c'est le point principal de ce Mémoire, a égard aux termes négligés, et parvient, pour représenter le mouvement des corps , à une équation transcendante, par conséquent susceptible d'une infinité de formes,
(ao) ei la stabilité a Heu lorsque cette ëqaatiou n'admet que des racines négatives. La difficulté du problème n a pas permis de traiter à fond un cas spécial 9 et encore moins d'indiquer une règle générale simple.
Analyse.
C. W. BoRCHARDT (p. m à lai). Sur la représentation d'une résultante d'élimination correspondante à une représentation interpolatoire.
Soit
une fonction entière donnée par les valeurs
faisons
/(x) = (x — a,) (jc — a, ) (x — a,) . . . (jr — ««) , on a
i = il
«rf
(théorème connu).
C'est ce développement de f or qui est la représentation interpolatoire de f x.
Le but de ce Mémoire est celui-ci :
Soient les deux fonctions algébriques entières de degré n
chacune de ces fonctions est donnée par les ^valeurs qu'elles prennent en faisant
c'est*à«dire qu'on donne for,, tf^a^, 1 prenant les valeur» depuis zéro jusqu'à n ; Télimination de z donne «ne résul-*
iante fanction des coeffidents qu^on trouve de ces fonctiona, et ces coefficieots sont des fonctions de fa,-, ^a,- ; il s^agît d'établir directement, immédiatement cette résultante en fonctions de f (a«) , fp (a,).
M. Caylej a démontré (Nouuelles Annales, t. XVEI, p. 397) , que si l'on développe l'expression
suivant les puissances de x et dey, et aa JC*/* étant un terme général. Alors le déterminant D formé par les coefficients ail [ialk prennent les valeurs de o à n) donne la résultante. M. Borchardt suppose que les fonctions tfx et ^ (x) sont données soi» foime interpolatoire
+ «1- fx
Par d'admirables considérations sur un déterminant d'or^ dre (71 + 1)*9 le célèbre analyste parvient à trouver D en fonction de F (a,-, cci)\ ieik prenant toutes les valeurs de o à n.
M. Rosenham a le premier traité cette importante question (Crelle, t. XXX) , en supposant que (f(z) est donné par les n valeurs o (a,) et^j; (^) par les n antres valeurs ^ (/3.) j pour passer à la forme interpolatoire, il faut supposer que les a et les (3 coïncident, ce qui amène une grande complication, que M. Borchardt a évitée en abordant le problème directement. On apprécie Futilité
(aa) de ces recherches en considérant que dans les sciences physiques , les fonctions ne sont données que par leurs valeurs numériques.
C. W. BoECHÀRDT (p. i83 à i86). Comparaison entre deux formes de la résultante d"" élimination d'une inconnue entre deux équations,
i®. Première méthode d'Euler :
y(x) = fl« X* -h a^^t aT"^ -f- . . .
'»« = ««{-ï' — ai)(^— «a). • \x — gt.), y(x) = *« «" 4- ^«», x**-' -4- . . .
On forme le produit
Désignant la résultante de ^élimination x entre f(x) = o et 9 (x) = o par R , on obtient
Pour avoir P, désignons par A («i, a, , . . . , a„) le produit «A — «i î on prend toujours k > i ; A est connu en fonction des coefficients de f(x).
Posons
A = A(a,, a,,.. ., a«), B = AXp,,p,,...,p^).
'» p.> p:-..>pr
1 M+ll— t
oa aura D = (— i)*"" ABP , d'où P = fg-
2®. Deuxième méthode d'Euler; = celle de Bezout; = dialy tique de Sylvester.
On élimine les puissances x*, x*, a:", . . . , x""*^"* entre les m + /i équations
o=/j?; . 0==x/x; . . ., o==^-'/j:, o=fj:; o = x<px; ..., o = 4:*~*çj:,
et Ton obtient la résultante, au moyen du déterminant
<7«, ^1,. ... /In
O a«, . . . , Om—x o.o,
o o, , o.o/io, a, , . . ., a^
^•, ^1, , ^«-1, ^yiî o,. ,0
Oo» ^ij > ^»_i,^«,0, O
Les chiffres placés à gauche du premier trait indiquent les rangs des lignes horizontales.
Il faut démontrer Y identité T= R.
Multipliant, d'après la règle connue, les déterminants D et T, on obtient un nouveau déterminant, lequel étant développé donne
D.T = AB/p,/p,. . . /p.. Ta, «pa,. . . ya.
d'où
O. Hesse (à Heidelberg) (p. lyS k i8a). Nouvelles propriétés des substitutions linéaires qui transforment des fonctions homogènes du second degré en d^ autres qui ne contiennent que les carrée des variables.
M. Kummer est parvenu le premier & décomposer en carrés le carré du produit des différences des racines d'une équation ciibique , problème d'où dépend la recherche des axes principaux d'une surface du second ordre (Crelle, t. XXVI, p. a68).
Ensuite M. Borchardt, à Taide de la théorie des déterminants, est arrivé au même résultat, et Ta généralisé pour une fonction de degré n\ ce qui fournit un moyen de calculer les perturbations planétaires (Crelle, t. X3^ , p. 38).
Déjà Jacobi avait déduit le résultat Kummer de formules entièrement nouvelles (Giomale Arcadico, t. XLVIII), et (Crelle, t. XXX, p. 46) *, la dernière de ces formules est surtout importante; elle conduit k des propriétés nouvelles, but de ce Mémoire.
Soient Xi , Xt,. . •, X^, n variables liées aux n varia-
(-.5) bics .Ti , r, , . . . , x„ par les /* équations linéaires
X prcnanl successivement les valeurs i, a, 3,. . . , fi, on en déduit
(2) x^=: ^','^) X. ^ tfWx, -h. . . -h^W X„, formons un nouveau système de n équations
(3) Y, = eM y, -H cW /, -+- . . .-h ^W/-, d'où Ton déduit
et aussi Tidentité
(5) X,y.H-X,Y,-H...-hX„Y„=:j:,/.-hJr.r>+--*--^''^« Ci- Si 1 on élève les deux membres de^Téqualion (5) à la
;i*^"' puissance, et si l'on supprime de part et d'autre le
produit continu JJ (/*)=: i .2.3, . . /», on obtient Tidenlité i .
V- \ X«'X««...XÎ"Yf'Y?«...Y
= V- — î x?'xî» . . ..r«-rr'r?' ■ • '/»% ^ •
(*) Le lecteur peut vérifier en posant n = 2.
lîttlU'tin mathémaiique, t. VI. (AttîI 1860.)
Remplaçons dans le produit y** y^' . . . yâ" ? les/ par des Y déduits de l'équation (4)9 et désignons dans ce développement le coefficient de jj/,. . . /„ par
0C| 0C| • . . OCn 0C| OCj • • • OU» '
^^ "^a, a^...»n est une fonction rationnelle entière des a , et on laisse j:^' j:"* . . . x".
Alors le coefficient de Y» ¥,...¥« dans le premier membre est Xi Xf . -X„,
Et dans le second membre ^ ^a, a, ^T' ^î' • • • -3:* ' .
Donc
De même si Ton développe a:*' jc"« . . . a:*" à Taide de l'équation (3), et qu on désigne par
les coefficients de XiXi . • . X„, où E est composé en e comme A en a, on aura
(9) y.y.y....y.=2e..„. ..„.r?'r?-..-rr
Si Ton développe Téquation (7) suivant les puissances et les produits de x et jr^ et qu'on égale des deux côtés les coefficients de Xi Xt . .. X„ et de Y, Y, ,. . Y„ , on a
(10) « = 2 ^«,«....«. ^«.«....oc. P-«. «....«,»
premier nouveau théorème, déduit des substitutions linéaires.
Si
alors
second nouveau théorème, qui décompose Tunîté en carrés.
M. O. Hesse donne encore d'autres belles propriétés, ainsi que les formules de Jacobi.
LEIBNIZ
Dans une Lettre de Leibniz à I/Hospital, datée de Hanovcr (sic) 28 avril 1693, et insérée dans le t. II, p. 238-241 des Leibnizcns mnllicmatische Schriften, édités par C.-L Gerhardt, Berlin , i85o, on lit :
« Puisque vous dites que vous avés de la peine à croire qu'il soit aussi gcneral et aussi commode de se servir des nombres que de lettres, il faut que je ne me sois pas bien expliqué. On ne sçaurait douter de la généralité en considérant qu'il est permis de se servir de 2, 3, etc., comme de a ou de ft, pour veu qu'on considère que ce ne sont pas des nombres véritables. Ainsi 2.3 ne signifie point 6, mais autant qu'ai. Pour ce qui est de la commodité de l'épreuve par des nombres^ et même par l'abjection du novenairc, j'y trouve un très grand avantage même pour
(.8) ravaiicemcnt de Tanalyse. Comme c^est une ouverioi'e assez extraordinaire, je n'en ay pas encore parlé à d^auires, mais voicy ce que c'est. Lorsqu^on a besoin de beaucoup de lettres , n'est-il pas vray que ces lettres n'expriment point les rapports qu'il y a entre les grandeurs qu'elles signifient, au lieu qu'en me servant des nombres je puis exprimer ce rapport. Par exemple soyent proposées trois équations simples pour deux inconnues à dessein d'oster ces deux inconnues, et cela par un canon gênerai. Je suppose
et
(2) 20 -h 2iar-+- 22/= O
et
(3) 3o -h 3ix -h 32^ = o,
ou le nombre feinst estant de deux characteres, la première me marque de quelle équation il est , le second me marque à quelle il appartient (^). Ainsi en calculant on trouve par tout des harmonies qui non seulement nous servent de garans, mais encore nous font entrevoir d'abord des règles ou théorèmes. Par exemple ostant pre-
(*) Ces équations diaprés récriliirc actuelle sont
Biimiuunl ^, , x,, on a le dèlcrminaot
que trouve Leibniz j il Tait celte opération par lu voie ordinaire des multiplications.
( ^9) mieretneut y par la première et seconde equaiiou, nous aurons
et par la première et troisième nous obtenons
.^ l -H 10.32 -h ii.32ar 1
où il est aisé de connoistre que ces deux équations ne différent qu'eu ce que le charactere antecedant 2 est changé au charactere antecedant 3. Du reste, dans un même terme d'une même équation les characteres anteccdauts sont les mêmes et les characlercs postérieurs font une même somme.
» Il reste maintenant d'oster la lettre x par la quatrième et cinquième équation , et pour cet eilect nous aurons
qui est la dernière équation délivrée des deux inconnues qu'on voulait oster, et qui porte sa preuve par soy par les harmonies qui se remarquent par tout, et qu'on auroit bien de la peine à découvrir en employant des lettres a, 6, c, surtout lors que le nombre des lettres et des équations est grand. Une partie des secrets de l'analyse consiste dans la caractéristique, c'est à dire dans Tart de bien employer les notes dont on se sert, et vous voyés. Monsieur, par ce petit échantillon, que Victe et Des Cartes n'en ont pas encore connu tous les mystères En poursuivant tant soit peu ce calcul , on viendra à un ihcoreme gênerai
(*) Ici Leibniz écrit le second caractère sous la forme actuelle (rindicc.
( 3o ) pour quelque nombre de lettres et d'équations qu'on puisse prendre. Le voicy comme je Tai trouvé autre fois :
)> Datis œqualionibus quotcunque sufficientibus ad tollendas quantitates, quœ simplicem gradum non egre-diuntur, pro œquatione prodeuntê, primo sumandœ sttnt omnes cotnbinationes possibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens uniuscujusque œqualionis^ secundo y eœ cotnbinationes opposita habent signa, si in codent œquationis prodeuntis latere ponantur, quœ habent tôt coefficientes communes y quot sunt unitates in numéro quantitatum toUendarum unitate minnto^ cœterœ ha^ bent eadem signa (*).
» J'avoue que dans ce cas de degré simple on auroit peut estre découvert le même théorème en ne se servant que de lettres à l'ordinaire, mais non pas si aisément, et ces adresses sont encore bien plus nécessaires pour découvrir des théorèmes qui servent à oster les inconnues montées à des degrés plus hauts. Par exemple pour oster la lettre x par le moyen de deux équations dont l'une est de trois degrés et l'autre de deux, je suppose
I o j:^ -f- 1 1 •'•• -h 1 2^ 4- 1 3 = o et
20x' -h 2 1 ar 4- 22 = o,
OÙ le caractère antérieur du coefficient marque le degré dont il est coefficient, en remplissant la loi des homogènes {*'^) , ce qui sert à les observer dans tout le pro-
(*) Tous les tenues étant dans le môme membre, le nombre des inconnues étanl tty les termes qui ont en commun n— a coefficients ont des signes opposés et les autres ont même signe.
(* *; Cela revient à
fl,oJ^'-*-fl,iXH-fl„ = o; la somme des indices et des exposants est toujours !\.
(3. ) grès de Topéralion. Dans les équations plus hautes, pour mieux s'assurer du raleul, on peut au lieu du dernier terme prendre un nombre tel que réqualion donueroit eu prenant x pour Tunilé ou pour quelque nombre véritable, par exemple au lieu de
I0.r* -I- II x' -h I2.r-f- i3 = o,
on pour roi t écrire
prenant x pour lo, pourveu qu'on se souvienne que II220 signifie un solide ou une grandeur de trois dimensions ('*')', ainsi le calcul se vérifiera toujours en nombres véritables et se pourra même examiner à tout moment par Tabjection du novenaire, ou de Tondenaire, et neantmoins les harmonies paroisiront par tout substituant i3 pour II220. En calculant ainsi on trouvera des théorèmes et on dressera les tables que j'ay souhaittées. On voit aussi par là une chose que j'ai indiquée déjà dans les occasions, c'est que la perfection de l'analyse dépend de Tart des combinaisons qui est proprement la spécieuse générale (**). »
La réponse de FHospital est datée de Paris, i5 juin 1693:
« C'est avec un plaisir sensible, Monsieur, que je reçois vos lettres , j'y trouve toujours des vues nouvelles auxquelles personne n'avoit encore pensé. La manière
(*) Pranant on prend pour terme tout connu
(*>*) Spécieuse dans le sens do Viète, et signifie U représentation figurée de quantités.
(lonl vous vous servez dos nombres au lieu de leUres dans les cqua lions pour en liror ensuite des règles ou llicoremes est 1res ingénieuse, et comme l'analyse n'est que Tari d^abbreger les raisonnements et de représenter tout d'une vue à Tesprit ce qu'il ne pourrait appercevoir autrement que par un long circuit, il est certain que les caractéristiques en font la principale partie. Je ne doute pas que celle dont vous vous servez pour exprimer la situalion des angles et des lignes, et que vous appeliez caracteristica siius, ne contienne quelque chose de très beau et de 1res utile. Vous m'en eclaircirez davantage quand vous le jugerez à propos*, je crois avoir ouï dire que vous aviez aussi imagine une espèce de caractéristique pour servir à composer des machines de mécanique, cela peut estre d'un grand usage dans cette science qui n'est pas encore arrivée à la perfection (*). »
Ainsi l'origine des déterminants remonte à 1698 {**)^ c'est un nouveau bijou dans le splendide écrin immensément riche de l'auteur de la hiérarchie et de la caractéristique infinitésimales. Il a découvert non-seulement les déterminants de Cramer (1750), mais ce qui encore est plus essentiel , la caractéristique de Vandermonde (1772) ; l'admiration est au comble quand on entend l'illustre prophète proclamer, deux siècles d'avance, la haute position de cette caractéristique combinatoire dans toute l'analyse , position qui n'a été révélée que de nos jours.
Si l'on me demandait quelle est Tintelligence la plus intense en profondeur, la plus universelle en directions,
(*] Se trouve dans une lettre à HuyghenB datée de Hanovre, 8 septembre i679(GEaHARDT, t. H, p. 20). M. Babbage a inventé quelque chose d*analogue pour les machines.
{**) Date malheureusement trop mnémonique.
(33) dont Dieu ait gratifié la terre, depuis l'apparition de l'homme, je répondrais, sans hésiter : Leibuiz.
Les esprits sérieux, amis des fortes méditations, doivent une vive reconnaissance à MM. George Henri Per* thés, C.-I. Gerhardt et à notre compatriote le comte Foucher de Careil. Il est i désirer qu'on Toulût bien pour la partie mathématique consulter quelque géomètre /et* tré. Lorsque dans ce siècle utilitaire on rencontre un homme votant à la science abstraite ses veilles, sa for- ' tune , c'est découvrir inopinément une source vivifiante au milieu d'un Sahara-, nouvelle gloire que la France peut ajouter à Unt d'autres.
Inter scabiem lantam et coniagia lucri Nil parvum sapit tt sempcr sublimia carat.
(HoEAT, Epist, XII I lib. I, ad Icciuni.)
BiBUOGRAPHIL
SULLA GEOMETRIA ÀNALITIGA DELLB LrNfiE PlANE. OpUSColo
di Giuseppe Saccfiï, dottore in matematica. Pavia, i854', in-8 de viii-i3i pages; i planche lithographiée.
En i85o, le célèbre Bordoni, dont la science déplore la perte récente (*) , après quarante années de service universitaire prit sa retraite, et M. Sacchi le remplaça comme suppléant dans la chaire de Géodésie et d'Hydro-
(*) Le a6 mars 1860. U a appliqué le calcul des probabilitéB aux eia*> mens univenitaires. Nous ferons connaître ce Mémoire, si nous parrenons à nous le procurer. Jouissant d'une haute réputation au delà des Alpes , il est complètement inconnu en deçà. L^abbé Julien est le premier et le seul géomètre français qui Pait cité dans ses excellents Problèmes de Mécanique rationnelle.
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( 34 ) tnéirie. Il fit ce cours pendant huit années et enrichit la collection d'instruments appropriés à ce cours. Deux fois Bordoni le proposa an gouvernement autrichien pour être nommé définitivement; mais s^étant attiré Tanimadversion de ce gouvernement, il fut éloigné de Pavie et on le nomma professeur au lycée dit de Porte-Neuue à Milan, dont le directeur était commissaire de police. Occupant encore la même position, il est permis d'espérer que sous le régime actuel on réparera cette longue injustice, et (fh^on replacera M. Sacchî à Funivcrsité de Pavie, position où rappellent ses talents et qui est aussi dans Fintérèt de renseignement. L^analyse suivante est une pièce justificative.
Beaucoup de systèmes de coordonnées ont maintenant cours dans l'enseignement. Pour chaque question, il faut savoir discerner le système qui facilite la solution. Souvent même il convient d'imaginer un système approprié à la question. Lorsqu'une fonction représente une ligne sur une surface donnée et que la même fonction représente une ligne sur une autre surface donnée, mais ces coordonnées ayant une signification différente, alors beau-, coup de propriétés d'une de ces lignes peuvent se transporter sur Tautre. Ainsi la fonction ay H- ftjc -f- c représente une droite sur un plan et un cercle sur une sphère, mais les coordonnées étant des fonctions transcendantes des tangentes d*arcs, les propriétés des droites sur un plan sont transférées sur les cercles de la sphère, conception de Gudermann qui a ramené la sphéromélrie à la géométrie plane (*)* Découvrir de semblables connexions à Taide d'autres fonctions transcendantes pour chaque surface, est la besogne de Tavenir.
On peut aussi imaginer un système de coordonnées et réunir une suite de problèmes, comme applications. C'est
(*) Voir dans les Nouvelles Annales les travaux instructifs de M. Vannson.
(35) ce qu'a exëcuté avec talent le savant auteur de cet opuscule, titre modeste qui tient plus qu'il ne promet.
Soit ÂMB un arc de courbe plane*, d'un point Gxe O, considéré comme pôle, on abaisse une perpendiculaire OP sur la tangente à la courbe menée au point M^ on prend pour coordonnées OP et le rayon vecteur OM; Téquation d'une ligne est une relation entre ces deux lignes, et l'auteur établit quinze relations fondamentales qui facilitent l'emploi du système. L'utilité de ce système ressortit surabondamment des applications suivantes, qui en montrent la fécondité et très-souvent l'élégance.
Soît OA un axe polaire (A est sur la courbe) ; OT une perpendiculaire à OM et terminée à la tangente en M, de sorte que T est sur la tangente. Prolongeons la perpendiculaire TO jusqu'à ce qu'elle rencontre en N la normale menée en M et qui est parallèle à OP.
Notations.
0P = /?, MP = y, OM = r, POï=aa, TMO=p, MOA = «, MN=N, MT = T, R =r rayon de courbure en M , s = Tare AM , A = aire du secteur AOM ;
les accents désignent des dérivées par rapport à une variable quelconque, à moins qu'on ne la dénomme expressément. On a
XV) .^=;.R
Au moyen de ces formules, ou passe des coordonnées polaires ordinaires aux nouvelles coordonnées et vice versa.
P' Exemple. Cercle : r* — ^drcostù H- ^i* — a* = o^ équation
—- (r — ^costt) = ^/'sinu,
q (r — dcOA(>i)=zpdùn»j (r' — p')(r— cfcoso))' =:^M*(ï — COS^w).
(37) Eliminant coso^, il vient pour équation en nouvelles coordonnées
2,ap = /^ -h n* — rf'.
n* Exemple. Ellipse : aa^ nb axes; aa = arc polaire •, d = distance du centre à Torigine ; e* = a* — &* 5
r»(e*cos*« — a*)-H2 6VrcoswH- 6»(fl' — é^») = o,
équation polaire.
On en déduit
iM^ = <î» — eS c» = fl«4-^S /» = e»r»4- /iî»K
ni* Exemple.
(c, ) 4 ^ cos' w + r cos» — > 4^ = o > cissoide ,
(c,) 2acos'ft> + rcosM-f- 2A = o,
(<^«) (r^ -h fl*) cos» *- ar « = o , strophoide
en nouvelles coordonnées sont exprimées par les équations
IV Exemple.
/-"rra"*», d'où />»(m'r"*-f-ii*") = /w»r=«■»■^
171 == I9 spirale d'Ârchimède; m = a, spirale parabolique;
( 38) m ^ — I , spirale hyperbolique \ m = — 2, trombe;
r:=ae"", p= * spirale logarilhmique.
VI
I( r — 6 )* = a" co$/i »,
m = — I , /î = I , conchoide de Nicomètlc , iit = /i = I.
Remplaçant a et & par aa, 2 6, on obtient
conchoïde circulaire.
Faisant
2b = Éf,
on a le limaçon de Pascal , et
b=za^ ^ap^ = r^, cardioïde.
Faisant dans (/)
^ s= o, m = -- I , spirale de Cotes^
6 = 0, m = 1 rhodoracées de Grandi ,
/4» — a7*«(é" — o^cosmoi») H- tf*" =r o,
m = I9 ovales de Descartes ou aplanétiques ;
Propriété fondamentale r -f- /irj = A 5
r et Ti distance d'un point à deux foyers \
n, A constantes.
m = I, « = o, conchoïde circulaire;
mszi, e = o, b = a^ cardioïde ;
( 39 ) a = &, e = o, « = db I , conique.
Posant
il vient
(^3) 7.d^pr^-^ = r"" 4- c^ — a*",
m entier positif; c'est le lieu d'un point dont le produit de ses distances acix sommets d'un polygone régulier de m côtés est constant, a est le rayon du cercle circonscrit au polygone, et l'origine est au centre de ce cercle \ le produit constant est c~. Si m est négatif, l'équation est telle du lieu d'un point dont le produit des distances aux sommets d'un polygone régulier de m côtés est égal i la mf'"^ puissance de la distance de ce point au centre du cercle circonscrit au polygone régulier : cassinienne à m foyers.
m = 2, ellipse cassinienne;
Si c = a, m = I, lemniscate de Bernoulli ;
m = — 1 une droite;
m = — a, l'hyperbole équilatère;
m = - » cardioïde ;
m = ) parabole -,
m = o, spirale logarithmique ;
m = ^1 lieu du sommet d'une parabole touchant le
cercle de rayon 4^ et ayant pour origine le foyer, point Bxe placé sur la circonférence \
m= — ^9 caustique par réflexion de la parabole, les
rayons incidents étant perpendiculaires à Taxe ;
//i = ^, podaire du centre de la lemniscate.
Équation de Vjépilrochoîde.
a = rayon du cercle fixe ;
b = rayon du cercle se mouvant extérieurement sur le cercle fixe ^
m = — j — 9 c*=zd* — i", distance du point décrivant
M an centre du cercle mobile , Torigine est au centre du cercle fixe.
On parvient k cette équation directement, en considé*-* rant que N étant le point de contact des deux cercles correspondant à une position donnée du point M, MN est une normale à la courbe de cercle.
Changeant i en — &, on a Téquation de VfrypotrO"
choïde, cercle mobile intérieur.
Faisant
a= 6, /If =: a,
on a une conchoïde circulaire dont Torigine est au centre du cercle.
Si // = i, on a les épîcycloïdes.
Le chapitre IV traite des asymptotes, rayons de courbure, points d'inflexion, de rebroussement.
p Sous-tangentc = — ]
si donc pour r = ±: oo , ^ a une valeur finie réelle^ il y ^ des branches infinies.
Dans les coniques
R = — ^> origine au centre.
Dans Thyperbole équilatère
Dans la strophoïde (c»)
4£i« 3r»-ha»
Ainsi cette ligne n^a ni points d'inflexion ni points de rebroussement.
Le chapitre Y traite des développées, développaptes , trajectoires.
Soient r, p, q^ a [voir ci-dessus) les quantités relatives à un point d'une courbe donnée*, r^^px^ (]x^ ai les quantités correspondantes au point de la développée , on a [voir ci -dessus)
ir dp, dq
et, à l'aide des relations (I) et (VIII),
Eliminant r et p^ on obtient l'équation de la développée en Tj etpi;
Eliminant ^i, r,, on obtient l'équation de la développante.
Exemples :
p=.mr^ spirale;
/?, = /wr, , développée ; si l'on a
4/w/?' = (/w -i- i)'{/'— fl*), épicycloïde,
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on obtient
4«.pî = (. + ,)«[.î-(^)a.],
développée, seconde épicycloide;
a =: tf I • 0 = 0,,
rayons du cerple fixe et du rayon mobile. Si donc
la développée est une cycloïde égale h la cycloïde développante^ de même pour la spirale logarithmique.
Trajectoires.
Soit Féquation d'une ligne
ç(r,,/>.)=roî
faisons-la tourner dans son plan autour de son origine O
et soit
Féquation de la trajectoire qui coupe ces lignes sons un angle constant dont le sinus est égal à m. On a, diaprés un théorème projectif,
Pi =p v^i — fli' -+- gm ; petq ont même signification que ci-dessus ^ d'où
Exemples :
faisceau de droites passant par l'origine; la trajectoire est p =r mr^ spirale logaiithmique;
faisceau de cercles concentriques; trajectoire pz=zr^i — ntS spirale logarithmique ;
faisceau de spirales d'Archimède; trajectoire
p^{^à* H- H) = H [ma -*-r^i — w'), spirale logarithmique.
Si
m = I, OU a
OU
/uri + nr% = a, ovales de Descartes \
r, , r, rayons vecteurs allant à deux poinu Bxes;
a paramètre variable.
L'équation de la trajectoire orthogonale est
un§f" - 1*1 ung" -*- 04 = A
(pour ci> t^oir ci-dessus).
Si
l'ovale devient une conique et la trajectoire une conique confocale.
Note. Nous venons de recevoir les Mémoires de Rordoni, ainsi que les Manuels anglais publiés par les Rév. Galbrailb et Haughton -, on en rendra compte.
Traité de Perspective-relief, par M. Poudra^ iii-8 de 2a4 pages; i86o«
La perspective-relief est une application nouvelle de la géomëtrie. Cette science s'adresse à tous les arts d'imitation. L'ouvrage a reçu de rAcadémie des Sciences un accueil favorable; Tauteur a cru devoir en conséquence placer en titre, comme introduction, le Rapport instructif fait à celte Académie par deux de ses membres, MM. Poncelet et Chasles.
Les sculpteurs y trouveront des principes extrêmement simples pour la construction des bas-reliefs ; tout est ramené à la construction de trois perspectives planes sur les faces du parallélipipède qui doit contenir le bas-relief.
Les géomètres y trouveront les formules qui ser?ent à payer des coordonnées d'un pointa ceux du point homologue.
On y expose ensuite les principes sur lesquels repose le tracé des décorations théâtrales; ces coostructions sont un résultat de l'alliance de la perspective plane à la perspective-relief. Ces principes n'avaient jamais été exposés et ne pouvaient l'être avant que cette dernière science fût connue. On en tire quelques applications aux dioramas et panoramas et aux décorations dans les fêtes publiques.
Comme application à Tarchitecture, on y expose une théorie des apparences donnant une appréciation des causes diverses des illusions de la vue; l'auteur en déduit quelques principes sur la décoration des monuments et sur la position à leur donner pour rendre leur apparence agréable à la vue; il appelle l'attention des architectes sur ce sujet, qui peut faire éviter des erreurs de construction toujours fort dispendieuses à réparer.
Des applications de la perspective-relief à la décoration des parcs et jardins terminent l'ouvrage (voir Noui^elles jinnales^ t. XVI, p. 107).
NOTE SUR UN OUVRAGE DE JEAN GE\A
(TOir N00TILLB8 Amnalbs, I. X, p. 184} ;
Par m. GENOCCHL
Ayant passé quelques semaines à Plaisance, il y a plusieurs années, j'ai trouvé dans la bibliothèque communale de cette ville un exemplaire de l'ouvrage en question. Je transcris le frontispice: De re numaria quoad Jieri potuit geometrice tractata. Ad illustrissimos et excellentissi" mos Dominos Prœsidem Quœstoresgue hujus arciducalis Cœsari magistratus Mantuœ. Auctore Joanne Cev^a. Mantuœ, apudAlbertumPazzanum, J/npress. Arciduc.^ superioribus <^nnuentibiis. MDCCXL C'est un volume de 64 pages petit in-8". Après la dédicace il y a un second titre qui explique mieux le but de Touvrage, savoir : De monetis^ quibus de causis valores immutentur^ quidve curanduntj ut publico i'ndemnùaii consulatur. Ainsi le sujet est tout à fait du domaine de l'économie publique, et me semble traité d une manière remarquable pour sou temps. On y trouve des détails intéressants sur le taux des monnaies à Mantoue, à Milan, à Venise, sur les frais de fabrication, sur la valeur de Tor et de l'argent. Le rapport de l'argent à l'or était, dix ans auparavant, de 1 à i3, et s'était réduit alors à celui de i à i3 7. L'auteur veut bien que le souverain tire un profit de la fabrication des monnaies, dum id honesti limites non transeat. 11 propose qu'on ferme l'entrée aux monnaies de cuivre étrangères, et que les autres monnaies des pays étrangers et surtout des pays
( 46 ) limitropbçs soient reçues seulement pour leur valeur intrinsèque, ep exceptant toutefois les plus communes; il conseille de borner au nécessaire la fabrication des monnaies de cuivre, et qu'à l'exception de ces petites monnaies, sous, demi-sous, etc., dont la valeur normale sert à évaluer toutes les autres, on s'abstienne de donner aux monnaies un nom de leur valeur et exprimant une somme fixée de livres ou de sous. Il débute par des définitiom^ pétitions ^ solutions ^ puis viennent des théorèmes, des corollaires^ des problèmes : il démontre, par exemple, que la valeur intrinsèque des monnaies est en raison coniposée directe de la population et inverse de la quantité d'argent monnayé, ep prenant an terme moyen comme on démontre en géométrie que l'aire d'un rectangle est en raison composée de la base et de la hauteur*
NOTE SDR LB GENTRB SPONTANt DB ROTATION.
Ce point, qui occupe une si grande place dans la géo^ métrie et dans la mécanique, a été signalé et dénommé par Jean Bernoulli :
Foco sponianeum, quia a natura sponte guasieligî* tur, pro diversitate circumstantiarum^ ita ut non sil in potes late nostra illud ponere pro lihiiu ( Opéra omnia, t. IV, p. 5^68).
On trouve ce passage dans le n^ CLXXVII, qui porte pour titre Proposiiiones ojariœ mec/ianico^dynamicas.
Ces propositions sont au nombre de cinquante*neuf et méritent encore de fixer l'attention aujourd'hui, elles renferment ce qu'on a écrit de plus clair, de plus philosophique sur le mouvement de rotation et sur la question connexe des forces vivcs^ eu général, U)ut ce qu'il a écrit
(47) est mile à lîl^ et à méditer. Ce n'est pas seulement un géomètre^ c^est un savant et, qui plus est, un penseur: le charme de telles lectures rend fort ennuyeuses grand nombre d'autres lectures.
MOYEN HYDRODYNAMIQUE POUR TROUVER LAIRÉ D UN CERCLE
D APEis MAUROLTGUS.
On construit : i® un cylindre creux , ayant pour base le cercle et pour arête le diamètre de ce cercle ; tP un cube creux j ayant pour côté ce même diamètre. On place les deux corps par leurs bases, sur un plan horizontal , bien nivelé; ensuite, après avoir rempli d*éau complètement le cylindre, on verso cette eau dans le cube, qui ne sera pas rempli complètement. Multipliant la hauteur qu'atteint l'eau dans le cube par le côté du cube, on a l'aire du cercle servant de baée au cylindre [*). On trouve ce procédé dans la traduction d'Archimède, par Màurolycus, éditée pai* Gyllennius, Hesperius. Palcrme, i685.
On y indique aussi le moyen de trouver le centre de gravité d'une surface plane, en la suspendant à un fîl à deux points différents, moyen qui est aujourd'hui indiqué dans tous les Traités de Statique.
On lit ce qui précède dans l'ouvrage suivant : Admirandi Archimedis monuniènta omnia mathema^ tica quœ extant, quorumque cataïogum inversa pagina démontrât. Ex traditione doctisiimi viri £>. Francisci Maurolyci^ nobilis Siculi ahbatis Sanctœ MariœaPartu. Opus prûsclarissimun, nunc prius fypis commissum^à ma-
(") On n'insérera pas do démonstration.
(48) theseos vcro sludiosis enixe desideratum^ tandemque e fuligine temporum accurate excussum. Ad illustr. et re^ Ugiosissimum virum Fr. Simonem Rondinelli^ Sac. Bie^ rosolymitanœ Religionis Equitem laudatiss. S* Joan^ nis Baptistœ a Sai^iglîana, nec non Poudade a et S, Philippi de Osmo Commendatorem digniss. Uniuse Melilensibus triremibus olim strenuissùnum duciorem, plurimarunujue nav^ium Turcicaruni debelUUorem glo^ riosum, in urbe feliciss. Panormo pro sua sac. r'elig. pluribus annis vigilanliss. Legaium, Beceptorum ac Pto* curatorem generalem^ et inclytœ Reaccensorum jica' demiœ Orbe in ipsa eruditissimum principem Panormi. jépud D. Cyllennium Hesperium, cum lie. sup. MDCXXXF . Sunipt. Antonini Giardinœ bibliopolœ Panorm» FoL IF, 296 pages.
Maurolycus (François), né à Messine en 1494» <i*une famille originaire grecque de Fanariote, est mort le 21 juillet 1575. Grand géomètre, il se mêlait, à ce qu^il parait, d'astrologie. Don Juan Tayant consulté, il lui prédit, à ce qu'on prétend, la victoire de Lépante.
« Les plus grands hommes demeurent toujours enfants par quelque endroit. Ceux mêmes qui ont recon* nu l'illusion de ces présages en ont substitué encore d'autres plus ridicules à ceux qu'ils ont rejetés. Il semble que l'esprit humain ne puisse se défaire d'une folie, qu'en la remplaçant par une nouvelle, et que toute la perfection se trouve à changer seulement d'erreurs. » (La Motte, Œuvres^ t. III, 17149 p. 26.)
En 1714 La Motte a écrit l'histoire de notre temps. Extravagances pour extravagances, aux charlatans/i^T^nor manciensy nécroscopes, aux esprits frappeurs, médiums, etc, je préfère les horoscopes, les œuvres hermétiques, qui au moins ont été utiles aux sciences.
DISCOURS PRONONCÉ LE 8 FÉVRIER
~A LA SÉANCE ANNUELLE DE L'cNIVERSITÉ IMPÉAIALE DE SAINT-PfiTERSBOCRG,
Par p. TCHÉBYCHEF (*).
Messieurs,
Les sciences mathématiques, dès la plus haute antiquité, ont attiré l'attention d'une manière spéciale; de nos jours elles ont acquis encore plus d'intérêt par leur influence sur les arts et l'industrie. Le rapprochement de la théorie avec la pratique donne de très-heureux résultats, et la pratique n'y gagne pas seule; les sciences elles-mêmes se développent sous son influence: elle fait * découvrir des objets nouveaux de recherches ou des faces nouvelles dans les sujets connus depuis longtemps.
Malgré le haut degré de développement auquel sont parvenues les sciences mathématiques par les travaux des grands géomètres des trois derniers siècles, la pratique dévoile clairement leur imperfection sous beaucoup de rapports; elle pose des questions c ssentiellcment neuves pour la science, et provoque ainsi la recherche de méthodes entièrement nouvelles. Si la théorie gagne beaucoup aux nouvelles applications d'une vieille méthode ou à ses nouveaux développements, elle doit encore acquérir davantage par la découverte de nouvelles méthodes, et dans ce cas la pratique est pour la science un guide sur.
(*) Traduit du russe par M. Mention.
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L'aciivilé pratique de Thomme offre uiieexirêine dlver^ site, et pour en satisfaire toutes les exigences, le défaut de méthodes nombreuses et variées se fait sentir dans la science. Une importance parliculière s'atlache aux méthodes-que nécessite la solution des aspects divers d'un même problème général, savoir: Comment disposer de ressources données pour en retirer le plus grand profit possible ?
La solution des problèmes de ce genre constitue Tobjet appelé théorie des maximums et minimums. D'un caractère purement pratique, ces problèmes ont une importance particulière pour la théorie^ ils se rencontrent dans toutes les lois déterminant le mouvement de la matière, soit pondérable, soit impondérable. Il est impossible de ne pas reconnaître leur influence salutaire sur le déve*^ loppcment des sciences mathématiques.
Jusqu^à Tinvention de l'analyse infinitésimale, on ne , possédait que des cas particuliers de la solution de pareils problèmes ; mais ces solutions renfermaient déjà le germe de la nouvelle cl si importante branche des mathématiques, connue sous le nom de Calcul differentieLVonr montrer Tinfiluence des questions de maximum et dé minimum sur cette découverte, je rapporterai ici le passage du célèbre ouvrage de Newton, PhUosophice naturalis principia mathematica, où il parle de l'origine d'une découverte, dont les applications et les résultats sont aujourd'hui innombrables .
«Il y a dix ans (en 1677) , quand je correspondais avec le très-savant géomètre Leibnilz, je lui écrivis que j'avais une méthode pour la détermination de« maxùna et minima, pour mener les tangentes et résoudre d'autres questions analogues, et que cette méthode pouvait être employée avec la même facilité pour les équations tant irrationnelles que rationnelles. Je cachai alors ma méthode sous des
lettres transposées, dont le sens était le suivant : « Une w équation renfermant un nombre quelconque de quanti- » tés fluentes, trouver la fluxion et réciproquement. » A quoi l'illustre Leibnitz répondit que, de son côté, il avait trouvé une méthode semblable, et il me la communiqua dans sa lettre même. Cette méthode se distinguait de la mienne seulement par la dénomination et la notation. )> (Remarques sur la 7* proposition du 2® livre, édition de 1713.)
Mais la découverte du calcul différentiel et la solution de problèmes analogues à ceux qui y avaient conduit, n'épuisaient pas complètement le sujet; les recherches de Newton lui-même le manifestèrent: la question, qu'il résolut, de déteiminer la forme d'un corps qui, se mouvant dans un fluide, rencontre la moindre résistance, offrit un problème de maxima etminima^ essentiellement distinct de ceux pour lesquels on avait employé le calcul différentiel. La méthode générale pour résoudre les problèmes de ce genre, important surtout en mécanique analytique, conduisit encore à la découverte d'un nouveau calcul , connu sous le nom de Calcul des variations.
Malgré un tel développement des mathématiques, relatif à la théorie des maximums et minimums^ il est aisé de remarquer que la pratique va plus loin, et exige la solution de problèmes sur les maxima et minima^ encore d'un nouveau genre, essentiellement distinct de ceux qui ont recours aux calculs différentiel et des variations.
Comme exemple de semblables questions et de leur résolu tion, nous pouvoirs présenter nos recherches sur le parallélogramme de Watt, imprimées dans les Mémoires des Savants étrangers de noire Académie pour 1 854- Par les résultats auxquels nous sommes parvenu, en examînantja méthode nécessaire pour déterminer la meilleure construction des mécanismes de cette espèce, on voit que
daus ce cas les questions pratiques conduisent à beaucoup de résultats théoriques intéressants pour la science; que, des méthodes provoquées d'abord par la pratique, découle le moyen de résoudre de nouvelles questions théoriques, intéressantes même indépendamment de leur signification pratique (*).
Le tracé des cartes géographiques offre un autre exemple, particulièrement remarquable, de questions de ce genre. Daus Tétat actuel de la théorie des cartes géogra-
{*) Ainsi nous trouvons ici, entre autres choses, la solution de la question suivante : « Une fonction entière
*"-h Ax»"-' H-B Jc*"' -+- Cx" -h. . .-4- H
variant nécessairement avec x, quel sera le moindre degré de sa variabilité? B Et ensuite : a Par quelles valeurs de A, B, C,..., H attoint-elle cette limite? • La solution de ce problème fournit beaucoup d'intéressants résultats d'algèbre supérieure. Par exemple :
1®. Si Ton a l'équation
/•(x) = x"-hBx'— '-+-Cx''"'-f'...-+-H = o,
alors entre les limites ^et A + 4 \l ■> il se trouve au moins une
racine d'une des équations
Le signe du radical se détermine par celui de la fraction ^^ ■ Ceci est
d'une application importante dans la séparation des racines par la méthode de Fourier.
2^. Dans l'équation
:t'"-^'-t.Bx*— H-Cx»''-V...-+-Hx±:K = o,
il y a toujours une racine entre — 3 \/-« et =b a i/- y d'où résulte
cette propriété des équations :
Dans l'équation
x""-^' 4- B X*"-* -h Cx'"-*-h. . .4- H xdbK = o,
renfermant x à des puissances impaires, si K est compris entre— a et •■¥■ i, il se trouve, entre les mêmes limites^ au moins une racine.
phiques , on peut enseigner en nombre infini diverses mé* thodes pour leur tracé, de manière que les éléments trèspetits de la terre conservent dans la représentation leur véritable forme. Mais puisque, en outre, par la propriété de la terre d'être sphéroïdàle, l'échelle de représentation de ses divers éléments varie nécessairement, les éléments égaux, pris à des endroits différents, seront représentés sur la carte avec des dimensions différentes. Plus les changements d'échelle seront sensibles, plus inexacte sera la carte géographique. Et puisque la grandeur de ces variations d'échelle , sur l'espace d'une même portion de surface, est plus ou moins forte, selon la méthode de projection, la question suivante se présente naturellement :
Pow* quelle projection ces changements d'éclielle seront-ils le plus petits possible ?
Dans une Note que j'ai lue à l'Académie des Sciences, dans sa séance du 18 janvier, j'ai montré que ce problème, traduit en analyse, se ramène à un problème spécial de maximum et minimum , essentiellement distinct de ceux ^u'on résout dans les calculs différentiel et des variations. Ce problème ressemble à ceux qui ont fait l'objet du Mémoire précité sur le parallélogramme de Watt ^ mais il se rapporte à une classe plus élevée: là on cherchait quelques constantes, ici on demande de trouver deux fonctions inconnues , ce qui correspond à la détermination dVne quantité infinie de constantes. Cela établit entre ces problèmes une différence analogue à celle qui existe dans les problèmes du calcul différentiel et du calcul des variations. Sous le rapport théorique, cet objet est d'autant plus intéressant qu'il se ramène à la recherche d'une iéquation aux dérivées partielles, particulièrement remarquable, exprimant, entre autre choses, l'équilibre de chaleur dans lespla..jues infiniment minces. Ainsi, le problème sur les projections de cartes les plus
avantageuses est liée à cette propriété remarquable de la chaleur: Dans l'équilibre de chaleur d'une plaque circulaire infiniment mince, la température du centre est la moyenne de la température de tous les points de la cir* conférence; de même pour la sphère, la température du centre est la moyenne des températures à la surface.
La solution définitive de la projection la plus avantageuse pour les cartes est très-simple : la projection la plus avantageuse, pour représenter une partie quelconque de la surface terrestre, est celle dans laquelle aux limites de la représentation l'échelle conserve une même grandeur facile à déterminer, d'après la grandeur normale de Téchelle adoptée. En ce qui touche la détermination de la projection Jouissant de cette propriété, elle se réduit *au problème ordinaire dans lequel il s*agit d'intégrer une équation aux dérii^ées partielles , où la valeur de l'intégrale aux limites est donnée, limites entre lesquelles elle doit rester finie et continue.
Ainsi, pour la représentation de chaque contrée sur la carte, il n'y a qu'une projection la plus avantageuse. Elle se détermine par la position de la contrée par rapport à l'équateur et la forme de ses limites; en outre, les parallèles et les méridiens représentent diverses lignes courbes, mais généralement approchantes du cercle et de la droite, si Ton projette une petite portion du globe terrestre. Ces lignes se construiront par points sans aucune difficulté.
Les cas où les parallèles et les méridiens se transforment complètement en cercles ou lignes droites^ sont surtout remarquables*, cela facilite notablement le tracé des cartes de dimensions minimes. Lagrange, dans ses Mémoires Sur la construction des cartes géographiques (nouveaux Mémoires de l'Académie de Berlin, 1779) a déterminé toutes les projections où cela a lieu. En se fondant sur la
(55) propriété générale de la projection la plus avantageuse, il n'est pas difficile de montrer pour quels pays il conviendrait de s'en servir: les limites de ces pays se détermineront par les points pour lesquels Téchelle, dans ce genre de projection , conserve la même grandeur. Les limites déterminées de cette manière représentent généralement des courbes assez compliquées. Mais, à mesure que r espace décrit diminue, elles se simplifient et convergent rapidement vers des ellipses, tellement qu'elles ne diffèrent guère de ces lignes, pour la représentation de contrées assez étendues, comme par exemple la Russie d'Europe. Ces ellipses ont des positions connues, déterminées; leur centre se trouve au centre de projection 5 l'un des axes est dans la direction du méridien. Le rapport des axes de ces ellipses se détermine au moyen de la position du centre, relative à Téquateur, et d'une certaine quantité queLagrange appelle exposant de projection.
Réciproquement, pour la représentation de chaque partie du globe, assez petite et bornée par une ellipse semblable, on peut trouver la méthode de projection, suivant laquelle les parallèles et les méridiens seront des lignes circulaires ou droites, et qui donnera une représentation approchant de la réalité. Mais pour cela, d'après ce qui a été dit plus haut, le centre de projection et son exposant doivent être choisis d'une manière convenable, d'accord avec la position du pays et la forme des frontières (*). De là des méthodes particulières de projection,
(*} L'exposant de projection se détermine par la formule
OÙ l est la latitude du centre , n le rapport de Taxe dirigé suivant le méridien à l'autre axe. ( Voyet ma Note Sur la construction des cartes géogra^ phiques, lue à l'Académie le 18 janvier de la prétente année. )
(56) OÙ l'on conserve la similitude des éléments infiniment petits, telles que: stéréographique , polaire et horizontale, projection de Gauss etde Mercalor, qui se concluent toutes de la méthode générale par une hypothèse particulière sur le centre de projection ou Texposant. Elles ne peuvent donner une représentation approchant de Fexactitude que dans des cas particuliers connus.
Ainsi, si Tellipse ci-dessus mentionnée se transforme eu cercle, Texposant devient égal à l'unité, et la projection la plus avantageuse se réduit en général à la projection stéréographique horizontale, qui se transforme en polaire y quand le centre du cercle coïncide avec le pôle de la terre. A mesure que Taxe de l'ellipse, dirigé selon le méridien, diminue, la projection la plus avantageuse s'approche de celle de Gauss. Le centre s'approchant de Féquateur, cette projection devient celle de Mercator.
Il est clair, d'après cela, que, ayant en vue d'obtenir la meilleure représentation cartographique de pays différents , on ne peut se borner à un seul ou plusieurs des procédés particuliers, mais qu'il est nécessaire d'employer la méthode générale, en choisissant chaque fois convenablement et le centre de projection et la grandeur de l'exposant.
D'après ce qui a été dît plus haut , cela s'effectue aisément, par la projection d'une partie du globe dont les limites représentent une ellipse , avec un axe dirigé selon le méridien.
Mais la pratique n'offre jamais de cas aussi simples; les frontières des divers pays ont toujours la forme de courbes extrêmement irrégulières. Malgré cela, pour la meilleure représentation d'une contrée pas trop étendue, on peut déterminer la position du centre de projection et la grandeur de l'exposant, en comparant la forme des frontières a l'ellipse ou aux autres sections coniques.
(57) Pour cela il suiSt d'avoir une repi^sentation approchée du pays, pour la projection duquel on cherche le centre et l'exposant les plus avantageux, et à cet effet on peut employer une cai'te tracée par quelque méthode que ce soit. Â proprement parler, ici trois hypothèses sont à faire, qui donnent le principe de trois solutions distinctes^ mais, en le3 comparant entre elles, il ne sera pas difficile de trouver la plus avantageuse. i° On peut regarder la contrée à projeter comme une^ portion d'espace bornée par une ellipse, avec un axe dirigé selon le méridien ; pour les pays où la plus grande étendue en méridiens et parallèles se trouve presque opposée au centre , cela correspond toujours à la solution la plus avantageuse : ce cas se rencontre le plus dans la pratique, a^' On peut regarder la contrée à projeter comme une portion d^espace comprise entre deux ellipses , deux hyperboles ou deux paraboles semblablement disposées : cela peut donner la solution la plus avantageuse, seulement pour les pays recourbés en forme de faucille ou offrant une bande étroite inclinée sur les méridiens et les parallèles. 3^ Enfin elle peut être comparée à un espace compris entre les branches de deux hyperboles opposées : cela correspond aux contrées dont les frontières sont sensiblement courbées en face du centre (*).
(*) Pour un espace qai, dans la projection stéréographique horizontale avec le rayon =b i, est borné par l'ellipse
la limite des changèmcnls d'échelle (la différence entre la plus grande et
an*/.' la plus petite, divisée par Téchelle moyenne) s'exprime ainsi: -^ — — ;
pour Tespace entre les deux ellipses
ttullctin mathématique, t. VI. (Août 1860.)
En nous arrèianl-â la première hypothèse, qni com* prend la plus grande partie des cas qu'on rencontre dans la pratique, nous remarquerons que , parmi la quantité d'ellipses qui peuvent être décrites autour de la contrée à projeter, la projection la plus arantageuse se déterminera par la plus petite, si pour la comparaison des diverses ellipses entre elles nous adoptons la longueur de leur diamètre moyen, également incliné sur les axes.
D'après la forme des frontières, il n'est pas difficile de reconnaître les points sur lesquels cette ellipse s'appuiera, et par eux de trouver les axes et le centre. Le centre de cette ellipse sera le lieu le plus avantageux du centre de projection; la position de ce centre et le rapport des axes de Tellipse se détermineront au moyen de l'exposant le plus avantageux. Tout ceci se rapporte principalement à la représentation des contrées très-petites; mais pour les contrées étendues, d'après la méthode générale d'approxi*
celte limite égale -^ — ; — ^ ; entre les deux hyperboles
a» A»" ' a* b'" ' elle égale ■ ^ < ^ a» \ ' ^^^'^ ^^ ^^"^ paraboles
elle est é(^a1e li a ( a — a' } ; enfin dans Tespace entre les branches des deas hyperboles opposées
la limite du changement d'échelle ^ale ^J^ "^J^ • Cela résulte des dernières équations do la note plus haut mentionnée et est exact jusqu*à tang* - près, où h est la distance angulaire des points du poys projeté au point adopté pour centre de projection stéréographique.
(59) mation successive, il est aisé de trouver les corrections et pour la position du centre et pour la grandeur de Tex* posant. Ainsi s'obtiendra la méthode la plus avantageuse de tracé géographique d'un pays donné, dans lequel les parallèles et les méridiens restent des cercles.
On voit donc que le tracé des cartes géographiques appartient au nombre de ces questions pratiques, qui se résolvent diversement pour les diverses contrées*, que la méthode de tracé, avantageuse pour la France, TAIlemagne ou FAngleterre, peut être désavantageuse pour la Russie. En outre, par son étendue, la Russie offre des difficultés particulières dans la représentation cartographique; c'est pourquoi le choix de projection le plus en rapport avec son espace, la forme de ses frontières et sa position relativement à Téquateur, a une importance spéciale. Sans parler des cartes embrassant toutes les parlies de la Russie, les cartes de ses diverses parties présentent des variations d'échelle très-sensibles. Ainsi, en pro* jetant tout ce qui lui appartient du côté des monts Ourals par la méthode de Gauss, on admetdes variations d'échelle de plus de ^; ce qui, pour la mesure des surfaces^ donne une différence de un mille carré sur dix^ erreur très-sen* sible. Les erreurs deviennent moindres par la projection stéréographique horizontale, avec un centre convenablement choisi \ mais la différence d'échelle atteint 7;, ce qui fournit pour l'évaluation des surfaces une erreur de un mille carré sur dtx^sept. Ces erreurs ne so^t pas assez petites pour être négligées; le moyeu de les diminuer consiste à déterminer la projection correspondant le mieux à la forme et à la position du pays projeté.
En examinant sur la carte cette partie de la Russie, nous remarquons que dans le contour général de ses limites, elle est loin d'être une ellipse don t l'axe se dirigerait selon le méridien ; et, dans ce cas, comme nous l'avons vu, on ne peut
(6o) parvenir à la meilleure représentation, en conservant pour méridiens ou parallèles des cercles ou des lignes droites.
Simplifier ainsi la construclion de sa carte, ce serait diminuer sensiblement le degré d'exactitude de la représentation . Pour atteindre la représentation la plus exacte, il est nécessaire de déterminer, d'après ce qui a été dit plus haut, la méthode de projection, en intégrant une certaine équation . Puisque l 'intégration doi t être effectuée sous des conditions dépendant de la forme des limites et que ces limites présentent toujours des courbes compliquées, il s'entend que l'intégration exacte est impossible. Mais la pratique ne l'exige pas. Il lui suffit de se borner à des variations d*écbelle de dix-millièmes, et dans ce cas tout repose sur la détermination de certains coefficients qui, avec une précision suffisante pour la pratique, peuvent être calculés d'après la forme des limites, si recour* bées qu'elles soient. Quant aux parallèles et aux rnéri* diens, ils se construiront par points sans difficulté*
Passant à la méthode la plus simple de tracé des cartes, où les parallèles et les méridiens représentent des cercles ou des lignes droites, nous i*emarquons que les possessions de la Russie, du côté des monts Ourals , du Caucase et de la Géorgie, s'étendent plus du nord au sud que de l'est à l'ouest; des lors on ne peut comparer cet espace à un cercle, encore moins à une ellipse dont l'axe dirigé du nord au sud serait très-petit, en comparaison de Taxe dirigé de l'est à l'ouest. Par conséquent , d'après ce qui a été dit ci-dessus, ni la projection de Gauss, ni la projection stéréographique ne correspondent à la forme du pays. Appliquant au cas actuel la méthode de détermination du centre et de l'exposant que nous avons montrée, nous remarquons que le centre de l'ellipse minimum qui , ayant uu axe dirigé suivant le méridien, embrassant toutes les possessions ouraliennes de la
( 6. ) Russie, y compris ]e Caucase et la Géorgie, se trouve entre Jaroslaf et Ouglitch , à 5y^ de longitude et 57^,36' de latitude*, le rapport de ses axes est égal à-^. Partant de cette ellipse, nous trouvons qu'à la projection la plus avantageuse correspond l'exposant 1,0788 (^). Cette grandeur ne diffère de i, exposant de la projection stéréographique , que d'une quantité inférieure à un dixième. Mais une telle différence a une notable influence sur le degré d'exactitude de la représentation. Nous avons vu que la projection stéréographique, pour la position la plus avantageuse de son centre, sur l'espace de la portion de Russie examinée par nous, offre une variation d'échelle allant jusqu'à 77 • ^^ adoptant la quantité trouvée 1,0788 pour l'exposant de projection et plaçant son centre entre Jaroslaf et Ouglitch (à 67° de longitude, et 57^4^'3o'^ de la latitude), nous avons obtenu une carte de cette partie de la Russie, où les changements d'échelle ne dépassent pas -^ , et c'est le plus haut degré de précision qu'on puisse atteindre , en conservant pour parallèles et méridiens des cercles et des lignes droites.
C'est ainsi, Messieurs, que la majeure partie des questions pratiques se ramène à des problèmes de maximums et minimums^ entièrement nouveaux pour la science; et ce n'fst que par la solution de ces problèmes que nous pouvons satisfaire aux exigences de la pratique qui cherche partout ce qu'il y a de meilleur, ce qu'il y a de plus avantageux.
(*) Par la formule de la remarque faile page 55, pour / = 57<'36', n=i>7, Vexposant est 1,0675. Calculant les corrections, nous trouTons qu'où doit augmenter ccttA quantité de 0,01 13, et que la latitude du centre de projection est égale à 57» 36' -t-6' 3o* = 5;® !\i' 3o*. Sa longitude reste égale à 67*'.
BURGI (JOBST)
ET SENS tfÉVÉRiEN DU MOT LOGARITHME (•);
D*APBis M. WiLBKM MATZKA, Professeur à Vanirersité de Pra^e.
En 1620 Burgi publia l'ouvrage suivant :
jirithmetische und geometrische Progrès s-^Tabuleii, sambt grûndlichen Unterricht^ -wiesolchè nûtzUch in aller/eyrechnungen zu gebrauchen und vers tandenverden soi. Gedruckt in der alten stadt Prag^ bei PanlSessen, der loblichen Unwersitet buchdrucker. Im jahre i6ao.
c( Tables progressives arithmétiques et géométriques, avec une instruction solide pour les comprendre et s'en servir utilement dans toutes sortes de calculs. Imprimé dans l'antique ville de Prague, par Paul Sessen, imprimeur de la louable Université. Dans l'année 1620. 11
Format petit in-4 de 7 feuilles et demie.
UJnsiruction solide a été omise, il n'y a que les Tables : de sorte que le but véritable de ces Tables n'était pas bien connu. Cela a contribué à faire croire que Burgi a inventé les logarithmes longtemps avant Neper^ à quoi il faut ajouter l'assertion de son beau-frère Bramer que nous avons citée [Bulletin, t. IV, p. Sj), et surtout ce que dit Kepler avec tant d'assurance dans ses Tabulœ liudolphinœj fol. Ulmae, 161 7 :
Hoc inquam si expetis : ecce tibi apices logis liai Jusio Byrgio multis annis ante editionem neperianam, viam prœii^erunt ad hos ipsissimos logarithmos, Elsi homo
(») Journal de Gruncri, t. XV, p. 131 ; i85o et t. XXXIV, p. 349; i8(k>.
(63) cunctator et secretorum suorum cusios^fœtumin parla deslituit^ non ad usils publicos educavir.
D'après cela, des doutes sur la priori le de l'invention étaient légitimes, et M. Matzka, dans son Mémoire de i85o, se prononce même en faveur de Burgî ; mais depuis la question a changé de face. M. le D' Gieswald, professeur en premier du gymnase deDantzig, a eu le bonheur de découvrir dans la Bibliothèque de cette ville le manuscrit de VInstruction solide ci-dessus mentionnée, et Ta publié in extenso (p. 26-36) dans sa dissertation Pf^ogramme scolaire (*) de i856 :
Justus Bjrrg als malhematiher and dessen Einleitang in seine logarithmen.
a J. Byrg comme mathématicien et sur son Introduction à ses logarithmes. »
Dans la préface k cette Instruction^ on lit :
Betrachtent derowegen die eigenscha/l und corres^ pondenz der a progressen alz der arithmetischen and der geometrischen ; dos was in der ist multipliciren^ ist in jener nur addiern^ und was in der ist dii^idiern in jener subtrahiren; und was in der ist radicem qaadra* tam extrahiren^ in jener nar isi halbiren\ radicem cubicam extrahiren^ nur in 3 div^idirn^ radicem zensi in 4 di- {fiern. sursolidam in 5 und alsofort in andern quantitaten.
« Considérant à cet effet la propriété et la correspondance de deux progressions, telles que l'arithmétique et la géoniétrique, ce qui dans celle-ci est mu/^ij^/zer est dans celle-là seulement additionner^ ce qui dans celle-ci est
(*) 11 est d*usage en Allemagne que les directeurs on supérieurs des collèges publient à la fin de Tannée scolaire, non pas des discours qui le plus souvent impatientent les éléres et ennuient les spectmteurt, qu'on croit auditeurs, mais des dissertations scientifiques, curieuses et instruotives.
(64) diviser est dans celle-là soustraire^ ce qui dans celle-ci est radicem quadralam extrahere, est dans celle-là dimi" dier; radicem cubicam extrahere^ seulement diviser par 3 ; radicem zensii^^r^^ sursolidam par 5^ et ainsi de suite pour les autres quantités. »
Mais tout ce paragraphe de Burgi n*est que la traduction presque littérale d'un passage de Tarithmétique de Micbael Sliffel (voir Bulletin, t. I, p. 71), dans son Ariihmetica intégra (i547, P* ^49)- Sliflel place l'une au-dessous de Tautre les deux progressions :
Et dit là-dessus :
Qualiaque facit progressio geometrica multiplicando et dividendo, talia facit progressio aritkmetica addendo et sublrahendo.
Et Lib. I , p. 35, il ajoute :
jidditio in arithmèticis progressionibus respondet multiplicationi in geometrici^. — Substractio in arithmèticis respondet in geomelricis dii^isioni. — Div^isio in arithmèticis progressionibus respondet extract ionib us radicum in progressionibus geometricis^ ut dimidiatio in arithmèticis respondet extractioni quadratœ in geome^ tricis, — Triplatio in arithmèticis respondet multiplica-' tioni cubicce in geometricis, — Quint uplatio in arithme^ ticis respondet multiplicationi surdesolidœ in geome^ tncis. Et sic de aliis in infinitum.
Burgi dit presque mot à mot la même obose et même la phrase finale.
Llnslruclion solide débute ainsi :
Zu diesen Tabulen Jindet man Zweierley Zahlen :
( 65 ) eifie mttt rothen Caraciern, welche wie einem ieden leichtlich zu sehen^ nichls anders dann ein arilhmeschev progressa die andre aber mit schwarzen niçhts anders dann ein geometrischer progress ist : und auf das wir m diesem desto kurzer durchgefien, woll wir dorihin den arithmetischen progress die rothe et den geometrischen progress die schwarze zahl nennen, damitaucheinieder die fundamenta dieser tabulen grundlicher fasse und dieselbige besser gebrauchen, so wollen wir in folgender begriff dieser a progressen fur augen stellen und dieselben mit etlichen exemplen erklaren.
,., ., o. 1.2. 3. 4- 5...(ro^4) Anthmetik . . . 7-5 — ^-5 ' , ' .*
<c Dans ces Tables, on trouve deux sortes de nombres : les uns en caractères rouges, qui, comme chacun le voit facilement, ne sont autres qu'une progression arithmétique \ mais les autres noirs ne sont autres qu'une progression géométrique : mais afin d'abréger le trajet, nous appellerons nombre rouge la progres^on arithmétique et nombre noir la progression géométrique, et afin que cliacun saisisse à fond les fondements de ces Tables et puisse mieux s'en servir, nous voulons mettre sous les yeux la propriété de ces progressions et les expliquer par quelques exemples :
rouge) 1 .2.4.8. 16.32. . .(noir
Ainsi Burgi se sert des deux mêmes progressions que Stiilbl, et quoiqu'il ne le nomme nulle part, il dit partout que d'autres arithméticiens, et entre autres un nommé Simon-Jacob Zons, ont traité des propriétés de ces deux séries. De là il résulte avec évidence qu'il n'a pas voulu passer pour l'invenlcur de la relation entre les nombres
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(66) rouge8 et noirs, de ce qu^on nomme aujourd'hui logarithme et logariihmand (*),
Dans la préface citée ci-dessus, il dit même expressément ;
So habe ich nichts nutzlicheres erachlet, al$z dièse Tabulen also zu continuem, dass aile zahlen so vorfallen in derselben mogen gefunden werden, auch welcher continuation dièse Tabulen erwacfisen.
« Ainsi je n'ai pensé rien de plus utile que de continuer ces Tables, de manière qu'Sn puisse y trouver tous les nombres qui se présentent \ cette continuation a donné naissance à ces Tables. »
Ainsi Burgi se donne seulement comme continuateur de Tables qui ont existé avant les siennes.
Burgi met dans le rang des nombres rouges toutes les dizaines
O. I0.20.30... lOO.IIO. I20
(terme général ion).
Au-dessous de zéro, il met le nombre noir loooooooo (huit zéros).
Au-dessous de lo, il met le nombre noir loooioooo.
Ainsi en style moderne, le terme général de sa progression géométrique est lo". (looi)".
Si Ton prend pour unité un dixième, la progression rouge se change en
et en divisant chaque nombre noir par 10^, la progrès* sion noire devient
i,ooi
(*) Les Allemands emploient ce mot pour désigner le nombre correspondant à un logarithme.
Stifiel avait adopté a** pour la progression géométrique, à quoi Burgi substitue (1,001)".
Dans nos Tables, les nombres se suivent selon l'ordre naturel, et les logarithmes approchés sont placés vis-à-vis ; dans les Tables de Burgi, ce sont les logarithmes qui sont disposés suivant Tordre naturel i , 2 , 3, • • . , et les nombres approchés sont placés en regard. Ce sont des Tables dites antilogarithmiques, beaucoup moins commodes que les nôtres.
On peut conclure, de ce qui précède, que SlifTel le premier a vu la possibilité de remplacer les multiplications, etc., par des additions, à raide de deux progressions correspondantes (voir Nouvelles jénnales, t. V, p. 496) •, que divers ont calculé, à cet effet, les termes de ces progressions en les réduisant en Tables, et que Burgi a continué et donné plus d'extension k ces Tables.
Il reste démontré que plusieurs, avant Néper, avaient en vue le même but que Néper, et que celui-ci l'a mieux atteint que ses prédécesseurs et d'une manière bien plus philosophique, et ses Tables sont tellement accommodées aux besoins des calculateurs, qu elles sont entrées dans le domaine public, surtout avec la base 10 de Briggs ('*').
Burgi ne se sert jamais de l'expression logarithme. On a donné à ce mot une origine qui se rattache à la théorie suivante qu'on doit à Kepler (Tabulée Itudolphince,
cap. III, p. II, col. ]}. On dit qu'un rapport ? est coutenu m fois dans un rapport -p lorsque le produit de m iacteurs égaux a j est égal a p : ce qu on écrit I ^ 1 =77*
(*) Les opérations infiDitésimales s'exécutent avec la base nêpérienoe <* ; il serait commode d'avoir des Tables trigonométriqiies avec cette base ; par là on éviterait les changements de systèmes.
(68) Supposons qu'on adopte un rapporlfixe j ei qu'on y com-
pare successivement tous les rapports possibles t; î alors m
est dit le logarithme de ^ \ par exemple, prenons t =: — 9
et ^ = -; alors ( — ) = - (à peu près), et a,3oio3
est le logarithme de 2 : c'est la définition de Répler, qui ne diffère pas essentiellement, comme Ton vvpit,de la définition exponentielle d'Euler, aujourd'hui enseignée. De là on a déduit que logarithme est Texpression abr^ée des mots grecs û^rfcoç rmf Xêymf, rationum numents. Mais M. Matzka objecte très-judicieusement queNéper a introduit le premier ce mot dans son ouvrage de 161 4 (Mirifici Logarithmorumy etc.) et que sa théorie n'est nullement fondée sur l'idée d'un nombre de rapports, car cette théorie est purement cinématique^ et, soit dit en passant, contient le premier germe des Jluxions^ lequely entré dans la tète de Newton, en sort comme calcul fiuxionnel^ de même que la théorie des grandeurs extrémes de Fermât contient le premier germe des difiercntielsy lequel, entré dans la tète de Leibnitz, en sort comme calcul différentiel. D faut donc chercher chez Néper même le sens qu'il attachait au mot logarithme ^ dont d'ailleurs il n'indique nulle part explicitement la dérivation. Or, dans l'Introduction à l'ouvrage ci-dessus cité, on lit : Quum nihil sit.,. mathematicœ praxi tant molestum, quodque logistas (les calculateurs) magis remoretur, ac retardety quam magnorum numcrorum multiplicationes^ partitiones^ quadratceque et cubicœ (scilicei radicis) extractioneSy quœ, prœter prolixitatis tœdium^ lubricis etiam erroribus plun'nium sunt obnoxicBj cœpi igitur anima revohere^ qua arte certa et expedita possem dieta impedita amoliri. Multis subinde in hune finem per-
(69) pensés f nonnulla tandem inueni prœclara compendia alibi fortasse tract anda (*) : verum inter pmnia nuUum hoc utiliiiSj quod una cum multiplicationibus , partitiO" nibus^ et radicum extraction ibus ardais et prolixis^ ipsos etiam numéros multiplicandos^ diuidendos^ et in radiées resolvendos^ ab opère rejicit et eorum loco alios substituit numéros, qui illorum munere fungantur per solas additiones^ subtractiones, bipartitiones et triparti^ tiones. Quod quidem arcanum cum,., sit, quo communius eo meUus : in publicum mathematicorum usum propalare libuit.
Voilà le but bien clairement exposé : il consiste à substituer aux nombres données, d'autres dont les calculs sont plus faciles. En effet, dans son ouvrage publié en 1619 sous le titre : Logarithmorum canonis construction il appelle les nombres numeri naturales et leurs logarithmes numeri artificiales ^ nombre artiGciel, nombre servant à calculer; or un nombre de compte se rend en grec par x^ytTvtKùç m^tBfMç\ le mot logistique était trèsusité du temps de Néper; Kepler dans &es Tables Rudolphines appelle les nombres chiffrésl des apices lo^ gistici. Ainsi logarithme signifie donc dans le sens de son inventeur nombre artificieL
M. Matzka, qui donne cette ingénieuse et exacte dérivation, fonde là-dessus une manière très*élémcn taire d'exposer les logarithmes dans les écoles primaires. Un produit ne change pas dans quelque ordre qu'on multiplie les facteurs; une somme ne change pas dans quelque ordre qu'on ajoute les nombres. Cette analogie suffit pour expliquer les logarithmes considérés comme nombres auxiliaires artificiels.
{*) Probablement sa Rahdologie {xGx'-j \
BIBUOfiRAPHIB.
Mémoire sur la théorie géométrique des svefaces du SECOND ordre; par M. Ch. Méray^ docteur es sciences; Rome, in-4 de ^4 p9g<^s> 1860 (extrait des Annali di Mat. pura ed appUcata, t. III, janv.-fév. 1860).
C'est une bonne étude sur la Géométrie supérieure àe M. Chasles, et dont les théorèmes fondamentaux sont démontrés géométriquement. Oo n'y trouve qu^une seule équation, qui porte le n^ i ; de quoi on aurait pu se dispenser, puisque cette équation est unique ; c^est la méthode logique de M. Chasles, rendue moins éguau'onnelle, sMl est permis de s'exprimer ainsi. Elst-ce un ayantage? Nous trouvons même que la classique et célèbre Géométrie supérieure est trop peu équationnelle. Des équations écrites valent mieux que des équations pariées ^ mais dont on se sert volontiers pour ressembler, a ce qu^on croit, à Euclide. Pure archéolàtrie. C'est faire rouiller une médaille fondue hier pour lui donner un vernis d'antiquité. La géométrie moderne se compose dejîgures, adéquations et de déductions^ sans négliger les inductions, source de découvertes, et de chacune selon les besoins de la cause, comme Ton dit au barreau. Pourquoi les Grecs n'ont-ils pas fait usage d'équations? Même réponse que pour les chiffres : parce qu ils ne les connaissaient pas. i^pollonius ressuscité ne marcherait pas plus sur les traces d'EucIide que Platon ne serait platonicien, qu'Axistote ne serait aristotélicien; hommes de génie, ils apprendraient nos procédés et se placeraient bientôt au premier rang. Un courtisan disait au grand Frédéric que si César revenait, il trouverait à qui parier. « Si César revenait.
(7' ) répondit Tilluslre capitaine, il éludicrait nos moyens défensifs et offensifs, et puis nous battrait. » C^est vrai en toute chose.
DIOPHANTE
Voîcî l'inscription fictive sur son tombeau, qu'on trouve dans V Anthologie grecque (*) :
fiât TtUpôS tK ri^vtiç fiirficc fiiâiô Afyei'
T^ y»f' tir tC^ôftxm To yiuixiùf lf^J^«T« ^eyy*^>
£» i^i yafiMf %ffi%Tài iFtiiy'tirtfiunf trit. Al M TiXvytr^f ^tiXcf rixoç, fifu^v wmrfêç
Tùf» il Kct) i xf^vtfûç ftirpôt tXttf fiiorâv, nifOoç ^*pFj iti0V/tffot fl-«p9y«pf«f UiwfTolçy
Tjf it woa^o ovçivi rtpf^ tTFùptfrt yS/ov.
Traduction latine.
Hune Diopliantns habet tu m ul uni qui tempora vit»
Illius, mira dénotai ar(e tibi.
Ëgit sextantem juvenis; lanugine malas
Vestire hinc cœpit parte duodecima.
Septante uxori post haec sociatur, et an no
Formosus quinto nascitur inde puer.
Semissem œtatis postquam attigit ille paternae,
Infelix subira morte peremptus obit.
Quatuor aestatfs genitor lugere superstes
Cogitur, hinc annos illius assequere.
{*) Bachet, n« 19; Brunck, t. H, p. 4a3; t. Ul, p. 229; Jacobs, t. XIV, p. 126; Hbilbronner, p. 859.
Imitation versifiée.
Passant, sous ce tombeau repose Diophantc, Et quelques vers tracés par une main savante Vont te faire connaître à quel âge il est mort : Des jours assez nombreux que lui compta le sort, Le sixième marqua le temps de son enfance; Le douzième fut pris par son adolescence. Des sept parts de sa vie une encor s'écoula, Puis, s'étant marié, sa femme lui donna Cinq ans après un fils, qui, du destin sévère, Reçut de jours, hélas î deux fois moins que son père. De quatre ans, dans les pleurs, celui-ci survécut : • Dis, si tu sais compter, à quel âge il mourut.
Solution.
Représente par or le nombre en question
Et, sans rien oublier, pose une équation
Où. dans le premier membre on trouve le sixième,
Puis le douzième d'or, augmentés du septième.
Ajoutes~j neuf ans : le tout égalera
L'inconnue x. Transpose, ajoute. ••• et caetera.
Tu verras aisément, sans qu'on puisse en rabattre,
Que Tâge du bonhomme est bien quatbe-viitgt-qoatkb.
H. EUTROPE
Noie du Rédacteur. La poésie est plus ancienne (]ue la prose. Avant rinvenlion de récriture, Thistoirc et la science se transmettaient par des moyens mnémoniques, et le rhylhme est un de ces moyens. Les traités d'algèbre indiens^ tel que le LilawaUy sont en vers. Que de milliers d'années écoulées avant la décomposition de la parole en mots et sons élémentaires et combinés, et d'autres milliers d'années avant la représentation graphique de ces sons !
(73) GENEAlOfill m VIBTE (*).
§ I. ViÈTE. — Famille originaire des environs de Fontenay, illustrée par l'un de ses membres, le fameux et savant mathématicien François Vièle, créateur de l'algèbre.
Nous devons les éléments de cet article à l'obligeance de notre collègiie et ami M. 6. Fillon, qui lui-même a publié sur François Viète une Notice pleine d'intérêt.
I. — Vietle (François), marchand à Foussays, mentionné dans un acte de i5a8, est le premier de cette famille qui soit connu. Il fut père de : i^ Etienne, qui suit; a^ Mathurîn, rapporté § IV ; 3^ Jean, qui eut pour enfants : Âliénor, dame de la Sablière, mariée à Louis Suppin, et le 23 janvier i583 à Charles Clabat, écuyer, seigneur des Granges ; Anne, femme de Jean Cardinault, morte avant i58i; 4° Jeanne, épouse de Jean Dubois, seigneur de Saint-Cyr; 5^ Josèphe, épouse de François Beau, sei* gneur des Cambaudières.
IL — Viète- (Etienne), qui le premier écrivît son nom avec un seul T, fut bachelier es loisj procureur à Fontenay et notaire de la seigneurie du Busseau. Il eut de Marguerite Dupont, fille de François et de Françoise Brisson : i® François, qui suit-, a** Nicolas, rapporté § II; 3** René, relaté § III; 4** Claude, mariée le 17 juin i568 à Cristophe Bonnet, mourut en 1573 ; 5® Françoise, épouse de Pierre Robert, seigneur du Vignault, notaire à Fontenay, morte vers 1597; 6^ Jeanne, morte fille en 1596 ainsi que 7® Julie.
(*) Extrait du Dictionnaire historique, biographique et généalogique des familles de l'ancien Poitou, parM.Fillean de la Touche. Poitiers; i84o-i854« Bulletin mathématique, t. Vï. (Octobre 1860.) lO
UL — Viète (François), ne à Fontenay en-i54<H ^^ sqn droit à Poitiers et le termina dès Tàge de vingt ans. Après avoir plaidé comme avocat pendant quelque temps dans sa ville natale jusqu^en 1567, il devint plus tard conseiller au parlement de Bretagne, où il figure le é avril 1574* O^ d<^î^ supposer qu'il dut ce poste à la faveur dont jouissait son cousin et condisciple le président Barnabe Brisson ('*'), près duquel il fut sans doute appelé à Paris, ce qui lui permit de faire des études sans lesquelles ses immenses découvertes eussent été sans base ni fondements. Obligé de quitter Rennes pour se réfugier à Beauvais-sur-Mer près de Françoise de Rohan, il y composa deux ouvrages. Nommé maître des requêtes ordinaires de Thôtel du roi par le crédit de Brisson et du duc de Rohan (a8 mars i58o), il se rend à Paris, mais il est très-promptement dépouillé de sa charge. On a lieu de croire quMl courut quelques dangers, causés sans doute par une certaine tendance vers les idées de la Réforme. Retiré dans le bas Poitou, il se livra aux travaux les plus sérieux, et publia dans Fespace de neuf années presque tous les ouvrages qui ont consacré son immortalité.% Lié aux Politiques, il suivit les membres du parlementjattachés à celte faction qui siégèrent à Tours, et rentra avec Henri lY à Paris pour y occuper son siège dans le Conseil privé.
On apprendra avec plaisir la cause de cette insigne faveur. Pendant son séjour à Tours, on avait saisi plusieurs correspondances en chiffres enlevées aux Espagnols. Henri IV les soumit à Viète et lui en demanda le secret. En quatorze jours, le puissant cerveau du mathématicien possédait la langue espagnole, et le secret des correspondances était livré à son roi, qui s'en servit avec succès pour déconcerter les Espagnols^ car, malgré le soin qu'ils
(*) Pendu à Parla en 1591 par l«6 Seiw. Tu.
( 75 ) avaient de changer les figures^ Yiète, dans sa méthode étant parvenu à décupler des décuples, trouvait toujours la clef. En son absence, Dulys, son secrétaire, qu^il avait instruit dans cet art difficile, put servir de sur in* terprèle (*).
On raconte aussi de lui qu'un mathématicien hollandais (Âdris^us Romanus) ayant proposé à tous les savants du monde la solution d^un problème, et ayant oublié, dans la liste des mathématiciens qu'il avait rédigée, dW octroyer un à la France, Viète, mandé par le roi pour soutenir Fhonneur du royaume, n'eut qu'à lire renoncé du problème pour en donner aussitôt plusieurs solutions. Lorsque Adrianus Romanus fut instruit du fait, il se rendit à Paris, de Paris à Fontenay, de Fontenay a la maison de campagne de Viète, toujours courant après le mathématicien et lui soumettant par écrit des propositions que Viète résolvait aussitôt. EnGn.les deux savants finirent par se rencontrer, et le Hollandais charmé resta chez son hôte pendant six semaines.
Viète, au milieu des immenses travaux qu'exigeaient ses publications, ne négligeait aucun de ses devoirs de magistrat, et s'il a laissé quelques œuvres auxquelles manque la dernière main, c'est que les loisirs manquèrent à leur auteur. Il mourut au mois de février i6o3.
Vîèle est incontestablement le créateur de l'algèbre; c'est à lui qu'on doit l'ingénieuse idée de représenter les quantités par des signes qui, ne pouvant se fondre par le calcul, présentent, au moyen de certaines notions conventionnelles, la trace des opérations effectuées pour arriver à la solution des questions proposées; et c'est cette idée qui a fait de cette science le plus puissant instrument du génie. Sans Viète^ on peut le dire hautement, Descartes, Fermât, Newton, Pascal, Leibniz,
(«) Voiri. IX,p. 337;i85o.
{ 76 ) qui ont éclipsé leur maître, seraient aujourd'hui bien moins connus que lui, ou plutôt sans Vièie ils u^eusseni pas existé. Nous pouvons donc le répéter, Yiëte est incontestablement l'un des plus grands hommes qu'ait enfantés le Poitou, et en songeant & tout ce que ce puissant génie a donné au monde, nous pouvons prononcer avec orgueil ce nom trop peu connu, même des héritiers de sa gloire modeste,
Poiu* les détails sur les ouvrages de Viète, voir sa Notice publiée par M. B. Fillon et Ritter, dont nous n'avons fait que présenter le résumé.
François laissa de Julienne Leclerc, son épouse, Suzanne, morte fille en janvier i6i8.
§ II- — Deuxième brandie.
III. — Fiète (Nicolas), seigneur de la Motte de Mouzeuil, fils puîné d'Etienne et de Marguerite Dupont, rapportés IP degré du § 1", avocat, contrôleur ancien et conseiller en l'élection de Fontenay, mort en i6a6, épousa : I® Anne Quinefault, fille de Guillaume et de Penette Audayer, et 2^ Marie Bauchier. H eut du premier lit : i^ Ni* colas, qui suit; 2^ Marie, épouse d'Etienne Bran, seigneur de la Grande-Maison, conseiller en l'élection de Fontenay 5 3° François , prêtre, prévôt de Notre-Dame de Fontenay, chanoine de Luçon *, 4^ Elisabeth, mariée le 22 mars iSpS à Jean de Saint-Micheau, conseiller en l'élection de Fontenay -, 5® Jeanne, femme de Pierre Guillemin, écuyer, seigneur de Thouars 5 6^ Barnabe, écuyer, seigneur d'Aziré^ assesseur au siège de la Rochelle, épousa Elisabeth Galais, dont il eut : 1^ Elisabeth, mariée le 19 mars 1626 a Jean Faure, seigneur du Chiron, avocat à Fontenay; 2° Pierre, écuyer, échevin de la Rochdlé, fut un des signataires de la capitulation de celte ville en 1628. Sa postérité exislait encore en 1747 dans la pei-sonne d'Ktienne-Auguste, écuyer, seigneur de la Livagerie,
( 77 ) conseiller au présidial de la Rochelle. Il e6t à croire que MM. Prosper et Hyacinthe Vièie de la Livagerie, officiers en retraite, qui habitent aujourd'hui la Rochelle, descendent de ce dernier; ce sont alors les seuls représen« tanta de la famille de notre illustre compatriote.
IV. — Viète (Nicolas), écuyer, seigneur de la Grais- PissotCy fut maître des requêtes de la maison et couronne de France, substitut du procureur du roi, puis se fît prêtre. Il avait épousé, le 6 juin 1609, Jeanne Âléaume, fîlle de Jean, seigneur de la Chenulière, avocat du roi à Fontenay, et de Marie Regnouf, dont il eut : 1 ^ Louis, écuyer, seigneur de Saint-Thomas ; a® Marie; 3® Jeanne, mariée : 1° le 7 novembre i64i â Jean Baucher, écuyer, seigneur de PAulnay, et a^ le 8 février 1640 à François Bourgaing, écuyer, seigneur de la Grande-Basse*, 4^ C^* therine, mprte fille.
§ in. — Troisième branche.
III. — Fiète (René), fils puiné d'Etienne et de Marguerite Dupont, relaté au U" degré du § P'', seigneur du Breuil, de Longesve, lieutenant général en l'élection de Foutenay-le-Comte, épousa Gabrielle de Saint-Micheau, fille de René, seigneur de la Guerinière, et de Catherine Chabot, et fut père de : i^ Gabrielle, mariée ; 1" le 8 juin i6i4 a Charles Masson, seigneur du Pin, et a^ à Charles Clavier; a^ Catherine, mariée le 11 février 1617 à Lancelot Pailler, seigneur de la Macardière, avocat du roi en l'é** lection de Fontenay Je-Comte; 3^ René, né le a8 octobre 1 593 , mort jeune ; 4^ Margueri te,née le i a août 1 595 , mariée le i3 mars i6ao à René de la Court, écuyer, seigneur du Fonteinan ; 5^ Claude, née le 7 novembre 1 596, épousa le 19 septembre i6ai Jean Audouart, écuyer, seigneur de la Bigatiêre, avocat du roi au siège de INiort;
(78) 6^ Anne, né^ le 18 février iSpS, Ait reçue le 19 avril i6a3 religieuse du tiers-ordre de Saint-François à Fontenay; 7^ Jeanne, née le 26 avril 1599. Peut-être estce la même que Jeanne Viète, épouse de Jean Gabriault, écuyer, conseiller au parlement de Rennes ; 8^ André, né le 23 septembre x6oo, mort jeime^ 9^ Marie, née le 5 février 1602, épousa François Régnier, écuyer, seigneur de la Remandiëre; 10^ François, écuyer, seigneur du Breuil, maître des eaux et forêts en la sénéchaussée de Livrai.
§ IV. — Quatrième branche,
II. — Fiète (Malhurin), fils aîné de François Vielle, rapporté au P*" degré du § I**, seigneur de la Çretinîère, de Faussays, mourut en février iSgS, laissant de Nicole née Robin, son épouse: i^Jean,quisuit; a^François, rapporté S V^ 3** Jeanne, femme de Nicolas Pigueriet, seigneur de la Martinière^ 4^ Jacques, seigneur de la Motte-d'Ardin, épousa, le 26 mai i568, Marie Renaillon, fille de Pierre et d'Honorée Gaultran, dont il eut : Marie, femme de JeanThubin, seigneur de Sérigué; Elisabeth, épouse de Jean Caut, seigneur de Maigre-Souris \ Catherine, mariée le 22 août 1604 à Salomon Pougart, seigneur de Tkies^ Suzanne, mariée : 1** le 16 avril iSgS à Benjamin Gilbert, seigneur de la Dacotière \ 2° en mai 1608 à Louis Lezin, seigneur du Maiguè; elle est morte en septembre 1612^ Judith, femme d'André Panillan-, Jeanne, mariée le 25 avril 1 594 à Hélye Desayvre, seigneur de la Vergue 5 5^ Gilles, marchand à Foussays, mort en juillet i563, et qui, de Marie Boureau, son épouse, laissa Gilles, émancipé le ri juin 1579, époque a laquelle il était déjà l'époux de N. Jausseaume, fille de Jacques.
III. — Vièlc (Jean)^ époux de Jeanne Avord ou Au
(79) Tard, fvLl père de : i^ Elisabeth; 2^ Suzanne, élevée par son oncle Nicolas Yiète, seigneur de la Motte de Maugeuil. Elle épousa^ le 16 avril 161 a, Paul Poyblon; 3** Jeanne^ 4° Pierre.
§ V. — Cinquième branche.
III. -^ Viète (François), fils puîné de Malhurin et de Nicole, rapporté au IP degré du § IV, seigneur de Saint-Nicolas, marchand à Morons et receveur des décimes du domaine de la Maillerais, épousa Catherine Jouslain et fut probablement père de : 1^ (^uy, mort garçon à Saînt-Hîlaire-de-la-Forêl, vers 1694; a*' Guillaume, notaire à Morons; 3^ Loys, marchand à Niort; 4® René, qui suit :
IV. — Fiète (René), demeurant à Saint-HIlaire-d'Ysernay, épousa Perinne Chanteau, dont Hilaire.
Armoiries. — François Vi^te, membre du conseil privé du roi, portait d^ argent aa cheuron d^azur accosté de six étoiles de. . . , accompagné en chef d 'un soleil de. . . et en pointe d'un fys de jardin arrosé par une main dextre issant d*une nuée au côté senestre du chex^ron.
Cette dernière figure fait allusion aux services rendus par le célèbre mathématicien au roi de Navarre à Toccasion de la découverte du chiffre des dépêches diplomatiques espagnoles. Quant au soleil et aux étoiles, ils rappellent le système planétaire connu au xvi*" siècle.
Note du Rédacteur. Nous avons inséré avec plaisir cet arbre généalogique. La noblesse réelle^ celle du génie, est décernée de Dieu.
J'ai lu quelque part, l'endroit m'échappe, qu'à l'article de la mort, la famille a eu beaucoup de peine à faire accepter k Viète l'intervention dVn prêtre. A ce qu'il parait, il était libre penseur ou seulement partisan du libre examen.
(8o) CALCUL INFINITÉSIMAL.
La tborica delle Fu»zioifi ellitiche, nioBogra6a del prof. Henrvco Belli (Annali di Matematica. Marzo e aprile 1860, p. 85-ia8).
C'est rexposîtîon^ à ma connaissance, la plus satisfaisante des fonctions monodromes, monogènes, synectiques, elliptiques à double période. La haute estime que nous professons pour le talent du célèbre analyste nous enhardit à dire que Ton découvre ici une qualité inattendue, la clarté; d'autant plus que nous considérons cette qualité comme très-précieuse, mais non pas comme la plus essentielle. La limpidité des petits ruisseaux, dit Voltaire, tient souvent à leur peu de profondeur. On arrange plus facilement une échoppe qu'un vaste magasin d'idées. Lorsque cette importante production sera terminée, nous en parlerons dans le corps du Journal. En attendant, nous en conseillons la fructueuse lecture aux géomètres familiers avec l'harmonieux idiome de l'antique Ausonie. Dans aucun temps, sous aucun régime, ceCte terre n'a été stérile en hommes de génie. Au xiii^ siècle, Fapparilion de Durante est un phénomène prodigieux, inexpli*
cable.
0 Davis , réfèrent in marc te novi
Fluctus?
L'habile géomètre, M. le capitaine Dcwulf, traduit le Mémoire italien qui sera un utile commentaire au savant ouvrage de MM. Briot et Bouquet, aujourd'hui sur les rayons de toutes les bibliothèques mathématiques, et dont M. le professeur Garlin, qui vient de conquérir un rang honorable dans l'agrégation, nous a promis de 'rendre compte.
(8i ) PENSÉE DE GER60NNE SUR LES EXAMENS EN I8H.
« Il n'esi point du tout démontré que ce qu il faut » faire pour briller dans les examens, du moins suivant )> leur mode actuel, soit aussi ce qu'il y a de plus propre » à se rendre habile dans les sciences. » [Journal de Gergonne, t. V, p. Ça.)
Il y a de cela un demi-siècle. Que dirait-il aujourd'hui de notre enseignement hypertrophique ?
Supposons qu une place de premier violon soit vacante à rOpéra, et qu on exige des candidats les connaissances suivantes : i^ la langue française; 'st? la langue italienne; 3*^ rhistoire de la musique chez les peuples anciens et modernes; 4°-k lecture et l'écriture de la musique-, 5** les éléments du contre-point; 6® l'histoire de l'instrument; 7** la théorie des cordes vibrantes; 8** la théorie de la position du chevalet, de Tàme, des ouïes; 9^ la théorie de la table de résonnance; 10^ la théorie des sons normaux et harmoniques; 11^ la théorie de Tarchet, de ses extrémités et du milieu ; 1 ^^ enfin Texécution d'un adagio de Viottî.
Supposons, de plus, qu'on attache des coefficients numériques à ces diverses connaissances, et que leur somme soit décisive : il est possible qu'un ménétrier l'emporte sur un Paganini. Rides : de te fabula narratur.
Bulletin ma thématique, t. VI. ( Novembre 1B60. )
LES TÉTRA6RAMMES HATRÉNATIQUES.
Jehovah s'écrit en hébreu avec quatre lettres^ il est défendu à un Israélite de prononcer ces lettres. Ainsi Jehovah, lisez Adonaï. Il en est de même maintenant pour certaines expressions qu'il n'est pas permis de prouoncer dans l'enseignement secondaire.
Différentielle^ prononcez prime.
Intégrale^ prononcez primitive.
Couple^ prononcez rotation.
Il y a même des mots sur lesquels il faut garder un silence respectueux 5 par exemple : homothétiey rapport anharmonique ^ homographie , pôle, polaire, etc., et autres expressions qui, appartenant à la cabale mathématique, ne doivent pas être répandues chez le vulgaire. Je possède le fameux livre Razael : il y a des formules telles, qu'en les prononçant on peut incendier tel édifice qu'on veut. On comprend Iq danger qu'il y aurait de répandre de telles formules.
GROMÏÏELL ET NEWTON COMPARÉS PAR VOLTAIRE
Cromwell (Olivier), né en 1699, mort en i658. Il n'y a guère d'exemples en Europe d'aucun homme qui, venu de si bas, se soit élevé si haut. Mais que lui fallait-il abso* lument avec tous ses grands grands talents? La fortune? il l'eut cette fortune. Mais fut-il heureux? il vécut pauvre et inquiet jusqu'à quarante-trois ans; il se baigna depuis dans le sang, passa sa vie dans le trouble et mourut avant le temps à cinquante-sept ans.
(83 ) Newton (Isaac), né en 164^, mort en 1727. Que Ton compare à cette vie celle de Newton, qui a vécu quatrevingt-quatre années, toujours tranquille, toujours honoré, toujours la lumière de tous les êtres pensants, voyant augmenter chaque jour sa renommée, sa répula* tion, sa fortune, sans avoir jamais ni soin, ni remords; et qu'on juge lequel a été le mieux partagé.
O curas hominiun^ o quantum est in rébus inane!
(Pmas. Sat.i, v. i.)
[Dictionnaire philosophique^ article Cromwell.)
PREMIER EXEMPLAIRE
d< rédition siéréotype des TaUes de Logarithnes de Lalande, amoté par Tattevr.
Je possède le premier exemplaire que Lalande reçut en 1802.
Voici comment et de quelle manière ces Tables stéréotypées, qui sont devenues si répandues, ont été données au public.
Lalande (*), comme on le sait, notait minutieusement tout ce qui le concernait, et je joins ici ce qu'il a noté de sa plume de corbeau, dont il avait l'habitude de se servir, sur l'exemplaire dont il s'agit. Ce sont peut-être là des singularités de bibliomane \ je suis loin d'en dis- ' convenir. Il me semble cependant assez curieux de voir
(*) Jérôme-François de La Lande, né à Boarg-en-Bresse, 1 1 juillet 1732, mort à Paris, 4 «^▼ril 1807.
(84) que la publication de ces Tables, qui depuis ont été tant de fois réimprimées, a peut^tre lenu à une misérable somme de 1 5o francs prêtée par Lalande à M. Didot, et que, sans cette facilité, Fimprimeur ne se serait peut-^ire pas décidé à fondre les caractères et à se risquer à imprimer, car les Tables à 6 décimales, publiées bien antérieurement et dès 1760 par les soins de La Caille et de Lalande > très-répandues à cette époque, et nombre de fois réimprimées avec la savante explication de Tabbé Marie y pouvaient être regardées comme suffisantes aux besoins des. calculateurs. «
Ces Tables allaient souvent jusqu^à 20000; mais, selon Lalande, elles ne doivent pas outrepasser les 10000, ce nombre lui paraissant suffisant, à tel point que de l'exemplaire de la dernière de ces Tables dont il se servait au moment de sa mort, et que je possède chargé de ses annotations, il en avait supprimé les 10 000. '
Au surplus, le projet de Lalande a porté ses fruits, et par l'exiguïté de son format et la netteté des caractères de IVIM. Didoty cette publication a puissamment contribué à propager Fusage si précieux du calcul logarithmique. Ces mêmes Tables à 5 décimales, de même que celles des sinus, des tangentes, etc., ont été stéréotypées toujours sous le nom de Lalande, en plus d'une partie du monde et spécialement à Leipsig en i833 par les soins de M. H.-G. Kôhler^ docteur en philosophie, qui 7 a joint une assez grande quantité de Tables spéciales, de même que celles des logarithmes de M. Gauss^ dont vous parlez dans votre Bulletin. En un mot, cette -édition me parait constituer un véritable ms^nuel dç calcul logarithmique.
Notes de Lalande sur son exemplaire de 1802..
6 novembre 1799. — Projet arrêté avec Dido.t.
i3 novembre. — Commencé l'explication.
7 février 1800. — i5o francs prêtés à Didot pour la fonte.
17 mars. — Première page d'essai. Il change le caractère.
'jl4 août 1801. — Dernière épreuve.
Octobre. — On fait un tirage de 3 000.
a3 octobre i8o3. — Mention de l'ouvrage dans le Journal des Débats.
a3 octobre. — Menlion de l'ouvrage dans le Moni^ teur du a4 9 clans la Clef du Cabinet et dans V Histoire de VAstronomicy à V errata.
Le a5 octobre, — Je promets 100 francs pour chaque faute.
Le 6 juin i8o3, il y en avait' déjà 2 5oo de vendus.
En novembre 1804 9 je corrige lexplication.
FOURNEKAT,
Juge honoraire du tribunal de la Seine,
à Ancy-le-Franc (Yonne).
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DlSSERTATIO INAUGURÀLIS QUA SELECTA DE JURIBUS MATBE-
HATIG0RT7M cAPiTA iu illustri Acadcmia Basileensi pro obtinendo jurium doctoris gradu publicse disquisilîoni submittit «/o/i. Fridericus Weidlerus. A. R. G., MDCCXXVII, d. a4. mart. Basile». Litleris Brandmillerini. In-4^, 4^ pages.
Celte instructive Thèse renferme six chapitres. Cap. L De nominis mathematicorum^ prouii in legibus occurrit significatione singulari et ejus causis.
Au litre 18, lîb 9, du Digeste, on lit : De nudeficis et mathematicis et ceteris sinùlibus. On confond les mathématiciens a?ec les astrologues, les magiciens, etc.
/^/r Tacite, Hist, lib. I, c. aa. Juvenal, Sat, XIV, V. 248.
On lit dans Aulu-Gelle, N, A, lib. I, c. 9 : f^ulgus, quos Chaldeos genUlUio vocabulo dicere oportetj mathematicos di'cit.
Cap. II. De meihodi maihcmaticœ usu in jutispru» denlia.
Cap . III . De juiibus arithmcucorum .
Ces arithméticiens portaient divers noms.
I** Calculalores ; 7? tabidaril; i^ discussores ^ 4** ratiocinatores.
Les calculateurs jouissaient de ce droit : le chef de la province [proi^inciœ prœses) était tenu de juger leurs procès avant ceux des autres.
Discussores erant qui rationes publicas ab aliis tractatas sub examen vocabant.
Espèce de conseillers de la chambre des compteis ] ils exerçaient aussi un certain arbitrage^ ainsi que les ratio-cinatores.
Tous ces arithméticiens étaient exempts de la milice et de payer certains impôts.
On comprend l'importance qu'avaient les calculateurs avant l'introduction des chiffres arabes; certains comptes exigeaient autant de jours qu'aujourd'hui d'heures.
Cap. IV. De juribus geonietrarum.
On distingue : 1** mensores; 2^ agrimensores ; 3* geodœtœ^ 4** rnetatores.
Il j avait des mensores : i^ agrorum^ ^^ frumontorumf 3° militares.
Mensurœ in jure ronuino sequenles commemorantur.
DigUus ^ tube d'un diamètre égal h 1 épaisseur d'un doigt-, en usage dans l'hydrométrie.
PeSy cubitus^ passas y decempeda, miUiarium,
Areœ agrorum : Actus == carré de 120 pieds de côt^.
Jugerum = actiis duplicatas et ab eo quod eraljunctum, nomen jngerius usurpa%»it.
Cap. V. Jure pictonim sii^e ùpticoram.
Cap, VI. Jure architec forum et mechanicorum.
Severus et Celer étaient les mécaniciens de Néron. (Tacite, Ann, lib. XV, cap. 42-)
SUR LES DIVERSES DÉFINITIONS D APRÈS LEIBNIZ
Vers i686, Leibniz écrivit en français (*) un discours de métaphysique qu'il envoya à Tilluslre Arnauld pour en avoir son avis^ il nie l'action du corps sur Tànie et des substances les unes sur les autres : ce sont des apparences, dont la réalité consiste dans Tinterventiou directe de Dieu; en d'autres termes, c'est son système de IViarmonie préétablie, développé depuis dans la Théodicéc. Cbaque substance exprime tout Tunivers; c'est ce que Kan ta nommé das dingan sich selbst (ans per se) y et dont nous n'avons aucune connaissance; en résumé, ce discours est un développement scienllCque de cette assertion de saint Jean, vis^imus in Deof celte vérité à laquelle nous devons la notion de certitude logique, de devoir moral, renferme en raccourci les bases des systèmes de Spinosa et de Malebranche, de Hegel. Leibniz croit aussi
(*) Farmi les géomètres du xvii* siècle, Leibniz écrit notre langue aussi bien que Descartes et n'est inférieur qu'à Pascal, écrivain hors rang.
(88) avoir expliqué la question épineuse de raccorder la prévision divine avec la liberté humaine, et il n*a fait qu'obscurcir la matière^ le tout pour n'avoir pas, comme Kant, rangé le temps parmi les formes des aperceptions humaines., nullement applicable à Dieu; mais Leibniz nie la réalité de Tespace; en quoi il a un grand avantage sur Spinosa, qui fait de Fespace un attribut divin. Au reste, ces sujets sont étrangers à notre Bulletin^ mais nous jugeons utile de rapporter le paragraphe XXIV de ce discours, qui a de Fintérêt pour les géomètres.
« 24. Pour mieux entendre la nature des idées^ il faut toucher quelque chose de la variété des connoissances. Quand je puis reconnoltrc une chose parmi les autres, sans pouvoir dire en quoy consistent ces difierences ou propriétés, la connoissance est confuse. C'est ainsi que nous connoissons quelquefois clairement, sans estre en doute en aucune façon, si un poëme ou bien un tableau est bien ou mal fait, parce qu'il y a un je ne sçais quoy qui nou3 satisfait ou qui nous choque (^) ; niaislorsque je puis expliquer les marques que j'ay, la connoissance s'appèle disîincte. Et telle est la connoissance d'un essayeur, qui discerne le vray or du faux par le moyen de certaines épreuves ou marques qui sont ladcfiuition deTor. Mais la connoissance distincte a des degrés, car ordinairement les nouons qui entrent dans la définition, auraient besoin elles-mêmes de définition et ne sont connues que confusément i**). Mais lorsque tout ce qui entre dans une defini-
(*) Ces sorto8 de jugements, dont ob ne peut toujours se rendre compte, constituent le bon goût. Les théories des osculations, des incommensurables, des quantités infinitésimales sont des connaissances confuses, mais certaines. Telle est aussi la notion sans laquelle aucune autre n'existe, du moi, Tm.
(**) La déflnition de la droite, chemin le plut court^ mais chemin a besoin d'une définition. Tu.
(89) tion ou connaissance distiucle est connu distinctement^ jusqu'aux notions primitives, j'appelle cette connoissance adéquate. Et quand mon esprit comprend à la fois et distinctement tous les ingrediens primitifs d'une notion, il en a une connoissance intuiiii^e {*) qui est bien rare, la plupart des connoissances humaines n'estant que confuses ou bien suppositives. Il est bon aussi de discerner les définitions nominales et les réelles. J'appelle défini" tion nominale^ lorsqu'on peut encore douter si la notion définie est possible, comme, par exemple, si je dis qu'une vis sans fin est une ligne solide (^^) dont les parties sont congruentes ou peuvent inceder l'une sur l'autre; celuy qui ne connoist pas d*ailleurs ce que c'est qu'une vis sans fin, pourra douter si une telle ligne est possible^ quoyque en effect ce soit une propriété réciproque (***) de la vis sans fin, car les autres lignes dont les parties sont congruentes (qui ne sont que la circonférence du cercle et la ligne droite) sont planes, c'est-à-dire se peuvent décrire in piano. Cela fait voir que toute propriété réciproque peut servir à une définition nominale, mais lorsque la propriété donne à connoistre la possibilité de la chose, elle fait la définition réelle, et tandis qu'on n'a qu'une définition nominale, on ne sauroit s'assurer des conséquences qu'on en tire, car si elle cachoit quelque contradiction, ou impossibilité, ou en pourroit tirer des conclusions opposées. C'est pourquoy les vérités ne depen-
(") Par intuitive, on entend ordinairement ce qu'oA conçoit de suite, «ans réflexion, du moins s^ns que nous ayons la conscience de cette réflexion, n snflit de regarder le sujet, intueri. Tm. *
C^") Ligne s^élendant dans Tespace, à double courbure.
(»>**) Ce mot réciproque n*a pas ici le sens habituel: il signifie ici deux choses qui s'obtiennent par la même voie. Deux droites parallèles sont' partout également distantes; deux courbes parallèles sont une propriété réciproque, dans le sens de Leibnis.
Bulletin mathématique, t. VI. (Décembre 1860.) I^
(90) dent pas desnoms et ne sont point arbitraires comme quelques nouveaux philosophes ont xsfu, (*). Au reste, il y a encore bien de la différence entre les espèces de défini*tions réelles, car quand la possibilité ne se prouve que par expérience comme dans la définition du vif argent dont on connoist la possibilité, parce qu'on sçait qu'un tel corps se trouve effectivement qui est un fluide extrêmement pesant, et neantmoins assé volatile, la définition est seulement réelle et pas davantage; mais si la preuve de la possibilité se fait a priori, la de&nition est encore reelie et causale^ comme lorsqu'elle contient la génération possible de la chose; et quand elle pousse l'analyse a bout jusqu'aux notions primitives sans rien supposer, qui ait besoin de preuves a priori de sa possibilité, la définition est parfaite ou essentielle, n (Extrait du Briefwechsel xwischen Leibniz^ Amauld^ e/c; édité parC.*L. Grotenfeld. Hanovre, 1846; p. 178.)
GBABLBS (JACOOBS) LE GfitliTRB.
Né à Cluny ( Saône -et-Loire) : on ignore Tannée de sa naissance-, décédé à Paris, hôtel Royal, place du Palais- Royal, et enterré le ai août 1791 à Saint-Germainl'Auxerrois. (Renseignement recueilli par M. Bienaymé, membre de l'Institut. )
Tous les biographes et bibliographes, sans exception, confondent le géomètre, membre de l'Académie, avec son homonyme le physicien, aéronaute, mort en 1823.
Une biographie de l'académicien est un desideratum à remplir par le Secrétaire perpétuel de l'Institut.
(*) Entre autres Pascal. Tm.
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