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AVIS IMPORTANT
Nous sommes heureux d'informer nos lecteurs que M. Gauthier- Villars, éditeur des Nouvelles Annales de Mathématiques y a décidé d'offrir, à litre gracieux, 25 tirages à part aux auteurs des Mémoires insérés dans cette publication, à partir du présent numéro.
Cette mesure n'est pas applicable aux Articles bibliographiques, à ceux qui figurent sous la rubrique Correspondance, aux Énoncés et aux Solutions de questions proposées.
La Rédaction.
DE
MATiSÊiAÎtQUES.
THEORIE ET APPLICATIONS Dli COIN;
Par m. Ch. HALPHKN.
§ I. — Formules relatives au coin.
Le coin est un prisnu! droit solide, à section triangulaire ABC {Jig- i), dont les faces AB et AC sont
engagées entre deux corps solides, et sur lequel agit une force F. Soit Kx la parallèle a F menée par A:
a l'angle BAo: et p l'angle VjKx.
Supposons le coin en écpiilibre limite, c'est-à-dire en équilibre, mais sur le point de se mettre en mouve-
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ment dans la direction de la force F. Les solides S et S' exercent sur les faces AB et AC des réactions, obliques à cause du frottement; ces réactions ont des résultantes, et les forces R, R', égales et directement opposées à ces résultantes, sont les actions du coin sur S et S'; donc, R et R' forment un système de forces équivalent à F, ce. qu'on peut exprimer par deux équations, obtenues eu projetant sur kx et sur la direction perpendiculaire k S.x.
Soit (p Tangle de R avec la normale à AB, et o' Tangle de R' avec la normale à AC; comme il y a équilibre limite, <p et op' sont les angles de frottement du coin sur S et S'^ nous aurons
F = R sin(<p + a) + R' sin((p'-i- P), R cos(ç -»- a) — R' cos(çp'-h P).
Ce sont deux équations du premier degré en Rel R', dont on tire
Fcos(<p^-hP)
sin(çp -f-a) cos(çp'-î- 3 ) h- sin{cp'-h P) cos(ç -h cl) Fcos(cp^-4- P)
sin((p -h <p'-+- a -h P)
et
F cos(9 -ha)
sin(cp -h çp'-h a -f- p)
En outre, les composantes H et H' des pressions suivant la direction perpendiculaire à Plx ont la même valeur, comme il résulte des équations
tr D / ^ Fcos(cp-ua)cos(9'-h S)
H'= R' cos(^' -+- P) =^^?iiiltiO£2i(lj^J_).
^ ^' sin(<p-h 9 H-a -h p)
(3) Cas particulier. — Si le coin a pour section un triangle isoscèle ( fig. 2), et si la force F est appliquée
Fig. a.
suivant la hauteur, on a
Si en outre on suppose «p = jp', on voit que
-- __ F C08'(cp-h a) __ F cos*(<p -h a)
~" sin2(ç-i-a) ~" 2 sin(çp H- a) cos(9 -t- a)
2 tang(a -+- «p)' si l'on supposait le froiteiiient nul, on aurait
2 tang OL valeur sensiblement inférieure à H.
Exemple, — Pour F = 20*"', a = 5**, on a
mais, si l'on prend /= langcp = o,3o, soit çp=i7* (frottement de bois dur sur bois), on n'a en réalité que
Dans ce cas particulier, supposons que lecoiu ait été enfoncé entre deux solides en les écartant; si F cesse d^agir, les solides vont, par suite de leur élasticité naturelle, chercher à se rapprocher, en exerçant sur le coin des efforts, tendant à le faire sauter. Les forces en jeu seront donc les efforts normaux Q, et les forces de froUement/Q, dont les composantes suivant la direction AM tendent respectivement à faire sauter le coin, et à le main tenir en place.
Le coin restera en équilibre, si
/Qcosa^Qsina ou /= tanga ou «p^a.
On dit alors qu'il y a arc-boutement ou coincement : le coin ne sautera que si Ton exerce sur lui une force de bas en haut.
Si, au contraire,
/Qcosa<Qsina ou îp < a, Téquilibre n^aura pas lieu, le coin sautera.
§ II. — Applications pratiques.
Le coin sert, en premier lieu, à exercer des pressions, comme rindique la théorie, en prenant par exemple la disposition indiquée sur la figure 2, le solide de gauche étant buté sur un mur fixe. Bien souvent, après <|ue Ton a obtenu la pression voulue, c\*st-à-dire réalisé un serrage, l'ensemble reste en é(|uilibre par eoïncemeui; il est calé.
Les outils liomméshachc et tranche agissent comme coins vis-à-vis des bois et métaux; par des pressions, ils séparenr la matière en deux après Tavoir fendue.
Les clas^ettes sont des coins que l'on emploie, dans les constructions mécaniques, pour assembler avec
(5) serrage deux pièces. Supposons, par exempK*, qu'on veuille relier deux tiges T et T' {fi^^ 3); on munira T
d'une portion plane, percée d'un Irou rectangulaire, et T' d'une fourche percée également; dans ces ouvertures on enfoncera une clavette. Il faut avoir soin de ménager en j et / des jeux, en taillant les ouvertures en conséquence, afin de pouvoir, en cas d'usure, enfoncer la clavette pour revenir au serrage primitif (raftraper le jeu).
Dans les clavettes, on observe toujours la règle nécessaire pour qu'il y ait coincement; c'est-à-dire a<^(p; ou, 0 étant l'angle de la clavette, B •< 2f . La tangente de 9 s'appelle tirage de la clavette; donc le tirage doit être inférieur au double du coefficient de frottement. Pour des clavette» souvent démontées, le tirage est de o,io à o,o5; pour des clavettes fixes, il est de o,oa en moyenne.
Parmi les nombreuses applications de serrage par clavette, on peut citer le calage d'une poulie sur un arbre : la clavette étant enfoncée entre le moyeu de la poulie et l'arbre qui porte à cet efl'et une rainure. Mais, lorsque le clavetage est appliqué à un organe de ma-
(6 ) chine à mouvements non réguliers, ou soumis à de fortes trépidations, sous riiifluenee des diverses forces qui en résultent, le coincement peut cesser; pour empêcher les disjonctions d'organes qui se produiraient alors, on a imaginé des dispositifs de sûreté maintenant les clavettes en place. On peut voir différents types dv ces dispositifs dans les clavettes des têtes de bielle des machines à vapeur, locomotives, etc., ils sont mentionnés dans les ouvrages spéciaux.
§ III. — Application de la théorie du coin
AUX MURS DE SOUTÈNEMENT
Soit un mur de soutènement dont AB est le parement intérieur. La tiTre exerce sur ce mur une poussée, et, si Ton suppose qu'il vienne à se rompre, on constate que la masse de terre quMi devait retenir s'est fendue suivant une surface AC, sensiblement plane, dite plan de rupture. Dès lors, on peut envisager la poussée de la terre sur le mur, comme celle d'un coin ABC, auquel est appliqué son poids F {Jlg- 4)> ^" supposant que le parement AB soit vertical, c'est-à-dire a=o, (p étant l'angle de frottement de la terre sur la maçonnerie, et cp' l'angle de frottemetitde la terre sur la terre,
on aura
^^ Fcos(y^-hp) sin(^ ■+■ «p'-h p)
(Vest la poussée totale sur le mur.
Évaluons F en supposant que i*" soit la longueur du mur, 8 la densité de la terre, et i Tinclinaison sur Tho-
rizoniale du talus BC. Comme BCA =: go"* — (i + P).
on a
AB BC
cos(ïH-P) sin^
(7) La hauteur CQ du triangle ABC est donc
GQ = BC cos* - -ri- — ;r->
Kig. /,.
et par suite
F = surf. ABC x r"x «
8A* sin 3 oost 2 cos( i -^ p)'
Donc
P_ 8/i» sinp cosi cos(^'-i- P) 2 cos(i -f- P) sinCç -+- 9' H- P)*
Mais p est inconnu. Afin d'avoir un mur suffisamment solide, on suppose que le plan de rupture AC est i*elui qui donne la poussée R uiaximum. R étant fonction
de [â, il suffit d'égaler à zéro la dérivée -7^; on a ainsi
une équation en ^ donnant la valeur de cet angle pour le cas le plus défavorable.
On a remarqué que la valeur dt^ ^ ainsi obtenue est
généralement voisine de (45" — -^)> d'où le tracé pratique suivant : on mène Thorizontale de A, à partir de laquelle on prend l'angle cd\ en DAT, la bissectrice AGde
Tangle BAT est la trace du plan de l'upture cherché. Poncelel a donné un procédé graphique pour chercher le prisme d«î poussée maximum, en s'appn^ant sur ce principe bien connu : trois forces en équilibre (ici, 0*5 forces sont F, — R et — R') peuvent être représentées parles trois côtés d'un triangle formé de vecteurs équipol lents à ces foices.
Menons des droites AC, AC", AC". ... ^ et prenons sur la verticaledu point A uue longueur A//, proportionnelle au poids du prisme ABC; [>nis menons la droite A^',
faisant avec ACun angle U \(/= go"-!- ©', eteniin p'if' parallèle à la dire(!tioii connue de R. Ces deux dernières droites se coupent en i/\ et l'on voit (jue le triangle A/>'^' a bien des côtés équipollents à F, — R et — R'. Traçons de même A// y'', kp"' cf'\ ..., correspondant à AC, AC", . . ., et joignons les points ^', <y", </'', . . . par une courbe continue. Si Ton mène une tangente qt à celte courbe, parallèlement à AB, la poussée qp correspon-
(9) dant au point q de ronlaci est la poussée inaxitiium; et la longueur du vectcrur qp représente cette pousser à l'échelle de la figure; le plan cherché AC est donc
celui qui fait avec la droite S.q uu angle ^ AC = 90®-h'f'. Ce procédé est, lui aussi, approxiuiatif, car le point q n'est pas déterminé d'une façon précise; mais il suffit pour la pratique.
Cherchons le point d^appli^ation d(^ la poussét; R sur le parement AB du mur; c'est le centre de poussée. Pour cela, considérons un point A| entre A et B; sur la fraction de mur BAj, la poussée est, par similitude, celle qu'exerce \v. coin BA, C,, AiCi étant parallèle à AC; et cette poussée maximum est proportionnelle à la surface A| BC,. De même, sur A2B, la poussée est proportionnelle à A2B(^2; donc, sur Téiément A, A2 que nous supposerons très petit, la poussée est proportionnelle à A1A2C1C2, Qu bien à A« A2D|D2, les points D| et D2 étant, sur les per[)endi(-ulaires en Af et A2 à AB, à des distances de cette droite égales à celles de C| et C2. On voit que l«'S points I3|, D2, ... sont sur une droite, passant par B; et, [>ar suite, la poussée totale sur AB^ résultante de toutes les poussées élémentaires sur les éléments Ai A21 est appliquée au point H, projection sur AB du centre de gravité du triangle ABU, d'après un théorème bien connu; c'està-dire que ta poussée R est appliquée au tiers de AB à partir de A.
Après avoir calculé, ou construit graphiquement la poussée R, et l'avoir appliquée au c^entre de poussée, on compose celte force avec le poids P du mur. Pour que ce mur soit en équilibre, en supposant qu^il soit uu solide rigide et homogène, on sait que cette résultante pdoit passerdans le polygone d'appui, c'est-à-dire
( -o) dans la base xA; mais, pour que la stabilité du mur soit parfaite, il est préférable, diaprés la résistance des matériaux, que p passe dans le tiers moyen MN de la base. En outre, Taugle de p avec P doit évidemment être inférieur à Faiigle de frolteiueiit '^ de la maçonnerie sur le sol. En divisant la pression sur la base, p, par la surface de la base, on obtient approximativement la pression sur le sol par unité de surface (centimètre carré par exemple); cette pression ne doit pas dépasser une certaine limite pour que le sol résiste sans s'écraser; et la condition de cette limite fixe donc la largeur de la base à adopter pour le mur. Quant à ia composante H horizontale de la poussée, elle tend à trancher le mur, et fixe l'épaisseur à adopter pour le mur, pour qu^il n'y ait pas rupture par cisaillement.
[Rlc]
NOTE RSLATIVB AU MOUVEMENT DE ROTATION
Par m. a. de SAINT-GERMAIN.
La Géométrie analytique permet de trouver ce que deviennent les coordonnées d'un point donné M d'un solide après que celui-ci a tourné d'un angle 0 autour d'un axe fixe; mais on peut aussi résoudre le problème au moyen d'une intégration dont la simplicité mérite peut-être d'être signalée.
On peut supposer que Taxe de rotation passe par IWigine des coordonnées rectangulaires : soient a, i, c ses cosinus directeurs, Xo,^0) ^o l^s coordonnées de M avant la rotali(m. L'expression classique des compo-
santés de la vitesse due à une rotation montre immédiatement que les coordonnées du point M sont liées à l'angle 6 dont le solide a tourné par les équations simultanées
Pour intégrer ce système, différentîons la première des équations et ayons égard aux deux autres ainsi qu'à la relation a* + A' -h c* = i ; il vient
(2) -^p- == n{ax -h by -h cz) -^ x\
une nouvelle dérivation donne, après réduction, d*x _ dx
L'intégrale générale peut se mettre sous la forme ar= A -h Bsin8H-C(i — cos6);
on reconnaît aisément que les constantes A, B, C sont respectivement égales aux valeurs de j:, ^> '^ÂT' P^^^
0 = o; la première est Xq^ les deux autres sont fournies par la première équation (i) et par Téquation (2), et Ton a, pour la valeur demandée de x,
X = â^oCosO -H (bzo— cy^) sinS
-l-a(aiFo-+- by^-\~cz^)(\ — cos6).
Les expressions Ae y el z s'en déduisent par de simples permutations.
( lO
SIR LE THÉORÈME DE PTOLÉNÉE ET SON APPLICATION AUX POLYGONES RÉGULIERS;
Par m. J. JUHEL-RÉNOY.
Tl est d'usage, dans les Cours de Géométrie, d'appliquer le théorème de Ptolémée à la seult* inscription des pentédécagoiies réguliers. Le but de cette Note est d'en faire Tappiication aux polygones réguliers d'un nombre quelconque de côtés, en particulier aux décagones et pentagones, el à\'U déduire l'équation générale dont dépend Tinscription des polygones réguliers d'un nombre quelconque de côtés.
I. Nous commencerons par donner, du théorème de Ptolémée, une démonstration qui se déduit immédiatement de la définition du rapport anharmonique.
Soient ABCD un quadrilatère inscrit dans un cercle et M un point de ce cercle. On a la relation
(M.BACD)-h(M.BGAD) = i.
Or, en grandeur et en signe,
/». o*/-,^ sInCMB sinDMB CB DB (M.BACD)= . ..^. : . j^^. = 7^: rrr» ^ ' smCMA sinDMA G A DA
^ _ sinAMB sinDMB _ AB DB
(M.Bi^AU) _ -^^^ : gi„DMG ~ ÂG • DG
et, par suite,
CB.DA -h AB.DG = AG.BD.
II. Supposons la circonférence divisée en m parties égales et soient, dans le quadrilatère ABCD,
n ~- p le nombre des divisions sous-tendues par AB,
p » » » BC,
p » » ») CD,
n -{- p » » » DA.
Le théorème de Ptolémée donne la formule
La circonférence étant toujours divisée en m parties égales, supposons que les côtés du quadrilatère ABCD sous- tendent
AB n divisions
BC p »
CD n — p »
D A *in »
Le théorème de Ptolémée donne la formule
(2) cr''-CSr''=7^C{i;
riii
rn
Entin, dans une troisième hypothèse, représentons par
p le nombre des divisions sous-tendues par AB,
n^-'P » » » BC,
n » » » \ CD,
Le théorèfne de Ptolémée donne la formule
IIL Appliquons ces formules à la division de la circonférence en dix parties égales; la formule (i) donne,
pour 71 = 5 et ;? = 4 »
puis, pour n = 5 el ^ = »,
d^où, par mulliplication,
CîoGîo=R«.
Dans la formule (2), faisons n = 2 et ^ = i,
Cfo — G}o= q7G}o = R.
Ce sont les formules de rinscriplion des décagones. Quant aux pentagones, remplaçons, dans la formule (3), n par n et p par i,
(Gl)*-(G}o)'=G}o.Gto = R«,
puis n par 4 <^t /> par 3,
(Gî)«-(Gfo)*=Gio.G?o=R*.
On déduit de ces formules la construction bien connue que voici :
Soient AC et BD deux diamètres rectangulaires d'un cercle de centre O; de I milieu de AO, avec IB comme rayon, on trace une circonférence qui coupe AC en E et G, on a
OE = G}o, OG = G?o, EB =Gl, GB =G|.
Remarquons, en passant, la formule
(G}o)*+(G?o)'=(GJ)'.
( >5) IV. Supposons, d^ine manière générale, la circonférence divisée en 2 m parties égales et représentons
par X le rapport -^y en désignant, pour simplifier les
notations, par C^ la longueur de la corde qui sous-tend K divisions. L'application de la relation (1) donne les équations suivantes :
d'où l'on lire
arCt,
arC,„.-„
tC„-,.
Cm-l
Rx,
iR;
iR,
Rx,
3ar)R.
et ainsi de suite. On voit, d'une manière générale, qu'en posant Cn=RV^_n, troi.s polynômes V consécutifs satisfont, diaprés ce qui précède, à la loi de récurrence
Vii-f-VK_,= a:VK_i
avec les conditions Vo= a et V| = x\ Or on a
C,= RV«-, et G, = RV;„_,,
G, = arGi
et, par suite,
V,„_i — X Vm-\ = o ;
d'où Ton déduit
Tell<; est l'équation qui donne la solution du problème de la division de la circonférence en 2/// parties égales.
Or on sait que les fonctions V jouissent de toutes les propriétés des fonctions «le Sturin, qil'elltîs ont en particulier toutes leurs racines rétîlles et que Tequation Ym= o a une racine et une seule comprise entre la plus grande racine de V;,,_, = o et +00. Il s'agit de démontrer que, pour chaque équation V,„=o, la plus grande racine seule convient à la solution du problème.
Cela résuhe immédiatement de ce que, d'après la valeur de
X croit avec m et (|ue, pour IVquation V2= o en particulier, c'est la plus grande racine qui convient.
V. On sait que les fonctions V ont toutes leurs racines comprises entre -h 2 et — 2. D'après la forme même des fonctions V, dont tous les termes sont de même parité, il suffit que la plus grande racine de la fonction Vm soit inférieure à 2, et ceci est une conséquente de la relation
Il est même possible d'obtenir, pour la plus grande racine de la (onction V^, une limite supérieure plus rapprochée qutî 2.
On démontre, en effet, facilement que la fonction V^ satisfait à l'équation différentielle linéaire du second ordre
( «7 ) Or, Laguerre a démon ti*é dans une Noie : Sur les équations algébriques dont le premier membre satisfait à une équation linéaire du second ordre, qu'étant donné un polynôme y ayant toutes ses racines réelles iU satisfaisant à réqaatifiti diffëreiilieMe
le polynôme
ii = PR -*. PQ'^ QP'- T^^r^ Q%
où m désigne le degré du polynôme y^ a une valeur positive ou nulle quand on y reniplac^ex par une racine quelconque du polynonje y.
On a donc, dans le cas actuel, pour toute racine x àv. la fonction V^,
" ixm — I ) ( '2 //i* — m -h i )
im — i)(a»i* — /W.-H-JI)
Ci«,;' < 4 R(/n — i) 4/7 ^Z_L_
Signalons entiii la propriété suivante de la fonction y m •
Si U/n-t représente le résultat de la. substitution de la plus grande racine de V^ dans V„|_|, on a, pour
ffi = 00,
lim(mU„i-i) = Tt.
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AU SUJET Vm THSOREIS CONNU;
Par m. m. FOUCHÉ.
Le théorème dont il s'agit est le suivant :
L'immersion conserve les lignes de courbure des surfaces.
De toutes les démonstrations qu'on en a données, aucune ne me paraît aussi simple ()ue la suivante :
I® Le théorème est vrai s'il s*agît d'une surface développable, puisque au lieu d'une enveloppe de plans, on a une enveloppe de sphères dont les caractéristiques, qui sont les transformées des génératrices de la surface développable, sont évidemment des lignes de courbure. Quant à la seconde famille elle se conserve également à cause de la conservation des angles droits.
2® Cela posé, je considère une ligne de courbure (C) d'une surface (|uelconque et la développable enveloppée par les plans tangents à cette surface aux différents points (C). (C) est aussi une ligne de courbure de cette développable puisque les normales sont les mêmes dans la développable et la surface donnée, en tous les points de (C). Par l'inversion les deux surfaces circonscrites se transforment en deux autres également circonscrites. La transformée (C) de (C) est ligne de courbure sur l'enveloppe de sphères qui est la transformée de la développable : donc elle Test aussi sur l'autre surface.
NOTK AU SUJKT W LARTIGU PRECEDENT; Par m. R. B.
L^ëlégante démonstration de M. Fouchë est notablement plus simple que celle que j^ai donnée dans ce Journal (1908, p. 16). Mais elle ne met pas en évidence^ plus que cette dernière, le fait que les centres de courbure principaux, en deux points correspondants de deux suijaces inverses, sont deux à deux alignés auec le pâle dHnifersion. La démonstration suivante (dont, bien entendu, je ne garantis pas l'originalité, étant donné qu'il s'agit d'une proposition tout à fait classique) établit ce fait en même temps que le théorème relatif à la conservation des lignes de courbure.
Soient m un point d'une surface (S), (2) une sphère tangente à (S) en m, (S) et (S) se coupent suivant une courbe C présentant un point double en m, et les tangentes en ce point sont les diamètres communs aux indicatrices, construites avec le même paramètre, des deux surfaces. Pour que le contact soit stationnaire , c'est-à-dire pour que le point double de C soit un point de rebroussemeut, il faut et il suffit que les deux indicatrices soient bi tangentes : cela exige que (2) ait son centre en l'un des centres de courbure principaux de (S) en m. On voit aussi que la tangiuite a C, en ce point de rebroussemenr, est une direction principale de (S).
Cela posé, une sphère et une surface, ayant entre elles un contact sutiounaire, se transforuieut par in-
( ^o) version en une sphère et une surface à contact station > naire. Cette remai-quc;, jointe à celle que les centres de dfux sphères inverses sont en ligne droite avec le pôle dMnversion, rend intuitives les propriétés de l'inversion, relatives aux lignes de courbiu*e et aux centres de courbure principaux des surfaces.
SOLUTION DK LA QUESTION DK lATHÉMATIOlIES SPfiCIALKS DU CONCOURS DA6RBGATI0N DE 1905;
Par m. a. VACQUANT.
1** On donne les deux droites D, W définies respectiçenient par les équations
(D') X = o, z =. — hj
les axes de coordonnées ox^ oy, oz étant supposés rectangulaires. Trouver l'équation ponctuelle de la sur/ace S lieu du sommet d'un paraboloïde variable qui jHisse par ces deux droites, Troux^er l'équation tangentielle de la même sur/ace.
2*' Calculer les coordonnées d 'un point quelconqueM de la sur/ace S en fonction de l' abscisse a et de l'ordonnée p fies deux /f oint s N, N' oh une droite, menée par M, rencontre respectivement D et IV. Soit P le point de coordonnées a, ^ dans le plan xo) . Lieu du point M quand P décrit une droite quelconque du plan xoy. Étude de l'intersection de la surface S a^ec une quadrique quelconque qui passe par D et D'. Lieu correspondant du point P. Cas où cette intersection se décompose.
3° Démontrer que la surface S est sa propre polaire réciproque par rapport à une infinité de quadriques Q, dont on cherchera V équation générale ponctuelle. On envisagera plus particulièrement parmi elles les paraboloïdes Q<. Trouver T enveloppe des quadriques Q.
I. Les deux droites D, D^détiiiies respectivement par les équations
$eront rencontrées par une droite ayant pour équations
X = az H- />, y = bz ^q, si Ton a
hh -\- q — o, — ah -\- p = o
et, par suite,
sont les équations d'une droite G rencontrant D et D' en des points N et N' ayant respectivement pour abscisse et pour ordonnée
at = 2a/i, p= — 'ibh.
Pour que G reste parallèle au plan
Xx -h B K ^ Cz = Oy il faut ^
Aûr-i-BA-HG = o.
Le paraboloïde engendré par G a pour équation
Aar By ^
^ -h /i z — n on
Xxiz-- h)'+-Bjr(s ^ h)-+'C(Ji — h)(z-^ /i) = o
ou
(to) Cz*-h Xxz-h ByZ'-Ahx-r- Bhy — Ck* = o. Ce paraboloïde ayanl pour plans directeurs ^ = o, Aa?-+- B^-h C« = o,
la direclioii de son axe a pour équations
oc _^ y ^ z
Le point M(j:, y^ z) sera le sommet de rn si le plan tangent en M est perpendiculaire h l'axe, c'est-à-dire sî Ton a
Les coordonnées du sommet M de ts sont donc définies par les équations
A'(« — ^)-hB«(z-4-^) = o, AarH- By-^'iCz = o, \x{z — h)-^ By{z^h)-\'C{Z'-h){z-^h) = o.
En éliminant C entre les deux dernières équations, on obtient Téquation
kx{z — h){z -^ h — -iz)-^ By(z -^ h){z — h —- 'xz) = o
OU
kx{z — ^)»-i- B^(^-4- A)«=o.
En éliminant A et B entre ce^te équation et la première des trois précédentes on a l'équation pono tuelle du lieu de M :
^«(« -+- A)* (^ ~ A)-i-ar»(2 — A)*(2-i-A) = o. '
Après suppression du facteur (z — ^)(* -h A) qui donne l'ensemble des deux plans parallèles à xoj
( >3) menés par D vl D', on oblienl une surface S ayant pour équation ponctuelle
(S) yt(z^hy-^X*(Z -A)»=0
OU
c'esl-a-dire une surface réglée du cinquième ordre ayant pour gënéralrice la droite
parallèle au plan xoy et s'a|ipuyant sûr Taxe des z qui est une ligne double de la surface. Tout plan passant par zz' coupe S suivant zz' et trois autres droites parallèles à ûcoy dont une seulement est réelle. La surface S est donc un conoïde ayant pour axe zz^^ pour plan directeur xoy.
Les coordonnées homogènes u, u^ w, r d'un plan tangi^nt à S au point (x, j^, z) sont
u = 'ix{z — A)»,
ç = 'iylz-^h)*,
w = Zy^(z H- A)«H- 3ar«(^ — A)*,
/' =3Aj^«(z-f-A)*— 3A/î7«(<« — A)«,
d'oi^
V ^ y(z -h hf ^ X
w (^ - A)» {z -h A)« — (-J -1- A)»(«— . A)« z — h (z -hA)
r A[(a — A)»(^-+-A)«H-(-«H-A)M^ — A)«] hiz -h-t-zA-h)
ou
En portant les valeurs de — et de z dans (S) on
oblM-nl IVquati<Mi Uugeiilielle de la surface S
(S|) u*(htv — /•)' — p*(AiP H- r>» = o.
II. Les équations (G) peuvt^nt s^écrire
jr = — r(^ -4- A), v= ^iz — h).
Ces équalions. jointes à Téquatioii ponctuelle de S,
savoir
«lonnent les coordonnées x, r, z d*un point quelconque M de la surface S en fonclioii de deux paramètres a et p. L*éli mi nation de x et y donne l'équation
a«(^ — A)-h3«(^-HA) = o.
Doù
z ^ h z -h h ^x xh
aî-
aj.
Par
siiile
les
coordoi
nées du a»
|»oint
sont
Supposons que le point P( a, ^, o) décrive une droite A ayant pour équations
(A) -« = 0, ax -{- by -\- c = o.
{ a5) <» aura
(3) aa -h ^3 -h c = o.
Lt» li«u de M esl «ne courbtf définie parafnéti-i(|ueiiienl par les éqaalîons (2) et (3), c'est-à-dire une cubMjue gauche F. On al)liendra les équations ponctnellrs de cette cubique en éliminant « et ^ enli% (a) et (3), ou encore entre les équations
«ar-p^
aa -h 6p -hc = o.
Des deux premières on tire a et ^
'ly z
2Aa7 a = T- »
^-Bi
En portant dans les deux dernières on obtient l'équation de S, romme cela était à prévoir, et Téquation d'un paraboloïde gji [>assant |iar D et D'; de sorte que la ligne lieu de M quand P décrit A ('ht définie par les équations
(S) ar«(^ — A)»-t-j^«(«-h/i)»=o,
(wi) lahxi^h — z )-hibhy(h'h z)-\-c(k — -5)(Ah-z) = o.
l/intersectiun de la surface S et du parabobâdc tn< qui est du dixième d«*gré se compose de D et lï, droites doubles de S^ de la droite' de Tintini f=o, z := o comptée trois fois et de la cubique F.
L'équation (t9|) étant linéaire et homogène par
{ »6) rapport aux trois paramètres a, &, c, on peut dire que cette équation peut représenter un paraboloïde quelconque passant par D et ly; alors le calcul précédent montre que Fintersection de la surface S et d'un paraboloïde quelconque passant par D et ly se compose des droites D, ÏV comptées deux fois, de la droite à Tinfini du plan xoy comptée trois fois et d'une cubique gauche. Étudions maintenant Tintersection de S avec une quadrique quelconque H passant par D et ly. L'équation de H est de la forme
(H) kx(z — A)-+- Bjr(z -h A)H- C(z — h)(z -h h)-h Dar^ = o.
Pour tout point commun (x, ^% z) à H et à S les paramètres a et ^ seront liés par une relation obtenue en remplaçant dans l'équation (H) les coordonnées .r, y^ z par Irurs valeurs (2). En remarquant que
, — aAp« - iAa»
cette relation est
Elle se décompose en deux :
(5) Dap — aAAa-h^BAp — 4CA« = o.
La première donne sur S les droites D et D' comptées deux fois, car pour a = oou P = oona respectivement
jr = o, J'=P> z^—h (droite D'), ^ = 0, ar = a, z =■ h (droite D).
Le lieu correspondant du point P(a, ^) dans le plan xoy est l'axe oy ou Taxe ox,
L'équaiion (5), qui est une relation homographique
( »7 ) enlre a et p, définit sur S une courbe du sixième degré Ce* Le lieu correspondant de P dans ]e plan xoy^ défini par l'équalion (5), est une hyperbole équîlatère dont les asymptotes sont parallèles aux axes oXy oy.
Sî D nVst pas nul, c'est -à-dire si H n'est pas un paraboloïde, de (5) on déduit
P" Da-haBA '
et d'après les formules (2) on obtiendrait aisément les coordonnées d'un point de C« en fonction du seul paramètre a.
La courbe Ce se décompose quand la relation (5) se décompose*, alors (5) prend la forme
ce qui a lieu, comme on le voit sur l'expression précédente de ^, quand on a
L'hyperbole (5) se réduit a deux droites respectif vement parallèles à ox^ oy et la courbe Ce se décompose en deux cubiques planes^ car, si l'on appelle \ la valeur commune des rapports précédents, on a
A = DX, C = BX
et l'équation (H) devient
\y -4- \{z — A)] yùx -4- B(^ -4- A)] = o,
c'est-à-dire que la quadrique H se réduit à deux plans passant respectivement par D, ly et déterminant dans S deux cubiques.
Si D = o, la quadrique H est un paraboloïde, et Ton
( »8) retrouve les résultats indiqués plus haut : la courbe C$ est remplacée par une cubique gauche F et la droite à rinfini du plan xoy comptée trois fois-, Thyperbole (5) <*st remplacée par une dix>ite quelconque du plan xoy. ÏaSl cubique F devient plane si A := o ou 6 = 0, auquel cas le paraboloïde se décompose en un plan parallèle à xoy passant par F une des droites D, Tï el un autre plan passant par Fautre droite. Le lieu de P est une droite parallèle k ox ou oy,
III. Les é(| nations ponctuelle et tangentielle de S sont, en coordonnées homogènes,
(S) x^(z-~ht)^ ^yt(z-hhiy =0,
(Si) u*{hw — r)' — t»*(/itv H- r)«= o.
Soit une qua(h*ique Q ayant pour équation ponctuelle
Les coordonnées homogènes du plan polaire d'un point (x, y^ z, t) de S par rapport à Q sont
en remplaçant u^ 1», w, r par ces valeurs dans (S4), on doit obtenir Féquation ponctuelle de S. En identifiant Téquation obtenue avec Féquation (S) on voit aisément que, si la quadrique Q existe, son équation ne peut êire que de la forme
Aa7«-f- A>«4- A'^ï-f- 2G'« -+- D = o,
c'est-à-dire que Q est une quadrique ayant pour plans de symétrie rectangulaires yoz et zox^ pour axe de symétrie oz. D'ailleurs ce résultat est à peu près évident en remarquant que la surface S possède cette symétrie.
(29 ) Oïl a alors
Portant ces vali^urs dans (S|), on obtient réquatioii
Pi}x^[z{M'h — C) H- C'A - D]» — A'ïj'M^C A'A -H C) -h C'A -h Dp = o.
Eii identifiant avec (S), qu'on écrit
ar2( A — .5>» — ^*( A -*- -«)*= o,
on a les relations
qui se réduisent aux deux suivantes D = A' A»,
Les deux coefficients A et A' sont différents de zéro;
quant à A^'' il peut être nul ou non.
Si A" = o, on a
et, comme Q? est différent de zéro, sans quoi la quadrique Q se réduirait à deux plans, on aura
d'où
(3o) Les quadriques Q ont, dans ce cas, pour équation générale,
OU
a7*dt ^'-+- a/?5 = o,
c'est-à-dire sont des paraboloïdes Q, de révolution ou équilatères.
Si A'^ n'est pas nul, D est différent de zéro ainsi que C, A et A'. Nous poserons
par suite
a- — o * L'équation générale des quadriques Q est
Conime A" est difféient de zéro, on peut supposer A"= I , et Téquatiou précédente s'écrit
/(:r, y, z) = a^x^-h a'^y*-^ z^-h'ih^^]^^ ^J z -t- //« = o.
Ou obtient l'enveloppe de ces quadriques Q en éliminant a, a' entre Téquation précédente et les suivantes .
ou
^ , - , fa* — a^)'xa — {a*-h a'^)-2a
ia'^y^-h ihz- ^-r— j—- = o,
^ ( rt' — a'- )-za' -i- ( a-T- a'* )ia' __
c'est-à-dire
3aar« — 8A«
(3. ) De ces denx dernières équations on déduit, en éliminant z,
et, d'après l'équation /(x,^, z) = o, on aura
ou
ihz a'^—a"^'
D'où
(z — h)* ia^ a^
Ou en déduit
Remplaçant -j par Tune ou l'autre de ces valeurs dans l'équation
on obtient pour enveloppe des quadrîques Q les deux
surfaces
a'»(« — A)3db7«(-5-h A)»=o,
dont l'une est la suif'ace S.
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Théorie der ebrnen algebuaischen Rurve^ uôherer Ordhung; von D'' Heinrich Wieleiiner, — i vol. in-8 de XXII + 3 1 3 pages y avec 82 figures dans le texte. — Leipzig, Goschen, igoD.
Cet Ouvrage, qui fait partie de la Sammlung Schubert , collection bien connue de traités sur les diverses parties des
Mathématiques, constitue un excellent et substantiel exposé des faits principaux de la théorie pure des courbes algébriques : j'entends par théorie pure celle qui n'est pas dominée par la préoccupation d'étudier les fonctions algébriques. Les connaissances supposées chez le lecteur sont réduites au minimum : éléments de la Géométrie analytique et du Calcul différentiel.
Un résumé de l'Ouvrage en fera connaître le plan et la porlée.
Chapitre I. — Généralités, définitions des courbes algébriques, distinction entre les propriétés métriques et les propriétés projectives, éléments imaginaires, principe de dualité, ordre et classe d'une courbe.
Chapitre II. — Polaires de divers ordres, points multiples, leur influence sur la classe, théorie des enveloppes.
Chapitre 111. — Courbes associées à une courbe donnée (hertzienne, cayleyenne, steinérienne).
Chapitre IV. — Formules de Plucker
Chapitre V. — Notion de genre, courbes unicursales, conservation du genre par une transformation birationnelle (démonstration de Zeuthen-Bertini).
Chapitre VI. — Défînition du triangle analytique^ recherche? des asymptotes, des courbes approchantes, de l'équation d'une courbe de forme donnée a priori, La lecture de ce Chapitre, consacré à des sujets peu connus en France, croyons-nous, est tout particulièrement recommandable.
Chapitre XITI. — Étude particulière des quartiques
Chapitre XJV. — Systèmes de courbes (faisceaux, réseaux, systèmes non linéaires, caractéristiques).
J'ai dû me borner à un exposé très rapide, qui ne donne pas une idée suffisanle de la richesse de l'Ouvrage, el non plus de la précision et de l'élégance des démonstrations. Signalons en terminant que les fîgures sont dessinées avec le plus grand soin : les courbes y sont tracées avec leur forjne exacte, sauf pour un très petit nombre de figures schématiques que l'auteur signale du reste lui-même. R. B.
GERTIFIGAIS M W^KWm RATIONNKLLE.
Besançon.
Épreuve écrite. — I. Établir le théorème de Lagrange et Dirichlet sur la stabilité d'un système dépendant d'une /onction de forces et d'un nombre fini de paramètres,
II. Un ressort de masse négligeable com,m,u nique à un pendule pescuit un moment de rappel proportionnel à l'angle d'écart au point mort du ressort.
i" Calculer la position d'équilibre et la durée des petites oscillations exécutées autour de cette position par le pendule ainsi modifié.
2* En supposant petite l'action de la pesanteur par rapport à celle du ressort, étudier, par la méthode de la variation des constantes, les grandes oscillations du système, et déterminer leur durée en fonction de la demi-amplitude en cours prise par rapport à la position du point mort du ressort.
3" Comparaison de deux écarts extrêmes consécutifs.
Ann. de ,lfathémat., 4' ''érie, i. VI (Janvier 1906.) 3
Éprbuve pratique. — Un pendule constitué d^une tige très mince et d'une sphère de 10^°^ de rayon est muni d'un petit curseur dont la masse est à celle de la sphère dans le rapport de i à 4 3, a.
On demande :
1° Au-dessous de quel niveau N on placera le curseur pour être assuré que toute descente du curseur ralentira les battements du pendule?
•;►." Après avoir placé le curseur au-dessous et près de la sphère f quel ébat faut-il ménager au curseur pour que cet
ébat soit capable de corriger un écart de marche de zh i5 battements du pendule sur 86400 battements.
La distance de l 'axe de suspension au centre de la sphère est i"; la masse de la tige est regardée comme négligeable ; le pendule est supposé placé à température constante.
(Juin 1905.)
Épreuve écrite. — 1. i** Théorème des moments des quantités de mouvement.
2" Un ensemble de points matériels est soumis à des forces mutuelles dont le potentiel est une fonction uniforme de la configuration intrinsèque du système; démontrer que, si cet ensemble a toutes ses vitesses nulles au départ, il ne pourra reprendre plus tard sa coxpigl ration
( 35 ) INITIALE que s'il retrouve en même temps son orientation
INITIALK.
II. On considère une tige homogène pesante s'appuyant avec frottements sur l'intérieur d*une demi-sphère creuse et sur le bord de la circonférence horizontale qui limite la surface sphérique supérieurement ; former les équations qui feront connaître les inclinaisons extrêmes de la tige sur l'horizon entre lesquelles se répartiront les inclinaisons de la tige maintenue en équilibre dans le plan d'un même grand cercle vertical de la sphère. Le coefficient des deux frottements est f.
ÉpRBUVE PRATIQUE. — Dcux cames à profils rectilignes sont portées par deux solides en rotations parallèles et de
sens contraires autour de deux axes O et 0' . Soient ta et ta' les vitesses angulaires des deux solides à un instant donné. On demande :
1° D'étudier comment varie le rapport —, durant la con-
'^'^ to
duite de la came O par la came O'.
2* De calculer les angles a et %' dont tournent alors les deux solides pendant la conduite depuis l'insfanf où les deux profils formaient une seule et même droite perpendiculaire commune aux deux axes.
Données :
cm
Distances des axes 00' 5o
Distances des becs des deux profils \ OA 4o
à leurs axes respectifs ( OB 3o
(Novembre igoS.)
Bordeaux.
ËPBBUVB BCiUTB. -^ l. Accélération. AQcélérmâf'ot^ tan^ g€niUlle tt eeMripète. Détermination de raecéUraâi^n dans un système de coordonnées curvilignes quel^onq^ibes ; application aux coordonnées polaires dans l^plmn eé dans VespoÊce,
U- Mouvement d'une barre soumise à des liaisons sans frottements et attirée par un point Jixe,
La barre est homogène et pesante; l'extrémité B glisse sur un cercle vertical, l'extrémité F est articulée en un point de l'arc du cercle * Le point le plus élevé K du cercle attire les éléments de la barre proportionnellement à la distance et à la masse.
On déterminera les forces de liaisons auxquelles la barre est soumise en B et F.
Épreuve pratique. — Un solide homogène a la forme d'une pyramide dont la base ABC est un trtangle équilatéral, et dont la hauteur est SA, S désignant le sommet. Déterminer le rayon de giration autour de l'arête SB :
AB = i", SA = 2"*.
(Juillet 1905.)
Eprkuvk écrite. — I. Pendule composé.
IL Mouvement d'un disque qui a un point fiare et d'une chaîne placée sur sa périphérie.
Ce disque, circulaire et de rayon R, homogène et pesant, est mobile sans frottements dans un plan vertical, autour d'un des poi/its O de sa circonférence.
La chaîne, homogène et pesante, glisse sans frottements sur une gorge pratiquée à la périphérie du disque.
Cas où, à l'origine du temps ^ le système est immobile.
ÉpRKUVK PRATIQUE. — C'ahulèr l'énergie cinétique d'un disque circulaire homogène, pesant Z^^Gt.'^ et roulant sans glisser sur une route horizontale, de telle sorte que son
( 37 ) Centre de figure pureoure uniformément loo" en 4 minutes :
g = 9,809 mètres-secondes.
Exprimer le résultat en unités communes et en unités C. G. S. (Novembre 1905.)
Grenoble.
Epreuve écrite. — Une barre homogène OA, de masse M, de longueur /, est mobile autour de son extrémité O qui est fixe. L'autre extrémité A est attirée par un point fixe B situé également à une distance l du point O. L'attraction est inversement proportionnelle au cube de la distance; c'est, d*ailleurSy la seule force donnée,
i" Former les équations du mouvement de la barre.
2" Discuter ce mouvement, en supposant qu'à lUnstant initial la barre est lancée tangentiellement au plan perpendiculaire à OB passant par .0.
3" Dans ce même cas particulier, déterminer explicitement en fonction du temps les cosinus de l'angle AOB.
Épreuve pratique. — Soient Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires. Les six plans
déterminent un parallélépipède rectangle. Ce parallélépipède limite un solide homogène S dont la masse est M .
A l'instant initial, le solide S est animé d'une rotation «0 autour d'un axe OR, situé dans le plan xOz, faisant avec Oz un angle a. Dans l'espace, cet axe OR est dirigé suivant la verticale descendante.
1° Déterminer, à cet instant, la force vive de S ei le moment résultant, relatif à 0, des quantités du mouvement de S.
7? Le solide étant abandonné à l'action de son poids (et n^é tant soumis à aucune liaison), déterminer le mouvement ultérieur pat le mouvement du àeMre de gravité et
( 38 ) les éléments du mouvement autour du centre de gravité {cônes roulettes y vitesses angulaires). Quels seront, au bout du temps fi, les angles d*Euler définissant Vorientation du trièdre Oxyz par rapport à un autre trièdre dont les axes ont des directions fixes que l'on choisira convenablement,
3° Application numérique :
(unités C. C. S.). OR est bissectrice intérieure de rOy.
( Novembre 1905.)
Lille.
Epreuve écrite. — I. Appliquer les équations générales d* équilibre d* un fil flexible, inextensible et sans torsion à la recherche de la figure d'équilibre d'un fil pesant homogène librement suspendu par ses deux extrémités,
W. Un tube circulaire, homogène, pesant, de très petite section, est assujetti à glisser sans frottement sur une droite horizontale Ox. A l'intérieur du tube glisse sans frottement un point pesant de mctsse égale à celle du tube.
Étudier le mouvement, en supposant qu'à l'instant initial le système est abandonné dans le plan vertical deOx avec des vitesses dirigées dans ce plan.
Épreuve pratique. — Déterminer la vitesse d'une balle de revolver d'après les observations suivantes faites à la balance balistique :
I' La balle produit une déviation maxima de i3'*4o', la distance de la ligne de tir à l'axe de rotation étant de 14'^", 2; la durée d'oscillation est de 6% 7.
2° 5o* suspendus au levier à 40'""' de l'axe de suspension donnent une déviation permanente de i4"2o'.
La masse de la balle est de 5*, 7.
N. B — On établira sommairement la formule qui détermine la vitesse demandée, ( Novembre 1906.)
Montpellier.
Épreuve écrite. — Un ellipsoïde, homogène et pesant, dont la masse est égale d 5, a pour équation par rapport à ses axes de symétrie
a»î yt ^1
Cet ellipsoïde étant immobile et s'appuyant sur un plan horizontal fixe par Vun des sommets de son grand axe, on lui imprime, au point de coordonnées
une percussion ayant pour composantes
Quel mouvement prend le solide?
Épreuve pratique — Une barre pesante AB repose tangentiellement sur une courbe dont le plan est vertical, et appuie son extrémité A contre un plan vertical perpendiculaire au premier. Déterminer la courbe de manière que la barre reste en équilibre, quel que soit son point de contact.
Il n*y a pas de frottement. (Novembre igoS.)
Toulouse.
Épreuve écrite. — I. Les extrémités d'une tige homogène pesante AB de longueur à l sont assujetties à se mouvoir, la première sur une horizontale Ox, la seconde sur une verticale Oy. Le système tout entier tourne autour de Oy avec une vitesse angulaire constante o).
On demande :
i" Déformer les équations du mouvement relatif de la barre dans le plan x Oy.
'2" De trouver la position d* équilibre relatif de la barre. Cet équilibre est- il stable ou instable?
y* Dans le cas oà ^équilibre est stable, d'étudier le mouvement de la barre autour de cette position d'equi'^ libre.
4" De calculer les réactions aux points A et B.
On néglige le frottement des extrémités A et B sur Ox et Oy.
II. Deux poulies homogènes situées dans un même plan vertical tournent autour de deux axes parallèles 0 et O'
avec des vitesses angulaires estimées dans un même sens de rotation égales à wq et wj,.
Un fil non tendu s^ enroule sur les deux poulies. A un moment donné le fil se tend de telle sorte que les mouvements des deux poulies qui étaient indépendants deviennent brusquement solidaires l*unde Vautre. On suppose que la tension du fil persiste après le choc, et l *on demande ce que deviennent les vitesses angulaires des deux poulies. On donne les rayons des deux poulies R et R', les moments d'inertie ji et [x'.
Épreuve pratioue. — Comparer les moments dUnertie relativement à leur axe com,mun A des trois anneaux homog-ènes engendrés par la révolution simultanée d'une
Ti.
ellipse, de son rectangle circonscrit, de son losange inscrit autour d*une droite A parallèle au petit axe de V ellipse.
(Novembre cgoD.)
CERTIFICATS D'ASTRONOMIE
Besançon.
Épreuve égritk. — I. On demande de calculer les éléments Û, a>, /, qetH d'une orbite parabolique possédant les racines de l'équation d'Euler s, a, /• et r'.
IF. Établir les formules usuelles de la parallaxe en ascension droite et déclinaison.
Épreuve pratique. — Calculer l'arc de grand cercle d'horizon compris entre le lever du Soleil au solstice d'été 21 juin et au solstice d'hiver 22 décembre à Besançon,
Latitude de Besançon <p = 47* 1 4' ^9', 4
Inclinaison movenne de l'écliptique
sur l'équateur (u = 230 27' 5", 6
(Juin 1905.)
Épreuve écrite. — ï. Planètes, Établir les lois du mou^ vement héliocentrique et donner l'ensemble des formules
( 42 ) qui font connaître les coordonnées géocentriques équato— riales.
FI. Interpolation. De la formule fondamentale de New^ ton déduire la formule usuelle ou de Stirlings
f{a^ uw)
Épreuve pratique. — Trouver le moment où une comète parabolique ayant passé au périhélie le i3 septembre ^ à midi y sera à une distance du Soleil r = 2,o554'^o, sachant que la distance périhélie q =i, 532675 et que
logv/7= 8, 235581.
Unité de distance : Terre, Soleil.
Unité du temps : Jour solaire moyen.
(Novembre 1905.)
Bordeaux.
Épreuve écrite. — Établir géométriquement l'équation de Kepler
u — e s\nu = nt.
Expression du rayon vecteur r en fonction de u.
Expression de l'anomalie vraie V en fonction de l'ano^ malie excentrique u.
Expression de V anomalie vraie V par une série ordonnée suivant les puissances croissantes de e et les sinus des multiples de u.
Épreuve pratique. — Calcul de l'éclipsé de Lune du 14 aoAt 1905 par la méthode des différences d'ascensions droites et déclinaisons. (Juillet 1905.)
Épreuve écrite. — Démontrer, par des considérations géométriques, les formules de Mayer et de Bessel pour la réduction des observations méridiennes.
Rapport algébrique de ces deux séries de formules. Détermination expérimentale de l'inclinaison de l'axe et de la collimation.
Épreuve pratique. — Calculer pour Bordeaux
les digressions de la polaire (8 = 88** 46' 45", i ) lorsque ses angles horaires sont de S'^o", 5" 4"*, 5*» 8", , . . et 5** 20".
Vérifier le calcul par la méthode des différences.
La digression, comptée à partir du Nord vers l'Ouest, est donnée par la formule
.^ cosSsin^
^ ""costpsinS — sin^cosScosf
(Novembre 1905.)
Grenoble.
Épreuve écrite. — I. Compensation des angles d'un triangle.
II. Compensation des angles d'une chaîne de triangles qui s'appuie sur deux bases extrêmes, tous les angles des triangles ayant été mesurés.
III. Théorème de Legendre pour la résolution d'un triangle géodésique.
Épreuve pratique. — Étant donné l'azimut A du coucher d'une étoile de déclinaison (Ô, calculer la durée T de la course apparente de l'étoile au-dessus de l'horizon du lieu, ainsi que la latitude X de ce lieu. Déterminer les variations AT et Û^ de T et de \ qui correspondent à une variation AA de A.
On ne tiendra pas com.pte de la réfraction. Application numérique :
A = 66*» ïiy,^,
Cô = — 16°38' i',o'2,
AA = H-i'.
(Novembre 1905.)
Marseille.
Épreuve écrite. — Théorie de la lunette méridienne.
Exposer comment, avec une lunette méridienne bien réglée et une pendule, on détermine V heure locale ainsi que les ascensions droites relatives des astres.
Établir les formules qui permettent de tenir compte des erreurs instrumentales et expliquer comment on détermine ces erreurs.
Épreuve pratique. — Connaissant la latitude géographique cp d*un point de la Terre, calculer la latitude géocentrique îp de ce point et son rayon vecteur r, en admettant que la surface terrestre est un ellipsoïde
de révolution dont l'aplatissement est — - et en prenant
pour unité le rayon équatorial.
Donnée numérique :
(Novembre 1905.)
Montpellier.
Épreuve écrite. — Erreur d* excentricité dans le théodolite. Forme et détermination des constantes instrumentales figurant dans la formule de correction. Erreurs de division des cercles gradués. Formule générale de toutes ces erreurs et procédé général d'élimination par l'emploi de p lusie urs vern ie rs .
Épreuve pratique. — La formule pour la correction de l'erreur d'excentricité dans le théodolite est
supposons que les constantes instrumentales soient
r i5oo
( 45 ) et que l'on ail fait la lecture
Déterminer la correction p en secondes et à moins d'une seconde près, (Novembre 1905.;
TouloQse.
Éprbuvç écrite. — I. Définir V équation du centre. Étudier sa variation.
II. Deux planètes A et B décrivent dans le même plan des cercles concentriques dont les rayons sont respectivement 16 et 36, le moyen mouvement diurne de la planète B étant 64*. On suppose qu'à l'origine du temps les deux planètes sont en opposition. On demande :
1° De trouver la longitude de la planète A supposée vue de la planète B, et d'étudier la variation de cette longitude;
2" De trouver l'angle sous lequel on voit, de la planète B, la planète A et le Soleil et d'étudier la variation de cet angle.
Éi'RKCJ VB PHATIQUE. — V excentricité de le planète (S) Thalie est 0^^34291 et son moyen mouvement diurne 833', 5. A une certaine date, l'anomalie vraie étant 3o", on demande de calculer :
i** L'anomalie excentrique à cette date;
2" L'anomalie moyenne à cette date;
3" Le temps écoulé depuis son dernier passage au périhélie^ (Novembre 1906.)
Nancy.
Éprbuvk écrite. — I. En supposant connues les trois formules fondamentales de la trigonométrie sphérique, établir les analogies de Neper.
II. Expliquer comment on établit, en Astronomie, que les planètes suivent les lois de Kepler* Les six éléments d'une planète.
Épreuve pratique. — A une certaine époque, les coordonnées héliocentriques d'une planète ont pour valeurs :
Longitude / = 1 19* ^'5y',6
Latitude X= 2** 19' 59', 8
Rayon vecteur /• = o , 7 1 8 5o i 7
On demande de calculer la longitude /' et la latitude X' géocentriques de cette planète, sachant que, à la même époque, la Terre a pour coordonnées héliocentriques
Longitude /i = 295" 1 5' 32*, 10
Rayon vecteur /'i = 1,0162454
SOLUTfOIIS II PESTIONS PROPOSÉES.
Une courbe du quatrième ordre, qui a trois points doubles, admet généralement quatre tangentes doubles, qui forment quatre triangles homologiques du triangle déterminé par les points doubles. (Ernest Duporcq.)
Si trois cercles sont inscrits à un triangle, les quatrièmes tangentes communes qu'ils- admettent, pris deux à deux, forment un triangle homologique du premier.
(Ehnest Duporcq.)
solutions Par M, TniÉ.
F^a démonstration de la proposition 1665 est immédiate. Supposons par exemple que les trois cercles dont il s'agit soient les trois cercles exinscrits : alors on voit tout de
suite que les côtés du triangle formé par les quatrièmes tangentes communes rencontrent les côtés du triangle donné aux pieds des bissectrices extérieures de ce dernier. Ces pieds sont en ligne droite, donc, etc.
Voici maintenant comment on peut rattacher l'énoncé 1664 an précédent.
On voit d'abord) par le même raisonnement élémentaire, que :
Si trois cônes de révolution sont inscrits à un même trièdrcy les quatrièmes plans tangents communs qu'ils admettent, pris deux à deux, forment un trièdre homologique du premier.
Dans cette proposition, remplaçons les mots cônes de révolution par cônes touchant un même cône suivant deux arêtes, pour avoir une généralisation projecfive; effectuons ensuite une transformation par polaires réciproques, et prenons enfin la trace de la figure obtenue sur un plan quelconque : on aboutit à l'énoncé suivant :
Soient ABC un triangle et S une conique quelconques. Il existe quatre coniques passant par les points A, B, G et bitangentes à S. Trois de ces coniques se coupent y deux à deux, en trois points qui sont les sommets d'un triangle homologique à ABC.
Effectuons alors une transformation quadratique ayant ABC pour triangle fondamental; S devient une biquadratique S' ayant trois points doubles en A, B, G. Les quatre coniques bitangentes à S deviennent les quatre bitangentes de S'. Trois d'entre elles forment bien un triangle homologique à ABG, en vertu de ce théorème :
Si trois points sont les sommets d'un triangle homologique au triangle fondamental d'une transformation quadratique, il en est de même de leurs transformés.
Getle dernière proposition «'st bien connue, quand la transformation quadratique considérée est Vinversion par rapport à un triangle. Il suffit d'une transformation homographique pour avoir l'énoncé général.
( 48 ) OURSTIONS.
2032. On considère une cardioïde dont le sommet est S,
dont le point de rebroussement est O, et dont les points de
contact de la tangente perpendiculaire à OS sont A et B.
OS On prend le point I situé entre O et S et tel que 01 = -7- •
On décrit le cercle G de centre ï et de rayon lA.
Soient T le point de contact d'une des tangentes au cercle G
issues d'un point quelconque M de la cardioïde, et P la projec>
tion de M sur la droite AB. Démontrer que, quel que soit M,
on a
MP
(E.-N. Barisien.)
â033. Si, dans le triangle sphérique ABG, l'angle A est de grandeur constante, et si l'on a
tanc^AB
^-tt; = const.,
tangAG '
on a aussi
cosB
= const.
cosG
2034. Soit dans un cercle une corde AF perpendiculaire au diamètre BG. On prend une parabole de foyer F tangente aux côtés du triangle ABG et un cercle de centre A tangent à BG : en dehors de BG, les tangentes communes à ce cercle et à cette parabole forment un triangle équilatéral.
(Mannhbim.)
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[R7fa]
THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES PETITES OSCILLATIONS DlIN PENDULE SIMPLE;
Par m. Ed. COLLIGNOIV.
I. Soient
O le centre fixe auquel est attaché le fil, inextensible et sans masse, qui soutient le point pesant mobile M ;
OA = OB = OM = / le rayon de la circonférence décrite par le point mobile^
/ la longueur du pendule simple ;
ACB l'arc, supposé très petit, que ce point parcourt dans son mouvement oscillatoire;
IC la flèche de cet arc.
Lorsque le point mobile, parti sans vitesse du point A (^fig^ i), passe au point M, il possède une
Jl' /
Vif
fi
vitesse v donnée par la formule
Ann, de Mathémat., V série, t. VI. ( Février 1906.)
puisqu'il tombe de la hauteur PM , k partir du niveau AB où sa vitesse est nulle.
Prolongeons l'ordonnée MP jusqu'à la rencontre en R avec la circonférence. Nous aurons
c'est-à-dire
PM X PR = PA X PB, PAxPB
PH
équation qui va nous servir à déterminer approximativement la vitesse moyenne u du point mobile dans son parcours de l'arc ACB.
Les quantités PH et PR sont les seules variables dans l'équation (i), mais elles varient dans des conditions très différentes : PH varie de o à ^AB, puis de ^ AB à o, suivant les ordonnées du demi-cercle AHB rapporté à son diamètre AB; au contraire, la quantité PR reste toujours comprise entre les limites
AA'= BB'=2/cosa, IG'= /(i + cosa), en appelant a l'angle AOC = AOB, qui mesure l'écart
(5. ) initial. Si cet angle est très petit, on a sensiblement
AA'=2/— /«« et IG'=:2/ — /-,
de sorte que la grandeur PR est très peu variable, et s'écarte peu d'une certaine valeur moyenne qu'on peut regarder comme constante ; ce qui introduit dans l'équation (i) une notable simplification.
P = ^PH
de sorte que la moyenne u des valeurs de v correspond à la moyenne des valeurs de PH quand le point H parcourt la demi-circonférence A HB. Cette valeurmoyenne est l'ordonnée du centre G des uioyennes distances de l'arc AHB à son diamètre ÂB, ou, en d'autres ternies, l'ordonnée du centre de gravité de cet arc. On a, par une formule connue,
-p _ AB _ 5t/ sina
et, par suite,
ir -ïT
^2/ sina
La durée t de l'oscillation simple s'obtient en divisant la longueur ÂCB du chemin parcouru par la vitesse moyenne u du mobile ; on a donc
•2/ sina \ g \ g
en observant que le rapport -: — a pour limite Tuniié, lorsque Tangle a est infiniment petit.
III. Cette formule (4) s'obtient, comme on le voit, sans intégration, pourvu que Ton connaisse la position du centre de gravité d'un arc de cercle homogène; or cette détermination s'obtient également sans intégration en s'aidant de l'équation d'un mouvement circulaire uniforme projeté sur un diamètre fixe.
En eifet, soit ACB un arc de cercle, décrit du point O comme centre avec OA = OB = R pour rayon {Jig- ? )•
Menons la bissectrice OCY de cet arc, et traçons r.arc OX perpendiculaire à OY.
Imaginons un point M qui parcoure l'arc ACB d'un mouvement uniforme, avec une vitesse angulaire constante, (0, autour du centre O. Projetons le mouvement sur l'axe OX, et soit Om=zx l'abscisse du point m, projection de M, à Tépoque t ; nous aurons, pour l'équation du mouvement projeté,
a? = R sinwf,
en comptant le temps t à partir du passage du point m en O, ou du point M eu C. La vitesse v de ce mouve-
ment sera donnée par Téquatlon
dx _ _
V = -7- = Rw cosa)< = w R costot = w)-,
en appelant^ rordonnée m M du point M.
La vitesse moyenne ii du point m dans le parcours du segment ab, projection de l'arc tntal, sera le produit cDj/'i de la vitesse angulaire w par rordonnëe^i, moyenne de toutes les ordonnées y des points de l'arc circulaire, c'est-à-dire par Tordoiinée OG du cenlre de gravité de cet arc. Nous poserons donc •
ab AB
t étant la durée du parcours ab = AB du point projeté
de a en i, ou de A en B le long de la corde. Cette durée
est égale à celle du parcours de l'arc ACB par le point M,
et Ton a aussi
arc ACB
Par conséquent, on a h la fois les deux relations
AB arc ACB a)^i = — et oit=z :^
Entre ces deux équations éliminons le produit (Dt; il viendra, en résolvant par rapport àji,
_ R X corde AB •^*~ arc ACB '
formule connue de la distance au point O du centre de gravité de Tare ACB.
En appelant 9 le demi-angle au centre, on transforme la formule en la suivante :
R sinO
et, appliquée à la demi-ciiconférence AHB, elle donne \c — — — ^^^'"°^
équation dont nous avons fait usage (*).
IV. Supposons en second lieu que Tangle a ne soit pas infiniment petit, mais qu'il soit assez petit pour qu'on puisse poser
cosa =1 9
sm a = a —f
à titre d'approximation. Les limites de PR sont alors différentes, mais d'une petite quantité, et l'on pourra substituer à PR variable une valeur constante, que nous prendrons égale à
cela revient à poser
en affectant du coefficient 2 la plus grande limite, maximum de la variable. Il vient alors, en refaisant les calculs,
l „ _ 4 /i ^-^sin» _ ' 4 /i ' 'y ~"Ô"/
(*) Cette démonstration a été donnée dans notre Mécanique,. t. II, § 182 (IV« édit., Hachette).
( 55) et, comme 2 la. est la longueur de Tare parcouru ACB, on a
c'est*à-dire la formule trouvée pour a infiniment peut, étendue aux petits arcs a.
SUR LE CERCLE PEDAL
Par m. g. FONTENÉ.
1 . Soit un triangle ABC. Le cercle pédal d'un point S (cercle circonscrit au triangle pédal de ce point) passe au centre K de Thyperbole équilatère ABCS {Nouv, Ann., 1905, p. 4^4)- Deux points inverses S et S'ont même cercle pédal; celui-ci est rencontré par le cercle des neuf points du triangle ABC en deux points K et K', qui sont les centres des deux hyperboles équilatères ABCS, ABCS'; on peut remarquer que ces deux courbes sont les transformées par inversion des deux droites OS', OS, en appelant O le centre du cercle ABC.
Soit DEF le triangle pédal relatif au point S; soient M, N, P les milieux des côtés du triangle ABC; si a^ bj c sont respectivement les intersections des droites NP et EF, PM et FD, MN et DE, les trois droites Da, Ei, Fc concourent au point K'. Ce point K' doit être considéré ici comme étant le centre de Thyperbole équilatère qui est la transformée par inversion de la droite OS.
Ce lliëorème, dont on trouvera plus loin une démonslration analytique, donne la solution de la question 2021 : le quadrangle DEFK' étant inscrit au cercle pédal, son triangle diagonal abc est conjugué par rapport h ce cercle. La démonstration géométrique semble devoir être assez difficile : je n'ai rien trouvé.
Lorsque la droite SS' passe au centre O du cercle circonscrit au triangle ABC, les deux points K et K' sont confondus, et le cercle pédal est tangent au cercle des neuf points (IVou^. Ann.y igoS, p. 5o4)i on a alors une extension de la construction donnée par Hamilton pour le point de contact K du cercle inscrit avec le cercle des neuf points.
Je démontrerai le théorème énoncé en vérifiant
que les trois droites DE, MN, FK' sont concourantes.
Prenons comme triangle de référence le triangle ABC,
et soient p^q^ r les coordonnées du point S. L'équation
de l'hyperbole équilatère ABCS', déduite de celle de la
droite OS, est
OLyz -\- ^zx -H -"(xy = o,
suus les conditions
a cos A -+- p cos B -f- Y cos G = o, OLP -H P? -4- yr =0.
Les coordonnées du centre R' de celte courbe sont, d'après un calcul facile,
a:o= a(p sinB -+■ ysinC — asinA), ..., ...;
comme on a
^cosG — /-cosB rcosA — /^cosG /?cosR — 7 cos A
( 57 ) on obtient, sauf un changement de signes,
Xo=(y cosC — r cosB) [^sinB — rsinC -^/>sin(B — C)], jtqzzz (r cosA — pcosC)[r sinC — p sinA -+■ q sin(G — A)], 5o = (jDCOsB — ^cosA)[/? sinA — ^sinB -H /• sin(A — B)J.
La droite SF ayant |)our équation ^
cos B
cos A
z(p cosA -- q cosB) — a7(r cosA -+- ^) -hjC/'COsB -hp) • l'équation de F¥J est
ir(rcosA-K q) — y(r cosB -h p) Xo{r cos\ -f- q ) — ^o(/*cosB -hp)
Cette équation peut être simplifiée. Lorsque la
droite OS est perpendiculaire sur AB, de sorte que
Ton a
p sin A — q sin B -h r sin ( A — B ) = o,
riiyperbole équilatère ABCS' qui eu est la transformée par inversion a son centre au milieu de AB, puisque ion a alors Zq= o; les points F et ¥J sont couCoudus, et la droite FK' n'est pas déreruuuée. Il suit de là (]ue le dénominateur du preuiier membre de Téquation ci-dessus, après qu'on y a remplacé Xo ei^o par leurs expressions en p^ ç^ /•, renferme en facteur la quantité
p sinA — y sin B -h /-sin (A — B)
qui entre aussi dans Texpression de Zq] pour faire la division on ordonm; par rapport à /*, le tenue en r^ disparait au dividende, ce qui réduit le quotient à être de
(58) la forme Hr 4- K, et le calcul des coefficients H et K, que Ton peut déterminer indépendamment l'un de l'autre, donne pour ce quotient
Q = rsinC{p sinB -h^rsinA) — cos C(/)'H- 2 pq cosC -hq^);
l'équation de FK' est donc
p^, x{rcosX-^q)—y{rcosB-hp) _
Q /7C0sB — qcosX
Les équations des droites SD et SE étant
x(q cosB — r cosC) —y{pcosB -h r) -hz(pcosC -h q) = Oy y( r cosC — />cos A) — z(q cosG -h/>) -f- x(q cosA-H r) = o,
Téquation de DE est
(DE; ^ jr, x-^^ ^ i-y — 3 = 0;
^cosC-i-/? pcosG-hq
l'équation de MJN est d'ailleurs
(MN) arsinA -4-^sinB — ssiaC = o.
En écrivant que DE, MN, FK' sont concourantes, on a la condition suivante qui doit avoir lieu d'ellemême :
( ^ cos A -f- /•)(/? cos C -I- ç-) {pcosh -+• r) {q cosC-hp) {pcosC^q){qcosC^p)
sînA sinB sinC
(/•cosA-t-^)(/?cosB — ^cosA) (rcosB-i-/?)(9cosA— /?cosB) Q |
or, si l'on additionne les éléments des deux lignes extrêmes, on obtient les éléments de la seconde ligne multipliés par les facteurs communs
qr sinX -h rp sin B 4- pq sin G ; le déterminant est donc bien égal à zéro.
NOTE AO SUJET DE L ARTICLE PRECEDENT
Par m. R. B.
Dans l'article précédent, M. Fontené établit par le calcul le théorème suivant :
Soient ABC un triangle; DEF le triangle pédal d*un point S par rapport au triangle ABC; M, N, P les milieux des côtés du triangle ABC; a, b, c les in^ tersections respectiues des droites NP et EF, PM et FD, MN et DE. Les trois droites Da, Ei, Fc concourent en un point qui appartient au cercle DEF et au cercle MNP.
Voici une démonstration géométrique et très élémentaire de cette élégante proposition :
Construisons le cercle ANP, comme l'indique la figure ci-après (*). Il contient le point H, centre du cercle circonscrit à ABC et orthocentre du triangle MNP. Ce point H est, en outre, diamétralement opposé à A sur le cercle ANP. Appelons K| le second point où la droite SH rencontre le cercle ANP. Les points E, F, Ki , sommets d'angles droits dont les côtés passent par les points S et A, sont sur un cercle de diamètre SA. Ce même cercle contient aussi le point Df, projection du point S sur la parallèle à BC menée par le point A (D| est symétrique de D par rapport à NP).
(^) C'est par hasard que la droite EF est tang;ente au cercle ANP.
Je dis que les points «, K|, D| sont en ligne droite.
En filet, d'après une propriété bien coniuie du qua-
di'ilatère complet, le point K|, qui appartient aux
rereles ANP, AEF, appartient aussi au cerele «EN.
On a donc
aK,E = aNIi:.
D'autre part, le quadrilatère inscriptible SEK,D| donne
EK,Di= TT — DiSE = 7r — a\E, puisque les deux angles D,SE, aNE ont leurs côtés
deux à deux perpendiculaires. On a donc finalement
aK,E = 7r — EK,D,,
ce qui établit Tasscrtion faite plus haut.
Appelons enfin K le point symétrique de K, par rapport à NP; K est sur la droite aD et l'on a
aK.aD = aKi.aDj = aE.aF.
Ainsi, les points K, D, E, F sont sur un même cercle. D'autre part, le point K est évidemment sur le cercle MNP. On voit donc que la droite Da passe par Tun des points communs aux cercles DEF, MNP. Il en est de même des droites E6, Fe, et la symétrie exige que ce point d'intersection soit le même, quelle que soit la droite considérée {voir plus loin).
Le llîëorème est ainsi établi, et Ton voit même que le point K reste fixe lorsque le point S décrit une droite a- passant |)ar le centre H du cercle ABC : ce fait, signalé par M. Fontené, rend compte de rexislenct; d'un lieu du point K, lorsque S varie dans le plan. Si Ton se donne le point K sur le cercle MNP, on pourra construire les symétriques K|, Y^^i ^zt lesquels sont sur une même droite t passant par Toriliocentre H du triangle MNP (Steiner); inversement, si Ton se donne la droite cr, on en déduira le point K, et Ton voit que l'existence de ce point, affirmée ci-dessus par raison de symétrie, peut s'établir par un raisonnement formel.
NOTE SUR LA GÉNÉRALISATION DU THÉORÉNB DE FEUERBAGH
Par m. Emile WEBER.
A propos de la très intéressante généralisation du théorème de Fenerbach, indiquée dans les Nouvelles Annales par M. Fontené, on peut faire les remarques suivantes :
i. Le lieu des points en ligne droite avec leur in-
(6a ) verse triangulaire et avec le centre du cercle circonscrit O a pour équation en coordonnées trilinéaires normales :
(i) Va«(YCosG— pcosB) = o.
C'est une cubique circonscrite au triangle fondamental ABC et passant par les pieds des sjhauteurs (droites joignant les sommets au centre O du cercle circonscrit).
% Le cercle pédal d^un point quelconque P du cercle ÂBC est la droite de Simson de P. Si P est tel que son inverse P' (à l'infini) soit précisément le point à l'infini de la direction PO, cette droite de Simson sera, en vertu du théorème de M. Fontené, tangente au cercle d'Euler. Pour avoir tous les points P répondant à ces considérations, il faut chercher les points d'intersection de la cubique (i), avec le cercle circonscrit
Mais, reculant devant la complication des calculs à effectuer à cet effet, nous avons essayé de résoudre la question par la méthode géométrique. Soit donc P un des points cherchés ayant son inverse à l'infini sur PO. Le diamètre PO sera parallèle à l'isogonale AD de AP. Soit E le second point d'intersection de OP avec le cercle ABC. Nous désignons par x l'angle CAP. Il est alors facile de voir que
arc AP H- arc AB ± arcBE = a dr.,
arcAP = arc AC — arc PC,
± arcBE -h arcBD =dz arcBE -f- arc PC = arcAP.
(63) On tire tout de suite de là
/\ idr. -+-B — A
On voit donc que cette question dépend de la trisection d*un angle. Réciproquement, le problème de la trisection de V angle peut se ramener à celui-ci :
Déterminer les droites de Simson tangentes au cercle d'Euler.
[Dlb] SUR LA UNITE DE (i + ^"'y OUAND m AUGMENTE AU DELÀ
DE TOUTE LIMITE
Par m. V. JAMET.
Préoccupé par le désir d'atteindre au maximum de simplicité dans l'exposition de cette question toujours eflrayante pour les débutants, je me suis aperçu qu'elle; perdrait beaucoup de sa difficulté pour un élève qui connaîtrait préalablement le développement en série entière de (i — J^)^'", au moins pour les valeurs entières et positives de m. Ce développement, on peut le faire dériver du théorème sur la difTérentiation des séries entières, appliqué m — i fois de suite au développement connu de (i — x)~*, savoir
H- a? H- ar* -h a?» -h . . . .
Mais pi*océder ainsi, ce serait simplement déplacer la difficulté, car le théorème invoqué présente, à mon avis.
(64) des difficullés du même ordre que ia recherche de la
liinile de ( I H ] • J'ai peasë, en conséquence, qu*îl
y avait intérêt à établir le développement de (i — ^)~"'î par un procédé qui suppose acquis un minimum de connaissances préalables, savoir le calcul algébrique, et les propriétés les plus élémentaires des séries.
i . Tout d'abord, on reconnaît que la séiie
I H X -\ CC^ -î X^ -h. . .
est convergente, quel que soit m, pour toute valeur de X comprise entre +1 et — 1. Soit donc, pour une telle valeur de x, y m la somme de cette série, et soi! ym,q 1» somme de ses ^ -h 1 premiers termes. Par la nmhiplication des polynômes, on trouve
[^ri /m(//n-i)...(/?i H-/> — \) m(ni-\- i)...(m-hp — 2)\ 1
ou bien
Mais, si le nombre q augmente au delà de toute limite, le dernier terme du second membre tend vers zéro, car il est égal au terme général d'une série dont
(65) on reconnaît aisément la convergence. On on conclut
X:» (m — i) /n(m -+- i). . .(/in- /> — I
c'osl-à-clîre
(l — ^)ym = I H j ar H Hi"
^ TTÏTs ^'-^••-
on bien
â. Supposons désormais que m soit un entier positif. Nous trouverons de même
[ (I — ^)rî =J^1-
Mais
Vi = 1 -f- ar -f- a?* H- ar' H- . , . = .
On en déduit
En multipliant membre à membre les égalités (i), (2), (3), et supprimant, aux deux membres dci'égalité résultante, les facteurs communs j^4, y 2) • • • j J'/«-i> ^» trouve
{i—xy"y„t=i ou bien J',,,= (i — :f)-'",
c'est-à-di re
(1 — a?)-"* = IH a? H ^: ' j:« -♦- . . .
^ m(/yiH-i)...(m-4-/? — 1)^^, ^ /?!
i4/iii. de Mathémai.y 4* série, t. VI. (Février 1906.) •>
(66) 3. Dans cette égalité, établie pour toute valeur entière (le m, faisons x= — • Nous trouvons
/ I X-"* I ni(m ■+- 1
Or le (p -h i)**"*" terme de cette série, égal k
est évidemment supérieur à — ^ > et Ton en conclut
D'autre part, le développement de f i H j par
la formule du binôme montre que le {p + !)**"»• terme de ce développement est égal à
\ ni ) \ m) \ m / \ rn )
et par conséquent inférieur à — y On en conclut
Si donc on veut démontrer que les nombres
tendejit Tun et Tautre vers e, quand m augmente sans limite, en prenant des valeurs entières et positives, il suffit de faire voir que leur diflerence tend vers zéro.
En venu de l'identité qui permet de décomposer x'^ — a^ en un produit de facteurs entiers, on trouve
m(m — i) L \ ni — 1/
On en conclut
\ m — 1/ \ fn/ /M — I \ m — 1/ '
et, en vertu des relations (4) et (5),
ce qui démontre la proposition.
EXPRESSION DE pf GOMME OUOTIENT
DE DEUX SÉRIES ENTIÈRES
Par m. L. VESSOT KING.
On a, d'après une formule symétrique établie dans les Nouvelles annales (mai 1904) par M. Humbert,
(68) ce qui peut s'écrire
il en résulte iinmédiatemciU une (!xpressîon de p- sous la forme du quotient de deux séries.
Le développement des fonctions (i^u {cl = i , 2, 3) en série se fait d*après la formule
Les coefficients A^, B»», C^ sont connus et s^obtiennent pour les diverses valeurs de v au nioj^en de formules récurrentes.
Remplaçons dans la formule (1) (^^u par son développement en série et remarquons d'abord que Ton a
Il eu résulte, sans difficulté,
ou bien , après avoir substitué les valeurs de B,. ei
(69) de Ci. et après avoir simplifié le résultat,
Nous retrouvons la série ordinaire de p- eu développant l'expression de droite suivant les puissances de u.
[L«21b, Rie]
SUR UKE PROPKIÉTÉ M L'IIYP£RBOLOÏDB ORTHOGONAL ET SUR UN SYSTÈME ARTICULÉ;
Par m. R. BRICARD.
Proposons-nous tout d*akord le problème suivant
ABCD étant un quarbilatère gauche, soient A a, Bp, Cy^ Dô les perpendiculaires élex^ces des points A, B, C, D, respectivement aux plans (DAB), (ABC), (BCD), (CD A). A quelles conditions doit satisfaire le quadrilatère ABCD pour que les quatre droites Aol^ B^, (^y, D8 appartiennent à une même hjperboloïde ?
Comme on va le voir, il se |)résenUî le fait remarquable que les conditions, qui seraient, a priori, au nombre de trois, se réduisent à deux distinctes, d'ailleurs bien simples : le quadrilatère ABCD doit avoir ses côtés opposés égaux deux à deux.
(70) 2. Prenons le plan (ABD) comnie plan de la figure {fis* ^)* ^* droite Aa se projette orthogonalement sur
Aoc'
Fig. I.
ce plan au point A, les droites Bp, Cy, D8 se projettent suivant des droites B^o? Coyo, D805 qui sont respectivement perpendiculaires à AB, BD, AD. Si les droites Aa, B^, Cy, D8 sont sur un même liyperboloïde, il existe une droite I, parallèle à A a, qui rencontre Bp, Cy, DS. Cela exige que les trois droites BpQ, CoYoî D5q concourent en un même point E. Il revient au môme de dire que le point C (de l'espace) et le point d'intersection E des droites Bq po ^^ DqSi^ doivent avoir les projections orthogonales sur BD confondues en un même pointe. Mais le point E est diamétralement opposé au point A sur le cercle qui passe par les points A, B, D. Le point c est donc symétrique, par rapport au milieu de BD, du point a, projection de A sur BD, et l'on a
Ba = cD, Bc = aD; d'où Ton conclut
AB -DA =Ba — aD =cD — Bc = CD — BG
OU
(i) âbVbc' = gdVdâV
Réciproquement, si cette relation entre les longueurs des côtés du quadrilatère ABCD est vérifiée, il existe une droite parallèle à A a, et rencontrant B^, Cy, D8, et, a cause de la sjmétrie de la relation, une droite parallèle à Cy et rencontrant A a, B^, DS.
Il existera de même une droite parallèle à D^ et rencontrant Aa, B^, Cy, si la relation suivante est vérifiée :
<2) dX' -h ÂB* = BC* -h CD*.
Si les relations (i) et (2) sont simultanément satisfaites, on a
AB = CD, BG = DA
Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour quil existe quatre droites distinctes rencontrant A a, B^, Cy, D8, c^ est-à-dire pour que ces quatre droites appartiennent à un même hyperboloïde. C'est le résultat annoncé au n" 1.
3. Soient ABCD un quadrilatère satisfaisant aux relations (3), et (H), l' hyperboloïde qui contient Aa, B^, Cy, Dô. La figure constituée par ABCD et (H) dépend de 12 — 2 = 10 paramètres. Donnons-nous, a priori y Thyperboloïde (H), et cherchons à construire le quadrilatère ABCD de telle manière (]ue les droites Aa, B^, Cy, Do soient des génératrices de (H). Il semblerait que le problème est simplement indéterminé, quel que soit (H), puisque nous imposons neuf conditions aux dix paramètres dont dépend la
(70 ligure. On va voir qu'eu réalité, Vhyperboloïde (H) doit satisfaire à une condition, et que, cette condition étant supposée satisfaite, le problème est doublement indéterminé.
Il est lout d'abord bieu évident que le quadrilatère ABCD admet un axe de symétrie (c'est la droite joignant le milieu des diagonales AlC et BD) et que cet axe est un axe principal de i'hypcrboloïde (H). Rapportons cet hyperboloïde à ses axes principaux cl soit alors
son équation. Le quadrilatère ABCD doit être, d'.iprès ce qu'on vient de dire, symétrique par rapport a Tun des axes de coordonnées. Supposons que cet axe soit O;;. Si Ton appelle (Xj,j^i,5,) et (x^jj^'a, z^) les coordonnées des points A et B, celles des points C et D sont respectivement ( — x,, — j^,^ z^) vl ( — X2, — y-i-, z^)- Le plan ABD a pour équation
ou
— ^2 - yt ^t
Xi yt -i I
O O Zi' l
Xi Xi o o
d'où l'on tire sans peine les équations de la droite Aa :
x — xx _ y—y\ _ z — zi
Pour exprimer (|uc Ja droite Aa est sur (H), il suffit
(73) d'écrire qu'un point quelconque de la droite Âa, dont les coordonnées sont
jj = z, -h lixijTi — xiyt ),
appartient à cette surface. On forme ainsi une équation du second degré en X qui doit être identiquement satisfaite.
Il nous suffira de retenir la condition obtenue en annulant le coefficient du terme en X.
On trouve ainsi
\ -i- Cziix^yt — x^ yi) = o.
On trouvera une condition analogue en écrivant (}ue Bp est sur (H). Il sufiit de permuter les indices i et 2, et Ton obtient
( -I- Czt{Xiyi^Xtyi) = o\
d'où, en ajoutant les équations (i) et (a),
Les deux premiers facteurs de la relation pi'écédenle ne sont pas nuls, sans quoi le qiiadrilaièreABCD serait dans un plan, soit passant par O^, soit parallèle à xOy. On doit donc avoir
Ce qui montre bien que riiyperbohjïde (H) n'est pas quelconque : la condition (3), de forme bien connue,
( 74) exprime qu'il est orthogonal, c'est-à-dire qu'il a des générairîces et des plans cjcliques perpendiculaires (* ).
4. Réciproquement, soit (H) un hyperboloïde orihogonal. Je dis que Von peut construire une double infinité de quadrilatères ABCD, tels que les perpendiculaires Aa, Bp, Cy, D8, menées des sommets A, B, C, D du quadrilatère, respectivement aux plans (DAB), (ABC), (BCD), (CDA), soient des génératrices de même système de (H).
Ce tliéorème peut être considéré comme résultant du compte de paramètres, fait au début du n^ 3. Mais on obtient une démonstration plus rigoureuse et plus instructive par des considérations d'un ordre diilérent.
o. Dans ce qui suit, je considérerai un hyperboloïde (H) quelconque, mais distinct d'un paraboloïde ; je dirai, pour abréger, que les génératrices rfe (H) sont (i) ou (2) suivant qu'elles appartiennent à un système ou à l'autre.
Soient G une génératrice (i) fixe, F et F' deux génératrices (]) variables, telles que les perpendiculaires communes à G et à F d'une part, à G et à F' de l'autre, aient leurs pieds sur G confondus. 11 existe entre F et F' une correspondance dont nous allons chercher la nature.
La perpendiculaire commune à G et à F engendre, comme l'on sait, un cylindroïde ou conoïde de
(*) D'une façon plus précise, sur les six plans cycliques d'un hyperboloTde orthogonal, il y en a deux qui sont perpendiculaires à des génératrices de la surface. Ces deux plans, supposés diamétraux, se coupent suivant un axe principal. Il faudra toujours entendre, dans ce qui suit, pour axe de Thyperboloïde, l'axe dont il s'agit.
(75) Plucker (P), dont G est la droite double. Donnonsnous r, et soit X la perpendiculaire commune à G et à r. X ne peut être perpendiculaire commune à G et à aucune génératrice (i) autre que F, sans quoi (H) aurait trois génératrices parallèles à un même plan, ce qui contredirait Thypothèse faite que (H) n'est pas un paraboloïde. Mais, par le point où X rencontre G, il passe une autre génératrice X' du cylîndroïde (P), et X' est perpendiculaire commune a G et à une seule génératrice (i) n.
La correspondance entre T et P est donc biunîvoque; comme elle est, en outre, évidemment symétrique, on voit que T et V sont conjuguées dans une im^olution ( J).
U est aisé de définir Tinvolution (^) par deux couples particuliers de génératrices conjuguées (F, F') : construisons {Jig- 2) les deux génératrices (1) F| et Fj
Fig. a.
qui sont perpendiculaires à G. Il existe une génératrice (i) Fj, autre que G, perpendiculaire à F,, et une génératrice (i) F,, autre que G, perpendiculaire à F2. Soit enfin F* la génératrice (2) parallèle à F2; F^ est la perpendiculaire commune à G et à F^. Désignons par a le point où F^ rencontre G; comme G est perpendiculaire au plan (F| , F^), a est le pied sur G de la perpen-
(76) dîculaîrc commune à G et à Ff. On voit donc que Fi el F', sont conjuguées dans i'involution (^). De luêmi; F2 el Fj. Ainsi, Vinuolution (^) est définie pour /es deux couples de génératrices conjuguées (F, F^ )
Cela établi, supposons que (H) est un liyperboloïde orthogonal, et représentons en Q sa trace sur le plan de rinfiui {fig. 3). Représentons aussi en S rombilicalc
Fig. 3.
et soient///, //, m\ n' les quatre points d'iiiterseclioii de S et de Q; puisque (H) est orthogonal, deux des cordes rommiines à ces deux coniques ont leurs pôles, par rapport à S, sur Q; par exemple, les tangentes à S aux [)oiiits m et n vont concorder eu p sur Q, et les tangentes à S aux points m' et n' vont concorder en // sur Q.
On peut considérer le contour mp/i comme constituant un hexagone dégénéré, inscrit à Q, el dont tes sonune/s consécutifs sont conjugués par rapport à S ; les sommets de cet hexagone sont, dans l'ordre, les points I, 2, 3, 4, 5, 6, disposés comme le montre la figure.
Il exisie donc, en vertu d'un théorème connu, une
(77) infinité d'hexagones inscrits à Q et dont les sommets consécutifs sont qpnjugués par rapport à S ( * ). Soit ST^Ts^TiT^ un tel hexagone. Ses sommets sont les lr;ices, sur le plan de Tinfini, de génératrices (i) de (H), que nous appellerons respectivement G, I^, Fj, G', r;, Fj. (G, r,), (r,, r;), . . ., (Fa, G) som des couples de génératrices rectangulaires.
On voit donc que deux génératrices, conjuguées dans Finvolution (^) définie plus haut, ont pour traces sur le plan de l'infini deux points de Q, conjugués dans Finvolution (i) définie sur cette conique par les couples de |K>ints (yi»Yi)^-t {fa Y)- D'autre part, quand on fait varier l'hexagone gyiy^S^Yty^' ^" *^''' ^**® deux sommets opposés de cet hexagone sont conjugués dans une involution définie, on le reconnaît immédiatement, par les couples (//i, /z), {ni'j n'). L'involution (i) se confond donc avec celle-là. Par conséquent, Vinvo^ lution (^) fie dépend pas de la génératrice G. Deux génératrices conjuguées dans cette involution ont leurs traces sur le plan de l'infini en ligne droite avec le point de rencontre de mn et de m' n\ ce qui revient à dire que ces génératrices sont symétriques par rapport à Taxe de l' hjperholoïde.
Nous sommes donc parvenus au théorème suivant :
Soient (H) un hyperboloide orthogonal, G, F et F' trois génératrices de même système de cet hyperho-
(^) mpn peut aussi être considéré comme un quadrilatère dégénéré inscrit à Q et circonscrit à S. On peut donc énoncer Je théorème suivant (qui a sans doute été déjà remarque) :
Deux coniques Q e/ S doivent satisfaire aux mêmes conditions pour qu^ii y ait des quadrilatères inscrits à(^ et circonscrits à S, et pour qu'il y ait des hexagones inscrits à Q et ayant leurs sommets consécutifs conjugués par rapport à S.
(78) loïde, r et V étant symétriques par rapport à Vaxe de ta surface. Les perpendiculaires communes à G et r d'une part, à G et à V de r autre, ont leurs pieds sur G confondus.
La réciproque énoncée au n® 4 s'en déduit immédiatement.
6. Je vais maintenant montrer que les résultats précédents conduisent à la connaissance d'un système articulé, très intéressant, découvert par G. -T. Beunett (*), et retrouvé indépendamment par M. Emile Borel (^).
Soient toujours ABCD un quadrilatère gauche à côtés opposés égaux, Aa, B^, Cy, Do les perpendiculaires élevées des sommets A, B, C, D aux plans (DAB), (ABC), (BCD), (CDA). Considérons les droites Bf4 et Cy comme formant une figure de grandeur invariable. Puisque Aa, B^, Cy, D8 sont sur un même liyperboloïde, on peut donner à la figure (B^, Cy) un déplacement infiniment petit, tel que les di*oites B^ et Cy aient respectivement A a et D 8 pour droites conjuguées dans le complexe linéaire attaché à ce déplacement infiniment petit. Autrement dit, dans le déplacement, Bp tourne autour de'Aa, Cy tourne autour de D8. Nous pouvons encore donner à ce résultat l'expression suivante : On peut déformer infiniment peu la figure (A«, Bp, Cy, DS), (Aa, B^), (BfS, Cy), (Cy, D8), (DS, A a) constituant quatre figures invariables.
Après cette déformation infiniment petite, ABCD est encore un quadrilatère à côtés opposés égaux ^ donc
(*) Engineering (décembre igoS, p. 777) : A new Mechanisni, (*) Mémoires des savants étrangers (t. XXXIIIi n* l, p. 56) : Mémoire sur les déplacements à trajectoires sphériques.
(79) Aa, Bp, Cy, D8 sont encore sur un même hyperboloïde, et ]a figure peut recevoir une nouvelle déformation intiniiuent petite; et ainsi de suite. Nous arrivons donc à cette conclusion que ]a figure est susceptible d'une déformation finie. Ainsi :
Soient ABCD un quadrilatère gauche dont les côtés opposés sont égaux deux à deux, et A a, B^, Cy, D8 les perpendiculaires menées des points A, B, C, D, respectivement aux plans (DAB), (ABC), (BGD), (CDA). On peut déformer le système, les couples de droites (Aa, Bp), (B^, Cy), (Cy, D8), (D8, Aa) for^ mant quatre figures de grandeurs invariables.
On a ainsi formé une chaîne fermée de quatre couples rotoïdes, pour employer le langage introduit par M. Kœnigs dans sa Théorie des mécanismes, c'està-dire un système articulé constitué de quatre corps rigides, articulés deux à deux suivant des charnières qui sont les quatre droites A a, Bp, Cy, D8.
7. On peut d'ailleurs donner une démonstration directe bien simple de la déformabilité du système en question : tout revient à démontrer, on le voit tout de suite, que le quadrilatère ABCD peut être déformé de telle manière que ses dièdres restent tous de grandeurs
constantes (j'appelle, par exemple, dièdre AB du quadrilatère, celui que forment les deux plans (DAB), (ABC).
Le quadrilatère ABCD peut être évidemment déformé
de telle manière que le dièdre AB reste de grandeur constante (puisque ce quadrilatère possède deux paramètres de déformation). Je vais montrer que tous ses autres dièdres restent aussi de grandeurs constantes.
(8o) On a eu effet (voir \sijig. i), dans le trièdre BACD,
sinBC! _ sinABD sinBA sinCBD
Maïs les deux triangles ABD, CBD sont égaux comme ayant leurs trois côtés égaux chacun k chacun. On a donc
CBD = Aoè.
Donc
sinBC sinABD AD
ou
AB
sinBA sinADB
sinBC = -7-=j sinBA,
ce qui établit bien la constante du dièdre BC.
On vérifiera de même que les autres dièdres du quadrilatère sont de grandeurs constantes.
CORRBSPOKDANGB.
M. P« MonteL — Vous avez publié dans les Nouvelles Annales de l'an dernier un élégant article de M. Tresse établissant que les six conditions nécessaires à l'équilibre de tout système de points suffisent à assurer celui d'un corps solide : je vous envoie une autre solution de cette question qui ne suppose pas connues les propriétés du mouvement hélicoïdal tangent et peut, par conséquent, èlre introduite dans l'enseignement des classes de Mathématiques spéciales.
On démontre très simplement que tout déplacement d'un corps solide peut être obtenu par une translation suivie d'une rotation. Supposons que ce corps solide soit soumis à des forces extérieures formant un système équivalent à o. Pour
un déplacement infiniment petit, le travail élémentaire de chaque force s'obtient en ajoutant les travaux relatifs à la translation et à la rotation. Dans la translation, le travail est égal au produit de la longueur du déplacement commun à tous les points par la projection de la force sur la direction de la translation. La somme de ces travaux pour tous les points du solide est nulle, car, pour les forces intérieures, les projections sont deux à deux opposées et, pour les forces extérieures, la somme de leurs projections est nulle. Dans la rotation, le travail est égal au produit de Tangle de rotation par le moment de la force par rapport à Taxe de rotation. La somme de ces travaux, pour tous les points du solide, est nulle, car, pour les forces intérieures, les moments sont deux à deux opposés et, pour les forces extérieures, la somme de leurs moments est nulle.
Il résulte de là que la différentielle de la force vive est nulle,
Po étant la vitesse initiale et v la vitesse au temps t du point matériel de masse m. Si le corps part du repos, t^o=o, la force vive est toujours nulle : c'est une somme de termes positifs dont chacun doit être nul. Donc les vitesses de tous les points du corps sont nulles et tous demeurent immobiles.
CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES
Lille.
Géométrie analytiode et Analyse. — I. r Oar, 0^, Oz étant trois axes rectangulaires, montrer que la surface développable dont les plans tangents sont représentés par Inéquation
arsin/ — y co%t -\- z — at = o,
où a désigne une longueur constante et t un paramètre Ànn. de Mathémat,, 4' série, t. VI. ( Février 1906.) 6
variable, admet pour arête de rebroussement la courbe engendrée par le point de coordonnées
i X = a cos/, (i) ^ y = asmt,
\ z =zat,
qui rencontre Vaxe Ox en un point A.
2° Soient M un point quelconque de la courbe, P ei Q les deux points de la tangente en M dont la distance à M est égale à la longueur de l*arc AM; trouver le lieu du point P et celui du point Q; rectifier les courbes obtenues.
3" L'une des courbes précédentes est située dans le plan xOy\ chercher l'expression du rayon de courbure en un point quelconque et l'équation de la développée de cette courbe.
4" Vérifier que la courbe représentée par les équations (i) est tracée sur un cylindre de révolution d'axe Oz et sur la surface
Y z = a arc tang — ; • X
calculer l'aire de la portion de cette dernière sur/ace comprise à l'intérieur du cylindre entre le plan x Oy et le plan
parallèle de cote — a.
II. Trouver et intégrer l'équation différentielle des courbes planes telles que le segment intercepté sur une tangente quelconque par le point de contact et la projection d'un point fixe ait une longueur donnée.
MÉCANioi'K. — I. Définir l'accélération d'un point dans le cas général; déterminer ses composantes suivant les axes de coordonnées, puis ses composantes tangentielle et normale.
W. Etudier le mouvement d'un point M qui décrit un arc d'hélice de façon que sa projection N sur l'axe de cette hélice soit animée d'un mouvement vibratoire simple.
(Novembre 1905.)
Lyon.
ËpRBUVB ÉCRITE (extrait). — Construire la courbe plane C, telle que l'aire comprise entre l'ordonnée fixe A' A, la
W ov
courbe, Vordonnée mobile M' M, Va^e des x^ soit proportionnelle à l'arc AM.
Solution.
Plaçons A' à l'origine^ en prenant AA' pour unité de longueur. Alors Taire est égale à Tare et il vient
(Novembre 1904.)
Montpellier.
Ëprbuvb ECRITS. — On considère l'ellipse a? = acos^, j^ = 6sin(p,
et latangente en un point déterminé M de la courbe. Cette tang^ente rencontre les axes de coordonnées en deux points A et B, en lesquels on élève des perpendiculaires auxdits axes.
Ces perpendiculaires se coupent en un point N dont on demande le lieu lorsque M se déplace sur l'ellipse donnée.
On construira la courbe qui a, entre autres asymptotes^ les asymptotes x^ a et x = b.
Considérant la branche de courbe qui se rapporte à ces deux dernières, on évaluera l*aire comprise entre cette branche, les asymptotes en question et une ordonnée d^ abscisse quelconque plus grande que a. On évaluera aussi le volume engendré par l'aire précédente tournant autour de Ox,
Épreuve pratique. — Inscrire le rectangle de surface
aussi grande que possible dans un segment de -cercle donné ABC.
N.B. — Le segment sera considéré comme déterminé par le rayon r de l'arc qui le limite, et par la distance a du centre 0 de cet àrc à la base BC.
On pourra prendre comme inconnue la hauteur x du rectangle, (Novembre 1905.)
Toulouse.
Épreuve écrite. — Une courbe plane (C) est invariablement liée à un axe vertical y' y situé dans son plan, et tourne autour de cet aa:e avec une vitesse angulaire constante O).
Une tige homogène et pesante AM de masse m et de longueur l est mobile dans le plan de la courbe (C), ses extrémités XetM étant assujetties à rester sur l'axe y' y et sur la courbe (C). On néglige les frottements,
I** Déterminer la résultante des actions de la force cen-
irifuge sur la tige AM et le point d'application de cette résultante, en supposant que la tige occupe une position fixe dans le plan de la courbe (Q)^ pendant la rotation. a* Déterminer la courbe {C) de manière que la tige soit
en équilibre relatif pendant la rotation quelle que soit la position de V extrémité M sur la courbe (C). 3** Construire la courbe obtenue.
Épreuve pratique. — Dans un cercle, un arc de lonrgueur 3*"* sous-tend une corde de 2*". Trouver le rayon du cercle au dixième de millimètre, (Novembre igoS.)
CRRTiriGAT D'ANALYSE SUPÉRIEURE.
Nancy.
Épreuve écrite. — I. Énoncer et démontrer les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les deux fonctions ^{x^y) et ^{x^y) pour que le système de coordonnées curvilignes défini par les équations
soit orthogonal et isotherme.
(86) II. Quelles valeurs faut-il donner à la constante m pour que rintégrale générale de l'équation différentielle
(a*.-a;-.)g-6xg + m:r = o
soit méromorphe pour toutes les valeurs finies de x.
Vérifier que pour chacune de ces valeurs de m l'intégrale générale est une fonction rationnelle de a?, et calculer cette fonction rationnelle. (Novembre iQoS.)
II. Décomposer le premier membre de Inéquation
a?"— ia=o
en ses facteurs irréductibles. Effectuer la même déco mposition pour l'équation transformée en
et déterminer le groupe de substitutions de cette équation transformée.
Épreuve pratique. — Calculer à un millième près l'intégrale
i yarc tan g /a -h ^ ^
étendue à la circonférence de centre z ^ o et de rayon t. ; on donnera pour -« = o aux racines carrées leurs valeurs arithmétiques et à /'arc tang la détermination comprise
entre et -{ • (Juillet iQoS.)
(87) CERTIFICAT DR GÉOMÉTRIE^SUPÉRIEUilE.
Paris.
Éprruvb kcritk. — I. On considère les deux paraboloîdes
x^-+-y^ = %az, x*-^y^ = — ^aZf
et les droites qui sont tangentes communes à ces deux sur/aces. Déterminer les arêtes de rebroussement des développables engendrées par ces droites.
II. Équations qui déterminent la surface minima ayant pour ligne géodésique la développée d*une parabole.
Épreuve pratique. — Étudier les sections par les plans coordonnés et par les plans parallèles au plan des xy de la surface lieu des points dont les coordonnées x, y^ z s'expriment de la manière suivante en fonction de deux paramètres u et v :
y = vi^
(Mars 1905.)
CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTÉGRAL
Nancy.
Épreuve écrite. — I. On considère l'équation différentielle
Zap
dy où Von a posé -^ = p et où. a désigne un nombre donné
positif :
r° Intégrer cette équation;
2" Déterminer la solution telle que la courbe qui la représente admette l'axe des y pour tangente et construire cette courbe (on ne cherchera pas l'équation explicite de la courbe)^
y* Cette courbe est fermée; calculer le volume engendré par sa révolution autour de l'axe des y.
II. On considère la courbe représentée en coordonnées rectangulaires Oxyz par les équations
i* Trouver le lieu des parallèles menées par l'origine aux tangentes successives à cette courbe et trouver V enveloppe des plans menés par V origine parallèlement aux plans osculateurs successifs ;
2** Calculer l'angle de la tangente en un point de' la courbe avec la bissectrice de l'angle xOy\
3" Déterminer les développantes de la courbe,
(Novembre 1905.)
Épreuve écrite. — l. P et Q désignant deux fonctions données des deux variables indépendantes x et y, énoncer et démontrer la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction u(x^y) dont la différentielle totale soit égale à
P(a?, y)dx— Q(ar, y) dy.
Commuent calcule-t-on cette fonction a?
n. Déterminer la fonction z des deux variables indépendantes X et y de manière :
1° Que l'expression zdx-hz^dy soit une difj^érentielle totale exacte; a° Que, pour y = o, la fonction z se réduise à \fx.
(89) La fonction z une fois déterminée, intégrer la différentielle
zdx-\- z^ dy.
III. Soient C une courbe représentée par l'équation
P le pied sur Vaxe des xde l'ordonnée d'un point M de cette courbe, et D la parallèle menée par P à la tangente au point M. Cette droite D a une enveloppe.
1* Evaluer les coordonnées du point de contact N de la droite D avec son enveloppe ;
a** Déterminer la courbe C de telle façon que l'ordonnée du point N soit égale aux deux tiers de l'ordonnée de centre de courbure de la courbe au point M.
(Novembre 1906. )
CERTIFICAT D ASTRONOMIE
Poitiers.
Épreuve écrite. — Aberration annuelle. Formules. Ellipse d'aberration. Aberration du Soleil.
Epreuve pratique. — Le 25 juin 1906, avant midi, on a trouvé :
Hauteur du bord inférieur du Soleil.. 53° 20' 55*
Baromètre 762"""
Thermomètre -+- 22**
Latitude du lieu 46°34'55'
Trouver l'heure. Tenir compte des variations de déclinaison.
(La Connaissance des Temps est mise à la disposition des candidats.) (Juillet 1905.)
SOLDTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES
(IS9S, p. a*.)
Trouver tous les systèmes de quatre nombres positifs a, ô, c, rf, tels que les dix nombres
a-f-ô — I, a-\-c — I, aH-rf— 1, b-+-c — i^ b-\-d — i, c-hd — i^
soient les inverses de nombres entiers.
(Levavasseur.)
solution Par M. A. Deltour.
On se trouve en présence du système d'équations
a-h6 — i = a?, c -\- d — i = ar,, 2 — b — c — d^^ m, a-^c — i=^î b -h d — i=J^i, 2 — a — c—d—n^ a-\-d — 1 = ^, 6-i-c — i = «i, 2 — a — b — d^p^
dans lesquelles les seconds membres sont de la forme r^^
N étant entier.
Posant
on a
L'élimination de a^ by c, d donne les six relations suivantes :
= z-H/i4-/>=-5|-Hm-»-^=i — a.
On a encore les formules suivantes :
(6) x-^-Xi^y -h^, = z 4- zj = a
et
X -hq z=yi-^m=: z -h n =(i — a
a?i+/n=^ -hq =s z -k- p =(i — a) — n,
Xx-^ n =j^|-f-/> =izi-hq =(i — a) — m.
Si dans (5) on remplace a par Tune des valeurs tirées de (6), on a six formules ne renfermant chacune que quatre inconnues de la forme ^ :
23? -H Xi -hp H- y = I , IXi-^ X -H m -f- 71 = 1,
^gj / ^y -+-yi-^n -^q = i,
2z -h Zi-i- n -hp = I, nzi-h z -h/n-f-çr=i.
La combinaison de chaque ligne des relations (7) avec (4) donne encore quatre relations analogues :
X -k-y -H-si-ha
, a? -^-Tl-H« H- 2/> =1, (9)
Xx-\-y -\- Z H-2/l =T,
xi-^yi-{-zi-\-im = I.
On peut enfin remarquer que la somme des dix inconnues
pit égale â 9 ;
Les équations (8) forment ensemble le système des conditions à remplir.
Elles n'ont plus de solution lorsque chacune des inconnues est inférieure en valeur absolue à \.
Il en résulte un moyen de résoudre le système en donnant successivement à chaque inconnue les dix valeurs positives ou
négatives î^ pour lesquelles [N]g5 et en recherchant dans
chaque cas toutes les solutions possibles pour les autres inconnues.
Par raison de symétrie, il suffit d'opérer sur les deux inconnues m et X.
On peut rendre cette discussion plus facile en examinant séparément les cas suivants :
i^ a, by c, d ont des valeurs différentes;
2° Deux d'entre elles seulement sont égales : a = ô;
3** a = b, c = d^ a et c ayant des valeurs différentes;
5^* a = * = c = rf.
1° a, 6, c, rf ont des valeurs différentes, — Il en est de même de m, /i, p^ g [formule (3)]. Dans le groupe des inconnues Xj toutes les valeurs sont aussi différentes, mais il peut y avoir exception pour un seul des couples (a?, a?i), {y^yt) ou(z,z,).
Cela résulte des formules (6) et (7).
2** a = ô. — Gomme conséquence des formules (3) et (7), on a
/n = /i, r = «i» ri = «î
et les formules (8) se réduisent à
2X -hXi-^p -h ^r = 1, 2a?|-4-a? -\-im = i,
Dans ce cas, la symétrie n'est plus conservée et il ne suffit plus d'opérer sur les inconnues m et x. Mais la seconde des
équations ne contient plus que trois inconnues et c'est celle qu'on doit chercher à résoudre par la mélhode indiquée en rejetant les solutions incompatibles avec les trois autres équations.
3° a = *, c = rf. — On a
m = n, p — Çj y—y\ — ^ = ^\\
les formules (8) deviennent
IX -^ Xx-^lp
atari-f- x H- a/n = i, 3^ H- HH-/) =1.
4° rt = 6 = c ?£ rf. — On a
xx=yi-z\ les formules (8) deviennent
aa? -h a7| -h m H- y = I , ixi-\- X -h 2m = I.
5" a = 6 = c = rf. — On a
m = n—p — q, a? = a?i =^ =j^i= « = Zi.
Il ne reste qu'une seule condition à remplir :
Zx -\-ikm = I.
On obtient ainsi les solutions suivantes, D étant le dénominateur commun aux quatre fractions a, 6, c, d dont les numérateurs figurent sous chacune de ces quatre lettres :
lO
ir
lO
lO
lo
lO
lO
lO
lo
lO
9 5 la 7
Il faut enfin ajouter une solution, dépendant d'un entier arbitraire :
(k entier positif quelconque).
Celte solution rentre, en général, dans le quatrième cas, et exceptionnellement dans le cinquième (pour k = i).
Le problème proposé admet en tout
I -+- 22 -f- 6 + 29 -h 6 -h I =65 solutions
Soient a, b, c trois coefficients consécutifs quelconques d'une équation algébrique à coefficients réels, dont toutes tes racines sont réelles; on demande de démontrer qu*il est impossible d^ avoir
^»»(26»— 3ac)«<a«(4c'— 3a^»«).
<SoLON Ghassiotis.)
SOLUTION
Par L*AuTEUR.
Soit d le coefficient qui vient après c. On a, d'après un théorème de Catalan,
(1) ' (arf — 6c)«— 4(6»— ac)(c»— M)<o ou, en ordonnant par rapport à d^
(2) a»t/ï-h2 6(2é>» — 3ac)rf-ha(4c»— 3a6«)<o.
Par hypothèse, Tes coefficients de l'équation proposée sont réels; le premier membre de l'inégalité (2) a donc des solu-
(96 ) lions réelles en d et jamais d'imaginaires, donc il est impossible que l'on ait
ft«(9-é>«— 3ac)î<a3(4cs — 3aô>). c. q. F. D.
QUESTIONS
2035. Soient ABC, A'B'C'deux triangles. Si les droites AV, BB', ce rencontrent respectivement les côtés BG, CA, AB du premier triangle en trois points situés sur une même droite, les droites qui joignent les sommets A', B', C du second triangle aux points de rencontre respectifs des côtés BC et B'C, CA et C'A', AB et A'B' concourent en un même point. (R. B.)
2036. Soient ABC un triangle, O et ï les centres des cercles circonscrit et inscrit à ce triangle, B' et C les milieux des côtés AC et AB. La droite symétrique de 01 par rapport à la droite B'C passe par le point de contact du cercle des neuf points du triangle ABC et du cercle inscrit à ce même triangle. (R. B.)
2037. Soit ABCD un tétraèdre orthocentrique dont l'orthocentre est H. Si un point M est tel que ses projections sur les plans des quatre faces du tétraèdre soient dans un même plan, ce plan partage le segment MH dans le rapport de i à 2.
(G. FONTENÉ.)
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La Rédaction.
SUR LA USB ENlQtATtOffUBS PROBLIMIS M lÉCANIQIlB;
Par m. HADAMARD.
Supposons qu'on ait, en appliquant un certain nombre des théorèmes généraux de la Dynamique, écrit, pour un problème déterminé de Mécanique rationnelle, des équations en nombre n égal à celui des paramètres qu'il s'agit d'exprimer en fonction du temps.
Ces équations sont-elles bien distinctes entre elles? sont-elles les équations du mouvement? Autrement dit, tout système de fonctions du lemps qui satisfera à ces équations représentera-t-il par cela même un mouvement possible du système, une solution du problème posé?
En fait, un peu d'attention suilit en général à reconnaître s'il en est ou non ainsi.
11 n'est peut-être pas inutile, cependant, de noter lus services que peut rendre à cet égard, dans l'enseignementy la remarque suivante, bien connue en ellemême :
On sait que toutes les équations de la Dynamique peuvent être considérées comme déduites de l'équation dite générale, celle qui résulte de la combinaison dli principe de d'Alembert avec celui des vitesses virtuelles.
Cette dernière équation représente, d'une façon entièrement adéquate, l'ensemble des conditions aux-
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(98) quelles doit satisfaire le mouvement : elle exprime la condition nécessaire et suffisante d^équilibre entre les forces réellement existantes et les forces d'inertie.
Toute équation du problème s'obtiendra en prenant, pour le déplacement virtuel qui figure dans Féquation générale, l'un quelconque de ceux qui sont compatibles avec les liaisons.
La réponse à notre question se dégage maintenant d'elle-même.
On peut, avant même de les avoir formées, reconnaître si n équations déterminées du problème sont distinctes et suffisent à caractériser le mouvement du système.
11 faut et il suffit, pour cela, que les déplacements virtuels auxquels elles correspondent soient eux-mêmes indépendants (et, par conséquent, susceptibles de reproduire par leurs combinaisons linéaires le déplacement virtuel le plus général possible).
Ces déplacements virtuels peuvent d'ailleurs toujours être indiqués a priori. On sait que :
de Lagrange relative à ■ Variation de ce para-
UD des paramètres. . I c I mètre seul.
g I des projections sur un i 'S £ .1 Translation parallèle à
*5 I axe I i- S 2 I cet axe.
2 < ) * ^ Ij \
o^j des moments par rap- | â! "o-.î: i Rotation autour de cet
*vj * \ *- "^ > ï
l^ I port a un axe I o tj i axe.
- . I S I Déplacement réel du
des forces vives ** 1 '^
système.
Considérons, par exemple, le mous^ement de Poinsot, c'est-à-dire le mouvement d'un solide autour d'un point fixe, en l'absence de forces accélératrices.
Les équations d'Euler seront toujours indépendantes. Car elles résultent de Tapplication du théorème des moments des quantités de mouvement aux trois
(99) 4xes d'inertie : or tout déplacement admissible du système se décompose en trois rotations autour de ces axes.
Il n^eii aurait pas été de même avec les équations de Lagrange relatives aux trois angles d'Euler 0, qp, ^. Car, lorsque Tangle 6 de Taxe des z fixe avec Taxe des z mobile est nul ou égal h ic, les déplacements dus a des variations infinitésimales de cp et de ^ ne sont plus indépendants : ils se réduisent à une seule et même rotation autour de la position commune des deux axes en question.
Soit encore le mouvement du pendule sphérique.
Les deux équations différentielles que Ton est conduit à écrire correspondent au théorème des aires et à celui des forces vives, c'est-à-dire à deux déplacements virtuels dont l'un est une rotation autour d'un axe vertical et l'autre le déplacement réel.
Le problème est ainsi correctement mis en équation dans le cas général.
Mais il cesse de l'être lorsque le mouvement instantané réel est une rotation autour de la verticale, c'est-
à-dire lorsque ^ = o, 0 étant Tangle de cette verticale avec la tige du pendule.
Une didficulté de ce genre intervient, comme on sait, dans les principaux problèmes classiques de Mécanique rationnelle. L'intégration se ramène, en général, à celle d'une équation différentielle de la forme
et une discussion spéciale est nécessaire lorsque la valeur commune des deux membres s'annule.
Ce qui précède montre qu'il en est forcément ainsi dès qu'on applique le théorème des forces vives. Ce
( »oo ) théorètne est, en effet, subsiilué à Tune des n équalions que Ton pourrait écrire sans son intervention (par exemple à Tune des n équations de Lagrange) : le déplacement réel est, dans ces conditions, substitué à un des n déplacements fondamentaux et les équations du problème sont en défaut lorsque ce déplacement réel est une combinaison des n — i autres déplacements utilisés.
On peut remarquer que Téquation des forces vives est, parmi les équations classiques, la seule qui puisse devenir insuffisante pour des déterminations spéciales des vitesses.
Les autres équations peuvent, elles aussi, être exceptionnellement en défaut (comme nous Tavous vu à propos du mouvement de Poinsot) ; mais, si le théorème des forces vives nMntervient pas, la mise en équation, si elle est correcte en général, ne peut cesser de l'être que pour des positions spéciales du système.
SUR UNB QUESTION Dl PROBABILITÉS;
Par m. a. DELTOUR.
1. Proposons-nous de chercher /a probabilité pour que, en tirant une à une, dans un ordre quelconque, les cartes d'un jeu ordinaire, il n'y ait jamais plus de deux cartes rouges consécutives, quelles que soient les séquences de noires.
On sait que le nombre des permutations complètes
de p objets Â et de p objets B est ^^' >
Le problème revient donc à trouver le nombre de ces permutations dans lesquelles il n'y a pas plus de deux A consécutifs.
Le rapport des deux nombres donne la probabilité cherchée.
Une représentation graphique aidera le raisonnement
Â partir de Torigine de deux axes de coordonnées rectangulaires, je porte successivement les A en abscisseS) les B en ordonnées, à raison d'une unité pai* lettre et toujours dans le sens positif, en suivant l'ordre des lettres dans la permutation donnée.
On obtient ainsi un tracé {Jig* i) qui se terminera
Fig. I. — Tracé quelconque.
sur la bissectrice du premier quadrant, puisqu'il y a autant de A que de B, au point P(/;, p), et qui restera tout entier enfermé dans le carré ayant pour diagonale la partie de la bissectrice qui joint ce point à l'origine. Réciproquement tout tracé compris dans ce carré et satisfaisant aux conditions données représentera une des permutations dont il s'agit et le problème revient
â irouver le nombre des iracés possibles que je désignerai par Up.
Ils se partagent en trois classes
1° Cenx qui, commençant par un B sur l'axe des y^ restent du même côté de la bissectrice, mais peuvent avoir avec celle-ci certains points communs {fig* a) :: soit bp leur nombre;
Up)
Fig. 2. — Permutation de la première catégorie.
1^ Ceux qui, commençant par un B sur Taxe des y y traversent la bissectrice au moins eu un point;
3° Ceux qui commencent par un A sur Taxe des x,
4. Soit K(9 -I- I, y -I- i) (yîgr» 3) le premier point à partir de l'origine où un tracé de la seconde catégorie traverse la bissectrice. En ce point il y a deux A consécutifs : les termes précédant et suivant immédiatement sont des B.
Le tracé touche par conséquent la bissectrice aux. points w(y, y), n{q -f- a, y + a).
Entre l'origine et le point m le tracé commence par
( '03) un Bet reste dn même côté de la bissectrice ; le nombre des tracés possibles est &ç.
Enti^e le second point n et l'extrémité P, le tracé commence soit par un B soit par un A; c'est un des tracés compris dans le carré ayant pour sommets ces deux points^ leur nombre est ap^^ç^^y
Fig. 3. — Permutation de la deuxième catégorie.
Le nombre total des tracés de la seconde catégorie est donc
^bgap-,(ç+f) {q variant de o à /? — -i), en convenant de poser «q = io = * •
5. Dans le cas où la permutation appartient à la troisième catégorie, soit K(y + a, y -4- a) {fig* 4) le premier point où le tracé touche la bissectrice.
Si ce point a pour coordonnées (i, i), la permutation commence par ÂB. Le nombre des tracés correspondants à partir de (i, i) est évidemment ap^^.
Ce cas étant éliminé, la permutation commence par deux A suivis d'un B et arrive au point K par un B.
Abslractîon faite de ces quatre lettres, le tracé a ponr extrémités les deux points fR(2, i), n(^ -+-2,^-4-1) situés sur une parallèle à la bissectrice et l'esté constamment du même côté de cette droite. On reconnaît facilement que ce tracé, pris en sens inverse et considéré comme ayant son origine au point /i, remplit les mêmes conditions que ceux de la première catégorie.
(fp,p^
Fig. 4* — Permutation de la troisième catégorie.
Le nombre des tracés possibles entre les deux points extrêmes est donc hq,
A partir du point K auquel on arrive par un B, le nombre des permutations est a/»_(^+a).
Le nombre des permutations de la troisième catégorie est par conséquent
ap-\ -+-^,(&yap-(y-n) (g variant de o à ^ — 2).
Réunissant les trois résultats obtenus, on a la formule
(1) ap=^î}p-\-% 2_, ^q<^p-(q+t) -4-0/>-i.
' U. Resit; maintenant à déterminer le nombre bp des permutations de la première catégorie.
Soit R(f 4- 2,7 + a) {fig* a) le premier point où l'un des tracés touche la bissectrice. Si ce [loint a pour coordonnées (i, i) la permutation commence par BA. Le nombre des tracés correspondants à partir de (i, i) est bp_^. Ce cas éliminé, la permutation commence par un B et arrive en K par BAA. Abstraction faite de ces quatre lettres, on a, comme précédemment, entre les deux points m(o, i), 1(7, q + i), situés sur une parallèle à la bissectrice, un tracé présentant les caractères de ceux de la première catégorie et dont le nombre est b^f.
Â partir du point K jusqu'à la fin, le tracé conserve les caractères de ceux de la première catégorie dont le nombre est i^_(^^.aj.
On a par conséquent la formule suivante :
il) bp^bp-x->r ^ btfbp-iq+t)'
Les deux formules (i) et (2) permettent de calculer les valeurs des a p.
7. Le Tableau ci-dessous donne les résultats qu'on obtient pour les premières valeurs de p.
'JL
Ainsi, si Ton a seize cartes, huit rouges et huit noires,
( >o6) rangées dans un ordre quelconque, la probabilité pour quil n'y ait pas plus de deux caries rouf es ccmsécutives, les séquences de noires étant quelconques, est
16! io.ii.i3
Lorsque p augmente, la probabilité diminue. Si l'on cberche la valeur de p pour laquelle elle se rapproche
le plus de -9 on trouve qu'elle a exactement cette valeur
pour ^ = 5. Elle est, en effet,
[M'ib]
SUR LA CONSTRUCTION DBS COURBES AL6ÊBRI0UBS;
Par mm. PERNOT et MOISSON, Anciens élèves de TÉcoIe Polytechnique.
Pour étudier une courbe dont Téquation n'est pas résolue en j^ aux envii ons de Tun de sqs points, auquel on a transporté l'origine, ou à Tinfini, les méthodes généralement employées sont basées sur le calcul des infiniment petits. On est conduit, dans la pratique, k des calculs délicats, surtout lorsqu'on étudie une branche multiple singulière à l'origine, ou une branche parabolique multiple.
Cette étude se fait aisément lorsque :t: et ^ sont exprimés au moyen d'un paramétre, et très complète* ment lorsque la courbe est unicursale.
Les- prooédës que nous allons exposer consisient et remplacer la courbe proposée par une courbe dont Téquation est plus simple, ayant mêmes tangentes ou mêmes asymptotes au point considéré, et même position par rapport à ces droites. Dans la plupart des cas, la courbe auxiliaire peut être choisie unicursale et permet de tirer des conclusions immédiates; il en est ainsi lorsque la tangente étudiée est simple ou double.
Dans le cas d'une tangente multiple, on est conduit à la discussion d'une équation ordonnée suivant les^ puissances croissantes de j^ — mx, m étant le coefBcienl angulaire delà tangente.
En particulier, pour une équation de la forme
on peut étudier de cette façon, par une méthode différente de celles de Puiseux et de Newton, les déterminations réelles de x et y aux environs de Forigine; les méthodes précitées restent préférables, dans le cas général, lorsqu'on veut déterminer plus exactement l'ordre de Tinfiniment petit j^ ou x.
Nos procédés ont donc ponr but d'obtenir le tracé correct d'une courbe aux environs d'uu point ^ la même méthode s'applique à l'étude directe des branches infinies, sans avoir recours à la transformation homologique qui permettrait de les ramener à distance finie.
ÉTUDE d'uME courbe à l'oRIGIITE.
Nous étudierons d'abord les deux cas d'une tangente simple et d'une tangente double, en discutant tous les cas qui peuvent se présenter.
I® Tangente simple. — Soit y — mj: = o une tangente simple à l'origine, ce point étant d'ordre de mul-
( 'o8) liplicitë p. L*équatioii de la courbe pourra s'écrire
{y — mx) ^(x,y) -h ç^i(a?,>') + (pp+,(a:, j^) -h. . .= o
ou
^^^ ^iHrx{x,y)^ff^(x,y)-^,., •^ ^{x,y)
\{x^y) étant un groupe homogène de degré p — i
^^ ?/>+< (^î^?')' T^+«(^iJ')î ••• ^^^^^ également des groupes homogènes de degrés indiqués par l'indice.
On a donc, en posant — = f ,
La position de la courbe par rapport à sa tangente est donnée par le signe àià y — mx quand x ely tendent vers o et f vers m. .Si 7^+i(i) '7^)7^0, le second membre qui est un polynôme entier en x ordonné sera
du signe de ^ \ — pourx sudfisamment pelit;
y — mx aura également ce signe.
La courbe considérée a donc à l'origine même tangente et même position par rapport à sa tangente que la courbe unicursale
qui est une parabole.
La courbe proposée est d'un même côté par rapport à sa tangente, et du même côté que la courbe auxiliaire, dont l'équation sous forme entière est
{y — mx) ^(1, m) H- x* ?p+i(i, m) = o.
Supposons maintenant que fp^^ (i , /1) = o et que le premier groupe qui ne s'annule pas pour ;r = i , j^ = m soit fp^li^yy)' On met ^ — mx en facteur dans tous .
( "^9 ) les termes qui précèdent ffp^x» Le même raisonnement montre que y — mx est du signe de
^(ly m)
et que la courbe considérée peut être remplacée par la courbe unicursale
On a un coiitacl d'ordre X; inflexion graphique si X est pair, point méplat si X est impair. La courbe auxiliaire est
(jr — mx) 4<(i, m) -h ar^-»-» f p+x(i, m) = o.
Elle s'obtient immédiatement en remplaçant dans chacun des groupes homogènes <{/, fp^^ , • • • de la courbe donnée, y par mx, puis en conservant seulement le terme en ^ — mx suivi du premier terme qui ne s'annule pas identiquement*
Pratiquement, on étudie directement la position par rapport à la courbe dont nous venons d'étudier les propriétés en tirant j^ — mx de l'équation.
On garde au numérateur le coefficient de la plus faible puissance de x] on constate le signe du dénominateur quand t tend vers m; on en déduit le signe de y — mx. On place la courbe dans la région telle (^ue jr -^ mx ait le signe voulu.
Exemple :
Considérons la tangente^ — 2X = o :
— ar*H-5ar*v«-f-... — a?*(n-5/*)-h...
y -i- X '^i{y '^ix)T ir(i-f-^) -+- 3iaf*(2 -i-^)
Quand t tend vers a, j^ — 2^ a le signe de — x*. On en conclul qu'il j a inflexion graphique; du côlë des X positifs, le facteur j^ — ix est positif; il est positif du côté des x négatifs.
Pour l'autre tangente, on a
Sx* — 7.y^x -4-. . .
y — 'IX
Pour^ = — ^, ^ -h j: a le signe de — a:*. Donc la courbe est toujours du même côté de sa tangente (/g^. i).
Fig. I.
2"* Tangente double. — Considérons de même l'équation
(y — mx)* ^p^t{x,y) -h ^p^<^ix,y) -f-. . . = o
a. Supposons d'abord fp+i(i, m)^o, La tangente y — ma: = o rencontre la courbe en ^ ■+■ i points seulement à Torigine, c'est-à-dire en un point de plus seulement qu'une sécante quelconque, et il ne peut y avoir qu'un arc de courbe d'un côté déterminé de la tangente. On a comme précédemment
(j^ — mar)» = —
quand x et y tendent vers o et e = ~ vers m, le second
membre a le signe de — ^--Ï£:î±iLi^ . Les points de la courbe sont places par rapport à la tangente double de la même façon que ceux de la cubique unicursale
il y a rebroussement de première espèce.
Pratiquement, on opère comme précédemment en tirant {y — mxY pour avoir son signe quand x tend vers zéro et — vers m, c'est-à-dire en remplaçant y par mx.
Exemple, — Soit la courbe
(r ■^^)iy — ar)« -+- j^*— 4 x^y — x» = o,
on a
(y — ar)»= - — ^ ^
En remplaçant^ par x, on voit que le signe est celui
de , c'est-à-dire de x; il faut donc que x soit positif
pour que les points de la courbe soient réels; il y a rebroussement de première espèce du côté des x positifs {fig, 2).
Fig. 2.
Remarque, — La méthode s'applique évidemment si m = o, c*est-à-dire si la tangente est Taxe Ox; dans
le cas où m esl infini, pour avoii: la position par rapport à Oy, il suffit de tirer x pour une tangente simple,
x^ pour une tangente double, en remplaçant — par zéro
pour avoir le signe.
Soit
x^{y^x) -h a?*— a^* — ar»= o,
on a
x^ a le signe àe y\ il y a donc rebroussement de première espèce du côté des j^ positifs {fig^ 3).
Fig. 3.
b. Supposons mainlenaut
(pp-Hi(i,/ii) = o et ?/,+î(i,/n)?t^o.
On peut alors poser
?P-Hi {x.y) = (^ — mx) ^p{x,y).
L^équatiou de la courbe proposée devient
{y — mxy'^p^tix.y)
-f- (y — mx) ^p{x,y) -h ^f,^^{x,y) -♦-...= o
OQ
f^4^(x,y) élanl le premier groupe homogène qui suit fp^i{Xij)t ou encore
a' et 0* étant les racines de Téquation
«* ^p-i(^, 0 -+■ « ♦PC»» O ■+■ ?/»+«(', 0 = o
et ayant respectivement pour limites, quand :t: et j^ tendent vers o et f vers m, les racines a' el a" de l'équation
(i) a» 4'p-»(i, m) -f- a 4^p(i, m) -h 9p-Hî(i, m) = o.
Il existe alors des points de la courbe pour lesquels on a identiquement
Par suite, le second membre est du signe de a'x^, qui est celui de clx'^. Donc la parabole
y — nxx = a'x^
a même tangente et est placée par rapport à cette tangente du même côté que Tare de courbe considérée. On peut donc encore remplacer la courbe par le faisceau des deux paraboles
(y — mx — a'x*)(y — ma? — a'a?«) = o,
la position de la courbe par rapport à chacune d'elles
étant donnée par le signe de ^p^ ( i , m) et de ^p_2 (')'«)•
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Si al et d! sont réels et de signe contraire, on a un contact double de part et d'autre de la tangente i^fig* 4)*
Fig. 4.
Si al et a" sont réels et de même signe, mais distincts, on a un contact double du même côté de la tangente
{fis- 5).
Fig. 5.
Si al et et sont deux racines imaginaires, on a un point double isolé.
Enfin, si ci! et d! sont deux racines égales, ou a, à la limite,
qui est encore la courbe auxiliaire, ^pJlt4^{}^^) étant la première fonction qui ne s'annule pas pour ^ = m. Si ^ est impair, on a un rebroussement de seconde espèce ;
si q est pair, point double isolé lorsque ^^TJ * x > o
(.,5) et contacl double d^un même côté de la tangente lorsque 'Tf ^ V < o, chaque branche de courbe pouvant être remplacée par Tune des deux courbes explicites
La parabole ^=1= m j: -h ax* sépare les deux branches de courbe, qui lui sont tangentes, Tune intérieurement et Tanlre extérieurement.
La méthode étant ainsi théoriquement justifiée, voici comment on peut opérer dans la pratique. Soit la courbe
on prend tous les termes contenant y — x en facteur^ plus les termes de plus bas degré qui suivent immédiatement
(r — ^)* (r*-^- ^*) — îiCj'— ») (^*-+- «^r) -«-r*-
En remplaçant, dans les coefBcients de ^ — x^ y par x,. et en divisant par x', on a Téquation
qui peut s'écrire en décomposant en carrés
x^ (^ — - ar — 37*)* = o.
La position dea branches de la courbe est donnée par celle des paraboles
( "6) Ou voit que les deux branches sont du côte oixy — x esl positif.
c. Supposons fp^i non idenliquement nul, mais
la premièi*e fonction ne s^annulant pas pour t = m. On a, comme précédemment,
ou, en posant a = !|^^ * ^ > a ayant pour limite
{y — mx — ao;')*
ou
(^ — /nar — aa?*)*
Si a^z^o, c'est-à-dire <j/p(i, m) ^z^ o [en d^autres termes, si m est racine simple de <fp+i{i^ ^)=<>]> '^ second membre est du signe de ct^x*, donc positif; il y a encore deux branches de courbe du même côté de la tangente. La courbe auxiliaire devient
( ^ — ;,i a? - a ar« )« == a« a:* - a?^-^» t^Si^^^iî-^
^ = ma7-t-aa:«±arM/a«-^a:vt^^^f'»'^^ V 4/,,_,(i,m)
Si a = o, c^est-à-dire si a est racine double de
7/»+i (i , ï) = o, on aura
H- ^(y — ^^) fiM-i(i, i)-h ...,
et ToQ sera, comme précédemment, ramené à Tétude d'une courbe auxiliaire de la forme
y = m4?-4-aia;»ifc / avec ai= *r^ . r>
et ainsi de suite.
d» Enfin, supposons fp^i identiquement nul, ainsi que f/»^9) • • •» jusqu'à ^p^^i inclusivement. On aura
(jr — mar)* ^,^(x,jr) 4- <p^;.(ar, >^) -h . . . = o.
On obtient immédiatement, comme précédemment, la courbe auxiliaire
en supposant f/i4.r(i) m) ^ o.
Si r est impair, rebroussement de première espèce.
Si r est pair, point double isolé ou deux branches de part et d'autre de la tangente qu'on peut remplacer par les branches de la courbe :
y r= mx ±
e. Si f/r+r(i» "») = o, on a
On est comme précédemment amené à considérer la courbe
^ ariH-a+i ç^^_^ai(i, m) = o.
( "8) Si a = r, on peut encore comme plus haut remplacer la courbe proposée par le faisceau de deux courbes unicursales de la forme
(^ — ma: -h a'a?*^* ) (^ "" i^^ "*- «'ar*^* ) = o, et si a > r, par une courbe
(j' — ma? — ax'^^y = a»a?«t/M-i)__ Aa?«<'^»>+f ;
résultats analogues à ceux trouvés précédemment.
Si a<r, soit a = r — h\ l'équation (a) est de la forme
(y — mxy -f- a Aa?*^* ( j^ — mx) -4- Ba?«'^«-^ = o
ou
^ — ma? = — Aar'^iifc /ar*'^«-*(A«arA-- B).
Si A est impair, le radical n'est réel que pour des valeurs de x d'un signe déterminé, il y a rebroussement de première ou de seconde espèce suivant la parité de r.
Si h est pair; deux cas : B>> o point double isolé, et si B<^o deux branches de courbe réelles d'un même côté de la tangente et de part et d'autre de la courbe
y = ma? — Aa?*^*.
Tangentes multiples. — La discussion complète serait trop longue^ les considérations précédentes suffisent pour justifier les procédés pratiques suivants :
On prend tous les termes, à partir de ceux de moindre degré, contenant^ — mx eu facteur; on prend de plus l'ensemble des termes de degré supérieur qui suivent immédiatement, eu laissant de côté tous les autres termes; la courbe ainsi obtenue possède à l'origine, au
( "9) point de vue de la tangente considérée, les mêmes propriétés que la courbe proposée. On remplace j^ p»r ma: dans les coefficients de y — mx et dans les derniers termes conservés. On a ainsi une équation en y — mx dont ou étudie les racines au point de vue de la réalité et du signe, aux environs de l'origine. On en conclut la position des diverses branches de courbe réelles. Nous supposerons d'abord un cas où Téqualion peut s'étudier complètement, par les procédés ordinaires.
Exemple. — Soit la courbe
x'(j^ — af)^{y — 'ix)*'^x*(y — x)-~x*y'^-hiy^^ — ar" = o. Pour étudier la position par rapport à la tangenle
il suffit de conserver les termes
x^(y — x^iy — 'Aa7)*-+- x*(y — or) — ar»^' = o. En remplaçant y par x dans les coefficients, on a
que nous considérons comme une équation du troisième degré en ^ — x*
La condition de réalité des trois racines est
Quand X tend vers zéro cette expression a le signe de X. Donc, du côté des x positifs, il 7 a une seule valeur réelle pour y — X'^ cette valeur esl positive; donc la courbe est du côté y — x > o.
Pour JP <C o et suffisamment petit, on a trois branches réelles; l'équation ayant deux variations, il y a
( '20 ) deux branches telles que y — x soit positif et une branche telle que y — x < o ; il y a donc une branche ordinaire et un rebroussement de première espèce
L'étude de la tangente double (^y — 2j:)^= o rentre dans un cas déjà traité par un exemple. Cherchons les branches tangentes à Oy,
Conservons tous les termes jusqu'à y^^\ on peut
écrire l'équation ainsi réduite, pour faire apparaître —9
L'équation sera nécessairement de la forme binôme, puisqu'il n'y a pas de termes, après le premier, contenant X à une puissance inférieure à trois.
Cette équation se réduit à
x^{v — y^) -h iy^=. o.
On voit que x^ a le signe de — y^ ; il y a donc une seule branche de courbe réelle tangente à Qy du côté des X négatifs.
Cas général. — Soi tune courbe ayant à l'origine un
point inuUipIe, les termes de moindre degré contenant yP en facteur.
Les considérations justifiées précédemment nous permettent, après avoir ordonné l'équation par rapport aux puissances décroissantes de y^ et remplacé, dans
les coefficients, — par zéro, de nous limiter à l'étude
d'une équation de la forme
yP-^ kyP-^ ar« -♦- ByP-^x^ -h ... -h Lyx'-h K a?'» = o.
Pour étudier la réalité des racines lorsque x tend vers zéro, après avoir tenu compte des lacunes possibles, on examine le cas x> o; la transformée en — a: permet ensuite d'étudier de même le cas x <^ o.
On est conduit à substituer à y des valeurs tendant vers zéro en même temps que x, c'est-à-dire de la forme x^, ce qui donne
Pour X suffisamment petit, le signe de cette expression sera celui du coefficient de la plus faible puissance de X. Il suffit de voir quelles valeurs on peut donner à X pour que les résultats des substitutions soient de signes alternés.
Dans la pratique, en s'aidant de l'examen des variations de l'équation, il est aisé d'apercevoir les valeurs utiles de X, comme nous le montrerons sur un exemplt;; dans le cas le plus général, ou peut régler les tâtonnements de la manière suivante :
Prenons deux axés de coordonnées OX, Oz et figurons les droites
^=s/>X, -s = a -+- X(/> — i), ..., ^ = /-hX, z = m, qui représentent les variations des exposants, en mar-
quant sur les droites le signe + ou — suivant le signe du coeflicient correspondant; ces droites ont des coefficients angulaires p^ p — i, ... positifs et décroissants*
On voit aisément, quand \ varie, les régions où Ton peut trouver des signes alternés, et l'on en conclut le nombre de branches réelles. Ces régions soni séparées par les points de rencontre des droites deux à deux.
Pour étudier les branches négatives, toujours du côté des X positifs, on opère de même en substituant — x^.
Exemple :
y^{y — ^Y-^ 2j^' {y -^ ^)* -^y^'^ -4- a?*^ = o. On est amené à étudier l'équation «
y'^ x^ H- 'xy'^ X* H- yx^ -f- a?>o =a o,
yk _4_ lytx^ -h yX* -\- X^ = o.
Pour jr > o, on a au plus deux racines réelles et négatives, comme Tindiquent la lacune et le nombre des variations. La substitution y=^o donne le signe de x^ qui est positif. Substituons — j?^,
Construisons les droites
4 = 4X, z = 3h-2X, 5=X-4-5, 3 = 8, et marquons sur ces droites les signes des coefficients
{fie- 7)-
Pour que les deux branches possibles soient réelles, il faut que x^~^' donne son signe; il suflit pour cela de prendre \ entre a et &, le z de la droite marquée du signe — sera le plus petit.
On voit ainsi que X est compris entre 2 et 3; la
( '23) courbe^ = — x^ sépare les deux branches réelles de la courbe du c6té des j négatifs.
Pour a:<^o, formons la transformée en — x
y\ __ *iy\x^ — yx^ -*- a7» = O.
Il peut j avoir deux branches réelles positives j" ss o donne le signe +.
if
Substituons y = j?^,
et construisons
En changeant le signe de la deuxième droite sur la figure précédente, on voit quMl sufBt de prendre
pour avoir un insultât de subslilulîoii négatif. Il y a donc deux branches positives réelles séparées par y = x^^ par exemple.
Pour étudier les racines négatives, substituons
on a le signe négatif pour
Donc les deux branches négatives sont réelles.
On voit aisément que le procédé est général. En construisant exactement les droites z = aX + & on peut, sans calculer les valeurs de X, voir s'il est possible de trouver une ordonnée rencontrant ces droites en des points correspondant aux signes cherchés. La méthode est la même pour étudier le nombre des branches réelles et leur position par rapport à une tangente multiple y — mx = o. {A suwre.)
[L'ie]
SUR L4 PROJECTION CENTRALE
Pab j. m. juhel-rénoy.
Dans son excellent Ouvrage : A Treatise on the analytical Gcometry (Dublin, i885), M. John Casej expose, en ces termes ( Theoty of projection, Sect. V, p. 271), la théorie analytique de la projection centrale.
« Soient O Torigine, OX, OY les axes; BB' et II' deux droites parallèles à Taxe des y et rencontrant
( >a5) Taxe OX en B et I (appelées respeclivement droite de base et droite de l'infini). Soit P un point quelconque du pïan ; joignons IP coupant BB' en C ; par C, menons CP parallèle à OX, rencontrant OP en P'. Le point P' est appelé la projection du point P. »
M. Casey, faisant ensuite ressortir les avantages de cette méthode, entre autres de débarrasser le lecteur d'avoir à considérer différents plans et d*admetti*e l'usage de l'analyse^ montre que les propriétés auxquelles elle conduit sont précisément celles de la perspective.
On voit, en particulier, que si une droite CD coupe la droite de base et la droite II' aux points C et D respectivement, sa projection passe par C et est parallèle à OD, et que si Ton mène la parallèle KK.' à BI3', telle que BK = — OI, KK' est la ligne de fuite du plan que l'on projette.
Le but de cette Note est de faire l'application géométrique de la méthode à Tétude des propriétés fondamentales des coniques, propriétés focales et intersection avec une droite, et en particulier, en ce qui concerne l'hyperbole, démoustraliou du théorème capital de la constance aréolaire du triangle déterminé par les deux asymptotes et une tangente quelconque, non sans avoir montré, au préalable, conimeiit la définition de M. Casuy se rattache à c<llu des figures homologiqiies, l'origine étant le centre d'homologie, et la base. Taxe d'homologie.
En effet, menons par P la ligne QR égale et parallèle à BI ; nous aurons, p. étant le point de rencontre de OP et de B13',
OPIPPR |jlP _ QP
OP' "" IC " BI ^^ |jlP' "" GP''
fxP
QP-
PR
CP
II
hP'-
BI
Or
QP PC CP'
PR = 7P=Ôr' ''**"
et, par suili',
OP (OfiPP')-^,:
Le rapport anharmonique des quatre points OijlPF est donc constant et, par suite, les points P et P décrivent deux lignes liomologiques, ce qui justiGe la définition de perspective donnée par M. Casey. On sait, en efiet, que, quand deux figures sont homologiques, il suffit de faire tourner le plan de Tune d'elles d'un angle quelconque autour de Taxe d'homologie pour que les deux figures soient en perspective.
On voit d'ailleurs que la construction dont nous nous occupons n'est autre que celle qui donne rhomologue P' d'un point P, connaissant le point I dont Thomologue est à Tinfini sur OX* Elle se déduit, en outre, immé* diateinent de la construction de la Hire (Aperçu historique, p. ia8); car il est évident que les deux droites OR et QP sont parallèles, les points Q et R étant respectivement sur les droites BB' et IF.
I. Théorèm£. — Tout cercle peut se projeter sui^ vant une courbe telle que le rapport des distances d*un quelconque de ses points à un point ^fixe et à une droite fixe soit constant.
C'est un théorème bien connu de (a théorie des figures homologiques. Sa démonstration se fait en prenant pour origine le centre F du cercle et pour droite de base la tangente eu B à la circonférence. On en conclut que, m étant la projection de M, on a
nir Br — -j -ssrT
^j^ = BK ~ ^^"*^* *^*^^ BK = — FI,
( «^7 ) mF ëunt la dislance de m « la ligne de faite KK'. Le point F esl le foyer, et la ligne de fuite la directrice.
Proposons-nous de construire la tangente à la conique en m ; soit T le point d'intersection de la ligne de fuite et de la parallèle menée par F à la tangente au cercle en M; les perspectives de deux droites parallèles se coupant sur la ligne de fuite KK', mT est la tangente
en m ; on voit que mFT est droit.
Théoeème inverse. — On peut projeter une conique suwant un cercle.
Il suffit de prendre pour origine le foyer F de la conique et, pour droite IF ou droite limite, la directrice correspondante .
Théorème. — La projection d'un cercle qid rlest pas tangent à la droite \V est une courbe telle que la somme ou la différence des distances de l'un quelconque de ses points à deux pointe fixes {foyers) est constante (fig. i).
Fig. I.
£n effet, prenons pour origine le centre F, la droite IF ue rencontrant pas le cercle, et pour base BW la tangente au cercle parallèle à II'. Soient m, ra, E les points
d'intersection avec la circonférence et avec la base d*une sécante passant par I, qui se projette suivant une parallèle à FI passant par E et rencontrant la courbe de projection en deux points M et J\, respectivemeot situés sur Fm et F/i.
Si L désigne le point de rencontre de mn avec la polaire del, on a
F(/n/iIL)= — I.
Donc FL coupe MN en son milieu S. Or
FS lE
^ = jj- = const.
Le lieu de S est donc une perpendiculaire à FI rencontrant cette droite en un point fixe O; c^est un axe de symétrie pour le lieu des points M et N.
On a d'ailleurs
MF _ JTE NF _ lE
/nF ~ Im ^^ nF^lq'
d'où, par addition,
MF-hNF mF
et, par suite,
\I/n 1/1/ IL
MFH-NF=const.
Or, par raison de symétrie, NF est égale à la distance
du point M au symétrique F' de F par rapport à O; on
a donc
MF^-MF'=const.,
ce qui démontre la proposition.
Dans le cas où la droite 11' coupe le cercle, on démontre d'une façon identique que
MF— MF'= const.
( ^^9 ) De ce qui précède, on peut donc conclure que la perspective d*un ctTcle peut être une ellipse, une hyperbole ou uue parabole, ces trois courbes ayant la propriété commune d^être le lieu des points dont le rapport des distances à un point fixe (foyer) et à une droite fixe (directrice) est constant.'
II. Soit à trouver les points d'intersection d'une droite et d'une conique à centre donné par un foyer F, la directrice correspondante IF et un point C. Projetons la conique suivant un cercle, en prenant pour origine F et pour base la perpendiculaire BB' à FI menée par C et soient D et E les points d'intersection de la droite donnée avec IF et BB'; la parallèle menée par E à FD rencontre le cercle en deux points m et n qui sont les projections des points M et N cherchés, points situés respectivement sur F m et F/i (Jig» a).
III. Considérons plus particulièrement le cas de Thyperbole et de ses asymptotes. C'est un théorème bien connu, qui peut même servir de définition à Thyperbole, qu'une tangente à cette courbe forme avec les asymptotes un triangle d'aire constante, le point de con-
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( '30 ) tact étant le milieu du segment intercepté sur la tangenle par les asymptotes. Pour le démontrer, projetons un cercle {fi g- 3) en prenant pour origine son centre F,
Fig.
ri^
/ yC
pour base la tangente 6B' en un point B et pour droite II' une parallèle à BB' coupant le cercle en deux points D et D'^ h^s tangentes en D et D' à la circonférence coupent la base respertivemeiit en C et C ; la projection du cercle est une hyperbole ayant pour asymptotes les droites OC et OC perpendiculaires, la première sur CD, la seconde sur CD'; la tangente en un point m du cercle rencontre respectivement les droites II' eu P, CD en r, BB' en Q, CD' en /*', et se projette suivant une parallèle menée par Q à FP et rencontrant respectivement les droites OC et Fr en R, F m en M, OC
( «3. ) et F/'' cil R'. La proposition sera démontrée, si Ton fait voir que les triangles ROR' et COC sont équivalents et que M est le milieu de RR'. La première partie résulte de ce que CR' et C'R sont parallèles ou que Cr' et Cr se coupent sur la droite II'. En eiFet, soient y le point d'intersection de Bm et de 11', a le point d'intersection de BD et de miy, p le point d'intersection de Biy et de /nD; ay est la polaire de p, elle se confond donc avec C'r; de même Py est la polaire de a, elle se confond donc avec Cr'. Donc C/*' et C'r se coupent en y sur 11'. La seconde partie résulte immédiatement de ce que les quatre points P, /•, m^ r' forment une division harmoni(|ue. En effet, soit P' le conjugué harmonique de P par rapport à DD', la droite qui joint F au pôle H de Diy est la polaire de P par rapport au cercle et aux deux tangentes^ elle passe donc par m.
La proposition est donc établie; on peut démontrer, d*une manière analogue, qu'une transversale rencontre la courbe et les asymptotes en deux couples de points ayant le même milieu. En effet, soit une sécante rencontrant respectivement {Jig- 4) H' «ïi P» CD en r, la circonférence en m et n, la base tangente au cercle en un point Q, CD' en /•' et se projetant suivant une droite coupant OC et Fr en R, Fm en M, F/i en N, la base en Q, OC et F/-' en R' et de plus parallèle à FP. 11 suflfit de montrer que le rayon FP a même conjugué harmonique par rapport à Fr et Fr' d'une part, à Fm elF/i de l'autre, ou que P a même conjugué par rapport aux deux couples de points r, /'' et Ai, n. En effet, soit P Je conjugué de P par rapport à DD' ; H étant le pôle de DD', P'H est la polaire de P par rapport au cercle et par rapport aux deux tangentes à la circonférence eu D et ly.
( i32 ) IV. Considérons maintenanl le cas de la parabole, c'est-à-dîre le cas où la droite IF est tangente au rercle à projeter et prenons pour base BIV la tangente parallèle à ir. La tangente en un point m du cercle rencontre la base en D et la droite IF en C et se projette suivant
Fig. 4.
la parallèle menée par D à FC, le point de contact M se trouvant sur F m. Or
DMF
= î{ÎFb = 6FI
et
DFC =
Donc, dans la parabole, la tangente fait des angles égaux avec le rayon vecleur du point de contact et la parallèle à Taxe menée par ce |)oiiit, et la projection du foyer sur la tangente est sur la tangente au sommet.
Soient CD et CD' deux tangentes parallèles au cercle en des points m et m!\ leurs projections, respectivement parallèles à FC et FG\ et par suite rectangulaires, se coupent sur la ligne de fuite, en d'autres termes sur la directrice et par suite le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la parabole est la directrice.
Cherchons enfin les points d'iutersection d'une droite L et d'une parabole. Projetons la parabole suivant un cercle en prenant pour origine le fojer F, pour base BB' la tangente au sommet B et pour droite IV la directrice; la droite L rencontie la directrice en C, la tangente au sommet en D; sa projection, menée par D, parallèle à FC, rencontre le cercle de projection, décrit de F comme centre avec FB comme rayon, aux points m et n, projections des points iVI ei N cherchés et situés respectivement sur les rayons F m et F /i.
Comme conséquence de cette construction, remarquons que la bissectrice de l'angle MFN est perpendiculaire sur mn et que, par suite, FC est bissectrice de l'angle ibrmé par FM et FN' prolongement de FN. On a donc ce théorème bien connu, que la construction analogue, donnée précédemment, permet d'énoncer pour une conique quelconque :
Théorème. — Soient M, N deux points i/uelconques d^une conique; la droite FC qui joint un foyer F de cette conique au point C de rencontre de la sécante MN^ avec la directrice qui correspond au foyer F, est bissectrice de Vun des angles formés par les droites FM, FN.
On pourrait obtenir une autre construction des points d'intersection d'une parabole et d'une droite en projetant le cercle, au lieu de la parabole, et retrouver ainsi une construction donnée par M. Ernest Lebon dans les
( i34 ) Nouvelles Annales de Mathématiques (i885, p. 338). Soient, en effet, un cercle de centre F, BB' et II' deux tangentes aux extrémités du diamètre BI, M et N les points d'intersection avec une sécante qui coupe la base en G et la droite II' en D-, la sécante se projette suivant une droite L passant par C et parallèle à FD; le cer<*le, suivant une parabole ayant pour foyer F et pour tangente au sommet BB', les points M et N ont pour projections les points m et n d'intersection de la droite L et de la parabole. D'où la construction. M. Lebou remarque, avec raison, qu'elle est plus simple que celle que l'on donne habituellement. Les considérations qui précèdent permettent d'ail Içurs d'établir, avec la môme facilité, la construction que, dans le même article, M. Lebon a donnée des points d'intersection d'une droite et d'une conique dont on connaît un foyer et les sommets situés sur l'axe focal.
Soient, en effet, F un foyer d'une conique, B et I les sommets de l'axe focal, BB' et IF les tangentes aux sommets, la première étant la base et la seconde la droite dont la projection passe à Tiniini, la conique se projetant suivant une parabole ayant pour foyer F et pour tangente au sommet BB'. Une droite CD rencontrant II' en C et BIV en D se projette suivant une droite DG, coupant II' en G, dont les points de rencontre avec la parabole, w! et n', s'obtiennent par la construction donnée précédemment, c'est-à-dire en joignant le point d'intersection E de CF et de la droite HH' symétrique de BB' par rapport à F au point D, en prenant les points d 'intersection m et n de DE avec le cercle de centre F et de rayon FB, puis les points d'intersection m' et n' de DG avec les rayons F m et F/i. On en déduit immédiatement les points d'intersection M et N de la droite et de )a conique données, qui se trouvent sur la
( i35) droite CD et les rayons F/n et F/i respectîvement. C'est la construction même que M. Lebon a obtenue, d'une manière toute différente. Ou remarquera que la ligne DG est inutile pour la construction.
iV. B, — On voudra bien observer que la construction, donnée au paragraphe IV, des points d'interseï*tion d'une droite et d'une parabole s'applique, sans modification, au cas d'une conique quelconque. La démonstration élémentarre de la construction est d'ailleurs immédiate. C'est, d'autre part, un cas particulier de celle du paragraphe II.
ID6il3]
SUR UNE INÉGALITÉ DE I. HADAIARD
Par m. landau.
Dans un travail récent Sur les séries de la forme VauC^»*, publié dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (4* série, t. IV, 1904, p. 029-533), M. Hadamard a développé quelques inégalités, qui, suivant son expression, a peuvent avoir leur utilité ». Je vais confirmer, dans les pages suivantes, cette attente de M. Hadamard, en en faisant une petite application à la théorie de la fonction ^{z) de Rieinann. En combinant les anciennes méthodes avec une de ses nouvelles relations, je parviendrai à prouver le théorème suivant :
Il existe une constante positive ol telle que, pour tous les 7 > o,
( '36) En d'autres termes, la limite iiiféneure d'indétermination, pour 9 =00, du produit
log«y|Ç(i-+-grO|
est supérieure h o.
Jusqu'ici, ou ne connaissait (|ue T inégalité un peu moins précise
lim inf. log^q \ ;(i -\-qi)\>o,
démontrée par moi, comme proposition auxiliaire, par exemple dans mon travail JYeuer Bewais des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes [ Mathematische Annalen, t. LVI, ipoS, p. 654, formule (19)]. Je commence par refaire, dans un cas spécial, un raisonnemenl général de M. Hadaiiiard. Soit
une série de Diri(;hlet, dont les coefficients an sont tous ^ o et (jui converge pour R (2) > i . Soiciil e ^ o, q réel ; on aura
R F(i -+- e -h yO = 2 ^ cos(y log/i),
et pareillement
RF(i-+-e-+-ayO = ^1 -^cos(2^ log/i).
Donc, en posant
/ F(i-he) =Ro,
RF(i4-e-h^t) =R„
( RF( 1-4- 6-4-2^0 = R,,
= 2 ^ (cosMçlogn) - ^C08(y log/i) + ^)
Jl=l
2 2 no nj 2 2 t\o
C'est l'inégal i lé (3) du Mémoire de M. Hadamard, poulie cas spécial qui iirintéresse; elle donne
RÎ^-Ro(Ro-4-R«),
Riè-y/^Ro(Ro-HR,).
Je rappelle en outre les propositions connues (voir p. 649> 65 1 et 653 de mon Mémoire cité) :
(3) logai-t-e)<i-Hlog-
(4) K(l-H6-h2yt)l<2l0gy
(5) |;'(i-heH- qi)\<6\og^q
pour o<eli, pour ole^i, çr^io.
Je pose maintenant, pour R(2)^ i,
OÙ p pai'couri les nombres premiers; c'esl une série
2 an
OÙ art= — pour n =/>'* el a„=: o pour les n qui ne sont pas des puissances de nombres premiers. Tous les On étant ^o, on peut appliquer l'inégalité (2), en posant, d'après (i),
Ro= logÇCiH-e),
R, = R log Ç(i -h e -+- qi) = log | Ç(i 4- e 4- y* ) |,
R,= Rlogî;(i-he-f-îyt) = log|î;(i4- t-h^qi)\.
On obtient, pour e > o, 9 1 o,
log|C{n-e-f.yOI
§-^ï««gî(' + 0(logUi-^0^-iogK(i-+-e-h2yi)|),
d*où, en venu de (3) et (4), pour o <;e^i, 17^10,
iogK(i-+-6-i-^0l
(6) I an- « + gi) 1 1 ., ^ ' ,
D'autre pari, pour o<;6^i, 9 = 10, (5) donne
donc, en appliquant (6),
dz
<6Rlog«y,
I Î:(i -t- yO I = I C(i -+- e 4- sri ) — (;(r -h 6 -h ^O - Ç(i -f- gri)) |
^i^l 4- lof i ) ( 1 -H lOf i + log lo« 7 j
— 6e log>gr.
( '39) Pour tout ^^10, je fais maintenant
ce qui satisfait évidemment aux conditions o<Ce = i- J'obtiens, en vertu de (7),
K(i-HyOI>
^j(lH-»loflo»ç)(IH-flo»lo»</) « log 9
(8) iog«yK(«4-yO|> '^g'f ^4ô'
•y/(^-»-lo»lo»<yj(^-»-lo»lof7) «
Or, en posant log log^ = J^7 lim '"gg = lim ''
Le second membre de (8) tend doAc, pour çr =00, vers la limite positive
p = («"*•) — 6«-»o = «" • — 6«-«o= g-io(e"» — 6/. Donc, pour tous les q suffisamment grands (y ^^o))
(9) (1 -H log«^) I Ç(i -*- qi) I > log»y I î(i -h yO I > ê;
d'autre part, ^(2) étant différent de o pour R(z) = 1, le premier membre de (9) est, pour o <^ ^ <^ y©» supérieur à une constante positive; il existe donc une constante positive a telle qu'on ait, pour tous les q >> <>,
(i-hlog«^)|î:(i -+-yOi>a, ce quMl fallait démontrer.
En venu de Tidenlité on a, pour tous les 9^0,
"^(-^^*)|>.+io6.|gr
Dans tous ces développements, je ne me suis appuyé que sur les propriétés les plus élémentaires de la fonction ^{z). Je ne me suis pas servi du théorème important de M. Hadamard (publié en 1893) sur l'existence et la densité des racines imaginaires de s(^)y ^^i même du l'ait, découvert déjà par Rieniann, que la fonction ^{z) existe dans tout le plan.
CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL
' Poitiers.
Épreuve écrite. — I. Former l'équation différentielle des lignes géodésiques d'une surface de révolution définie par les relations
:r=rco56, ^ = rsin0, z = cp(r) et montrer que l'intégration se ramène aux quadratures,
IL Une courbe plane G est rapportée à deux axes rec-
tangulaires Oz et Ox; un point quelconque M de cette courbe étant projeté en Q sur Vaxe 0-5, le point Q se pro"
jette en P sur la tangente en M, et Von a
P]Vl = a;
déterminer la courbe.
III. Trousser les projections sur un plan perpendiculaire à l'axe de révolution des lignes géodésiques de la surface engendrée par la courbe G, tournant autour de Oz.
Épreuve pratique. — I. On demande les conditions pour que Vintégrale
ait une valeur déterminée.
III. Cas particulier
(Juillet 1905.)
Epreuve écrite. — ï. On prend pour origine des rayons vecteurs d'une épicycloïde le centre du cercle fixe. Soient alors p le rayon de courbure en un point quelconque, r le rayon vecteur correspondant ; démontrer qu'il existe une relation de la forme
p>-h (m— i)r*= const., m est un nombre positif.
II. Trouver toutes les courbes planes telles que Von ait
m étant un nombre positif donné, K une constante donnée.
Épreuve pratique. — Trouver le volume limité par la surface lieu des cercles de courbure des sections normales en un point d'une surface, en admettant que, pour une
( «42 ) section normale faisant avec un plan normal ^fixe Vangle a, le rayon de courbure soit donné par la formule
a'cos*a -h 6*sin>a
(Novembre igoS.)
CERTIFICATS D'ANALYSE ET DE GEOMETRIE INPINITÉSIMALB
Bordeaux.
Éprecvb bcutb. — Soient une sphère S de centre O et de rayon r, H uÂ cylindre de révolution de rayon p <i r et
dont Vaxe Oz passe par le centre de la sphère. On considère sur le cylindre H les courbes dont les tangentes sont en même temps tangentes à la sphère S ; on exclut parmi ces courbes l'intersection de S et de H. Soient C l'une d'entre elles, M un point quelconque de G, et Q le point où, la tangente en M vient toucher la sphère S.
1° Démontrer que le plan osculateur en M. à la courbe G est tangent en Q à la sphère S.
a° Déterminer la surface développable R contenant la courbe G et telle qu'en tout point M de G le plan osculateur à cette courbe soit normal à la développabte R.
3° Montrer qu'en choisissant convenablement une ori" gine A sur la courbe C, l*aire cylindrique limitée par l'axe AM, par les génératrices A a, Mm et par la projection am de l'arc AM sur le plan xOy perpendiculaire à Os est proportionnelle à l'arc AM.
4° Soient w, (o' les centres du cercle osculateur et de la sphère osculatrice en M, montrer que le triangle Maxo' reste semblable à lui-même quand le point M se déplace sur la courbe G.
Épbeuvb pftATiQUB. — Soit le paraboloïde de révolution autour de Oz dont les coordonnées d'un point quelconque en fonction de deux param,ètres r et % sont
r* ip = /-cos0, j^=rsin6, z = — •
Étant donnés deux points Mo(ro, 6o), Mi(/'i, 6i) sur cette sur/ace, on considère sur le paraboloïde une courbe G joignant ces deux points et faisant avec les méridiens qu'elle rencontre un angle constant V.
Déterminer l'angle V en fonction de ro, 6o, ri, 6i.
(Juillet 1905.)
ÉpBBUYB ÉCRITE. — Énonccr et démontrer les théorèmes généraux sur la courbure des lignes tracées sur une surface et passant par un même point.
Épreuve pratique. — Calculer l'intégrale définie
v/tang'a:^.
(Novembre I9p5.)
QUESTIONS
2038. On mène les hauteurs AD, ï^E, CF du triangle ABC. Soit DiEiFi l'axe d'homologie des triangles ABG et DEP. Par El, Ff. Di on mène les parallèles à AB, BG, GA qui
coupent BC, CA, AB aux points I, H, K en ligne droite, el les parallèles à BG, GA, AB, qui coupent AB, BC, CA aux points Kl, II, Hi aussi en ligne droite. Soient Q et Qi les coniques circonscrites à ABC, et tangentes, la première à AI, BH, CK et la seconde à AIi, BHi, CKi.
I. Si par un point O de Q on mène les perpendiculaires à BC, CA, AB, elles coupent CA, AB, BC en fx, v, X, et l'on a la droite A(X|jlv). Ces mêmes perpendiculaires, menées par un point Oi de Qi, coupent AB, BC, CA aux points V|, Xi, ji», et l'on a la droite A(XifXiVi).
II. Les coniques Q, Qi et le cercle ABC ont un quatrième point commun a> auquel correspondent deux droites A, Ai et la droite At de Simson.
III. Si ABC est un triangle équilatéral, les coniques Q, Qi se superposent au cercle ABC, et à tout point> 0 de ce cercle correspondent trois droites A, Ai, Af. (P. Sondât.)
2039. Démontrer la relation
la première somme s'étendant à toutes les racines, supposées distinctes, de Téquation algébrique
/(ar) = o;
la deuxième somme s'étendant à toutes les racines, supposées distinctes, de l'équation
et la troisième somme s'étendant à toutes les racines, suppo* sées distinctes, de l'équation
/'(ar) = o.
Étendre la relation (i), en faisant intervenir les dérivées quatrième, cinquième, etc. du polynôme /(ar).
(Nicolas Kryloff.)
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[K13cP] SUR UNS SURFACE BU TROISifiMB ORDRE QUI BST LANALOGUB DU CERCLE DES NEUF POINTS;
Par m. g. FONTENÉ.
J'ai donné récemment dans ce Journal (1906, p. 55) un théorème relatif au triangle pédal d'un point S; ce théorème généralise la construction d'Hamihon pour le point de contact du cercle des neuf points et du cercle in>cril. On trouvera ici l'extension partielle de ce théorème au cas de Tespace; je n'ai pas réussi à obtenir une extension du théorème de Feuerbach.
Ces nouvel les, recherches m'ont conduit à compléter le théorème de Géométrie plane. Je commencerai donc par rappeler Ténoncé de ce théorème, en écartant les faits que je n*ai pu généraliser, en indiquant des faits nouveaux qui ont leurs analogues dans l'espace.
I. — Géométrie plane
1. Étant donné un triangle ABC, le lieu d'un point M dont les projections sur les trois côtés du triangle sont en ligne droite est le cercle circonscrit au triangle {Simson),
Si H est Torthocentre du triangle, la droite de Simson du point M passe au milieu K de MH (Steiner),
Lorsque M décrit le cercle ABC, le lieu du point K est un cercle, homolliéLi(|ue au cercle ABC pour le
centre d'homothétie H et le rapport -; le cercle (|ui
s'introduit ainsi est le cercle des neuf points du triangle.
Ann* de Afathémat,, 4' série, t. VI. (Avril 1906.) lO
Les milieux des segments HA, HB, HG étanl A*^, B"', C, ce cercle est le lieu d'un point K dont les projections sur les côtés du triangle A'^B'^C'^ sont en ligue droite.
2. J'indiquerai encore pour le point M, relativement au triangle ABC, une construction que nous aurons l'occasion d'appliquer pour le point K, relativement au triangle hl'WC". Les symétriques du point M par rapport aux trois côtés du triangle, soient M|, Ma, M3 {fis- 0' ^^"^ ®"^ ^^^^ droite parallèle à la di*oile de
Fig. I.
Simson du point M et passant par le point H; nous appellerons cette droite la droite de Steiner du point M, et nous la désignerons par la lettre S. La droite 2 étanl donnée, il est facile de retrouver le point M. En effet, la droite S rencontre les côtés du triangle en trois points I, .2, 3, et les droites i M, 2M, 3M sont les symétriques de S par rapport k ces côtés ^ on peut construire ces droites symétriques, et par suite obtenir le point M, en joignant les points i, a, 3 aux points H|, Ha, Hs qui sont les symétriques de H par rapport aux côtés du triangle.
3. Théorème. — Soit un triangle ABC, et soient .V, B', C les milieux des côtés. On projette un point S en û, h, c sur les côtés du triangle; si l'on désigne par OL, p, Y les points d'intersection des côtés correspondants des deux triangles A'B'C et abc^ les trois droites «a, J^, cy concourent en un point K (*).
Appelons H' le centre du cercle ABC, ffui est en même temps l' orthocentre du triangle A'B'C : si le point S se déplace sur une droite o- passant par le point H', le point K reste fixe ; les milieux des segments HA, HB, HC étant M\ B", C'^ les projections du point K sur les côtés du triangle k!'W(J' sont en ligne droite, ou encore les symétriques du point K par rapport aux côtés de ce triangle, soient K'J , K.^ , K J , sont sur une droite S qui passe nécessairement en H ^ et cette droite S est perpendiculaire à la droite H' S ou a.
Il j a donc un lieu du point K, et ce lieu est le cercle des neuf points du triangle ABC.
Si Ton donne le point S, ou plutôt la droite H'S ou or, pour avoir le point K, on mène par H la droite S perpendiculaire à o- : cette droite S rencontre les côtés du triangle A^'B^'C^'aux points i", 2,\ 3^ si H';, H^, H; désignent les symétriques du point H par rapport aux côtés du triangle A"B''C", c'est-à-dire les pieds des
(*) Ce fait rentre dans on théorème général indiqué par M. Bricard {Nouvelles Annales, 1906, p. 96) :
Étant donnés deux triangles ABC, A'B'C, si les droites AA', BB', ce rencontrent respectivement les côtés a, 6, c du premier triangle en trois points situés sur une même droite, les points (a, a'), (A, 6'), {c^c') se joignent aux sommets A', B', C du second triangle par trois droites concourantes.
Pour le théorème du texte, les deux triangles sont le triangle A'B'C et le triangle pédal.
hauteurs du triangle ABC, la droite qui joint le point H'^ au point i", et les deux droites analogues, concourent au point K.
A. Quand on projette un point K sur les côtés d*un angle A'^ la droite déterminée par les projections de ce point est perpendiculaire à la droite inverse de la droite A'^K par rapport à l'angle; les droites inverses des droites A'^K, B''K, CK, par rapport aux angles A*^, B^', C? du triangle A"B"C'^ sont donc perpendiculaires à la droite S ou parallèles à la droite o-. On en conclut aisément ceci ; Les coordonnées du point K, rapporté au triangle k"WCy ^ sont inversement proportionnelles aux distances algébriques du point S aux axes menés par H' parallèlement aux côtés de ce triangle,
II. — Géométrie dans l'espace
5. Étant donné un tétraèdre ABCD, le lieu d'un point M dont les projections sur les plans des quatre laces du tétraèdre sont dans un même plan est une surface OUL dont l'équation, par rapport au tétraèdre de référence ABCD, est
A, B, c, D représentant les aires des faces du tétraèdre; c'est une surface du troisième ordre, coirélative d'une surface de Steiner, et ayant pour points doubles les points A, B, C, D(elle contient les arèies du tétraèdre). Ce théorème est bien connu, mais je ne crois pas que l'on ait remarqué ceci : lorsque le tétraèdre est ortliocentrique, l'orthocentre étant H, le plan qui contient les projections d'un point M de la surface ren-
( '49) contre la droite HM eu un point K pour lequel on a
HM
Lorsque M décrit la surface .711/, le lieu du point K est une sur/ace DC homothêtique à la surface tf\L pour le centre d'homothétie H et le rapport -; la surface qui s'introduit ainsi joue pour le tétraèdre un rôle comparable à c fi lui du cercle des neuf points pour le triangle. Si A*^, B'', C", D'' sont les points situés aux f des segments HA, JHB, HC, HD, cette surface ÙC est le lieu des points dont les projections sur les plans des faces du tétraèdre A'^B^'Ciy sont coplanaires. C'est une surface du troisième ordre ayant pour points doubles les points A", B^', C^ W.
6. J'indique pour le point M, relativement au tétraèdre ABCD, une construction que nous aurons l'occasion d'appliquer pour le point K, relativement au tétraèdre Èi"WC"ïy, La longueur KH étant double de MK, si Ton prolonge d'une longueur double de leur propre longueur les perpendiculaires abaissées de M sur les plans des faces du tétraèdre {fig* 2, pour le plan BCD), on obtient quatre points IVIf, iVla, Ma, M4 situés dans un même plan S parallèle au plan II des projections et passant par H.
Le plan 2 étant donné, on retrouve facilement le point M. Soient 1, 2, 3, 4 IcvS droites suivant lesquelles le plan 2 coupe les plans des faces du tétraèdre ; soient H4, H3, Hs, H4 les points obtenus eu abaissant de H des perpendiculaires sur les plans des faces et en les prolongeant de la moitié de leur longueur; le plan mené par la droite i et le point H|, et les trois plans analogues, ont en commun le point M.
( «5o ) 7. Théorème. — Soit un tétraèdre orthocentrique ABCD, et soient A', B', C, D' les centres de grauité des faces. On projette un point S en a, b^ c^ d
Fig. a.
sur les plans des faces; si l'on désigne par a, p, y, 8 lesJldroites d'intersection des plans des faces correspondantes des deux tétraèdres A'B'C'D' et abcd^ les quatre plans (a^ai)^ (^7 P)i (^> ï) ^^ (^î 2) ont un point commun K (*).
Appelons H' le point de rencontre des perpendicu-
(*) Ce fait rentre dans un ihéorcnie général qui est Textension à l'espace du théorème plan donné par M. Bricard (note précédente) :
Étant donnés deuw tétraèdres ABCD, A'B'C'D', si les droites A A', B B', CC, DD' rencontrent respectivement les plans a, 6, c, d des faces du premier tétraèdre en quatre points situés dans un même plan, les droites (a, a'), (6, 6'), ... déterminent avec les sommets A', B', C, D' du second tétraèdre quatre plans qui ont un point commun.
Pour le théorème du texte, les deux tétraèdres sont le tétraèdre A'B'G'P' et le tétraèdre pédal,
( '5. ) laîres aux plans des faces menées par leurs centres de gravité, ou l' orthocentre du tétraèdre A'B'C'iy : site point S se déplace sur une droite o- passant par le point H', le point K reste fixe; les points Pi!\ W\ C, tf étant les points des segments HA, HB, HC, HD qui véiifient les relations
HD
HA
HB
HC
HD
les projections du point K sur les plans des faces du tétraèdre \? WO^iy sont dans un même plan, ou encore, si l'on abaisse du point K des perpendiculaires sur les plans des faces de ce tétraèdre, et si on les prolonge du double de leur longueur, les points obtenus, K\ , K^ , K, , K^ , sont dans un plan S qui passe nécessairement en H, et ce plan S est perpendiculaire à la droite H' S ou <r.
Il y a donc un lieu du point K, et ce lieu est la surface du troisième ordre SC dont il a été parlé.
Si Ton se donne le point S, ou plutôt la droite H'S ou 9-, pour avoir le point K, on mène par H le plan S perpendiculaire à o- : ce plan S coupe les plans des faces du tétraèdre A^ B'^CIT suivant des droites i", 2", 3''', 4'^; si H'f , H,, H",, H'^ désignent les points obtenons en abaissant du point H des perpendiculaires sur les plans des faces de ce tétraèdre et en les prolongeant de la moitié de liur longueur, c'est-à-dire les pieds des hauteurs du tétraèdre ABCD, le plan qui passe par le point H'J et la droite i", et les trois plans analogues, passent par le point K.
8. Quand on projette un point K sur les plans des faces d'un trièdre A'', le plan déterminé par les projections de ce point est perpendiculaire à la droite inverse
de la droite A^'K par rapport au trîèdre; les droites inverses des droites A''K, B^K, CK", par rapport aux trièdres A'', B", C% D" du tétraèdre A'WC'IT sont donc perpendiculaires au plan S ou parallèles à la droite c. On en conclut aisément ceci : Les coordonnées du point K, rapporté au tétraèdre A"B"C''iy, sont inversement proportionnelles aux distances algébriques du point S aux plans orientés menés par H' parallèlement aux plans des faces de ce tétraèdre,
III. — Résumé des calculs
9. Voici un résumé succinct des calculs qui m'ont donné les résultats précédents.
J'ai pris le tétraèdre ABCD, d'abord supposé quelconque, comme tétraèdre de référence; j'ai désigné par A, B, C les cosinus des dièdres extérieurs du trièdre D, par A', B', C les cosinus des dièdres extérieurs opposés; j'ai appelé X, i)l>, G, (5^ les sinus des trièdres supplémentaires de ceux du tétraèdre, c^està-dire les sinus des trièdres qui empruntent leurs arêtes aux axes X, Y, Z, T des faces du tétraèdre, ces axes étant supposés concourants. On a
-C'8-f-(D =0, (I) \ A'(£) -h BC -h GUb -h A, = o,
la seconde relation se déduisant de la première en mettant B et C au lieu de B' et C, et en échangeant i)l> et C, X et (t) ; on a encore
/ (D» = I — A«— B« — C» -h -2 ABC, (TI) I eJlo»=i — A«-B'«— G'î-f-aAB'C,
( '53) / (î)X = -A'-hA*A'— ABB' — ACC -hBG'-f-CB',
III
1 i>ba=— A-+-A'«A — A'BB'— A'CC'-hBC -+-B'C',
10. Les coordonnées normales du point S étant p^ 9, r, 5, celles des points a, A, c, d sont respectivement
(a) o, y — /><'i r-^ph, s-p\\
{b) p — gC, o, r^q\, s — gB',
(c) p — rB, g^rk, o, * — rC,
(d) p — sk\ g — sW, r — sC\ o,
et le déterminant de ces quantités a pour valeur
— (<A»p -h }!ii>g -^ . , .) {Xgrs -^ '^\>rsp -{- . . ,);
récpiation du plan (a, a) est alors
p — gC o r — gX s — gB'
p — rB g — rX o s — zC
p — sA' g~sB' r — sC o
-+-(Jl»^r*-hi»l)/'*/?-h...)(ill)^-+- G^-hCDr — iXx) =0.
Si l'on ajoute les équations des quatre plans (a, a), (&, P), . . . , on a une identité.
11. Pour avoir les coordcmnées du point K, j'ai considéré les équations des trois premiers plans, soit
Xi = o, Xi = o, Xj = o, et j'ai ordonné les coefficients par rapport n s en posant
2 = t.\ùgrs -+- ^\yrsp -h. . .
= s(Xgr+ \j\>rp h- ©/?g) -h (i^pgr.
( '54 ) Ces coefficienls reii ferment au troisième degré les coordonnées />, y, r, 5 du point S. J'ai formé d'abord la combinaison
Xi -+- X, H- X| = o,
puis les combinaisons
(O/pX, -+- JU5(Xi-t- X,-hX,) = o, ..., ...;
elles sont div^isibles par S, et l'on obtient ainsi trois équations dont les coefficients renferment /^, ^, r, s au premier degré seulement.
12. Le tétraèdre étant maintenant supposé orthocentrîque, on a
AA'=BB'=GC'=DDS
et l'on peut poser
A=PYi B=Yat, G=ap, A'=8a, B'=op, C'=8y;
les coordonnées de l'orthocrnlre sont proportionnelles à a, p, Y, 8, et celles du point H' vérifient les relations
Les coefficients des équations, transformés par l'introduction des quantités a, p, y, S, s'expriment au moyen des binômes
qui sont les coordonnées de la droite H' S ou o-.
Le point K dépend donc seulement de cette droite a-, et il y a un lieu du point K.
La relation entre les quantités A, B, C
est ici
I — a» i—p OU encore
r H sr -h... -♦-...= 3;
on a
(Da^=— 8a(i-P«)(i-Y«), ï
ilbG = — [iY(« — «* ) (i — S*), ' 1
en appelant a, £^ c, d los coordonnées normales de Torthocentre, la relation entre les coordonnées normales d'un point est alors
Au moyeu de cette relation, il arrive que Ton peut faire dispar.iitre j et z de la première des écjualions (jiii déterminent le point K^ en posant
-jr « ma
on trouve
et Ton vérifie aisément que Ton a
— H — ^H — ï-+--wr =o;
ar y z i
le lieu du point K est donc la surface dC.
Si l'on suppose que /;, q^ r, 5 représentent des
( -56) coordonnées normales, on obtient
en posant
on a donc
Or, si Xoy yof ... sont les coordonnées normales du point H', on a
on a finalement
af(p — Xo)= y(ç—yo )=... =
C'est le résultat indiqué à la (in du n® 8, et duquel il résulte que le plan S est perpendiculaire à la droite 9.
( Si les dièdres du tétraèdre ABCD sont aigus,
BG comme on a par exem|)le a^= -^i les quantités a, p,
y, S sont des imaginaires pures; si l'on pose a=a'«, P 1= P'i, . . . , on a
_fL - A - - / - ^' a'* ~ B't i'
et les égalités relatives à Xo,yo^ ••• deviennent
Note. — Revenons à la Géométrie plane.
a. Soit û le milieu commun des segments A'A'^, B'B'', ce. La droite de Steiner du point K par rap-
( '57 ) port au triangle A.'B'C étant la droite S^ si K' est le symétrique de K par rapport à û, la droite de Steiner du point K' par rapport au triangle A'B'Cest la parallèle à S menée par H'; comme K' et K sont diamétralement opposés sur le cercle A'B'C, la droite de Steiner du point K par rapport au triangle A'B'C est perpendiculaire à celle du point K', et se confond par suite av^ec la droite o*. Donc, si l'on se donne la droite o", en traçant les droites symétriques de celle-là par rapport aux côtés du triangle A'B'C (ce qui peut se faire en joignant les points i', 2', 3' où la droite ocoupe les côtés de ce triangle aux points H'^, H^, H^ qui sont les symétriques de H' par rapport aux côtés de ce même triangle), on aura trois droites qui iront concourir au point K. Cette propriété de la droite a* n'est d'ailleurs pas susceptible d'extension à l'espace : il y a entre les deux droites a* et S cette différence essentielle, au point de vue de l'extension à l'espace, que la droite S a pour analogue un plan S, tandis que la droite a- a pour analogue une droite (t.
La propriété de la droite a- qui vient d'être indiquée a été signalée par M. Bricard, dans une Note où il a établi géométriquement le théorème plan dont j'avais donné une démonstration analytique, et avant que j'eusse rencontré de mon côté la propriété du plan S.
b. Soit Si le point inverse du point S par rapport au triangle ABC. Les deux points S et S{ ont même cercle pédal, et celui-ci rencontie le cercle des neuf points en deux points K et K|, qui sont précisément le point K relatif à la droite H' S et le point K| relatif à la droite H'S|. Lorsque la droite SS| passe en H', les deux points K et Ki se confondent, et le cercle pédal est tangent en K au cercle des neuf points. Plus par-
( >58 ) ticnlièrement, sî S et S^ se confondent avec le centre I d'un cercle tangent aux trois côtés du triangle, le cercli; pédal est précisément ce cercle, qui est ainsi tangent au cercle des neuf points.
Etant donné un triangle ABC dont les hauteurs AD, BE, CF 5e coupent en H, soient A", B''', C" les milieux des segments HA, HB, HC; si O et I sont les centres du cercle circonscrit et du cercle inscrit, la perpendiculaire menée par H à la droite OI rencontre les côtés du triangle A^&'C" en trois points X, Y, Z, et les droites DX, EYJ FZ concourent en un point qui est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle des neuf points.
Ou encore (construction de M. Bricard, quest. 2036) :
Les milieux des côtés du triangle ABC étant A', B', C, la droite 01 rencontre les côtés du triangle A'B'C en des points U, V, W, et siO^^ Oj, O3 sont les symétriques de O par rapport aux côtés de ce triangle, les droites OiU, 0|V, 0|W concourent en un point qui est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle des neuf points.
Si le cercle d«s neuf points est supposé tracé, comme D et Oi sont sur ce cercle, on aura sans ambignïlé le point cherché en traçant seulement la droite DX, ou la droite 0,U.
(Le lieu des points inverses S et S| tels que la droite SS, passe au centre H' du cercle ABC est une cubique circonscrite au triangle ABC et passant en H' : toute droite passant par H' est encore rencontrée par la cubique en deux points inverses; le point inverse de A est sur BC, ...; le point inverse de H' est Tor-
( '59) tlioceiitre H, de sorte que la tangente en H' passe en H; les quatre tangentes qne Pou peut mener de H' à la cubique ont pour points de contact les centres I, F, Vy V' des cercles tangents aux trois côtés du triangle. Aux points à Tinfini sur la cubique, S, S', S^, et à leurs inverses, S|, S'^, S^, coi respondent trois droites de Siinson tangentes au cercle des neuf points : ce sont les tangentes aux points de contact de ce cercle avec riiypocjcloïde à trois rebroussera en ts qui est Tenveloppe des droites de Sinison relatives au triangle ÂBC.)
suit LA GÉOMÉTRIE DE DIRECTION;
Par m. R. BRïGARD.
1. Laguerre parait avoir le premier introduit en Géométrie plane l'élude systématique des droites dirigées on semi-droites, des cercles dirigés ou C) des. Il a fait connaître une transformation fort intéressante, la transjormntion par senti-droites réciproques, qui joue, dans la Géométrie de direction, un rôle analogue â celui que joue Tinversion dans la Géométrie ordinaire»
Les recherches de Laguerre ont été publiées dans plusieurs Mémoires, parus dans les Comptes rendus de V Académie des Sciences, dans le Bulletin de la Société, mathématif/ue de France et dans les Nouvelles jinnales (*).
(*) En voici la liste complète -.
Sur la Géométrie de direction {S. M., 1879, P- ^'f OEuvres, p. 59a).
Plusieurs de ces travaux, surtout ceux qui sont relatifs aux in-incipes de la théorie, ne contiennent que des résultats sans démonstration; en outre, ici comme en d'autres occasions, Lagucrre n'a certainement pas mis en lumière ses idées directrices, et son exposition prend de ce fait un caractère artificiel qui rend la lecture de ces Mémoires un peu difficile.
Il est assez vraisemblable que l'éminent géomètre a été conduit à plusieurs des notions qu'il a introduites danâ la Géométrie de direction, et particulièrement à sa transformation par semi-droites réciproques (*), par des considérations de Géométrie dans Tespace. Je vais, du moins, chercher à montrer comment de telles considérations < onduiseut de la façon la plus naturelle à cette transformation, dont Laguerre n'a pas révélé l'origine.
2. Soit (P) un plan que je supposerai horizontal, de manière à pouvoir parler des régions de Tespace qui
6'ur la transformation par directions réciproques {C. B., 1881; Œuvres, p. 6o\).
Transformations par semi-droites réciproques (A'. A., 1882; Œuvres, p. 608).
Sur les hypercycles ( C. /?., 1882; Œuvres, p. 620).
Sur les anticaustiques par réflexion de la parabole, les rayons incidents étant parallèles {N. A., i883; Œuvres, p. *)36),
Sur quelques propriétés des cycles {N. A., i883; Œuvres, p. 65i).
Sur les courbes de direction de la troisième classe {N. A., i883; Œuvres, p. 660).
Su/' r application des intégrales elliptiques et ultra-elliptiques à la théorie des courbes unicursales (C B., i883; Œuvres, p. 671).
Sur les anticaustiques par réfraction de la parabole, les iHiyons incidents étant perpendiculaires à l'axe {JV. A., i885; Œuvres, p. 675).
( *) Ou plutôt à ses transformations, car il y en a deux très distinctes, comme on le verra plus loin.
{ i6. ) sont l'une au-dessus, l'autre au-dessous du plan. Soit 8 une semi-droite du plan (P), c'est-a-dire une droite à la(|uelle on attribue un sens. Par S je puis faire passer deux plans, (D) et (D'), faisant tous deux des angles de 45*^ (*) avec le plan (P).
Imaginons maintenant un observateur, debout. sur le plan (P) et se déplaçant suivant S, dans le sens de cette semi -droite. L'un des deux plans (D) et (D') fait avec le plan (P) un dièdre aigu situé à la gauche de l'observateur dont il s'agit. Je ferai correspondre ce plan à la semi-droite 8.
Je ferai donc ainsi correspondre, à toute semi-droite du plan (P), un plan faisant un angle de 45** avec le premier, et parfaitement déterminé.
Réciproquement, il est éi^ident qu'à tout plan (D) faisant un angle de 45® avec le plan (P) correspond une semi-droite parfaitement déterminée S, portée par la trace du plan (D) sur le plan (P).
Je dirai que le plan (P) est représentatif de la semidroiie S.
Considérons maintenant un cycle F du plan (P), c'est-à-dire un cercle auquel on attache un sens. Par F passent deux roues de révolution (G) et (G'), ayant tous deux un angle au sommet de 90®. i/un de ces cônes a son sommet au-dessus du plan (P), l'autre a son sommet au-dessous de ce plan. Je ferai correS" pondre à V te premier de ces cônes, si V est siuistrorsum, c'est-à-dire si le sens de F est contraire à celui des aiguilles d 'une montre, et le second de ces cônes, dans le cas contraire. Réciproquement, à tout cône de
(*) Cet angle de ^5* n'est introduit que pour fixer les idées; je pourrais le remplacer par un angle quelconque non droit,
Ann, de Mathémat., 4* série, l. VI. (Avril 1906.) il
( >62) iVîvolnlloii (G), avant un angle an somniel de 90** vX son axe vertical, correspond un cycle parfaitement déterminé, porté par la trace du cône sur le plan (P). Ce cycle est sinistrorsum, si (G) a son sommet au-dessus (lu plan (P), et (lexirorstnn dans le cas contraire. Je. dirai (jue (G) est le cône représentatif A\x cycle F.
Cela posé, soient 8 une semi-droite et F un cycle du plan (P). On dil que 8 touche F, si la droite qui porte 8 touche le cercle qui porte F, et si, en outre, les éléments eu contact du cercle et de la droite ont le même sens. On voit très aisément que la condition nécessaire et suffisante pour que 8 touche F est que le plan (D), représentatif de 8, soit tangent au cône (G), représentatif de T.
Remarquons enfin que tous les plans (D) sont tangents à un même cercle C situé dans le plan de l'infini, ayant pour équations en coordonnées rectangulaires homogènes (on suppose Ox et Ojr dans le plan P)
« = o, x^-hy^ — z^ = o.
Tous les cônes (G) sont les cônes du second ordre qui contiennent ce cercle C. On peut donc ainsi résumer les (considérations qui précèdent :
^ toute semi-droite du plan (P) correspond d'une manière utwoque un plan qui touche C; à tout cjcle du plan [9) correspond, d'une manière u/iiv'oq (te, un cône du second ordre contenant C. Utie semi-droite et un cycle sont tangents entre eux si le plan et le cône correspondants sont tangents entre eux.
3. II est maintenant avantageux (mais non essentiel) d'avoir recours à une tran.sformation par polaires réci-
( '63) proques, avant pour hase la sphère dont l 'équation est
dans le système de coordonnées précédemment défini. Le cercle C a pour transformé le cône (C) dont l'équation est
Tout plan (D) a pour pôle un point d du cône (C); tout cône (G) a pour transformé une conique G tracée sur le cône (C).
Par suite :
Les semi-droites et les cycles du plan (P) correspondent d'une façon nnivoque aux points du cône (C) et aux coniques tracées sur ce cône Je dirai qu'un point du cône est représentatif d'une senii -droite et qu'une conique tracée sur le cône est représentative d'un cycle.
La Géométrie de direction dans le plan (P) se trouve ainsi ramenée à Tétude des figures tracées sur le cône (C).
On se rend compte immédiatement des propositions suivantes :
Une semi-droite et son opposée, c'est-à-dire la seconde semi-droite portée par la même droite, ont en général des points représentatifs distincts, symétrûfues par rapport au plan (P), Il n'y a d'exception que pour les semi-droites isotropes : une telle semidroite et son opposée ont le même point représentatif situé sur l'une des génératrices isotropes du cône (C).
En particulier, la droite de l'infini du plan (P) n'a quun point représentatif, qui est le sommet du cône (C).
Si une semi-droite 2 enveloppe un cycle F, son point
représentatif d décrit la conique G, représentative du cycle r.
Il y a d'ailleurs correspondance homo graphique entre le point d, mobile sur G, et la semi-droite 8, tangente mobile de F.
Dans le cas où. le cycle F a son rayon nul, c'està-dire si la semi-droite 8 passe par un point fixe, la conique G est située dans un plan vertical.
Si plusieurs semi-droites sont parallèles^ leurs points représentatifs sont situés sur une même génératrice du c6ne{C).
Le faisceau constitué par des semi-droites parallèles et la ponctuelle constituée par leurs points représentatifs se correspondent homographiquement.
On voit enfin que, élant définie une transforma lion poncluelle quelconque du cône (G) en lui-même, on peul en dëduire une transformation qui établit une correspondance entre les semi-droites du plan (P).
Parmi les transformations de cette nature, les plus intéressantes sont les transformations par semi-droites réciproques. Pour y arriver, il est nécessaire d'étudier tout (Tabord les transformations homo graphiques inv^olutii^es du cône (C) en lui-même,
4. Transformations homo graphiques involutives du cône (C) en lui-même. — Une transformation liomographique générale de l'espace dépend de i5 paramètres. Si l'on cherche à déterminer cette transformation de telle manière qu'elle change le cône (G) en lui-même, on l'assujettit à 8 conditions. II existe donc 00^ transformations homographjques jouissant de la propriété énoncée. Une telle transformation change les points et les coniques du cône (G) en éléments de
( .65 ) même nom. Considérons inaînlenant ces points et ces coniques comme représentatifs des semi-droites et des cycles du plan (P). On voit ainsi que Ton peut définir, dans le plan (P), oo^ transformations qui changent les semi-droites en semi-droites et les cycles en cycles.
Je réserve, pour une autre occasion, Tétude de ces transformations générales. Je me contenterai d'étudier ici celles d'entre elles qui présentent un caractère involutif.
Pour les définir, je rappelle qu'il existe dans l'espace deux espèces de transformations homographiques involutives :
i® Vhomologie ins^olutwe, définie par un point [sommet de Vhomologie) el un plan [plan de base de Vhomologie)\ deux points correspondants sont en ligne droite avec le sommet; de plus, les deux points divisent harmoniquemenl le segment limité par la trace sur le plan de base de la droite qui les joint el par le sommet.
L'homologie involutive a une infinité de points doubles : ce sont le sommet et tous les points du plan de base.
2** Uhomographie axiale involutive, définie par deux droites qui ne se rencontrent pas (axes de l^ homographie); deux points correspondants sont tels que la droite qui les joint rencontre les deux axes; de plus, les deux points divisent harmoniquement le segment limité par les deux points de rencontre de la droite qui les joint et des axes.
L'homographie axiale involutive a une infinité de points doubles : ce sont les points des deux axes.
Examinons à présent dans quels cas l'une de ces homographies peut transformer un cône du second ordre
( «66) 1° Cas de l'homologie im^olutiue, — Le sommet du cône devant se correspondre à lui-même doit être au point double de Thomologie. Il y a deux cas à distinguer:
(a). Le sommet du cône est au sommet de l*homologie; il est bien clair alors que, quelles que soient les autres conditions qui dé(inissent la transformation, le cône est transformé en lui-même-,
(i). Le sommet du cône est dans le plan de bcue de Uhomologie; alors, le sommet S de l'homologie est en dehors du cône, et il est visible que le plan de base doit être le plan polaire du point S par rapport au cône. Réciproquement, toute homologie involutive ayant pour sommet un point quelconque de Tespace et pour plan de base le plan polaire de ce point par rapport au cône transforme le cône en lui-même.
2** (c). Cas de l'homographie nxiale involutwe. — Le sommet du tône doit être sur l'un des axes, et les deux axes sont évidemment des droites conjuguées par rapport au cône. Réciproquement, toute homographie axiale involutive, dont les axes sont conjugués par rapport au cône, transforme le cône en lui-même.
Il y a donc trois espèces bien distinctes de transformations homographiques involutives qui transforment un cône en lui-même. Les deux premières, (a) et (i), dépendent de trois paramètres; la troisième, (c), dépend de quatre paramètres.
Dans les transformations (a) et (6), il existe une infinité de points doubles, le sommet du cône et tous les points de la ligne commune au cône et au plan de base de rhomologie. Cette ligne est une conique dans la transformation (a), un système de deux génératrices dans la transformation (6).
Dans ia transformation (c), il n'y u que trois points doubles, qui sont les points où le cône est rencontré par les axes de rhoinographie, deux de ces points étant confondus an sommet du cône.
o. Transformations par semi- droites réciproques. — Examinons successivement les transformations par semi-droites du plan (P), qni sont figurées par les transformations (a), (i), (c) délînies précédemment.
Nous désignerons ces nonvelles transformations respectivement par (a), (P) et (y).
Transformation (a). — U existe sur le cône (C), dans la transformation {a)y une conique G qui se correspond à elle-même. Donc, dans la transformation (a), il existe un cycle Y qui se correspond à lui-même.
Soient m, m' deux points du cône (C) conjugués dans la transformation [a). Ils sont sur une même génératrice du cône, et, si Ton appelle O le sommta du cône, p le point où mm' rencontre la conique G, les points m et m' divisent harmoniquenient le segment Op. En appliquant les remarques faites à la fin du n^ 3, on voit immédiatement que :
Si l'on appelle p. et p.' deux semi-droites se correspondant dans la transjormation (a), ces semi-droites sont parallèles et, de plus, la semi-droite js parallèle à [k et [k' et équidistante de ces deux semi-droites touche le cycle F.
La transformation (a) est ainsi délinie sans ambiguïté par le cycle F.
Construisons {fig> i) la semi-droite pi", parallèle à p.', et telle que le point co, centre de F, soit éqnidistant de |Ji et de pi". On voit tout de suite que la droite p."
est à gauche ou à droïte'dn [jl, suivant que le cycle T est sinistrorsum ou dextrorswn, et que la dislaiice de a à fjL*' est égale au double du rajou du cycle F.
On peut donc passer de [jl à [jl' en construisant (jl", parallèle à a, de même sens et d'un côté délerininé de
Fig. I.
cette semi-droile, puis en construisant p.', symétrique, en position, de u'' par rapport à (o et de même sens.
Autrement dit, la transformation (a) n'est qu'une combinaison de deux transformations bien connues : la transformation parallèle ou dilatation et la symétrie par rapport à un point.
Transformation (P). — Dans la transformation (A), deux points conjugués m et m' sont en ligne droite avec un point fixe s de l'espace. Soient [x'et y! les semi-droites du plan (P) correspondant à m et m' \ (M) et (M') leurs plans représentatifs. Ces plans, qui sont les plans polaires des points m et m' par rapport
à la sphère
«*-i->^* + ^* = lî
se coupent suivant une droite qui appartient au plan (S), plan polaire du point s par rapport à la même sphère. Donc les semi-droites [x et |ji', qui sont les traces des plans (M) et (M') sur le plan (P'), se coupent sur la droite S, trace du plan (S) sur le plan (P). Ainsi :
V ^^9 ) Deux semi-droites \k et |jl', se correspondant dans la transformation (p), se coupent sur une droite fixe S.
Soient, en second lieu, deux couples de points du cône (C) (w, m'), (w, «'), conjugués dans la iransfor-
Diation {b). Les points m, m', /i, n' étant dans un même plan sont sur une même conique du cône (C). Par suite :
Quatre semi-droites [ji, ja', v, V, conjuguées deux à deux dans la transformation (^), sont tangentes à un même cjrcle.
Il suffit dès lors, pour définir la transformation (^), de se donner la droite S et un couple de semi-droites conjuguées, |jl et fx', se coupant sur la droite S. Pour construire la semi-droite conjuguée d'une semi-droite quelconque v, on construira le cycle qui touche p., [jl' et V et, par le point où v coupe S, on mènera la seconde droite v' qui touche ce cycle {fig. 2).
On vérifie bien que la transformation (^) dépend de trois paramètres : il faut, en effet, pour la définir se donner la droite S (deux paramètres) et la semi-droite conjuguée d'une droite donnée (un seul paramètre, puisque celte conjuguée est assujettie à passer par un point connu).
( >7o) On vérifie facilement aus.sî quMI existe dans la transformation (P) une infinité de droites doubles, parallèles à Tune ou Tautre de deux directions fîxes : on les obtient de la manière suivante :
Soient /r et / les points de rencontre de S et d'un cycle quelconque qui touche pi et [jl' : i(?s tangentes à ce cycle aux points A et / sont des semi-droites de directions bien déterminées :
Toute semi-droite parallèle à l'une ou l'autre de ces tangentes se confond auec sa conjuguée dans la transformation (P).
Ce fait concorde bien avec celui qu'il existe, dans la transformation (b) définie sur le cône (C), une infinité de points doubles répartis sur deux génératrices.
Transformation (y). — Soient m, m' deux points du cône (C), conjugués dans la transformation (c). La droite mm' rencontie, comme on Va vu, deux droites A et B, conjuguées par rapport au cône. L'une d'elles, A, passe par le sommet du cône 5 l'autre le rencontre en deux points a et £ qui sont des points doubles de la transformation. Il en résulte que les points a, A, m, m' sont sur une même conique du cône (C), et que, sur celte conique, les points m et m' sont conjugués harmoniques par rapport aux points a cl b.
On conclut immédiatement de là que :
Dans fa transformation (y) il existe deux semidroites doubles a et ^. Si (x et |jl' sont deux semi-droites conjuguées quelconques, les semi-droites a, P, fx, \fJ sont tangentes à un même cycle, et de plus les tangentes u. et [jl' sont conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes a e/ p.
La transformation est ainsi définie par ses deux semidroites doubles a et ^ (quatre paramètres). Pour construire la semiwlroite p.', conjuguée d^uno semi-droite donnée |jl, on opérera de la manière suivante : on construira {Jig* 3) le cycle qui touche a, ^ et (jl et Ton
joindra le point de contact de |jl au point de rencontre de a et de p. Cette droite rencontre le cycle en un second point; en menant en ce point la tangente au cycle, on obtient la semi-droite cherchée pi'.
La transformation définie par Laguerre dans le premier des Mémoires énumérés au début de ce travail est la transformation (p). Vers la fin du Mémoire, on lit la Note suivante (p. 60 1 des Œuvres) :
Depuis que cette Note a été communiquée à la Société, j'ai reconnu qu'il était utile de modifier légèrement la définition précédente de la transformation par directions réciproques ('); je développerai ce point dans une prochaine Communication.
En effet, dans lous ses travaux ultérieurs, Laguerre
(*) Laguerre n'a adopté que plus tard rexpression de semidroite; il disait alors ; direction.
( »72 ) a utilisé exclusivement la Iransforinatioii (^); mais, chose assez singulière, sans plus jamais parler des différences qui la séparent de la transformation (y), considérée en premier, et qui sont plus que des « modifications légères ». [Je rappelle que la transformation (y) dépend de quatre paramètres, et la transformation (^) de trois seulement; que la transformation (y) n'a que deux semi-droites doubles et la transformation (^) une infinité.]
Laguerre n'a pas signalé la transformation (a).
6. Il n'entre pas dans le plan de ce travail de pousser à fond I*étude des transformations par semi-droites réciproques : ce serait, la plupart du temps, répéter inutilement ce qu'a déjà dit Laguerre. J'examinerai seulement le problème suivant, que Laguerre a passé sous silence, malgré son importance qui me parait fondamentale :
Une semi-droite |jl varie en resiant tangente à une courbe donnée; la semi-r/roite |x', conjuguée de [jl dans l'une des transformations (a), (p), (y), enveloppe une courbe qui est la transformée de la première. Comment construire le point de contact q' de [jl' avec son enveloppe, connaissant le point analogue ^, relatif à la semi' droite |jl?
Il est clair tout d'abord que, la transformation envisagée étant de contact, le point q^ ne dépend que du point q, et nullement de la nature de l'enveloppe de la droite |x.
Nous pouvons donc imaginer {/ig- 4) qwc l'enveloppe de [JL est le cycle bien déterminé F, qui louche |jl' et |JL, cette dernière semi-droite au point q. Le transformé r' de r touchera aussi [x et a', cette dernière
( «73 ) droite au point cherché q'. Appelons r le point où le cycle r' louche la semi-droite |x.
La Irausfoi'inalion considérée élanl involulive, si Ton fait variei* le point ^, ce point et le point r vont engendrer une iiivoiution sur la semi-droite [jl. Remar-
quons en outre que, si le cycle F s'éloiguc à Tinfini, il en est de même du cycle F' : donc le point q et le point r engendrent sur la semi-droite (x une insolation dont un point double est rejeté à Vinjini.
Or il existe sur une droite deux espèces d*involution de celte nature : V insolation identique, qui fait se correspondre un point à lui-même, et la symétrie, dans laquelle deux points conjugués sont symétriques par rapport à un point fixe de la droite. C'est Tune ou l'autre de ces in vol u lions qui entre en jeu, suivant que Ton a aOaire à la transformation (a), (^) ou (y). Je laisse de côté la transformation (a), pour les raisons données plus haut. Disons seulement que l'involution à laquelle elle donne lieu est une symétrie; on le voit immédiatement.
Dans le cas de la transformation (^), tout cycle tangent à |JL et |jl' se transforme en lui-même. Ou a donc ici une insolation identique.
Dans le cas de la transformation (y)) un cycle tan-
( »74) geiU à |JL et yJ ne se transforme en Inî-méine que s'il est aussi tangent aux droites doubles a et a'. On trouve donc une svinétrîe dont le centre est le point A; de ia figure 3.
De la relation entre les points q et r, on passe ioiinédiatement à la relation entre les points ^ et ^'. On parvient ainsi aux constructions suivantes, que l'on peut énoncer d*une façon précise, en remarquant qu*un segment d^origine et d'extrémité données, porté par une semi-droite donnée, est bien défini en grandeur et en signe :
Dans le cas de la transformation {^)^sî l'on désigne
par l le point de rencontre des semi-droites [x et fx', on
a la relation
Iq- Iq.
Dans Le cas de la transformation (y), sillon désigne par h et h' les points de contact respectifs des semidroites (x et |x' avec le cycle qui les touche ainsi que les semi-droites doubles de la transformation, on a
k'q'=kq.
On déduit immédiatement de là le théorème fondamental suivant, donné par Laguerre :
Soient C ef C| deux courbes, [jl une semi-droite qui les touche respectiv^ement aux points q et ^4, C, C, , |jl', q' j q\ les éléments qui leur correspondent respectiv^ement dans une transformation (j3) ou (y).
On a, dans le cas de la transformation (P),
et y dans le cas de la transformation (y), q'q\ = qqx.
( 175 ) Autrement dit, la distance tangentielle de deux courbes est, en grandeur et en signe, un invariant pour la traiisfornialîon (y) ; la valeur absolue de cette distance tangentielle est un invariant pour la transformation (p).
7. jFfypercj'cles. — Plusieurs des travaux que Laguerre a publiés sur la Géométrie de direction sont relatifs à des courbes qu'il a nonniioes hypercycles.
Rappellerai hypercycle général la courbe enveloppe des semi-droites du plan (P) qui ont pour points représentatifs les points d'une biquadratique gauche tracée sur le cône (C).
Autrement dit, un hyperc}^cle général v.sl la trace, sur le plan (P), de la développable circonsci-ite au cercle C et à une quadrique quelconque. On voit que l'hypercycle général est une courbe de quatrième classe, de genre «/i, dépendant de huit paramètre!».
Dans le cas où la biquadratique représentative de riiypercycle général passe pai- le sommet du cône, l'hypercycle devient unîcursal. Ce sont les hypercycles de cette nature que Laguerre a exclusivement considérés.
Il est clair que les propriétés dcîs biquadra tiques permettent d^énoncer de nombreux théorèmes relatifs aux hy|)ercycles généraux. Je me contenterai, pour ne pas allonger ce travail outre mesure, de donner à ce sujet quelques indications rapides.
Je désignerai par X riiypercycli; (en supprimant, pour plus de brièveté, le mot général) et par U sa biquadratique représentative.
On peut exprimer les coordonnées d'un point de U en fonctions elliptiques d'un paramètre, de telle manière que les arguments de quatre points de U situés
( '76) dans un même plan aient une somme nulle. Par suite :
On peut faire correspondre aux semi-droites tangénies à X des arguments elliptiques, tels que, si quatre tangentes ont des arguments dont la somme est nulle, ces quatre semi-droites sont tangentes à un même cycle.
Considérons maintenant les involulions de points sur la biquadralique U. On sait qu'il y en a de deux espèces. Dans une involutioti de la première espèce, deux points conjugués ont des arguments de somme Constantin et d'ailleurs quelconque; dans une involution de la deuxième espèce, deux points conjugués ont des arguments dont la différence est l'une des trois demipériodes (0|, 0)2, 0}j.
Les involutions de la première espèce ne semblent conduire à un résultat intéressant que dans le cas où la somme constante des arguments est o, (0|, a)^ ou co^. Les points conjugués de U sont alors alignés sur le sommet de l'un des quatre cônes qui contiennent cette courbe, y compris le cône (C). On en conclul que :
Uhypercycle T sa correspond à lui-même dans une transformation (ol) et dans trois transformations (P).
Le premier de ces résultats peut encore s'énoncer ainsi :
La semi-droite parallèle à deux tangentes parallèles de Vhjpercycle et équidistante de ces deux tangentes enveloppe un cjcle.
Théorème dont la démonstration directe est d'aill(?urs immédiate.
Dans une involution de la deuxième espèce, deux points conjugués m et m' de U ont pour arguments
( «77 ) respectifs a et a + (i>{, par exemple. La droite qui les joint reucontre, comme Ton sait, la droite qui joint le sommet du cône (G) au sommet de l'un des autres cônes passant par U, et aussi la droite qui joint les sommets des deux autres cônes. Ces deux droites sont d'ailleurs conjuguées par rapport au cône (G). Par suite :
UhjrpercycleX se correspond à lui même dans trois transformations (y).
Plus généralement, l'une quelconque des transformations (a), (i), (c) transforme U en une courbe de même nature. Donc :
Toute transformation (a), (P) ou (y) change un hjpercj'cle en un autre hypercycle.
Le premier de ces résultats peut encore s'énoncer ainsi :
Tonte courbe parallèle à un hypercycle est un hypercycle.
Terminons ce paragraphe en montrant que Ton peut choisir la transformation j(^) (*) de manière à transformer r en une conique.
Il va sans dire que la transformation ne peut être birationnelle : il faut entendre que les semi-droites tangentes à X sont transformées, deux à deux, en les semi-droites opposées portées par une même tangente à une conique.
-^ U faut montrer qu'on peut choisir une bomologie involutive (&), de telle manière qu'à la biquadratique U
(*) La même chose poarrait se dire de la transformation (y). On trouverait môme une infinité de transformations de cette nature satisfaisant à la condition énoncée.
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( ,78 ) elle fasse correspondre uoe biquadratique U', ayant le plan (P) comme plan de symétrie. Autrement dit, soit 5 le sommet d'un cône autre que (C), contenant U. Il faut déterminer l'homologie involutive (b) de telle manière qu^elle transforme le point s en le point rejeté à Tintini dans la direction de la verticale.
Menons la verticale du point s; elle rencontre le cône (C) aux points i et k. Le centre de l'homologie cherchée doit évidemment se trouver en un point o) de cette droite et, si p est le point où le plan de base de Tbomologie rencontre la même droite, les points i et k d^une part, s et le point à Tinfini de ik de l'autre, doivent diviser harmoniquement le segment ^P {fis- 5).
Fig. 5.
Donc (i> est Tun des points doubles de Tinvolution déterminée sur la droite ik par les couples (i, Ar), (j, oo), et Ton obtient le point o) en prenant sur cette droite
stsy r=^± ^si.sk.
Ainsi, à chacun des cônes autres que (C) qui contiennent la biquadratique U correspondent deux homologies involutives satisfaisant à la condition énoncée. Ou peut donc énoncer finalement le résultat suivant :
Un hjpercycle est, de six manières différentes.
( «79 ) le transformé d'une conique par une transformation (P) (<).
8. Dans ce travail j'ai raUaché la géométrie de direction à la géométrie sur un cône du second ordre. En soumettant ce cône à une transformation par polaires réciproques, on rattachera la géométrie de direction à la géométrie autour d'une conique.
Les résultats prennent une forme particulièrement frappante si Ton suppose que cette conique est Vombilicale. On peut ainsi faire dériver des similitudes de l'espace les transformations par semi-droites qui changent les cycles en cycles. En particulier, les transformations (a), (P)y (y) se rattachent aux transformations involutives de l'espace qui n'altëreut pas la grandeur des figures, et qui sont : la symétrie par rapporta un point, la symétrie par rapport à un plan, la symétrie par rapport à une droite.
Je reviendrai prochainement sur ce sujet et sur les transformations analogues de l'espace qui se rattachent aux similitudes de l'espace à quatre dimensions. Je montrerai en particulier qu'il existe dans l'espace quatre transformations par semi-plans réciproques, dérivant des quatre transformations involutives de l'espace à quatre dimensions, qui n'altèrent pas la grandeur des figures (symétrie par rapport à un point, un plan^ une droite, un espace). Laguerre n'a fait connaître que la dernière de ces transformations (^).
( ' ) Un passage du Mémoire Sur les courbes de direction de la troisième classe {Œuvres, p. 667) établit clairement que Laguerre rattachait Thypercycle à la développable circonscrite à deux quadriques. Mais il ne parait s'être attaché qu'au cas où cette développable est unicursale.
(') Dans un article inséré au Bulletin des Sciences mathématiques {}d^n\'\tT 1906, p. 19), M. Butin a déjà rattaché la transformation de Laguerre à la symétrie par rapport à un espace linéaire (ou un plan, comme s\ xprinie M. Butin ) dans l'espace à quatre dimensions.
SDR LA SURFACE LIEU DBS CENTRES DE COURBURE DBS COURBES DTNE SURFACE PASSANT PAR UN POI\T DE CETTE SURFACE;
Par m. Jacques-Jean GHAPELON, Élève à l'École Polytechnique.
D'après le théorème de Meusnler, si l'on considère les courbes d'une surface 2, passant par un point A de cette surface et tangentes à une tangente D à la surface au point A, le lieu de leurs centres de courbure est une circonférence, tangente en A à la surface et située dans un plan perpendiculaire à la droite D, de sorte que, lorsqu'on fait varier la droite D dans le plan tangent, le lieu des centres de courbure des courbes de la surface 2 passant en A est une surface S engendrée par des cercles.
Le but de celte Note est de faire lounaitre la propriété suivante de cette surface :
La transformée par immersion de S par rapport au point A pris comme pôle est un conoïde de PlUcker.
Le conoïde de Pliicker, que Ton appelle souvent aussi cylindroïde, peut être engendré de la manière suivante :
Considérons deux droites X, Y, rectangulaires, et leur perpendiculaire commune A {fig* i). Par A, faisons passer un plan quelconque P que l'on prendra
( 'Si ) comme plan din^cteur d'un paraboloïde passant par X el Y. Ce paraboloïde ayant évidemment ses deux plans directeurs rectangulaires est isoscèle, et Tune des génératrices Z, de même système (]ue X et Y, est perpendiculaire au plan P. Lorsque ce pian P varie, le lieu
Fig. 1.
de Z est un conoïde de Plûcker. Remarquons en passant que X et Y appartiennent au conoïde : il sufBt pour le voir de prendre le plan P perpendiculaire à X, puis à Y; remarquons encore que la droite Z, étant perpendiculaire à toutes les génératrices du système A, est ligne de striction du paraboloïde H, de sorte que Ton peut encore définir le conoïde de Plûcker comme étant le lieu des lignes de striction des paraboloïdes isoscèles passant par deux droites rertangui aires.
Nous allons maintenant faire connaître une propriété du conoïde de Plûcker le caractérisant et pouvant, par suite, lui servir de nouvelle définition :
Soit r une génératrice du paraboloïde D, de même système que A; je considère la projection orthogonale de toute la figure sur un plan perpendiculaire à A en un point quelconque S {fig* 2). On obtient ainsi trois droites x, y^ z passant par S et une droite ^acb per*
( i80 pendîculaire à z. D'ailleurs
Fig. 2.
SX, SZt SYt
ya - yG ~ yb'
Ya YC ï^
SXt SZt SYt Ya ~ Y^ ~ T**
puis
mais
d'où
YC = Ya-4-ac; ao = aSsinco, aS = a6sin(x),
YC = Ya H- a& sin*w
= Ya-*-vY^ — ï^) sin^o) = Yacos*co + y^ sin^w,
donc, à cause des rapports (i),
SZ, = SXt cos*(i) H- SYt sin«a).
Rëciproqueiiieiit, soient X, Y rfeiix droites recian^ gulaires, 5 i/w ^oi/i£ rfr? leur perpendicnlaire cpw-
( «83) mune, Q un plan passant par A et faisant V angle <i> a\fec X, si l'on construit dans ce plan une droite Z perpendiculaire à à et coupant A en un point Z| tel que
le lieu de Z quand Q varie est un conoïde de PlUcker. Cela est évident.
Fig. 3.
La propriété que j*ai énoncée est dès lors très facile à démontrer. La surface S étant engendrée par des cercles passant par un point se transforme par inversion relativement à ce point en une surface engendrée par des droites. On reconnaît d'ailleurs de suite que toutes ces droites rencontrent la normale à la surface et sont parallèles au plan tangent en A. Prenons pour puissance d'inversion le produit R1R2 des rayons de courbure principaux de la surface au point A, et soient 0|, Oj les centres de courbure principaux. Les cercles de la surface S, correspondant aux sections princi-
( -84) pales Ti AN et Ta AN {fig. 3) sont respectivement les cercles de diamètres AOj == Ri et AOa= R^, situes dans les plans Ta AN et T, AN. Le cercle AO, se transforme en une parallèle à ATa menée par O^^ le cercle AOa en une parallèle à ATj menée par O^ . Si l'on considère maintenant une tangente kt faisant l'angle 0 avec ATa, d'après la relation d'Euler, le rayon de courbure AO =: R de la section normale correspondante est donné par la formule
i _ sin»ô cos*6
R ■"nRr"^'"Rr*
Le cercle correspondant se transforme en une droite passant par O' et menée dans un plan perpendiculaire
à A t. On aura
AO'.AO = RiR„ d'où
AO' = Ri cos«e ^- R, sin«e,
d'ailleurs l'angle du plan du cercle avec le plan T| AN est
a de sorte que
A0'= AOi sin*(o •+■ AOi cos*ci».
Donc, d'après ma déûnition du conoïde de Plûcker, le lieu de la droite ligure inverse du cercle de diamètre AO est un conoïde de Plûcker, ce qui démontre le théorème énoncé.
Bien entendu, en prenant une autre puissance d'inversion, on obtiendrait un autre conoïde homothétique du précédent, mais le conoïde de Plûcker que nous avons obtenu est particulièrement intéressant, nous allons voir pourquoi.
Considérons les tangentes asymptotiques à la sur-
( i85) face 2 au point A. Ces droites appartiennent évidemment à la surface S, mais elles se transforment visiblement par inversion en elles-mêmes. G>nsidérons maintenant toutes les surfaces parallèles à S : en prenant une puissance d'inversion convenable (le produit R|Ra relatif à chaque surface), toutes les surfaces S se transforment en le même conoïde de Plûcker^ car toutes les surfaces parallèles ont mêmes centres de courbure principaux et mêmes plans de sections principales. Il en résulte le théorème suivant, d'ailleurs déjà connu :
Le lieu des tangentes asymptotiques à une famille de su/J'aces parallèles, le long d'une normale à ces surfaces^ est un conoïde de Plucker.
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Leçons d'algèbre et d'Anal y sk à Tusage des élèves des classes de Mathématiques spéciales; par M. «/. Tannery. — 2 vol. grand in-8** de 4^3 et 636 pages. Paris, Gauthier- Villars.
I. L'enseignement scientifique de nos Lycées n'est pas seulement une préparation technique; il n'a pas non plus la préoccupation unique d'élever de futurs savants : tout le monde est d'accord là-dessus. Mais quelles qualités cet enseignement doit-il développer dans les jeunes esprits et par quelles méthodes? Dans ses Leçons d* Algèbre et d'Ana-lyse, M. Tannery apporte une réponse à ces questions.
Sa méthode est de tout dire. Gela soulève des objections. Celle-ci d'abord : la méthode est dangereuse, elle fera des raisonneurs. Mais ce qui est dangereux ce n'est pas de raisonner, c'est de raisonner mal et il est dangereux aussi que,
( ,86 ) dans un pays libre, trop de personnes aient des préventions contre l'usage de la raison. Autre objection, d'un caractère plus pratique : on n'aura pas le temps de donner, dans les Cours, toutes ces explications et d^ailleurs il vaut mieux, dans une Leçon orale, faire bien comprendre l'idée essentielle que passer en revue toutes les difficultés. Mais le maître a dû réfléchir à plus de choses qu'il n'en peut enseigner et puis, à c6té du Cours, il y a les Conférences et surtout il y a les Livres auxquels on pourra, de plus en plus maintenant, renvoyer les meilleurs élèves.
Voilà, il me semble, le grand service que va rendre le nouveau Livre de M. Tannery : il engagera les jeunes professeurs à réfléchir sur leur enseignement; il aidera les bons élèves à compléter ce qu'ils viennent d'apprendre, à goûter la joie de voir clair et d'être sûrs, à acquérir, par de longs et consciencieux efforts, une raison plus ferme et une intelligence plus vigoureuse. Ce n'est pas, du reste, un Livre de pure théorie. Les règles y sont préparées et énoncées de façon à prévenir toute confusion dans les applications et à conduire jusqu'aux calculs numériques; des discussions minutieuses, des exemples traités avec détails montrent comment on peut, dans la pratique, obtenir une approximation donnée ou compter les décimales exactes.
Il serait trop long de signaler tout ce que l'auteur a apporté de personnel dans un Cours qu'il a évidemment repensé tout entier. J'essaierai seulement d'indiquer dans quelles limites il me paraît avoir voulu se maintenir et quelle part il a faite à la pratique et, pour cela, je .considérerai d'abord les questions d'Analyse, en prenant mes exemples dans les Chapitres consacrés aux nombres irrationnels, aux séries et aux intégrales définies.
IL La définition d'un nombre irrationnel est rattachée à la notion de coupure. Il n'y a pas de difficulté à donner cette notion, en se servant d'exemples simples, ni à introduire les valeurs approchées, avec une approximation donnée, d'un nombre défini à Taide d'une coupure. Ce qui demande plus d'efforts aux élèves, c'est de comprendre le sens des calculs faits sur les symboles représentant des nombres irrationnels, calculs abrégés qui se rapportent, en définitive, à des valeurs approchées de ces nombres et qui rejettent à la fin les discus-
( '87) sioQs relatives à rapproximation. L'exposé systématique des définitions et des opérations sur les nombres irrationnels est fait avec rigueur, mais avec l'aide de tout ce qui peut soulager l'attention : représentation par un point sur une droite, représentation décimale.... Le calcul des radicaux, l'introduction des exposants fractionnaires ou irrationnels, les définitions des arcs et des aires montrent déjà Tutilité des conceptions qui viennent d'être expliquées. Cette utilité apparaîtra plus clairement quand on abordera l'étude des séries et des fonctions d'une variable réelle.
Dans le Chapitre sur les séries, l'auteur s'est visiblement attaché à employer les démonstrations les plus élémentaires ; ainsi la condition de convergence de Cauchy est indiquée seulement dans un passage imprimé en petits caractères. Mais on donne une démonstration rigoureuse de ce fait qu'une quantité qui va constamment en croissant et reste inférieure à une quantité fixe tend vers une limite. Cette dém(»nstration n'est pas autre chose, au fond, qu'une analyse de ce qui est admis dans le raisonnement géométrique exposé ordinairement à ce sujet; on le verrait encore mieux si l'auteur ne s'était pas interdit de parler de la limite supérieure d'un ensemble. La fin du Chapitre sur les séries est consacrée au problème : Calculer, avec une approximation donnée, la somme d'une série dont on sait calculer chaque terme avec telle approximation que Von veut; l'application est faite en détail à deux exemples numériques.
On lira avec un vif intérêt tout le Chapitre sur les séries de fonctions. Le rayon de convergence d'une série entière en X est déterminé, dans le cas simple où tout est positif, par un raisonnement qui revient à considérer la limite supérieure des valeurs de x qui rendent la série convergente. La continuité d'une série entière est rattachée à la même question pour une série de fonctions continues de x dont les termes sont inférieurs, en valeur absolue, aux termes, tous positifs et fixes, d'une série convergente. Ceci permet de trouver la dérivée d'une fonction /(a?) définie par une série entière en cher^
t 1. . .. . j /(a? -4- A) —/(a?) chant directement la limite du rapport ^^^ -r — ^^-^ — -t ou
l'on fait tendre A vers zéro. L'analogie des propriétés entières avec celles des polynômes entiers est ainsi bien mise en évidence» Le9 développements des fonctions e*,(n-rr)'»,log(i -ha?)
sont obtenus directement. On explique, en grand détail, remploi des développements limités avec un terme complémentaire et Ton en fait l'application aux fonctions rationnelles et aux fonctions implicites.
A propos de l'intégrale définie, je montrerai seulement comment M. Tannery considère Taire d'une courbe fermée. La notion d'aire a été introduite, dés le premier Chapitre, à propos du cercle, en considérant un polygone {p) limité par une ligne fermée dont tous les points sont intérieurs au cercle ou sur la circonférence, puis un polygone (/>') limité par une ligne fermée ayant tous ses points extérieurs au cercle ou situés sur sa circonférence; l'aire p du premier est plus petite que Taire p' du second ; d'autre part, on voit aisément que, parmi les polygones intérieurs à la courbe et les polygones extérieurs, il y en a dont les aires différent aussi peu qu'on veut. L'aire du cercle peut être définie comme un nombre plus grand que Taire de n'importe quel polygone (/»), plus petit que Taire de n'importe quel polygone (/>'). Pour étendre cette définition au cas d'une courbe fermée quelconque, on considère Taire limitée par une courbe
Taxe des x et les ordonnées correspondant aux abscisses a et b {a <,b) en supposant d'abord que la fonction /(:r) soit positive et croissante; on prend pour polygone {p) la somme des rectangles intérieurs et pour polygone (/>') la somme des rectangles extérieurs qui correspondent à une division de l'intervalle {ab) en intervalles partiels; la différence y?' — p des aires de ces polygones tend vers zéro quand tous les intervalles partiels tendent vers zéro. On peut alors répéter les raisonnements faits à propos du cercle et regarder comme définie Taire du trapèze curviligne considéré : p est une valeur approchée par défaut, p' une valeur approchée par excès de cette aire.
Le paragraphe consacré à l'évaluation approchée d'une intégrale définie contient une discussion intéressante de la méthode de Simpson et conduit de la façon la plus naturelle à des formules qui pourraient être rattachées à la formule sommatoire d'Euler-Maclaurin. La méthode de Simpson con>
X* dx donne pour
( i89) rintégrale la valeur 0,7863983 dont la différence avec la valeur exacte est moindre que a x lo-''. On considère encore
l'intégrale / e-'*dx, on évalue une limite de Terreur commise en la remplaçant par / er-**dx et Ton calcule cette
dernière intégrale avec quatre décimales exactes.
Je m'en tiendrai à ces exemples pris dans les questions les plus abstraites du programme d'Analyse; on verra que les calculs d'intégrales, les applications aux arcs, aux volumes, aux moments d'inertie, les équations différentielles linéaires ont été traités avec grand soin, le point de vue restant celui du nouveau programme de Mathématiques spéciales.
III. La partie algébrique de ces Leçons apporte des éclaircissements et des précisions sur bien des points au sujet desquels il serait certainement plus facile et plus rapide de s'en tenir aux généralités. Par exemple tout ce qui se rapporte aux fonctions symétriques, aux racines infinies des équations algébriques, aux solutions communes à deux équations algébriques renouvelle l'enseignement de ces questions importantes.
A propos des fonctions symétriques, l'auteur insiste sur la distinction à faire entre les fonctions symétriques de n variables et les fonctions symétriques des n racines d'une équation algébrique {x\ — x^x^ est une fonction symétrique des racines de l'équation x^-\-px -\- q = o).
Je ferai, en passant, une remarque que je tiens d'ailleurs de M. Tannery sur la question suivante : Montrer que le calcul d'une fonction rationnelle et symétrique
F(a?i,a?i, ...,ar„)
des racines d*une équation algébrique de degré n se ramène au calcul d'un ou de deux polynômes entiers et symétriques de n variables Xi, Xs, ..., Xn» La proposition s'établit pour une fonction entière en prenant la moyenne
^(F,H-F,-+-...-hFv) des valeurs que prend la fonction quand on effectue sur Xi^
( '90 ) ^t) "M ^n ies V =i.2.../i permutations possibles. L'exten-
sion à une fonction rationnelle ~- est immédiate si l'on coab»-
dère le rapport
Ai-f- Ai-4-...-h Av
et si Ton écarte le cas singulier où Ton aurait
At H- ^t -*-. • • H- ^ = 0.
Pour éviter d'avoir à faire cette restriction, il sufSt d'opérer comme on Ta fait pour les fonctions entières et de considérer la somme
cette somme étant mise sous forme de fraction, son dénominateur et par suite son numérateur sont des fonctions symétriques des n variables â?i, Xt, . . ., x^»
Quand on veut calculer une fonction symétrique entière f{xx,xt^ ,,.,Xn) à l'aide des fonctions symétriques élémentaires Su 'ti •••9 Sny on peut passer par l'intermédiaire des sommes de puissances semblables. Mais cette méthode n*est pas toujours la plus commode. On expose ici la méthode de Waring qui, outre ses avantages pratiques, met en évidence des propriétés du polynôme P{si, 5t, . . ., 'n) auquel se ramène la fonction donnée /(xi, Xt, ,..^Xn) et Ton montre sur des exemples comment on peut profiter de simplifications qui résultent des valeurs numériques des coefficients.
L'examen des cas particuliers et de la façon dont il faut entendre le théorème : Deux équations des degrés respectifs n, p ont np solutions est, dit l'auteur, en dehors du cadre de ces Leçons, Mais, dans les passages imprimés en petits caractères, il donne à ce sujet des indications très instructives. Les degrés de deux polynômes entiers en x dont les coefficients sont des fonctions entières de y peuvent s'abaisser tous les deux pour une valeur particulière de y; on dira que ces deux polynômes ont un diviseur commun de degré rectifié -^ -i- r si ^ est le plus petit des deux nombres qui marquent l'abaissement du degré et si, en outre, les
( '9» ) deux polynômes ont un diviseur de degré vrai égal èfr. Ceci permet de présenter avec précision ce qui se rapporte aux points à l'infini communs à deux courbes algébriques. Quant à définir une solution multiple de deux équations
on montre qu'on y peut parvenir par une méthode qui revient à former Téquation tangentielle des points communs aux deux courbes correspondantes.
Je voudrais parler encore des 4oo Exercices proposés à la fin des Chapitres auxquels ils se rapportent. Mais il faut terminer une Note déjà bien longue. C'est en lisant avec soin les deux Volumes de cet Ouvrage qu'on reconnaîtra tous les services qu'il peut rendre aux élèves et à l'Enseignement.
E. Lacour.
SOLUTIONS DE OUBSTIONS PROPOSEES
es, désignant le nombre des combinaisons de m objets r à r, démontrer IHnégalité
(csf»C5.-csf«csr')»
m, et r étant quelconques (r£ m).
(SoLON Chassiotis.)
SOLUTION
Par l'Auteur.
L'équation
(rr — 1)'»= o
a toutey ses racines réelles et, d'après un théorème de Catalan, entre quatre coefficients consécutifs a, b, c, d^ on a Tinégalité
(i) (ad - 6c)«— 4(^*— ac)(c«— bd) < o.
En remplaçant a, b, c, d par
(-l)rGr„, (-,)r+IGr„*., (-i)r*tC^t, (_,),^.GK-»,
on a rinégalité proposée, en remplaçant les puissances paires de ( — i) par •+■ i.
OUBSTiONS.
2040. Attachant aux mots de semi-plan et de semi-sphère les sens que leur a donnés Laguerre, démontrer les théorèmes suivants :
1° Les cinq semi-sphères qui touchent cinq semi-plans quelconques, pris quatre à quatre, touchent une même semi-sphère.
!2° Étant données cinq sphères qui touchent une même semisphère (S), il existe, outre (S), une semi-sphère qui touche quatre quelconques d'entre elles. Les cinq semi-sphères ainsi obtenues touchent une même semi-sphère. (R. B.)
2041. Démontrer l'identité suivante, relative au triangle arithmétique :
4 lo 20 ..
(G. FONTENÉ.)
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La Rédaction.
( ig3 )
tHlh,Rla]
SUR LES C0URBK8 DE POBRSIIITB DIIN CERCLE;
Par m. L. DUNOYER.
1. Je me propose d'éludier le mouvement relatif de <ieux points dont Tun décrit un cercle d'un mouvement uniforme et dont Tautre est animé d'une vitesse constamment dirigée vers le premier point et de grandeur constante. Ce problème correspond au cas où un navire, <Jont l'appareil à gouverner serait immobilisé sous un
angle de barre fixe, serait poursuivi par un autre qui chercherait à Taborder ou à Téperonner en mettant constamment le cap sur son adversaire. Nous supposerons d'abord que les navires sont des points et nous verrons ensuite dans quelle mesure les dimensions des deux navires modifient les résultats.
Le mouvement relatif des deux points dépend d'une équation différentielle du premier ordre dont il s'agira il'étudier les intégrales dans le domaine réel. Formons d'abord cette équation.
Ann. de Matkémat., 4* série, t. V. (Mai 1906.) i3
( '94) Le point M {fig- i) décrit le cercle O d'un mouvement uniforme; sa vitesse angulaire est
Le point P a une vitesse toujours dirigée vers M , elle est constante en grandeur et égale à b.
Nous supposons que M et P partent de positions initiales données et que l'axe Ox soit parallèle à la tangente au cercle au point M©. Par rapporta l'axe polaire de direction fixe M x', le mouvement relatifdeM etde P est défini par les équations :
Posons
MP = p, J7'MP = 6, -~ = — b — acos(co; — 6),
P'T-= — asin((»); — G). ,
iiit — ys=.u
et éliminons p entre ces deux équations; nous obtenons l'équation difierentielle
asm a -7-^ (6 -t- 2acosw)( -^ \
H- (26 -+- 3acosu)ai -7- — (6 -+- acosa)a)*= o.
Comme t ne figure pas explicitement dans cette équation, nous la ramènerons au premier ordre en posant
du h
_=^, cosa = a7, -=c,
ce qui donne
dx
ou
dx
dy
Celte équation est de la forme dx ^ dy
X et Y étant deux polynômes en a; et y du troisième
degré. Par chaque point du plan des xy passe une
intégrale kolomorphe et une seule. Il ne peut y avoir
exception que pour les points de rencontre des deux
courbes
ces points ont pour coordonnées :
Pour n'avoir pas de branches infinies nous projetterons le plan des xy sur une splière tangente à ce plan au point x = o, j^= o, le centre de la sphère étant le centre de projection.
Pour étudier la forme des courbes intégrales dans le voisinage d'un point singulier, il suftit de transporter Torigine des coordonnées en ce point et d'a|)pliquer le. théorème suivant {^) •
(») Cf. Picard, Traité d* Analyse, l. III.
( '96) Soient
X = ax ■+- by 4- . . .,
Y = a! X -\- b'y -^ ..., )h et Xj les deux racines de V équation
Si \k et\*i sont réels :
c-î- > o, le point est un nœud, r-^ < o ; le point est un col.
Si )m et X2 sont imaginaires :
?~ imaginaire : le point est un foyer, Aï
Xi __ [le point est généralement un foyer,
Xi "" ( quelquefois un centre.
Le cas où le point singulier considéré serait un centre est un cas très particulier, dans lequel une certaine infinité de coefficients qu'il faudrait calculer pour trouver une série convergente F(a;, y) ordonnée suivant les puissances croissantes de ^7 et de j'^ satisfaisant à l'équation
dx oy
seraient tous nuls. INous verrons d'ailleurs que, dans le cas actuel, cette circonstance ne peut se présenter.
L'application de ce théorème ne présente aucune difficulté pour les points IN, C, N', C et A; elle fournit les résultats suivants :
PourN ^
ri ^t
nœud
col
nœud
col
nœud
col
Pour le point A, X| 61^2 sont les racines de Téquation
X* — c toX — (1)' ( c* — I ) = o ;
donc
foyer,
< c < 1, nœud,
col.
Comme co) est toujours ditFérent de zéro, on ne peut jamais avoir de centre.
Pour les points v, V, y et y', Tapplication du théorème invoqué ne peut pas être immédiate, car chacun de ces points est un point double pour Tune ou Tautre des courbes X = o, Y=o. Pour ramener ce cas au précédent, il suffit de déformer légèrement une des branches de la courbe qui admet le point étudié comme point double et de voir ce qui se passe à la limite.
Pour étudier les points y et y', nous remplacerons donc l'hyperbole
2 xy — O) a? -H cy — c cd = o
par rhjperbole
i(x -\- aLy)y — wa^-hcj^ — cu) = o,
étant une quantité très pelile que nous ferons tendre
( >98) vers zéro. Cette hyperbole coupe le grand cercle x == i au point
qui tend vers Téquateui' quand a tend vers zéro. Porloias Torigine eh ce point
X =z X -hl,
rëqualioti devieiii dx'
c-f-2-4-/(c-i-'2)«-h8ai(c-+-i)a ,
•lOL
dy
ax'-^-
c-+-2-h\/ (c-h2-hv/ )* c->^i-\-\/
2a Sa 4a
Les termes en dehors des radicaux sont du secqnd degré au moins; il est inutile de calculer le coefficient de a/; les deux racines de Téquation en \ sont, en effet,
c ^- 2 H- /( c -h 2 )* -h 8 oi ( c -+- I ) a
. 3[c-i-2-h v/(c-+-2)»-4-8(u(cH-i)a]'
: (c _j_2 — 2a)a) — od(2C-+-3).
Mettons le radical sous la forme
(r-h2)4/i-+-8co '■ a=:cH-aH-4<»>
( '99 ) Nous obtenons pour X, et "k^ :
X, = _l±-2+A-t-Ba
X,= i£±ii)! + A'+B'«+..
Pour les valeurs li*ès petites de a, le rapport ^ ^^^ li'ès voisin de
<*i; qui correspond à un col.
Il faut voir maintenant quelle est la nature du point -de rencontre, voisin de Téquateur pour les petites valeurs de a, de Thyperbole
avec le grand cercle x = — i. Ce point a pour coor- •données
Un calcul tout à Tait semblable au précédent fournit les valeurs suivantes de X| et X2 :
Xi= ~ -h Al -h Bja -h.. ., ce
X,= (£Zl^VA', + B',a+...,
ce qui correspond
si c < 2 à un col; si c > 2 à un nœud.
Il résulte de là que
les points y et y' sont la superposition
SI c < 2 ^ 1 J I
de deux cols;
et
[ ces points sont la superposition d'un I col et d'un nœud.
Dans le premier cas, les seules intégrales passant par les points y et ^ sont l'équateur (limite commune de deux des intégrales passant par les cols composants) et les deux grands cercles x = — i , a: = -h i .
Dans le second , il passe par les points y et Y une infinité d'intégrales (* ).
En ce qui concerne les points v et v', nous pouvons remarquer que leur étude n'est pas nécessaire au problème posé, car le champ qui intéresse ce problème est celui qui est compris entre les grands cercles a: = ±: i . Toutefois, la même méthode que ci-dessus montre que les points v et v' sont toujours des noeuds.
3. Examinons maintenant comment les caractéristiques ou courbes intégrales aboutissent aux nœuds.
En portant l'origine au nœud N', par exemple, l'équation devient
dx' ^ dy' ^ dv
On sait qu'il existe des développements de x' et de y*^ suivant les puissances croissantes de cs/^ et de C\ v respectivement, convergents dans un certain intervalle;.
soient
ar' = et;' -h . . . ,
(*) La méthode qui vient d'être employée est évidemment générale. En fait, pour les points y et y', on arrive plus rapidement au
résultat en faisant la transformation :r = j7'd=i,y= — ; ce procédé
direct réussit ici parce qu'on peut séparer les deux branches de la courbe X = o qui passent par le point étudié.
ces développements. Il en résulte que toutes les caractéristiques sont tangentes au grand cercle x=^ — i , qui est lui-même une caractéristique. Une seule fait exception, c'est le grand cercle
ou
Il en est de même pour les caractéristiques qui aboutissent au nœud N sur le grand cercle x = i .
Quand c est compris entre i et a, le point d est un nœud. Posons
l'équation devient
CO
l'on a
1 , CCD»
Pour ramener l'équation à la forme
dx,
_ dy^
Xia:i-H..
sons
aa;' + p/,
ri =
otV'+py.
Si F est une série convergente satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles
dx ày'
on doit avoir
€e qui donne
Xiaa?' -h(a'ar'-hX,y)P =X,(aa?' -f- p^), Xia'a?'-f-(a'a7'-4-X,y)?'=X,(a'ar'-4-py);
■et, si l'on veut,
<le sorte que Ton a
<3t Péquation devient
rfar, ^a'a?, — Xj ^ ^^ arj -h Xj j^i-h . . . j
ou
X,a:, -H... *" Xsj^i+... ~ V '
On a donc pouroTi elj^ des développements convergents de la forme
xi = Xrp^i -4- . . . ,
d'où
, ,, OtÙ { , -JW 2 I
— Ito)
Si donc
«D > — 2te) OU C<->
la tangente à une caractéristique, au nœud c', d^ailleurs variable avec les constantes k et A/, sera distincte du grand cercle x = — i .
Si, au contraire,
la tangente à toutes les caractéristiques sera le grand cercle x = — i .
Quand c= x> on a ).|:=Xa; on sait alors que les
intégrales du système
dx' dy'
dv
ar' -h . . . ~ c u) , ,
(c-rt)*^ '-^ ' ••
se présentent sous forme de développements ordonnés suivant les puissances croissantes de (^ et de (^log(^:
^ tend donc vers zt oo quand u tend vers o.
Dans le cas où c est plus grand que a, les points y et y' sont des nœuds. Il nous sera encore nécessaire de connaître les développements représentant les intégrales dans le voisinage de ces nœuds.
En posant j^= -, l'équation devient dx — dz
(x* — l) Z(l IDZ ){— (HXZ -^ ÀX — CtùZ-\-C)
Par le point x = a, (a^^ i), z = o passe donc une intégrale représentée par le développement
z = A(rF — a)«-h. . .; d'où
les termes non écrits étant des puissances supérieures de x — a.
Si a = — 1, en faisant la substitution x = x* — i, Téquation devient
dx' dz
Le point x'= Oy z = o est donc un nœud; au contraire, le point a: = I , z = o qui fournirait Féquation
dx' dz
~- X' {X' -h il) (c -h 2)S -h. . .
est un col par où passent les grands ceicles z = o etx= I (*).
Dans le voisinage du nœud on peut développer les intégrales sous la forme
ou
Reste eniin Télude des intégrales au voisinage du point A{x = — c,j^ = o) quand ce point est un nœud
En transportant l'origine en ce point, l'équation
( *) Voir plus haut.
devient
dx'
- (ar'= or-
(Cî^,)^4-.
iù^x
'-h Citiy ->t-, .
Pour ramen
er Téqua
tioD à
la for
me
dx\
^J^lH-..
A,ir,-+....
il suffit d'appliquer la méthode déjà employée. On
pose
xi = ax' H- Py,
et Ton a, pour déterminer a, p, a', P', les équations
(et— i)a-+-ca)p = Xip, (c»— i)a'-+-ccDp'=X,p';
^1 et ^3 étant les racines de Téquation
X* — ctoX — <a^(c* — i) = o,
dans chaque groupe, les secondes équations sont une conséquence des premières. On pourra donc prendre
a = o>«, p = X„ a'=a>», P'=X„ et l'on a
*"u>«(Xi-x.)' ^-xr=^'
(Xi^^i — XjrfjTt) /Xi7i--X,art a?, — art \
co«(X,-x,) V Xt-x, -^^^Xi-x, "^•••;
dxi ^^__^__^
[— XiXjH- cwXi-h a>*(c* — i)]a?iH-...
[— ti)'(C*— l)-4- XiXî— XjCtoJ^l-
encore
( — v/6c* — 4 -+-c)ariH-...
dyx
du
d'où l'on conclut que Xt et yt peuvent se développer suivant les puissances de ^-Ac*-*^-c et de u*^**^*"*"*"*^ :
ce qui donne
U^l^— V5c«— *-f-c^_ _ , K' li-^^ic'— H-c . . .
x' et y sont donc du même ordre infinitésimal, de soi'te que Ton a, dans le voisinage du point F,
[| resterait enfin à examiner s'il y a autour du point F* (nœud ou foyer) un cycle limite. Je n*ai pas encore résolu cette question^ nous verrons dans quelle mesure intervient l'existence ou la non-existence de ce cycle limite.
i. Connaissant les points singuliers du système des caractéristiques, il nous suffirait encore de connaître le système topographique des cycles sans contact poui* pouvoir tracer complètement le système des caractéristiques. On sait en effet qu'il existe toujours un tel sys-
( 207 ) tème topographique de cycles et de polycycles sans contact dont les fonds et les sommets sont les nœuds et les foyers du système des caractéristiques, et dont les cols sont les cols cle ce système ( *).
Sans connaître Féquation du système des cycles sans contact, il est possible dans le cas présent de prévoir la forme des caractéristiques en s'appuyant sur la propriété qui vient d'être rappelée et en se servant du tracé
des courbes
En tout point de la première la tangente à la caractéristique passant par ce point est parallèle à Taxe des r et en tout point de la seconde la tangente est parallèle à Taxe des x, les points singuliers qui sont à la fois sur ces deux courbes étant naturellement exclus.
Ces courbes, qui se composent {fig- 2), la première
de Taxe des x vX des grands cercles x = dz i et la seconde du grand cercli; ^ == to et de Thyperbole ixy — ii^x-^cy — ca> = o, partagent la sphère en
(») Cf. H. PoiNCARÉ, Journal de Liouville, t. VIII, i88a.
régions dans chacune desquelles -^ a toujours le même
signe. Dans la figure ci-jointe les régions marquées +
sont celles où —^ est constamment positive et — celles
où -^ est négative. Suivant les valeurs de c nous aurons
donc, pour le système des caractéristiques, dans le fuseau compris entre les deux cercles a: = rt i , les figures suivantes :
Fig. 3.
II^^ ^^^i^'-an \
.,lx1\
^pXj
2** 2}>c>i. — Sic>| {fi^' 4)» toutes les caractéristiques sont tangentes au grand cercle x = i au point C.
( ao9 ) La figure 5 esl faite en supposant
Fig. 4.
jJJ
qu'il n*y a pas de cycle limite autour du nœud Â. En ce point toutes le:» caractéristiques sont tangentes à la
droite ayant pour coeflicient angulaire *
comprise par conséquent entre la tangente à Thyperhole, dont le coefficient angulaire est — - et la di'oite x = — c.
La figure 6 e^t faite en supposant
que le foyer A n*esl pas entouré d'un cycle limite.
La figure 7 représente le voisinage du point A quand il y a un cycle limite.
Ann. de Mathémat., l\* série, t. V. (Mai 1906.) I^
( ^'o ) Remarque. — Quand c < i il ne peut y avoir de caractéristique joignant le nœud N et le col C, ni C et C'y tandis qu'il y en a une joignant N' et C. En eflët, les ordonnées des points C et C sont co^~" ' et 03^"^' ;
celle du point C est donc toujours plus petite que celle
Fig. 5.
du point C. Il y aurait donc nécessairement, pour une caractéristique joignant N et C ou C et C, des points
où Ton aurait ^ !!> o et qui seraient situés dans la
région — comprise entre les grands cercles a: = ±i, rhyperbole 7.xy — wx -f- cy — cw = o et Taxe des x^ ce qui est impossible.
5. Il faut maintenant interpréter ces résultats eu se servant des variables p et d.
Nous
avons
( an ;
— dx
y — oi
dt =
y sina
Soient Oq et p^ les valeurs initiales de ft et de p {i = o); les valeurs correspondantes de x et de j)^ sont
a7o= cosOo^
a sinOo
Po
Il résulte de là que, à Tiuslaiit initial, la régiou du plan située au-dessous de la tangente MqT (,/î^. 8) (it < 8o< 27c) correspond à la région de la sphère comprise entre les grands cercles a: = dz i et au-dessus du
grand cercle y =w. La région siluée au-dessus de la tangente correspond à la région de la sphère située au-dessous de ce grand cercle.
Si yo > (i>, on a
Si ^0<; w, on a
Po
yo—u)
D'autre part, le sens dans lequel il faut supposer qu'un mobile se déplace sur la caractéristique sphé« rique, à partir de la position initiale Qo, est déterminé par ce fait que dt doit être un accroissement positif du
temps. Si donc j^> îùy le mouvement se fait de manière que X décroisse.
Si Cl) >-yo> Oj 'e sens .du mouvement sur la carac-
Fig. 8.
GX-
téristique est celui de œ croissant.
Si jKo<o, le sens du mouvement est celui de x décroissant.
Partant du point initial Qo(j^o^yo) on arrive en un point de la caractéristique Q(x, y) au bout du temps
dx ^sinu
cette intégrale étant prise le long de la caractéristique.
La quantité sous le signe / ne devient infinie que
lorsqu'on rencontre l'axe des x ou Tun des points N ou N', C ou C. De plus, pour les points y «t y', qui sont des nœuds quand c>2, le dénominateur peut devenir de la forme oo x o. Examinons ces difTérents cas. Les caractéristiques étant toutes normales à l'axe des x^ celle qui passe par If point a: = a, y = o^ — i<:;a<;i, a^ — c, a pour développement
y = \{t — «)'-+- Ai(^a7 — a)*-f-. . .,
car ce point est un point ordinaire pour l'équation
dx _X dy" \
et Ton a
ce qui donne
11 résulte de là que, si x tend vers a en suivant un arc de caractéristique, l'intégrale
dx ^sinw
tend vers une valeur finie.
De même, quand le point lend vers un des points N ou I^', y tend vers (o et si nu tend vers zéro comme y/i — X ou y/i -\- x^ ce qui fait tendre Tintégrale vers une valeur finie. 11 en est de même quand le point mobile tend vers uh des points C ou C.
Quand le point 8 tend vers y ou y^, deux cas sont à distinguer suivant que la caractéristique suivie est asymptote au grand cercle x = — i ou au grand cercle a: = a ( — i <[ a < i). Dans le premier cas on a, pour les valeurs très grandes de |y |,
dx
Comme c > 2, on a
et par conséquent Tintégrale tend vers une limite finie. Dans le second cas on a
dx
( 2i5 ) et Tintégrale a encore une limite finie.
Il reste enfin à voir ce que devient cette intégrale <]uand le poiut décrit un arc de caractéristique aboutissant au nœud' A [i>>c>>-^V On a, comme nous l'avons vu,
^ = A(ar-4-c)-h... (A = ""— "^ V
Il en résulte que, quand x tend vers — c, l'intégrale qui représente le temps devient infinie comme un logarithme. Dans toute la région étudiée de la sphère c'est le seul point où cette intégrale soit infinie.
Quant à la valeur de p, elle est finie en tout point du champ des caractéristiques, nulle aux cols G et C, in- <iéterminée aux nœuds N et N'. Si Ton aboutit à Tun de ces nœuds en suivant la caractéristique
X dt I = Cf*H-. . .,
p tend vers la limite
a \pi s/-±i c
On repartira du nœud sur la caractéristique située de Tautre côté du grand cercle j^ = *«> en donnant à p la
même valeur (même valeur du rapport j et Ton
pourra arriver au bout d'un certain temps à Tautre nœud. Je dis que ce sera avec une valeur de p nécessairement plus petite.
En effet, si le point Pq est très éloigné du point Mq, le point Qo sera très voisin du grand cercle j^ = w. Il est évident que le navire P se rapprochera constamment <lu centre du cercle décrit par le navire M, tant qu'il
(2.6) n*aura pas pénétré dans ce cercle. La distance
p'= V^p»-4-R'±2Rpsinw = a ^^i_^
doit donc toujours diminuer. Le signe + correspond au cas où j — o) > o et le signe — au cas où jk — «»> •< o, comme il est facile de s'en assurer. Si partant d^un certain point d*abscisse x on arrive , en suivant une caractéristique joignant N et N' au point d'abscisse — x du même côté du cercle y — co = o, il en résulte que la valeur absolue de ^ — o) doit être plus grande pour ce second point que pour le premier.
Nous rencontrons donc ce fait assez curieux que le point Q, partant de N sur une certaine caractérisa tique, arrii^e en N' sur un arc de caractéristique tel qu'en revenant en N l'arc de caractéristique suii/i «e soit pas le même qu'au départ. Le second arc de caractéristique suivi de N en N' est situé au-dessus du premier et le second arc suivi de N' en N est situé au-dessous du premier.
Remarquons pour ce qui suivra que Ton a
d<i y sin u
En ce qui concerne 6, on a
_<^ dt_ _ i __ da\ dt ^ '" di dx^ \'' Ttjdx*
dx or
dt
dx y sin u donc
dx "~ y %mu sin a *~ ys\nu " ^y
Donc 6 varie dans le même sens que x au-dessus de
{ 217 ) Taxe des x et en sens contraire au-dessous de cet axe.
Il est maintenant facile d'indiquer quelles seront les circonstances qui se présenteront dans le mouvement des deux navires.
Si leur distance initiale est suffisamment grande le point Q sera voisin du grand cercle j^^ = w. Le temps croissant, il arrivera sûrement que :
I® Si c >> 2, le point Q décrira à partir du point N un arc situé au-dessus de la caractéristique NC, ou k partir du point N' un arc situé au-dessous de la caractéristique N'C (ou l'un de ces arcs de caractéristiques).
2** Si c < 2, le point Q décrira à partir de N' un arc situé au-dessous de la caractéristique N'C (ou cet arc de caractéristique).
On peut donc toujours supposer la distance initiale grande :
I® c > 2. — Soit qu'on aboutisse en y ou eu y', soit qu'on aboutisse aux cols C ou C, p tend vers zéro en un temps fini. Il y a donc rencontre au bout d'un temps fini.
2" 2>>c>i. — On peut aboutir soit en C, soit en C Dans les deux cas la conclusion est la même que la précédente.
Ces deux cas correspondent à une trajectoire (dans le mouvement relatif) ayant la forme suivante {^fig* 9)
Le nombre des maxima et minima relatifs est fini ils correspondent aux passages du point Q en N et N puisque Ton a
dp X -{- c — ^ = a
d^) y — ixi
et que or -+-c* > o.
( 2i8) A partir du monieiit où Wm est sur une caractéristique coustamment située au-dessus de NC ou au-dessous de NX, la trajectoire ne présente plus de maxima ou de luiniina pour p.
Fig. 9-
3® I ]> c. — Il nous faut voir tout d'abord à quoi correspondrait l'existence d^un cycle limite, restée hypothétique dans ce cas et dans le suivant :
Les remarques qui ont été faites sur le sens dans lequel le point Q décrit les caractéristiques quand le temps croit constamment, montrent que ce point devrait décrire ce cycle indéfiniment, toujours dans le même sens (sens inverse du sens trigonométrique).
Ce cycle serait tout entier compris entre deux ellipses <]ui lui seraient tangentes
P>= r .. - Pî =
fï
A ces deux ellipses correspondent deux cercles de rayons p< et pa, entre lesquels doit rester toujours comprise la trajectoire puisque tous les points intérieurs à la première ellipse, par exemple, correspondent à des valeurs de p plus grandes que pj. Ces valeurs sont
atleinles pour x := — c, d'après la valeur de ^ •
Chaque fois qu'on revient au même point du cycle limite, p leprend la même valeur et 8 se trouve aug-
( 219 ) mente d'une quantité constante en vertu de la formule
— - JL dx "" p^'
La trajectoire de mouvement relatif correspondant au cycle limite est donc une courbe telle que celle-ci kfië' ^^)' Gomme l'angle O n'est généralement pas
Fig. 10.
commeijsurable avec «, cette trajectoire n'est pas fermée en général. Elle recouvre tout l'iniervalle compris entre les deux cercles.
Les caractéristiques (|ui s'enroulent sur le cycle limite extérieurement correspondent à des trajectoires qui s'approchent indéfiniment de la trajectoire limile précédente, en la coupant (Tailleurs une infinité de fois. Les maxima du rayon vecteur p tendent vers pj par valeurs supérieures et les mini ma tendent vers pa par valeurs inférieures.
Au contraire, les caractéristiques qui s'enroulent autour du cycle limite intérieurement, correspondent à des trajectoires qui s'approchent indéfiniment de la trajectoire h'mile, mais telles que les maxima de leurs rayons vecteurs tendent vers p< par valeurs inférieures et les miuima ten<lent vers pa par valeurs supérieures.
Quand on suit ces trajectoires dans l'autre sens (le
point Q sur les caractéristiques tend alors vers le point A, foyer ou nœud), elles s'approchent indéfiniment du cercle de rayon
Cl)
qui correspond à
l'ellipse
passant par le foyer F. Elles coupent d'ailleurs ce cercle une infinité de fois; elles tendent vers ce cercle en festonnant.
Les circonstances suivantes peuvent donc se produire :
Si la caracléristique suivie aboutit au col C, il y a cTioc au bout cV un temps fini. La trajectoire présente la même forme que lorsque c >> i.
Si la caractéristique n'aboutit pas au col C :
Ou bien il n'y a pas de cycle limite et la trajectoire
se rapproche indéfiniment du cercle de rayon — "^ — en festonnant sur ce cercle; il ny a jamais rencontre; Ou bien il y a un cycle limite; si, alors, le point Qo est en dehors de ce cycle, la trajectoire s'approche mdéfiniment de la trajectoire limite; si le point Qo est à l'intérieur de ce cycle la trajectoire s'éloigne de cette Irajeeloiie limite pour s'approcher indéfiniment du
cercle de rayon "~ Dans l'un et l'autre cas il
*' tu
n^y tiura jaiuais rencontre.
En résumé, en ce qui concerne la rencontre : i"* c > i . — Il y a toujours rencontre au bout d'un temps fini.
2" c < I . — Il y a u"** infinité simple de chances i:ontre une (iplinité)* d^auires pour qu'il y ait rencontre au bout d'un temps fini (caractéristii]ue aboutissant eu C). Quand il ny a pas rencontre la trajectoire relative du point poursuivant s'approche indéfiniment d'une trajectoire limite comprise entre deux cercles ou bien festonne autour d'un cercle compris entre ces deux-là eu s'en approchant indétiniment.
Si maintenant Ton tient compte des dimensions finies des navires on voit que :
Si c>2, il y a toujours rencontre au bout d'un temps fini.
Si c<^2, il existe deux bandes de largeur égale à la somme des demi-dimensions des navires et dont les lignes moyennes sont les trajectoires qui correspondent aux caractéristiques passant par le col C ou le col G'. Ces bandes sont le Iles que, si la position initiale du navire P .s'y trouve, il y aura rencontre au bout d'un temps fini. Pour une position initiale de P non comprise dans ces bandes il n'y aura jamais rencontre.
Remarques. — i* Le rercle de rayon a une
signification évidente. Supposons que la droite PqIVIo [Jig. I i) soit perpendiculaire à OPq et que l'on ait
OPo= Rc;
le point P décrira indéfiniment le cercle OP„. En efl'et, pendant le temps dty le point M tourne de l'angle
a dt
Pendant le même teiups le point Po tourne de l'angle
b dt ^ a dt ■r7 ~ "ÏT"
On a alors
PoMo= v^R«— R«c«= R/i — c«= -i^i — c«.
Fig. II.
2° Si le point Qo est très voisin du poinl (c < i) la distance initiale des deux navires est très petite. On voit cependant qu^elIe ne s'annule jamais et reste toujours supérieure à une valeur fixe différente de zéro.
3® On voit par Texeniple (|ui vient d'être traité combien les circonstances (|U(* peuvent |>rés enter les courbes limites d'un système d'intégrales d'une écjuation différentielle du second ordre^ étudiées dans le domaine réel, sont plus compliquées que celles que présentent les cycles liinit(;s des sysïèmes de caractéristiques relatifs aux équations du premi(*r ordre.
CONTRIBUTION A l/BTUDE DE L ÉQUATION
Par m. a. GÉRARDIN.
Le théorème de Wilson, autrement dit l'équation (/? — i)! -+- 1 = M./? (/? premier),
a donné l'idée de chercher d'autres relations. C'est ainsi que la factorielle N! des nombres naturels, ou
celle Pî des nombres premiers, augmentée ou diminuée de l'unité, et devenant parfois un carré ou une somme de divers nombres figurés, s'est présentée fréquemment à l'attention des mathématiciens, qui ont énoncé à leur sujet quelques propositious, pour la plupart empiriques, ou dont la démonstration n'a pas encore abouti, et parmi lesquelles notamment la question proposée, après d'infructueuses recherches, par M. H. Brocard, successivement dans la Nouvelle Correspondance Mathématique {ji? 166, 1876, p. 287), les Nouvelles Annales de Mathématiques (n° 1532, i885, p. 391) et Mathesis (n*» 597, 1887, p. 280) ;
L'équation indéterminée en nombres entiers
n'admet pas d'autres solutions que
-« = 4, 5, 7; ^ = 5, II, 71
Cette question est demeurée sans réponse et, en 1897, M. E. Fauquenibergue en a sollicité de nouveau la recherche dans V Intermédiaire des Mathématiciens (n» 1264, p. i46).
La difficulté de la question réside en la nature de la
factorielle
qui ne peut se représenter par les symboles de l'Algèbre. C'est pourquoi il ne nous paraît possible de Tétudier que par échelons successifs, ce qui multiplie les hypothèses auxiliaires.
De nombreuses recherches dans la Tliéorie des nombres nous ont montré le rôle particulièrement important de la résolution en nombres entiers de
l'équation
ax^-^- hx -4- c =^*,
et la corrélation de ce problème avec celui de 1%'quation
Le présent travail est destiné à développer cette idée et montrera, à défaut de certitude décisive, que, s*il existe d'autres solutions que -3 = 4» 5, 7, elles doivent être extrêmement grandes.
L'hypothèse fonda mentale, reconnue exacte, est que Téquation
n'a pas de solution entre -8 = 7 ei z = 25. Nous supposerons donc z au moins égal à 26, ce qui donnera
z\ -h 1 = io*A -h I =y^.
On est ainsi d'abord amené à rechercher une solution de Téqualion
IO«/l -h I =^*,
^ ne peut èlre ici que lox-hi ou 10X-I-9.
I ° y = 1 o j: -h I . — On aura
looar*-!- 2037-4- I = lo^A -hi,
2ar(5a7-*- i) = 2*.5*/i.
Or 5x+i ne sera jamais m. 5, d'où
X = 5*a, et alors
a (5* a -h i) = 2*.5*/i ou
ce cjui donne
a = i6/ ou a = i6/-r7.
Donc h ne peut avoir que les deux torrnes
250000/*-+-/ ou î5oooo/»-i- 218751 / -f- 47 8T»a, ce qui donne pour^
5ooooo/-4-i, 218751.
2° y = \ox -h 9. — Celle hypothèse, développée de ia même façon, montrera que^ doit être ici de la forme
d'où et enfin d'où
h = I 000 000/* H- I 562 498/-h 6ro35o,
D'autre part, nous savons qu'un carré impair n'est Jamais de la forme ôg^-t-S; il y aurait donc pour ce problème général seize formules.
Mais pour le problème particulier
y^=z io« /i -f- 1 = z\ H- I ,
nous n'aurons que les quatre formules précédentes où h sera 6m.
il reste à exprimer dans la seconde partie des recherches que chacune des formules est séparément divisible par 2^®. 3*®. 7^. 1 1*. 1 3. 17. 19. 28, au moins. Ceci donnera toules les conditions particulières, qui, évidemment, ne seront pas toutes compatibles entre elles.
L'étude de ces nouvelles hypothèses est un peu longue et aride : en conséquence, nous ne la développerons pas ici.
La conclusion de nos premières recherches est que,
Ann, de Mathëmat,, 4* série, t. V. (Mai 1906.) l5
si la question comporte une autre solution, elle don» nera pour y un nombre de 20 à 3o chiffres au moins. Nous serons heureux de voir continuer et développer ces investigations, et espérons les voir aboutir défini*tivement, après trente années d'attente pour Tauteur de la question.
Il aérait peut-être intétessant d'étudier
Nous avions d*abôrd essayé d'autres méthodes, mais celle qui vient d'être exposée nous semble préférable (•).
DÉNONSTRATIdN N LA GONSTRUGTiON TROUVÉE PAR HAMILTON POUR DÉTERMINER LE POINT OÙ LE CERCLE DBS NEUF POINTS D'UN lltlANfiLB TOUCHE LE CERCLE IKSCRIT V');
Par m. a. MANNHEIM.
En 1899, la question i544 posée dans V Intermédiaire des Mathématiciens appela l'attention sur la détermination du point de contact du cercle des neuf points d'un triangle ei du cercle inscrit à ce triangle. J'envoyai une première réponse, parue la méttte anoée
(*) Pour la bibliographie des questions menlionnées, i;oi/* aussi : Nouvelle correspondance mathématique : F. Froth, quest. 301,.
1877, P* ^99» ^- Lucas, 1878, p. laS (généralisation). Intermédiaire des Mathématiciens : A. Thohin, quest. 334, 1894,
p. 186; E. Fal'queubkrouk, 1895, p. ia3; H. Tarry, 1896, p. 363;
1896, p. 276. — E.-B. KscoTT, quest. 12G4, 1898, p. 78; quest. 2546,
1903, p. 69; P.- F. TeILHET, 1904, p. 5l. — G. DE ROCQDIONY»
quest. 2740, 1904, p. 68; quest. 2813, 1904, p. 190; quest. 2822,
(2) Voir : Gkrono, Nouvelles Annales, i865; et Canon, Nouvelles Annales, 1903.
( î»^7 ) k la page 264, puis une autre qui, publiée eu i9o4} page 18 (*), renferme la construction suivante, la plus simple, je crois, des constructions connues :
Sur le cercle de centre I, inscrit au triangle ABC, on prend le point E' diamétralement opposé au pùiiU E^ où ce cercle touche BC; la droite qui passe par E' et par le milieu L de Al coupe le cercle inscrit au point où celui-ci est touché par le cercle des neuf points du triangle ABC.
CTest en nie servant de celte construction cjue je vais retrouver la suivante, due à W.-R. Haniilton :
Pour un triangle ABC, par le point de contact E du côté BC et du cercle inscrit, on mène la droite qui passe par le point où la polaire de A, par rapport au cercle inscrit, coupe la droite WC qui Joint les milieux de AB et AC ; cette droite rencontre le cercle inscrit au point V où il est touché par le cercle des neuf points.
Appelons T le point de rencontre des tangentes (mi E' et r au cercle inscrit. La polaire de T est ET, par suite la polaire de L est la perpendiculaire TP n Al. On a alors
IL X IP = lE
ILX -- = lE
(') Je Pavais déjà proposée, sous forme de question à résoudre, en 190a, page 90, dans le Bultetin des Sciences mathématiques et physiques élémentaires.
c'est-à-dire
IP — î AIx — = IE .
Ainsi, la polaire de A est la perpendiculaire à AI, élevée du milieu de IP, c'est donc la perpendiculaire abaissée du milieu J de IT sur AI. Cette droite rencontre EE' au point F, dont la polaire AQ est alors la perpendiculaire abaissée de A sur EE'.
Menons la droite ET, elle est parallèle à IT, elle coupe alors E'T au point V tel que
TV=TE
Il résulte de là que, si Ton appelle R le point où EV coupe AQ, les droites RQ, RE', RT, RE forment un faisceau harmonique.
Les rayons de ce faisceau déterminent sur QE une division harmonique, donc RT passe par F, qui est le pôle de RQ.
La podaire FJ de A, passant par le milieu J de IT, coupe ER en son milieu U. On voit donc que la droite EF passe par le point U, qui, sur la polaire de A^ est à égales distances de A et de BC.
C'est ce qu'il fallait démontrer.
NOTE A PROPOS DE LA QUESTION (960 ('); Par m. a. MANNHEIM.
Ainsi que dans la solution insérée en 1908 (p. 47^), commençons par parler de ce problème :
Construire {fig^ i) le rayon de courbure en un
(*) Nouvelles Annales, 1908, p. 4^ et 476.
( aag ) point a d^une conique, connaissant la tangente en ce point et les points 6, c, d\
Fig. I.
Appelons e et / les points où la tangente en a est coupée par les droites c6, cd^ et désignons par p le rayon de courbure de la conique pour le point a.
On a la relation ( * )
ae
iBingeab tangrfa/>
Au lieu de rester dans le cas général, nous allons supposer que les angles eab, daf sont égaux et que le point c est sur la normale en a. Pour bien marquer ces nouvelles données, nous supposons (yî^. 2) que la conique est tangente en M à une ellipse donnée, qu^elle passe par les foyers F, F' de cette courbe et par un point arbitraire C de la normale en M. Dans ces conditions, la relation (i) devient
MB
MD piang(BiMF)
(*) Bulletin de la Société mathématique de France, 1890
( 23o ) Appelons N le point où ia normale MC eotipe FF'. Par F', N menons des parallèles à MB; elles ccMipenl MF aux points G, L.
Les points M, G, L, F forment une division harmonique.
Fig. 2.
Par îiuîte, il en est de même des points M, ly, R, B. On a alors
MK - Mb "^ MD'
puisque
MD = MD
La relation (i)' devient alors
MK ptang(BMF) Abaissons la perpendiculaire Kl sur MF, on a MK = MItang(BMF),
par suite,
1 _ I Mï " p'
Lst centre 4e CQU^bw^e de la conique est donc le milieu Cl) de Ml.
On voit que la construction de co est réduite à ceci . Oq mène ]a droite CL. Du point où elle coupe la tangente MB on abaisse sur MF la perpendiculaire Kl, le milieu o> de MI est le centre de courbure cherché.
On peut remarquer qu'on peut inversement prendre C> a6n d'obtenir uu centre de courbure que Ton se 4oime.
Semavquoiis eocoie que la coiiftruction a« dépend paa de la position de9 poinU F, F' sur les droites MF, MF'. Pour chacune des poisiliona de la droite FF', qui tourne autour de N, on a une conique comme préoé-* demmei^t et toutes ces coniques ont en M ua contact du second ordre. *
Enfin, si le point C est le centre de courbure de Vellipse donnée, il est sur la perpendiculaire élevée de L à MF, le point K appartenant à cette perpendiculaire, on voit que le point I se confond avec le centre de courbure de l'ellipae donnée. Le centre de courbure 0) est alors au milieu du rayon de courbure de l'ellipse donnée. On peut donc énoncer cette propriété :
On a une ellipse de foyers F, F' et dont le rayon de courbure pour son point M est M|jl : /a conique tangente e/i M à Vellipse, et qui passe par F, F', [x, a pour centre de courbure le milieu é/e M|x.
Arrivons maintenant à ce problème :
Construire le rayon de courbure en un point d'une conique, connaissant la tangente en ce point et trois /tutres tangentes.
( ^3a ) Nous ne le traiterons ici qu'avec des données parliculières. Démontrons d'abord ce lemme :
On donne une ellipse de foyers F, F' {fig- 2) ; si une conique touche cette courbe en M et passe par F, F', ses tangentes en ces points se coupent sur la normale en M à l'ellipse donnée.
Appelons T le point où la tangente en M à Tellipse coupe l'axe focal. La polaire de ce point, par rapport à une conique qui passe par F, F' et est tangente en M à l'ellipse, est la normale MN, puisque N est conjuguée harmonique de T par rapport à F el F' et que cette droite passe par M.
Il résulte de là que les tangentes à cette conique aux* points F, F' se coupent sur MN.
Dans le cas général où les données pour une conique sont {/ig* 3) le point a, la tangente en ce point et les
Fig. 3.
tangentes B, C, D, on a pour déterminer Te rayon de courbure de cette courbe la relation suivante ( ') :
ab a^"^r\tangp tangy/
(') Comptes rendus, séance du i5 mars 1875.
Prenons maintenant des données particulières.
Supposons qu'en outre de la tangente en M {fig. 2) les trois tangentes données soient BF, FC, CD. La relation (2) devient
MB MD rtang(BMF)
Mais le premier membre de cette égalité, ainsi qu'on Ta vu précédemment, est égal à -rr^^ alors
MK = rtang(BMF).
Donc le point 1 est le centre de courbure demandé.
On voit que, pour un point arbitraire C de la normale en M, il suffit de mener CL qui détermine K sur MB et d'abaisser de ce point la perpendiculaire Kl sur MF : le point 1 est le centre de courbure demandé.
Dans le cas particulier où C est le centre de courbure de l'ellipse donnée pour le point M, il est sur la perpendiculaire élevée de F à FM et il en résulte que I coïncide avec G; donc : la conique, tangente en M à l'ellipse donnée, qui est tangente en F et F', aux droites qui vont de ces points au centre de courbure c de V ellipse, a un contact du second ordre avec cette courbe (*).
Pour terminer, voici une autre construction du point (1). On mène MP parallèlement à F'C, puis PQ parallèlement à CM : La perpendiculaire Qto à MF détermine co sur MC.
(*) Voir KoBHLER, Exercices de Géométrie analytique et de Géométrie supérieure, !'• Partie, p. ^58.
[BIOj^]
SUR LES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES QUI LAISSENT UNE FORME QUADRATIQUE INVARIANTE ;
Par m. h. LAURENT.
On a donné bien des moyens pour trouver les substitutions qui traBsformenl une forme (juadratique en elle-même ou qui laissent cette forme invariante. Je crois que la solution que je vais indiquer aura le mérite de la simplicité lorsquHl s'agira d'applications. Soient aij des conatantes et â?i , «s, ... , ie» les variables,
aiy Xi w^j
une forme à n variables. On peut exprimer U condition d'invariance au moyen de la formule
ou
y\i *"^yn désignant de nouvelles variables ; ou , en mettant les carrés en évidence,
Sous le second signe y], i et j seront alors différents et l'on aura
2 au iyi— Xi)(yi -»- xt)
( a35 ) ce qui revieni à
ou, si l'on désigne par// la demi-dérivée de /relative à Xi :
< " ) 2 ^•^'"" ^'^•^' (^i -^ri' ^«-♦-riï •••) = o.
Adjoignons à celle équation les suivantes, où les c/y sont indépendants des x et des j/- :
nou9 supposerons que les n équations (2) se réduisent à/i — 2 distinctes, le système (i), (2) déterminera alors les yi — xt en fonction des yt + Xi au moyen d'équations de la forme
( ri — ^1 =^ll/lH-^u/«-^-...-+-^l/i/n7 \ yn'—^n'=* ^nl/t-4» Ar^i/î-H. ..-+- knnfn^
les Ariy* désignant des quantités indépendantes des of et des^; quanta /il est mis pour abréger à la place de fi{x^ H-^o ^2+^21 • • • )> d'ailleurs il faudra supposer
kti—o, kij-^kji—o.
Vérifions que les équations (3) représentent bien les substitutions laissant / invariante. A cet effet multiplions la première formule (3) par/, la seconde par /s..., la dernière par/^, et ajoutons; nous aurons
( 236 ) équation qui en vertu de ( i ) est équivalente à
2 aijXiXj= ^ atjytyj.
En particulier, si /z=Jlx^j les formules (3) deviennent
y\ — xi = kxiiyi-^ xi) -h . . ,-h kiniyn-^ Xn)f
et définissent une substitution orthogonale de déterminant -\- I.
Les formules (3) qui renferment— ^^ ^paramètres A"//
ont cela de remarquable que les y s'expriment en fonction des x sous forme rationnelle, en sorte que, si les nombres kij sont rationnels, les coefficients de ta substitution seront des fonctions rationnelles des a/y à coefficients rationnels.
Interprétons géométriquement les résultats qui précèdent : /= o représente une surface dans l'espace à n dimensions, cette surface est un cône. La substitution (3) laisse ce cône invariant, mais elle laisse encore invariantes n droites.
Posons, en effet,
n = sxt ;
les équations (3) deviennent
Xi = Xifi{ku, ...,A-i«)-i-:ri/2(A:,, ,...,A:i«)-
Xi=Xi/i(kii,..., kfn)-^Xxf2(ku^ ..., Ai„)H- ...,
( 237 ) Télimination des x fournit une équation du degré n en s, à chaque racine de cette équation correspondent des valeurs des x^ que la substitution (3) multiplie simplement par 5, et les valeurs des n définissent une droite passant parTorigine, droite qui reste invariante, quoique ses points ne soient pas invariants.
Il ne sera peut-être pas inutile de faire observer que les substitutions (3) que nous avons trouvées ont pour déterminant + I9 car, pour
A-Il = kxt^^' . . = o, on a
Il ne serait pas difficile de se procurer des substitutions du déterminant — i en changeant quelques signes dans les formules (3).
DÉMONS! RATION DE LA FORMULE
/ e— •»■' dx = /îr ; Par m. E. GUITTON.
Je vais montrer que cette intégrale définie est la limite vers laquelle tend
quand m augmente indéfiniment par valeurs entières. Prouvons d'abord que J^ a pour limite ^tï.
( îi38 ) Le changement de vamble jt &t= m sin ^ donne
on est ainsi conduit à considérer
Ip = I co«f «p d^
(c'est ce qu'on fait quand on démontre la formule de Wallis).
On voit facilement que :
1^* I^ diminue quand/} augmente;
Ceci permet de calculer 1^ en remarquant que I , ^ a , 1q =11; ensuite de conclure que
II ~
lim |— ^ = I,
et finalement
lim/7l| = air.
Il reste pour achever à remplacer/? par 2/n^4- i.
Pappelte A l'intégrale proposée, e étant un nombre posilif aussi petit qu'on veut, il faut montrer que, à partir d'une certaine valeur de m, la différence entre A et J,,! est inférieure à e.
Il existe un nombre positif a tel que
/■4-rt
(a39) je vais faire grandir m en le prenant plus grand que a.
( I 5 j > quand mi^œ) grandit, va évidemment
en croissant, et l'on sait qu'il tend vers ô""^*, donc,
Par suite,
et
11 suffit de montrer que l'on a>, à partir de m suffisamment grand,
En développant la fonction sous le signe / suivant
les puissances ascendantes de x, on trouve une série alternée; on augmente sa valeur d'abord en prenant la série des valeurs absolues, ensuite en remplaçant x par a : elle devient alors
* Il suffit de prendre m assez grand pour que
ni^ J a
ce qui est possible, puisque le premier membre a pour limite zéro.
( a4o ) SOLUTIOIVS DE QUESTIONS PROPOSÉES.
On donne quatre points quelconques sur un plan. On prend deux triangles ayant pour coté commun le segment compris entre deux de ces points et respectivement pour sommet opposé à ce côté l'un des deux autres points donnés. Chacun de ces triangles donne lieu à une droite qui joint les pieds des hauteurs issues des extrémités du côté commun. Par le point de rencontre des deux droites ainsi obtenues et par le milieu du côté commun^ on mène une droite : les six droites, qu'on construit ainsi en changeant le côté commun, passent par un même point.
{Canon.)
SOLUTION Par M. Parrod.
Les six droites sont les six axes radicaux relatifs aux quatre cercles des neuf points des quatre triangles dont les sommets sont les quatre points donnés; ces cercles ayant un point commun les droites pas^^ent par ce point.
AUTRE SOLUTION
Par UN Abonné.
Considérons l'hyperbole équilatère qui passe par les points donnés A, B, G, D. Les hauteurs AE, BF du triangle ABC se coupent en H, le quadrangle ABGH est inscrit à la courbe, la droite EF est la polaire du point où CH coupe AB, laT droite EF passe par le pôle de AB. Le triangle ABD donne de même une droite passant par le pôle de AB. Les deux droites formées par les triangles ABC, ABD se coupent donc en un point (pôle de AB) tel que la droite joignant ce point au milieu de AB passe au centre de l'hyperbole équilatère. Donc. . . .
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La Rédaction.
SiiH 5 100«=f^
[M'ib]
ETUDE DES POINTS A L'rNPMïïTNB COURBE ALGÉBRIOUEC);
Par mm. PERNOT et MOISSON, Anciens élèves de TÉcole Polytechnique.
On sait que les points communs à la courbe et à la droite de Tinfini sont dans 'les directions obtenues en égalant h zéro les termes du plus haut degré :
xPyii^y — axy*-(y -- bx)^,..{y — lx)^= o.
La multiplicité du point a Tinfini dans la direction y=zax est obtenue en coupant par y — ax = 8, et constatant l'abaissement du degré de Téquation aux x de rencontre.
Pratiquement, on cherche le groupe homogène de degré le plus élevé qui ne soit pas divisible par j^ — axi la différence entre le degré de l'équation et celui de ce groupe homogène est l'ordre de multiplicité du point à l'inGni.
Si cet ordre est a, la droite à l'infini, rencontrant en a points seulement, n'est pas tangente; on trouvera a asymptotes, réelles ou imaginaires à distance finie.
Si Tordre est inférieur à a, la droite à Tiufini est nécessairement tangente, il y a branche parabolique simple ou multiple; il peut y avoir certaines branches de courbe à l'infini ayant une tangente ordinaire, c'està-dire que la courbe peut avoir bimultanéiuent des
(') Cet article fait suite à celui qui a pour titre : Sur la construction des courbes algébf iques (p. 106 du présent Tome).
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branches paraboliques et des branches hyperboliques dans une même direction.
Nous étudierons d'abord les branches hyperboliques dans les directions où l'ordre de multiplicité du point est le même que celui de la direction a^ymptotique ; en second lieu, les branches paraboliques existant seules ; enfin les branches hyperboliques et paraboliques simultanées.
Les procédés employés sont analogues à ceux employés pour l'étude de la courbe aux environs d'un point à distance finie ; ces procédés permettent d'obtenir un tracé correct de la courbe et de fixer la position ainsi que le genre des' branches paraboliques.
I. — Direction asymptotique simple
Soit ^ — c j: := o, cette direction. L'équation de la courbe est de la forme
(^ — cor) 4;;^tCar, j) 4- (p„.,(a7,^) 4- 9«-r(a7,^) H-. . . = o.
Si ^n-t{j^)J") est identiquement nul, la droite y — cx = o est l'asymptote elle-même, car elle rencontre la courbe en deux points au moins, confondus en un point simple à Tinfini, elle est donc tangente à l'inlini.
Supposons ^N-ii^^y) noïi identiquement nul et soit ^n-r{jc'y y) de degré n — rie groupe homogène suivanl par ordre de degrés décroissants.
Posons y = tx^ t a pour limite c quand, x el ^ croissant sans limite, le point qui décrit la courbe s'éloigne à l'infini dans la direction considérée. Il vient
ou
Quand X croit sans litnîie, la limite de ^ — ex est l'ordonnée à Torigine d de l'asymptote. On a donc
a = — lim ; — = — \ ; r;
on retrouve la règle connue. L'asymptote est alors la
droite
y — ex — d=^o.
Pratiquement, on résout l'équation de la courbe par rapport au facteur y — ex pris dans les termes du plus haut degré
y ç^^ (p„-i(a7,r)-Kp«-;.(ar,^)+...
. On remplace dans le second membre y par cj?, il reste une fraction rationnelle, quotient de deux polynômes entiers en x, dont on cherche la limite pour x infini.
Exemple :
x^{ix -r ^y) — {y — x) (Zy -\- x) '-\- y — ix = o.
Cherchons l'asymptote parallèle à nx — iy=o. On a
Remplaçons dans le second membre y par rX en
remarquant qu'il suilQt de faire la substitution dans les termes du second degré. On a
— ^ a? X 3 ar H- . . .
dont la limite est — i. L'asjmptote chercliëe est IX — ^y = — 1.
Position de la courbe par rapport à l* asymptote, — Elle est donnée par le signe de y — ex — d ou, plus généralement, si Tasymptote est
la position est donnée par le signe de olx -\- |3^ -H y pour les coordonnées du point de la courbe quand il s^éloigne à rinfini, TasympLote partageant le plan eu deux régions pour les points desquelles la fonction dx + pjK -+- 7 «^st d'un signe ou de l'autre.
L'asymptote rencontre \tk courbe en deux points à Tinfini au moins. L'équation de la courbe peut donc se mettre sous la forme
(y— ex — d) [^n-\{^: y) -*- '^n-iiscy y)] -+- X (^» y) = o»
Xi^t y) étant un polynôme de degré au plus égal à 71 — 2. Efiectuons la division de "/^{x^y) par
y — ex — d; on aura
R{x) étant un polynôme de degré // — p, avec/;^ 2. On a donc
y — ex — d =
( 245 ) Quand x croit sans limite, le second facteur du second membre a pour limite — ■; -^ — -• Le sisne
V — c-x — d pour X infini est donc celui de
Le calcul se fait pratiquement de la manière suivante : on écrit
On réduit le second membre au même dénominateur; dans le numérateur de la fraction obtenue, on remplace y par ex ■+- d^ ce numérateur se réduit alors à — R(^); dans le dénominateur, on remplace y par ex et Ton prend les termes de plus haut degré en x au numérateur et au dénominateur; le signe de leur rapport est celui dey — ex — d.
Si p est pair, la courbe est de part et d'autre de son asymptote. H y a contact simple à l'infini si p = 2j point méplat à Tintini si /; == 2K avec K ]> i .
Si p est impair, il y a inflexion à l'infini et les deux branches de courbe sont asymptotes du même côté de la droite.
Dans les deux cas, la courbe est asymptote aux deux extrémités de la droite.
Remarquons enfin que, si R(j:) = o, on a
y — ex — û? = o.
Les racines de R(^) sont donc les abscisses des points de rencontre à distance finie de la courbe et de son asymptote. Pour la [)Osilion de la courbe, il suffit de calculer le terme de plus haut degré de R(x), qui permet de conclure.
( 246) Exemple, — Reprenons la courbe donnée en exemple précédemment
x^{ix — Zy) — (y — a?){3j^-*-a?)-*-^ — ix =. o.
L'asjmplote est
aa?— 3^-+-i = o.
L* équation de la courbe donne
o (y — a?) (3 y -4- rr) — y H- 23?
x* _ 3j^* — ixy -- y + aa?
Remplaçons dans le second membre^ par — r Il
vient, réductions faites,
6a? -r- a 3ar«
Le signe de cette expression est celui de - poor x
croissant sans limite. La courbe est donc dans la région positive (celle de l'origine) par rapport à Tasymptote pour X inûniment grand positif, et de Vautre côté pour X négatif. Il y a contact sim|)Ie à Tinfini. L'asymptote rencontre la courbe à distance finie en un troisième point dont l'abscisse est — - et, par suite,
Tordonnée jf — s'^O ^" +~'
Remarque. — Pour la détermination de l'asymptote, tout se passe comme si la courbe proposée était remplacée par la courbe
{y — ex) ^^^{x,y) H- <p„-.,(ar, y) = o,
courbe unicursale de degré n, puisqu'elle a un point multiple d*ordre n — i à Torigine.
( =»47 ) Pour Tétude de la positiaii de la courbe par rapport à son asymptote, il faut prendre un ternie de plus (généralement suffisant) et considérer la courbe
(y — ex) ^n-1 (a?, ^) -h ?/, -1 (ar, ^) •+• «p«-,.(a7, ^ ) = o OU
= — ?n-i(a^, y) — d^a -I (37, y) — f«-r(ar, y),
qu'on transforme immédiatement en la suivante, qui est unicursale :
x^*^^ (y — ex -- d) ^n-i(i , c) = — <p»-i(ar, ca:-4-é^)
— d^n^i{Xy cir-i-û?) — {p„^r(a?, cx-^d).
Si le degré du second membre s'abaisse au-dessous de n — /*, il faut alors prendre un terme de plus dans Téquation de la courbe proposée et Ton ramène de la même façon à une c:ottrbe unicursale.
IL — Point double a l*infini.
L'équation de la counbe peut s écrire, en supposant les asymptotes à distance finie,
(y — cx)^ ^n-ti^^ J^) -»- (r — ^^) X't-îC^» y) ou
en posant j^ = ta:, ou encore
{y — cx — a'){y'-cx — (i')-i- - <pn-j(i, ^) -+-...= o,
( 348 ) a' et J* étant les racines de Téqualion en X,
Quand x ex. y croissent sans limite de telle sorte que l tende vers c, c'est-à-dire quand le point s'éloigne à l'infini sur la courbe dans la direction donnée, a' et a^ ont pour limites les racines d! et â!' de l'équation en d :
';^/i_a(i, c) et <p/i_2(i, c) pouvant être différents de zéro ou nuls, sans que les résultats suivants en soient changés, contrairement â la discussion analogue des tangentes en nn point double à distance finie. On a
Par suite, quant/ x eX, y croissent sans limite : lim(^ — ex — cP){y — ex ^ (T) = o.
L'un des facteurs au moins a donc une limite nulle. On vérifie facilement que l'une quelconque des deux droites
y — ex — d =^o^ y— -ex — ^=o
est asymptote, c'est-à-dire qu'elle rencontre la courbe en trois poinis au moins à l'infini. En effet, si l'on coupe la courbe par une quelconque de ces droites, la première par exemple, on est ramené au système des deux équations
d'^^m-i{^, cx-^d')-\-dy,n-t{x, ex-^d')
-^ffn-t{^i c:r-h â^')-+-<p«-8(^, car -h rf') -+-...= o, y :=si ex-i-d''^
( 349) les termes de degré n — 2 de la première sont
^*<!'«-j(a:, ex) -\-(f-^„-i(Xj ca?)-+-<p„_,(a:, ex); le coefBcient de x"'^ est
et^^n-tih c)'^d'xn-%{h c)-l-9«-,(i, c),
qui est nul .
La première équation est donc au plus de degré n — 3 et la droite considérée rencontre bien la coiirbr en trois points à Tinfini.
Par suite, le faisceau des deux asymptotes est
(^— ca-)2 4/„_,(i, c) 4- (j^ — car) X/i-j(i, c)-4- <P/i-j(i, c) = o.
On l'obtient pratiquement en prenant les termes de degré /i, de degré n — i et de degré n — 2, en mettant {y — cxy en facteur dans les premiers,^ — ex dans les seconds et en remplaçant dans les antres facteurs x par I et^ par c.
Si, dans l'équation ainsi obtenue, on remplace y — ex par d, on a Téquation aux ordonnées à Torigine cP et d^ des asymptotes.
Exemple. — Soit la courbe
(a:— ^)«(a:-hj^)*-h(ar-h7)(ar— 7)(2jK — ar)
~ i'ix — y) (2}r -h x) -h X =0.
Cherchons les asymptotes parallèles à x — y=zo. Prenons les trois premiers groupes du [)remier membre en y remplaçant (x — yY par rf'-*, x — y par d et partout ailleurs x et y par 1, puisque le coefiicient angulaire est I . Ou a
Les deux asymptotes sont
On aurait de même les deux asymptotes parallèles
Discussion, — Si d' et ff sont imaginaires, on a un point double isolé. Si d' et d^ sont réels et distincts, on a deux asymptotes [parallèles tangentes à Tinfini à deux branches de courbes réelles. Si Téquation en ^ a une racine double, on a une asymptote double ; la réalité des branches de courbe à Tinfîni dans re cas sera discutée plus loin.
Tout se passe comme si la courbe était remplacée par la courbe auxiliaire :
Position de la courbe par rapport à son asymptote. — Uasymptote tangente en un point double à TinGni y rencontre la courbe en trois points au moins. Si les deux asymptotes sont distinctes, on peut écrire
y — ex — d'
(y--cx)^n-ii^^:y)
On verrait alors, par le nième raisonnement (|ue dans le cas de Tasymptote simple, que le signe du premier membre pour x infini est celui du second membre dans lequel on a remplacé j^ par cx-\-d' ai que le nujnérateur de la fraction est alors un polynôme «de de^ré au plus égal à 71 — 3. Tout se passe doue alors comme si Ton considérait la courbe
(y — cxy^n-i(^, y) -+■ {y — cx)xn-i(^^ y)
(a5, ) obtenue en prenant les quatre premiers groupes de Téquation proposée. La courbe précédeote peut alors elle-même être remplacée par la suivanie qui s*en déduit :
(y — car — <f )(^ - car)4/„_,(a7, y) -h *„_s(a:, y) = o.
Enfin cette courbe peut elle-même être remplacée par la courbe unicursale
if(^ — ca?-dr)4;„_t(i,c)H-^*«-i(i,c)=:o.
Ce sont ces différentes transformations qu'on opère en agissant comme il est dit.
Si le degré du numérateur de la fraction obtenue s'abaissait au-dessous de n — 3, il faudrait alors prendre en plus dans l'équation le groupe ^n-*{^^y) et ainsi de suite; et, d^une manière générale, tout se passerait comme si l'on remplaçait à Tinlini la courbe proposée par une courbe unicursale de la forme
dHy — cx~ d)^a-t{iy c) -f- ^*„_p_t(i, c) = o.
Exemple. — Appliquons ce procédé à la courbe étudiée précédemment
— (3ar — ^)(2^-ha)-f-:r = o et à son asymptote x — y — i = o. On a
^_ —{3C'^y)(x— y) (iy ^ a?) -H (3 37 -^y) {iy -\-x)—x
j~ (a?-*-:r)(^— r)(-^r — ^) + (3ar— ^)(2^-+-a?) |
Remplaçons dans le second membre x par y -h i, il se réduit, tous calculs faits, à
ce qui, pour y infiniment grand, montre que la fonction X — y — I est du signe de y et, par suite, qu'à Tinfini la courbe est par rapport à son asymptote dans la même région que Torigiiie du côté des y négatifs et dans la région opposée du côté desj^ positifs. La courbe coupe l'asymptote au point pour lequel y = o.
Si rf'= d" = rf, c*est-à-dire si Tasymptote est double, l'équation de la courbe peut se mettre sous la forme
{y — ex — dy 4/n-i(a?,^) + ?/i-»(a:, j^) -+-...= o.
La discussion s'opère alors de la même façon que pour les tangentes doubles à l'origine.
Si y/j_8(i, c) ^ o, tout se passe comme si l'on avait la courbe
il y a rebroussemcnl de première espèce à l'infini, dans la région des x positifs ou négatifs suivant le signe du
coefficient de -• La courbe auxiliaire a son équation
résoluble en y :
y X 4^rt-,(i,
Si y;i_j(i,c) = o ou si Çn-8(jc,y) est identiquement nul, on opère d*une façon générale comme pour les tangentes, et le procédé pratique de calcul peut s'énoncer de la façon suivante :
( »53 ) Ou met d'abord l'équation de la courbe sous la forme
{y —ex — rf)«4/„_,(:r, y) 4- <p„-p(ar, r) -»-• • •>
en remplaçant dans réqualîon de la courbe ordonnée en groupes homogènes {y — cx)"^ par {y'— ex — dy, puis en complétant Téquation par les termes ainsi ajoutés changés de signe*, on conserve dans ce qui suit les groupes successifs en s'arrètant au premier non divisible par y — ex,
1° Le seeond groupe On-p{xy) n'est pas divisible par y — ex. — On remplace, dans ^n-2 ^^ dans 0/i_^, y par cjc, ce qui revient à prendre la courbe auxiliaire
Si /? est impair, on a rebroussement de première espèce (^g^. i).
Fig. I.
Si p est pair, point double isolé à TinGni si le coef-
cient A = - ^''-^['^""l est négatif.
Si p est pair et A positif, on a deux branches de courbe tangentes à Tinfini de part et d'autre de l'asymptote {fig. 2).
2° Un eertain nombre de groupes sont div^isibles par y — ex. — On cherche après le premier terme tous ceux consécutifs qui sont divisibles par (y — cxy et Ton remplace comme précédemment (y — cxy par
{^y — ex — dY\ dans les termes qui snîv«nl, on remplace de même y — ex par y — cX'—dy de façon à
me tire Téquation sous la forme
{y—cx — d)^ W„^t{x,y)
H- (^ — ca? — d)^n--q{Xy y) -h X„_r(ar, y)-^... = o.
Dans les tiois polynômes ^, <t>, X ainsi formés, on ne conserve que les groupes homogènes de plus haut degré et Ton y remplace y par car. On obtient ainsi l'équation
(^— ca? — rf)«<|;„_»(i,c)
"^ ^FT^-^ ~ ^^ -^)?n-<7(î, C) -h -^X«-r(», C) = O.
Enfin on décompose en une somme de carrés le trinôme en ^ — ex — d ainsi formé. S'il est carré parfait, on prend un groupe de plus dans Téquation. On le met ainsi, dans tous les cas, sous la forme
[y — ex — a r) =
Tout revient à remplacer la courbe proposée par la précédente.
h impair, — Rebroussement de seconde espèœ
{fig- 3).
( 255 ) h i>air. — Poinl double isolé si B<Co; contact double
Fig: X
à l'iiiGni sî B > o [d'un mêuie côlé si q pair {fig> \)\
de part et d'autre sî q impair {fig. 5)].
Fig. 5.
III. — Point multiplb d'ordre p
La détermination des as)^mptoles se ferait de la même façon que pour le point double. L'équation est de la forme
En remplaçant dans l^es je; -4- i premiers termes y — ex
( 256 ) par rf, puis, dans les fonctions <[;, x par i ety par c, on aura Téqualion aux ordonnées à l'origine des asymptotes. Pour avoir la position par rapport à Tune des asymptotes y = cj: -f- rf, on étudie comme précédemment le signe du facteur y — ex — d,
IV. — Asymptotes parallèles aux axes
La théorie précédente ne suppose pas c ^z^ o et s'applique encore aux asymptotes parallèles à Ox. Dans les différents groupes homogènes, on remplace donc x par I el y par o.
Exemple :
y(y^ — a?*) -h x*— ixy -k- 'à y — a? = o.
On résout Téq nation par rapport au facteur y des termes de plus haut degré,
_ — x^ -\- ixy -{- , , ,
Pour j^ = o, le second membre se réduit à i. L'asymptote est
On retrouve ainsi la règle connue pour obtenir les asymptotes parallèles aux axes. Pour étndier la position de la courbe, on tire
_ — 37* -h ixy — iy -\- X _ "ixy — 'ky -h x — y* y^ — ^* ~ y^ — x^
Pourj^' = I, le second membre, quand x est infini, a le
signe de » ce qui détermine la position par rapport
à Tasymptote y — i = o.
Pour les asymptotes parallèle^ à Oy^ il suflit de
( ^07 ) changer x en j^ et y en x dans les raisonnements faits pour les asymptotes parallèles a Ox. Dans les groupes homogènes facteurs des diverses puissances de x, on remplacera donc x par o et j^ par i .
V. — Branches paraboliques
Pour étudier les types de branches paraboliques, il est plus commode de supposer (jue la direction asymptolique est celle de Ox.
Quand la droite à l'infini est tangente ordinaire en un point simple, on a comme parabole asymptotique
En coordonnées homogènes :
^«= axt\
sous cette forme, ou voit que t = o rencontre en deux points : c^esl la forme ordinaire des paraboles du second degré.
y^=zax^t donne un poini d'inflexion sur la droite à l'infini, f:=o, qui rencontre en trois points confondus. Les branches infinies ont la disposition de la
figure 6.
y^z=zaxt^ correspond à un point double à Pinfîni, avec rebroussement sur la droite à l'infini {fig» 7) qui doit élre considérée comme une tangente double. En général, le genre jP=^ axP~* t correspond à une Ann. de i^athëmat., 4* série, l. VI. (Juin 1906.) 17
branche simple du type des branches paraboliques du
second degré, ou du type de la ligure 6, suivant que jt;
est pair ou impair.
Fig. 7.
Le type y^= axP"^!^ correspond à un point double à l'infini; si p est impair, on a la disposition de la figure 7; si ^ est pair, par exemple,
Pour a^ o, on a quatre branches paraboliques
symétriques par rapport à Oy.
Pour y^ = ax*^ on aurait quatre branches du genre
• y^= kx*j
symétriques par rapport à Oy.
On voit aisément comment on étudie le cas général
correspondant à
yp=z axP-l.
Nous allons nous proposer d*étudier, pour une direction quelconque, le genre de la branche parabolique et son amplitude par la grandeur du coefficient a.
Le même procédé permettrait de trouver le plus souvent une parabole d'équalîon simple asymptote à la courbe proposée, et la position par rapport à cette parabole; mais ce procédé n*est pratique que dans le cas d^ine branche pai abolique du premier ou du second
( ^59) type. On peut, dans le cas général, placer exaclement la branche paiabolîque, sans qu'il soit nécessaire d*avoir une parabole asymplole.
Nous supposerons d'abord que dans une direction donnée, y — mx = o, la droite de l'infini est seule tangente à la courbe à l'infini, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de branche hyperbolique dans la même direction.
I. Droite de V infini tangente en un point simple. — L'équation de la courbe est de la forme
{y — nix)P ^n-p(3C, y) -+- cp«_i(ar,^) -h ?„-j(a7, j^) -h. . .= o,
avec la condition ©;j_i (i , m) ^ o. La droite de Tinfini rencontre la courbe en p points confondus; il y a inflexion graphique ou point méplat à l'infini suivant que p est impair ou pair et supérieur à 2, contact simple si /? = 2.
Toute courbe de la forme
(y — mx)P-{- \xP~^ = o
a en commun, avec la courbe donnée, p points à l'infini au point considéré; cherchons à déterminera par la condition qu'un (/?4-i)'*"* point commun s'éloigne à l'infini. La courbe ainsi obtenue aura, par rapport à la droite de l'infini, même position que la courbe donnée et servira de courbe auxiliaire pour caractériser la forme de la branche parabolique à étudier. On peut écrire
A étant un coefficient numérique non nuL Soit de même
i>/i-/,(.r,^) = {y- mx)xn-p-ii^,y) -+■ Bx»-P.
Uéqualion de la courbe donnée peut être remplacée par
— \xP-^ [{y - mx) xn-p-i(i^,r) -+- Bar«-P]
-f- (^ — mx) x«_,(a?, j^) '-h Aar«--i -h. . . = o.
Déterminons X par la condition que
A = XB.
Cette équation devient
{y — mx) [— \xP-^ yn-p-i(x,y) ■+- XnM^^y)]
et la courbe donnée a bien, avec la courbe auxiliaire, p -{- I points au moins communs h Tintini.
Pratiquement, on remarque que Ax^~* et Rx'^~P sont les restes des divisions de Ç0/,_| et de '^n-p par j^ — mx, c'est-à-dire le.s résultais de la substitution de mx à j dans ces pol)^noines et Ton obtient la courbe auxiliaire par le procédé dii résolution déjà employé pour les tangentes à l'origine et les asymptotes. On écrit
La courbe auxiliaii-e est alors
courbe nnicursale. Si ff est pair, il y a à Tinfini deux branches de courbe de part et d'autre de la di'oite y — mx = o et toutes deux du côté des x positifs ou du côté dus x négatifs. Si p est impair, il y a inflexion à l'infini, les deux branehes sont l'une du côté des X positifs, l'autre du côté des x négatifs, toutes deux d'un même côté par rapporta la droite^ — mx=o. La courbe aux i liai ri; piccédente fixe le genre di' la
(a6. ) branche parabolique considérée et permet de lui donner la même amplitude que celle de la parabole asymptolique. La recherche d*une parabole asymptote n'est possible pratiquement que dans les cas simples, par la détermination de la limite da (y — mx)P-\- Xjr^~* .
On peut trouver la position par rapport à la courbe auxiliaire de la manière suivante, si Ton a besoin d'étudier plus complètement la branche de courbe considérée, en opérant toujours d'une manière analogue à celle qu^on emploierait pour une courbe unicursale.
On peut écrire
Il résuke de la manière même dont X a été déterminé que ceci peut s'écrire
(y — mx)P'^ XxP-^
Pour les valeurs de x et de y infiniment grandes, si ^#i~s(i) ^) 7^ o, le second membre, donc aussi le premier^ sont du signe de
et Ton voit ainsi dans quelles régions du plan sont les branches de la courbe donnée par rapport à celles de la courbe auxiliaire. Si ^/2_2(* ? ''*) = o, on a
et le signe est celui de
Enfin, si ^«_2(x,y) est identiquement nul, on opère de même sur le groupe suivant ^n-^i^'^y) du numérateur.
Exemple, — Soit la courbe
{y — sîar)«(a?— y)*-i-(a7*-f-^«){a?-hj^)-i-...= o, on a
"^ {^—yY
La courbe auxiliaire est
parabole ayant ses branches infinies du côté des x négatifs.
L'équation de la courbe peut s'écrire
__ {y — '^x){y^ — ^ixy -\- 'j x^) -^ . , .
Le second membre est du signe de i3(^ — 22?), ce qui fixe la position de la courbe au-dessus et au-dessous du diamètre y — 2^ = 0, par rapport a la parabole asjmpto tique.
II. Droite de V infini tangente en un point muU tiple. — {y — ax)P étant en facteur dans les termes du plus haut degré, supposons que le point correspondant soit de multiplicité q <Cp. Cela veut dire qu'en remplaçant y par ax -\-\j Féquatioii en x est de degré p — q.
Le genre de la branche parabolique est celui de
yp= XxP-9
( 263 ) et, dans le cas qui nous occupe,
{y — ax)P= kxP-*i,
Proposons- nous de déterminer le signe et la valeur nuinéri(|ue de A, quand x ut y augmentent indéfiniment, ^ prenant la valeur a.
Pour qu'il n'y ait pas de branches hyperboliques, il faut que, si l'on coupe par ^ = «jr -h )^, l'annulation du coefficient de la plus haute puissance de x ne donne pas de valeurs finies pour X, c'est-à-dire que ce coefficient se réduise à une constante.
y — ax peut être en facteur dans plusieurs groupes homogènes; il faut cependant que les groupes contenant ce facteur ne contiennent pas, en dehors de ce facteur, des termes de degré supérieur ou égal k p — ^, sans quoi il y aurait une ou plusieurs branches hyperboliques.
Nous allons le montrer sur un exemple :
Soit la courbe
x*{y --ixy — {y — %xY {y -\- xY
-\-{y — ix^x^ — xy^-{-y^ — :r* = o.
Si Ton coupe par y — 2 x = X, Téquation s'abaisse au quatrième tiegré; il y a point triple à l'infini.
Pour que Téquation aux x de rencontre ait une racine de plus infinie, ou annule le coefficient de la plus haute puissance de x, c'est-à-dire, dans ce cas, le coefficient de x*. Pour qu'il n'y ait pas de valeurs finies de X satisfaisant à cette condition, il faut que le coefficient de x^ soit une constante, ce qui a lieu parce que les facteurs multipliant j* — 2X ne sont pas de degré 4 \ il ^^^ évident que, si Ton mettait, par exemple, (^y — 2x)^x* au lieu de {y — 2x)*x', il y aurait une
asymptote à distance finie, donnée en annulant le coefficienl de x* :
Reprenons la courbe proposée. On peul écrire
_^ iy — nxy (y -h sc)^ — {y — 2a')*x*-h ory* — ^*H-a?*
D'après un raisonnement déjà fait, pour x ely infinis, quand ^ tend vers a, le second membre se réduit au rapport des plus hautes puissances de x :
La branche parabolique a pour position et pour amplitude celle de la parabole
(y — 23?)*= — Sx.
Dans le cas général,
iy - ax)P = /^y> = kxP-l+ ^;
la parabole asymptotique est ainsi déterminée.
Pratiquement, on considère seulement les termes ■de plus haut degré ne contenant pas y — ax en facteur. On forme le rapport de ces ternies au coefficient de (y — ax)P; on cherche la valeur de ce rapport quand y est remplacé par ax, au numérateur ou au dénominateur, en ne conservant que les plus hautes puissances de x.
Cas de branches hyperboliques et paraboliques dans la même direction. — On cherche d^abord les
( 265 ) asymptotes des branches hyperboliques et la position de la courbe, comme il a été dit précédemmimt, sans s'occuper des branches paraboliques; connaissant la multiplicité du point à Tinfini et le nombre des points restant comnu! contacts avec la droite à Tinlini, on en conclut le genre des branches paraboliques à étudier, c'est-à-dire le type de la brauche parabolique asymptotique à déterminer.
Reprenons l'exemple précédent, modifié comme nous l'avons dit, pour qu'il y ait une branche hyperbolique,
-\-{y — ix)x^ -r^ xy^ -\- y^ — 0?* = o,
on étudierait, par les procédés employés pour les branches hyperboliques, la position par rapport à l'asymptote ordinaire
La droite à l'infini reste tangente double; il faut donc chercher une parabole asymptotique de la forme
(^ — aar)» = Xa?.
Posons X = A' pour simplifier l'écriture :
y = 2a? 4- Aar».
Il faut déterminer A pour que cette parabole rencontre la courbe en un point de plus à l'infini, en annulant le coefficient de la plus haute puissance de x dans l'équation aux x de rencontre.
Il est évident que ce coefficient ne pourra provenir que du premier terme x*{y' — 2X)* et du terme {y — qlx)x^\ dans le cas général, il est aisé de voir également le résultat de la substitution. Tout revient donc, dans la pratique, à considérer le groupe de termes
correspondant, soit ici
ce qui donne la parabole asyinptotique
{y — ix)^'>r X = o,
el permet de fixer la position de la courbe.
Le plus souvent, la simple inspection de Téquation permet de déterminer la parabole asymptotique, parce que Tétude des points sur la droite à T infini donne exactement le type de la branche parabolique étudiée. Le procédé est particulièrement simple dans le cas où la direction asymptotique est Ox ou Oj^.
SUR UN THÉORÈME DE CIIASLES ET D'ABBL; Par m. h. LAURENT.
On connaît ce théorème de Chasles :
Si à une sur/ace algébrique on mène des plans tangents parallèles à un plan donné P, le centre des moyennes distances des points de contact reste fixe quand on fait varier le plan P.
On sait que Chasles pensait que son théorème ne pourrait pas être démontré par Tanalyse, on sait aussi que Liouville en a donné une démonstration analytique, mais en imaginant une nouvelle méthode d'élimination qui d^aiileurs est très intéressante en ellemême. Je me propose dans ce qui suit de donner une nouvelle démonstration du théorème de Chasles : i" en
( ^67 ) retendant à Fh^rperespace ; 2° en montrant que, même dans Tespace à trois et à deux dimensions, il est en* core susceptible d'être considérablement généralisé ; 3® en montrant qu'il n'est qu'un cas particulier du théorème d'Abel.
Les quelques lignes qui suivent sont extraites d'un travail sur la pangéométrie que je me propose de pu> blier un jour quand les circonstances me le permettront.
Soit/(j?|, . . ., ^/3)un poljnome enlieren^Ti, . • .,^n. Considérons la surface représentée par l'équalion
dans l'espace à n dimensions, menons-lui les plans tangents parallèles au plan
l\X\-\- /ta?i -h ... -h In^n = O,
les points de contact seront donnés par la formule (1) et les suivantes :
Posons
enfin, désignons par s les rapports (2), les équations (i) et (2) pourront être remplacées par les suivantes :
Considérons les / comme des variables indépendantes et difTérentions ces équations, nous aurons :
/, dxi-^f^dxt 4-...-+-/» dxjt =0,
fwdxx-^fwcLxt-k-*, ^-^fxndxn-^ l\ds — 5^/1 = o,
( 268 ) d^où, en résolvant par rapport à dx^ et en appelant D le déterminant,
à(fji-lis fn-lns)^
à{Xij a^t, ..., Xn, s) Ton lire
le degré de D par rapport à 5, oti , . . ., ^n est, en appelant m le degré de /,
m — 1 -h(/n — iÀ)n = mn -h m — 2/1 — 1 = 8;
le degré du facteur de jr dans le second membre est
8 — (m — i), donc, en vertu d'un théorème bien connu de Jacobi, si Ton ajoute toutes les équations analogues à (4) et relatives à toutes les solutions des équations (3), on aura
Zdxi = Of de même Z€b?t = o. ....
On voit donc que le centre des moyennes distances des points de contact des plans parallèles au plan /i j?i -h . . . -♦- lnXR-= o ne dépend pas des coefficients /{, /a, . .., /y,. C^est le théorème de Ghasies qui se présente comme un cas particulier du célèbre théorème d'Abel.
Il y a plus, ce théorème de Chastes peut être considérablement généralisé, même pour l'espace à deux ou trois dimensions, et, en effet, de ce que dans la formule (4) le coefficient de g est de degré 8 — (m — i),
il en résulte, non seulement que "Ldx est nul, mais encore que ^)i,dx = o.
Pourvu que H soit un polynôme dont le degré ç tel
que
8 — (iw — i)-hi'<ô
( 269 ) OU que
Si
donc
m est au
moins
égal à 3,
^xl
2ar,a?,,
"Lx^Xx
h 2a:ja?8,
seront conslanls,c'esl-à-dire indépendants de /|, /21 •••) il en sera de même de
ce qui constitue autant de théorèmes de géométrie; en particulier, on voit que :
Si Von mène à une surface les plans parallèles à un plan donnée la somme des carrés des rayons vecteurs des points de contact issus dun point fixe sera constante quelle que soit (orientation des plans tangents. (Ce théorème n'est pas vrai pour les surfaces du second degré.)
Si m est au moins égal à 4? S^J, Yix\x^^ . . . seront également indépendants des quantités /|, l^^ . . ., mais ces théorèmes sont moins intéressants parce qu'ils sont moins susceptibles d'une interprétation géométrique.
Voici quelques énoncés de théorèmes qu'il serait peut-être difficile de démontrer par les pFocédés ordinaires de la géométrie :
i" Si l'on mène des plans tangents parallèles à une surface du troisième degré ou de degré supérieur, la somme des carrés des cordes qui joignent les points de contact deux à deux est indépendante de l'orientation de ces plans;
2® Si l'on considère une surface et les points où le produit des rayons de courbure principaux a une valeur donnée, ainsi que Fangle de sa normale avec une droite fixe, le centre des moyennes distances de ces points aura une position indépendante de ces valeurs données.
3^ Les mêmes choses étant posées, la somme des carrés des cordes joignant les points en question deux à deux sera constante.
4^ Si Ton considère des surfaces de même degré en nombre n — i dans un espace à n dimensions et si on leur mène des plans tangents passant par un point donné P, le centre des moyennes distaaces des points de contact sur chaque surface restera fixe quand ou fera varier le point P.
5° Si l'on considère une surface et les points où les deux paramètres
'•^ dx^ dy^ dz^
ont des valeurs données, le centre des moyennes distances de ces points ne variera pas quand on fera varier A|/ et A2/.
Le lecteur pourra inventer ainsi une foule de théorèmes, relatifs, par exemple, à des familles de courbes ou de surfaces. Ce qui précède suffit pour montrer tout le parti qu'on peut tirer de la méthode que nous venons d'indiquer.
GOKOlilS VADIISSION A L'ÉCOLE POLVTEGIINI«llB EN 1906.
GoinsrriOM n uboiétmb analytioiii kt ibcaniohb.
Solution par M. PHÏLBERT du PLESSIS.
On considère un système daxes rectangulaires fixes, Oj:, Oy^Oz^et,dansleplanxOyyUncercle{C)
de rayon a animé dun mouvement de translation^ dans lequel son centre G décrit dans le sens de la flèche F, et avec une vitesse angulaire
(i — m)(i>, un cercle de centre O et de rayon a.
En même temps que ce cercle (C) 5e déplace, un point P est mobile sur sa circonférence, et la parcourt dans le sens de la flèche f^ avec la vitesse angulaire (i-f-/n)a>. Il décrit ainsi une courbe (E) (Épicycloïde).
Fig. I.
Les quantités a, io^ m sont trois constantes positives, dont la dernière est moindre que l^ unité,
I. On demande d'exprimer en Jonction du temps
( 272 ) t, les coordonnées x^ y du point P, sachant qvHà t époque ^ = o Les points C e^ P sont tous deux sur la partie positive de Ox,P à la distance a du point C.
II. Le point P est la projection d'un point M, mobile dans l'espace : on demande d'exprimer sa cote z en fonction du temps t, sachant qu'elle est nulle à V époque t = o, et que la vitesse v de^ fait avec l'axe Oz un angle constant 9 quelconque d'ailleurs.
On montrera que la trajectoire (K) du point M s'obtient en coupant le cylindre dont (E) est la section droite par un ellipsoïde de révolution autour
de Oz i f-- 4- .- = I, où la longueur b varie
avec 8.
On introduira, au lieu de 8, la constante b dans la représentation de la cote z du point M.
III. Calculer la grandeur et les cosinus directeurs cLy p, Y de la vitesse v du point M, ainsi que l'arc de la courbe (R) parcouru par ce mobile pendant le temps t. Exprimer, en jonction du temps, le rayon de courbure R de la courbe (K), et vérifier que la vitesse lui est proportionnelle.
IV. Après avoir formé l'équation du plan osculateur de la courbe (K), on démontrera que, à une époque t, tous ceux de ces plans qui correspondent aux diverses courbes (K) qu'on obtient en faisant varier b, passent par une même droite A du plan xOy.
V. Montrer que, lorsque t varie, cette' droite A enveloppe une épier cloïde (E') homo thé tique à celle que décrit le point P' diamétralement opposé au
(273) point P dans le cercle (G). — Faire voir que la courbe (E') a pour développée Vépicyloïde (E).
I. Au bout du temps t^ les coordonnées du centre C, rapporté aux axes fixes Ox et Oy, sont :
(i-hm)a (n-^>,/
cos(i — m){ùt et siq(i — m){ùt,
celles du point P, rapporté aux axes menés par C parallèlement à Ox et Oy^
(i — m)a , , (i — m)a . , co8(n-m)a)f et ^^ — s\n(\-\- m)iùt.
Les coordonnées de P rapportées à Oa? et Oy sont donc
lar = -[(i -i-m)cos(i— /n)u)f H-(i — m)cos(i -Hm)a)f],
(/ = - [(n-m) 8in(i — m)wf-H(i— /n)sin(i — m)wi|,
qu'on peut encore écrire
I X = a(cosa)/ cosmtof h- m sin a>/ sinmo)^),
(I bis) .
( y = a(sin(i>^cos/n(i>< — mcosoit sin mîxtt).
II. On tire immédiatemeot de là
i — = ^ a{i — /n*)(i) sin uitcos/rufit, [ -^ = a(i — m') wcoso)^ cosmoi/,
et, par suite, pour la vitesse u du point P,
Mais, puisque la vitesse du point M fait l'angle Ann, de Mathémat., 4' série, t. VI. (Juin 1906.) 18
(274 ) coDslaot 0 avec MP, on a
... dz u a{i — /n*)(D
^ ' dt tangO tang0 '
et, par suite, en intégrant et tenant compte de ce que z = o pour ^ = o,
Or, des formules (i è«), on lire immédiatement
(5) a?*-hj^« = a*(cos*/w(jif -h m* sin«/na)f). Donc,
ar*-hr' > ,x • • s m«tang«e
et l'on voit que Ton a bien
si Ton pose (•)
(6) ^^gy/T^»
^^ /ntangO
Remplaçant tangO par sa valeur tirée de là dans (4)) on a
(ibis) z = b^\ — m* sin m o) f .
III. On a maintenant pour la vitesse v du point M
\ dz a(\ — m* ) (u
(7) «'= 5 -j7 = ^-5 cos/nu><
^'^ cos6 dt sin6
(') Il est facile de voir que^ si Tod pose m = cos^, 9 esl l'anomalie excentrique des points de rebroussenoent (points les plus hauts) de la ligne d'égale pente tracée par le point M sur Tellipsoïde de révolution.
et pour ses cosinus directeurs
/ I dx
I a = -. = — smO sin u>/,
\ V dt '
(8) / â= i -^ = sinecostûf,
^ ' ^ ç dt
î dz ^
V dt
cette dernière expression fournissant une vérification («).
Quant à l'arc de courbe, vu les conditions initiales, il est donné par
(o) *= / .pai = — ^^ :— —sinmwr.
^ J^ /nsmO
Si maintenant a', ^', y' ^^"^ '^^ cosinus directeurs de la normale principale, on a
V , doL . «
^ a = -7- = — (o sin6 coscu/,
•rr 3' = -j^ = — tu sin6 sIqco/,
V , dy
d'pù, faisant la somme des carrés et tenant compte de
ce que a'^ -f- ;3'a 4- y'^ = i ,
(lo) =• = a>sin6,
(^) Si, dans ces formules et dans les suivantes, on voulait introduire b au lieu de 6, il suffirait de remarquer que de (6), qui peut
s écrire tangO = ^ , on tire
a Ji — ni' t, nib
^ -t rose = —
( 276) et, en rapprochant de (7), .
(il) R = . ,A cosmuit.
On a, en outre,
a' = — cosb}ty p'= — sinb>^, y'=<*'
ABC
sintof — cosb)^ tangO
Or, si Von multiplie les formules (i bis) respectivement par s'iiibiC et — cosco^, la formule (4) par tangO, et si Ton additionne, on a
(12) xsmo)/ — j^coso)/ -f-25 tangO = — sm/ntot.
C'est donc là l'équation du plan osculateur, si l'on y regarde x,y, z comme des coordonnées courantes. La trace A de ce plan sur le plan Oxy est
(i3) xsintot — ycosa)/= — sinmto/,
indépendante de 6, donc de b,
V. Pour avoir l'enveloppe de cette droite A, il faut éliminer t entre celle équation (i3) et sa dérivée par
( =77 ) rapport à ^, qui peut s'écrire
(i4) X costàt -\-y sintfit = a cosnnnt.
Au Heu d'élîminer t, on peut représenler celte enveloppe paramétriquement en tirant de là
a? = — ( sintiit s\n nnfit -h m Costa t cos m iùt), m
Y = — ( — coso)/ sin/no)/ + /n sinu)^ cos/nwO-
Or, pour avoir le lieu du point P' diamétralement opposé à P dans le cercle (C), il faut dans les for-
Fig. 2.
mules (i bis) remplacer (o^ et /wco^ par ces mêmes angles augmentés de -» ce qui donne précisément les dernières formules écrites, à cette différence près que c'est a au lieu de — qui figure en dehors de la parenthèse.
Donc l'enveloppe de A est une épîcycloïde (E') homolhétique de celle que décrit le point P' par rapport
à l'origine O, le rapport d'homothétie étant — •
Remarquons maintenant que la droite (i3), qui passe par le point où A (i3) touche son enveloppe, est perpendiculaire à cette droite; c'est donc la normale à (E'), et son enveloppe s'obtient en éliminant t entre (i4) et sa dérivée par rapport à t
(i5) xsmtùt — ^cosb)^ == am sinmcDf.
Or, on voit immédiatement que, si Ton tire x et y de (i4) et (i5), on retombe sur les formules (i 6w), ce qui montre que la développée de (E') se confond avec le lieu de P.
SOLUTION GÉOMÉTRIQUE
I. La vilesse relative du point P [tangente au cercle (C)] et sa vitesse d'entraînement (équipoUente à celle de C, par suite, perpendiculaire à OC) sont toutes
deux égales à — • Leur résultante, vitesse absolue de P, est donc dirigée suivant la bissectrice PT de leur angle, T étant le point où le rayon OC prolongé rencontre le cercle (G). Par suite, la normale à la trajectoire (E) de P passe par le point I diamétralement opposé à T, et, comme ce point I est le même quel que soit le point P choisi sur (C), c'est le centre instantané de rotation du cercle sur lequel serait marqué le point P. Le lieu de ce centre I sur le plan du cercle (C) est ce cercle lui-même ; sur le plan fixe, c'est le cercle de rayon OL Donc, le mouvement de P peut s'obtenir par roulement du premier de ces cercles sur
( ^79 ) le second, et la courbe que décrit ce point est une épicjcloïde (E).
On peut remarquer, en outre, que, d'après l'énoncé
a?OG = (i — m)a)/, xLP = (i-{- m)î>}i, d'où Ton déduit
lCP'=amci>^ Et, comme
01 = OC — CP =a mo,
on vérifie immédiatement l'égalilé des arcs P^I et IP' donnés respectivement par
arc P'q I = ma(i — m) ti) f et
arcIP'= ^ '—'imtùt,
Remarquons encore que Ton a
OT = OC -+- GP = a et
PIT = i^^ = miof ;
d'où l'on déduit
II. La vitesse absolue u du point P, dirigée suivant PT, fait avec la vitesse relative, dirigée suivant la tanf;enle en P au cercle (C), un angle égala PlTou mw^. Et, puisque, comme nous venons de le voir, la vitesse d'entraînement est égale à la vitesse relative, c'est-à-dire
à — ^^ —9 nous avons
a*= 2 ' (l H- C0S2mbit)
( '^^ ijiêvec sa projection u
, \ ^/.Jessus. Pour en déduire z, il /gforf^ /.(Tue, ie lieu du point M étant une
su
on^ dz
at
. -gVration, la formule (4). Pour faire voir
^'^^\^s\'ce en. question se trouve sur Tellipsoïde ci-
^"^ Wéfioii i' suffit donc d'établir directement la
ig/5). Or, rien n'est plus simple; abaissons, en
(fi deO la perpendiculaire OH sur PT ; cette perpen-
,. yjaire fait avec 0(] un angle égal à PIC ou mtùt, et
Von a
^.lH-^t= 0P«= ÔH* H- ÏÏP*
= OT cos^mtùt -{- 01 sin^nnùt = a* cos'ma)f -h m* a* sin'moj^.
C'est précisément la formule (5).
III. La formule (7) vient d'être obtenue. Il suffit de remarquer qu'en vertu d'une propriété connue de l'hélice, on a
pour déduire de (4) la formule (9). Reste à obtenir les formules (8) et (10). Or, rien n'est plus aisé géométriquement. En effet, la projection PT du vecteur
vitesse fait avec Ox un angle égal à - -h o) f , et, d'autre
part, ce vecteur fait lui-même avec Oz un angle égal à 0. On a donc
a = sinO cos( — h (i)M = — sin6 sinco/,
p = sin6sin( — hu)f)= sinôcosa)/, Y =cosO.
Ce sont les formules (8). De plus, la considération de Tindicatrice sphérique (ici un cercle parallèle au plan Oxy) donne immédiatement pour l'angle de contingence de,
die = sinO^I — H coM = oisinO dt.
D'où
ds u _ ds ^ dt __ ç ~^ dt ~~ dt "" a)sin6
di C'est la formule (lo).
IV. Le plan osculateur à l'hélice décrite par le point M contenant la normale principale, c'est-à-dire la normale au cylindre mené par(E) parallèlement à O^, normale qui se projette sur Oxy suivant PK, a pour trace sur ce plan Oxy^ la parallèle à PK (c'est-à-dire la perpendiculaire à PT) menée par le point V où la tangente à l'hélice rencontre Oxy. Or, la sous-tangente PV étant égale à l'arc PPo de l'épi cy cl oïde (E) décrite par P, est indépendante de l'angle 0 de l'hélice, et, par suite, il en est de même de la trace du plan osculateur.
D'autre part, puisque le plan osculateur a pour caractéristique la tangente, la trace de ce plan osculateur touche son enveloppe au point V où elle est rencontrée par cette tangente. Ceci montre que VP est normale à cette enveloppe qui est, par suite, une développante de (E).
Reste à faire voir qu'elle est homothétique de Tëp»cycloïde décrite par le point P', par rapport au point O. Or, la sous-tangeote PV est donnée par
PV = ztangS ou, en vertu de la formule (4)) par
PV = ^sinmcof.
On a donc
TV = PV — PT
sia mi» t — a(i — m) sm/nco/
sin/n(x>^
Mais, d'autre part, Par suite.
IGP' IP'= 2IG sin = ail — ni) sinmco^
IP' " m}
comme, d'ailleurs, TV et IP' sont parallèles (comme perpendiculaires à PI), et que Ton a aussi
OT _ £ 01 " m'
on voit que les points F et V sont en ligne droite avec le point O, et que l'on a
?X - JL OP' "" m '
ce qui démontre la proposition annoncée.
Remarque. — En vertu de la construction de Savary, ou mieux d'Euler, le point Q est le centre de caurbure
( >83) de répicycloïde (E). Or, le triangle OFC, coupé par la transversale PIQ, donne
QO PP' IG _
QP' "PC ro ""'' d'où
OQ _ PC 01 I ma _ i — m QP' "^ PP' IC 2 (i — m)a "^ m
et
OP
Par suite, en vertu de la dernière égalité obtenue,
d'oiîi ce théorème connu que la développante et ta développée d'une épicjcioïde sont homothétiques.
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Le petit volume que publie aujourd'hui M. Laisant a pour but de montrer comment on peut éveiller le goût des mathématiques chez les enfants même les plus jeunes. L'auteur avait soutenu la possibilité de cet éveil dans une conférence faite il y a plusieurs années, et des esprits non moins excellents que le sien partageaient sa manière de voir ; toutefois, l'enseignement restait ce qu'il était et l'on abordait (d'ailleurs, on aborde
( 284 ) toujours) la science par l'aspect le plus rébarbatif qui se puisse imaginer.
Voici le moyen d'intéresser les jeunes, même les tout petits, de leur faire voir combien il est facile de s'amuser, avec des bâtons, des allumettes, des billes, des haricots, des papiers découpés, voire une règle et un compas pour tracer des figures simples dont la symétrie sera pourtant bien remarquable et intéressante. S'il est vrai que Pascal a reproduit de lui-même, et seulement avec des données extrêmement vagues, les premières propositions de la géométrie, c'est probablement en agissant et réfléchissant ainsi, non en enchevêtrant des raisonnements aussi rigoureux qu'ennuyeux.
M. Laisant commence par une foule de petits exercices qui peuvent conduire à la connaissance de la numération. FI est bien entendu qu'il ne doit pas d'abord être question de ce mot. On fait des fagots d'allumettes, on met les fagots en bottes ou en boites. On se sert encore de jetons de couleurs différentes pour représenter les unités, les dizaines, les dizaines de dizaines, etc.... Les opérations arithmétiques s'exécutent dans les mêmes conditions, la table de multiplication nous apparaît dans toute sa simplicité, mais non sans que l'on puisse en voir bien des curieuses propriétés, par exemple, la possibilité de la former sans écrire de chiffres sur du papier assez finement quadrillé.
Dès que l'on a fait connaissance avec les chiffres proprement dits, M. Laisant ne parait pas être d'avis que l'on fasse beaucoup d'opérations abstraites sous prétexte d'exercice. On peut en faire qui sont amusantes, où par exemple les chiffres du produit offrent une symétrie remarquable ou reproduisent à l'ordre près ceux du multiplicande.
On fera connaissance avec les nombres premiers, en construisant le crible d'Ëratosthène. En découpant des gâteaux, on aura une première idée de la théorie des fractions.
Maintenant, nous devenons géomètre. Il faut entendre par là que nous tracerons des figures. Nous ne chercherons pas à étudier leurs propriétés, mais nous insisterons sur tout ce qui saute aux yeux. Gela nous permettra d'établir bien des points importants de la théorie des aires Nous arriverons même à résoudre complètement le problème pour les polygones simples et nous démontrerons le théorème de Pythagore. Nous
pourrons assembler de petits carrés, voire deux petits cubes et cela permettra de faire connaissance avec les nombres triangulaires, la somme des carrés, des cubes, des premiers nombres entiers. Voici, dans le même ordre d'idées, le triangle arithmétique de Pascal et même des notions sur les progressions et les différents systèmes de numération. II s'agit moins d'apprendre ces résultats que de s'intéresser à leur harmonie et M. Laisant intéresse non sans esprit, avec une bonhomie anecdotique.
Voici l'histoire dés grains de blé réclamés par l'inventeur du jeu d'échecs, lesquels croissent en progression géométrique et sont tellement nombreux qu'il est impossible de satisfaire l'apparente modestie de l'inventeur. Une maison achetée dans des conditions analogues, ou tin centime placé à intérêts composés pendant quelques siècles nous montrent des résultats quelque peu déconcertants et capables de piquer au vif la curiosité enfantine. Des gens cérémonieux peu satisfaits des places qu'ils occupent à table et désirant continuellement en changer nous conduisent à la considération des permutations.
Dans le domaine de la géométrie, nous nous amusons avec le compas, ce qui vaut bien un autre jouet. Nous construisons des cercles» des rosaces, des lunules. Nous construisons des graphiques et nous voyons clairement comment doivent se croiser des trains, des bateaux. Beaucoup de petites questions qui semblent créées tout exprès pour ne donner lieu qu'à des considérations arithmétiques obscures deviennent claires par la méthode gi*aphique. Cela nous conduit même à entrevoir les méthodes de la géométrie analytique proprement dite.
Le petit volume se termine par l'étude d'un quadrillage intéressant dans lequel il semble qu'on puisse compter tantôt 64, tantôt 65 carrés. C'est un exemple de paradoxe. Voici aussi les carrés magiques.
De tout cet ensemble, il faut conclure qu'on peut intéresser sans fatiguer. Si, mis entre les mains des enfants, il ne peut forcer leur attention, il sera du moins une ressource précieuse pour l'éducateur habile jusqu'au moment où l'enfant lui-même devenu un peu plus âgé reverra avec plaisir les premières harmonies mathématiques présentées à son intelligence en éveil. A. Buhl (Montpellier).
( 286 ) GORRESPONBANGf.
M. V. Jamet. — A propos de mon article sur la limite
de 1 1 H f y publié dans les NouvelUs Annales au mois
de janvier, je m'aperçois que le calcul final peut être simplifié comme il suit : sachant que les deux nombres
comprennent entre eux le nombre e, chaque fois que m est un entier positif, la transformation
(-sr=(=^,)"-(-;^r
montre que leur différence tend vers zéro, quand m est de plus en plus grand. D'où la conclusion du paragraphe final.
SOLUTIONS BE QUESTIONS PROPOSÉES
On considère tous les triangles MPQ inscrits dans un cercle et tels que }AP et MQ aient des directions données. Le lieu des centres des cercles tritangents aur triangles MPQ se compose de quatre cercles, (E.-N. Barisien.)
SOLUTION Par M. Abramesgu.
Soient I, T, T, V" les centres des cercles inscrit et exinscrit
correspondants aux sommets M, P, Q. On remarque que Tangle
const.,
et que les milieux des arcs MP, MQ sont des points fixes A, B. De même
-H 90°= const.,
donc le point F décrit un segment de cercle C décrit sur AB et capable d'un angle constant.
De même, on a
iA = rA, IB = rB,
donc les lieux des points V et I** s'obtiendront en prenant sur la sécante AI une longueur rA= lA; comme A et B sont fixes, les lieux des points F' et I*^ seront des cercles égaux au cercle C et tangents à C aux points A et B respectivement. Désignant par D le point où IV coupe le cercle PMQ, on a
ID = Dr.
Ainsi, le lieu de I' s'obtient en menant une sécante de direction
donnée, perpendiculaire à AB \ la bissectrice de PMQ restant
parallèle à elle-même j, et coupant deux cercles C et PMQ en des points I et D, et l'on prend extérieurement
D1'=DI
Donc, le lieu de I' est un cercle ayant son centre sur la ligne des centres des cercles PMQ et C.
Autre solution par M. G. Painvin.
( IMS, p. biS.)
Soient C une cubique gauche, aa\ hb\ ce' trois cercles de cette courbey génératrices d*une quadrique qui la contient tout entière.
Démontrer que les quatre plans (abc), (ab'c)^ (a'bc')j (a' b' c ) passent par un même point d. De même les quatre
plans (a'b'c'), (a'bc)^ {ab'c)^ (abc') passent par un même point d'. La droite dd' est une corde de la cubique G, et les points d et d' sont conjugués harmoniques par rapport aux extrémités de cette corde. (R. Brigàrd.)
SOLUTION Par M. R. B.
Je m'appuierai sur le lemme suivant :
Soient, sur une courbe unicursale G, (a, a') et {bjb') deux couples de points : ils déterminent sur G une involution dont les points doubles sont a, p. Je dis que (ei, 6), (a', b')j (a, p) sont trois couples de points conjugués dans une certaine involution déterminée sur G.
On peut évidemment supposer que G est une conique. Il résulte alors de l'hypothèse que aa' et bb' vont concourir au pôle de ap par rapport à G; aô, a'b' vont donc, en vertu d'un théorème bien connu, concourir sur ap, ce qui démontre la proposition.
Gela posé, les couples de points {a^a*), (b^b'), (c^c) de l'énoncé sont conjugués dans une involution déterminée sur G, et dont je désignerai les points doubles par a, p. En vertu du lemme précédent, (a, b), (a\ b') et (a, p) sont trois couples de points conjugués dans une nouvelle involution. Autrement dit a6, a'b' et at^ sont trois génératrices, d'un même système, d'une quadrique (Q) que contient G.
Gonsidérons la génératrice du second système de (Q) qui passe par le point c : elle rencontre ab, a'b' et a^. Gela revient à dire que les plans (abc) et (a'b'c) passent par un même point d de x^. On voit de même que les plans (ab'c') et (a'bc') passent par le point d.
On reconnaîtra de la même façon l'existence du point d'.
Les plans (abc), {abc' ), (aba), (ab^) forment un faisceau harmonique, puisqu'ils sont déterminés par une même corde de G et par quatre points c, c', a, p qui forment une division harmonique sur cette courbe. Il en est de même, par conséquent, des points d, ef, a et p. où ces plans rencontrent respeciivement la droite «p. La dernière partie de l'énoncé se trouve ainsi établie.
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( 28o ) Or, la vitesse ç du point M fait avec sa projection u un angle constant égal à 6; on a donc
ati)(i — m*)
cosmct)^.
C'est la formule (7) ci-dessus. Pour en déduire j5, U
suffit de remarquer que, le lieu du point M étant une
hélice, on a
dz .
^ = .cose;
d'où, par intégration, la formule (4)« Pour faire voir que l'hélice en^ question se trouve sur l'ellipsoïde cidessus défini, il suffit donc d'établir directement la formule (5). Or, rien n'est plus simple; abaissons, en effet, de O la perpendiculaire OH sur PT; cette perpendiculaire fait avec OC un angle égal à PIC ou mtùty et l'on a
x«-h jr« = OP» = ÔH * -h ÏÏP*
= OT cos*/nti)^H- 01 sin*mti)f = a* cos^nnùt -f- m*a*sin*mtiif.
C'est précisément la formule (5).
III. La formule (7) vient d'être obtenue. Il suffit de remarquer qu'en vertu d'une propriété connue de l'hélice, on a
cosb
pour déduire de (4) la formule (9). Reste à obtenir les formules (8) et (10). Or, rien n'est plus aisé géométriquement. En effet, la projection PT du vecteur
vitesse fait avec Ox un angle égal à - -f- w^, et, d'autre
part, ce vecteur fait luiinéme avec Oz un angle égal à B. On a donc
a = sin6cos( — h o)*) = — sin6 sinu)^,
p = sin6sin( — i-u>r]= sinOcoso)/, Y =cos6.
Ce sont les formules (8). De plus, la considération de Tindicatrice sphérique (ici un cercle paralic^le au plan Oxy) donne immédiatement pour Fangle de contingence dt
dt=zs\n^d( — hmtj = co sinO dt.
D'où
ds r^ __ ds ^ dt ^ V
de de (DsinO di C'est la formule (lo).
IV. Le plan osculateur à l'hélice décrite par le point M contenant la normale principale, c'est-à-dire la normale au cjlindre mené par(E) parallèlement à Oz, normale qui se projette sur Oxy suivant PR, a pour trace sur ce plan Oxy^ la parallèle à PK (c'est-à-dire la perpendiculaire à PT) menée par le point V où la tangente à rhélice rencontre Oxy. Or, la sous-tangente PV étant égale à l'arc PP© de l'épi cycloïde (E) décrite par P, est indépendante de l'angle Q de l'hélice, et, par suite, il en est de même de la trace du plan osculateur.
D'autre part, puisque le plan osculateur a pour caractéristique la tangente, la trace de ce plan osculateur touche son enveloppe au point V où elle est rencontrée par celte tangente. Ceci montre que VP est normale à cette enveloppe qui est, par suite, une développante de (E).
( 28o ) Or, la vitesse (^ du point M fait avec sa projection u un angle constant égal à 6; on a donc
ato(i — m') ç = 1_ — . i cosmct)^.
C'est la formule (7) ci-dessus. Pour en déduire j5, il suffit de remarquer que, le lieu du point M élant une hélice, on a
dz
-y- = V cos6:
ai
d'où, par intégration, la formule (4). Pour faire voir que l'hélice en^ question se trouve sur l'ellipsoïde cidessus défini, il suffit donc d'établir directement la formule (5). Or, rien n'est plus simple; abaissons, en effet, de O la perpendiculaire OH sur PT ; cette perpendiculaire fait avec OC un angle égal à PIC ou miùty et l'on a
a;« -h j^» = 0P« = ÔH * -h ÏÏP *
= OT cos*mwfH-OI sin'mo)^ = a* ces* m (I) ^ -f- m^a* sïn^ m (lit.
C'est précisément la formule (5).
III. La formule (7) vient d'être obtenue. Il suffit de remarquer qu'en vertu d'une propriété connue de l'hélice, on a
s = rj
COSO
pour déduire de (4) la formule (9). Reste à obtenir les formules (8) et (10). Or, rien n'est plus aisé géométriquement. En effet, la projection PT du vecteur
vitesse fait avec Ox un angle égal à - -f- w ^, et, d'autre
( a8. ) part, ce vecteur fait luiinéme avec Oz un angle égal à B. On a donc
a = sin 6 cos ( — h w n = — sin 0 sîn w ^,
p = sin6sin[ — \-oit\= sin6cosa>/, Y =:cos6.
Ce sont les formules (8). De plus, la considération de rindicalrice sphérique (ici un cercle parallèle au plan Oxjr) donne immédiatement pour l'angle de contingence dt
dt =z sin^ dl — h ui < ) = (i> sin 0 dt.
Doù
ds
de de. eu sin 6 di C'est la formule (lo).
IV. Le plan osculateur à l'hélice décrite par le point M contenant la normale principale, c'est-à-dire la normale au cjlindre mené par(E) parallèlement à Oz, normale qui se projette sur Oxy suivant PR, a pour trace sur ce plan Oxy^ la parallèle à PR (c'esi-à-dire la perpendiculaire à l^) menée par le point V où la tangente à rhélice rencontre Oxy. Or, la sous-tangente PV étant égale à l'arc PP© de l'épicjcloïde (E) décrite par P, est indépendante de l'angle Q de l'hélice, et, par suite, il en est de même de la trace du plan osculateur.
D'autre part, puisque le plan osculateur a pour caractéristique la tangente, la trace de ce plan osculateur touche son enveloppe au point V où elle est rencontrée par celte tangente. Ceci montre que VP est normale à cette enveloppe qui est, par suite, une développante de (E).
( 28o ) Or, la vitesse {> du point M fait avec sa projection u un angle constant égal à 0; on a donc
aco(i — m*) if = L___ : co% mtiit.
C'est la formule (7) ci-dessus. Pour en déduire j5, il
suffit de remarquer que, le lieu du point M étant une
hélice, on a
cLs .
-j- = t>cosO; at
d'où, par intégration, la formule (4). Pour faire voir que l'hélice en^ question se trouve sur l'ellipsoïde cidessus défini, il suffit donc d'établir directement la formule (5). Or, rien n'est plus simple; abaissons, en effet, de O la perpendiculaire OH sur PT; cette perpendiculaire fait avec OC un angle égal à PIC ou nnùt, et l'on a
^«-h jr« = 0P« = ÔH * -+- HP*
= OT cos*mwf-4-OI sin*mti)< = a* cos^nnùt -f- m* a* si n* ma) ^
C'est précisément la formule (5).
III. La formule (7) vient d'être obtenue. Il suffit de remarquer qu'en vertu d'une propriété connue de l'hélice, on a
pour déduire de (4) la formule (9). Reste à obtenir les formules (8) et (10). Or, rien n'est plus aisé géométriquement. En effet, la projection PT du vecteur
vitesse fait avec Ox un angle égal à - -f- to^, et, d'autre
( 28. ) part, ce vecteur fait luiinéme avec Oz ud angle égal à B. On a donc
a = sin 6 cos ( — h o) * ) = — sin 0 sîn co ^,
P = sinGsin( — h <«)/)= sin 6 cos w/, Y =cosO.
Ce sont les formules (8). De plus, la considération de Tindicatrice sphérique (ici un cercle parallèle au plan Oxy) donne immédiatement pour l'angle de contingence dt
rfe = sinOrf/ — hw*) = co sinO^^.
D'où
ds
ds dt p
dz dz (DsinfJ
di C'est la formule (lo).
IV. Le plan osculateur à l'hélice décrite par le point M contenant la normale principale, c'est-à-dire la normale au cjlindre mené par(E) parallèlement à 0^, normale qui se projette sur Oxy suivant PR, a pour trace sur ce plan Oxy^ la parallèle à PR (c'est-à-dire la perpendiculaire à PT) menée par le point V où la tangente à rhélice rencontre Oxy. Or, la sous-tangente PV étant égale à l'arc PPo de l'épicycloïde (E) décrite par P, est indépendante de l'angle Q de l'hélice, et, par suite, il en est de même de la trace du plan osculateur.
D'autre part, puisque le pian osculateur a pour caractéristique la tangente, la trace de ce plan osculateur touche son enveloppe au point V où elle est rencontrée par cette tangente. Ceci montre que VP est normale à cette enveloppe qui est, par suite, une développante de (E).
logue à (i)
CnX'X' -+-...= a.
Chaque même droite M' d'une figure a, dans l'autre, une infinité d'associées aj^ant en général une enveloppe qui se rédiiit à un point m", et M', //i" sont dits encore homologues.
Les trois hypothèses faites successivement sur l'abaque (2) se représentent textuellement pour celui des coefficients de cette équation, avec des conséquences analogues.
1® La correspondance entre les objets M', m!' est la même qu'entre M", m', tout à l'heure (I, i**), et la conception habituelle des figures corrélatives se retrouve au bout d'une autre voie.
a° Dans chaque figure, une àvo\lQ'piste unique a ses associées absolument indéterminées ; les traces marquées sur les pistes par deux droites associées quelconques y forment deux divisions homographiques, chaque trace étant le point homologue unique à une droite quelconque issue de Fautre; ....
3*^ Un ^oml-stigmate^ unique dans chaque figure, rend absolument indéterminées les associées de toute droite passant par lui; toute droite ne passant pas par un stigmate a pour associées toutes celles qui rayonnent de Taulre, indistinctement; ....
IIL En résumé, dans les premiers cas des deux définitions, leur dissemblance laisse néanmoins la même nature générale aux systèmes de figures qui en dériv(;nt. Dans les deux derniers, c'est le contraire, les figures particularisées par Tun d'eux échappant toujours à l'autre définition (*).
(*) L'extension aux figures homographiques, de la noiion des ob*
(>95) 5. L'allusion faite aux figures corrélatives, dans l'énoncé II du n® 3, vise exclusivement celles qui dérivent de la première des deux définitions précédentes (4, I), et dont j'aurai ainsi à mentionner quelques propriétés successivement. Je ne le ferai qu'e/i thèse générale et en gros, pour ne pas franchir le cadre naturel de cetle notice par les discussions minutieuses qu'exigeraient une précision et une rigueur absolues.
I. Dans de telles figures §'y #", les points m' (Tune droite fixe D' de Vune et ceux de leurs associés, m", qui sont situés sur une droite E" de Vautre, forment deux divisions homo graphiques .
Car x!^y ^ J sont alors fonctions linéaires et homogènes de deux indéterminées seulement, dont od' ^ y, ^ dépendent de la même manière, en vertu de l'équation (i) et de celle de la droite E".
II. Leur système est déterminé par la. connaissance de huit paires de points associés.
Car la substitution^ dans l'équation (i), des coordonnées des poinis de ces huit paires, fournit, entre les neuf coefficients (2), huit conditions linéaires et ho-
jels associés, permettrait de lier très étroilement leur théorie à . celle des figures corrélatives, d'unifier complètement toutes deux; les considérations analytiques propres à Tune et à l'autre mettraient en jeu les mêmes formules impliquant les mêmes lettres, celles-ci, toutefois, représentant les coordonnées, tantôt de points, tantôt de droites (tantôt de plans dans Tespace). Dans deux figures homographiques planes, V association s'établit non plus entre point et point, ou droite et droite, comme dans les figures corrélatives, mais entre point et droite toujours, l'associée d'un point étant toute droite issue de son homologue, Vassocié d'une droite, tout point silué sur son homologue.
( »96) mogènes, dPcxù, par suite, ceux-ci peuvent être tirés en fonctions linéaires et homogènes d^une seule indéterminée "k,
ITI. // est laissé indéterminé par la connaissance de sept paires seulement de points associés, cette condition assignant à une même figure^ ^' par exemple, une infinité de corrélatives possibles ^^^ §^^ ''^^", ... Mais, dans toutes celles-ci, un même point m" demeure associé commun à tout même point m' de ê\ et il y a homographie entre tous les faisceaux (^»' M"/«>M^ ...), (^*^N% ^«>N^ ...),... formés ainsi autour de m"^ n^^ , . .' par les droites homologues des divers points, m', w', . . . , rfe i\
Car les équations de condition entre les neuf coefficients du système ne sont maintenant qu'au nombre de sept, et ne fournissent plus leurs valeurs qu'en fonctions linéaires et homogènes de deux indéterminées X, [JL. De quoi les faits en question se déduisent bien faci^ment.
6. Le cas où les figures considérées sont dans un même plan $ comporte une particularité spéciale, à propos de laquelle il faut noter quelques observations.
I. Sur ce plan commun il y a des points doubles, c^ est' à- dire dont chacun se confond avec un de ses associés, situé ainsi sur sa droite homologue; et le lieu G, de tels points, est une conique.
Car alors, on peut prendre identiques les repères coordonnés, auxquels les points associés m', m" sont rapportés, et les substitutions x* ■=, af •=- x^ y=zyz=zy^
( ^97 ) z!:=z ^= js, faites dans Téqualion (i), donnent :
( -^ (Cî»-^ cit)yz -h (ca, -+- Cx^)zx -\- (c„-h c„ )xy = o,
pour équation du lieu C.
I[. Powr les systèmes ^*^ S, '*^ S, . . . défigures admettant sept mêmes paires de points associés (5, III), les coniques ^*'©, ^*^S, ... passent par quatre mêmes points fixesy et leur faisceau est homographique à ceux de droite, mentionnés au lieu cité.
Car les coefGcients de IVqiiation (3) sont alors, comme ceux de l'abaque (2) {toc, cit,)^ des fonctions linéaires et homogènes des deux mêmes indéterminées X, {A.
m. Deux points associés m', m" seront dits tris relativement à un point neutre donné w, s'ils se trouvent en ligne droite avec lui. D'après cela, tout point double est associé à lui-même, relativement à un point quelconque du plan commun des figures, considéré comme neutre.
Quand, pour les sept paires considérées ci-dessus (II), V association est relative à un même point neutre o), cette disposition s'étend à toutes les autres paires de points qui sont associés à la fois dans les divers systèmes f"S,('^S, . . .(^loc. cit.), et une même conique Q est engendrée par les points doubles d'un quelconque de ces systèmes,
1" Les points /n', n', . • • d'une Ggure §\ et d'autres /w", n'y ... pris en indétermination absolue sur les droites (u m', (o /i', . . • respectivement, sont visiblement associés dans un système £ dont les figures S'y ê" sont douées de pivots confondus avec (i> (4, I, 2"*). Cela
( =»98) posé, soient <*^ i" la figure corrélative à #' dans le système ^*^£ par exemple, puis ^*^ m'',^*^/i'', . . • ceux de ses points qui sont associés à m', n', . . . relativement à (o, c'est-à-dire les traces des droites co/n', con', • . . sur les droites homologues de m', /i', . . . . Les points des paires (/«',f*Jm"), (n',^*^/ï"), . • . étant ainsi associés dans deux des systèmes ^*JS,f2)2!, ..., savoir S figurant parmi euxet^*^!, ils le sont dans tous les autres (5, UI), ce qui équivaut à la première partie de Ténoncé.
a^ Si enfin ^*^ m désigne un point quelconque de la conique (*^G appartenant au système (*^S, il est associé à lui-même dans ce système, et encore dans le système spécial £ puisqu'il appartient à la droite (o (*)m(i^). Il Test donc aussi, double en conséquence, dans chacun des autres systèmes ^^'S, f^^S, . .., ceci étant le fait formulé par la dernière partie de Ténoncé.
7. Sur les systèmes de deux figures corrélatives ^', S'' situées dans un même plan ^, nous pouvons maintenant résoudre les problèmes posés successivement ci-après.
I. Dans tous les systèmes oà trois paires de points associés, (a,, a'), («'^, «j)» («3, a,), sont données sur une même droite A, on demande V associé commun m" d* un point m' de la première figure par exemple, marqué arbitrairement sur cette droite.
Les données laissent le système dans une indétermination bien plus étendue que celle dont nous avons parlé au n*^ 5, III, mais n'en déterminent pas moins ce point /n^. Car il est évidemment l'homologue de m' dans la seconde des divisions homographiques définies, sur la même droite A, par la correspondance des
( 299 ) points a',, a^, a', à a*, «g? ^3 respectivement (Jb., 1).
IL Dans tous les systèmes oà sont données une conique Q comme lieu des points doubles et deux paires de points associés (a,, a",), (a!^, a\)^ dont les droites sont distinctes, on demande l'associé m" d^ un point quelconque m' du plan ^, attaché à la première Jigure par exemple.
Ici, sept paires de points associés sont donnés, savoir deux explicitement, cinq implicitement par le dédoublement d'autant de points délerminant la conique G, et leurs associations sont toutes relatives à Tintersection w des droites a\ a\ , a'^ a* . En conséquence, on se trouve dans le cas particulier (6, III) de l'indéterminntion mentionnée au n^ 5, III.
Nommons e, / et gf h les points doubles, tracés, sur laconique ©, par les droites a', a' eia'^a\. Le point o>" qui, sur a\ a\y s'associe à o) rattaché à la première iigure, dans tous les systèmes constructibles .sur les données (a', ,0',), (^, «)?(/,/) (1)? I"i est associé en particulier dans tous ceux que nous considérons, lit de même, pourio^, associé à co sur la droite a^a^, dans tous les systèmes dérivant de (a\^^a!^)j {gy g)-, (.ftf) prises maintenant pour données. La droite ti' qui joint ces deux points est donc homologue à co dans lous les systèmes considérés, puisqu'elle contient deux de ses associés communs dans lous ces systèmes (4, I).
Si maintenant, sur la droite co/n', on prend les traces (i)"et/,y de cette homologue li" et de laconique 0, puis les divisions homographiques où (o, i,j correspondent à <o', /, y, le point cherché m" sera visiblement l'homologue, dans la seconde division, de m' rattaché à la première ; car co, i, j sont respectivement associés à (»", /, /, sur une même droite corn' (5^ I).
( 3oo )
1I[. Construire le système des figures ^', i'^ connaissant la conique © lieu de ses points doubles, et trois paires de points associés, pi, pa, ps, dont les droites ne passent pas par un même point. Ceci é(|iiivaut à la connaissance de huit paires de poinU associés {Cf, II), détermine le système, en conséquence (5, II).
Soient m! un point quelconque du plan ^, que nous rattacherons ù la première figure pour fixer les idées, puis m\y m,, m\ ses associés communs dans les trois familles de systèmes, dérivant de la conique G combinée successivement avec les trois couples de paires ps ^^ pi9 ps et pi, pi et p2 (II). Chacun de ces trois points étant évidemment associé à m' dans le système déterminé par la totalité des données, tous se trouvent sur la droite homologue M'' de ml dans ce système, et la déterminent (même surabondamment); puis, de même, pour les autres points n', • . . de .?'. Or ce système est précisément celui qui était à construire.
IV. On donne quatre points doubles, trois paires de points associés, soit sept semblables paires au total {Cf. II, III j, et, dans toutes les figures J", on demande Vassocié commun m", dlun point quelconque /w'rf«îJ'(o, III).
Parmi les coniques qui passent par les quatre points doubles donnés, nommons f*^e, ^=^^0, ^'^G les trois consistant en paires de droites, puis ^*^M', <*'M% {^)W les droites homologues à m' dans les systèmes déterminés par les paires de points associés données, combinées successivement avec les trois coniques (III)- Comme le point cherché m^ se trouve visiblement sur chacune de ces trois homologues, celles-ci passent
( 3oi ) toutes par lui, le déterminent en conséquence, même surabondamment.
On remarquera que cette solution comporte exclu^ sivement des tracés de droites.
8. La résolution du problème précédent (7, IV) nous permet de passer au cas où sont distincts les plans 9\ 9'^ des figures corrélatives à construire, ce, à Taide du lemme suivant dont la démonstration est assez visible pour être omise :
Deu^ figures respectivement homographiques à deux autres, qui sont mutuellement corrélatives, le sont aussi entre elles,
I. Dans tous les systèmes où sont données sept mêmes paires de points associés {à^ , a",), . . . , (a, , a\)^ on demande l'associé commun, m" d'un point quelconque /II' de la première figure (S, III).
Ayant marqué arbitrairement sur un plan auxiliaire n, quatre points at, a2, as, cl^ (sous la condition toutefois que trois quelconques d'entre eux ne soient pas en ligne droite), nous y construirons les homologues ttj, a'j, a,, (jl', des points a'j, a'^, a^, m', dans la seconde des deux figures homographiques (planes) déterminées par la correspondance de a\j a'^, a',, a\ à ai, a2, as, a^ respectivement, puis les homologues a^, a*, a^, de a^ja'^^a"^, dans la seconde des figures homographiques déterminées par la correspondance de a\ , a''^^a\^a\ maintenant à ai, a^, a^, ol^ encore, puis Tassocié commun ^^ de ^if dans tous les systèmes de figures corrélatives, sur le même plan II, qui ont ai, as, ag, a4 pour points doubles avec (a^, a.), (a^, a^), (a',, a'^) pour autres paires données de points associés (7, IV),
( 302 ) fiDalemenl, l'homologue rrH de ^ y dans la première figure du dernier des systèmes homographiques qui viennent d'être définis. Ce point w" sera visiblement celui qui était demandé.
IL Construire les figures 3\ J", connaissant huit paires de points associés (5, II).
Si ^*^m', puis ^^^m" sont les associés communs d'un point quelconque m' de la première, dans tous les sjrstèmes constructibles sur sept seulement da$ paires données, puis sur quelque autre combinaison des mêmes paires prises en nombre égal (I), la droite U)m" f^^m" est visiblement l'homologue M' de m'.
111. Avec un peu d'attention^ on apercevra que l'intervention du plan auxiliaire H peut être évitée par des tracés exécutés sur les plans ^Jf ,^ seulement. El, comme celle du n" 7, IV, qui en a fourni la base, ces constructions ne comportent que (emploi de la règle,
9. Le problème I ci-dessus (8) est précisément celui qui a été posé au n*' 3, II, et qui se trouve maintenant résolu, lui-même et le précédent (/6., I).
D'après une constatation générale faite antérieurement (5, III), le système des faisceaux corrélatifs de centres o\ o", dont les éléments homologues donnent, par leurs intersections, les divers points m^ . • • d'une surface du second ordre passant par ces centres, n 'est pas entièrement déterminé ; mais, dans toutes ses réalisations possibles, deux mêmes rayons o'm et o'n pris arbitrairement dans le premier faisceau, par exemple, ont pour homologues des plans
( 3o3 ) rayonnant des droites d'm et o^ n en deux faisceaux mutuellement homo graphiques.
Sur un même plan sécant $, ces systèmes auraient pour traces des systèmes de figures corrélatives, indéterminées aussi, mais où tout point m' d* une figure aurait dans Vautre un associé commun m" relativement à la trace w de la droite des centres o'^o", dont une même conique serait le lieu commun des points doubles. Celte conique est précisément la trace de la surface sur le plan sécant.
10. Pour une surface du second oidre, considérée comme enveloppe de ses plans tangents (2, II), on construira le pendant exact de tout ce qui précède, en en retournant les détails dans le sens indiqué par le Principe de dualité, après adoption, pour deux figures corrélatives planes, de la définition II du n" 4.
Quand il s'agit de figures corrélatives sur un même plan, la relativité à un point neutre o), de Tassociation de deux points m', m" appartenant à Tune et à Tautre (6, III), sera remplacée par celle à une droite neutre û, de l'association de deux droites M', M'', ces mots exprimant ici que le point de concours de M',M'' se trouve sur û.
[R8aa]
SUR LA PROPRrÊTE DE CONCAVITÉ DE LHERPOLHODIE DE POINSOT;
Par m. h. PADÉ.
\, « La propriété de l'herpolhodie de Poinsot, de n'avoir pas de rebroussenients et d^étre toujours con-
( 3o4 ) cave vers le pôle des coordonnées, peut être établie sans faire aucun emprunt à la théorie de la courbure et par les seuls moyens élémentaires de la mécanique classique.
» Il suffit de démontrer que la vitesse du point qui décrit i'hodographe correspondant au mouvement du pôle instantané sur l'herpolodie, vitesse qui est équipollente à Paccélération de ce pôle, a un moment de signe invariable autour du pôle des coordonnées, pris pour centre de cette hodographe. » (Soc, des se, phys. et nat. de Bordeaux, séance du 5 avril 1906.)
m la position, à Tinstant t, sur Therpolbodie quMl décrit, du pôle instantané ;
P le pied de la pirrpendiculaire abaissée du point fixe sur le plan fixe langent en m à l'ellipsoïde d'inertie;
p, '^ les coordonnées polaires du point m, le point P étant le pôle de ces coordonnées ;
Px', ^y deux axes rectangulaires dont le premier
coïncide avec Pm, et tels que od Pjr = -| — ; mV la vitesse de m ; PV le vecteur équipollent à celle vitesse; V décrit
l'hodographe du mouvement de m; J la \ïie&Ae de V, accélération de m.
3. L'herpolhodie n^aura pas d^inflexions [Gilbert, Sur quelques formules d^un usage général dans la physique mathématique {Ann. de la Soc, se. de Bruxelles j 14* année, 1890)], si Tangle que fait le vecieur m\ avec une direction fixe quelconque du plan de la figure varie toujours dans le môme sens ; elle n^aura pas de rebroussements, si le vecteur mV n'est jamais nul.
Ces deux conditions seront simultanément réalisées, si le moment de J autour de P conseri^e un signe in- {variable pendant toute la durée du mouvement : nous allons constater qu'il en est effectivement ainsi.
4. Dans le sjrsième d'axes Par', Py', les coordonnées de V sont :
les projections de J, vilesse de V, sont :
dt^ ^\dt) p dty dt)
Nous devons faire voir que le moment M de J autour de P, savoir :
^^^ ^^ dt ç dty dt) P dt Ydt^ ^\dt) J
a un signe invariable.
Au moyen des équations du mouvement du point M, cette quantité s'exprime aisément en fonction de p seulement.
Posons
<?(p«)=~D(p«-ap*-hppî-Y),
en sorte que
< ^= bc-\~ ca -^ ab, ( ^ = abc]
après des réductions immédiates^ et en tenant compte
de ce que
E«-f-a6cD = E«-f-YD = o,
on trouve :
(C) M = n* [(îDE -h aD -M) p«- (aDp -f- «DE — 3E)] ;
ou, en remplaçant a et ^ par leurs valeurs en A, B, C, D:
i ^"^ A^ [(A-+.B-+-C — aD)p«-i-(A-4-B-4-G)E]
7. La quantité M se trouve ainsi mise sous la forme d'un produit de deux facteurs.
Le premier de ces facteurs, qui n'est nul que quand rherpolhodie est réduite à un seul point, casque nous laissons naturellement de côté, est essentiellement positif.
Pendant le mouvement, p* demeure une moyenne
entre a^ b, c; la quantité ^ ^ ^ est une moyenne
entre
g-f-E b-^- E c-i-E "ÏÏÏ"' "W"' De '
ouy simplement,
le second facteur est donc une moyenne entre
B-hC — A C-f- A-~B A-hB — C A ' B ' C '
quantités essenliellement positives.
Donc M garde un signe invariable.
SUR LBS COURBBS rNVARIANTBS PAR POLAIRES RBCrPROQIIBS;
Pab m. s. lattes.
La détermination de toutes les courbes planes invariantes dans une transformation par polaires réciproques a élë effectuée depuis longtemps par M. Darboux qui a traité aussi le problème dans Tespace : M. Darboux détermine la surface invariante la plus générale comme enveloppe d'une famille de quadriques invariantes (*).
J'ai étudié, d'une façon générale, dans ma thèse ('), les courbes invariantes par une transformation de contact en ramenant leur recherche à la résolution d'équations fonctionnelles. Je me propose de montrer dans cette Note commeùt le problème résolu par M. Darboux peut être traité, à ce dernier point de vue, du moins dans le cas du plan.
On peut, sans diminuer la généralité, supposer que la conique directrice a pour équation
La transformation par polaires réciproques est alors définie par les équations suivantes :
(T) x=y, y = xy-jr, r=x.
(*) Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Noie IX).
( ' ) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe ou une surface invariante par une transformation ( Paris, i^) ; cl Annali di MatematicQf 3* bérie, t. XIII.
( 3o9 ) Soit y = W(x) l'équation d'une courbe invariante par (T). Si {x^y^y) est un élément de cette courbe, l'élément (X, Y, Y') doit appartenir à la même courbe. On doit donc avoir
X = V'(a?), V(X) = arV(a:) — V(ar), V(X) = x\
d'où l'on déduit que la fonction V(a:) doit vérifier les deux équations fonctionnelles suivantes :
(E) V[ V(ar)] = a; V'(a?) — iir(a?),
(E') V'[r(a?)]=ar.
Nous déterminerons d'abord toutes les solutions de l'équation (F/), puis nous chercherons quelles sont, parmi ces solutions, celles qui vérifient aussi l'équation (E). Si l'on pose
l'équation (E') devient
Cette nouvelle équation définit une courbe j^ = 0(x) invariante par la transformation
(I) X=j., Y = ar,
qui est une transformation par symétrie par rapport à la droite y:=x. Amenons l'axe de symétrie à être l'axe Ox. Il suffit de poser
La transformation (i) devient alors
U = tt, V = ~ p.
Toute courbe invariante par cette transformation
( 3.0 ) peul être définie par les équations
F(^) étant une fonction paire arbitraire et ^(t) une /onction impaire arbitraire du paramètre t. Pour ^ = o, on a un point où celte courbe coupe I^axe de symétrie : nous supposerons que les fonctions F et * sont définies dans le domaine de < = o, le point ^ = o pouvant d'ailleurs être réel ou imaginaire.
En remontant à la transformation (i), on voit que toute courbe invariante par cette transformation peut être définie par les équations
On a ainsi la solution générale O(^) de l'équation (E|). La solution générale W(a:) de Péquation (£') est donc définie par les équations
W{x) désignant la dérivée de ^{x) par rapport à x. On a donc
a:=F(0-+-*(Oi ^^U[F(0-<ï>(O][F'(O-^-*'(0]
et, en intégrant de o à t^ on voit que la courbe invariante cherchée est définie par les deux équations
a: = F(^)-h*(Oi
7 = Ch-/' [F(O-*(0][F'(0-+-*'(0]^^
( 3.. ) OU bien
Ia? = F(OH-*(0»
el Ton a
11 faut • chercher, parmi ces courbes, quelles sont celles qui vérifient l'équation (Ë). Cette équation exprime que, si (a?, y, y) est un élément de la courbe, le point
appartient aussi à la courbe. Or, on a
Changeons ^ en — t dans ces équations. Elles deviennent
Il faut que la courbe définie par ces équations coïncide avec la courbe définie par les équations (2). Comme X et ^ sont égaux, il faut que Yel^le soient aussi, ce qui donne
— r (F*'— *F')rf^3 0.
Or F*' — *F' est une fonction paire de t el par
( 3i2 ) suite rinlégrale / (F*'— *F')rf^ est une fonction impaire de t. L'égalité précédente devient donc
Les équations générales d^une courbe invariante par la transformation (ï) sont donc
F(^) étant une fonction paire arbitraire de ^et ^(/) une fonction impaire arbitraire de t.
Remarquons que cette courbe contient au moins un élément double de la transformation (T) : c'est l'élément
ar=F(o), J. = _i_^ ^ = F(o).
En ce point la courbe est tangente à la conique directrice.
Parmi Jes courbes (3) il y a une infinité de courbes algébriques : on en obtient, par exemple, en prenant pour F(^) un polynôme en £* et pour ^{t) le produit de t par un polynôme en t^. La conique directrice ^y — :c2= os'obtienlen prenantF(^)= /^, *(£) = o.
On voit que la méthode précédente permet de déduire de toute courbe qui admet un axe de symétrie une courbe qui est sa propre polaire réciproque par rapport à une conique donnée.
CONCOURS D ADMISSION A L ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1906. COMPOSITION 0AL6ÈBRB ET TRIGONOMÉTRIE.
Solution par M. Jban SERVAIS.
l. Étudier la variation de la fonction y = L >
oà L désigne un logarithme népérien .
IL Évaluer V intégrale f — » et cal-
culer sa valeur à -^ près quand a = -p: •
III. Uéquation x^ — clx^ -\-^oc — y = o a pour racines les longueurs des côtés d'un triangle AB(^.
Former l'équation ayant pour racines cos A, cosB, cos G.
IV. On donne une fonction f{x
Deux autres fonctions ff{x) et F(x) sont définies par les relations suivantes, où K est un nombre constant :
<f(x) ^Kj^~y ¥(x) =/(^)cp(a7).
Démontrer qu'on a identiquement :
F Yr) ^ f'(x) 2^£) iK
I. Pour que^ soil réelle, il faut que Ton ait : soit a7>i, soit a? < — a.
(3,4) Dans les deux intervalles ( — oo, — 2) et (i, 4-00) la fonction "~ est croissante : dans le premier
intervalle elle croît de 1 à -h 00, dans le second de o à I. Gomme le logarithme népérien varie dans le même sens que le nombre, on a immédiatement le Tableau suivant et la courbe ci-jointe :
croît
croît
-hoc
IL Pour évaluer Tintégrale
dx
/•* da
posons a:=langç; supposons le radical pris avec le signe -h et désignons par p Parc positif, plus petit
que -y tel que
tangp = a;
Fintégrale devient :
•* =J T^li^ = [arctangsin(p]g =arctang(sinP).
Or, lorsque
tangp= —
(3.5) on a
Donc, dans le cas particulier où
on a
J = arc tanc-rr: = - = o,523.
I -h cos A
Si donc nous désignons par a; l'une quelconque des racines de l'équation donnée
(i) ar*— aar*-i- ^37 — Y = ^t
et par y la racine correspondante de l'équation cherchée, le problème proposé revient à faire la transformée définie par
Il n'jr a donc qu'à éliminer x entre cette égalité et
(3.6) l'équation (i). L'égalité (a) s'écrit
(3) aax* — a*a?-+- 2Y(j^-t-i) = o.
En multipliant celle-ci par^r, réquation(i) par-;-:» a, et ajoutant, on obtient
(4) a«a7«-+-2[Y(^-»- 1) — aP]iF-H îotY = 0.
L'équation cherchée est le résultant des équations (3) et (4). C'est donr :
[4a«Y — 2a« Y (j^ 4- i)p-h [4aY Cr -♦- 0 — 2a« p -h a^]
Ce qui donne, en ordonnant par rapport à^-h i?
8Y«(r-Hi)»-t-4«Y(«'-4P)(r-+-0«
— aa«(a« p— 4 P*-h îoy) (^ -+- i) -h «»(««— 4ap -h 8y) = o.
IV. L'égalité donnée
dx
<f(x) = Kj-
revient à celle-ci
qui donne, par dérivation,
En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres de Tégalité
F(ar)=/(ar)ç(a:), on a
^^ F{x) f(x) cp(ar)'
qui, en dérivant, donne
(AS p'(^) - r(^) . ?'(^) , p^v^) /''(^) 9"(^)
^^^ F(x) ■" /(x) ■*■ (p(ar) "^ F«(a7) /«(x) ^«(*)*
En remplaçant dans cette égalité „. par sa valeur
tirée de (3), simplifiant et tenant compte de régalité(i), on obtient la première égalité demandée
Dérivons, à leur tour, les deux membres de l'égalité (5) et nous obtenons
F'^ix) ^ f^(x) f^ix) ■F(.r) /(x) oix)
F''tx)F'(x) _ r(x)r(x) _ /(:r)(p\:r)
F*(ar) p{x) oHt)
'x¥.[f'(x)^{x)-^o'{x)f{xs] /«(ar)<p«(a;)
K* f r ) F' (x) Remplaçons, dans cette égalité, — ^^ — - — - par sa
valeur obtenue en multipliant membre à membre les égalités (3) et (5) et nous obtiendrons, toutes simplifications faites, la seconde des égalités demandées :
'F{x) f{x) <p(ar)'
CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL
Bordeanz.
ÉpRBUVB THÉORIQUE. — I. Dans le plan représentatif de la variable complexe Zy on trace une circonférence de rayon R, ayant pour centre l* origine et coupant en X et B l*axedes quantités imaginaires, et en G la partie positive de l'axe des quantités réelles. Calculer l'intégrale
z^ dz
\ r z^ dz
i^ Le long de la circonférence précédente ;
2* Le long du contour formé par la demi- circonférence ACB et le diamètre BA.
On supposera /5<R' <^-h i, p désignant un entier positif.
II. Donner l'expression de la fonction ««*'«*• — i sous forme cT un produit infini de facteurs primaires,
III. Si u et 9 désignent deux paramètres variables indépendantSf la droite ayant pour équations :
X ^ uz — 'àU — M» — 2 uv*,
( en coordonnées rectangulaires ) est normale à une inanité de surfaces qu'on propose de déterminer,
IV. Déterminer les surfaces S telles que, en un point quelconque de l'une de ces surfaces, ses deux tangentes principales, d'une part^ et ses deux directions principales ^ d'autre part, se projettent sur le plan des xy suivant deux angles ayant leurs bissectrices parallèles à Ox et Oy,
Lignes de courbure de ces surfaces,
Éphbuvk pratique. — On considère V intégrale définie
/•* dx
Cette intégrale a-t-elle une limite pour e = o ?
Si oui, calculer cette limite, (Juillet 1906.)
Marseille.
Épreuve théorique. — Parmi les surfaces qui satisfont à l'équation aux dérivées partielles
px^qy^ o, déterminer celles qui satisfont aussi à la condition
(3.9) 01^ K est une constante donnée, et déterminer leurs lignes de courbure.
Éprkuve pratiquk. .— Calculer à o^oooi près r intégrale définie
dz
i^ Quand le point z va du point z =: o au point z = i directement sur Vaxe des x;
1^ Quand le point z varie entre les mêmes limites sur
un arc de cercle qui passe au point z = -;
3" Quand le point z varie entre les mêmes limites sur
un arc de cercle guipasse au point ^ = ~.
Solution. — On trouve ^ et ^• o o
Paris.
(Juillet 1906.)
ÉpRKuvE THÉORiQUis. — I. Étant donnée r équation aux dérivées partielles
où V {x, y) est une fonction connue des variables x et y^ soit S une surface intégrale quelconque de cette équation :
I** On demande de démontrer que les caractéristiques situées sur cette surface coupent orthogonalement les sections planes faites dans la surface par les plans parallèles au plan des x, y ;
2® Les courbes caractéristiques V de l'équation (l) se projettent sur le plan des x,y suivant une famille de courbes (y) dépendant de deux constantes arbitraires. Former l'équation différentielle du second ordre dont ces courbes (y) sont l'intégrale générale;
3" Déterminer la fonction U {x, y) de façon que les courbes (y) soient des circonférences orthogonales à l'axe des x;
4** Trouver une intégrale complète de V équation {\) ainsi obtenue et une intégrale particulière se réduisant à zéro pour X = o.
Note. — Les axes de coordonnées sont supposés rectangulaires.
II. On considère l'équation différentiel le du premier ordre
oà X et Xi sont des /onctions de la variable complexe x holomorphe à l* intérieur du cercle G, de rayon a, décrit du point X = o pour centre, et sur ce cercle lui-même. Soit un nombre positif tel que l'on ait
|X ! < /n, I X, I < m pour \x\<a.
L'équation (ï) admet une intégrale particulière y\. holomorphe dans le dom,aine de V origine et se réduisant à zéro pour ar = o. On demande de trouver un nombre positif ^^ ne dépendant que de m et de a, tel que V intégrale y\ soit sûrement holomorphe dans le cercle de rayon p décrit de V origine pour centre.
Épreuve pratique. — Calculer l'intégrale définie
yx--jT^^ ^
(Juillet 1905.)
Épreuve théorique. — Étant donnée une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre :
P,-HQ. = R. (/> = ï-..= :^.).
oà les coefficients P, Q, R sont des fonctions de deux variables indépendantes X et y, et de la fonction inconnue z^ on demande ce qu'on entend par caractéristiques de cette équation. Démontrer que l'intégration de l'équation (i) revient à la détermination des caractéristiques.
Application. — Soient Oar, Oy^ Oz un système de trois axes de coordonnées rectangulaires, M un point d'une surface ( S), m la projection du point M sur le plan xOy^ N le point oà le plan tangent en M à la sur/ace (S) rencontrée la perpendiculaire élevée par l'origine au plan OmM.
I** On demande l'équation générale des sur/aces (S), telles que l'on ait ON = 0/71, pour un point quelconque M pris sur la surface;
2* Déterminer la fonction arbitraire de façon que la surface ( S ) passe par la courbe représentée par les deux équations
3" Trouver les lignes asymptotiques de cette dernière surface,
II. On fait décrire à la variable complexe z le segment de ligne droite joignant Vor*igine au poitU z = -\- i. Quelle est la valeur finale de la fonction ar-c sm Zy si la valeur initiale est égale à -^tz?
Épreuve pratique. — Calculer Vintégr^ale définie
dx
(4co*iP-i-5)*
(Octobre igoS.)
Poitiers.
Épreuve théorique. — I. Les surfaces définies par l'équation aux dérivées partielles
(i) i-t-/'* + 9*=yV(r)
Ann, de Mathemat., 4* série, t. VI. (Juillet 1906.)
Qi
ont un système de lignes de courbure dans des plans parallèles au plan zox.
IV. Déterminer ces solutions communes en prenant
/ dz dz\
Éprkuvu pratique. — Une lemniscate est donnée dans un plan horizontal : un cercle variable dont le plan est vertical a pour diamètre un rayon vecteur de la lemniscate ; trouver l'aire de la sur/ace ainsi engendrée.
Prendre des coordonnées polaires : rayon vecteur, lon^ gitude ^, latitude <), et, si le temps le permet, démontrer la formule qui donne l* expression de l'aire au moyen d'une intégrale double. (Juin 1906.)
GKRTIPIGATS M ttBGANIQUE RATIONNELLE.
Bordeaux.
Épreuve théorique. — I. Théorie des petits mouvements autour d'une position d'équilibre stable, dans le cas d'un système holonome à deux degrés de liberté,
II. Une plaque matérielle infiniment mince a, à l'instant ^ = o, une certaine rotation instantanée donnée a>o autour d'un point de son plan. A partir de cet instant,
elle est soumise à l'action d* une force unique inconnue F agissant, dans son plan, sur un de ses points A. On observe la loi du mouvement que prend le point A, et l'on demande de déterminer la loi de la force ¥ et le mouvement de la plaque.
Cas particulier où la plaque part du repos et où le mouvement de A est rectiligne et uniformément accéléré.
Éprbuvb pratique. — Un cercle plonge verticalement dans un liquide homogène pesant, sur la surface duquel ne s'exerce aucune pression; les deux tiers de la surface du cercle sont immergés; déterminer la distance du centre de pression à la surface du liquide.
Rayon du cercle = o'";i2.
LUle.
Épreuve théorique. — Théorie élémentaire de l'effet gyroscopique.
Après avoir démontré la coïncidence approchée de raxe de révolution du gyroscope et du moment cinétique résultant du système par rapport au point de suspension^ on étudiera les apparences du mouvement et l'on établira là form,ule classique, en supposant qu'il n'existe qu'une force appliquée, constante en grandeur, direction et sens, sollicitant un point de l'axe de révolution.
PROBLÈiifla : I. Cinématique. — Une figure plane se mouvant dam un plan P, on demande le lieu des points du plan P pour lesquels la vitesse, à un instant donné, du point superposé de la figure mobile : i " est dans un rapport constant soit avec l'accélération totale, soit avec l'accélération tangentielle, soit avec l'accélération nor~ maie; 2* fait un angle constant ai^c l'accélération.
II. Dynamique. — Une barre homogène et pesante AB, de poids p et de longueur l, est astreinte à se déplacer dans un plan vertical II; l'extrémité Xy glisse sans frottement sur une droite verticale A; à l 'extrémité B est
(zccroché un poids ^ ; cette barre s'appuie, aussi sans f rot"
tentent, sur une cheville û, de rayon négligeable, normale
/ 1/^ au plan U et distante de A de — ^ •
1° Etudier le mouvement de cette barre abandonnée dans une position horizontale AqBo sans vitesse initiale;
2" Rechercher la position d'équilibre stable de cette barre et étudier les petites oscillations près de cette position d'équilibre. (Juillet 1906.)
Marseille.
Épreuve théorique. — Une droite AB pesante et homo-
gène repose par deux pointes émoussées K et B sur une droite horizontale. La pointe A glisse sans frottement, mais la pointe B glisse avec frottement. Au point A est attaché un fil horizontal , dont on néglige la masse, qui passe sur une très petite poulie 0 et qui porte à son extrémité un poids P. Sur AB glisse avec frottement un point pesant C. Le système est primitivement en repos et le point C est en A. On abandonne le système à lui-même, trouver son mouvement.
Les trois corps ont la même masse et le coefficient de frottement est égal à un quart.
On remarquera que la pression en B varie.
Épreuve pratique. — LUntrados d'une voûte en plein cintre, d'épaisseur constante, a la" de rayon; l'extrados a 16"" de rayon. Vérifier la stabilité de la voûte en ira-
çant la courbe des pressions. Le coefficient de frottement est 0,75.
Donner en fonction du poids iP de la voûte la poussée horizontale à la culée en supposant que la courbe des pressions passe au tiers extérieur du Joint à la naissance et au tiers extérieur de la clef.
On fera l'épure en prenant a«"" par mètre.
(Juillet 1906.)
Nancy.
Épreuve écrite. — Envisageons un fil homogène pesant ayant la forme d'un arc de cercle AB, de rayon R, de longueur a/, de densité e. Supposons que ce fil rigide soit assujetti à glisser sur un plan horizontal ir.
Chaque élément dm du fil est attiré par un axe fixe OX, situé dans le plan tu, proportionnellement à sa distance à cet aa:e et à sa masse dm\ soit f l'intensité de V attraction exercée sur V unité de masse à r unité de distance.
A l'instant initial on imprime au fil rigide une rota-tien de n tours à la seconde, dans le sens direct, autour de la perpendiculaire menée au plan it par l'extrémité A du fil; puis on abandonne le fil à son mouvement de glissement sur le plan tc avec cet état initial des vitesses, la corde AB étant supposée à l'instant t = o parallèle à Vaxe fixe 0\ à une distance A de cet axe.
On demande: i" d'étudier le mouvement du fil rigide dans le plan fixe ic; a° la pression que le fil exerce sur le plan fixe it. On s^ attachera particulièrement au cas oà
/= 3 dynes, n = 8, A — loo'^'".
(Juillet 1905.)
Paris.
Épreuve théorique. — Un cadre rigide gauche ABDGA est mobile autour d'un axe vertical Oz qui renferme le côté AB du cadre. Le côté CD est un tube creux, de très
faible section, dans lequel glisse sans frottement un point pesant P de masse m. Étudier le mouvement du système d'après les données suivantes : les trois côtés AB, AC, BD du cadre ont même longueur /, les côtés AG, BD sont per-
pendiculaires à AB, et (AD' désignant une demi-droite parallèle à BD et de même sens) l'angle D'AG compté positivement autour de la demi-verticale ascendante Oz est égal à 60". Enfin, le moment d'inertie du cadre seul autour de 0% est égal à /iml^.
Étudier, en particulier, le mouvement gui a lieu quand on abandonne le système sans vitesse, le point P occupant le milieu M du côté CD.
On pourra définir la position du système par l'angle 0 que fait avec un plan vertical fixe xOz, le plan MOx et par la distance MP = X comptée positivement dans le sens CD.
Épreuve pratique. — Un cercle solide, plein, homogène et pesant, dont le rayon est égal à un mètre et la masse à 5oo«, est lancé dans le plan vertical xOy sur une droite horizontale ^fixe, dépolie, Ox. A l'instant initial t = o, le centre G du cercle est animé d'une vitesse horizontale de 10" par seconde, dans le sens Ox, et le disque tourne autour de G avec une vitesse de 5 tours à la seconde, dans le sens xOy (Oy demi-verticale ascendante). Le coefficient de frottement entre le cercle et la droite Ox étant o,ao, on demande de calculer : i*" l'instant t^ où la vitesse du centre G du cercle changera de sens ; 2" l'instant it oà G reprendra sa position initiale; 3" l'instant /j oà le glisse^
(3a7 ) ment sera détruit par le frottement ; 4** la valeur (en unités C. G. S.) de la force vice perdue par le cercle entre les instants t = o et t=z ti.
NoTB. — On adoptera comme valeur de g {accélération de la pesanteur): ^ = 981 (G. G. S.). On négligera le frottement de roulement,
(Octobre igoS.)
Épreuve théorique. — Un fil parfaitement flexible, inextensible, et sans mcuse, de longueur 4 /, ^st attaché par une de ses extrémités à un point matériel pesant P, et par
Njc
l'autre extrémité au centre G d'un cercle solide homogène et pesant, de rayon l dont la masse m est égale à celle du point P. Le système étant abandonné sans vitesse, dans un plan vertical xOy^ on demanda d'étudier son mouvement, en supposant que le fil glisse sans frottement sur le point fixe O, et que le point P et le disque G glis^ sent sans frotteinent sur une droite AB inclinée à 45" sur la verticale, et située au^essous deO à une distance de O égale à il.
Calculer la tension du fil POG à l'instant initial, La disposition initiale du fil étant celle de la figure, et l'angle initial de OG cwec la direction AB étant de 45", décider si le fil reste tendu ou non au début du mouifement.
Épbbuvb pratique. — Une circonférence de cercle homogène et pesante {cerceau) de centre 0 et de diamètre égal à i" est fixée par un de ses points O. Le cerceau étant
abandonné sans vitesse initiale dans le plan vertical xOy^ calculer :
1° La durée des oscillations infiniment petites du pendule composé ainsi formé;
2" L'angle initial de OC avec la verticale descendante étant, non plus très petit, mais égal à 3o degrés, calculer la réaction qu*exeràe V appui O sur le cerceau à Vinstant où C traverse la verticale Oy, ainsi que la durée, à j^ de seconde près, d*une demi-oscillation du cerceau.
Poitiers.
Ëprevvb théorique : Cinématique. — Une figure invariable se meut dans son plan de manière que deux de ses droites demeurent tangentes à un même arc de cycloïde» Trouver dans ce mouvement les deux courbes qui roulent sans glisser l'une sur Vautre,
Dynamique. — Dans un plan vertical xOy {Oy vertical et dirigé vers le haut) une barre homogène pesante \^ de masse M et de longueur a / peut tourner sans frottement autour de son milieu 0 ; une sphère de rayon très petit et de masse m est fixée en X; en B est attaché un pendule simple constitué par un fil sans masse de longueur r et par une mcuse m fixée à son extrémité c.
Former les équations du mouvement du système, Y a-t-il des positions d'équilibre stable? Étudier les petits mouvements dans leur voisinage.
( 329) ( On suppose que le pendule peut osciller librement en dehors du plan vertical xOy.)
Épreuve pratique. — On considère l'arc de cycloïde défini par les formules
a? = R(e--sine), ^s: R(i — cos6),
oà 6 varie de o à une valeur et inférieure à ic :
I* Trouver les coordonnées Ç, i\ du centre de gravité de
l'aire comprise entre cet arc, l'axe des x et V ordonnée
correspondant à 0 = a ; a" Calculer, en supposant l'aire précédente homogène
et de densité 8, le moment d'inertie de l'aire par rapport
à l'axe des y. Application au cas particulier a = tc.
(Juillet i9o5.)
Épreuve théorique. — I. Le mouvement d'un trièdre trirectangle (T) ou (Oxyz), par rapport à un trièdre analogue (Ti ) ou (OiiTt^i^i), étant donné par les projections (, T), (,/7, 9, r de la translation et de la rotation instantanées sur les axes mobiles, on demande à un instant t :
I* Les coordonnées du centre de courbure de la trajectoire du point M {x,y,9)\
a* Les lieux géométriques des points (x^y^z) dont l'accelé ration normale (ou l'accélération tangentielle) est nulle,
II. Une parabole concave vers le haut peut tourner librement autour de son axe qui est vertical : les extrémités d'une barre homogène pesante AB de longueur il sont assujetties à glisser sans frottement sur la parabole, dont on regarde la masse commue nulle.
Équations du mouvement du système. Calcul des réac^ lions en A et B. Positions d'équilibre relatif. Étude des petits mouvements dans leur voisinage, (Juin 1906.)
CERTIFICATS DE GEOMETRIE SUPÉRIEURL
Paris.
Épreuve théorique. — Une surfeuse étant donnée par les équations
y=zux^ j = p-harcp(tt, p), iF(p^(i*, o)-4- i = o,
où, f est une fonction quelconque des paramètres u et p, définir géométriquement le réseau formé par les deux familles de courbes u = const, et ç = const. Prouver que ce réseau est conjugué.
Déterminer les lignes de courbure des surfaces (S) qu*on obtient en prenant
çp = /n- a*
eU+v^_<5-u+v
U étant une fonction arbitraire de u, et V une fonction arbitraire de v, indiquer la nature de ces deux familles de courbes.
Former l'équation aux dériçées partielles à laquelle doit satisfaire la fonction cp pour que les plans oscula^ teurs des courbes v s const, menés aux divers points de chaque courbe u 3= const, soient parallèles à une droite dont les coefficients directeurs ne dépendent que de u. Montrer que la forme générale de «p est alors
(p = U(«)+U,(ei)Vt(p)^U,(a)V,(p),
les cinq fonctions mises en évidence étant arbitraires, et que les surfaces S précédemment considérées sont parmi les surfaces correspondantes.
Épreuve pratique. — Étant donnée la surface quiap&ur équation
^yi -_ 3 xyx -4- ^« = o
déterminer ses lignes asymptotiques et construire leurs projections sur le plan des xy^ en faisant prendre successivement diverses valeurs à la constante d'intégration.
(Octobre igoS.)
Épreuve théorique. — On considère les deux parabo^ lôïdes
x^-h-y^=^ 'àaz^
x^-^y^rrz — aa^,
et les droites qui sont tangentes communes à ces deux surfaces. Déterminer les arêtes de rebroussement des développables engendrées par ces droites.
Équations qui déterminent la surface minima ayant pour ligne géodésique la développée d'une parabole.
Épreuve pratique. — Étudier les sections par les plans de coordonnées et par des plans parallèles au plan des X, y de la surface lieu du point dont les coordonnées en a?, y^ z s* expriment d'une manière suivante :
(Mars 1905.)
Épreuve THEORIQUE. — Étant donnée l'équation aux dérivées partielles suivantes :
i" Intégrer les équations différentielles de ses cartzctéris tiques;
a" Montrer que ces caractéristiques sont les lignes géodésiques d'une certaine surface dont l'élément linéaire est
, ^ _ 4 « dv^ — ^v dudv ^ du^
Z** En substituant aux deux variables u et ç les suivantes :
V et /tt — p« = to,
prouver que la surface est applicable sur des surfaces de révolution. Déterminer les méridiens de ces surfaces de révolution.
Épreuve peatique. — Étant donné Vellipsoïde lieu du point dont les coordonnées rectangulaires s'expriment en fonction de deux paramètres u et v par les formules
'aia-
i" En déduire l'expression des deux formes quadratiques de différentielles
dx^ -h dy'^ -f- dz^, • d-^dx -Jf dy' dy -4- d'^ dz
(où Y, Y, y' '^'^^ '^* cosinus directeurs de la normale);
a* Former l'équation différentielle des lignes asymptotiques, des lignes de courbure, l'équation aux rayons de courbure principaux, (Mars igo6.)
SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES
(188«, p. 166; 18«9. p. gg.)
Soient Dq un cercle ^ Di une développante de Dq, D^ une développante ^ Di, . . ., D„ une développante de Dn^i. Ap^ pelons h n développante du cercle de l'ordre n. Cela posé, on propose de démontrer le théorème suivant :
Si une figure plane varie en restant semblable à elle-
même, et si trois droites de cette figure ont chacune pour enveloppe une développante de cercle de V ordre n, toute autre droite de la figure a pour enveloppe une développante de cercle du même ordre, (P. de Laffittb.)
SOLUTION
Par M. Thié.
Soit (F) ane figure plane qui varie dans son plan en restant semblable à elle-même. Toute droite D de cette figure enveloppe une certaine courbe. Pour une position donnée (F), on obtient le point $ où D touche cette enveloppe par la construction suivante, qui est bien connue :
Soit (D le centre instantané de rotation et de similitude qui corresponde la position considérée. Le point 8 est le point de rencontre de D et d'une droite issue du point a> faisant avec D un angle d qui ne dépend que des éléments qui caractérisent la variation infinitésimale de (F). Cet angle 0 est donc indépendant de la droite particulière considérée D.
Par 6 menons la perpendiculaire D' à D. Soient m et m' les projections du point a> sur D et sur D'; a>/n et um' sont rectangulaires et Ton a
= cot6.
Si donc nous considérons plusieurs droites D quelconques de la figure (F), la figure formée par les droites correspondantes D' dérive de la figure formée par les droites D, par une rotation d'un angle droit autour de o), suivie d'une homothétie caractérisée par le rapport cot6. Nous parvenons donc à ce résultat :
Soient D|, D^, ... diverses droites de la figure (F), DJ, D,, ... les normales aux courbes enveloppes de ces droites, aux points de contact de ces courbes et des droites Di, Dj, ... pour une même position de (F). La figure (D'i, Di, .,.) est semblable à la figure (Di, Dj. . . . ) : elle reste donc constamment semblable à elle-même.
Il est maintenant facile d'établir le théorème énoncé par voie de récurrence.
Supposons, en effet, qu'il soit vérifié, quand les dévelop-
( 334 ) pantes de cercle considérées sont de rang n--~i. Soient Di, Ds, D|, D» quatre droites de la figure (F), l«s trois premières enveloppant des développantes de cercle de rang n. Soii*nt D], D^, D^, D^ les normales aux enveloppes des quatre droites considérées. D|, Dj^, D^ enveloppent les développées des courbes enveloppes de Dj, Dj, Dj, c'est-à-dire des développantes de cercle de rang n — i. Donc, en vertu de rhypothèse, D4 enveloppe aussi une développante de cercle de rang n — i. Donc, D^, etc.
Or, le théorème est vrai si Ton suppose ii=s — i, autrement dit si les droites Di, Ds, D3 enveloppent des développées de cercle, c'est-à-dire passent par des points fi\es. Il est, en effet, bien connu que, si trois droites d'une figure déforme semblable à elle-même passent par trois points fixes, il en est de même de toute autre droite de la figure.
Le théorème correspondant au cas où a= oest encore bien connu (théorème de BobiHîer).
MW», p. 479.)
Par l'un des axes d'une conique W on mène un plan p perpendiculaire au plan de cette conique; un segment de longueur constante l se déplace sous les conditions suirvantes : l'une de ses extrémités décrit la conique W, il reste constamment normal à cette conique, et son autre extrémité est dans le plan p; démontrer que cette seconde extrémité décrit une conique \ (à laquelle le segment est d'ailleurs constamment normal).
Avec l'autre axe de la conique W, et une autre longueur constante m, on aura une nouvelle conique U. Démontrer qu^un certain segment de longueur constante p peut se déplacer en ayant ses extrémités sur les coniques U et V, et en restant normal à ces deux coniques.
(G. FONTENÊ.)
SOLUTION Par M. Parrod.
La conique W étant une ellipse dont les demi-axes sont OA = a, 0B = 6 (6<a);
considérons dans le plan ç la droite OC faisant avec OA un
angle dont le sinus est —y l'ellipse est située sur le cylindre
d*a\e OG et de rayon b. Soit HM un rayon du cylindre dont Textrémité M est située sur W. Il est normal à OG et à W. Un segment MP de longueur / a son extrémité P sur la perpendiculaire HH' abaissée de H sur OA.
Soient OH' = a?, et H' P = z, on a
V est une hyperbole d'axes OA et 0« et dont une asymptote est OG.
On a de même, pour l'équation de la conique U dans le planyOz,
(5t— a«)^« — a«jri=(6« — a»)(m«— a») ou
U est une ellipse dont les axes sont Oy et Oz.
Gonsidérons la conique V comme la conique W et formons dans le plan yOz l'équation du lieu correspondant à une longueur/?; en posant
on a
(A-.B)j^«— B^«=:(A^B)(/t>«-B) uu
Déterminons />< de façon que cette équation soit identique à celle de U, il suffit que
On a ainsi la relation
Il reste à montrer que le segment MP est normal à la conique V : considérons le segment Mi Pt voisin de MP; le cylindre de révolution d'axe MM| et de rayon / coupe le plan V suivant une conique passant par PPi; à la limite PPi est tangente au cylindre et à la conique V, donc cette tangente est perpendiculaire au rayon MP du cylindre.
Autres solutions de MM. Abrahbsgu» J. Rose et Valbrb Mabs.
{1»0B, p. uo.)
Soit un triangle ABC, et soient M, N, P les milieux des côtés. Considérons les projections D, E, F d'un même point sur ces côtés. Si a^ by c sont respectivement les intersections des droites NP et EF, PM et FD, MN et DE, le triangle abc est conjugué par rapport au cercle DEF.
(G. FONTENÉ.) NOTB.
Cette question se trouve résolue par l'article de M. Fontené : Sur le cercle pédal, du numéro de février.
QUESTIONS
2042. Soient, dans un plan vertical, Ox une droite horizontale, Oy une droite verticale dirigée de haut en bas. Construisons : i" une cardioïde ayant son point de rebroussement en 0 et son axe dirigé suivant 0 or; soit A son second point de rencontre avec Ox\ 2" une lemniscate ayant son point double en 0, tangente à Oa? et Oy et située dans Tangle xOy et dans l'angle opposé par le sommet.
Un point matériel pesant M est abandonné sans vitesse initiale en A et assujetti à décrire la cardioïde (on fait abstraction des résistances passives de toute nature). Pour chaque position du point M on construit la bissectrice de l'angle :rO M, qui rencontre la lemniscate en deux points. Démontrer que chacun de ces points décrit la lemniscate d'un mouvement uniforme. (R. B.)
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La Rédactiopç.
[M'Soa] SUR UNE PROPRIÉTÉ DE LA STROPHOÏDE ET SUR LES CUBIQUES QUI COÏNCIDENT AVEC LEURS CISSOÏ- DALES;
Par m. F. Gombs TEIXEIRA.
Nous allons donner, dans la première partie de ce travail, une propriété de la strophoïde qui nous paraît intéressante et qui n'a pas été encore remarquée, croyons -nous. Ensuite, en généralisant le résultat obtenu, nous chercherons les cubiques qui coïncident avec les cissoïdales d'elles-mêmes et d'une droite ou d'une circonférence.
Rappelons d'abord un théorème de M. de Longchamps dont nous ferons usage. Ce théorème a été obtenu par une voie purement géométrique par ce savant géomètre; mais on peut le démontrer aussi clairement par l'analyse, comme on va voir.
Considérons une coicf^be quelconque C, une droite D et un point O, non situé sur cette droite, et menons par O une autre droite arbitraire D| . Soient R et S les points où D| coupe la courbe et la droite D, respectivement; pt et o^ l^^ vecteurs de ces points, rapportés à P origine O, et M un point de D, dont le vecteur p soit égal à la différence ^^ — pi- Le lieu des positions que M prend quand D, varie, en passant toujours par O, est une courbe nommée, comme on sait, cissoïdale (Pe la courbe (] et de la droite D
Ann. de Mathémat», 4* série, t. VI. (Août 1906.) 22
( 338 ) par rapport au point O, que nous nommerons pôle.
Cela posé, prenons pour origine des coordonnées le point O, et pour axe des abscisses la perpendiculaire à D qui passe par ce point, et représentons par 6 l'angle formé par D| avec cet axe, par {x^y) les coordonnées de M, par (j7,,^, ) les coordonnées de R et par a la distance de O à la droite D. On a alors
x = a — pi C08Ô, j^ = atang6 — pi sinO, j?, = p, cos6, j'| = pisinô;
et par conséquent les équations de la tangente à la cissoïdale au point M et de la tangente à la courbe C au point R sont les suivantes :
(pisinS — p'i cos6)^ -h f pj 5in6 ■+• picos 6 ^ \x
__ 2 a pi j a«
"■ cos e ~ ^* ""cos«e* (pi cos6 — pi %\rï^)y — (pi cosO H-pi sinO)r = — pj,
où p, représente la dérivée de 04 par rapport à 9.
On voit, au mojen de ces équations, que les coordonnées y^ et ^2 des points où ces tangentes coupent la droite D sont déterminées par les équations
__ a g Pi — o\ cosO — a cos>0 (p, sin6 -t- pi cos6) •^*~ (p, siiiO — p'i cosOjcosO
— p?— fl^ (pi gos9 ->- pi sin6) •^*~" pi sinO — pi cosO
On a aussi, eu représentant par yj l'ordonnée du point où la droite D« coupe D,
y% — atangG.
Il résulte de ces équations l'identité
yi—yt='>{yi—yt).
( 339) au moyen de laquelle on voit que la droite qui passe par O et par le point (ar, y) de la cissoïdale coupe la droite donnée D en un point équidistant de ceux où elle est coupée par la tangente à la cissoïdale au point (ar, y) et par la tangente à la courbe C au point{Xi,y^),
Ce ibéorème est celui que nous nous proposions de démontrer analytiquement. Il a été communiqué en i885 par M. de Longchamps à TÂssociation française pour l'avancement des sciences, au Congrès de Grenoble.
Appliquons maintenant ce théorème à la strophoïde.
Considérons une droite L, et deux points A et B, dont le premier soit situé sur cette droite. Si par le point B on mène des droites qui coupent L, et si l'on prend sur chacune, à partir du point K d^interseclion, deux segments KIVI et KM| tels qu'on ait
KM = KM, = KA
le lieu des points M et M| qu'on obtient est, comme on sait bien, une strophoïde (*). On sait aussi que la dislance du point B à la droite L est égale à la distance de L à l'asymptote réelle, laquelle est parallèle à L. On a donc, en représentant par H le point d'intersection de la droite. MM< avec cette asymptote,
BM-hBM, = 2BK = BH.
On voit au moyen de cette relation qu'une partie de
(') On peut voir la théorie de celte cubique dans notre Tratados de las curvas espéciales notables, ouvrage couronné cl publié par l'Académie des Sciences de Madrid (Madrid, 1906, p. 16).
( 34o ) la cubique considérée est la cissoïdale de Tautre partie et de l'asymptote, et que, par conséquent, les tangentes à la strophoïde aux points M e^ M| coupent r asymptote en deux points équidistants de celui où elle est coupée par la droite BK.
Ce théorème est celui que nous nous proposions d'établir : il en résulte les corollaires suivants :
1® La tangente à la strophoïde au point B passe par le point où cette cubique coupe son asymptote réelle,
2'* Les deux points de la strophoïde oà la tangente est parallèle à P asymptote réelle sont situés sur une droite qui passe par B.
La strophoïde n'est pas la seule cubique qui jouisse de la propriété de coïncider avec une cissoïdale d'ellemême et d'une droite par rapport à un point de la cubique. Nous allons chercher les cubiques qui satisfont à cette condition.
Prenons pour origine des coordonnées le pôle de la cissoïdale et pour une des coordonnées une parallèle à la droite donnée, et considérons l'équation générale des cubiques:
Aj7» -h ^x^y -H Cxy* -H D^' -h Ea:« -\- ¥xy -a- Gy^ -h Har -h K^ = o
ou, en posant
ar=pcoî56, ^ = psin6,
pour la rapporter aux coordonnées polaires,
(A cos^Oh- Bcos«0sin6-h Ccos6sin*0 h- Dsin'e)p« '-+- ( licos'O -f- FcosÔ sin6 h- Gsin-6)p-+-Ucosô-hKsin6 = o.
(34. ) En représentant par p, et ps l^s racines de cette équation, on a
_ Ecos*ô-f-Fcos*Osme-i- Gsin«6
Pi H- pt — — Acos^e-hBcosîesine-HGcosesin^e-hDsinse *
Supposons maintenant que lY'quation de la droite donnée soit x =a, oa en coordonnées polaires
^ cos6'
La condition pour que la cubique coïncide avec la cissoïdale d'elle-même et de celte âroite, c'esl qu'on ait identiquement
pl-Hpî=p',
ou, par conséquent,
E-4-Ftange-hGtang«e = — a(A-HB tange -+- G tang'B -h D tang»6),
quelle que soit la valeur de 6. Celte condition est donc exprimée par les équations
E = — aA, F = — aB, G = — aC, D = o,
au moyen desquelles on voit que l'équation de la eubi<|ue doit avoir la forme
(AiT'-h Bxy -^ C}r*){x — a) -hUx -+- Ky = o.
On peut donc énoncer le théorème suivant :
La condition pour qu'une cubique soit la cissoïdale d'elle-même et d'une droite est qu'une de ses asymptotes coïncide avec cette droite et que les deux autres se coupent en un point de la cubique. Ce point est alors le pôle de la cissoïdale.
Il résulte de ce qui précède cet autre théorème, qui
( 342 ) contieDt celui relatif a la strophoïde^ précède inmenl énoncé :
Si deux asymptotes d'une cubique se coupent en un point de cette courbe, et si par ce point on mène une droite quelconque D, les tangentes à la cubique aux points où elle est coupée par cette droite coupent la troisième asymptote en deux points équidistants du point d'intersection de D avec cette dernière asymptote.
Une classe très importante de cubiques auxquelles ces théorèmes sont applicables esl celle des cubiques circulaires qui passent par leur foyer singulier. Cetle classe de cubiques comprend, en effet, des cubiques considérées par VArr Reer et Ghajsles dans leurs études sur les focales du cône de base circulaire oblique {Correspondance mathématique de Quetelet, i. V et VI).
Voici encore une autre question analogue à la précédente :
Chercher les cubiques qui sont cissoïdales d'ellesmêmes et d'une circonférence par rapport à un point où la cubique et la circonférence se coupent.
En prenant ce point pour origine des coordonnées
et la droite qui passe par le centre de la circonférence
pour axe des abscisses, l'équation polaire de cette
courbe est
p' = 2acosO, et ridentité
donne^ au moyen d'une analyse semblable à celle qui
( 343 ) fut employée précédemmenl, les conditions
E= — 2aA, F = — aaB, E = 2 aC, F = — aaD, G = o.
L'équation de la cubique doit donc avoir la forme (x* H-^y* — jiax)(\x-h By) -hUx ■+- Ky = o.
Nous avons le théorème suivant :
Les conditions pour qu'une cubique soit cissoïdate d'elle-même et d'une circonférence par rapport au point où ces courbes se coupent sont les suivantes : I® que la cubique soit circulaire; 2® que le pôle coïncide avec le point où la cubique est coupée par son asymptote réelle; 3** que le centre de la circonférence coïncide avec le foyer singulier de la cubique,
SUR OUBL(PS G8ACLK8 DU PLAN DUN TRIANGLE
Par m. Emile WEBER.
Soient P un point quelconque du plan d'un triangle ABC ; a, ^, Y ses coordonnées trilinéaires normales. Désignons par A|, B,, C, les intersections respectives des côtés BC, GA, AB avec les droites AP, BP, CP. Par les trois points A|, B^, C« faisons passer un cercle. Celui-ci coupera les côtés de ABC une seconde fois respectivement en A^, B^ C'^. On sait que les droites AA',, BB'^, CC'^ concourent en un même point P' (Ter- QUEM, N,A,, 1842, p. 4o3 ; G. CANoino, N. A,, 1900, p. 249).
Nous nous proposons, dans cette étude, de mettre
en lumière la relation gi^ométrique unissant les deux points P et P. Nous établirons ensuite la condition à laquelle ces points doivent satisfaire, pour que le cercle correspondant soit tangent au cercle d^Euler, ce qui nous donnera une extension du théorème de Feuerbach à comparer avec celle que M. Fontené a établie dans les Nouvelles Annales (iQoS) pour une autre famille de cercles.
1. Au Congrès de l'Association française pour Tavancement des Sciences (Oran, 1888), M. Emile Lemoine a donné l'expression des coordonnées a', P', y' du point P' en fonction de celles du point P. Il a obtenu :
aa(A— aa)[6Y(^-^Y)-+-^P(^— *?)] — «' Pt(^—cY)(A—AP)'
où A ^ aa -h 6 P -h cy. p', ^ s'écrivent au moyen de a' par permutations tournantes.
Sous cette forme, les coordonnées a', P', y' paraissent extrêmement compliquées et peu maniables dans les calculs. Nous allons les définir d'une façon plus simple. A cet effet, observons que a' est proportionnel à :
^[p(A — ÔP) "^ '^{^ — cf) a(A— aa)J
La même coordonnée, écrite dans le système barycentrique, devient
p(A— 6p) y(a — CY) arA — aa;
A présent, si Ton désigne par x^ y, z les coordonnées barycen triques de P, on voit que le point V est
le réciproque de l^ anticomplémentaire d\in point D,
a* dont les coordonnées barycentriques sont — r>
2. Ce point D a une signification remarquable. Pour la faire ressortir, nous allons rappeler un théorème dû à Sleiner :
Si l^ on joint les trois sommets aux milieux des côtés correspondants B|C«, C, A,, A, C| du triangle déterminé par les pieds des droites AP, BP, CP, on obtient trois droites courantes en un point D'. Il est facile de voir que les coordonnées barycentriques de D' sont x{y-^z)^ y(^-l-^), z{x+y). En. les comparant à celles du point D, on voit que le point D est r inverse triangulaire du point D'.
3. Appliquons ce qui précède, comme vérification, au cercle d'Euler. Ici, le point P est le point H, orthocenlre du triangle fondamental ; le triangle A|B|C| est le triangle orthique. Si nous joignons les sommets aux milieux des côtés du triangle orthique, nous obtiendrons les sy médianes de ABC : le point D' est donc, dans ce cas, le point K de Lemoine, dont l'inverse D est le centre de gravité de ABC. D'autre part, le centre de gravité est lui-même le réciproque de son anticomplémentaire. De là découle clairement la notion dn cercle des neuf points.
4. Dans certains cas, l'énoncé de la correspondance entre les points P et P' se simplifie en introduisant la notion de la newtonienne d'aune transversale. Si
Xx -h Hy ~h Cz = o
( 346 ) est Téqualion, en coordonnées barycen triques, d'une transversale, les milieux des diagonales du quadrilatère complet, que cette transversale détermine avec les côtés de ABC, sont sur la droite
appelée (par M. de Longchamps) la newtonienne de la transversale.
En écrivant la dernière équation sous la forme :
il ressort, que le pôle trilinéaire (Tune newtonienne est le réciproque de l^ anticomplémentaire du pâle trilinéaire de la transversale correspondante.
5. Si nous prenons maintenant, pour le point P, le fojer de la parabole de Kiepert ( ,^ ^> "711^'
^_ ,^ en coordonnées barycentriquesj» le point D
sera le pôle trilinéaire de la droite d'Euler et V le réciproque de ranlicomplémenlaire de ce pôle. Nous dirons donc : Il passe un cercle par les six pieds des droites joignant les trois sommets au foyer de la parabole de Kiepert et au pôle trilinéaire de la newtonienne de la droite d^Euler,
6. Si le point P est le point de Sleiner \,^__ ,* -j— —jj ^__ ,^ en coordonnées bar^cenlriques j> le
point D sera le foyer de la parabole de Kiepert et P' le réciproque de Tanticomplémentaire de ce foyer. En observant que le loyer de la parabole de Kiepert est
(347) le pôle Lrilînéaire du diamètre de Brocard, nous pourrons énoncer le théorème :
// passe un cercle par les six pieds des droites joignant les sommets au point de Steiner et au pôle trilinéaire de ta n estonienne du diamètre de Brocard,
7. liln plaçant le point P au point K de Lemoine, le point D est le point t: r> -r ;» -;; — r-i de sorte
que son inverse le point D' [«^(6^-+- c*), ^^(c^H-a^), c^(a^ -h b^)] est le point milieu de la dislance des deux points de Brocard. En d'autres lermes : si Con joint les sommets d'un triangle aux milieux des côtés correspondants du triangle formé par les pieds des symédianes, on trace trois droites se coupant au milieu de la distance des deux points de Brocard.
8. Signalons encore un cas particulier digne de remarque : si P est réciproque de l'ortliocentre H, le point D sera l'orlhocentre H et nous dirons :
// passe un cercle par les six pieds des droites joignant les trois sommets au réciproque de V orthocentre et au pôle de la newtonienne de l'axe orthique.
9. Pour étendre le tliéorème de Feuerbach aux cercles de cetie famille, nous nous appuierons sur la proposition suivante : le cercle circonscrit à un triangle autopolaire à une hyperbole équilatère passe par le centre de cette courbe.
On peut considérer le triangle A|B|C| comme le triangle diagonal du quadrilatère ABCP et par suite comme triangle autopolaire à Thyperbole équilutère
( 348) ABCP. De même, le triangle A,B',C', est auiopolaire par rapporta Phyperbole équilatère ABCP'- II en résulte que le cercle A,B(Ci coupe le cercle d'Euler en deux points, centres des hyperboles équîlalères AB(^P, ABCP'. Conséquemment, lorsque P et P' appartiendront à une même hyperbole équilatère circonscrite au triangle fondamental, le cercle A|B,C| sera tangent au cercle des neuf points.
[Pif]
ON THBORKNK SUR L4 COLLINÊATION BT LA R&GIPROCITK;
Par m. STUYVAERT.
Le point de départ de ce travail est un théorème que nous appellerons théorème de Reye et dont voici l'énoncé :
Toutes les cubiques gauches passant par cinq points percent un plan fixe en des ternes de points qui sont les sommets de triangles conjugués par rapport à une même conique. {Zeitschr.f Math. u. Phys., t. Xlli.)
Cette propriété a été démontrée trop souvent pour qu'une nouvelle méthode de l'établir, présente encore quelque intérêt en elle-même. Mais on peut analyser les relations du théorème de Reye avec des théories apparentées; ces recherches, poussées dans deux directions différentes, nous ont donné des résultats.
En considérant la gerbe de cubiques par cinq points comme un cas particulier de systèmes plus généraux^ nous ayons monivé {Comptes rendus, novembre ipoS)
( 349 ) commciit les caractères spécifiques de cette gerbe entraînent le théorème de Reye.
Ici, au contraire^ nous allons regarder cette proposition comme un analogue supérieur du théorème de C. Sturm sur les faisceaux de coniques, et nous étendons à l'espace une méthode qui réussit dans le plan.
1. Le théorème de C. Sturm peut se déduire de celui de Desargues, Ce dernier repose à son tour sur la propriété suivante :
Si X et X, ^ et Y sont deux couples d^ éléments homologues de deux formes projectiles superposées du premier ordre {ponctuelles ou faisceaux) y les couples (.r, Y), {y^ X) et les éléments doubles de la projecti\?ité sont en involution.
Cherchons l'analogue de ce théorème dans un espace à deux, trois ou même plusieurs dimensions. Pour la facilité du langage, bornons-nous à l'espace ordinaire: nous aurons à démontrer le ikéorème que voici :
Si le point Y et le plan U sont respectivement les homologues du point y et du plan u dans deux espaces collinéaires (le déterminant de la collinéation étant différent de zéro), Y est le pôle de u et y le pôle du U dans un système polaire ayant pour tétraèdre conjugué le tétraèdre fondamental de la collinéation.
M. C. Servais nous a communiqué verbalement une .démonstration synthétique de celte propriété. Celle que nous donnons ici est analytique ; nous n'avons donc pas à nous occuper du cas des imaginaires.
Prenons les points doubles, supposés distincts, de
la collioéatîon pour sominets du lélraèdre de véStrence. Les formules de ia projectivité peavenl alors s'écrire
P^i=<^iyi(i- I, a, 3, 4).
Un plao U ^ S ^i^i répond à un plan u^'E Ua/jr/, que l'on peut désigner par S Ui^il on a alors
aui= a/U/.
Or, dans un système polaire où le tétraèdre de référence est un tétraèdre conjugué et où le point ^ est le pôle du plan U, on a des relations de la forme
par suite aussi
ou, d'après les formules précédentes,
pp'Y/=<yp/a/;
dans ce système polaire, le point Y est donc bien le pôle du plan u.
Le raisonnement, fait en sens inverse, démontre la réciproque :
Si les points Y et y sont respectivement les pôles des plans u et U par rapport à un système polaire, le point Y et le plan U sont respectivement les homologues du point y et du point u dans une collinéa^ tion ayant pour tétraèdre fondamental un tétraèdre polaire quelconque du système proposé,
2. La démonstration précédente suppose que les points doubles de la collinéation soient distincts. Le raisonnement qui va suivre établit le même théorème dans tous les cas.
Écrivons, les équations de la collinéation sous la
(35. ) forme
pY/=2^'VJ'y («= ï» ^» 3, 4).
En général a/y diflTère de Uji^ el la seule reslHclion à faire est que le déterminant des quantités aij ne soit pas nul.
Le plan U ^ SUiXi répond au plan u ^^lii'ZaijXj et, si l'on désigne ce dernier par 2 ujXj^ on a
Soient fiif les coefficients réels d'une quadrique f réelle ou imaginaire; on a donc //a = /a/. Si U est le plan polaire du point ^ par rapport à cette quadrique, on a
*=1 d'où
^^^j = ^<^ij^fikyk-
Si le plan u est le plan polaire du point Y par rapport à la même quadrique, on a de même
*=i d'où
Les deux systèmes de valeurs trouvés pour les quantités Uj ne peuvent coexister, en général, que pour un
( 352 ) nombre fiai de points ^ (ce nombre est 4)* Mais elles sont compatibles, quel que soit le pointy, si Ton a
Ces conditions sont vérifiées identiquement, si Ton dij=zk. De plus, les égalités demeurent inaltérées, si Ton permute y et k. On ne doit considérer que les cas où y par exemple est supérieur à k et, comme les nombres I, sî, 3, 4 présentent six combinaisons, les rela-» tions précédentes sont au nombre de six entre les dix coefficients homogènes /,>; il v a donc, en général, oc' quadriques satisfaisant à la condition d'avoir pour plans polaires de deux points homologues quelconques y et Y deux plans homologues aussi, mais ea ordre inverse, U et £/.
Démontrons que tout point double de la collinéation est le pôle d'un plan double par rapport à chacune de ces quadriques. Si un point z est double, il existe une valeur de p telle que Ton ait
/=* ^Zi = ^aijzj\
soit V le plan polaire de z par rapport à une des oo' quadriques trouvées, on a alors
donc
mais, à cause des conditions imposées aux quadriques/
( 353 ) et écrites plus haut, ces relations devienneut
P'^^k^^atk^/ijzj
et, puisque v est le plan polaire de z, on a enfin
pTPi^ = T 2^aiki^i]
ceci exprime que sf est un plan double, donné d'ailleurs par la même valeur de p qui a fourni le point double z, Ainsi, tout point double de la coUinéation est le pôle d'un plan double par rapport à chacune des oo' qiiadriques/. Il est visible que l'une de ces surfaces est déterminée, en général, par la condition que y est le pôle de U.
3. Voici, en passant, une application. Supposons le complexe tétraédral défini par deux espaces collinéaires (voir Reye, Géométrie de position). Soient a et 6 deux rayons du complexe; a passe par deux points homologues ^ et Y; 6 est Fintersection de deux plans homologues u et U. D'après le théorème du n° 1,^ est le pôle de U et Y le pôle de u par rapport à une qua-, drique ayant pour tétraèdre conjugué le tétraèdre fondamental de la projectivité ; donc a et 6 sont deux droites conjuguées par rapport à cette quadrique. Les droites conjuguées du rayon a par rapport aux oo* quadriques / ayant le tétraèdre fondamental pour tétraèdre polaire sont toutes des rayons du complexe. Ou encore le complexe est conjugué à lui-même par rapport à chacune de ces quadriques. (Ces propriétés sont connues.)
Ann. de Mathémat., 4' »^"e, t. VI. (Août 1906.) a3
( 354 ) 4. Les n*** 1 et 2 sont indépendants du nombre de variables. Dans un plan, par exemple, on a la propriété suivante :
SI y et Y sont deux points homologues, u et \] deux droites homologues de deux systèmes plans collinéaires superposés, y est le pôle de W et Y celui de u dans un système polaire ayant pour triangle conjugué le triangle fondamental de la collinéation. Et réciproquement.
Cette proposition conduit au théorème de Reye sur les cubiques gauches.
En effet, les rayons qui projettent les points d'une cubique gauche de deux d'entre eux, G et H par exemple, forment deux gerbes collinéaires et marquent, sur un plan [jL, deux systèmes plans projeclifs dont les points doubles sont les traces A., B, C de la cubique sur le plan p.
Soient D, E, F trois points de la courbe; appelons D', E', F' les traces respectives de GD, Glî, GF sur le plan [JL et D", E', F' celles de HD, HE, HF.
D'après le théorème qui vient d'être énoncé, D' et D" sont respectivement les pôles de E"F" et E'F par rapport à une conique admettant le triangle ABC comme triangle conjugué.
Si Ton intervertit les rôles des points G et D, on voit que, dans la même conique, définie par son triangle conjugué ABC et par la condition que D'est le pôle de E''F'', on a maintenant la trace 1 de GH pour pôle de la droite d intersection des plans DEF et |jl. Par interversion successive des points D, E, F, G, H entre eux, on reconnaît ainsi que le plan |i. coupe chaque face du pentaèdrtr DEFGH suivant une droite et chaque arête opposée en un point et que ces dix droites sont les
( 355 ) polaires respectives de ces dix points par rapport à une même conique qui admet ABC comme triangle conjugué.
(iCtte propriété est l^analogue du théorème de Desargues relatif aux coniques ; elle est connue ainsi que les cas particuliers que Ton peut en tirer lorsque certains sommets du pentaèdre coïncident.
L'analogue du théorème de C. Sturm en résulte immédiatement : toutes les cubiques gauches passant par les cinq points D, E, F, G, H percent le plan jjl en des ternes de points A, B, G formant des triangles conjugués par rapport à une même conique ; celle-ci est en effet complètement déterminée par le pentaèdre DEFGH.
SUR UNE GBNBRUrSATrOK DK LA TRANSFORMATION BIRATIONNELLE;
Par m. h. LAURENT.
Soient /, if', /", ... les racines d'une équation algébrique
de degré m. On sait que toute fonction rationnelle de i est réductible à la forme ^{î)^ ?(^) désignant un polynôme entier de degré m — i au plus.
Gonsidérons une fonction de m variables
Xoj Xi. ..., Wm-i
de la forme
Xo H- t a?! -4- . . . -H t"*-* x„t-t = y,
( 356 ) et une expression de la forme
a, 6, a', 6' désignant des quantités indépendantes des a; mais pouvant contenir /et ses puissances. Si Ton remplace a, 6, a', 6', ^ par leurs valeurs exprimées en fonction de t, Y prendra la forme
Y = Xo -4- Xt t-4-. . .-4- X,„_i i"»-*.
Pour lui faire acquérir cetle forme on observera que Y est de la forme
Mo -4- aj i -+- . . . -h llm-\ *'""*
fo -4- «'i «-»-••• -+- ^m-\ «"*"*
ou les u et les v sont fonctions linéaires des x^ le numérateur et le dénominateur pouvant être remplacés par le reste de leur division par fit). Cela fait, on multipliera le numérateur et le dénominateur de la fraction précédente par
qui est une fonction symétrique des racines de ^^^— .> et qui, par suite, est entier en i\ après cetle opération, le numérateur et le dénominateur de Y seront des polynômes entiers en a^o, ^i, ..., ^m-« de degré m au plus et le dénominateur ne contiendra plus i, Y aura donc la forme
4;o H- <Vi g -4- . ■ . + ^m-\ J"*^^ I = j i
les i( étant des fonctions entières des x de degré m. On aura donc
( 357 ) Or, la racine i étant Tune quelconque des racines de y(j5) = o, la formule précédente aura lieu en y remplaçant i pari', i**^, ..., elle aura lieu pour m valeurs de/ et l'on aura
Ces formules sont birationnelles, c'est-à-dire que Ton peut les résoudre par rapport aux x et exprimer leurs valeurs en fonction rationnelle de Xo,X|, ...,X|t. Ce sont des formules analogues à celles de la transformation quadratique dans l'espace à deux dimensions.
Et, en effet, de la formule (i) on tire
AY-4-B
A, B, A', B' étant des polynômes entiers, et, en reprenant mot pour mot ce que nous venons de dire, on aura
les Vêtant entiers et de degré m — i en Xo, ..., X^-i. Les formules (2) sont celles d'un groupe dont il est facile de trouver des invariants différentiels. En considérant Y et^ comme des variables complexes formées avec les clefs i, i^, ,.., i"*"*, Y sera fonction de ^ et
aura une dérivée t- bien déterminée, alors
dy dxx -H i dxi 4- . . .
ne dépendant pas de dxoldxildxal < >-, on aura
dXo . dXi I /dXo . dXx \
âxo oxq i \oxo oxi /
( 358 ) et ces équations se décomposeront encore en d'autres après avoir été rendues entières en /, en observant
qa'elles ont encore lieu en changeant i en f, H' ^
Toutes ces équations ont pour solutions
Ao--;j^, A,s=-jj-, ....
Si, par exemple, f{z) = 5^ + i , on aura
^ ( a-»-ai)(iro -h jr|i)-l- ^ H- P* ■^ "" ( a' -v- a' t ) ( ^0 -♦- *i » ) ■+• ^' -♦- ?' *
""" a'aro — ol' Xx-\- 6'-f- t(a'iro4-a'a?t-h p')
_^ {axQ — (iXx-\-b){a' Xq — <x' Xx-^-b')'\-{%x^-^ax\ -4- p)(a'rro-f-a'irt-«-P') "" (a'aro— a'^i-H^')*-t- (a'aro-4-a'iri-4- P')«
(g'a^o — g'ari-h 6')(aa7o-t- aa?! -H P) — (a^rp — g^i-H ^)(g'a:o — ...) . (a'iFo— ...)•• • et l'on aura
(aXf^ —axi-^b) (a'x^ — a'a", -hb')-h(oiXQ-^a.ri-hP)((i'xQ-ha'xi-\'p')
(a'xo — Qt'sti -h b'){(xxQ-^ axi-h^) — {axo — aLXi-\-b){a'xo-ha'xi-k-P')
(a'xo—a'x^-^ b* )* -h (a' Xo -^ a' Xi H-f')* Ces équations sont de la forme Xq Xi
£/, u'^ (^, if' désignant des fonctions linéaires. Si ç' est nul, on a
Xq _ X^ _ J_
uu' "" pa' *" p*
GONGAURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORHALE SUPERIEURE M 1906.
Première composition de Mathématiques (Sciences I).
Solution paii M. Jean SËRVArS.
On considère, dans l'espace, les droites (D) dont les équations sont
Ma? H- tyr -t- -5 -4- 1 = o, X -hy -^ uz -{- V =s o;
on regarde les paramètres m, {^ comme les coordon^ nées d'un point A dans un plan (P) ; à chaque point K de ce plan correspond, en général, une droite (D) et une seule; par un point M de Cespace, il passe, en général, une droite {D) et une seule.
Ou doit être le point M pour qu'il passe par ce point une infinité de droites (D)? Soit Mo un tel point; quel est le lieu, dans le plan P, des points A auxquels correspondent les droites (D), en nombre infini^ qui passent par le point M©? Quand, inversement, le point A décrit ce lieu, Quelle est la sur face décrite par la droite (D) qui correspond au point A?
Lorsque, dans le plan (P) , le point A décrit la parabole dont V équation est v == au^, la droite correspondante (D) décrit une surface (2) qui est, en général, du quatrième degré; la précédente étude permet de mettre en évidence des valeurs du paramètre a pour lesquelles cette surface contient un plan.
Construire, en supposant a=i, la courbe du
troisième degré, intersection d la surface (S)«/ du plan des xy.
Évaluer Vaire limitée par celte courbe et la droite dont V équation est y =z 3,5.
Il est clair qu'à chaque point A, c'est-à-dire, à chaque système de valeurs de {/ et (^ correspond une droite (D) et une seule à moins que les deux plans qui définissent (D) ne soient confondus, ce qui a lieu lorsque
c'est-à-dire lorsque le point A occupe Tune des deux positions
auxquels cas la droite est indéterminée dans le plan
(H) ar-f-j' ■+- ^ -hi = o
ou
(n') ar-H^ — >« — i = o.
Si l'on cherche les droites (D) qui passent par un point donné M de coordonnées a:, y^ z, on est amené à résoudre les deux équations
Îwa? 4- pj^ -4- « H- I = o, .u-5 -HP -^x-\-y^o
en a et (^ qui admettent en général une solution et une seule sauf lorsque l'on a
En faisant la somme des termes des rapport.s (2), on
(36. ) trouve le rapport égal
qui est égal à i , si x -^-y -f- 5 + i ^z^ o. Dans ce cas le point M est sur la droite
i ar = ^, (A)
Lorsque ic-|-^-|-2-|-i = o,on peut remarquer que les rapports (2) sont aussi égaux à
x-»ry^z — \
qui est égal à — i , si ar -^y — z — i p^ o. Dans ce cas le point M est sur la droite
Enfin, si Ton a à la fois
c^est-à-dire si le point M est sur la droite d'intersection des plans n et n^
Il j a bien une infinité de solutions pour u et i^, car les équations (i) donnent
mais la droite correspondante
(362 ) reste fixe et coïncide avec A*^ lorsque u varie, elle ii'e«t donc pas indéterminée.
En résumé, la droite (D) n'est indéterminée que lorsque le point M est sur Tune des droites A ou A'.
Soit Mo un point de A de coordonnées
aro = ^oi
Pour ce point les deux équations (i) sont identiques et le lieu de (A) est la droite
qui passe par le point û'.
De même si le point M o est sur A'
le lieu de A est une droite
(I/) a^o-hc — ^0 — i = o
qui pass^ par le point Q.
Supposons que le point A décrive la droite (L<), la surface engendrée par D aura pour équation
Zq I ^0+ I
qui, développée, se décompose en deux plans : X -hy — ^ — r = o,
qui est le plan 0', et
X -h z -^ ZQ(y -^ i) =: o
qui est le plan passant par A' et le point Mo*
De même, lorsque A décrit la droite (L'), la surface engendrée par (D) se décompose en deux plans :
x-hy -h z H- I = o
( 363 ) qui est le plan H, et
qui est le plan passant par A et le point Mq. Lorsque A décrit la parabole
(3) ç^au^,
la droite (D) décrit la surface (S) dont on obtient l'équation en éliminant u el \f entre les équations (i) et (3), ce qui donne
(S) a[y{x-^y) — z — iY=[z{z-hi)'-x{x-^y)](x—yz).
Cette surface est du quatrième ordre en général. On prévoit qu'elle se décomposera en une surface du troisième ordre et l'un des plans II ou U'^ lorsque la parabole passera par l'un des deux points Q ou Q', c'està-dire lorsque
Faisons, par exemple, a = i et mettons en évidence dans l'équation de (2) te plan II, il reste la surface du troisième ordre qui a pour équation
y[{y — '2)(a? -+->') H- s*] -+• a?* — j'» — za?-h^ — ar— ^-h i = o.
La section par le plan ^ = o est la cubique qui a pour équation
Pour construire cette courbe, remarquons d'abord que la droite x +y = o est évidemment une asymptote d*in(lexion, puisqu'elle rencontre la courbe en trois points à l'infini et qu'elle est parallèle à une direction asymptotique simple. La direction de l'axe des x est une direction asymptotique double à laquelle corres*
( 364 ) pond une branche parabolique. En écrivanl l'équation sous la forme
on voit que la parabole
(P) y^-^OP — y — iz=zo
est asymptote. Sous cette forme on voit également qu'il n'y a pas de points de la courbe à l'intérieur des
Fig. I.
régions ombrées sur la figure, et cela met en évidence comment la courbe est asymptote à la droite et à la parabole.
La courbe présente un point double isolé au point
( 365 ) TraDsportons les axes en ce point, en posant
L'équation devient
Y«(X -+- Y) -h X«-+- 2XY -4- 2 Y»= o.
Il est alors facile de mettre la courbe sous forme unicursale et de la construire {^fig* i).
On peut d'ailleurs également la construire sous la première forme, en résolvant par rapport à x.
L'équation ordonnée en x est
** ■+■ (r*— I.) ^ H- (^* - 0 (r — 0 = Oi ce qui donne, en résolvant,
(4) 2a: = i-^«dz(^-i)/(j'-i-i)(^-3).
Ceci met en évidence les deux tangentes y = — i, y ■=.Z parallèles à ox et tangentes aux points
B(ar = o, j's — I) et G (a: =— 4, ^ = — 3).
L'aire demandée est l'aire DCE comprise entre la courbe et la droite de
Elle est égale à
^i^y— j ^tdy,
X{ et X2 étant les deux valeurs de x fournies par la formule (4), on a donc
En remarquant que {y — i) est la demi-dérivée de
( 366 ) la quantité placée sous le radical, on a
S=!H(>'-Hi)(r-3)]î|r*, s = 1(9., 25 )î.
SOLUTION GÉOMÉTRIQUE
Les droites (D) forment la congruence des droites qui s^appuient sur deux droites fixes (A) et (A'). Les coordonnées du poinr a d'intersection de la droite (D) avec le plan
sont
On peut donc substituer, sans rien changer d'essentiel dans l'énoncé, le point a au point A, car Tun se déduit de l'autre par une symétrie.
Fig. 2.
Soient alors {Jig» 2)(i)eta)' les points d'interseclion des droites (A) et (A') avec le plan (/?). Par tout pointa
(367) du plan {p) passe une droite (D) et une seule qui est rinlersection des plans a, (A) et a, (A'), il y a exception lorsque a est en co, auquel cas la droite (D) est indéterminée dans le plan (H) passant par (o et (A'), ou lorsque a est en w', auquel cas (D) est indéterminée dans le plan (II') passant par o)' et (A).
Par un point M de l'espace il passe une droite (D) et une seule qui est Finterseclion des plans M, (A) et M, (A'). Il y a exception lorsque M est situé sur une des deux droites (A) ou (A'), car, dans ce cas, la droile(D) est indéterminée dans le plan défini par M et l'autre droite fixe.
Soit Mo un point de (A) {fig- 3). Toutes les droites (D) passant par Mq engendrent le plan (Q)
Fig. 3.
passant par M© et (A'). I^e lieu de la trace a de (D) sur le plan (/?) est donc la trace {l) du plan (Q) sur (/?). Ce lieu est donc une droiie (/) passant par co'. Inversement, lorsque le point a décrit la droite (/), la droite (D), qui n'est autre chose que aMo, engendre le plan (Q). Il y a toutefois exception lorsque a est
( 368 ) en (!>', car dans ce cas la droite (D) est indéterminée dans le plan (II'). La surface engendrée par (D) lorsque a décrit la droite (/) est donc Tenseinble des deux plans (Q) et (II').
On obtiendrait des résultats analogues pour un point Mode (A').
Supposons maintenant que le point a décrive dans le plan {p) une courbe algébrique (G) d'ordre m. La droite (D) engendrera une surface réglée (2) d'ordre a m. Pour le prouver, cherchons en combien de points une droite quelconque (S) rencontre la surface (S). Ce nombre sera égal à celui des droites (D) s'appuyant à la fois sur (S) et sur (C). Or, toutes les droites ( D ) q ui s'appuient sur ( S ) forment en général un hyperboloïde à une nappe. Cet hjperboloïde est coupé par le plan (/>) suivant une conique (F) qui rencontre la courbe (C) en 2m points. Les 2m droites (D) qui passent en ces im points rencontrent (S) aux a m points d'intersection avec (S).
Celle surface (S) a 3 droites multiples d'ordre m qui sont (A), (A') et wco'.
En eiTet, par tout point Mo de (A) il passe m génératrices de (S) qui sont les droites joignant Mo aux m points d'intersection de la droite (/) {fig- 3) avec la courbe (C).
Lorsque M© décrit (A), l-es m génératrices engendrent m nappes de la surface (S) passant par (A).
Il y a de même m nappes passant par (A').
Imaginons que le point Mo, en décrivant (A), tende vers o>. La droite (/) aura pour limite o>ci>' et les m génératrices (D) de (S) passant par Mo viendront se confondre suivant coco'. Il y a donc également m nappes passant par coco'.
Si la courbe (C) du plan (/>) passe parco, à ce point
(369) correspond le plan (II) et la surface (S) se décompose en une surface d'ordre 2m — i et ce plan.
Plus généralement, si la courbe (C) a en w un point multiple d'ordre r et en lo'un point multiple d'ordre r', la surface (S) se décompose en une surface réglée d'ordre 2m — /• — /^, r fois le plan (II) et r' fois le plan (A').
En coupant la surface (S) par un plan, on obtient comme section une courbe algébrique d'ordre '2m qui a trois points multiples d'ordre m et passe par les m points d'intersection du plan sécant avec la courbe (C).
Dans le cas particulier en question, la courbe (C) est une parabole. La surface (S) estdonc une surface du quatrième ordre a^ant trois génératrices doubles (A), (A') et(i>(i>'.
La section par le plan xoy est une courbe du quatrième ordre ayant : deux points doubles à distance finie aux points d'intersection (A) et (B) de (A) et (A') avec ûcoy, un point double à l'infini dans la direction coco' et tangente à la droite de l'infini dans la direction infinie de la parabole.
Lorsque la parabole passe par co, la surface (S) se décompose en le plan (II) et une surface du troisième ordre; la courbe du quatrième ordre se décompose eu la parallèle à coco' passant par B el une cubique ayant : un point double en A, un point simple en B, un point simple à l'infini dans la direction coco' et tangente à la droitt: de l'infini dans la direction infinie de la parabole.
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÊRIEIJRE EN
Douzième composition de Mathématiques (Sciences I et II).
Solution par M. Jean SERVAIS.
En supposant C espace rapporté à un système de coordonnées rectangulaires OX, OY, OZ, on considère la courbe définie par les équations
I. Montrer que Carc de cette courbe^ compté à partir de l'origine des coordonnées jusqu'au point dont l^ abscisse est le nombre positif x, est compris
entre x -{- -r x^ et x -^ -r ^^ -^ - ^"^ pour les valeurs
suffisamment petites de x ; on prouvera que cet arc est toujours inférieur à la seconde limite, et quHl est certainement supérieur à la première pour
II. Montrer quil existe sur cette courbe une infinité de couples de points A, B tels que les plans (P)^ (Q) respectivement osculateurs à la courbe en A, B se coupent suivant la droite qui joint ces deux points.
Soit V l'angle (moindre que deux droits) des directions, perpendiculaires aux plans (P), (Q), qui font des angles aigus avec la direction positive sur l'axe des z ; comment varie cet angle quand l'abscisse x du point A croit Je o à -h oo ?
Calculer, à un demi-millième près, la valeur de X pour laquelle V angle V est droit.
Montrer que les droites AB qui joignent deux points d'un même couple sont situées sur la surface dont V équation est
Séparer cette surface en régions d'après le nombre de plans osculateurs à la courbe proposée qui passent par ses différents points.
III. Évaluer l'intégrale définie
OÙ V est la fonction de x qui a été définie plus haut.
I. L'arc de la courbe est donné par la formule ds* = (i 4- 36a?* -h i6a?«) dx^.
En extrayant la racine carrée. du polynôme entre parenthèses, on trouve tes identités :
(i) I -h 36ir*-4- i6ar« = (i -i- i8j7*)»h- 4a:«(4 — 8ia:«)
et
) =(i-*-i8ar*-|- 8276)»— 278(3-24 H-a88a7»H-64a:*).
L'identité (i) prouve que, lorsque 4 — 8ia7«>o, c'est-à-dire, lorsque (x positif)
( 372 ) on a
L'identité (2) montre que, quel que soit x^ on a toujours
^ <(i-hi8a:*-h8a76)«;
on en conci
ui(a.<3).
ds
et, en intégrant de o à :r,
11. L'équation du plan osculaleur, en un point A de la courbe d'abscisse x, esl
ix^X — arY-t-Z — x^ = o.
Écrivons qu'il passe par le point B de la courbe d'abscisse x' et nous obtenons la condition
(3) 'ix^x' — ixx'^-hx' — x^ = o.
Celle condition élanl symétrique en x elx', prouve que, si le plan osculaleur de A passe en B, réciproquement le plan osculaleur de B passe en A. Les doux plans osculateurs se coupent donc suivant AB.
La relation (3) s'écrit
el, par suite, puisque x'^x, elle donne x' = — x;
( 373 ) on en conclut
I^es points A et B sont symétriques par rapport à O 5.
Les cosinus directeurs de la perpendiculaire au plan
osculaleur, A, en faisant avec Oz un angle aigu sont :
IX^ X I
^^X*^-i- X*-^ l ^^iX^-i- X'^-h l ^ ^ X^ -{- X* -h l
Ceux de la perpendiculaire au plan osculatcur B s'obtiennent en remplaçant x par — x.
On en conclut
I — x^ — âx^
COSV = ; — -.
Si Ton pose on a
COSV = •
Quand X croît de o à + oo, w croîl évidemment de o à 4-00 et cosV décroît tie i à — i. L'angle V croîl donc de o à ^.
La valeur de x pour laquelle V est droit est racine de l'équation
Cette équation a une racine positive et une seule comprise entre o et i.
Eu appliquant trois fois la méthode d'approximation de Newton, en partant de la valeur i , on trouve
Les équations de la droite AB sont
Quand x varie, la droite AB engendre un conoïde
dont on obtient Inéquation en éliminant x entre les deux précédenles, ce qui donne bien
Écrivons que le plan osculateur en A passe par un point donné X, Y, Z de cette surface, nous obtenons Téquation du quatrième degré en x :
(5) 4X»a:*- 8X»x»-4- 4X»Ya7 — Y«= o.
Cette équation ndmet évidemment pour racines les abscisses des points A et B de rencontre de la génératrice passant par le point X, Y, Z avec la courbe.
Ces abscisses sont données par la première des équations (4) :
L'équation (5) se décompose alors ainsi
(2Xx«— 4Xîa7-f-y)(2X^«-Y) = o.
Les quatre racines sont donc : i" celles qui sont fournies par (6) ; 2° celles qui sont racines de l'équation
(7) aXa:»— 4X«ar-+-Y=o.
Les deux racines de Téquation (6) sont réelles
lorsque
XY>o,
ce qui était à prévoir puisque cela a lieu pour tout point de la courbe donnée.
Les deux racines de l'équation (7) sont réelles lorsque
( 375 ) Construisons la parabole cubique
dans le plan des xy, La ligure ci-contre montre que,
par les points de la surface qui se projettent dans la région ombrée, passent quatre plans osculateurs réels et ailleurs deux plans. Or, la parabole cubique est la projection horizontale de la courbe donnée, et Ox est une génératrice de la surface. Par suite, par tous les points de la surface compris entre 0;r et la courbe donnée passent quatre plans osculateurs et par toul autre point deux tels plans.
III. De la formule qui donne cosV, on tire I — cosV . V
d'où
•cosV ® 2
tang— = v^ — v/4^*-+- i ^«
On a donc
/v* V r^^ I laiig— ûfj:= 1 >J l\x^ ->^\ X dx.
( 376) Changeons de variable en posant x'^=^ z,
J = - f\/^z^-^fdz.
Celle inlégrale bien connue (arc de parabole) donne
J = [{z /42»4- I -t- J^ l{iz -h v/i^'H- i)]J ,
CERTIFICATS DASTRONOMIB.
Bordeaux.
Épbelve TiiÉORiQUK. — Déjinition des parallaxes pour les planètes :
Parallaxes en : ascension droite, déclinaison, distance zénithale.
Indiquer rapidement les méthodes qui permettent d'obtenir les parallaxes planétaires par voie d'observation astronomique.
KpRKUVB PRATIQUE. — Pendant V éclipse du 3o août igoS,
à Bordeaux, et au moment de la plus grande phase.
les o,93o du diamètre solaire apparent étaient éclipsés (|§ = o,93o).
A ce montent, le diamètre apparent du Soleil était de 3r4i*, 4 ; celui de la Lune était de 3!V i-î", 4.
On demande de calculer avec trois décimales le rapport de la surface solaire apparente éclipsée à la surface solaire apparente totale. (Juillet 1906.)
Caen.
Épreuve théorioue. — On a des Tables donnant les coordonnées géocentriques du Soleil et de Murs à tous leurs passages au méridien de Paris pendant un grand nombre d'années. Montrer comment on peut déterminer la durée des révolutions sidérale et synodique de la planète et vérifier qu'elle satisfait aux deux premières lois de Kepler,
Éphel've pratique. — Lors d'un passage du Soleil au méridien de Paris, l'heure sidérale est H. Calculer, pour cet instant, l'anomalie moyenne du Soleil et sa distance, en rayons terrestres, au centre de la Terre. La Terre étant supposée sphérique, calculer la variation de parallaxe pour JR et (î^ quand on passe des coordonnées géocentriques aux coordonnées locales.
On donne {numériquement) la latitude de Paris, l'heure H, la longitude du périgée, l'inclinaison de récliptique, l'excentricité de l'orbite solaire, la distance moyenne de la Terre au Soleil. (Juillet 1906.)
Grenoble.
Épreuve théorique. — Aberration :
i" Influence sur les coordonnées équaloriales des étoiles. Aberration annuelle. Aberration diurne. Aberration lors du passage au méridien.
2" Influence sur les coordonnées écliptiques des étoiles. Aberration annuelle. Orbite annuelle d'aberration,
Kpreuve pratique. — Calcul de l'anomalie vraie du
Soleil et de sa longitude pour le îS juillet 1906, à midi, temps moyen de Paris.
Calcul de la longitude m,oyenne du Soleil au \^ janvier 1906.
Données numériques :
Au \" janvier i85o, à midi, temps moyen de Paris^ on avait :
lo = 28o°46'42',
TÏJ = lS0"lï' 11",
D 'autre part, la variation de ro, par année tropique, est
Am = i',oi8.
Enfin on a
et
Paris.
(Juillet 1906.)
Éprbuvk thboriqur. — i» Réfraction astronomique, pour les distances zénithales inférieures à 76* :
2" Détermination des ascensions droites avec l'instrument méridien. Corrections des observations.
Eprkuve pratiquk. — Calculer à 1 minute près, en temps moyen astronomique de Paris, l'heure du coucher apparent de la Lune, à Paris, le H juillet 1905.
La Connaissance des Temps fournit les données suivantes :
Latitude de Paris = -f- 48" 5o' 1 1';
Parallaxe horizontale de la Lune = 69';
Réfraction horizontale = 34' ;
Si de plus on désigne à chaque instant par t le temps moyen de Paris, par H V angle horaire géocentrique du centre de la Lune par rapport au méridien de Paris, et par 8 la déclinaison géocentrique du centre de la Lune, on a, au moment du passage supérieur au méridien de Paris à la date indiquée^
enfin, au même montent, la variation de t pour i minute de H e$t de -\- i""!*, \i\ et la variation de 8 pour \ minute de H e$t — ir,94.
On calculera avec quatre décimales.
(Juillel 1905.)
Éprbdvb théoriqub. — 1° Temps sidéral, temps vrai, temps moyen.
Relations entre ces divers temps,
a" Latitude. Détermination de la latitude.
Ëprbuvk PRATigUK. — Mcrcure décrit une orbite elliptique dans laquelle rexcentricité a pour valeur o,!Xo56o, tandis que le demi-grand axe est égal à 0,38710.
Calculer le rayon vecteur et V anomalie vraie de Mercure, sachant que Vanomalie moyenne est de
(Octobre iQoS.)
Poitiers.
Éprbuvb théorique. — Exposer une méthode pour déterminer les éléments d'une planète dont on possède trois observations rapprochées,
Éprbuvb pratique. — Soient à l'époque t, pour une planète ( Vénus) :
Longitude héliocentrique. i65"34'2<)',6
Latitude -+-3"23'36*,9
Log du rayon vecteur T,8569oG.i
et pour la même époque t :
Longitude du Soleil •i8o"4i'4', 37
Log du rayon vecteur T ,99265 1 1 .
Calculer les coordonnées géocentriques de la planète : longitude, latitude, distance à la Terre,
Marseille.
Éprbuvb théorique. — i* Exposer la suite des opéra-
tions géodésiques concernant la mesure d'un arc de méridien.
2" Développer l'expression de Varc de méridieny supposé elliptique, en série ordonnée suivant les puissances croissantes de rercentricité.
3° Indiquer comment on détermine les éléments de l'ellipsoïde terrestre au moyen d'un ensemble de mesures géodésiques.
4" Rappeler comment les géodésiens français ont opéré, à la fin du xviii* siècle y pour obtenir la valeur du quadrant, en vue de l'établissement du système métrique.
Epreuve pratique. — Connaissant l'ascension droite et la déclinaison 8 d'un astre ainsi que l'inclinaison de l'écliptique e, calculer:
1° La longitude X et la latitude 3 de cet astre ;
•2** LcK accroissements \\ et ^^ de la longitude et de la latitude correspondant à l'accroissement ^e de l'inclinaison de récliptique.
Données nutnériques :
a = -2o''38'"i3%63, 8 =44" 56' 38', 9, e = 23«-2;' 5", 17, Ae = -f- lo'jO.
(Juillet 1906.)
Montpellier.
Epreuve théorique. — Sur la Terre supposée sphérique on considère un lieu L ayant pour coordonnées géographiques une longitude X et une latitude 9, et une montagne ayant X' et cp' pour coordonnées de même nature. Le sommet de cette montagne se trouve à une hauteur angulaire Tj au-dessus de l'horizon de L.
A quel jour de l'année l'observateur placé en L voit- il le Soleil se coucher derrière la montagne ?
On indiquera la marche à suivre pour résoudre le problème en supposant :
I** Que l'on possède des Tables donnant les coordonnées urano graphiques du Soleil jour par jour ;
•2" Que Von ne possède aucune Table astronomique et
que Von connaît seulement les éléments du mouvement képlérien du Soleil, nécessaires à la résolution de la question.
On dira quels sont ces éléments.
y a-t-il des conditions de possibilité ?
On montrera que V heure vraie à laquelle le phénomène se produit est indépendante de toute théorie du mouvement du Soleil.
Epreuve phatiqub. — On a, pour la planète Pallas :
T==i689'^-%o6 c = o,'2îo8.
Calculer le temps qui s'écoule depuis le passa f^e de la planète à son périphélie Jusquau moment oà son rayon vecteur est perpendiculaire au grand axe.
Note. — On indiquera les formules à employer avant de commencer le calcul numérique. (Juillet 1906.)
Rennes.
KpRKiîVK THKo.dOL'E. — Corrections de parallaxe. Ellipse de parallaxe annuelle.
Eprelvk PRATiQi'E. — Quelle est V anomalie vraie du Soleil quanti son anomalie excentrique est de 9.00". Evaluer, en jours solaires moyens, r intervalle de temps qui s'est écoulé entre le dernier passage du Soleil au périgée et rinstant considéré.
La durée de l'année est de 36 îJ- *••"•, 24 '^-'i ; l'excentricité de l'orbite solaire est égale à
o,tn676G97.
Toulouse.
(Juillet 1906.)
Épreuve théorique. — I. Le tourillon Ouest d'un cercle méridien est de a" plus haut que le tourillon Est et son azimut compté à partir de la direction Ouest vers le Nord est de p*. Le cercle n'a d'ailleurs pas d'autre erreur.
Chercher s* il peut exister des étoiles, dont l'ascension droite et la déclinaison, déterminées à l'aide de ce cercle, soient indépendantes de ces erreurs.
Trouver leurs distances polaires.
n. On observe une même étoile durant toute une année. On déduit de ces observations un Tableau donnant la longitude apparente de l'étoile aux diverses époques des observations. En supposant que ces longitudes aient été corrigées de toutes les causes d'erreur sauf la parallaxe et l'aberration, on demande :
i" D'indiquer la marche à suivre pour s'assurer que les petites différences de ces longitudes sont bien dues à la parallaxe et à Vaberration ;
2" De trouver dans ces différences la fraction qui provient de la parallaxe et celle qui provient de Vaberration.
Note. — On rappelle que les corrections en longitude de parallaxe et d'aberration sont de la forme
/?sin(Q — X)
cosp
A:cos(0 —X)
cosp
{parallaxe)^ (aberration)^
0 désignant la longitude du Soleil, X » n de ré toile,
^ » la latitude de rétoile.
Épreuve pratique. — Appliquer la méthode des moindres carrés au système suivant :
— 25 ar -+- 59 j^ — 147^ = o, \^x—\\y — 210 = 0,
5 37 — t^y — ïoo = o, 27 37 H- \^y — a565 = o.
Calculer les résidus et l'erreur moyenne.
(Juillet 1906.)
( 383 ) SOLUTIONS DB QUESTIONS PROPOSÉES
Considérons une courbe plane du quatrième ordre avec un seul point double D; on sait que les six points de contact des tangentes menées à la courbe par le point double tombent sur une conique, et les points de contact A, B de cette conique avec ses tangentes issues de D appartiennent à la quar tique.
Cela posé, démontrer que, si Von mène par les deux points A, B une conique arbitraire qui coupera la quartique en six autres points, les droites qui unissent ces points à D coupent ultérieurement la quar tique en six points d'une conique. (V. Retali.)
SOLUTION
Par M. Parrod.
Prenons pour triangle de référence celui dont les sommets sont : le point double D et les points d'intersection des tangentes au point double avec la quartique.
L'équation de la courbe est alors
ax^z -h by^z -f- xy f{xyz) = o.
La cubique des points de contact des tangentes étant
ax^-\~ by^ -\- XV fL = o.
Multiplions la deuxième équation par z et retranchons, il vient
Donc les six points de contact sont situés sur la conique dont on a l'équation. La polaire de l'origine étant z = o, les points A et B sont sur le côté du triangle de référence opposé à D.
L'équation d'une conique quelconque passant par A, B est
/(^^^i-») — -sP = o.
Soient xyz un point d'intersection et x'y'z' le point cor-
respondanl sur la quartique
el l'on a
ax'^ z' ^ b y'^ z' -+- x' y' f{ x\ y\ .5' ) = o, 0(aa7''s'H-6y=»3')-ha7y/(9a:',0y,*') = o,
/(ôa:',ey,5')-yPex'=o.
Supprimons les accents, on a facilement
e f(Xyy,z)—f((ix,^y, 5) = o, /(0:f,Oj^, 5)— ^Pex=o.
Soient
f{x,y, z) = Air»-h B^*-t-G5«-4- Dj^2 -¥■ ^zr -^ ^xy, il vient
e( Ax2-+- B^«-+- Fa?x) — G3*= o.
Éliminons 6, l'équation de la conique passant par les six points est
Ç.\f(x,y, z) — z{\.x -f- Mj^)] = N(Aa7«-h Bj/'>-+- Fa^y).
QUESTIONS
2043. Le limaçon de Pascal, qui a pour équation en coordonnées polaires
p = !/- -4- cosco,
est tel qu'il existe une infinité d'hexagones qui lui sont à la fois inscrits et circonscrits. R. B.
2044. On donne une ellipse inscrite à un triangle ABC et un point O sur cette courbe. Les droites OB, OC interceptent, sur une parallèle à la tangente en O, un segment de grandeur constante lorsque BC est déplacé en restant tangent à l'ellipse.
(Canon.)
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L\ Rédaction.
SUR LA DEKSITÉ DES NOMBRES PREMIERS INFÉRIEURS A UNE CRANDEUR DONNÉE
Par m, Paul LÉVY.
Fartons de la décomposition en facteurs premiers du produit n ! L'exposant d'un facteur premier a dans cette décomposition est
\jV[i\-m
[:r] désignant, d'après une notation de Gauss, la partie entière Ae x] le dernier terme non nul est le terme de
rang j-5— • On peut donc écrire
a représentant successivement tous les nombres premiers inférieurs à n.
Cherchons une valeur approchée du second membre.
Pour cela, remplaçons le coefficient de Joga, que nous désignerons par A, par la valeur plus grande
aUogaJ
Les termes de cette somme sont en progression géométrique. Les/? premiers ont pour somme
n ~ ôJ'
*'"» TTI'
a Ann. de Ma{hémat,, 4' série, t. VI. (Septembre 1906.) 2.5
( 386 ) L'expression (2) s'obtieDt en donnant à /> la valeur
[lognl
on augmenlrra une seconde fois A en remplaçant/?' par la valeur plus grande
loga
puisque Sp croît avec /?; il vient ainsi
Cherchons maintenant une limite de Terreur commise. L'erreur commise dans la première approximation est inférieure au nombre />' des termes. L'erreur
commise dans Ja seconde est Sp' — Sp'\ je dis qu'elle est inférieure à p^ — /?'. Pour le voir, traçons la courbe représentant la variation de Sp en fonction de/>. Figurons sur cette courbe les points M', P, M d'abscisses croissantes/?''— \, p' p^^ , Ou a
Sp — Sp-x = — >
d'où
Sp' — *^r_, = i =/>' — «/jf* — r».
Le coefficient angulaire de la droite MM' est donc égal à Punité. Celui de MPest alors inférieur à Tunité, et
'p' — ip^p' — p,
comme nous Tavons annoncé.
L'erreur commise sur la valeur de A est donc inférieure à
et Ton a
1 — I Joga
d'où, en tenant compte de Tégalité (i), et en appelant V le nombre des facteurs premiers distincts de n\
log/i!< > logx < !og/i! -h viogii
ou
L'on peut de cette inégalité déduire une valeur approchée de la densité des nombres premiers entre o
et n. Il semble intuitif que Texpressiou y^ ^ ^ dans
laquelle a représente successivement tous les nombres premiers inférieurs à n, aura une valeur plus ou moins grande suivant que cette densité sera plus ou moins grande. Cependant, comme les nombres premiers sont en groupements plus denses dans le voisinage de certaines valeurs, il peut y avoir dans la somme surtout des termes de faibles valeurs, ou au contraire plus de termes plus grands, et le nombre des termes n'est pas
( 388 ) en rapport bien défini avec la valeur de la somme. II importe donc de préciser ce raisonnement.
Soit a, , a2, ..., ay, ... la suite des nombres premiers rangés par ordre de grandeur; considérons, par une sorte d'inversion du problème, v comme variable, et Ov comme fonction inconnue. On peut, dans l'inégalité (3), remplacer n par Oy. Il vient ainsi
(4) ^og^v^ ^y 'og«/ ^ loggy' , vlogoty
^ ttv — I ^ a/ — - 1 «v — 1 av — I *
Essayons de voir si une suite ^i, ^2) • • •) ^v« • - • de croissance plus rapide que la suite des a, et telle que
satisfait à cette inégalité. Les ^ peuvent d'ailleurs n'être pas entiers, on remplace alors p! par la fonction eulérienne r(i -+- P).
La fonction ■ ^ __ , qui ne diffère de loga? que
d'une grandeur, ne devenant pas infinie avec x, croît avec a?, à partir d'une certaine valeur de a:, tandis que
— — décroît. Il s'ensuit que, si l'on remplace les a par
les ^, sans changer la valeur de v, les membres extrêmes de l'inégalilé (4) augmentent et le second membre diminue. Il pourra alors se faire que la première partie de l'inégalité ne soit plus vérifiée; cela pourrait au contraire avoir lieu pour la seconde si la croissance des ^ n'était pas assez rapide. On voit ainsi comment l'on saura si une suite arbitrairement formée est de croissance trop rapide ou trop lente.
La série dont le terme général est - est divergente.
D'autre part, le rapport -^ devient infini avecv. Ces ré-
(389) sultats s'établissent aisémeut, et nous les supposerons connus. L'idée la plus naturelle est donc de poser, pour le premier essai,
Pv =vlogv.
Introduisons un paramètre X et posons
^ = Xvlogv.
Proposons-nous de calculer les quantités qui figurent dans l'inégalité (4) avec des erreurs ne devenant pas
infinies. On peut alors remplacer — -q-^^ par
log^v(*)î ^" P^"*^ alors remplacer ^^' par ^f > la différence q ,q "^^ ^ étant le terme grénéral d'une série convergente, puisque P/ > i; ^ q ^ peut à son tour
être remplacé par / — |^rfv. Le premier membre de l'inégalité (4) devient alors
logv -+- log logv -h logX;
le troi-iième n'en diffère que d'une quantité finie. Le second devient
J ly J Avlogv J Avlogv
ou
On en déduit que, pour X > i , la première partie de l'inégalité (4) n'étant pas vérifiée, l'on a un mode de croissance trop rapide. Le contraire a lieu pour X= i.
(^) On peut remarquer que iogp, devient infini pour v =i. Mais il est évident que le raisonnement subsiste tout de même.
( 390 ) Oa est donc conduit à poser en second lieu
^ = v[logv-H(p(v)],
cp(v) étant une fonction de croissance moins rapide que logv, et que nous supposerons au plus de Tordre de grandeur de log logv.
La valeur approchée du premier et du troisième membre est toujours
logv-t- log logv.
Cherchons celle du second membre. On a
^ vlogvj logv
et
d'où
log Pv = log V 4- log logv H- log IH- ^^ =.logv-+-loglogvH-^...,
log^v _ l ^ log logv --<p(v) Pv V V logv
les principaux termes non écrits contiennent au dénominateur v(logv)*, et les numérateurs, d'après l'hypothèse faite sur f (v), sont au plus de l'ordre de grandeur de (loglogv)^; ces termes croissent donc moins
rapidement que —, ^î^i^f o- étant compris entre o et i.
Leur intégrale est donc convergente pourv infini, et le second membre peut s'écrire, en ne négligeant aucune partie infinie,
(5) iogv+ r'°g'°g;-y(-)rfv.
J vlogv
Si nous posons
cp(v) = loglogv--i,
(391 ) valeur qui justifie Fhypothèse faite a priori sur <p(v), nous obtenons pour le second membre logv-f-loglogv. La suite des ^ ainsi formée vérifie alors l'inégalité (4), à condition d'ajouter des constantes convenablement choisies aux membres extrêmes. Il ne peut en être de même d'aucune autre suite formée en ajoutant à cp(v) une fonction de signe coostant et constamment supérieure en module à un nombre fixe p, car alors la valeur approchée (5) du second membre se trouve augmentée ou diminuée d*une quantité supérieure à
= ? log logv,
' logv
c'est-à-dire devenant infinie.
On peut donc admettre que la suite
P„ Pa, ..., Pv =v(logv -^- log logv — I)
donne une idée approchée de la croissance des nombres premiers. Par inversion de cette formule, les expressions
log/i — I logn (logn)*
peuvent être prises comme valeurs approchées du nombre d'entiers premiers inférieurs à n.
Riemann a donné pour celte même grandeur la valeur
Lï(a?) — i Le U«) — . . .h- (— i)^ JL Le (a?^),
r dx
hi{x) désignant le logarillime intégral / j , et en
prenant pour m tous les nombres entiers qui ne sont multiples d'aucun carré parfait.
Les termes les plus importants de Li{x), qui sont aussi les plus importants de la fonction définie par ce
(392) développement, sont
logx (logic)'
Ce sont ces deux premiers termes que nous venons de retrouver par une méthode relativement élémentaire.
[L»lb]
NOTE SUR L'HYPERBOLE ÉQUILATÈRE INVERSE D UNE DROITE OS PAR RAPPORT A UN TRIANGLE ABC ET SUR LE TRIANGLE PÉDAL DU POINT S;
Par m. a. VACQUANT.
Cette Note peut faire suite à un article de M. G. Fontené, complété par un article de M. R. B. (A*. A,, 1906, p. 55 à 61). En conservant les notations de M. Fontené, on peut énoncer la question de la façon suivante :
Soit DEF le triangle pédal relatif au point S et au triangle ABC inscrit dans le cercle de centre O ; soient M, N, P les milieux des côtés du triangle ABC; soient a^ b, c les intersections des droites NP et EF, PM et FD, MD et DE, les trois droites Da, Eè, Fc concourent en un même point K' qui reste le même quand le point S décrit une droite OA. Si S< etS*i sont les points de rencontre de OA avec le cercle O circonscrit au triangle ABC, K' est le point de rencontre des droites de Simson A, et Aa relatives à S< et S2, et ¥J est le centre de Vhy-
(393) perbole équilatère ins^erse de OA par rapport au triangle ABC.
Quand le point S décrit la droite OA, la droite DE enveloppe une parabole tangente aux droites CA, CB et MN, car les divisions D et E, semblables à la division S, sont semblables, et, quand S vient en O, DE devient MN. La tangente variable DE à cette parabole détermine sur les tangentes fixes MN et BC des divisions homographiques c et D qui sont semblables. D^autre part, les divisions F et D sont semblables, comme semblables à la division décrite par S sur OA ; les divisions F et Cy semblables à la division D, sont semblables, et comme les droites BA et MN décrites respectivement par les points F et c sont parallèles, la droite ¥c passe par un point fixe K'. En supposant le point S en S| ou S2 sur le cercle circonscrit au triangle ABC, les points correspondants D^, E|, F, sont en ligne droite, ainsi que Dj, E2, F2; ces deux droites A^ et A2, étant les droites de Simson relatives à deux points S| et S2 diamétralement opposés du cercle O, sont rectangulaires. Le poini K' est donc le point d'intersection des droites de Simson A^ et Aj. On verrait de même que les droites E6 et Da passent par K' quand S décrit OA. Donc Da, E6, ¥c concourent enK'.
Je dis maintenant que K' est le centre dé l'hyperbole équilatère inverse de OS. Pour le voir, considérons l'hyperbole équilatère tj définie par ses asymptotes K'A,, R'Aa et le point A. Comme N est le milieu de E1E2 et de AC, cette hyperbole passera par C; de même, elle passera par B; étant circonscrite au triangle ABC, elle passera par l'orthocentre H de ce triangle. D'autre part, la conique 7||, inverse de la
( 394 ) droite OA, passe par A, B, G et H, car H est l'inverse de O ; c'est donc une hyperbole équilatère, comme on le voit autrement en remarquant que les directions asjmptotiques de y^i sont A{ et A2, car, si S' est l'inverse de S, on sait que AS' est perpendiculaire à EF ; quand S vient en S|, son inverse S\ est à Tinfini dans la direction perpendiculaire à la droite ËfF| ou A|, c'est-à-dire dans la direction A2; de même, quand S vient en S2, S^ est à l'infini dans la direction A|. Les h^'perboles équilatères t\ et 7||, ayant quatre points communs A, B, C, H et mêmes directions asjmptotiques, coïncident.
Enfin, on sait que le point K' appartient à la fois au cercle circonscrit au triangle MNP et au cercle circonscrit au triangle DEF ; généralement, on peut dire que les cercles circonscrits aux triangles tels que DEF passent par le point fixe K' quand S décrit OA. En particulier, cette importante propriété du point K' a été démontrée élémentairement par M. R. B. dans l'article déjà cité (iV. A,, 1906, p. 09).
SUR LES CENTRES DE GRAVITÉ
Par m. J. JUHEL-RÉNOY.
Nous nous appuierons sur les deux théorèmes suivants :
Théorème I. — Le centre de gravité de la sur/ace d'un triangle coïncide avec le centre de gravité de trois masses égales appliquées aux trois sommets du triangle.
(395) Théorème IL — Le centre de gravité d^iin tétraèdre coïncide ai^ec le centre de gras^ité de quatre masses égales appliquées aux quatre sommets du tétraèdre,
CENTRE DE GRAVITÉ DES SURFACES
I. Trapèze. — Si B et 6 désignent les bases du trapèze, son centre de gravité coïncide avec le centre de gravité des masses B -H 6, ft, B H- 6, B, respectivement appliquées aux sommets du trapèze. Ces masses 9C composent en trois, 26, aB et B-f-é, respectivement appliquées aux milieux des deux bases et au point de concours des diagonales. Donc le cenlre de f^ravité du trapèze est sur la droite qui joint les milieux des deux bases.
D'ailleurs, les deux masses 6 et 6 + B, appliquées aux sommets de la base supérieure, ont pour résultante a6 -4- B; les deux masses B et 6 4- B, appliquées aux sommets de la grande base, ont pour résultante 2B-f-6; le centre de gravité du trapèze partage donc la droite qui joint les milieux des deux bases dans le
On verrait, de même, en considérant deux à deux les triangles adjacents à chaque diagonale, que le cenlre de gravité coïncide avec le centre de gravité de deux masses M -\- ib appliquées aux sommets de la petite base et de deux masses 6 -f- 2 B appliquées aux sommets de la grande base et que, par suite, le centre de gravité du trapèze coïncide avec le centre de gravité de trois masses 6, B et 4<'' (<'' étant la longueur de la section moyenne), respectivement appliquées au centre de gravité de ces trois longueurs.
II. Quadrilatère. — Le centre de gravi lé coïncide avec le centre de gravité de quatre masses P, P 4- /?, p^ P-H/?, respectivement appliquées aux quatre sommets A, B, C, D, de sorte que, O désignant le point de concours des diagonales, si l'on porte sur CA une longueur CR = OA et sur DB une longueur DM = 08, le centre de gravité du quadrilatère se confond avec le centre de gravité du triangle BKD et du triangle ACM. Par les milieux I et J de chaque diagonale, AC et DB, menons une parallèle à Tautre, ces deux droites se rencontrent en un point P; le centre de gravité est le point de rencontre des droites JK et MI et, par suite, se confond avec le centre de gravité du triangle PU.
Remarquons encore que le centre de gravité coïncide avec le centre de quatre forces Ph-/? parallèles, appliquées aux quatre sommets du quadrilatère et d'une force — (P -f-/>) appliquée au point O. On peut donc dire que le centre de gravité du quadrilatère se trouve sur la droite qui joint le point de rencontre des diagonales au centre des moyennes distances des quatre sommets et partage cette droite en deux segments soustractifs dans le rapport j.
Soient A, B, C, D les quatre sommets du quadrilatère auxquels nous venons d'appliquer respectivement les forces
Ph./>, ^ = Ph_p-_p, P-4-/J, p = Ph-^ — jB.
Les deux forces P-|-/>, appliquées en AetB, donnent une résultante, égale à leur somme, appliquée au milieu de AB, qu'on peut remplacer par deux forces égales à P + />, appliquées en O, et au point M' d'intersection des parallèles menées par A et B aux diagonales du quadrilatère; les deux forces — P et — /?, relatives aux sommets B et D, se composent en une force
( 397 ) — (P -h p) appliquée en O; le centre de gravité se confond donc avec celui du triangle CDM' et, par suite, en désignant par M le milieu de CD, il est au tiers de MM' à partir de M.
Ce théorème et le précédent sont de M. Gasparj, Il serait curieux de comparer, au point de vue de la simplicité, par les méthodes de M. Lemoine, les constructions précédentes et celle que l'on donne, dans les traités de Mécanique, pour la recherche du centre de gravité du quadrilatère.
III. Pentagone. — Soit ABCDE un pentagone dans lequel la diagonale B£ détermine le triangle ABE dont le centre de gravité coïncide avec le centre de trois forces p parallèles appliquées en A, B, E et le quadrilatère BCDE dont le centre de gravité coïncide avec le centre de quatre forces P appliquées aux quatre sommets et d'une force — P appliquée au point de concours O des diagonales. On en déduit que, M désignant le milieu de CD et Q le milieu de AO, la droite MQ est parallèle à la droite joignant le centre de gravité du triangle ABE au centre de gravité du pentagone. On a ainsi cinq droites passant par le centre de gravité du pentagone.
On peut aussi procéder de la manière suivante : Soit ABCDE un pentagone que Ton partage en trois triangles AED, ADC, ACB ayant respectivement pour masses nti, m^^ m%^ ces masses étant proportionnelles aux aires des triangles correspondants. On a donc, aux sommets A, B, C, D, E, les masses respectives
/?ll -4- THj -4- 7W.J, /?lj, /WjH-/ltj, /Hj-h/Wj, TWi.
Les deux masses, appliquées en E et C, pourront èlre remplacées par une masse m^-^-m^-^-mz appliquée
(398) en nn point R de CE, tel que
RE _ aire ABGD CR "" aire ADE '
de sorte que, si par B on mène la parallèle à AC qui rencontre CD en N, si l'on joint NE qui rencontre AD en Q et si l'on prend sur NE, dans le sens NE, une longueur NI = QE, on aura
RE _ aire ADN _ NQ _ lE CR ~" aire ADE "" QE " Ni'
Par suite, le point R est sur la parallèle à CD menée par I.
On verrait de même que les masses, appliquées en B et D, peuvent être remplacées par une masse
appliquée en un point M de BD obtenu en prenant le point d'intersection H de CD et de la parallèle menée par E à AD, en joig^nant HB qui rencontre AC en P, en prenant sur HB, dans le sens HB, une longueur HK = PB et en menant par K la parallèle à DC qui rencontre BD en M.
Il en résulte que le centre de gravité du pentagone coïncide avec le centre de gravité du triangle AMB.
CENTRE DE GRAVITÉ DES VOLUMES
I. Tronc de pyramide, — En parlant d'un sommet de la base supérieure, on peut décomposer le tronc en trois pvramides ayant pour hauteur la hauteur du tronc et pour base respectivement la grande base B, la petite base b et la moyenne proportionnelle entre les deux
bases j3 = y/B6. En répétant cette décomposition pour chacun des trois sommets de la base supérieure et en désignant par a- Faire de la section moyenne
Bh-6-4-20
on est conduit à placer à chaque sommet de la base supérieure une masse 2 3- + 6 et, à chaque sommet de la base inférieure, une masse a» -f- B.
Il en résulte que le centre de gravité du tronc de pyramide se trouve sur la droite qui joint les centres de gravité des deux bases et s'obtient en prenant le centre de gravité de trois masses, égales respectivement aux aires des deux bases et à quatre fois Faire de la section moyenne et appliquées aux centres de gravité de ces aires.
On peut trouver, de la manière suivante, le rapport des distances du centre de gravité aux deux bases.
En décomposant le tronc de pyramide en trois pyramides, ayant respectivement pour baseB, b et 3 = y/B6, on est conduit à placer, aux trois sommets de la base supérieure, des masses
b, 6-1- p, b-^p-hB
et, aux trois sommets de la base inférieure, des masses b^f^^b, B-f-p, B.
Le rapport des distances du centre de gravité à la petite base et à la gninde base est donc égal à
3B-h/?-^2 v/ÏÏ6 B-^'Sb-h'if/bô
Signalons enfin la construction suivante :
Soient A, B, C les sommets de la base supérieure
( 4oo ) auxquels soDt placées les masses
et, dans le même ordre, D, E, F les sommets de la base inférieure auxquels sont appliquées les masses
B-hÔH-p, B-i-p, B.
Si sur EA, dans le sens EÂ, on porte une longueur EM = IA, I étant le point d'intersection des diagonales du trapèze ABED, le centre de gravité du tronc est sur la droite joignant les centres de gravité des deux pyramides MBCD et CDEF.
IL Tronc de prisme triangulaire. — En désignant par a, 6, c les longueurs des trois arêtes, on place, aux extrémités de chacune de ces arêtes et dans chaque base respectivement, les masses
En répétant la décomposition du tronc de prisme en trois pyramides pour deux sommets différents de la base supérieure, on est conduit à placer, aux extrémités de chaque arêle a, 6, c et dans chaque base respectivement, les masses
ûfH-ÔH-c-ha, b -\- c -^ b -{- a, c-hc-hè-ha, a-^ c -h b -h a, a-\- b -h c -h b^ a -h b -h c -h c^
qui se composent deux à deux au milieu des arêtes.
On voit donc que le centre de gravité du tronc de prisme triangulaire se confond avec le centre de gravité de quatre masses égales aux longueurs des arêtes et au triple de leur somme, appliquées respectivement au milieu de chaque arête et au centre de gravité de leur triangle.
( 4oi )
II en résulte que, si G esl le centre de gravité d'un triangle de base et si M est le centre de trois forces parallèles égales aux arêtes et appliquées respectivement aux trois sommets de la base, la parallèle menée par le centre de gravité du tronc de prisme aux arêtes perce le plan de base en un point P, situé au quart de GM à partir de G; le centre de gravité du tronc de prisme se trouve au milieu de la droite qui joint les points P et P relatifs aux deux bases du tronc.
III. Tronc de parallélépipède. — En menant un plan diagonal, on détermine deux troncs de prisme triangulaires dont les bases sont égales. Les volumes des pvramides, dans lesquelles on les décompose, sont donc proportionnels aux longueurs des arêtes a, 6, c, d.
On iiura donc, aux sommets de la section moyenne, par une première décomposition, les masses
et, par une seconde décomposition, les masses
a -+- 6 -H ^/ H- a, a-\-b-\-d-^h->rb-it-c-^-d-\-b^
b -\- c -h d -¥- c^ a-hb-hd-j-d-^b-¥-c~hd-hd.
En additionnant les masses correspondantes, on trouve, pour chaque sommet de la section moyenne,
aH-6-+-C-Hé
^d-^iia-hb-hc-^-d),
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Le centre de gravité du tronc se confond donc avec le centre de gravité de cinq masses, proportionnelles aux longueurs des arêtes et au double de leur somme, placées respectivement au milieu de chaque arête et au centre du parallélogramme formé par ces milieux.
Il en résulte que, si G est le centre d'un parallélogramme de base ABCD et si M est le centre de quatre forces parallèK's, égales aux arêtes, appliquées respectivement aux quatre sommets A, B, C, D, la parallèle, menée par le centre de gravité du tronc aux arêtes, perce le plan ABCD en un point P, au tiers de GiVl à partir de G.
En d'autres termes, le centre de gravité du tronc se trouve au milieu de la droite qui joint les deux points P, P' qui correspondent aux deux bases.
IV. Polyèdre. — Soit un polyèdre, ayant pour bases deux triangles situés dans des plans parallèles et dont les faces sont des irapèzes. En désignant par B, 6, <T respectivement l'aire des deux bases et de la section moyenne, et par H la hauteur, son volume est exprimé par la formule
V=|(B + 6^.4cr) qu'on peut écrire
B-h 6 û ou, en posant 20- = p.
Le volume esi donc équivalent à la somme de trois
( 4o3 ) pjrramides ayant pour hauteur la hauteur du solide et pour bases respectives B, b^ p.
On aura donc, comme pour le tronc de pyramide, aux sommets de la base supérieure, trois niasses
et, aux sommets de la base inférieure, trois masses 3B H- 6 H- 2^ = 4» -H "2 8,
c'est-à-dire que le centre de gravité d'un tel polyèdre est le centre de gravité de trois masses B, fr et 4^ appliquées respectivement aux centres de gravité des trois triangles correspondants.
C'est, d'ailleurs, un théorème bien connu, que M. Darboux a étendu au centre de gravité du segment à deux bases, compris entre deux sections parallèles d'une surface réglée.
CENTRES DE PERCUSSION
I. Triangle, — Soient ABC, UEF les deux bases d'un tronc de prisme dont les plans se coupent suivant la droite yy'\ si l'on se reporte à la recherche du centre de gravité du tronc de prisme, le point que nous avons appelé P est le centre de percussion du triangle ABC par rapport à la droite d'intersection j^j^' des deux bases du tronc.
On sait que les moments et le produit d'inertie A\\n triangle, par rapport à deux droites orthogonales de son plan, s'obtiennent en considérant la masse du triangle, comme condensée en trois masses égales, appliquées respectivement aux milieux des côtés du triangle.
Le produit (rinertie par rapport à deux droites orthogonales xx\ yy' du plan du triangle, en remarquant que les j; des points A, B, Csont proportionnels à a, 6, c, devant être nul, on aura
OU
3(a-f-6-hc)Y-h ayx -h by^ -f- cy^ — o.
Donc la droite Ox doit passer par le point P pour que le produit d'inertie soit nul. Le point O, projection du point P sut yy^ est donc le point pour lequel cette droite est axe principal d'inertie par rapport au triangle. On démontrera donc que P est le centre de percussion si le moment d'inertie du triangle est égal à
S X GQ X PO,
G étant le centre de gravité du triangle el Q sa projection sxxv yy , Or
GQ = ,
p^ __ axx-^ bx^^ CJ?aH- ( a -h 6 -4- f ) ( a^i -h .Tj -h 3"} )
Il faut donc prouver que
i ax\-^bXi-^cx^-^(a-^b-^c){Xx -+- ^i -»- -Ti ) I
ou, en remplaçant :r,, Xa, x^ par les quantités propor-
( 4o5 ) tionnelles a, 6, c,
-hcy
ab
-hac
bc),
ce qui est une identité.
Donc le centre de gravité du tronc de prisme se trouve au milieu de la droite qui joint les centres de percussion des deux bases par rapport à la droite d'intersection de leurs plans.
Théorème. — Soient ABC La base d'un prisme et yy une droite de son plan. Si Von mène par cette droite un plan qui coupe le prisme suivant le triangle DEF, G désignant le centre de gravité du triangle ABC et M le centre de trois forces parallèles A.D, BE, (^appliquées e/i A, B, C ef égales aux arêtes du tronc :
x"^ Le point P situé au quart de GM à partir de G est le centre de percussion du triangle par rapport à la droite;
2** Le point O, projection de P sur la droite, est le point pour lequel la droite est axe principal d'inertie;
3® Le carré du rayon de giration est égal à la puissance du point O par rapport au cercle qui a GP pour diamètre;
4" Le centre de gravité du tronc de prisme se trouve au milieu de la parallèle menée par P aux arêtes et limitée aux deux basses du tronc.
En particulier y le centre de percussion d'un triangle par rapport à une parallèle à un côté, menée par un sommet, est sur la médiane issue de ce sommet, au quart de cette médiane à partir du côté opposé, et le centre de percussion d'un triangle
par rapport à un côté est au milieu de la médiane issue du sommet opposé,
II. (Jii calcul loiit semblable fournît un théorème analogue dans le cas du tronc de parallélépipède. En particulier^ le centre de percussion d'un parallélogramme par rapport à un des côtés est au tiers de la ligne médiane à partir du côté opposé, et le centre de percussion par rapport à une parallèle à une diagonale passant^ par un sommet «-si, à partir du sommet, aux -j^ de la diagonale issue de ce sommet.
iGKÉGATIOK DES SCIENCES MATIIÉWATIQUES (GO\COI]RS DE 1906).
Sujets des compositions.
Mathé matiques élémentaires.
r Étant donné un triangle ABC ayant pour côtés BC ^ a, CA â= 6, AB = c; trouver, dans le plan de ce triangle, le lieu du point M tel que
(i) ±a.MÂ*ifc ft.MB*dbc.MG* = abc,
en prenant toutes les combinaisons de signe possibles. ?/* Le lieu correspondant à l'équation
ô.MB^-hc.MC -^aJ/Ûi^^abc
est un cercle Sa- On trouverait de même un cercle Sb et un cercle Se. On considère tous les triangles ABC inscrits à un cercle donné et circonscrits à un deuxième cercle donné et intérieur au premier : Calculer la somme
pI"^ pï^ pV
( 4«>7 ) PA, pB) Pc désignant les rayons des cercles Sa, Sb, Se- 3° Calculer les puissances des sommets A, B, C et des ceatres des cer les inscrits et exinscrits au triangle ABC par rapport an cercle Sa- Déterminer les points d'intersection de ce cercle Sa et des cùléft du triangle ABC.
AB 4** Si les sommets B, G restant fixes le rapport jj; demeure
invariable, le cercle Sa est orthogonal à un cercle fixe.
5" On donne le cercle Sa, le cercle exinscrit au triangle ABC et situé dans Tangle A, ainsi que le point de contact de ce cercle et du côté BC. Trouver l'enveloppe de la droite joignant les points de contact de ce cercle exinscrit et des côtés AB, AC.
6** Lieu du point M vérifiant l'une des équations (i) quand ce point n'est plus assujetti à rester dans le plan ABC.
Afa thématiques spéciales.
I. On considère la courbe dont Téquation est, en coordonnées rectangulaires,
(a?* ^-J*)* — ax(x*-hy^ ) — a^y* = o,
et l'on demande d'exprimer a? et j^ en fonctions rationnelles d'un paramètre, de construire la courbe et de trouver les relations qui lient les valeurs de ce paramètre correspondant à quatre points situés, soit sur un cercle ne passant pas par l'origine, soit sur une droite passant par Torigine.
II. Soient Mf le point où le cercle osculateur en un point M rencontre de nouveau la courbe, Mj le point où le cercle osculateur en Mi rencontre de nouveau la courbe, etc.; démontrer que, si quatre points M sont une droite D, les points Ml correspondants sont, en général, sur un cercle orthogonal à un cercle fixe, si D varie. Si les points Mi sont sur une droite D|, les points Mj sont sur une droite D,, et ainsi <le suite; trouver la position limite des droites D, D,, D,, ....
Si quatre points M sont sur un cercle C, les points Mj correspondants sont, en général, sur un cercle C| ; démontrer que, s'ils sont sur une droite, il existe deux points fixes P
el P' d'où Ton voit sous un angle droit les segments déterminés sur Ox par les cercles G. Dans le cas général, les points Mj sont sur un cercle Gj, etc.; quelles conditions doit remplir le cercle G pour que les points Mp soient sur une droite ; dans l'hypothèse où tous les points obtenus successivement sont sur des cercles Gi, Gj, ..., trouver vers quelles limites tendent les puissances, par rapport à ces cercles, des points de la courbe située sur Ot; en déduire la limite de ces cercles.
m. Trouver le lieu d'un point A tel que quatre des points de contact des tangentes issues de ce point soient sur un cercle V ; quel est le nombre des tangentes réelles menées de A?
Démontrer que le cercle T est orthogonal à un cercle fixe et trouver le lieu do son centre.
Composition sur l'Analyse et ses applications géométriques.
i" Soient a:, ^, z les coordonnées cartésiennes d'un point quelconque d'une surface S \ p el q les paramétres directeurs du plan tangent en ce point, définis par la relation identique
( I ) dz ^ p dx — q dy = i}\
exprimer ces cinq quantités à l'aide de deux paramètres variables a el p, de manière à vérifier, outre la relation (i), les suivantes :
(■2) Z'-px — qv = a,
(4) />4-yP = i/(a, P),
a (a, p) étant une fonction donnée de a et de p.
Si l'on prend a et p comme variables indépendantes, il existe, en général, un système et un seul de cinq fonctions X, y, -8, /?, q satisfaisant aux conditions précédentes et on l'obtient sans aucun signe de quadrature.
Faire voir que la surface S ainsi obtenue se réduit à une
courbe si r— - = o, et dans ce cas seulement.
Former Féquation différentielle des lignes asymptotiques de la surface S, dans le système de coordonnées curvilignes a, p. Montrer que les lignes i = const., p = const. sont conjuguées sur S. Les développables circonscrites à la surface suivant les lignes a = const. sont des cônes. Quel est le lieu des sommets de ces cônes ?
7.^ Pour que les développables circonscrites à S suivant les lignes p = const. soient également des cônes, il faut et il suffit que la fonction u soit de la forme
u= AB -♦- a B, -f- B,,
où A est une fonction quelconque de a seule ; B, Bi, Bs trois fonctions quelconques de ^ seule.
Si l'on choisit de toutes les manières possibles la fonction A (les fonctions B, Bi, Bj étant, au contraire, prises une fois pour toutes), la surface S ne cesse pas de vérifier une certaine équation linéaire aux dérivées partielles
(5) Py> + Q^ = R
où P, Q, R sont des fonctions de a?, y^ z. Quelles sont les caractéristiques de cette équation?
Le lieu des sommets des cônes circonscrits suivant les courbes |3 = const. est le même pour toutes les surfaces intégrales de Téquation (5).
3» Gomment doivent être choisies les fonctions B, Bi, Bj pour que ce lieu soit une droite D (non située dans un même plan avec Taxe des -s) ?
Montrer qu'on peut alors, sans diminuer la généralité, ramener les fonctions B], B^à être des polynômes du premier degré en p.
Comment s'intégrerait l'équation des lignes asymptotiques des surfaces S ainsi obtenues?
Que trouverait-on en rapportant ces surfaces à de nouvelles coordonnées ayant pour axe des z la droite D ?
Quelle relation ont-elles avec les surfaces analogues que Ton obtiendrait en faisant jouer à la droite D le rôle de l'axe des z primitifs, et à celui-ci le rôle de la droite D ?
A quelle forme simple pourrait-on ramener l'équation de l'une de ces surfaces par une transformation homographique?
( 4io )
Mécanique rationnelle.
Un solide de révolution homogène S est mobile autour de son centre de gravité, que Ton suppose fixe dans l'espace. Ce centre de gravité est le sommet commun à deux irièdres : l'un 0^1)^ fixe dans l'espace, l'autre Oxyz lié au solide, O^ étant dirigé suivant l'axe de révolution.
Un point P, situé sur O-s, à une distance donnée d du point O, est soumis à une force perpendiculaire à l'axe 0 2^ et dirigée vers cet axe; la valeur absolue de cette force est égale à A:Mp, k étant un coefficient constant, M la masse totale du solide S, p la distance du point P à O?;.
I" Former les équations différentielles qui servent à déterminer en fonction du temps les paramètres fixant la position du trièdre mobile.
2*' Si Ton suppose que Taxe du solide S est d'abord placé perpendiculairement à 02^ et que l'on imprime au solide une rotation initiale autour de O^ ; cette rotation persistera ensuite. Quelle valeur mini ma peut-on attribuer à la vitesse angulaire de cette rotation pour qu'elle soit stable, cVst-à-dire telle que, si l'on vient à troubler très peu le mouvement, l'axe O^ reste indéfiniment très voisin du plan ÇOt) ?
3** En supposant que l'axe O 2 est placé primitivement d'une manière donnée quelconque et que la composante suivant 0^ de la rotation initiale est donnée différente de zéro, quelles doivent être les autres conditions initiales du mouvement pour que O^ tende, lorsque le temps croit indéfiniment, vers une position limite perpendiculaire à O^? Dans le cas où ces conditions sont remplies, quelles sont les principales circonstances du mouvemc!it?
x" Etudier le mouvement dans le cas particulier suivant : le solide S est constitué par une tige rigide de masse négligeable, dirigée suivant O^, et par deux disques circulaires identiques, ayant leurs centres sur Oz et leurs plans perpendiculaires à cet axe. à une distance du point O égale à — •
Pour chacun des disques, la naasse, représentée par m, est supposée répartie uniformément sur une circonférence de rayon égal à /. Le point P est le centre de l'un des disques et le coefficient k est égal à 2. Les conditions du n° 3" sont rem-
{ 4ii )
plies et la composante suivant O^ de la vitesse angulaire de
la rotation initiale est égale à --=•
sj'l
Trouver le lieu de l'axe Oz du solide.
5° Les conditions du n** 3° étant remplies pour un solide de révolution S quelconque, on imprime à ce solide, à un certain moment, une percussion de grandeur donnée et de direction perpendiculaire au plan zO(. Suivant quelle ligne d'action faut-il appliquer cette percussion pour que l'axe O3, dans le mouvement ultérieur, tende vers une position limite perpendiculaire à 0(? Comparer le nouveau déplacement de l'axe O^ avec celui qui aurait eu lieu sans la percussion.
Note, — La position du trièdre mobile par rapport au trièdre fixe sera déterminée par les angles d'Euler, 6, <|^, 9. Si A et C désignent les moments principaux d'inertie par rapport à Oa? et Oz ; /?, ^, y y r les composantes de la rotation suivant Oa?, O^, 0« et tiT la force vive du solide, on rappelle les formules suivantes :
p = <}/'sin 9 sin çp -h 6'cos cp q = <|;'sin 6 cos <p — 6' sin cp r = <]/' cos 6 -{- ç' 2T = A(/?«H-^«)-hCr« = A(sin»e<j^'«-he'*)-{-C(<|;'cose-i-<p')«.
AGRÉGATION DBS SGIBNGBS MATHENATIQUES (CONCOURS DB 1906).
SOLUTION DB LA QUESTION DE NATHÊNATIQUES ÉLÉMENTAIRES C
Par m. C. CLAPIER.
1. Nous supposerons que le triangle ABC soit orienté de manière que chacun de ses côtés puisse être envi-
( ^ ) Voir renoncé, page 4o6-
(4. a ) sage comme axe de segment dont le sens positif est le sens de parcours :
BC = a, GA — 6, AB = c, 2/? = a -h 6 -h c. Cherchons le lieu Sj^ correspondant à Téquation
6MB*-HcMC*— aMA*=a6c.
Les points du lieu qui sont à une distance donnée R du point A satisfont à la relation
6MB*4-cMC*=a(6c-4-R«);
d'après le théorème de Stévin, ces points sont situés sur une circonférence dont le centre A|, déterminé
par la condition j^ = — -, est précisément le pied de la bissectrice de Tangle À du triaqgle.
Fig. I.
Son rajon s^obtiendra en déterminant les points M situés sur le diamètre BC ; il suffit de substituer dans l'expression (2)
MB = A,B — A,M,
MG = A,C — A,M
( 4i3 ) et, en tenant compte des valeurs de
AiB =: 7 y Al G =
il vient
Si nous prenons le point M à rinlerseclion de la circonférence dont le rayon est donné par Tégalité précédente et de la circonférence de centre A et de rayon R, nous voyons que le lieu cherché S^ peut être déterminé par la relation
(3) {b -4- c) MÂ7'- aMÂ*= abc tlt^-^I^.
Le théorème de Stévin nous montre que S^ est une circonférence dont le centre I, situé sur la bissec-
lA a trice AA|, est fixé par la condition -r~ = g •
Or, si Ton désigne par r le rayon du cercle exinscrit relatif à l'angle A, par h la hauteur correspondante, nous avons
lA, _ __/;__.
lA ^ r-hh'
d'autre part, la surface du triangle ABC a pour expression
/ih b -h c — a
et Ton déduit
Donc, le point I coïncide avec le centre du cercle exinscrit envisagé.
Si dans Téquation (2) nous remplaçons R^ par
— R^, nous serons conduits aux deux relalions équivalentes :
bMÏB -h cMG V aSïÂ*= abc,
(6-hc)lVIAi -^aMk = abc — r >
' b -hc
le Heu correspondant est un cercle S\ dont le centre F est tel que l'on a
l'A "" lA '
Les quatre points A, Af, I', I sont conjugués harmoniques et le point I' est le cenlre du cercle inscrit dans le triangle ABC.
En résumé, si Ton prend dans les équations (i) les
combinaisons de signes , on obtient comme lieux
du point M deux cercles S' et S^ concentriques respectivement aux cercles inscrits dans l'angle A du triangle donné.
Les deux combinaisons de signes donnent
des cercles Sg et Sq concentriques aux deux autres cercles exinscrits du triangle.
Les quatre autres combinaisons de signes résultent des précédentes en donnant au second membre des équations (i) une valeur négative; les lieux correspondants n'ont aucun point réel.
Remarque, — La relation (3) devient identique lorsque 6 -|- c = a, c'est-à-dire lorsque les trois points A, B, G sont en ligne droite.
Dans ce cas, quel que soit le point M de l'espace, on a l'identité de Stewart,
«» MB* -T- c Mc' — a MÂ^ = abc.
li esl clair que tous les points de Tespace situés sur la sphère qui passe par le grand cercle S^ satisfont à l'équation (3) et par suite à Téquation (i) équivalente.
IL Pour déterminer le rayon p^ de la circonférence S^ nous allons chercher les points de ce lieu situés sur la bissectrice AI {ftg. i).
Les deux triangles AMB, AMC nous donnent les relations
MB = MA -h c — acMAcos — ,
d'où
MG* = MA* H- 6* — 26MA cos ~ ,
6MB* -h cMG* = ( MA* -h 6c) (en- c) — 4^>cMA cos f ,
et, comme le premier membre a pour valeur
a nous avons Téquation
a MA -h abc.
oc cos —
MA — •! MA -h 6c = o,
qui détermine les points cherchés M et IVi^
Les segments AM et AM' situés sur le diamètre Al de la circonférence S^ vérifient les relations
AM.AM' = 6c, AMh- a M' _ _ p
— Al — r- •
cos -
La première nous donne la puissance du point A et la seconde nous donne la position déjà trouvée du centre de la circonférence S^.
(4.6) On peut en déduire le rayon
cos' —
et, subslituanl à cos^ — sa valeur ^ , -y il vient
Supposons que le triangle ABC se déplace de manière à rester circonscrit à un cercle de raj^on r' et inscrit dans un autre de rajon R; je dis que, dans ce cas, il est possible d'exprimer la somme
pï "*" pI H
à Taide de R et r'.
En effet,
p| abc pj abc pj "" abc '
la surface du triangle est abc
donc
PÎ ?1 pî ~ «^ "" 4Hr'*
III. Nous avons trouvé que la puissance du sommet A par rapport au cercle S^ était positive et égale à bc] cela nous permet de construire ce cercle.
On peut remarquer que, si l'on désigne par I, I', F, 1'" les centres des cercles inscrits au triangle ABC, on a
les égalités
et
AI. AI = bc.
Ar.Ar =-6c
AT* = 6c,
AT étant la distance du point A au cercle S^.
Les puissances des deux autres sommets B et C se
calculent de la même manière; elles sont négatives et ont pour valeurs absolues respectives ca et ab, La puissance du centre V est
a* abc
p.-ÏF'= ^'<'
et Ton trouve de même, pour la puissance des centres I" et F', les valeurs respectives
cos* —
-Pi
et
cos'
qu'il est facile d'exprimer à Taide de a, é, c.
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Les points dMnlersection IVI et M' du côté BC du triangle avec ia circonférence S^ sont déterminés par les deux relations
BM.BM' = — ca, BK =y? — c,
K étant le milieu de MM'; Féquation qui détermine les points Mi d'intersection des côtés AC ou AB est
AMi — 2/7. AMi -h 6c = o.
IV. Le rapport
BM.BM^ _ca _ c CM. CM' "" a6 ~ î'
AB Si, les points 6 et C restant fixes, le rapport -r-^
demeure invariable, les points M et M' satisfont à la relation
(BM-a)(BM'— a) b
bSTbF = c = ^^"''-
Ils décrivent sur B(^ deux divisions homographiques en involulion dont les points doubles sont donnés par Téquation
BnVi — -^-2a.BN-+-a« = o.
Donc le cercle S^ coupe orihogonalement la circonférence décrite sur ces points doubles N et N' comme diamètre.
V. On donne le cercle S^ dont le rayon p est donné par l'expression (4)
abc
La corde MM' est supposée fixe et se trouve à la distance IK = r du centre I ; cherchons comment se déplace le sommet A du triangle ABC, dont les côtés AB et AC restent tangents au cercle exinscrit (^fig^ 2).
D'abord le rayon R du cercle circonscrit au triangle variable reste constant; nous avons, en effet, les trois expressions équivalentes de la surface,
ah . . abc
d'où Ton déduit
La première de ces relations peut s'écrire
AT
-J-— = 2R =s const.
An
et, d'après un théorème de Chasles (^Géométrie supérieure)^ le lieu du point A est une circonférence T qui passe par les points M et M'.
La droite BC est Taxe radical des deux cercles S^ et T.
La droite PQ qui joint les points de contact des côtés AB et AC avec le cercle exinscrit est la polaire du point A par rapport à ce cercle; son enveloppe est la polaire réciproque de la circonférence T, relative au cercle précédent; c'est une conique admettant pour foyer le point I et pour axe la perpendiculaire IK qui est la ligne de symétrie des trois cercles.
Remarque, — Si l'on désigne par d la distance du centre I du cercle exinscrit au centre C du cercle circonscrit au triangle, nous savons que l'on a
rf» = R*-+-2Rr.
Le poinl C décrit donc une circonférence de centre I et le cercle circonscrit au triangle ABC enveloppe deux circonférences concentriques.
VI. Nous avons déjà remarqué que l'équation (3) était satisfaite pour tous les points de la sphère obtenue en faisant tourner la circonférence S^ autour du diamètre AAj. Le lieu demandé est donc la sphère qui passe par le cercle correspondant.
CERTIFICATS DE CALCUL DIFPÊREniEL ET INTÉGRAL
Gaen.
Épreuve théorique. — I. Déterminer une surface contenant la parabole
et telle que, si l'on projette un de ses points M en M' sur OXY, puis M' en M' sur le plan tancent en M, le z du point iVr soit égal à a, quel que soit M.
II. Montrer que les normales à la surface S
coupent le plan \0\ et le plan XOZ en des points dont le lieu, sur chacun des deux plans^ est une simple ligne. Partant de là, déterminer, sans intégration, les lignes de courbure de S.
Épreuve pratique. — Montrer a priori que, des deux intégrales
dx
( 421 ) une seule a une valeur finie. Calculer cette valeur en passant par l'intégrale indéfinie. (Juillet 1906.)
Grenoble.
Épreuve théorique. — i' Recherche de la ligne de striction d'une surface réglée dont les génératrices sont normales à une courbe donnée S.
Cas des normales principales et des binormales.
Si 6 est V angle de la génératrice G qui coupe la courbe S e/i M avec la normale principale MN, on exprimera en fonction de 6 et des coordonnées de M la distance V du point N au point central Mi relatif à la génératrice G.
2" Déterminer 6 par la condition que la surface y lieu des normales G, soit développable.
Epreuve pratique. — Étant donnée l'équation
z\/ \ '^p*-^-q^=ia :
1" Trouver une intégrale complète de cette équation et sa solution singulière ;
1° Trouver une su/ face intégrale qui passe par une circonférence donnée, parallèle au plan xOy^ et ayant son centre sur Oz ;
3" Interpréter géométriquement les résultats.
LiUe.
Épreuve théorique. — Problème : Étant donnée la sur^ face représentée par l'équation
(œ) laz = mx^-^-ny^^
où a, m, n désignent des constantes (axes rectangulaires), calculer le volume limité par cette surface, le plan xOy et le cylindre
Former l'équation différentielle des courbes de la sur-
( 422 ) Jace (9) dont les tangentes font avec Oz un angle donné: intégrer cette équation quand n est nul ou égal à m.
Question de cours : 1° Définir une intégrale complète de V équation aux dérivées partielles du premier ordre à deux variables :
2" Faire voir comment on peut, d'une intégrale cornplète, déduire toutes les intégrales de l'équation (i).
3° Démontrer que deux intégrales complètes dijférentes conduisent à une seule et même solution singulière ; montrer comment cette solution singulière peut être déduite, a priori, de réquation (i).
4° Appliquer la méthode de recherche précédente à chacune des deux équations
(3) ^^px-^qy-^Ap^q)'
Montpellier.
Épreuve théorique. — Une surface rapportée à des axes rectangulaires a pour équation
soient a, P, 7 les angles de la normale avec les axes OX, OY, OZ.
i" Déterminer les fonctions f et ^ de façon que les rayons de courbure principaux soient reliés par la relation
(R-h R')cos7 = C.
2" Montrer que l'on peut choisir les fonctions f et ^ de façon que
( R — - R')cos Y tang a tang p
soit en même temps constant,
3" Déterminer les lignes de courbure de ces dernières surfaces, et les centres de courbure principaux.
( 4*3 ) Épreuve pratique. — Calculer l'intégrale
' x^— b^ s'inax ,
;— aX.
ar^H-o' X
(Juillet 1906.)
Rennes.
Épreuve THÉORIQUE. — I. 1" Calculer, en appliquant le théorème des résidus, V intégrale
r dz
prise dans le sens positif le long d*un cercle iC) de rayon i , ayant pour centre V origine ; n désigne un entier positif, a et ^ des constantes telles que
! a |< I et I M > ' •
2** On considère les intégrales
Je ^^ f (g*-+-i)rf^
où a désigne une constante positive et i le symbole y/ — i, ces intégrales étant prises dans le sens positif le long d'un cercle de rayon i ayant pour centre V origine. Calculer les valeurs de ces intégrales.
Z" Calculer les intégrales
J^ aH-tcos(p J^ {a
cos
tcosç)*'
oà a et i ont le mém^e sens que dans la question précédente, en faisant le changement de variable défini par r égalité
II. Les cuves Oxyz étant rectangulaires, on considère la courbe ( G ) dont la projection orthogonale sur le plan des X, y est la sinusoïde
y = sina?.
1° Former réquation différentielle à laquelle doit satisfaire la cote z d'un point quelconque de C, considérée comme fonction de l'abscisse x pour que les normales principales de C soient toutes parallèles au plan de coordonnées Oyz.
a" Prouver que, lorsque les normales principales de C sont parallèles au plan des yz, les tangentes font un angle constant avec Vaxe des x.
Ce résultat dépend-il de la forme sinusoïdale donnée pour la projection de C sur le plan des xy ?
3" La projection de G sur le plan des xy étant la sinusoïde donnée, indiquer la nature de la courbe C sachant que ses tangentes font un angle de ^5° avec Ox,
Épreuve pratique. — Étant donnés trois axes rectangulaires Oxj Oy, Oz et l'axe Oz étant supposé vertical, on considère la surface (S) définie par l'équation
zi = ^ ^a^—x*—y^,
oà l'on désigne par a une constante, et où l'on prend la valeur positive du radical ; puis le solide (A) limité latéralement par le cylindre
x^-\- yt— a^=: o,
en bas par le plan xOy et en haut par la surface (S).
i" Calculer le volume du solide (A).
2" Déterminer le centre de gravité du solide (A) en supposant sa densité constante et égale à p.
Toulouse.
Épreuve théorique. — I. Dans un plan rapporté à deux axes de coordonnées rectangulaires Ox et Oy, on considère sous le nom de courbes ( M ) les courbes telles que, si l'on représente par G le centre de courbure d'une telle courbe relatif au point M, par P la projection de M sur Ox et par T le point d'intersection de la tangente en M avec Oa7, l'aire du triangle CTP soit constante et égale à
trois fois l'aire d'un carré de côté donné -•
1° Exprimer les coordonnées x^y^ par rapport à Ox et Oy^ cP un point M d'une courbe (M) en fonction du coefficient angulaire t de la tangente e/i M à cette courbe.
a" Déterminer la forme générale des courbes (M) qui
partent de V origine O tangentiellement à la droite dont l'équation est
II. Lignes de courbure de la surface représentée en c oor données cartésiennes rectangulaires par l'équation
dans laquelle a, 6, c sont trois constantes.
Épreuve pratique. — On considère dans un plan un cercle de rayon donné a. En désignant par f l'angle des
tangentes issues d'un point quelconque P du plan au cercle et par de rélément d'aire du plan entourant le point P,
on demande de calculer l'intégrale S(çp— ^\ïif^)de
étendue à toute la partie du plan extérieure au cercle,
(Juillet 1906.)
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Paris.
Épreuve théorique. — I. Les lettres x et y désignant les coordonnées d'un point M par rapport à deux axes rectangulaires Ox ei Ojr.
I* Calculer l'intégrale :
y^dx -Jrix^ — xxy ) dy le long de l'arc de cercle ACB décrit de O comme centre
avec l'unité comme rayon et situé dans l'angle positif des axes xOy\
2" Calculer la même intégrale le long de la corde AB ;
3" Reconnaître si l'expression
y^dx -h{x^ — 2xy)dy
est une différentielle totale exacte dPune fonction de deux variables indépendantes x et y\
( 427 ) 4" Déterminer un facteur X, fonction de la seule variable x^ de telle façon que le produit de V expression précédente par X :
"ky^dx -H X(a?*— 7.a:y)dy^
soit une différentielle totale exacte, et indiquer la fonction dont ce produit est alors la différentielle.
III. Un pendule simple OM dont la longueur est de i
et dans lequel le point matériel M a une masse de io«, est écarté dun angle droit de la verticale dans la position initiale OA. // est abandonné à lui-même sans vitesse initiale.
Calculer, en unités G. G. S., la vitesse que possède le point M à l* instant oà le pendule passe par la verticale OB, ainsi que la tension du fil à cet instant.
On prendra g = 980.
Épreuve pratique. — I. Intégrer l'équation différentielle
dx X y X*
Figurer les courbes intégrales en supposant que x et y désignent les coordonnées rectangulaires d'un point M.
III. Vexpression
( X -^ 1 y ) dx -h y dy
{x-^yy
est-elle la différentielle totale d'une fonction U des deux variables indépendantes de x et y^ Dans le cas de l'affir^ mative, déterminer cette fonction U.
( 429) IV. On considère la surface S qui, par rapport à trois axes rectangulaires Ox^ Oy, OZj a pour équation
on prend sur Ox une longueur OA = i, sur Oy une longueur OB = -> on joint AB et l'on construit le prisme droit
ayant pour base le triangle OAB. Calculer le volume limité par le triangle OAB, les /aces latérales du prisme et la surface S.
Épreuve pratique. — I. Calculer à j^ près l'intégrale définie
dx
Acosx
II. Un point m dont la masse est a« est soumis à l'action de deux forces, à savoir :
I" Un poids p ;
a* Une force dirigée vers un centre fixe 0 ayant une intensité constante égale à celle du poids.
OL. Montrer que la résultante des deux forces dérive d'une fonction de forces U qu'on supposera nulle au point O. p. Déterminer et représenter les surfaces de niveau, Y- Calculer, dans le système G. G. S., le travail total effectué par la résultante des deux forces quand le point m passe de la position A située à i" au-dessus de O sur la verticale de ce point, au point B situé à o", 5o de O sur une horizontale issue de ce point.
$. Le mobile m est lancé du point À dans une direction quelconque avec une vitesse initiale de o™,o4 à la seconde et soumis à V action des deux forces. Appliquer au mouvement le théorème de la force vive et calculer la vitesse du point dans une quelconque de ses positions, on ne cherchera pas la trajectoire du point.
Note. — On appellera r la distance du mobile au point O et z sa hauteur au-dessus du plan horizontal passant par O. On prendra g = 980. (Juillet igoS.)
SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES
On projette un point M dune ellipse en P et Q sur les diamètres conjugués égaux. Montrer que le milieu I de PQ est situé sur la normale à V ellipse en M, e/ que le point de Frégier relatif à M est le symétrique de M par rapport à I. (E.-N. Barisien.)
SOLUTION Far M. Lktierge.
Prenons pour axes de coordonnées les axes de l'ellipse et soient acoscp, 6sino les coordonnées de M. Les équations des diamètres conjugués égaux sont
bx — £0)^ = 0 ( avec e = d: i ).
( 43. ) Les équations de MP et MQ sont
zax -^by — e a* cos cp — ^* sincp = o. L'équation générale des droites passant par P ou Q est \(bx — e ay) -\- tax -^- by — e a'cos^ — 6*sin^ = o
et déterminons X de façon que cette équation représente la parallèle à MQ menée par P et la parallèle à MP menée par Q. On trouve
et par suite les équations de ces deux parallèles sont comprises dans la formule
sa l — X — a cosç j — b [ 5 — y — 6 sin cp j =0.
Leur point de rencontre a pour coordonnées
X = — rr cos©,
bc^ y = — rr s«n cp.
qui sont celles du point de Frégier F relatif à M.
Par suite, le point I, point de rencontre des diagonales du parallélogramme MPFQ, satisfait bien aux conditions de l'énoncé.
Autres solutions par MM. Valkre Maës et J. Rose.
Sif dans le triangle sphérique ABC, l'angle A est de grandeur constante, et si l'on a
tancAB
consl
tangAG
on a aussi
/\ cos B
• const.
cos G
SOLUTION
Par UN Abonné.
Ecrivons les formules fondamentales
ces a = cos6 cosc -+- sinb sine cosA, cos^ = cosc cosa -+- sine sina cosB, cos c = cos a cos 6 -t- sin a sin 6 cos G;
si l'on porte dans la Seconde et dans la troisième l'expression de cosa fournie par la première, on obtient
cos h sine — cosc sin6 cos A ^ sina cosB, cosc sin6 — cos6 sine cos A = sina cos G.
On en conclut, en divisant membre à membre,
tangc — langé cos A _ cos B tangé — tangc cos A ~~ cos G
ce qui démontre la proposition énoncée.
Autres solutions de MM. Guyau, Letierce, J. Rose, Retali.
QUESTION
2045. Soient (A, A), (B, B'), (G, G') trois couples de semidroites d'un même plan, les semi-droites d'un même couple étant parallèles et de même sens. Les cycles inscrits dans les quatre triangles (A, B, G), (A,B', G'), (A',B, G'), (A', B', G) sont tangents à un même cycle. Il en est de même des cycles inscrits dans les triangles (A', B, G), (A, B', G), (A, B,G'), (A',B',G').
Le théorème est encore vrai si les semi-droites d'un même couple sont parallèles et de sens contraires. On obtient comme cas particuliers de celte dernière proposition le théorème de Feuerbach et le théorème suivant :
Soient ABG un triangle, A', B', G' les milieux de ses côtés. Les cercles inscrits dans les quatre triangles A' B' G', A B' G', A' B G', A' B' G sont tangents à un même cercle.
La première proposition donne des théorèmes où interviennent des cercles exinscrits. (R. B.).
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La Rédaction.
SUR LA GÈOiVÉTRIl DE DIRECTHM BANS L'ESPACE:
Par m. R. BRIGARD.
1. J'ai montré dans un précédent article (*) comment la géométrie de direction dans le plan se rattache naturellement à la géométrie de l'espace. En particulier, les transformations par semi-droites réciproques de Laguerre dérivent des transformations homographiques involutives, qui changent en luimême un cône du second ordre, ou bien, en modifiant légèrement le point de vue, des transformations involutives de Tespace qui n'altèrent pas les longueurs d'une figure (ces opérations sont la sjmétrie par rapport à un point, par rapport à une droite ou par rapport à un plan).
On peut de même rattacher les transformations par semi-plans réciproques de l'espace, auxquelles • Laguerre a consacré une courte Note (2), à certaines transformations de l'espace à quatre dimensions. Je me propose, dans le présent travail, de développer cette indication que j'ai donnée à la fin de mon premier article.
2. Je rappellerai d'abord quelques définitions et propositions relatives à la géométrie de direction.
Une surface (qui n'est pas à un seul côté) partage l'espace en deux régions, et l'on peut donner arbitrai-
(^) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1906, p. iSg. (') Comptes rendus, 1881; Œuvres, t. H, p. 604.
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(434 ) remenl à Tune de ces régions le nom de région posiiive, à l'autre le nom de région négative (*); on désignera sous le nom de semi-surface une surface ainsi définie.
Par exemple un plsm porte deux semi-plans que Ton peut appeler opposés el que l'on doit regarder comme deux semi-surfaces distinctes. De même une sphère porte deux semi-sphères opposées.
Pour que deux semi-surfaces se touchent en un point, il faut non seulement qu'elles aient même plan tangent en ce point, mais que les régions positives par rapport aux deux semi-surfaces soient les mêmes dans le voisinage de ce point. De là résultent immédiatement les propositions suivantes :
On ne peut mener à une semi-sphère qu'un semiplan parallèle à un semi-plan donné; il existe une semi-sphère et une seule touchant quatre semi-plans donnés ; il existe un semi-cône de révolution et un seul touchant trois semi-plans donnés ; il existe une semi-sphère et une seule inscrite à un semi-cône de révolution donné et tangente à un semi-plan donné.
Ce qui précède est extrait presque textuellement de la Note de Laguerre. Je ferai encore les conventions suivantes : la distance d'un point à un semi-plan sera considérée comme positive si le point est dans la région positive par rapport au semi-plan, et comme négative dans le cas contraire; le rayon d'une semisphère sera considéré comme positif si la région positive par rapport à cette semi-sphère en contient le centre, et comme négatif dans le cas contraire.
(*) Laguerre emploie les mots de région extérieure, région inté' rieure; cette terminologie peut donner lieu ù des confusions.
(435) On voitiramédiateinent que ta condition nécessaire et suffisante pour qu^un semi^ptan et une semisphère soient tangents est que la distance au semiplan du centre de la semi-sphère soit égale en grandeur et en signe au rayon de la semi-sphère,
3. Représentation dans l'étendue (*) des semiplans et des semi-sphères, — Considérons un plan réel, représenté en coordonnées cartésiennes rectangulaires par Téquation
(1) Ix-^r^y-^liz-hi = o,
OÙ Ç, Y), ^ sont les coefficients. Le plan (i) porte deux semi-plans. Je dirai que le premier a pour coordonnées
5, ^, î, ^/Fï^n^P, ■ et le second
A.insi à tout système de nombres Ç, 7), s? "^î satisfaisant à la relation
(2) 5tH.,j«H.Ç«_^«^o,
correspond un semi-plan (P) bien déterminé.
Étant donné un semi-plan (P) de coordonnées Ç, Yi, ÎJ, T, nous conviendrons de prendre pour région positive relative au semi-plan la région des points ^iXj ^, tels que l'expression
(') J'emploierai, pour parler de Pespacé à quatre dimensions, le moi d'étendue, introduit par M. Jouiïret dans son Traité élémentaire de Géométrie à quatre dimensions (Paris, Gauthicr- Villai*s, 1904).
( 436) soit positive. En vertu de cette convention, et de celle qui a été faite plus haut relativement au signe de la distance d^un point à un semi-plan, l'expression précédente représente en grandeur et en signe la distance au semi-plan (P) du point x,y^ z.
Soient maintenant X, ^l, v les coordonnées du centre d'une semi-sphère (S), p son rayon (positif ou négatif). Pour que le semi-plan (P) et la semi-sphère (S) soient tangents, il faut et il suffit que Ton ait la relation
H + t^Tj + Vg + I ^ =P.
OU
(3) X{-i-p.7i -+-vÇ — px-4-i =o.
Les relations (2) et (3) peuvent être interprétées dans l'étendue.
La relation (2), si Ton considère Ç, tj, ÎJ, t comme coordonnées cartésiennes d'un point de l'étendue, représente un hypercône du second degré [H],
Ainsi, à tout semi-plan (P) correspond un point m de l'hypercône [H]. Je dirai que ta est le point représentatif du semi-plan.
Considérons en second lieu l'équation
XrF-4- fJl^-hV5 — pT -Kl = 0;
elle représente un espace linéaire qui coupe Thypercône [H] suivant une quadrique (S). Je dirai que cet espace et cette quadrique sont représentatifs de la sphère (S).
Ainsi les points de l'hypercône [H] sont représentatifs des divers semi-plans de l'espace; les quadriques tracées sur cet hypercône sont représentatives des diverses semi-sphères.
( 437 ) L'équation (3) admet dès lors cette interprétation immédiate :
Pour qu^ un semi-plan touche une semi-sphère y il faut et il suffit que le point représentatif du premier soit sur la quadrique représentative de la seconde.
Faisons encore les remarques évidentes que voici :
Les deux semi-plans portés par le plan de V infini ont leurs points représentatifs confondus au sommet O de [H].
Des semi-plans parallèles ont leurs points représentatifs sur une même génératrice de [H]. La correspondance entre les semi-points et les plans est. homo graphique .
Les divers semi-plans tangents à un même semicône de révolution (T) ont leurs points représentatifs distribués sur une même conique C tracée sur [H]. Réciproquement, à toute conique tracée sur [H] correspond un semi-cône de révolution. La correspondance entre un semi-plan mobile qui enveloppe (T) et son point représentatif qui décrit C est homographique.
La première partie de ce dernier énoncé résulte de ce que les semi-plans en question sont tangents à une infinité de sphères. Leurs points représentatifs appartiennent donc à une infinité d'espaces linéaires et par conséquent à un plan. Ils sont donc répartis sur l'intersection de ce plan et de [H], c'est-à-dire sur une conique.
Quant à la seconde partie, elle résulte immédiatement de ce que la correspondance entre le point et le semi-plan est univoque.
( 438 ) 4. Transformations homo graphiques, involutives de Vhypercône [H] en lui-même. — Les transformations homographiques de Pélendue sont en nombre oo^^ . Un hypercône du second degré dépendant de i3 paramètres, celles de ces transformations qui changent en lui-même Thypercône [H] sont au nombre de 00^*-*' = 00**. A chacune de ces transformations correspond une transformation de contact de l'espace qui change les semi-plans en semi-plans et les semi-sphères en semi-sphères. Je dirai plus loin un mol de ces transformations générales. Nous ferons ici une étude approfondie de celles qui présentent un caractère involutif.
Toute transformation involutive de l'étendue appartient, comme on le sait et comme il est aisé de le démontrer, à Tun des deux types suivants :
I" Uhomologie centrale in\folutive, définie par un point c, le centre de Thomologie et un espace linéaire [E], t espace-ba^e de Thomologie ; m étant un point quelconque de l'étendue, l'homologie centrale involutive lui fait correspondre le point m' construit de la façon suivante : On joint le point m au centre c; la droite cm, rencontre [E] eu un point |jl, et l'on construit le point m\ conjugué harmonique de m par rapport au segment C[x.
a° Uhomologie axiale involutive^ définie par une droite D et un plan (P) qui sont respectivement la droite-axe et \^ plan-axe de l'homologie. Au point m rhomologie axiale involutive fait correspondre le point ml obtenu de la façon suivante : On construit la droite unique passant par le point m et qui rencontre D et (P) (*), respectivement aux points |jl et |jl'. Le
( ' ) Cette droite est l'intersection du plan déterminé par m et D et de l'espace déterminé par w et (P).
(439) point m' est le conjugué harmonique de m par rapport au segment {xp.'.
Pour qu'une transformation de la première ou de la seconde espèce transforme en lui-même Thypercône [H], il faut que le sommet de cet liypercône soit un point double de la transformation. Or les points doubles de la transformation sont, dans le cas de Thomologie centrale, le centre et tous les points dePespace-base ; dans le cas de Thomologie axiale, tous les points de la droite-axe et tous les points du plan-axe. On se trouve ainsi en présence de quatre cas possibles, dont Texamen conduit aisément aux conclusions suivantes :
Il existe quatre espèces de transformations homographiques involutives, qui transforment en lui-même un hypercône du second degré [H], Ce sont respectivement :
a. Une komologie centrale involutive, dont le centre est le sommet de Thypercône, l'espace-base étant quelconque ;
6. Une homologie centrale involutive, dont le centre est un point quelconque de l'étendue, et l'espace-base, l'espace polaire de ce point par rapport à l'hypcrcône ;
c. Une homologie axiale involutive, dont la droiteaxe est une droite quelconque de l'étendue, et dont le plan-axe est le plan conjugué de cette droite par rapport à l'hypercône ;
d. Une homologie axiale ins^olutive, dont le planaxe est un plan quelconque de Télendue, et la droiteaxe, la droite conjuguée de ce plan par rapport à l'hypercône (*).
(*) Le lecteur, non familiarisé avec les conceptions de la géomé-
Dans retendue, un point et un espace dépendent chacun de quatre paramètres, une droite et un plan dépendent chacun de six paramètres {*). On en conclut que les transformations (a) et (b) dépendent de quatre paramètres et les transformations (c) et (d) de six paramètres.
S. Transformations par semi-plans réciproques, — Les quatre transformations (a), (6), (c), (d), de rhypercône [H] en lui-même sont représentatives de quatre transformations de l'espace, associant un semiplan à un semi-plan, et qui seront dites transforma^ tions par semi-plans réciproques. Je les appellerai respectivement (a), (p), (y), (8).
trie à quatre dimensions, comprendra facilement, je pense, le sens des expressions employées dans le texte, sans que de longues explications soient nécessaires : Étant donnée une hyperquadrique, représentée par Téquation homogène du second degré à cinq variables
f{x,y, z, t, M)=so,
Vespace polaire du point x^, y^y z^t t^^ u^ par rapport à l'hyperquadrique est l'espace ayant pour équation
Si un point décrit une droite, son espace polaire tourne autour d'un plan qui est le plan conjugué de la droite par rapport à l'hyperquadrique. De même, si un point décrit un plan, etc.
Si rhyperquadrique se réduit à un hypercône, l'espace polaire d'un point quelconque, le plan conjugué d'une droite quelconque, la droite conjuguée d'un plan quelconque contiennent le sommet de rhypercône.
Les points et leurs espaces polaires, les droites et les plans conjugués donnent lieu à des théorèmes que Ton établit aisément en se guidant sur les théorèmes analogues et bien connus de la géométrie plane et de la géométrie de l'espace.
(*) En eiïet, une droite est définie par les deux points où elle rencontre deux espaces donnés (3-1-3 = 6 paramètres); un plan est corrélatif d'une droite et dépend du même nombre de paramètres.
Toutes ces transformations jouissent d'une même propriété : à des semi-plans tangents à une même semi-sphère, elles font correspondre des semi-plans tangents à une même semi-sphère. Autrement dit, elles changent les semi-sphères en semi^sphères. Cela résulte immédiatement de ce que les transformations (a), (6), (c), (rf), étant homographiques, changent une quadrique tracée sur [H] en une autre quadrique.
Il faut maintenant chercher à définir (a), (p), (y), (8), en restant dans l'espace ordinaire. C'est ce que je vais faire successivement pour chacune de ces transformations.
6. Transformation (a). — Dans la transformation (a), deux points correspondants sont sur une même génératrice de [H], Donc, dans la transformation (a), deux semi-plans réciproques sont parallèles.
En second lieu, il existe, dans la transformation (a), une infinité de points qui se correspondent à euxmêmes : ce sont les points de la quadrique (So), intersection de [H] et de l'espace-base de l'homologie. Il existe donc dans la transformation (a) une semisphère (So) quî se correspond à elle-même.
Soient enfin p et/?' deux points de [H], se correspondant dans la transformation (a), po le point oixpp' rencontre l'espace-base de l'homologie, c'est-à-dire la quadrique (So). Si O est le sommet de [H], les points p ei p' divisent harmoniquement le segment O p^. On peut donc énoncer le résultat suivant, en tenant compte des deux remarques faites à la fin du n® 3 : Soient (II) et (n') deux semi-plans réciproques dans la transformation (a), (IIq), le semi-plan, parallèle à (II) et à (II'), qui touche la semi-sphère (So); les plans (II) et (II') sont équidistants du plan (IIo).
En raisonnant comme dans mon premier article (p. 167), on reconnaît que la transformation (a) n'est autre chose que la combinaison d'une transformation parallèle et d'une symétrie par rapport à un point : étant donné un semi-plan (II), on construit le plan (II<), parallèle à (II), situé à une distance donnée et d'un côté donné de ce semi-plan, puis le semi-plan (II'), symétrique de (IIi) par rapport à un point fixe (o et orienté comme le semi-plan (II).
7. Transformation (P). — Dans la transformation (6), deux points correspondants p et p' de l'hypercône sont en ligne droite avec le centre de l'homologie. Si donc on désigne par (Ç, 7^, 2^, t), (Ç'j V> 5', '^), ($01 "^0) so> '^o) les coordonnées respectives des points />, p\ po, on peut trouver deux nombres X et [jl tels que Ton ait les relations
X -h [ji
Mais les trois premières et la cinquième de ces relations peuvent s'interpréter ainsi : les trois plans ayant pour équations dans l'espace ordinaire
passent par une même droite. Donc :
Deux semi-plans (II) et (II'), réciproques dans la transformation (p), se coupent suivant une droite appartenant à un plan fixe (Ho).
Soient en outre sur [H] deux points quelconques p et Pi, et les deux points p' et p\ qui leur correspondent respectivement dans la transformation (6). Les quatre points j9, P\^p'ip\ sont dans un même plan, puisque les droites pp* et p\p\ sont concourantes. Les semi-plans concourants de Tespace (II), (IIi), (n'), (nj) sont donc tangents à un même semi-cône de révolution (n® 4).
L^analyse précédente permet d'énoncer le résultat suivant :
Une transformation (P) est définie par un plan fixe (Ilo) et par un couple donné de semi-plans réciproques (II) et (II'), se coupant suivant une droite du plan (Do). Si {U^) est un semi-plan quelconque, on obtiendra comme il suit son semi-plan réciproque : on construira le semi-cône de révolution tangent à (U), (II') et (IIi), et par la droite commune à (IIi) et à (Do) o/i mènera le second semi-plan tangent au semi-cône. Ce sera le semiplan (D') cherché.
On voit bien qu'une transformation (p) dépend de quatre paramètres.
La transformation (P) est la seule qu'ait définie Laguerre dans la Note rappelée plus haut. Elle fait l'objet d'une élude approfondie dans la Théorie des surfaces de M. Darboux (t. I, p. aSi et suiv.).
8. Transformation (y). — Les points de l'hypercône [H] qui se correspondent à eux-mêmes dans l'homologie axiale involutive (c) sont le sommet O de cet hypercône et les deux points />| et/?2 où la droiteaxe de cette homologie le rencontre. Soient maintenant p et />' deux points de [H], se correspondant
dans la même transformalion. Puisque les droites pp' et p\p2 se rencontrent, les quatre points /?, /?', Pi^, p^ sont dans un même plan et appartiennent à la conique C, intersection de ce plan et de [H]. Soit en outre m le point dMntersection du même plan et du plan-axe de l'homologie (c), plan qui, on se le rappelle, est le plan conjugué par rapport à [H] de la droile-axe /?i/?2- Le point m est le pôle àep^p^ par rapport à la conique C (*); mais le point m appartient à la droite />/>', puisque cette droite doit rencontrer le plan-axe de l'homologie. Par conséquent, les points p et p' sont conjugués harmoniques sur la conique C par rapport aux points
Aux points/?, />',/?,, />a correspondent quatre semiplans tangents à un même semi-cône de révolution, et les deux premiers sont conjugués harmoniques par rapport aux deux derniers. Nous pouvons donc formuler les conclusions suivantes :
La transformation (y) est définie par deux semiplans (n,) et (II2) qui se correspondent à euxmêmes; ce sont les semi-plans doubles de la transformation. Pour avoir le semi-plan réciproque d'un semi-plan (U), on procédera de la façon suivante : on construira le semi-cône de révolution tangent à (II), (II,) et (U^)^ puis le semi-plan (II'), tangent à ce semi-cône et conjugué harmonique de (n) par rapport à (III) et (II2). (Il') est le semi-plan cherché.
( ») En vertu de ce théorème : Si dans V étendue un plan tourne autour d'une droite, le pôle de cette droite par rapport à la conique d'intersection du plan et d'une hyperquadrique fixe décrit le plan conjugué de la droite par rapport à l'hyperquadrique.
On peut dire encore que le plan qui contient les génératrices de contact des plans (II) et (II') contient aussi la droite commune aux plans (IIi) et (II2).
La transformation (y), définie par deux semi-plans arbitraires, dépend de six paramètres.
9. Transformation (S). — Les points de l'hypercône [H] qui se correspondent à eux-mêmes dans rhomologie axiale involutive {d) sont le sommet O et tous les points de la conique C, intersection de Thypercône et du plan-base de Thomologie.
Soient p et p' deux points correspondants quelconques dans rhomologie {d). Ces deux points et le plan de la conique C sont dans un même espace linéaire [E], puisque la droite pp' rencontre le plan dont il s^agil. Autrement dit, les deux points py p' et la conique G appartiennent à une même quadrique (S), intersection de [H] et de [E]. Soit maintenant m le point d'intersection de [E] et de la droite-axe de l'homologie. Le point m est sur la droite /y>', puisque cette droite doit rencontrer la droite-axe; d*autre part, le point m est le pôle par rapport à (S) du plan de la conique C (*). Ainsi la droite pp' passe par le pôle du plan de la conique C par rapport à la quadrique (S).
On peut dire aussi que, si D est une conique quelconque tracée sur (S) et passant par/> et /?', les deux points p etp' sont conjugués harmoniques, sur D, par rapport aux deux points communs à C et à D.
Interprétons ces résultats dans l'espace : à la conique C correspond un semi-cône de révolution (F);
(•) En vertu de ce théorème : Si un espace linéaire tourne autour d'un plan, son pôle par rapport à une hyperquadrique décrit la droite conjuguée du plan par rapport à cette hyperquadrique.
( 446 ) si (n) et (n') sont deux semi-plans réciproques dans la transformation (8), il existe une semi-sphère (S) tangente à (U), (n') et inscrite au semi-cône (F). Enfin, si l'on imagine un semi-cône de révolution (A) circonscrit à (S) et tangent à (II) et à (II'), ces deux semiplans sont, relativement au semi-cône (A), conjugués harmoniques par rapport aux semi-plans tangents communs à (F) et à (A).
On en conclut que (II) et (II') se coupent sur le plan du cercle de contact de (F) et de (S), et l'on parvient au résultat suivant :
La transformation (8) est définie par un semicône de révolution fixe (F). Pour construire le semi-plan réciproque d*un semi-plan donné (II), on construira la semi-sphère (S) inscrite à (F) et tangente à (II); puis, par la droite commune à (II) et au plan du cercle de contact de (F) et de (S), on mènera le second semi-plan tangent à (S). C^est le semi-plan cherché (II').
On voit aussi que les points de contact de (II) et de (II') sont alignés sur le sommet de (F).
La transformation (8), définie par un semi-cône de révolution, dépend de six paramètres.
10. Autre point de vue. — Opérons sur Fhjrpercône [H] une transformation par polaires réciproques^ de manière à transformer cet hjpercône dans la sphère imaginaire de l'infini, dont Féquation tangenlielle est
M*-4-p*-h tv*-+- A»-h A:* = o.
Nous pourrons dire que toutes les transformations par semi-plans réciproques représentent dans l'espace les transformations homo graphiques involutives de
( 447 ) V étendue, qui conservent la sphère imaginaire de Vinfini.
Je désignerai ces transformations, corrélatives des transformations (a), (6), (c), (rf), respectivement par (a'), (6'), ({/), (ûP). Il est facile de les définir directement. Ainsi la transformation (a) est une homologie centrale involutive dont le centre est le sommet de rhypercône [H]; (a') est donc aussi une homologie centrale involutive, ayant pour espace-base l'espace de l'infini, c'est-à-dire une symétrie par rapport à un point, La transformation (6) est une homologie centrale involutive, dont l'espace-base est l'espace polaire du centre de l'homologie par rapport à [H]; (6') est donc une homologie centrale involutive, dont le centre est rejeté à l'infini perpendiculairement à l'espace-base, c'est-à-dire une symétrie par rapport à un espace linéaire. La transformation (c) est une homologie axiale involutive, dont le plan-axe est le plan polaire de la droite-axe par rapport à [H] ; (c') est donc une homologie axiale involutive, dont la droite-axe est rejetée à l'infini perpendiculairement au plan-axe, c'est-à-dire une symétrie par rapport à un plan. Enfin, la transformation {d') est une symétrie par rapport à une droite.
Les quatre transformations (a'), (6'), (c'), {d!) sont les similitudes involutives de Tétendue. On voit donc, en résumé, que :
Les transformations (a), (6), (c), {d) peuvent être considérées comme représentant dans V espace les similitudes involutives de V étendue {c'est-à-dire les opérations qui transjorment une figure en une figure semblable^ et qui, deux fois répétées, ramènent la figure en coïncidence avec elle-même).
(448 ) Les transformations (a), (6), (c), (rf) correspondent aux symétries de l'étendue, respectivement par rapport à un point, à un espace linéaire, à un plan et à une droite.
Ainsi que je l'ai rappelé à la fin de mon premier article, M. Butin avait déjà rattaché la transformation (6) à la symétrie par rapport à un espace linéaire ( * ).
On voit que, plus généralement, les similitudes de rétendue font connaître les transformations de l'espace (non involutives en général) qui associent un semiplan à un semi-plan et une semi-sphère à une semisphère. La transformation la plus générale de celte nature dépend, comme je Tai dit plus haut, de onze paramètres.
Le groupe ainsi constitué pourrait donner lieu à des recherches d'un certain intérêt : on chercherait, par exemple, à définir le sous-groupe des transformations (à dix paramètres) qui correspondent aux déplacements dans l'étendue; on définirait aussi les sousgroupes finis ou non qui correspondent aux sousgroupes de déplacements (groupes de rotations autour de droites ou de plans concourants, groupe des polyèdres réguliers de l'étendue). Je laisserai complètement de côté les questions de cette nature.
11. Une transformation par semi-plans réciproques étant une transformation de contact, il est important de résoudre le problème suivant :
Construire l'élément de contact correspondant à un élément de contact donné. Autrement dit, soient {Wj un semi-plan^ (II') le semi-plan réciproque dans
{}) Bulletin des Sciences mathématiques, 1906, p. ig.
Vune des transformations (a), (P), (y), (8). On donne le point [x oà (El) touche une surface donnée. Construire le point [jl' où le plan (II') touche la surface réciproque de la première.
J'élablirai, en premier lieu, une proposition qui s^applique à chacune des transformations (a), (^), (y), (S).
Si le point |x varie dans le semi-plan (II), le point [jl' varie en même temps dans le semi-plan (II'). Cherchons la nature de la correspondance qui relie les points [Jl et |x'.
Il est tout d^abord évident que cette correspondance est algébrique et rationnelle. Remarquons en second lieu que, si le semi-plan (II) varie en enveloppant une développable, il en est de même du semi-plan (II'), et les caractéristiques des deux semi-plans se correspondent évidemment. Autrement dit, si le point ^ se déplace dans le semi-plan (II) sur une droite, il en est de même pour le point [x' dans le semi-plan (II'). On en conclut que la correspondance entre les points |x et [x' est homo graphique»
En outre, si le point [x décrit un cercle dans le semi> plan (n), le point [x' décrit aussi un cercle dans le semi-plan (II'). En effet, un cercle peut être caractérisé comme étant, de deux manières dillérentes, enveloppe d'une famille de sphères : les sphères de Tune des familles sont celles qui passent par le cercle, les autres sont les sphères-points dont le lieu est ce même .cercle. L'une quelconque des transformations que nous considérons fait donc correspondre à un cercle une surface enveloppe de sphères de deux manières différentes, c'est-à-dire une cyclide de Dupin. Donc, quand le point [x décrit un cercle dans (II), le point [x' décrit la courbe de contact de (II') et d'une cyclide de
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( 45o ) Dupin. Une telle courbe est nécessairement un cercle, comme il est bien connu.
On voit donc quil existe entre les points [jl et [jl' une correspondance homographique, telle qu'à un cercle quelconque décrit par le point u. correspond un cercle ; cette correspondance est donc une similitude ; enfin, en raison du caractère involutif* des transformations considérées, le rapport k qui définit cette similitude doit satisfaire à la relation
A:«=i, d'où k=±\.
Ainsi la similitude dont il s'agit est une égalité directe ou inverse (*).
En résumé, les points de contact du semi-plan (D) avec diverses surfaces et les points de contact du semi-plan (n') avec les surfaces qui correspondent aux premières, dans l'une quelconque des transformations (a), (P), (y), (8), forment des figures directement ou inversement égales (^).
Cela établi, abordons le problème posé successivement pour chacune des quatre transformations.
I** Transformation (a). — Les considérations les plus simples conduisent iminédialement à la solution : on construit dans le semi-plan (ITi) le point {jli, tel que |JL[JL, soit perpendiculaire à (II) et (II,); puis on construit dans le semi-plan (II') le point [ji', symétrique du point |X| par rapport au point o>.
On voit ainsi que, dans le cas de la transforma-
(') Comme il s'agit de figures tracées dans des pians orientés, les mots en italique ont un sens.
(') Les figures formées par les points de contact sool seulement semblables, et non plus égales, si Ton considère les transformations générales dont il est dit on mot à la fin du n** 10.
(45. ) iîon (a), les points |x et [jl| engendrent des figures directement égales.
^** Transformation (^). — Construisons la semisphère (S), tangente à (H) en |A| et tangente à (II'). Cette semi-sphère se correspond évidemment à ellemême par la transformation (^) [puisque, si elle touche un semi-plan quelconque (IIi), elle louche aussi le semi-plan réciproque (n', )]. Son point de contact avec (II') est donc le point |x' cherché.
On voit que le point jx' est la position prise par le point [A lorsqu'on fait tourner le semi-plan (II) autour de Taréte du dièdre (II, II'), de manière à l'amener en coïncidence avec le semi-plan opposé
Ainsi, dans le cas de la transformation (P), les figures engendrées par les points [x et \à! sont inversement égales.
3** Transformation (y). — Remarquons lout d*abord que, dans le cas de la transformation (y), les points [JL et Y-' engendrent des figures directement égales. En effet, la nature de l'égalité doit être la même pour tous les couples de semi-plans réciproques, par raison de continuité. Or le semi-plan (lit) se correspond à lui-même et, de plus, toute semi-sphère touchant les semi-plans (lit) et (112) se correspond aussi à elle-même. Si doncles semi-plans (II) et (H') viennent se confondre avec (II, ), les deux points |x et ^ viennent se confondre en un même point, ce qui exige que l'égalité soit directe, en ce qui concerne le couple [(IIi), (IIi)], et par conséquent en ce qui concerne un couple quelconque.
Il existe une infinité de semi-sphères qui touchent (IIi), (lia), (n) et (n'). Chacune de ces semi-sphères
( 45p. ) se correspond à elle-même dans la transformation (y). Si donc le point [x est le point de contact |Xo avec (H) de l'une de ces semi-sphères, |a' est le point de contact [x, de la même semi-sphère avec (n').
Quand on fait varier la semi-sphère en question, les points [lo et |x^ décrivent respectivement dans les semiplans (n) et (n') des semi-droites Ox et Ox\ se coupant sur Taréte du dièdre (H, II') et faisant le même angle avec cette arête (Jig. i).
Fig. 1.
Les points à même distance du point O, sur ces semi-droites, se correspondent entre eux (0[jl'^= 0|Ao).
Si maintenant le point de contact de (II) avec son enveloppe occupe une position quelconque |x, on construira aisément le point |x', tel que le triangle Oix^^i.' soit directement égal au triangle 0|Xo|x.
4" Transformai ion (8). — Construisons un semicône de révolution (F') quelconque circonscrit à la seraisphère {Yt)[fig. 2) et ayant son sommet sur la droite D commune à (II) et à (11') : ce semi-cône se correspond à lui-même dans la transformation (8) [car tout semiplan tangent à (f) est transformé en semi-plan jouissant de la même propriété]. Soient S le sommet d'un tel cône, [Aq et [x^ les points de contact avec (S) des
( 453 ) semi-plans (II) et (n'). Les droites S[jlo et Sjji'^ se correspoodenl dans les figures engendrées par |a et [x'. On en conclut que la seconde figure s'obtient en faisant
Fig. 2.
tourner le semi-plan (II') autour de D, de manière à ramener en coïncidence avec le semi-plan opposé
Ainsi, dans le cas de la transformation (S), les points |ji et ^ engendrent des figures ini>ersement égales.
En terminant, je signalerai encore les faits suivants :
Les transformations (a), (P), (y), (8), étant de contact et changeant les sphères en sphères, conservent les lignes de courbure des surfaces. De plus, une sphère principale, c'est-à-dire une sphère tangente à une surface et ajant son centre en l'un des centres de courbure principaux de la surface au point de contact, est changée en sphère principale relativement à la surface réciproque de la surface considérée. On a ainsi
(0 C'est exactement la même construction que dans le cas de la transformation (p).
aies
le moyen de déterminer les éléments de la courbure d^une surface, réciproque d*une surface donnée dans l'une quelconque des transformations considérées.
SUR UN THÉORÈME DE WBIER8TRA8S
Pab m. h. laurknt.
Considérons une fonction f{z) synectique dans toute l'étendue du plan, soient a^a^* , . Uk ses zéros de module p, 6| 63 . . . 64 ses zéros de module p', etc., et supposons /(o) différent de zéro et
ri<p</î<p'< r,<....
Considérons la somme
. rfS±) x^ _dz_ _ r/vo f! _^ rf{z)x^ dz rf(z)x* dz
J^J(z) z^ z-^x J^JÎJ) z^ Z-X
l'indice r^ placé au bas d'une inté|;rale indiquant qu'elle doit être prise le long d'une circonférence de rayon Vk décrit de l'origine comme centre.
Si l'on remplace les différences successives par leurs valeurs, on trouve dans l'une d'elles ou dans la pre-
* — — f ( 'c\ mière intégrale l'expression atcy/ — i yj-~>puis des expressions de la forme
-^ aiî/— I
af^ a — X
( 455 ) [qui devront être répétées a fois si a est racine d'ordre a de/(x) = o]. On a donc
l — /'(^) \^ a: I ^ jr* 1
d'un autre côté, s d'après cette formule est une fonction sjnectique <f{x) de x, et l'on peut la développer par la formule de Maclaurin, car on a
et pour X := o
On en déduit le développement de ^{x) par la formule de Maclaurin. La formule (i) ou 5 = <p {x) donne alors en intégrant
jr%(.)^=iog^-2p.'og(.-f)
1^1? Paj ••• désignant des polynômes du degré i, 2, ... et, par suite,
c'est la formule de Weierstrass, et nous avons une expression de la fonction ^ (x) qui était restée inconnue jusqu'à présent.
Il est bon d'observer que la méthode précédente ne
suppose par les zéros de f{x) simples, on peut les
supposer d^un ordre de mulliplîcilé quelconque, même
négatif, ce qui veut dire que -a, 6, c, ... peuvent être
des infinis def(x), dans ce cas les binômes ( i j >
figureront alors en dénominateurs.
AGRÉGATION DIS SCIENCES NATHRNATIOHES (CONCOURS DE 1906). SOLUTION DE LA QUESTION DE lÊCANIOUE RATIONNELLES;
Par m. le Comte de SPâRRË.
Soient
OR la trace du plan xOy sur le plan (Oy^;
OQ la perpendiculaire à OR dans le plan xOy^ qui
est, par suite aussi, la trace du plan zOX^ sur le
plan xOy\ if Tangle de OR avec OÇ; ç celui de Ox avec OR et 8 celui de Oz avec OÇ,
comptés de gauche à droite, par rapport à O^, OZ
et OR.
Désignons de plus par /?, q, r les composantes de la rotation OR, OQ et OZ {^).
OR, OQ, OZ étant axes principaux d'inertie, si C désigne le moment d'inertie axial, suivant OZ, et A le
(*) Voir renoncé dans le numéro de septembre (p. 4io)- (') Dans renoncé on désignait par /> et ^ les composantes de la rotation suivant Oj? et Oy^ mais il n'y a aucun intérêt à introduire ces composantes, et il vaut mieux considérer celles suivant PB et OQ.
( 457) moment d'inertie équatorial, suivant OR et OQ, on a, pour la force vive totale,
D'aillears
de sorte que
aT « A(e'« -♦- Y* 8in«e) ■+- C((p'-t- f cosO)*.
On a ensuite, pour la fonction des forces,
Si l'on désigne par co et X les valeurs initiales de r et <{/, on aura alors, en vertu des équations de Lagrange en ç et ^j/,
(l) Ç'-|-<|/'C096 = Cl),
(!&) Asinse^V' = Gqi(cosOo — C096j + AXsinsSo
Â ces deux équations, on joindra celle des forces vives, qui, en tenant compte de (i), s'écrira
J A(e'«-h^/'«9in«e) = A{ii«-hX«sin«eo)
j — A:Mrf«(sm«e — 8iii«e«),
OÙ |A désigne la valeur initiale de 0'.
Les équations (i), (2) et (3) déterminent 0, ^ et <]; en fonction de $, et résolvent par suite la première partie du problème.
En tirant de (2) la valeur de <{/'etla portant dans (3), on aura
IA6'« = A(ii«-i- X«sin*eo) -*- A:M rf«(co9*e — cos^Oo) _ [AXsin«eo-^Ga)(cos6o~cose)p Asin>6
(458) Le second membre de celle équalion esl posîlif pour 0 = 6^, il esl au lieu de cela négalif pour 0 = o, à moins que l'on ail ^
IA X sin'Bo — Cco(i — cosOo) = asm* — ( siAXcos* Cto) ) = o.
Il esl égalemenl négalif pour 6 = te, à moins que Tou ail
IAX8in*6o+ Gco(i-hcos6o) = 2 cos* — (aAXsin* — -f-Gcu) = o.
On voil qu'en général Q variera d'un maximum à un minimum.
Toulefois, si la condiiion (5) esl salisfaile, on aura
IAe'«=X(|i«-hX«9in«6o) -h A:M rf»(cos«e — cos«eo) — ^^ lang* -,
el 6 variera de 6, à — 0| (*) en passanl par zéro.
Si, au lieu de cela, c'élail la condiiion (6) qui étail salisfaile, [(5)el(6) ne peuvenlélresalisfaits en même lemps], on aurait
iAe'* = A(ii«H-X«»in«eo) ^ kM rf«(cos«e -- co9«eo) — ^^ COI» - » ' A a
el 0 varierail de O^ à 27r — O^ (^) ^Q passanl par n, % Si l'axe du solide esl placé perpendiculairemenl
(*) 0| étant la racine comprise entre o et ic du second membre de (4') égalé à zéro.
(') 0, étant la racine comprise entre o et k du second membre de (4') égalé à séro.
(459) à O^ et que l'on Imprime au solide une rotation autour de OZ, on aura
et, par suite, (4) devient
Ae'« = cos«6 /;tM ^ - -^^^) \ Asm» 6/
= ?^(;tMrf«A — G*a)* — >tMArf«cos»6),
et la valeur initiale de 0 = 90"; cette équation ne peut être satisfaite que pour *
6 = go», 6' = o.
Si Ton a
donc, dans ces conditions, on aura indéfiniment, pendant toute la suite du mouvement,
On peut d'ailleurs facilement vérifier que, si Ton dérange légèrement Taxe en donnant à [x et X des valeurs très petites, et prenant de plus 80 = 9o**-f- e©, où e© est très petit, 6 restera toujours très voisin de 90" pendant toute la suite du mouvement.
Posons, en effet,
Si nous négligeons les termes en e', ainsi que ceux en Ae', on aura
( 46o) ce qui peut s'écrire
i aCto)/. Giu \ /G«<o« X:Mrf«\ ,
Si nous supposons la condition (7) satîsfaûe, les racines du second membre sont réelles, car ce second membre est positif pour e = t^j et, au Heu de cela, négatif pour e = ± 00.
Si donc, on désî||;ne par y| el y^i ces deux racines, 7) étant la plus grande, on devra avoir
il>e>ili; de plus, si
n*est pas lui-même très petil, les racines y) et t^i seront elles-mêmes très pelites, car nous supposons Cq. [jl et A aussi très petits. En effet, pour |x = X = €0 = o, Y) et Y^i sont tous deux nuls.
Donc, 6 resle très voisin de 90^ lorsqu'on trouble très peu le mouvement.
Si d'ailleurs on néglige, ainsi que nous Tavons fait, les termes en e', on aura, en vertu de (8) et (9),
ndt=:
v/(7i — £)(£ — "ni)
dt
d'où l'on déduit, en supposant t = t^ pour e = t), n(< — /o) = arc cos |
OU
(,o) t = 3j1i!L« + !LzlZii co9/i(«- <o).
On aura ensuite, aver la même approximation,
C'est-à-dire, en tenant compte de (lo),
Mais
de sorte que
, , A:Mrf«A /Ga)Co .\
On voit que, si le solide est dérangé tant soit peu de sa position d*équilibre, qui correspond à
Co = X = jx = o,
0 restera très voisin de 90®, mais Taxe aura un mouvement de rotation très lent, le mouvement de précession moyen ajant lieu toujours dans le même sens, à moins que Ton ait
auquel cas il y aurait un simple mouvement d'oscillation, la condition (7) étant supposée remplie.
(46a) Si, au Heu de cela, on avait
(la) AS'
on tomberait sur les fonctions exponentielles au lieu des fonctions circulaires, et, par suite, e ne resterait pas très petit, quelque faible que fût le déplacement initial, et la rotation ne serait par suite pas stable.
On doit remarquer d'ailleurs qu'il faut non seulement que
G«cii« — A:M£^«A
soit positif, mais que de plus ce ne soit pas une quantité très petite de Tordre de X, |jl et s^, car, sMl en était ainsi, y\ et yji ne seraient plus très petits.
3. Pour que 8 tende vers 90", pour t infini, il faut que 0 = 90" soit racine double du second membre de Téquation (4)«
D'abord, pour que ce second membre soit nul pour 6 = 90", il faut
i A(pi«-hX*8in«eo) — A:Mrf»cos«eo (m) I (AXsin«eo-+-Ccocoseo)«
En tenant compte de cette relation, l'équation (4) s'écrira
[A-Mrf«cose 1
UAXsin*eo-+-C(Dcoseo)*cose ) I
Aàin»e J
Mais 0 =90° devant être racine double de la valeur •de 9'^, la quantité entre crochets doit être nulle pour 6 = 90°, ce qui exige
(i3) AX sin96o -h C« cosôo = o.
(463 ) Mais, si l'on lient compte de cette relation, TéquatioD (i i) devient
(i4) (JL«-+-X«sin«eo j— cos*eo = o.
Si Ton suppose a> et Oo donnés, on déduira de(i3)
et(i4)
Pour que cette valeur de [a soit acceptable, il faut
Si cette condition est remplie, on aura deux valeurs de [À égales et de signes contraires répondant à la question et une seule valeur de X.
Si Ton lient compte des relations (i3) et (i4) la valeur (12) de 6'* peut s'écrire
A 8in«eô'» = cos»e (kMd^ — ^^ — kM d* cos«6 V ce qui peut s'écrire
(18) , = dt,
formule dans laquelle, en vertu de (17), on a kMd^ C»a)»
Posons maintenant
* = Ai ' '^'^« = kMd^X^O^^ '
la formule (i8) deviendra
(19) OLdt — zt '=z=.l
/8éc«e — 9éc»e,
formule dans laquelle il faudra prendre le signe 4* si 0 crott avec /, donc si {jl est positif et le signe — si 0 décroît lorsque t croît, donc si |Ji est négatif. On aura donc
, . _L_ , r séc 0 -h i/séc« 8 — séc* 64
sec 60 -H /séc^Oo— 9éc«e,
On a d'ailleurs, en vertu de (17),
et Ton en déduit
donc
Posons maintenant de nouveau
- séc 60 -h /séc O0 — séc* 61 7.ti = L r—K >
ti étant par suite positif en vertu de (i9). Nous aurons alors
^/i -4-#\ I séceH-/séc«e- séc^Oi
SCCUi
d'où Ton déduit
ou
/ V a acos0|
(21) COSO ^ ■ •
^^^ ^al/.^O -^- g-3t(/,:fc/)
(465 ) Si {JL est positif, auquel cas il faut prendre le signe +> lorsque t croîtra de o à oo, cosO décroîtra de cosOo ^ zéro, et, par suite, 0 croîtra de 60 ^ 90**- Si, au lieu de cela, |Ji est négatif, il faudra prendre le sigoe — , et lorsque t croît de o à ^1, cosO croit de cosQo à cosOi, et, par suite^ 0 décroît de Oo à O1, puis, lorsque t croît de f| à 00, cosO décroît de cosOi à o, et 0 croît par suite de 0« à 90**.
On aura ensuite, pour le calcul de ^, en tenantcompte de(i3),
,, Cci) cos6 ,
ou, en vertu de (19),
^^ sinS v/i — séc*0, cos«e Mais
taDge. = _,
de sorte que l'on peut écrire
d'^ = zf. tangOi
y 9in*6
ou
tangOirf(cotQ) /i — tang«0,cot»0' on en déduit
<|/ — 4^1 = i^i arc cos(tangOi cot6) (i)
(2a) langSi C016 = cos(4; — 4*1)-
Supposons maintenant que Ton ait pris, pour plan
(') 4^1 étant par suite la valeur de ^ qui correspond à 6 = 6,. Ann» de Mathémat,, 4* série, t. VI. (Octobre 1906.) 3o
( 466 ) !J0^, celui dans lequ^el ôe trouve Taxe OZ pour 6=6,, auquel cas ou a , * .
L^équation (22) devient
(1L1') lange = .^.^
Si d^ailleurs Ç, r,, t sont les coordonnées d'un point de OZ, on a
5 = p sin6cos(4; — 90") = psinÔsin*}', 7) = p sinO sin(4' — 90*) = — p sinÔ cos»]; Ç = p cos6, avec
et l'équation (22') revient à
| = lange„ ou (23) 5 = ÇtangOp
Le lieu de OZ est donc un plan.
On a ensuite
donc
tangO, cosO d^
do ^ (ii dt ^ cos ^ d^ = (jùdt ±:
df = (ù dt :
sin 0 /i — séc* ôj cos* 0
ou
tang6i rf(coséc6)
/coséc* 0 — séc* Oi cot^ 0 ou enfin
sineirf(cosécO) d^ = (jidtzç: - •
y/i — sin*0icoséc*0
( 467 ) Donc, en définitive,
(p-«p, = (o(<-f,)±arccos/'îiî^') (1)
\ sm 0 /
Dans le cas particulier on a
A= 2 ^- mJ^^m — j = 2/?î/» = C,
L'ellipsoïde d'inertie pour le point O est donc dans ce cas une sphère.
De plus
/a de sorte que
G*co* = a/n*/*, et Ton en déduit
«1 = 1, séc«ei = -2, 0, = 45'.
L'équation du plan lieu de OZ est donc, avec le choix que nous avons fait du plan JJOÇ,
De plus, on a
cotO = sin4',
9 = to^zfc arc cos
\v/2sin9/
/- - séc 6o -4- i/séc* Oa — 2 ^1 = /2 L îî 1-- 2
(») 9, étant la valeur de <p pour 6 = 0, cl f, la valeur correspondante de t.
( 468 ) On voit en dëfînilive que ce cas ne présente rien de remarquable; toutefois, Tellipsoïde d'inertie étant une sphère, le théorème des mouvements des quantités de mouvement appliqué par rapport à O^ donne
A(<)/'-f- çp'cosO) = const., donc
^' -+■ ç'cosO = const. =0 (*).
Il est facile de vérifier ce fait, on a en effet dans ce cas cocos 6
o' = a> — d;' cos 0 = -t-z^ y
sin*e '
d'où Ton déduit
<^'-H tp'cosô = o.
Donc, si Ton décompose la rotation instantanée suivant les trois directions fixes 0$, Ot;, Os, la composante suivant O^ est nulle. On conclut de là que le lieu de Taxe instantané par rapport aux axes fixes OÇ, Oti, 02^ est le plan OÇtj.
Il semble que ce soit la seule particularité qui se présente dans ce cas particulier.
5. Si l'on imprime au solide une percussion perpendiculaire au plan ZO!^, donc parallèle à OR, la somme des moments des quantités de mouvement par rapport
(>) On a en effet
^'^ = \j ci = w — ^ cosOf, et, par suite,
^0 + ?o cos8o = \ sin'Oo -+- w cos9, = o,
en vertu de l'équation (i3) qui, si A = C, se réduit bien à y, sin'Oo -+- w cosôo = o.
( 469) à OR ne changera pas, et, comme celte somme est AO'^ la valeur de 0' ne changera pas pendant la percussion. Or nous pouvons prendre comme instant initial du mouvement précédant la percussion un moment quelconque de ce mouvement, et, si nous prenons celui qui précède immédiatement l'instant où la percussion se produit, on aura, au moment de la percussion,
0'=fx, y = \.
Or, d'après ce que nous venons de dire, 8' ne change pas pendant la percussion. On aura donc encore, après cette percussion,
Si d'ailleurs X, désigne la valeur de X et w, celle de co, après la percussion, on devra avoir, d'après ce que nous avons vu, pour que, dans le mouvement subséquent, OZ tende vers une position particulière perpendiculaire à OtJ (•),
^ __ Cu)| cos6o '^'-~ Asin«e, '
Ces équations doivent ici servir à déterminer co, etX|. D*ailleurs co el\ (valeurs avant la percussion) vérifient, en vertu des relations (i5) et (i6), les équations
(*) Équalions (i5) et (i6).
(^) Og désigne ici la valeur de 6 au moment où la percussion se produit.
(476) On'déduil par suite de: là
(0| = ± (o, Xj = ± X,
les signes se correspondant.
Comme on ne peut prendre (o = (0|y X = X|, car il faudrait alors qu'il n'y eût pas de percussion, on devra prendre
(0 = — wi, X = — Xj.
Désignons alors par P la percussion et par u et v les coordonnées de son point d'application dans le plan QOZ, par rapport aux axes OQ et OZ, le théorème des moments des quantités de mouvement par rapport à OQ et OZ donnera, si l'on désigne par '^^ et r^ les valeurs de i^' et r après la percussion,
AsinOo(f-4^;)-Pi' = o C»), G(r — r,)-hPM.
D'ailleurs, d'après ce que nous venons de dire, on a 4;' = X = — »t;, /• = w = — r,.
On aura donc
aAX sinOo — Pp = o, 2 G (i> -H P u = o, et l'on en déduit
(24) Gwt'-H AX sinOoM =s o.
Mais les composantes de la rotation instantanée dans le plan ZOQ sont
(0 et XsînOo, suivant OZ et OQ.
(') 60 désignant toujours ici la valeur de 6 au moment où lapercussion se produit.
■( 4-7- ..) De sorte que réquation de la projection de l'a\e instantané sur le plan ZOQ est
de plus, Téquation de la section de Tellipsoïde dMnertie par le plan ZOR est
et Téquation du diamètre conjugué de la direction (26) dans l'ellipse (26) sera précisément la droite (24)»
Donc, pour que le mouvement qui se produit après la percussion, OZ, tende vers une position limite perpendiculaire à O!^, il faut que cette percussion soit appliquée suivant une ligne d'action qui est le diamètre conjugué, dans la section de l'ellipsoïde d'inertie par le plan ZO^, de la composante de la rotation instantanée dans ce plan, au moment où la percussion se produit.
Quant au mouvement subséquent qui se produit après la percussion, comparé à celui qui se serait produit sans l'intervention de la percussion, il en diffère, d'après ce que nous avons vu, par le changement de to en — (0, et de X en — )..
Or, dans l'expression de 0', o) ne figure que par son carré (*), donc les valeurs de 8 seront les mêmes dans les deux cas, puisque Q pari de la même valeur initiale.
Au lieu de cela, les valeurs de <]>' seront égales et de signes contraires, et il en sera de même de celles de. ç'.
( * )• Il faut d'ailleurs prendre dans les deux cas le même signe dans l'expression de 0', puisque la percussion ne modifie pas celle quantité.
(470 - Il résulte de là que, si ^q est la valeur initiale de i au moment où la percussion se produit, on devra, pour passer d'un mouvement à l'autre, remplacer A — à^ par ^0 — ^? et, de plus, les composantes de la rotation suivant OZ seront égales et de sens contraire.
On conclut de là que le nouveau déplacement de Taxe OZ, après la percussion, sera sjmétriqnepar rapport au plan passant par 02^, et la position de OZ au moment où la percussion se produit, de celui que OZ aurait pris sans la percussion.
Remarque. — Je crois devoir faire suivre cette solution de la remarque suivante : ce problème est sans aucun doute très bien choisi et intéressant, mais on ne s'explique pas très bien pourquoi l'on a ajouté le n° 4, en demandant l'étude du mouvement dans ce cas particulier, et en se bornant à en demander ses circon- ■ stances principales dans le cas général (n° 3). Le cas général se traite en eflet tout aussi simplement que ce cas particulier, et les résultats sont tout aussi simples.
Il semble qu'il n'y ait autre chose à faire que de traiter d'une façon complète, ainsi que je l'ai fait, le cas général (n" 3), et d'appliquer ensuite les résultats au cas particulier (n° 4), en se bornant à constater qu'il ne présente rien de spécial.
Si, au lieu de cela, on suivait la marche que semblent indiquer les données, en se bornant à une étude sommaire du cas général, et en traitant complètement le cas particulier, on serait, pour cette étude du cas particulier, conduit aux mêmes calculs que l'on aurait eu à faire pour traiter complètement le cas général, et l'on aurait été conduit à traiter successivement deux questions qui n'en font au fond qu'une.
Il j a lieu aussi de remarquer que la note qui suivait l'énoncé indiquait de considérer les composantes
(473) de la rotation suivant Ox et Oy, tandis qu'il était plus simple de considérer, ainsi que je l'ai fait, les composantes suivant OR et OQ, d'autant plus que l'on était par là plus naturellement conduit à reconnaître que, dans le n® 5, la ligne d'action de la percussion doit être le diamètre conjugué de la composante de la rotation dans le plan ZOQ,
CORRESPONDANCE
Un abonné. — Voici quelques remarques sur la question 2019 résolue à la page 334 de ce Volume. Soient b* et c'*, c* et a'*, a* et b'^ les carrés des demi-axes des coniques U, V, W situées dans les plans j^O^, zOx^ xOy. En partant de la conique W pour arriver à la conique V, on trouve
cette dernière relation est la condition à laquelle doivent
a'* a* satisfaire les rapports —> -r^t pour que les deux coniques
V et W admettent une inanité de normales communes. On a de même
(W, U) m^zrzc'^-^a*, — ^- — =1.
a* L'élimination du rapport -pr donne précisément la relation
qui assure une infinité de normales communes aux deux coniques U et V; on a ainsi
La relation (V, W) peut s'écrire
on a donc, en tenant compte de (W, U), .a»6»c»-+-a'»6'2c'«=o;
les coniques U, V, W ne peuvent. pas être toutes trois des ellipses.
• ■ ■ ■ il
SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES
Démontrer la relation
La première somme s*étendant à toutes les racines, supposées distinctes, de Inéquation algébrique
et la seconde somme à toutes les racines^ supposées dis~ tincteSy de l'équation
f'{x) etfix) désignent les dérivées première et seconde du polynôme f{x). R. Bricard.
DEUXIÈME SOLUTION
Par M. Nicolas Kryloff.
La question se résout élégamment à Taide du théorème suivant ( Cours de Hermite, 4* éd., p. 172) de Gauchy. Si F(^) est finie, continue et uniforme à l'intérieur du contour S, Tinté«:rale
¥{z)g'{z)dz
est égale au produit de aiir par la somme des valeurs de F(z), qui correspondent aux racines de g{z) = o, comprises à l'intérieur du contour S, en tenant compte de leur multiplicité. Or, en supposant, en premier lieu,
F(^) = ^ et g{z)=f{zy, nous voyons que aiir 2, fi est égal à
de l'autre côté 2, ttït — \ est égal, en prenant
F(^) = ^^ et g{z)=f(z), k l'intégrale
c'est-à-dire que la somme totale est égale au produit de air
par
r f'(z)dz
lequel est bien égal à o, comme étant égal à moins l'intégrale curviligne d'une fonction, holomorphe évidemment à l'extérieur des courbes SSi, et par suite égal à zéro.
Autres solutions de MM. Letierge et Sicard.
On considère une cardioïde dont le sommet est S, dont le point de rebroussement est O et dont les points de con-
tact de la tangente perpendiculaire à OS sont A et B. On
OS prend le point I situé entre 0 et S et tel que 01 = — 7-* On
décrit le cercle G de centre I et de rayon lA.
Soient T le point de contact d'une des tangentes au cercle G, issues d'un point quelconque M de la cardioïde^ et P la projection de M sur la droite AB. Démontrer que, quel que soit M, o/i a
c'est-à-dire
8MT*=0s'xMP,
MT MF
= coAst,
(E.-N. Barisien).
SOLUTION
Par M. A.- H. Couvert.
Posons
le point I est le centre du cercle générateur de la cardioïde considérée comme une conchoïde de cercle; on trouve aisément que la droiie AB coupe OS en E tel que OE = -• Joi-
gnons IM, IT, posons SOM= 9; nous avons
(i) SÏt' = Ïm'— ÎT.'
Or^ dans le triangle OIM, on a
IM = -r--H a*(i-hcosô)* — a*cos6(i-4-cosO)
Im'= ^(5-h (cose).
D'un autre côté
IT = lA = EA H- El = EA ^ ^| ^- " j .
point de coniact A tel que EA = — 7— • t)ès lors
Mais on trouve aisément que la tangente double AB a son
A tel que EA = ^. Dès
—1 gg» 3a« _ 3a' ** " 16 "^ 16 ~" 4 '
Remplaçant IM et IT par leurs valeurs dans (i), on obtient
MT*=^(5-h.',cose)- ^ = ^(i-HCicosO);
MH étant la perpendiculaire abaissée de M sur OS, nous
avons
MP = HE = a<i-+-4:cos6)cose-+- ^>
MP= ^(i-+-4cose-f-4cos»e) = ?(n-2cose)*.
En comparant les valeurs de MT et MP on en déduit
et comme a = — , il vient finalement
MT* os' ^^=-^=const.
Autres solutions par MM. Letiercb, Lez, Valkre Maks, Retali, J. Rose.
Soit dans un cercle une corde A F perpendiculaire au diamètre BG. On prend une parabole de foyer F tangente aux côtés du triangle ABC et un cercle de centre A tangent à BG; en dehors de BG, les tangentes communes à ce cercle et à cette parabole forment un triangle équilatéraL Mannheim.
SOLUTION
Par M. Pariiod.
La corde AF rencontre BG en un point H qui est le point de contact du cercle; soient E et G les points où deux tangentes communes rencontrent la droite BG; il suffit de montrer que l'angle M qu'elles forment est égal à 6o°.
Le quadrilatère FEMG est inscriptible ; donc
ivi-f-EAG = i8o%
Donc
Autres solutions de MM. Gisolf, Barisibn et Laureaux.
Soit ABCD un tétraèdre orthocentrique dont V orthocentre est H. Si un point M est tel que ses projections sur les plans des quatre face^ du tétraèdre soient dans un même plan, ce plan partage le segment MH dans le rapport de \ à 7., (G. Fo.NTENÊ.)
SOLUTION
Par M. R. Bouvaist.
La proposition à démontrer est analogue à la suivante :
La droite de Simson d'un point M du cercle circonscrit à un triangle d'orthocentre passe H par le milieu de la droite MH.
On peut la démontrer par des considérations analogues.
Si l'on considère un tétraèdre orthocentrique ABCD, le lieu des points M tels que les projections de ce point sur les faces du tétraèdre soient dans un même plan n'est autre que le lieu des foyers des paraboloïdes de révolution inscrits dans le tétraèdre, les plans précédents étant les plans tangents au sommet de ces paraboloïdes.
Or on sait que le plan orlhoptique d'un paraboloîde inscrit à un tétraèdre orthocentrique passe par l'orthocentre de ce tétraèdre (voir, par exemple, Diporcq^ Premiers principes de Géométrie moderne, p. ii8), ce qui démontre la proposition.
OllESTIOi\S.
2046. Soit A(Xfiv ) la droite de Simson relative à un point O du cercle ABC. Les parallèles à OA, OB, OC, menées par l'orlhocenlre O' de ABC, coupent BC, CA, AB en X', ji', v' et Ton a la droite A'(yV'^')- ^^^ droites A, 1' se coupent sur le cercle d'Euler au milieu de 00'. „ (P. Sondât.)
2047. Soient Ci, Ci, Gj, G^ quatre cycles d'un même plan, D/y et D/y les tangentes communes aux cycles G| et Gy.
Si les quatre semi-droites Du, Djs, D14, D^i sont tangentes à un même cycle, il en est de même des quatre semi-droites
D',., Di„Di», d;,. (R. B.)
2048. Étant donné un triangle ABC, on mène par le milieu a de la hauteur AA' une demi-droite faisant avec a A' un angle
égal à la différence des angles BAA', A'AG et située dans le plus grand de ces deux, angles. Gette demi-droite et les deux demi-droites analogues se coupent en un même point.
(A. ROGOFF.)
â049. On joint un point O aux points I, H, K où une se* cante X coupe les côtés BG, GA, AB d'un triangle ABG, et dans le faisceau O on inscrit un triangle quelconque AiBtd dont les côtés BiGi, GfAi, Ai Bj rencontrent la sécante en 11, H„ K,.
I. Les droites AIi, BHi, CKi sont concourantes en un point Of
II. Si les droites AO, BO, GO coupent les côtés correspondants de AiBiGi en P], Qi, Ri, et si les droites AïOi, BiOf, G|0] coupent les côtés de ABG en Pi, Qt, Ri, les six points P, Q, R, Pi, Qi, R| sont situés sur une droite Xi.
III. Les droites X, Xi et OOi sont concourantes
(P. Sondât.)
2030. Soient E. D et A les aires d'une ellipse, de sa première développée et de sa seconde développée.
On a entre ces trois aires la relation
(E.-N. Barisien.)
2051. Les angles d'un quadrilatère gauche ont chacun deux bissectrices, Tune intérieure, l'autre extérieure. Quatre bissectrices issues de sommets différents sont sur un même hyperboloïde si le nombre des bissectrices intérieures est pair. (R. B.)
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THÉORIE MS PARALLÈLRS lASÊE Stî U TRANSLATION REGTILiG^E;
Pae m. Gaelo BOURLET.
Les Instructions qui accompagnent les programmes ofBciels (27 juillet 1900) de l'enseignement de la Géométrie, dans le premier cycle de TEnseignemeut Secondaire, recommandent aux professeurs de « faire un appel constant à la notion de mouvement » et de « lier le parallélisme à la notion de translation ». Beaucoup d'enlre eux se sont émus de ces Instructions, et à bon droit, en se demandant si dorénavant on enseignerait dans nos lycées deux Géométries : Tune, au premier cycle, où les parallèles seraient définies par la translation; l'autre, au second cycle, où Ton conserverait Tancienne méthode.
Làa question qui se pose est alors de savoir si Ton ne pourrait pas, en définissant les parallèles par la translation, construire une Géométrie aussi rigoureuse que celle que Ton enseigne actuellement et qui puisse être conservée d'un bout à l'autre de l'Enseignement Secondaire. C'est pour y répondre que j'ai rédigé ce petit travail qui n'est, en somme, que le premier Chapitre d'une nouvelle Géométrie où l'on ferait un appel constant à la notion de déplacement et où l'on donnerail à la méthode des groupes de 'transformations une place prépondérante.
C'est M. Charles Méray qui, à ma connaissance du moins, a pour la première fois, dans ses Nouveaux Éléments de Géométrie, dont la première édition
Ann. de Mathémat., 4* série, l. VI. (Novembre 1906.) 3l
( 48a ) remonte à 18749 f^ît usage de la translation pour définir les parallèles. En lisant TOiivrage de M. Méray, j^avais été frappé de la place qu'y tenait le postulat qu'il y a introduit, à savoir que deux translations peuvent être remplacées par une troisième ; mais Térainent professeur de l'Université de. Dijon, ayant surtout en vue la fusion des deux Géométries plane et de l'espace, ne s'était pas préoccupé de réduire le nombre de ses postulats et, à côté de celui que je viens d'énoncer^ il en admet bien d'autres. Il admet, par exemple, l'existence d'une infinité de glissières dans la translation rectiligne ; il admet aussi que, lorsque deux plans se déduisent l'un de Tautre par translation, toute droite qui rencontre l'un rencontre l'autre. Je me suis alors demandé si, en se plaçant, ce que n'avait pas fait M. Méray, au point de vue de la théorie des groupes, on ne pourrait pas bâtir une Géométrie élémentaire dans laquelle le postulat de M. Méray serait V unique postulat fondamental remplaçant celui d'Euclide.
Reprenant ainsi la chose de fond en comble, je suis parvenu à établir la théorie qui suit, qui diffère totalement de celle de M. Méray quant à l'esprit et s'en écarte notablement quant à l'ordre et à la nature des propositions. Il est clair que, dans un Traité complet de Géométrie, que je pense pouvoir faire paraître bientôt, on étudierait les angles et les rotations, l'homothétie et la similitude dans le même esprit.
Je suis actuellement convaincu que l'introduction d'une telle Géométrie dans notre Enseignement Secondaire constituerait un réel progrès.
Cette nouvelle méthode, substituant aux démonstrations artificielles actuelles d'autres plus naturelles, est plus intuitive, car elle fait voir à Tétudiant les déplacements qui permettent de comparer les figures.
Définissant les figures géométriques par les constructions mêmes par lesquelles on les obtient, elle donne lieu à des applications graphiques immédiates. Dès qu'on j a défini le parallélisme de deux droites, on sait tracer deux droites parallèles. On n'est pas obligé d'exposer, comme cela a lieu maintenant, deux Livres entiers de Géométrie, avant de pouvoir justifier la moindre construction élémentaire.
Enfin, et ce n'est pas là l'un de ses moindres avan- Uges, cette nouvelle Géométrie se prête admirablement aux simplifications nécessaires pour les débutants, et cela sans en modifier ni l'esprit ni P ordonnance.
J'ai pu, en effet, en conservant l'ordre exact des propositions de ce petit Mémoire, rédiger un Volume tout à fait élémentaire à l'usage du premier cycle (*), en me contentant de le dépouiller de sa forme abstraite et de substituer, aux démonstrations trop délicates, des vérifications expérimentales au moyen des instruments ordinaires du dessin. La comparaison des premiers Chapitres de ce Volume avec le présent travail montrera les ressources de cette nouvelle Géométrie.
Elle descend plus bas et monte plus haut que celle qui a cours. Présentée sous une forme expérimentale aux enfants, elle leur est plus accessible et est plus attrayante. Présentée avec tous ses détails, sous une forme abstraite, dans les classes élevées, elle initiera nos jeunes élèves aux méthodes fécondes de Sophus Lie qui ont droit de cité dans notre enseignement.
J'ai volontairement donné à l'exposé qui suit une forme abstraite, en employant la notation symbolique habituelle des groupes de transformation. On peut évidemment se passer de cette notation, mais les démons-
(*) Cours abrégé de Géométrie, chez Hachette et €••; 1906.
Lratîons seraient moins rapides et peul-éirè moins claires. D'autre part, pour montrer la rigueur et lé généralité du raisonnement, je n^ai fait intenhônneffement aucune (ïguré. Le lecteur plourrâ aîsément eh construire, s*if lè juge utile. J'aî également réduit cet exposé au strict minimum^ en élaguant les applications nombreuses dont il faudrait Tiflustrer dans un coiirs de lycée. Il ne suppose d'ailleurs que (a notion préalable du point, de la droite, du plan et de leur détermination ; en d'autres termes, les prêlimînaîrcs ôrainaires qui servent d'introduction à toute Géométrie élémentaire.
Pour plus de rapidité, j'ai rédigé à lâ fois la théorie dans le plan et dans l'espace. Rien n'est pliis facîfè qîiè de séparer la Géométrie plane de celle de l'espace si on le désire; maison détruit ainsi la parfaite hariiVome des parties II, lïl et IV, où Fon remarquera certainement l'exacte correspondance de Tordre des propositions dans les trois parties.
I. - TRANSLATIONS REGTILIGNES
f . Le déplacement d'une figure invariaf)le peut être envisagé de deux manières dilïérentes : sôit simplement au point de vue du résultat produit, soit dans son ensemble. Dans le premier cas on n'envisage que lés deux positions initiale et finale de la figure mobile, sans se préoccuper des positions intermédiaires ; dans le second cas on envisage, en outré, l'ensemble des positions intermédiaires de la figure, c'est-à-dire les trajectoires de ses divers points.
En nous plaçant successivement à ces deux points de vue, nous dirons que:
I** peux (Replacements sont éçuivalents s'ils transportent une même Jigure ntobile, partant de la même position initiale^ à la même position finale,
2** CJteuop déplacements sqnf égaujc s'ih 9ont équiyffl^nt^ et si en outfe les trajectoires décrites par un point mobile quelconque, dans les deux déplacéments, sont identiques,
2. Définition. — Soient P un plan fixe dit plan <|g glissement e( J) une droite fixe de ce plan quf^ nous appellerons glissière fixe Considérons, d*autr^ part, un plan p et une droite d de ce plan, dite glîssi^rç ipo^ije. ^i nous piaçor^s Iç pfqn p sur le plan P de /pçofi qu^ la droite d coïnçiçfe ayec la droite P, nous pourrons fa(re glisser li^ pfçfp p ^ui' le plan P (le forfç que d glisse sur p. Nou^ réaliserons qinsi i^n Mouv^MErtf de transl^jipi;^ fi^cjiLiGi^E cfe plan de gffssj^iriejif P et df gli^^ière D.
Tout point /7| de Pespace supposé lié invariablement au plan mobile p sera entraîné avec ce plan et subira ainsi un déplacement, et il en sera de même, d'une manière plus générale, de toute figurç invariable f (plane ou non) |iée invariablement au plan p.
§oient alors ftfi et F| le^ positions initiales d'pn point m et d'une figure / ; et soient Ma et Fj leurs positions finales lorsqu'on leur a l'ait subir une certaine translation rectiligne ^. Nous dirons qup M^ ^e déduit de, M« et jjue la ligure Fj se déduit de F| pa{^ la trcinslation rectiligne ï. Les points M2 et M^, ainsi aue les figures Fj et ^i, seront <Jif.s homologue^ dans )a translation rectiligne T.
Dans la suite, comme il s'agira toujours de transla> tioiis reçtilignes, nous nous contenterons, pour abfé-
( 486 ) ger le langage, de dire simplement une translatiorij en sous-en tendant l'épi thète rectiligne.
3. Translations égales. — D'après ce qui précède, deux translations T et T' seront dites é gales , et Ton écrira
si, non seulement les positions finales, mais encore les trajectoires décrites par tout point mobile, partant de la même position initiale, sont identiques dans les deux translations.
4. Translations inversks. — Soit T une translation qui amène une figure mobile / de F| en Fj. La translation de même glissière et de même plan de glissement, qui ramène f de F2 en F| en faisant décrire à tous les points de la figure mobile / les mêmes chemins que la translation T, mais en sens inverse, est ce que nous appellerons la translation inverse de la translation T et nous la désignerons par la notation T"* .
5. Translation identique. -^ Un mouvement de translation rectiligne est manilestement un mouvement à un paramètre, car la position du plan mobile />, et par suite de tout point lié invariablement à ce plan, dépend d'un seul paramètre, par exemple l'abscisse d'un point de la glissière mobile d sur la glissière fixe D. Dès que la valeur de ce paramètre est donnée les positions de tous les points mobiles sont bien déterminées ; ce qui revient à dire que, si l'on fixe la position d'e/n seul point lié invariablement au plan /?, celles de tous les autres points entraînés avec p sont bien déterminées.
En d'autres termes, si dans une translation rectiligne
(487) un seul point reste fixe, a un déplacement nul, tous les autres points mobiles restent fixes, c'est-à-dire ont des déplacements nuls.
Une translation de ce genre qui ne déplace aucun point est ce qu!on appelle une translation identique.
II n'y a évidemment o^xxune translation identique, car deux translations identiques sont égales^ conformément à la définition du n'' 3.
Ce qui précède |)roiive que :
Pour qu'une translation soit identique il faut et il suffit qu*elle laisse un point fixe, c^est-à-dire que la trajectoire rf'uN seul point soit nulle.
On représente la translation identique par le symbole 1.
Il est clair que la translation identique est égale à son inverse.
6. Produit de deux translations. — Supposons qu'une première translation T fasse passer une figure mobile/ de la position Y^ à la position Fa ; puisqu'une seconde translation T' transporte f de Fa en Fj. La figure invariable /aura subi un déplacement total de F| en Fj qu'on appelle le produit des deux translations T et T'.
7. Postulat. — // existe une translation rectiligne et une seule équivalente au produit de deux translations rectilignes et indépendante de l'ordre des facteurs.
En d'autres termes, nous admettrons que, si une translation ï amène une figure /de F< en Fa et si une
( 488) seconde Iranslatioo T' transporte / de Fj en Fj, il existe une translation rectiligne et une seule qui transporte y de F< en Fs.
Nous désignerons cette translation rectiligne par le symbole TT'.
De plus, si Ton effectue d'abord la translation T', elle transportera/ de F| en une certaine position F^, puis la translation T ramènera précisément / de F^ en Fj.
Les deux translations rectilignes TT' et *r'T sont égales (au sens précis du n** 3), ce qui s'écrira
TT' = T'T
Voici le postulat qui, dans cette nouvelle Géométrie, remplace l'ancien postulat d'Euclide. Ceci revient donc à dire que Ton admet que les translations reclilignes forment un groupe et, puisque ce postulat est le seul dont nous aurons besoin dans la suite, on en doit conclure qu'il caractérise la Géométrie euclidienne lorsqu'on se place au point de vue de Sophus Lie (*).
8. Produit de plusieurs tra^slatiokis. — La définition cju produit de deux translations, grâce au postulat qui précède, s'étend immédiatement, de proche en proche, à un nombre quelconque de facteurs. Les produits de translations ainsi définis jouissent des mêmes propriétés coinmulatives et associatives que les produits de nombres.
En particulier, le produit de m fois la même translation T sera nommé la puissance m'^*^* cje X et sera représenté par \e symbole ï^".
(*) Mon collègue et ami M. Tresse m'a communiqué que tes travaux de Lie ont établi que le groupe des mouvements euclidiens est le seul qui contienne un sous-grnupe distingué et que ce sousgroupe est celui des translations.
(489) Les deux propositions suivantes sont d'ailleurs évidentes :
Le produit d'une translation par la translation identique est égal ^ cette première translation.
Car la translation Tl est celle obtenue en effectuant d'abord la translation T, puis la translation 1 ; or, cette dernière ne change la position d*aucun point, donc
Le produit de deux translations inverses est égal à la translation identique.
Car si, sur une figure /, on effectue sucçessiveiDçi|t les deux transi» tions T et T""*, d'après la définition même de T"*, on la ramène à sa position initiale. On a donc
Ceci montre que — i, dans T"', se comporte comme un véritable exposant négatif.
Théorème. — // n'y a au' une seule translation
gui amené un point donne A en un autre point
donne A.
Soient en effet Tet T'deux translations qui amènent A en A'.
La translation T'T~* laisse A fixe, car T' amène A en'A^ et T"** ramène A' en A. On en conclut que
car(n^5) la seule translation qui laisse un point fixe est la translation identique. On en déduit, en multipliant par T,
*"" ' T'T->T = iT
( 490) OU, comme l^on a
T-tT = l,
et que l'on peut remplacer T^^T par le produit effectue,
Théokème. — Dans toute translation rectiligne
i" La trajectoire d'un point mobile est un segment de droite et cette droite est une glissière;
2° Tout plan passant par une glissière est un plan de glissement.
Soient M et M' les positions initiale et finale d'un point mobile m dans une translation rectiligne T, et P un plan quelconque passant par la droite MM'.
La translation T' de glissière MM' et de plan de glissement P qui amène M en M' est, d'après le théorème précédent, égale à T.
Or, dans cette translation T', le point m a pour trajectoire MM', la droite MM' est une glissière et P un plan de glissement, il en est donc de même pour T.
Inversement, toute glissière est évidemment la trajectoire commune de tous les points mobiles situés sur elle.
On en conclut qu'tV n'y a pas d'autres glissières que les trajectoires des points mobiles, et que, par suite, par tout point de l'espace il passe une glissière, et une seule, qui est la trajectoire de ce point.
On peut prendre, comme glissière d'une translation, toute droite joignant deux points homologues dans la
( 49' ) translation, et pour plan de glissement tout plan passant par deux tels points.
// en résulte qu'une translation est parfaitement définie dès qu^on se donne un couple de points homologues A et A'.
Car elle aura pour plan de glissement un plan quelconque P passant par AA'et pour glissière la droite AA'. C'est donc la translation obtenue en faisant glisser un plan mobile p sur P, de façon qu'une droite d de p glisse sur AA', et qu'un point a de p décrive le segment AA', ce qui détermine le déplacement de p.
II. - DROITES PARALLÈLES
11. Définition. — Deux droites de l'espace sont dites parallèles lorsque l'une se déduit de l'autre par une translation rectiligne,
12. Théorème. — Deux droites parallèles D et D' qui ont un point commun A coïncident.
Soient en effet T la translation par laquelle D' se déduit de D, et A' l'homologue de A dans cette translation.
I® Si A' coïncide avec A, la translation T est égale à 1 ; tout point coïncide avec son homologue, donc D' coïncide avec D.
2** Si A' et A sont distincts, A' est situé sur D' homologue de D. Or, par hypothèse, A est aussi situé sur D'. La droite D' coïncide donc avec la glissière AA' : c'est une glissière deT et elle coïncide avec son homologue D.
13. Théorème. — Deux droites parallèles distinctes D^/D' sont situées dans un même plan et ne se rencontrent pas.
P'abord il est évident que les de||x droites n^opt aucun poiot commun, car, sans cela, diaprés ce qui précède, elles ne seraient pas distinctes.
Soient alors A un point de D et k' son homologue sur I)' dans la translation T qui amène D en D'. Désignons par P le plan déterminé par le point A' et D.
La droite AA' étant une glissière, le plan P qui la contient est un pian de glissement; par suite, dans la translation T, la droite D reste située dans le plan P, qui contient donc D'.
14. Théorème. — Deux cb'oites D et {^'parallèles à une troisième D" sont parallèles entre elles.
Soit T la translation qui amène D en D^ et T' la la translation qui amène ïf en D'; la translation TT' amène D en D'.
15. Théorème. — Par t^out point O de l'espace on peut mener une parallèle à une droite donnée D, et Von ne peut en mener qi£unç.
En effet, soit A un point de D. La translation de glissière AO, qiii amène A en O, amène D en la parallèle-D' passant par O.
Cette parallèle est d'ailleurs la seule, car toute parallèle à D passant par O est aussi parallèle à D' et, par suite, coïncide avec D' puisiurelle la rencontre en O.
16. Théorème. — Dans une translation rectiliene toutes tes glissières sont parallèles entre elles.
Soient D et D| deux glissières d^uné translation T, A et A' deux points de t) homologues dans cette translation, et B un point de D|. Désignions par T' ïà transfàtion de glissière A'S, qui amène A' eh B et amène D en une position D', parallèle a t) passant par B.
La translation TT' amène A çh B, car T amène A en A' et T' transporte A' en B; TT' transporte donc aussi D en D'.
Nous allons prouver que D' coïncide avec D|.
Exécutons, en effet, les translations précédentes en ordre inverse. La translation T'amène A en un point C de D'; puis la translation T amène C en B, car comme, diaprés le postulat,
Tr==T'T,
la translation T'T doit amener A au même point B que TF. Or, C et B sont tous deux sur D' et, comme ce sont deux points homologues dans la translation T, on en conclut que CB, c'est-à-dire t)\ est une glissière de T. D' coïncide donc avec D| puisque (n" lÔ) par un point B il ne passe (Qu'une glissière.
17. Réciproque. — Lorsque plusieurs droites sont parallèles, dans toute translation pour laquelle • l^une d^ elles est glissière, les autres le sont aussi.
Soient D et D' deux droites parallèles et T une translation de glissière D. La glissière D| de T qui passe par un point O de D' est parallèle à D, donc elle coïncide avec D'.
18. Segments égaux et parallèles. — Considérons deux droites parallèles indéfinies D el D' et, sur ces deux droites, deux segments égaux AB et A'B'.
Par une translation amenons A en A' : les deux
droites D et D' coïncideront. Si B vient se placer sur D' du même côté de A' que B', les deux segments égaux AB et A'B' coïncident : nous dirons alors qu'ils sont de même sens. Sinon, nous dirons que les deux segments sont de sens contraires. En d'autres termes :
Deux segments égaux sont parallèles et de même sens si l'on peut les faire coïncider par la translation qui amène leurs origines en coïncidence.
Deux segments égaux sont parallèles et de sens contraires si la translation qui fait coïncider leurs origines les place en prolongement Vun de Vautre,
19- TotcttSME. — Dans une translation rectiligne tous les points mobiles décrispent des segments égaux y parallèles et de même sens.
Soient a et m deux points mobiles dans une translation T, A et M leurs positions initiales. A' et M' leurs positions finales. Les trajectoires de ces deux poiots sont AA' et MM'.
Les droites AA' et MM' sont parallèles comme étant des glissières.
Les droites AM et A'M' sont également parallèles * comme homologues dans la translation T.
Si donc on prend AM pour glissière, A'M' le sera aussi, et la translation T', qui transporte A en M, transportera A' en Un certain point de A'M'. D'autre part, celle translation amène la droite indéfinie AA'en coïncidence avec la droite indéfinie parallèle MM'; par suite, elle amène aussi A' sur MM'. La translation T', amenant à la fois A' sur A'M' et sur MM', transporte A' en M'; elle fait donc coïncider les deux segments AA' et MM' qui, par suite, sont égaux, parallèles et de même sens.
20. Remarque.. — Si Ton nomme parallélogramme un quadrilatère dans lequel les côtés opposés sont deux à deux parallèles, la démonstration précédente prouve que :
Dans un parallélogramme les côtés opposés sont égaux.
Cav elle prouve que, dans le quadrilatère AA'M'M qui, par hypothèse, est un parallélogramme, on a
AA' = MM
21 . Théorème. — Étant données quatre droites parallèles D,, Da, D3, Dj, situées dans un même plan et coupées par deux sécantes A et A' respectivement aux points A|, A2, As, A4 et B,, Ba, Bs, B4, si l'on a
Al A, = A,A4, on a aussi
B|Bj = BjB4.
Supposons que les segments A| A2 et A3 A4 soient de même sens. Effectuons alors sur l'ensemble des deux droites D| et D2, considérées comme formant une figure invariable, une translation de glissière A qui amène A| en A3 ; le point A2 viendra en A4, et D| et D2 viendront respectivement coïncider avec D3 et D4. Les points B| el Ba viendront se placer en B', et K^ sur Ds et D4, de telle sorte que le segment B', B^ soit parallèle à A' et égal à BiBa- La figure B;B;B4Bj est alors un parallélogramme, et l'on a
Bt Bj = Bj B| = Ba B4.
De plus, les deux segments B, B2 et Bs B4 sont de même sens.
Corollaire. — Si dans ta figure prècéaente on a
n étant un nombre entier quelconque, on a aussi
B^D^ = /l«D]Bf.
23. Théorème. — Lorsque deux droites D et D' sont parallèles^ toute droite A de leur plan qui rencontre l'une rencontre l'autre.
Remarquons d'abord que, D et D' ne se rencontrant pas, tous. les points de l'une sont situés d'un même côté de l'antre.
Supposons alors que A coupe D en A. Le théorème sera évidemment démontré si l'on peut prouver qu'il existe un point de A situé sur D' ou de l'autre côté de D' que D.
A cet effet, prenons un point B sur D et un point B' sur D', et traçons le segment de droite BB'. Faisons effectuer à D une translation de glissière A du cô^é de D'. Le point A viendra occuper une position A| sur A, du même côté de D que D', et D viendra en une position D|, parallèle à D, et passant par A|.
Si A| est situé sur D' ou de l'autre côté de D' que D, la proposition est établie.
Sinon, le point A| étant situé entre D et D', il en sera de même de toqs les points de D| ; et les deux points B et B', étant de part et d'autre de D|, la droite D| rencontrera BB' en un point B| situé entre B et B'.
Choisissons alors un nombre entier n, tel que /i.BBi soit égal ou supérieur à BB', et effectuons sur la droite D la translation T".
Le point A viendra en un point A„ de A, du même
•( 4#? ) cAté dt D* qoe IV et tel «|iie
AÂn ^ /l. AA|.
Ce poMut (An lieni sitwé sut IV an de ravtec^ ««Mé de D' <peD; oav^B'iltB'eB âait pàs ainsi, la pArdilMe Ba à S passant par An lierait eaiptise entre D et GK. £lHe ceiiperait BB' en un point B^ compris entre B et B' et, par aortev tel •<fiBr
BB«<B
Or ceci est impaëiîUe, car, jHiigyie
AAji =s n. AAf, on à aussi
24. TflÉORàMK. — Deux droites D et D' situées dans un même plan et ne se rencontrant pus sont parallèles.
Menons ei> effet par un point O delV tme pa^ltèle A à D. Elle c<*ncfrfera Bfvec ly, c«r, sHl n^en éêart pas ainsi, ly, rencontrant A, rencontrerait D pataRète à At.
IIL — PLANS PARALLÈLES.
25. Définition. — Deux plans sont dits {^rallèles lorsque r un se déduit de l'autre par une transiation rectiligne.
26. Théorème. — Deux plans parallèles P et F gui ont un point commun A coïncident,
Seient en effet T la translation par laquelle P' se de* doit de P et Â' l'homologue de A dans cette translation :
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I *^ Sî Â' coïncide avec Â, la translation T est égale à 1 et les deux plans coïncident.
2** Si A' et A sont distincts, la droite AA' est une glissière située tout entière dans le plan P qui contient à la fois A et A'. Le plan P' est donc un plan de glissement et coïncide avec son homologue P.
27. Théorème. — Deux plans parallèles distincts n'ont aucun point commun.
Car, s'ils en avaient un, ils coïncideraient.
28. Théorème. — Deux plans P et V parallèles à un troisième P" sont parallèles entre eux.
Car, si T est la translation qui transporte P en I*' et T' celle qui transporte P*' en P', la translation TT' transporte P en P.
29. Théorème. — Par tout point O de Vespace on peut mener un plan parallèle à un plan donné P et un seul.
On obtient évidemment un tel plan P par une translation qui amène un point de P en O. C'est d'ailleurs le seul, car tout autre plan parallèle à P et passant par O est aussi parallèle à P et par suite coïncide avec lui puisqu'il le rencontre en O.
30. Théorème. — Les droites d'intersection D et D' de deux plans parallèles P et P', par un troisième n qui les rencontre, sont parallèles.
Soient O un point de D et O' un point de D'. Si l'on fait effectuer à P la translation de glissière OO' qui amène O en O', le plan II, contenant 00', sera un plan
(499) de glissement, la droile D restera donc dans U et, comme P viendra coïncider avec F, la droile D viendra bien par cette translation coïncider avec i^intersection D' de n et P.
31. Théorème. — Étant donnés quatre plans parallèles P|, Pa, Ps, P\ rcii'iinirrs par (l(*ux s/i-antrs A et A' respectivement aux points A.|, Aj, As, A4 et B|, Bs, Biy B4, si l'on a
A.iAt=sAtA4,
on a aussi
Supposons les segments A1A9 et As A4 de même sens. Effectuons sur l'ensemble des deux plans P4 etP^, considérés comme formant une figure invariable, la translation de glissière A qui amène A| en As : le point Aj viendra en A4, et P| et Pj viendront respectivement coïncider avec Ps et P4. Les points B| et fi^ viendront se placer en B', et B', sur les plans Ps et P4, de telle sorte que le segment B'^ B', soit parallèle à A' et égalàB«Bs.
Les droites B'^Bs et B!,B4 seront parallèles comme intersections des plans Ps et P4 par le plan des deux parallèles B; B; et A'.
La figure B'^ B!|B4Bs est donc un parallélogramme et Ton a
BtB,= BlB;=:B,B4.
Corollaire. — Si l'on a
A3 A4 :8 n. A| Afy
• n étant un nombre entier quelconque, on a aussi BtB4= /i.BfBs.
( gM )
33. TnÉORBikfE. — Lorsque deux plans V etV sont parallèles, toute droite A qui rencontre l'un reri-^ contre Vautre.
La démonstration est identique à celle du n® 23.
On pourrait d'ailleurs, par un renversement de Tordre des propositions, placer celle-ci la première et alors en déduire le théorème du n^ 23.
33. THÉORisME. — Lorsque deux plans P etP' sont parallèles, tout plan tk qui rencontre l'un rencontre l'autre.
Supposons que II coupe le plan P suivant une droite D. Si par vkitï poînC O de D e^^n mène, darfs" le phin D, une êvôitt A 6ki\rfàte de D, e'ètre droite renconti^ant )é plan P ett O rencôuti'ei'à le plan pa^tfllêle P th tfû point & ÈtppstHehmi à là foi» à F et à D.
34. Théorème. — Deux plans P et P' qui tCdnt aucun point commun sont parallèles.
Menons en effet par un point O de P' un plàû flP paVaflèle à P. Ce plan II coïncide avec P', car, s'il n^en étrft pas ainsi, P', rencontrant D, rencontrerait le plan P'pa* ràHèle à n.
IV. — DROITES ET PLANS PARALLÈLES
35. Définition. — Utie droite D et un plan P sont dits parallèles sUl exista une translation qui amène D à être contenue dans le plan P ou, ce qui revient au même, s'il existe une translation qui amène P à contenir B.
(5oi ) S6. Tj#W6Mf;* rrr Si èuiffi iroiu J^fianallèle à un fiif^n P^ uj% poiat: A camw^un. avec ce p^^^ajL, ^tU eu
Soit T la translation qui amène P à occuper une posi- Upn. P p^s^q* p^ P 9i ?Qit A' r^ç^^ojogrtç dje- A d^ns cette translation. Il suffit de fffoy^s^v q^ç ^ qqï^cjd^ç avec P.
i*^ $i ^ 4!^9ifk^^ fkv«ç 4) p'eat éyi^Ç^t^ puji^ue
a** $ti k^' XK^ <:fiimç^à§ f^ a^Yftç A, Ift dw,te AA' e^t jtoijtlt wtî^ dA«§ le^ plft^ JP', v««jr A ^8it ^iiVfé ^ w iP OPJi»' tenue dans P' et A' es^ fl'Jkomipjyoïgue «(IW f oÀnt de P. A A' étant une glissière, le plan F est un plan de glissement et coïncide avec son homologue P.
37. Th^orcmb. — Une droite D parallèle à un plan P et non située dans ce plan n'a aucun point commun avec ce pian.
Car, si elle en avait un, elle serait tout entière dans le plan..
38. Tj^éorèhe. — Lçrsque deux droites D et D' sont parallèles, tout plan P parallèle à l'une D est parallèle à /'autre D'.
Car, si T est la translation qui amène 'D' à coïncider avec D et T' celle qui amène D à, être contenue dans P, 1^ translation TT' agiène la droite f)' à être située dans le plan P.
Cas particulier. — Lorsque de\ix droites sont parallèles^ tout plan passant par l'une est parallèle à l'autre, ou, ce qui revient au même : Lorsqu'une droite est parallèle à une droite d'un plan, elle est fiçraUèle ç, c^^^a.
39. Corollaire. — Si par un point O d'un planV on mène une droite D' parallèle à une autre droite D parallèle au plan P, la droite D' est tout entière située dans le plan P.
Car D' est également parallèle au plan P et a un point O commun avec lui.
40. Théorème. — Lorsque deux plans 1? et P' se coupent, toute droite D parallèle à la fois aux deux pians est parallèle à leur intersection; et réciproquement, toute droite D parallèle à l'intersection est à la fois parallèle aux deux plans.
Si D est parallèle à P et à P' et que par un point 0 de leur intersection on mène une parallèle A à D, cette droite A est située à la fois dans les deux plans (n° 39); donc elle coïncide avec leur intersection.
La réciproque résulte immédiatement du cas particulier du n** 38.
41. Théorème. — Si une droite D est parallèle à un plan P, tout plan II, passant par D, qui coupe P, le coupe suis^ant une droite D' parallèle à D.
Car D est à la fois parallèle à P et à D ; donc elle est parallèle à leur intersection D'.
42. Théorème. — Lorsque deux plans P et P' sont parallèles, toute droite D parallèle à P est parallèle à F.
Car, si T est la translation qui amène P' à coïncider avec P et T' celle qui amène P à passer par D, la translation TT' amène P' à passer par D.
Cas particulier. — Lorsque deux plans sont /?a-
( 5o3 ) rallèlesj toute droite contenue dans Vun est parallèle à l'autre.
43. Théorème. — Par tout point O de V espace on peut mener une infinité de droites parallèles à un plan donné P. Le lieu géométrique de ces droites est le plan V' parallèle à P passant par O.
Car toute droite passant par O et située dans V est, diaprés ce qui précède, parallèle à P; et, réciproquementy toute droite parallèle à P passant par O est également parallèle à P' et, par suite, est située dans P puisqu'elle y a un point O.
44. Théorème. — Toute droite D qui ne rencontre pas un plan P est parallèle à ce plan.
Soit en effet V un plan parallèle à P et passant par un point O de D. La droite D est située dans le plan P, car, s'il n'en était pas ainsi, la droite D, rencontrant F en O, rencontrerait le plan parallèle P.
[DSbce]
SUR LA SÉRIE DE TAYLOR ET SES POINTS SIN61ILIERS; Par m. Eugènb FABRY.
On sait qu'une série de Taylor représente une fonction analytique qui a, au moins, un point singulier sur la circonférence de convergence. Ce théorème, qui résulte des propriétés des fonctions analytiques, peut se déduire directement de l'ordre de grandeur des coefficients par rapport au rayon de convergence, et
ckfi.i»bcions èita^eimones flor l'entre de gfmvdanritii module maximum.
Soit la série
(i) f{z) = a^-h ai^ -+- aaJ8«-c*-. . .-+■ ai,«»H-. . .
dentée rayon de Qon vergence est supposé rfltmetté à i. La plus grande limite de v^fo^f est alors égalée à i; cW-^dûe (^à^^ «iqel ^c[ua soit % .on 4t
à parrir d'an rang déterminé et
pour une infinité de valeurs de n.
Soit
oè
A: prenant les [x valeurs entières de o à [x — i . Formons la Bonraie
OÙ |ji> m. Le coefficient de an/*" est une progression
géométrique dont la somme est nulle lorsque —^ —
n'est pas entier ; elle est égale à jjl lorsque /i — m est un multiple de [x. 0>n a donc
( 5o5 ) r^taolf âve, soit M it maximum <hi mc^le àef^re*'*) h>rsque'<>> varie éeo à »ic. &af a
fi'.-^px™'^)
|x peut être choisi assez grand, pour que le dernier Vtmme $oix .Qiis«i f^iii que Vwk voudi;»^ j^uisiqja^: U
série 2^anr^ est ab«ahiment.convergerrle. Donc
Sur une circonférence de rayon r, itffériTeur i i » îl y aiwiL point liatjq^ie I/(vâ*^')] «^i^ *m moie^ àg^l ciuaiQdule d'un terme quelconque a„r'^.
Dafts le cas eà la série ^|â(iz|' est oonvergenle, '«»
peut, àans eet éftOficé, «iipposerr^s i.
Si les coefficients a„ ne res^tent pas finis, la plus grande limite de \an\ étanrt iafixiie, soit A un nombre quelconque, aussi grand que Ton voudra. Il existe des termes tels que |a;i| >* 2 A. /i étant ainsi fixé, prenons r
compris entre — et i , aloi^
et, sur la circonférence de rayon r, il y a un point tel que
l/(re«Olè|a«r«|>A.
11 y a donc, dans la cîrcojaféteoee de convergence, des valeurs de z telles que (/*(^)| dépasse tout nombre donné. Et il y a au moins un point singulier sur la circonférence.
6i hs coefficients ûp/i restent finis, maïs tte tendent
( 5o6 ) pas tous vers zéro, nan ne reste pas fini. Il en résulte que la dérivée f'{z) ne reste pas finie sur la circonférence de convergence.
Enfin, si nPan ne reste pas fini, p étant un entier positif,
(a) fp{z) = ^l'*!" - 0 . . . ('i — /> ■+- i)anZ''"P
ne reste pas fini sur la circonférence de rayon i ; cette fonction a, au moins, un point singulier sur la circonférence, et aussi /(z).
lI-L
Si l ^ nWgmcnte pas indéfiniment avec toute suite de valeurs de n, c'est-à-dire sMI existe une suite
infinie de valeurs de n telles que -i^ reste fini, il existera un nombre p tel que, pour ces valeurs de n,
an
<nP
et/p^i(^) ne restera pas fini sur la. circonférence de rayon i.
lIJ-I
Supposons donc que -4—^ augmente indéfiniment
avec n, pour toute suite infinie de valeurs de /i. Quel que soit />, |a«|/i/'"'"2 tend vers zéro, et la série (2) est absolument convergente sur la circonférence de rayon i. Il en résulte que le maximum du module de /p{e*^^) est au moins égal à
quel que soit n.
Si la fonction /{z) n'avait aucun point singulier sur
(5o7) la CTTconfëreDce de rayon i , le développement
où |z|=:i, aurait un rayon de convergence supérieur à zéro, eliV "^^ . ^ aurait une plus grande limite finie.
Il existerait alors un nombre fini A tel que, quel que soit/^, on ait
\/p(z)\<APxp\,
tant que \z\ = i; le module maximum de/^(e<^') serait alors inférieur à Ap x pi et Ton aurait
|a;»|n(/i — ï)...(/i— /)-»-i)< M < Apx/>!
en donnant à p les valeurs i , a, • • • , n.
\an\ 1 A i.a A*
expression qui tend vers i -|- j lorsque /i devient infini.
La plus grande limite de s/\^n\ serait au plus égale
à j et le rayon de convergence de la série i serait
S'il n'y avait aucun point singulier sur la circonférence de rayon i, le rayon de convergence serait supérieur à I. Donc, dans tous les cas, il y a au moins un point singulier sur la circonférence de convergence.
8IIK LE CERCLE PEBAL;
Gergonne, le théorème suivant :
Pour une hyperbole équilatère, le cercle pédal d* un point Dclela courbe, relcUivement é un.trimngle inscrit ABC, passe au centre de ta courbe.
Ce théorème est obtenu en transformant par polaires réciproques^ gelatlvement 4 un cercle 4:^ cemtre D, le fait que tout triangle circonscrit à une parabole a son cercle circonsciÂlt pa^s^^t «ai» f^yv 4ie U .cowib^.; le point D est pris sur la directrice. Qn déduit de là ta proprié^ suivMitt^, sitv laquelle jVi fondé une 44moB6tralion du ihéorème deFeuerbach {Nouvelles Annales, 1905, p. 260 el 5o4) :
Étant donné un quadrangle ABCD, tes cercles des neuf points des quatre triangles auxq^uels il donne lieu ont un point commun K ; en outre, te cercle pé-dalde l'un queloon^MiS des quatre points relcuii'emte^t au triçcng^e fo^m^ par les ^tnqis. OM^es pass0 au point K.
Voici une démonstration élémentaire de cette der- WèKe propriété :
Soit nn tçiiw^gle ARC, dont les çô^é^ opl \j^\fK^ w- Ujeiu en M, ÎJ, P. Liepqint S étant .quelcQpqycj, f^k\^ miUeiux djçs segm^U SA, SJ?., S.C étant. W!, N', F,. Ijç? cercles des neuf points des deuK triangles SAB et SAC
ont cv[ cuiiirnuii re point Sr et nrr autre point <jne nous appellerons K ; on a alors
et, par soustraction,
}e point *K appartient donc au cercle dés tienf points du triangle ABC, et une démonstration aâalôgu'e s'ap^pfîq'ûe au tfiangfe SBC. Ce premier poînt ^taril acquis, soït DÈF le triangle pécïaf du point S; le tercle ïHEf passera au point K. si les angles VKË et FDË ^ôùt siTpplémènCairés. 0*r, le pofnt R étant sur Te cefdie des neuf points du triangle SAB, dont S'P est une hauteur, on a
"PK^ === SBA - ^A^ ^ #D^-- ^Îb"; o» a 4e Baféme
lîïŒ = se A — SAC =» ^DE'— ^AO-
radtKrio'ù donne
fïC^HL'^*^-^ A;
on a donc, en tenant compte de (i),
fKE^=(2^-A)-(n^-A)=2'*-i^.
fj'ài employé lés notation!^ de h pa^e 55 âtt Volume AqH lVùît\>éliés AntiaUs pont 1906.)
( 5io ) [K2o]
SHH LE THÉOMMB M FIUERBAGH; Par m. R. BOUVAIST.
L'objet de cette courte Note est de donner, en même temps qu'une démonstration nouvelle du théorème de Feuerbach, la solution de la question proposée S036 (1906, p. 96).
Le cercle des neuf points (o d'un triangle ABC est le lieu des foyers des paraboles conjuguées au triangle. Ces paraboles sont harmoniquement circonscrites aux coniques inscrites dans le triangle ABC» et sont îns« cri tes dans le triangle A'B'C ayant pour sommets les milieux des côtés de ABC; leurs directrices passent par le centre O du cercle circonscrit à ABC, qui est l'orthocentre du triangle A'B'C.
Soient F et P les points, autres que les points cycliques, communs au cercle o) et au Cercle I inscrit dans le triangle ABC; il existe une infinité de triangles inscrits dans le cercle I et circonscrits aux paraboles de foyer F ou F' conjuguées au triangle ABC. Or, ces paraboles sont déjà, par construction, harmoniquement circonscrites au cercle I; l'existence des triangles précédents entraîne alors, d'après une propriété bien connue, que le cercle I soit harmoniquement circonscrit aux paraboles considérées, qui dès lors ont pour directrice commune la droite 01; étant inscrites dans le triangle A'B'C et ayant même directrice, elles coïncident, et, par suite, le point F est confondu avec le point F\ Le cercle I est, par suite, tangent au cercle u> en F, foyer de la parabole de directrice OI inscrite
( 5.1 ) dans le triangle A'B'C; ce point F n'est d'ailleurs que le point de concours des symétriques de la droite 01 par rapport aux côtés du triangle A'B'C; la proposition qui fait l'objet de la question !2036 se trouve ainsi démontrée.
BIBLIOGRAPHIE
Les nombres positifs, exposé des théories modernes DE l'Arithmétique élémentaire, par M. Stuyvaert. 1 vol. in-8° de xii-i3a pages. Gaud, E. Van Goethem. Prix : 3''.
L'enseignemeot des mathématiques élémentaires subit en ce moment une crise profonde. Les progrés de la philosophie des mathématiques ont bouleversé les idées traditionnelles sur les fondements de la Science, et l'influence des doctrines nouvelles se fait de plus en plus sentir sur les méthodes d'exposition. C'est ainsi que la notion d'ensemble, à peu près ignorée il y a une trentaine d'années, tend à devenir, didactiquement comme philosophiquement, le fondement même des mathématiques. Il y a de même une tendance à prendre, comme base de la Géométrie, la notion des groupes de mouvements.
Au nombre des livres où se manifeste la préoccupation de mettre les méthodes d'enseignement en harmonie avec les idées modernes sur les principes des mathématiques, il faut signaler tout particulièrement le petit Traité d'Arithmétiquje élémentaire que vient de publier M. Stuyvaert.
L'auteur nous avertit dans sa préface que l'Ouvrage, destiné aux professeurs ou tout au moins aux meilleurs élèves, est une sorte de manuel ou de précis. On serait donc malvenu à lui reprocher une concision parfois un peu excessive, et le manque presque complet d'applications numériques.
Le Chapitre I traite des nombres entiers. Après les premières définitions, l'auteur passe en revue les opérations fondamentales, et établit in abstracto leurs propriétés essen-
tielles (a-it-*=»^4-«r; a — {b-^€)^a — è-k-c'yab^ba; etc.). Ces propriétés soat ensuite utilisées pour 1» théorie de la numération décimale et des opérations exécutées dan^ ce système. Une telle méthodes d'exposition ne peut éviidieinmeTrt cotiVenfi», Tiaruteur 1^ déclare d'ailVeurs tout le premier, qtfk des élèves exercés à la pratique du calcul numériqve, et qui veulent acquérir des raisons précises de ce qu'ils connaissent dé>}à psr routine.
Viennent ensuite des paragraphes sur les différents systèmes de numération, les caractères de divisibilité et les propositions les plus simples de la théorie des nombres (les théorèmes de Fermât et de Wifson sont démontrés).
M. Stuyvaert n'a pas parlé des nombres négatifs, pour se conformer à Pusage qui veut que fa théorie en soit reléguée ânvis PAlgélïre. Il sembfe le fcg rctecr tt je le regrette avec hri. L'emploi des nombres négatifs rend rexposicif» dé plusieurs matières à la fois plus simple et plus large. Ott ne volt pas pourquoi, dans un enseignement où l'on introduit les nombm fractioniinires-et les nombres ineo umm t im urabto pour reMife possibles dans tous les oas la- division et Te^tFaetion ries rHeines, on laisse deeôeé l«s nombre» qui cfoniieoi un idte à toutes les sou^raetions^
Le Chapitre U est consacré wixfnMiioDs.'OB sait qu'o»piMit les èéAmhr en se plaçtfnA, soit au point de vue de la théorie des grandeurs, toit am point de vue 4e l'Àfithnaétique p«re, qui
ne connaît que le nombre entier. L'expression <-f par exemple,
a, dans le premier cas, unrtens eOcoret,, et, dans k seeondcttS, est un symbote auifue>on ne. peut donner un sens que par une coniFetttion. C'est le 0ec«>ttd potilt de vue qu'adopte M. Stuyvaert, aonformémenl d'ailleurs à la tandence atti^urd'hui la pias générale.
Les nombres incoaoïensirrables sont étudiés an Chapitre ill. lU sont définis par lee covpapes faites dans l'ensemble des nombres ratiofk»ets, maie cette aotiaa n'est pas iairoduice sans méaafement. C'eët se«ilem«ttt après avoir daaaidéré les cas particuliers de la racine eavrée et de la racine cubixftfe qm'ao aborde la théorie générale desincomaneimurables. Cette théorie R>e pa#aH fort bien exposée, et je ne hasarderai qu^âne 1res légtère critique, ne portent d'ailleurs an fond que saraneq«(ealionde tangage. L'anteur dit(conrmeà peu.prés tout lemonde) :
«... la coupure définit un nombre incommensurable ». Cette phrase est-elle bien claire? Un débutant cômprend-il bien ce que c'est que définir une chose qui n'existe pas ? Je crois qu'il y aurait avantage à dire :
« Faisons dans l'ensemble des nombres rationnels une coupure qui les répartit en deux ensembles A et B. Pour abréger, j'appellerai nombre irrationnel le système de ces deux ensembles. Ainsi, « le nombre v/2 n'est qu'une expression abrégée pour désigner le système de deux ensembles, dont l'un contient tous les nombres rationnels dont le carré est plus petit que a, et dont le second contient tous les nombres rationnels dont le carré est plus grand que 1 ».
En s'exprimant ainsi, on fait perdre au nombre incommensurable son caractère de symbole ou d'imaginaire : « nombre incommensurable » est tout simplement un nom que l'on donne à un ensemble d'éléments réels et bien connus. Encore une fois, il y a là surtout une question de langage. Mais personne ne conteste que, dans l'enseignement, les questions de langage aient une importance considérable.
Remarquons à ce propos qu'il suffit, pour définir une incommensurable, de parler de l'ensemble des nombres rationnels qui lui sont inférieurs. On aboutit ainsi à la notion de segment, telle que l'expose M. Russell dans The Principles of Mathematics ( « ).
Je crois que la théorie des segments pourrait être substituée sans désavantage didactique à celle de la coupure.
Dans le même Chapitre figurent la théorie des proportions, celle des limites, où l'on continue à trouver les mêmes qualités de netteté et de rigueur que précédemment. Le Chapitre se termine par deux paragraphes substantiels, relatifs aux approximations numériques et aux opérations abrégées.
Le dernier Chapitre traite de la mesure des grandeurs. La notion de rapport de deux grandeurs est très heureusement rattachée à la théorie des ensembles. Viennent enfin des applications à la mesure du temps, des longueurs, des poids, aux problèmes d'alliages, d'intérêt, etc., et aux calculs sur les
(*) Voir aussi Couturat, Les principes des Mathématiques; HuNTiNGTON, The Continuum as a type of order {Annals of Math., 1906). Une traduction en langue espéranto du Mémoire de M. Hantington est actuellement sous presse.
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(5.4 ) nombres complexes, qui servent àMa mesure du temps et pour les monnaies étrangères. Les méthodes adoptées dans cette dernière Partie sont autant que possible algébriques. Il Cï^t inutile d'insister sur la concision ainsi obtenue.
L'Ouvrage de M. Stuyvaert ne doit pas être mis entre les mains de ceux qui n'ont pas une maturité d'esprit suffisante: mais son ordre excellent, le soin de sa rédaction, sa rigueur le recommandent aux élèves soucieux d'acquérir des habitudes de précision intellectuelle. R. B.
GEKTIFiGATS K MATHÉMATIQUES GÉKBRALES.
Caen.
Épreuve écrite. ■;— I. Construire la courbe lieu des points dont les coordonnées rectangulaires ont pour expressions
IL Étant donnée la parabole P, y^ = ipx, former Véquation de la parabole Q obtenue en transportant P parallèlement à elle-même de manière que son sommet vienne en un point M(a, ^). Supposons que le point M décrive la parabole
y'^^ipx = o,
les paraboles Q formeront une famille de courbes : trouver leurs trajectoires orthogonales,
m. Un point M, de masse /n, assujetti à se mouvoir sur une circonférence de rayon a, est attiré vers un point 0 de la courbe par une force mw^r, r désignant la distance OM. A r Instant initial, cette distance est a ^ et la vitesse, égale à a tu /2, a un sens tel que le mobile se rapproche du point 0. On demande le mouvement du point M et la pression qu'il exerce sur la circonférence.
Résultats de la forme
-7- = (i)sin9, N = !2/na)*a(3 sin*8 — !).
Calcul. — Étant donnée une sphère de \^ de rayon, calculer y avec cinq chiffres exacts^ la hauteur d'un segment à une base dont le volume est le quart de celui de la sphère, (Juillet 1906.)
foenoble.
Épreuve écrite. — i" Intégrer V équation différentielle
a* Montrer que la courbe intégrale qui passe par le point a? = o,^ = i peut être représentée par les équations
a? = Ltang-, y rs %\tit.
Construire cette courbe.
3* Calculer l'aire comprise entre cette courbe, l'axe ' des X, l'axe des y et la droite x = a. Limite de cette aire lorsque a croit indéfiniment,
4° Expression du rayon de courbure en un point de la courbe, en fonction du paramètre t correspondant à ce point.
5" En conclure les valeurs numériques des coordonnées des points d'inflexion de la courbe.
6* Volume du solide limité par la surface qu'engendre la courbe, en tournant autour de Ox.
Épreuve pratique. — i« Évaluer l'intégrale
dx
2* Montrer que l'équation
e-' — a? = o n'a qu'une racine. Calculer cette racine à près.
3* Étant donnée la surface représentée par l'équation ^ = 37*-+-^», on considère le solide compris entre la surface, le plan des xy^ le cylindre y =^x^ et le plan ^ = i . Volume de ce solide. (Juillet 1906.)
Lille.
I. — ALGÈBRE, GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE, CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL
Éprbuvb écrits. — I* Étant donnée, dans un plan rapporté à deux axes rectangulaires Ox^ Oy, la courbe (T) dont l'équation est
dans laquelle a désigne une longueur donnée, construire cette courbe et déterminer les coordonnées des points Mi et M^^ pieds des normales qui peuvent lui être menées de l'origine.
2" Calculer l 'aire limitée par le segment 0M|, la courbe et l'axe Ox.
3" y =s mX'hp
étant l'équation d'une droite quelconque du plan, trouver la relation qui doit exister entre m et p pour que cette droite soit tangente à la courbe (F); en déduire le lieu des points du plan d'où l'on peut mener à cette courbe deux tangentes rectangulaires et construire ce lieu,
4" X et y désignant les coordonnées d'un point de la courbe donnée, montrer que la sous-normale correspon-
dante est égale à K ^^ , K désignant un nombre constant;
plus généralement, trouver toutes les courbes telles que
ytl-k-X
la sous-normale soit égale à K » n étant un nombre
donné, montrer que pour certaines valeurs de n les courbes trouvées sont des ellipses ou des hyperboles dont les axes sont Ox et Oy,
5» Calculer le volume commun au cylindre engendré par la rotation de la droite Mi Mj autour de Ox et à un prisme dont les arêtes sont perpendiculaires au plan xOy et dont la base est le triangle OM|Mi.
II. - MÉCANIQUE
Éprkuvb bcritb. — i* Travail des forces appliquées à un solide indéformable.
2** Un cube homogène A B G D Di Ai Bi Gi, pesant 2^«, reçoit un mouvement hélicoïdal uniform,e autour de l'axe Oz d'un trièdre trirectangle fixe Oxyz^ son arête A Ai glissant sur la verticale ascendante Oz, Aux sommets B e^ D de la base inférieure, voisins de A, sont appliquées deux forces constantes de 4^*, constamment parallèles l'une à Ox l'autre à Oy. Au sommet G de la même face est attache un fil élastique tendu relié à O, exerçant en G une trac^ tion proportionnelle à son allongement et évaluée à 20^ par centimètre d'allongement. Enfin le cube est soumis à un couple résistant d'axe 0-k, valant o^^^x. Calculer en kilogrammètres le travail des forces énumérées pour un déplacement d'un pas.
' L'arête du cube est de o**, 10. Initialement OA = 0™, 10: AB est parallèle à Ox; la tension du fil est nulle, La vitesse de rotation par seconde est 21c dans le sens direct autour de Om, et celle de translation de o"*, 10 dans le sens Oz. (Juillet 1906.)
Montpellier.
Épreuve écrite. — I. On considère une surface sphérique homogène qui attire un point M de masse 1 proportionnellement à l'inverse du carré de la distance. En raison de l'homogénéité de la surface, la fonction des forces
\(x,yz)
au point M ne dépend que de la distance p du point M au centre de la sphère, que l'on prendra pour origine des coordonnées.
On aura donc
I" Partant de l'égalité (i), on exprimera les dérivées
. ,, d\ d\ dV d«V d»V d^y j. . j partielles -— > — - > -r— j —— - > -— r- » -r-r- €/i fonction de x. y, '^ dx dy dz dx^ dy* dz* '^ ^ ''
11* Montrer que V équation de Laplace
d«V d«V d«V _ djT» "*■ c>^« "^ d-5* "■ ®'
à laquelle on sait que M satisfait y se réduit ici à une équarlion différentielle linéaire entre F c/ p. Donner V intégrale générale de cette équation,
3* Montrer que, si Von connaît la valeur de V, d'une part au centre de la sphère, d'autre part à V infini, on pourra déterminer les constantes arbitraires qui figurent dan^ V intégrale générale, et obtenir la valeur de M pour un point quelconque situé, soit à l'intérieur, soit à l'exté^ rieur de la sphère.
4** Achever le calcul en déterminant la valeur de V au centre de la sphère et à l'infini, à l'aide d'une intégrale double étendue à la surface de la sphère (suivant la définition de la fonction des forces).
II. Quelle est la limite de
y sin{x-^)
quand x tend vers l'infini par valeurs positives,
ËpRKLVE PRATIQUE. — On considère une ellipse et une tangente fixe.
Parallèlement à la tangente fixe TT' on mène dans l'ellipse une corde AB ; on projette les points A «/ B sur TT', ce qui forme un rectangle.
Comment faut-il choisir la distance des parallèles AB et Tl' pour que ce rectangle ait une aire maximum,
(Juillet 1906.)
Rennes.
Épreuve écrite. — Déterminer les courbes planes dans lesquelles l'angle a que forme la tangente avec Ox est
( 5i9 ) donné en fonction de l'abscisse par la formule
%ax sina =
1° Montrer que ces courbes peuvent se représenter par Vune ou Vautre des équations
(I) ^ = C±aL(.-g),
(a) j' = C±aL(g-i).
2* Étudier les deux courbes
(,') j. = aL(,-g).
et faire voir que toutes les autres courbes considérées (i) et (a) s^en déduisent par translation ou par symétrie,
( On déterminera la forme de. la courbe j le rayon de courbure en fonction de VabscissCy les asymptotes et les points d^ inflexion s* il en existe.)
3* Trouver les trajectoires orthogonales des courbes (i) et{^).
Épreuve pratique. — Calculer les intégrales
dx
^ . cosasin^r
__ r"*" dx(ï-h cosx) *~~*/-ic (* — cosasina?)*
(Juillet 1906.)
Toulouse.
Épreuve écrite. — I. Soient deux axes rectangulaires Oxj Oy. En un point M quelconque de la courbe E on mène la tangente, qui coupe l'axe des y en P, et l'on élève PX perpendiculaire sur PM.
i"" Calculer les coordonnées du point M| où la dt'oite PA touche son enveloppe.
2° Déterminer la courbe E de façon que le segment ^M^ ait une longueur constante ia. Quelle courbe décrit alors le point Mi?
3° Déterminer la courbe E de façon que la droite MMi passe constamment par V origine. Quelles sont les trajectoires orthogonales de la famille de courbes ainsi trouvées ?
II. Un point matériel M non pesant, de masse égale à V unité, est attiré par un point fixe O proportionnellement à sa distance. Ce point est mobile sur une droite fixe D avec un frottement de coefficient f. Le point M est primitivement en un point A de la droite, sans vitesse initiale. On désigne par w la projection du point fixe O sur la droite fixe D, et l'on pose toA = a, wO = A.
1° Le point M se mettra-t-il en mouvement?
2° S^il y a mouvement, étudier ce mouvement, et déterminer le point de la droite oà la vitesse du mobile s*annu' lera pour la première fois,
3** Que se passera- t-il après cet instant, et, en supposant
que Von ait -=• = - et /"= -> au bout de combien de temps
le mobile s'arrétera-t-il définitivement ?
Épreuvr PR4TIQUK. — Calculer une valeur approchée de r intégrale
e-*' dx
par la méthode de Simpson, en divisant le champ d'intégration en six parties égales (on donne log« = 0,434^9)*
(Juillet 1906.)
SOLUTIONS DE OUBSTIONS PROPOSÉES
On considère une quadrique et un point O sur cette quctdrique. Par O passe un plan variable. On prend le point de Frégier de la section relatij au point O. Lieu de ce point ?
Ce lieu est en général une surface du quatrième ordre. Dans quel cas se réduit-elle à une surface du troisième ordre ou du deuxième ordre ?
Quel est le lieu du même point en supposant que le plan variable soit astreint à passer par une droite fixe ?
(E. Cahen.)
SOLUTION Par M. Lbtierce.
Prenons pour axe des z la normale en O à la surface, pour axes des x et des y deux droites rectangulaires du plan tangent en O.
L'équation de la surface est
A a?« H- A'^* -h A'z» H- 7. Byz -h iB' zx -h ^B" xy -h iCz = o, ou
/(a?,r, ^)H-aG.8 = 0,
en désignant par/(â7,^, z) l'ensemble des termes du second degré.
Soit
ux -h vy -h wz = o
un plan variable.
La normale en O à la section déterminée par ce plan a pour équations
( 5a2 ) Un point M quelconque de cette normale a pour coordonnées
(l) X = AUj jr=KA«>, JS a=s — A y
où X est un paramètre variable.
Ce point M sera le point de Frégier delà section relatif à 0 si Ton détermine X de façon que le plan ux-^ vy -h wz = o coupe suivant deux droites rectangulaires Tun des cônes de sommet O, passant par l'intersection de la quadrique et d'un
plan quelconque p mené par M.
1^1 -^ pt Si Ton prend pour P le plan « = — X » le cône correspondant a pour équation
Le plan ux -^ vy -h wz =o le coupera suivant deux droites rectangulaires, si l'on a
[a -h A' -h A'— a , , 1^"" ,^ ](ut^v*^w^)
X( !««-*. P») OU
(a) X4>(a, p, w)— aCw = o
en posant 4>(m, V, cv) = (A -h A'-i- A')(a*-f- p*-Mv*)— /(m, t>, »»).
Éliminant X, u, Uy Wy entre les équations (i) et (2), on obtient comme équation du lieu
^[xzyyzy — (jr«-4-j^«)]4-aC^(a:«-h^*)= o,
qui est une surface du quatrième degré en général. Développant l'équation trouvée, elle s'écrit
J (A-hA')(a:>-+->^«;(x»-H^«-+-z»)-2;»(Aar»H-A>»-H2B'ar^) ) -i-^(ar«-hj^»)(A'z-haB^ -+- aB'ar) -h 2 C«(a7»H-^*) = o.
Cette surface s'abaissera au troisième degré, si « = o est
en facteur, ce qui exige que l'on ait A-h A'=o.
Dans ce cas, le plan ^ = o, occupe la surface donnée suivant deux droites rectangulaires ; donc le point O est un point de l'intersection de la quadrique avec sa sphère de Monge.
Le lieu se réduira à une surface du deuxième degré, si (ar*H-^*) est en facteur, ce qui exige A = A', B'sso, le point O est alors un ombilic de la quadrique.
Considérons maintenant le cas où le plan variable est astreint à passer par une droite fîxe D, que nous pouvons supposer dans le plan des xz.
Les équations de cette droite seront
et entre i/, Vy w on aura la relation um-h w sso qui, avec les équations ( i ), donne
(4) x^-^y^ — mxz ^ o.
Le lieu cherché est rinierseclion des deux surfaces (3) et (4;.
En remplaçant dans (3) (x*-\-y*) par sa valeur tirée de l'équation (4), on voit sans difficulté que le lieu cherché est défini par les équations
a?* -h j'* — marz = o,
a?«»l[(A-*-A')m»-h2B'/n-h A'— A]ar-f-2(Bm — B')^
-h (A -h X')mz -\-iCm\ =0.
Ce lieu se décompose en l'axe des Zy les droites isotropes passant par l'origine dans le plan des xOy et enfin une conique intersection du cône
x^-j- yi — mxz = o et du plan
C'est le lieu cherché.
Étant donnés deux ternes de points ABC et A'B'C, si D est un point de la cubique gauche qui passe par ces six points, les quadriques, en nombre doublement infini, qui sont inscrites aux deux tétraèdres DABG et D'A'B'C passent par la droite d'intersection des plans (ABC) et (A'B'C')(ctf qui constitue d'ailleurs une condition simple).
(G. FONTENÉ.)
SOLUTION Par M. R. B.
Soit A la droite d'intersection des deux plans (ABC), (A'B'C). Appelons a, p, y ^^^ points d'intersection de la cubique gauche et d'un plan variable passant par A. Les plans (Da^), (D^^)» (^Y") enveloppent un cône G qui, on le voit immédiatement, est de la seconde classe et par conséquent du second ordre, puisque, par la droite Da, par exemple, il ne passe que deux plans tangents à ce cône, le plan (Da^) et le plan (Day).
Le cône (G) est évidemment tangent aux plans (DAB), (DBC), (DCA), (DA'B'), (DB'C), (DCA') et (Da). Donc toute quadrique tangente aux six premiers points est tangente au septième. Il en résulte bien que les quadriques dont il est question dans l'énoncé contiennent la droite A, puisque par cette droite on peut mener trois plans tangents à l'une quelconque d'entre elles, à savoir les plans (ABC), (A'B'C) et (DA).
(1»0V. p. SSS.)
Soit une ellipse de foyers F, F'. En chaque point M de l'ellipse on prend sur la normale en M deux points N et IN' tels que
MN = MN'= s/MF. MF'.
On considère les cercles de centre N et N' et de rayons NM et N'M. Les tangentes communes à chacun de ces cercles et à l'ellipse rencontrent la tangente «/i M d l'ellipse en
quatre points P, Q, P', Q' dont le lieu se compose d'une ellipse et d'une hyperbole, (E.-N. Barisien.)
SOLUTION
Par M. Lbtierge.
Prenons pour axes de coordonnées les axes de Tellipàe
d équation — -♦- "tï — ï = o et soient (acoscp, 6sin^) les
coordonnées de M.
On sait que
MF.MF'= a» sin«(p -♦- 6« cos«<p
et, si Ton désigne par N le point obtenu en portant la longueur indiquée sur la normale vers la convexité de la courbe, par N' l'autre point, on voit aisément que leurs coordonnées sont
a? = (a-f- e6) cosïp, y = 6(a -H e6) sinç,
avec t = -h I pour le point N, £ = — i pour le point N'.
O étant l'origine, les tangentes à l'ellipse, parallèles à ON, sont à une distance de O, et par suite de N, égale à
/a* sin*<p -+- 6* cos*ç ;
donc ce sont les tangentes communes à l'ellipse et au cercle (N); de même les tangentes communes à l'ellipse et au cercle (N') seront parallèles à ON'.
Le lieu cherché est donc défini par les équations
Î^arcosç-h a^sin^ — a6 = o, â?sincp — e^cosç d= /a* sin*<p -f- 6* cos*^ = o.
m et m' désignant les coefficients angulaires de ces deux droites, on a
(•2) mm' T=z — e-,
indépendant de «p.
Si donc Ml est le point de contact de l'ellipse et d'une tangente parallèle à ON, Nt le point relatif à Mi, la droite ONi
sera parallèle à la tangente en M et le cercle (IV,) sera tangent à cette dernière.
Posant — ^ = m, les équations ( i ) s*écrivent C0S9 ^
i a^iy^ — 6')m*-»- labxym -+- b^{x^ — a*)= o, ( (a?* — a'^)m'^ — iixym-\-{y^ — b^)=-o^
qui, d'après la remarque faite, ont, pour un point du lieu, deux racines communes, ce qui exige
a'iiyt-^b^) a:» — a»
ab ^»î(r«-a»)
d'où pour équation du lieu
a(a^tb) b(a-^tb)
ce qui représente une ellipse et une hyperbole, toutes deux circonscrites au rectangle construit sur les axes de l'ellipse donnée.
Remarque. — Ce calcul suppose que les deux tangentes, dont il a été question dans la remarque faite plus haut, ne sont pas confondues. La relation (2) montre que ce cas se présentera pour
soit e = — I, on a /n = ±i/— et les équations (3) donnent comme lieu singulier les quatre droites
v/âj^ ± /6a7 db ^ab{a-\- b) = o,
qui sont les droites, autres que les axes, obtenues enjoignant deux à deux les quatre sommets de l'ellipse lieu; elles sont parallèles aux asymptotes de l'hyperbole et tangentes à Tellipse donnée en des points A,^ As, As, A4.
On voit aisément que, lorsque M se trouve en Ai, par exemple, le point N' est le centre de courbure de l'ellipse en Al et par suite le cercle (N')a, avec l'ellipse donnée, trois tangentes confondues avec la tangente en A,. La normale
en A| est à une distance de O égale à (a — b); donc incidemment on voit que le cercle de centre O et de rayon (a — b) est tangent en quatre points à la développée de Tellipse.
Autre solution de M. Painvin.
Sur la normale au point m d'une ellipse de centre o, et extérieurement à cette courbe, on porte le segment mp égal au demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit en m.
Démontrer que les droites pm, po sont également inclinées sur les tangentes à V ellipse issues de p,
(Mannheih.)
solution Par M. Kluq.
Construisons le cercle qui passe au point ^ et dont le centre est le point de rencontre de la tangente en /n à Tellipse et du petit axe de cette courbe. Appelons respectivement y, r, /, g les points de rencontre de ce cercle avec les droites /?m, op et avec le grand a\e de l'ellipse.
Les deux axes sont, comme l'on sait, les bissectrices des
angles poq^ roq, et Ton a de plus, avec les notations habituelles,
op ts: a -h by oq = or ss a — 6,
d'où Ton tire
o/"«= og^=/o.og = op.ro = a* — 6*= c*.
Par suite les points / et g sont les foyers de l'ellipse. Les droites />o, pm sont également inclinées sur les droiits p/^ pg et par suite sur les tangentes issues du point m à l'ellipse.
Autres solutions de MM. BaIiisibn et H. Lez.
Le lieu du centre des ellipses surosculatrices en chaque point d'une ellipse donnée, et ayant une aire constante, est une ellipse, (Ë.-N. Barisien.)
SOLUTION
Par M. Parrod.
L'ellipse donnée est la projection d'un cercle G, l'ellipse surosculatrice en un point M est la projection d'une ellipse Ej surosculatrice au point du cercle dont la projection est M, ce point Ml est un sommet de Tellipse Et, l'aire de l'ellipse Ef est constante; donc cette ellipse est constante en grandeur et son centre décrit un cercle concentrique au cercle G ; le lieu cherché est la projection de ce cercle, c'est-à-dire une ellipse homothétique et concentrique à l'ellipse donnée.
QUESTIONS
^52. Soient a, b, c, d des fonctions d'une variable x : a
. . ^ „ . ajs -hb , ,
priori on peut mettre 1 expression -^ sous la forme
X A:, l'accent indiquant une dérivée; exprimer la
fonction k au moyen des fonctions a, b, c, d et de leurs dérivées.
Applications aux deux formes de l'intégrale d'une équation de Riccati :
^^ Cc-^d' '^^ X Ci/?-hy •
( Voir une Note de M. Raffy, Noupelles Annales, 1902, p. 529.) G. F.
2053. La conique, qui touche les côtés d'un triangle donné ainsi que les perpendiculaires élevées du centre de son cercle inscrit aux droites qui joignent ce point aux extrémités de l'un de ces côtés, est tangente au cercle inscrit au triangle.
( Canon.)
2054. Les axes des coniques ayant un contact du troisième ordre avec une courbe en un point M donné sont tangentes à une parabole. (A. Pbllet.)
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La Rédaction.
NÉCaOLOfiU.
Nous avons la douleur de faire pari à nos lecteurs du décès de M. le colonel A. M annheim, qui a succombé à une courte maladie, le 1 1 décembre 1906, à l'âge de 75 ans.
Cette perte sera cruellement ressentie dans les milieux scientifiques, en particulier aux Nouvelles Annales, dont M. Mannheim était, depuis bien des années, le fidèle collaborateur. Tous nos lecteurs ont présentes à l'esprit ces Noies brèves et ingénieuses où l'auteur mettait en lumière, parfois à Toccasion des sujets les plus simples, les ressources de son exceptionnelle vision géométrique.
La Rédaction exprime à la famille du regretté Savant sa bien vive et douloureuse svmpathie.
Le temps nous fait aujourd'hui défaut pour parler en détail de l'œuvre de M. Mannheim. Nous tenterons de le faire, dans un très prochain numéro, avec le soin et le respect qui conviennent.
La Rédaction.
Ann, de Mathémat.t 4* série, t. VI. ( Décembre 1906. )
KI
mUNB BUN TÉTRAÈDRE EN FONCTION DES ARÊTES; DÉMONSTRATION GÉOMÉTRI«UB;
Par m. g. FONTENÉ.
Étant donné un tétraèdre ABCD, soient a, p, y, S les coefficients barycentiqiies dont il faut aflecter les sommets pour que le barycentre soit le centre O de la sphère circonscrite. On a, pour tout point M de l'espace,
V a MA* = X M0« -h const. ;
on détermine la constante en mettant M au point O, et Ton a
' 2aSrÂ* = X(M0« + R«).
Si l'on met successivement le point M en A, B, C, D, en désignant par a, 6, c les côtés du triangle ABC, et par a', 6', c' les longueurs DA, DB, DC, on a
pc^-4-Y6*^-8a'* = 2XR^
on a d'ailleurs On a donc
OU
Si Ton multiplie les lignes de ce deroier délermi-
nant par -r* x?' - ' "^ r? ~> P"*^ '^^ trois premières co-
lonDes par tt — * > — ^> ce qui ne change pas sa
valeur, on obtient
o ce' bb' aa'
ce' o aa' bb'
bb' aa' o ce'
aa' bb' ce' o
OU
— (aa'4- 66'-t- ce') (66'-4- ce'— aa') (cc'-H aa'— 66'). . .,
ou, d'après la formule de Brassine (* ),
— i6x(6VR)«.
On a donc
en appelant A le déterminant qui est multiplié par aR^ dans la relation écrite plus haut.
C'est la formule cherchée.
(') La formule de Brassine (Nouvelles Annales, 1847, p. 226) a été retrouvée par de Slaudt {Jbid., 1869, p. 440- J'^* montré ailleurs que celle formule s'oblienl en transformant par rayons vecteurs réciproques la formule S = >/p{p — ^)* • • > or i^ n^e semble maintenant que j'ai vu autrefois cette démonstration dans les Nouvelles Annales.
[R7bp]
RBGHBRGHE DE LA LOI QUE DOIT SUIVRE WM FORCE CENTRALE, SACHANT QUE LA 1RAJECT0IRE EST UNE CONIQUE, QUELLES QUE SOIENT LES CONDITIONS INI- TIALES;
Par m. Paul-J. SUCHAR.
Ce problème a été résolu, comme on sait, par MM. Darboux el Halphen (*) dans le cas particulier où la loi de la force ne dépend que de la position du mobile. Je me propose de résoudre le problème dans le cas plus général, en supposant la loi de la force fonction de la position du mobile et des composantes de la vitesse sur les axes de coordonnées.
Soient
dx , dy , dx' dy'
les équations du mouvement rapporté à un système d'axes, ayant pour origine le centre de la force, la masse du point élant supposée égale à i, et w est une fonction dépendant en général de x^y^ ^' •! y \ enfin
(2) f{x,y)=^kx^-^7.Bxy-\- C^« -+- 2 Da? H- 2 E j^ h- F = o,
rinlégrale générale du système (1). Diflférentions (2) par rapport a t, on aura
( ' ) Dahdoux, Comptes rendus, t. LXXXiy.
( 533 ) Si nous rendons (2) homogène et si nous désignons par Y la constante des aires, on aura d'après (3) et en ayant égard au théorème d'Euler sur les fonctions homogènes
rr-k^h
Jz Jz
DiiTérentions une seconde fois (3) par rapport à t, et, en ayant égard au théorème d'Euler sur les fonctions homogènes et aux équations (i), (2) et (3), on aura, tous calculs faits,
Remarquons que le numérateur
pour tous les points de la conique (2), est une constante, et cette constante a pour valeur — A, A étant le discriminant de la conique (2). On aura donc
en ayant égard à (4), on aura enfin
" " /i' ■" Y /;' " ï fie' '
d'où Ton déduit les trois lois de forces
ur iir x'^ u r y*^
^^^ (Dar-hE^'-hF)»' (Bar-hC^-hË)»' (Aar-t-Bj^-hD)»'
On retrouve ainsi une des lois de MM. Darboux et
( 534 ) Halphen, et deux autres lois. Ces deux dernières lois ne sont pas distinctes, elles se déduisent Tune de Tautre par une permutation des axes de coordonnées. Il suffit alors de montrer que la deuxième loi satisfait bien au problème, c'est-à-dire qu'elle fera décrire à son point d'application une conique, quelles que soient les conditions initiales.
Nous allons nous appuyer sur la remarque suivante : soit
une équation diflTérentielle du second ordre. Cette équation se ramène toujours à des quadratures si f{x^y)esl une fonction homogène et de degré — 3* En effet, l'équation précédente peut s'écrire
posons
et l'équation précédente se ramène à
3. (Considérons maintenant les équations du mouvement correspondant à la loi de force
(xra:'>
(Ba7-i-C7-4-E)»'
on aura
dx
dt ^'
dx'
HX'»
dt {Bx-^Cjr-^Ey^' dt (Bx-+-Cx-4-Ë)3-^*
( 535 ) On déduit des deux dernières équations
^î (Ba?-+-Cj^-l-E)»' où Y est la constante des aires, d^où enfin <^y ^ KT
équation diflerentielle de la trajectoire cherchée. Cette équation se ramène au type (7) du n'' S, en faisant le changement de la variable indépendante, en posant
Ba: -h E = Bar,.
En eflectuant les calculs du n^ S, on aura pour l'équation de la trajectoire
(8) (Ba7H- C>'-h E)* = aa?* H- -i^a: -h c;
elle renferme trois paramètres ne figurant pas dans Texpression de la force. Il en résulte que les trajectoires correspondant à la loi précédente sont des coniques a^ant la droite donnée
Ba:-HC7-+-E = o
pour diamètre, el Taxe des ^ pour direction conjuguée. Dans le cas particulier où U constante C = o, en reprenant Téq nation difTérenlielle de la trajectoire, on trouve pour la trajectoire des coniques, ayant la droite donnée
Ba:-4-E = o pour asj'mplote.
4. Remarquons que des deux premières lois de forces données par (6), ainsi que de leurs trajectoires correspondantes, on déduit comme conséquence leu»
( 536 ) deux lois
(9) \tL ., ^£!£ ,.
{ax*-^ibx} -h cy^y ( a a?» -h 2 6 a? -h c)^
On trouve ainsi la deuxième loi de MM. Darboux et Halphen, et une nouvelle loi qui satisfait au problème. On vérifie sans peine que les trajectoires correspondant à la dernière de ces lois sont des coniques tangentes aux deux droites données
aa7» -h^bx-i-c = o.
5. Nous allons montrer que des quatre lois données par (6) et (9) on peut déduire quatre autres lois distinctes. Nous allons rappeler quelques remarques faites dans un travail Sur une transformation réciproque en Mécanique (Bull, de la Soc. des Sciences, t. XXXIII).
Supposons un mobile sollicité par une force centrale, et soit
F = ur
la loi de la force ; le centre de la force étant à l'origine des axes de coordonnées, u est une fonction quelconque et r le ra^on vecteur. Si le temps n'entre pas explicitement dans la fonction a, et si, pour une certaine fonction de u pouvant dépendre en général de x, y et de leurs dérivées par rapport à /, on sait déterminer le mouvement correspondant à la force F, on saura aussi déterminer le mouvement si la loi de la force est de la forme
où - est l'inverse de la fonction précédente et sur laquelle on a fait le changement de x ely en 2/ ety et
( 537 ) de 2/ et y en x e\. y. En effet, les équations du mouvement correspondant à la première loi de force sont
Effectuons le changement des fonctions et de la variable en posant
dx , dy , dix
Il résulte des équations du mouvement et de ces dernières relations qu'on aura aussi
"*"" dt, ~^»* •^~ di, -y^'
d'où l'on déduit, pour les équations du mouvement du point ^Tij^i,
d^xx _ I d'^yx _ I
et la proposition est démontrée.
Cette transformation nous montre que la trajectoire du second point est la courbe bodographe du premier point, et inversement. Nous savons aussi, d'après le travail cité, que la courbe bodographe correspondant à une force centrale est la polaire réciproque de la trajectoire par rapport à un cercle ayant pour centre le centre de la force qui est pris aussi pour origine de rhodographe, son rayon étant y/y, y étant la constante des aires, et tournée d'un angle droit autour de ce centre. Il résulte alors que, si en particulier la trajectoire correspondant à une force centrale est une conique, la- courbe bodographe sera aussi une conique, et, par consé(|uent, d'après l'ensemble de ces remarques, de toute loi de force centrale, faisant dé-
( 538 ) crire à son point d'application une conique, on peut déduire une autre loi de force faisant aussi décrire à son point d^application une conique. Il résulte alors diaprés (6) et (9) les quatre lois de force :
(Bar'-hCv'-f-E)* ( a a?'« -h a 6 x' -+- c ) « ^ S '•' ^ ïâ '•'
6. Il est facile de vérifier directement que ces quatre lois de force satisfont au problème. En effet, les équations du mouvement correspondant à la première loi de force sonl :
dr' (Bx'-(-n>''-t-E)»
dl=^
dy' (Ba-'-i-Cy-4-E)»
dt ^"
d'où l'on a déduit, par division,
dy y dx' = X-
Différentions cette dernière relation en prenant x' pour variable indépendante et en regardant x et ^ fonctions de x' par l'intermédiaire de t^ on aura
d'où enfin
d.v'^ . dx
""'-dt
^ ~ |ï (Bj-'-i-Gj'-h K)»'
qui est l'équation différentielle de la courbe hodographe correspondant au mouvement cherché. Cette équation ne diffère de l'équation du n° 3 que par le changement de x et y en x^ et j^; il en résulte, par un
( 539) calcul semblable, que la courbe hodographe est une conique renfermant trois paramètres arbitraires. Il suffit ensuite, comme nous Pavons expliqué, de cher* cher la polaire réciproque de cette courbe par rapport au cercle en question et de la faire tourner d'un angle droit autour de ce centre pour avoir la trajectoire du mouvement. On suivra une méthode analogue pour la deuxième loi de force.
7. Dans le travail déjà cité, nous avons indiqué une formule analogue à celle de Binet, à savoir
î^ L^ "^pj ""?'
où F représente la force, v la vitesse et a l'angle de la vitesse avec Taxe polaire. A Taide de cette formule, on vérifie que les deux dernières lois de forces satisfont aussi au problème.
8. La méthode que nous avons employée nou& montre quHI existe des lois de force satisfaisant au problème. Le problème sera déterminé et entièrement résolu si le nombre de ces lois est limité et si de plus on a déterminé toutes ces lois. Il est facile de voir que le nombre de ces lois est limité et égal à buit^ et que de plus il n^existe pas d'autres lois de force que les huit lois que nous avons déjà trouvées.
En effet, supposons le centre de la force à l'origine des axes de coordonnées, la loi de la force sera alors de la forme
F = ur.
On sera alors ramené à chercher le nombre des lois de
( 54o ) force salisfaisant au problème, en subdivisant la recherche en plusieurs cas :
i" La fonction u ne dépend que de j: el^;
2** La fonction u dépend de ^' etj^ ;
3" La fonction u dépend de x' ony et des coordonnées X et y^ ou d'une seule de ces coordonnées, ou encore d'une seule des coordonnées x on y et de x' et y'^ ou d'une seule de ces composantes;
Enfin :
4® La fonction u dépend à la fois de x^ y^ xf et y.
Le premier cas a été déjà résolu par MM. Darboux €t Halphen. Nous allons reprendre le raisonnement, en indiquant une méthode qui s'applique dans tous les cas.
Soient :
ia loi de la force et
la conique correspondante.
Si nous multiplions la première des équations du mouvement correspondant à cette dernière loi de force par — x' et la seconde par y'^ et qu'on les ajoute, on aura
•où Y est la constante des aires.
L'équation de la conique nous donne
où A est le discriminant de la conique; on aura donc, en ayant égard à (4) du n** 1,
( 54i ) si, de plus, nous rendons Téqualion de la conique homogène, on aura, en ayanl égard à l'équalion de la conique,
y^ï = aa7*-4- ihxy -+- cy'^ ;
on aura donc finalement
(lo) 773 = 3 =-ï?(^ir)-
•^^ (a a:' -1-26 xy -f- cy^)'^
Remarquons que ces relations doivent toujours avoir lieu en tous les points de la conique /(a;, j^) = o, et cela quelles que soient les conditions initiales ; car, si Ton passe d'une conique à une autre conique de la même famille correspondant à la loi
les constantes qui figurent dans les premières fonctions de (10) varient en général avec les conditions initiales^ mais ces relations auront encore lieu le long de la seconde conique.
Je dis que Tune des deux équations (10), dont l'un des membres est — Yf (^>^)j ^^it être une identilt''. En effet, si le contraire a lieu, il sera alors possible d'établir entre x ety une seconde relation distincte de la relation y(:r, j)^) = o, ce qui est absurde. Il résulte alors qu'il ne peut y avoir que deux lois de force dépendant delà position du mobile, et ces deux lois sont les deux lois
fjtr fxr
iax -\-by ^cf^ , _ . , . ,A
^ -" ' {ax^-\-7,bxy -\- cy^)^
que nous avons trouvées déjà.
Il en résulte comme conséquence que, si u ne dépend que de x' et ^', il ne peut y avoir que deux lois satis-
( 34> ) faisant au problème. En effets soit
une loi de force, laquelle, d'après le n® 4, correspond, par une transformation corrélative, à la loi
qui, comme la première, satisfait aussi au problème; mais cette dernière loi ne dépend que de la position du mobile et, d'après la remarque précédente, il n'y a que deux lois de force répondant au problème; il s'ensuit alors qu'on ne peut avoir que les deux lois
que nous avons trouvées déjà.
Un raisonnement analogue au premier raisonnement, et en ayant égard à (4) du n^ 1, nous montre que, si la loi de la force est de la forme
F = ff{x', Xjjy) r ou F = <p(a?',a?) r, il ne peut y avoir que deux lois, à savoir
que nous avons trouvées déjà, sans quoi il sera possible d'éiablir entre les coordonnées x^\.y une seconde relation distincte de Téquation de la conique /"(j:, y^ = o, ce qui est absurde. Il en résulte, comme conséquence, par la transformation corrélative, qu'il n'y a que les deux lois
xr-^{ax' -V- by'-h c^r, x-*(ax''-^ a bx'-i- c)^ r.
11 nou^ resie enfin à examiner le cas où la fonction u dépend à la Ibis de x,y, x' cl y.
( 543 ) Remarquons d'abord que la loi
qui résulle comme conséquence des relations (4) du n® 1, et où X, p., V, X', p.' sont des constantes, satisfait au problème, de même que la loi qui résulte par la transformation corrélative
Remarquons aussi que ces deux lois ne sont pas ootnrellesy c'est-à-dire distinctes de celles que nous avons trouvées déjà. En effet, il suffit de faire une transformation des axes de coordonnées ayant la même origine, pour ramener ces lois aux deux lois
(Xia;, + fi,^,^v)»'^^' *^* :rî
que nous avons déjà déterminées.
Il en résulte alors que toute loi de force de la forme
doit, d'après (4), se réduire à Tune ou l'autre des deux lois précédentes; sans quoi il sera possible de trouver entre :r et ^ une seconde relation distincte de la conique fi^x^y) = o, ce qui est absurde.
En résumé, le problème est entièrement résolu et u'adniet d'autres lois de force que les huit lois :
[i.(ax -h by -h cy-^r^ \t.{fix^ -^ ibxy -h c/' ) *'*i
\k{ax' -h btà ->r- c)^r^ yi(ax'^-h i bx'y'-h cy'*)^ rj
lix'^{ax -\- by -^ c)-'^r^ Ikx'* {ax^ -h -x bx -h c ) *r,
;ji a:-' ( a ar' -H 6/' -h c)'r, [ix-^{ax'*~h 'ibx' H- c )*/-.
( 544 ) 9. Nous allons terminer par quelques théorèmes généraux conduisant à des trajectoires qui sont des coni(|ues.
Théorème I. — Si l'on donne une droite D et un point O, et si un point matériel se meut dans le plan de la droite et du point sous l'action d'une force telle que, si en chaque point de la courbe hodographe correspondant au mouvement le moment de la vitesse du point géométrique de la courbe hodographe, par rapport au point O pris pour origine de la courbe hodographe, est proportionnel au cube du moment de la vitesse du point correspondant de la trajectoire par rapport au même point O et inversement proportionnel au cube de la distance du même point de la trajectoire à la droite D, la trajectoire sera une conique ayant la droite D pour polaire et le point O pour pôle.
Théorème IL — Si un point matériel se meut dans un plan sous faction d'une force telle que^ si en chaque point de la courbe hodographe le moment de la vitesse du point géométrique de la courbe hodographe, par rapport à un point Jlxe O du plan de la trajectoire pris pour origine de Fho^ dographe, est proportionnel au cube du moment de la vitesse du point correspondant de la trajectoire par rapport au même point fixe, la trajectoire sera une conique ayant le point Jixe pour centre.
Théorème III. — Si un point matériel se meut dans un plan sous l'action d'une force telle que, si en chaque point de la courbe hodographe le moment de la vitesse du point géométrique de la courbe
( 545) hodographe, par rapport à un point fixe du plan de la trajectoire pris pour origine de la courbe hodographcy est proportionnel au cube du moment de la vitesse du point correspondant de la trajectoire par rapport au même point, et inversement proportionnel au cube de la distance du même point de la trajectoire au point fixe, la trajectoire sera une conique ayant le point fixe pour foyer.
Les réciproques de ces théorèmes sont aassi vraies.
Ln démonstration des théorèmes énoncés ci-dessus pont se faire en s'appuyant sur le théorème général suivant, qui est une interprétation géométrique de \\\ne des équations intrinsèques d'Euler :
Si un mobile se meut dans un plan, le moment de la vitesse du point géométrique de la courbe hodographe par rapport à un point du plan de la trajectoire pris pour origine de Vhodo graphe est en raison directe du cube de la vitesse du point correspondant de la trajectoire et en raison inverse du rayon de courbure.
On peut établir ce problème soit en partant de Téquation d^Euler, soit encore en partant des équations du mouvement; on aura, dans ce dernier cas,
x'.g=Mt(..).
où Ml(P|) est le moment de la vitesse du point géométrique de la courbe hodographe, par rapport à l'origine des axes de coordonnées qui est aussi l'origine de la courbe hodographe.
Si nous désignons par p le rayon de courbure en un
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( 346 ) point de la trajectoire, on aura
d'où enfin
Mt(i',)= — .
A l'aide de ce théorème, la démonstration des trois théorèmes se ramène à chercher les courbes telles qu'en chaque point on ait
où K est une constante, d est la distance d'un point de la trajectoire à la droite D, p est la distance du point fixe à la tangente à la trajectoire, et r est le rayon vecteur.
Nous avons montré dans une Note, Sur le rayon de courbure d'une conique {Nouv, Ann., 4** série, t. III), que les courbes correspondantes sont bien les coniques qui figurent dans les énoncés des théorèmes précédents.
SOLUTION DE LA QUESTION D* ANALYSE
Par m. PARROD.
1® Éliminons y^ /?, z entre les quatre premières équations, après simplification, il vient X du-\- doL — qx d^ ==o
(1) Voir l'énoncé dans le numéro de septembre, p. 4o^.
OU
x(ua ûfon- ap rfp) -hda — qx d^ = o.
Idenliflons et résolvons les équations
= a-h ux,
.orsque
H et H| étant des fonctions de p seule; alors ^, ^ et ^ sont seulement fonctions de p, la surface S se réduit à une courbe.
Cette condition est nécessaire, en eifet; il faut que
on
-h u'ax -h ux'oi u^x-^ux^
or
i-u'aX
donc
ces
égalités ii*ont lieu q
ue si
ri = o
ou
ajj, = 0.
L'équation générale des lignes asymptotiqucs est D dflt«-H a D'ûfa d^ -t- D'rfp*= o.
Le plan tangent ayant pour équation
Z — 5=/?(X — ar)-H9(Y— j^), on u
D =px'!it -+■ g y a* — 5jt« = -h ait x,
( 548 ) L'équation demandée est ^
Le coefficient de dad^ est nul, donc les a = const..» ^ = const. sont conjuguées sur S.
L'équation du plan tangent nous permet de voir que ce plan passe par le point fixe (o, o, a); ce point est le sommet du cône, le lieu est l'axe des z.
2** Dérivons trois fois le premier membre de l'équation du plan tangent
(a— Pai)X-+-apY — Z-f-a = o, on a
{ua. — paJcp)X H- aipY -hi = o, (««• — Païtp)X-H aJipY =o, (aï.- pttï.p)XH- aiï.p\ = o.
Les deux dernières équations doivent être identiques:
Intégrons, on a d'abord
u = Map-HaNH-P,
M, N et P étant des fonctions quelconques de P seule. Pour achever l'intégration, posons
tt = i'K-j-aBiH-Bi,
K étant une fonction de ^.
L'équation différent ici le devient
t^(K — MK') = p^MK en posant
B, = MB; -h N, B,= MBi-hP,
le produit (^7 est une fonction ^ de ^ seule; donc
tt = AB + aBi + B,.
Cette condition est d'ailleurs suffisante; Féquation du plan tangent devient
[AB -H aB,-t- B,— p(AB'-i- aB; -h B;)]X
-4- ( AB'-H aBJ -+- B;)Y — Z -+-a = o.
Ce plan passe le point fixe
(B — (iB')X H-B'Y =0,
(Bi-pb;)X4-b;y + i =0, (B,— ?b;)Xh-b;y-z = o.
Lorsque
Il = AB +aBiH-B„
Mp=: AB'-HaB'j-HBi.
L'équation différentielle linéaire est
(M_aB, — B,)B'— (wp— aB; — B;)B = o,
Su iF r
la substitution donne une équation de la forme Pp-^qq = R.
Les équations d'une caractéristique sont ^ = p et ^ — /?a?-.^j^ = a,
oii p et q sont des fonctions de^ et du paramètre a: A étant une fonction quelconque donnée de a.
Los surfaces intégrales sont les surfaces S, et les équations qui déHnissent le sommet du cône relatif à une ligne ^ = consl. sont indépendantes de a et de A.
3" Les équations de la droite D étant
a^x -\- bty -H CiZ = o
le système formé par ces deux équations et les troi& équations précédentes, définissant le sommet tlu cône^ doivent avoir une solution; donc
a, B'- 6,( B - pB') -f- c,(BB; - B, B') = o, a,B -^2(B — PB')h-c,(BB; — BjB') = o.
La fonction 6 étant quelconque, mais donnée,
Intégrons
B,= F,(â)-4- Bx const., de même
B,= Fi(fJ)-hB X const.; donc
M = ( A -+- a X const. -h const. ) B -^ a F, ( ^ ) -+- Fj ( p ). Posons
B,= A,Ph-X:,.
Les deux équations différentielles deviennent
B(;i,ci — 6,)-hB'[p(ô, — A,ci)-+-ai— A-,c,] =o, B(AjC,— bt) -f- B'[p(é>2— AjCj)-!- *i— XjCî] = o.
Ces deux équations sont satisfaites quelle que soit B, si
Ail = — , Ati = — 9 /la = — > Al = — •
Cl Cx Cl Cl
(55. ) L^équalion diiTérentielle des lignes asympto tiques est dans ce cas
Les variables sonl séparées
En rapportant ces surfaces à de nouvelles coordonnées ayant' pour axe des z la droite D, le lieu des sommets des cônes relatifs aux lignes a = const. sera le nouvel axe des 2, c^est-à-dire la droite D, et l'autre lieu sera l'ancien axe des z. D'après le théorème de KônigSy les plans passant par la droite D et les cônes circonscrits ayant leurs sommets sur cette droite déterminent également deux réseaux de lignes conjuguées; donc les courbes a = const. sont situées dans des plans passant par la droite D : il est facile de le vérifier en éliminant B et p entre les expressions des coordonnées qui suivent, on a
axx-^bxy-^cx ''^
Les équations de l'axe des z primitifs dans ce nouveau système d'axes étant
a^x -4- bijr -H c^z = o, a,^x -\- b^y — c^z = o.
Cette réciprocité nous montre que, dans le nouveau système d'axes, les expressions des coordonnées seraient de la même forme que dans l'ancien système après avoir permuté a et ^ puis remplacé les coefficients ai, . . ., C2 par a^, . • ., C4.
On obtiendra les expressions des coordonnées d'un
( 55a ) point d'une surface du deuxième groupe en remplaçant les coefficients tZ|, . • ., c^ par a^, . . », C4.
Rendons homogènes les coordonnées, on a pour les deux groupes de surfaces
pi5 = «A'B — AB -H pi(hty -^ kfX), pit = A'B — p,(A,j^-hA-i3?);
PîJK = -?,
pi^ = aA'B — Ah -^ pt(h^y -h kix)f
ptt = A'B — p,(A,7-4-Xr,ar).
L^un des groupes se déduit de Fautre par la transformation homographique
z — htjr — kfX ^ Z — h^Y *- k^\,
D'ailleurs, la transformation homographique
z — hty-^ktx^ Z, < -+-A,^-4-*iar=: T
ramène Téquation d'une surface du premier groupe à la forme plus simple
p«=aA'B-AB, -^ A'B'
ùt =A'B A
^ est une fonction de a seule; donc Téquaiion d-une
( 553 ) sarface est de la forme
^et cp étant des fonctions quelconques.
GORRBSramANGE.
M. Hilaire. — A propos des deux articles de M, Brin card sur la Géométrie de direction (avril et octobre 1906, p. i59 et 133).
Au début de son premier article, l'auteur se demande si Laguerre n'a pas été conduit à la Géométrie de direction par des considérations de Géométrie dans l'espace.
Le fait est certain ; dans une Notice écrite pour le Journal de V Ecole Polytechnique et reproduite par les Nouvelles Annales (1887, p. io5), M. Rouché explique d'unes façon très nette comment Laguerre a puisé dans la Géométrie de la sphère l'idée de sa théorie des cycles (§ VI, p. i45 et suiv.).
La phrase qui termine le paragraphe VI (p. i48) résume la Note rappelée par M. Bricard au début de son second article.
Dans le premier article je relève une faute d'impression (*).
M. Hilaire. — Sur le problème de Mathématiques élémentaires proposé au dernier concours d^Agrégation (septembre 1906, solution de M. Clapier, p. 4 11).
Le lieu demandé par la première partie de l'énoncé s'obtient de suite par l'application du théorème très général que voici (voir, par exemple, un article de M. de Saint-Germain, A^ A., 1884, p. 37 et 38) :
Soient n points, A, B, G, ..., L affectés chacun d^un coefficient spécial a, p, y» • • •, ^ ; ** l^on désigne par 1 la somme a-f-p-HYH-...-+-Xc< par T le centre des distances
(*) Voir les Krrata.
proportionnelles relatif aux n points et aux n coefficients donnés y on a
MT =s '
Go théorème pouvait être connu des candidats, car il figure aujourd'hui, sous une forme un peu diiïérente, il est vrai, dans les traités de Géométrie {voir, par exemple, le Traité de M. Guichard, t. II. Compléments, p. 179, où le théorème est attribué à Leibniz).
On a, en conservant les mêmes notations,
MF
Sur chacune des deu\ formes on voit que, £aMA étant
constant, MT Test aussi : donc le lieu des points Mi tels que a£MA est constant est un cercle (ou une sphère, si le point M n'est pas assujetti à rester dans un même plan), dont le centre est le point T et dont le rayon est aussi en évidence- La première forme convient mieux au problème d'agrégation, parce qu'elle donne immédiatement le rayon du cercle «•n fonction des ccMés du triangle ABC. On peut constater delà sorte que le rayon est nul pour le cercle correspondant à la combinaison des trois signes +. M. Clapier, qui appelle ce cercle S', n'a pas signalé cette particularité.
En résumé, sur les huit cercles formant le lieu complet, seuls les trois premiers Sa, Sb, Se sont des cercles proprement dits, le quatrième S' se réduit à un point, les quatre derniers sont imaginaires.
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MéLANaEs DE Géométrie a quatre dime?îsions ; par E. Jouffret, — i vol. graod in-8 de xi-227 pages, av. 49 %"res. Prix: 7*^*", 5o. Paris, Gaulhier-Villars,
Cet Ouvrage posthume du colonel E. Jouffret fait suite au Traité élémentaire de Géométrie à quatre dimensions,
( 555 ) paru en 1903 et dont j'ai rendu compte ici même(*). Son but principal est de montrer, par des applications diverses, quel «-erours la Géométrie de l'espace et même la Géométrie plane peuvent tirer de la considération de figures à quatre dimensions.
Ce Livre est plus riche en résultats mathématiques que son prédécesseur; il est aussi plus rempli d'idées personnelles que ne le laisserait croire un premier examen : il semblerait, à voir le nombre des citations et des références, que l'auteur a simplement dépouillé beaucoup de Mémoires et s'est contenté d'en transcrire les résultats principaux. Mais le colonel JoufiVet était de ces savants modestes et peu communs qui s'effacent par prédilection et qui rougiraient presque qu'on les soupçonnât d'inventer. A regarder les choses de plus près, on se rend compte de l'elTort qu'a demandé la coordination de travaux souvent très ardus, écrits à des points de vue très différents les uns des autres; on est frappé de l'originalité de 1 exposition; on se trouve, en un mol, en présence non d'une compilation mais d'une œuvre personnelle.
Dans les deux premiers Chapitres, l'auteur revient sur les principes de la Géométrie à quatre dimensions et sur les trois premiers polyédroïdes, qu'il étudie plus à fond que dans le Traité élémentaire.
Les trois Chapitres suivants constituent la partie la plus intéressante, à mon avis, de l'Ouvrage. lUsont consacrés à l'hexa- <:ramme de Pascal, considéré d'abord en lui-même, puis dans •«es relations avec la surface du troisième ordre, et enfin dans •ics relations avec la figure à quatre dimensions que les géomètres anglais ont nommée hexastigine. On est frappé de voir, à mesure que le champ s'élève, les nombreuses propriétés de l'hexagramme se grouper peu à peu en conséquences simples de propriétés presque intuitives de l'hexastigme : l'auteur ne pouvait choisir de meilleur exemple à l'appui de sa thèse. Notons en passant que les trois Chapitres dont il s'agit contiennent une foule de renseignements sur la surface de troisième ordre, sur ses 27 droites, sur d'autres surfaces, etc.
Les deux Chapitres suivants traitent des hyperquadriques et
(i) 1903, p. aac).
de leurs intersections avec de noavelies applications à la Geométrie de Tespace.
Le dernier Chapitre enfin contient des développements philosophiques sur la question de Tobjectivîté de l'espace à quatre dimensions, sur la possibilité de son application à rintelligence du monde où nous vivons. De telles spéculations conduisent nécessairement à Texamen de certains phénomènes dont la réalité est affirmée par les spirites. L'auteur présente les arguments de Zollner avec la même conscience et la même mpartialité qu'il a étudié Thexastigme.... Avec trop d'impartialité, dirai-je presque, car on aurait aimé connaître ici la pensée intime de l'auteur.
Les 49 ligures de l'Ouvrage, dont quelques-unes sont plus compliquées encore que celles du Traité élémentaire^ ont été exécutées avec la môme perfection. R. B.
CERTIFICATS DB lATHÉIATIQUES GÉNÉRALES.
Caen.
Ëprëuvk écrite. — I. Trajectoires orthogonales des strophoïdes
a étant arbitraire. Construire une de ces trajectoires [l'équation d*une trajectoire est r* = C'sîn6(i-H îcos^Oi].
II. Etant donnés deux axes rectangulaires OX, OY, on considère un point A, de masse i , assujetti à glisser sur 0\, et un point B, de masse 8, libre de se mouvoir dans le plan OXY. Les deux points s'attirent avec une force égaie à 8 AB : à l'instant initial ils sont au repos, A à l'origine, B en un point Xq = yQ=: 9. Afouvement du système : construire la trajectoire en B.
Épreuve pratique. — Étant donnés trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, sur la parabole
on prend un point quelconque M, par lequel on mène MP parallèle à OZ et égale au double de l'aire comprise entre l'arc OM et sa corde : rectifier la courbe lieu des points P. Calculer l'aire cylindrique w engendrée par les droites MP et comprise entre les arcs OM, OP et la droite M P. En prenant le mètre pour unité de longueur et supposant l'abscisse des points M, P égale à 2, calculer eu à moins de i«"»*.
ds ^ ( f -H - a?« ) dxy
«•> = 7T H (i-har*)»,
wi= i™*,2645.
(Novembre 1906.)
Grenoble.
Composition. — 1® Intégrer le système d'équations différentielles
dx
a* Déterminer une solution particulière telle que, pour t = 0, on ait X = Oy y =^0. Construire pour cette solution particulière la courbe que décrit le point de coordonnées Xy y quand t varie.
3* Détermina: : |i° raire comprise entre cette courbe, l'axe des x et la droite a? = 1 ; 2* l'aire comprise entre la courbe et la droite x =s i.
4° Montrer que, par le point x = iy y = — i, on ne peut mener qu'une tangente à la courbe,
Ëprbuvb pratique. — I. Calculer les coordonnées du centre de gravité de Vaire limitée par la courbe
l'axe des x et la droite a? = ^, lorsque t est compris entre o et I.
Cas particuliers où <= -> /= --=• Que deviennent (es
formules lorsque t tend vers i?
ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
Épreuve écrite. — 1. a et b désignant deux longueurs données (a > 6), et Ox, Oy, Oz étant trois axes rectangulaires, les équations
représentent une ellipse située dans le plan xOy : trouver et construire la courbe (T) lieu des pieds des perpendiculaires abaissées de V origine sur les tangentes à Vellipse, former l'équation de (F) en coordonnées polaires.
2. Calculer l'aire de la portion de plan située à Vinté^ rieur de (F).
3. La courbe {r)est la directrice d'un cylindre dont les génératrices sont parallèles àOz, construire la projection sur le plan xOz de l'intersection de ce cylindre avec une sphère de centre O et de rayon a,
4. Calculer le volume de la poHion de l'espace limitée par ce cylindre et la sphère qui viennent d'être définis.
5. a et b variant de telle sorte que la différence a* — b^ conserve une valeur constante donnée, (T) engendre une famille de courbes; former et intégrer l'équation différentielle des trajectoires orthogonales de ces courbes.
I. Pendule simple dans le vide
II. Un voyageur, qui se trouve dans un wagon en marche, abandonne librement à lui-même, sans vitesse relative^ un point matériel pesant en un point situé sur la verticale médiane du wagon, à 2™ au-dessus du plancher. On demande d^étudier le mouvement relatif de ce point pesant, par rapport au wagon, dans les deux cas suivants :
1** Le wagon a un mouvement uniformément accéléré; son accélération est de o", 5o par seconde, et sa vitesse est de 40'™ à Vheure, à IHnstant même où on Idche le point pesant,
ï* Le wagon se meut avec une vitesse constante de 3o*" à l'heure sur un cercle de 80" de rayon,
(Novembre 1906.)
Montpellier.
Épreuve écrite. — Quantités imaginaires, Représen tation trigonométrique et exponentielle. Formule de . Moivre,
Mettre log nép (a7M-^i) sous la forme X-t-iY, et vérifier que X et\ sont des fonctions de x et y vérifiant V équation de Laplace
oa?* oy^
Partant ensuite du développement de log(i -^ z) en série de Taylor, on y remplacera z par /-(cosô ■+■ tsinO), et Von séparera dans les deux membres la partie réelle de la partie purement imaginaire, ce qui donnera deux développements remarquables. Ces développements sont-ils va~ labiés pour toutes les valeurs de r et de 6.
On fixera ensuite son attention sur celui de ces développements qui ne contient que des sinus, et l'on montrera
que pour r = 1 il représente -> et Von se proposera de re-
trouver directement ce développement en développant - en série trigonométrique*
Épreuve pratique. -— On considère un cercle G et une tangente ON fixes. Par O on mène un rayon vecteur OM et Von projette M «s/i N sur la tangente fixe. On prolonge
OM ife MP = MN. Lieu de P.
Lorsque 6 varie de o* à 90", la courbe (P) enferme audessus de l'axe OC une aire que l'on demande d'évaluer.
(Novembre 1906.)
Toulouse.
Épreuve écrite. — I. L équation d'une droite, rapportée à deux cures rectangulaires Ox, Oy^ est
y^tx-^ t*,
OÙ t désigne un paramètre variable.
Construire l'enveloppe K de cette droite.
Calculer la longueur d'un arc OM de la courbe k, le rayon de courbure au point M.
A désignant le point de la courbe où le coefficient angulaire de la tangente est égal à un, calculer l'aire limitée par l'arc OA et par les tangentes aux extrémités de cet arc.
Supposant ensuite que t désigne *le temps, le point de contact de la droite mobile a un certain mouvement sur sa trajectoire K.
Trouver, à un instant quelconque, la vitesse, l'accélération normale de ce mouvement, et calculer l'énergie cinétique du point à l'instant où il passe en k, en supposant la masse du point égale à |.
(56. ) II. Trouver l'intégrale générale de V équation
d^x dx * • . / *
-T- i-j- -h a? s= C-' sm « -H 4c'.
Épbeuvb pratique. — i"* Calculer la quantité 9 déterminée par la formule
<p= T,o565L — ' -f-9 X lo-"' [' 5o3r j +0,0902
pour t = 326.
2** Calculer ç par la formule approchée
pour la même valeur de la variable t.
3" Trouver l'erreur relative commise en substituant la formule approchée à la form^ule exacte.
Note. — Dans les formules ci-dessus, la notation La indique le logarithme népérien de a,
(Novembre 1906.)
GBRTiPiGATS DE MÉGANiOlIR RATIONNELLE.
Caen.
Épreuve écrite. — L Un point M, de masse i, est assu» jetti à rester sur la surface S définie par les équations
il est attiré vers l'axe des z par une force — r— ; à l'in-
X =i ucQ%^^ j^ = Msini};, z=zm^\
iré vers /'< stant initial, on a
. du mtù d^ (1)
Déterminer le mouvement de M et sa pression sur S. -rlt/i. de Afathémat., 4' série, t. VI. (Décembre 1906.) 36
SOLUTION
d^ . du m^ta
II. Une plaque très mince, homogène, soustraite à l'action de toute force extérieure, a la forme d'un triangle isoscèle OAB dont la hauteur OH, bissectrice de V angle O, est égale à h et la base AB à h /6. La plaque peut tourner autour du sommet O qui est fixe.
Déterminer son mouvement en supposant qu'à l'instant initial elle est animée d'une rotation 2(0 autour d*un axe qui se projette sur OAB suivant OH et fait avec cette droite un angle de 3o".
SOLUTION
Les moments principaux relatifs au point 0 sont proportionnels à 1, a, 3 et Ton est dans le cas simple du mouvement de Poinsot (B = D)..
itpRRUVE PRATIQUE. — Calculer, à o',ooi près, le temps que met un point pesant pour parcourir une circonférence de j"^ de rayon située dans un plan vertical. La vitesse au point le plus haut est i^fg (^ = 9", 809). On demande la vitesse au point le plus bas du cercle*
(Juillet 1906.)
Grenoble.
RiMiEUVE ÉCRITE. — Un losangc articulé, pesant, OABA', est constitué par quatre tiges de même masse M, de même longueur l. L'un des sommets O du losange est fixe; le sommet opposé B décrit la verticale descendante Ozi du point O, Les liaisons sont sans frottement.
On désigne par a 6 l* angle AOA' du losange, par <^ l'angle que fait le plan du losange avec un plan vertical fixe XiOzi.
!• Déterminer le mouvement du système et discuter, dans le cas particulier où la dérivée de ^ par rapport au temps est nulle à l'instant initial.
2° On considère un second système identique au précédentf assujetti aux mêmes liaisons et, en plus, à une liaison nouvelle obligeant le plan du losange à tourner uniformément autour de Oz\, Déterminer le mouvement du système,
(La discussion n*est pas demandéô pour cette dernière question.)
Éprbvve pratique. — Une plaque homogène d'épaisseur négligeable a la forme d'un triangle équilatéral ABC de côté a. Ce triangle est pesant et se trouve assujetti à
sç n\ouvoir dans un plan vertical fixe. En B e/ G sont ifH\Rfçfntés, normalement au plan du triangle, deux clous <^ masses et de dimensions négligeables. Chacun de ces clous est l'axe de deux roues planes infiniment minces, ^circulaires, pesantes, qui lui sont normales et qui sont équidistantes du plan du triangle.
Les quatre roues ont même masse m et même rayon r. Elles s^appuififit sur la surface intérieure d'un cylindre circulaire {fr4^ de rayon, a -\- r dont les génératrices sont normales au plan de la plaque; elles ne peuvent que rouler sans glisser sur les cylindres. Les liaisons sont sans frottement.
Soient AH la hauteur de ABC issue de \y ^ l'angle
de XH avec la verticale descendante Xm, 0' la dérwée de 0 par rapport au temps t.
On demande : i* De trouver le moment d'inertie Ii du triangle ABC relativement à son sommet A;
-i'* De calculer {pour des valeurs de d et 0' supposées connues) les vitesses angulaires des roues par rapport à des axes de directions fixes ;
3® D'écrire V équation du mouvement du système, de déterminer la durée des oscillations infiniment petites autour de la position d'équilibre stable;
4** De calculer les réactions exercées par les clous sur la plaque ABC. On admet que ces réactions sont dans le plan de la plaque, normales au cercle décrit par les points B et C. (Juillet 1906.)
Montpellier.
Éprkuve écrite. — I* Mouvement d'un cône solide^ homogène et pesant, dont le sommet est assujetti à se déplacer sans frottement sur un plan fixe incliné sur l'horizon,
2* Étudier en détail le mouvement et, en particulier, reconnaître si le cône vient toucher le plan fixe, dans les hypothèses suivantes : le rayon de base du cône est égal à \, la hauteur est égale à 2, le eosinus de l 'angle du plan
fixe avec l'horizon est égal à -^- A l'origine du mouve-
ment, l'axe du cône est immobile et perpendiculaire au plan fixe; le cône est animé d*une rotation donnée autour de son are.
Épreuve pratique. — Distribution des vitesses dans un solide en mouvement.
Quel est, à un instant donné, le lieu des points du solide dont les vitesses concourent en un point donné?
(Juillet 1906.)
Rennei.
Épreuve théorique. — Une barre rigide AB, homogène et pesante, peut tourner librement autour de son extrémité A. A Vautre extrémité B s'attache un fil flexible inextensible
et de masie négligeable BOP, qui vient passer en 0 dans un anneau très petit, et retombe ensuite verticalement, supportant un poids P. Tous les éléments restent dans un
même plan vertical; les points fixes K et 0 sont sur une même horizontale, la distance AO est égale à la longueur de la barre; il ny a pas de frottem,ent*
Déterminer les positions d'équilibre et étudier les mouvements possibles du système, en particulier les petits mouvements. Calculer les réactions.
Épreuve pratique. — Centre de percussion d'un rectangle mobile autour d'un de ses côtés AB.
Le rectangle considéré comprend un châssis formé d'un cadre et d'une traverse, qui limitent deux panneaux A'B'G'D', A'B'C'D'.
Le cadre et la traverse ont la même densité p ; les pan-
neaux ont la densité p'= ^ p.
Dimensions
AB = 2", 10, A'B'=i-, B"A' = o",io
Largeur du cadre : o", lo.
BC = o'",8o, B'C'=o'",6o, A'B'=o",8o.
(Juillet 1906.)
Tonloase.
Épreuve écrite. — On donne un cône circulaire droit dont la base repose sur un plan horizontal, dont l'axe SO est vertical et qui est absolument fixe.
' Une roue circulaire dont le rayon est égal à la génératrice SB du cône porte à sa circonférence un canal annulaire de très petite section, dans l'intérieur duquel on a introduit une sphère homogène pesante de masse m, d*un très petit diamètre égal à celui du canal et qui peut glisser sans frottement dans ce canal.
Le centre de la roue s^ appuie sur le sommet S du cône fixe; elle est assujettie à rouler d'un mouvement uniforme sur le cône, son plan restant constamment tangent au cône, de sorte que les rayons de la roue viennent s'appliquer sur les génératrices du cône et les points de la circonférence de la roue sur les points de la circonférence de la base du cône.
On demande d'étudier le mouvement relatif de la sphère dans le canal.
Données : a l'angle au sommet du cône; tu la vitesse an^
(567) ^ulaire de rotation constante du plan de la roue autour de chaque génératrice du cône; R le rayon de la roue; m la masse de la petite sphère mobile; 90 l'angle formé par le rayon SMq de la roue avec V horizontale Sx à l'instant initial.
On supposera nulle la vitesse initiale relative.
Epreuve pratique. — La densité $ en tout point d'une sphère de rayon égal à l 'unité suit la loi
8 = - tf-r^ € = 2,718-28,
r désignant la distance du point au centre.
On demande :
\° La masse totale de la sphère;
2<^ Le moment d'inertie de la sphère autour d'un de ses diamètres ;
3^ En supposant cette sphère animée d'un mouvement
de translation uni/orme de d'unité de longueur par
seconde et d'un mouvement de rotation autour d'un de ses diamètres de un tour en 24 heures, de calculer la distance au centre de la percussion capable de lui communiquer ce double mouvement. (Juillet 1906.)
SOLUTIONS DE OUBSTIONS PROPOSÉES
Soient AIB une corde d'un cercle, AJB un des arcs soustendus, l et J étant les points milieux; M étant un point quelconque de la corde AB, élevons par ce point une perpendiculaire sur cette corde; elle va rencontrer une des
cordes AJ ou JB en un point Mi, AJ si -T-=r- < -* et iB
AB a
si -j^ > -• Procédant sur la corde qui comprend Mi
comme tantôt sur AB et M, on obtient un point M^. On obtient ainsi une suite de points Mi, Mj, . . ., M» qui ont pour limite un point de l'arc AJB, le partageant dans le
rapport -j-^* On demande les coordonnées du point Mj».
A. Pbllbt.
SOLUTION
Par M. LsTiBRCB.
Supposons -jr^ < -; O étant le centre du cercle» prenons
pour axe des x le diamètre OA, pour axe des y le diamètre
perpendiculaire, et soit a = arc AJB. Nous définirons un
point quelconque G de la circonférence par Tangle de OC
avec Orr.
AM, AM» AM
AJ ' AJi "*' AJ,.-i
sont égaux respectivement à
1 aX, 2*X, ..., 9.'tX,
tous inférieurs k -» sauf le dernier, et les points J^ Ju • • •>
(569 J^^.i sont définis par les angles
Les /tt points suivants M^,+i, M^^+s, . . . , M^, sont sur lés droites J,j-iJ^j, Jj,-.iJ,,+i, ..., J,,-iJ,,~i issues de J,.-i ;
les rapports analogues à -^ sont
et les points J^^, J^^+i, ...i J^,-i sont définis par les angles
D'une façon générale, si /i = s^t -4- m, avec o < m 5 njt^ij on voit aisément que le point M» est sur la corde ( J^^^^i Jj^^+m-i ) dont les extrémités sont définies par les angles aXjt et
af Xa-h- ■= — ;p-) ? el que Ton a
Jffc—iM»
= (— i)*a'*(X--Xifc).
Gela étant, en prenant pour unité le rayon du cercle, les coordonnées du point M» sont :
â7 = cosaXjt+( — i)*2'»(X — X^) Jcosa jXjt-i- J — cosaXjt |,
j'rssinaXit-i-C— i)*a'*(X — XA)|sina Xjfc+ ^'~J/ — sinaX* |,
qui peuvent s'écrire ar«cosaXA-4-(-i)*+»2»+HX— X*)sina [Xit^ tli^l sin tll)^,
^ = sinaX* -f- (— i)* a^^» (X - X^t) cosa FXjh- ^^^1
Lorsque n croît indéfiniment, le produit »'»-♦■*( X — X*) reste toujours en valeur absolue inférieur à a, sin ^^^ tend
(570) vers o, et la limite de Mi, est le point de coordonnées
cosaX, sinoX,
qui satisfait bien aux conditions de l'énoncé
AM ^ I
Si -r-^ > -> on considei Ad "2
prendra OB pour axe des x,
c- AM ^ I ... , BM ^ I „
Si -7-^ > - > on considérera le rapport -=r-7- < - et 1 on Ad 2 '^ BA 2
Soit m un nombre impair positif quelconque» Formons la suite
[/m], [/âm], ..., [/(m — i)/n],
en désignant, suivant l'usage, par [x] le nombre entier défini par
i* Dans la suite ainsi obtenue il ne peut y avoir plus de deux termes égaux; 2* La même suite, au contraire, contient des couples de
termes égaux, et le nombre de ces couples ^^M y 1 •
Exemple. — Pour m = 9, la suite est la suivante : 3, 4» 5, 6, 6, 7, 7, 8,
et elle contient 2=7 couples de termes égaux.
(R. Bricard.)
SOLUTION
Par M. Parrod.
I* S'il y avait trois termes égaux, ils seraient consécutifs; on aurait
a*£/i/n<(aH-i)S a»<(A-i-2)/n<(a + i)«, donc
or
a < m — I ; c'est donc impossible.
a** Cette suite renferme des termes égaux, car le nombre des termes est supérieur à la différence des extrêmes plus ?
Il y a donc au moins [^m] — i couples de termes égaux. A deux termes égaux correspondent les inégalités
donc
Or
a«gA/n<(a-»-i)«,
^ ^ /Il — I /n<2a-i-i, a> <
par suite pour ces termes h
La différence de deux termes consécutifs peut être supérieure à I ; on aurait alors, par exemple,
donc
et
a«<(yim<(a-Hi)»,
^ . o ^ /n — 3 m^2a-4-3, al
On a ainsi partagé la suite en deux; la différence de^
extrêmes de la première est '[v^]'+"'» ^^ nombre
des termes est 1 ^ l» I^ différence est le nombre dont il faut augmenter [/m] — i pour avoir le nombre exact des couples
égaux ; on a ainsi
ou
Remarque, — Le théorème est encore exact quand m es
pair. Quand m est un multiple de 4i pour A = -j on a
et
ces deux termes sont égaux, mais aucun de ceux qui les précédent ne sont égaux.
(ISM, p. 96-)
Soient KBCy A'B'C deux triangles. Si les droites AA', BB', ce rencontrent respectivement les côtés a^by c du premier triangle en trois points situés sur une même droite, les points (a, a'), (6, b'), (c, c') se joignent aux sommets A', B', C du second triangle par trois droites concourantes.
SOLUTION
Par M. G. Fontené.
Le triangle ABC étant pris comme triangle de référence, soient
ax -+- a'y -h a'z = o, bx-^ b'y -H b'js = o, ex -+- c'y -h c'js s= o
les équations des côtés du triangle A'B'C. Si Ton désigne par A, A', A% B, B', . . ., les mineurs du déterminant
affectés des sigoes qoî coocerneot le développement de ce détermioant, on a pour les coordonnées da point A', par exemple,
de sorte qoe la droite AA' rencontre le côté BC ou a en un point dont les coordonnées sont O, A', A'; l'bypotbèse de renoncé se traduit donc par la condition
O A' A' BOB
Une droite passant en A' a une équation de la forme P(A2r-f-6>-i-6'-«) +Y(cx-f-c>-hc'^) = 0; elle passe au point (a, a'), si Téquation
-+- P( Aa? -h b'jr -4- 6'^) -h Y(car -h c'y -f- c'z) = o
peut se réduire à j: =0, c'est-à-dire si Ton p^ut a\oir
il faut donc prendre
et l'équation de la droite considérée est
Bibx-i-.by -4- 6'^) -h C(cir ■+- c'y -f- c'z) = o
en écrivant que cette droite et les deux droites analogues sont concourantes, on retombe, comme l'on voit, sur la condition (i).
On démontrerait d'une manière toute semblable le théorème suivant : Soient ABCD, A'B'C'D' deux tétraèdres. Si les droites AX', BB', CC, DD' rencontrent respectivement les plans a, 6, c, d des /aces dupremier tétraèdre en quatre
points situés dans un même plan, les droites (a, a'), (bj b'), ... déterminent avec les sommets A', B', C, D' du second tétraèdre quatre plans qui ont un point commun.
Autres solutions de MM. Paintin, Parrod, Retali, Sicard et
SOKDAT.
NOTB.
Voici une démonstration par Ja méthode de Grassmann de l'extension à l'espace indiquée par M. Fontené. Une démonstration toute semblable s'appliquerait à la question 2035.
Le point de rencontre de la droite AA' et du plan a ou BCD est donné par le produit régressif
AA'.BCD = AA'GD.B-hAA'DB.C-*-AA'BC.D.
En écrivant que ce point et les trois points analogues sont dans un même plan, on obtient la condition
o A A' CD AA'DB AA'BC
BB'GD o BB'DA BB'AG
CC/BD CCD A o GC'AB
DD'BG DD'CA DD'AB o
D'autre part la droite (a, a') est donnée par le produit régressif
B'G'D'.BGD = B'BCD.G'D'-hG'BCD.D'B'-f-D'BCD.B'G',
et le plan passant par cette dn>ile et par Je point A' a pouf expression
B'BGD.C'D'A'-^C'BCD.D'fi'A'-t-D'BGD.B'GA' = B'BCD.6'-+-C'BGD.c'4-D'feGD.i/'.
Kn écrivant que ce plan et les trois plans analogues passent par un même point, on a > , -
o B'BCD G'BÇP D'BCD
A'GDA p G'GDA D'GDA
A'DAB B'DAB o D'DAB
A' ABC B'ABC G ABC o
(575) Si l'on écrit la relation (i)
tT
la relation (2) s'écrit
ce qui revient manifestement au môme.
QUESTIONS
S05d. La parabole inscrite dans le quadrilatère formé par les deux axes d'une conique, la tangente et la normale en un point M de cette conique touche, comme l'on sait, la normale au centre de courbure en M. Trouver le lieu du foyer de cette parabole lorsque le point M se déplace sur la conique.
(A. Pellet.)
2056. Trouver le minimum de la plus courte distance des cercles osculateurs aux sommets situés sur le grand axe ei le petit axe d'une ellipse, pour les ellipses ayant même cercle de Monge ou même axe. (A. Pellet.)
20o7. Si, dans le triangle arithmétique, on multiplie les nombres figurés successifs d'ordre p à partir du premier, par les coefficients successifs du développement de (a: -h a)" à partir de CJ, et si l'on ajoute les /i — ^ -H 1 produits affectés
( «7.6 ) alternativement du signe H- et du signe — , la somme obtenue est nulle pour q^p\ et pour ^ = /? -4- 1 , /? -+• 2, . . . , n, ce qui suppose n'^p^ on obtient les coefficients du développement de far-ha)»-/»-*. G. Fontené.
2058. Dans le triangle ABC, on mène les parallèles Ar, By, Cz à une direction donnée. Démontrer que Taxe d'homologie A(Xfxv) du triangle ABC et xyz touche l'ellipse tangente aux milieux des côtés de ABC en un point a> qui est le centre commun à la conique Q inscrite à ABC en x, y, z et k la conique R inscrite en A, B, G au triangle des droites AX, Bfx, Gv. (P, Sondât.)
IRRATA.
Page 171, ligne 12, au lieu de : (P), l/re : ('(]
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