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S I. — Sur la fonction de six variables, qui est tout à la fois transitive par rapport à trois et à cinq variables, et intransitive par rapport à quatre.
Soient
Q une fonction de six variables x, Mu, 0, w; M le nombre de ses valeurs égales; m le nombre de ses valeurs distinctes.
On aura mM —=1.2.3.4.5.6
ou, ce qui revient au même, (1) m M = 720.
Soit d’ailleurs H, le nombre des substitutions qui renferment / variables et n’altèrent pas la valeur de la fonction Q. Si cette fonction,
étant transitive par rapport à six et à cinq variables, offre plus de deux valeurs distinctes, alors, d’après ce qu'on a vu dans les paragraphes précédents, elle aura 6, 12 ou 24 valeurs distinctes et sera toujours altérée par toute substitution qui déplacera deux ou trois variables;
on aura donc, non seulement .
Fr à H,=0,
mais encore | 7 Réume : 8 Hi
Cela posé, les formules établies dans la séance du ro novembre don-
neront | M=H,+4H;+ H,+ 1, M H,+2H,+ 6, M — , 2H, -+ 30, et l’on en conclura (2) H;=1}1M —10, H= 34, H,=2:M —:15.
Soit maintenant AN EE ON |
une substitution relative aux six variables
et composée de facteurs circulaires dont le premier soit de l'ordre a, le second de l’ordre b, le troisième de l’ordre ce, etc. Soient encore
w,.5...… le nombre des formes que peut revêtir la substitution P,,5.. exprimée à l’aide de ses facteurs cireulaires, lorsqu'on met toutes les variables en évidence, et que l’on s’astreint à faire toujours occuper les mêmes places, dans cette substitution, par des facteurs circulaires de même ordre; R |
sue... le nombre total des substitutions semblables à P,,,c,... qui peuvent être formées avec les six variables æ, y, 3, 4, 6, 4, ...3
le nombre de celles de ces substitutions qui n’altèrent pas la
valeur de Q;
EXTRAIT N° 320. 7 ke... 1e nombre des valeurs distinctes de Q qui ne sont pas altérées par la substitution P, ,.
Puisque, dans l'hypothèse admise, les substitutions qui n’altéreront pas Q déplaceront quatre variables au moins, celles de ces substitutions qui déplaceront quatre ou cinq variables devront être régulières (séance du 8 décembre), et par conséquent circulaires, si elles déplacent cinq variables. On aura donc, non seulement
; Pacte 0, Peur O, mais encore À v fon hs.
On aura, au contraire, H,= h,+ ho,
Fra hs + Ls,3 + R3,2,2 + Ro, é Donc les formules (2) donneront (3) Ri+ has LM — 15, hi 24;
D'autre part, on aura généralement (séance du 15 décembre) (5) MAS x: = Du,b,c,.. LT OR
et les deux nombres Rai: ES CRT
dont le premier sera égal ou inférieur à la limite 5,43... le second égal ou inférieur à la limite »2, ne pourront atteindre simultanément ces deux limites que dans le cas où Q ne sera Jamais altéré par aucune substitution de la forme Pare Enfin les nombres
Du,b,c,…. Oa,b,ce,…..
seront liés entre eux par la formule
(6) Da,b,c,.….. Babe... — m M — 720;
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et, comme on trouvera successivement
RUES Bus Ut) 10 APE. M
o6— 6, Dy,a = (1.2)3? —18, Oa,a,» == (1.2.3)2% — 48, Dy,2 — 4.2 —
on en conclura
Donc la formule (5) donnera
(3) mh,=— 90k;, mhs 2 = 49 Kaas Ml -—=144ks,
(8) mh;—120k5, mhs,3 = 40 K3,3 Mhs,22 — 19Ko,2,ss mMhy,; = 90 k,,2
et les équations (3), (4), jointes à la formule (1), entraineront les
suivantes :
m m (9) 2k,+ Kia 8 — 5 ks= (10) 24 kç+ 8 K3,3 + 3 ka,2,9 + 18k4,2 = 7à — 2m.
Il suit des formules (9) que, dans l'hypothèse admise, c’est-à-dire dans le cas où la fonction Q, étant transitive par rapport à cinq et à six variables, offre plus de deux valeurs égales, 72 doit être divisible par 6. Effectivement, d'après ce qu’on a vu dans les paragraphes précédents, » ne peut être alors que l’un des nombres
6, 12, 24, auxquels correspondent les valeurs
120; 00, 30 du nombre M.
D'autre part, puisque chacun des nombres
HN
est divisible par le facteur 3, il résulte d’un théorème précédemment établi (séance du 13 octobre, page 851 ('), que, dans l'hypothèse
(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 359.
admise, quelques-unes des substitutions (11) PU PU 1 EEE à
qui n’altéreront pas la valeur de Q seront régulières et du troisième ordre. Donc, puisque , est nul, À, et par suite #,, ne pourront s’évanouir. Donc l’une au moins des substitutions r, P, Q, R, ... sera de la forme P,,; et, comme la substitution inverse P;', sera encore de la même forme, nous devons conclure que k,, sera, dans l'hypothèse admise, un nombre pair différent de zéro. Ce n’est pas tout : comme la seconde des formules (8) donne (12) K3,3 — 7e li3,3s
le nombre #,, devra être, ainsi que m, divisible par 3; et même, si l’on supposait rm» — 24, la formule (12), réduite à
ue Ks,3 Là Mer SA3,ss
donnerait pour #,, un nombre divisible par 6. Mais alors, évidemment, la formule (10} ne pourrait plus être vérifiée, puisque le premier membre, égal ou supérieur au nombre
8 Ks,s — 48, surpasserait la différence
Donc il n’est pas possible de supposer 77 — 24.
Concevons maintenant que la fonction Q doive être tout à la fois transitive par rapport à six et à cinq variables, et intransitive pâr rapport à quatre. Alors, d’après ce qui a été dit dans le $ I, le nombre 7x des valeurs distinctes de Q ne pourra être que l’un des nombres
Donc, puisqu'on devra exclure la supposition 77 — 24, on aura néces-
sairement mn #13;
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et par suite (voir la séance du 29 décembre, p. 1405 ("), L,,#, devront s'évanouir. Alors aussi les formules (7), (8), (9), (10) donneront
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(14) hs—=10ok;, 3h3,3—10k3,3; hhsss = D Ka 2h,,2—=19 Kiss (15) Kes=5 à, A0
(16) 24k5+ 8ks,3+ 3 ka,2,2 +18 Ki, = 48.
Des formules (13) et (15) on déduira les suivantes (17) h5 70, h, = 3%,
que l’on pourrait tirer encore des équations obtenues dans le $ E. Ajoutons que des formules (14) et (16) on pourra aisément déduire les valeurs des quantités
hs hs, ha,2,2) hi;
et d’abord, puisque #,., devra être un nombre entier distinct de zéro et divisible par 3, le terme 84,, de la formule (14) sera égal ou supérieur à 24. Donc le terme 184,, devra être inférieur à la différence 48 — 24 — 24. Done le nombre entier #,, devra être inférieur à +; et, comme d’ailleurs il doit être divisible par 2, en vertu de la dernière des formules (14), on aura nécessairement
Ki,2 = 0, hi 410$ en sorte que l'équation (14) se trouvera réduite à (18) 24 ke+ 83 3 kan 48.
D'autre part, si #, différait de zéro, on pourrait en dire autant de #,, et de #,,, attendu qu’une substitution de la forme
a pour carré une substitution de la forme P,,, et pour cube une sub-
stitution de la forme P,,,. Cela posé, comme, en vertu des formules (14), #,,, devra être divisible par le facteur 3, et #4,,,, par le
(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 500.
facteur 4, il est clair que, en supposant #, différent de zéro, on obtiendrait pour premier membre de la formule (18) une somme égale ou supérieure à
Done alors cette formule ne pourrait être vérifiée. On aura donc encore nécessairement |
et par suite l'équation (18) sera réduite à
(19) 8Ks,3 + 34ka,2,9 = 48.
Enfin, il est facile de voir que #4:,2 et k,22 devront être divisibles par 3. En effet, concevons que l’on désigne simplement par la lettre P l’une des substitutions qui, étant de la forme P,,, n’altérent pas la valeur de Q@, et supposons un instant que Q ne soit pas non plus altéré par une certaine substitution ® de la forme P,,,. Les deux substitutions P, ® ne pourront être permutables entre elles. Car si l'on avait
Fr ePr, alors, d’après ce qui a été dit dans la séance du 1** décembre, p. 1197 (‘), &et P seraient de la forme
ER Éd à
s étant une substitution circulaire du sixième ordre; et comme, en
vertu de la formule S=#Bt— CP:
s serait une dérivée des deux substitutions ®, P, la substitution s devrait être elle-même du nombre de celles qui n’altéreraient pas la valeur de Q. Cette conclusion étant incompatible avec l'équation
précédemment établie, on peut affirmer que la substitution & ne sera
(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 439-440.
pas permutable avec P. Par la même raison, ® ne saurait être permutable avec la substitution P?, qui est régulière et du troisième ordre, comme la substitution P. Donc, si l’on pose
(20) ®—pP@P-1, @'—pr@p—+,
on obtiendra pour &’, ®’ deux substitutions distinctes de @. D'ailleurs chacune d'elles, étant semblable à ®, et par conséquent de la forme P,2:,, ne pourra être permutable avec la substitution &. Donc la substitution ”’, évidemment liée à & par la formule
(ar) @"= pRP-,
sera encore distincte de la substitution ®&’. Ce n’est pas tout : comme on tire des formules (20)
(22) P®—@P, ®P—SP, PE—EP, nous devons conclure que, si parmi les substitutions
OU CE à le | RE qui n'altèrent pas la valeur de Q, quelques-unes, (23) M RSR res sont de la forme P,,,, celles-ci, prises trois à trois, vérifieront des équations semblables aux équations (22); et comme évidemment deux systèmes de cette forme ne peuvent renfermer la même substitution @, sans se confondre l’un avec l’autre, il en résulte que le nombre k,,:
des termes compris dans la série (23) devra être divisible par 3. Donc le nombre #,,,,, lié au nombre k,,, par la formule
D Kk3,2,2 = 43,2, devra être divisible, non seulement par 4, mais aussi par 3, et, en
conséquence, par 12. Donc, puisque le produit 84,, doit être égal ou supérieur à 24, l'équation (19), de laquelle on tirera
3k3,2,2 = 48 — 83,37 24, Ko,soz 8,
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ne pourra être vérifiée sans que le nombre #,,,, S’évanouisse. On aura
donc Ka,2,2 = 0, k3 = = 6
et, par suite, en vertu des formules (14), (24) ii; h3,3— 20.
Ainsi, en définitive, si la fonction Q est transitive par rapport à six et à cinq variables, et intransitive par rapport à quatre, les substitutions 1, P, Q,R, ..., qui n’altéreront pas la valeur de Q, scront toutes, hormis celle qui se réduit à l'unité, de l’une des trois formes
P:,3, P;, Pys3 et, comme on aura
(25) ’ À: 20, 1 rene Ÿ 4 his res les divers termes qui, avec l'unité, composeront la suite
CPE UR,
seront 20 substitutions de la forme P, ;,
24 substitutions de la forme P;, 15 substitutions de la forme P,,
D'ailleurs, en vertu des principes établis dans le ST, celles de ces substitutions qui, étant circulaires et du cinquième ordre, c’est-à-dire de la forme P;, renfermeront seulement les cinq variables
Le 68 Lors: Fe M se réduiront aux puissances Q, 0°, Q, Q°
d’une même substitution circulaire Q; et, comme on pourra fixer arbitrairement la forme des lettres propres à représenter les variables qui devront succéder l’une à l’autre, en vertu de la substitution Q, rien n'empêchera d'admettre que ces variables sont précisément |
On pourra donc supposer (26) Q—(7,3.u,v,w).
Soit maintenant R l’une des cinq substitutions qui, étant régulières et du second ordre, c'est-à-dire de la forme P,,, n’altéreront pas la valeur de Q, et renfermeront quatre des cinq variables y, z, u, +, w. D’après ce qui a été dit dans le ST, on pourra déterminer R à l’aide de l'équation symbolique
(27) Rs (ET);
et si, pour fixer les idées, on veut déduire de la formule (27) celle des substitutions R qui ne déplacera, ni la variable æ, ni la variable w,
FE dd A JsuPw
ou, ce qui revient au même,
on aura
Ce n’est pas tout : les quinze substitutions régulières du second ordre qui, étant formées avec quatre des six variables
M Ve du Vi:
n’altéreront pas la valeur de Q, renfermeront trente facteurs circulaires du second ordre. Mais les facteurs distincts de cet ordre, qui peuvent être formés avec six variables, sont au nombre de quinze seulement. Donc, puisque la fonction Q est supposée doublement transitive, c’est-à-dire transitive par rapport à six et à cinq variables, et qu’en conséquence les divers facteurs du second ordre devront tous reparaître le même nombre de fois dans les quinze substitutions régulières ci-dessus mentionnées, chacun d’eux devra toujours appartenir à deux substitutions distinctes. Cela posé, nommons NT
celles des substitutions
HP JON
qui, étant distinctes de R, mais de la forme P,,,, renfermeront, la première, le facteur (y, #), et la seconde, le facteur (3,6). Le dernier facteur circulaire de S ne pourra être que (æ, u); car, s’il différait de (x, u), il renfermerait, avec l’une des variables +, «, l’une des variables 3, #. Or, dans ce cas, le produit RS, qui serait encore l’une des substitutions propres à ne point altérer la valeur de Q, renfermerait seulement trois des six variables
Dé: Y;' M7 TP
et nous avons vu que, dans l'hypothèse admise, chacune des substitutions 1, P, Q, R, ... doit déplacer quatre variables au moins. On aura donc nécessairement
On trouvera de même (30) | (24 )t2, 0)
D'après ce qui a été dit dans le $ I, pour caractériser une fonction des cinq variables y, 3, u, +, æ qui soit intransitive par rapport à quatre d’entre elles, il suffit de dire que cette fonction n’est altérée par aucune des deux substitutions :
Si l’on veut, de plus, que @ soit une fonction transitive des six variables
LT DEEP ARE TUE
alors, comme on vient de le voir, Q devra satisfaire encore à la condition de n’être point altéré par la substitution
ve (z,u)(y, w).
Réciproquement, si cette dernière condition est remplie, la fonction Q, supposée déjà transitive par rapport aux cinq variables y, z, 4, v, #, Sera encore transitive par rapport à æ, y, 3, u, 6, w, puis-
qu'on pourra évidemment faire passer dans cette fonction une variable quelconque à une place quelconque, en vertu de la substitution $, jointe à l’une des puissances de la substitution Q. Il est donc naturel de penser que, si l’on peut former une fonction transitive de cinq ou six variables, qui soit en même temps intransitive par rapport à quatre, on caractérisera cette fonction en disant qu’elle n’est altérée par aucune des trois substitutions
GR
Toutefois, pour que l'existence d’une telle fonction, qui devra offrir seulement douze valeurs distinctes, et par suite soixante valeurs égales, se trouve rigoureusement établie, 1l est nécessaire de prouver que les dérivées des trois substitutions Q, R, S fournissent un système de soixante substitutions conjuguées les unes aux autres. On y parvient en suivant la marche que nous allons indiquer.
D'abord, l’équation (27) pouvant s’écrire comme il suit,
(31) | RQ —Q-'R, on en conclura, en désignant par 2 et # deux entiers quelconques, (32) R# Q2 — Q(-0'4 R£.
Donc les dérivées des substitutions Q, R pourront toutes être présentées sous chacune des formes
En d’autres termes, le système des puissances de Q sera permutable avec le système des puissances de R. Donc, par suite, les dérivées des
deux substitutions Q, R, dont l’une est du cinquième ordre, l’autre du second, seront toutes réductibles à la forme
R#Q’, et formeront un système de solutions conjuguées dont l’ordre sera
D'autre part, les trois substitutions R=(7,#)(3,e), S—(x,u)(y,w), T=(æ,u)(z,v)
forment, avec l'unité, un système de substitutions régulières conjuguées; et, comme deux de ces substitutions donnent toujours pour produit la troisième, en sorte qu’on a, par exemple,
(33) RES T et SRE il en résulte que les substitutions R, S sont permutables entre elles et vérifient la formule
S,— Q'SQ
Alors on trouvera, non seulement
(36) So—S —(z,u)(y,w),
mais encore
| Si—=(z,v)(3,Y), (37) | Ss—=(x,y)(»9, u), S,—=(x,3)(w, 6);
et comme, en faisant croître ou décroître / d’un multiple de 5, on tirera toujours de la formule (35) la même valeur de S$,, il est clair que S, admettra seulement cinq valeurs distinctes, savoir :
(38) So=S,: Sy Sas Sss Se
De plus, comme, en vertu des formules (36) et (35), deux substitutions de la forme S,, S,, quand elles seront distinctes l’une de l’autre, feront passer à la place de æ deux variables diverses, il en résulte qu'une substitution de la forme Sy S;!
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déplacera toujours la variable æ, et ne pourra se confondre avec une dérivée des seules substitutions Q et R. Donc, par suite, aux
dix valeurs du produit R«Q’
renfermées dans le Tableau
tons 0 OR TOO
(39) % | (R, RQ, R9', RO, 0!
correspondront cinquante valeurs du produit R‘ Q’ Sy,
qui seront, non seulement distinctes des substitutions (39), mais
encore distinctes les unes des autres; car, si l’on supposait
on en conclurait Q-1'R-FREQ2—S,S7!,
et cette dernière équation, ne pouvant être vérifiée dans le cas où S,, S, seraient deux substitutions distinctes, entrainerait la formule
PE: Sy.
Donc à deux valeurs distinctes de S, correspondront toujours deux valeurs distinctes du produit
R*Q?S;; et, si l'on multiplie successivement chacune des six substitutions (40) 1, So Si Sa Sa Sù
par les dix termes du Tableau (39), on obtiendra soixante substitutions distinctes les unes des autres, dont chacune se présentera sous
l’une des deux formes (41) R*Q*, R‘Q'5S,
Il reste à faire voir que ces soixante substitutions composent le système entier des substitutions dérivées de Q, Ret S ou, ce qui revient
au même, qu'une dérivée quelconque des substitutions Q, R, S est toujours réductible à l’une des formes (41).
Or, en premier lieu, on tirera de la formule (35), jointe aux équations (32) et (34), non seulement
(42) Sn = Q#S, QT?
et, par suite, (43) Sr Sy+n 07,
mais encore
(44) RS;—=S_,R, RQ?S;—S_,,:», RQ’, et généralement .
(45) REQS = SC in RE Q'.
D'ailleurs, de la formule (45) il résulte immédiatement que, si l'on nomme ? l'une quelconque des substitutions (39), et s l’une quelconque des substitutions (40), tout produit de la forme 98 sera en même temps de la forme s9, les valeurs de 2 et de $s pouvant varier dans le passage d’une forme à l’autre.
En second lieu, une dérivée quelconque T des substitutions Q, R, S pourra toujours être considérée comme le produit de plusieurs facteurs, dont les uns seraient dela forme 9, les autres de la forme s; et, dans un semblable produit, deux facteurs consécutifs 9, 2’ de la première forme pourront toujours être réduits à un seul facteur 9” de cette forme, puisque la substitution 22’ représentera encore une dérivée des substitutions Q et R. Donc, puisqu'on pourra aussi échanger entre eux deux facteurs consécutifs, dont l’un serait de la forme 9, l’autre de la forme 8, en modifiant convenablement leurs valeurs, on pourra toujours, à l'aide de réductions et d'échanges successivement effectués, ramener la substitution T à la forme 98, c’està-dire à l’une des formes (41), si, en désignant par 8, s’ deux des substitutions (40), on peut toujours réduire le produit ss’ à la forme 282,
et, par suite, à la forme 9s. Il y a plus : comme on tire généralement de l’équation (35) (46) Sr Si= Q!Sr_:SQ"!,
il est clair que la substitution T sera effectivement réductible à l’une des formes (41), si l’on peut réduire tout produit de la forme
à la forme 98 ou, ce qui revient au même, à la forme $9. D'ailleurs, si l’on supposait / — o, on aurait
PE Len on
et par suite 8,5 serait effectivement de la forme 89, s et à étant réduits alors à l’unité. Donc, pour constater l'existence de la fonction de six variables qui, étant doublement transitive, offre trois valeurs distinctes, il suffit de prouver que, / étant l’un quelconque des nombres entiers 1, 2, 3, 4, on peut toujours vérifier la formule
en prenant pour s une des substitutions (38), et pour 9 l’une des substitutions (39).
La question, ramenée à ce point, peut être facilement résolue. Pour en obtenir la solution, je commencerai par observer que, s étant une substitution régulière du second ordre, on aura
St— 1, s—t—S$, Donc l'équation (47) pourra être présentée sous la forme
Or, la substitution à étant une dérivée des substitutions Q et R, par conséquent l’une des substitutions qui laissent æ immobile, il est clair que, si l’on peut satisfaire à l’équation (48), ce sera uniquement en prenant pour s celle des substitutions (4o) qui échangera x contre la
variable transportée à la place de æ par la substitution S,S. Cela posé,
comme aux valeurs GES PE. FANS
du nombre / répondront des valeurs de S,S représentées par les substitutions
(æ, u, F) (9 Ps 3), (æ;, 3, U, W, 7) (æ, F,usY; w), (x, u,3) (y; , w), qui font respectivement succéder à x les variables Used EE CU
il est clair qu’à ces mêmes valeurs de / devront correspondre des valeurs de s représentées par les substitutions
S, S,, S4, S, qui ramènent æ à la place des variables M PU
Donc la seule question à résoudre sera de savoir si chacun des quatre
produits SS,S, S,SS, S:5:5, SS,S
se réduit à une dérivée des substitutions Q et R. Or, une telle réduction a effectivement lieu pour chacun des deux produits S,S,S, S;S,S. Car on trouve immédiatement
(49) S,S29 = (7; Z, U, v,#)—Q, S,S3S = (7; W, Ps (PUS Een a
Quant aux deux produits SS,S, SS,s,
qui peuvent encore être présentés sous les formes SSS 4" SES, et qui sont, en conséquence, équivalents aux deux substitutions (u,v)(3,w), (u,3)(7,6),
ils ne sont certainement pas de la forme Q*; mais ils seront de la
forme RQ”, si le produit de chacun d’eux par R se réduit à une puissance de Q. Or, comme on trouve effectivement
ROBE UY, dv, us) QTL RSS,S=(Y,3,.u,v,œ) —0Q, on en conclura (50) SSS=RQT'—= OR, SS$SERUEONX, Donc; en définitive, chacun des produits SS,S, S,9:9; 91939 SS,58
se réduit à une dérivée des substitutions Q, R; et par suite on peut, avec six variables indépendantes,
Ty M MEME,
composer des fonctions qui, étant doublement transitives, offrent douze valeurs distinctes. Ajoutons que, pour caractériser une telle fonction, il suffit de dire qu’elle n’est altérée par aucune des trois
substitutions Q—(y,su,0,w), R=(y,æ)(:,9), S=(x,u)(y,w).
Il y a plus : comme on tire des formules (50) R—SS,8Q — Q-198,8 —QSS,S—SS,SQ-1 et de cette dernière, jointe à l’équation (35),
# R—SQSQ-15Q —Q-180$0Q-1S JI — Q8Q-SQS —SQ-SQS 0, le système des dérivées des trois substitutions Q, R, S se confondra évidemment avec le système des dérivées des deux substitutions Oset 8,
En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante :
THÉORÈME. — Avec six variables indépendantes
on peut toujours composer des fonctions, doublement transitives, qui offrent douze valeurs distinctes; et, pour caractériser une telle fonction, ul suffit de dire que sa valeur n’est pas altérée par les dérivées des deux
substitutions = Cyr, 3,u,0,w), S— (x, u)(ÿ; w).
En terminant ce paragraphe, nous observerons que la formule (51), combinée avec les équations (33), donne simplement
(52) T=QSQ"'SQ—Q-'SQSQ!, et que des deux formules F=QSQ"SQ, T—SQ-'08S0"!,
fournies par l'équation (52), la première entraine la seconde, attendu que, T étant une substitution du second ordre, on a
+, nr *
Observons aussi que des deux formules (49), la première, jointe à la formule (35), entraine l'équation
SS3: 81 = S:S:S—=QS,SSQ-—Q
et, par suite, l'équation | HS = Qt,
qui coincide précisément avec la seconde des formules (49).
$ IV. — Sur les fonctions qui sont à la fois transitives par rapport à six variables indépendantes, et par rapport à cinq ou à quatre de ces variables.
Conservons les mêmes notations que dans le $ III; mais concevons que la fonction Q, déjà supposée transitive par rapport à six et à cinq variables, soit encore transitive par rapport à quatre. Alors, d’après
ce qui a été dit dans le S$ II, le nombre »2 des valeurs distinctes de Q devra se réduire à l’un des entiers
AE Rire D'ailleurs, on pourra effectivement supposer P
mu: ou m5,
puisque, avec un nombre quelconque de variables, on peut toujours former des fonctions symétriques et des fonctions dont chacune offre seulement deux valeurs distinctes. Il reste à voir si l’on pourra aussi
supposer Mn ==>0
et, par suite,
Observons d’abord que, en vertu des principes établis dans le $ I, la fonction Q sera toujours altérée par toute substitution qui déplacera seulement deux ou trois variables, si l’on a »# — 6, et que, dans cette même hypothèse, certaines substitutions circulaires du quatrième ordre déplaceront quatre variables sans altérer Q. Il en résulte
qu’on aura R= 0, ks= 0, h, 50,
et même
Rae 0, puisqu’une substitution de la forme P, aura toujours pour carré une autre substitution de la forme P,,. Par suite aussi les formules (7), (8), (9), (10) du $ HT continueront de subsister, quand on y posera
m=56, en sorte qu’on aura (1) h; =19%, Ahss= 19 K2,2, y 24 Ks, (2) A;—204%, 3h3,3-—=20k3,3, 2 h3,9,9 = D Ka,0,2 he 19 Ke (3) 2Kk,+ ko,2 = 6, KR ts
(4) 24 ke; + 8k3,3-+ 3 k3,9,2 + 184,9 — 60.
En vertu de la seconde des formules (1), #,,, devra être un nombre pair. De plus ,, et par suite #,, devront encore être des nombres pairs, puisque toute substitution de la forme P, a pour inverse une autre substitution de la même forme. Enfin, les conditions
h,> 0, R:,:> 0 entraineront les suivantes :
k,> 0, Ks:5 20
Cela posé, il est clair qu'on ne pourra satisfaire à la première des formules (3) qu’en supposant
(3) rs 2, RE Ver 2,
et que, de ces dernières formules, jointes aux équations (1), (2), (3), on tirera
(6) As 30 Rio, Rs
Comme d’ailleurs toute substitution de la forme P, a, non seulement pour cube une autre substitution de même forme, mais aussi pour carré une substitution de la forme P,,, les formules (6) prouvent évidemment que les substitutions qui, sans altérer Q, déplaceront quatre ou cinq variables, se réduiront aux puissances de quinze substitutions circulaires du quatrième ordre et de six substitutions circulaires du cinquième ordre. Du reste, cette conclusion et les formules (6) elles-mêmes pourraient encore se déduire des principes que nous avons établis dans le $ II.
Passons maintenant aux formules (2) et (4). Après avoir démontré, comme dans le $ IT, que l’on a nécessairement
hs,3> 0, et, par suite, kK,3:>0,
on conclura de la seconde des formules (2) que #,,, est divisible par 3. D'ailleurs, » étant égal à 6, le nombre #,, ne pourrait atteindre la limite 6 que dans le cas où Q ne serait jamais altéré par aucune sub-
OEuvres de C. — S. I, t. X. 4
stitution de la forme P,,, ou, ce qui revient au même, par aucune
substitution de la forme P; | 4
P,, P' étant deux substitutions circulaires du troisième ordre, formées avec des variables distinctes; et cette dernière hypothèse est évidemment inadmissible; car, si elle pouvait se réaliser, alors Q, n'étant altéré par aucune des deux substitutions de même forme
Ph PP ne serait pas non plus altéré par leur produit Pi
c’est-à-dire par une substitution circulaire du troisième ordre, ce qui
serait contraire à l'équation 3 Ve 8 |
précédemment obtenue. Donc #,,, devra être un multiple de 3, supé-
rieur à zéro, mais inférieur à 6, et l’on aura nécessairement (7) | REA. À MS 10.
Cela posé, la formule (4) donnera
2h ke + 3Ka,0 9 +- 184,,2 — 36
ou, ce qui revient au même, (8) 8kç + Ka,o,2 + 6K,,2—12.
D'autre part, le nombre #,, devra nécessairement s’évanouir. Car, s'il ne se réduisait pas à zéro, alors, parmi les substitutions qui n’altéreraient pas Q, on trouverait une substitution de la forme P,, ou, ce
qui revient au même, de la forme P,P», P,, P, étant deux substitutions circulaires et permutables entre elles,
l’une du quatrième ordre, l’autre du second. Alors aussi Q ne serait
pas altéré par le carré P°
. EXTRAIT N° 320. | 27 de la substitution P, P,. Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, il ne serait pas non plus altéré par les substitutions circulaires du quatrième ordre
PR re dont les carrés se réduisent à P°, ni même par la substitution P,, équivalente au produit de P,P, par P;', ce qui serait contraire à la for-
mule précédemment établie ho = 9:
On aura donc encore h,,2 25:09: k,
en sorte que la formule (8) pourra être réduite à (9) She ke se 12
Ce n’est pas tout : comme le nombre #,,, ne peut surpasser Île nombre m—6, on ne pourra, dans la formule (9), réduire #, à zéro. Done, pour vérifier cette formule, il faudra nécessairement
supposer RE RP En
et, par suite, eu égard aux formules (2), (10) As = 20 h3,2,2 = 10.
_ Ainsi, en définitive, si la fonction Q, étant transitive par rapport à six, à cinq et même à quatre variables, offre six valeurs distinctes, les substitutions
te HR CCR R, :...;
qui n’altéreront pas la valeur de Q, seront toutes, hormis celle qui se réduit à l’unité, de l’une des formes
P;, P3,3 P,,2, Pi: Ps; P;,25 et, comme on aura
he== 40, h3,3— 20, Ra,2,2 = 10, (12) h;=— 24,
h—=30, hs—1,
les divers termes qui, avec l'unité, composeront la suite
seront 20 substitutions de la forme P,,
20 substitutions de la forme P, ;, 10 substitutions de la forme P, ;, 24 substitutions de la forme P,;, 30 substitutions de la forme P,, 19 substitutions de la forme P,..
D'ailleurs, toute substitution de la forme P, a, non seulement pour cinquième puissance une autre substitution de même forme, mais aussi pour carré et pour quatrième puissance, deux substitutions de la forme P,P,, et, pour cube, une seule substitution de la forme P, , .. Or, de cette remarque, jointe à celles que nous avons déjà faites, il résulte évidemment que, dans l'hypothèse admise, les termes de la série (11) se réduiront aux diverses puissances de dix substitutions circulaires du sixième ordre, de six substitutions circulaires du cinquième ordre, et de quinze substitutions circulaires du quatrième ordre.
Concevons à présent que, pour abréger, l’on nomme ARR + AE
trois substitutions circulaires prises parmi celles qui n’altèrent pas la valeur de Q, la substitution P étant du sixième ordre, Q du cinquième ordre, et R du quatrième seulement. Comme on pourra disposer arbitrairement de la forme des lettres propres à représenter les variables qui devront succéder l’une à l’autre, en vertu de la substitution P, rien n'empêchera d'admettre que ces variables soient respectivement
Lis or Ps, On pourra donc supposer (13) Pr; PE, r,w), D'ailleurs, » étant égal à 6, si l’on nomme
(14) 1% Cor ms
les substitutions conjuguées qui n’altéreront pas Q considéré comme fonction des seules variables
le nombre des substitutions 1, &, 2, &, ..., représenté par le rapport
ES ES 120 — = —— — 20, m 6
sera précisément égal au nombre 2, des substitutions (15) AS rie y
qui, étant de la forme P,, c’est-à-dire circulaires et du sixième ordre, n'altéreront pas la valeur de Q considéré comme fonction de x, y, 3, u, , w. Donc, en vertu d’un théorème établi dans la séance du 15 décembre, page 1293 (‘), les substitutions
HS, A, seront celles que l’on déduit des expressions symboliques . P PR on (e) (b) (e) lorsque, après avoir exprimé chacune des substitutions RS
à l’aide des diverses variables placées à la suite les unes des autres, en assignant toujours la première place à la variable +, on réduit
Ps FF", à de simples arrangements. Donc, puisque la série (15) renfermera
nécessairement le terme P-', un des termes de la série (14), représenté par l'expression symbolique
| Er)
(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 473.
se réduira simplement à
rs 2 (y; w ) (3,9);
TYZzUVW et par conséquent Q, considéré comme fonction des quatre variables LE MP ne sera point altéré par la substitution régulière du second ordre (7: æ)(3, v).
Mais, comme on l’a vu, toute substitution régulière du second ordre qui n’altérera pas Q, devra être le carré d’une substitution R cireulaire et du quatrième ordre, comprise elle-même dans la série (T1). On pourra donc supposer
D'ailleurs, des deux substitutions (7,2,,v), (7,9,w,3),
qui représentent les deux valeurs de R fournies par l'équation (16), l’une étant le cube de l’autre, l’une et l’autre devront fæire partie de la suite (11). On pourra donc prendre pour R l’une quelconque d’entre elles, et supposer, par exemple,
Il sera maintenant facile, non seulement de trouver une substitution Q du cinquième ordre qui soit une dérivée des substitutions Q et R, mais encore de constater l’existence de la fonction transitive de six variables qui offre six valeurs distinctes. On y parviendra en effet, très simplement, à l’aide des principes établis dans la séance du 8 décembre, ainsi que nous allons le faire voir.
Les cinq puissances de P distinctes de l'unité, savoir
P=(z, 7,4; 0, mx PT PU P!, font succéder respectivement à la variable x les cinq variables
V5 sr Ua Ho SW
auxquelles succéderaient, en vertu de la substitution R = (y, z, æ, 6), les variables
et, comme ces dernières succéderaient elles-mêmes à æ, en vertu des
substitutions 4 pa. Pr, Pi, P, P:,
il en résulte que, si l’on pose
(18) RP — PS, PATENT, NP PRE ee PY,, RP'=PIW. chacune des substitutions
MP DO YEN
laissera la variable x immobile. Effectivement, les valeurs de ces dernières substitutions, déterminées par les équations (18), ou, ce qui revient au même, par les suivantes
ON NPD RER Um P'RP*, V—P'RPESN = PrRP", seront respectivement (21) (Ys u,w,0, 3), (Ys p) (u, w), (rs ?, w, 3), Er u) (3, w), 4 3, V, W, u).
D'ailleurs, chacune des substitutions S, T, U, V, W, étant une dérivée de R et de P, n’altérera pas Q. On pourra prendre pour Q l’une des substitutions du cinquième ordre
S —(7,u,w,v,2), W=(7,23,9,#, 4) qui sont inverses l’une de l’autre. Si, pour fixer les idées, on pose Q=(7y,u,w,v,3) ou, Ce qui revient au même, (22) dis, 7,uw,rv)}=P'RP, on aura
Ajoutons que la substitution
U—(7,#,w,3) sera évidemment l'inverse de la substitution
R=— (7,3, ",9), de sorte qu'on aura encore (24) UrR”, Ainsi, les trois substitutions
A Fa. À
seront trois dérivées des substitutions Q et R.
D'autre part, s’il existe réellement une fonction Q de x, y, 3, u,v,w, qui soit doublement transitive et offre six valeurs distinctes, alors, en vertu des principes établis dans le $ III, les vingt substitutions qui n’altéreront pas Q considéré comme fonction des cinq variables
devront se réduire aux dérivées des deux substitutions Q—=(: y,u,w,v), H=(Y,:,w,0),
dont l’une est du cinquième ordre, et dont l’autre, étant du quatrième ordre, vérifie les équations symboliques
n(Géimte(6}æ (1)
Donc alors les substitutions T et V devront être, aussi bien queS, V, W, des dérivées de Q et de R.
Réciproquement, si T et V se réduisent à des dérivées de Q et de R, alors le système des substitutions
fée KO CR PE |
et de leurs dérivées, étant réduit au système des dérivées de Q et R, sera du vingtième ordre; et par suite, en vertu des principes établis
dans la séance du 8 décembre (vorr le théorème IT de la page 1251 ("), les dérivées diverses des deux substitutions P et R formeront un système dont l’ordre sera représenté par le produit
6:90 22 120, Donc alors la fonction Q de æ, y, z, u, v, w, qui ne sera point altérée par les substitutions P, R, offrira cent vingt valeurs égales et six valeurs distinctes.
Donc, en définitive, la seule question à résoudre est de savoir si les deux substitutions Pepe) Cum © V = (y;u)}(r#) se réduisent à des dérivées des substitutions Q et R. Or, comme des cinq variables NRA Ti Ve æ et y sont celles qui prennent la place de w, en vertu des substitutions T et V, il est clair que, pour obtenir à la place de T et V deux substitutions qui laissent immobile la variable &, il suffira de multiplier T et V par les deux puissances de Q qui font succéder « à w et à y, c’est-à-dire par Q*' et Q. Done les substitutions OR: QY renfermeront seulement les quatre variables Ds ts AP, et chacune d’elles ne pourra être dérivée de Q et R, que dans le cas où elle deviendra une puissance de R. Donc la question est de savoir si QUES ON se réduisent à des puissances de R. Or cette réduction a effectivement lieu ; car on trouve QUT—= (7, w) (sv) =R, QV—(y,w) (3,9) =R' et, par suite, (25) T=QR, V—OQ-'R:
(1) Œuvres de Cauchy, S.1,T. IX, p. 462.
OEuvres de C.— S.1,t. X. ; (4
Donc T, V seront, aussi bien que RL N,
des dérivées de Q, R, ou même, eu égard à la formule (22), des dérivées de P, R; et l’on peut énoncer la proposition suivante :
TaéorÈme. — Avec six variables indépendantes Ds: Vs tar Ur: Vs
on peut toujours composer des fonctions, triplement transitives, qui offrent seulement six valeurs distinctes. D'ailleurs, pour caractériser une telle fonction, il sufiit de dire que sa valeur n'est pas altérée par les dérivées des
trois substitutions circulaires PE (x 7,4 40.08 Q(a7, 8 vw), Rip s,.4v)
ou, ce qui revient au même, par les dérivées des deux substitutions P et Q ou Pet R; attendu que les deux substitutions Q, R sont liées l’une à
l’autre et à la substitution P par la formule
| Q-— P'RP, de laquelle on tire RP=P10 et niP'OPE
M. Hermite, dans les recherches que nous avons mentionnées, avait déjà rencontré des fonctions transitives de six variables, qui offraient six valeurs distinctes. Désirant comparer le résultat qu'il avait obtenu avec celui que je trouvais moi-même, je lui ai demandé comment il s’y prenait pour construire de telles fonctions; sa réponse a été la règle que je vais transcrire.
Pour obtenir une fonction de six variables indépendantes
“ D M hr AE LE 4
qui, sans être symétrique par rapport à cinq d'entre elles, offre six valeurs distinctes, prenez une fonction symétrique s des trois quantités
EXTRAIT N° 321. 39 la fonction f(x, y) étant elle-même symétrique par rapport à x et y; puis appliquez à la fonction s la substitution circulaire (zx, 6, Ÿ» Ô, £, 6)
et ses puissances. Vous obtiendrez cinq valeurs distinctes
de s; et, si vous nommez
une fonction symétrique des cinq valeurs distinctes de s, Q sera effectivement une fonction qui, sans être symétrique par rapport à cinq des variables indépendantes «, 6, y, à, e,t, aura seulement six valeurs distinctes.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur un nouveau caleul qui permet
de simplifier et d'étendre la théorie des permutations.
C.R., T. XXIE, p. 53 (12 janvier
L'adoption des lettres caractéristiques 4 et à, employées par Leibnitz et par Lagrange pour représenter les différentielles et les variations des fonctions, a, comme on le sait, ouvert aux géomètres des voies nouvelles, et donné naissance à de nouveaux calculs. Effectivement, le Calcul infinitésimal a permis de résoudre des problèmes qui dépassaient autrefois les forces de l'Analyse, et l'intégration des équations différentielles a fourni des résultats qu'on ne pouvait atteindre en s'appuyant sur la seule résolution des équations algébriques.
L'adoption d’une seule lettre caractéristique employée pour indiquer une substitution, c'est-à-dire un échange opéré entre les diverses variables que renferme une fonction donnée, me paraît offrir, dans la théorie des permutations, des avantages analogues à ceux que pré-
sente emploi de la caractéristique d ou à dans les calculs que je viens de rappeler. Déjà, dans mes précédents Mémoires, on a vu comment, à l’aide d'équations symboliques qui renferment seulement les lettres caractéristiques de diverses substitutions, on peut arriver à découvrir les propriétés mystérieuses et cachées de certaines fonctions, et à établir, pour la recherche de ces propriétés, des méthodes générales qui semblent devoir contribuer notablement aux progrès de l'Analyse mathématique. Mais, pour tirer de la nouvelle notation tout le parti possible, 11 convenait de faire encore un pas de plus, et il fallait introduire les lettres caractéristiques des substitutions, non seulement dans les équations symboliques dont j'ai parlé, mais encore dans les équations mêmes par lesquelles des fonctions diverses se trouvent liées entre elles. On verra, dans le présent Mémoire, comment eette introduction s'effectue, et combien elle peut être utile, soit pour découvrir les propriétés des fonctions de plusieurs variables indépendantes, soit pour construire des fonctions qui jouissent de propriétés données, et offrent un nombre donné de valeurs distinctes.
$S I. — Considérations générales.
Soient s une fonction de 2 variables indépendantes æ, y, z,... et$ l’une quelconque des substitutions qui peuvent être formées avec ces variables. Je désignerai par la notation
Ss
la valeur nouvelle que recevra la fonction s quand on lui appliquera la substitution S. Si, pour fixer les idées, on prend
FSI 1;5, 49) et
on aura DE HT; at; 0,4)
Si l’on prenait, en particulier,
s— 22354 uv’,
on trouverait Ss— y3? ri + pt ui.
Soient maintenant HE UE
diverses fonctions de
liées entre elles et à une autre fonction Q@ par une équation de la forme
(1) dette En désignant toujours par S une des substitutions que l’on peut former avec les variables æ, y, 3, ..., on aura (2) DSC RUDX, SY, S2,.::) Soit enfin (3) PR un système de substitutions conjuguées, de l’ordre M; et supposons que | (4) X, Y» 2
représentent précisément les valeurs distinctes acquises par la fonc-
tion x quand on lui applique les substitutions 1, P, Q, R, ...; de sorte
que x, v,z,.. se confondent avec les termes distincts de la série
(5) Pr Qu REX, Si l’on prend pour $ l’une quelconque des substitutions
1; P, Q, R, res la série
(6) Ds 0, SR
aura pour termes les termes de la série (3), rangés dans un nouvel ordre; et, par suite, il suffira aussi de ranger dans un nouvel ordre les termes de la série (5) pour obtenir la suivante
(7) Sx, SPx, SQx, SRx,
D'ailleurs, P, Q, S étant des termes quelconques de la série (3), de deux équations de la forme
PO, SPx — SOXx,
la première entrainera toujours la seconde et réciproquement; et il en sera encore de même si dans ces deux équations on substitue à x une fonction quelconque, par exemple un quelconque des termes de la série (4). On doit en conclure qu'aux termes égaux ou inégaux de la série (5) correspondront des termes égaux ou inégaux de la série (7). Donc, si l’on nomme v le nombre des termes égaux à x dans la série (5), v sera encore le nombre des termes égaux à Sx dans la série (7), ou, ce qui revient au même, dans la série (5), puisque ces deux séries offrent les mêmes termes, diversement rangés; donc le nombre des termes égaux à x, dans la série (5), sera encore le nombre des termes égaux à Px:= y, le nombre des termes égaux à Qx —z, etc.; et le nombre total 4 des termes divers de la série (5) sera le produit du facteur y par le nombre des termes distincts. Donc, si l’on désigne
-par & ce dernier nombre, on aura 8 M = puy.
be
I y à plus : aux & termes distincts
de la série (5) correspondront y termes distincts (9) à _j PS. AE #
de la série (7); et, par conséquent, les termes de la série (9) se confondront avec les termes de la série (4), rangés dans un nouvel ordre. Donc le second membre de la formule (2) sera la valeur qu'acquiert la fonction
ENT, ) quand on échange entre elles, d’une certaine manière, non plus les variables æ, y, z, ..., mais les variables x, y, z, ..., c’est-à-dire quand
on applique à la fonction Q une certaine substitution 8 formée avec les variables x, y, z, .... Cela posé, l'équation (2) donnera
(10) sU-60
La formule (ro), qui subsistera quelle que soit la fonction Q, est évidemment analogue aux équations qui, dans le Calcul différentiel, résultent des changements de variables indépendantes. Si, dans cette même formule, on fait coincider successivement S avec les divers termes de la série (3), les valeurs correspondantes de $, représentées par les termes d’une autre suite
(11) NU. NAS IET seront ce que deviennent les substitutions R,
quand on les exprime, non plus à l’aide des variables æ, y, 3, ..., mais à l’aide des variables x, v, z, ...; et, puisque la série
RQ R,
renferme toutes les dérivées d’une ou de plusieurs des substitutions P, Q,R,...,ilest clair que la suite
Y, À , AR
renfermera toutes les dérivées d’une ou de plusieurs des substitutions ®, », &, .... Donc la série (11) offrira, comme la série (3), un système de substitutions conjuguées. Seulement, plusieurs termes de la série (11) pourront être égaux entre eux. Soit À le nombre de ceux qui se réduiront à l'unité, et nommons toujours
S, 8 deux termes correspondants, pris au hasard dans les séries (3) et(rr).
Puisqu'il suffira d'exprimer les substitutions P, Q, R, ... à l’aide des variables x, y, z, ..., pour transformer les termes des séries (3) et (6)
en ceux que renferment la série (11) et la suivante (12) BUS A,
il est clair que la série (12) aura pour termes les termes de la série (rt), rangés dans un nouvel ordre. Donc le nombre À des termes égaux à l'unité sera encore le nombre des termes égaux à 8, c’est-à-dire le nombre des termes égaux à l’une quelconque des substitutions ®, 9, 8, .….., non seulement dans la série (12), mais aussi dans la série (11). Donc le nombre total W des termes de la série (11) sera le produit du facteur À par le nombre des termes distincts. Donc, si l’on désigne par at ce dernier nombre, c’est-à-dire l'ordre du système des substi-
tutions conjuguées , US HART PNR RNA
on aura
Le nombre À des valeurs de s qui se réduisent à l'unité est aussi le nombre des valeurs de $ qui vérifient les équations simultanées
ARRET FRE ES (14) XX LOT S
ou, ce qui revient au même, le nombre des valeurs de S qui vérifient les équations simultanées
(15) SET D Ye, 1} Écrk à D'ailleurs, comme deux équations de la forme SÉEL DE x entraînent une troisième équation de la forme LS re
quelle que soit la fonction x, il est clair que les valeurs de S propres à vérifier simultanément les équations (15) composeront un système de substitutions conjuguées. Si l'unité était la seule valeur de S qui püût
EXTRAIT N° 321. ki
vérifier ces mêmes équations, on aurait simplement
et, par suite,
M= HN
Donc alors l’ordre du système des substitutions conjuguées HP GE
se réduirait à l’ordre du système des substitutions conjuguées
he neo 6
Si Q, considéré comme fonction de æ, y, 3, ..., n’est point altéré par la substitution $S, alors évidemment la substitution $ n’altérera pas non plus Q considéré comme fonction de x, y, z, .... Réciproquement, si Q, considéré comme fonction de x, y, z, ..., n’est pas altéré par la substitution 8, en sorte qu’on ait
(17) 8Q — Q, l'équation (17), jointe à la formule (10), entrainera la suivante : (18) SQ èe ©.
Donc alors Q, considéré comme fonction de æ, y, z,..., ne sera point altéré par la substitution S. Donc, par suite, si Q' n’est altéré par aucune des substitutions
E æ, Ÿ, R, ..., il ne sera pas non plus altéré par aucune des substitutions T, LE Q, R,
C'est ce qui arrivera, en particulier, si Q est une fonction symétrique des variables x, y, z, ..., puisqu’alors il ne pourra être altéré par aucune substitution s relative à ces mêmes variables. Observons encore que, si, S étant toujours un des termes de Ja Œuvres de C. i SEX 6
série (3), on nomme à l'ordre de la substitution S, et : l'ordre de
la substitution s, l’équation pat
entrainera la suivante rs i.,
et que, en vertu de cette dernière, l’ordre : de La substitution s devra être un diviseur de z.
Soient maintenant
(19) s) UieN:iN des substitutions qui n’altèrent pas la valeur de x considéré comme
fonction de æ, y, z, ..., et supposons le système des substitutions (19) permutable avec le système des substitutions conjuguées
ST
les valeurs de T et de S pouvant varier dans le passage d’une forme à l’autre; et, sous'la même réserve, toute expression de la forme
TSx
sera en même temps de la forme
ST x.
Donc les divers termes de la série (20) 6 Au à PE à RRES qui se confondront avec ceux de la série
(21) PS EP SROR,
seront tous de la forme | ST x
ou, ce qui revient au même, de la forme
Sx,
puisque T représente, par hypothèse, une substitution qui n’altère pas la valeur de Q. Donc chaque terme de la série (20) sera en même temps un terme de la série (4), et l’on peut énoncer la proposition suivante :
THÉORÈME. — Soient X, Y» 2, les valeurs distinctes qu'acquiert une Jonction x des n variables x, Ys
z, ... lorsqu'on lui applique successivement les substitutions conjuguées RP QURS:
el supposons le système de ces substitutions permutable avec un autre SYStème de substitutions conjuguées où non conjuguees ne VE W, Alors” Mr, Lo seront encore les valeurs distinctes qu'acquerra la fonction x, en vertu des substitutions U, V, W, .….
S IL. — Sur la formation de fonctions qui offrent un nombre donné de valeurs égales ou un nombre donné de valeurs distinctes.
Soit Q une fonction donnée de » variables indépendantes *?
T, Vs 3;
Comme nous l’avons déjà remarqué dans la séance du 6 octobre dernier, si certaines substitutions n’altèrent pas la valeur de Q, toutes les dérivées de ces substitutions jouiront de la même propriété, et par suite si l’on nomme
HP, QAR
les substitutions diverses qui n’altéreront pas la valeur de la fonction Q, celles-ci formeront toujours un système de substitutions conjuguées, dont l’ordre M sera précisément le nombre des valeurs égales de Q. Quant au nombre »2 des valeurs distinctes de Q, il sera déter-
miné par la formule mM = N,
la valeur de M étant Nirsh air
Concevons maintenant que, M désignant l’ordre d’un certain sys-
tème de substitutions conjuguées (1) PEL PR: FU AAA
on demande une fonction qui possède la double propriété de n'être altérée par aucune de ces substitutions et d'offrir M valeurs égales. On résoudra facilement ce problème en suivant la marche que nous allons indiquer.
Soient
(2) X, Ys 2, les valeurs distinctes qu’on obtient pour une certaine fonction x de n variables æ, y, 3, ..., en lui appliquant les substitutions (1), et supposons cette fonction x tellement choisie que la série (3) PR 1% 10 renferme au moins un terme non compris dans la série (2), quand on prend pour T une substitution non comprise dans la série (1). Enfin, soient | (4) 1, %, ?Q, R, ...
ce que deviennent les substitutions
Hs DR quand on les exprime, non plus à l’aide des variables æ, y, 3, ..., mais à l’aide des variables x, y, z, .... Si l’on prend
EXTRAIT Ne 321. k5
F(x, Y,Z,...) étant une fonction de x, y, Z, ... qui ne soit jamais altérée par aucune des substitutions (4), alors Q, considéré comme fonction de æ, y, z, ..., ne sera pas non plus altéré par aucune des substitutions (1). Donc le nombre des valeurs égales de Q sera # ou un multiple de M. Mais, d’autre part, en désignant par T l’une quelconque des substitutions non comprises dans la suite (1), on tirera de la formule (5)
(6) EM ETIL ENTER A Cela posé, comme des produits LE VAT Le L'ORP UT
l’un au moins sera, dans l'hypothèse admise, distinct de tous les termes que renferme la suite (2), le second membre de l’équation (6) sera généralement distinct de Q, et ne pourra se réduire à Q que dans certains cas spéciaux, c’est-à-dire pour certaines formes particulières de la fonction F(x, y,z,...) [voir la séance du 6 octobre, page 793 (‘)]. Donc la fonction Q, déterminée par l’équation (5), offrira généralement M valeurs égales, et par conséquent le nombre m» de ses valeurs distinctes sera déterminé par la formule mM=N ou LES "à Les conditions auxquelles nous avons supposé que les deux fonctions x et F(x, y,z,...) demeuraient assujetties peuvent être évidemment remplies de diverses manières, dont quelques-unes méritent d’être remarquées; et d’abord, il est clair que la fonction F(x, y,z, ...) ne sera jamais altérée par aucune des substitutions (4), si elle est symétrique par rapport aux variables x, y, z, .... On peut donc prendre, pour second membre de l’équation (5), une fonction symétrique de ces variables, quoique en général on n’y soit pas obligé. En second lieu, tous les termes de la série (3) seront étrangers à la série (2), et, par suite, x remplira la condition précédemment
(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T.IX, p. 337-338.
énoncée, si l’on prend pour x une fonction de æ, y, z, ... choisie arbitrairement parmi celles dont toutes les valeurs sont inégales. Alors la règle que nous venons de tracer pour la détermination d’une fonction Q qui offre M valeurs égales se réduira simplement à la règle que nous avons indiquée dans la séance du 6 octobre dernier.
Au reste, il n’est pas absolument nécessaire de choisir x de telle sorte qu'un ou plusieurs termes de la série (3) deviennent étrangers à la série (2) quand on prend pour T une substitution non comprise dans la série (1). En effet, supposons que cette condition cesse d’être remplie, et qu’en conséquence les termes de la série (3) se confondent avec les termes de la série (2) rangés dans un nouvel ordre quand on prend pour T cértaines substitutions
(7) ; U, +) W, rion comprises dans la série (x). Soient d’ailleurs (8) À, Y, ®,
ce que deviennent les substitutions (7) quand on les exprime, non plus à l’aide des variables æ, y, z, ..., mais à l’aide des variables x, y, Z,.... Si la fonction x est telle que tous les termes de la série (8) soient étrangers à la série (4), alors, pour obtenir une valeur de Q qui offre généralement M valeurs égales, il suffira de recourir à l’équation (5}et de réduire F(x, y, z,...) à une fonction de x, y, z, ,.., qui, n'étant jamais altérée par aucune des substitutions (4), soit, au contraire, toujours altérée par chacune des substitutions (8).
Il importe d'observer que les formules et les calculs auxquels on est conduit par la marche ci-dessus tracée se simplifient quand on prend pour x une fonction de æ, y, 3, ... qui jouit de la propriété de n'être pas altérée par une ou plusieurs des substitutions P, Q, R, ....
Diverses applications des principes exposés dans ce Mémoire formeront le sujet d’un nouvel article.
EXTRAIT Ne 322. u?
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Applications diverses du nouveau caleur dont les principes ont été établis dans la séance nrécédente.
C.R., T. XXII, p. 99 (19 janvier
Considérons z variables diverses +, y, 3, u, », .... Le nombre total N
des arrangements que l’on pourra former avec ces variables sera déterminé par la formule
| oct 2€ De. RES À Soit d’ailleurs s une fonction linéaire de æ, y, 3, ... déterminée par une équation de la forme (1) S—at+by+cz+....
Les diverses valeurs de cette fonction seront toutes égales entre elles, et par suite la fonction sera symétrique, si les coefficients a, b, ce, sont tous égaux entre eux. Si, au contraire, plusieurs coefficients sont inégaux, la fonction s offrira plusieurs valeurs distinctes dont le nombre sera facile à calculer. Enfin, si tous les coefficients sont inégaux, les N valeurs de la fonction s seront toutes distinctes les unes des autres.
‘Concevons maintenant que & étant une racine de l’équation
(2) mt,
on réduise les coefficients
aux divers termes de la suite (3) MM sie UE, La formule (2) donnera
(4) S—=æ2+ay +az+....
Soit d’ailleurs
(5) ds € 2 €: M ES à On aura (6) Ps=y+asz+au+...,
et, par conséquent, (7) Per
puis on en conclura
Psr— (Ps) © œ ou, ce qui revient au même, (8) Prior,
Lorsque « représente une racine primitive de l’équation (2), alors les n termes de la série (3) étant tous inégaux entre eux, la fonction s déterminée par la formule (4) offre N valeurs distinctes. Mais comme, en vertu de la formule (8), s’ représente une fonction qui n’est plus altérée par la substitution P, cette dernière fonction offre évidemment autant de valeurs distinctes qu’il y a d’unités dans le rapport
ee en 2 PS À, D à PR
Concevons à présent que, & étant une racine primitive de l’équa-
tion (2), on élève la fonction s à une puissance quelconque dont le degré / soit un nombre premier à », et désignons par
Apr Li, 0. V,
les diverses fonctions de +, y, 3, u, v, ... qui, dans le développement de s’, se trouvent multipliées par les divers termes de la suite
l 21 30 1, @œ, ot, , ...,
en sorte qu'on ait
On tirera de la formule (7)
Pas (Ps)'= pu
et par conséquent, eu égard à l'équation (9), (10) Ps'= y + az + «lu +....
Or, de la formule (10) comparée à l’équation (9), il résulte évidemment que la substitution P a pour effet de transformer x en y, y en z, zenu,.... Donc, si l’on représente par
RENE
une fonction quelconque de x, y, z, ..., la substitution P appliquée à la fonction Q produira le même effet que la substitution (x, v, z, ….). En d’autres termes, si l’on pose
(12) For Viz, ,..),
® ne sera autre chose que la substitution P exprimée, non plus à l’aide des variables données æ, y, 3, ..., mais à l’aide des nouvelles variables x, y, z, ….; de sorte que, en désignant par Q une fonction quelconque de ces nouvelles variables, on aura
PA —@Q
Ce n’est pas tout : si, en nommant r l’un quelconque des nombres premiers à », et p un entier choisi de manière à vérifier la formule
(14) rp=I (mod. ),
on remplace & par af dans le second membre de l'équation (4), on obtiendra une nouvelle valeur de s, qui sera précisément celle à laquelle on parvient quand on substitue aux variables dont les rangs, dans la série
ŒEuvres de C.— S. 1, t. X. 7
celles dont les rangs sont représentés par les nombres FLAN ER,
Donc la nouvelle valeur de s sera précisément celle qu’on obtient quand on applique à s la substitution Q relative aux seules variables
he 29 9
et déterminée par l'équation symbolique
à /P' (15) Q me (p ): D'autre part, comme la substitution Q relative aux seules variables 7,3, .…, et déterminée par la formule (15), produira sur s, et par suite
sur s’, un effet identique avec celui qui résulterait du changement de « en af, on aura, non seulement
(16) QE rats +...
mais encore (17) PPRER PPT EU LS À CPR
Or, de la formule (17), comparée à l'équation (9), on conclura que la substitution Q fait passer à la place des fonctions dont les rangs, dans la série
Ve VAS NÉS
sont représentés par les de CHAN. CARCE: RES CRIPEN celles dont les rangs sont représentés par les nombres Ps a or,
Donc la substitution Q échangera entre eux de la même manière les termes correspondants des deux séries
Jr &, u,
L'AO A ME der
de plage > sit vo ahatier brie,
Er re OS Sc
Fe
AR LAS hr er D ds pren
EXTRAIT No 322, 51 et, si l’on nomme 9 ce que devient la substitution Q exprimée à l’aide de y,z,u,..., 2 se déduira de @ à l’aide d’une équation symbolique semblable à la formule (15); de sorte qu’on aura
(18) tre
x devant conserver la même place dans & et dans &’. Si maintenant on applique la substitution 9 ainsi déterminée à une fonction quelconque Q de x, y, z, ..., on aura identiquement
(19) QG —90.
Comme, en désignant par / un nombre entier quelconque, on tire
de la formule (15) « p'!
l’ordre : de la substitution Q, ou la plus petite valeur de l'propre à vérifier la formule Q'—1, devra évidemment se confondre avec la plus petite valeur de l'propre à vérifier l'équation pr'— P, que l’on peut réduire à ee (mod. »).
Donc, par suite, si r est une racine primitive relative au module », le nombre z devra se confondre avec l'indicateur maximum 7 correspondant à ce module. Dans le cas contraire, : sera un diviseur de Z. D'autre part, comme, en vertu de l'équation (15), le système des puissances de P sera permutable avec le système des puissances de Q, on peut affirmer que les deux substitutions
jointes à leurs dérivées, composeront un système dont l’ordre sera
représenté par le produit ni,
Par suite aussi, a étant un diviseur quelconque de », les deux substitutions
Pe, Q, jointes à leurs dérivées, composeront un système dont l’ordre sera
ni a
Ajoutons que de la formule (13) on tirera immédiatement (20) PaQ — PaQ.
Les formules que nous venons d’établir offrent des expressions très simples des théorèmes fondamentaux sur lesquels s'appuie la résolution des équations binômes. Les équations (13), (19) et (20), en particulier, permettent de construire facilement avec x variables données æ, Y, 3, .. des fonctions pour lesquelles le nombre m» des valeurs distinctes soit déterminé par la formule
à PP RE 8 4 =
(21) mn
étant, ou l'indicateur maximum 7 relatif au module », où un diviseur de Z, et a étant, ou l'unité ou un diviseur de ». D'ailleurs, le mode de formation que fournissent les équations (13), (19) et (20), pour les fonctions dont il s’agit, est différent de celui que nous avons indiqué dans la séance du 6 octobre, et se réduit à la règle que nous allons énoncer.
Pour former avec x variables æ, y, 3, ... une fonction Q qui offre
LORES AU ET (en
valeurs distinctes, à étant un diviseur quelconque de », et x un diviseur quelconque de l'indicateur maximum relatif au module ?, posez
S—=L+ay+es+..., « étant une racine primitive de l'équation
Le Maur E°
ra se RS
Soit d’ailleurs / un quelconque des entiers premiers à », et représen-
tez par Xs . Yr 2
les coefficients de
dans le développement de s’. Soit encore r une racine primitive de
l’équivalence ri=I1 (mod. »),
en sorte que r° représente la plus petite puissance de r, qui, divisée par », donne l'unité pour reste. Pour obtenir une fonction Q de +, y, 3, .… qui remplisse la condition énoncée, 1l suffira de prendre géné-
ralement À Some “ES ER PS APE P
F(x, y,z,...) désignant une fonction de x, y, z, ... qui ne soit jamais altérée, ni par la puissance &* de la substitution
jrs À JO PO ANNE
ni par la substitution
A la vérité, il semblerait au premier abord que cette règle ramène la question proposée à une question entièrement semblable. Car, pour caractériser une fonction Q de æ, y, 3, ... qui offre
valeurs distinctes, il suffit de dire que les substitutions qui n’altèrent pas sa valeur se réduisent aux dérivées de deux substitutions de la
forme For Go. 0 À
et ces deux dernières équations sont semblables à celles qui fournis-
sent les valeurs de ®, 2 exprimées à l’aide des variables x, y, z, ..… Mais il importe d'observer que le nombre des valeurs distinctes de Q, considéré comme fonction de æ, y, 3, ..., restera généralement le même si l’on diminue le nombre des valeurs distinctes de Q considéré comme fonction de x, y, z, ..., et même si l’on réduit ce dernier nombre à l’unité. Donc, en suivant la règle indiquée, on pourra généralement prendre pour F(x, y, z,...) une fonction symétrique des nouvelles variables x, y, z, ....
Au reste, il suit, des principes établis dans la séance précédente, que la règle ci-dessus tracée est comprise comme cas particulier dans une autre règle qui conduit au même but, et que nous allons indiquer.
Pour former avec les n variables æ, y, 3, ... une fonction Q qui offre » valeurs distinctes, la valeur de »2 étant déterminée par la formule (21), posez
PæHte #iR et or r étant une racine primitive de l’équivalence ri= (mod.n); puis construisez une fonction x qui vérifie la condition (22) PRES,
et prenez ensuite Nr R..-),
F(x, y.z,...) désignant une fonction symétrique des variables x, y, z,..., @t Y, Z, ..- étant liées à x par les formules
05%, LEZ O'x La valeur de Q ainsi obtenue, savoir
(23) ; Q = F(x, Qx, Qxs ..., QT x),
satisfera généralement à la question. D'ailleurs, comme, en posant,
pour abréger, (24) C— À )
on tirera de la formule (5)
ilest clair qu’on vérifiera généralement la formule (22) en posant X = S°.
Donc l'équation (23) pourra être réduite à celle-ci
(25) Er Os, Os... QE
la valeur de s étant déterminée par la formule (4), et « étant une racine primitive de l’équation (2).
Si, dans la formule (4), on prenait pour &, non plus une racine primitive de l’équation (2), mais une puissance d’une telle racine, le degré v de cette puissance étant un diviseur de 2, alors il suffirait d’assujettir les nombres a et c à vérifier, non plus la formule (24), mais la suivante
(26) aC=—= —»)
pour que la fonction Q, déterminée par l'équation (25), offrit encore, généralement, »2 valeurs distinctes, la valeur de m» étant toujours donnée par la formule (21).
Dans un autre article, je montrerai comment le nouveau calcul peut être appliqué à la formation de fonctions transitives qui offrent moins de valeurs encore que celles que nous venons de construire, par exemple à la formation de fonctions transitives de six variables qui offrent six valeurs distinctes.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Recherches sur un système d'équations simultanées, dont les unes se deéduisent des autres à l’aide d’une ou de
plusieurs substitutions.
C.R., T. XXII, p.159 (26 janvier
Quelques mots suffiront pour donner une idée de ces recherches, qui seront développées dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique.
Supposons que, 72 étant un nombre entier quelconque et 2 — mx un multiple de #2, les lettres x, y, z, ... représentent »2 fonctions diverses de n variables x, y, 5, u, v, .... Soit, de plus, 1, P, Q, R, ... un système de substitutions conjuguées dont l’ordre soit précisément : — _ Les 7 variables æ, y, z, u, v, ... seront, en général, complètement déterminées, si on les assujettit à vérifier les 2 équations simultanées
+ Mers tn Pi Otis, TA
(1) bu PY6, Qy—=o, AT
Or les valeurs de æ, y, 3, u, v, ..., qui vérifient des équations de cette forme, jouissent de diverses propriétés remarquables, et, en particulier, de celles que nous allons indiquer.
Supposons que, la variable æ étant comprise dans un facteur circulaire de P, on nomme 2 l’ordre de ce facteur circulaire, et æ,, æ,, ..., æ,_, les variables comprises avec x dans ce même facteur. Chacune des valeurs de x fournies par la résolution des équations (1) sera en même temps une valeur de x,, une valeur de æ,, ..., une valeur de æ;_,. Cela posé, soit (2) F(æz)}=0 l'équation qui résultera de l'élimination des variables æ, y, 3, u, v, entre les formules (1). Cette équation admettra deux espèces de racines. Les unes vérifieront des conditions de la forme |
(3) LT Li-1;,
l'étant un diviseur de 2; les autres ne satisferont à aucune semblable condition. Si d’ailleurs on suppose x, y, z, ... réduites à des fonctions entières des variables æ, y, 3, u, v, ..., on pourra facilement décomposer l'équation (2) en deux autres
ns Pos sr
p(æ)—0, (5) x(æ) — 0, qui correspondront respectivement à ces deux espèces de racines, et même l'équation (4) en plusieurs autres, qui correspondront aux diverses valeurs de /. Ajoutons que ces diverses équations, et particulièrement l'équation (5), dont chaque racine ne vérifiera aucune condition de la forme (3), pourront être généralement résolues à l'aide d'un certain nombre d'équations moins élevées, que l’on obtiendra, par exemple, en suivant la méthode donnée par Abel dans son beau Mémoire Sur une classe particulière d'équations résolues algébri-
quement.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Note sur diverses propriétés de certaines
Joncuons algébriques.
C.R., T. XXI, p. 193 (2 février
Soient données entre 2 variables
Ts Vs Z,;
OEuvres de C. — S.I,t.X. 8
ñn équations dont les unes se déduisent des autres à l’aide d’une ou de plusieurs substitutions. Si les premiers membres de ces équations sont des fonctions entières de æ, y, 3, ..., on pourra, comme-nous l’avons dit dans la séance précédente, éliminer les variables y, z, ..., puis décomposer l'équation
résultante de cette élimination, en d’autres équations plus simples et d'un degré moins élevé. Au reste, pour obtenir les valeurs de +, y, z,... propres à vérifier les équations données, il n’est pas absolument nécessaire de former l’équation résultante. On peut chercher directement les équations plus simples qui doivent la remplacer, et faire servir au calcul des coefficients que celles-ci renfermeront le système des équations données. :
Pour faire mieux comprendre comment un semblable caleul peut s’effectuer, considérons, en particulier, le cas où les équations données se déduisent toutes de l’une d’entre elles à l’aide des diverses puissances d’une substitution circulaire
PIN 2 qui renferme toutes les variables, et sont, en conséquence, de la forme (2) D en à À PL P'xE= 0: UE MORE Emi P
x désignant une fonction entière de ces variables. Si, en nommant w une autre fonction entière de æ, y, =, ..., on combine, par voie d’addition, les formules (2) respectivement multipliées par les facteurs
dy PO TE au PT O6, on obtiendra la formule
(3) Ga+P+P?+...+Pr-')ox—o.
Si d’ailleurs on attribue successivement à w x valeurs diverses, pour chacune desquelles le premier membre de la formule (3) se réduise à
une fonction symétrique de æ, y, z, ..., le système des 2 équations” ainsi trouvées déterminera les valeurs des fonctions
P=LTI+TSs+..., I—LVY+L3 +... +yYs +...,
Ÿ AE Rs LYS TUE De d
et lorsqu'on aura calculé ces valeurs, il suffira de résoudre par rapport à l’inconnue s l'équation du n° degré
(4) SR — ps" + gs psr-B Lt, —O,
pour obtenir les valeurs des variables æ, y, x, .
Pour éclaircir ce qui vient d’être dit par un exemple, supposons n—Setx—=x—(y"+c)z,c désignant une quantité constante. Les équations (2), jointes à la formule P — (x, y, 3), donneront
(5) æ—(y?+c)z—o, y—(#+c?)x —o, s—(at+c)y—o.
LA
Alors l'équation (1) sera du quinzième degré, et ses quinze racines
seront de deux espèces. Trois d’entre elles, savoir, 0, + ÿ1 — c?, — V1 — c?, vérifieront la formule
à laquelle on parvient, en posant, dans l’une quelconque des équations (5), æ = y — :. Les douze autres racines de l’équation (1) vérifieront la formule
ar +(i+h4c+c)æ0—E(r set 6c'+c+fc)z!
+++ 3c+ 30 + 60°) | | MAO ct 30e 3004 fol?) xt + (1+2C+9c —c—2@8— c+ct+ ct) +r+c+ c'—=o.
Mais, en vertu des principes exposés dans la séance précédente, la formule (3) pourra être réduite à un système d’équations du troisième degré, et par suite les équations (5) pourront être résolues
algébriquement. Toutefois, la décomposition de l'équation (7) en plusieurs autres exigerait un calcul assez long, ef, sans recourir à ce calcul, ou même sans prendre la peine d'établir l'équation (7), on peut construire directement les équations plus simples, dont la résolution fournira les valeurs algébriques de x, y, z. En effet, nommons s l’inconnue d’une équation du troisième degré qui ait pour racines æ, y, 3. Cette équation sera de la forme
(8) Si— ps +qgs—rT—=0O,
les valeurs de p, q, r étant
(9) P=LTIFS Q=XY +xs+Ys, = OYs, Si d’ailleurs, dans l'équation (3), réduite à la forme
(10) (1+P + P?)wx — 0,
on pose successivement &—æ, &w=z3, © =—1+xy, on obtiendra, entre p, q et r, les trois équations
(pr=pt—(2+c)g : apr=g+cp—{(1+ac)g,
(11) | (p?—2qg+3c)r—=(1—c)p.
En éliminant successivement, de ces dernières, r et p°*, on obtiendra une équation du quatrième degré à laquelle devront satisfaire les valeurs
(12) qg=0, qg—=3i(i—c)
de la variable q, tirées de la formule (6) et de l'équation g — 3°, que fournit la supposition æ = y = :. Les deux autres valeurs de g seront données par la formule très simple
(13) g’+(i—c+c)g+(2+c+c— cf) —o.
Ajoutons que, la valeur de 7 étant calculée, on déterminera p, r à l’aide des formules
2 PME à 2 (14 ) p° DE {4 M , | des) p'— (2 + c)q , Réel ZA P
puis æ, y et, en résolvant par les méthodes connues l'équation (8).
Si l’on supposait c — 0, on tirerait des formules (5) EE 0;
et des quinze valeurs de +, fournies par cette dernière équation, trois, savoir, 0, +1, — 1, vérifieraient la formule (6), tandis que les douze autres seraient les douze valeurs de s, déterminées par l'équation (8) jointe au système des formules
g’+g+2=0o, p'={i(qg +3q), LA Ed
De ces douze valeurs de s, ainsi qu'on devait s’y attendre, six se confondent avec les racines primitives de l'équation binôme
Si l’on supposait c — r, la formule (7) deviendrait at?+ 6x +rihas+r4ai + 6x + 3x?+ 5 —o,
et les formules (13), (14) donneraient
g+g+3=0o, p=g+3èq, r—=p— “a ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la résolution des équations symboliques
non linéaires.
C.R., T. XXII, p. 235 (9 février
Dans un précédent Mémoire, j'ai montré comment on pouvait résoudre les équations symboliques linéaires auxquelles on se trouve conduit dans la théorie des permutations. Les recherches que J'ai aujourd’hui l'honneur de présenter à l’Académie se rapportent à la résolution des équations symboliques non linéaires. Je vais donner en peu de mots une idée de ces recherches. Les résultats qu'elles
m'ont fournis seront exposés plus en détail dans les Exercices d’Analyse et de Physique mathématique.
Considérons x variables
To Li, Da, Led Ln-19
chaque indice pouvant être augmenté ou diminué d’un multiple quelconque de 2; et nommons P une substitution cireulaire qui renferme toutes ces variables, de sorte qu’on ait
Fu (To Lis Las cs Ton) Tn-1)
ou, en exprimant la substitution P à l'aide des indices qui affectent
les diverses variables,
On pourra satisfaire à l'équation symbolique linéaire (2) ; DCR Ta
en prenant pour S une substitution qui laisse immobile la variable +, et même, si 2 est pair ou de la forme
(3) à ere À A
la variable x;. D'ailleurs, cette substitution S, déterminée par la formule symbolique
‘p-1 + Ce (4) S=(p }
sera une substitution du second ordre.
Ce n’est pas tout : le nombre 2 étant supposé pair et de la forme 26, on pourra résoudre de diverses manières l'équation symbolique
(5) Me S,
dans laquelle la substitution S renferme 2(1— 1) indices, et même la résoudre en prenant pour R une substitution de l'ordre 2(1—1), qui
vérifie l'équation
.(6) PRENP ou RAT à
PUR ut ÉES Pi. Ji Reed r ee 2 R —1 en groupes, dont chacun soit composé de quatre indices de la forme d'u LES
; 1l suffira,
qui se réduiront à deux, si, # étant pair, on prend / — pour résoudre simultanément les équations (5) et (6), de poser (8) R=i(x,G,y,...,1—y,1—6,i— x, — ax, —6,—7y,..., l+y,i+6,i+ a),
a, 6, y, ... étant des indices pris dans les divers groupes. La valeur de R étant ainsi déterminée, nommons # l'indice qui succède à l’indice À en vertu de la substitution R, et posons généralement
(9) Ra PCFRPA,
On tirera des formules (6), (9)
(10) Ra Rise 1,
et, par suite,
(11) Méeaects Mist.
Donc R;., et R;, seront des substitutions du second ordre. Ajoutons que, si l’on pose pour abréger
(12) ; MNT ER on aura
(13) Rio P RP, Ris PR Fr
et, par suite, (14) R;o—=(ai+a)(a+6,i+2a)(a+y,ita+6é)...,
(15) Riya=(—ai—a)(—a+6,i)(—a+y,i—a+6)....
Donc, si l’on nomme toujours 2, # deux indices dont le second succède au premier en vertu de la substitution R, les divers facteurs circulaires de R;_, seront de la forme (a + #,i + à + A). Il est aisé d’en conclure qu'aucun facteur de R; , ne sera en même temps facteur de la substitution R°", c’est-à-dire de la forme
(l el l), à moins que les indices k, 4 et & ne vérifient la condition
(16) h+k+2a+i=0o (mod. »). D'autre part, le produit VU de deux substitutions U, V ne peut cesser de renfermer l’une des variables 2, Æ, dont la seconde succède à la première en vertu de la substitution U, que dans le cas où V fait succéder réciproquement 2 à #. Donc, si «, 6, y, ... sont choisis de manière que la condition (16) ne soit jamais vérifiée, 1l suflira de poser (17) Q=RiRT ou, ce qui revient au même, (18) Q=RETR; pour que la substitution Q déplace les » — r indices Cd SU CSS M, on 2.
Si l’on applique, en particulier, ces principes aux fonctions dont
M. Hermite s’est occupé, c’est-à-dire à celles qui renferment six,
huit ou douze variables, ou plutôt aux substitutions qui peuvent déplacer les variables
Los lis FAR .….. Tn-9s Th:
dans ces mêmes fonctions, on obtiendra les résultats suivants.
Si à la substitution P de l’ordre 7 — 21, déterminée par la formule (1), on joint une substitution Q de l'ordre 7 — 1 et une substitution R de l’ordre nr — 2, les dérivées de
APR À UNS
constitueront un système de substitulions conjuguées dont chacune déplacera 7, r — 1 ou 7 — 2 variables, et ce système sera d’un ordre représenté par le produit
pourvu que, les valeurs de Q, R étant déterminées à l’aide des for-
.mules (8), (Q), (17), on pose :
i Pour a =6, 68 239,4); 2° Pour n = 8, = (1,3:3,7, 0,9) ou RON 7 29); 3° Pour z = 12, He 0 24926, 8,3;10,7)
ou R 1, 10, 9, 8, ), 11,2, 3, 4,7) ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Note sur un théorème fondamental relatif
a deux systèmes de substitutions conjuguees.
C. R., T. XXIF, p. 630 (11 avril
Une proposition digne de remarque, dans la théorie des permutations, est celle que j'ai donnée dans la séance du ro novembre dernier (page 1039) (‘), savoir, que le produit des ordres de deux systèmes de substitutions conjuguées divise exactement la différence entre le
(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T.IX, p. 403.
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nombre des arrangemerits que l’on peut former avec les diverses variables et le nombre des solutions de l'équation linéaire symbolique dont les deux membres sont les produits d’une même substitution par les termes généraux des deux systèmes, l’un de ces termes étant pris pour multiplicande, et l’autre pour multiplicateur. Comme de cette proposition lon peut immédiatement déduire un grand nombre d’autres théorèmes, il m'a semblé qu'il serait utile de l’établir, s'il était possible, à l’aide d'une démonstration simple et directe. Tel me paraît être le double caractère de celle que je vais exposer en
peu de mots.
Tuéorème. — Formons avec n variables Ty Vs 3, “deux systèmes de substitutions conjuguées ; et soient
(1) : 1; ra ru RE | Pie
(2) 1; Q,, Q; SE 9 Qs-:
ces deux systèmes, le premier de l'ordre à, le second de l'ordre b. Soient d'ailleurs h, k deux nombres entiers quelconques ; nommons 1 le nombre
des substitutions R pour lesquelles se vérifient des équations symboliques
de la forme
(3) is Q:R,
el posons, pour äbréger , NÉE t.2:3. 1 hi
Les nombres N et 1 fourniront le même reste lorsqu'on les divisera par le
CA
produit ab.
Démonstration. — Si l’on pose
alors, parmi les substitutions que l’on pourra former avec les variables,
celles pour lesquelles ne se vérifieront jamais des équations semblables à la formule (3) seront en nombre égal à J, Nommons U l’une de ces
PT Eee
| Be ; L ; ‘ k 5e : dd NRA DT 0 LR 4 15 En à / = Enrturr- \ NIV DCI ' à + v , IVE wo! Î Y À ‘1,
dernières substitutions. Les divers termes du Tableau
| U, UP,, UP, US 2 À | DO QU, Q,UP,, Q,UP:, Ed Bt Lo) à Q,UP,_;, (2) \ QU, QUP;, Q;UP;, de | 5 DE REP
Q:-U, Qs-: Lie Qi UP, “ren S Qs-: UP:
seront tous inégaux entre eux. Car, si l’on supposait
Q, U P, — Q: UP, on en conclurait
(6) UP, Px' = Qi! QrU ou, ce qui revient au même,
UT —QU
les valeurs de ®, 9 étant
P—P;P;!, D'Or Or:
et, comme alors les deux lettres ®, 9 représenteraient, la première, un terme de la série (1), la seconde, un terme de la série (2), il est clair que la formule (7) serait semblable à l'équation (3), en sorte que la substitution U se réduirait, contre l'hypothèse admise, à l’une des valeurs de R.
Soit maintenant V une nouvelle substitution, qui ne se réduise ni à l’une des valeurs de R, ni à aucune des substitutions comprises dans le Tableau (5). Les divers termes du Tableau
Va VP;, VP., Les NV Q;V, Q, VP,, Q, VP;, te y QFPiis (8) QY Qi VPs QUP;, 25 QsVPasrs
\ Qi Vs QUNr, Qu vP:, PS MR | 2 PURE 6 AR
seront encore tous inégaux entre eux; il y a plus : ils seront distincts
de tous ceux que renferme le Tableau (5). Car, si l’on avait
Q: UP Q;VP», on en conclurait Ve Qx! Q;UP, P;!, et, comme les deux produits Q7Qx P,Pz!
représenteraient, le premier, un terme de la série (1), le second, un terme de la série (2), il est clair que, en vertu de la dernière formule, V sera déjà, contre l'hypothèse admise, l’un des termes renfermés dans le Tableau (5). En continuant ainsi, on finira par répartir les J substitutions, pour lesquelles ne se vérifieront jamais des équations semblables à la formule (3), entre plusieurs Tableaux dont chacun renfermera autant de termes, inégaux entre eux, qu'il y a d'unités dans le produit ab, et offrira, pour premier terme, une substitution non comprise dans les Tableaux déjà formés. Donc le nombre F ou N — F'sera un multiple du produit ab; donc les nombres N et I, divisés par le pro-
duit ab, fourniront le même reste.
C.R,, T. XXI, p. 15 (6 juillet
M. Cavcuy lit une Note ayant pour titre : Sur l’heureuse solution d'une question importante soulevée à l’occasion du concours de Statistique.
Dans cette Note, M. Cauchy rappelle un vœu d’abord émis, dans Île sein de l’Académie des Sciences, à l’occasion du concours de Statistique, et auquel se sont associés la plupart des membres de l’Institut. Une mesure législative vient de réaliser ce vœu en exemptant des droits de timbre et d'enregistrement les actes nécessaires pour le mariage des pauvres et pour la légitimation de leurs enfants.
Note.
C. R., T. XXII, p. 80 (13 juillet
M. Caveuy croit devoir signaler une conséquence importante des principes énoncés dans le Rapport de la Section de Mécanique et rappelés par M. Seguier. Comme il a été dit dans le Rapport, les conditions que l’on doit remplir, pour diminuer les chances d’accident, sont relatives, les unes à la vitesse, les autres à la masse. Le danger et les chances de déraillement croissent, non seulement avec la vitesse, mais encore avec la masse, par conséquent avec le nombre des wagons; et il en résulte qu'un convoi de vingt wagons remorqués par le système de deux locomotives sera toujours avantageusement remplacé par deux convois, convenablement espacés, dont chacun renfermerait dix wagons remorqués par une seule locomotive. Les faits viennent à l'appui de cette proposition malheureusement vérifiée par les catastrophes du 8 mai et du 8 juillet, qui, l’une et l’autre, ont coïncidé avec l’emploi.de deux machines. M. Cauchy espère que, convaincus par une si triste expérience, les administrateurs des chemins de fer donneront des ordres. pour que, à l'avenir, un convoi soit toujours restreint au nombre de wagons qu'une seule locomotive pourra remorquer.
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Memoire sur les avantages que présente, dans la Géometrie analytique, l'emploi de facteurs propres à indiquer le sens dans lequel s'effectuent certains mouvements de rotation, et sur les résultantes construites avec les cosinus des angles que deux systèmes d'axes forment entre eux.
C. R., T. XXII, p. 251 (3 août
Les deux Mémoires que j'ai l'honneur de présenter à l’Académie se rapportent, l’un à la Géométrie analytique, l’autre au Calcul intégral. Comme je me propose de faire paraître successivement ces deux Mémoires dans les Æxercices d'Analyse et de Physique mathématique, je me bornerai à énoncer ici, en peu de mots, quelques-uns des résultats auxquels je suis parvenu.
J'ai montré, dans mon Analyse algébrique, combien il importe de fixer avec précision le sens des expressions employées dans les formules d'Algèbre : pour mieux atteindre ce but, j'ai proposé de restreindre les notations à l’aide desquelles on désignait encore trop souvent des fonctions dont les valeurs étaient multiples, et d’appliquer uniquement ces mêmes notations à des fonctions dont les valeurs fussent toujours complètement déterminées. Cet expédient, aujourd'hui généralement adopté par les géomètres, a fait disparaitre les incertitudes que présentait l’interprétation de certaines formules et les contradictions auxquelles on semblait être conduit par le calcul. Toutefois, quelques formules de Géométrie analytique, et particulièrement celles qui se rapportent à la détermination des résultantes formées avec les coordonnées de divers points, n’offraient pas encore toute la précision désirable et renfermaient des doubles signes dont la détermination dépendait de conditions qu'on était obligé d’énoncer à part dans le discours. Je fais disparaître cet inconvénient, en introduisant dans le calcul des facteurs dont chacun dépend du sens attribué à un certain mouvement de rotation, et se réduit à + 1 ou à —1, suivant que ce mouvement est direct ou rétrograde. Ce procédé permet d'établir, avec une grande facilité, non seulement diverses proposi-
tions déjà connues, mais encore plusieurs autres parmi lesquelles je citerai les suivantes :
TuéorÈme [. — Étant donnés, dans l'espace, deux angles plans
(rs) (4, vx dont les côtes
PT ME # se mesurent dans des directions déterminées ; si, avec ves quatre cosinus des autres angles que ces côtés formeront entre eux, on construit une résultante, cette résultante sera positive ou négative, suivant que les mouvements de rotation de r en s et de u en v, autour d’une droite perpendiculaire au plan de l'un des deux angles (r,s), (u, v), s'effectueront dans le méme sens ou en sens contraires; et aura pour valeur numérique le produit des sinus des deux angles (r,s), (u,v) par le cosinus de l’inclinaison
mutuelle des plans de ces deux angles.
Tuéorème II. — Étant donnes, dans l'espace, deux angles solides qui ont pour arêtes, le premier les longueurs r, s, t, le second les longueurs u, 9, w, st l’on détermine les cosinus des neuf angles que formeront les arétes r, s, t avec les arêtes u, v, w, la résultante construite avec ces neuf cosinus sera posilive ou négative, suivant que les mouvements de rotation de ren s autour de t, et de u en + autour de w, s'effectueront dans le même sens ou en des sens contraires; et cette résultante aura pour valeur numérique le produit des volumes des parallelépipèdes que l'on peut former, d'une part, sur les arêtes r, s, t, d'autre part, sur les arétes
U, Ÿ, w, en supposant chacune de ces six arêtes réduite à l'unité.
Parlons maintenant des intégrales qui se rapportent à des courbes fermées. Elles jouissent d’un grand nombre de propriétés remarquables, entre lesquelles on doit signaler celles qui se trouvent énoncées dans les théorèmes-suivants :
TuéorèmEe 1. — La position d’un point mobile P étant déterminée dans l’espace à l’aide de coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre
nalure, nommons
des quantités qui varient d'une manière continue avec la posiuon de ce point. Soit d’ailleurs S une aire qui se mesure dans un plan donné, ou sur une surface donnée, et qui ait pour limite une seule courbe fermée de toutes parts. Concevons ensuite que le point mobile P soit assujetti à parcourtr celte courbe en tournant autour de l'aire S dans un sens détermine. Nommons s l'arc de la même courbe, mesuré positivement dans le sens dont il s'agit, à partir d'une origine fixe, ou du moins une variable qui croïsse constamment avec cet arc. Enfin, soit k une fonction des variables
æ, Y, 3, .…. et de leurs dérivées relatives à s; et désignons par (S) la va-
J'k ds
Lorsque le point mobile P, ayant parcouru le contour enter de l'aire,
leur qu'acquiert l'intégrale
revient à sa position primitive. Si, à l’aide de plusieurs lignes droites ou courbes, tracées sur le vlan ou sur la surface donnée, on partage l'aire S
en plusieurs autres
alors, en nommant (A), (B), (GC),
ce que devient (S) quand au contour de l'aire S on substitue le contour
de l’aire À, ou B, ou C, ..., on aura, non seulement
S—A+B+C+..., mais encore
(S)—=(A)+(B)+(C)+..., pourvu que la fonction k reste finie et continue en chaque point de chaque
contour.
Tnéorème Il. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, prenons d'ailleurs k=XD,;x +3 D;:y+bD;z+..., x, 3, %, ... désignant des fonctions de x, y, 3, ... tellement choisies que
la somme X dx + I dy + Xdz+...
soi une différentielle exacte, et concevons que l’on fasse varier la sur-
faceS, en faisant varier par degrés insensibles la forme de la courbe qui lui sert de contour. Ces variations n’altéreront pas la valeur de l'integrale (S), si la fonction k reste finie et continue en chacun des points suc-
cessivement occupés par la courbe variable.
TaéorÈème IL. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IT, supposons que la fonction k cesse d’être finie et continue pour les seuls
points P’, P’, pr, ie
situés dans l’intérieur de l'aire S. Si l’on nomme a, b, c, ... de très petits
éléments de l'aire S dont chacun renferme un de ces points, on aura (S)—=(a)+(b)+(c)+....
Cette derrière équation fournit l'intégrale S exprimée par une somme d ‘intégrales singulières. Dans le cas particulier où la fonction k reste finie pour tous les points situés dans l’intérieur de l'aire S, ces intégrales
singulières s’évanouissent, et l’on a simplement ( S ) ES 0.
Les démonstrations les plus simples que l’on puisse offrir de ces divers théorèmes me paraissent être celles qui s'appuient sur la formule que j'ai donnée, dans mes Lecons à l'École Polytechnique, pour l'intégration des différentielles totales à plusieurs variables, et sur la considération des formes diverses que prend le résultat de l’intégration quand on échange l’une contre l’autre ces mêmes variables.
Remarquons d’ailleurs que les théorèmes énoncés subsistent, quelle que soit la forme de la ligne qui renferme l'aire S, et dans le cas même où cette ligne devient le périmètre d’un polygone rectiligne ou curviligne, par exemple dans le cas où l’aire S est celle d’un secteur cireulaire. Fe
Les corollaires qui se déduisent des théorèmes énoncés comprennent, comme cas particuliers, un grand nombre de propositions déjà connues, par exemple les théorèmes relatifs à la détermination du
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nombre des racines réelles et du nombre des racines imaginaires qui vérifient certaines conditions, dans les équations algébriques, les théorèmes relatifs à la convergence des séries, etc.
Lorsque, la surface S étant plane, æ, y se réduisent à deux coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre nature, propres à déterminer la position d’un point dans le plan de la surface $, alors, en désignant par X, 5 deux fonctions continues des variables æ, y, et
supposant k=XD,;x+3TD,y,
on à PE ER (S)=+ / / (D, X —D:3) dx dy,
l'intégrale double s'étendant à tous les points de la surface S. Ajoutons que, si l’on nomme x, y deux longueurs mesurées, à partir d'un point quelconque P correspondant aux coordonnées +, y, sur les directions dans lesquelles il faudrait déplacer ce point pour faire croître positivement la seule coordonnée x ou y, on devra, dans la formule précédente, réduire le double signe au signe + ou au signe —, suivant que le mouvement de rotation de x en y sera ou ne sera pas de l'espèce du mouvement de rotation qu'offrirait un point mobile assu- _jetti à tourner autour de l'aire S de manière à faire croitre la variable $. |
Dans le cas particulier où la somme X dx + T dy est une différentielle exacte, on a D, X = D,Y, et la formule qui détermine la valeur de (S) se réduit à l'équation
déjà trouvée (S) ur 8 4 1
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — ÂMemoires sur les fonctions de variables
IMŒgINGUITES.
C. R., T. XXII, p. 271 (10 août
Ce Mémoire devant être inséré prochainement dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique (*), je me bornerai, pour l'instant, à indiquer en peu de mots les principes qui s’y trouvent développés, et quelques-unes des conséquences importantes qui découlent de ces mêmes principes. |
Ainsi que je lai remarqué dans mon Analyse algébrique, lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction donnée, après avoir été considérées comme réelles, sont supposées imaginaires, la notation à l’aide de laquelle on exprimait la fonction dont il s’agit ne peut être conservée dans le caleul qu’en vertu de conventions nouvelles propres à fixer le sens de cette notation dans la dernière hypothèse. Ç
Une des conventions qu'il semble naturel d'adopter consiste à supposer que les formules établies pour des valeurs réelles des variables sont étendues au cas où les variables deviennent imaginaires.
Cette seule convention suffit, non seulement pour fixer le sens qu’on doit attacher aux notations qui représentent des sommes, des différences, des produits, des quotients, et généralement des fonctions entières ou même rationnelles de variables imaginaires, mais encore pour déterminer les valeurs des fonctions qui sont toujours développables en séries convergentes, par exemple des exponentielles, des sinus et des cosinus, ou bien encore les valeurs des fonctions composées avec celles que nous venons de signaler. La même convention deviendra insuffisante si l'on veut s'en servir, par exemple pour dé-
(1) Œuvres de Cauchy, S.W, T. XHI.
terminer le sens que l’on doit attacher, dans tous les cas, à la notation 1,
à l’aide de laquelle on représente, quand la variable x est réelle, le logarithme réel et népérien de +. Én effet, une variable réelle ou imaginaire a une infinité de logarithmes, et l’on ne pourrait représenter par une même notation tous ces logarithmes sans introduire une étrange confusion dans le calcul. Des raisons, qui seront exposées dans le Mémoire, nous déterminent à désigner généralement par 1x celui des logarithmes de + dans lequel le coefficient de ÿ— r est renfermé entre les deux limites — 7, +7, la limite inférieure étant exclue, en sorte que ce coefficient puisse varier depuis la limite — 7 exclusivement jusqu'à la limite + inclusivement. Cette convention étant admise, on pourra fixer très aisément, dans tous les cas, le sens des notations employées pour représenter les fonctions qui peuvent se définir à l’aide des logarithmes, par exemple les puissances à exposants quelconques réels ou imaginaires. On pourra aussi faire des applications nouvelles et plus étendues, non seulement des théorèmes sur la convergence des séries, mais encore des théorèmes que fournit le Calcul des résidus, et des formules générales que j'ai données pour la transformation et la détermination des intégrales définies, comme je le
montrerai ici par quelques exemples.
ANALYSE
Soit
(1) æ = rer vi
une variable imaginaire, r, p étant réels et r positif. Pour une valeur donnée de x, le module r offrira une valeur unique, et l'argumént p une infinité de valeurs, représentées par les termes d’une progression arithmétique dont la raison sera la circonférence 27. D'ailleurs, les logarithmes népériens de æ seront les diverses valeurs de y propres à
vérifier l'équation = ZX,
de laquelle on tirera
y=ir +pV—1, p étant l’un quelconque des arguments de la variable x, et Ir le logarithme réel du module r. Si, parmi les valeurs de y, on en choisit une pour la représenter par læ, elle devra nécessairement se réduire à 17, quand on aura æ —r, p — 0. Or on peut remplir cette condition de plusieurs manières. L'une des plus simples consiste à supposer
(2) lr=ir+py—1,
en admettant que l'argument p soit toujours compris entre les limites —T, +7, et ne puisse jamais atteindre la limite inférieure — 7. C’est ce que je ferai désormais, en donnant par ce moyen une extension nouvelle à la notation employée jusqu'ici dans mes Ouvrages.
Après avoir ainsi fixé le sens qui devra être attaché dans tous Les cas à la notation 1x, ou, ce qui revient au même, la valeur de la fonction simple 1æ, on en déduira sans peine les valeurs des fonctions que l’on peut faire dépendre de Iæ, par exemple les valeurs de
FL Ne RE LE
la lettre L indiquant un logarithme pris dans un système quelconque. Pour y parvenir, il suffira d'étendre les formules
br Lalz, fer, za = ert#,
qu'il est facile d'établir dans le cas où à, x, y sont réels, au cas même où a, æ, y deviennent imaginaires.
En vertu des conventions et des définitions précédentes, les fonctions
RSR 2
seront généralement, pour des valeurs finies de r et de p, des fonctions continues de la variable æ, si, comme nous l'avons fait, on applique ce nom à toute fonction qui, pour chaque valeur donnée de la variable +, acquiert une valeur unique et finie, et qui varie avec x par degrés insensibles de telle sorte qu’un accroissement infiniment petit, attri-
bué à cette variable, produise toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. Seulement, les fonctions
V HR PL EU
deviendront discontinues dans le voisinage de valeurs réelles et négatives de æ, en sorte qu’il y aura, pour de telles valeurs, solution de continuité.
Ces principes étant admis, on pourra faire des applications nouvelles et plus étendues des théorèmes qui reposent sur la considération des variables imaginaires et des fonctions continues, par exemple des théorèmes généraux sur la convergence des séries, des formules relatives à la transformation et à la détermination des intégrales définies, et des propositions générales fournies par le calcul des résidus.
Considérons, pour fixer les idées, la formule générale
(3) [de an
D'après ce qui a été dit dans les Exercices de Mathématiques, cette formule suppose, d'une part, que l'intégrale f f(x) dx est réduite à sa
valeur principale, d'autre part, que le produit =/(z), dans lequel z—x+yV—1 s'évanouit pour æ = ++, quel que soit y, et pour y = », quel que soit æ. Ajoutons que, si la fonction f(x) devient discontinue, sans devenir infinie, pour des valeurs réelles de x, on devra, dans le premier membre de la formule (3), remplacer f(æ) par fa + e— 1), € étant une quantité positive infiniment petite. Concevons maintenant que l'on pose dans la formule (3)
(4) f(æ) =[f(@)IE EF (x),
f(x), F(æ) étant deux fonctions dont chacune reste réelle pour toute valeur réelle de æ, et jouisse, comme les fractions rationnelles, de la propriété de rester continue, tant qu’elle reste finie. Supposons, d’ailleurs, la constante & choisie de manière que le produit = /(z) s'évanouisse toujours quand la fonction f(z) devient infinie pour une valeur de z dans laquelle le coeflicient de Ÿ— x est positif, Enfin, dési-
EXTRAIT N° 332. 79 gnons par Ë un facteur qui se réduise à l'unité qüand f(x) ést positif, et à + x quand f(x) est négatif, le double signe + devant être réduit au signe + ou au signe —, suivant que la fonction dérivée f(x) est positive ou négative. La formule (3) donnera
- Ê | ps G) [TE Fe) dr ar Vi LE Craie (F(a)
Si, F(æ) étant une fonction paire de æ, la fonction f(x) est du nombre de celles dont les dérivées sont toujours positives, l’équation (5) donnera
e. nue * Pres .® [item red TL Etre (r(s).
1+ eutV
La formule (6) comprend un grand nombre de résultats dignes de remarque. On en tire, par exemple pour des valeurs positives quelconques des constantes 4, c, et pour toute valeur réelle de w, comprise entre les limites — 1, +1,
= u. 5 : = adx T e4c — erac\k (7) [Ganges = ns.) à A + X° dde ET eac EL eTae
Observons encore que, à l’aide des principes ci-dessus exposés, on pourra tirer des résultats nouveaux des théorèmes relatifs au résidu intégral d’une fonction, énoncés dans un précédent Mémoire. [ Vorr la séance du 16 décembre 1844, page 1337 (‘).]
On pourrait considérer, dans la formule (2), l'argument p comme représentant un angle polaire, et le faire varier en conséquence entre les limites communément assignées aux angles polaires, c’est-à-dire entre les limites o, 27. C'est ce qu'a fait M. Ernest Lamarle dans un Mémoire sur la convergence des séries. Mais on obtiendrait alors pour Ix et pour x“ des fonctions qui deviendraient discontinues dans Île voisinage de valeurs réelles et positives de æ, ce qui pourrait avoir quelques inconvénients. Il en résulterait, par exemple, que la fonc-
(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. VI, p. 366.
tion (1+ æ)" deviendrait discontinue pour des valeurs du module r de + inférieures à l'unité.
CALGUL INTÉGRAL. — Mémoire sur l'application du Calcul des résidus à la recherche des propriétés générales des intégrales dont les dérivées ren-
ferment des racines d'équations algébriques.
C.R., T. XXIIL, p. 321 (17 août
Ainsi que je l’ai montré dans plusieurs Mémoires présentés à l’Académie en 1841, le Calcul des résidus fournit un grand nombre de formules générales qui comprennent, comme cas particuliers, les beaux théorèmes d’Euler et d’Abel sur les transcendantes elliptiques et sur des transcendantes d’un ordre encore plus élevé. Parmi ces formules générales, on doit particulièrement distinguer celles auxquelles satisfont les intégrales qui, comme les transcendantes elliptiques, renferment, sous le signe fs des radicaux du second degré ou des racines d'équations algébriques. Mais comme, après avoir déterminé les diverses racines d’une telle équation, l’on peut être quelquefois embarrassé de savoir quelle est, parmi ces racines, celle qui doit entrer dans chaque intégrale, j'ai cru qu'il serait utile d'indiquer une méthode à l’aide de laquelle on pût résoudre aisément et généralement cette question. Je vais, en peu de mots, faire connaitre cette méthode, qui sera exposée avec plus de développement dans les Exercices d'Analyse; et, afin qu’elle puisse être plus facilement saisie, je la montrerai ici appliquée à quelques exemples.
ANALYSE
$ I. — Considérations générales.
Supposons la variable x liée à d’autres variables
AE. LS € EDR 1
par des équations (1) 10 La; Eds F0 dont le nombre soit égal au nombre de ces autres variables. Supposons encore que, en vertu de ces mêmes équations, les variables Yÿs Z;
puissent être exprimées en fonctions toujours continues, par exemple en fonctions rationnelles des deux variables
Bye ts et soit (2) CNE AT NS EE l'équation produite par l'élimination des variables y, z, ... entre les formules (1). L'équation (2), résolue par rapport à la variable æ, four-
nira, pour cette variable, considérée comme fonction de 4, diverses
valeurs Lis Los 3,
auxquelles correspondront respectivement certaines valeurs
HP Par Pas
de la variable y, puis certaines valeurs
de la variable z, etc.
Soit maintenant
(3) NH S Poe, :.,t)
une fonction continue des variables
Comme, par hypothèse, en vertu des formules (1), y, 3, ... peuvent
ètre exprimées en fonctions toujours continues de æ et #, Æ pourra être considéré comme une fonction continue des seules variables x, 4.
Œuvres de C.— S.1,t.X. II
Cela posé, aux diverses valeurs de +, tirées de l'équation (1), correspondront diverses valeurs de #, que nous nommerons
k, ko, Ka, tie et, par suite, diverses valeurs de l'intégrale
t (4) +) kD, x dt, T
= étant une valeur particulière de la variable #. Si l’on nomme s la somme de ces diverses valeurs de l'intégrale 8, on aura
t st mL kiDiæsdt+ [ D .
pere Qt s#
Ajoutons que, si l’on pose, pour abréger,
D(r,t)=2D,/F{2, 6, Vie D=D,F(x,t),
l'équation (2) donnera
et que, par suite, on tirera de la formule (5)
En kW KW(x,t) ty sa vs -[ £ (F(æ, 6) 5) Si d’ailleurs le rapport
kY(x,t) F(zx, t)
ne devient jamais infini que pour des valeurs nulles de son dénominateur, et si le produit de ce rapport par x s'évanouit généralement pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de æ, on aura
RTC t) (7) C(F(&,t)
et l'équation (6) donnera simplement
Si l'équation PR Su
résolue par rapport à +, fournissait quelques valeurs indépendantes de {, on aurait, pour chacune de ces valeurs, LL PR Ames à En À
et, par suite, les intégrales correspondantes à ces mêmes valeurs de x disparaîtraient toujours dans la somme représentée par s.
Supposons à présent £ assez rapproché de +, pour que les variables x, restent fonctions continues l’une de l’autre entre les limites de l’intégration, et désignons, à l’aide de la lettre £, la valeur de x correspondante à la valeur x de £, en sorte que
Gi Es. Ëss représentent les valeurs particulières de Lis Los Las
correspondantes à £ — 7. La formule (4) donnera
(9) s— [rar
k£ étant regardé, non plus comme fonction de /, mais comme fonction de +, et la valeur de s, déterminée par l'équation (5), deviendra
(10) a kdm+ f hdes+ f Kk;sdz3+....
Il importe d'examiner spécialement le cas où l’équation (3), étant indépendante de #, se réduit à la forme
(11) Raf(æ;y2,..),
et où la dernière des équations (1) renferme seule la variable 4. Il semble qu'alors les divers termes de la suite
ki, ka K3s ARE
qui représentent diverses valeurs de # considéré comme fonction de æ, pourraient se déduire des seules équations
(12) dé Fr -b,
jointes à la formule (11). Néanmoins les formules (11) et (12), séparées de l’équation :
ou, ce qui revient au même, de la formule (2), ne sufliraient pas toujours à la détermination des fonctions
ki, Ras Ras
que renferment, sous le signe 1 les intégrales comprises dans le second membre de la formule (10). En effet, les fonctions de x et de # qui représentent les valeurs de y, z, ... tirées des formules (12) et (13), étant, par hypothèse, toujours continues, ces valeurs seront complètement déterminées. Mais il pourra en être autrement des fonctions de + qui représenteront les valeurs de y, z, ... tirées des seules équations (12), attendu que ces dernières équations, résolues par rapport aux variables y, 3, ..., peuvent fournir, pour ces variables, plusieurs systèmes de valeurs. Alors on pourra être embarrassé de savoir quelles sont celles des valeurs de y, 3, ... qu’il faut substituer dans la fonction RAIN SES...) avant d'y remplacer la lettre æ par +,, ou par æ,, ..., afin de réduire cette fonction à #, ou à #4,, .... Or cette difficulté pourra être généralement résolue à l’aide de la règle que nous allons indiquer. Lorsqu'on posera de et ME,
£ étant l’un quelconque des termes de la suite
Ë Es # …..
les variables NES ATOS AE
exprimées en fonctions continues de x et de £, acquerront des valeurs déterminées. Nommons n» 6
ces mêmes valeurs, qui deviendront
M1 Ci "#9
quand on remplacera £ par Ë,, Nas Bas +.
quand on remplacera € par &,, etc. Parmi les valeurs de ME Ai MeR Er, tirées des formules (12), celles qu’on devra substituer dans #, avant d'y remplacer + par æ,, pour obtenir #,, seront celles qui vérifieront, pour æ — Ë,, les conditions
(14) : Y — Ni: ter
Pareillement celles qu'on devra substituer dans #, avant d’y remplacer æ par +,, seront celles qui vérifieront, pour x — £,, les conditions
‘(15) - Fa 26. ue
et ainsi de suite.
Si, parmi les valeurs de y, z, ... que fournissent les équations (12), celles qui vérifient les conditions (14) sont aussi celles qui vérifient les conditions (15) et autres semblables, alors, en supposant ces mêmes valeurs substituées à la place de y, z, ... dans la fonction #, on verra l'équation (10) se réduire à la forme
x Le Lg (16) a à kr + f kde+ f kdx +...
ër & €, £s
$ Il. — Applications.
Considérons maintenant le cas où les variables æ, y, {, réduites à trois, sont liées entre elles par deux équations, dont la première renferme seulement æ et y, la seconde équation étant linéaire par rap-
port à y et à £. Les deux équations dont il s’agit seront de la forme
(1) f(x, Y)=0, (2) Y= UT,
U, V étant fonctions de la seule variable +, et l'élimination de y pro-
duira la formule (3) fa, Ut+ V) = 0.
Donc la fonction représentée par F(x,1) dans l’équation (2) du S 1 sera déterminée par la formule
la valeur de y étant fournie par l'équation (2). Cela posé, si l'an fait,
pour abréger,
gta, y)=Df(e,r) x 7)=D, (27) on tirera des équations (2) et (4) DiF(z,t)=Ux(x, y), et la formule (6) du $ I donnera
e Uk4(zx, >)
je Te POI VD)
Enfin, si l’on fait, pour abréger,
(6) Kx(x,7)= 0 (x, 7)
ou, ce qui revient au même, si l'on pose
ss Lee) we, y) : ; x(a 7) D, f(x, 7)
la formule (5) deviendra
(8 FAN Pi
(f(x, Ut+V)
Si U, V se réduisent à des fonctions entières de x, et &(æx, y), f(x, y) à des fonctions entières de æ, y, alors on aura
Uw(x, Ut+V) Uw(x,Ut+V) à (f(x, Ut+V)) El f(x, Ut+ V) )
et, pour que léquation (8) se réduise à (9) $—0, il suffira que, la fonction Q étant déterminée par la formule
Ho oz Ut+V) FE f(x; Ut + V)
le produit Qx s'évanouisse pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de la variable x.
Considérons à présent le cas particulier où l'équation (1) se réduit à la forme |
ñn étant un nombre entier et X une fonction entière de æ. On aura,
dans ce cas, ft, Y)=7"— X, AE TRS Perd: N ae
par conséquent,
.__ mx, y) (12) A ER
Alors aussi l'équation (3), réduite à (13) (Ut+ Vyr— Æ—o,
sera, par rapport à la variable x, d'un degré indiqué par le plus grand des nombres qui représenteront les degrés des trois fonctions
Ur, Pr, 5 €
L'équation (13) sera donc du degré mn, si, les fonctions U et V étant du degré m, le degré de X ne surpasse pas celui de U* et de V".
D'autre part, on tirera de la formule (11), résolue par rapport à y,
PAF
0 étant une racine ni" de l’unité; en sorte que l'équation (12) donnera
rs. te px*)
noir sr.
ou, ce qui revient au même, ( 1 L HN z,9 4%) (19) +) Er — n +. n
Mais, quand on voudra déduire de cette dernière formule les valeurs des fonctions représentées par #,, 4,, #,, ... dans l'équation (10) du S I, en substituant à la variable x les valeurs
Ti, Lo, T3
de cette même variable, tirées de l'équation (13), on pourra être obligé de prendre successivement pour 0 plusieurs des racines nie
de l'unité. Soient
les valeurs successives de 0, correspondantes aux diverses valeurs
de x. Soient encore
Es Ës Ës
ce que deviennent ces mêmes valeurs de æ quand on pose {= 7, et nommons alors £ l’une quelconque d’entre elles. Enfin, soient
ce que deviennent
quand on y pose æ — &. En vertu de la règle énoncée dans le $ I, la valeur de 6 correspondante à une racine déterminée de l’équation (13),
EXTRAIT N° 333. 89 par conséquent à une valeur déterminée de £, sera donnée par la formule
(16) Or +0 = OX".
Par conséquent, dans la détermination des valeurs de #,, 4,, ... que renfermera la somme s, en vertu de l'équation (10) du SE, on devra joindre la formule (16) à la formule (15).
Les valeurs de ô,, PR
étant déterminées à l’aide de la formule (16), l'équation (10) du SI, jointe à la formule (15), donnera
4 1 Le 1 (19) ef er..n f (see É 2° &, Æ "A
Ajoutons que la somme s s’évanouira, et qu’on aura, par suite,
ns 11; Là A8 L (18) 06, Æ" he 6,4%) dx + o, FL die 5, X*) dx +.,,=0 ( £e
si, La fonction Q étant déterminée par la formule
__ æ(æ, Ut+V) G9) Lys D’
le produit Qx devient nul pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires, de la variable æ.
Si la fonction &(x, y) est de la forme
o(x, y)= y" To (x),
l désignant un nombre entier inférieur à 2, et #(x) une fonction entière de æ, la formule (19) donnera
_ U(Ut+ Vyr-it
NL QUE VE
D(æx).
Si d’ailleurs, U, V étant du degré », le degré de X n’est pas supérieur OEuvres de C.— S.1,1.X. 12
à mn, il suffira que le degré de 5(x) soit inférieur au nombre ‘ml—1,
pour que, à la valeur de Q tirée de l'équation (20), corresponde une . + , . I valeur du produit Qx qui s'évanouisse avec =: Donc alors la for-
mule (18), réduite à T4 He Te er A (21) ext f. ÆX "o(x) dx + est [. A: Foc) dr + NE 6, : A
se vérifiera toujours quand on prendra pour &(x) une fonction entière de æ d’un degré inférieur à m/—1, par exemple quand on prendra pour (+) un quelconque des termes de la suite
(227: : Re Ds ht,
Lorsque U et V sont du degré », le degré de l'équation (13), par rapport à æ, ne peut être inférieur à 22. Néanmoins, comme dans la somme s on doit comprendre seulement les intégrales relatives à des valeurs
Tps Ta de x qui dépendent de la variable 4, il est clair que le nombre de ces valeurs et de ces intégrales s’abaissera au-dessous du produit ren, si le premier membre de l'équation (ro) se décompose en deux facteurs, dont l’un soit indépendant de z. C’est ce qui arrivera généralement si l'on attribue à X une valeur de la forme
(23) X=Vr—UW,
W étant une fonction entière de x d’un degré inférieur, ou tout au =)
plus égal au produit (7 — 1). Alors l'équation (13) se décomposera
en deux autres, savoir
(25) Unie t nr Verte, + n Vis W —=o,
dont la première sera indépendante de #, et dont la seconde sera seu-
lement dudegré »#(7 — 1) par rapport à la variable +. Donc alors le nombre des intégrales comprises dans la somme s sera seulement m(n—1).
Il est bon d'observer que si, en représentant par
Wie PA lei DORE les mn — 1) valeurs de x tirées de l'équation (25), on nomme
Ai AS ire, NE les valeurs correspondantes de X, on tirera de l'équation (21), différentiée par rapport à £,
: | Nr” Fr min ho À 0) D (Lise 0
Si, dans cette dernière formule, où &(x) représente une fonction
entière de æ d'un degré inférieur à ml — 1, on remplace successivement cette fonction par les divers termes de la suite
x 2 mli—2 EL"; tes) D ;
on obtiendra xl — 1 équations différentielles de la forme
; 1 1 à | pad Se "dx, + 8," 4, * dx: +. Eu 2 LR AEECE, RUE ÉD pe ns 8 = 0, à | ss (23) | CS Le CE À de AE PE TR TE Ce lt te DB EE 0, Re Die a PM LÉ D DU nn ee à do à à à à à à eee LUS CE JR en EU QE se à ; A. Ve SUP RE md 20e PAS OO Re) mn ES RE TO
Si d'ailleurs on nomme U;, Fi Mt U,, LA W, ce que deviennent les fonctions | SERRE A
quand on y remplace successivement x par æ,, puis par æ,, ..., la for-
mule (25) donnera
M crét A à rank dE vis +... .+n Vi ILIEW, —o, (28) | DE TER RRUS Ta Te +...+nVitt+W, = o,
pre RER %m) d'VENOLNS' SL CTINSS VU ETONMIETONTS NAT Eds men 'e vo , n--2
Et pin LR Vrcm- 6 +... + Winin-1 = 0.
Si l’on élimine t entre les formules (28), on obtiendra entre les seules variables :
Lis Las +5 Æm(n—1) m(n—1)—1 équations algébriques, qui seront autant d’intégrales du système des équations (27). Ajoutons que le nombre de ces intégrales sera évidemment égal ou supérieur à celui des équations différentielles elles-mêmes, suivant que l’on aura {= n — 1 ou [<< n —1.
Les résultats que nous venons d'établir comprennent, comme cas particuliers, les beaux théorèmes d’Euler et d’Abel sur les transcendantes elliptiques et sur d’autres transcendantes d'un ordre plus élevé, et s'accordent avec les formules obtenues par M. Richelot et par M. Broch, auxquelles nous pourrons les comparer dans un autre Mémoire.
Il importe de rechercher les cas où les équations algébriques produites par l'élimination de £ entre les formules (28) représentent précisément les intégrales générales des équations (27). Comme nous le montrerons dans un autre article, ces cas ne peuvent être que ceux où l’on a en même temps
D'ailleurs, pour que les conditions (29) se vérifient, 1! faut que l’on
ait, ou ASE, m3, ou Dhs à nTOUA, ou enfin EE PA "er VA
Lorsque 2 — », l'équation (25) se réduit à
(30) Ur+2Vt+ W=o,
et l’on retrouve les théorèmes d’Euler et d’Abel. Si l’on suppose, au
contraire, rte M== T1: OÙ 3; ou bien Hi E. MST,
on obtiendra des formules dignes d’être remarquées, et sur lesquelles je me propose de revenir.
J'ai supposé ici que l’on attribuait aux notations ë “
D LS d.
le sens indiqué dans le Mémoire que j'ai présenté lundi dernier à l’Académie. En parcourant, depuis la lecture de ce Mémoire, celui que M. Bjôrling a publié sur le développement d’une puissance quelconque réelle ou imaginaire d’un binôme, j'ai trouvé au bas d’une page une note où il est dit que le même auteur a présenté à l'Académie d'Upsal une Dissertation sur l'utilité qu'il peut y avoir à conserver dans le calcul les deux notations x°, Lx dans le cas même où la partie réelle de æ est négative. M. Bjôrling verra que, sur ce point, je suis d'accord avec lui; il reste à savoir si les conventions auxquelles il aura eu recours pour fixer complètement, dans tous les cas, le sens des notations æ*, Lx sont exactement celles que j'ai adoptées moimême; et, pour le savoir, je suis obligé d'attendre qu'il me soit possible de connaître la Dissertation dont il s’agit.
CALCUL INTÉGRAL. — Memoire sur le changement de variables dans les transcendantes représentées par des intégrales définies, et sur l’inte-
gration de certains systèmes d'équations différentielles.
C. R., T. XXII, p. 382 (24 août
Ainsi qu'on l’a vu dans mes précédents Mémoires, le calcul des résidus peut être utilement appliqué à la détermination d'une somme
d'intégrales qui renferment, avec une certaine variable +, les diverses valeurs de plusieurs autres variables
FAR à
considérées comme fonctions de +, et liées à æ par un système d'équations algébriques ou même transcendantes. On doit surtout distinguer le cas où y, 5, ... peuvent être exprimées en fonctions toujours continues, par exemple en fonctions rationnelles de la variable æ, et d'une nouvelle variable #, et où l’on prend pour origines des diverses intégrales relatives à æ les diverses valeurs de æ correspondantes à une valeur donnée * de la variable #. Dans ce cas, les diverses intégrales relatives à æ correspondront elles-mêmes aux diverses racines d'une certaine équation algébrique ou transcendante, que nous appellerons l'équation caractéristique, et qui renfermera les seules variables æ, 4. Alors aussi, sous certaines conditions qu’il importe de connaitre, chaque intégrale définie relative à æ se transformera en une intégrale relative à 4, et prise à partir de l’origine {= 7. Supposons, pour fixer les idées, que la variable z soit réelle. Si les fonctions de #, qui représentent les racines de l’équation caractéristique résolue par rapport à æ, restent réelles entre les deux limites de l’intégration relative à 4, la condition à remplir sera que, dans cet intervalle, chaque racine, variant avec # d'une manière continue et par degrés insensibles, soit toujours croissante ou toujours décroissante pour des valeurs croissantes de £. Ajoutons que, si une ou plusieurs racines de l'équation caractéristique deviennent imaginaires, entre les limites de l'intégration relative à z, la condition énoncée devra être séparément vérifiée pour les deux quantités variables qui, dans chaque racine imaginaire, représenteront la partie réelle et le coeflicient de Yÿ— 1.
Lorsque les deux limites de l'intégration relative à £ sont assez rapprochées l’une de l'autre pour que les racines réelles ou imaginaires de l'équation caractéristique satisfassent toutes aux conditions que nous venons d'indiquer, alors la somme des intégrales relatives à x
EXTRAIT N° 334. 95 peut être transformée en une seule intégrale relative à z. Le cas où cette intégrale s'évanouit, et où l’équation caractéristique a pour premier membre une fonction entière des variables æ, {, mérite une attention spéciale. Dans ce cas, auquel se rapportent divers Mémoires, non seulement d'Euler, de Lagrange et d’Abel, mais aussi de MM. Jacobi, Richelot, Broch, etc., les diverses racines de l'équation caractéristique fournissent des intégrales algébriques de certains systèmes d’équations différentielles. D'ailleurs, comme je l'ai dit dans la dernière séance, ces intégrales peuvent être ou particulières, ou même générales. Ainsi, par exemple, comme Euler l’a fait voir, on peut obtenir l'intégrale générale et algébrique d’une équation différentielle entre deux variables, dans laquelle ces variables sont séparées, leurs différentielles y étant divisées par les racines carrées de deux polynômes semblables du quatrième degré. On verra, dans ce Mémoire, que l’on peut aussi construire l'intégrale générale et algébrique de l'équation du même genre qu'on obtient en remplaçant dans l'équation différentielle d'Euler les racines carrées de deux polynômes semblables du quatrième degré par les racines cubiques des carrés de deux polynômes semblables du troisième degré.
ANALYSE
Supposons, comme dans le précédent Mémoire, la variable æ liée à d’autres variables par des équations (1) ; Se. 5 20, Sr FES
dont le nombre soit égal au nombre de ces autres variables. Supposons encore que, en vertu de ces mêmes équations, les variables
Jr .&
puissent être exprimées en fonctions toujours continues, par exemple en fonctions rationnelles des deux variables æ, 4; et soit
(2) Pitei)z 0
l'équation produite par l'élimination des variables y, s, ... entre les formules (1). Cette équation, que j'appellerai caractéristique, étant résolue par rapport à æ, fournira, pour æ considérée comme fonction de 4, diverses valeurs
Li La T3
Soit d’ailleurs # une fonction des variables +, {, qui demeure continue par rapport à ces variables, du moins pour une valeur de ? suffisamment rapprochée d’une certaine origine 7; et, en nommant
Ki, Ke, Ks, les valeurs de Æ correspondantes aux valeurs
Li, La Lys
de la variable +, posons t t (3) sf hDea dt+ k:D,x:s dt +...
On tirera de la formule (3), jointe à l'équation (2),
(4) ft ea ny) db
le signe £ étant relatif à la variable æ. Si d’ailleurs le rapport
étant une fonction de æ et de #, qui reste toujours continue, quand elle est finie, ne devient jamais infini que pour des valeurs nulles du dénominateur F(x, £), et si le produit de ce rapport par æ s’évanouit généralement pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de x, on aura (3) 4 UE OL Éxo),
et l'équation (4) donnera simplement
Supposons maintenant que la valeur de #, considérée comme fonction de æ et #, se déduise des équations (1) jointes à une équation de
la forme (7) Re À ER DE LES f(æ,y,3,...) étant une fonction de x, Y, 2, ... qui, réduite à une
fonction des seules variables x, £, par la substitution des valeurs de y, 3, ..., reste continue, du moins pour les valeurs de £ comprises entre les limites des intégrations. Nommons
é; 1; bs
les valeurs particulières qu’acquièrent, pour & —*, la variable x considérée comme racine de l'équation (2), et les variables y, 3, .., exprimées en fonctions toujours continues de æ et de 4. Enfin soient
Es Ti: 63 Ës Nes Go; Es Vas Gb
les diverses valeurs de SIDE" POI
correspondantes aux diverses racines de l'équation (2); et supposons que, parmi les équations (1), la dernière, savoir
renferme seule la variable £. On pourra déterminer #,, en substituant dans le second membre de la formule (3) les valeurs de y, z, ..…, tirées des équations
(9) : Fos 220; ..
et assujetties à vérifier, pour 4 — +, les formules (10) Y —= Ni; 2 Ci
On obtiendra ainsi une valeur de #, exprimée en fonction de la seule variable æ,. On pourra, de la même manière, exprimer #, en fonction
de la seule variable x,, £, en fonction de la seule variable æ,, et, par OŒEuvres de C. — S.1,t. X. 13
suite, substituer à l'équation (3) une autre équation de la forme
en Le T3 (11) PE hdmi f kam+ [ ksdxzs+..., (+ £e Gs
les fonctions Æ,, #,, #,, ... étant toutes devenues indépendantes de la variable £. Toutefois cette substitution de la formule (11) à la formule (3) ne peut ordinairement s'effectuer que sous certaines conditions, et pour des valeurs de £ suffisamment rapprochées de 7, ou, ce qui revient au même, pour des valeurs numériques suffisamment petites de la différence £ — 7, par conséquent pour des valeurs des différences Ti Ëis Lan La Es +,
suffisamment rapprochées de zéro. Admettons, pour fixer les idées, que la variable z soit réelle. Alors, si les diverses fonctions de 4, représentées par les diverses racines
Lis Los Las
de l'équation (2), restent réelles elles-mêmes, du moins pour les valeurs de la variable z comprises entre les limites des intégrations relatives à cette variable, la condition à remplir sera que, dans cet intervalle, chacune des racines æ,, æ,, æ,, ... variant avec £ d’une manière continue et par degrés insensibles, soit toujours croissante ou toujours décroissante pour des valeurs croissantes de z. Ajoutons que, si une ou plusieurs racines de l'équation (2) deviennent imaginaires entre les limites de l'intégration relative à 4, la condition énoncée devra être séparément vérifiée pour les deux quantités variables qui, dans chaque racine imaginaire, représenteront la partie réelle et le coefficient de ÿ— 7.
Lorsque les deux limites de l'intégration relative à £ sont assez rapprochées l’une de l’autre pour que les racines réelles ou imaginaires de l’équation (2) satisfassent toutes aux conditions que nous venons d'indiquer, on peut substituer la formule (11) à la formule (3). Si d’ailleurs la condition (5) se vérifie à son tour, l'équation (6), jointe
à la formule (11), donnera
(12) FE k, D à Re E =: 0, et, en différentiant l'équation (12), on obtiendra l'équation différentielle
(13) kdz;,+k. dæi:+...—o.
Si l'équation (2), résolue par rapport à æ, offrait quelques racines qui fussent indépendantes de la variable #, alors, comme je l'ai remarqué dans la précédente séance, les intégrales correspondantes à ces racines disparaîtraient d’elles-mêmes dans la somme représentée par s, par conséquent dans les formules (3), (11), (12) et (13). On pourra donc toujours se borner à prendre pour
Lis Los ..
dans les formules (12) et (13), celles des racines de l'équation caractéristique qui dépendront de la variable #.
Lorsque F, Z, ..., T sont des fonctions entières des variables æ, 7, ..., t, le premier membre F(x, 2) de l'équation caractéristique est lui-même une fonction entière des variables +, 4, et cette équation, résolue par rapport à æ, offre un nombre fini de racines. Si l’on nomme V ce nombre, ou plutôt le nombre de celles qui dépendent de la variable #, l'équation (13), dont le premier membre renfermera seulement N termes, sera de la forme
(14) ki da; + kadto+...+ kydxy—=o.
Considérons en particulier le cas où les variables æ, y, ..., 4 se réduisent à trois, et les formules (1) aux deux équations
(1) n— Æ—=o, Y=U EN
U, V, X étant trois fonctions entières de æ, les deux premières du degré m, la troisième du degré m7. Alors l'équation caractéristique,
PRNERARTS 1e
4€ DNIVE RSITY |
réduite à la forme
(16) (TÉL UT Lo
sera elle-même du degré mn par rapport à æ; en sorte qu’on aura généralement
(17) NERM,
| NAT si l’on suppose
(18) Æ = Vi UW,
W étant une fonction entière de x du degré (7 — 1}m, l'équation (16) se décomposera en deux autres |
(20) Une + nUrVir1+.. + nVr1t+W—o,
dont une seule, savoir la seconde, renfermera ?; et comme l’équation (20) sera du degré (72 — 1)m par rapport à æ, il est clair que, dans la supposition dont il s’agit, on aura seulement
Soit d’ailleurs 0 une racine ri" de l’unité choisie de manière que, æ étant une racine de l’équation (20), on ait pour £ —7,
(22) Ut+V—0Æ#r, et nommons À, À ee | À 6, de, té ES Ov
les diverses valeurs de X et de 0 correspondantes aux diverses racines Lis Toy .….., Ty
de l’équation (20). Enfin désignons par / un nombre entier inférieur à n, et par &(x) une fonction entière de æ, d’un degré inférieur à ml— 1. On tirera de la formule (14), ainsi que nous l'avons déjà
remarqué dans la précédente séance,
0 i 1 (23) ŒUX, "o(zi)de+ OX, "o(z,)dr,+...+ 014, "o(æx)dæy— 0.
Si dans cette dernière équation l’on remplace successivement &(x) par les divers termes de la suite fn du LES re on obtiendra zr{ — 1 équations différentielles entre les N variables M D 614
et par conséquent le nombre de ces équations différentielles sera égal au nombre des variables, diminué de l’unité, quand on aura
ml—i=N—:, m=N—(n—:1)m, ou, ce qui revient au même, (24) Enr:
Alors, en effet, la formule (23) fournira entre les N variables x,, Les ..., Æy les N — 1 équations différentielles
1 1 0,4% ‘dr,+ BAT dr+. + 0,4% dry— 0, | 1 (25) DAT dr, + BAT xidr,+. + 0,4% zydry—0,
1 1 1 RE Se HO -—1 GAY aldr,+0,47 aN?dx,+...+0, 4% AY d& y 0, la valeur de N étant toujours N — (7 — 1}m.
D'autre part, si, dans l’équation (20), on substitue successivement à x les diverses variables |
Lis Lay +..3 ŒÆN
qui représentent les diverses racines de cette même équation, on obtiendra N équations algébriques, qui pourront être réduites, par l’élimination de #, à N — 1 autres équations, pareillement algébriques, et propres à représenter N — 1 intégrales des N — 1 équations différen-
tielles comprises dans le Tableau (25). Il y a plus : les intégrales dont il s’agit pourront être aisément déduites de la formule (22) qui subsiste, aussi bien que l'équation (20), non seulement pour £— 7, mais encore pour toute valeur de la différence : — 7 qui ne dépasse pas les limites entre lesquelles subsistent les intégrales elles-mêmes. En effet, l'équation (22), linéaire par rapport à #, peut être présentée sous la forme QA"— V et si l’on nomme
U,;, U:, .. Ur, V;, Vas BAT | Vr
les valeurs de U et de V correspondantes aux valeurs æ,, æ,, ..., x, de la variable x, on tirera de la formule (26)
1 1 1 (27) NAME MAR Et xls D
Or, les équations (25) étant données avec la fonction X, les N — r équations algébriques que comprend la formule (27) représenteront en réalité N — 1 intégrales des équations (25), si les fonctions du degré me, désignées par deux lettres U, V, sont choisies de manière à vérifier la formule (18), ou, ce qui revient au même, de manière que le polynôme U divise algébriquement la différence X — V", et que le quotient W soit du degré m(n — 1). D'ailleurs ces dernières conditions seront évidemment remplies si, après avoir choisi V arbitrairement, on prend pour U un des diviseurs algébriques, et du degré 7», de la différence X — V*, D'autre part, ces diviseurs algébriques devant être censés connus dès que V lui-même est connu, nous devons conclure que, dans les N — r intégrales représentées par la formule (27), le nombre des constantes arbitraires ne pourra surpasser le nombre des constantes renfermées dans la fonction V. A la vérité, les diviseurs algébriques, et du degré m, de X#— V ne sont complètement déterminés que dans le cas où l’on donne une relätion à laquelle doivent
satisfaire un ou plusieurs de leurs coefficients, dans le cas, par exemple, où l’on réduit le coefficient de æ” à l'unité. Mais, pour passer de ce cas particulier au cas général où le coefficient de x" est une constante arbitraire e, il suffit de multiplier par cette constante le diviseur algébrique que l’on considère, et il est clair que la formule (27) ne sera point altérée si l’on substitue à la fonction U le pro-
duit SU, par conséquent, aux termes de la suite
À U;, U», LICE Ur, les termes de la suite DU. OU... COUR
On pourrait, sans altérer les équations (25), remplacer la fonction X” 1 1
par la fonction À X”, ou, ce qui revient au même, la fonction X par ÀAX, À étant un facteur constant. Mais il est clair qu’en opérant ainsi on n’augmenterait pas la généralité des formules (27), ni le nombre
des constantes arbitraires qu’elles renferment. Car, en substituant, 1 1
f dans les formules (27), NX" à X*, on produit le même effet que si l’on y substituait à V l'expression À “V, propre à représenter, ainsi que V, une fonction entière de æ, du degré m2.
En résumé, si, après avoir choisi V arbitrairement, on prend pour U un diviseur algébrique de X*—V, les N—1 intégrales comprises dans la formule (27) représenteront un système d’intégrales des équations (25); mais le nombre des constantes arbitraires comprises dans ces intégrales ne pourra surpasser le nombre » +1 des constantes comprises dans la fonction V. Donc, par suite, les intégrales trouvées ne pourront être générales que dans le cas où, le nombre 72 + 1 étant égal ou supérieur au nombre N — 1 des équations différentielles, on
aura m5 N—,
par conséquent, eu égard à la formule (21),
Ajoutons que les équations (25) supposent N—r1>o, ou, ce qui revient au même,
Les conditions (28), (29) sont précisément celles que nous avons indiquées dans le précédent Mémoire, page 92. Ce n’est pas tout : si, en nommant À un facteur constant, on pose
train V'=AU + V, la formule (22) deviendra (30) Ut + VI=047,
et U ne pourra être un diviseur algébrique de X — V” sans être en même temps un diviseur algébrique de X — V'’". Cela posé, au lieu d'éliminer £ entre les N — 1 équations déduites de la formule (22), on pourra évidemment éliminer 4’ entre les N — 1 équations déduites de la formule (30); et, après avoir ainsi obtenu sous une forme nouvelle les N — 1 intégrales des équations (25), on prouvera encore que le nombre des constantes arbitraires comprises dans ces intégrales ne peut surpasser généralement le nombre des constantes comprises dans la fonction V’. Mais, d’autre part, on pourra disposer du facteur À de manière à faire disparaître dans V’ le coefficient de +”, et alors le nombre des constantes que renfermera V' sera réduit à »m. Donc les N — 1 équations algébriques comprises dans la formule (27) renfermeront au plus » constantes arbitraires, et ne pourront être les intégrales générales des équations (25) que dans le cas où l’on aura
mEN— 1; par conséquent, eu égard à la formule (21), (31) m(n—2)=1.
On peut donc à la condition (28) substituer la condition (31), qui
restreint encore plus le nombre des cas où les N — 1 intégrales trouvées peuvent représenter Le système des intégrales générales des
équations (25). En effet, pour que les conditions (29) et (31) se vérifient, il faut nécessairement que l’on ait, ou
(32) MIS, m=2 ou (33) Hs ME I.
Dans le premier cas, on tire de la formule (27) l'intégrale générale de l'équation d’Euler, cette intégrale étant réduite à la forme que Lagrange lui a donnée, et les intégrales du même genre que M. Richelot a obtenues pour les équations différentielles qui, suivant la remarque de M. Jacobi, se trouvent intégrées en vertu des théorèmes d’Abel. Dans le second cas, les formules (25) se réduisent à la seule équation
2 22 (34) 6,4, ‘dx, +84, dx; —0,
0,, 0, étant des racines cubiques de l’unité, et X un polynôme en x du troisième degré ou de la forme
(35) ZA = A+ Br+ Cx+ D.
Alors aussi la formule (27) donnera
1 £ DR DA y, Ü; sr U,
U, V étant deux polynômes du degré m — 1, c’est-à-dire deux fonctions linéaires de æ, dont la première devra diviser la différence
A — Vi,
D'ailleurs, d’après ce qui a été dit ci-dessus, on pourra, sans diminuer la généralité de la formule (36), réduire le coefficient de x, dans la fonction U, à l'unité, et, dans la fonction V, à zéro, par conséquent, réduire V à une simple constante c, et U à ‘un binôme de la forme
OEuvres de C. — S. 1,1. X. 14
æ — a. Donc la formule (36) pourra être réduite à
1 1 045—c 6Æi—0c
et la formule (37) sera une intégrale de l’équation (34) si, en attribuant à la constante c une valeur arbitraire, on représente par æ — a un diviseur algébrique de la différence
Æ — ci,
en sorte que a désigne une racine de l’équation HEC
e£soit lié à c par la formule
(38) A&+ Ba +Ca+D—c.
Or il est clair que, sous ces conditions, la formule (37), dans laquelle la constante c restera entièrement arbitraire, représentera, non pas une intégrale particulière, mais l'intégrale générale de léquation (34).
Si la fonction X devenait constante, en se réduisant par exemple à l'unité, alors la différence X — c*, réduite à 1 — c*, ne pourrait plus acquérir un diviseur algébrique de la forme æ—a sans s’évanouir; et, en effet, l'équation (38), réduite à
Di Pet,
fournirait, pour la constante c, une valeur déterminée qui pourrait être l’unité. Mais, en vertu de la supposition c—1, la différence X — c%, réduite à zéro, acquerrait, pour diviseur algébrique, l'un quelconque des binômes de la forme æ — a, la constante a restant arbitraire; et la formule (37) donnerait
Enfin, comme, dans le cas dont il s’agit, æ,, x, représenteraient celles
EXTRAIT N° 335. 107 des racines de l’équation
qui seraient distinctes de la racine à, il ést clair que 0,, 0, seraient les deux racines cubiques et imaginaires de l'unité. En conséquence, l'équation (39), dans laquelle a resterait arbitraire, donnerait
0x; + 0%e = Const.
‘Or cette dernière formule est effectivement l'intégrale générale de l'équation (34), dans le cas où, la fonction X se réduisant à l'unité, l'équation (34) elle-même se réduit à
0, dx, + 0, dx, = 0.
L’équation (27) est irrationnelle, puisqu'elle renferme des puis-
sances fractionnaires de la forme X”". Dans un autre article, je parlerai des formes rationnelles sous lesquelles se présentent les intégrales des équations (25), quand on les déduit, non plus de l'équation (22), mais de l’équation (20), et j'examinerai les relations que la formule (22) établit entre la valeur particulière * de £, les constantes 0,, 6,, ..., 0, et les valeurs initiales E,, &,, ..., £, des variables x,,
Lys .. y.
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur la détermination complète des variables
propres à vérifier un système d'équations différentielles.
C.R., T. XXII, p. 485 (7 septembre
Ce Mémoire est surtout relatif à l’usage remarquable que l’on peut faire de la formule d’interpolation de Lagrange pour intégrer certains systèmes d'équations différentielles, et à ce qu’on pourrait appeler les sinus et cosinus des divers ordres, c’est-à-dire aux fonctions inverses
des intégrales binômes. L'auteur établit, entre autres choses, la pro-
position suivante :
Soit
(1) f(x, 7)=0 une équation entre deux variables æ, y. Soient, de plus, 9,(x), 0 (x), ARE On(z)
des valeurs de y en æ, distinctes ou non distinctes, tirées de cette
équation, et is, Nas +5 Nm
ce qu’elles deviennent quand on attribue à la variable x les valeurs
particulières
Es Es, bia | “in
Soit encore une fonction entière de æ du degré m—71, et déterminée à l’aide de la formule d’interpolation de Lagrange, de telle sorte
qu’elle acquière les valeurs particulières Mis Ma +.) my pour les valeurs particulières Es Ex +. En de la variable æ. Enfin, posons
(2) f(x, p)=u(x —EËE)(æ—Ë:)...(x —E»), :
(3) F(x,t)= f(x, ut+e),
t étant une nouvelle variable; et nommons Us Us DE | Un 5 V1 Pas PRE | Fr
ce que deviennent w et e quand on y remplace successivement x par
m variables distinctes ; Lis Lay REA ? Lyme
Si l’on ne diminue pas le nombre des racines de l'équation (4) Fiat}: 0,
résolue par rapport à +, en y posant { — 0, et si d'ailleurs, en nommant f(x, y) une nouvelle fonction de x, y, on a
sf(x,ut+ve)D,F(x,t) G) De Pr e
il suffira de déterminer les variables æ,,æ,, ..., æ,, à l’aide de la for-
mule
(6) (ts) — 91 On(t2)— Ve Om(Em) 9m
ü U Un
pour qu’elles aient la double propriété de vérifier l’équation différen-
tielle
(7) f[æ:, CA (æ)] dx; ES LE 7 On (Lrn)] are Q et d'acquérir simultanément les valeurs particulières correspondantes
Ërs Éas EE à us
et par suite, si l’on peut satisfaire à la condition (5) par #2 — 1 valeurs essentiellement distinctes de la fonction f(x, y}, les » — 1 équations différentielles correspondantes, comprises dans la formule (7), auront pour intégrales générales Le système des » — 1 équations finies comprises dans la formule (6). Ce théorème subsiste dans le cas
même où les fonctions de x désignées par d,(æx), 43 (x), Me Om(z)
ne seraient pas distinctes les unes des autres, et représénteraient une
seule des racines de l'équation (1).
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Rapport sur un Mémoire qui a été présenté à l’Académie par M. FÉuix Cuio, et qui a pour titre : Rechérches sur la série de Lagrange.
C.R., T. XXII, p. 490 (7 septembre
L'Académie nous a chargés, M. Binet et moi, de lui rendre compte d'un Mémoire de M. Félix Chio, professeur de Mathématiques à l’Académie militaire à Turin. Ce Mémoire, qui a pour titre : Recherches sur la série de Lagrange, est divisé en quatre paragraphes.
Dans le premier paragraphe, l’auteur, après avoir rappelé le théoreme général donné par l’un de nous sur la convergence du développement d'une fonction en série ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de la variable, applique ce théorème à la série de range, et
parvient ainsi, pour cette séri e rè onvergence qui COIneide avec la règle énoncée ome I des Exercices d'Analyse et de
Physique mathématique | pages 279 et 280 (‘)]. En effet, l'équation u—x+tf(x) =,
dont une racine æ se développe par la série de Lagrange suivant les puissances ascendantes de £, se réduit à la forme
J—=tw(y)
lorsqu'on pose æ — u — y, et, par conséquent, la règle donnée dans les Exercices pour la convergence de la série qu’on obtient en développant, suivant les puissances ascendantes de 4, la valeur de y tirée de la seconde équation, s'applique aussi au développement de æ, qui ne diffère du développement de y que par l'addition de la constante w. La règle de convergence de la série de Lagrange étant établie, lauteur du Mémoire a discuté les divers résultats que cette règle peut
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. XI.
fournir, eu égard aux diverses valeurs qu’on peut attribuer au paramètre u. Cette discussion est lumineuse. Pour une valeur donnée de 4, par exemple pour £=7+, les diverses valeurs de æ développables en séries convergentes par la formule de Lagrange correspondent, comme M. Chio le fait voir, à divers systèmes de valeurs de w comprises entre certaines limites, et chacun de ces systèmes renferme une ou plusieurs racines de l'équation
JiHraro
Nommons v l’une de ces racines, prise parmi celles que renferme le système auquel appartient la valeur donnée de w, et supposons cette valeur très rapprochée de v, en sorte que la différence
tee: 0)
soit très petite. Si le paramètre «w se réduit précisément à la racine v, la condition de convergence de la série de Lagrange sera que le module de la fonction dérivée f’(v) devienne inférieur à l’unité. Si, au contraire, « diffère de v, et w de zéro, la condition de convergence sera que le module de f’(#) soit inférieur à l'unité, + étant une racine de l'équation auxiliaire
(e— u) fe) — f(e)— 0.
Or M. Chio observe que, dans le cas où l’on a u — v, l'équation auxiliaire, réduite à (w—v)f(s) —f(r)—=0
et résolue par rapport à », offre une racine double ou multiple, savoir : une racine double, si f’(v) diffère de zéro; une racine triple, si, f’(u) étant nul, f"(u) diffère de zéro; une racine quadruple, si, f’(v) et f'(v) étant nuls, /'"(u) diffère de zéro, et ainsi de suite; puis il montre que, pour de très petites valeurs de w, v sera développable,
s 1 dans le premier cas, suivant les puissances ascendantes de w*; dans
+ à le second cas, suivant les puissances ascendantes de w°; dans le troi-
sième cas, suivant les puissances ascendantes de w*; etc. Il montre,
de plus, que si l’on a f(v)=0,
la valeur de v, correspondante à de très petites valeurs de w, sera développable par la formule de Lagrange suivant les puissances ascendantes et entières de w.
Le second et le troisième paragraphe du Mémoire de M. Chio se ‘rapportent spécialement au cas où, les paramètres &, & étant réels, la fonction f(x) est réelle elle-même, et l’auteur s’est appliqué à découvrir quel est alors le caractère spécial de la racine fournie par la série de Lagrange. Dans la Note XI de la Résolution des équations numériques, Lagrange avait affirmé que la valeur de æ, dont sa série offre le développement, est numériquement la plus petite des racines de l’équa-
tion u—xz+f(x)=0.
M: Chio fait voir que cette proposition est souvent en défaut, et la remplace par une proposition nouvelle et digne de remarque. Il partage les racines réelles de l'équation donnée en deux classes, formées, l'une avec les racines supérieures, l’autre avec les racines inférieures au paramètre uw, et prouve que la racine représentée par la série de Lagrange est toujours, parmi celles qui font partie de la même classe, la plus voisine de ce paramètre. Il vérifie ensuite cette proposition nouvelle sur des exemples dans lesquels on serait conduit, par l’'énoncé de Lagrange, à des résultats inexacts.
L'autorité de Lagrange est d’un tel poids en Analyse, qu'on ne saurait prendre trop de précautions pour se garantir de toute erreur, avant d'adopter une opinion contraire à celle de l'illustre géomètre. On doit donc louer M. Félix Chio du soin avec lequel il a, dans son Mémoire, approfondi le sujet que nous venons de mentionner. Pour le même motif, il nous a semblé qu'il ne serait pas sans intérêt de rendre manifeste l'erreur que M. Chio a signalée, dans un cas tellement simple, que, pour la reconnaître, il ne fût point nécessaire de
calculer numériquement les divers termes de la série obtenue, ni même d'effectuer le développement en série. Or on peut aisément y parvenir, comme on le verra dans une Note jointe à ce Rapport, en réduisant la fonction /(æ) à un trinôme du second degré.
M. Félix Chio ne s’est pas borné à démontrer l'inexactitude de la proposition énoncée par Lagrange, et à indiquer le théorème qui doit lui être substitué. Il a encore, dans le troisième paragraphe de son Mémoire, recherché et expliqué les circonstances particulières qui rendent insuffisante la démonstration que Lagrange a donnée à l'appui de cette proposition.
M. Chio a de plus, dans les deux derniers paragraphes de son Mémoire, établi divers théorèmes qui peuvent être utiles quand on se propose d'appliquer la série de Lagrange à la résolution numérique des équations. On sait, au reste, que ce dernier sujet a déjà été traité par l’un de nous sous un point de vue général, dans les Comptes rendus de l’année 1837, et que, sans connaître, a priort, la valeur approchée d'aucune racine, on peut, à l’aide de développements en séries, débarrasser une équation de degré quelconque des racines imaginaires qu’elle peut avoir, puis ensuite développer immédiatement en séries convergentes chacune des racines réelles.
Ce que nous avons dit suffit pour montrer tout l'intérêt qui s'attache aux recherches de M. Félix Chio sur la série de Lagrange. La sagacité dont l’auteur a fait preuve en traitant avec succès des questions importantes et délicates mérite d’être remarquée. Nous pensons que son Mémoire est très digne d’être approuvé par l'Académie et inséré dans
le Recueil des Savants étrangers.
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Note pe M. CAUCHY, RAPPORTEUR.
Sur les caractères à l’aide desquels on peut distinguer, entre les diverses racines d’une équation algébrique ou transcendante, celle qui se déve-
loppe en série convergente par le théorème de Lagrange. C. R., T. XXII, p. 493 (7 septembre 1846). D'après la proposition énoncée dans la Note XI de la Résolution des
équations numériques, la série qu’on obtient en développant, suivant les puissances ascendantes de £, la valeur de æ fournie par l'équation
(1) u—x+tf(x) —=0,
serait toujours, pour des valeurs réelles des paramètres & et , celle des racines qui est numériquement la plus petite. Pour constater l’inexactitude de cette proposition, il suffit de poser, dans l’équation (1),
(2) f(æ)=x+ ax + b,
a et b étant réels. Alors on trouvera
1—at+Vi—o(a+ou)t+(&—4b)r
(3) © er.
Si, pour plus de commodité, on fait disparaitre, sous le radical, le carré de #, en prenant
J AN 2 Dr 74 ,
la formule trouvée deviendra
1—at+Vi—2(a+ 2u)t
(hs 2 x —
Or, si u est assez rapproché de — a, ou { de zéro, pour que la valeur
numérique du produit (a+ou)t
reste inférieure à À, le radical compris dans la formule (4) sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de 4, le premier terme de la série étant l'unité. Donc alors la valeur de +, fournie par la série de Lagrange, qui ne contient que des puissances entières et positives de 4, coincidera nécessairement avec la valeur de + que l’on tire de l’équation (4), en réduisant le double signe au signe —. Mais cette dernière valeur de +, comparée à celle qu’on obtiendrait en réduisant le double signe au signe +, sera évidemment, ou la plus rapprochée, ou la plus éloignée de zéro, suivant que la différence 1 — at sera positive ou négative. Donc la racine fournie par la série de Lagrange ne sera pas toujours la plus petite numériquement, c’est-à-dire la plus voisine de zéro, et la proposition énoncée dans la Résolution des équations numeriques est inexacte.
On arrive encore à la même conclusion, en observant que les deux équations
Lere(r) Y—u—tæ(y—u)
offrent des racines correspondantes liées entre elles par la formule
et que, si une racine « de l'équation
(3) : æ=two(x)
est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de £, on pourra en dire autant de la racine correspondante & + u de l'équation
Or, soient a
les diverses racines réelles de l'équation (5). Si l'énoncé de Lagrange était exact, non seulement & serait le plus petit terme de la suite
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c'est-à-dire le plus rapproché de zéro, mais en même temps & + serait le plus petit terme de la suite
A+ u, ÊHUTU
c'est-à-dire le plus rapproché de zéro, quelle que fût d’ailleurs la valeur attribuée à z. Mais évidemment cette conséquence nécessaire de la proposition énoncée ne saurait être admise, puisqu'on peut disposer de &# de manière à rapprocher indéfiniment de zéro ou même à faire évanouir l’un quelconque des termes de la seconde suite, choisi arbitrairement.
Disons maintenant quelques mots du véritable caractère qui distingue, entre les racines de l’équation (1), celle qui se développe en série convergente par le théorème de Lagrange, et montrons comment ce caractère pourrait se déduire des principes énoncés dans les divers Mémoires où je me suis occupé de la résolution des équations algébriques ou transcendantes (").
Soient T, DA
deux variables réelles, considérées comme propres à représenter dans un plan deux coordonnées rectangulaires, et z une variable imaginaire
liée à æ, y par la formule say ÿ rt.
A chaque valeur de : correspondra un système déterminé de valeurs de æ, y, par conséquent un point déterminé du plan des æ, y. Soient d'ailleurs 5(:), I(2) deux fonctions continues de 3, et supposons la
valeur de z déterminée par l’équation
(7) H(:)+tw(:)—0,
(1) Woir en particulier le Mémoire de novembre 1831 (*), sur les rapports qui existent entre le calcul des résidus et le calcul des limites, lithographié à Turin, et réimprimé par la Société ilalienne, et les Comptes rendus des séances de l’Académie de l’année 1837.
(4) Œuvres de Cauchy, S. WU, T. XV
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dans laquelle entre un paramètre variable z. Enfin supposons que, T'étant le module du paramètre 4, on construise le système de courbes représentées par la formule
IT (z) 8 ES MOod, - .
Conformément aux observations faites dans les Comptes rendus de 1 837,
ces courbes seront fermées et de deux espèces, les unes s'étendant de
plus en plus, et les autres se rétrécissant de plus en plus, pour des. valeurs croissantes du module T. Quand T sera nul, l'équation (7),
réduite à
(9) Hir)z 0,
offrira un certain nombre #2 de racines
auxquelles correspondront divers points ME AT...
situés dans le plan des +, y; et alors chacune des courbes de première espèce sera réduite à l’un de ces points. Quand T sera très petit, les courbes de première espèce, dont le nombre sera encore égal à m, .……, et dont chacune renfermera dans son intérieur un seul des points
MERE
auront des dimensions très petites. Concevons, pour fixer les idées, que a, «’, a”, ... soient des racines simples de l'équation (9); alors m racines
FPS PIRE APORR de l'équation (7) seront développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de 4, et correspondront à m points divers
in px
respectivement situés sur ces diverses courbes. Ajoutons que T, venant
à croître, l’une quelconque de ces racines, la racine & par exemple, restera développable en série convergente, ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de £#, tant que la courbe de première espèce, qui correspond à cette racine, n’aura pas de points communs avec une ou plusieurs autres courbes de première ou de seconde espèce, ou, ce qui revient au même, tant que le module T n’atteindra pas une valeur pour laquelle équation (7) puisse acquérir des racines égales, par conséquent une valeur qui permette de satisfaire simultanément à l'équation (7) et à la suivante :
(10) IL'(3)+tw'(5) — 0.
Ainsi le développement de la racine & suivant les puissances ascendantes de £ restera convergent pour des valeurs croissantes du mo-
dule T de #, jusqu'au moment où cette racine, qui vérifie la formule (11) H(x)+itw(ax) —0,
et se réduit à a pour £{ — 0, vérifiera, en outre, du moins pour une
valeur convenablement choisie de l’argument de #4, la condition
(12) (a) +itw'(x) = 0.
D'autre part, comme on tirera de la formule (11)
I'(œ) + tæ/(a)
il est clair que, au moment dont il s’agit, on aura, pour une valeur convenable de l'argument de 4,
D,c ns: 718 Ô On doit seulement exclure lé cas'où l’on aurait D(a) —0, c'est-à-dire le cas où #, étant une racine connue des deux équations
deviendrait indépendant de #. Done, si l’on excepte ce cas, dont nous pouvons faire abstraction, la dérivée de la série qui représentera le développement de la racine & suivant les puissances ascendantes de 4 acquerra une somme infinie, du moins pour une valeur convenablement choisie de l'argument de #, à l'instant où la valeur croissante du module T atteindra la limite pour laquelle se vérifient les formules (11) et (12). Nommons & cette limite. Non seulement la série qui représente le développement de « sera convergente, avec sa dérivée, tant que l’on aura T<&,
mais, comme la série dérivée deviendra certainement divergente, au moins pour une valeur convenable de l’argument #, quand on suppo-
sera
on peut affirmer que, dans cette supposition, le module commun des deux séries sera l'unité. Donc les deux séries auront pour module le
T rapport + et deviendront divergentes quand ce rapport surpassera
l'unité, c’est-à-dire quand on aura T>E.
Jusqu'ici nous avons supposé que les constantes M 4; a,
étaient toutes des racines simples de l'équation (9). Mais, pour que les conclusions auxquelles nous sommes parvenus subsistent, il suffit évidemment que a soit une racine simple de l'équation (9). Cela posé, on pourra évidemment énoncer les propositions suivantes :
TuéorÈme L. — +, y étant deux variables réelles, nommons: I(z), w(:) , deux fonctions continues de la variable imagin are
3=2+Fy\V—:.
Supposons d'ailleurs que a soit une racine simple de l'équation
Enfin soit t'un paramètre variable. Pour de très petites valeurs de ce paramètre, l'équation IH(:)+tw(z)=o
offrira une racine simple « développable suivant les puissances entières et ascendantes de t en une série convergente dont a sera le premier terme, el le module de cette série sera le plus petit des modules de t, pour lesquels on
aura simultanément H(x)+tæ(x) —o, I'(a)+tw'(x) — 0.
TuéorèME IT. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1, considérons les variables x, y comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires d’un point mobile. À chaque valeur de z correspondra une position déterminée de ce point, et, par suite, aux diverses racines a,
a’, a”, ... de l'équation
correspondront divers points PRE. TD PAR REC
suues dans le plan des æ, y. Si, d’ailleurs, en nommant T le module du paramètre 1, on construit le système des courbes représentées par l'équa- Lion
H(x+yy—:1) “o(x+yV 1).
EM € 4 L
ces courbes seront de deux espèces, les unes s'étendant de plus en plus, et les autres se rétrécissant de plus en plus pour des valeurs croissantes du module de T. Alors aussi ces diverses courbes renfermeront les divers
points correspondants aux diverses racines de l'équation
IH(z)+tw(z) —=o,
les courbes étant de première espèce, pour de très petites valeurs de 1, quand elles correspondront à des racines développables en séries ordonnées suiwant les puissances entières et ascendantes de 1. Enfin, tant que l'équation H(z)+tw(z) =o
offrira une racine x ainsi développable en une série convergente dont à sera le premier terme, le point P correspondant à la racine à restera situé sur une courbe de première espèce qui, dans son intérieur, renfermera un seul des points À, A’, A”, ..., savoir le point À correspondant à la racine a de l'équation H(z) —0o; et le caractère particulier, le caractère disunctif de la racine &, sera précisément de correspondre à l’un des points situés sur celte courbe, tandis que les autres racines «', œ”, correspondront toutes à des points P', P”, ... extérieurs à la courbe dont il s'agit.
Supposons maintenant que la racine a soit réelle, et que les fonctions II(z), &(z) soient réelles elles-mêmes. Alors la racine « restera réelle, tant qu’elle restera développable en une série ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de z. Supposons encore que, cette condition étant remplie, on nomme
“Fees À les racines réelles de l’équation N(sz)+tæ(z) —=0, et
DR, les points correspondants à ces mêmes racines. Les points P, Q, R, ... et le point À, correspondants à la racine a, seront tous situés sur l’axe des æ; et les points Q, R, ... seront tous extérieurs à la courbe de première espèce qui passera par le point P, en renfermant le point A dans son intérieur. Done ceux des points Q, R, ... qui seront situés, par rapport au point À, du même côté que le point P, seront plus éloignés de A; et par suite, si l’on partage les racines
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en deux classes, formées, l’une avec les racines supérieures, l'autre avec les racines inférieures à la constante a, la racine x sera toujours, entre celles qui appartiendront à la méme classe qu'elle, la plus voisine de a.
Observons encore que les propositions ici énoncées s'étendent au cas même où les fonctions II(z), (=), et, par suite, la fonction H(z) +1w(z:), seraient continues, non pour des valeurs quelconques de z, mais seulement entre certaines limites marquées par un certain contour tracé dans le plan des x, y, pourvu que ce contour fût constamment extérieur à la courbe de première espèce qui renfermerait le point correspondant à la racine &.
Si maintenant on suppose la fonction II(z) réduite à un binôme de la forme « — z, le développement de la racine & sera précisément celui que donne la formule de Lagrange, et la dernière des propositions que nous venons d’énoncer coincidera évidemment avec le théorème de M. Chio.
Alors aussi, en vertu des principes ci-dessus établis, celle des racines de léquation
a—3+tw(z)—=0o qui s’évanouira, pour une valeur nulle de 4, restera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de £, pour tout module de £ inférieur au plus petit de ceux qui permettront de vérifier simultanément cette équation et la suivante :
On se trouvera ainsi ramené à la condition de convergence qui se trouve énoncée dans le Mémoire de M. Chio, et qui, comme nous l'avons dit dans le Rapport, coïncide avec la condition exprimée à la page 279 (*) du Tome I des Exercices d'Analyse. I est vrai que, dans les Exercices, j'ai donné cette condition comme suffisante, sans ajouter qu'elle était nécessaire. Mais, de l'observation faite au bas de la page citée, savoir que D,z devient infinie quand 1 — {5'(z) s’éva-
(1) OEuvres de Cauchy, S. H, T. XI.
EXTRAIT N° 338. 123 nouit, il résulte, suivant le principe établi dans d’autres Mémoires (voir les Comptes rendus de 1844), que la série de Lagrange devient effectivement divergente dès que la condition énoncée cesse d’être remplie.
Je remarquerai en finissant que, si le module de T vient à croître, les courbes de première espèce se réuniront successivement les unes aux autres, et que leur nombre diminuera sans cesse jusqu'à ce qu'elles se réduisent à une seule. Alors aussi, après chaque réunion de deux ou de plusieurs courbes de même espèce en une seule, on pourra toujours développer en série convergente la somme des diverses racines qui correspondaient à divers points situés sur les courbes réunies, ou même la somme de fonctions semblables et continues de ces racines. Ajoutons que chacune des séries ainsi formées aura toujours pour module, comme il serait facile de le prouver, le rapport
Al
& étant un module de £ pour lequel l'équation (3) puisse acquérir des racines égales, par conséquent un module qui permette de satisfaire simultanément à l'équation (7) et à l'équation (ro).
THÉORIE DES NOMBRES. — Rapport sur une Note.de M. »'Apnémar.
C. R. T., XXII, p. 5o1 (7 septembre
Parmi les propriétés des nombres qui se déduisent des formules relatives à la sommation des puissances, quelques-unes fournissent des théorèmes qui ont mérité d'être remarqués en raison de leur élé- : gance et de leur simplicité. Ainsi, par exemple, on a reconnu que, en sommant la suite des nombres impairs, on obtient pour somme le carré du nombre des termes. On a reconnu, de plus, que, en som-
mant la suite des cubes des nombres naturels, on obtient pour somme le carré du nombre triangulaire correspondant au nombre des termes de cette dernière suite. Or, de ces propositions réunies, il résulte évidemment qu’un cube quelconque est non seulement la différence entre les carrés de deux nombres triangulaires consécutifs, mais encore la somme de plusieurs nombres impairs consécutifs, dont le premier surpasse de l’unité le double d’un nombre triangulaire. Cette dernière proposition coïncide au fond avec celle qu’énonce l’auteur de la Note soumise à notre examen, et quoiqu’elle puisse, comme on le voit, se déduire de principes déjà connus, toutefois, comme elle est assez curieuse et très simple, nous proposerons à l’Académie de remercier M. le comte d’Adhémar de l'envoi de la Note dont il s’agit.
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur la détermination complète des variables
ropres à vérifier un système d'équations différentielles. is
C. R., T. XXII, p. 529 (14 septembre
Pour que l’on puisse déterminer complètement les variables propres à vérifier un système d'équations différentielles, il ne suffit pas de connaître les intégrales générales de ce système : il est encore nécessaire que les constantes arbitraires comprises dans ces intégrales répondent aux données du problème que l’on veut résoudre. Le plus ordinairement, l’on connaît a priori les valeurs initiales des variables, c'està-dire un système de valeurs qu’elles peuvent acquérir simultanément, et il s’agit alors de passer de ce système de valeurs à un autre. Il importe donc de faire en sorte que les constantes arbitraires introduites dans les intégrales d'un système d'équations différentielles soient précisément les valeurs initiales des diverses variables. On peut aisément y parvenir quand, les variables étant séparées dans les équations différentielles, on intègre isolément chaque terme, ou
bien encore quand on considère des équations différentielles qui se ramènent, par un moyen quelconque, à d’autres équations dans lesquelles les variables sont séparées. J'ai cherché une méthode à l’aide de laquelle on pût résoudre généralement la même question pour les intégrales algébriques des équations différentielles du genre de celles dont je me suis occupé dans les séances précédentes, et j'ai reconnu qu’un emploi convenable de la formule d’interpolation de Lagrange permettait d'atteindre ce but. J'ai obtenu, de cette manière, divers résultats qui me paraissent mériter l'attention des géomètres, et qui seront développés dans mes Exercices d'Analyse. Je me bornerai, pour l'instant, à en donner une idée en peu de mots. |
Considérons, en particulier, les équations différentielles qui, renfermant des radicaux, peuvent s'intégrer algébriquement. Si l’on se sert de la méthode que j'indique pour introduire dans les intégrales les valeurs initiales des inconnues, on reconnaîtra que l’on peut choisir arbitrairement les racines de l’unité, employées comme facteurs dans les divers termes de chaque équation différentielle. Done, s’il s’agit de radicaux carrés, on pourra intégrer les équations différentielles, non seulement quand tous les termes seront précédés du signe +, mais encore quel que soit le signe de chaque terme. De plus, si au système des variables données on joint un second système de valeurs propres à représenter les valeurs des divers radicaux, la méthode proposée fournira, pour la détermination de toutes ces variables, un système d'équations non seulement algébriques, mais rationnelles.
Les principes que je viens d’énoncer s'appliquent avec succès à la recherche des propriétés des fonctions inverses de celles qu’ex-” priment les intégrales binômes. On sait que, à ces intégrales, quand elles renferment sous le signe / et en dénominateur les racines carrées de binômes du second degré, répondent des fonctions inverses qui sont précisément les fonctions trigonométriques appelées sinus et cosinus. On sait aussi que ces fonctions trigonométriques jouissent de plusieurs propriétés remarquables, et que, par exemple, les sinus
et cosinus de la somme de deux ares s'expriment rationnellement en fonction des sinus et cosinus de ces ares. Or des propriétés analogues à celles de ces deux lignes trigonométriques appartiennent aussi à ce qu'on pourrait appeler les sinus et cosinus des divers ordres, c’està-dire aux fonctions inverses de celles qu’expriment des intégrales binômes, dans lesquelles entrent, sous le signe f et en dénominateur, la racine cubique d’un binôme du second degré, ou la racine quatrième d'un binôme du troisième degré, ete. Ainsi, en particulier, si l’on considère le troisième ordre, le sinus et le cosinus de la somme de deux variables pourront être exprimés en fonctions rationnelles des sinus et cosinus de ces mêmes variables, à l’aide d’une formule très simple que l’on trouvera dans mon Mémoire.
ANALYSE
Soit donnée entre les variables æ, y une équation de la forme (1) a NIT + Cette équation, résolue par rapport à y, fournira diverses valeurs de y exprimé en fonction de æ. Soient (2) F=d(x), ,Y =) y —0n(x)
ces diverses valeurs, le nombre » pouvant devenir infini quand l’équation (1) sera transcendante, et mrommons 0(æ) l’une d’entre elles. On aura identiquement
(3) Tiv;9(æ)1= 0.
Soit d’ailleurs e une fonction entière de æ du degré m — 1, m étant un nombre entier quelconque. Cette fonction sera complètement déterminée si on l’assujettit à prendre les mêmes valeurs que la fonction (x), pour » valeurs particulières données de la variable x. En effet, soient
Es Ës RE En
ces mn valeurs particulières successivement attribuées à la variable x.
EXTRAIT N° 339. 127 Si l’on doit avoir, pour chacune d’elles, (4) ve — 0(x), la formule d’interpolation de Lagrange donnera
ÉnREy, L res CHR Ha À 1). . (Em — LEP
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Il y a plus : la fonction # sera encore complètement déterminée si on l’assujettit à prendre, pour chacune des valeurs particulières
Es Ëss sers En attribuées à æ, la même valeur que l’une des fonctions 0(x), par exemple à vérifier | pour æ — Ë; la condition p = 0x),
pour æ — la condition nent PL EE À
(6) | ue none que | pour = Ë x la condition Fe 7 20 deux ou plusieurs des fonctions 8,(x), 9(x), Far On(x) pouvant devenir égales entre elles. En effet, les conditions (6) seront généralement vérifiées si l’on pose
(æ — Ë;). * (4 — Emi)
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La valeur générale de e étant ainsi déterminée, l'équation (8) f(x, v)— 0,
résolue par rapport à la variable æ dont + est fonction, aura évidemment pour racines tous les termes de la suite
Es Ëas SL ENS
et par conséquent elle aura pour racines toutes celles de l'équation
(9) (æ— 6) (x —Ë:)...(7 — Em) = 0.
Soit maintenant w le rapport des fonctions qui constituent les premiers membres des équations (8) et (9), en sorte qu'on ait identi-
quement
Ge) . - Jimv)=u(z—h)(e—h)...(c—bn)
Si l’on nomme # une variable nouvelle liée à æ par une équation de la forme |
(11) ut+v—0(x),
on aura, en vertu des formules (3) et (11), (12) f{æ,ut+v)=o.
Donc alors la formule (12), résolue par rapport à æ, aura pour racines toutes celles qui vérifieront les r équations
(13) ut+v=0ute), ut+v—0(x), is ut+v—=0,(x).
I y a plus : la formule (12), résolue par rapport à +, aura encore pour racines toutes celles qui vérifieront la formule
car chacune de ces dernières racines réduira la formule (r2) à l'équation (8), dont le premier membre s’évanouira en vertu de la formule (10).
Concevons à présent que l’on désigne, pour abréger, par F(æ,t) le premier membre de la formule (12), et posons en conséquence
F(z,t)=f(z,ut++v), puis d(z,t)—D,F(zx,t), YW(xz,t)=D,F(x,t).
Soit d’ailleurs f(æ, y) une fonction donnée des variables æ, y, ..., et
nommons Lis Lay +5 ŒN
celles des racines de l'équation (12) qui ne vérifient pas l'équation (14). Enfin admettons que, en prenant pour æ une de ces
racines, on pose
(15) k=f(x,ut+v) et £ (16) ES À £D 2 dé
Si l’on représente par s la somme des valeurs de l'intégrale s corres-
pondantes aux valeurs PAR Los CRT] Ty
de æ, on aura (17) = f De ds,
et la valeur de s pourra être aisément déterminée dans un grand nombre d’hypothèses, par exemple lorsque f(x, y) sera une fonction entière des variables x, y, et £W(x,1) une fonction entière des variables æ, 4.
Cela posé, considérons spécialement le cas où l’on ne diminue pas le nombre des racines de l’équation (12) en y supposant { — 0. Dans ce cas, si l’on attribue à z une valeur peu différente de zéro, chaque racine de l’équation (12) aura pour valeur exacte ou approchée une racine correspondante de l’équation (8). Done, si on laisse de côté celles des racines de l'équation (12) qui vérifient l'équation (14), et qui sont indépendantes de #, les autres racines auront pour valeurs approchées les #2: racines de l’équation (9), de manière à se confondre avec ces dernières quand on posera £ — 0. Donc le nombre N de ces autres racines, qui seules pourront dépendre de 4, sera précisément égal à #2, et, dans l'hypothèse admise, la suite de ces racines renfermera seulement »# termes
Mir Lys
Nommons, en particulier, æ, celle qui acquerra la valeur £, pour une
valeur nulle de 4; nommons +, celle qui acquerra, pour {— 0, la
valeur £,, ...; enfirr, æ,, celle qui acquerra, pour £ — 0, la valeur £,. OEuvres de C. — S. 1, t. X. L:
Il sera généralement facile de savoir quelle est l'équation de la forme (18) ut+v—=û(x),
à laquelle satisfera la racine æ,. Car, en posant dans cette équation
t—o et, par suite, x — Li — Es
on en tirera e—0(æx), puis, eu égard à la première des formules (6),
Donc celle des équations (13) que l’on vérifiera, en prenant x — x,, sera celle dont le second membre se réduira, pour æ — &,, à 0,(x). Or, parmi les équations (13), une seule, savoir celle dont le second membre est 0,(æx), remplira ordinairement cette dernière condition, attendu que les valeurs de £,, £,, ..., €, peuvent être choisies arbitrairement, et sont généralement inégales entre elles. Cela posé, si l’on nomme Us Uss 3 Um; Has Vas, lus roi Vi
ce que deviennent w et # quand on y écrit successivement à la place de æ les divers termes de la suite
Ris RS FR is la racine æ, vérifiera l’équation ; ut+vi—=0(x), et l’on obtiendra de la même manière le système entier des formules uit + =bi(m), (20) ugt 7. = 0,(2),
Umt + Vm—= (ru) que l’on réduit à
(21) Ul+ = Yi, Ust + Vs Vos pi) Ut + Vm = Vins
en posant, pour abréger, (22) = (ri) Ya 0a(La)s “9 D ne Ci mn Va
D'autre part, dans l'hypothèse admise, s ne sera autre chose que la somme des valeurs de l’intégrale s correspondantes aux valeurs
Li, Las res Lm
de la variable x; et comme, en supposant # suffisamment rapproché
t he faveazf kde.
£ étant la valeur de x correspondante à : — o, il suffira de prendre
de zéro, on aura
(23) ki = (Ti Yi), Ka =Î(Ls, V2), Sr En = (Æms Yom)
pour réduire la valeur de s à la forme
(24) = f aer+ f du + fes dam.
Ainsi, dans l'hypothèse admise, c’est-à-dire lorsqu'on ne diminue pas le nombre des racines de l’équation (12), en réduisant 4 à zéro, la valeur de s peut être fournie, non seulement par l'équation (17), mais aussi par l'équation (24), les valeurs de æ,, æ,, ..., æ,, étant liées entre elles et à la variable £ par les formules (21). On a donc alors
$ kW(x, t (25) À f'nan+ f” kde) 4: a AN EUR [ER à
puis on en conclut, en différentiant les deux membres,
f KW, D à
(26) 7 pe hdi mes
Donc alors on satisfait, quelle que soit la fonction
KZ f(x, y),
aux équations différentielles de la forme (26), par les valeurs de L, : Pis: as ... ms
tirées des équations (21), ou, ce qui revient au même, de la formule
VIT MS Jar Ci KR Para 2 4
É. Ac en arm cart Je (27) U; LE) Un
et ces valeurs sont précisément celles qui se réduisent simultanément à 0, 26 D ee à Il y a plus : ces conclusions subsistent, quelle que soit celle des racines de l'équation (1) qui se trouve représentée par 0,(æ), ou par 0,(æ), ..., ou par 0,(æ), dans le second membre de chacune des formules (20).
Lorsque la condition £ kY(x,t) 5 (F(æ, 0) se vérifie pour 2 valeurs essentiellement distinctes de la fonction #, la formule (26), réduite à
(28) k, dr; + Ke dt +... + Km d£m=0,
fournit un système de » équations différentielles, dont les intégrales générales sont données par la formule
(29) PIN. dm Ve
Ui : Ua Ur
dans laquelle les constantes arbitraires se trouvent précisément représentées par les valeurs initiales
Es, Es ré à En des m variables
Lis Lo ses Tme Lorsque la fonction f(x, y) est entière et du second degré en y, les résultats donnés par les formules précédentes s'accordent nécessairement avec ceux qu'ont obtenus MM. Jacobi et Richelot à l'égard
des intégrales abéliennes. Je citerai particulièrement à ce sujet un Mémoire que, depuis l'achèvement de mon travail, je viens de lire, dans une des dernières livraisons du Journal de M. Crelle, et dans lequel la formule d’interpolation est appliquée par M. Jacob: à l'intégration des équations d’Abel.
Dans un prochain article, j'appliquerai les formules que je viens d'établir à divers exemples, et, en particulier, aux fonctions inverses de celles que représentent les intégrales binômes, ou à ce qu'on peut
appeler les sinus et cosinus des divers ordres. P CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la foncuon
sous le signe À change brusquement de valeur. C.R., T. XXII, p. 537 (14 septembre 1846).
Les théorèmes que j'ai donnés, dans la séance du 3 août, pour les intégrales qui s'étendent à tous les points de la courbe enveloppe d’une aire tracée sur un plan ou sur une surface quelconque, offrent un des moyens les plus simples d'établir les formules générales qui servent à la détermination ou à la transformation des intégrales définies. On doit surtout remarquer le cas où la fonction différentielle placée sous le signe »f. peut être considérée comme la différentielle exacte d’une autre fonction qui dépend uniquement de la position d’un point P mobile sur la surface donnée, et où cette fonction différentielle ne cesse d’être finie et continue que pour certains points isolés de l’aire terminée par la courbe dont il s’agit. Alors, comme nous l’avons vu, l'intégrale proposée peut être remplacée par une somme d’intégrales singulières dont chacune se rapporte à la courbe enveloppe d’un élément de surface, dont les deux dimensions sont infiniment petites.
Lorsque la fonction sous le signe fs étant la différentielle exacte d'une autre fonction variable avec le point mobile P, change brusquement de valeur dans l'étendue de la surface que termine la courbe donnée, ce changement brusque a généralement lieu pour une série de points contigus les uns aux autres, et situés sur une ou plusieurs lignes dont les longueurs peuvent être finies. Alors on peut supposer chacune de ces lignes renfermée avec un élément de surface, dont une seule dimension soit infiniment petite, dans une courbe qui enveloppe cet élément, et l'intégrale proposée est la somme de plusieurs autres que l’on pourrait encore nommer singulières, chacune d'elles étant relative à un élément de surface infiniment petit. On verra, dans le présent Mémoire, le parti que l’on peut tirer de la considération de cette nouvelle espèce d’intégrales singulières, surtout dans le cas où la fonction sous le signe f se décompose en deux facteurs, dont l’un se réduit à un logarithme ou à une puissance fractionnaire. En effet, on parvient, de cette manière, non seulement à obtenir des démonstrations très simples des belles propriétés des intégrales eulériennes, mais encore à établir un grand nombre de formules nouvelles, et relatives soit aux fonctions elliptiques, soit à d’autres transcendantes d’un ordre encore plus élevé,
A l'occasion du Rapport de M. Cauchy sur le Mémoire de M. d'Adhémar, M. Brerox (de Champ) communique le théorème suivant :
La puissance m°"° d'un entier est non seulement la différence entre les carrés de deux entiers, mais encore la somme de plusieurs nombres impairs consécutifs.
C. R., T. XXII, p. 551 (14 septembre
M. Caucuy fait observer que le théorème énoncé par M. Breton (de Champ) est renfermé lui-même dans un autre théorème encore plus
général. En effet, tout nombre impair, ou pairement pair, est, comme l’on sait, la différence de deux carrés. Par une conséquence nécessaire, on peut réduire un tel nombre à la somme de plusieurs impairs consécutifs, souvent même de plusieurs manières. Ce que le mode de réduction signalé par M. d’Adhémar offre de remarquable, c’est qu'il permet de décomposer la somme des nombres impairs inférieurs au double d’un nombre triangulaire, par exemple
1+i+5+7T+9+Ii, en plusieurs parties
US S28, 7T
dont la première renferme un seul terme, la seconde deux, la troisième trois, ..., ces divers termes étant pris dans l’ordre où ils se présentent, et qu’alors les sommes partielles obtenues sont précisément les cubes respectifs des nombres entiers
CALCUL INTÉGRAL. — Mémotre sur les intégrales dans lesquelles la fonction
sous le signe d change brusquement de valeur Lo
C.R., T. XXII, p. 557 (21 septembre
ANALYSE
La position d'un point mobile P étant déterminée dans un plan à l’aide de coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre nature, concevons que l'on trace dans ce plan une courbe fermée, et nommons s l’arc de cette courbe, mesuré positivement à partir d’une
(1): Voir la séance du 14 septembre 1846.
certaine origine et dans un sens déterminé. Soient, d’ailleurs, w, +», w, .… des variables qui changent de valeurs d'une manière continue avec la position du point mobile P, et, en faisant coïncider ce point avec l'extrémité de l’arc s, prenons
(1) k=Udu + Vde + Wdw +...;
U, V, W, .… désignent des fonctions de 4, v, w, ... tellement choisies, que la somme U du + Vds + Wdw +... soit une différentielle exacte. Enfin, désignons par S l’aire qu’enveloppe la courbe fermée, et par (S) la valeur qu’acquiert l'intégrale IL ds lorsque le point mobile P, ayant parcouru le contour entier de l'aire S, revient à sa position primitive. Si l’on fait varier la surface S, en modifiant par degrés insensibles la forme de la courbe qui l’enveloppe, alors, d’après ce qui a été dit dans la séance du 3 août, cette variation n’altérera pas la valeur de (S), tant que la fonction # restera finie et continue en chacun des points successivement occupés par la courbe variable. De plus, si, à l’aide de diverses lignes droites ou courbes tracées sur le plan donné, on partage l’aire S en plusieurs autres À, B, C, ..., en nommant (A), (B), (C), .… ce que devient (S) quand au contour de l'aire S on substitue le contour de l’aire À, ou B, ou C, ..., on aura
pourvu que la fonction # reste finie et continue en chaque point de chaque contour.
Observons encore que, si deux fonctions distinctes #, 4, offrent pour différence une troisième fonction qui demeure finie et continue pour chaque point de l'aire S, la valeur de (S) relative à cette troisième fonction s’évanouira; et qu’en conséquence les valeurs de (S) correspondantes aux deux fonctions #, 4, seront égales entre elles.
Les variables désignées par 4, #, w, ... dans la formule (1) peuvent être ou réelles ou imaginaires. Dans ce qui suit, nous considérerons spécialement le cas où, æ, y étant deux variables réelles propres à représenter les coordonnées rectangulaires du point mobile P, on
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suppose la variable imaginaire z liée à æ, y par la formule
(3) dr + y V— És et la fonction # liée à la variable 3 par la formule (4) k=s (2) D, Nous supposerons d’ailleurs que l'arc s se mesure positivement dans le sens suivant lequel il faut que le point P se meuve pour qu'il ait autour de la surface S, dans le plan des +, y, un mouvement de rotation direct.
Cela posé, si la fonction primitive de /(z) est connue, en sorte qu'on ait, par exemple,
(5) ts) ds = (3) + const.,
et si l’on nomme A la somme des accroissements instantanés qu'acquerra la fonction #(:), tandis que le point mobile P décrira le contour entier de l'aire $S, alors, en vertu d’une formule établie dans la séance du 10 juin 1844 [ page 1075, formule (3)] ('}, on aura
Pour montrer une application très simple de la formule (6), suppo-
sons que, £, n étant deux valeurs particulières de æ, etÜ—£+ny—1 la valeur correspondante de 3, on pose
Alors la fonction /(z) ne deviendra infinie que pour un seul point du plan des +, y, savoir, pour le point Q dont les coordonnées seront £, ». Alors aussi on pourra prendre
D'ailleurs le logarithme d’une expression imaginaire ne change brusquement de valeur que dans le cas où, la partie réelle de cette expres-
(1) OEuvres de Cauchy, S.Y, T. VIE, p. 228.
Œuvres de C. —S. I, t. X. 15
sion étant négative, le coefficient de ÿ— 1 change de signe, et, dans ce cas, l'accroissement instantané du logarithme est + 27— 1, le double signe devant être réduit au signe + ou au signe — suivant que le coefficient /--1 passe du négatif au positif, ou réciproquement. Cela posé, on tirera évidemment de la formule (6), dans le cas où (S) ne s'évanouira pas, c’est-à-dire dans le cas où l'aire S renfer-
mera le point Q,
(7) ; (SAR VTT.
Si la fonction /(z) ne devient discontinue qu'en devenant infinie, et pour certains points isolés P’, P”, P”, ... situés dans l’intérieur de l'aire S, si d’ailleurs à chacune des valeurs de z qui rendent /(=) ‘infinie correspond un résidu déterminé, alors, la différence entre les
deux fonctions
f(s), RUE
demeurant finie et continue pour chaque point de l’aireS, les valeurs de (S) correspondantes à ces deux fonctions seront égales, et, en supposant l’aire S décomposée en parties A, B, C, ... dont chacune renferme un seul des points P’, P”, P", ..., on tirera des formules (2)
et (7) (8) (S)=ary—1 EL (F(z)),
la somme qu'indique le signe £ s'étendant aux seules racines de
l'équation Fo 7 correspondront à des points situés dans l'intérieur de l'aire S. La formule (6) comprend, comme cas particuliers, celles que j'ai données dans le Tome I des Exercices de Mathematiques (') (pages 1o1 et 211), et que l’on en déduit : 1° en prenant pour $ l'aire d’un rectangle compris entre quatre droites parallèles aux axes des æ ct y; 2° en remplaçant les coordonnées rectangulaires
(1) Œuvres de Cauchy, S. U, T. VE, p. 133 et 264.
æ, y par des coordonnées polaires r, p, et en prenant pour S la différence entre deux secteurs circulaires, c'est-à-dire l'aire comprise entre deux arcs de cercle qui ont pour centre commun l'origine, et deux rayons menés aux extrémités du plus grand are.
Concevons maintenant que la fonction /(z) soit de la forme
la lettre l'indiquant un logarithme népérien. Alors, si l’on pose
LED ANNE
u et étant réels, on pourra généralement, dans l’intérieur de l’aireS, tracer une ou plusieurs lignes droites ou courbes, dont l’une quelconque O0’ sera de telle nature qu’en chacun de ses points la fonction 6 sera nulle et la fonction w négative. Alors aussi on verra généralement la fonction v passer du négatif au positif, quand on passera d'un point R situé d’un côté de la courbe OP à un point R’ situé de l’autre côté. Supposons d’ailleurs les points R, R’ infiniment rapprochés de la ligne O0”, et nommons a une surface infiniment étroite qui renferme cette courbe dans son intérieur, le contour de l’aire a étant décrit par un point mobile qui passe avec un mouvement de rotation direct de la position R à la position R’. Enfin soit O celui des deux points O, O’ que le point mobile P rencontre avant d'arriver en R. Alors, en supposant l'arc s mesuré, non plus sur le contour de l'aire, mais sur la ligne O0’ et à partir du point O, on trouvera
(10) {a)}=27V—1 [l F(:)D,: ds, #0 < désignant la longueur entière de l’are 00”.
Cela posé, si la fonction /(:) ne devient infinie ou discontinue, entre les limites indiquées par le contour de l'aire S, que dans le voisinage de la ligne O0’ et des autres courbes de mème nature, ou bien encore dans le voisinage de certains points isolés P’, P”, ..., à chacun desquels corresponde un résidu déterminé de /(z), on tirera de la
formule (2), jointe aux équations (3) et (ro),
EUEI+X f FtDsas|,
la somme indiquée par le signe > étant relative aux diverses lignes de la nature de O0”.
Si l’un des points isolés P’, P”, ... se trouvait situé sur la ligne 00"
(11) (S)=2rvV—1
ou sur l’une des autres lignes de même nature, on obtiendrait encore la formule (11), en supposant le résidu correspondant à ce point réduit à sa valeur moyenne, et l'intégrale correspondante au même point réduite à sa valeur principale.
Si le produit z /(z) s'évanouit généralement quand z acquiert des valeurs infinies réelles ou imaginaires, et ne cesse alors de s’évanouir en restant fini que dans le voisinage de certaines valeurs particulières de l'argument de z, alors, en supposant que l'aire S s’étende indéfiniment dans tous les sens autour de l’origine, on trouvera (S) — 0, et la formule (11) donnera simplement
(12) EUE)+Ÿ Î F(:)D,s ds — 0.
Si, au lieu de fixer la valeur de /(z) à l’aide de l'équation (4), on supposait (13) JS) =F(2)[f(2)F,
la constante x étant un exposant rationnel ou 1rrationnel, réel ou imaginaire, alors, à la place des formules (10), (15) et (12), on obtiendrait les suivantes :
ç (14) (a) = 2 sinpr Vi f° F(a) 1 (28 D ds, (9: (81= 27 V—1 | d,(f(2)) + ne D) FU) [— fa,
(16) EU) + DRE S [FUI CN De sd = 0.
On doit remarquer, d’une manière spéciale, le cas où la fonction F(z) est du nombre de celles que l’on peut intégrer en termes finis. Alors les seconds membres des formules (ro), (11) et le premier membre de la formule (12) ne renferment plus d’intégrales. Si, d’ailleurs, la fonction F(z:) est du nombre de celles qui s’intègrent par logarithmes, alors, en passant des logarithmes aux nombres, on verra souvent paraitre, dans la formule (12), des produits composés d’un nombre infini de facteurs.
Nous reviendrons, dans un autre article, sur les diverses formules générales auxquelles nous venons de parvenir, et dont les applications peuvent être multipliées à l'infini. Nous examinerons en particulier les résultats qu’elles donnent quand on les applique à la recherche des propriétés des fonctions elliptiques. Pour l'instant, nous nous bornerons à citer deux ou trois exemples très simples, qui feront mieux comprendre l'usage de ces formules.
Si dans l'équation (16) on pose successivement
fa) = et f(2)—= —>
elle fournira les valeurs de deux intégrales eulériennes, et l’on trou-
APN TR e 1 Pas PA AH): sSinux 1—Z tangur
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l'intégrale définie devant être, dans le second cas, réduite à sa valeur principale.
Si dans la formule (11) on prend
0, a étant des quantités positives, alors, en nommant à la racine réelle
et positive de l’équation eme 0,
et désignant par À une constante positive inférieure à 2 on trouvera
fe hV—1)= fe + RV) 3,
T0 | Ta 2.0 ARE Sid EN Ag BUS 12 PEN EU D RS TER EEE PT = (E) Itang UT Ô (— 1) 1(: : Sp
la somme qu'indique le signe > s'étendant à toutes les valeurs
entières, positives et négatives de 2.
Au reste, les principes exposés dans ce Mémoire fournissent évidemment le moyen d'établir une multitude de formules générales, analogues à celles que nous avons obtenues, et de réduire la détermination de l'intégrale (S) à l'évaluation d’intégrales singulières, quelle que soit la surface S, et quelle que soit la forme de la fonction /(z). En effet, la fonction /(z:) peut devenir discontinue dans le voisinage de certaines valeurs de z = x +7 V-- 1 correspondantes à certains points Q, R, ... de l’aire S, soit en devenant infinie, soit en changeant brusquement de valeur. Dans le premier cas, les points Q, R, ... sont nécessairement des points isolés P', P', .... Dans le second cas, ils sont contigus les uns aux autres, et situés sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes O0’, dont les longueurs peuvent être finies. D'autre part, il est aisé de voir que la formule (2) peut être étendue au cas où quelques-unes de ces lignes _rencontreraient les contours des surfaces À, B, C, ...; et, pour que cette formule subsiste quand on a # — f(:)D,z, il suffit que la fonction /(z) reste finie en chaque point de chaque contour. Cela posé, on pourra généralement partager l'aire S en éléments À, B, C, ... et a, b, ec, .., les uns finis, les autres infiniment petits, les éléments finis A, B, C, ..… étant choisis de telle manière que la fonction f(:) reste finie et continue en chaque point de chacun d’entre eux, et les éléments infiniment petits a, b, e, ... étant ou des surfaces qui s'étendent infiniment peu dans tous les sens autour des points isolés P’, P’, .., ou des surfaces infiniment étroites dont chacune renferme dans son intérieur une des courbes 00 ou une portion de l’une de
ces courbes. Ce partage étant opéré, la formule (2) donnera S—(a)+(b)+(c)+...,
puisque les intégrales correspondantes à des éléments finis A, B, _C, .. de l’aire S s'évanouiront; et la détermination de l'intégrale (S) se trouvera réduite à la détermination des intégrales singulières (a), (b), (e), ... dont les valeurs, quand elles seront finies sans être nulles, se déduiront de la formule (2) s’il s’agit d'éléments qui renferment les points isolés P', P”, ..., ou, dans le cas contraire, d’équations analogues aux formules (10), (14), ....
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur les intégrales imaginaires des équations différentielles, et sur les grands avantages que l’on peut retirer de la considération de ces intégrales, sou pour établir des formules nouvelles, soi pour éclaircir des difficultés qui n'avaient pas été jusqu'ici com-
plètement resolues.
C. R., T. XXII, p. 563 (21 septembre
On connaît le rôle important que jouent les expressions imaginaires, non seulement dans la résolution des équations algébriques ou transcendantes, mais encore dans un grand nombre d’autres problèmes. Ainsi, par exemple, c’est en considérant les valeurs imaginaires d’une variable que l’on parvient à la condition de convergence de la série qui représente le développement d’une fonction suivant les puissances ascendantes de cette variable; et c’est aussi sur le passage du réel à l'imaginaire que repose, dans le calcul des résidus, l’établissement de formules générales propres à la transformation ou même à la détermination d’un grand nombre d’intégrales définies. Il était donc naturel de penser que, dans la théorie de l'intégration des équations différentielles, des résultats nouveaux et inattendus devraient sortir
de la considération directe des intégrales imaginaires, non pas restreinte à quelques cas particuliers déjà traités par les géomètres, mais étendue à tous les cas possibles. C’est, en effet, ce qui arrive. Ayant dirigé mes recherches de ce côté, je suis parvenu, non seulement à porter la lumière dans des questions délicates qui n’avaient, pas été suffisamment éclaircies, mais encore à établir des théorèmes nouveaux qui, en raison de leur généralité, me paraissent dignes d'attention. Avant de les indiquer, il me semble utile, afin d’être parfaitement compris, de bien fixer le sens des expressions dont je me servirai dans la suite, et de dire avec précision ce que j'entends lorsque je parle des intégrales particulières ou générales, réelles ou même imaginaires, d’un système donné d'équations différentielles. Ainsi que je lai remarqué dans les Leçons données à l’École Polytechnique, un système quelconque d’équations différentielles peut toujours être réduit à un système d'équations différentielles du premier ordre. D'ailleurs, étant données » équations différentielles du
premier ordre entre 2 + 1 variables
on pourra toujours considérer une des variables £ comme indépendante, et les dérivées des autres variables comme déterminées par le système de ces équations différentielles, en fonctions explicites ou du moins implicites de æ, y, 3, ..., 4. D'ailleurs la connaissance de ces dernières fonctions ne fournira pas le moyen de fixer complètement les valeurs générales des variables dépendantes +, y, 3, ...; et, pour que l'intégration des équations différentielles données se réduise à un problème déterminé, il sera nécessaire d’assujettir encore les variables dépendantes æ, y, z, ... à prendre certaines valeurs initiales E, mn, 6, ,
réelles ou imaginaires, pour une certaine valeur initiale + de la variable indépendante . Lorsque ces valeurs initiales seront connues avec les fonctions de æ, y, z, ... ci-dessus mentionnées, les valeurs générales
de æ, y, z, ... seront pour l'ordinaire complètement déterminées, c’est-à-dire qu'à une valeur réelle ou imaginaire de la variable indépendante £ correspondront généralement des valeurs déterminées, réelles ou imaginaires, de toutes les autres variables. Ces valeurs seront fournies, ou par des équations algébriques ou transcendantes, si les équations différentielles sont intégrables en termes finis, ou par des développements en séries, ou bien encore elles seront les limites vers lesquelles convergeront les résultats approximatifs, déduits de la méthode que j'ai donnée dans mes Lecons à l'École Polytechnique, et qui offre cet avantage, qu’elle est toujours applicable, quelle que soit la forme des équations différentielles. Dans tous les cas, les formules qui fourniront les valeurs des æ, y, z, ... représenteront un système d'intégrales particulières des équations différentielles proposées, si l’on attribue aux valeurs initiales &, n, €, ... des variables æ, y, #, des valeurs déterminées, et le système des intégrales générales, si l’on considère les valeurs initiales de æ, y, z, ... comme des constantes arbitraires. Ainsi, le problème de l'intégration d’un système d’équations différentielles se réduit, en réalité, à la recherche d’un système quelconque d’intégrales particulières de ces mêmes équations. Les intégrales générales ne sont autre chose que des formules générales qui comprennent et embrassent toutes les intégrales particulières; et, si celles-ci ne peuvent être toutes renfermées dans un seul système de formules générales, il faudra, pour que les intégrales générales puissent être censées complètement connues, que l’on connaisse les divers systèmes de formules générales qui renfermeront les divers systèmes d’intégrales particulières. Si une intégrale particulière était isolée de manière à ne pouvoir être comprise avec d’autres dans une même formule générale, elle serait du genre des intégrales qu’on a nommées solutions particulières ou intégrales singulières des équations différentielles.
D'après ce qu'on vient de dire, intégrer z équations différentielles entre # + 1 variables, c’est tout simplement passer d’un système donné de valeurs de ces variables à un autre système, en prenant l’une des
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variables pour indépendante. Si, comme ci-dessus, on nomme
OR rod
les diverses variables, et
E, 1; Rite nes: Æ
leurs valeurs initiales, £ étant la variable indépendante, les différences æ—EË,y—1n,3—€,... seront de véritables intégrales définies, prises par rapport à #, à partir de l’origine *, les fonctions sous le signe f étant des fonctions des diverses variables considérées elles-mêmes comme fonctions implicites de 4. Ces différences seront généralement de la nature des transcendantes que j'ai considérées dans mon Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, puisqu'on peut supposer imaginaires, non seulement les fonctions sous le signe #, mais encore la valeur initiale et la valeur finale de la variable: indépendante £. D'ailleurs ces intégrales pourront, dans tous les cas, être déterminées, et même de plusieurs manières, avec une exactitude aussi grande qu’on le voudra, soit à l’aide de développements en séries, soit à l’aide de la méthode d'intégration précédemment rappelée. Pour faire mieux saisir ce que j'ai à dire à cet égard, et peindre en quelque sorte aux yeux la marche du calcul, je vais en donner ici une interprétation géométrique.
Considérons, dans la variable indépendante £, la partie réelle et le coefficient de ÿ—1 comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires d’un point P mobile dans un plan horizontal. A chaque valeur déterminée de 4 correspondra une position déterminée du point P, et réciproquement. Nommons d’ailleurs origine le point O du plan qui correspond à la valeur initiale + de #, et joignons cette origine au point P par une ligne droite ou courbe. Si l’on nomme s la longueur mesurée sur cette ligne depuis l’origine O jusqu'à un point quelconque intermédiaire entre O et P, l'intégrale imaginaire qui représente la valeur de la différence æ — £ pourra être transformée en une intégrale relative à la variable réelle s. Or, quand on arrivera au point P, la valeur de cette dernière intégrale restera généralement
indépendante de la ligne droite ou courbe que l’on aura suivie. Cependant le contraire peut arriver, et, afin de ne laisser rien d’arbitraire dans la détermination des intégrales d’un système d'équations différentielles, 1l convient de fixer la nature de la ligne’ sur laquelle se mesure la longueur s. J’appelle értégration reculigne celle qui fournit les valeurs des intégrales dans le cas où la ligne est droite, ce qu’on suppose ordinairement quand il s’agit de calculer des intégrales réelles. L'intégration deviendra curviligne dans le cas contraire.
Il arrive quelquefois que, dans l'intégration rectiligne ou curviligne, la fonction sous le signe Je devient infinie en un point de la ligne OP, sur laquelle on marche, et alors la valeur de l'intégrale définie qui représente la différence æ — £ peut devenir indéterminée. Dans ce cas aussi, en remplaçant la ligne OP par une ligne infiniment voisine, on verra souvent l'intégrale définie changer brusquement de valeur. Cette circonstance très remarquable offre quelque analogie avec celle que j'ai autrefois signalée, en observant que les valeurs des intégrales définies doubles peuvent varier avec l’ordre dans lequel s'effectuent les intégrations. Elle permet d’éclaircir et d'expliquer certaines formules, que l’on pourrait appeler paradoxales, données par quelques géomètres, et entre autres par Poisson, dans le XVIIIe Cahier du Journal de l’École Polytechnique. On reconnait ainsi, par exemple, que la valeur imaginaire attribuée par Poisson à l'intégrale
dx La
prise entre les limites réelles o et «æ de la variable x supposée réelle, est précisément la valeur d’une intégrale imaginaire produite par une intégration rectiligne relative à une droite qui s’écarte très peu de l'axe des æ; mais, en même temps, on reconnaît que, de l’autre côté de l'intégrale réelle, se trouve une seconde intégrale imaginaire, et que la demi-somme des deux intégrales imaginaires est la valeur principale de l'intégrale réelle.
A l'observation que je viens de faire, j'en joindrai une autre qui
est encore plus importante : c’est que les résultats d’une intégration effectuée suivant un mode déterminé, par exemple les résultats de l'intégration rectiligne, dépendent, non seulement des valeurs initiales des variables, mais encore généralement du choix de la variable que l’on considère comme indépendante. Les valeurs initiales des variables restant les mêmes, si l’on prend pour variable indépendante, d’abord la variable #, puis la variable æ, les intégrales obtenues dans les deux cas ne s’accorderont généralement qu'entre certaines limites. La raison en est facile à saisir. Lorsque l’on considère t comme variable indépendante, alors, pour trouver la formule ou le système de formules qui représente les intégrales complètes, on doit successivement attribuer à # toutes les valeurs possibles réelles ou imaginaires. Mais, à ces diverses valeurs de £ pourront répondre, en vertu des formules trouvées, des valeurs de æ qui demeurent toutes comprises entre certaines limites. Donc, en renversant les formules trouvées, on ne pourra en déduire que les valeurs de £ correspondantes à des valeurs de æ comprises entre ces limites. Il y a plus : je prouve que, pour l'ordinaire, on devra restreindre encore ces limites quand on voudra obtenir des valeurs de £ en æ qui coincident avec celles que fournirait l'intégration directement effectuée dans le cas où l’on prendrait æ pour variable indépendante.
J'appelle irtégrales relatives à t celles qui se rapportent au cas où l'on prend # pour variable indépendante. D’après ce qu’on vient de dire, les valeurs initiales des variables étant données, les intégrales relatives à £ ne fourniront qu'entre certaines limites les intégrales relatives à æ. Pour compléter ces dernières intégrales, on sera donc obligé de recourir à d’autres intégrales relatives à #, savoir à celles qu'on obtient quand on modifie les valeurs initiales des variables. Mais quelles modifications successives doit-on apporter à ces valeurs pour obtenir une suite d’intégrales relatives à z, desquelles on puisse déduire les intégrales relatives à æ et comment doit-on s’y prendre pour passer des unes aux autres sans calculs inutiles? C'est. ce qu'il importe d'examiner. L'opération qui sert à effectuer ce passage, et
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que je nomme l’inversion, doit être évidemment soumise à des règles fixes. On trouvera dans mon Mémoire ces règles, qui paraissent mériter d’être remarquées, et qui s'appuient sur un théorème très général, dont voici l’énoncé :
TaéorÈme. — L'intégration étant supposee rectiligne, les integrales relatives à la variable x pourront se déduire des intégrales relatives à la variable t, et réciproquement, jusqu'au moment où le module de l’une des différences x — Ë, 1 — x, considéré comme fonction du module primiiwement nul et croissant de l’autre, deviendra, pour la première fois, un maximum. Il ne faut pas oublier d’ailleurs que, dans le cas où il s'agira de calculer le module maximum de la différence x — &, l ‘argu-
ment de cette dernière différence devra être considéré comme constant.
Le passage des intégrales relatives à £ aux intégrales relatives à x introduit souvent dans le calcul des fonctions périodiques. C’est ce qui arrive, en particulier, pour un grand nombre d'équations différentielles entre æ et £, quand le rapport des différentielles des deux variables est exprimé par une fonction de la seule variable 4. Alors l'intégrale relative à æ n’est autre chose que la fonction inverse d’une intégrale définie relative à 4, et souvent cette fonction inverse est périodique, à simple ou à double période. J’examinerai en particulier, dans un autre article, Les fonctions périodiques ainsi obtenues, et je montrerai comment les règles de l’inversion conduisent à la détermination de la période, et comment cette détermination se lie à la théorie des résidus. Je me bornerai, pour l'instant, à observer que les fonctions inverses des intégrales définies n’offrent pas toujours, et pour des valeurs quelconques des variables, les valeurs qui leur ont été assignées dans les Ouvrages même les plus accrédités. Ainsi, par exemple, la fonction inverse de l'intégrale
di == state 2e AVC SET É * it:
n’est point, comme on l’a dit,
fa sin x
mais
a Vcos'x *: 008
sinæ.
Ainsi encore, dans la théorie des fonctions elliptiques, les deux intégrales qui représentent ce qu'on appelle l'argument, et qui renferment sous le signe # la première, une fonction algébrique, la seconde, une fonction trigonométrique, ne sont équivalentes qu'entre certaines limites, entre lesquelles les fonctions inverses de ces intégrales se réduisent à deux variables dont la première est le sinus de la seconde ou de ce qu’on nomme l’amplitude. Hors de ces limites, la fonction inverse de la première intégrale est, ou le sinus de l’amplitude, ou ce sinus pris en signe contraire, suivant que le cosinus de l'amplitude est positif ou négatif.
= Ce que je viens de dire suffit pour donner une idée sommaire des résultats principaux auxquels je suis parvenu. II me restera, pour les faire mieux connaître, à transcrire quelques-unes des formules générales, et la démonstration du théorème fondamental sur lequel s’appuie l’inversion des intégrales d’un système d’équations différentielles.
CaLcuL INTÉGRAL. — Note sur l'intégration d’un système d'équations
différentielles et sur l’inversion de leurs intégrales. C.R., T. XXII, p. 617 (28 septembre 1846).
Soient MR dir |
n +1 variables assujetties : 1° à vérifier » équations différentielles du premier ordre; 2° à prendre simultanément certaines valeurs initiales, réelles ou imäginaires,
Ë, "; 6, ses Te
Si, dans les équations différentielles données, on pose. (1) dx = À dt, dy F dt, ds =2Z dit, ss
on obtiendra »2 équations finies qui détermineront les valeurs de X, Z, Y,... en fonction de x, Vs 3» -.., t3 et, si des valeurs de X, F, Z, ..., propres à vérifier ces équations finies, sont substituées dans les formules (x), il suffira d'appliquer à ces formules l'intégration rectiligne, en considérant : comme variable indépendante, et regardant €, n, CG ...,T comme les valeurs initiales de æ, y, 3, ...,t, pour obtenir un système déterminé d’intégrales.
Soient maintenant
(2) LG, F0, W =,
les x intégrales déduites des équations (1) à l’aide d’une intégration rectiligne ou même curviligne relative à une variable quelconque. Supposons d’ailleurs que, les valeurs initiales &, n, €, ..., x des variables æ, y, 3, ..., demeurant les mêmes, on veuille obtenir les intégrales que fournirait une intégration rectiligne relative à la variable æ. Si l’on pose, dans les formules (2),
æ—#—rerv"1,
r désignant le module et p l'argument de la différence æ — £, ces formules détermineront, pour une valeur donnée de l’argument p et “pour de très petites valeurs du module r, les valeurs correspondantes des variables réelles ou imaginaires
ds Vs 3, ...,
considérées comme fonctions de r. Concevons maintenant que, l’argument p demeurant invariable, on fasse croître le module r par degrés insensibles. Les valeurs trouvées de y, :, ..., { représenteront nécessairement les intégrales cherchées relatives à æ, tant que les formules (2) permettront au module r de croître encore, et tant que ces formules fourniront une valeur unique et finie de chacune des va-
riables 4, y, 3, .... En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : ;
TaéorÈèmEe. — Supposons les n + 1 variables
ls, Perses vs
assujetties : 1° à vérifier les n équations différentielles (ET TS dx = # dt, dy = F di, dz = Zdt, ES 2° à prendre simultanément les valeurs initiales, réelles ou imaginaires
Es: Mare toit © el sotent
(2) Use, mm à à Wi=o,
des intégrales qui satisfassent à cette double condition. On pourra, des intégrales (2), déduire celles que fournirait une intégration rectiligne relative à x, jusqu'au moment où le module primitivement nul et croissant de la différence x — E deviendra, pour la première fois, un maximum, st dans l'intervalle les intégrales (2) fournissent pour chacune des variables t, Y, z, .… une valeur unique et finie qui varie avec r par degrés insensibles, ou bien encore jusqu'au moment.où cette dernière condition cessera d'être remplie. Observons d’ailleurs que, dans la recherche du module maximum de la différence x — €, ! ‘argument de cette différence devra
étre considéré comme constant.
En s'appuyant sur le théorème que nous venons d’énoncer, on pourra, des intégrales relatives à une variable quelconque, par exemple des intégrales relatives à #, déduire les intégrales relatives à x, pour une valeur donnée de l’argument p, au moins tant que le module r ne dépassera pas une certaine limite supérieure. Si l’on veut ensuite reculer cette limite, il suffira de recommencer l'opération en prenant pour valeurs initiales de æ, y, 3, ..., t, non plus celles qui correspondent à une valeur nulle de r, mais celles qui correspondent à la limite trouvée, ou du moins à une valeur de r infiniment rapprochée de cette limite. Ajoutons que, en répétant indéfiniment, s’il est néces-
saire, de semblables opérations, on finira par obtenir, dans tous les cas, pour une valeur quelconque de r, les intégrales relatives à æ.
C'est, au reste, ce que j'expliquerai plus en détail dans un autre article.
CALCUL INTÉGRAL. — Consideérations nouvelles sur les intégrales définies qui s'étendent à tous les points d'une courbe fermée, et sur celles qui sont
prises entre des limites imaginaires.
C.R., T. XXII, p. 689 (12 octobre
Les théorèmes généraux que j'ai donnés dans la séance du 3 août dernier, en considérant les intégrales définies qui s'étendent à tous les points d’une courbe fermée, fournissent, comme j'en ai fait la remarque, la solution d’un grand nombre de questions importantes de Calcul infinitésimal, et même d'Analyse algébrique. Mais, en exposant ces théorèmes, dont les applications sont déjà si étendues, je ne m'attendais pas à ce qu'ils fussent eux-mêmes compris comme cas particuliers dans d’autres théorèmes plus généraux dont les applications s’étendaient encore beaucoup plus loin. C’est pourtant ce qui arrive, et ceux dont je vais entretenir un instant l'Académie me paraissent devoir contribuer notablement aux progrès de l’Analyse infinitésimale, puisqu'ils permettent d'établir avec la plus grande facilité une foule de propriétés remarquables des transcendantes représentées par les intégrales définies, et, par conséquent, d’une multitude de fonctions, parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions elliptiques et les transcendantes abéliennes. La bienveillance avec laquelle les géomètres ont accueilli les résultats de mes précédents travaux sur cette matière me fait espérer que l’Académie me permettra d’entrer, à ce sujet, dans quelques détails.
Jusqu'ici, en considérant les intégrales définies qui se rapportent
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aux divers points d’une courbe fermée décrite par un point mobile dont les coordonnées rectangulaires représentent la partie réelle d’une variable imaginaire æ et le coefficient de ÿ—r dans cette variable, j'avais supposé que, dans chaque intégrale, la fonction sous le signe [ reprenait précisément la même valeur lorsque, après avoir parcouru la courbe entière, on revenait au point de départ. Mais rien n'empêche d'admettre que, dans une telle intégrale, la fonction sous le signe /, assujettie, si l’on veut, à varier avec x par degrés insensibles, acquiert néanmoins des valeurs diverses à diverses époques où la valeur de æ redevient la même. C’est ce qui arrivera, en particulier, si la fonction sous le signe f; assujettie à varier par degrés insensibles avec la position du point mobile que l’on considère, renferme des racines d’équations algébriques ou transcendantes. Alors, si le point mobile parcourt plusieurs fois de suite une même courbe, les racines comprises dans la fonction dont il s’agit pourront varier avec le nombre des révolutions qui ramèneront le point mobile à sa position primitive O, de telle sorte qu’une racine d’une équation donnée pourra se trouver remplacée, après une révolution accomplie, par une autre racine de la même équation. Par suite, la fonction sous le signe ia que l’on doit supposer complètement déterminée au moment du départ, pourra être remplacée, après une ou plusieurs révolutions, par des fonctions nouvelles. Alors aussi le nombre des révolutions pourra exercer une influence marquée sur la valeur de l'intégrale définie obtenue, et cette intégrale sera généralement elle-même une fonction de la variable æ qui, variant avec æ par degrés insensibles, pourra néanmoins, à diverses époques, acquérir diverses valeurs correspondantes à une seule et même valeur de æ. Il y a plus : si la courbe que l’on considère est formée d’une infinité de branches qui viennent toutes se couper au même point O, et si, dans ces diverses révolutions, le point mobile parcourt successivement ces diverses branches, les diverses valeurs de l'intégrale, correspondantes à une même valeur de +, pourront être en nombre infini; et, par suite, si le nombre des révolutions reste illimité, la valeur de l’intégrale sera, dans certains cas, complètement
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indéterminée. Mais cela n'empêchera pas l'intégrale d'acquérir, après une seule révolution du point mobile, une valeur déterminée: et ce qui mérite d'être remarqué, c’est que cette valeur sera, pour l’ordinaire, dépendante de la position du point mobile et indépendante, sous certaines conditions, de la forme de la courbe. En effet, si cette forme vient à varier par degrés insensibles, la valeur de l'intégrale ne sera point altérée, pourvu que la fonction sous le signe À reste finie et continue en chacun des points successivement occupés par la courbe variable. Cette proposition, qui subsiste dans le cas même où l’on remplace la courbe donnée par un polygone, permet de transformer les intégrales qui correspondent à des courbes quelconques, fermées ou non fermées, en d’autres intégrales correspondantes à des lignes droites. Elle permet aussi de reconnaître dans quels cas les théorèmes relatifs à la décomposition des intégrales prises entre des limites réelles peuvent être étendues aux intégrales prises entre des limites imaginaires. Enfin, elle permet de reconnaître sans peine la nature des fonctions inverses de celles qui représentent des intégrales définies données, ou plutôt des fonctions que les géomètres ont désignées sous ce nom, et qui ne sont, en réalité, que des intégrales d'équations différentielles. Dans le cas où ces fonctions sont périodiques, on peut, à l’aide de la proposition énoncée, calculer facilement ce que l’on nomme leurs indices de périodicité, ainsi que les diverses valeurs de la variable qui rendent ces fonctions nulles ou infinies. Ces valeurs étant une fois connues, si les fonctions dont il s’agit ne deviennent discontinues qu’en devenant infinies, alors, pour les décomposer en fractions rationnelles, ou pour les transformer en produits composés d’un nombre infini de facteurs, il suffira ordinairement de recourir aux règles que fournit le calcul des résidus, telles que je les ai données dans le second et le quatrième Volume des Exercices de Mathématiques (").
(!) Œuvres de Cauchy, S. I, T. VII et IX.
ANALYSE
La position d’un point mobile P étant déterminée dans un plan, à l’aide de coordonnées rectilignes ou polaires, ou de toute autre nature, concevons que l'on trace, dans ce plan, une courbe fermée, et nommons s l’are de cette courbe mesuré positivement dans un sens déterminé à partir d’une certaine position initiale O du point mobile P. Soient d’ailleurs w, v, æ, ... des variables qui changent de valeurs d’une manière continue avec la position du point mobile, et, en faisant coincider ce point avec l'extrémité de l’are s, prenons
(1) k= U du + Vds + Wdw +...
U, V, W, .… étant des fonctions de w, v, æ, … tellement choisies, que la somme U du + V dp + W d +... soit une différentielle exacte. Enfin, nommons ç le contour ou périmètre de la courbe fermée, et S l'aire qu’enveloppe cette courbe; désignons par (S) la valeur qu'acquiert l'intégrale IL ds lorsque le point mobile P, ayant parcouru le contour entier ç de l'aire S, revient à sa position primitive; et concevons que l'on fasse varier la surface S, en modifiant par degrés insensiblés la forme de la courbe qui l'enveloppe sans que cette courbe cesse de passer par le point O. D’après ce qui a été dit dans les séances du 3 août et du 21 septembre, les variations de la surface S et de son enveloppe n’altéreront pas la valeur de l'intégrale (S), si la fonction de u, », w, .…, représentée par la lettre #, reste finie et continue en chacun des points successivement occupés par la courbe variable. D'ailleurs, cette condition étant supposée remplie, la fonction # peut, au moment ‘où le point mobile P revient à sa position primitive, ou reprendre sa valeur initiale, ou acquérir une valeur nouvelle. Nous allons examiner successivement ces deux cas, très distincts l’un de l’autre, et indiquer en peu de-mots les résultats dignes de remarque auxquels on se trouve conduit par cet examen.
Soit 00/0"... la courbe décrite par le point mobile P. Si la fonction # reprend la même valeur au moment où le point P revient à sa
position primitive O, alors la valeur X de l’intégrale (S) sera indépendante de cette position primitivement assignée au point mobile sur la courbe qu'il décrit; et si, en partant de la position O, le point mobile parcourt une, deux, trois fois, etc. de suite le contour entier de l'aire (S), l'intégrale / 4 ds acquerra successivement les valeurs
Man: LE,
Si, d’ailleurs, on pose
(2) ésrf k ds, A
Æ et « seront des fonctions de la variable s, liées à cette variable de telle manière que, aux accroissements
Sy 26 36 de la variable s, correspondront les accroissements KES UEK,
de la variable 4, la fonction # restant invariable. Prenons maintenant, pour fixer les idées,
Li)
x étant une variable imaginaire, liée par l'équation (4) æ—a+6V—1
à deux variables réelles «, 6, considérées comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires du point mobile P. La formule (2) sera réduite à
(3) e= [eme ds.
Si, d’ailleurs, la fonction f(x) ne devient discontinue qu'en devenant infinie pour certains points isolés C, C’, C”, ... situés dans l’intérieur de l'aire ç, et si à chacune des valeurs de æ qui rendent /(x) infinie correspond un résidu déterminé, si enfin l’arc s se mesure positive-
ment dans un sens tel que le point P ait autour de la surface S un mouvement de rotation direct, alors, d’après ce qui a été dit dans la séance du 21 septembre, on aura
(6) K=—onÿ—1 Ê (f(x),
la somme qu'indique le signe £ s'étendant aux seules racines de »7 . I . . . . ° .
l'équation F&; 0 qui correspondront à des points situés dans l’in-
térieur de l’aire S. Donc, si l’on nomme
les valeurs diverses du produit 27 V—ig (/(æ)), correspondantes
aux divers points isolés C, C’, C”, ..., la valeur de Æ sera de la forme (3) PR ONE AD LA ST
le nombre des termes compris dans le second membre étant précisément égal au nombre des points isolés qui seront renfermés dans l’intérieur de l'aire S. Si ce dernier nombre se réduit à l’unité, on aura simplement K— 1.
Ainsi que nous l'avons remarqué dans la séance du 3 août, la courbe 00'0”... pourrait être remplacée par un polygone curviligne ou même rectiligne. Considérons, en particulier, la dernière hypothèse, et nommons O, 0’, 0”, ... les sommets du polygone supposé rectiligne. Soient d’ailleurs a, b, c, …., g, h les valeurs réelles ou imaginaires de æ qui correspondent à ces sommets; et, afin de ne laisser subsister aucune incertitude sur le sens attaché à la notation
| [ra
dans le cas où les limites a, b deviennent imaginaires, concevons que l’on se serve toujours de cette notation pour désigner le résultat de l'intégration rectiligne appliquée à la différentielle /(æ)dæ. Alors, comme on le reconnaîtra sans peine, si l’on fait coincider successive-
ment le point mobile P avec les points 0’, 0”, ..., la valeur de l’intégrale 4, déterminée par la formule (5), sera représentée, dans le premier cas, par le premier terme de la suite
[ra [rar nid [rar [ras
dans le second cas, par la somme des deux premiers termes; dans le troisième cas, par la somme des trois premiers termes, etc.; et, lorsque le point mobile P sera revenu à sa position primitive O, la somme totale des termes de cette suite représentera la valeur de l'intégrale
£ (8) À f{æ)D,x ds — K, en sorte qu’on aura
b c h a (9) fra + fera ++ f Jde + [| Jte)de&.
Si, pour fixer les idées, on réduit le polygone à un triangle, on trou-
vera
b ë a d d. dx = K:
(10) ['ra+ f reae+ [ed et, comme on aura généralement (11) f fde=- f Mz)dx, l'équation (10) donnera encore € b c de = d. dx — K.
(12) J'remae- f rar + fax Pour que l’équation (12) se réduise à la formule c b c 3 Me d. dx, (13) fra f sterar + [| ja
il sera nécessaire que Æ s’évanouisse, c’est-à-dire que l'aire S ne ren-
ferme aucun point isolé correspondant à un résidu qui diffère de zéro. Par conséquent, l'équation (13) et autres semblables, qui subsistent généralement quand il s’agit d’intégrales prises entre des limites réelles, ne subsistent plus que sous certaines conditions dans le cas où les limites des intégrales deviennent imaginaires.
Pour montrer une application très simple des formules qui précèdent, posons f(æ) — _ Alors on trouvera £ (/(x)) — 1. Donc, en
vertu des formules (12), (13), on aura
‘dx dx ‘dx ge — TZ — + M eu DV NS a a b
dx Le L dx = +) —; a a b
suivant que l’origine des coordonnées sera située en dedans ou en
ou
dehors du triangle dont les sommets correspondront aux trois points a, b, c; ce qu’on peut aisément vérifier en ayant égard à la formule
‘dz _{b h Br Ne) {
qui subsiste, quels que soient a et b, lorsque 2 n’est pas réel et négatif.
Concevons à présent que l'on différentie l'équation (5) : on obtiendra l'équation différentielle
(14) dt = f(x) dx
entre les deux variables æ, L. Soient £, + deux valeurs particulières et correspondantes attribuées à ces deux variables. Si ces valeurs, étant finies, produisent une valeur finie de la fonction /(æ), alors, en prenant £, 7 pour valeurs initiales de æ, #, et faisant varier æ dans le voisinage de la valeur initiale £, on verra, en vertu de l’équation (14), L varier avec æ et /(æ) par degrés insensibles. Alors aussi, tant que le
module de la différence æ — Ë ne dépassera pas une certaine limite supérieure, la valeur de £ qui, se réduisant à + pour æ — £, aura la double propriété de varier avec x par degrés insensibles et de vérifier l'équation (14), sera une valeur unique qui pourra être également fournie par l'intégration rectiligne ou curviligne. Si, pour fixer les. idées, on pose 7 — o et £ — a, en sorte que la valeur initiale de æ soit précisément celle qui correspond au point O; si, d’ailleurs, on nomme x la valeur de æ correspondante à celui des points isolés C, C’, C”, qui est Le plus voisin du point O; alors, en supposant æ choisi de manière que le module de æ — « reste inférieur à celui de x — &, on pourra déterminer la valeur de 4 qui doit se réduire à zéro pour + — a, non seulement à l’aide de la formule (5), que fournira une intégration curviligne, mais encore à l’aide de la formule
(15) = [jt de,
à laquelle on arrive quand l'intégration devient rectiligne. Supposons maintenant que, en opérant comme on vient de le dire, on passe non seulement des valeurs initiales £, + à des valeurs très voisines, mais encore de celles-ci à d’autres qui en diffèrent très peu, etc. En continuant de la sorte, et en donnant la plus grande extension possible aux résultats ainsi produits par la variation de +, on obtiendra une infinité de systèmes de valeurs des variables æ, 4, et la valeur de # en æ sera déterminée par une formule ou par un système de formules dont chacune fournira pour valeur de # une fonction continue de la variable æ. Le système de ces formules est ce que nous appellerons l'intégrale complete de l'équation (14); une seule d’entre elles repré-
sente ce que nous avons appelé l'intégrale relatwe à x, puisque, en
vertu de cette dernière intégrale, & doit, non seulement varier avec x
par degrés insensibles, mais encore acquérir une valeur unique pour
chaque valeur donnée de æ. Au contraire, en vertu de l’intégrale com-
plète, # sera généralement une fonction multiple de la variable æ.
Ajoutons que l'intégrale complète, correspondante à des valeurs ini- OEuvres de C.— S,1,t.X. ie
tiales données de +, 4, ne sera point modifiée si l’on prend pour variable indépendante x, au lieu de #, en considérant l'équation (14) comme propre à déterminer, non plus £ en fonction de æ, mais x en fonction de £.
La fonction /(æ) étant donnée, il sera facile de trouver les diverses valeurs de £ qui, en vertu de l’intégrale complète, correspondront à une même valeur de æ. Concevons, pour fixer les idées, que, en prenant o et a pour valeurs initiales de £ et de æ, on veuille calculer les diverses valeurs de £ correspondantes à la valeur a de æ, c’est-à-dire au point O. IT suffira, pour y parvenir, de ramener une ou plusieurs fois le point mobile P à sa position primitive O, après lui avoir fait décrire chaque fois une courbe fermée qui enveloppe un ou plusieurs des points isolés C, C, C’, ...; et, comme, à chacune des révolutions du point P, la valeur de z se trouvera augmentée de la somme de plu-
sieurs des termes 'Æ ai FA
ou d’une telle somme prise en signe contraire, suivant que le point P aura tourné dans un sens ou dans un autre autour de la courbe qu'il aura décrite, les diverses valeurs de {, correspondantes à la valeur a de æ, seront évidemment comprises dans la formule
(16) ts :,,
m,m,m",... étant des nombres entiers quelconques. Par suite aussi, à une valeur quelconque de æ correspondront diverses valeurs de £ que l’on obtiendra en ajoutant à l'une quelconque d'entre elles toutes celles que fournit l'équation (16). :
Les constantes réelles ou imaginaires, désignées dans la formule (16) par les lettres Z, 7’, 1”, ..., représentent ce qu’on appelle les indices de périodicité de x considéré comme fonction de #. Si, dans ces indices de périodicité, les parties réelles et les coefficients de Vÿ— 1 n'offrent pas des valeurs numériques dont les rapports soient entiers ou rationnels, alors, dans £ considéré comme fonction de x, en vertu de l'intégrale
complète de l'équation (14), la partie réelle ou le coefficient de ÿ — 1 sera une quantité absolument indéterminée. Mais on ne pourra plus en dire autant de l'intégrale relative à æ qui offrira, pour chaque valeur donnée de +, une valeur unique et déterminée de 4, ni de l'intégrale relative à #, qui offrira, pour chaque valeur donnée de 4, une valeur unique et déterminée de x.
Il importe de voir dans quels cas l'intégrale complète de l’équation (14) se réduit, soit à l'intégrale relative à 4, soit à l'intégrale relative à æ. Ce problème est facile à résoudre, d’après les principes que nous venons d'établir. Ainsi, en premier lieu, pour que l’intégrale complète ne diffère pas de l'intégrale relative à æ, il sera nécessaire ct il suflira qu'à chaque valeur finie de æ corresponde généralement, en vertu de l'intégrale complète, une seule valeur de #; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que la valeur de £ fournie par l'équation (16) s'évanouisse, quelles que soient les valeurs attribuées aux nombres entiers 2, m', m", .... C’est ce qui arrivera si chacune des constantes 7, L', 1”, ... s’évanouit, ou, en d’autres termes, si chacun des résidus partiels de la fonction (+) se réduit à zéro.
En second lieu, pour que l'intégrale complète de l'équation (14) ne diffère pas de son intégrale relative à £, il sera nécessaire et il suffira qu'à chaque valeur finie de # corresponde, en vertu de l’intégrale complète, une seule valeur de æ. Or c’est ce qui arrivera généralement quand on se placera dans le voisinage d’une valeur de £ qui
f(x) supposé, la fonction f(æ) est du nombre de celles qui ne deviennent
produira une valeur finie de x et de » si, Comme nous l'avons
discontinues qu’en devenant infinies. D'ailleurs, comme on peut le démontrer, la valeur de + fournie par l'intégrale complète sera dis-
continue dans le voisinage de toute valeur de # qui rendra x infinie, x?
dans Le voisinage de la valeur zéro de cette même variable. Donc l'in-
si le rapport n'est pas une fonction continue de la variable
tégrale complète ne différera pas de l'intégrale relative à £, si des deux
rapports
le premier est une fonction toujours continue de +, et le second une
fonction de æ qui reste continue dans le voisinage de la valeur o attribuée à la variable æ. Ces conditions seront remplies, par exemple si
l’on pose /(x)= => ou, plus généralement, si l’on prend pour
en une fonction de æ, linéaire ou du second degré. Observons encore que, dans le cas où l'intégrale complète ne diffère
pas de l'intégrale relative à £, la valeur de æ fournie par cette intégrale est nécessairement une fonction de £ qui ne devient discontinue qu’en devenant infinie. Cette circonstance permet ordinairement de transformer la fonction dont il s’agit, à l’aide des formules que donne le Calcul des résidus, et de la décomposer en fractions rationnelles, ou “bien encore de la représenter par une fraction dont chaque terme est le produit d’un nombre infini de facteurs.
Retournons maintenant à la formule (2); mais supposons que, au moment où le point mobile P revient à sa position primitive, la fonction #Æ, placée sous le signe ÿs acquière une valeur nouvelle. Supposons d'ailleurs cette fonetion # toujours assujettie à varier avec æ par degrés insensibles. La valeur Æ de l'intégrale (S) ne sera plus indépendante de la position O primitivement assignée au point mobile sur la courbe qu'il décrit. Il y a plus : comme, d’après une révolution du point mobile, la fonction Æ aura changé de valeur, si l’on nomme
les valeurs successives qu'acquerra l'intégrale
és k ds
quand le point mobile P, après avoir effectué une, deux, trois, .. . révo-
Re
lutions dans la courbe qu’il décrit, reprendra sa position primitive, les valeurs de X, K
© 26 8ç (17) K= f k ds, ma fl k ds, Et à k ds, RR 0 ç 26
ne seront pas généralement égales entre elles. Néanmoins, si, après
, K,, ..., évidemment déterminées par les formules
un certain nombre de révolutions du point mobile, la fonction # reprend la valeur qu'elle avait d’abord, à partir de cet instant les
termes de la série ARE CT. 2
se reproduiront périodiquement dans le même ordre, quelle que soit d’ailleurs la position initiale O du point mobile P. Donc alors, en vertu de l’intégrale complète de l'équation (14), æ sera une fonction périodique de 4. Quant aux indices de périodicité, ils ne seront plus généralement représentés par des résidus, mais par des intégrales définies qui pourront se déduire du théorème énoncé au commencement de cet article; savoir, que, si la courbe enveloppe de la surface S vient à
varier sans cesser de passer par le point O, l'intégrale (S) ne variera
pas, pourvu que la fonction # reste finie et continue en chacun des points successivement occupés par la courbe variable.
Les principes que nous venons d'établir sont particulièrement applicables au cas où, dans l'intégrale (2), la fonction sous le signe F renferme des racines d'équations algébriques ou transcendantes. Supposons, pour fixer les idées, Æ déterminé en fonction de æ par l'équation (3) jointe aux deux suivantes :
dans lesquelles f(x, y), F(x, y) désignent des fonctions toujours continues de +, y. Si l’on nomme
MAS as Var. see
les diverses valeurs de y tirées de l’équation (19), les valeurs corres-
pondantes de f(x), savoir (20) f(x, y1), f(z, Je), f(&, Ys) ss
seront ordinairement des fonctions qui éprouveront des changements brusques, pour des valeurs de æ correspondantes, non plus à des points isolés, mais à tous les points situés sur certaines portions de lignes droites ou courbes. Or cet inconvénient sera évité si, au lieu de prendre pour /(æ) un terme de la série (20), on considère, dans l'équation (18), y comme une fonction de æ assujettie : 1° à vérifier l'équation (19); 2° à varier avec + par degrés insensibles, et si d’ailleurs on suppose connues les valeurs initiales £, 1 de æ et de y correspondantes à la valeur initiale 7 de la variable £. Alors les seules valeurs de æ qui rendront la fonction # discontinue seront celles qui la rendront infinie. Alors aussi la considération de ces valeurs de x et des points isolés qui leur correspondent fera connaître la nature de la fonction de # qui devra représenter æ, en vertu de l'intégrale complète de l'équation (14), et permettra de transformer en intégrales définies rectilignes, par conséquent en intégrales définies relatives à æ, les valeurs de X, X, K,, ... fournies par les équations (17).
Ce que je viens de dire fournit, si je ne me trompe, la solution complète des graves difficultés que présente la théorie des fonctions elliptiques, considérée comme une branche du Calcul infinitésimal, ou bien encore la théorie des intégrales abéliennes; et, en faisant disparaître ces difficultés que M. Eisenstein a très bien signalées dans le tome XXVII du Journal de M. Crelle (voir aussi le tome X du Journal de Mathématiques, publié par M. Liouville), les principes: ci-dessus exposés rectifient des notions erronées jusqu'ici trop facilement admises par les géomètres. On voit que la fonction de 4, improprement appelée la fonction inverse de l'intégrale (15), est en réalité la valeur de æ fournie par l'intégrale complète de l’équation (14), et que l’on peut déduire de Ia formule (5) la nature et les propriétés de cette même fonction, ses divers indices de périodi-
PR
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cité si elle est périodique, etc. On voit encore que, si la fonction /(x) renferme des racines d'équations algébriques ou transcendantes, si l’on a, par exemple, f(æ) —f(x,y), y étant l’une des racines y,, Ya -. de l'équation (19), on devra soigneusement distinguer l’intégrale obtenue dans le cas où la racine y serait toujours la même de l'intégrale obtenue dans le cas où l’on assujettirait f(x, y) à varier avec æ par degrés insensibles. On peut aisément vérifier la justesse de ces conclusions en particularisant la forme des fonctions représentées par f(x), f(x, y) et F(x,y) dans les formules générales ci-dessus établies, ainsi que je le ferai dans un autre article. Je me bornerai, pour l'instant, à indiquer les applications très simples que l’on peut faire de ces formules aux deux exemples suivants. Ce qu'on a nommé l'inverse de l'intégrale définie
n'est même pas la valeur de x tirée de l'intégrale complète de l’équation différentielle
dx = V1— x*? dt,
mais la valeur de æ que fournira l'intégrale complète de l'équation
différentielle dx = y dt,
si l’on assujettit la nouvelle variable y : 1° à vérifier l'équation finie a+ pt;
2° à varier avec æ par degrés insensibles, et si l’on assujettit, de plus, æ, y, t à prendre simultanément les valeurs initiales
Ce qu'on à nommé la fonction inverse de l'intégrale
ER si dx RE V(i— x?) (1 — ki?)
k étant réel et 1, n’est même pas la valeur de æ tirée de l’intégrale complète de l'équation différentielle
dx =V(1—x?)(1— K?x*) dt,
mais la valeur de æ que fournira l'intégrale complète de l’équation différentielle |
di = 4er, si l’on assujettit la variable y : 1° à vérifier l'équation finie
2° à varier avec x par degrés insensibles, et si l’on assujettit, de plus, æ, y, t à prendre simultanément les valeurs initiales
Tr 0) FI; eo,
Dans ces deux exemples, il résulte de la forme des équations différentielles que l'intégrale complète ne diffère pas de l'intégrale relative à 4.
Il est bon d'observer qu’à la formule (19) on pourrait substituer une équation différentielle entre æ et y. Ainsi, en particulier, on pourrait, dans le premier exemple, substituer à l'équation finie
a+ PI l'équation différentielle æ dx + y dy = 0, ou, ce qui revient au même, assujettir æ, y, £ à vérifier les deux équations différentielles dx = pdt, dy —=— x dt.
Observons enfin que, en suivant les règles ci-dessus tracées, on à généralement l’avantage d'opérer sur des équations différentielles qui ne renferment plus de fonctions irrationnelles, ni de radicaux.
FF
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sentent les intégrales réelles ou imaginaires d ‘un système d'équations
différentelles. Û C. R., T. XXII, p. 702 (12 octobre 1846).
Un grand nombre de formules relatives à la transformation des fonctions, par exemple celles qui servent à les développer en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables, subsistent sous la condition que les fonctions restent continues. Il importait donc d'examiner sous le rapport de la continuité les fonctions qui représentent les intégrales d’un système d'équations différentielles. Tel est l'objet du présent Mémoire.
Pour qu’une fonction donnée de la variable x reste continue dans le voisinage d’une valeur réelle ou imaginaire attribuée à cette variable, il est nécessaire et il suffit : 1° que, dans ce voisinage, la fonction obtienne, pour chaque valeur de +, une valeur unique et finie; 2° que la fonction varie avec æ par degrés insensibles. La seconde condition peut d’ailleurs être remplie sans que la première le soit, et alors la fonction que l’on considère est une fonction multiple dont les diverses valeurs peuvent être considérées comme représentant diverses fonctions continues de la variable æ. C’est en particulier ce qui arrive, conformément à ce qui a été dit dans le précédent Mémoire, si la dérivée de la fonction donnée devient infinie pour certaines valeurs de +, ou si cette dérivée renferme des racines d'équations algébriques ou transcendantes qui soient assujetties à varier par degrés insensibles avec la valeur de x.
Considérons maintenant un système de x équations différentielles du premier ordre qui renferment, avec une variable indépendante £, n variables indépendantes æ, y, x, ... assujetties à prendre certaines valeurs initiales £, n, €, ... pour une certaine valeur * de la variable 4.
Supposons d’ailleurs que, dans la variable 4, la partie réelle et le coef- OEuvres de C. — S.I,t.X. 23
ficient de ÿ—71 soient regardés comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires d’un point P, mobile dans un plan horizontal. Enfin soit O la position du point P correspondante à la valeur initiale + de la variable indépendante. Si les fonctions X, F, Z, ... de æ, y, 3, ..., t, auxquelles se réduisent, en vertu des équations différentielles données, les dérivées des variables æ, y, 3, ..., prises par rapport à 4, restent finies et continues dans le voisinage de la valeur + de £, alors, en s’appuyant sur les principes exposés dans mon Mémoire de 1835 (‘}, on reconnaitra, non seulement que, en vertu des équations différentielles données, on peut passer du système des valeurs initiales des variables à un nouveau système qui corresponde à un nouveau point O’très voisin du point O, mais encore que les intégrales ainsi obtenues seront indépendantes, du moins entre certaines limites, du mode d'intégration employé et même du choix de la variable indépendante. Concevons, d’ailleurs, que, en opérant de la même manière, on passe du système des valeurs de æ, y, 3, ...,t correspondantes au point O’, à un nouveau système de valeurs qui correspondent à un nouveau point O” très voisin de 0’, et continuons de la sorte. Les points O, 0’, 0”, ... auxquels on parviendra successivement se trouveront sur une certaine ligne droite ou courbe, et, si l’on nomme P un point mobile qui prenne successivement les diverses positions O, 0’, 0”, ..., les valeurs de x, y, z varieront avec & par degrés insensibles, tandis que le point mobile P se mouvra sur la courbe 0 0'0”..., pourvu que, en chaque point de cette courbe, les variables æ, y, 3, ... acquièrent des valeurs finies, dans le voisinage desquelles les fonctions X, F, Z, ... restent elles-mêmes finies et continues. On pourra d’ailleurs supposer que la courbe O 0'0”... se prolonge indéfiniment dans le plan horizontal qui la renferme, et rien n’empêchera d'admettre qu’elle est du nombre des courbes qui se coupent elles-mêmes en un ou plusieurs points. Les formules qui fourniront tous les systèmes de valeurs des variables auxquelles on
(1) OEuvres de Cauchy, S. H, T. XL
a ht Etes
pourra ainsi parvenir en partant de valeurs initiales données, quelles que soient d’ailleurs la nature ét la forme de la courbe O0"0”... indéfiniment prolongée, représenteront ce que nous nommerons les éntegrales complètes des équations différentielles proposées. Ces intégrales seront généralement indépendantes du mode d'intégration adopté, et même du choix de la variable par rapport à laquelle on intégrera. De plus, comme, dans Le cas où la courbe O0’0”... se coupe elle-même, le point P, en reprenant deux ou plusieurs fois la même position, peut correspondre chaque fois à un nouveau système de valeurs des variables dépendantes æ, y, 3, ..., il est clair que, en vertu des intégrales complètes d’un système d'équations différentielles, les valeurs des variables dépendantes seront des fonctions multiples de 4, du genre de celles qui se trouvent représentées par des intégrales dont les dérivées renferment des racines d’équations algébriques ou transcendantes. Effectivement ces valeurs de æ, y, z, ... pourront être regardées comme des intégrales définies, relatives à des ares de courbes tracées dans le plan qui renferme le point mobile, et, à ce titre, ainsi que nous l'expliquerons dans un prochain article, elles jouiront des propriétés des fonctions que nous avons considérées
dans le précédent Mémoire.
CALCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur les diverses espèces d’intégrales
d'un système d'équations différentielles.
C.R., T. XXII, p. 729 (19 octobre
Considérons # +1 variables æ, y, 3, ..., 4, et supposons que ces variables doivent, non seulement vérifier 2 équations différentielles du premier ordre, mais encore prendre simultanément certaines valeurs initiales. En appliquant aux équations différentielles données
l'intégration rectiligne ou curviligne, on pourra passer du système de valeurs initiales de æ, y, 4, ..., { à un second système de valeurs nouvelles, très voisines des premières, puis de ce second système à un troisième, .... Si, en continuant de la sorte, on donne aux intégrales obtenues la plus grande extension possible, elles deviendront ce que nous avons appelé les intégrales complètes des équations différentielles données. Ces intégrales complètes varient et se modifient, quand on vient à changer le système des valeurs initiales attribuées aux diverses variables; mais elles restent les mêmes, quel que soit le mode d'intégration adopté, et quelle que soit la variable que l’on considère comme indépendante. En général, elles ne coïncident qu'entre certaines limites avec ce que nous avons appelé les intégrales relatives à l’une des variables considérée comme indépendante; et, tandis que les intégrales relatives à £, par exemple quand elles sont le produit d'une intégration rectiligne, fournissent, pour une valeur donnée de /, une valeur unique de chacune des variables æ, y, 3, ..., les intégrales complètes, au contraire, résolues par rapport à ces dernières variables, en fournissent communément des valeurs multiples. Sous peine d'introduire une étrange confusion dans l’Analyse infinitésimale, il importe de bien distinguer ces deux espèces d’intégrales, ainsi que les intégrales relatives à diverses variables indépendantes ; et c’est pour n'avoir pas fait cette distinction que, dans l'Analyse transcendante, les géomètres sont parvenus très souvent à des formules qui ne s'accordent point avec celles qu'ils avaient prises pour point de départ. Les difficultés qui en résultent deviennent surtout sensibles quand on considère des équations différentielles dans lesquelles les variables sont séparées, ce qui permet d'effectuer l’intégration à l’aide d’intégrales définies. C’est particulièrement ce qui arrive dans la théorie des fonctions elliptiques et des intégrales abéliennes, quand on envisage cette théorie comme une branche du Calcul intégral; et, comme l’a très judicieusement observé M. Eisenstein dans un Mémoire que renferme le Journal de M. Liouville, on est alors conduit à des conclusions qui sont en contradiction mani-
EXTRAIT N° 347. 173 feste avec les définitions que l’on a posées. Ainsi, par exemple, dans la théorie des fonctions elliptiques, on commence par définir le sinus de l'amplitude d’une variable z comme la fonction inverse d’une certaine intégrale définie relative à æ; puis on prouve ensuite que cette fonction inverse æ est périodique, et mème doublement périodique; et cette proposition contredit la définition adoptée, puisqu'il est impossible d'admettre qu’une intégrale définie, dont la valeur est unique, offre néanmoins une infinité de valeurs distinctes. Pour éviter de se trouver en présence de semblables difficultés, M. Eisenstein a proposé de fonder, comme je l'ai fait moi-même en 1843, la théorie des fonctions elliptiques sur la considération des produits composés d’un nombre infini de facteurs. La principale différence qui existe entre la marche suivie par M. Eisenstein et celle que j'avais tracée consiste en ce qu'il prend pour point de départ, non pas les produits infinis simples, auxquels j'avais donné le nom de /actorielles géométriques, mais les produits infinis doubles, dans lesquels on peut décomposer ces produits infinis simples à l’aide des formules relatives aux fonctions circulaires.
Au reste, au lieu d’éluder les difficultés de la question, je les aborde de front dans ce nouveau Mémoire; et je prouve que l’on peut, sans contradiction, établir la théorie des fonctions elliptiques ou même des transcendantes d'un ordre plus élevé sur la considération des intégrales définies, ou plus généralement des intégrales d'un système d'équations différentielles. Seulement il faut alors abandonner les définitions précédemment admises, et leur substituer des définitions nouvelles. Ainsi, par exemple, le sinus de l'amplitude d’une variable £ ne sera plus la fonction inverse de l'intégrale définie ci-dessus mentionnée, et relative à æ, mais la fonction inverse d’une autre intégrale définie produite par une intégration curviligne; ou, ce qui revient au même, ce sinus sera la valeur de æ que fournit l’intégrale complète d'une équation différentielle de laquelle on tire la première intégrale définie, quand on cherche, non l'intégrale complète, mais l'intégrale relative à £, en la déduisant de l'intégration
rectiligne. On voit, par cet exemple, combien il importe de comparer entre elles les diverses espèces d’intégrales qu'admet une équation différentielle, ou un système de semblables équations, et surtout d’indiquer une méthode à l’aide de laquelle on puisse déduire les intégrales complètes des intégrales produites par une intégration rectiligne, relative à l’une des variables considérée comme indépendante. On trouvera, dans mon Mémoire, des théorèmes généraux qui, en permettant de résoudre ce problème dans un grand nombre de cas, me paraissent devoir contribuer notablement aux progrès de l'Analyse infinitésimale.
ANALYSE
$ I. — Sur les intégrales limitées d'un système d'équations différentielles. Soient a RÉ 4
n +1 variables assujetties : 1° à vérifier 2 équations différentielles du premier ordre; 2° à varier ensemble par degrés insensibles et à prendre simultanément certaines valeurs initiales
AUOT site
En considérant { comme variable indépendante, on pourra présenter les équations différentielles données sous la forme
(1) Pie, MYTE, D,:—7,
DE
X, Y, Z, ... étant ou des fonctions explicites des variables æ, y, 3, ..., 1, ou, du moins, des fonctions implicites dont les valeurs seront celles que fourniront les équations différentielles données quand on y remplacera D,x par la lettre X, D,y par la lettre F, ..….. Si ces mêmes équations fournissaient pour X, F, Z, ... plusieurs systèmes de valeurs distinctes, alors à chacun de ces systèmes cor-
respondrait un système particulier d'équations différentielles repré-
sentées par les formules (1).
DEL
Concevons maintenant que, w désignant une fonction des seules
variables æ, y, z, ..., on pose
t (2) Vu f (4 Deu+FD,u+ZD.u+...)dt.
Si les fonctions X, Y, Z, ..., u restent finies et continues par rapport aux variables æ, y, 3, ..., & dans le voisinage des valeurs initiales £, n, G ..., 7, alors, comme je l’ai prouvé dans divers Mémoires, la série (3) M VE VE sera convergente, du moins pour un très petit module de la différence £ — 7; et, si l’on représente par l
Ou la somme de cette série, on aura identiquement (4) D, Qu + XD, Ou + FD,Ou+...—o.
Si, d’ailleurs, æ, y, 3, ..., 4 varient simultanément de manière à vérifier les formules (1), l'équation (4) donnera (5) d@u — 0; et, en remplaçant successivement w par æ, par y, par 3, ..., on tirera de la formule (5) (6) d® x — 0, d8y = 0, d8 z = 0, En vertu des équations (5), les fonctions de æ, y, z, ...,4et représentées par Ox, @y, Oz, ... devront se réduire à des quantités constantes; et, comme les valeurs initiales de @x, @ y, Oz coïncideront avec les valeurs initiales de æ, y, z, ..., puisque x se réduit géné-
ralement au premier terme « de la série (3) pour une valeur nulle de la différence : — 7, les formules (5) donneront
(7) OX —E, Le E RU 3-6
Telles sont les équations finies auxquelles devront satisfaire, du moins
entre certaines limites, les variables æ, y, 3, ..., assujetties : r° à vérifier les formules (1); 2° à prendre simultanément les valeurs initiales &, n, €, ..., 7. Dans quelques cas spéciaux, par exemple lorsque les équations différentielles proposées seront linéaires et à coefficients constants, la série (3) sera toujours convergente, et par suite les formules (7) s’étendront à des valeurs quelconques de 4. Mais, en général, ces formulés subsisteront seulement pour un module de la différence t— 7 inférieur à une certaine limite que nous avons appris à calculer, et, pour cette raison, nous donnerons aux formules (7) le nom d’intégrales limitées.
Observons, au reste, que, en faisant usage de développements en séries et démontrant la convergence de ces séries à l’aide du calcul que j'ai nommé Calcul des limites, on peut obtenir, sous diverses formes, des intégrales limitées des équations (1). D'après ce qui a été dit, il est clair que, pour de très petites valeurs du module de la différence 4 — +, les valeurs de æ, y, z, ..., tirées de ces diverses intégrales, vérifieront les équations (6) et, par conséquent, les formules (7).
Observons encore que, en vertu des principes établis dans le Mémoire Sur la nature et les propriétés des racines d'une équation qui renferme un paramètre variable, les formules (7), résolues par rapport aux variables æ, y, z, ..., fourniront, pour chacune de ces variables, une valeur unique, du moins quand le module de la différence 4 — 7 ne dépassera pas une certaine limite supérieure. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
TaéoRÈME. — Considérons n + 1 variables x, y, MURS | assujellies ; 1° à vérifier n équations différentielles du premier ordre; 2° à varier ensemble par degrés insensibles et à prendre simulianément certaines valeurs initiales £, n, €, ..., %. St les fonctions déterminées X, Y, Z, ..., qui, en vertu de ces équations différentielles, représentent les dérivées D,x, D, y, D,z, ... des variables x, y, 3, ..., restent finies et continues par
rapport aux vartables x, v, 3,...,1 dans le voisinage des valeurs int-
tiales &, n, CG, ..., T; alors, pour un module de la différence t — 7 inferieur à une certaine limite, on pourra satisfaire aux conditions énoncées en attribuant à æ, y, 3, ... un certain système de valeurs très voisines
deË,n,Q,...; et ce système de valeurs, qui sera unique, pourra se déduire
des formules (7).
Ajoutons que l’on arriverait à des conclusions toutes semblables si l’on cherchait à exprimer, non plus æ, y, z, ... en fonction de #, mais 1, y, 3, .… en fonction de +, et qu’alors, pour un module de la différence æ — Ë inférieur à une certaine limite, les valeurs de 4, y, 3, ... en æ pourraient encore se déduire des formules (7).
Remarquons, enfin, que les valeurs des diverses variables, exprimées en fonctions de l’une d’entre elles, par exemple les valeurs de x, y» 3, .…. exprimées en fonction de £, seront généralement, en vertu des formules (7), des fonctions continues, non seulement de la variable #, mais encore des valeurs initiales &, n, €, ..., attribuées aux diverses variables.
$ IL. — Sur les intégrales rectilignes et curvilignes d’un système
d'équations différentielles.
Étant données les équations (1) du $ I avec les valeurs initiales #, n» G ..., tx des diverses variables æ, y, 3, ..., {, prenons & pour variable indépendante. Considérons d’ailleurs dans cette variable, qui peut acquérir des valeurs quelconques, réelles ou imaginaires, la partie réelle et le coefficient de Ÿ — 1 comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires d'un point mobile dans un plan horizontal, et nommons O la position de ce point correspondante à la valeur + de z. Si les fonctions X, Y, Z, ... restent finies et continues par rapport aux diverses variables quand on attribue à celles-ci des valeurs très approchées de leurs valeurs initiales, on pourra, en vertu des équations différentielles proposées, ou plutôt en vertu de leurs intégrales fournies par l’une des méthodes que nous avons rappelées
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dans le $ I, passer des valeurs initiales £, n, €, ... des variables dépendantes æ, y, 3, ... à des valeurs très voisines qui correspondront à une nouvelle valeur de z très voisine de +, et, par conséquent, à un nouveau point O‘ très rapproché du point O. On pourra de la même manière, si les fonctions X, F, Z, ... restent finies dans le voisinage du système des nouvelles valeurs de æ, y, z, ..., { correspondantes au point O’, passer de ce nouveau système à un troisième auquel répondra un nouveau point O” très voisin de O’, etc. En continuant ainsi, on obtiendra une série de points O, O’, 0”, ... que l’on pourra supposer situés sur une certaine ligne droite ou courbe 00/0"...: et si chacun de ces points correspond toujours à des valeurs de æ, y, 3,..., 4 dans le voisinage desquelles les fonctions X, F, Z, ... restent finies et continues, cette série pourra se prolonger indéfiniment. Comme d’ailleurs les intégrales trouvées feront connaître les valeurs de æ, y, 3, ... correspondantes, non seulement aux points O, 0’, 0", ..., mais encore aux points situés sur la ligne que l’on considère, entre O et 0’, entre O'et 0”, ..…, il est clair que les valeurs de æ, y, :,..., envisagées comme fonctions de £, seront connues pour un point quelconque de cette ligne. Les intégrales ainsi produites par une intégration en ligne droite ou en ligne courbe devront être naturellement désignées sous le nom d’intégrales rectilignes ou curvilignes du système des équations différentielles proposées. Du mode de formation de ces intégrales 11 résulte évidemment que les valeurs qu’elles fourniront pour +, y, 3, ... varleront, en général, par degrés insensibles avec la variable indépendante £, et, par conséquent, avec la position du point mobile P sur la ligne O 0’0”.
Les intégrales obtenues seront rectilignes si les valeurs successivement attribuées à la variable £ sont telles que l'argument de la différence { — 7 reste invariable; elles seront curvilignes dans le cas contraire.
Lorsque X, F, Z ... se réduisent à des fonctions de la seule variable 4, alors, £ étant pris pour variable indépendante, les intégrales rectilignes des équations (1) du $ I peuvent être représentées
Cédités th th PES “ÈS dis à
SE on tai ét etat à 2 Pat à ni ha a le nt Gode né
par les formules
t t (1) a—i=f Aa p-n=f F dt, V+ t
Il y a plus : les valeurs de x, y, 3, ... en 4, fournies par les intégrales rectilignes, devront satisfaire, dans tous les cas, à ces dernières formules, qui peuvent être considérées comme suffisant à déterminer complètement ces valeurs.
Si l'intégration devient curviligne ou, en d’autres termes, si 4 varie de manière que la ligne O0 0’0”..., tracée par le point mobile P, soit courbe, alors, en nommant s l’arc de cette courbe mesuré à partir de la position initiale O du point P, on devra, aux formules (1), substituer les suivantes
(2) 2—i=f a NP nf Ph, re PS
ro
qui peuvent être considérées comme suffisant à déterminer complètement Les valeurs de x, y, z, .... | |
Si des formules (2) ou, ce qui revient au même, des intégrales curvilignes, on veut revenir aux intégrales rectilignes représentées par les formules (1), il suffira de remplacer l'arc s par le module de la différence & — 7, et D,2 par l’exponentielle trigonométrique qui offre pour argument l'argument de cette même différence.
Jusqu'ici nous avons admis que les fonctions X, F, Z, ... restaient finies et continues par rapport aux variables æ, y, 3, ..., 4, dans le voisinage des valeurs correspondantes à chacun des points O, 0’, 0”, ..., ce qui suppose que ces mêmes valeurs restent finies. Admettons maintenant la supposition contraire, et concevons qu'à un point C de la ligne O0 0’0”... corresponde une valeur infinie de quelqu'’une des variables æ, y, 3, ..., ou bien encore qu’en ce point l’une des fonctions X, F, Z, ... devienne discontinue. Pour savoir ce qu’alors on devra nommer les intégrales rectilignes ou curvilignes des équations
différentielles proposées, il suffira d'étendre à ce cas-là même les formules (1) ou (2), et de considérer encore ces formules comme les équations auxquelles devront satisfaire les valeurs de æ, y, z, fournies par ces intégrales. En vertu de l’extension dont il s’agit, les i ntgrales rectilignes ou curvilignes prendront une nature semblable à celle des intégrales définies dans lesquelles la fonction sous le signe cf devient discontinue. Si la discontinuité consiste en un changement brusque de valeur dans une fonction qui reste finie, les intégrales rectilignes ou curvilignes conserveront des valeurs finies et déterminées. Mais, si l’une des fonctions X, Y, Z, ... devient infinie, ces intégrales pourront, ou devenir infinies, ou offrir des valeurs indéterminées, c’est-à-dire un nombre infini de valeurs parmi lesquelles on devra distinguer des valeurs principales. Observons d’ailleurs que les intégrales rectilignes ou curvilignes, quand elles deviendront indéterminées, représenteront une sorte d’intégrales singulières des équations différentielles données, et correspondront, si la ligne O0 0’0”... est droite, à certaines directions particulières de cette ligne, savoir aux directions qu’elle prendra quand on la fera passer par un point C auquel répondra une valeur infinie de quelqu’une des fonctions X, F, Z, .... Ajoutons que, si à cette direction singulière on substitue deux autres directions qui en soient très voisines, les valeurs de æ, y, z, ..., tirées des intégrales rectilignes, pourront varier brusquement, leurs variations pouvant être représentées dans beaucoup de cas à l’aide des résidus de certaines fonctions. Pareillement, si la ligne O0 0’0”..., étant courbe, renferme un point C auquel réponde une valeur infinie de quelqu’une des fonctions X, F, Z, ..., alors il suffira souvent de faire subir à cette ligne de très légers changements de forme, ou même de position, en la faisant tourner d’une quantité très petite autour du point O, pour que les valeurs de x, y, 3, .…, tirées des intégrales curvilignes, éprouvent des variations brusques et instantanées.
Pour appliquer ces principes généraux à un exemple très simple, supposons que les formules (1) du $ I soient réduites à la seule équa-
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tion différentielle
(3) Dix—
et prenons o, 1 pour valeurs initiales des variables +, 4. L'intégrale rectiligne de cette équation différentielle sera
F4 US — = lé.
A 0 , . % . . n l'e Dans ce même cas, la fonction X, réduite à -» deviendra infinie pour
1 = o. Cela posé, soient O, C les points correspondants aux valeurs 1 et o de £. Si la droite OO’ ne passe pas par le point C, et si l’on fait varier £ à partir de sa valeur initiale 1, la valeur correspondante de x
fournie par l'intégrale rectiligne”
(4) æ—Ît
variera, par degrés insensibles, avec £. Il y a plus : cette valeur de x variera encore par degrés insensibles quand la droite O0’ tournera autour du point O, dans un sens ou dans un autre, en décrivant un très petit angle. Mais il n’en sera plus de même si l’on fait prendre à la droite O0’ la position singulière OC, et si, en même temps, on attribue à £ une valeur négative — a, a étant un nombre quelconque. Alors, en effet, l'intégrale définie
deviendra indéterminée, sa valeur principale étant la; et si, en faisant varier infiniment peu la direction de O0’, on pose successivement
t=—a—Ee—1, t——a+e—1, c étant un nombre infiniment petit, on obtiendra deux nouvelles va-
leurs de x très distinctes de la, savoir
J(—œa—ey—1) et 1(—a+ey—:i)
ou, à très peu près,
la—nxV—1 et la+nry—1.
Observons d’ailleurs que ces deux valeurs offriront pour demi-somme la valeur la correspondante à la direction OC, la différence entre chacune d’elles et la étant égale, au signe près, au produit
nie Es).
En terminant ce paragraphe, il est bon de rappeler que les intégrales rectilignes d'un système d'équations différentielles sont généralement modifiées quand on change de variable indépendante. Il y a plus : elles se trouvent souvent modifiées quand, aux valeurs initiales des variables, on substitue d’autres valeurs qui vérifient ces mêmes intégrales. Ainsi, par exemple, quoiqu’on satisfasse à la formule (4) en posant
a, TT ./ —— t—ÿ/—:, = V—1,
néanmoins l'intégrale rectiligne qu’on déduit de l’équation (3), en prenant ces valeurs de 4 et de x pour valeurs initiales, savoir
(5) eV)
est distincte de la formule (4), et ne s'accorde avec elle que pour des
/ “ace T valeurs de l'argument de £, renfermées entre les limites — =; +.
$ III. — Sur les intégrales complètes d’un système d'équations différentielles.
Supposons que, en prenant { pour variable indépendante, on applique l'intégration curviligne aux équations (1) du $ I. Si l’on nomme toujours P le point mobile qui correspond aux diverses valeurs réelles ou imaginaires de £, O la position initiale de ce point, 000”... la courbe qu’il décrit, et s l'arc de cette courbe mesuré à partir du point O, les intégrales curvilignes des équations données
pourront être représentées, comme on l’a dit, par les formules (2) du S I. Observons maintenant que, dans ces intégrales, l’arc s pourra croître indéfiniment, la courbe O00’0”... pouvant être indéfiniment prolongée, et la forme de cette courbe étant d’ailleurs entièrement arbitraire. Quelle que soit cette forme, et quel que soit le nombre des circonvolutions à la suite desquelles le point mobile P atteindra une position donnée, les valeurs de , y, z, .…, fournies par les intégrales curvilignes et correspondantes à des positions très voisines de celles dont il s’agit, varieront généralement avec s et £ par degrés insensibles lorsqu'on fera mouvoir le point P sur la courbe qu’il décrivait, ou même lorsqu'on fera varier infiniment peu la forme de cette courbe. I n’y aura d'exception à cet égard que dans le cas particulier où le point P, en se mouvant sur la courbe O0'0”..., finirait par atteindre une position à laquelle correspondraient des valeurs infinies de l’une des variables æ, y, 3, ... ou de l’une des fonctions X, F, Z,..., par conséquent l’une des positions occupées par les points C, C’, C”, pour lesquels æ, y, 3, ... ou X, F, Z, ... deviennent infinies. Or ces derniers points sont nécessairement des points isolés. Si l'on faisait passer la courbe 00’0”... par l’un d’entre eux, les valeurs de x, y, 3, .…, fournies par les intégrales rectilignes, pourraient devenir indéterminées et offrir des valeurs principales qui différeraient notablement des valeurs correspondantes à d’autres courbes très voisines. Cela posé, concevons que l’on veuille donner aux intégrales curvilignes la plus grande extension possible, mais cependant avec la condition que les valeurs de æ, y, 3, ... varient par degrés insensibles avec la position du point P. Il suffira évidemment d'admettre que lon fait prendre successivement à la courbe 00/0”... toutes les formes imaginables, mais en évitant de la faire jamais passer par l’un des points isolés CG, C’, C”, ..., dont elle pourra néanmoins s'approcher indéfiniment. C’est alors que l’on obtiendra ce que nous appelons les intégrales complètes des équations différentielles proposées. Ainsi définies, les intégrales complètes ne seront point modifiées quand on prendra pour variable indépendante, au lieu de #4, une quelconque des autres va-
riables æ, y, 3, .... Ajoutons que les valeurs de æ, y, 3, ... en £, fournies par ces intégrales, seront, en général, des fonctions multiples de #, souvent même des fonctions qui, pour chaque valeur de £, offriront une infinité de valeurs distinctes, ou bien encore une infinité de valeurs très voisines les unes des autres. Mais il peut aussi arriver que les intégrales complètes offrent, pour chaque valeur donnée de £, une valeur unique, et alors elles coïncident nécessairement avec les intégrales rectilignes relatives à £. C’est ce qui aura lieu, en particulier, pour une certaine classe d'équations différentielles que nous allons indiquer.
Supposons que, dans les équations (1) du $ I, X, F, Z, ... représentent des fonctions toujours continues des variables æ, y, 3, ..., 4, c'est-à-dire des fonctions qui restent continues dans le voisinage de valeurs finies quelconques attribuées à ces mêmes variables. Alors, en vertu des principes que nous avons établis, les valeurs de æ, y, 3, ..., fournies par une intégration rectiligne relative à {, varieront avec 4 par degrés insensibles et seront fonctions continues de #, à moins que ne s'approche indéfiniment d’une valeur à laquelle correspondent des valeurs infinies de quelques-unes des variables æ, y, z, .... Cela posé, pour savoir si les intégrales complètes différent ou ne diffèrent pas des intégrales rectilignes relatives à £, il suffira évidemment d’examiner si, quand une ou plusieurs des variables æ, y, z, ... deviennent infinies, les inverses de ces variables, représentées par les rapports
= >" restent fonctions continues de &. Or c’est ce qui arrivera
certainement si la propriété qu’avaient les équations différentielles proposées de fournir, pour les dérivées D,æ, D,y, D,z, ... des variables dépendantes +, y, 3, .…, des valeurs représentées par des fonctions toujours continues, subsiste encore dans le cas où l’on remplace
celles des variables æ, y, 3, ... qui deviennent infinies par de nouvelles variables x’, y’, z', ... liées aux premières par des équations de la forme
Fes = CERE
Le fr ste
Pour éclaircir ce qui vient d’être dit à l’aide d’un exemple très
simple, supposons que les équations différentielles données se réduisent à une seule équation de la forme
(1) Bin flat).
Si, dans cette équation, on substitue à la variable æ la variable
[ & =) on trouvera (2) Dex = 2 ff e).
TL
Cela posé, pour que l'intégrale complète de l'équation (1) ne diffère ë l
pas de l'intégrale rectiligne relative à £, il suflira que, des deux expres-
SIOns
la première soit une fonction toujours continue des variables æ, 4, et la seconde une fonction toujours continue des variables x: 4. C'est précisément ce qui aura lieu si /(+, 4) est une fonction toujours continue de £, et, en même temps, une fonction entière de +, du premier ou du second degré. Ainsi, en particulier, si l’on désigne par f(4). F(z) deux fonctions toujours continues de £, l'intégrale complète de
l'équation linéaire (3) Dix=xf(t)+F(6)
ne différera pas de son intégrale relative à #, et par suite la valeur de æ que fournira l'intégrale relative à £, savoir
at f(£) dt
/ t = [fre d (4) de" + f Fe” “)
sera une fonction toujours continue de 4. Ajoutons que l’on pourra encore en dire autant si, à l'équation (3), on substitue la suivante
(5) Diæ=x"+ 0 OEuvres de C. — S.1,t. X.
ee) +
ou, plus généralement, la suivante (6) Dix x f(t)+æfi(t) + f(e),
f(e), f,(4), f,(4) désignant trois fonctions toujours continues de z.
Lorsque les intégrales complètes d'un système d'équations différentielles ne se confondent pas avec les intégrales rectilignes relatives à 4, il importe de comparer entre elles ces deux espèces d’intégrales, et surtout de voir comment on peut passer des unes aux autres. Telle est la question qui est traitée dans la dernière Partie de mon Mémoire, et sur laquelle je reviendrai prochainement.
ç ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les valeurs moyennes
des fonctions.
C. R., T. XXII, p. 779 (26 octobre
Dans la dernière séance, j’ai fait voir combien il importe de distinguer les unes des autres et de comparer entre elles les diverses espèces d’intégrales qu’admet un système d'équations différentielles. Jai ajouté que j'étais parvenu à établir des théorèmes généraux, à l’aide desquels on peut effectuer cette comparaison et déduire les intégrales’
complètes des intégrales produites par une intégration rectiligne, relative à l’une des variables considérée comme indépendante. Je vais aujourd’hui réaliser la promesse que j'avais faite de revenir sur cette question, et montrer comment on peut la résoudre, en s'appuyant sur la théorie des intégrales définies singulières et sur la considération des fonctions continues.
ANALYSE
Soient toujours
n + 1 variables assujetties : 1° à vérifier z équations différentielles du premier ordre; 2° à varier ensemble par degrés insensibles et à prendre simultanément certaines valeurs initiales
M oem:
En considérant : comme variable indépendante, on pourra présenter les équations différentielles données sous la forme
(1) 1 KE mm. 5 PS era LL PE ets A
X, F, Z, ... étant, ou des fonctions explicites des variables æ, y, 3, ..., {, Ou du moins des fonctions implicites dont les valeurs seront celles que fourniront les équations différentielles quand on y remplacera D,æ par la lettre X, D,y par la lettre F, .... Si ces mêmes équations fournissaient, pour X, Y, Z, ..., plusieurs systèmes de valeurs distinctes, alors, à chacun de ces systèmes correspondrait, comme nous l'avons dit, un système particulier d'équations différentielles représentées par les formules (1).
Concevons maintenant que, dans la variable indépendante 4, on considère la partie réelle et le coeflicient de ÿ — 1 comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires d’un point P qui se meut dans un plan horizontal; et nommons O la position initiale de ce point correspondante à la valeur + de £. Supposons encore que l'on joigne le point O au point P : 1° par une droite OP; 2° par une courbe
00’0”...P, dont la longueur, mesurée à partir du point O, soit représentée par la lettre s. Supposons enfin que, dans les équations (1), X, Y, Z, .… représentent des fonctions complètement déterminées des variables æ, y, 5, ..., 4. Tandis que l’on prolongera indéfiniment la droite OP, ou la courbe 00"...P, les variables æ, y, 3, ... assujetties: 1° à prendre, pour la valeur initiale = de £, les valeurs initiales correspondantes €, n C -..; 2° à varier avect ous par degrés insensibles, et à vérifier les équations (1), seront ce que nous avons appelé les intégrales rectilignes où curvilignes de ces mêmes équations, et satisfe-
ront, dans le premier cas, aux formules
À t (2) z—i= | di, y=n=f PA, s—t=f Zat, A mnt 7
LE LÉ
dans le second cas, aux formules
(B)'æ—i=f ADitds, y—n= f FD,ids, s—t=f Zhtds, “9 74 0
Ajoutons que, si la droite OP ou la courbe 00"...P vient à se déplacer en tournant d’une quantité très petite autour du point O, les valeurs de +, y,:,..., fournies par les intégrales rectilignes ou curvilignes, varieront tres peu elles-mêmes, à moins que la droite OP, ou la courbe 00’...P, ne passe par un ou plusieurs des points isolés C, C', C”, auxquels correspondent des valeurs infinies de quelques-unes des varlables æ, y, 3, ..., ou de quelques-unes des fonctions X, F, Z, .... Quant aux intégrales complètes, ‘elles ne seront autre chose que le système de toutes les intégrales curvilignes correspondantes à toutes les formes imaginables de la courbe 00”...P, ou plutôt à toutes les formes que cette courbe pourra prendre, sans jamais passer par l’un des points C, C', C”, ... dont il lui sera néanmoins permis de s'approcher indéfiniment. Cette restriction est nécessaire lorsqu'on veut conserver aux intégrales complètes la propriété remarquable de fournir, pour les variables indépendantes x, y, =, ..., des valeurs qui varient toujours par degrés insensibles avec la variable indépendante 4, quelle
que soit d’ailleurs la variation réelle ou imaginaire de £, ou, ce qui revient au même, quelle que soit la direction suivant laquelle se déplace le point mobile P.
Ces définitions étant admises, et £ étant toujours considéré comme variable indépendante, supposons que, à l’aide d’un procédé quelconque, on ait obtenu les intégrales rectilignes des équations (1), et soient
+110 aq) YA) 3 =%(0),
ces mêmes intégrales. Soient encore
les fonctions de £ auxquelles se réduisent
quand on y substitue les valeurs de æ, y, =, ... tirées des formules (4). On aura identiquement t t ‘t (6) ot) f xd, y(9—n=f Sa, pa)—r=f %ar, ie:
VT Ur C&
Soient, d'autre part, r la longueur du rayon vecteur OP, et p l'angle polaire qu'il décrit, cet angle étant mesuré à partir de la direction primitive du rayon, c’est-à-dire à partir de la direction de la tangente menée par le point O à la courbe OO’P. On aura
(6) t—T—rerv-":
et, dans cette dernière formule, l'angle p, d’abord positif, pourra, ou croitre indéfiniment, si le rayon vecteur r tourne toujours dans le même sens autour du point O, ou bien, après avoir crû pendant un certain temps, décroître ensuite. Il y a plus : l’angle p pourra subir des accroissements et décroissements alternatifs, en vertu desquels il acquerra une infinité de valeurs positives ou même négatives. Ajoutons qu’à ces accroissements ou décroissements correspondront, pour
le rayon vecteur r, des mouvements de rotation qui s’effectueront en sens contraires, et en vertu desquels il pourra reprendre plusieurs fois une direction donnée.
Cela posé, considérons le rayon vecteur OP ou r parvenu dans une position telle que, avant de l’atteindre, il ait toujours tourné dans le même sens, en décrivant un angle inférieur à quatre droits. Nommons S l'aire comprise entre la courbe 00"... P et la droite OP. Le contour en partie eurviligne, en partie rectiligne, qui terminera cette aire, sera un contour fermé; et, si l’on nomme (S) ce que devient l'intégrale è J X D,tds,
quand on la suppose étendue à tous les points de ce contour, c’està-dire quand on considère la droite PO comme propre à représenter le prolongement de l'arc s, on aura évidemment
st
X D, t ds — [ X dt.
Te
G un Î Sn.
Supposons d’ailleurs que les fonctions X, F, Z, ... restent finies et continues par rapport aux variables æ, y, z, ..., { dans le voisinage de valeurs liées entre elles par les équations (4) et correspondantes à un point quelconque de la surface S. Alors les fonctions de {, désignées par x, 7, #, .…, resteront elles-mêmes finies et continues dans le voisinage d’une valeur de # correspondante à un point quelconque de cette surface; et, en vertu de ce qui a été dit dans la séance du 3 août
dernier, on aura (8) (3) =0;
par suite, la formule (7) donnera
et, comme on obtiendra des résultats semblables en remplaçant x
LD
t X D';t ds if: X dt;" T
par 3, par #, ..., on trouvera définitivement
s t F ; { (10) ‘. X D,t ds — f X dt, f JD,tds sf 3 dt, 0 “+ 9 id
ou, ce qui revient au même, eu égard aux équations (5),
D ou): f xD,cds, x()— nf SDicas, * ) | 70
Or il suit des formules (11) que les valeurs de æ, y, 3, ..., fournies par les équations (4), satisfont aux formules (3). Ces valeurs représenteront donc, non seulement les intégrales rectilignes, mais encore les intégrales curvilignes des équations (r), et même elles seront les seules que pourra fournir l'intégration curviligne, lorsque, en partant du point O pour arriver au point P, on suivra la courbe O0 0’...P, puisque, dans tous les points de cette courbe, elles produiront des valeurs finies x, 3, %, ... des fonctions X, F, Z, ..., qui, par hypothèse, resteront continues dans le voisinage de ces mêmes points (voir le théorème des pages 176-177). En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : |
THÉORÈME T1. — Supposons les n + 1 variables D, Vs So 0+0s L'ASSUTELTES à
1° à vérifier les équations (1), dans lesquelles X, Y, Z, ... désignent des
fonctions déterminées de x, y, 3, ...,t3; 2° à varier ensemble par degrés insensibles et à prendre simultanément les valeurs initiales E, bird Considérons d’ailleurs, dans la variable t, la partie réelle et le coefficient de /— 1 comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires d'un point P qui se meut dans un plan horizontal, et nommons O la position iniiale de ce point correspondante à la valeur 7 de t. Enfin représentons les intégrales rectilignes des équations (1) par les formules (4); joignons le point O au point P: 1° par la droite OP ; 2° par une courbe O 0'...P ; supposons le rayon mobile OP parvenu dans une position telle que, avant de l'atteindre, il ait Loujours tourné dans le même sens en décrivant un angle inférieur à quatre droûts ; et nommons S la surface que terminent, d'une
part, ce rayon vecteur, d'autre part, la courbe O0"...P. St les fonctions
X, F, Z,... restent finies et continues par rapport aux variables x, y, 5, .…, l, dans le voisinage de valeurs liées entre elles par les formules (4) el correspondantes à un point quelconque de la surface $, les valeurs de æX, Y, 3, ..., données par ces formules, coïncideront, pour chaque point de la courbe O0’...P, avec les valeurs de x, Y, 5, ... que l’on déduirait
de l'intégration curviligne, en faisant décrire cette courbe au point mobile.
Corollaire. — Soit R un point situé sur la courbe O0 0’...P, entre les
deux points extrêmes O, P, et nommons s, t les valeurs de s, £ correspondantes au point R. La formule (9) donnera t
1 s (12) { xp f xar.
De plus, si l’on nomme s l'aire que terminent, d’une part, les rayons vecteurs OR, OP, d'autre part, la portion de courbe RP, et si l’on nomme (s) ce que devient l’intégrale
JR D,tds
quand on la suppose étendue à tous les points du contour de la surface 8, on aura évidemment
t 25 t (13) = f xdt+ | RDitds — f X dt,
et à la formule (8) on pourra joindre la suivante :
or, de cette dernière, jointe à la formule (13), on tirera
D t (ab) | f xa;
et il suffira, évidemment, de combiner entre elles, par voie d’addition, les formules (12) et (15), pour retrouver l'équation (9). Ce n’est pas tout. La démonstration que nous venons de donner de
RDicds = | X dt —
la formule (15) continuera évidemment de subsister, si le rayon vecteur r, après avoir tourné dans un sens pour atteindre la direction OR, tourne en sens contraire pour atteindre la direction OP; et, comme les formules (12) et (15), combinées entre elles par voie d’addition, reproduisent toujours l'équation (9), il est clair que cette dernière équation doit être étendue, avec le théorème [, au cas où le rayon vecteur r, avant d'atteindre sa position finale, tourne d’abord dans un sens, puis en sens contraire. Il y a plus : si, avant d’atteindre sa position finale, le rayon vecteur OP tourne alternativement dans un sens et dans un autre plusieurs fois de suite, on pourra diviser l’are s en plusieurs parties, dont chacune soit comprise entre deux points tellement choisis, que le rayon vecteur tourne toujours dans le même sens quand son extrémité passe d’un de ces points à l’autre; et, pour retrouver alors le théorème I, il suffira de combiner entre elles, par voie d’addition, les diverses formules correspondantes aux diverses parties de l’arc s. En conséquence, on peut énoncer la proposition
suivante :
TnéorÈme IT. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1, avec cette seule différence que, avant d'atteindre sa position finale, le rayon vecteur OP tourne tantôt dans un sens, tantôt dans un autre, en décrivant des angles quelconques, nommons $ la portion de surface plane dont les divers points sont précisément ceux que rencontre dans son mouvement le rayon vecteur OP. Si les fonctions X, Y, Z, ... restent finies et continues par rapport aux variables æ, y, z, ..., t, dans le voisinage de valeurs liées entre elles par les formules (4) et correspondantes à un point quelconque de la surface S, les valeurs de æ, y, 3, ..., données par ces formules, coincideront, pour chaque point de la courbe O0"...P, avec les valeurs de æ, y, z, ..., que l’on déduirait de l'intégration curviligne,
en faisant décrire cette courbe au point mobile.
Corollaire. — 11 est important d'observer que le théorème précédent subsisterait dans le cas même ou le contour O0"...P serait en partie rectiligne et en partie curviligne, par exemple dans le cas où ce con-
OEuvres de C. — S.IL, t.X. 29
tour se composerait d'un rayon vecteur O0’ mené du point O au point O’, et d’une portion de courbe O’P tracée entre les points 0’ et P.
En s'appuyant sur les théorèmes que nous venons d'établir, on résout facilement la question suivante :
ProgLème. — Les lettres X, Y, Z, ... étant des fonctions déterminées des variables x, y, 3, ..., t, supposons que les intégrales rectilignes des * équalions (1) soient connues et représentées par les formules (4). Supposons encore que, les variables x, y, 3, ..., t étant liées entre elles par les formules (4), les fonctions X, Y, Z, ... ne deviennent discontinues qu'en devenant infinies, pour certaines valeurs particulières de t correspondantes à certains points isolés G, C', C”, .... On demande les intégrales curvtilignes, correspondantes à une courbe O0'0”, ... tracée arbürairement dans le plan qui renferme le point mobile P, et prolongée indéfiniment, à
partir du point ©.
Solution. — Les valeurs initiales des variables étant supposées les mêmes dans l'intégration rectiligne et dans l’intégration curviligne, il résulte du théorème II que les intégrales curvilignes se confondront avec les intégrales rectilignes jusqu'au moment où le rayon vecteur r, mené du point O à la courbe, rencontrera un ou plusieurs des points isolés C, C’, C”, ..., par exemple le point C. Nommons R la position que prendra en ce moment l'extrémité P du rayon vecteur, et R', R” deux positions infiniment voisines situées, l’une en deçà, l’autre au delà de la position R. Soient enfin x, y, z, ... les valeurs de æ, y, 3, ... fournies par les équations (4) au moment où le point mobile P atteint la position R ou plutôt la position R’. Le rayon vecteur r continuant à se mouvoir, le point mobile P passera de la position R’ à la position infiniment voisine R”, à laquelle correspondront, en vertu de l'intégration curviligne, des valeurs de æ, y, z, ... qui différeront infiniment peu.de x, y, z, .... Mais il n’en sera plus de même des valeurs de æ, y, z,.. fournies par l'intégration rectiligne; et pour que, dans le passage du point O au point R’, l'intégration rectiligne reproduise des
valeurs de æ, y, 3, ... sensiblement égales à x, y, z, ..., il sera nécessaire que, en partant du point O, l’on attribue aux variables dépendantes æ, y, 3, ..., non plus les valeurs initiales &, 1, €, ..., mais d’autres valeurs initiales £,, n,, &,, .... Ajoutons que, pour obtenir ces dernières, il suffira évidemment d'appliquer l'intégration rectiligne aux équations (1), en faisant mouvoir le point P sur la ligne droite R’O, et le ramenant ainsi de la position R” à la position O.
Les valeurs £,, n,, (,, ... étant déterminées, si on les prend pour valeurs initiales, les valeurs générales de +, y, 3, ..., que produira l’intégration rectiligne, seront données, non plus par les équations (4), mais par des équations du même genre,
(16) æ—oi(t), Y—=Hitt), z—=(é),
en vertu desquelles x, y, 3, ... se réduiront à &,, n,,C,, ... pour ="; et, si l’on replace le point mobile P dans la position R, ou plutôt dans la position infiniment voisine R’, ces équations reproduiront précisément les valeurs x, y, z, ... des variables æ, y, 3, .... Si l’on suppose ensuite que le point P, poursuivant sa route primitive, se meuve sur le prolongement de la courbe 00’...R, les intégrales curvilignes correspondantes à cette courbe se confondront, en vertu du théorème I, avec les intégrales rectilignes représentées par les formules (16), jusqu'au moment où le rayon vecteur OP rencontrera de nouveau un point isolé. Alors, en raisonnant comme ci-dessus, on se trouvera conduit à substituer aux formules (16) d’autres formules du même genre,
(17) T— Pa(t), Y—=X2(4), 3 — (6), ….s
en vertu desquelles x, y, 3, acquerront, pour { = 7, certaines valeurs &,, n2s Co, ... généralement distinctes de £, NLG-28déE,;n;; Gi, -..s et il est clair que, en continuant de la sorte, on finira par obtenir, pour un point quelconque de la courbe 00'0”..., les valeurs cherchées de æ, y, 3, ..….
Les intégrales curvilignes des équations (1) étant ainsi connues,
quelle que soit d’ailleurs la courbe suivie par le point mobile P, on connaîtra, par suite, les intégrales complètes, c’est-à-dire le système des intégrales curvilignes-relatives à toutes Les formes que cette courbe pourra prendre, sans jamais passer par l’un des points isolés C, C’, C”, ... dont il lui sera néanmoins permis de s'approcher indéfiniment.
Dans d’autres articles, j’examinerai, en particulier, ce qui arrive quand X, }, Z, ... sont des fonctions non plus explicites, mais implicites de æ, y, z, ..., par exemple des fonctions dont les valeurs, assujetties à varier par degrés insensibles avec æ, y, z, ..., doivent vérifier certaines équations algébriques ou transcendantes; et je montrerai, par des applications diverses, l’utilité des formules générales
que je viens d'établir.
ASTRONOMIE. — Méthodes nouvelles pour la détermination des orbites
des corps célestes, et, en particulier, des comètes.
C. R., T. XXHIL, p. 887 (16 novembre
Dans les calculs relatifs à la détermination de l'orbite que décrit un corps céleste, par exemple une comète, on doit distinguer deux espèces de quantités. Les unes, savoir la longitude et la latitude géocentriques de la comète, et leurs dérivées prises par rapport au temps, sont immédiatement fournies par les observations, ou, du moins, s’en déduisent, pour une époque donnée, avec une exactitude d’autant plus grande, que le nombre des observations faites à des époques voisines est plus considérable. La comète étant censée décrire une section conique, et les quantités dont je viens de parler, ou plusieurs d’entre elles, étant supposées connues, les autres quantités, par exemple la distance de la comète à la Terre, ou plutôt la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique, l’inclinaison de l'orbite, la direction de la ligne des
nœuds, etc., se déduisent des équations du mouvement, à l’aide de formules approximatives ou exactes. Parmi les formules approximatives, on doit remarquer celles qu'ont données Lambert, Olbers, Legendre, et, en dernier lieu, MM. de Gasparis et Michal. Parmi les formules exactes, on doit distinguer celles auxquelles sont parvenus Lagrange, Laplace et M. Gauss. Lagrange et Laplace ont ramené le problème à la résolution d’une équation du septième degré. Celle que M. Gauss à trouvée est du huitième degré, mais, peut être réduite, comme l'a remarqué M. Binet, dans un Mémoire que renferme le Journal de l’École Polytechnique, à l'équation déjà mentionnée du septième degré. D'ailleurs cette équation, comme l’a reconnu M. Gauss, offre quatre ou six racines imaginaires. Ajoutons que les coefficients qu'elle renferme peuvent être déterminés, au moins approximativement, à l’aide de trois observations de la comète. Mais comme, dans le cas où trois racines sont réelles, deux orbites différentes peuvent satisfaire à la question, il en résulte que, pour obtenir, dans tous les cas, une orbite complètement déterminée, on doit supposer connues au moins quatre observations faites à des époques voisines, ou plutôt les quantités dont les valeurs approchées peuvent être calculées à l’aide de ces quatre observations. J'ai cherché, en admettant cette supposition, un moyen simple de résoudre Le problème. Les astronomes apprendront, je l'espère, avec plaisir, qu’on peut, dans tous les cas, le réduire à la résolution d’une seule équation du premier degré.
J'ajouterai que, en supposant connues les seules quantités dont la détermination approximative peut s’effectuer à l’aide de trois observations, je ramène le problème à la résolution d’une seule équation du troisième degré.
ANALYSE
Prenons pour plan des +, y le plan de l’écliptique, pour demi-axes
des æ et y positives, les droites menées du centre du Soleil aux premiers points du Bélier et du Cancer, et supposons les z positives
mesurées sur une perpendiculaire au plan de l'écliptique du côté du pôle boréal. Soient d’ailleurs
æ, y, 3 les coordonnées de la planète ou de la comète que l’on considère ;
r la distance de cette comète au Soleil ;
x, y les coordonnées de la Terre;
BR la distance de la Terre au Soleil;
5 la longitude héliocentrique de la Terre;
2, 0 la longitude et la latitude géocentriques de la comète;
« la distance de la Terre à la comète;
2 la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique.
On aura
(x) Z'=X.+ pCOS&X, YÆ=Y+psina, 3 = ptangô et (2) x = RCos&, y = sin.
De plus, en prenant pour unité de masse la masse du Soleil, et pour unité de distance la distance moyenne de la Terre au Soleil, on aura
encore T 3 (3) Dix+-—0, D?y+ 2 —o, 4% Je tte lrabe et x 2 * FT (4) DÊx+ 7; —0; ii fe 0
Or, des formules (3), jointes aux équations (1) et (4), on tire (5) D'p = Ap, Dip+£ = Bp, a.
les valeurs des coefficients 4, Z, C étant déterminées par le système
des formules
(6) { Cx+[B— (Dia) ]cosa — (D'a+24D,a) sin —o,
| Cy+[B—(D,a)] sina+ (D?a+ 24 D,x) cosa —0,
et la valeur de @ étant
(8) 9 = tang 0.
D'ailleurs on tirera des formules (1) et (2)
(9) r= R+2Rpcos(a—w)+(1+ 8°)p?.
Connaissant le mouvement de la Terre, on connaît par suite, à une époque quelconque, les valeurs des quantités x, y, À, 5. D'autre part, les valeurs des quantités «, 0 et les dérivées de ces quantités, différentiées par rapport au temps, peuvent se déduire, pour une époque donnée, d'observations faites à des époques voisines, avec une exactitude d'autant plus grande, que le nombre des observations est plus considérable. On peut y parvenir à l’aide de la formule d’interpolation due à Newton et employée par Laplace, ou mieux encore, à l’aide de celles que j'ai données dans un Mémoire lithographié à Prague, en 1837, et réimprimé dans le Journal de M. Liouville (").
Les valeurs de
4, DIX, ‘Dia HDi R "D?0 étant connues, les équations (6) et (7) détermineront les coefficients A, B, C, et l’on pourra dès lors tirer des formules (5) et (9) les va-
leurs de Ps rs Dip, D?p.
Si l’on considère en particulier la dernière des équations (5), il suffira d'en éliminer p ou r à l’aide de la formule (9) pour obtenir l'équation en r ou £ que donnent Lagrange et Laplace, et qui est du septième degré.
Concevons maintenant qu’à la première des équations (5) on joigne sa dérivée D?p = AD;p +oD,4; on en conclura
(1) Œuvres de Cauchy, S. U, T. Il.
D'ailleurs, les deux dernières équations (5) donnent
tb Die=(B— x —Cp)p.
En égalant l’une à l’autre les deux valeurs précédentes de D/9, on trouvera
(12) Cp=B— A'—D,4— >:
: Telle est l'équation du premier degré qui fournira immédiatement la valeur de l'inconnue p.
Pour tirer pratiquement de l'équation (12) la valeur de p, c’està-dire la distance d’une comète ou d’une planète à la Terre, ou plutôt la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique, 1l est nécessaire de connaître au moins quatre observations complètes, afin que l’on puisse calculer au moins approximativement les dérivées du troisièeme ordre de « et de 0, contenues dans la valeur de D, 4.
Au reste, lorsqu'il s’agit d’une comète, et que l'orbite est supposée parabolique, on peut, des formules (5) et (9) jointes à l'équation des forces vives, déduire facilement une équation nouvelle qui, étant seulement du troisième degré par rapport à l’inconnue p, ne renferme plus les dérivées du troisième ordre D/«, D/0. On y parviendra, en effet, en opérant comme il suit.
Soit a le demi grand axe de l'orbite décrite. On aura généralement
(13) = (Dia) (Dir — (Dis.
D'ailleurs, de l'équation (13), jointe aux formules (r) et à la première des formules (5), on tirera (14) 2 EL 4 + Vp + Cp!
| , Ed “ e € p TP , les valeurs de 4, 15, € étant % = (D,x)}?+ (D,y},
ds — (A cosa — sinaD,a) D,x + (A sina + cosa D,a) D;7y,
Si l'orbite décrite se réduit à une parabole, en sorte qu’on ait = 0, l'équation (14) donnera simplement
(16) = À + Vp + Sp°.
D'autre part, la dernière des équations (5), présentée sous la forme
Lil Ll (7) : Hope 0
et combinée, par voie de multiplication, avec l'équation (9), donnera
ï I $ ë 9 2 = (x + Ce) A+ aRp c0s(a —m) + (1+ 6*)pt]
Done, eu égard à l'équation (16), on aura (18) (7 = Ce) LR + 2 Rp cos(a — ©) + (1+0?)p?] = À + VWp + Sp?. Telle est l'équation du troisième degré, à l’aide de laquelle on déduira facilement la valeur de la distance o des valeurs de &, 0 et de leurs dérivées du premier et du second ordre, quand l’astre donné sera une comète dont l’orbite sera sensiblement parabolique.
Il est bon d'observer que, si, en nommant w la vitesse de la comète, on pose
(19) re; ot ©, on aura, eu égard aux formules (9) et (15),
(R= R+2Rpcos(x — ©) + (1+ 9°)p?,
ee | Q = 4 + bp + ©p!,
et, en vertu de la formule (13), (21)
Or, en différentiant la première des équations (19) et la formule (21),
on trouvera 3 2r Dir =D,R, 2 Dir. D, Q,
CEuvres de C.— S.1,t.X. 20
202 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE, et, par suite, |
NS ps LL D,AR
(22) De cette dernière formule, combinée avec l'équation (13), on tire
(23) (a + Cp)Den + D, = 0.
D'ailleurs, 8 et Q seront déterminées en fonctions de 5 par les formules (20), et, en vertu de ces formules, jointes à la première des équations (5), D,8, D,Q seront, ainsi que à et Q, des fonctions entières de p, du second degré. Donc l'équation (23) sera du troisième degré en p; et cette équation, qui subsistera, dans le cas même où l’astre donné cessera d’être une comète, et où l'orbite cessera d’être parabolique, pourra être substituée avec avantage à l'équation (18). Ajoutons que l'équation (23), comme l'équation (18), renferme seulement, avec les angles &, 0, leurs dérivées du premier et du second ordre, c’est-à-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent être déterminées à l’aide de trois observations.
MÉCANIQUE APPLIQUÉE. — Rapport sur le système proposé par M. »E Jourrroy,
pour les chemuns de fer.
C.R., T. XXE, p. g11 (16 novembre
Prévenir et diminuer le plus possible les graves accidents qui, trop souvent, compromettent la vie des voyageurs sur les chemins de fer, tel est surtout le but que M. de Jouffroy s’est proposé d'atteindre, à l’aide du nouveau système qu’il a présenté à l’Académie, et que nous avons été chargés d'examiner. Les principales différences qui existent
& ie Fe À We.
entre ce système et ceux qu'on emploie le plus généralement sont les suivantes.
Dans les systèmes communément adoptés, chaque locomotive comprenant la chaudière qui renferme la vapeur est portée par quatre ou six roues, deux d'entre elles étant les roues motrices qui, à chaque coup de piston, exécutent une révolution complète. Chaque wagon est porté par quatre roues. Ces diverses roues, munies de rebords de 0", 03 de hauteur, courent sur deux rails saillants, à surface bombée, en tournant avec les éssieux. La distance entre les deux rails est d’environ 1,90. Mais les wagons et leurs marchepieds débordent de chaque côté, de telle sorte que la largeur totale de la voie est d’environ 3%, Le centre de gravité des wagons chargés est situé au-dessus des essieux, et à plus de 1",50 au-dessus du sol. Enfin la hauteur totale de ceux-ci est de 3" environ.
Dans le système de M. de Jouffroy, trois rails sont établis sur chaque voie. Les deux rails latéraux, qui supportent Les roues des wagons et les quatre petites roues de la locomotive, sont écartés à 2",6o l’un de l'autre, et offrent des rebords intérieurs dont la saillie est de o", 12. Les deux roues motrices de la locomotive sont remplacées par une seule roue d'un grand diamètre et à large jante, qui roule sur le troisième rail établi au milieu de la voie, à o", 25 au-dessus des rails latéraux. Les wagons, portés chacun sur deux roues qui tournent autour de leurs fusées, sont réunis deux à deux par une articulation verticale. En vertu de ces dispositions, les essieux ne tournent pas et restent indépendants l’un de l’autre. La locomotive se compose de deux trains, dont le premier, armé de la roue motrice, porte les cylindres, tandis que le second porte la chaudière. Ces deux trains sont unis par une articulation de o", 80 à 1" de hauteur. L’articulation qui unit deux wagons est plus longue encore, et sa hauteur est de 1,50. Les couples de wagons se rattachent les uns aux autres, et la locomotive se rattache elle-même au tender par l'intermédiaire de doubles ressorts articulés. Le diamètre des roues des wagons qui, dans les systèmes
adoptés en France, ne dépasse pas 1", est augmenté et porté à 1", 50
environ. Le centre de gravité des wagons chargés est abaissé presque : au niveau des essieux, et leur hauteur est réduite à 2", à partir de la voie. En vertu d'un mécanisme particulier, qui ne gène en rien les mouvements des wagons dans l’état normal, des freins se trouvent, lorsqu'un choc survient, appliqués et pressés fortement entre les jantes des roues des wagons, afin que le convoi s’enraye de lui-même si une circonstance imprévue fait naître quelque danger. Enfin, un autre mécanisme et d’autres freins que dirige le conducteur permettent à celui-ci, non seulement d’enrayer à volonté la roue motrice et le dernier des wagons, mais encore d'isoler immédiatement les wagons et de les rendre indépendants les uns des autres.
Après avoir mis sous les yeux des Commissaires un petit modèle propre à donner déjà quelque idée du système que nous venons de décrire, M. de Jouffroy s’est déterminé à le réaliser en grand; et, pour en faire mieux ressortir les propriétés, il a, dans cette réalisation, cherché à réunir les principales difficultés que l’on peut avoir à surmonter dans la pratique. Dans un espace fort resserré, il a fait construire une voie circulaire de 12,50 de rayon, sur laquelle sont établis les trois rails dont nous avons parlé. Le rail central, de forme parallélépipédique, a pour section transversale un carré dont le côté est de o",13 et porte des stries d'environ 0",005 de profondeur. D'ailleurs la voie circulaire offre une rampe dont l'inclinaison est de o",030 par mètre. Enfin, pour combattre l'effet de la force centrifuge, on a élevé le rail extérieur à 0",06 au-dessus du niveau dn rail intérieur.
Quant à la grande roue motrice, elle offre un diamètre de 2", 20. Sa jante en bois se compose de trente-six pièces, placées dans le sens du bois debout, et serrées entre deux joues de métal qui, débordant de 0,10, embrassent le rail du milieu. Les deux trains dans lesquels se divise la locomotive pèsent chacun 60008, Ajoutons que des bielles, mues par le piston, transmettent leur mouvement de rotation à la roue motrice, non pas directement, comme dans les locomotives dont on fait généralement usage, maîs indirectement par l'intermédiaire d'un
arbre horizontal et de deux engrenages qui ne fonctionnent jamais simultanément. Il en résulte que, la vitesse du piston restant la même, la roue motrice peut acquérir deux vitesses très distinctes l’une de l’autre. Pour la locomotive que nous avons eue sous les yeux, des deux vitesses qui correspondent à un coup de piston par seconde, la plus petite serait de 20*" par heure, et la plus grande de 4oë”.
Les Commissaires ont vu fonctionner à plusieurs reprises et soumis à différentes épreuves le système de M. de Jouffroy. Nous allons maintenant faire connaître le résultat de leur examen.
Les Commissaires pensent que le nouveau système, comparé à ceux qui sont généralement employés, offre une sécurité beaucoup plus grande. Les rebords des rails latéraux s’opposent d’une manière efficace au déraillement. La sécurité est augmentée par la stabilité du système à laquelle concourt l’abaissement du centre de gravité des wagons. Enfin la sécurité est encore accrue par l’emploi des divers trains et des deux mécanismes, dont l’un produit, quand un choc survient, l’enrayement spontané, tandis que l’autre permet au conducteur d'isoler les wagons, en les rendant indépendants les uns des autres.
L'expérience réalisée sous nos yeux prouve qu’à l’aide du nouveau système on pourra gravir des pentes de 0",030 par mètre, et de plus fortes encore; elle prouve aussi que, en modérant la vitesse, on pourra parcourir, avec moins d’inconvénients, des courbes de petit rayon. Les facilités que présente à cet égard le nouveau système tiennent surtout à la liberté que conservent dans leurs mouvements les roues devenues plus indépendantes les unes des autres. Les dangers que fait naître la force centrifuge se trouvent d’ailleurs diminués par l’abaissement, déjà mentionné, du centre de gravité des wagons.
On peut espérer que la faculté de gravir des pentes plus considérables, et de tourner dans des courbes de petit rayon, permettra d’établir des chemins de fer dans des pays montagneux, sans recourir si fréquemment à la construction de tunnels et de viaducs qui occasionnent d'énormes dépenses.
L'installation de la locomotive est simple et ingénieuse. Il semble, au premier abord, que l’adhérence de la grande roue motrice au rail central devrait diminuer la vitesse en augmentant le tirage. Toutefois, il importe d'observer que cette adhérence est précisément ce qui fournit au système le point d'appui dont il a besoin. C’est pour obtenir cette adhérence qu'on donne ordinairement aux locomotives un poids exorbitant qui devient un inconvénient grave, et qui se trouve notablement diminué dans le nouveau système. Quand cette adhérence n’est pas suffisante, les locomotives glissent sur les rails, les convois s'arrêtent, et une notable quantité de vapeur se trouve dépensée en pure perte. D'ailleurs l'augmentation du diamètre des roues rendra la locomotion plus facile.
Conclusions.
Le système de M. de Jouffroy nous parait offrir des avantages réels sous le rapport de la sécurité des voyageurs. En conséquence, il nous parait désirable que l'inventeur soit mis à même d'appliquer ce système à une ligne assez étendue pour que l'expérience prononce d’une manière définitive, et montre si, à côté des moyens de sécurité que nous avons signalés, ne se trouveraient pas quelques inconvénients
que l’on n'aurait pas prévus.
STRONOMIE. —— Mémoire sur l'application de la nouvelle formule d'inter-
ASTRONOMIE M l’applicat de L ll le d’int polation à la détermination des orbites que décrivent les corps célestes, et sur l'introduction directe des longuudes et des latuudes observées
dans les formules astronomiques.
C.R., T. XXI, p. 956 (23 novembre
Dans la dernière séance, je suis arrivé à ce résultat remarquable, que le rayon + mené d’une comète ou d’une planète à la Terre, à uné
époque donnée, peut être fourni par une équation très simple du premier degré, dont les coefficients, pour l'ordinaire, peuvent être déterminés, au moins approximativement, à laide de quatre observations faites à des instants voisins de l’époque dont il s’agit. Si l'on nomme p la projection du rayon + sur le plan de l'écliptique, et r la distance du Soleil à la comète, les trois équations du mouvement fourniront, outre l'équation connue du septième degré, les valeurs de D, et de D’2 exprimées en fonction de e. En différentiant D,p, on obtiendra une seconde valeur de D°, et, en égalant cette seconde valeur à la première, puis éliminant D,9, on formera l'équation ci-dessus mentionnée. Si, comme l'indique M. Binet, on complétait les équations du mouvement en y introduisant les termes qui dépendent de l’action exercée par les autres planètes sur la comète, l’équation trouvée en p ne serait plus du premier degré; mais on pourrait, de cette équation jointe à celle qu’a donnée M. Binet, déduire une équation du premier degré, en faisant disparaitre les radicaux, et recourant ensuite à la méthode du plus grand commun diviseur. Le rayon 9 étant connu, ainsi que ses dérivées du premier et du second ordre, les coordonnées de la comète avec leurs dérivées relatives au temps, et par suite tous les éléments de l'orbite, sont aussi connus. D'ailleurs, on peut arriver de diverses manières à l'équation du premier degré, même lorsque l’on considère trois corps seulement. On a regardé comme difficile la détermination des longitudes et latitudes géocentriques et de leurs dérivées correspondantes à une époque donnée. Mais cette difficulté disparait lorsqu'on applique à cette recherche la formule d’interpolation que j'ai trouvée en 1837. Comme je le montrerai dans un prochain Mémoire, l'opération se partage alors en deux autres, dont l’une détermine des nombres qui dépendent uniquement des époques des observations, tandis que l’autre emploie seulement les longitudes et les latitudes déduites de ces observations mêmes.
Il me reste à faire encore une remarque essentielle. La formule que j'ai donnée dans la dernière séance suppose les longitudes et les latitudes géocentriques corrigées chacune de la quantité qui représente
l’aberration. Il semble, au premier abord, que ces corrections exigent un calcul approximatif préliminaire. Mais on peut rendre mon équation du premier degré, ou même toutes les formules astronomiques, indépendantes de la correction dont il s’agit, et introduire dans ces formules, au lieu des longitudes et latitudes géocentriques corrigées, les longitudes et latitudes géocentriques apparentes, directement tirées des observations. Ce qui ne pourra manquer d’intéresser ‘les astronomes, c’est la conclusion à laquelle je parviens; savoir que, dans ce cas encore, l'équation obtenue est, par rapport à p, du premier degré. |
ANALYSE
Admettons les mêmes notations que dans le précédent Mémoire. Après avoir déterminé p et D,p à l’aide des équations À I (1) Cp=B—A-DA— (2) D,p = Ap,
on déterminera +, y, z à l’aide des suivantes : 133 T—=X#+PpCOSE, Y=7y+psine, 3 —@p.
En différentiant ces dernières, on obtiendra les valeurs de D,æx, D, y, D,5. Si d’ailleurs on nomme 28 l’aire décrite, pendant l'unité de temps, par le rayon vecteur mené du Soleil à l’astre que l’on considère, et 2U, 2V, 2W les projections algébriques de cette aire sur
les plans coordonnés, on aura
(4) U—yD,;z:—3D,;7, V—=zD,;x—zxD,z, W=zxD,y—7}>D,x,
(5) S=VÜUr+ VIF Wi;
et, comme les quantités
UV W seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formés par la perpendiculaire au plan de l'orbite avec les axes, il est clair que la seule connaissance de ces quantités, ou plutôt de leurs rapports, don-
nera immédiatement la position du plan de l'orbite. Ajoutons que la distance r de l’astre au Soleil et sa dérivée D,r seront déterminées par l'équation
L ï et par sa différentielle. Enfin, si l’on nomme o la vitesse de l’astre, a le demi grand axe de l’orbite, et « l’excentricité, on aura
(7) = (Die) + (Dir) + (Dis), I 2
(8) do rs Os
(9) a{i—e)=ar— ©» (Dir.
Disons maintenant quelques mots de la correction que l’aberration exige dans la détermination du rayon &.
On démontre aisément les deux propositions suivantes :
THéoRÈME 1. — Le rayon vecteur mené au bout du temps t de la Terre au lieu apparent de l’astre que l’on considère est sensiblement parallèle au rayon vecteur qu joignait la Terre au lieu vrai de l’astre, au bout du temps t — At, At étant le temps qu'emploie la lumiere pour venir de l’astre a la Terre.
THÉORÈME II. — Le rayon vecteur mené de la Terre au lieu vrai de l’astre, au bout du temps t, est sensiblement parallèle au rayon vecteur
qu joindra la Terre au lieu apparent de l’astre, au bout du temps t + Ar. Cela posé, soit (10) PSE.
la valeur de 9 fournie par l’équation (1). Soit d’ailleurs A la partie de
D, que l’on obtient en considérant, dans K, & et 0 seuls comme fonc-
tions de £, c’est-à-dire en rejetant seulement les termes que produit la
différentiation de R, vet D, 5. Lorsqu'on assignera aux quantités «, 0
et à leurs dérivées les valeurs que l’on déduit des observations, on OEuvres de C.—S.I,t.X.. ”
aura sensiblement, en vertu du théorème II,
(11) p= K + H At.
Si d’ailleurs on nomme 2 la vitesse de la lumière, et + la distance de la Terre à l’astre que l’on considère, on trouvera
(12) AE p —=+cCosb; par conséquent,
(13) At
Donc la formule (11) donnera
pP=K+
#COSÛ ?
et l’on en conclura pd L TEE nr ait (14) p — F : des 8 COS 0 ou, à très peu près, k H 19 = Ki1+ —— |!
(92 P ( de. est) ASTRONOMIE. — Note sur les formules relatives à la détermination
des orbites que décrivent les corps célestes.
C.R., T. XXIII, p. 1002 (30 novembre
Je me propose, dans un prochain Mémoire, de montrer, par des applications numériques, les grands avantages que présente ma nouvelle méthode pour la détermination des orbites des corps célestes.
Je me bornerai, pour l'instant, à faire, au sujet des formules que j'ai données ou indiquées dans les précédentes séances, quelques remarques qui ne seront pas sans utilité.
Projetons, sur le plan de lécliptique, le rayon vecteur mené de la Terre à l’astre observé, et nommons p la projection ainsi obtenue. Soit d’ailleurs 28 l’aire que décrit, dans l'unité de temps, le rayon mené du.Soleil à l’astre. Soient encore 20, 2V, 2W les projections algébriques de l’aire 2$ sur les plans coordonnés, et & ce que devient W, quand on substitue la Terre à l’astre dont il s’agit. Eu égard à
D,o TRE , c’est-à-dire, en d’autres
l'équation qui fait connaître la valeur de
termes, la valeur de la dérivée logarithmique de p, les rapports des
constantes U, V7, W—æ@
à la distance p pourront être immédiatement exprimés en fonctions linéaires de p. Donc la valeur de p étant une fois déterminée par la
résolution de l'équation du premier degré à laquelle elle doit satisfaire, on connaitra les constantes
SAR PR
et, par suite, les rapports de ces constantes, ainsi que la valeur de S. D'ailleurs U, V, W, S étant connus, on connaîtra la position du plan de l'orbite, le pôle boréal de cette orbite étant, sur la sphère céleste,
le point dont la longitude aura pour tangente le rapport ” et dont la
latitude aura pour sinus le rapport Las Ajoutons que, le demi grand
axe a de l’orbite étant déterminé à l’aide de l'équation des forces vives, c’est-à-dire à l’aide de la formule (8) de la page 209, on pourra, si l’on veut, déduire de la troisième loi de Képler, le temps 7 de la révolution, et que le demi petit axe aura pour valeur le rapport du produit ST à la demi-circonférence décrite avec le rayon a. Au reste, e étant connu, on peut, ainsi qu’on l’a dit, obtenir immédiatement la valeur de l’excentricité € à l’aide de la formule (9) de la page 200, et
alors le demi petit axe se trouvera exprimé par le produit a ÿr — e?. Parlons maintenant de la formule que nous avons donnée, pour dispenser les astronomes de calculer séparément les corrections qu’entraine l’aberration de la lumière. Cette formule, substituée à une équation linéaire, dont les coefficients pouvaient se déduire de quatre observations voisines de l’astre proposé, semble, au premier abord, exiger l'emploi d’une cinquième observation, attendu qu'elle renferme la dérivée de la valeur de p fournie par l'équation du premier degré, ou plutôt la partie de cette dérivée qui contient les dérivées du quatrième ordre de la longitude et de la latitude du nouvel astre. Mais on peut éliminer ces dérivées du quatrième ordre, au moyen de l'équation qui détermine la dérivée logarithmique de 9. Done quatre observations voisines suffiront pour déterminer les valeurs, au moins approximatives, des coefficients que renfermera l'équation linéaire en e, dans le cas même où l’on aura égard à l’aberration de la lumière. Je remarquerai enfin que l’on peut, avec avantage, prendre pour équations différentielles du second ordre les équations complètes du mouvement relatif de l’astre que l’on considère autour du Soleil, et décomposer chacune des coordonnées de cet astre en deux parties, dont la première soit la coordonnée du lieu où se trouve placé l’observateur. La distance qui sépare l’astre de l'observateur étant projetée sur le plan de l’écliptique, la projection 5 ainsi obtenue et ses deux dérivées D,o, D'p seront les seules inconnues que renfermeront les trois équations du mouvement. Si d’ailleurs, après avoir tiré de ces équations les valeurs de D,p et de D’, on égale D’p à la dérivée de D,o, on parviendra, en éliminant D,5, à une équation nouvelle en p; et celle-ci pourra être présentée sous une forme telle, qu’elle se réduise, dans le cas où l’on néglige les perturbations et la parallaxe, à l'équation trouvée du premier degré. Or il est clair que cette équation nouvelle en 9 pourra être, dans tous les cas, utilement employée et facilement résolue, attendu que celle de ses racines qui résoudra le problème se confondra sensiblement avec la racine unique de
l'équation du premier degré.
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$S 1. — Sur la détermination du plan de l’orbite.
En conservant les notations adoptées dans les précédents Mémoires, prenons toujours pour plan des +, y Le plan de l’écliptique, pour demiaxes des æ et y positives, les droites menées du centre du Soleil aux premiers points du Bélier et du Cancer, et supposons encore les x positives mesurées sur une perpendiculaire au plan de l’écliptique du côté du pôle boréal. Soient, d’ailleurs,
æ, y, = les coordonnées de l’astre que l’on considère;
r la distance de cet astre au Soleil;
«, 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre;
« la distance de cet astre à la Terre ;
e la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique; x, y les coordonnées de la Terre ;
R la distance de la Terre au Soleil;
5 la longitude héliocentrique de la Terre.
En posant, pour abréger, @ — tang0, on trouvera
(1) T—=X+PCOSa, Y=Y+psinc, 2 — @0p et (2) x — A cos, y = Rsins.
De plus, les équations du mouvement de l’astre que l’on considère
donneront
I = CP
(3) Dep=Ap, Dip+S=Bp, 7
A, B, C étant trois fonctions de x, y, «, D,x, D'«, O6, D,6, D?6, déterminées par les formules (6) et (7) de la page 198. Enfin, la première des formules (3) entraînera la suivante
(4). D?p = (AD, A)p,
et de cette dernière, jointe aux formules (3), on tirera
(3) Cp=B—A—DA—
Soient maintenant 28 l'aire que décrit, dans l’unité de temps, le rayon vecteur r, et 2U, 2V, 2W les projections algébriques de cette aire 28 sur les plans coordonnés. Soit encore w ce que devient W quand on substitue la Terre à l’astre dont il s’agit. On aura
(6) U—yD,z—:D,7, V=23D,;xz— xD, 2, W=zxD,;y7—7D,x; (7) ®—xD,y—7yD,x;
et, comme les quantités ER SE
seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formés par une perpendiculaire au plan de l'orbite cherchée avec les demiaxes des coordonnées positives, 1l est clair que la connaissance de ces quantités, ou plutôt de leurs rapports, donnera la position de ce même plan. D'ailleurs, en vertu des formules (1), jointes à l'équation
(8) D'p— Ap,
les coordonnées æ, y, 3, et même leurs dérivées D,æ, D,y, D,z, se trouveront immédiatement exprimées en fonctions linéaires de pe. Donc, en vertu des formules (6), jointes aux équations (1) et (8), les quantités U, V, W seront exprimées par des fonctions de p, entières et du second degré. Mais, dans ces fonctions, les parties indépendantes de p se réduiront évidemment aux valeurs qu'acquièrent les seconds membres des formules (6), quand on y pose T=X, y = Y, 3 — 0, C'est-à-dire à
Donc, en vertu des formules (6), jointes aux équations (1) et (8),
les quantités U, V, W—®@
seront des fonctions de », entières et du second degré, qui s'évanouiront avec p; en sorte que les rapports
mor Ne
= YD,6 — 6(D,;y — 4y) + (sin «D, — O@ cosaD, x), 4 :
” ——xD,6 + 6(D,x— Ax) —o(cosaD,0 +0 sin «D, «), W — @ ; se — (xD;a+D,y— Ay)cosa+(yD,x—D,x+ Ax)sina + 0D, x.
De ces dernières formules, jointes à l’équation (5), on déduira immédiatement les valeurs de U, V, W, et l’on pourra ensuite obtenir la valeur de S à l’aide de la formule
À S—=VT + VIEW
D'autre part, si l’on nomme Yeh:t
la longitude et la latitude héliocentriques du pôle boréal de l'orbite décrite par l’astre que l’on considère, on aura
U F à II + -—CO0SY7 COS! = SHIT COS!
U/ 5 —Sin!,
par conséquent
(12) tangx = +;
et il est clair que, les valeurs U, V, W, S étant connues, on tirera immédiatement la valeur de y de la formule (12), puis la valeur de : de l’une quelconque des formules (11). Ajoutons que les formules (9) et (12) donneront
xD,0 — O(D,x-- 4x) +p(cosaD,0 + GsinxD,x) y D,0 — O(D,y — Ay) + p(sinxD,0 — 6 cosaD, x)
(13) tangy ——
On pourrait, au reste, arriver encore à la valeur de tangy, que fournira l'équation (13), à l’aide d’une autre méthode que nous allons indiquer.
I suffit d'ajouter entre elles les formules (9), respectivement mul-
tiphiées par les facteurs ; cosa, sinæ, ©,
pour éliminer à la fois de ces formules les quantités D, x, D,y et 4. On trouve ainsi
(14) U cosa + Vsina + (W—#®)0 — Ap,
la valeur de À étant
(15) A=(xcose + ysinæ)®D,;ax—(xsinx —ycosæ)D,0 ou, ce qui revient au même,
(16) A—R[6cos(æ—æ)D;a—sin(«—w)D,0].
D'ailleurs, en différentiant deux fois de suite l'équation (14), et ayant égard aux formules (4), (8), on trouvera
UD, cosa + VD, sinxa+(W—w@w)D,8 —(AA+D,A)p,
(17) UD? cosa + VD?sinæ+(W—#@)D?68 + — (A?A + AD, 4 +2AD,A+D;A)p.
Orilest clair que les formules (14), (17) sufliront pour déterminer les rapports mutuels des quatre quantités
U, V,, W=@, p; il y a plus : en posant, pour abréger,
Â cos sin oc (18) 5 — re) = fes re) Æ Vs
on tire de la formule (14)
0) Uu+ Vr+W—@ =.
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D'autre part, en différentiant l'équation (19), on trouvera (20) UD, p + VD,» = (A+ D,2)o
ou, ce qui revient au même,
_ OUD,p + VD,v
or GET AN ID; Cela posé, l'équation Bis — D,lo
donnera évidemment
UD? p + VD}?v sgh D,(41+D,1)
pie UDu+VD,, — AXE Di
ou, ce qui revient au même,
D? p + tangy Div 4 D:(4). + D,)
Ge) D,p+tangyD,v Ai+D,À
puis on en conclura
A+ D à)Div [A+ D, A) + 24D,4 + D?1]D,v
(24) tangy —
Or les formules (13) et (24) se confondent l’une avec l’autre, lorsqu'on substitue, dans la première, la valeur de 9 tirée de la formule (5), et dans la seconde, les valeurs de À, w, v, tirées des formules (15) et (18), en ayant d’ailleurs égard aux deux équations
Pr — O0, HET QE LA UNS
(29) D?x + hi
Il est bon d'observer que, si l’on élimine 5 entre la formule (14) et la première des équations (17), on trouvera
| U[D, cosa —(A+D,IA)cosæ]
(26) €. + V[D,sinx —(4+D,lA)sina] +[D,6 —(4 +D,IA)O](W— #)—o.
Cette équation linéaire, entre les constantes U, V, W — w, est l’une Œuvres de C: — SF, t: X. 23
de celles qu'a obtenues M. Michal (voir la page 973) (‘). D'ailleurs, dans cette même équation, les coefficients de U, V, W renferment les quantités a, Da, DEN Le Don
dont les valeurs peuvent être déterminées, au moins approximativement, à l’aide de trois observations voisines. Enfin, il est clair que deux équations de la forme (26), construites à l’aide de deux séries d'observations, suffiront pour déterminer les rapports mutuels des trois constantes
Une troisième équation de la même forme, construite à l'aide d’une troisième série d'observations, et jointe aux deux premières équations, ne pourrait servir qu'à contrôler celles-ci, et non à déterminer les valeurs des trois constantes, comme a paru le croire M. Michal (page 973) (?). Ajoutons que, si la seconde série d'observations se rapproche indéfiniment de la première, les rapports des trois constantes
DV NN 9 se trouveront déterminés par l'équation (26) jointe à sa dérivée ou, ce qui revient au même, par les deux formules que l'on tire des équations (17), en y substituant la valeur de 9 fournie par l'équation (14). Donc alors on obtiendra, pour valeur du rapport
Dj = 08%
celle que donnent simultanément les formules (13) et (24).
LA $ II. — Sur la correction qu'exige l'aberration de la lumière.
Soient toujours r la distance de la Terre à l’astre observé, et p la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique. Soit, de plus,
(1)-(2) Comptes rendus, T. XXII: 1846.
la valeur de p fournie par l'équation (5) du $ 1; Æ pourra être considéré eomme une fonction des seules quantités variables
és Dit Dia Dé: 0, H/6 0 D'6,
dont les trois premières se rapportent au mouvement de la Terre, et les autres au mouvement de l’astre observé. De plus, comme la valeur Æ de » devra vérifier l'équation
D,p = Ap, on aura identiquement
DE AX
Enfin, il est clair que, dans la dérivée D, X, on pourra distinguer deux parties, dont l’une G, relative au mouvement de la Terre et produite par la variation des quantités |
R;:56, D,o, renfermera deux dérivées nouvelles D,R, D’,
tandis que l’autre partie A, relative au mouvement de l’astre observé, sera produite par la variation des quantités
æ, Dix D°æ, Da; 0, D,9 D2°0, D;6, et renfermera deux dérivées nouvelles, savoir Dix, D'0.
Ajoutons que, de la formule (2), combinée avec l'équation identique (3) BK 26 + A, on tirera immédiatement (4) G+H=— AK.
Ces principes étant admis, examinons attentivement la nature de la correction qu'exige l’aberration de la lumière. D’après ce qui a été dit
dans la séance précédente, on pourra introduire immédiatement dans le caleul les valeurs de x, D,2, ..., 0, D,0, ..., tirées des observations, si à l'équation (1) on substitue la suivante
D Fe K (2) Re : Jet
COS
# étant la vitesse de la lumière. Or, au premier abord, la détermination approximative de la quantité Æ qui renferme D'« et D'0, semblerait exiger cinq observations de lastre, faites à des époques voisines l’une de l'autre, c’est-à-dire une observation de plus que la détermination approximative de Æ. Mais, il importe de le remarquer, on peut substituer dans la formule (5) la valeur de Æ tirée de l’équa-
tion (4), et l'on trouve alors
: de K (6) pe SN A 8 COS Ü ou à très peu près AK — G\ (7) p=K(i+ 8 COS 0
Or, dans le second membre de la formule (6) ou (3), les seules quantités variables qui se rapportent au mouvement de l’astre observé sont celles qui étaient déjà renfermées dans la valeur de Æ, savoir
æ, D,a, D?æ, Dia; 6 D,0, D?9, D?6,
c'est-à-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent se déduire de quatre observations faites à des instants voisins l’un de
l’autre.
S II. — Sur la détermination de l'orbite que décrit un astre autour du Soleil, dans le cas où l’on tient compte des actions perturbatrices, et de
la position que l'observateur occupe sur la surface de la Terre.
Le centre du Soleil étant pris pour origine des coordonnées, et le plan de l’écliptique pour plan des æ, y, nommons toujours æ, y, # les
coordonnées de l’astre observé. Soient, de plus, X, Y, Z les projections algébriques de la force accélératrice qui sollicite cet astre dans son mouvement relatif autour du Soleil. Les équations de ce mouvement seront
Soient d’ailleurs, au bout du temps 4,
« la distance de l'observateur à l’astre que l’on considère ;
e la projection de cette distance sur Le plan de l’écliptique;
æ, D la longitude et la latitude de l’astre, mesurées par rapport au lieu qu'occupe l'observateur; enfin
æ, y, = les coordonnées de ce même lieu.
On aura (2) Æ—=X+LCosx cos, Y =Y+:sinax cos, 3 —=2z+xsin 0,
(3) p==1cos0
ct, par suite, |
(4) T—=X<+PCOS&, Y=yY+psina, 3—=2+ Op, la valeur de © étant
(5) O0 — tang 0.
D'autre part, si l’on prend pour unité la masse du Soleil, et si l'on nomme r la distance du Soleil à l’astre observé, on aura, non seulement
(6) r= d'+ y'+ 5°, mais encore
(7) D Flu, 7
X, 3, * étant des fonctions de £ et de », qui seront de l'ordre des forces perturbatrices. Cela posé, en nommant À la distance de la
Terre au Soleil, on tirera des équations (1), jointes aux formules (4) et (7):
(8) Do 4p, Dip+b=Bp —2—
les valeurs des coefficients À, B, C étant déterminées par le système des formules
ie) {Cx+[B—(Da)']cosa—(Dia+24D,a)sina+£ —=o, Ü Cy+[B—(D,a)]sin & + (D?a&+24D,a)cosa + IR — 0,
(10) BO +24AD,0 + D}0 + X —o,
et les valeurs de £, 2, x étant
: : x à X + D}x + PE etre > £ (11) { J+Dy+ 4 £ Z & + D?z + T5 JG — .
| a Ajoutons que l’on tirera des formules (8) ; A Û (12) Cp—B—A’—D,A—
Si, en réduisant à zéro les forces perturbatrices, on faisait coincider le point dont les coordonnées sont désignées par x, v, z avec le centre de la Terre, on aurait
{ + 1-0, , Éne : À Zz O; (13) \ L re Sy RES 2 2 sr | Dix + 5 —o, D?y ï nm” Dir+ pt
et, par suite, (14) £=0, M—0o, K—o.
Donc alors les valeurs des coefficients 4, 2, C, fournies par les équa-
tions (9), deviendraient indépendantes de p, et la valeur de 2 se trouverait immédiatement donnée par l'équation (12), c’est-à-dire par une équation du premier degré.
Dans le cas général où les conditions (r3) cessent d’être vérifiées, les trois sommes
sont des fonctions connues de #4: mais OT L, MN
se réduisent à des fonctions connues de £ et de e. Donc, en passant du cas particulier, où £, 9, % s’évanouissent, au cas général, on verra les coefficients
qui étaient d'abord indépendants de p, acquérir de très petits aceroissements qui seront représentés par des fonctions déterminées de et de p. Ajoutons que, eu égard à la première des formules (8), l’accroissement très petit. de D, À pourra lui-même être exprimé en fonction de £ et de l’inconnue +. Cela posé, il est clair que, dans le cas général, on pourra déterminer encore l’inconnue 9 à l’aide de la formule (12), qui, sans être alors du premier degré par rapport à s, offrira, du moins, une racine très peu différente d’une valeur de 5 fournie par une équation linéaire. D'ailleurs, cette racine étant commune à la formule (12) et à la dernière des formules (8), on pourrait la déduire de ces formules en faisant disparaitre les radicaux, et recourant ensuite à la méthode du plus grand commun diviseur.
IL est bon de remarquer que, dans le cas où l’astre observé est une comète, et où l’on tient compte d’une seule force perturbatrice, savoir
de l’action exercée sur cette comète par la Terre, les valeurs de x,
CR
>, # sont sensiblement proportionnelles à ° Done alors les trois rap- POMRE
ports A + seront sensiblement proportionnels à —, et, en négli-
Fr p
geant les quantités comparables au carré de la force perturbatrice, on
verra la formule (12) se réduire à une équation en p du quatrième degré. |
Nous avons, dans ce qui précède, fait abstraction des corrections qu'exige l’aberration de la lumière, et la formule (12) suppose que les valeurs de & et de 0 ont subi chacune la correction due à cette cause. Mais il suffira d'appliquer à l'équation (12) les principes établis dans le précédent Mémoire, pour la transformer en une équation nouvelle dans laquelle on pourra substituer immédiatement les valeurs de «, 9, D,«, D,0, ... tirées des observations. = Nous ferons ici une dernière remarque, relative aux formules (18) et (23) des pages 207 et 202. La première de ces deux formules renferme seulement, avec les angles x et 0, leurs dérivées du premier et du second ordre, c’est-à-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent être déterminées à l’aide de trois observations. Si l’on veut que la formule (23) de la page 202 jouisse de la même propriété, il faudra éliminer de cette formule, à l’aide de l’équation (12), la dérivée D, À renfermée dans la valeur D,Q. Mais alors on obtiendra une équation p qui sera identique. Donc la formule (23) de la page 202 n’est autre chose qu'une équation du troisième degré, dont le premier membre est exactement divisible par
K étant la valeur de 9 que fournit l'équation (12) de la page 200.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Note sur quelques propriétés des facteurs complexes.
C. R.. T. XXIV, p. 347 (8 mars
Dans le Mémoire que renferme le dernier numéro des Comptes rendus, M. Lamé a établi diverses propriétés de certains facteurs complexes.
Ces facteurs, dont je me suis occupé moi-même à diverses époques, ne sont, comme l'on sait, autre chose que des fonctions entières de l’une quelconque r des racines imaginaires de l’équation binôme
EF
l’exposant x et les coefficients des diverses puissances de 7 dans chaque fonction étant des nombres entiers. Un facteur complexe w, qui, multiplié par un autre +, donne pour produit un nombre entier N, ou même un nouveau facteur complexe #, est appelé diviseur de N ou de w. Il résulte, en particulier, des principes exposés par M. Lamé, que si, » étant un nombre premier et A, B deux quantités entières, on nomme Mu: M. M .., M,
les x facteurs connus de A”*+ B”, représentés par des fonctions linéaires de A et de B, savoir
AB; Ar+B, Ar’+B, Art-1+B,
ces facteurs seront tous divisibles par tout diviseur complexe qui diviserait deux d’entre eux.
Si l’on se propose, avec M. Lamé, d'appliquer ce principe à la démonstration du dernier théorème de Fermat, on pourra se borner à considérer le cas où, À et B étant premiers entre eux, le rap-
A7 Br A +B
la proposition établie par M. Lamé, il suffira de faire voir que k, #
port est premier à À + B; et, dans ce cas, pour démontrer
étant deux quelconques des nombres entiers 1, 2, 3, ..., r —1, tout facteur commun de M,, M, divisera nécessairement M,. Or cette dernière proposition peut être démontrée très aisément de la manière suivante.
Pour vérifier l'équation (1) My u + Mo =M,
il suffit de poser
urh + prh—1, Uu+V—=I1;
OEuvres de C.— S.1,t.X. 29
par conséquent
ou, ce qui revient au même,
1 rh+nx 1— rh+nx
(2) u= rh ———— Ra car
RE HENTATTM EC ESA ph ne rh—k
æ étant un nombre entier quelconque. Or, en choisissant ce nombre entier de manière à rendre À + ax divisible par la valeur numérique de #— h}, on obtiendra évidemment pour « et # des facteurs complexes. Cela posé, il résultera immédiatement de la formule (1) que tout diviseur complexe de M, et de M, divisera M,. Il y a plus : le produit |
MM,...Ms= ————
étant, par hypothèse, premier à A +B, les facteurs M,, M, seront nécessairement premiers entre eux, c’est-à-dire qu'ils ne pourront avoir d’autres diviseurs communs que les diviseurs complexes de
l'unité.
309, PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Meémotre sur les mouvements des systèmes
de molécules.
C. R., T. XXIV, p.348 (8 mars
Dans mes anciens et nouveaux Exercices, j'ai donné les équations d'équilibre et de mouvement d’un système de points matériels sollicités par des forces d'attraction et de répulsion mutuelle, ou même de deux semblables systèmes qui se pénètrent mutuellement; et, après avoir spécialement considéré le cas où les mouvements sont infiniment petits, j'ai montré ce que devenaient alors les équations différentielles quand elles acquéraient une forme indépendante de la
direction des axes coordonnés. J'ai ainsi obtenu des équations générales et très remarquables, qui représentent les mouvements isotropes d’un ou de deux systèmes d’atomes ou points matériels. J'ai, de plus, dans un Mémoire présenté à l’Académie le 4 novembre 1839, étendu à un nombre quelconque de systèmes d’atomes les formules générales que j'avais précédemment établies, et j'ai obtenu, de cette manière, les équations propres à représenter les mouvements vibratoires ainsi que les mouvements atomiques des corps cristallisés, dans lesquels je considérais chaque molécule comme composée d’atomes de diverses espèces, qui, soumis eux-mêmes à diverses forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, pouvaient s'approcher ou s'éloigner les uns des autres en faisant varier la forme de la molécule. Toutefois, quand on se propose d'étudier, d'une part, les mouvements généraux de translation et de rotation des molécules, d’autre part, leurs changements de forme ou, en d’autres termes, les mouvements atomiques, il peut être utile de transformer les équations que je viens de rappeler, en prenant pour inconnues trois espèces de variables qui sont propres à exprimer ces trois espèces de mouvement. Tel est l’objet que je me suis spécialement proposé dans mes nouvelles recherches. Des neuf inconnues que mes équations renferment, trois représentent les déplacements du centre de gravité d’une molécule, mesurés parallèlement aux axes coordonnés; trois autres déterminent les directions des plans mobiles et rectangulaires auxquels il faudrait rapporter le mouvement pour que la vitesse de rotation moyenne et apparente de la molécule se réduisit constamment à zéro; enfin les trois dernières déterminent les déplacements de chaque atome mesurés parallèlement aux directions des axes suivant lesquelles se coupent ces plans mobiles. D’ailleurs, de ces neuf inconnues, les six premières peuvent être regardées comme fonctions de quatre variables indépendantes qui représentent le temps et les coordonnées du centre de gravité d'une molécule. Les trois dernières inconnues dépendent en outre des trois coordonnées qui déterminent la position qu’occupe, dans cette molécule, l'atome que l’on considère.
Les neuf équations du mouvement, propres à déterminer les neut inconnues que nous venons de mentionner, sont aux différences mêlées. Ces équations renferment, avec les dérivées des inconnues prises par rapport au temps, les accroissements qu’acquièrent les inconnues, lorsqu'on passe d’un atome à un autre, ou d’une molécule à une autre, et se partagent en trois groupes correspondants aux trois espèces d’inconnues, de telle sorte que les trois équations appartenant à un même groupe renferment les dérivées d'une seule espèce d’'inconnues, prises par rapport au temps.
Les six premières équations qui renferment les dérivées des six premières inconnues à l’aide desquelles s'expriment les mouvements généraux de translation et de rotation des molécules sont celles que nous appellerons les équations du mouvement moléculaire. Les trois autres, qui renferment les dérivées des inconnues propres à représenter les déplacements des atomes dans lés diverses molécules, seront nommées les équations du mouvement atomique.
Au reste, 1! est juste de le reconnaitre, on peut déduire directement les six équations du mouvement moléculaire de celles à l’aide desquelles M. Coriolis a représenté, dans le XV® Cahier du Journal de l’École Polytechnique, le mouvement d’un corps considéré comme un système de points matériels. I suffira, pour opérer cette déduction, de substituer à un corps envisagé comme un système de points matériels une molécule considérée comme un système d’atomes, et de substituer pareillement aux forces qui représenteraient les actions exercées par d’autres corps les forces qui expriment les actions exercées par d’autres molécules.
Le cas où les divers atomes sont uniquement sollicités par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle mérite une attention spéciale. Déjà Lagrange avait observé que, dans un système de points matériels qui s’attirent ou se repoussent, les composantes de la force totale appliquée à chaque point peuvent être représentées par les trois dérivées partielles d’une seule fonction, relatives aux trois coordonnées de ce point; et M. Ostrogradsky a montré le parti que l’on peut tirer de cette
observation, lorsque l’on considère, non plus un nombre fini, mais un nombre indéfini de points matériels. Or je trouve que, dans le même cas, les équations du mouvement moléculaire peuvent être réduites à une forme très digne de remarque, et que les seconds membres de ces équations peuvent être exprimés symboliquement à l'aide d’une seule fonction qui renferme, avec la distance des centres de gravité de deux molécules, des lettres symboliques à l’aide desquelles s’indiquent des différentiations effectuées par rapport aux trois variables qui représentent les projections de cette distance sur les axes coordonnés.
Si les distances qui séparent les molécules les unes des autres sont supposées très grandes par rapport aux dimensions de chacune d’elles : si d’ailleurs les actions mutuelles des atomes décroissent très rapidement quand la distance augmente; si enfin chaque atome est en équilibre à l'instant où le mouvement commence, ce mouvement pourra être tel, que chaque molécule conserve une forme sensiblement invariable. Alors, les mouvements atomiques venant à disparaitre, on aura seulement.à s'occuper des six équations qui exprimeront les mouvements de translation et de rotation de chaque molécule, et qui, comme l'a observé M. Savarv, dans la séance du 4 novembre 1839, pourront être facilement déduites des principes de la Mécanique rationnelle. On se trouvera ainsi ramené, par exemple, aux formules que j'ai présentées à l'Académie le 5 décembre 1842, ou bien encore à celles qu'a données M. Laurent dans son beau Mémoire sur les mouvements infiniment petits d’un système de sphéroïdes.
Il importe d'observer que la fonction symbolique renfermée dans les six équations du mouvement d’une molécule est le produit de trois facteurs. De ces trois facteurs, le dernier dépend uniquement de la distance comprise entre le centre de gravité de cette molécule et le centre de gravité d’une autre molécule; il est donc fonction des accroissements que prennent les coordonnées du premier centre de gravité quand on passe de ce premier centre au second. Quant à chacun des deux autres facteurs, il renferme trois lettres caractéristiques qui indiquent la formation de dérivées prises par rapport à ces accroisse-
ments, avec les quantités variables qui expriment les différences entre les coordonnées des atomes dont se compose une molécule et Les coordonnées de son centre de gravité.
Il peut arriver que l’un de ces deux facteurs, par exemple celui qui correspond à la molécule dont on détermine le mouvement, soit, au premier instant, une fonction #sotrope des variables qu’il renferme, c'est-à-dire une fonction dont la valeur soit indépendante des directions assignées aux trois axes coordonnés, supposés rectangulaires, Alors, si toutes Les molécules sont de même forme, le second facteur, c'est-à-dire le facteur correspondant à une autre molécule, sera luimême, au premier instant, une fonction isotrope des variables qu'il renferme, et les mouvements moléculaires pourront se réduire à des mouvements de translation des centres de gravité des moléeules, les rotations étant réduites à zéro. Par suite aussi, les équations du mouvement seront de la forme de celles qu’on aurait obtenues en réduisant les molécules à des points matériels. Ainsi se trouve généralisé un théorème que j'avais établi dans le Mémoire du 5 décembre 1842, et que j'ai rappelé dans la séance du 27 mai 1844 (voir le Compte rendu de cette dernière séance, page 970) (*).
Dans mes nouvelles recherches, j'ai spécialement considéré le cas où les mouvements de rotation deviennent infiniment petits. Dans ce cas, les trois inconnues correspondantes au mouvement rotatoire d'une molécule peuvent être réduites aux angles infiniment petits qui représentent les rotations moyennes de la molécule autour des axes coordonnés.
Dans un autre article, je développerai, à l’aide du calcul, les conséquences des principes que je viens d'exposer et des formules qui s’en déduisent.
(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. VI, p. 220.
THÉORIE DES NOMBRES. — Mémotre sur les racines des équations algébriques
à coefficients entiers, et sur les polynômes radicaux. C.R., T. XXIV, p. 407 (15 mars 1847).
in e s propriétés que possèdent les racines d'équations En recherchant les propriétés que possèdent d { algébriques à coefficients entiers, je me suis trouvé conduit à divers
résultats qui m'ont paru dignes de remarque, et que je vais indiquer en peu de mots.
$ [ — Sur les équations algébriques à coefficients entiers.
Soit o(æ) une fonction entière de x du degré », en sorte qu’on ait p(T)=dt+mr+...+ AmT".
Si les valeurs numériques des coefficients Œos is .. Am
se réduisent à des nombres entiers, l'équation
sera ce que j'appellerai une équation algébrique à coefficients entiers. SI
représente une seconde équation de même espèce, qui ait des racines communes avec la première, il suffira de chercher le plus grand commun diviseur algébrique entre les deux polynômes o(x), y(æ), puis d’égaler ce plus grand commun diviseur à zéro, pour obtenir une troisième équation
qui offrira toutes les racines communes aux deux premières. Cette
troisième équation sera elle-même à coeflicients entiers, si, avant d'effectuer chacune des divisions partielles que réclame la recherche du plus grand commun diviseur, on a eu soin de multiplier chaque dividende par un facteur entier, convenablement choisi. En constquence, on peut énoncer la proposition suivante :
Tnéorème 1. — Si deux équations algébriques et à coefficients entiers offrent des racines communes, celles-ci sont, en même temps, les racines
d'une troisième équation algébrique et à coefficients entiers.
Corollaire I. — En vertu des relations qui existeront entre les dividendes et diviseurs partiels et les restes correspondants, le premier membre de la formule (3 )sera évidemment lié aux premiers membres des formules (1) et (2), par une équation de la forme
(4) m(æ)—=up(x)—vy(x),
u, # étant deux fonctions entières de x à coefficients entiers. Si l’on nomme 7» le degré de o(x), » le degré de y (x), et v le degré de (x), les degrés de u et de + seront respectivement n — v — 1 et m —v—1. D'ailleurs, lorsque (x) sera connu, les valeurs de x et de pourront se déterminer directement à l’aide d’une méthode semblable à celle que j'ai donnée dans les Exercices de Mathématiques, t. 1, p. 160 (*).
Corollaire II. — Si, des deux équations données, celle qui est de degré moindre offre des racines étrangères à l’autre, la troisième équation sera nécessairement d’un degré inférieur aux degrés des deux
premières.
Corollaire III. — Si, des deux équations données, la seconde n'offre pas de racines étrangères à la première, o(æ) sera divisible algébri-
quement par 4(æ), et l'on aura (5) ko(z)=vx(x),
# désignant une nouvelle fonction entière et à coefficients entiers, et #
: (1) Œuvres de Cauchy, S. W, T. VI, p. 202.
une quantité constante. Si, dans le diviseur y (x), la puissance la plus élevée de + a pour coefficient l'unité, alors le coefficient Æ pourra être réduit à l'unité, puisque la division algébrique fournira immédiate- 4 PC)
KP) entiers. Donc alors la formule (5) pourra être réduite à
ment pour le quotien une fonction entière de æ à coefficients
(6) p(æ)—=vy(x).
Une équation algébrique et à coefficients entiers sera érréductible, s’il n’est pas possible de former une autre équation algébrique, de degré moindre et à coefficients entiers, qui ait avec elles des racines communes. Nous supposerons d’ailleurs généralement que, dans notre équation irréductible, les divers coefficients, réduits à leurs moindres valeurs numériques, n’offrent pas de diviseur qui leur soit commun à tous. Cela posé, le théorème I entrainera évidemment les propositions suivantes :
THéoRèME IT. — Une équation algébrique et à coefficients entiers n’est point irréductible, lorsque, parmi ses racines, quelques-unes seulement
vérifient une autre équation algébrique et à coefficients entiers.
TaéorÈME III. — Supposons que, X étant une fonction entière de x, à coefficients entiers, l'équation Lo soit irréductible. Si une seule racine x de cette équation vérifie une autre
équation algébrique et à coefficients entiers
alors la fonction o(æx) sera divisible algébriquement par la fonction X.
Donc, si dans cette dernière le coefficient de la plus haute puissance de x se réduit à l’unité, on aura
d(æx) désignant encore une fonction entière de + à coefficients entiers.
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Les théorèmes IT et II fournissent le moyen de décomposer en équations algébriques irréductibles une équation binôme de la forme
n étant un nombre entier quelconque. On peut ainsi, par exemple, établir les propositions suivantes.
Tuéorème IV. — x étant un nombre entier quelconque, supérieur à 2,
nommons m le nombre des termes de la suite | 1, AH De Cp ie
qui sont premiers à n. Soit, de plus, (8) À — 0 l'équation algébrique et à coefficients entiers qui a pour premier terme x", pour dernier terme l’unité, et pour racines les diverses racines primitives de l'équation binôme (9) æ'—1—= 0.
L'équation (8) sera toujours trréductible.
Taéorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème
précèdent, nommons 9 (x) une fonction entière de x à coefficients entiers.
St une seule racine de l'équation (8) vérifie la condition ; Q (æ)= 0, on aura, quel que soit æ, o(æ)=X4(x),
(x) désignant encore une fonction entière de x à coefficients entiers.
$S IL. — Sur les polynômes complexes ou radicaux.
Soit p une racine primitive de l'équation binôme (1) Æ'—1—=0, ñn étant un nombre entier quelconque. Une fonction entière 2(£) de cette racine pourra toujours être réduite à la forme
(2) P(P) = Go+ Gp + Gpi+...+ an-sp 1,
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et représentera ce qu'on nomme quelquefois un rombre complexe. Mais ici le mot nombre parait détourné de sa signification naturelle. Afin d'éviter cet inconvénient, nous donnerons simplement à la fonction (0) déterminée par la formule (2) le nom de polynôme complexe, ‘ou, mieux encore, de polynôme radical, pour rappeler l’origine d’un tel polynôme dont les divers termes sont proportionnels aux diverses puissances d’une même expression radicale, savoir d’une racine ième de l'unité. | Soit maintenant »2 le nombre des termes qui, dans la suite
OR vie, Net,
sont premiers à ». Soit encore (3) X=—0o
l'équation réciproque et irréductible qui a pour premier terme +”, et pour racines les diverses racines primitives de l’équation (r). Toute fonction entière 9(æ) de la variable æ se réduira, pour æ —p, au reste qu'on obtient en divisant cette fonction par X; et, comme ce reste sera seulement de degré » — 1, ilest clair que tout polynôme radical 6(0) sera réductible à une fonction entière du degré »#— 71, c’est-à-dire à la forme
(4) E(P)—=@o+ ip + ap+...+ am iprt.
Lorsqu'un polynôme radical aura été ramené à cette forme, nous le dirons réduit à sa plus simple expression. Si les coefficients des diverses puissances de æ sont entiers avant la réduction, ils le seront encore après. Dans ce qui suit, nous considérerons seulement des polynômes radicaux, à coefficients entiers, et nous les supposerons réduits à leurs plus simples expressions. Lorsqu'un polynôme radical &(b), multiplié par un autre y(p), en produira un troisième f(b), nous dirons que celui-ci a pour facteur le polynôme o(e), par lequel il peut être divisé. Cela posé, un polynôme radical &(b) ou f(b) aura évidemment pour facteur entier tout nombre entier qui divisera tous les coefficients à la fois. De plus, un facteur sera linéaire, s’il est de la
forme a, + &,9; du second degré, s’il est de la forme &,+ a,p + a,p?; et ainsi de suite.
Ces définitions étant admises, on déduit immédiatement des principes établis dans le $ I les propositions suivantes.
Tuiorème 1. — po étant une des racines primitives de l'équation (x), et f(p) un polynôme radical à coefficients entiers, st ce polynôme est décomposable en deux facteurs de même forme o(e), (eo), en sorte qu'on ail (5) fe) = 9(p) x(e),
on aura encore, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la
variable x,
(6) f(æ) = 9(xz) (x) + X 4(x), (x) désignant une nouvelle fonction entière de x à coefficients enuers.
Taéorème Il. — 9 étant une racine primitive de l'équation (1), et X un nombre entier quelconque, st X se décompose en deux facteurs radicaux 2(p), 4(e) à coefficients entiers, en sorte qu'on ait (7) % — o(p)X(p),
on aura encore, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la
variable x, (8) M —p(z)4(x) + XY(x), (x) désignant une nouvelle fonction entière de x à coefficients entiers.
Taéorème II. — 9 étant une racine primitive de l'équation (1), st le nombre entier x admet un facteur radical linéaire, c’est-à-dire de la forme
do + di D»
on aura, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la va-
riable x,
(9) M = (a+ aær){(x) + AX,
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1(æ) désignant une fonction entière de x, du degré m — 1, à coëfftcients entiers, et k un coefficient constant dont la valeur numérique soit
entière.
Dans la recherche des diviseurs radicaux d’un nombre entier donné x, on peut toujours supposer que le diviseur radical cherché, et même le quotient du nombre X par ce diviseur, n’offrent pas de facteurs entiers. En effet, si, dans l’équation (7), on supposait
p(p)—=coi(p) ou X(P)=cxe),
2,(e) ou y,(2) étant un polynôme radical à coefficients entiers, c devrait diviser x, et l'équation (7) pourrait être remplacée par la suivante
CT ou T = o(pr(py
es
ee RE re en vertu de laquelle ©, (2) ou o(p) serait diviseur de .
On pourra donc toujours supposer, dans le théorème IT, que chacun des facteurs radicaux a,+ a,p, (9) n'offre pas de diviseurs entiers: Alors les coefficients &,, a, seront premiers entre eux, et par suite, comme il est aisé de le voir, chacun d’eux sera premier à n. Alors aussi, en nommant p un diviseur premier de %, on tirera de la formule (9)
(10) (a + aæ)t(e) +kX = 0 (mod. p}, quelle que soit la valeur attribuée à X. La formule (10) se réduirait à (11) (a+ ax)y(x)=0 (mod. p),
si p divisait Æ#. Mais, comme dans cette hypothèse l'équation (11), dont le degré est », devrait offrir p racines distinctes, il est clair que p devrait être inférieur ou tout au plus égal à m.
Lorsque, a, et a, étant premiers entre eux, le binôme radical a, + a,p sera diviseur de 3%; si d’ailleurs 3% n’a pour facteurs premiers
que des nombres supérieurs à 2, il suffira de choisir x de manière à vérifier la condition
(12) A+ AL=O (mod. XX), pour que la formule (10) entraine la suivante (13) X=0o (mod.X) et, à plus forte raison, la suivante :
(14) at = (mod. X).
Mais, d'autre part, si l'on nomme N l'indicateur maximum correspondant au nombre entier %, tout nombre + premier à X vérifiera la condition
(15) x ai See 4 (mod. ).
Enfin, si w désigne le plus grand commun diviseur de N et de z, les formules (14), (15) entraineront la suivante
(16) roles (mod. X),
et, dans cette dernière, w ne pourra se réduire à l'unité. Car, si à l'équation (13) on joignait la condition
(29): &=1 (mod. X),
x devrait se réduire à l'unité, ou bien encore au nombre 2, si n était un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre. En conséquence, on pourra énoncer généralement la proposition suivante :
THÉORÈME IV. — 7, étant deux entiers quelconques, nommons m le nombre des entiers premiers à n, et N l'indicateur maximum COrrespondant au nombre X. Supposons d'ailleurs que le nombre R ait pour facteurs des nombres supérieurs à n, ou même à a(r — cp St 7 esl une puissance d'un nombre premier c. Pour que le nombre X admette un diviseur radical linéaire et de la forme
do + dr,
S dE Re.
&ÿ, 4, élant premuers entre eux, il sera.nécessaire que n et N offrent un
commun diviseur supérieur à l'unité.
Corollaire I. — Si x est un nombre premier, alors, en vertu du théorème précédent, N devra être divisible par n.
Corollaire II. — Si x et » sont deux nombres premiers, on aura N—=X —1;
et par suite, pour que % admette un diviseur radical linéaire de la forme a, + a, p, il sera nécessaire que x soit de la forme 4æ + 1. Considérons maintenant d’une manière spéciale le cas où » est un
nombre premier. Alors on aura
MEN ET et DS ER ga RE
Alors aussi la formule (13) offrira m2 racines distinctes; et, si x est décomposable en deux facteurs radicaux
do + dip, 2(0)
dont l’un soit linéaire, et dont aucun n’admette de diviseur entier, les » racines de l'équation (13) devront satisfaire à la formule (11), dont le degré est 7», et l’une d’elles à la formule (12). Dans un prochain article, nous appliquerons ce principe, et les principes analogues auxquels conduiraient les formules (6) et (8), à la décomposition des nombres entiers en facteurs radicaux, ou même des polynômes radicaux en polynômes de même espèce.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur. le mouvement d’un système de molécules dont chacune est considérée comme formée par la réunion de
plusieurs atomes ou points matériels.
C.R., T. XXIV, p. 469 (22 mars
Préliminaire.
Le mode de démonstration, proposé par l’un de nos confrères pour le dernier théorème de Fermat, dans un Mémoire présenté à la séance du 1% mars, exigerait, comme l'a remarqué M. Liouville, que l’on établit d’abord, pour les polynômes appelés complexes, des propositions analogues à celles sur lesquelles repose, en Arithmétique, la décomposition d’un nombre en facteurs premiers. Une seconde difficulté se tire de la considération des expressions imaginaires désignées par z; dans le Mémoire dont il s’agit : car ces expressions étant, comme l’a remarqué encore M. Liouville, des diviseurs de l'unité, on ne saurait dire que leurs puissances ne peuvent diviser certains polynômes complexes, ni que, pour ce motif, la formule (11) de la page 315 (') soit irréductible. D’un autre côté, l’auteur d’une Note insérée dans le Compte rendu de la dernière séance s’est proposé de faire voir que le principe fondamental sur la décomposition d’un nombre en facteurs premiers, ainsi que la méthode d’Euclide pour la recherche du plus grand commun diviseur, sont entièrement applicables aux polynômes complexes; et, pour le prouver, il a commencé par reproduire, à peu de chose près, l'analyse dont M. Dirichlet à fait usage dans un beau Mémoire sur les formes quadratiques. A la vérité, l’auteur de la Note a reconnu que les mêmes principes s'appliquent aux polynômes complexes qui renferment les racines cubiques de l’unité; mais une objection s’élève contre le passage où il assure qu’on peut aisément étendre le même mode de démonstration aux nombres complexes de forme
(1) Comptes rendus, T. XXIV ; 1847.
EXTRAIT N° 5358. 241 plus compliquée qui dépendent des racines de l'équation binôme DEL,
n étant un nombre entier quelconque. En effet, suivant la Note citée, pour opérer cette extension, il suffirait de prouver que le produit d’un polynôme donné par les polynômes semblables qu’on obtient en substituant successivement l’une à l’autre les diverses racines imaginaires de l'équation binôme est un nombre toujours inférieur à l'unité, lorsque, dans le polynôme donné, chaque coefficient est compris entre zéro et l’unité. Or il est aisé de voir que cette dernière proposition ne saurait être admise, même dans le cas très simple où l’on prend 2 — 7. En effet, si l’on nomme p une racine primitive de l'équation binôme ERA
on aura, comme l’on sait,
et UE cr © AE NC SAINERE
pp pi pt pi pitt, et, par suite, le module de chacune des sommes
RARE p°
sera réduit au module commun des deux expressions imaginaires
2 ae 1 th DIV RS 17/1
c’est-à-dire à ÿ2. Donc le produit des deux sommes sera égal au nombre 2, ce dont il est d’ailleurs facile de s'assurer directement: et si l’on désigne par f(e) l’une des deux sommes, par exemple le tri- _nôme complexe | PHP Hp" le produit de ce trinôme par les trinômes semblables qu'on obtiendra en substituant successivement à la racine p les autres termes de la suite |
Mons Pope sera égal au nombre 8, notablement supérieur à l’unité. Ajoutons que OEuvres de Ci SÉTCEX: 31
ce produit sera encore très peu différent du nombre 8, et par suite supérieur à l'unité, si, dans le trinôme
ap + 6p? + yp!,
on attribue aux coefficients x, 6, y des valeurs positives inférieures à l'unité, mais qui en diffèrent très peu. Généralement, si, x étant un nombre premier de la forme 47e + 1, on nomme r une racine primitive de l’équivalence ani = (mod. »),
les deux polynômes à
: p de op" ta p" + Lane pa Des 0" + 0" + D + a Fate ph
auront pour module commun l’expression
et le produit de tous les polynômes semblables qu'on obtiendra en substituant successivement à la racine p ses diverses puissances d’un degré inférieur à x sera
Le même produit serait réduit à
nt n+i\ ?
si, dans les polynômes donnés, chaque coefficient était réduit à !, et
alors ce produit surpasserait l'unité pour toute valeur du nombre premier 2, égale ou supérieure à 17. |
On voit, par ce qui précède, que la théorie générale des nombres complexes est encore à établir. Je vais essayer de poser ici les principes fondamentaux de cette théorie; je chercherai ensuite à en déduire le dernier théorème de Fermat.
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SL — Considérations générales sur les polynômes radicaux. Propriétés diverses de ces polynômes.
Soit 9 une racine primitive de l'équation binôme Û M'A (1) ,
#7 étant un entier quelconque; nommons #2 le nombre des termes qui sont premiers à z, dans la suite
et désignons par
ces mêmes termes. Les diverses racines primitives de l'équation (1)
seront p; fs ee, Fes 2°:
et si l’on pose (2) A=(x—p)(x—pt)...(x—p#), alors (3) É AU
sera une équation à coellicients entiers, irréductible et du degré »». Si d’ailleurs on pose
(4) f(p) = à + 6p + yp?+...+ not-1,
les coefficients &, 6, y, ..., n étant réels, f(o) sera un polynôme complexe ou radical qui, étant réduit à sa plus simple expression, prendra la
forme
(5) (bp) = à + 6p + yp° +... + cpl;
et le produit de ce polynôme par les polynômes semblables qu'on obtient en substituant successivement à la racine 9 les autres termes
de la suite Pa D CAR : : ph
sera une fonction entière des seuls coefficients &, 6, y, ..….. Ce produit, composé de facteurs qui se déduisent les uns des autres suivant une loi déterminée, peut être appelé factoriel tout aussi bien que les factorielles arithmétiques et géométriques ‘dont j'ai parlé dans d’autres Mémoires (Tome XVII des Comptes rendus, page 641) ('). Nous lui donnerons effectivement le nom de /actorielle complexe ou radicale. Si on le représente par 6, on aura
(6) O—=f(p)f(pt)f(p?)...f(p#).
D'ailleurs la factorielle @ devra être soigneusement distinguée des modules de ses divers facteurs considérés comme expressions imaginaires. Si l’on représente ces modules par
Fa TR Tr vers Ph et les arguments correspondants par les angles
P; Pa; Pb» ...s Ph»
on aura
(7) f(p)= rend," f(p)=r, er. Vi, et (8) et à 0 à CURE EU
les angles p, p,, ..…., p, disparaissant dans la valeur de @, attendu que
les racines 2; p®, 0°, CS p'
de l’équation (3) seront imaginaires et conjuguées deux à deux. Pour ce même motif, les modules
seront eux-mêmes égaux deux à deux; et l’on aura, en tenant compte seulement des modules correspondants à la moitié des racines, savoir,
(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. VIH, p. 65.
: EXTRAIT N° 358. 245 aux racines non conjuguées, (9) O—rrers..., chaque module étant déterminé par une équation de la forme (10) r—f(p) f(pT").
Si l’on suppose la valeur du polynôme f(p) donnée par la formule (4), et si l’on attribue aux coefficients des valeurs x, 6, y, .….,n finies, la factorielle @ sera une fonction de ces coefficients qui ne variera pas quand on les fera tous croître ou décroître simultanément d’un nombre quelconque /, puisqu'on aura toujours, en prenant pour £ une racine primitive de l'équation (r),
(11) | 1Hp+pi+..:+pri—=o.
Done alors la factorielle @ conservera une valeur finie pour des valeurs infiniment grandes de /, c’est-à-dire pour un accroissement infiniment grand attribué aux divers coefficients. Mais il n’en sera plus généralement de même, si l’on attribue des accroissements infiniment grands à quelques coefficients seulement. 11 y a plus : si l’on suppose le polynôme f(9) réduit à sa plus simple expression et ramené à la forme (5), il arrivera souvent que la factorielle @ deviendra infinie pour des valeurs infinies quelconques des divers coefficients. Ainsi, en particulier, si l’on prend 2 — 3, en sorte que p désigne une racine primitive de l’équation binôme dre t À
alors, en posant
f(p) = à + 8p + 8y + 70°, on trouvera (Eat at Lame à Pad à ES
PERRET 2 gi Fr Le rie G=xt+6t+ y a6 — ay — 6y — ï
et par suite la factorielle @ conservera une valeur finie quand on attribuera simultanément aux trois coefficients &, 4, y un même accroissement fini ou infini. Mais elle deviendra toujours infinie, si l’on fait croître indéfiniment deux coefficients &, 6, ou l’un des deux seu-
lement. 11 y a plus : si le polynôme f(9) est supposé réduit à sa plus simple expression, on aura y — 0, et la valeur de 6, réduite à
+ où
deviendra toujours infinie pour des valeurs infinies des deux coeficlients ou de l’un des deux seulement.
IL importe d'observer que, en vertu de la formule (6), la factorielle @ est une fonction symétrique des racines primitives de l’équation (1). Done, si l’on nomme ç, la somme des Zi huissances de ces racines, c’est-à-dire si l’on pose
l'étant un nombre entier quelconque, @ sera une fonction entière, non seulement des coefficients &, 6, y, ..., mais encore des sommes
S1» S2» ee r$ Sm—1°
Done, si les coefficients «, 6, y, … offrent des valeurs entières, la factorielle © se réduira simplement à un nombre entier.
Parmi les valeurs nouvelles que peut prendre @, lorsqu'on y fait varier les coefficients &, 6, y, ..., on doit remärquer celles qu’on obtient quand on fait croître ou décroitre un ou plusieurs coefficients de quantités entières, et spécialement celles qu’on obtient quand on fait croître ou décroitre un seul coefficient de l'unité. Concevons, pour plus de commodité, que l’on désigne par @,, ou @;, ou O,, ..., ce que devient ® quand on fait croitre «, ou 6, ou y, .… de l'unité. On
aura évidemment (13) x —=[1+f(p)]{r+f(et)]...[r+f(pt)];
et comme, en vertu de la formule (13), les facteurs de @, seront deux
à deux conjugués, et de la forme 1+rerv-i, 1+re-Pv-1, la formule (13) donne
(14) a—=(1—2rcosp +r*)(1—2ra COS Pa + ras
EXTRAIT N° 358. 247 le nombre des facteurs du second membre étant égal à £m. On trouvera pareillement
(5) 6 — Le + F(p)] Let + F(p*)1... [ot + f(p#*)]
ou, ce qui revient au même,
(16) de [1+ pp) TL+ pra f(p#)]. Li + pA# É(p# I. D'ailleurs, une racine primitive 9 de l’équation (1) sera de la forme (17) pe envi,
s étant un arc réel que l'on pourra, si l’on veut, supposer déterminé par la simple formule
Cela posé, l'équation (16) donnera
(19) @—[i+a2rcos(p—w)+r?][1+2r, cos(p,— am) + PEPER
On trouve, de la même manière,
(20) @,—[1+2rcos(p—2m)+r?][1+2r,cos(p,—2ax) APT is NT ae
et ainsi de sûite. Par conséquent, si l’on attribue à f(e) la forme générale que présente la formule (5), les divers termes de la suite
ne seront autre chose que les diverses valeurs que prendra l’expres- Sion
(22) GQ—fi+oarcos(p—w)+r?][1+2r,cos(p — aw) & SU POV
lorsqu'on y substituera successivement, à la place de w, les divers termes de la progression arithmétique
(23) 0, w, 20, 90, ..., (n7—1)tw.
Observons d’ailleurs que, en vertu de la formule (18), si l'on porte, à
partir d’une même origine, sur la circonférence du cercle dont Île rayon est l’unité, les ares représentés par les divers termes de la progression (23), les extrémités de ces ares seront les sommets d’un polygone régulier inscrit au cercle, et qui offrira » côtés.
Soient maintenant (24) 0, 06, O_,, ss O_,
les valeurs que prend la factorielle 6, quand on y fait croître de l'unité, non plus les quantités «, ou 6, ou y. ..., mais les quantités — x, ou — 6, ou — y, .... Les termes de la suite (24) représenteront encore les valeurs que prendra successivement 6, si l’on y fait décroître «, ou #, ou y, ..… de la quantité — 1; et, en raisonnant comme ci-dessus, on prouvera que, pour obtenir ces divers termes, il suffit d'attribuer successivement à w les valeurs
0, 6, 20, 3w,::...,,:(n—-—1)5, non plus dans le produit Q déterminé par l'équation (22), mais dans le produit Q,, déterminé par la formule (25) Q—[r1—2rcos(p—w)+r?][1— 2r4cos(p — aw) + ci DAT TRE Il existe un moyen facile d'obtenir dans tous les cas une limite égale ou supérieure à la factorielle 6. En effet, posons, pour abréger,
P+HriHri +...
(26) Er in
ou, ce qui revient au même,
Re LP) fer!) + f(pa) fpe) ++ 1(pA) (PTE),
Le 158 LA 4 R sera la moyenne arithmétique entre les nombres représentés par les
produits (28) f(p)fp=t) FCpt) ftp) +. Cp?) f(pT").
D'autre part, on tirera de la formule (6), en y remplaçant p par =",
(29) @— f(p=1) f(p=4) Cp?) f(p7#),
et par suite on aura (30) = fe) f(pT!) F(p?) (p2)... F(p#) f(p7*).
Donc la moyenne géométrique entre les produits (28) sera la racine 2°"°
de @° ou @”. Mais la moyenne géométrique entre plusieurs nombres est toujours ou égale, ou inférieure à la moyenne arithmétique entre les mêmes nombres. On aura donc
et (31) ® <R?.
Si, pour fixer les idées, on suppose que » soit un nombre premier impair, On aura | Mm=n—1, et la formule (27) donnera
ab +ay+...+6y+...
on
Donc alors, en posant, pour abréger,
(sa + 6 a Ce D ET (33) (sa=at+6+y+..…,
on aura simplement
(34) ne 2(n—1) ?
par conséquent la formule (31) donnera
(35) esfens ets et, à plus forte raison,
(36) ef) |
Si chacun des coefficients &, 6, y, ... offre une valeur numérique OEuvres de C. — S.1,1t.X. 32
inférieure à l'unité, si d’ailleurs n, comme on peut toujours le supposer, se réduit à zéro, on aura
Sa —1,
et la formule (36) donnera
(37) On ?.
La même formule donnerait
si, 1 étant nul, on attribuait aux divers coefficients «&, 6, Mi des
valeurs numériques comprises entre les limites o et d.
Le cas où, dans le polynôme f(b), les coefficients «, 6, y, ..., 1n se réduisent, aux signes près, à des nombres entiers, mérite une attention spéciale. Lorsqu'un polynôme f(p) à coefficients entiers est le produit de deux autres polynômes de même espèce 9(0), (0), chacun de ces derniers est appelé diviseur du polynôme f(2); et, comme l’équation
f(p) = 9(p) x(p) entraine la suivante : f(p!)=œp(p!) xp’),
quelle que soit la valeur du nombre entier /, il est clair que, si 9(e) est diviseur de f(p), (9°) sera diviseur de f(p'). Si f(e) se réduit à un nombre entier #, on aura encore
PE
et, par suite, on peut affirmer que, si un polynôme radical 9 (0) à coefficients entiers est diviseur de #, le polynôme PP ) sera pareillement diviseur de #, quel que soit Z.
Observons encore que, en vertu de l'équation identique
qui subsiste pour une valeur quelconque du nombre entier etimpair »,
EXTRAIT N° 358. 251 le rapport an + 67 a+6
représentera la factorielle correspondante à chacun des binômes radi-
Caux æ-+6p, a+6pt, ...; œ + 6pr—1,
Donc tout binôme radical de la forme a + 6p!
3 ES sera un diviseur de ce rapport, quelle que soit la valeur entière de L. Or, comme on réduit le rapport dont il s’agit à l'unité, quand on pose
RSC et au nombre x, quand on pose
ACTE
nous pouvons affirmer que tout binôme radical de la forme
est un diviseur de l'unité, et tout binôme radical de la forme 1—p!, un diviseur du nombre entier n.
Remarquons encore, avant de terminer ce paragraphe, que, dans le cas où les coefficients «, 6, y, ... sont entiers, on peut de la formule (6) déduire le quadruple de la factorielle @, sous une forme semblable à celles sous lesquelles nous avons présenté, dans un précédent Mémoire, des entiers dont chacun est le quadruple d’une puis-
sance d’un nombre premier. Ainsi, par exemple, z étant un nombre premier, si l’on nomme 7 une racine primitive de l'équivalence
(39) xt 1 (mod. n), l'équation (6) donnera
la valeur de F(2) étant de la forme
pa— 3
F(p)}=a+b(p+p"+...+p LR RP po),
et a, b, «étant des coefficients qui seront entiers en même temps que
«, 6, y, .... Par suite, si l’on pose
(41) A—p—pr+p—p"+...— pl" et (42) A—2a—b—er, Bob Ee,
on aura (43) 49 — A°— B’A:.
Comme on aura d’ailleurs
(44) | M i, l'équation (43) donnera
(45) Et it Go TB.
On aura donc
(46) 46 — A*— nB*,
si 2 est de la forme 4{+ 1, et
(49) 48—A'+nB?,
si 2 est de la forme 47 + 3.
A l’aide des formules précédentes, il est facile de prouver que, si n est de la forme 4{+3, {étant positif, @ ne pourra se réduire à l'unité sans que cette réduction entraîne la condition B — o. En effet,
lorsque @ se réduit à l'unité, la formule (47) donne (48) nB*= 4 A1,
Or, 2 étant, par hypothèse, un nombre premier de la forme 4/+5,
on ne pourra vérifier l'équation (48) qu'en supposant, ou
(49) Riel, Ke ou (50) | À +0
On pourrait demander encore sous quelles conditions la factorielle @ peut se réduire au nombre premier z supposé de la forme 4/ +3. Or. si cette réduction a lieu, la formule (47) donnera
Donc alors A sera de la forme 2CG, C étant choisi de manière à vérifier l'équation
k — B?—=ncC;; et par conséquent, si À ne s’évanouit pas avec GC, 1l faudra que l’on ait
1 ne put; or net
Donc @ ne pourra se réduire à 72, à moins que l’on n'ait A—o RS.
_Le polynôme f(b), déterminé par l'équation (4), renferme généralement 2 termes. Considérons maintenant le cas où, plusieurs des coefficients venant à s’évanouir, le nombre des termes est réduit à /. Si chacun des coefficients restants offre une valeur numérique inférieure à + On aura
+ . ss 4
et la formule (36) donnera
: È ANSE de rs)
En vertu de cette dernière formule, @ sera inférieur à l’unité, si l’on suppose /— 2, n étant supérieur à l'unité, ou /— 3, n étant supérieur à 3.
On verra, dans un autre article, les avantages que présente, pour la solution des deux problèmes précédemment indiqués, l'emploi de quelques-unes des formules que nous venons d'établir.
THÉORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à la théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermat
(suite).
C.R., T. XXIV, p. 516 (29 mars
Lorsqu'on veut faire servir à la démonstration du dernier théorème de Fermat la considération des polynômes complexes, on a deux problèmes distincts à résoudre. D'abord, comme l’a fort bien remarqué M. Liouville, on doit faire voir qu’un produit de polynômes complexes ne peut être décomposé en facteurs premiers que d’une seule manière: puis, en supposant ce principe établi, on doit en déduire le théorème de Fermat. Les observations de M. Liouville et celles que j'ai insérées moi-même dans le Compte rendu de la dernière séance prouvent la nécessité d'attaquer ces deux problèmes. Je commencerai par m'occuper du premier. Après quelques recherches, je suis parvenu à Îe ramener à une question de maximum, ainsi qu’on le verra dans le paragraphe suivant.
S IE — Sur la décomposition d’un polynôme radical en deux parties, dont l’une corresponde à une factorielle plus petite que l'unité.
Supposons que, p étant une racine primitive de l’équation binôme
(1) at EP on pose (2) f(p) = à + 69 + yp +... + np 1,
4, 6, Y, ..., n étant des coefficients réels. Si ces coefficients s’éva-
nouissent tous, à l'exception du premier, le polynôme radical f(2) sera réduit à une quantité réelle «, et la factorielle correspondante au même polynôme sera représentée par &”*, m étant le nombre des entiers inférieurs à », et premiers à ». Alors aussi le polynôme f(£), réduit à la quantité réelle &, pourra être décomposé en deux parties, dont la première soit entière, et dont la seconde corresponde à un module compris entre les limites o, 1, par conséquent à une factorielle inférieure à l’unité. Il y a plus : en augmentant ou diminuant de l’unité, s’il est nécessaire, la première partie, on pourra toujours faire en sorte que le module de la Fons partie devienne inférieur
3 et la factorielle correspondante : à — Voyons maintenant s’il sera
si d'arriver à des résultats du même genre, dans le cas où les coefficients 6, y, ... cessent de s’évanouir tous à la fois, et si, dans ce cas encore, le polynôme f(o) pourra être décomposé en deux parties, dont la première soit un autre polynôme à coefficients entiers, mais tellement choisis que la factorielle correspondante à la seconde partie devienne inférieure à l'unité.
Soient CRE SR PUSERARTSS les entiers inférieurs et premiers à ». Posons, comme dans le SI,
F(p)= rer, [(pe)= racer,
r, ra -. étant les modules des polynômes f(p), f(p*), Enfin, soit
(3) et 4 PS PROS Lee PRES PE LE à
Rte
la factorielle relative au polynôme radical f(o), et concevons que dans la formule (3), on attribue aux coeflicients
MON Pr en des accroissements entiers, positifs ou négatifs, représentés par
(4) J Aa, A6, A, …. An.
La factorielle @ prendra un accroissement correspondant A6, et, parmi les diverses valeurs de @ + A6, il y en aura généralement une qui sera inférieure à toutes les autres. Nommons T cette plus petite valeur. La question qu'il s'agit de résoudre consiste évidemment à savoir si l’on aura toujours
(5) Tr.
Nous observerons d’abord que, en choisissant d’une manière convenable les accroissements attribués aux coefficients «, 6,Y,..., n, on peut abaisser la valeur numérique de chacun de ces coefficients au-dessous de +, et par conséquent la somme s, de leurs carrés au-dessous du nombre ;/, / étant le nombre de ceux des coefficients qui ne sont pas alors réduits à zéro. D'ailleurs, en vertu de la formule (36) du paragraphe précédent, la valeur de @ est toujours inférieure à
ns a S : !
(= —) . Donc, en opérant comme on vient de le dire, on obtiendra
une valeur de © + AG, qui vérifiera la condition
n--1 dE 1e 840 < { “ 1) n—1 4 et l’on aura encore, à plus forte raison, m1 LEE El (6) is (2 :)
D'ailleurs, le second membre de la formule (6) est égal ou inférieur à l’unité, quand on suppose /— 2, n étant supérieur à l’unité, ou [= 3, n étant supérieur à 3. Done la condition (5) se vérifiera toujours, quand le polynôme f(p), réduit si l’on veut à sa plus simple expression, renfermera deux termes seulement, x étant supérieur à l'unité, ou trois termes, x étant supérieur à 3. Il y a plus : en s’appuyant sur la formule (31) du $ I, on prouvera assez facilement qu’on peut, à la condition (6), substituer la suivante
et que, en conséquence, la condition (5) se vérifie encore quand le polynôme f(2) renferme quatre termes au plus, quelle que soit d’ailleurs la valeur de 2.
Supposons maintenant que, dans l'équation (3), les coefficients %, 6, Ve. se 0
reçoivent précisément les valeurs pour lesquelles la factorielle 8 + A8 atteint sa plus petite valeur T, en sorte que cette plus petite valeur corresponde à des valeurs nulles des accroissements
Ai AG AY à...
et, par conséquent, à une valeur nulle de A@. L’équation
AO
qui sera vérifiée quand on aura @ —T, se trouvera généralement remplacée, lorsque les accroissements Ax, A6, ..., An, ou du moins quelques-uns d’entre eux, cesseront de s’évanouir, par la formule
(9) AG > o.
D'ailleurs, si, comme dans le $ I, on nomme 6,, ou @;, ou @,, ... la nouvelle valeur que prend 6, quand on y fait croître &, ou 6, ou y, ... de l’unité, la valeur de AO, correspondante à cette hypothèse, sera représentée par la différence @, — 6, ou @; — 6, ..., ou 0, — 6. Donc la formule (9) comprendra les suivantes :
(10) 86,—-0>0o, 9: — 0 > 0, Re 0, — 0 > 0.
Pareillement, si l’on nomme ®,, ou @ ;, ou @_,, ... la nouvelle valeur que prend @ quand on y fait décroître «, ou 6, ou y de l'unité, la formule (9) donnera encore
(11) 06_,—0>o, 9_6— 0 > 0, AEREE 0,—-0>0,
Mais, en vertu de ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, les divers termes de la suite 6.0: 4 06, Œuvres de C. — S.1,t. X. 33
seront les diverses valeurs que recoit le produit Q déterminé par la formule
(12) G—[i+2rcos(p—ow)+r?][1+ ar, cos(ps—aw)+r?]...,
quand on prend successivement pour valeurs de w les divers termes de la progression arithmétique
AUS
la valeur de 5 étant D. AE
(14) | fes rs
Pareillement les divers termes de la suite O_,, O6, .….., 0,
seront les diverses valeurs que reçoit le produit Q,, déterminé par la formule-
(15) Q—[i1—2rcos(p—w)+r?][1—2r, cos(p,— aw) + Pile
lorsqu'on attribue successivement à w les x valeurs dont il s’agit. Donc les formules (ro) et (11) seront vérifiées si l’on a
pour l’une quelconque des valeurs de w comprises dans la progression (13). |
En résumé, la valeur T de @, pour laquelle la condition (9) sera remplie, quelles que soient les valeurs entières attribuées aux accroissements
AG HS. An,
vérifiera constamment les formules (16). Cela posé, concevons que, pour un système donné de valeurs des coefficients &, #, y, ..., n, on nomme II le plus petit des termes compris dans les deux suites
dé: 06 :.., 6;, SN 0 5, nr
II sera en même temps le plus petit des nombres qui représenteront les diverses valeurs de Q, Q correspondantes aux divers termes de la progression (13); et la condition (5) sera toujours remplie, si, pour des valeurs quelconques attribuées aux coefficients &, 6,Y, ...,1n, par
conséquent aux modules r, r,, r;, ... et aux angles p, p,, ps, ..., la factorielle (17) DIRE PE.
est constamment inférieure à l'unité, lorsqu'elle vérifie la formule (18) 9 © Ii,
ou, ce qui revient au même, la formule
0 désignant un nombre compris entre les limites o, r. Observons, à présent, que si l’on pose
les polynômes | f(p}; f(p*), -.., f(p*)
s’évanouiront tous avec leurs modules. On aura donc alors
iF—0, ru oO, #0 ricre
et 0 =0 <r;
par conséquent, la condition (5) sera vérifiée. Alors aussi les formules (12) et (15) donneront
dû,
et par suite on aura MT:
Supposons maintenant que les coefficients in: : 6 ess
cessant d’être nuls, acquièrent de très petites valeurs numériques qui
soient entre elles dans les rapports donnés, et posons (20) BH ri+.. + rés on aura sensiblement, pour de très petites valeurs de 2,
Q —1+2[7cos(p —w) + r, Cos( pa — aw) +...],
Q—1—2[7rcos(p —w) + ra COS(pa— aw) +...], lorsque l’angle w sera choisi de manière que la somme T COS(Pp — &w) + ra COS( Pa — AW) +...
ne s’évanouisse pas. Donc alors, des deux quantités Q, Q, la plus petite sera inférieure à l’unité, et l’on aura
Het
Alors aussi la valeur de 6, tirée de la formule (17), sera très petite, par conséquent inférieure à l'unité; et, comme IT différera peu de l'unité, cette valeur de @ vérifiera certainement la condition (18), ou, ce qui revient au même, la condition (19).
Supposons enfin que les coefficients
RE EE TT EU continuent à varier, par degrés insensibles, avec les arguments
T's Ts Th ..)
et les modules P; Pas Pb» ….r
et que, en conséquence de cette variation, la valeur de à croisse indéfiniment. Quand la valeur de @, donnée par la formule (17), vérifiera la condition (18), on aura, d’une part,
(21) GPA TR 1:55
9 étant un nombre inférieur à l'unité; et, d'autre part,
tant que l'unité surpassera la valeur commune des deux membres de la formule (21), et, par suite, la valeur du produit
FESPÉS:
Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, la condition (5) sera toujours remplie, si l'unité surpasse la plus grande valeur de O1 que l’on puisse déduire de la formule (21), en y faisant croître les
modules
par degrés insensibles à partir de zéro, et en supposant aa à
Il y a plus : il est facile de s’assurer que cette plus grande valeur de
OIT correspond précisément à Bt
Donc le premier des problèmes qu’il s’agissait de résoudre se trouve
ramené, comme nous l’avons dit, à une question de maximum, savoir
à celle dont voici l’énoncé :
ProBLèmEe. — Soit IT la plus petite des valeurs que fournissent pour Q et pour Q, les formules (12) et (15), quand on y substitue successivement à la place de w les divers termes de la progression (13). Concevons d’ailleurs que les modules
Fr: Far: 16 +9 d’abord réduits à zéro, varient, par degrés insensibles, avec les arguments
Ps Pas Pbs :*-:3 de manière à vérifier l'équation
(22) | Mes rtriri....
On propose de rechercher la plus grande des valeurs que pourra prendre, dans cette hypothèse, la fonction W, et d'examiner st cette plus grande
valeur est inférieure à l'unité.
On peut remarquer d’ailleurs que la plus grande des valeurs de II sera précisément la limite supérieure à laquelle pourra s'élever, sans la dépasser jamais, la quantité représentée par la lettre T dans la formule (5).
Le problème étant réduit à ces termes, donnons maintenant, en quelques mots, une idée suceincte des procédés qui peuvent en fournir la solution.
Comme nous l’avons déjà remarqué, les diverses valeurs de w, comprises dans la progression (13), représentent des ares dont les extrémités sont les sommets d’un polygone régulier de x côtés inscrit au cercle. Par une conséquence nécessaire, les arcs, que représenteront les diverses valeurs de p — w et même de x + p — w correspondantes aux diverses valeurs de w, auront encore pour extrémités, lorsque le nombre 7 sera pair, les sommets d’un polygone régulier de » côtés. Mais, si x est impair, les extrémités des ares correspondants aux diverses valeurs de p —w seront distinctes des extrémités des arcs correspondants aux diverses valeurs de x + p — w; et les extrémités de ces deux espèces d’arcs marqueront les sommets d’un polygone régulier de 2n côtés. Il est aisé d'en conclure que, pour un système donné de valeurs des modules
PRES PS: NT
IT sera inférieur au produit T * à 9 I—2rcos> +r* G+r}G+r,)..., si x est un nombre pair, et au produit T 2 2 2 1 2r Cor (G+r)}(+rs)?..., si 2 est un nombre impair. Par suite aussi, lorsqu'on fera croître les
modules Ty as bs, ap le
supposés d’abord réduits à zéro, par degrés insensibles, la valeur de IT,
fournie par l'équation (22), ne pourra devenir supérieure à celle que
détermineront les formules
. T 2 »*\n—2 m — pm (23) I—2r cos +r (+ r)rri= re, Er”, si 2 est un nombre pair, ou les formules (24) (1 arcos +1) CE PUIS ES, H = 7",
si » est un nombre impair.
Si, pour fixer les idées, on suppose 2 — 4, on aura MES! .
et, comme p sera une racine primitive de l’équation FES à
on aura encore P+I— 0, pREV-1,
O— (a+ 6p) (ax + 6pi) — x? + 62.
Alors aussi les formules (23) donneront
CP À . . FI I et la quantité T elle-même ne pourra surpasser la limite supérieure +
que cette quantité atteindra effectivement, si dans la factorielle
O — ax? + 6?
on pose
Re
Supposons maintenant z — 3, on aura
et les formules (24) donneront
|: ART NS re :
Las 8 — , = —) (26) .
Par conséquent, la quantité IT et la quantité T elle-même auront pour limite supérieure la fraction 3 qu’elles ne dépasseront jamais.
Il importe d'observer que la première des équations (23) peut être présentée sous la forme
(27) LG — r)} + (2 sin =)rl (1 ne r}n2 — 1 — 0. Or, dans cette dernière équation, le premier membre sera réduit à
l’unité, si l’on pose r — 0; et, si l’on fait passer r, par degrés insensibles, de la valeur 7 — o à la valeur r — 1, le premier membre passera
FOIRE LT 2|SIn — | —1 2n
de la valeur 1 à la valeur
qui sera négative, si l’on a
(28) sin — <(:) ) 2n 2 et, à plus forte raison, si l’on a ; T I E (29) RS (2) ;
Cela posé, il est clair que, si la condition (28) ou (29) est remplie, l'équation (27) offrira une racine positive comprise entre les limites o et r. Il est vrai qu'une autre racine positive sera comprise entre les limites 1 et æ, Mais de ces deux racines ce sera la plus petite, comprise entre les limites o et 1, qui, substituée dans l'équation
Il sur À rs
fournira une limite supérieure à la valeur maximum de II. On doit
en conclure que, si la condition (28) ou (29) se vérifie, 2 étant un nombre pair, la valeur maximum de IT sera inférieure à l'unité, et qu'alors la condition (5) sera toujours remplie.
Pareillement on conclura des formules (24) que, » étant un nombre impair, la condition (5) se vérifiera toujours, si l’on a
(30) sin Ve *S (2) gr
et, à plus forte raison, si l’on a
Si l’on prend successivement pour » les nombres pairs BU OR SALON LES: 14, on trouvera, pour valeurs correspondantes de #2, les nombres 2, 2, 4, 4, 4, 6,
et les valeurs correspondantes du produit
seront les nombres Fe 6, 4, b, 6, 2,
qui sont tous supérieurs à r —3,1415.... Donc alors la formule (29) sera vérifiée, et l’on pourra en-dire autant de la condition (5). Si l’on prend successivement pour » les nombres impairs
19, on trouvera, pour valeurs correspondantes de #2, les nombres 2, 4, 6, 6, 8,
et les valeurs correspondantes du produit
OEuvres de C. — S.I, t.X. 4
seront les nombres
D KO
qui tous surpassent le nombre +. Donc alors la condition (31) sera vérifiée, et l’on pourra en dire autant de la formule (5).
Il est donc déjà démontré que la condition (5) se vérifie pour tout nombre entier » qui ne surpasse pas le nombre 10, et même pour ñn — 12, ainsi que pour » — 14 et pour 7 — 15.
Lorsque le nombre » est égal à 11 ou à 13, et lorsqu'il surpasse 15, les formules (23) et (24) ne fournissent plus le moyen de prouver que T reste toujours inférieur à l'unité. Mais on ne doit pas en conclure que la condition (5) cesse d’être remplie. Il y a plus : on est conduit à penser qu’elle doit l'être encore, par les raisons que je vais indiquer.
Lorsque le nombre z est très grand, un point quelconque de la circonférence décrite avec le rayon + est toujours très voisin de l’un des sommets d’un polygone régulier de z côtés, ou de 2x côtés, inserit à cette circonférence, et par conséquent très voisin de l'extrémité de l’un des arcs représentés par les divers termes de la progression (13). Alors, assujettir l'angle © à demeurer compris parmi les termes de cette progression, c’est, à peu de chose près, le laisser entièrement arbitraire. D'ailleurs si, dans la fonction Q ou Q,, on laisse l'angle w entièrement arbitraire, la plus petite valeur IT de Q ou de Q’ sera une fonction entière des modules 7, r,, r;, ..., ainsi que des arguments p, Pas Pis -..3 et alors la valeur maximum de IT, déterminée à l’aide du Caleul différentiel, sera, comme je le prouverai dans un autre article, représentée par la fraction
Or cette dernière fraction, qui peut être considérée comme la valeur approchée du maximum de IE correspondant au cas où l’on prend pour © un terme de la progression (13), sera très petite, par consé-
RS
quent très inférieure à l'unité, quand le nombre » sera supérieur à r0; d’où il est naturel de conclure que la quantité dont elle représente une valeur approchée sera encore inférieure à l'unité. Toutefois, comme les raisons que je viens d’énoncer ne suffisent pas pour constater en toute rigueur l'existence de la condition (5) dans tous les cas possibles, je me propose de revenir encore sur cet objet dans un autre Mémoire, et de compléter ainsi la solution du problème dont je viens de m'occuper.
La formule (5), une fois établie pour un nombre donné », devient la base fondamentale de la théorie des polynômes complexes ou radicaux, qui renferment les racines de l'équation x"—1, et permet de résoudre avec une grande facilité des problèmes relatifs aux résidus quadratiques, cubiques, etc., ainsi qu’une multitude de questions de nombres. En partant de cette formule et en faisant usage de la méthode suivie par M. Dirichlet, dans le Mémoire que j'ai déjà cité, on obtient facilement la décomposition des. polynômes radicaux ou complexes en facteurs premiers, c’est-à-dire en facteurs radicaux, dont chacun n'ait pour diviseurs que lui-même et les diviseurs de l'unité; puis l’on étend à ces polynômes et à ces facteurs les théorèmes que l’on démontre en Arithmétique pour les nombres entiers. On reconnait, par exemple, que tout diviseur premier du produit de deux polynômes radicaux doit nécessairement diviser l’un des facteurs, et que, st un polynôme radical étant élevé à une puissance du degré n, on décompose celte puissance d’une manière quelconque en facteurs premiers entre eux, chaque facteur sera nécessairement une autre puissance du degré n, ou du moins le produit d'une telle puissance par un diviseur de l'unité. On reconnait enfin que, st, » étant un nombre premier, @(p) est un facteur premier d'un nombre premier p, les seuls facteurs premiers de p seront
les termes de la suite
GPN GED) See, oo),
et les produits de ces termes par les diviseurs de l'unité. Ces mêmes termes seront, comme 1l est aisé de le voir, premiers entre eux,
lorsque le nombre p sera de la forme 27 + 1, et alors leur produit sera précisément égal à p. Mais si le nombre premier p se réduit au nombre premier 2, supposé impair, ses facteurs premiers, représentés par les
termes de la suite LP, IP ss. APT
cesseront d’être premiers entre eux, puisque l’un quelconque de ces termes est le produit d’un autre arbitrairement choisi par un diviseur
de l’unité.
TnéoRIE DES NOMBRES. — Memoire sur de nouvelles formules relatives à la théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermat (suite).
C. R., T. XXIV, p. 578 (5 avril
Lorsqu'une fois on a établi, pour un nombre donné n», la théorie de la décomposition des polynômes radicaux, formés avec les puissances d'une racine n% de l’unité, en facteurs premiers, on peut déduire immédiatement de cette théorie une multitude de conséquences dignes de remarque. Je vais en indiquer quelques-unes dans le para-
graphe suivant.
S II. —— Conséquences diverses de la décomposition des polynéômes radicaux en facteurs premiers.
Soit z un nombre premier impair; soit encore p une racine imaginaire, par conséquent primitive, de l'équation
LT
et supposons établie la théorie de la décomposition des polynômes radicaux formés, avec cette racine, en facteurs premiers. Le nombre
premier x pourra être décomposé en facteurs radicaux à l’aide de
l'équation identique (2) n= (1 p)(i— pt)... (ps,
Mais ces facteurs ne seront pas premiers entre eux. Au contraire, tous seront divisibles par l’un quelconque d’entre eux, les quotients étant des diviseurs de l’unité; car, si l’on nomme o(°) le quotient qu’on obtient en divisant 1 — 9 par 1 — 2”, À et # étant deux termes quelconques de la suite
N 1y 2, due 204 PT, on aura évidemment
: (t—pa)(r—pt#)...(1—ptar-0#) 2 n—1\ — Î p(p)p(p?)...p(0"-1) — hdi pou PURE
par conséquent L)
.P()p(pt)... pp) = > —
On peut observer encore que, en vertu de la formule (2), on aura
Ÿ(p) étant un polynôme radical à coefficients entiers, équivalent au
produit des rapports
ait AU
POP
er
nv de BEN ; ED 2 n—2 | > Re DDR... 0 ë
Il est d’ailleurs évident que, dans la formule (2), chaque facteur sera premier, c’est-à-dire non décomposable en deux facteurs qui ne diviseraient pas l'unité; car une telle décomposition entrainerait la décomposition du nombre 7 lui-même en deux facteurs distincts de l'unité, ce qui est impossible. Donc 1 — b est un facteur premier de n, et la formule (35) fournit la proposition suivante :
TuéoRÈME [. — 72 étant un nombre premier impair, et à une racine pri-
mitiwe de l'équation Dre O0,
le nombre n sera le produt de la (n — CE ir pussance du facteur radical
et premier 1 — ©, par un diviseur de l'unité. Soit maintenant 7 une racine primitive de l'équivalence
(4) a 1= 1 (mod. » ).
Nommons 5(£) un diviseur radical de l'unité, et prenons
H(p)=w(p)w(p?)...m(p"—!); on aura
(5) 1 (op) Hp").
Si d’ailleurs on pose, pour abréger, (6) A=p—pr+pr—...—p"",
on trouvera
A + BA A—BA
(7) Ip) — ; HT et
A, B désignant deux quantités entières, et la valeur de A? étant
(8) Mets tn.
Par conséquent la formule (5) donnera
(9) = At (1) " nB:
Si n est de la forme 47 + 3, l'étant supérieur à zéro, on aura nécessai-
rement (voir la page 253)
et, par suite,
(10) Ho) Hp) Er
ei HO
EXTRAIT N° 360. 271 Si » était égal à 3, on pourrait avoir encore F. 0 der of: Ree-qie wi f
et, par suite, . (11) H(p)=+p"", Me) —+p7.
Soit maintenant p un nombre premier de la forme #{ +1. L'équivalence (12) | ÆPl—1=0 (mod. p)
aura, comme l’on sait, pour racines les divers termes de la progression arithmétique
MUR D Re D — 1; et l’on en conclut aisément que l’équivalence
(13) | æ'—1=0 (mod. p)
offrira toujours z racines, représentées par les divers termes d’une cer-
taine progression géométrique RU NE Et get
Toutes ces racines, à l'exception du premier terme 1 de la progression, pourront être considérées comme primitives, et la racine { en particulier rendra, non seulement la différence #'— 1, mais aussi le rapport
D Ep RÉ HT, l—:
divisible par p. Posons, en conséquence,
(14) ce pe:
Lt
P sera un nombre entier, et l’on aura identiquement (19) (é—p)(é—p?)...(4— pr!) = pl.
Le premier membre de la formule (15) étant le produit de facteurs binômes dont aucun n’est divisible par p, il suit immédiatement de
cette formule que p sera décomposable en facteurs radicaux. Cela posé, nommons ©(°) un facteur radical et premier de p. Il divisera
l’un des facteurs lp, Ep ie Ep.
Admettons, pour fixer les idées, qu’il divise £ — p, et nommons 7(o) le quotient correspondant. On aura
CORTE
Ve pt = pp) xp); puis on en conclura, en désignant par k, # deux termes distincts de la suite 1, 2,93,.4i, n #7, (17) pr pl (pt) 2 (p#) — o(p#) x CPE) Or il résulte de la formule (17) que les deux facteurs pp"), p(p*)
seront premiers entre eux; car, s'ils ne l’étaient pas, ils offriraient un commun diviseur qui diviserait tout à la fois le nombre p et la différence 4 — p#, sans être diviseur de l'unité. Mais la différence
: ph — ph ph(i— ph-#)
correspond, ainsi que le binôme 1 — p"-”, à la factorielle 2; done le diviseur commun devrait diviser les deux nombres premiers x et p, _sans être diviseur de l’unité, ce qui est impossible. Donc, si &(p) est un facteur premier de p, deux termes quelconques de la suite
pp); pp), 5 (p"—")
seront prémiers entre eux; et, puisque chacun d'eux divisera le nombre premier p, leur produit ou la factorielle correspondante à 2(e) divisera encore ce nombre dont elle ne pourra différer, en sorte
qu'on aura
Ajoutons que les seuls facteurs premiers de p seront évidemment les termes dont il s’agit et les produits de ces termes par les diviseurs de l'unité. On peut donc énoncer la proposition suivante :
THéorÈèME Il. — Soient n un nombre premier impair, © une racine pri-
mitive de l'équation Æ'— 1 0,
el p un nombre premier 1mpair de la forme nl+ 1. Le nombre p sera décomposable en n facteurs radicaux et premiers entre eux, dont on ne pourra fatre varier les formes qu'en les multipliant respectivement par des diviseurs de l'unité tellement choisis, que le produit de tous ces divi-
seurs se reduise à l'unité.
Concevons à présent que l’on désigne par A, B deux nombres entiers quelconques, ou même deux polynômes radicaux formés avec les racines de l'équation (1). On aura
(19) A+ Br—(A+B)(A+Bp)...(A+ Bp"-1), par conséquent
Va0) PARTS
= (A+ Bo) (A+ Bp°)...(A + Bot).
Gela posé, considérons en particulier deux des facteurs binômes compris dans le second membre de la formule (19), par exemple les fac-
teurs A+Bo!, A+ Bo’,
h, Æ étant deux termes distincts de la suite 1, 2,..., n — 1. Tout divi-
seur commun de ces deux facteurs devra diviser leur différence B(L” gx Fa À
donc il devra diviser ou B et par suite A, ou le binôme radical g/ — £* et par suite le nombre 7. On peut donc énoncer la proposition sui-
vante :
HéoRèME III — e etant deux nombres entiers ou méme deux Tuéorème III À et B étant deux nom lier's ÿ d
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polynômes radicaux arbitrairement choisis, tout polynôme qui divisera
deux des facteurs binômes du rapport
AP + B° À + B
Là c'est-a-dire deux termes de la suite (21) A + Bo. À + Bp°, FA À + Bp"-,
sera nécessairement ou un diviseur de n, où un diviseur commun de À et
de B.
Soient maintenant, s'il est possible, A, B, C trois quantités entiéres
qui vérifient la formule
Si A + B est premier à x, on pourra La dire autant de A+Bot—A+B—B(1—p#),
h étant un nombre entier quelconque, et alors chacun des termes de la suite (20) sera le produit de la rime puissance d’un certain polv-
( por nôme radical 2(°) par un diviseur de l’unité. Donc, en nommant 5(o) i 1 À J
ce diviseur, on aura (23) A+Bp=w(p)[o(p)]l",
et l’on doit ajouter que la formule (23) continuera de subsister quand on y remplacera 9 par l’un quelconque des termes de la progression
géométrique 0, p?, PER DT.
Si A + B cessait d’être premier à », alors, dans la formule (23), &(p) serait, non plus un diviseur de l’unité, mais un diviseur de 2.
Si maintenant on pose (24) D(p)—=v(o)p(p")...p(p"""),
r étant une racine primitive de l’équivalence (4); si d'ailleurs on
nomme Ie), F(e) ce que devient ®(£) quand on remplace la fonction 9(e) par (pe) où par À + Bb, on tirera de la formule (23)
(25) F(po)=H(p)[®(p)}", F(p") =I(o") LP (p")1";
et chacune des fonctions F(2), F(2") sera la moitié d’une expression
de la forme Hô:
a, b étant deux quantités entières, et la valeur de A étant donnée par l'équation (6). Ces mêmes fonctions sont précisément celles dont la considération a fourni les démonstrations connues du dernier thé6orème de Fermat pour certaines valeurs spéciales de », et, en particulier, pour 2 —3 ou 5. Effectivement, lorsqu'on pose #7 —3, par exemple, on peut déduire immédiatement des formules (25) une démonstration qui coïncide, au fond, avec celle qu'Euler a donnée. Mais il reste à voir quelles sont les conséquences auxquelles peut conduire la considération des fonctions F(2), F(2”}, lorsqu'on attribue à n des valeurs différentes de celles pour lesquelles on était déjà parvenu à démontrer le dernier théorème de Fermat. C'est ce que j'examinerai dans un autre article.
Comme je l'ai déjà remarqué, la théorie précédente s'appuie sur la formule (5) du $ IT. F'examinerai, dans les paragraphes suivants, les objections qui peuvent s'élever contre la démonstration donnée de cette formule quand le nombre » est considérable. On verra que, pour rendre rigoureuses cette démonstration et les conséquences déduites de la formule, il suffit, dans certains cas, de prendre pour @ le module même du polynôme radical f(L), et de substituer partout ce module à la factorielle que © représentait auparavant.
THÉORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à la théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermat
(suite).
C. R., T. XXIV, p. 633 (12 avril
Comme je l’ai remarqué dans l’avant-dernière séance, lorsqu'on veut faire servir à la démonstration du dernier théorème de Fermat la considération des polynômes complexes ou radicaux, formés avec les diverses puissances d’une racine z“*%* de l'unité, on a deux problèmes à résoudre. Le premier, et le plus important, puisqu'il suffit de le résoudre pour établir sur des bases solides la théorie générale des polynômes dont il s’agit, consiste à faire voir qu'un produit de ces polynômes ne peut être décomposé en facteurs premiers que d’une seule manière, ou bien encore, que tout polynôme radical peut être décomposé en deux parties, dont l’une offre seulement des coefficients entiers, tandis que l’autre correspond à une factorielle plus petite que l'unité. J'ai attaqué ce dernier problème dans le $ IT de ce Mémoire, et j'en ai ramené la solution, dans le cas le plus général, à une question de maximum. J'ai depuis obtenu, pour résoudre le même problème, une nouvelle méthode, qui me parait offrir de grands avantages sur celle que j'ai développée dans l’avant-dernière séance. Cette nouvelle méthode ramène la solution, non plus à la recherche de la valeur maximum de la plus petite entre diverses fonctions données, mais, au contraire, à la recherche de Ja plus petite des valeurs maxima de ces fonctions considérées isolément, ou égalées entre elles deux à deux. L'analyse dont je me sers, et qui semble digne de l'attention des géomètres, offre cela de remarquable, que le module du polynôme radical donné se trouve éliminé du caleul, aussi bien que les modules des polynômes associés, que l’on déduit du premier en remplaçant une racine de l'unité par une autre. Les conditions auxquelles il s’agit de satisfaire ne renferment plus que les arguments de ces divers poly-
EXTRAIT N° 361. 277 nômes. D'ailleurs, ces conditions sont très simples et se réduisent à celles que je vais énoncer.
Soient z un nombre entier quelconque, 9 une racine primitive de l'équation binôme
(1) É \choneng | et (2) f(o) = x + 6p + yp? +... + np?!
un polynôme radical à coefficients entiers, formé avec les racines de cette équation. Soient encore
(3) PR RD: R— QG, nn!
les entiers inférieurs à n et premiers à x, et » le nombre de ces
entiers. Nommons P; Pa; Pb;
les arguments des polynômes
ftp), f(e*), f(e?), Enfin, prenons
et, en désignant par w l’un quelconque des termes de la progression
arithmétique (5) Mi UN 20. (nr, posons si ne — 6 — 46 | P—asin 2 ? sin 22 .., 2 2 (6) SE = — — ac P'= 23 cos À cos 2 ++)
les facteurs trigonométriques que renferme le second membre de cha-
cune des formules (6) étant en nombre égal à > c'est-à-dire en nombre
égal à celui des termes qui, dans la suite (3), sont inférieurs à sn.
PEAR TT
Ma nouvelle méthode réduit le problème qu’il s'agissait de résoudre à la recherche de la plus petite entre les valeurs numériques des produits P, P'et à cette proposition, que, pour des valeurs données quelconques des arguments p, ps, ..., la plus petite entre les valeurs numériques de P ou de P’ qui correspondent aux divers termes de la progression (5) ne surpasse pas l'unité.
Outre la méthode que je viens d'indiquer, j'ai encore obtenu divers théorèmes assez curieux, dont quelques-uns se trouvent déjà énoncés dans les Mémoires que j'ai présentés dernièrement à l’Académie. L’un de ces théorèmes, que M. Lamé parait avoir rencontré de son côté, détermine, pour le cas particulier où le nombre z est 3 ou 5, la forme générale des diviseurs de l’unité. Je prouve aussi très facilement que la différence entre la ni*®e puissance d’un polynôme radical à coeflicients entiers et la somme des coefficients de ce polynôme est toujours divisible par », lorsque x est un nombre premier impair. Il en résulte immédiatement que la différence entre les puissances Aime de deux polynômes associés est divisible par 2; et cette dernière proposition comprend elle-même, comme cas particulier, un théorème énoncé par M. Lamé, relativement aux polynômes qu’il appelle conjugués directs.
Voici la démonstration très simple du théorème qui se rapporte à la rime puissance d’un polynôme radical à coefficients entiers. Supposons toujours ce polynôme déterminé par la formule (2). Si on l'élève à la 7i°me puissance, et si l’on admet que x soit un nombre premier
impair, on aura évidemment (7) [f(p)"= a+ 62 yr+...+nt+ nd(s),
Y(o) étant un nouveau polynôme radical à coeflicients entiers. D'ailleurs, en vertu d’un théorème connu, si l'on pose
et Ga HOPPER", la différence Sn —S
EXTRAIT N° 362. . 279 sera divisible par 2. En d’autres termes, on aura (8) En = S + Al,
l'étant une quantité entière. Donc, en posant, pour abréger,
l+ Y(p)=w(p), on aura
(9) [Cp =s+rw(p),
&(e) étant un polynôme radical à coefficients entiers. L'équation (9) devant subsister quand on y remplace » par l’un quelconque des termes de la suite
2 E LPO HR D re) Pre
on en conclut que, si À et # représentent deux quelconques des nombres ; PR de von la différence
LEp#)Ie— CF(e*) 1" sera divisible par ». Ainsi la différence entre la nie puissance de deux polynômes radicaux associés est toujours divisible par z, et, par conséquent, elle est divisible par (1 — p}"-".
TnéoriE DES NOMBRES. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à 1a théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermat (suite ).
C. R., T. XXIV, p. 661 (19 avril
S IV. — Sur la plus petite des factorielles qui correspondent à un polynôme radical, dans lequel chaque coeficient peut étre augmenté ou diminué arbitrairement d’une ou de plusieurs unités.
La lettre 7 représentant un nombre entier quelconque, soit
Eh Dh us Jts0, R— 4, n—1
la suite des entiers inférieurs et premiers à ». Nommons » le nombre
de ces entiers,
, . An . .
étant ceux d’entre eux qui ne surpassent pas =: Soient d’ailleurs p une
racine positive de l’équation (1) MP A,
et F(p) un polynôme radical à coefficients réels, généralement représenté par une fonction entière de p, du degré nr — 1. Enfin, nommons f(p) le reste qu’on obtient, quand du polynôme radical F(2) on retranche un autre polynôme de même espèce, mais à coefficients entiers; et supposons ce dernier polynôme tellement choisi que la factorielle @ correspondante au reste f(o) soit la plus petite possible. © sera égal ou inférieur aux diverses factorielles qui pourront correspondre au polynôme F(e), quand on y fera croître ou décroître arbitrarement chaque coefficient d’une ou de plusieurs unités. Done, si, en désignant par # l’un quelconque des nombres entiers
Dysai M st
on nomme 9, ou 0;
ce que devient la factorielle 6, lorsque, dans le polynôme f(p), on fait eroitre ou décroitre de l’unité le coefficient de p“, on aura, non seule-
ment
mais encore
et, pour établir sur des bases solides la théorie des polynômes radicaux, il suffira, d’après ce qui a été dit dans les précédents para-
graphes, de prouver que les conditions (2) et (3), quand elles se vérifient quel que soit #, entrainent la suivante :
Soient maintenant r, r,, rs, .. les modules, etp, p,, ps, ... les arguments des polynômes radicaux
f(e); f(p*), f(p?), Les polynômes f(p"—?), f(p5) f(p2} lat à
dont les modules seront éncore r, r,, rs, ..., auront pour arguments les angles — p, —p,, — ps, ...; et par suite on aura, non seulement
(5) EX on AUS RS AL mais aussi
(6) @;—=[1+2rcos(p — km) +r?][1+2r,cos(pa—akw)+ri]..., (9,—[1—2rcos(p — kw) +r?][1—2r,cos(p,— ak) +r;]..., la valeur de & étant
mn
Cela posé, concevons que les coefficients des diverses puissances de », étant d’abord nuls dans le polynôme f(o), viennent à varier, et que, par suite, les valeurs des modules
FF 5:14 lbs
varient elles-mêmes, par degrés insensibles, à partir de zéro. La valeur de @ variera en même temps que les modules r,r,, r;, ..., et ne pourra, tant que la condition (2) ou (3) sera remplie, dépasser une certaine limite supérieure. Nommons A, ou A, cette limite, qui, pour certaines valeurs de #, pourra devenir infinie. Il est clair que les formules (2) et (3), quand elles se vérifieront pour toutes les valeurs entières de #, entraineront la formule (4), si pour une ou plusieurs des valeurs de 4
on à, ou (8) Ax< I ou (9) NEA à | OEuvres de C. — S. 1, t. X. : 36
U em vesulte que, dans là théong des polynèmes radicaux, la question fondamentale sera resolue, Si l'on parvient à établie, ax moins pour RS en DK D ue pons-nous mainrtenurt de ce dernier problème.
D'abord on recomnaitre aisément que, St À, n'est pas infini, 1] sera dr maman commun de: @ et de @.. Alurs les valeurs de », 2x Me «es correspondantes à là valeur 4, de @ satisferont à l'équation (xœ) &—-e— 0.
et, de plus, vertiieront les formules (ur) dè=e æe<e pour toutes les valeurs de dr. dr. dm. ... qui remplirent La conditon
{ &æ) de, — dd.
Par suite, lorsque @ attemdra LE valeur maximum A, on aura
(ræ) RE =
Soit maintenant 4 à valeur commune des rapports que renferme l'équation (25). On aura, ex égard à Ex formule (re).
Et Mn OS g— Em) __ rÈ+r,ces(p,— «æËxœ)}) 2 L+2reusép—Em)+e | 2 + are CUS ( De — Ghm) + re ET tr
puis, en posant, pour abréger. #— & — 4, om türeca de l'équaiions (16)
E— 7 - E— ri he.
+27 CUS — mm) +7 L+ 27,08, — am +r
En vertu de: Le foemule (24) où (25). les modules 7. 7. 7. et, par suite, là différence @, — 6 deviendront fonctions de la seule incoanue +
RS Re PR UN An 1? :
M SR Re en
EE mnssemnes ms es nu au. 2 seconde Ge formes (55 eve Æbr remmpaute gr Le suvreante -
Etes es dons oncfuns @., &. dati be coupent ans Mumtéé gone de:
2 Tautre. < aise somntanemen does us era am omums cette crosse laQuers QUE À, 1 25 Dé mÉm.
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Donc là valeur de À, sera ordinairement finie, si la quantité P,, déterminée par l'équation (18), offre une valeur numérique inférieure à l'unité.
En raisonnant de la même manière, on prouve encore que la valeur de À, sera ordinairement finie, si l'unité surpasse la valeur de , déter-
minée par les deux équations
(20) Oo, =Pe,
(at) Pie die
Pa— akS.
sin
ou, ce qui revient au même, si la quantité P,,, déterminée par la formule (21), offre uné valeur numérique inférieure à l'unité.
En définitive, on prouve que la question fondamentale, relative à la théorie des polynômes radicaux, sera résolue si, pour une ou plusieurs valeurs entières du nombre #, l’un des produits P;, P, offre une valeur numérique inférieure à l'unité, quels que soient d’ailleurs les argu-
ments P, Pas Pas --., dont le nombre-est égal à . La démonstration de ce dernier théorème peut d’ailleurs se déduire de la considération
des rapports F:: P comme nous le prouverons dans un autre article. Mais, pour résoudre complètement la question principale, il n’est même pas nécessaire de recourir à la considération des produits P, et P;; on pourrait à cette considération substituer, par exemple, celle des produits P—0,8,..:8,:, P—0,8,...08,..
Si, pour fixer les idées, on suppose que z soit premier et impair, on
aura ®—(1+2r* cosnp + r*)(1+ 27% COSNpa+ ra")...
®'—(1— 2r° cosnp + r°*)(1— 2rÉ cosnps+ r£")..., et il suffira d'observer que les rapports
C. R., T. XXIV, p. 757 (5 mai
Pour résoudre certains problèmes, il est quelquefois nécessaire de déterminer, non pas le maximum ou le minimum absolu d’une fonction de plusieurs variables indépendantes, mais la plus grande ou la plus petite valeur que cette fonction peut acquérir sous des conditions données. On doit spécialement remarquer le cas où ces conditions s’expriment par des inégalités, en sorte que d’autres fonctions des
mêmes variables soient assujetties à ne pas dépasser certaines limites. Comme je l’ai observé dans mes précédents Mémoires, c’est précisément à une question de ce genre qu’on se trouve conduit dans la théorie des polynômes radicaux. Jai cherché s’il ne serait pas possible d'obtenir une méthode générale qui pût être facilement appliquée à tous les problèmes de cette nature. Celle que je vais exposer dans ce Mémoire me parait digne de fixer un moment l'attention des géomètres. |
Je me bornerai, aujourd'hui, à établir les principes généraux sur lesquels je m'’appuie et les formules qui s’en déduisent; dans un autre article, je donnerai l'application de ces formules à la théorie des polynômes radicaux.
Soient
des fonctions données de z variables æ, y, z, ..., et proposons-nous de trouver la plus grande valeur ç que puisse acquérir la fonction s quand les variables æ, y, z, ... sont assujetties à vérifier les conditions
(1) u£o, p£o, æ£0, à és
dont le nombre est inférieur ou égal à 2. Les valeurs de æ, y, z, ..., qui correspondront à la valeur ç de s, pourront, ou ne vérifier aucune des équations
(2) HU 20 Pre à À Li Aer 1 À ts à
ou vérifier une ou plusieurs de ces mêmes équätions. Dans le premier cas, ç sera un maximum absolu de s, que l’on pourra déterminer, abstraction faite des conditions (1), sauf à s'assurer plus tard que ces conditions sont remplies. Dans le second cas, ç sera un maximum conditionnel de s. Voyons maintenant comment on pourra déterminer ces divers maxima, soit absolus, soit conditionnels.
Désignons, à l’aide de la caractéristique À, des accroissements infiniment petits, simultanément attribués aux variables et aux fonctions données. Lorsque æ, y, 3, ... auront acquis des valeurs correspon-
EXTRAIT N° 363. 287 dantes à un maximum absolu de s, on aura (3) As < 0, quels que soient les accroissements infiniment petits Ax, Ay, Az, .... La formule (3) suffira, comme on le sait, pour déterminer complète-
ment les valeurs de æ, y, z, .... On devra ensuite examiner si ces valeurs satisfont aux conditions
(4) uU TO, p TO, Œm <T O,
Cherchons maintenant les maxima conditionnels de s correspondants à des valeurs de +, y, #, ... qui vérifient une seule des équations (2), par exemple l'équation
Alors on aura ; / As <o (6) | pour toutes les valeurs de Ax, Ay, Az, ..
| qui vérifieront les conditions
| Au S 0.
D'ailleurs, ces dernières formules, jointes à l’équation (5), sufliront,
comme nous l’expliquerons tout à l'heure, pour déterminer complète-
ment les valeurs de æ, y, 3, .... On devra ensuite examiner si ces valeurs satisfont aux conditions (7) P< 0, #< O0,
Cherchons encore les maxima conditionnels de s correspondants à
des valeurs de +, y, z, ... qui vérifient deux des formules (2), par exemple les équations
(8) Lo À | ds Alors on aura As < 0 Ê
pour toutes les valeurs de Ax, Ay, As, ..
qui vérifieront les conditions
Au =©0, Av=£o.
D'ailleurs, ces dernières formules, jointes aux équations (8), suffiront, comme on le verra, pour déterminer complètement les valeurs de æ, y, 3, .... On devra ensuite examiner si ces valeurs de æ, y, :,... satisfont aux conditions
On obtiendra, de la même manière, les formules qui devront être vérifiées, lorsque s acquerra un maximum conditionnel correspondant à des valeurs de æ, y, z, ..., liées entre elles par trois, quatre, cinq, ..…. des équations (2). Il ne reste plus qu’à développer les formules (3), ou (6), ou (9), ..., en considérant d’une manière spéciale le cas que l’on rencontre le plus fréquemment, savoir, le cas où s, u, pv, w, sont des fonctions continues de æ, y, z, ....
Supposons d’abord que les valeurs des variables æ, y, z, ... correspondent à un maximum absolu de s. Alors ces variables étant indépendantes entre elles, si l’on nomme & une quantité infiniment petite, on pourra supposer
Az=1idz, Ay = 1dy, Az —1tdz, ‘hs et l’on aura As— tds + ds +...
Cela posé, la formule (1) donnera
ds + sÉs+...<o,
quel que soit le signe de 1, et, par conséquent,
(11) ds —0, eue 0,
quels que soient dx, dy, dz, .... Comme on aura d’ailleurs ds =D,s dx + D,s dy + Ds ds +...,
la première des formules (11) donnera
(12) Dit, D;,s=0, Dis 0,
EXTRAIT N° 363. 289 Si les valeurs de æ, y, z, ..., tirées de ces dernières équations, faisaient évanouir ds, il faudrait, comme l’on sait, recourir à la considération des différentielles de s, d’un ordre supérieur au second. Supposons, en second lieu, que les valeurs de æ, y, =, ... correspondent à un maximum conditionnel de s, pour lequel se vérifie la formule (5). Alors æ pourra être considéré comme fonction de y, 3, ...; et si, en désignant par & une quantité infiniment petite, on
pose Ày = 1tdy, Az —tds, Pre
on aura
Ar =idr+-x+...,
As =—1d$ + 3; Ps Hs L°
Au =idu + su +...
Alors aussi les formules (6) donneront, d’une part, .(13) , dr 0, so
pour toutes les valeurs de dx, dy, ds, ... propres à vérifier la condi-
tion (14) du == 0;
et, d'autre part,
(19) tds Lo
pour toutes les valeurs de dr, dy, dz, ... propres à vérifier la condition
(16) t du < 0.
Si l'on combine par voie d'addition la première des formules (13) avec la formule (14) multipliée par un facteur indéterminé À, on trouvera
(17) ds + À du —0o OEuvres de C.— S.I,t.X. 37
ou, ce qui revient au même, (Drs+ÀD;u) dx +(D,;s+2D,u)dy +...—=0o.
Or, en choisissant le facteur À de manière à faire disparaitre, dans la dernière formule, le coefficient de dx, on obtiendra une équation qui devra subsister, quels que soient dy, dz, .... On aura donc alors
(18) D,s + AD, u = 0, D,s+ÀD,u—o,
Ces dernières formules, jointes à l'équation (5), détermineront complètementæ, y, 3, ... et À. D'ailleurs, æ, y, 3, ..., À étant ainsi déterminés, l'équation (17) subsistera, non plus seulement pour les valeurs particulières de dx, dy, dz,..., qui vérifieront la condition (14), mais pour toutes les valeurs possibles de dx, dy, dz, .... Donc alors la formule (15) sera réduite à — Lu du<o;
et cette dernière condition, devant être vérifiée pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, ... qui satisferont à l'équation (14), donnera
Ilest bon d'observer que, dans la seconde des formules (13), on peut, eu égard aux formules (14) et (19), supposer la valeur de ds déter-
minée par l'équation
+ { ds—(Dis+A1Diu)dz?+ (Dis +2 Diu) dy? +...
+2(D,D,s+2D,D,u)dx dy +....
Donc, non seulement on peut remplacer la seconde des formules (13)
par la suivante
(21) ds+Àdu<o,
que l’on en déduit immédiatement, eu égard à équation (14); mais, de plus, le premier membre de léquation (21) se réduit à une fonction homogène de dx, dy, dz, ..., savoir, à celle avec laquelle il coincide dans le cas où les variables æ, y, z, ... deviennent indépendantes
les unes des autres.
EXTRAIT N° 363. 291 Supposons, en troisième lieu, que les valeurs de æ, y, 3, ... correspondent à un minimum conditionnel de s pour lequel se vérifient les
formules (8). Alors æ, y pourront être considérés comme fonctions
de 3, .... Alors aussi les formules (9) donneront, d'une part,
(22) M0, ds <o
pour toutes les valeurs de dx, dy, ds, propres à vérifier les condi- Lions
(23) dé — "0, dv = 0,
et, d’autre part,
(24) tds Lo
pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, ... propres à vérifier les conditions
(29) du < 0, t de < 0,
l’un des signes << pouvant être ici remplacé par le signe —. Cela
posé, en raisonnant comme ci-dessus, on déduira aisément des formules précédentes, non seulement l'équation
(26) ds + À du + pds — 0,
à laquelle on pourra satisfaire, quels que soient dx, dy, dz, ..., si l’on choisit convenablement les facteurs indéterminés À, &, mais
encore, en supposant les facteurs À, & choisis comme on vient de le
dire, (27) D,s+AD;u+pD;v —o, D,s+A1D,u+pD,e—o, Ke (28) * À <e, Hi D.
Ajoutons qu’à la seconde des formules (22) on pourra substituer la suivante (29) ds + d'u + pdv Lo,
dont le premier membre se réduira, en vertu des formules (23), à une fonction homogène de dx, dy, dz, ....
On obtiendra, de la même manière, les formules correspondantes à un maximum conditionnel de s pour lequel se vérifieront trois, quatre, cinq, ... des équations (2).
Le cas où s doit être un minimum peut être ramené à celui que nous venons de traiter, par la simple substitution de — s à s. Il est clair, en effet, que, si s devient un minimum, — $ deviendra un maximum, et réciproquement.
Lorsqu'on applique les principes ici établis au problème traité dans la séance du 19avril, on arrive aux conclusions déjà énoncées, que la condition (8) ou (9) de la page 28r est remplie pour toute valeur finie de A4 ou de À;. Mais on reconnaît en même temps que, pour obtenir la solution complète du problème, il est nécessaire de joindre à la considération des deux maxima A3, A, celle du maximum commun des trois factorielles O, 0;, 6;. C’est là, au reste, un point sur
lequel je me propose de revenir prochainement.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les lLeux analytiques.
C. R., T. XXIV, p. 885 (24 mai
Considérons plusieurs variables æ, y, 3, ... et diverses fonctions explicites u, », w, ... de ces mêmes variables. A chaque système de valeurs des variables æ, y, z, ... correspondra généralement une valeur déterminée de chacune des fonctions &w, #, æ, .... Si d’ailleurs les variables æ, y, =, ... sont au nombre de deux ou trois seulement, elles pourront être censées représenter les coordonnées rectangulaires d'un point situé dans un plan ou dans l’espace, et par suite chaque système de valeurs des variables pourra être censé correspondre à un point déterminé. Enfin, si les variables æ, y, ou æ, y, z, sont assujetties à certaines conditions représentées par certaines inégalités, les divers systèmes de valeurs de x, y, 3, pour lesquels ces conditions
seront remplies, correspondront à divers points d’un certain lieu; et les lignes ou les surfaces qui limiteront ce lieu dans le plan dont il s’agit, ou dans l’espace, seront représentées par les équations dans lesquelles se transforment les inégalités données quand on y remplace le signe << ou > par le signe —.
Concevons maintenant que le nombre des variables æ, y, =, devienne supérieur à trois. Alors chaque système des valeurs de x, y, =, .… déterminera ce que nous appellerons un point analytique, dont ces variables seront les coordonnées, et, à ce point, répondra une certaine valeur de chaque fonction de +, y, :, .... De plus, si les diverses variables sont assujetties à diverses conditions représentées par des inégalités, les systèmes des valeurs de æ, y, z, ..., pour lesquels ces conditions seront remplies, correspondront à divers points analytiques dont l’ensemble formera ce que nous appellerons un leu analytique. Ce lieu sera d’ailleurs limité par des enveloppes analytiques dont les équations seront celles auxquelles se réduisent les inégalités données quand on y remplace le signe < ou > par le signe —.
Nous appellerons encore droite analytique un système de points analytiques dont les diverses coordonnées s’exprimeront à l’aide de fonctions linéaires données de l’une d’entre elles. Enfin, la distance de deux points analytiques sera la racine carrée de la somme des carrés des différences entre les coordonnées correspondantes de ces deux points.
La considération des points et des lieux analytiques fournit Île moyen d’éclaircir un grand nombre de questions délicates, et spécialement celles qui se rapportent à la théorie des polynômes radicaux. Elle confirme et laisse subsister, non seulement les formules et propositions établies dans les Mémoires que j'ai présentés en 1530, et qui ont été publiés, soit dans le Bulletin de M. de Férussac, soit dans le Recueil des Mémoires de l’Académie, mais encore les formules et propositions que renferme mon Mémoire du 15 mars de cette année, sur les racines des équations algébriques à coefficients entiers, et même celles que contient le Mémoire présenté dans la séance du
22 mars et dans les suivantes, et relatif à la théorie des polynômes radicaux, sauf toutefois quelques modifications que je vais indiquer. Soit p une racine primitive de l'équation
ETS
soit, de plus, f(p) un polynôme radical et à coefficients réels, représenté par une fonction linéaire des diverses puissances de 9. La méthode du plus grand commun diviseur de deux polynômes radicaux à coellicients entiers et, par suite, la théorie des polynômes radicaux, pourront être complètement établies pour une valeur donnée du nombre 2, s'il est prouvé que le polynôme f(:) peut toujours être décomposé en deux parties, dont l’une soit un polynôme radical à coefficients entiers, et dont l’autre corresponde à une factorielle © plus petite que l'unité, les coefficients demeurant finis. I y a plus : quand il s'agira de fonder la méthode et la théorie en question, on pourra, conformément à l'observation que j'ai faite dans la séance du 5 avril, prendre pour ©, non plus la factorielle, mais le module même du polynôme f(£), et substituer partout ce module à la factorielle que © représentait auparavant; en conséquence, il suffira de prouver que le polynôme f(2) peut toujours être décomposé en deux parties, dont l’une soit un polynôme radical à coefficients entiers, et dont l’autre offre un module inférieur à l'unité, les coefficients demeurant finis.
Or, en premier lieu, il résulte des principes exposés dans les divers paragraphes de mon dernier Mémoire, et spécialement dans le $ IH, page 256, que la décomposition dont il s’agit pourra être effectuée pour un polynôme radical composé de trois ou quatre termes au plus. Pour des polynômes radicaux composés d’un nombre quelconque de termes, la même décomposition a été réduite à la solution d’un problème de maximum ou de minimum. Mais cette réduction suppose (page 256) que, parmi les diverses valeurs que peut acquérir @ quand on fait croitre ou décroître d’une ou de plusieurs unités les coeflicients renfermés dans le polynôme f(2), il y en a une inférieure à
toutes les autres, et produite par des valeurs finies de ces coefficlents. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si, » étant égal à 3, le polynôme f(2) se réduit, comme on peut alors le supposer, à un binôme de la forme « + 6e. C'est ce qui aura encore lieu toutes les fois que @ deviendra infiniment grand pour des valeurs infinies des coefficients renfermés dans le polynôme f(2). Mais on conçoit que cette dernière condition pourrait n'être pas remplie, et alors la solution du second problème n’entrainerait pas nécessairement la solution du premier. |
Comme je le montrerai dans un prochain article, la considération des lieux analytiques est éminemment propre à guider le calculateur au milieu des difficultés que je viens de signaler.
Dans la dernière séance, M. Liouville à parlé de travaux de M. Kummer, relatifs aux polynômes complexes. Le peu qu’il en a dit me persuade que les conclusions auxquelles M. Kummer est arrivé sont, au moins en partie, celles auxquelles je me trouve conduit moi-même par les considérations précédentes. Si M. Kummer a fait faire à la question quelques pas de plus, si même il était parvenu à lever tous les obstacles, j'applaudirais Le premier au succès de ses efforts; car ce que nous devons surtout désirer, c’est que les travaux de tous les amis de la Science concourent à faire connaitre et à propager la vérité.
THÉORIE DES NOMBRES. — Sur la décomposition d'un polynôme radical à coefficients réels en deux parties, dont la première est un polynôme radical à coefficients entiers, et dont la seconde offre un module plus petit que l'unité.
C. R., T. XXIV, p. 996 (7 juin
Des propositions diverses, relatives à la théorie des nombres, peuvent se déduire du théorème fondamental que renferme mon
Mémoire du 15 mars dernier, et qui s’y trouve énoncé dans les
termes suivants :
Tuéorème. — Supposons que, X élant une fonction entière de x à coef-
ficients entiers, l'équation AE O
soit trréductible; si une seule racine x de cette équation vérifie une autre
équation algébrique, et à coefficients entiers, p(æ)—0,
alors la fonction 5(x) sera divisible algébriquement par la fonction X. Donc, si, dans cette dernière, le coefficient de la plus haute puissance
de x se réduit à l'unité, on aura o(x) = (x), (x) désignant encore une fonction entière de x, à coefficients entiers.
Ce théorème conduit surtout à des résultats dignes de remarque,
dans le cas où les racines de l'équation ES 0 peuvent être exprimées par des fonctions entières Lis Las
d’une première racine æ. Alors, en effet, si l’on prend pour (x) le
produit de fonctions entières et semblables des diverses racines, et si les diverses fonctions sont à coefficients entiers, le produit 7(x), quand on prendra pour æ la racine en question, se trouvera réduit à un nombre entier Z, et par suite la différence
xtæi— 1
sera divisible algébriquement par X. Done, par suite, si l’on attribue à æ une valeur entière qui rende X divisible par Z, le produit y(x) sera lui-même divisible par Z.
Supposons maintenant que l’on désigne par y une fonction entière des diverses racines +, æ,, æ,, ..., et soient
Mars Vin:
les valeurs distinctes que peut prendre y en vertu d’échanges opérés entre les racines dont il s’agit. Alors les termes de la suite
rs V1 V2
seront les diverses racines d’une équation nouvelle, et rien n’empéchera de prendre pour y(æ) le produit de fonctions semblables des divers termes de cette nouvelle suite. Alors aussi on obtiendra encore des propositions analogues à celles que je viens d’énoncer.
Ces diverses propositions, et les conséquences qui s’en déduisent, comprennent, comme cas particuliers, ainsi qu'on le verra dans mon Mémoire, celles qui se rapportent à la théorie des polynômes radicaux, et spécialement celles que renferme un beau Mémoire de M. Kummer, présenté à l’Académie par notre confrère M. Liouville, dans une des précédentes séances.
Parmi les théorèmes auxquels je suis parvenu, et qui sont relatifs à la théorie des équations binômes, je citerai les suivants :
Soient z un nombre premier impair, / un nombre entier quelconque, et g, . deux facteurs entiers dont le produit soit égal à n— 1, en sorte qu’on ait
n—1—=gh.
OEuvres de C. — S.\,t. X. 33
Soient, de plus, o une racine primitive de l’équation
ee | 21,
r une racine primitive de l’équivalence
(2) aM= 1 (mod. 7),
et s une racine primitive de l’équivalence
(3) dal = 1] (mod. »).
Enfin, supposons qu'après avoir partagé les racines imaginaires de l'équation (1) en À périodes, dont chacune comprenne g racines
diverses, on nomme Pos x Pis rit Ph-1
les À sommes dont chacune est formée avec les racines comprises dans une même période, en sorte qu’on ait
(4) Gi ps' mn EE à at RAT pee it et posons (5) ALT (æ — ps) (æ sus te Ë Ce ER FR ee à
Si l’on représente par f(2) le polynôme radical et du degré x — 1, auquel on peut réduire une fonction entière des sommes
Pos ‘Pis +++s Ph-1 la différence f(x) — f(p)
sera divisible algébriquement par la fonction X,, et la différence f(æ) — f(p") par la fonction X;,.
De plus, si l’on représente par 7, ce que devient p, quand on remplace » par r dans le second membre de la formule (2), les divers termes de la suite
EN RS EE
représenteront À racines distinctes de l’équivalence
(6) A,=1 (mod. 7),
et le produit (7) LC) — fp)1L EG) — f(p5)]. CG) — fps")
sera divisible par Z.
IL est bon d’observer que, dans le cas où / est un nombre composé, en sorte qu’on ait Fe p\qb, Er p, g, .… étant des nombres premiers, et À, w, ... des nombres entiers, ‘les racines de l’équivalence (2) sont en nombre égal à
mn AP
m étant le nombre des facteurs premiers p, g, .... Mais, parmi ces racines se trouvent des racines primitives, dont chacune doit être élevée au moins à la ni" puissance, quand on veut la transformer en une puissance équivalente à l’unité suivant le module 2. Ajoutons que, si l’on nomme r une de ces racines primitives, les divers termes de la suite MAR CRE see F9
représenteront » racines distinctes de l’équivalence (2).
Dans un autre article, je reviendrai sur ce sujet, et je comparerai les résultats auxquels je suis conduit, dans la théorie des polynômes radicaux, avec ceux qu’a obtenus M. Kummer.
THÉORIE DES NOMBRES. — Sur la décomposition d'un nombre entier
en facteurs radicaux.
ROSE
et supposons le nombre entier x% décomposé d’une manière quelconque en facteurs radicaux, en sorte qu’on ait
o(2), 7(e), Ÿ(e), ..., me) étant des polynômes radicaux à coefficlients entiers. Si parmi ces polynômes plusieurs se réduisaient à des diviseurs de l’unité, c’est-à-dire à des polynômes auxquels correspondrait la factorielle r, leur produit serait encore un diviseur de l'unité; et, par conséquent, on pourra toujours admettre que; parmi les divers facteurs compris dans le second membre de la formule, un seul, 5(2), est diviseur de l'unité. On pourrait même, si l’on voulait, se débarrasser entièrement de ce facteur, en le réunissant à l’un des autres par voie de multiplication.
Soient maintenant les nombres entiers qui représentent les facteurs premiers et distincts
de », en sorte qu’on ait (3) {Rae a% bé cY,
les exposants «&, 6, y, ... étant eux-mêmes entiers; et posons
pi (Les 1) (om 1) (ss 1) de (on 1) PE (ee 1) (ae) (2e 1) La (as 1) ;
Les racines primitives de l'équation (1) pourront être représentées
ns = sr
par les divers termes de la suite (5) ; p, F, p?, pe pe “te rm et seront précisément les 2 racines de l'équation irréductible
(6) Fe Pa
Cela posé, concevons que la lettre caractéristique N, placée devant un polynôme radical à coefficients entiers, indique le nombre entier qui : représente la factorielle correspondante à ce même polynôme, en sorte qu’on ait généralement
(7) No(p)=oœ(p) p(pt)o(pt)...o(p-t)p(pT+)p(p"t).
Comme l'équation (2) continuera de subsister, quand on y remplacera la racine primitive 9 par l’un quelconque des #7 termes de la série (b), on tirera de cette équation
(8) M"—No(p) Nyx(p) NY(o)...Næ(p).
De plus, &(9) étant le seul diviseur de l’unité compris dans le second membre de la formule (2), on aura ,
(9) Næ(p)=1,
tandis que les factorielles No(p);, Nx(p) NY(p),
représenteront des nombres entiers distincts de l’unité, dont le produit, en vertu de la formule (8), devra être égal à x”. Si d’ailleurs on nomme
Fr les entiers qui représentent des facteurs premiers et distincts de x, en sorte qu’on ait
(10) I — pt...
la formule (8) donnera définitivement (11) pique... —No(o) Ny(o) Nb(o)...;
et comme chacune des factorielles comprises dans le second membre de cette dernière équation sera un nombre entier distinct de l'unité, il est clair que le nombre de ces factorielles, ou, ce qui revient au même, le nombre des facteurs de % qui ne divisent pas l'unité ne
pourra surpasser le nombre total des facteurs du produit p”q1"..., c’est-à-dire le nombre (Â+p+...)m.
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
Taéorème |. — Supposons un nombre entier quelconque X décompose d'une manière quelconque en facteurs radicaux. Ceux de ces facteurs qui ne seront pas diviseurs de l'unité seront en nombre inférieur ou tout au plus égal au nombre total des facteurs entiers et premiers de X", ou, ce qui revient au même, au produit du nombre total des facteurs premiers
de X par le nombre m des entiers inférieurs et premiers à n.
Corollaire. — 1 suit évidemment du théorème I que, si l'on parvient à décomposer un nombre premier en facteurs radicaux, puis ces facteurs en d’autres de même forme, et ainsi de suite, on arrivera bientôt à des facteurs radicaux premiers, un /acteur premier étant celui qui ne peut se décomposer en deux autres dont aucun ne soit diviseur de l’unité.
Revenons maintenant à l'équation (2). En vertu d’un théorème fondamental énoncé dans la séance du 15 mars (vor le théorème HI de la page 233), cette équation entraînera la suivante
f(æ) étant une fonction entière de æ à coefficients entiers. D'autre part, si les nombres » et x sont tels qu’on puisse satisfaire à l’équivalence
(13) x" —1=0 (mod. % ),
toute racine primitive r de cette équivalence vérifiera certainement la formule
(14) À = 0 (mod. XX),
ainsi qu’on peut le conclure de l'équation (4). Donc alors la formule (12) donnera
(1) p(r)y(r)Ÿ(r)...m(r)=0o (mod. XX).
EXTRAIT N° 367. 303 Mais, d’autre part, l'équation (7), que l’on peut écrire comme il suit No(p)=o(p)g(2)...@(p"-4)p(p"""), entraînera la formule
(16) No(p)—p(x)o(xt)... px) oe(xrt) + Æ f(x),
{(x) étant encore une fonction entière de æ à coefficients entiers. Donc, en remplaçant x par r, et ayant égard à l’équivalence (14), on trouvera
(17) No(p)=g(r)o(rt)...e(ret) pret);
puis, en substituant &(£2) à &(p), et ayant égard à l'équation (9), on obtiendra la formule
(18) 1=Æ o(r)æ(rt)... mr“) m(r"-1) (mod. X),
en vertu de laquelle les nombres X et &(r) seront nécessairement premiers entre eux. Done la formule (15) donnera simplement
(19) o(r)x(r)Ÿ(r)...=0 (mod. XX), et l’on pourra énoncer la proposition suivante :
Taéorème 1. — Supposons le nombre X décompose en facteurs radi-
caux formes avec la racine primitive à de l'équation PES k,
et la décomposition effectuée, comme on peut toujours l’admettre, de marière que parmi ces facteurs radicaux, l’un, au plus, divise l'unité. Si
l’on nomme
les facteurs de R qu ne divisent pas l'unité; st d'ailleurs les nombres n, x sont tels, que l’on puisse satisfaire par des valeurs entières de x à
l’équivalence a = 1 (mod. 1),
toute racine primitive r de cette équivalence rendra le produit
o(r)x(r)d(r)... divisible par R.
Corollaire. — Si x se réduit à un nombre premier p, la formule (19) entrainera l’une des suivantes :
(20) o(r)=0, x(r)=0, V(r)=0, Rte (mod. p).
Les propositions et formules précédentes fournissent immédiatement, quand » est réduit à un nombre premier impair, plusieurs des résultats auxquels est parvenu M. Kummer.
Lorsqu'en supposant » premier et impair, on pose, dans la formule (16), |
la fonction
se réduit précisément au nombre », et, par suite, la formule (16) donne
(21) No(p)=[o(:)]"-! (mod. »).
Cette dernière équivalence, étant combinée avec un théorème connu
de Fermat, entraîne, ainsi que M. Kummer l’a remarqué, la proposition suivante :
Tnéorème TT. — Lorsque n est un nombre premier impair, la factorielle correspondante au polynôme radical o(») est équivalente à l'unité, suivant le module n, excepté dans le cas où @(1) est divisible par n, et,
dans ce dernier cas, elle devient divisible elle-même par n.
Observons encore que, si 2 est un nombre premier et impair, l'équation (7) pourra être présentée, non seulement sous la forme
(22) No(p)=o@(p)o(p?)...p(p"-1), mais encore sous la forme
(23) Np(p)=oœ(p)e(ps)p(p").:.0(p"*),
s étant une racine primitive de l’équivalence (24) æ"-l=1 (mod. n ).
Soient, dans cette même hypothèse, g, À deux entiers liés entre eux par l’équation
n—1= gh,
et posons
(25) D(p)=g(p) op") pp")... pp").
L'équation (23) donnera |
(26) No(o)=D(p)D(ps)...D(p"").
Ajoutons que, si les deux premiers des facteurs renfermés dans le second membre de la formule (25) deviennent égaux, tous ces facteurs seront égaux les uns aux autres, et que, par suite, 9(p) sera une fonction symétrique de
Alors aussi les formules (25), (26) donneront
(28) No(p)=[o(p)g(ps)...o(p"")I6,
et le produit ; o(p)p(p*)...p(p"")
sera réduit à un nombre entier. Il y a plus : on reconnaitra facilement
que si, dans la suite p(p} pCp?}, -.., p(p#),
plusieurs termes deviennent égaux, ces termes sont de la forme de ceux que comprend le second membre de la formule (25), et l'on en conclura immédiatement, avec M. Kummer, que la factorielle N 5(b) prendra la forme indiquée par l'équation (28). Supposons maintenant que p soit un nombre premier de la forme OEuvres de C.— S.1,t.X. | 39
næ + 1. Soit encore Ü une racine primitive de l'équation (29) =,
tune racine primitive de l’équivalence
(30) aPl=i (mod.p);
et, en désignant par #, /, ... des nombres entiers quelconques, prenons
(31) 0, — 0 + péOt+ pkOP +... + pink BE,
On aura (voir les Mémoires insérés dans le Bulletin de M. de Férussac, de 1829, et dans le Tome XVII des Mémoires de l’Académie des
Sciences ), (32) 0% 0, — Rx,1 0er Rx, étant un polynôme radical à coefficients entiers; et, si l’on pose
Rij= f(p), on aura encore
pourvu que les entiers #, let Æ + [ soient premiers à ». Or, en vertu de la formule (33), tout nombre premier de la forme 2x + 1 sera décomposable en facteurs radicaux. Mais on doit observer que, dans la formule (33), f(b), f(o7') ne seront pas généralement des facteurs premiers de p. Dans tous les cas, si l’on décompose chaque facteur non premier de p en facteurs nouveaux, et si l’on pousse la décomposition aussi loin que possible, on finira par obtenir des facteurs premiers de p. Soit o(9) un de ces facteurs premiers, en sorte que l’on ait
(34) p—=(Pp)x(p),
4. (e) étant un nouveau polynôme à coefficients entiers. L’équation (34) continuera de subsister, quand on y remplacera p par l’un quelconque
des termes de la suite Di Pa Ds PT
Donc p aura pour facteur premier l’un quelconque des termes de la suite pe), Cp), -.., (pet);
et, comme on tirera de la formule (34 ), (35) P'=Ne(p)}Nx(p),
No(p) ne pourra être qu’un diviseur de p“-', c’est-à-dire p ou une puissance de p. En désignant par p” cette puissance, on aura
(36) Pr=Nœ(p)p(p?)...o(p"-1).
Au reste, si le nombre 2 est tel, que les théorèmes relatifs à la décomposition des nombres entiers en facteurs premiers subsistent, quand on substitue des facteurs entiers aux facteurs radicaux, alors, en raisonnant comme dans un précédent Mémoire (vor la séance du 5 avril, page 272), on prouvera : 1° que les facteurs
o(p), o(p?), dass p(p#-1)
seront premiers entre eux ; 2° que leur produit ou la factorielle N o() divisera le nombre p dont elle ne pourra différer. Donc alors le nombre À devra se réduire à l’unité dans la formule (36) qui coineidera elle-même avec la formule (18) de la page 272, en sorte qu’on trouvera
(37) P=No(p)}=o(p)o(p?)...œ(p"""t).
Alors aussi (voir la séance du 22 mars dernier, page 252), on aura nécessairement
(38) &p—= A?—(—1) ? BE,
4, B étant deux nombres entiers. Mais il n’est pas toujours possible
de choisir 4, 8 de manière à vérifier cette dernière équation. Si, pour fixer les idées, on prenait » — 23, p — 47, l'équation (38) donnerait
et ne pourrait se vérifier que pour des valeurs de Z? positives et inférieures à
par conséquent pour des valeurs de 2 positives et inférieures à 3. Or, comme en attribuant successivement à Z les valeurs r et 2, on obtient pour valeurs correspondantes de la différence
les deux nombres 165, 96, dont aucun n’est un carré parfait, nous devons conclure, avec M. Kummer, que les théorèmes relatifs à la décomposition des nombres entiers en facteurs premiers ne s'appliquent pas aux polynômes radicaux, pour des valeurs quelconques de », et cessent, par exemple, d’être applicables, quand on suppose r — 23.
Il reste à examiner ce que devient la formule (36) quand elle ne se réduit pas à la formule (37), et à montrer le parti qu’on peut tirer alors des principes établis dans la précédente séance. C’est ce que nous verrons dans un autre article.
THÉORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur les facteurs modulaires
des fonctions entières d'une ou de plusieurs variables.
C. R.,T. XXIV, p. 1117 (28 juin
Les formules que l’on désigne en Algèbre sous le nom d'équations se trouvent remplacées, dans la théorie des nombres, par ce qu’on a nommé des équivalences où des congruences relatives à un module donné. On sait que le nombre des racines réelles d’une équation ne peut surpasser son degré, et l’on peut en dire autant du nombre des racines réelles d’une équivalence, lorsque le module est un nombre premier. On sait encore que le premier membre d’une équation algé-
brique à coefficients réels est toujours décomposable en facteurs réels du premier ou du second degré, dans le cas même où cette équation n'offre pas de racines réelles, et que cette décomposition, quand le nombre des facteurs est le plus grand possible, ne peut s’effectuer que d’une seule manière. Il importait de voir s’il existait des propositions analogues pour les premiers membres des équivalences algébriques, dont, jusqu’à ce jour, on a cessé généralement de s'occuper, quand leurs racines réelles venaient à disparaitre. Telle est la question que j'ai voulu approfondir, et que je suis effectivement parvenu. à résoudre, comme on le verra dans le présent Mémoire. Je me bornerai, dans cet article, à indiquer sommairement les principaux résultats de mes recherches, le Mémoire devant être prochainement publié dans mes Exercices d'Analyse et de Physique mathématique.
Soient æ, y, 3, ... diverses variables et 2 un module entier quel- _conque. Deux fonctions entières de æ, y, x, ..…, à coefficients entiers, seront dites équivalentes entre elles, suivant le module n, lorsque, pour des valeurs entières quelconques de æ, y, 3, ..., la différence de ces deux fonctions sera divisible par 2. Lorsqu'une fonction sera équivalente au produit de plusieurs autres, chacune de ces dernières sera ce que j'appellerai un diviseur ou facteur modulaire de la première. Un facteur modulaire sera irréductible lorsqu'il ne pourra être décomposé en facteurs du même genre. Considérons en particulier une fonction f(x) de la seule variable >, cette fonction étant toujours entière et à coefficients entiers. Si le module » est un nombre premier, alors, d’après un théorème connu de Fermat, on aura pour une valeur entière quelconque de +,
(1) TU= x (mod. »); ef, par suite, dans une équivalence de la forme (2) fl) =0;
le degré du premier membre pourra toujours être abaissé au-dessous de ». Cet abaissement étant effectué, le nombre des racines réelles de l'équivalence (2) ne pourra surpasser le degré de cette équivalence.
Done l’équivalence ne pourra subsister pour une valeur entière quelconque de +, et une fonction f(æ), d’un degré inférieur à », ne pourra être équivalente à zéro, qu'autant que chacun des coefficients compris dans f(æ) sera équivalent à zéro, c’est-à-dire divisible par z.
Si le module z cesse d’être un nombre premier, en sorte qu'on ait
REPOS
p, g, .….. désignant les facteurs premiers de 2; si d’ailleurs on nomme
N l'indicateur maximum correspondant au module x, tout nombre entier æ premier à = vérifiera la formule
(4) zVss 1 (mod. »).
Par suite, si l’on nomme w le plus grand des exposants À, &, ..., un nombre entier quelconque x vérifiera la formule
(5) 7 (mod. n»).
Donc alors, dans l’équivalence (2), le degré de f(x) pourra toujours être abaissé au-dessous de la limite N + w, qui, elle-même, est inférieure au module 2.
Revenons maintenant au cas où le module x est un nombre premier, le degré de f(æ) étant, comme on peut le supposer, inférieur à ». Alors, en s’aidant de quelques formules établies dans le premier Volume des Exercices de Mathématiques, page 160 (‘}, on arrive aux
propositions suivantes :
Tuéorème [. — Le module n étant un nombre premier, une fonction de f(x) à coefficients entiers ne peut être décomposce que d’une seule manière en facteurs modulaires irréductibles, dans chacun desquels le coefficient
de la plus haute puissance de x peut étre supposé réduit à l'unité.
Tuéorème Il. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, concevons que la fonction f(x) soit équivalente au produit de
plusieurs facteurs modulaires o(æx), {(æx), L(æx), ..., en sorte qu'on ait
(6) f(æ)= o(x)x(x) L(x)... (mod.n).
(1) Œuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 202.
Si l’on désigne par (x) un facteur modulaire irréductible, ce dernier
ne pourra diviser f(x) sans diviser l’un des facteurs o(x), y(x),
TuéorÈèME III. — Les mémes choses etant posées que dans les théorèmes
précédents, nommons %, 6, Ÿ»
les racines réelles ou imaginaires de l'équation algébrique (7) (x) —0,
qu on obtient en égalant à zéro le facteur modulaire et irréductible, represente par le facteur 5(x). La fonction f(x) sera ou ne sera pas divisible
par 5(x), suivant que la condition (8) f(æ)f(8)f(y)...=0 (mod.n) sera ou ne sera pas salisfaile.
THÉORÈME IV. — Tout commun diviseur modulaire de deux fonctions entières f(x), F(x) divise nécessairement leur plus grand commun divi-
SeEur.
Pour montrer une application de ces principes, supposons 2 — 19, et
Puisque, en prenant pour + un nombre entier quelconque, on aura
æ— x =0o (mod. p),
et que le plus grand commun diviseur modulaire des deux binômes ti — x, xS—1
sera le plus grand commun diviseur algébrique æ — 1, l'équivalence
æ—1=0 n'aura qu’une seule racine réelle, savoir, l'unité; et la fonction
di—i=(æ—i)(t + a+ a+ x +1)
n'aura qu’un seul diviseur linéaire du premier degré, savoir æ — 1. Donc, en vertu du théorème I, le facteur modulaire
DH DH D
sera ou un facteur irréductible, ou le produit de deux facteurs irréductibles du second degré. Cette dernière hypothèse est la véritable : on à, en effet,
at + a+ a+ x += (2 — 4x +1) (2 + 5% +1) +19x et, par conséquent,
a+ a+ a+ x+i=(ax 4x +i)(a?+5x+i) (mod. 19).
ANALYSE ALGÉBRIQUE. — Memoire sur une nouvelle théorie des imaginaires,
et sur les racines symboliques des équations et des équivalences.
C.R., T. XXIV, p. 1120 (28 juin
Préliminaires.
Les géomètres, surtout ceux qui s’efforcent de contribuer aux progrès des Sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de parler une langue .qui n’a pas toujours l'avantage de pouvoir être facilement comprise, et de fonder des théories sur des principes qui manquent de clarté. Si une théorie pouvait encourir ce reproche, c'était assurément la théorie des imaginaires, telle qu’elle était géné- ‘ralement enseignée dans les Traités d’Algèbre. C’est pour ce motif qu’elle avait spécialement fixé mon attention dans l’Ouvrage que j'ai publié, en 1821, sous le titre d'Analyse algébrique, et qui avait précisément pour but de donner aux méthodes toute la rigueur que l’on exige en Géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées de la généralité de l’Algèbre. Pour remédier à l'inconvénient signalé,
j'avais considéré les équations imaginaires comme des formules sym-
boliques, c’est-à-dire comme des formules qui, prises à la lettre et interprétées d’après les conventions généralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire des résultats exacts en modifiant et altérant, selon des règles fixes, ou ces formules, ou les symboles qu’elles renferment. Cela posé, il n'y avait plus nulle nécessité de se mettre l'esprit à la torture pour chercher à découvrir ce que pouvait représenter le signe symbolique ÿ— 1, auquel les géomètres allemands substituent la lettre r. Ce signe ou cette lettre était, si je puis ainsi m’exprimer, un outil, un instrument de calcul dont l'introduction dans les formules permettait d'arriver plus rapidement à la solution très réelle de questions que lon avait posées. Mais il est évident que la théorie des imaginaires deviendrait beaucoup plus claire encore et beaucoup plus facile à saisir, qu’elle pourrait être mise à la portée de toutes les intelligences, si l’on parvenait à réduire les expressions imaginaires, et la lettre : elle-même, à n'être plus que des quantités réelles, Quoiqu'une telle réduction parût invraisemblable et même impossible au premier abord, j'ai néanmoins essayé de résoudre ce singulier problème, et, après quelques tentatives, j'ai été assez heureux pour réussir. Le principe sur lequel je m’appuie semble d'autant plus digne d’attention qu'il peut être appliqué même à la théorie des nombres, dans laquelle il conduit à des résultats qui méritent d’être remarqués. Entrons maintenant dans quelques détails.
S LE — Sur les équations symboliques et sur leurs racines.
Application à la théorie des imaginaires.
Les deux lettres /, m» désignant deux nombres entiers, les notations admises par les géomètres offrent plusieurs moyens d’exprimer que ces deux nombres, divisés par un troisième », fournissent le même reste, ou, en d’autres termes, que / est équiwalent à m suivant le module n. Ainsi, en particulier, on peut écrire, avec M. Gauss,
(1) l= m (mod. 7). Œuvres de C: —S.I,t.xX., 40
Pareillement, étant donnés deux polynômes 4(x), y(æx) dont chacun soit une fonction entière de la variable æ, si l’on veut exprimer que ces deux polynômes fournissent le même reste, quand on les divise -algébriquement par un troisième (x), ou, en d’autres termes, que 2(æ) est équivalent à y(æ) suivant le module 5(x), on pourra écrire, comme on l’a déjà fait (vorr le Mémoire de M. Kummer inséré dans le Journal de M. Crelle, XXX° Volume, 2° Cahier),
(2) p(xr)=Yy(x) [mod.w(x)].
Mais il est clair que, à l'équivalence (2), on pourrait substituer l’équa-
tion
(3) Ro(z)=R}z(x),
si l’on désignait à l’aide de la lettre caractéristique R, placée devant une fonction entière de x, le reste qu’on obtient quand on divise cette fonction par (x). Alérs aussi, en nommant f(x) une fonction entière divisible exactement par 5(x), on aurait
(4) : Rf(x) — 0.
Ce n’est pas tout. Au lieu de placer une lettre caractéristique R devant une fonction entière (x), pour indiquer le reste qu’on obtient quand on divise cette fonction par 5(x), on pourrait convenir que l’on se servira, pour cette indication, d’une lettre symbolique substituée à la variable +, dans la fonction elle-même. Soit z cette lettre symbolique. La seule présence de la lettre ?, substituée à æ dans une foncion entière 9(æ), indiquera que, avant de poser dans cette fonction æ — 1, on doit la réduire au reste de sa division par 5(x), et alors
la formule (3) pourra s’écrire comme il suit :
tandis que la formule (4), qui suppose la fonction f(æ) divisible par
(x), donnera
EXTRAIT N° 369. 315 Comme la plus simple des fonctions divisibles par le diviseur 5(x) est ce diviseur lui-même, la plus simple des équations symboliques de la forme (6) sera
S1 la fonction f(æ) n’a pas &(x) pour diviseur, alors, en nommant H(æ) le quotient, et (x) le reste qu’on obtient en divisant f(x) par (x), on aura
(8) f(x) = (z)w(x) + d(x); par conséquent
(9) f(E) = IE) m(i) + d(6), et, eu égard à la formule (3),
Mais il importe d'observer que, si l'équation (9) se réduit à la formule symbolique (10), cela tient uniquement à la convention adoptée, suivant laquelle on doit, dans le second membre de l'équation (9), effacer le terme qui renferme &(x), dès que l’on substitue # à æ. Si, après cette substitution, &(:) se réduit à zéro, c’est en vertu de la convention dont il s’agit, z pouvant d’ailleurs être numériquement égal à une quantité réelle quelconque, qui, prise pour valeur de x, pourra fournir pour 5(+) une valeur très différente de zéro.
Pour nous rapprocher, autant que possible, du langage algébrique généralement admis dans la théorie des imaginaires, nous dirons que test une racine symbolique de l'équation caractéristique
(11) Wir}: 0, et même de l’équation (12) f(æ) —0o
quand f(x) sera divisible par &(æ) : mais au mot racine symbolique nous n’attacherons pas l’idée d’une valeur de + pour laquelle 5(x) ou
f(æ) devienne numériquement égal à zéro; et, tandis que les racines réelles d’une équation algébrique en x, par exemple de l'équation (12), devront annuler le premier membre f(x), une racine symbolique # de la même équation devra faire évanouir, non pas f(æ), mais le reste de la division de f(æ) par un certain diviseur &(æ), et même faire évanouir ce reste, quel que soit æ.
Lorsque, &(æ) étant du degré 72 par rapport à la variable æ, f(x) représente une fonction entière quelconque de +, le reste 4(x), qu’on obtient en divisant f(x) par &(x), est généralement de la forme
(13) V(T)=a+mr+ ar +...+ ax" i,
Aos is ++. dy, désignant des quantités constantes; et pour que ce
reste s’évanouisse, quel que soit +,.il faut que l’on ait
(14) dE 0 4,20, == 0, AE 2"
Donc alors la formule (6), ou
f(t) =, , ’ . « que l’on peut réduire à (19) Y(i)—0o ou, ce qui revient au même, à (16) A+ l+ Gal +...+ Ayo,
entraine les conditions (14). Donc l'équation symbolique (6) ou (16) équivaut, en réalité, à ces conditions, exprimées par x équations distinctes. On arriverait à la même conclusion, en observant que, dans l'équation (16), la lettre symbolique à représente une quantité réelle indéterminée, à laquelle on peut attribuer telle valeur que l’on voudra. Or, en posant : — 0, on tire de la formule (16)
et comme, en vertu de cette dernière condition, l'équation (16) peut
être réduite à ti ŒœlHk... Fami = 0,
EXTRAIT N° 369. 317 on aura éncore, c restant arbitraire,
A+ dl +... + Apt? = O0.
Si maintenant on pose de nouveau # — 0, on obtiendra la condition Mo!
et, en continuant de même, on finira par déduire de l’équation (16) chacune des conditions (14). ;
Une théorie nouvelle et rigoureuse des formules et des équations imaginaires se déduit immédiatement des principes généraux que nous venons d'exposer. Pour obtenir cette nouvelle théorie, il suffit de réduire le diviseur 5(æ) au facteur binôme æ?+1, et, par con- | séquent, de prendre pour point de départ cette convention fondamentale, que la lettre symbolique 1, substituée à la lettre x dans une fonction entière f(x), indiquera la valeur que reçoit, non pas cette
fonction f(æ), mais le reste de la division algébrique de f(x) par
æ? +1, quand on attribue à æ la valeur particulière #. Cette convention étant adoptée, on aura, en supposant f(æ) divisible par æ?+ 1,
Alors aussi la quantité indéterminée # sera une racine symbolique de l'équation
(18) CRT 0;
qui sera réduite à
SET
si l’on suppose f(æ) = x? + 1. Il est vrai que la formule (18) pourrait ne pas avoir de racines réelles, et que, effectivement, elle n’en à point quand elle se réduit à l'équation (19), attendu que, pour toute valeur réelle de +, le premier membre de cette équation acquiert une valeur très différente de zéro, et supérieure à l'unité. Mais, suivant la remarque déjà faite, dire que c est racine symbolique d’une équation caractéristique en x du degré », ce n’est pas dire que cette équation est satisfaite quand on prend # pour valeur de æ, c’est-à-dire seulement
que la substitution de # à æ dans une fonction entière f(x) de la variable æ indique le reste qu’on obtient quand, après avoir décomposé cette fonction en deux parties, dont l’une soit du degré 7 — 1, et dont l’autre ait pour facteur le premier membre de l'équation caractéristique, on a soin, avant de poser æ — à, d’effacer la seconde partie, comme si le premier membre de l'équation caractéristique devenait nul pour une valeur de æ égale à &. Dans le cas particulier qui nous occupe maintenant, l'équation caractéristique se réduit à la formule (19), et la formule symbolique
(20) Ê+iI—O
exprime simplement que zéro est le reste de la division de +? +1 par le premier membre æ°+1 de l'équation caractéristique ou, ce qui revient au même, le reste de la division de 4°+ 1 par &?+ 1. Alors aussi, pour exprimer que deux fonctions entières o(æ), (x), étant
divisées par &° + 1, fournissent le même reste, on écrira (21) pi) = x (0).
Supposons, pour fixer:les idées, que 9(x), divisé par æ° + 1, donne pour reste a + bæ, et que y(æ), divisé par æ° +1, donne pour reste c + dæx, les quatre lettres a, b, c, d désignant des quantités constantes. La formule (21) pourra être réduite à
(22) a+ bi=c+ di;
et, comme elle devra se vérifier, quel que soit #, elle entrainera les deux équations
(23) ae, FE,
dont on obtiendra la première en posant : = o.
La formule (21) est ce qu’on a nommé une équation imaginaire. La lettre symbolique à, renfermée dans cette équation, doit être considérée, d’après la théorie nouvelle, comme une quantité réelle, mais indéterminée, à laquelle on pourra donner telle valeur que lon voudra, et même une valeur nulle, quand on posera æ = à dans les
fonctions o(æ) et y(æ), après avoir réduit chacune de ces fonctions au reste de sa division par æ° + 1. Ajoutons que toute équation imaginaire pouvant être ramenée à la forme (22) sera toujours décomposable, comme l'équation (22), en deux équations réelles, dont aucune ne renfermera plus la lettre z.
Comme, en vertu de la formule (20), on aura
DE
et, par suite, en nommant >? un nombre entier quelconque,
L' m ons d'n+i — ë,
Lrn+? = L? PAUL +3 — PE) — — LR
il en résulte que, si la fonction f(x) est déterminée par une équation
de la forme f(x) = a+ rx + ax + as + art +...,
on aura f({)= a — dot a —...+(di— a3+...)t
Cela posé, il est facile de voir ce que deviendront les équations algébriques dans lesquelles entre une variable x, quand on les transformera en équations symboliques, en substituant à la variable x la racine symbolique c de l'équation imaginaire 1 0:
Ainsi, en particulier, les équations algébriques
(a+ bæ)(c+ dx) = ac+ bdx?+ (ad + bc)x,
(a— bæx)(c—dx) = ac+bdx?— (ad + bc)x, desquelles on tire
(a— bx?)(c?— dx?) = (ac + bdx?}— (ad + bc)*x*,
fourniront, quand on y remplacera æ par #, les équations imaginaires
{ (a+ bi)(c-+ di) — ac — bd + (ad + be)i, (a— bi)(c—di)=ac—bd—(ad+ bc)t
(25) (a+ Bb?) (c2+ &) = (ac — bd) + (ad + bc}.
Si, dans la dernière, on réduit a, b, ce, d à des nombres entiers, on obtiendra immédiatement le théorème connu, suivant lequel deux nombres entiers, dont chacun est la somme de deux carrés, donnent encore pour produit une somme de deux carrés. De plus, si dans la première des équations (24) on pose
a = COSa, b—=sinx, CES O0E6, d =siné, on obtiendra la formule connue (26) (cosxæ +isinæ)(cos8 +isin8) = cos(a +6) +isin(æa+6),
de laquelle on passera immédiatement au théorème de Moivre, compris dans l'équation
(27) (cosaæ +isinæ)*=cosna+isinna.
D'ailleurs, quand on voudra décomposer une équation imaginaire, par exemple l’une quelconque des formules (24), (26), (27), en deux équations réelles, on ne devra pas oublier de réduire d’abord chaque membre à la forme linéaire a + bi. Sous cette condition, la formule (27) fournit immédiatement les valeurs connues de cosn« et de sinza exprimées en fonctions entières de cosa et de sin«.
NII. — Application des principes ci-dessus exposés à la théorie des nombres.
Les principes exposés dans le $ I, après avoir fourni le moyen d’établir une théorie claire et précise des équations imaginaires, peuvent | encore être appliqués avec avantage à la théorie des équivalences. Seulement, dans cette théorie, ce que nous avons nommé l'équation caractéristique en æ devient une équation ou une équivalence algébrique à coefficients entiers; et une racine symbolique 1 de cette formule caractéristique est une indéterminée à laquelle on peut attribuer définitivement, non plus une valeur réelle quelconque, mais une valeur entière arbitrairement choisie. Ajoutons que, s’il s’agit d'équivalences relatives à un module premier p, le coefficient de la
plus haute puissance de + dans la formule caractéristique pourra toujours être supposé réduit à l'unité.
Je développerai, dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathematiques, la théorie des racines symboliques des équivalences. Je me bornerai, pour l'instant, à énoncer quelques-unes des propositions remarquables auxquelles mes recherches m'ont conduit.
Tuéorème 1. — Le module p étant un nombre premier, nommons 5(x) un facteur modulaire irréductible, et ï une racine symbolique de l’équivalence (1) m(æx)=0 (mod. p).
Soient d’ailleurs o(x), x(x), ÿ(x),
des fonctions entières de x à coefficients entiers. Si la formule (2) _ p()x(E)#(E):..æ0 (mod.p)
se vérifie, elle entrainera l'une des suivantes :
(3) o(1)=0, X(2)=0, W(i)= 0, 4 (mod. p).
Tuéorème Il. — Le module p étant toujours un nombre premier, 5(x) : étant un facteur modulaire irréductible, et à une racine symbolique de l’équivalence (1), nommons f(x, t) une fonction entière de x et de 1, qui n'offre que des coefficients entiers, et qui soit du degré n par rapport à x, n pouvant être ur nombre entier quelconque inférieur à p. Soient d’ail-
leurs
(4) HU Me Un es ui
n fonctions entières de 1, dont chacune, prise pour valeur de x, vérifie la formule
(5) f(x, t)=0 (mod.p}),
aucune fonction entière de i ne pourra remplir cette méme condition sans
devenir équivalente à l’un des termes de la suite (4). OEuvres de C. — S.1,t.*X. 4x
Taéorème IT. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, si l’on peut décomposer la fonction f(æ, ti) en facteurs modu-
laires symboliques de même forme qu’elle, en sorte qu'on ait (6) f(x, i)= (x, té) x (2, à) (x, t)... (mod. p),
chacun de ces facteurs sera équivalent au produit de plusieurs des facteurs
linéaires
(7) Æ — Lo æ—tb, CRE T — lt
multipliés par ur nombre entier.
Ce qui semble mériter une attention particulière, ce sont les applications que l’on peut faire des théorèmes ici énoncés aux équivalences binômes, c’est-à-dire aux équivalences-de la forme
(8) æ'—1=0 (mod. p), lorsque p — 1 n’est pas divisible par x. Considérons spécialement le cas où le facteur irréductible &(æ), étant un diviseur modulaire de
æ"— 1, ne divise jamais +” — 1, quand on prend pour » un entier inférieur à 2. Alors à sera ce que j'appelle une racine symbolique
_ primüive de l’équivalence (8), et l’on déduira des théorèmes déjà
énoncés la proposition suivante :
TuéorÈue IV. — Le module p étant un nombre premier, et run nombre entier qui ne divise pas p — 1, nommons i une racine symbolique primitive de l’équivalence (8). Cette équivalence aura pour racines les divers
termes de la suite PA CU er
en sorte qu'on aura at— = (x—1)(æ—i)...(x — int), On peut aussi établir la proposition suivante :
Tuéorëme V. — Les mêmes choses élant posées que dans le theorème IV,
nommons s une racine primitive de l’équivalence
(9) æ-1=1 (mod. n),
el g, h deux nombres entiers qu vérifient la condition
n—1—=gh.
Si l’on pose ?
(10) Le (a 6) Co it), Ce — rt)
X, sera un facteur modulaire, non symbolique, c'est-à-dire indépendant
de 1, quand la condition (11) PE=1I (mod. n)
sera vérifiée ; et alors tout diviseur modulaire, non symbolique, de x" — sera de la forme X4.
Exemple. — Si, pour fixer les idées, on suppose æ—5, p — 19, 1 sera une racine primitive symbolique de la formule
g—1=0 (mod. 19), et le binôme æÿ— 1 aura pour facteurs modulaires du second degré les deux trinômes d'—Kr+r, a +5x+i, qui seront équivalents aux deux produits
Dans un autre article, je montrerai comment le théorème V se lie à quelques propositions démontrées par M. Kummer, dans le Volume XXX du Journal de M. Crelle.
TuéoriE DES NOMBRES. — Mémoire sur les racines primitives des équivalences binômes correspondantes à des modules quelconques, premuers ou non premiers, et sur les grands avantages que présente la consideration de ces racines, dans les questions de nombres, surtout en fournissant le moyen d'établir la théorie nouvelle des iNbiCES MoDuLAIRES des
polynômes radicaux.
C.R., T. XXV, p. 37 (12 juillet
Les équivalences relatives à des modules premiers ne sont pas les. seules qui puissent être employées avec avantage dans la théorie des nombres, et l’on peut établir, pour les équivalences relatives à des modules quelconques, des propositions générales, entre lesquelles on doit surtout distinguer celles qui se rapportent aux équivalences binômes. En effet, comme on le verra dans ce Mémoire, la considération des racines des équivalences binômes à modules quelconques est éminemment utile dans la recherche des propriétés les plus importantes des polynômes radicaux. Pour abréger, je me bornerai à indiquer succinctement les résultats les plus remarquables auxquels je suis parvenu, me réservant de publier bientôt les développements de ce travail dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématiques.
$ 1. — Sur les équivalences relatives à des modules quelconques premiers ow non premiers.
Parmi les théorèmes qui se rapportent à des équivalences de forme quelconque, on doit distinguer le suivant, qu’il est facile de démontrer, et qui subsiste, quel que soit le module.
TuéorèmE [. — Les lettres m, n, 1 désignant trois nombres entiers quelconques, nommons f(x) une fonction entière de x, du degré n et à coef-
Jicients entiers. Soient d’ailleurs To Ts 9 T'in—1 m racines DISTINCTES de l’équivalence (1) | f(x) = 0 (mod. TI), c'est-à-dire m racines qui, divisées par le module X, fournissent des restes distincts. Si les différences entre les racines r,, r,, ...,r,_, ont toutes
pour valeurs numériques des nombres premiers à 1, la formule (1) entrai-
nera la suivante
(2) f(æ)=(xz—ro)(x—r)...(x —r» 1) F(x) (mod.l1),
F(æ) étant une nouvelle foncuon entière et à coefficients entiers, dont le degré sera égal ou inférieur à n — m.
En supposant successivement » — n et m > n, on déduit immédiatement du théorème I les deux propositions suivantes :
THÉORÈME IT. — Sotent f(x) une fonction entière de x, du degré n, et
To lis Pis ki n racines distinctes de l “équivalence f(x) = 0 (mod.T);
st les différences entre ces racines sont des nombres premiers à 1, on
aura
(3) f(x)=k(x—-r)(x—r;)...(x — rh) (mod. I),
# désignant une constante dont la valeur sera
(4) tete Re (mod. I).
left es Pi THÉéoRÈME IT. — Soient f(x) une fonction entière de x, du degré n, et l'os Tu se ds 5 list m racines distinctes de l’équivalence (1) f(x) =0o (mod. FE);
sr, les différences entre ces racines étant des nombres premiers à X, on à m>n, l’équivalence (1) subsistera, quel que soit n.
Il est bon d'observer que si, r étant une racine quelconque de l’'équivalence (1), on attribue à 0 une valeur entière quelconque, les deux quantités
r, r +061 ne seront pas deux racines distinctes, puisque ces deux quantités, divisées par I, fourniront le même reste. Néanmoins, si l’on substitue successivement ces deux quantités à la place de æ, dans le rapport
les deux valeurs entières que recevra ce rapport, savoir
Ke: Ï pourront n'être pas équivalentes suivant le module EL. En effet, la seconde de ces deux valeurs, divisée par [, fournira le même reste que l'expression
os PE EL
et cette expression pourra devenir équivalente, suivant le module F, à
LL ER
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un nombre entier quelconque, si f’(r) est premier à I. Il y a plus: pour que l'expression dont il s’agit devienne équivalente, suivant le module I, à un entier donné /, il suffira que la fonction
étant réduite à sa plus simple expression, acquière un dénominateur premier à [. En conséquence, on peut énoncer la proposition sui-
vante :
THÉORÈME IV. — Sotent r une racine quelconque de | ‘équivalence f(z)= 0 (mod. I),
et l'un nombre entier donné. Si le rapport
étant réduit à sa plus simple expression, acquiert un dénominateur qui
sou premier au module 1, alors il suffira de poser pire)
: | I (5) = EG) (mod. I),
puis de faire croître r de O1 dans le rapport
pour que ce rapport devienne équivalent à l, suivant le module 1.
En réduisant / à zéro, on déduira du théorème IV la proposition suivante :
THÉORÈME V. — Soit r une racine quelconque de l “équivalence
f(x) =0o (mod. [).
St le rapport
étant réduit à sa plus simple expression, acquiert un dénominateur qui
soit premier à 1, alors il suffira de prendre
(6) bu (r
f Tf'(r) (mod. [),
puis de faire croître r de OX, pour que z=r#+061I devienne une racine de l’équivalence f(x) = 0 (mod. F).
Ajoutons que la condition énoncée sera toujours satisfaite, si f’(r) est premier à I.
On établira de la même manière le théorème plus général dont voici
l'énoncé :
Taéorème VI. — Soit r une racine de l'équivalence f(æ)=0 (mod. [);
les valeurs de r', r",r", ..., qui seront déterminées à l'aide des formules
Fe. f(r) ; (7) = [Fo (mod. I), r'=r + 61, (672 (4 ! 1 T2 s ! k , Û 2 (8) 0'= BF tr) (mod. I), era Ur,
s'il est possible d'y satisfaire, seront respectiwement racines des équiwa-
lences (9) f(z)=o (mod. F), (10) f(x) =0 (mod. EF),
el seront même, pour ces équivalences, les seules racines correspondantes à la racine r de l'équivalence (1). Ajoutons que l’on pourra toujours sattsfaire aux formules (7) et (8), si f’(r) est premuer à 1.
EXTRAIT N° 371. 329 On peut encore déduire du théorème V la proposition suivante :
TnéorÈMe VIT. — Sorent f(x), F(x) deux fonctions entières de x, à
coefficients entiers, el r une racine quelconque de l’équivalence f(x) =0o (mod. 1).
Supposons d'ailleurs que l’on ait, pour une valeur entière quelconque de +,
St f"(r) est premier à 1, alors, en supposant la valeur de 0 déterminée par
l'équation (6), on aura
(12) + 0F'(r)=0 (mod. F).
Dans le cas où le module I se réduit à un nombre premier p, et où l’on connaît » racines
los li ses En de l’équivalence (1), alors, en supposant que cette équivalence n’est pas une de celles qui subsistent pour toute valeur entière de æ, et que
“les différentes racines
los ris LE Nr à Phi
sont distinctes les unes des autres, on tire de la formule (3), jointe à la formule (1),
(13Y:; (æ—r;)(æ—r;)...(æ—-r,;1)=0 (mod. p); et, comme p ne peut diviser le produit (æ—ro)(æ—r;)...(X — Ly_1)
sans diviser l’un de ses facteurs, la formule (13) entraine évidemment la proposition suivante :
TuéorÈème VII. — Sr le module 1 se réduit à un nombre premier p, et si
l’équivalence.
(14) f(x) =0 (mod. p), CEuvres de C.—S.I,t.xX. 42
élant de degré n, n’est pas une de celles qui subsistent pour toute valeur
de x, cette équivalence ne pourra pas offrir plus de n racines distinctes. Du théorème VITE, joint au VI, on déduit encore le suivant : Tuéorème IX. — St le module 1 se réduit à une puissance entière p?
d’un nombre premuer p, et st l’équivalence
(15) f(æ)=0 (mod.p}),
étant du degré n, n'est pas une de celles qui subsistent pour toute valeur
entière de x, cette équivalence n'offrira pas plus de n racines distinctes. Enfin, on établira sans peine la proposition suivante :
Tnéorème X. — Concevons que, le module 1 étant décomposé en fac- Leurs premiers, On nomme p, q, .… ceux de ces facteurs qui sont inégaux,
el posons, en conséquence, (16) 1 prah...,
À, u, ... élant des nombres entiers. Si l’on désigne par r' une racine de l’équivalence | f(x) = (mod. p}),
par r” une racine de l’équivalence
correspondra une seule racine r de ‘équivalence f(x) = 0 (mod. I);
el, pour obtenir cette derniére racine, il suffira de chercher le nombre qui, divisé par p}, ou par q", ..., donnera pour reste, dans le premier cas, r', dans le second cas, r”; etc. Par suite, si l’on nomme n le degré de f(x), et 1 le nombre des facteurs premiers inégaux, p, q, ... du module X, le nombre des racines distinctes de la formule (1) sera égal ou inférieur
SAT
$S IE. — Applications diverses des principes exposés dans le premier paragraphe.
Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai à indiquer ici quelques-uns des résultats auxquels on arrive quand on applique les principes ci-dessus exposés aux équivalences binômes et à la théorie des polynômes radicaux.
Considérons d’abord une équivalence binôme relative à un module quelconque et de la forme
(1) FLE à (mod. I).
On satisfera toujours à cette équivalence en posant æ — 1. Si on la vérifie encore en posant x —r, elle aura pour racine chacun des termes de la suite RU PT a TT,
et tous ces termes seront autant de racines distinctes, si r— 1 est premier à [, pour toute valeur de inférieure à ». Alors r sera ce que j'appellerai une racine primitive de l’équivalence donnée.
Concevons maintenant que, le module 1 étant décomposé en facteurs premiers p, q, ..., on ait
(2) mar...
Si les facteurs p, q, ... sont tous de la forme 2æ +1, on pourra trouver des nombres
propres à représenter des racines primitives des équivalences
| æ'—1=0 (mod.p}),
æ—1=0 (mod. g“),
| UNE due ele e à 6 4 à ,
et alors, pour chaque système de valeurs de r’, r”, on obtiendra une racine primitive r de la formule (1), en cherchant un nombre qui, divisé par p}, par g, ..…., donne pour reste, dans le premier cas, r’,
dans le second cas, r”, .... Si, au contraire, les facteurs p, q ne sont pas tous de la forme 2x + 1, quelques-unes des équivalences (3) cesseront d'offrir des racines primitives réelles, et il en sera de même de la formule (1).
Soit maintenant p une racine primitive de l’équation
On pourra former avec les puissances de cette racine des polynômes radicaux à coeflicients entiers et construire les factorielles correspondantes. Cela posé, en supposant d’abord ces factorielles décomposables en facteurs premiers de la forme næ + 1, et, en prenant pour x un nombre premier et impair, on déduira des principes exposés dans le $S T les propositions suivantes :
TnÉéoORÈME EL. — Sotent n un nombre entier quelconque, r une racine primiive de la formule (1), et l'un module décomposable en facteurs premiers qui soient tous de la forme næx + 1. Soit encore à une racine primi-
tive de l'équation (4) æ'—1—0,
el Supposons — o(p)Xx(b),
o(p), (eo) étant deux polynômes radicaux à coefficients entiers. Enfin,
l'élant l’un quelconque des nombres
SERIE Prat, designons par 7, le plus grand commun diviseur des deux quantités I, o(r?), et par Y, le plus grand commun diviseur des deux quantités FE Cu à On aura, pour chacune des valeurs de 1,
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Taéorème IT. — 7» étant un nombre entier quelconque, soient © une racine primitive de l'équation (4), et f(2), F(2) deux fonctions entières de 2 à coefficients entiers. Soient encore À, B les factorielles correspondantes
aux deux polynômes radicaux fe), F(2), en sorte que l’on ait
(3) A=Nf(p),, B—NF(p),
et nommons 1 l’un quelconque, par exemple le plus petit des nombres qui sont divisibles à la fois par À et B; puis, en supposant le nombre 1 décomposable en facteurs premiers qui soient tous de la forme nx +1, nommons r une racine primitive de l’équivalence (1). Concevons enfin que,
l'étant l’un quelconque des nombres ST CA à R=t, l’on nomme c, le | plus grand commun diwviseur des entiers 1 CfCr}, et C, le plus grand commun diviseur des entiers
cr,
St F(o) est divisible par (2), alors aussi C, sera toujours divisible par c,; et réciproquement, st C, est toujours divisible par c,, F(2) sera divisible par Ke).
TaéorÈème IT. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème
précédent, si l’on a constamment C; — c,, le rapport de F(5) à f(2) sera
un diviseur radical de l'unité.
Dans un autre article, nous montrerons comment ces derniers théorèmes peuvent être généralisés à l’aide de la considération des racines symboliques des équivalences binômes.
THÉORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur la décomposition des nombres ù entiers en facteurs radicaux.
C. R:, T. XXV, p. 46 (12 juillet
J'ai remarqué, dans le précédent Mémoire, que la considération des racines primitives des équivalences binômes à modules quelconques, premiers ou non premiers, est éminemment utile, quand on se propose de découvrir les propriétés générales des polynômes radicaux. Mais, en cherchant à tirer parti de cette remarque, je ne m'attendais pas que mes recherches me conduiraient à des méthodes de solution directes pour l’une des questions les plus épineuses de la théorie des nombres, je veux dire pour la décomposition des nombres entiers en facteurs radicaux. C’est pourtant ce qui est arrivé. L'importance de ce résultat me donne lieu d’espérer que les géomètres voudront bien encore accueillir, avec leur bienveillance accoutumée, le nouveau travail que j'ai l'honneur de présenter aujourd’hui à l’Académie.
Les méthodes de solution que j'ai obtenues se fondent sur la considération des indices modulaires des polynômes radicaux. Pour les bien comprendre, il est donc nécessaire d'expliquer en premier lieu en quoi consistent ces indices. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails.
S LE — Sur les indices modulaires des polynômes radicaux.
Soient
7 un nombre entier quelconque; l'un module entier quelconque; r une racine primitive de l’équivalence
(1) æi—1=0 (mod. I),
, v “ Ë / en sorte que r— 1 soit premier à I, tant que l’on a /<7r. Alors on
EXTRAIT N° 372. 339 aura, quel que soit », (2) M—1=(2+-1)(æ— r)...(æ—r"-1). (mod. 1).
Sdiént maintenant Fat D nb hein Ra
les entiers inférieurs à 2, mais premiers à x; et nommons » le nombre de ces entiers. Enfin, posons
(3) Ez phgt:.;,
P, q étant les facteurs premiers et inégaux de g, et soit : le nombre de ces facteurs. Le nombre total des racines de l’équivalence (1) sera », et le nombre de ses racines primitives sera mr. D'ailleurs, r étant l’une de ces racines primitives, les termes de la suite
(4) ks F3 re, Es ri représenteront z racines distinctes, et les termes de la suite (5) ë, Frs, r?, Ve prb, ra, ri,
m racines primitives de l’équivalence (1). Ajoutons que ces dernières représenteront encore les zx racines primitives de chacune des équivalences
(6) æ—1=0 (mod.p}), æ"—1=0 (mod.g“), it, ou même de chacune des équivalences (7) Z'—1=0 (mod.p), æ'—1=0 (mod.g),
Il en résulte que, pour obtenir une racine primitive r de l'équivalence (1), il suffit de chercher un nombre qui, divisé par p}, par g*, ..., donne successivement pour restes
r', r”, ... étant des racines primitives des formules (6) dont la solution se déduit immédiatement de celles des formules (3).
Ainsi chaque racine primitive r de la formule (1) correspond à un système déterminé de racines primitives des formules (7), et chacune de ces dernières racines pourrait même être représentée par r.
Par conséquent, le nombre 2 étant donné, si l’on forme une Table qui offre des valeurs de r, relatives à des valeurs du module I représentées par des nombres premiers pour lesquels on puisse satisfaire à l’équivalence (1), les valeurs de r, relatives à des modules composés pour lesquels se vérifiera la même équivalence, seront complètement déterminées par la seule condition de correspondre aux valeurs inscrites dans la Table, et pourront être censées former avec celles-ci un système unique de valeurs de 7 relatives aux divers modules premiers ou non premiers. Dans ce qui suit, nous supposerons que les diverses racines primitives relatives à divers modules font toujours partie d’un semblable système; en sorte qu'on pourrait les réduire toutes à un seul et même nombre, si l’on prenait pour module le plus petit nombre qui se laisse diviser en même temps par tous les modules que l’on considère.
Soient maintenant p une racine primitive de l'équation (8) æ!—1—=0, et f(£) un polynôme radical formé avec les puissances de cette racine. Alors, r étant une racine primitive de l’équivalence (1) relative au module I, le plus grand commun diviseur des deux nombres
É cet Tr)
sera ce que nous appellerons l'indice modulaire correspondant à l'indice L. Si l’on introduit dans ce module de nouveaux facteurs, l'indice dont il s’agit pourra seulement croître, mais sans jamais dépasser une certaine limite, qui dépendra de la forme du polynôme f(p), et que nous nommerons l'éndice maximum. Si A représente un nombre entier dont f(2) soit diviseur, l'indice maximum ne différera pas de l'indice modulaire qu’on obtiendra en posant I — A. Enfin, si l'on nomme O la factorielle correspondante au polynôme f(p), en sorte qu'on ait
(9) O—Nf(p)—=f(p)f(pt)...f(p"2) F(p"—"),
à RS T der dns set ler 7 dé
Srédieisré ÉttbÉ
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on pourra évidemment réduire A à @; par conséquent, l'indice maximum ne différera pas de l'indice modulaire qu’on obtiendra en prenant pour module le nombre 06.
On peut établir, pour les indices modulaires, un grand nombre de propositions remarquables, entre lesquelles je citerai les suivantes :
Tuéorème 1. — Sotent m et 1 deux entiers quelconques dont le second ait pour facteurs les nombres premiers et inégaux p, q, ..., élevés à cer-
laines puissances, en sorte qu'on ait RE LT So, d’ailleurs, p une racine primitive de l'équation RE AR Enfin, soit f(o) un polynôme radical, & coefficients entiers, formé avec les puissances de p. L'indice modulaire du polynôme {(2), pour le mo-
dule Y, sera le produit des indices modulaires du méme polynôme corres-
pondants aux modules p}, g", ..…..
THÉORÈME IT, — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, st un nombre entier À est le produit de plusieurs polynômes radicaux |
pe), xp} Y(p), -.., en sorte qu'on ail
et si l’on suppose le module X égal à À, ou à un multiple de À, alors, en nommant
les indices modulaires des polynômes pte), Xe), Ye); .…, on aura encore
(11) Astetve:.:
OEuvres de C.— S.I,1t.xX. 43
TnéorèME LT. — Supposons que le polynôme radical f( 2), à coefficients entiers, ait êlé décomposé en plusieurs facteurs radicaux 3 p), AP);
Yo), ..., en Sorle qu'on ait (49 f(e) = pp) x(P) Y(p)...,
el nommons
les indices MODULAIRES MAXIMA des polynômes
f(p), pp), x(ph YCphs -..3
on aura (13) ÉHmes 22 fs NPA SPEE Tuéorème IV. — Soit l'un quelconque des entiers inférieurs à n et pre-
miers à n. Si, pour chacune des m valeurs de [, l'indice maximum du polynôme f(p!) est divisible par un certain nombre entier k, le polynôme f(o) sera diwisible par k.
TuéorèMe V. — Soit l'un quelconque des entiers inférieurs à n et premuers à n. Soient, de plus, Fo), o(p) deux polynômes radicaux, à coef-
ficients entiers, et nommons Cy cr
les indices MODULAIRES MAxIMA des polynômes f(p°), g(p°).
St, pour chacune des m valeurs de [, l'indice C, est divisible par l'indice c,, le polynôme (+) sera divisible par (2); et réciproquement, si f(p) est divisible par 2(0), l'indice C, sera divisible par c,.
Taéorème VI. — Les mémes choses étant posées que dans le théorème
précédent, si l’on a, pour chacune des m valeurs de l, Ci= cr
le rapport des deux polynômes F(»), 9(e) sera un diviseur de l'unité.
Réciproquement, si ce rapport est un diviseur de l'unité, on aura
CG Cp.
PE Lire Se
IT. — Sur la décomposition des nombres entiers en facteurs radicaux.
Soient z un nombre entier quelconque, 9 une racine imaginaire de l'équation
et f(p) un polynôme radical, à coefficients entiers, formé avec les puissances de ©. Soient encore
1, da, D, ..., R—b, n—a, n—1
les entiers inférieurs à x, mais premiers à z, et rm» le nombre de ces entiers. Enfin, désignons par @ la factorielle
N f(o) pas f(p) f(p2) f(p°). an f(o—b) (pa) f(pr-1), correspondante au polynôme f(2). L'équation (2) i O—Nf()
fournira immédiatement la valeur du nombre entier @, quand on connaîtra la valeur de f(o). Mais le problème inverse, qui consiste à trouver la valeur de f(2), en supposant connue la valeur de 6, est tout à la fois une des questions les plus difficiles et les plus importantes de la théorie des nombres. Après quelques recherches, je suis parvenu à obtenir, pour la solution de ce problème, de nouvelles méthodes que je vais indiquer en peu de mots.
Observons d’abord que, en vertu de l’équation du degré m, à laquelle satisfait toute racine primitive p de la formule (1), un polynôme radical f(o), à coefficients entiers, pourra toujours être réduit à un polynôme du degré 7» — 1, ou, ce qui vaudra mieux encore, à un polynôme du degré », qui n’offrira pas de terme indépendant de p, et qui sera en conséquence de la forme
(3) f(p) = ap + a30+...+ amp".
Dans ce qui va suivre, nous supposerons cette réduction toujours
effectuée.
Observons encore que, si l’on nomme (ep) un polynôme radical quelconque réduit à la forme (3), en sorte qu’on ait
o(p) rs Cip v Cap? +. 8 + CmP"s
Cys Cos .., Cm étant des constantes déterminées, l’équation (4) o(p)—=0o entraînera toujours les »# équations (5) NF, UE 0;, LS Ci T0 Ce dernier principe est précisément celui qui fournit la solution de la question proposée. Entrons à ce sujet dans quelques détails.
D'abord la question qui nous occupe pourra être aisément résolue, pour une valeur quelconque de 6, si elle peut être résolue dans le cas où l’on remplace © par l’un quelconque de ses facteurs premiers. En
conséquence, il suffira d'examiner le cas où @ se réduit à un nombre premier p. Alors la formule (2) deviendra
(6) p=—Nf(p), f(2) étant toujours de la forme qu'indique l'équation (3); et si, en nommant / un quelconque des entiers inférieurs à 7, mais premiers à n, on pose généralement
pi {(p'), la formule (6) donnera
(7) P = P1 Pa Ph: Pn-b Pn-a Pn-1+
Cela posé, le problème à résoudre se réduira évidemment à trouver
les valeurs des m coefficients (8) dj, A9, As Es à à m2 Ayn—1 Zn
compris dans la fonction f(2); et l’on peut ajouter qu'il sera facile d'obtenir ces valeurs, si l’on parvient à déterminer celles des 72 fac-
EXTRAIT N° 372. 341 teurs radicaux (9) P» Pas Pb; CE ET Pn—b» Pn-as Pn-1:
Ce que nous avons à faire, c’est donc de chercher à établir des équations desquelles on puisse déduire les valeurs des coeflicients &,, ....4,,o0u des facteurs radicaux D,, Das Ds 24m Pain Pares Pn-1- Or évidemment la formule (6) ou (7) ne fournit qu’une seule des équations demandées. Mais la question pourra être résolue à l’aide des considérations suivantes.
La suite des nombres
M M RE na, n—1 étant décomposée en deux autres suites, dont la première soit de la
forme
et la seconde de la forme
prenons (10) F(p)= pi PaPo..., on aura
(11) LEE jen LT PONT POCT : PORC
et la formule (3) donnera (12) P=F(p) E(p"t).
Or supposons que, par une méthode quelconque, l’on soit parvenu à déterminer la valeur de F(p). L’équation (10) ou (11), étant de la forme (4), entraînera, en vertu du principe énoncé plus haut, des équations analogues aux formules (5); et de ces équations se déduiront les valeurs des coefficients @,, a,, ..., a, qui, eu égard à la nature du problème, seront généralement en nombre infini. On devra seulement choisir a, b, ..., de manière que le nombre des valeurs de a,, 4, ..., a, renfermées entre des limites quelconques, soit le plus petit possible. La question se trouve donc réduite à la détermination de l’une des valeurs de F(2) ou de F(9°"}, qui vérifient l’équa-
tion (ro) ou (11), quand les nombres a, b, ... remplissent la condition que nous venons d’énoncer, D'ailleurs cette détermination peut s’effectuer à l’aide de méthodes déjà connues, lorsqu'on peut effectivement satisfaire au problème par des valeurs entières de a,, Ays +. Ams Ce Qui suppose que le nombre premier p est de la forme zx +1. Dans le cas spécial où p se réduit précisément à l'unité, on a, comme l’a prouvé M. Kummer,
(13) F(b) = tes
{pouvant être un nombre entier quelconque. Ajoutons que, si p est un nombre premier de la forme næ + 1, mais différant de l'unité, on pourra trouver des valeurs convenables de la fonction F(b) ou F(97"), à l’aide des théorèmes établis dans mes précédents Mémoires (voir le Bulletin de M. de Férussac de 1829, et le Tome XVII des Mémnotres de l’Acadèmie) ("). On pourra d’ailleurs, à l’aide de la théorie des indices modulaires établis dans le précédent paragraphe, déterminer facilement les valeurs des nombres 1,a,b,...our—1,n—a,n—#b,..., qui correspondront à une valeur donnée de F() ou de F(p=").
Au reste, à la recherche des valeurs des coefficients a,, &,, ..., a, on peut, avec avantage, comme on l’a déjà dit, substituer la recherche des facteurs radicaux p,, pas PL , en se servant des diverses formes que prend l'équation (10) quand on y remplace p par l’un quelconque des termes de la suite
ae _ —1 | P 6e pb”, és p" à, p" a, p" 2
Pour donner un exemple de ce genre de caleul, supposons, en particulier, 2 — 5. Alors on aura
(14) P = P: Pa Ps Pis
et, à l'aide des méthodes exposées dans mes précédents Mémoires, on pourra déterminer la valeur de chacun des quatre produits
PiPas P2Pss PsP1s PsPs-
(1) OŒEuvres de Cauchy, S. U, T. IH, et S. EH, T. HI.
EXTRAIT N° 372. 343 Supposons que l’on ait effectivement calculé la valeur F(p) du produit p, pa. Alors-on aura
MP F(D}, Demi F(p), Psp —=Æ(0} : pePp—=KF(pt);: puis on en conclura (16). (pit Pi)pa=F(p) +F(p?), (Ppi+ Pi)Ps= F(p°) + F(e*);
et comme, en supposant les fonctions f(o), F(p) réduites à la forme qu'indique l’équation (3), on aura |
L(1)+f(0) + (pe?) + Ê(p) + F(p}=0, F(1) + E(p) + F(p?) + F(p°) + F(p*) = 0,
il est clair que, si l’on pose, pour abréger, u——f(1), c——"F(1),
on aura, non seulement PiTPa+ ps FPiZ= VU;
mais encore, en vertu des formules (16), (Pi+ Ps) (pa+ Ps) = cC.
Cela posé, les sommes p, + p,, p, + p, seront les deux racines æ,, +, de l’équation | (17) L'—uUX +C—=O.
Ces deux sommes devant d’ailleurs être des fonctions entières de
AS AR dE le carré de leur différence devra être de la forme 56?, 6 étant un nombre entier; et, comme la formule (17) donnera
(ti— za) = qu — 0,
il est clair que les nombres entiers u, e devront satisfaire à l'équation indéterminée
(18) Eu?— 5v?=c.
Cette dernière équation étant résolue, on connaîtra les valeurs de Pa + Pas Pa + P33 puis, à l’aide des formules (16), les valeurs de p,, p;, desquelles on déduira immédiatement les valeurs de p,, p..
Dans un autre article, je développerai les principes que je viens d'établir, et je montrerai, d’une part, comment on peut les généraliser et les étendre par la considération des racines symboliques, au cas même où les équivalences binômes n’offrent pas de racines réelles, d'autre part, comment on peut éviter la résolution d’équivalences analogues à la formule (17). Enfin, je comparerai les résultats de mon analyse avec ceux qu’a obtenus M. Kummer.
THÉORIE DES NOMBRES. — Memoire sur les indices modulaires des poly-
nômes radicaux que fournissent les puissances et produits des racines
de la résolvante d’une équation binôme.
C.R., T. XXV, p. 93 (19 juillet
On sait que la résolution d’une équation algébrique peut toujours être réduite à la résolution d’une autre équation que Lagrange appelle la résolvante. On sait encore que, si l'équation algébrique donnée est une équation binôme, il suffira de multiplier entre elles les racines de la résolvante, pour voir apparaître certains polynômes radicaux. Plusieurs géomètres, entre autres MM. Gauss et Jacobi, ont déjà signalé des propriétés remarquables de ces polynômes dont je me suis occupé moi-même dans divers Mémoires (voir en particulier le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, année 1829) (*).
Mais d’autres résultats, dignes de remarque, se présentent immédiatement, quand on applique la théorie des indices modulaires aux polynômes dont il s’agit. C’est ce que l’on verra dans le nouveau
(1) Œuvres de Cauchy, S. IH, T. IL.
Mémoire dont je me bornerai à donner ici une idée en quelques mots.
Soient p un nombre premier impair, et z un diviseur entier de
p —1, en sorte qu’on ait P—I=nTS.
Soient encore 0 une racine primitive de l'équation binôme (1) F2 Era @ tune racine primitive de l’équivalence (2) xP1= 1] di P) o une racine primitive de l'équation (3) APS,
et
FRE une racine primitive de l’équivalence
(4) | = (mod.p).
Enfin, soient k, 4, { des nombres entiers quelconques, et posons
(2) Wie () TE pli CL + ee” 9 +... + ptp-31l a+.
Les diverses valeurs de @, correspondantes aux diverses valeurs de z et de z seront autant de racines de la résolvante de l'équation (x). On aura, d’ailleurs : 1° si À est divisible par »,
(6) Ox— Oo —1;
2° si # — À est divisible par z,
3° si # + 2 est divisible par z,
OEuvres de C.— S.1,t. X.
De plus, si l’on pose
(9) Ri,x— -)
on aura : 1° en supposant ou k, ou #, ou L et # divisibles par », to): Ris Brie RASE Mes Ti
2° en supposant », # non divisibles par », et À + # divisible par », (13) Ri,k= Rh,-k=—(—1)5#p;
3° en supposant k, # et k + # non divisibles par z,
(12) Rr,k Rh,-x=p.
Ajoutons que l’on aura, en supposant les nombres 2, #, ! non divisibles par 2, et la somme 2 + # + l divisible par »,
(13) D Ra (PER (OP Ra puis, en supposant la somme # + 2h divisible par », (14) Ri,k=(— 0 R,n.
En vertu de la formule (ro) ou (11), R,,4 offrira une valeur entière
toutes les fois que À + # sera divisible par #. Mais, si cette condition n’est pas remplie, alors R,, sera un polynôme radical, et l'on aura
(19) Risk = do + A0 + A0+...+an ip",
A6 Aus dos +. dy, étant des nombres entiers qui vérifieront la formule
(16) AE MER +. Fa, 1 —p— 2.
D'ailleurs ces nombres entiers pourront être facilement déterminés pour une valeur donnée de 4, ou, ee qui revient au même, pour une
valeur donnée de amet AR
à l'aide d’équivalences relatives au module 7 (votr l’article inséré
en 1829 dans le Bulletin déjà cité).
EE
Concevons maintenant que l’on pose
on aura : 1° en supposant À —oeth—1,
(18) So=—1, Si R > en supposant 4 divisible par 2,
Ce Ar Fi Set,
et, en Hitioutior,
(20) ; Sy =— RE.
On aura encore
+ S'irr (21) ; : Rir= 2 ? ï Sn Sx ou, ce qui revient au même, (22) Snrx = RnkS Sr;
puis on en conelura, en remplaçant # par x — À, ou par 74 — , (23) Sa——(—1)7#pSrS nn
et, plus généralement,
(24) Sur — (—1)/#pS x Sarre
Enfin, on tirera des formules (18) et (22)
(25) Rhin. H
A l’aide de cette dernière formule, jointe à l'équation (21), on déterminera aisément, pour des valeurs quelconques de 2 et de #, les valeurs de S, et de 2,3, quand on connaitra celles des polynômes radicaux
(26) ch ns Dis;
et même, eu égard à l'équation (24), quand on connaîtra les valeurs
de R,,, correspondantes à des valeurs de À positives et inférieures s AN A
Il est bon d'observer que, si dans la formule (22), on remplace # par z2#, on en tirera
= AR Er k (27). È Sunrn = Sur Sn = 07 Sp.
\ . . —— I Dans le cas où 2 est un nombre impair, & — ne est un nombre
pair; et par suite les formules (8) et (24) donnent (28) 0, O_, — D,
(29) She — PS} SSL ne
Alors aussi on tire des formules (13) et (14): 1° en supposant , £&, non divisibles par z, et la somme À + # + / divisible par »,
(30) À à PE Laver PNR LT 2° en supposant la somme # + 2h divisible par », (31) Re FE he
Alors, enfin, on pourra déterminer, pour des valeurs quelconques de h et k, les valeurs de S, et R;,x, quand on connaïtra les termes de la
suite
(32) Hit HE es: Mao jt même, eu égard à la formule
(33) AR nb
les termes de la suite
(34) Bi, Ro LR E Q n—1°
En effet, pour réaliser cette détermination, il suflira de recourir aux
formules que nous allons indiquer.
EXTRAIT N° 373. 349 Concevons que, pour abréger, on écrive À, au lieu de R,,,. On tirera de la formule (22), en y posant # — k, (33) Son = RrSis puis on en conclura, en désignant par : un nombre entier quelconque, (36) A PT Eu Rs Rip... RITST.
Or, de cette dernière équation, jointe aux formules (23), (29), on tirera : 1° en supposant 2°— 1 divisible par »,
(37) Shine Rés Rte: ji RÉTS-T
2° en supposant 2°+ 1 divisible par n,
_ (38) San 5 0 Rare Riu A RETISTET.
Les formules (36), (37), (38) suffisent à la détermination de S;, quand on a calculé À, pour toute valeur entière et positive de k inférieure à cn
Si, pour fixer les idées, on suppose que t soit racine de l’équiva-
lence a l= 1] (mod. x),
alors, en posant
Rx, 1 ——;) ion on tirera de la formule (38) (39) O"}\ — PRa- Ris... RIT; puis, en laissant à : une valeur quelconque, et posant k — 1, on tirera de la formule (36) (40) à Su Ra-Ri:.. R2T.
Enfin, de cette dernière, jointe à l’équation (24) et à la formule (39), on déduira la valeur de $, correspondante à une valeur quelconque
de A.
En s'appuyant sur les diverses formules que nous venons d'établir, on peut aisément calculer les indices modulaires des polynômes radicaux représentés par
Ry,x etpar O7.
Ainsi, par exemple, on établira Les propositions suivantes :
Taéorëme [. -— Pour obtenir l'indice modulaire maximum du polynôme R;,, correspondant à la racine primitive r° de l'équivalence (4), il suffit de chercher les plus petits nombres positifs qui soient équivalents, suivant le module n, aux produits hk, hl. Si la somme de ces deux nombres est inférieure à n, l'indice cherché sera le nombre p. I se
réduira simplement à l'unité dans le cas contraire.
Exemple. — L'indice modulaire de R,, correspondant à la racine
. , s% : s . . SES s 7 primitive r'estp, ou l'unité, suivant que / est inférieur ou non à a
THéoORÈME IT. — L'indice modulaire maximum de @' correspondant à la racine primitive r° de la formule (4) est le plus petit des nombres équi-
valents, suivant le module n, au produit "AL.
Exemple. — L'indice modulaire maximum de @° correspondant à la racine primitive r° de la formule (4) est » — L.
Ainsi que nous l’expliquerons dans un autre article, le théorème II s'accorde avec l’un de ceux qu'a obtenus M. Kummer.
En vertu des formules (13) et (14), ou (30) et (31), le nombre total des valeurs de R;,%, qui sont distinctes (abstraction faite des signes), et représentées par des polynômes radicaux, se réduit,
- s :, +3 ONE NNT, D .
quand x est impair, à, ou bien à -_;—; et, quand » est pair, ' RP À ee ras à > ou bien à a suivant que zx est divisible ou non divisible par 3.
Ainsi, par exemple, pour » — 5, les valeurs distinctes de 2,4, représentées par des polynômes radicaux, seront au nombre de
quatre, Savoir :
ou, plus simplement, ; R;,, Re, R;, R.
Pour À» — 7, les valeurs distinctes de R,;,, représentées par des polynômes radicaux, seront au nombre de huit, savoir :
R, R;, R;, Rs 3, BR
et Pas Gi Ris TA Re R,3— R;,3.
Dans un prochain article, je montrerai le parti qu'on peut tirer de cette remarque pour décomposer R,4, et, par suite, le nombre p en facteurs radicaux. -
ANALYSE MATHÉMATIQUE, — Meémotre sur l'application de la nouvelle théorie
des imaginaires aux diverses branches des Sciences mathématiques.
C.R., T. XXV, p. 129 (6 juillet
La nouvelle théorie des imaginaires que j'ai présentée à l’Académie dans l’une des précédentes séances offre le double avantage de faire complètement disparaître l’une des plus grandes difficultés qu'offrait l'étude de l’Algèbre, et de s'appliquer avec un égal succès aux diverses branches des Sciences mathématiques. Pour mettre cette vérité dans tout son jour, je me bornerai iei à quelques exemples.
On dit, en Algèbre, qu’une équation du degré » a toujours » racines réelles ou imaginaires. Cette proposition acquiert un sens facile à saisir dans la nouvelle théorie, et s'énonce alors dans les termes suivants :
f(x) étant une fonction entière de x, si l’on pose æ = a+ bi, a, b,i clant des quantités réelles, on pourra toujours choisir a el b de manière
que le reste de la division de f(a + bi) par & + 1 s'évanouisse, quelle que
soit la valeur réelle de 1. St d’ailleurs la fonction {(x) est du degré n, le nombre des systèmes de valeurs de a et b qu rempliront la condition indiquée sera précisément égal a n.
Ajoutons que les racines réelles de l’équation f(æ)}=0
seront évidemment les valeurs de a qui correspondront à des valeurs nulles de 4.
En Trigonométrie, le théorème de Moivre peut s’énoncer dans les
termes suivants :
«< St l’on divise la n°"° puissance de cosa + isina par à +1, le reste
de la division sera cosna +isinnc.
Appliquée à des questions des nombres, la nouvelle théorie transforme une racine p de l'unité qui entre dans un polynôme radical f(+) à coefficients entiers en une quantité indéterminée; et, si cette racine est du degré z, la lettre x désignant un nombre premier, on n’a même plus besoin de prouver que l'équation
f(p) LT © entraine la suivante æÆŒ— 1] LA 2 hs Ge" Fe)
F(x) désignant encore une fonction entière à coefficients entiers. Car la première équation n’a plus d'autre sens que celui qu’elle acquiert . quand on la transforme en la seconde. Alors aussi tous les théorèmes établis dans mes précédents Mémoires deviennent faciles à saisir; et toutes les formules auxquelles je suis parvenu subsistent pour des valeurs réelles quelconques des quantités que désignent dans ces formules les lettres 9 et 0, pourvu que l’on réduise les deux membres de chaque formule aux restes que l’on obtient quand on divise ces deux membres par les facteurs binômes
p—1 et 0P—1.
Enfin, la nouvelle théorie des imaginaires fait encore disparaitre
ae.
les difficultés que l’on reneontrait, en Géométrie, quand on voulait étendre la démonstration de certaines propriétés des figures au cas où certaines lignes, certains points, cessent d’être réels. La loi de continuité, dont un de nos honorables confrères, M. Poncelet, a fait dans ses Ouvrages des applications si élégantes et si dignes de remarque, prend alors une signification précise. Seulement chacune des lignes droites ou courbes, que l’on appelait émaginaires, se trouve remplacée par un système de lignes de même nature, qui changent de forme avec la valeur variable d’un paramètre indéterminé. Il en résulte que, en Géométrie, les solutions imaginaires résolvent toujours des questions plus générales que celles que l’on avait posées. Rendons cette méthode plus sensible par un exemple. Soient
(1) IG PF) 20, FH Y)= 0 les équations de deux courbes réelles dont on cherche les points com-
muns. Si elles ne se coupent pas, on pourra du moins satisfaire aux équations données par des valeurs imaginaires de la forme
æ—=a+ fi, Y=y+dE
ou, pour parler plus exactement, on pourra choisir les quantités réelles &, 8, y, © de manière que l’on ait, quelle que soit la valeur
réelle de £, f(a+Bi,y+di)—(1+)],
F(a+Bi,y+di)—(1+&)], 1, J étant des fonctions entières et déterminées de x. Cela posé, les
solutions imaginaires des équations proposées feront connaître les points d’intersection de deux courbes quelconques, représentées par
deux équations de la forme
(2) Hz, J)=G+8)L Fa y)= (+8);
et si une combinaison linéaire des équations (1) produit une troisième équation
En OX
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qui représente une courbe réelle, cette troisième courbe renfermera toujours les points d’intersection des courbes représentées par les équations (2), quelle que soit d’ailleurs la valeur réelle attribuée au
paramètre £.
Supposons, pour nous borner à un cas très simple, que les équations (1) représentent deux cercles, et soient de la forme
(4) (z—-a)P+PM=r, (+) + Er.
En les combinant entre elles par voie de soustraction, on obtiendra une troisième équation (5) Z=0, qui représentera la droite d’intersection des deux cercles, dans le cas où ils se couperont, c’est-à-dire lorsqu'on aura ar. Si a devient supérieur à r, les valeurs imaginaires
| 1 (6) die 0; y=E(a-r°)*6, qui sont censées vérifier les équations (4), satisferont en réalité aux
suivantes (æ—a)+y=r+(a—r)(G+E),
et ces dernières représenteront, quel que soit #, deux cercles qui se couperont suivant la droite représentée par l'équation (5).
THÉORIE DES NOMBRES. — Mémotre sur diverses proposuions
relatives à la théorie des nombres.
C.R., T. XXV, p. 132 (26 juillet
La théorie des indices modulaires ne fournit pas seulement divers moyens de décomposer les nombres entiers en facteurs radicaux, elle
EXTRAIT N° 575. 399 permet encore d'établir avec facilité un grand nombre de propositions qui paraissent propres à intéresser les géomètres, et qui, jointes à plusieurs autres, peuvent être utilement employées pour la démonstration du dernier théorème de Fermat. Afin de ne point dépasser les bornes prescrites aux articles qui doivent être insérés dans les Comptes rendus, je me bornerai aujourd’hui à donner une idée de ces diverses propositions, en annonçant celles qui semblent mériter d'être particulièrement remarquées.
Taéorème [. — Soit, comme nous l'admetirons généralement ici, n un
nombre premier impair. Soit encore p une racine primitive de l ‘équation (1) Éd à
et nommons f(p) un polynôme radical à coefficients entiers, forme avec
les puissances de ©. Si f( o) est divisible par 1 — p, on aura (2) f(1)=o (mod. x),
el réciproquement, st celle derrière condition est satisfaite, f(o) sera divr-
sible par 1 — p.
TaéorèMe Il. — Supposons le polynôme radical f(o) décomposable en
deux facteurs de même espèce 9(p), 7 (p), en sorte qu'on ait
St f(e) est divisible par (1 — 2), l'étant un nombre entier quelconque,
alors o(e); Zx(P)
seront respectivement divisibles par deux expressions de la forme P (1— 0), (1 —p}#,
h, k étant deux nombres entiers, dont l’un pourra étre nul, et dont la
somme sera Î.
Taéorème [IE — Sort toujours
f(p) = 9(p) (pb).
Si l’on a
(4) f(g)=o (mod.n),
sans avoir en même Lemps
(5) 4(U)=0o (mod.h),
on aura nécessdiremertt
(5) o(p)}=o (mod.n).
TréorËèmE IV. — Si, en posant
Fr ——
TS SI LUE
) nn
on désigne par X\) la dérivée de X de l’ordre l, on aura, pour æ = 1, (8) À = 0, ÂÆ'= 0, ave AG) = 0 (mod. n»).
Nota. — Pour établir ce dernier théorème, il suffit de différentier n — 2 fois, par rapport à x, l'équation (5), réduite à la forme ai Æ(x —1),
et de poser ensuite VAL E
TaéorRÈME V. — Supposons que, f(x) étant une fonction entiére de x, on pose successivement (9) fi(z)=æxf"(x), (td) et (zx),
Alors, en prenant f(z) = (z}),
on aura, pour toute valeur entière de m,
fn (x) = km qn(x});
el en prenant f(zæ)=o(xz)y(x), on aura
fe) = ge) m2) + À QUE) m3 (Ze) +2 + pm (x) (2)
Fi #4
EXTRAIT Nc 375, 357 Tnéorème VI. — Sr le polynôme radical f (p), à coefficients entiers, est tel que l’on ait (10) f(o) =0 (mod. x),
on aura encore
(11) f{i)=o, fi(r)=o, f(1)=o ..., f,-.(i) =0o à (mod. n). TuéorÈème VII. — Sz le polynôme radical f (2), à coefficients entiers, est
tel que l’on ait
ba) o(p}—o(p')=o (mod.r),
on aura encore
G3) gt=o, Wi)æo, ., usli)æ=o (mod. n);
et st, dans le même cas, on pose
oi(æ) p(x)
mx),
alors, én supposant 2(1) non diwvisible par n, on aura (15) P,(1) = 0, D,(1) = 0, at D, _,(1) = 0 (mod. »).
Considérons maintenant en particulier un binôme radical &, qui soit une fonction linéaire de o, sans être divisible par un nombre
entier, en sorte qu’on ait u—a+ bp,
a, b étant des entiers premiers entre eux; et püsons généralement, pour une valeur entière quelconque de /,
(16) uy—= a + bp!.
Enfin, soit (17) I—N(a+bp)
le nombre entier qui représente la factorielle correspondante au bi-
nôme & + bp. Ce nombre ne pourra, comme l’on sait, avoir pour facteurs premiers d’autres entiers que le nombre » et des nombres premiers de la forme rx + 1. A cette Piper déjà connue, j'ajoute les théorèmes suivants :
TaéorÈME VIIT. — Supposons que, le nombre L étant l'un quelconque
des termes de la suite PAL PRE CREER UE
on nomme a, un autre de ces termes, choisi de manière à vérifier la con-
dition (18) la; =1 (mod. n), el posons
(19) PP) = PF Ua Uage ++ Ua
l’exposant W. étant un nombre entier. Soit, d ‘ailleurs, F(p) un polynôme radical à coefficients entiers. Si, le nombre a + b étant premier à n, le nombre V, déterminé par l'équation (17), est une puissance entière du degré n, on pourra choisir l'exposant y. et le polynôme F(e) de manière à vérifier la formule
; o(p”t) Hi EI 2 e® FE |’
et, par conséquent, la suivante :
(21) o(p-t)—o(p)=o (mod.n).
TuéorÈmE IX. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème
précédent, nommons s une racine primitive de l'équation (22) ani = (mod. n).
Soient d’ailleurs a, l’un quelconque des nombres
di, As a A | A1»
Re PR
el a, celur d’entre ces mêmes nombres qui vérifie la condition
(23) a;=+Es"an.
Enfin posons SA (24) CF mere ma D ss dy
el soit w la valeur numerique de la résultante formée avec les divers
termes du tableau
F ©i,1» X1,25 ten Œ n—15 our Us,19 Tg,29 °, X n—1 , lé ] :
…. …. TS, Le ee , An] , Xn—1 , ARE de An—1 n—1»
annee dE | 52 1 e \ 2 2 2 2
termes dont chacun se réduit, au signe pres, à l'unité. On pourra choisir
l'exposant y de manière que, pour une valeur quelconque du nombre en-
à ; À Go; \® . $ " 7 ; * tier L, l'expression (e® “1) se réduise à la n°" puissance d’un rapport Uy
SE J
de la forme AUS et que l’on ait, par suite, 3 ( 0 ) (p'ur)®— (pu _,;)° = 0 (mod. n). Si l’on attribue successivement à n les valeurs DO Et 1 ..., on pourra réduire les valeurs correspondantes de w aux nombres
Dans un prochain article, j'expliquerai comment ces diverses propositions peuvent être appliquées à la démonstration du dernier théorème de Fermat.
316, THÉORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur diverses propositions relatives à la théorie des nombres (suite).
C.R., T. XXV, p. 177 (2 août
Aux propositions énoncées dans le Compte rendu de la précédente
séance, il est utile d’en joindre plusieurs autres que je suis parvenu à
démontrer, et que je vais indiquer en peu de mots.
Taéorème 1. — Soient n, p deux nombres premiers impairs, dont le second soit de la forme nx + 1. Soient, de plus, o une racine primitive de l’equation (1) ART 5 à L'une racine primitive de l'équivalence (2) æPri= 1 (mod. p ); puis, en admettant que les entiers h, k, h + k soient premuers à n, posons (3 ) Rx — S pah+6k,
la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières de
4 comprises dans la suite
D M er Dre à et 6 désignant, dans la même suite, le terme qui vérifie l'équivalence a+ (6=i (mod. p).
On aura (4) Feet PAR à PTE À puis, en posant k — h, et écrivant, pour abréger, R, au lieu de R,,, on trouvera
(5) p=RiR.
D'ailleurs, R, et R,, seront des polynômes radicaux, dans chacun desh h,k ; quels les coefficients des diverses puissances de 5 fourniront une somme
égale à p — 2. Enfin, si l’on pose
REA
r sera une racine primitive de l’équivalence æ'= I] (mod. p),
et l'indice modulaire maximum de R,, correspondant à la racine prumi-
live r!, sera, ou le nombre p, ou l'unité, suivant que le nombre l'sera unfeà ,\ rieur OÙ RON À — De ce premier théorème, on peut déduire la proposition suivante : Tuéorëme Il. — Faisons (7) u—a+ bp,
a, b étant deux nombres entiers premiers entre eux, dont la somme ne
soi pas divisible par n; et supposons que la factorielle (8) I N(a+bo),
correspondante au binôme radical a + b5, ait pour facteurs premiers les
entiers P»:q,;..., en sorte qu'on ail (9) Le pratiis Concevons d'ailleurs que, l'étant l'un quelconque des entiers
RMS DS hais Ne,
on nomme a, un autre de ces entiers choisi de manière à vérifier la conditon (10) la; =1 (mod. x).
Enfin, soit r celle des racines de l ‘équivalence
(11) x'=1 (mod. F),
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qui vérifie la condition (12) a+ br=o (mod. ),
el nommons R,, R;, ... les diverses valeurs de R, qu correspondent (voir
le théorème 1) à la racine r et aux divers modules Ps 4; ...3 OR aura
(13) Us, Voila RO RTL NS
(2) étant un diviseur de l'unité, qui se réduira, au signe prés, à une
puissance entière de pe
Corollare. — Si le nombre Test une puissance entière du degré n», le produit
RiRY...
sera de la forme [F(2)f*, F(2) étant une fonction entière de 9, à coefficients entiers, et l’on obtiendra la proposition suivante :
ThéorRÈME IT. — Les mémes choses étant posées que dans le théorème IT,
st le nombre X se réduit à une puissance du n°°"° degré, on aura
(14) lala as = LF(p})}l"&(e),
F(p) étant une fonction entière à coefficients entiers, et 5(2) un diviseur de l’unué, qui se réduira, au signe prés, & une puissance entière de p. Si
d’ailleurs on pose, pour abreger.
(15) pres ; Pen
sera une puissance entière de 2, On trouvera (16) Fu later Pa FT D
: désignant un nombre entier.
EXTRAIT N° 376. 363 Corollaire 1. — Comme, en supposant toujours a + b et, par suite, I non divisibles par z, on aura
(17) à Vr=1 (mod. x), la formule (16) entrainera la suivante
Or Va Pas: Pa (mod. x},
qui coincide avec la formule (21) de la page 358. De plus, si @&, étant l’un quelconque des termes de la suite
dis As .…..s An 1
et a, celui d’entre ces mêmes termes qui satisfait à l’équivalence (19) dy =Ets"a, (mod, »), on désigne par 4, celle des deux quantités +1, — 1 qui vérifie la
condition or.
Th,m —= = k
alors, en nommant w la valeur numérique de la résultante
de Mydshi:
on déduira de l'équation (16) une autre équation de la forme (20) "Ps Qi,
z étant un nombre entier, et © étant de la forme
GES F(pT" ) "
Enfin, comme on aura
(22) Or= 1 (mod. 7),
on trouvera encore °9 = p* (mod. »),
et l’on sera ainsi ramené au théorème IX de la page 358. Ajoutons que
la valeur de w, déterminée par la formule
(23) nn à Ao,9 + + + An—1 Ju SE
n’est pas toujours la plus petite de celles que l’on peut adopter dans la formule (20), et que, en attribuant successivement à z les valeurs
Lis) die Pit 5 :080)
Corollaire 11. — Des seules propositions énoncées dans cet article et dans le précédent, on peut déjà déduire diverses conséquences relatives au dernier théorème de Fermat. Il en résulte, par exemple, que, pour démontrer l'impossibilité de résoudre l'équation
at+ br+ ct—o
ar des entiers premiers entre eux et premiers à », 1l suffit de s’as- P P
surer que la somme
NESUT n—# + ont nt, + : )
ne]
n’est pas divisible par 7, ou bien encore que w est un nombre premier à »?. On voit done combien il importe de déterminer la valeur du nombre w, ou du moins le reste qu’on obtient en divisant w par ». On y parvient à l’aide d’une méthode qui permet de résoudre facilement une classe très étendue d'équations linéaires, et que je vais indiquer en peu de mots.
Soient données, entre »? inconnues
M 5 PRE ES der EP;
Lt ptet net
n équations linéaires de la forme
Al + MY + A3 +.1. + Apnol + An30 = Ko, ‘se + y + 453+...+Anniu+ 9 =,
(24) / AT + dY+ASs+... + dou + dv ms,
| MN 0 0 US CR SR Éd RUE AUS es 6 8 0.0 0 de dé Sepi les ets Le ss ,
Fo: D “be DY+d3+... + dn-slu + One — Nos:
et posons, pour abréger, (25) c T+Y+3+.. +Uu+V—=s.
On observera d’abord que, des formules (24) combinées entre elles par voie d’addition, on tire
(26) — Hot kit Ros A+ A+... + An]
Pour trouver ensuite les valeurs des diverses inconnues YU TS Suis U, P,
on multipliera les formules (24), avant de les ajouter entre elles, par les divers termes de la progression géométrique Pr9$6 8 AU RO Frac e étant une racine primitive de l'équation
Ann — .
Et
et l’on trouvera ainsi
Ko+ k10 + kopa+...+ ki 0-1 (27) +py+pts+... + prrtiu — ° “ 22 ssl + dot Ap + A0 +... + np"
Done, si l’on pose, pour abréger,
Ko+ k9 + Kep?+... + k, iprt dr pp +... +an ip"!
= ÀÂ5+ A1p-!+ Asp-?+,..+ A, pri,
on aura
(28) æ—=A;+cC, y=A;+cC, SA; +C, es u=A, EC,
C étant une quantité dont la valeur se déduira aisément de l’équation (26), puisque, en vertu des formules (28), on aura
(29) nC—s—A,—A,—A:—,..—AÀ, :.
Lord TnéortE DES NOMBRES. — Mémoire sur diverses propositions relatives
à la théorie des nombres ( suite ).
C. R., T. XXV, p. 242 (9 août
Les propositions énoncées dans le précédent article, et les formules qu'il contient, sont relatives au cas où le nombre désigné par la lettre # est un nombre premier impair. Mais on peut généraliser encore ces formules, et en particulier celles qui se rapportent à la résolution d'une classe très étendue d'équations linéaires.
Effectivement, supposons que, z étant un nombre entier quelconque, on se propose de résoudre les formules (24) de la page 365. Pour obtenir la valeur de l’une quelconque des inconnues, de x par exemple, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie d’addition, ces mêmes formules, respectivement multipliées par certains facteurs
Eos Er ..s FRE Y
ces facteurs étant assujettis à vérifier les conditions | &oËo + dé +.. he uls 1 ©; &iËo + Al +... + PRET \ An1 Ë0 + doit... + Hiietonr 0,
dans lesquelles w peut être un nombre quelconque arbitrairement choisi, Or soit p une racine primitive de l'équation
(2) À Eeseoe Ke
Les conditions (1) entraineront avec elles la formule (3) D (Go + Gp Hs et Apt) (Eo+ Ep ++ En ip +),
et même cette dernière formule continuera de subsister, quand on y remplacera p par l'une quelconque des puissances de 5, c’est-à-dire, en d’autres termes, par l’une quelconque des racines de l’équation (2). Réciproquement, si la formule (3) subsiste quand on y remplace & par
une quelconque des racines de l'équation (2), alors les facteurs Cos Gis .…..s LAC
satisferont certainement aux conditions (1). D'ailleurs, si l'on pose, pour abréger,
(4) f(p)= a+ @p+...+ as jp"t,
la formule (3) donnera
w o ; G) (2) CP ALT VE PU en M ru f(p).
et, si la formule (3) subsiste quand on y remplace 9 par »”", me étant un nombre entier quelconque, on aura encore
(6) Éo+ App" +... + Encre en à Or, si dans la formule (6) on remplace successivement le nombre
par les divers termes de la suite (7) SES D es A —1,
les équations ainsi trouvées donneront
L à Gi: nl
n L f(p m ) Fe
l'étant lun quelconque des entiers inférieurs à », et le signe N indi-
quant la somme des valeurs du produit
f( pt) Î
mi
correspondantes aux diverses valeurs de 72.
Les valeurs de
=0» Ci» ARE | En-19
fournies par l’équation (8), satisfont, quel que soit w, aux conditions (1); et par suite, s’il s'agit seulement de résoudre les équations (24) de la page 365, on pourra prendre © — 1. Mais, dans certains problèmes, les valeurs des inconnues doivent être entières, et l'on peut demander, par exemple, de vérifier les formules (1) par des valeurs entières de
Éos Ets ++ En-1 w,
dans le cas où les coefficients &,, &,, ..., a,_, ont eux-mêmes des valeurs entières. Or je suis parvenu à démontrer que, pour satisfaire à cette dernière condition, il suffit de prendre
(9) mA) É(p)F(p?)2us ÉCo"T 1), THÉORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur l “emploi des racines de l'unuté
pour la résolution des divers systèmes d'équations linéaires.
C. R., T. XXV, p. 285 (23 août
J'ai montré, dans les précédentes séances, comment on peut faire servir les racines de l'unité à la résolution de certains systèmes d'équations linéaires; mais les équations que j'ai indiquées ne sont pas les seules qui puissent être ainsi résolues. D’autres, qui ne sont pas moins dignes d'attention, jouissent encore de la même propriété.
EXTRAIT No 378. 369
Ajoutons que les unes et les autres se résolvent en nombres entiers, sous des conditions qui méritent d'être remarquées. C’est ce que l’on verra dans le Mémoire que j'ai l'honneur de présenter à l’Académie. Je me borneraï ici à en extraire quelques propositions fondamentales, le Mémoire lui-même devant être prochainement publié dans les £xercices d'Analyse et de Physique mathématique. .
Je commence par établir la proposition suivante :
THÉORÈME. — Sort PAC DÉS inde aû te tele ni Tune LES TOR Ce CL
une fonction entière du. degré m, dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance de x se trouve réduit à l'unité. Supposons d’ailleurs les
m racines de l'équation (1) JS #0 partagées en deux groupes «, 6,” Ye Ad: 2, So enfin
NSRtA- ms...)
une fonction des racines À, He, V, ..…., symétrique, entière, et à coefficients entiers. On pourra transformer U en une fonction entière des racines «, 6,Y, ..., et des coefficients c,, C:, ..., Cm, qui, étant elle-même à cocffi-
cients entiers, sera symétrique par rapport aux racines &; 6,"
, rs
Nota. — Pour démontrer ce théorème, il suffit d'observer : 1° que, 2, 6, Y, .…. étant racines de l'équation (1), on pourra diviser algébri- ‘quement /(æ) par le produit (æ — a)(æ —6)(æ—Y)...; 2° que, si l’on nomme f(x) le quotient ainsi obtenu, f(æ) sera une fonction entière de æ, dans laquelle la plus haute puissance de æ se trouvera multipliée par l'unité, les autres puissances de æ étant respectivement multipliées par des fonctions entières de c,, c,, ..., en: «, 6, .. qui seront à coefficients entiers, et symétriques par rapport aux ra- CHIbS @, 6 Y, 503 3% que À, p, v,... seront précisément les diverses racines de l'équation f(x) — 0. |
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Soit maintenant z un nombre entier quelconque, et considérons le
système des équations
| AZ +@Yy +5 +... + Anal + An = Ko,
ŒX +@Ÿ+A33#+...+nnu— do V—=k;,
que l’on déduit des formules (24) de la page 365, en changeant, dans la deuxième, la troisième, la quatrième, ... formule, les signes du dernier, puis des deux derniers, puis des trois derniers, ... termes. Pour obtenir la valeur de l’une quelconque des inconnues, de æ par exemple, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie d’ad-
dition les formules (2) respectivement multipliées par certains fac-
teurs £4, Lise. ns ces facteurs étant assujettis à vérifier les conditions
| Géo ER CRT + A3Ëe a TO ds Ex + 7 RENTE PP — 6), (3) Géo + deb + AsËat...+ An-1Ën—2 — Go 0,
ay-1Ë0 — QoË1 — Ai Es — ue Ga tthes QE: — 0, dans lesquelles w peut être un nombre entier quelconque arbitrairement choisi. Or, soit 9 une racine primitive de l’équation (4) DEF, les conditions (3) entraineront avec elles la formule (5) o—=(&+ap + AP ++ Gn1 071) (Eo + É1PT'+Ës PH +EnpT +1),
et même cette dernière formule continuera de subsister quand on Y remplacera p par l’une quelconque des puissances impaires de p, c'està-dire, en d’autres termes, par l’une quelconque des racines de l'équation
MERE
Réciproquement, si la formule (5) subsiste quand on y remplace 9 par
l’une quelconque des racines de l'équation (6), alors les facteurs £,, E,,6,,...,6,_, satisferont certainement aux conditions (3). D'ailleurs, si l’on pose, pour abréger, f(p)=a.+ap+ap+...+ a, 0", la formule (5) donnera
(7) CRE Re FE ar
am
et si, dans cette dernière, on remplace p par 6”, m étant un nombre impair quelconque, on aura
(8) Éo + Ë; pm + Er pT2" +... + un rires f
puis on en conclura mure Le F3 mi (9) UT n SG ’
l'étant l’un quelconque des entiers inférieurs à », et le signe N indi- [A]
diverses valeurs impaires de »# comprises dans la suite 1, 3, 5, ...,
quant la somme des valeurs du produit p”*, correspondantes aux
+ Due
Les valeurs de £,, &,, &,, ..., &,_, fournies par l'équation (9) satisfont, quel que soit w, aux conditions (3); et par suite, s’il s’agit seulement de résoudre les équations (2), on pourra prendre w — 1. Mais, dans certains problèmes, les valeurs des inconnues doivent être entières, et l’on peut demander, par exemple, de vérifier les formules (3) par des valeurs entières de £,,4,,8,, ...,6,_,, w. Or il résulte du théorème énoncé au commencement de cet article, que, pour satisfaire à cette dernière condition, il suffira de prendre
(10) = Hp}f(ot). (pet),
Les formules précédentes fournissent le moyen de calculer aisément le nombre entier désigné par w dans la séance du 2 août dernier.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Note sur la polarisation chromatique.
C.R., T. XXV, p. 331 (30 août
Un des savants les plus distingués de l'Allemagne, M. d’Ettingshausen, étant venu ces jours derniers à Paris, et m’ayant dit quelques mots au sujet de ses recherches sur la théorie de la lumière, je lui parlai aussi des miennes, et j'ajoutai que les Comptes rendus renfermaient seulement une faible partie des résultats contenus dans les Mémoires que j'avais présentés à l’Académie sur l’Analyse ou sur les applications de l'Analyse à la Physique. Je citai, à cette occasion, le Mémoire du 8 mars dernier, sur les corps considérés comme des systèmes de molécules dont chacune est elle-même un système d’atomes, et mes Mémoires plus anciens, relatifs à la polarisation chromatique. Alors, M. d’Ettingshausen me témoigna le désir de me voir publier immédiatement au moins les parties les plus importantes de ces Mémoires, surtout les deux dernières pages d’un manuscrit, que j'ai mis sous ses yeux, et qui avait été paraphé par l’un de MM. les Secrétaires perpétuels, avec l'indication d’une seule date, deux fois reproduite, celle du 22 avril 1844. Comme ces deux pages, dont chacune porte le paraphe de M. Arago, sont relatives à un objet dont M. d’Ettingshausen s’est aussi occupé de son côté, et dont il s'occupe encore, je me bornerai à les transcrire, sans y changer un seul mot.
Équations différentielles de la polarisation chromatique.
Les équations différentielles des mouvements infiniment petits d’un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle sont de la forme |
(1) DE S[m(x + AË) f(r +p)],
. in ren PS Sr ÉD Re LE
[voir les Exercices d'Analyse, tome I, page 3 (‘)[, la valeur de o étant sensiblement
‘a xAË+yAn+zA.
Si l’on veut obtenir la polarisation chromatique, il suffira d’ajouter aux seconds membres des équations (1) des termes de la forme
(2) Sfm[z(y+ An) — y(2+ Af)]f(r)} = S[m(z An — y At)f(r)],
En effet, si l’on pose
. (3) Ë nas 5 —— n — den
A de semblables termes deviendront (ar CDR
K désignant une fonction de uw, v, w, ...; et il suffira de supposer K fonction de 4 = u? + 6? + w°?, pour réduire les expressions (4) à la forme
(5) (wB— 90) = (wB — vC)G, PE
G étant fonction de #.
IL est important d’observer que le produit
(6) m[z(y + An) — y(z+ AË)f(r)
représente la projection sur l’axe des x d’une force perpendiculaire au plan qui passe par les droites OA, O’A’, dont la première est menée, dans l’état d'équilibre, de la molécule m qui coïncide avec le point (æ, y, =), à une molécule voisine »# qui coïncide avec le point (æ+x, y + y, z+3), et dont la seconde est ce que devient la première, quand on passe de l’état d'équilibre à l’état varié. De plus, la force, dont l’expression (6) est la projection, est proportionnelle, d'une part, au produit des droites OA, O’A' par le sinus de l'angle compris entre elles; d’autre part, à une fonction f(r) de la distance r.
(1) Œuvres de Cauchy, S. U, T. XI.
Il reste à savoir si, en attribuant aux molécules des corps des formes déterminées et des mouvements de rotation très petits, on obtiendra, pour les mouvements infiniment petits, des équations de mème forme que celles auxquelles conduit la supposition que nous venons d’énoncer.
Le produit des droites OA, O’A' est sensiblement proportionnel à r?. Donc la force dont nous avons parlé se réduit au produit d’une fonction de r par le sinus de l’angle compris entre les deux droites.
ASTRONOMIE. — Mémoire sur la détermination des orbites des planètes
et des comètes.
C.R., T. XXV, p. 4or (20 septembre
Les nouvelles méthodes que j'ai données pour la détermination des orbites et des mouvements des corps célestes ne sont pas, il importe de le remarquer, des théories purement spéculatives; et si, d’une part, elles peuvent contribuer au progrès de l’Analyse mathématique, d'autre part, elles offrent des moyens de caleul qui s'appliquent utilement à la solution des grands problèmes de l’Astronomie. Déjà, dans de précédents Mémoires, j'ai déduit des résultats numériques de la méthode par laquelle j'étais parvenu à déterminer, dans la théorie des mouvements planétaires, les perturbations d’un ordre élevé, et j'ai fait voir que l’on pouvait retrouver ainsi la grande inégalité découverte par M. Le Verrier dans le mouvement de Pallas. J'avais promis de montrer aussi, sur un exemple, les avantages que présentent mes formules pour la détermination des orbites des planètes et des comètes. En cédant aujourd’hui au vœu de plusieurs savants qui réclament l’accomplissement de cette promesse, je suis heureux de penser que je fournirai ainsi aux astronomes, et, en particulier, à mes hono-
Ce
rables confrères du Bureau des Longitudes, un moyen facile de fixer avec une grande précision les éléments des orbites des petites planètes récemment découvertes par divers observateurs. Entrons maintenant dans quelques détails.
Pour déterminer aussi exactement qu’on le peut les éléments de l'orbite d’une planète à une époque donnée, en les déduisant d’observations astronomiques, il convient de résoudre successivement deux problèmes-bien distincts l’un de l’autre. Le premier consiste à développer les quantités variables, spécialement la longitude et la latitude de la planète, suivant les puissances du temps mesuré à partir de l’époque donnée. Le second problème consiste à substituer les coefficients des premiers termes des développements dont il s’agit, dans des formules simples desquelles on puisse aisément déduire des distances de la planète au Soleil et à la Terre, et, par suite, les divers éléments de l'orbite cherchée. Le premier problème peut être aisément résolu à l’aide de la méthode d’interpolation que j'ai proposée dans un Mémoire publié en 1833, et réimprimé dans le Journal de M. Liouville (!). Comme je l’ai remarqué, cette méthode offre de nombreux avantages qui permettent d'arriver promptement et sûrement aux développements cherchés. En effet, elle substitue à la recherche des divers termes du développement de l’une quelconque des quantités variables la recherche d’une certaine espèce de différences finies de divers ordres, représentées par des fonctions linéaires des valeurs observées de la variable, ou des différences déjà calculées. Or ces fonctions linéaires sont faciles à former, attendu que dans chacune d'elles chaque coefficient se réduit, au signe près, à l'unité; et d’ailleurs elles sont précisément celles qui offrent les moindres chances d'erreurs possibles. Ce n’est pas tout : la méthode dont il s’agit peut faire concourir à la solution du problème un nombre quelconque d'observations dont les résultats sont combinés entre eux par voie d’addition et de soustraction seulement; et le calcul, loin de se compliquer,
(1) Œuvres de Cauchy, S. W, Y. IE.
tandis que l’on avance, devient d'autant plus simple, qu'il est appliqué à la recherche de différences finies d’un ordre plus élevé. Ajoutons que la méthode, fournissant elle-même la preuve de la justesse des opérations effectuées, ne permet pas au calculateur de commettre la faute la plus légère, sans qu’il s’en aperçoive presque immédiatement, et que le calcul s’arrête de lui-même à l'instant où l’on atteint le degré d’exactitude auquel on pouvait espérer de parvenir. Remarquons enfin que les divers termes des développements cherchés peuvent être aisément déduits des différences finies dont nous venons de parler, et de la détermination de certains nombres dont les valeurs dépendent uniquement des époques auxquelles les observations ont été faites. Si le calculateur connaît ces époques sans connaitre les observations elles-mêmes, il peut immédiatement caleuler les nombres dont il s’agit, et achever ainsi, chose singulière, la partie la plus laborieuse de tout son calcul.
Les premiers termes des développements des variables étant calculés, comme on vient de le dire, et déduits d'observations dont je supposerai le nombre égal ou supérieur à quatre, on connaîtra les dérivées des trois premiers ordres de chaque quantité variable, différentiée par rapport au temps, ou plutôt leurs valeurs correspondantes à l’époque donnée; et il ne restera plus qu’à substituer ces valeurs dans des formules simples desquelles on puisse aisément tirer les éléments de l’orbite avec les distances qui séparent le Soleil et la Terre de l’astre observé. Remarquons d’ailleurs que ce dernier problème ne serait pas complètement déterminé, si le nombre des observations n’était pas au moins égal à quatre, deux orbites distinctes l’une de l’autre pouvant satisfaire à trois observations données. L'hypothèse admise est donc celle qu’il convenait d'adopter. Or, dans cette hypothèse, si l’on prend pour inconnues les distances de l’astre observé à la Terre et au Soleil, on déterminera facilement les valeurs de ces deux inconnues à l’aide des opérations très simples que je vais indiquer.
1° Une équation linéaire déterminera immédiatement le cube de la distance r de l’astre au Soleil, et, par suite, cette distance elle-même.
jy tete res
Mais, comme cette première équation renferme des dérivées du troisième ordre, dont les valeurs se déterminent avec moins de précision que celles des dérivées du premier et du second ordre, la distance calculée pourra n’être pas rigoureusement exacte, et il conviendra de lui faire subir une correction dont nous parlerons tout à l'heure.
2° Lorsqu'on aura déterminé approximativement, comme on vient de le dire, la distance r de l’astre au Soleil, une seconde équation linéaire, qui renferme des dérivées du premier et du second ordre, fournira une valeur approchée de la distance r’ de l’astre à la Terre. Ajoutons que cette dernière distance sera déterminée avec une plus grande précision, si on la déduit de la résolution du triangle rectiligne qui a pour sommets les centres de la Terre, du Soleil et de l’astre observé, c’est-à-dire, en d’autres termes, si on la déduit de la résolution d’une équation du second degré qui renferme seulement, avec les distances cherchées, deux constantes relatives à la position de la Terre et deux angles fournis par l'observation.
3° Lorsqu'on aura déterminé approximativement, ainsi qu’on vient de l'expliquer, les valeurs des deux inconnues 7, r’, alors, pour obtenir des valeurs plus exactes, il suffira d'appliquer la méthode d’approximation linéaire ou newtonienne à la résolution simultanée des deux équations desquelles se déduit la distance r’ de la Terre à l’astre observé. En effet, il importe de le remarquer, la méthode d’approximation newtonienne s'applique, avec la plus grande facilité, à l’évaluation rigoureuse, non seulement d’une seule inconnue déterminée par une seule équation, mais encore de deux, trois, ... inconnues, déterminées par deux, trois, ... équations, lorsque déjà l’on possède des valeurs approchées de ces inconnues. D'ailleurs, les deux équations auxquelles on appliquera la méthode dont il s’agit ne renferment aucune dérivée du troisième ordre, mais seulement des dérivées du premier et du second ordre, qui, par aucun moyen, ne sauraient être bannies entièrement du calcul. Donc, en définitive, si l’on applique la méthode newtonienne à ces mêmes équations, après avoir déter-
miné les valeurs approchées de r et r’ à l’aide de l'équation du second OEuvres de C.— S.1,t.X. 48
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degré, jointe à l’équation linéaire qui renferme des dérivées du troisième ordre, on obtiendra, sans aucun tâtonnement et par ‘un calcul très rapide, les distances de l’astre observé au Soleil et à la Terre, avec une exactitude égale ou même supérieure à celle que produisent les laborieux calculs dans lesquels on fait usage de trois observations seulement.
Pour vérifier ces conclusions sur un exemple qui pût les rendre évidentes à tous les yeux, j'ai appliqué la méthode que je viens d’exposer au calcul des distances qui séparaient Mercure du Soleil et de la Terre, le 16 août 1842, à l'instant de son passage au méridien, en déduisant les distances des seules observations faites les 14, 15, 16, 17 Cet 18 août, à l'Observatoire de Paris. Les valeurs que j'ai obtenues, en prenant pour unité la distance de la Terre au Soleil, sont, à très peu près, comme on le verra dans ce Mémoire, 0,32 et 1,30. Ces valeurs, qui se trouveront très légèrement modifiées si, comme il est aisé de le faire, on a égard à l’aberration et à la parallaxe, coincident effectivement, lorsqu'on néglige le chiffre des millièmes, avec celles que fournissent les Tables astronomiques.
Je ferai, en terminant, une dernière remarque.
Lorsqu'on appliquera la nouvelle méthode à des astres pour lesquels les perturbations du mouvement elliptique ou parabolique ne deviendront sensibles qu’au bout d’un temps considérable, il sera très avantageux de faire concourir à la détermination des éléments de l’orbite un grand nombre d'observations, quand même les époques de ces observations seraient assez éloignées les unes des autres. On obtiendra ainsi des valeurs beaucoup plus exactes des éléments des orbites, sans augmenter beaucoup le travail du calculateur; car il n°v aura de changés que les nombres fournis par les formules d’interpolation: et comme on l’a vu, les fonctions linéaires dont ces formules supposent la formation se composent simplement des diverses valeurs des quantités variables, ou de leurs différences des divers ordres, combinées entre elles par voie d’addition ou de soustraction.
S I — Méthode d’interpolation.
Soit « le temps compté à partir d’une époque fixe. Une fonction « de £, supposée continue dans le voisinage de cette époque, sera développable, du moins entre certaines limites, suivant les puissances ascendantes de /; et, si l'on pose
e ne
(1) u=a+bt+c— + d— +..., Pa lise
les coefficients a, b, c, d, ... représenteront les diverses valeurs de la fonction et de ses dérivées des divers ordres, à l’époque dont il s’agit. Si, d’ailleurs, des observations faites avec soin fournissent diverses valeurs particulières de w correspondantes à des valeurs positives, nulle, ou négatives de #, on pourra aisément déduire de la méthode d'interpolation, que j'ai donnée en 1833 (*), les valeurs des coefficients &, b, c, .... Entrons à ce sujet dans quelques détails.
Supposons, pour plus de commodité, que l'époque à partir de laquelle se mesure le temps soit celle de l’une des observations. La valeur a de « sera fournie par cette observation même; et, si l’on pose 6 —u— &, On aura
tè
(2) | A da pee A AP Eu LL
Supposons d’ailleurs que, f(e) étant une fonction de £ qui s’évanouisse avec {, on désigne par St la somme des valeurs numériques de 4 relatives aux observations diverses; puis par Sf(z) la somme des valeurs correspondantes de f(4), chacune de ces dernières valeurs étant prise avec le signe +, ou avec le signe —, suivant qu'elle correspond à une valeur positive ou négative de #; et représentons par Af(4) une espèce de différence finie de f(4), déterminée par le système des deux for-
mules t (3) TL US (4) Af(t)—=f(4)— aSf(e).
(1) Œuvres de Cauchy, S. H, T. IX.
Si, dans la seconde de ces formules, on remplace successivement f(4)
e par — et par #, on en tirera
: t? L° lt?
(6) Ap—p—asSv.
Le PU à Supposons encore que l'on désigne par S'A= la somme des valeurs
numériques de A» relatives aux diverses observations; puis par
S'Af(t) la somme des valeurs correspondantes de Af(4), chacune de ces dernières valeurs étant prise avec le signe +, ou avec le signe —,
se , 0 ce suivant qu'elle correspond à une valeur positive ou négative de A—; et représentons par A°f(2) une espèce de différence finie du second ordre, déterminée par le système des deux formules
| A— (7) ê— 2° S'A — (8) A?f(t)— Af(t)—6S'Af(L).
Enfin, concevons que, en continuant de la sorte, on détermine successivement les valeurs des variables «, #, y, ..., à l’aide des formules L FR t 2 2,3 (9) a— 2 6— JR +
Tr PE / s'AŸ sr ar 2 2
chacun des signes S, S’, S”, indiquant la somme des valeurs numériques de la quantité variable qu'il précède, et les différences finies
A an 2? 4.3
étant déterminées elles-mêmes par les équations
L? L? l? t L3 PE] sd” lt: je RS CE Es . PNED ET PE CE LUF à FRS 120, RES PE {10) == aS —) M =A— SS'A
Il est facile de voir que les quantités Av, 476, A°6, .…, détérminées par le système des formules
(11) A0= 9 — aSv, A°6 — Ap — 6$' Av, A3v — Av — yS" Ar, PER
représenteront des espèces de différences finies de divers ordres de la fonction +, qui s’évanouiront toutes, si u— ++ a se réduit à une fonction linéaire de 4; toutes, à l'exception de la première, si w se réduit à une fonction de # entière et du second degré; toutes, à l’exception des deux premières, si u se réduit à une fonction de # entière et du troisième degré, etc.
Ce principe étant admis, supposons les diverses observations faites à des époques assez voisines les unes des autres pour que, le temps étant compté à partir de l’une d’entre elles, quelques termes du développement de w, par exemple les quatre ou cinq premiers termes, restent seuls sensibles. Alors le calcul numérique des valeurs de Av, 4?v, A°e, .…, correspondantes aux diverses observations, ne tardera pas à fournir des quantités qui seront sensiblement nulles, et qui pourront être négligées, eu égard au degré d’approximation que l'on peut espérer d'atteindre, par exemple des quantités qui seront comparables aux erreurs d'observation. Or il est clair qu’on devra dès lors s'arrêter, sans chercher à pousser plus loin le calcul des différences finies
Ae, : le; Mo,
IL est clair aussi qu’en réduisant à zéro la première de ces différences, qui sera de l’ordre des quantités que l’on néglige, on réduira le système des formules (11) à un petit nombre d'équations qui, jointes aux formules (9) et à l'équation
(12) | uU=A+V,
fourniront immédiatement la valeur de # développée en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de £.
Il importe d'observer que, si le calculateur connaît les époques des observations sans connaître les observations elles-mêmes, il pourra
immédiatement déduire des formules (9) et (ro) les valeurs des variables &, 6, y, ..., correspondantes aux observations diverses, et, par suite, les valeurs générales de ces variables exprimées en fonctions entières de 4. Observons encore que l'exactitude de ces premières observations pourra être aisément constatée, attendu que, en vertu des formules (4) et (8), les valeurs de Ar, A?4?, A°15, ..., correspondantes à chaque observation, devront être rigoureusement nulles, Observons enfin que, dans les formules (9), (10), on peut, sans inconvénient, supprimer les diviseurs numériques, et remplacer en conséquence ces formules par les équations
t At? A?
Se or tue Li AT nec
(14) At = àSt, A't5— Ar—6$ Au,
On pourra même, sans altérer les valeurs de «, 6, y, ..., remplacer les diverses valeurs de £ par des quantités qui leur soient sensiblement proportionnelles. Cette remarque permet de calculer très facilement les valeurs de &, 6, y, ..., qui répondraient à des observations équidistantes.
Si, pour fixer les idées, on veut déduire Le développement de « de cinq observations équidistantes, le temps étant compté à partir de l’époque de l'observation moyenne, on pourra remplacer les cinq valeurs de z par les cinq termes de la progression arithmétique — 2, — 1,0, 1, 2. Alors les valeurs des quantités variables #, &?, 4°, 1 et de leurs différences finies s’évanouiront pour l'observation moyenne, tandis que ces mêmes valeurs, et celles de «, 6, y, à, seront fournies, pour les quatre autres observations, par le Tableau suivant :
Valeurs de...
Valeurs de x.
Valeurs de...
Valeurs de...
Valeurs de 6.
Valeurs de...|...
Valeurs de...
Valeurs de...
Valeurs de y.
Valeurs de...
Valeurs de...|...
Valeurs de...
Valeurs de à.
vs de +
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Après avoir ainsi déterminé les valeurs particulières de x, 6, y, 0, relatives à chaque observation, il suffira, pour obtenir les valeurs générales des mêmes variables exprimées en fonction de 4, de recourir aux formules (13) et (14), desquelles on tirera
62, PET —18ax + 87, = 3,6 + 9,60
et, par suite,
Ces dernières équations, jointes aux formules (11) et (12), seront celles qui serviront à déduire, de cinq observations équidistantes, les valeurs de Drus °Diu, Did; Dlu,
correspondantes à l’époque de l'observation moyenne, lorsque les différences finies de &, du cinquième ordre, seront de l’ordre des quantités que l’on néglige, et comparables, par exemple, aux erreurs d’observation.
Remarquons, en terminant ce paragraphe, que, si les époques des observations ne sont pas rigoureusement, mais sensiblement équidistantes, les valeurs de x, 6, y, à, ..., calculées comme on vient de le dire, devront seulement subir de très légères corrections, qu’il sera facile de déterminer.
SIL. — Formules pour la détermination des orbites des planètes
et des comètes.
Prenons pour origine des coordonnées le centre du Soleil, pour plan des æ, y le plan de l'écliptique, pour demi-axes des x et y positifs les droites menées de l’origine aux premiers points du Bélier et du Cancer, et pour demi-axe des z positifs la perpendiculaire élevée sur le plan de l’écliptique, du côté du pôle boréal. Soient d’ailleurs
æ, y, = les coordonnées de l’astre observé ; r la distance de cet astre au Soleil ;
« la distance du même astre à la Terre;
2 la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique; ?, 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre ;
x, y les coordonnées de la Terre ;
R la distance de la Terre au Soleil;
5 la longitude de la Terre.
Enfin, prenons pour unité de distance le demi grand axe de l'orbite terrestre, et nommons K la force attractive du Soleil à l'unité de distance. On aura, en supposant les observations renfermées dans un intervalle de temps assez petit pour que les perturbations restent insensibles,
({) æ=x+icospcos, y—=y+esinpcosé, 23—+csint, p—:cos6,
(2) x —R cos, y=Rsins, LE et (3) Dixz+—x—o D? — Y = D? en E 5T—0, + 5Y—0, i5+ 550; K K (4) Dix+pnx—o, Diy+ yo, el, en posant O — /tang0, on tirera des formules précédentes K Ne
les valeurs de À, B, C étant déterminées par les équations
(6) | Cx+[B—(D;9}]coso —(D?o + 2A D,o) sino —0, Cy+[B—(D,;9)] sing + (D?o+2AD,o) COSY — 0,
B+2AD,0 + D?6 +(D
D'ailleurs, la première des formules (5) donnera (8) ; D}o — (A°+ D, A)»;
et de celle-ci, jointe aux deux dernières des formules (5) et à l'équa- OEuvres de C.— S.1,t.X. 49
tion p —«cosh, on tirera
| HIT RU (re? FT Ceos \r5 Ki)’
Ajoutons que, si, pour abréger, l’on pose Ÿ = 9 — x, u — cot®, on aura, en vertu des formules (6) et (7),
RE 4 Dur OP A=— =) FA
B—(D,;9}— Do —2AvD,0o
D}0 — (D,0)— 2A D,0, CR
(D;o)}—B D'o+24AD,0o Co sin d :
les valeurs de , v, D,u, D,v étant
a (E=D}6+(D6)+ (De) »D+e, #2
| Dep —D}6 + 2D,0 D?6 +2D;9Dte — Die — Div D?o,
) | D,» — D?86 —LD;o —D,uD,o.
Quant à la valeur de D,v, elle sera évidemment
D,4 Fe D,5 — D,o
/ ECTS (4) ee sind sin?
Observons enfin que, en vertu des formules (x) et (2), on aura (15) r?= R?+ 2R:cos9 cosŸ + +?
ou, ce qui revient au même,
(16) = R+okr+e,
la valeur de # étant
(17) k—R cosÿ cosy.
On pourrait d'ailleurs déduire directement la formule (16) de cette seule considération, que les trois longueurs r, «, R sont les trois côtés
du triangle dont les sommets coincident avec les centres de l’astre observé de la Terre et du Soleil, et que, dans ce même triangle, le côté R projeté sur la base « donne pour projection la longueur représentée par #. ha
On peut aisément, des formules qui précèdent, déduire sans aucun tàtonnement, et avec une très grande exactitude, les distances d’un astre observé à la Terre et au Soleil, et, par suite, les éléments de son orbite. Pour y parvenir, on tirera d’abord de l'équation (9) la distance r de l’astre au Soleil. On calculera ensuite la distance « de l’astre à la Terre, en déterminant une première valeur approchée de x, à l’aide de l'équation (10), puis une seconde qui sera généralement plus exacte, à l’aide de l'équation (16), dans laquelle les constantes R et # sont immédiatement fournies par le mouvement de la Terre, et par les données de l'observation.
Après avoir obtenu, comme on vient de le dire, les valeurs approchées des distances + et r, on corrigera ces valeurs en ayant de nouveau recours : 1° à l'équation (10), que l’on présentera sous la forme
| I I C cos 0
et de laquelle on tirera une nouvelle valeur de r; 2° à l'équation (16), de laquelle on tirera une nouvelle valeur de +. On pourra d’ailleurs obtenir immédiatement, et pour l'ordinaire, à l’aide d’une seule opération, des valeurs très approchées de r et de +, en partant des premières valeurs calculées, et en appliquant la méthode de correction linéaire ou.newtonienne au système des deux équations (16) et (18). Si l’on nomme Ôr, à les corrections que devront subir les valeurs d'abord trouvées de r et de «, on aura, en vertu des formules (16)
ct (18), (19) rÔr—(k+:)dà— a, Sèr + SO = ;
les valeurs de a, b étant données par les formules
2a— R+2kr+:—7r?, one
rè R3 K
et par conséquent les valeurs de àc et dr seront
br . a ne . pr A Gu t A 2 AIT COR SU 7 r S IT. — Application des formules précédentes à la détermination
des distances de Mercure à la Terre et au Soleil.
Cinq observations, faites à l'Observatoire de Paris, les 14, 15, 16, 17 et 18 août 1842, ont fourni diverses valeurs de la longitude et de la latitude géocentriques de Mercure. Les heures de ces observations, comptées à partir de minuit, étaient
rihagm ins, 11831% 328, 11135465, 11239"98:, 11h44m8s.
Les longitudes géocentriques, ou les valeurs de © fournies par les cinq observations, étaient
Les latitudes géocentriques, ou les valeurs de 0 fournies par les cinc ; 4 I
observations, étaient
A 92 09,0 SN
Les longitudes héliocentriques de la Terre, ou les valeurs de 5 corres-
pondantes aux heures des cinq observations, étaient
Enfin, les logarithmes de la distance de la Terre au Soleil, ou les va-
leurs de IR correspondantes aux mêmes époques, étaient
Or, en partant de ces données, en prenant d’ailleurs pour origine du temps l’époque de l'observation moyenne, et en posant, comme dans le SIT, O0 — Itang, on tire de la méthode exposée dans le $ I, les valeurs suivantes de ©, @, développées en séries ordonnées selon les
puissances ascendantes de £,
“ Ô L? Lè m=— 36°52'9",8 + 57'42",7t +1", — + 0",2 2
! " [4 4 à t [/4 l # d @ —135°26/22",9 + 2°0/39/t + 35,3 — —13",4— —11",9 — > $ 2 6 Si 24
Fil t té O — — 3,614492 + 0,050475 1 — 0,011377 7 + 0002117€ — 0,002273 ra
ts, 4 ES ait dans ces trois formules, sont précisé-
ment les dérivées des divers ordres des variables 5, ©, @. Ainsi, par
i e2 Les coefficients de £, me
exemple, la première formule donne D,5 = 57'42”,7, D'o —1",1, D’5— 0”,2. Cela posé, il résulte de la formule (9) du $ IT que, le 16 août 1842, la distance de Mercure au Soleil était approximativement 0,30. À la même époque, la distance « de Mercure à la Terre était approximativement, en vertu de la formule (10) du $ IF, r,67, et, plus exactement, en vertu de la formule (16) du même paragraphe, 1,27. Or, en corrigeant les valeurs approchées r — 0,30, « — 1,27, à l’aide des formules (18) et (16) du $ IT, et en appliquant à ces formules la méthode de correction linéaire ou newtonienne, on trouve, dans une première approximation, r = 0,3196, « —1,2911. Ces valeurs der, v, qui se trouvent légèrement modifiées lorsqu'on tient compte de l’aberration et de la parallaxe, sont, en effet, très peu différentes des véritables valeurs de r et de +, à l’époque dont il s’agit.
ASTRONOMIE. — Second Memoire sur la détermination des orbites
des planètes et des comètes.
C.R., T. XXV, p. 475 (4 octobre
La nouvelle méthode que j'ai présentée pour la détermination des orbites des planètes et des comètes offre deux parties bien distinctes.
Je commence par développer, à l’aide de mes nouvelles formules d'interpolation, les quantités variables, spécialement la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé, suivant les puissances ascendantes du temps; puis je substitue les coefficients des premiers termes des développements obtenus dans des équations qui déterminent les distances de l’astre au Soleil et à la Terre, la distance au Soleil étant d'abord fournie par la résolution d’une équation du premier degré. Le second de ces deux problèmes se résout promptement sans aucune difficulté, et fournirait les valeurs rigoureuses des distances cherchées, si les valeurs des coefficients trouvés étaient exactes ellesmêmes. C’est donc à rendre la détermination de ces coefficients aussi facile et aussi exacte qu’il est possible, que l’on doit surtout s’attacher.
D'un autre côté, Les facilités que les nouvelles formules d’interpolation présentent pour la détermination dont il s’agit se trouvent considérablement augmentées quand on emploie cinq observations équidisfantes, ou même plus généralement cinq observations, dont quatre, prises deux à deux, sont symétriquement placées de part et d'autre de l’observation moyenne. Alors, en effet, la partie la plus ‘considérable du travail, savoir la formation de certains nombres qui dépendent uniquement des époques auxquelles les observations ont été faites, est complètement supprimée, ces nombres pouvant être immédiatement fournis par un Tableau semblable à celui de la page 383, comme on le verra ci-après.
* On simplifierait done notablement la solution du problème, si l'on pouvait ramener le cas général au cas particulier dont nous venons de parler. Or un moyen très simple d’y parvenir, et d'augmenter en même temps la précision du calcul, consiste à déduire d’abord des observations données les valeurs particulières des variables correspondantes à des époques équidistantes, ou, du moins, à des époques symétriquement placées de part et d'autre d’une époque moyenne. La formule d'interpolation de Lagrange, dont on ne tirerait qu'avec beaucoup de peine les valeurs générales des variables, développées en séries ordon-
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nées suivant les puissances ascendantes du temps, est, au contraire, éminemment propre à fournir par logarithmes les valeurs particulières dont il est question. D'ailleurs, une valeur particulière correspondante à une époque donnée pourra se déduire, de diverses manières, d'observations faites à des époques voisines et combinées entre elles deux à deux, ou trois à trois, .... Si les diverses combinaisons ne fournissent pas exactement la mème valeur, on pourra prendre une moyenne entre les divers résultats trouvés, et l’on obtiendra ainsi une valeur particulière qui sera généralement beaucoup plus exacte que les valeurs immédiatement données par les observations elles-mêmes.
Formules relatives au système de cinq observations, dont quatre, prises deux à deux, sont symétriquement placées de part et d'autre d’une observation
moyenne.
Prenons pour unité l'intervalle de temps qui séparera l'observation moyenne des deux observations les plus voisines. Soit d’ailleurs z l'intervalle de temps qui séparera l’observation moyenne des observations extrêmes. En construisant un Tableau semblable à celui de la page 385, on obtiendra, pour les nombres désignés par «, 6, y, à, les valeurs suivantes :
n I I n Valeurs de &«..... _ ——) — ; ; »
2n +2 2n +2 2n +2 2n +2 n°? I I n° » | SANS ge} 6 D : u 2 ?
2n? +92 2n°+ 2 2n?+ 02 an? +9 I I I » 7 PRPRCR ER À. TRS 9?
4 4 4 4 ë I I I I » (; ÉENE — Sr nr — 4 4 4 4
Ajoutons que les valeurs générales de «, 6, y, à, exprimées en fonction de 4, seront
où l à à l? RE, er mn in mA 4 air) —o(n'+1) isa kn(n—1)
À (n?+1)ét— (nt+r)l Hu 4kn?(n?— 1) à
Si l’on pose en particulier 2 — 2, on retrouvera le Tableau et les formules dont j'ai fait usage dans la détermination des distances de Mercure au Soleil et à la Terre, savoir, le Tableau et les formules des pages 383 et 384.
Si l’on posait, au contraire, » — 3, les valeurs particulières de «, 6, y, à seraient les suivantes :
3 I I 3 Valeurs de &...... ee ie. si 8° D ARTE » 6 NOÉ TER 2 TR R He 9, 20 20 20 20 LI I I I » d'pe aet ISA ENT vr D AA EEE à 79.
AE PAR
LI I I ; » TER PR DAS LE ee 4 4 4 n tandis que les valeurs générales de «, 6, y, à seraient t L — gt 10 € — 81 ?
+ Ale A 6 SE g une: Ô TT —— 4 20” / dB 288
Enfin, si l’on avait » — 4, les valeurs particulières de &, 6, y, à seraient les suivantes :
Valeurs de &.... O0 O0, 051 .: O1, 8 1 8 ) 6 Sie 27% 17° 34° 34 17° | À k à I I » 7 RP Su 4” HET 2° » Ô Wrvis 7 Tr _. 7’
tandis que les valeurs générales de «, 6, y, à seront
L €? (ENST 19 ét — 0576?
A pr | res : AIRIS.
dates JE —— Ô — — 10 AA 5 960 Les valeurs particulières et générales de «, 6, y, à étant ainsi connues, on obtiendra sans peine les développements cherchés des variables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes du
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temps. Ainsi, en particulier, pour obtenir la longitude géocentrique 9 de l’astre observé, développée en une semblable série, il suflira de joindre à la valeur de ©, donnée par l'observation moyenne, la valeur de Az déterminée par la formule
A9 — à8 Ao + 6S/A?0 + yS"A5o + 38" Ato,
dans laquelle on substituera les valeurs générales de «, 6, y, à. D'ailleurs les valeurs numériques des sommes
SAo, S'Ao, S'Ato, S'Ao seront fournies avec celles des différences A9, A9, A'o, Ato
par un nouveau Tableau analogue à celui de la page 383; et pour constater l'exactitude des nombres renfermés dans ce nouveau Tableau, il suffira de s'assurer qu'ils satisfont, comme ils doivent le faire, aux conditions
S Ag =—o, #9 0; S"4 9 —6,
En opérant comme on vient de le dire, on pourra, dans les développements des variables, conserver les termes proportionnels aux quatre premières puissances du temps. Les calculs deviendraient plus simples, si l’on négligeait les termes proportionnels à la troisième et à la quatrième puissance, ce qui permettrait de se borner à faire usage de trois observations seulement. Alors, en effet, y et à disparaitraient. Mais alors aussi on obtiendrait, pour l'ordinaire, une précision beaucoup moins grande dans les résultats du calcul.
Observons encore que les termes fournis par la formule d'interpolation de Lagrange, appliqués à la détermination de valeurs particulières des variables, seront tous très petits, et, par conséquent, très faciles à calculer, si l’on s'arrange de manière que ces valeurs particulières correspondent à des époques peu éloignées de quelques-unes des observations données.
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Asrronome. — Note sur l'application des formules établies dans les précédentes séances, à la détermination des orbites des petites
planètes.
C.R., T. XXV, p. 531 (18 octobre
Les formules que j'ai données dans le Mémoire du 20 septembre, pour la détermination des orbites des corps célestes, ont été appliquées, dans ce Mémoire, au calcul des distances de Mercure à la Terre et au Soleil. Il importait de montrer, par un nouvel exemple, les avantages que présentent les mêmes formules, surtout la nouvelle méthode d’interpolation, quand on les applique à des astres plus éloignés du Soleil, et spécialement aux petites planètes. Dans ce dessein, j'ai cherché les distances qui séparaient, à l’époque du 12 juillet, le Soleil et la Terre de la nouvelle planète de M. Hencke, en partant de sept positions de cette planète, transmises par M. Yvon Villarceau à M. Faye, qui a eu l’obligeance de me les communiquer. En appliquant la méthode d’interpolation aux sept observations à la fois, j'ai obtenu des différences quatrièmes qui, se succédant sans aucune loi, devaient probablement dépendre des erreurs d'observation, et que l’on faisait effectivement disparaître en supposant chacune de ces erreurs égale ou inférieure à 3 secondes sexagésimales. Il en résultait que, dans les développements de la longitude et de la latitude de l’astre observé en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes du temps, on pouvait négliger les termes proportionnels à la quatrième puissance du temps. Cette circonstance, très favorable à la précision des calculs, n'aurait pas été aussi bien établie, si je m'étais borné à faire usage de cinq observations seulement; quoique alors, comme je m’en suis assuré, on pût obtenir, en limitant chaque développement à trois termes, des valeurs suffisamment exactes pour les deux premiers coefficients. J'ai voulu savoir aussi ce qui arriverait si, en laissant de côté les deux observations extrêmes, on se bor-
nait à déduire de trois des cinq autres les coefficients du temps et de son carré, et il s'est trouvé que, dans ce cas, le coefficient du carré du temps pouvait varier du simple au double, dans le passage d’une époque à une époque voisine. Ces considérations peuvent faire mieux apprécier encore les avantages d’une méthode qui, non seulement permet de faire concourir sans beaucoup de peine un nombre assez considérable d'observations à la détermination des coefficients cherchés, mais qui, de plus, sert à reconnaître dans les nombres fournis par les observations les erreurs probables de ces observations mêmes.
En opérant comme je viens de le dire, j'ai reconnu que, à l’époque du 12 juillet, la nouvelle planète de M. Hencke était séparée du Soleil et de la Terre par des distances que représentaient sensiblement les nombres 2,46 et 1,58. Cette conclusion s'accorde d’ailleurs avec ce qu'a trouvé M. Yvon Villarceau (voir la séance du 13 septembre). Je joins 1ei le résultat de mes calculs. ;
Les sept observations que j'ai prises pour point de départ ont été faites à Berlin les 5, 0, 11, 12, 13, 15 et 21 juillet. Les époques de ces observations, comptées à partir du commencement de juillet; les longitudes et latitudes correspondantes de la planète observée, ou les valeurs de © et de 0; enfin les longitudes héliocentriques correspondantes de la Terre, ou les valeurs de 5, étaient celles qu’indique le
Tableau suivant :
Époques des observations. ?. 6. a.
Juillet 5,39515.... 256. 8.52,0 18.41. 8,7 283. 9. 6,1 0400492: 255.a3.43,r 18.11.34,0 286.58.15,9 11,44948.... 255. 2,56,0 19,53:30,3 288.55.32,3 13,42007::.172354.53:17,9 17.47.26,6 289.54.27,1 13,45512.... 254.44.24,1 17.39.25,2 290.50.21,3 29,45001:::. 4:294.27.44,1 7,29: 13j1 292.44. 3,0 DRASS 47; 1,6 16.31. 8,4 298.33.46,4
De plus, le logarithme de la distance de la Terre au Soleil, à l’époque de l’observation moyenne indiquée par le nombre 12,47867, était 0,0071186. En partant de ces données, et en conservant les notations
adoptées dans le Mémoire du 20 septembre, en prenant d'ailleurs pour origine du temps ? l’époque de l'observation moyenne, et en désignant par @ le logarithme népérien de tang0, j'ai déduit de ma nouvelle méthode d’interpolation les développements de o, 5, O6, ou plutôt de Az, As, AO, et j'ai trouvé :
Le t? Pal Ao ——554",97t + 24",764 - +- 0°; 290 &> F Lg Ad A5 = 3434",75t-+ 0", 32392 cd o”,o161 G’ L? RE le AO — — 0,008037{ — 0,00016092 — + 0,0000026 —- 7 2 6
Les valeurs de A‘, A‘6, fournies par le calcul, pouvaient être attribuées aux erreurs d'observation. Ainsi, en particulier, les valeurs de As étaient
o", : 4 17, 20 sie 9, ou”, Hg E CPE: 2 Le 0", ; 6";3, et se réduisaient aux quantités
ss 4, SU: pare 3"; 8, wi I, CT 1”,8, Es 7» a 4, si l’on admettait une erreur de 2”,1 dans la valeur de + fournie par l'observation moyenne. Pareillement, les valeurs de A‘0, fournies par le calcul, étaient
A D CU RIDE et se réduisaient aux quantités SP, OS NS CON ER 9505.03 si l’on admettait une erreur de 3”, 5 sur la valeur de 0 fournie par l'ob-
servation moyenne. Cela posé, les formules (9), (ro) de la page 580, c'est-à-dire les équations
2 Le ne Le 2) (2) ; = Gun =)
étant appliquées à la détermination des distances r et, qui, à l’époque du 12 juillet, séparaient le Soleil et la Terre de l’astre observé, m'ont donné sensiblement, la première
et la seconde
En substituant cette valeur approchée de « dans la formule (16) de la page 386, c’est-à-dire dans l'équation (3) = R+2k:+ 2, j'en ai tiré approximativement rs 31576, et alors la formule (2) m'a donné v'=—= 1,008:
Cette dernière valeur de « est déjà très approchée de la véritable. Son logarithme 0,2036 est, à + près, le nombre obtenu par M. Yvon Villarceau (vor la séance du 13 septembre). Je ferai ici une remarque importante. Lorsqu'on trouve à très peu près, comme dans l’exemple précédent,
pc
cela indique seulement que . est très petit, ou de l’ordre des quantités comparables aux erreurs d'observation. Dans le même cas, ce n’est plus la valeur de — mais la valeur de « qui se trouve déterminée approximativement par une équation du premier degré, savoir, par l'équation (2), réduite à la forme
(4) FT CR cos
Remarquons encore que si l’on pose, pour abréger, (5) S=t+#,
les équations (3) et (2) deviendront
les constantes g, k, étant déterminées par les formules
pp AE. pH R=k+# ei ; ÉRSAPE MP. Le He R° D'ailleurs, si l’on élimine s entre les formules (6), on en tirera l’équa-
tion
Or, si l’on différentie le premier membre de cette dernière équation
par rapport à r, on obtiendra, pour équation dérivée, la formule
que l’on peut réduire à l'équation trinôme (8) 1 18— 3ghr+3g—o.
Cette dernière admettant seulement deux racines positives, il est aisé d'en conclure que l'équation (3) offre seulement trois racines positives. L'une de ces trois racines est r — R. Les deux autres ont pour limites les racines de l’équation trinôme, qui peuvent être aisément calculées à l’aide de méthodes connues. Par suite aussi, dans l’équation (7), les deux racines positives et distinctes de R seront toujours faciles à déterminer. .
Au reste, si l’on se bornait à déterminer, comme on vient de le dire, les deux racines positives de l'équation (7), distinctes de R, on ne pourrait dire a priori laquelle de ces racines répond à l’astre observé. On n'aura point cet inconvénient à craindre, en suivant la méthode
f OF THE { SITY
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ci-dessus exposée, puisque, après avoir obtenu, à l’aide d'une équa-
tion du premier degré, une première valeur approchée de r ou de «,
on pourra en déduire immédiatement, à l’aide de la méthode linéaire
appliquée à la résolution des deux équations (6), de nouvelles valeurs
généralement très exactes des deux distances r et s ++ #4, et, par
conséquent, de nouvelles valeurs de r et de +. En opérant ainsi pour la planète de M. Hencke, j'ai trouvé
ræa,47t, 231910, t = 1,588:
Je terminerai par une dernière remarque. En parcourant tout récemment, d'après l'indication de M. Walz, un ancien Volume des Annales de Mathématiques (années 1811 et 1812), jy ai rencontré ün Mémoire de M. Gergonne, dans lequel il ramenait déjà la détermination de l'orbite d’un astre à une équation du premier degré. Seulement l'inconnue, dans cette équation, était, non plus la distance r ou +, mais
l’une des coordonnées rectangulaires de l’astre observé.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Méthode générale pour la résolution
des systèmes d'équations simultanées.
C. R., T. XXV, p. 536 (18 octobre
Étant donné un système d'équations simultanées qu'il s’agit de résoudre, on commence ordinairement par les réduire à une seule, à l’aide d’éliminations successives, sauf à résoudre définitivement, s’il se peut, l'équation résultante. Mais il importe d'observer : 1° que, dans un grand nombre de cas, l'élimination ne peut s’effectuer en aucune manière; 2° que l'équation résultante est généralement très compliquée, lors même que les équations données sont assez simples. Pour ces deux motifs, on conçoit qu’il serait très utile de connaître une méthode générale qui püût servir à résoudre directement un sys-
tème, d'équations simultanées. Telle est celle que j'ai obtenue, et dont je vais dire ici quelques mots. Je me bornerai pour l'instant à indiquer les principes sur lesquels elle se fonde, me proposant de revenir avec plus de détails sur le même sujet, dans un prochain Mémoire. Soit d’abord u, == (EYE)
une fonction de plusieurs variables æ, y, 3, ..., qui ne devienne jamais négative et qui reste continue, du moins entre certaines limites. Pour trouver les valeurs de æ, y, 3, ... qui vérifieront l'équation
(1) UEZ 0;
il suffira de faire décroiître indéfiniment la fonction u, jusqu'à ce qu'elle s’évanouisse. Or soient
X; y; Z; des valeurs particulières attribuées aux variables æ, y, x, ...; u la valeur correspondante de u; X, Y, Z, ... les valeurs correspondantes
de D,u, D,u, Du, ..., et «, 6, y, ... des accroissements très petits attribués aux valeurs particulières x, y, z, .... Quand on posera Lx FEYFE S=1 #5, HER
on aura sensiblement
(2) u—=f(x+ay+6,...)=u+ ax +6Y+7Z+...….
Concevons maintenant que, 0 étant une quantité positive, on prenne a 0%, 6e 0Y, 307,
La formule (2) donnera sensiblement
(3) MR IX Ve OT, 2 SE, Lieu OX VEPEST.
Il est aisé d’en conclure que la valeur © de «, déterminée par la formule
deviendra inférieure à u, si 0 est suffisamment petit. Si, maintenant, 0 vient à croître, et si, comme nous l'avons supposé, la fonction f(æ,y,s,...) est continue, la valeur @ de x décroitra jusqu’à ce qu'elle s’évanouisse, ou du moins jusqu'à ce qu’elle coïncide avec une valeur minimum, déterminée par l'équation à une seule inconnue
I suflira donc, ou de résoudre cette dernière équation, où du moins d'attribuer à 0 une valeur suffisamment petite, pour obtenir une nouvelle valeur de w inférieure à u. Si la nouvelle valeur de « n’est pas un minimum, on pourra en déduire, en opérant toujours de la même manière, une troisième valeur plus petite encore; et, en continuant aiñsi, on trouvera successivement des valeurs de u de plus en plus petites, qui convergeront vers une valeur minimum de u. Si la fonction &, qui est supposée ne point admettre de valeurs négatives, offre des valeurs nulles, elles pourront toujours être déterminées par la méthode précédente, pourvu que l’on choisisse convenablement les valeurs de x, y, z, ....
[est bon d'observer que, si la valeur-particulière de « représentée par u est déjà très petite, on pourra ordinairement en déduire une autre valeur @ beaucoup’ plus petite, en égalant à zéro le second membre de la formule (3) et en substituant la valeur qu’on obtiendra ainsi pour 0, savoir
(6) sr > dans le second membre de la formule (4).
Supposons maintenant que les inconnues æ, y, 3, ... doivent satisfaire, non plus à une seule équation, mais à un système d'équations simultanées
(7) H==0 tes w = 0, 5
dont le nombre pourra même surpasser celui des inconnues. Pour
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ramener ce dernier cas au précédent, il suffira de substituer au système (7) l'équation unique
Quand, à l’aide de la méthode que nous venons d'indiquer, on aura déterminé des valeurs déjà très approchées des inconnues æ, y, 5, ..., on pourra, si l’on veut, obtenir de nouvelles approximations très rapides à l’aide de la méthode linéaire ou newtonienne, dont j'ai fait mention dans le Mémoire du 20 septembre.
On peut tirer des principes ici exposés un parti très avantageux pour la détermination de l'orbite d’un astre, en les appliquant, non plus aux équations différentielles, mais aux équations finies qui représentent le mouvement de cet astre, et en prenant pour inconnues les éléments mêmes de l'orbite. Alors les inconnues sont au nombre de six. Mais le nombre des équations à résoudre est plus considérable, quelques-unes d’entre elles servant à définir des fonctions implicites des inconnues; et d’ailleurs le nombre des équations croit avec le nombre des observations que l’on veut faire concourir à la solution du problème. Ajoutons que les seuls nombres qui entrent dans les. équations à résoudre sont les longitudes, latitudes, ete., fournies par les observations elles-mêmes. Or ces longitudes, latitudes, etc. sont toujours plus exactes que leurs dérivées relatives au temps, qui entrent dans les équations différentielles. Donc, après avoir obtenu à l’aide des équations différentielles, ainsi que nous l’avons expliqué dans les précédents Mémoires, des valeurs approchées des inconnues, on pourra, en partant de ces valeurs approchées et en résolvant, comme nous venons de le dire, les équations finies du mouvement de l’astre, obtenir une précision très grande dans les résultats du calcul. |
ASTRONOMIE. — Mémoire sur le degré d'exactitude avec lequel on peut
déterminer les orbites des planètes et des comètes.
C.R., T. XXV, p. 572 (25 octobre
S 1. — Considérations générales.
En partant des formules dont je me suis servi dans mes précédents Mémoires, pour calculer les distances de Mercure et d'Hébé au Soleil et à la Terre, et en se servant d'observations faites dans un intervalle de temps pendant lequel les perturbations du mouvement d’un astre resteraient insensibles, on pourrait déterminer exactement l'orbite de cet astre, si l’on parvenait à obtenir les développements de la longitude et de la latitude géocentrique du même astre suivant les puissances ascendantes du temps £, ou du moins les coefficients des termes qui, dans ces développements, renferment des puissances du temps inférieures à la quatrième. C’est à former ces coefficients que servent les méthodes d’interpolation. D'ailleurs, les résultats fournis par ces méthodes sembleraient devoir être d'autant plus exacts, que le nombre des observations employées est plus considérable. C’est pourtant ce qui n'arrive pas toujours, et l’on doit faire à ce sujet une remarque importante. Les anciennes méthodes d'interpolation, par exemple les méthodes de Lagrange et de Laplace, ne peuvent faire concourir à la détermination des coellicients des quatre premiers termes de chaque développement un nombre x d'observations supérieur à quatre, que sous la condition d'introduire dans le développement cherché toutes les puissances du temps d’un degré inférieur à 2. Or cette condition est très peu favorable à la précision des calculs, attendu que les erreurs d'observation peuvent occasionner, dans la détermination du coefli-
cient d'une puissance de 4, des erreurs d’autant plus grandes que cette %
puissance est d’un degré plus élevé. Il en résulte que, dans le cas assez ordinaire où le développement d’une variable pourrait, dans l’intervalle de temps qui sépare les observations extrêmes, être sensiblement réduit à ses quatre premiers termes, les termes suivants, sensiblement nuls, paraîtraient souvent acquérir des valeurs considérables, si, en faisant usage de la méthode d’interpolation de Lagrange ou de Laplace, on voulait faire servir à la détermination des coefficients des quatre premiers termes plus de quatre observations. Il y a plus : la détermination du coefficient de £?, et surtout du coefficient de #?, effectuée à l’aide de ces méthodes, sera souvent très peu exacte, non seulement lorsqu'on fera usage de quatre observations seulement, mais aussi quand ce nombre des observations deviendra supérieur à quatre. Au contraire, dans le cas dont il s’agit, une nouvelle méthode d’interpolation pourra faire concourir avec avantage à la détermination des quatre premiers termes du développement d’une variable plus de quatre observations distinctes, pourvu que l’on ait soin de s'arrêter à l'instant où le calcul fournira des différences comparables aux erreurs d'observation.
Nous avons ici supposé que, dans le développement d’une variable, les termes proportionnels à la quatrième puissance du temps et à des puissances supérieures étaient sensiblement nuls, au moins dans lintervalle de temps qui sépare l’une de l’autre les deux observations extrèmes. Cette circonstance, qui assure l'exactitude des résultats obtenus, se trouvera indiquée, @ posteriori, avec un grand degré de probabilité, lorsqu’en suivant une méthode quelconque d’interpolation, par exemple la méthode de Lagrange ou de Laplace, on aura déterminé à l’aide de quatre observations les quatre premiers coefficients, si le développement trouvé représente ces quatre observations et toutes les observations intermédiaires, avec assez d’exactitude pour que les différences entre les valeurs observées et les valeurs calculées de la variable soient comparables aux erreurs d'observation. La même cireonstance se trouvera encore indiquée, a posteriori, avec beaucoup de probabilité, si, en faisant concourir par la nouvelle méthode toutes les
observations données à la détermination des quatre premiers coefficients, on trouve, pour les différences quatrièmes, ou pour les différences d’un ordre moindre, des valeurs numériques comparables aux erreurs que les observations comportent. Enfin, la circonstance dont il s’agit peut être indiquée, a priori, dans beaucoup de cas, par un calcul dont je vais donner une idée en peu de mots.
L'expérience prouve que, pour des astres dont la lumière est très faible, des erreurs d'observation de quatre ou cinq secondes sexagésimales ne dépassent point les limites du possible, ni même du probable. Done, si l’on cherche les développements des variables, spécialement de la longitude et de la latitude géocentriques d’un astre en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes du temps, il sera parfaitement inutile de conserver, dans ces développements, les termes dont l’omission entrainerait au plus une erreur de quatre ou cinq secondes. D'ailleurs, les termes d’un rang élevé, dans les développements de la longitude et de la latitude d’un astre, seront ordinairement des quantités du même ordre que les termes de même rang dans le développement de l'anomalie vraie; et, dans ce dernier développement, une limite supérieure au coefficient de la quatrième puissance, ou d’une puissance plus élevée du témps, peut être déterminée approximativement par diverses méthodes, pour des astres plus éloignés de nous que le Soleil, surtout si l’excentricité n’est pas très voisine de l'unité. Done, pour de tels astres, on pourra calculer approximativement une limite supérieure à l'intervalle de temps qui séparera l’observation moyenne de chacune des observations extrèmes, quand ces trois observations seront assez voisines l’une de lautre pour que l’omission des termes proportionnels à la quatrième puissance, ou à des puissances plus élevées, produise seulement une erreur de quatre ou cinq secondes. Après avoir calculé cette limite, et choisi arbitrairement l'observation moyenne à partir de laquelle se comptera le temps, on devra choisir encore les autres observations en nombre égal ou supérieur à trois, de manière que chacune d'elles soit séparée de lobservation moyenne par un intervalle inférieur, ou tout au plus égal à
la limite dont il s’agit. Si cette condition ne peut être remplie, alors, pour obtenir une valeur suffisamment exacte du coefficient du cube du temps, on serait obligé d'admettre dans le développement cherché des termes proportionnels à la quatrième puissance du temps. On pourrait d’ailleurs calculer, toujours à l’aide du même procédé, une limite supérieure à l'intervalle de temps qui devrait séparer les observations extrèmes de l’observation moyenne, afin que l'erreur occasionnée dans le développement de la variable par l’omission des termes proportionnels à la cinquième puissance du temps, et à des puissances plus élevées, ne dépassàt point quatre ou cinq secondes sexagésimales.
Remarquons enfin que, après avoir fixé, d’une part, le nombre de celles des observations données qui devront concourir à la détermination du développement cherché; d'autre part, le nombre des termes de ce même développement, on pourra, si ce dernier nombre ne surpasse pas quatre ou cinq, se borner à pousser l'évaluation du coefficient de chacun des termes conservés jusqu'à un chiffre décimal tel, que l’omission du chiffre suivant, à l’époque de chacune des observations extrèmes, occasionne tout au plus, dans la valeur du terme dont il s’agit, une erreur d'une seconde.
En opérant comme on vient de le dire, on rendra beaucoup plus facile l'application des méthodes d'interpolation, même des plus “exactes, et, en particulier, de celle que j'ai proposée à la détermination des orbites des astres. Car ce qui allongeait surtout les calculs, c'était la détermination d’une multitude de chiffres inutiles qu'on y introduisait, parce qu’on ne savait pas bien se rendre compte à l'avance de l'influence que les erreurs d'observation pouvaient exercer sur les résultats fournis par une méthode d’interpolation donnée. Les principes que je viens d'indiquer, et que je vais développer dans le paragraphe suivant, permettront aux astronomes de se former une idée juste de cette influence, et de choisir, en connaissance de cause, la méthode qui conduira plus promptement ou plus sûrement aux solu-
tions demandées.
S II. — Des erreurs occasionnées dans les développements de la longitude
et de la latitude géocentriques d’un astre par les erreurs d'observation.
Supposons que, l’époque d’une certaine observation astronomique étant prise pour origine du temps #, on veuille développer, suivant les puissances ascendantes de £, la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé, en ne conservant dans chaque développement que les termes sensibles, et négligeant ceux dont l’omission ne produirait qu'une erreur de quatre ou cinq secondes sexagésimales, c’est-à-dire une erreur comparable aux erreurs que comportent les observations. Supposons encore que, par un moyen quelconque, on soit parvenu à connaître d'avance le nombre z des termes qui doivent être conservés, outre le premier, et qui dans chaque développement doivent suivre ce premier terme indépendant de 4. Il est clair que si, d’une part, les termes négligés, et, d'autre part, les erreurs d'observation se réduisaient rigoureusement à zéro, on pourrait obtenir les valeurs exactes des termes conservés, en faisant concourir à la détermination de leurs coefficients, à l’aide d’une méthode d’interpolation quelconque, les observations données, pourvu que le nombre de ces observations fût au moins égal à x +1.
Supposons maintenant que, les termes négligés étant toujours nuls, les erreurs d'observation ne soient pas nulles. Alors le polynôme que l’on obtiendra, en faisant servir à la détermination du coefficient cherché une méthode quelconque d’interpolation, se composera de deux parties, dont la première sera le développement cherché, la seconde partie étant ce que devient ce même développement quand on remplace les valeurs particulières données de la variable par les erreurs dont ces valeurs particulières se trouvent affectées en vertu des observations mêmes. Cela posé, concevons que l'observation dont l'époque sert d’origine au temps étant placée vers le milieu de l'intervalle qui sépare les observations extrèmes, on la désigne sous le nom d'observation moyenne. Nommons 7» le nombre des observations dis-
tinctes de l'observation moyenne, et Lis La, FRE ln
les valeurs positives ou négatives de £ qui correspondent à ces dernières observations. Soit d’ailleurs + la variable dont le développement est censé pouvoir être exactement représenté par les 2 +1 premiers termes d’un polynôme du degré 2; soient ©, la valeur de & correspondante à l'observation moyenne, et A3 — © — #, la différence de o à o,. Soient encore
Es E2» BAR En
les erreurs dont se trouvent affectées, en vertu des observations données, les diverses valeurs de A9, et dont chacune pourra être double de l’erreur que comporte une seule observation, l'erreur de l’observation moyenne et celle de l’une quelconque des autres pouvant avoir été conimises en sens contraires. Enfin, nommons € l'excès du polynôme que représente le développement de la variable +, déduit d’une certaine méthode d’interpolation sur la véritable valeur de ©. Alors € sera précisément le polynôme que l’on déduira de la même méthode d'interpolation, en prenant
Es Eos ++. Em pour les valeurs de € correspondantes aux époques lis Lo, PLUMES Ce
Or il est clair que la méthode d’interpolation employée fournira un développement de © plus ou moins exact, suivant que les limites extrêmes, positive et négative, entre lesquelles restera comprise la valeur du polynôme &, seront plus ou moins resserrées. D'ailleurs, le degré du polynôme & sera le nombre » des observations distinctes de l'observation moyenne, si la méthode employée est celle de Lagrange ou de Laplace; et, dans l’un et l’autre cas, les divers termes dont se composera le développement de e offriront précisément les mêmes valeurs. Donc, pour juger du degré d’exactitude que fourniront ces deux
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méthodes, il suffira d'examiner ce-que donnera la formule d’interpolation de Lagrange. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. |
La valeur de €, déterminée par la formule d’interpolation de Lagrange, se composera de »2 termes respectivement proportionnels aux valeurs particulières de e. On aura effectivement
(1) ea Ti+eTo.+...+e,T,,
T,, T,,...,T,, étant des fonctions de 4, dont chacune sera déterminée par une équation de la forme
_: é(t—t:)...(t—tm) (2) PRET APT
Cela posé, les valeurs numériques des coefficients #7 T;, «di Diet Ee
et, par suite, la valeur numérique de e, pourraient devenir très considérables, si l'on faisait correspondre la valeur de £ à une époque située en dehors de l’intervalle compris entre les observations extrêmes. Admettons maintenant la supposition contraire, et nommons à la limite des erreurs d'observation que l’on peut évaluer à quatre ou cinq secondes sexagésimales.
Si les observations données et distinctes de l'observation moyenne sont au nombre de deux, alors £,, £, seront affectées de signes con-
traires, et l’on aura E—eT;+eT:,
t(t—t) , _ t(é—t) Rs 9 Ts = ———, IT (4 — 8) (4)
Gi + = —
1 Tr de PNA
Done, si, les quantités £,, £, étant affectées du même signe, les valeurs numériques des quantités &,, &, atteignaient la limite 22, on aura
l(t—t, — 6, à ; 2) 5, rés
bi
Cette dernière valeur de € pourra devenir considérable pour une va-
OEuvres de CS: EUX: : 22
tie leur de £ comprise entre £,, £,, par exemple pour £ — Rs ?
> Si la va-
RT [A ls L'u# «br 7 leur numérique de l’un des rapports >, = est supérieure à 3 + 2 ÿ2. 2 !
Si, pour fixer les idées, on suppose 4, — — 104,, la valeur trouvée de € deviendra — + 127 = + —— 20 £ 4o n
et par suite, si l'on pose à — 5”, on ‘aura sensiblement £ — + 30”. Done, lorsque les observations données ne sont pas équidistantes, la valeur de €, déterminée par la formule d'interpolation de Lagrange ou de Laplace, peut, même dans le cas où l’on fait usage de trois observations seulement, et pour une époque intermédiaire entre celles des observations données, dépasser notablement les limites des erreurs d'observation.
L'inconvénient que nous venons de signaler devient plus grave encore, dans le cas précisément où l’on cherche à obtenir des résultats plus exacts en faisant concourir à la solution du problème un plus grand nombre d'observations. Pour le démontrer, considérons un cas qui se présentera souvent dans la pratique. Supposons qu'un ciel couvert de nuages ait interrompu, pendant un certain laps de temps, une série d'observations astronomiques, séparées l’une de l’autre par un intervalle d’un jour environ, et reprises dès que le ciel est redevenu serein. Alors il est facile de voir que la valeur numérique de € pourra devenir très notablement supérieure aux erreurs d'observation. C’est ce qui arrivera, par exemple, si l’on emploie, outre l'observation moyenne, six observations dont les époques soient représentées par les nombres
Alors, en attribuant à £ la valeur — 3 comprise entre les valeurs données, on trouvera, en suivant une méthode quelconque d’interpolation, par exemple la méthode de Lagrange ou de Laplace, et en faisant concourir toutes les observations à la détermination de e,
EXTRAIT Nc 384. #11
Donc si, l'observation moyenne étant exacte, les erreurs des autres observations sont chacune de 5 secondes, mais alternativement positives et négatives, on aura sensiblement
Mais si l’on a des raisons de croire que, dans le développement de la variable cherchée, on peut négliger sans erreur sensible les termes proportionnels à la quatrième puissance du temps ou à des puissances plus élevées, et si alors on fait concourir toutes les observations, par ma nouvelle méthode, à la détermination de &, alors on obtiendra une valeur de £ comparable aux erreurs d'observation, et l’on trouvera, en particulier, pour 4 =—3, non plus e—+57",5, mais seulement Rp
Dans ce qui précède, nous avons spécialement considéré les valeurs de € correspondantes à des époques intermédiaires entre celles des observations extrêmes. Si l’on employait des valeurs de £ correspondantes à des époques qui fussent situées en dehors des observations extrèmes, sans en être même très éloignées, les valeurs numériques de eet, par suite, les erreurs commises dans la valeur d’une variable », pourraient devenir très considérable. Ainsi, par exemple, si la variable © représente la longitude géocentrique de la nouvelle planète Hébé, à l'époque du r2 juillet, et si l’on fait servir à la détermination de © quatre des sept observations rappelées dans la séance précédente, en suivant une méthode quelconque d’interpolation, alors on trouvera : 1° en Joignant à l'observation du 12 août les quatre suivantes :
Ag —— 561", 44e + 30",62 . —1",164
2° en joignant à l'observation du 12 août les trois précédentes :
É F pe Ao = — 544", 494 + 39", 22 — + 3,45 G:
Ici la différence entre les valeurs de 2 est énorme; et cette différence,
représentée, au signe près, par le polynôme
s'élève déjà jusqu’à 917”,4 pour 4 — 9,06847, c'est-à-dire à l'époque de la dernière observation.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Application des formules que fournit la noucelle méthode d'interpolation à la résolution d’un système d'equations lincaires approximatives, et, en particulier, à la correction des elements
de l'orbite d’un astre.
C.R., T. XXV, p. 650 (8 novembre
Étant donné un système d'équations approximatives et linéaires dont le nombre est égal ou supérieur à celui des inconnues, supposons que l’on veuille déterminer par un caleul facile, et avec une grande exactitude, s’il est possible, les valeurs de ces inconnues. Pour remplir ces deux conditions à la fois, il suffira de recourir aux formules que fournit ma nouvelle méthode d'interpolation. A l’aide de ces formules, on pourra éliminer successivement, de chacune des équations données, la première, la seconde, la troisième, .….… inconnue; et lorsque toutes les inconnues auront été éliminées, à l'exception d’une seule, une valeur approchée de cette dernière sera fournie par chacune des équations restantes. Ajoutons que les diverses valeurs approchées de la dernière inconnue seront égales entre elles, si le nombre des équations données est précisément le nombre des inconnues, mais différeront généralement les unes des autres dans le cas contraire. Observons, enfin, que la méthode en question fournira, entre les diverses valeurs approchées de chaque inconnue, une moyenne qui pourra être adoptée avec une grande confiance.
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Les considérations précédentes pourront être utilement appliquées à la correction des éléments de l'orbite d’un astre. Entrons à ce sujet dans quelques détails.
Lorsque, en suivant la marche indiquée dans le Mémoire du 20 septembre, on a déterminé approximativement les distances d’un astre au Soleil et à la Terre, on peut en déduire immédiatement, à l'aide de formules très simples, les six éléments de l'orbite de cet astre. Toutefois, il importe de le remarquer, en vertu des calculs effectués et des formules dont il s’agit, les éléments de l'orbite dépendent, non seulement des longitudes et latitudes géocentriques de l'astre observé, mais encore de leurs dérivées du premier et du second ordre. Si, pour augmenter l'exactitude des résultats, on veut que les éléments de l'orbite soient finalement déterminés à l’aide des formules qui ne renferment aucune dérivée, il suffira de recourir aux équations finies du mouvement de l’astre observé. Ces dernières, transformées en équations approximatives, deviendront linéaires par rapport aux corrections des six éléments, et pourront alors se résoudre comme il a été dit ci-dessus. D'ailleurs, le nombre des équations à résoudre dépendra du nombre des observations données. Chaque observation fournissant deux équations linéaires entre les corrections des six éléments, trois observations pourront, à la rigueur, suflire au calcul des corrections cherchées; mais celles-ci seront mieux déterminées si l'on fait concourir à leur détermination un nombre d'observations plus
considérable.
SI. — Formules générales pour la résolution d'un système d'équations approximatives et linéaires.
Soient données, entre ?2 inconnues æ, y, 3, ..., des équations
linéaires et approximatives
fax +by +cs +...—#k,
(1) Hu C3 +..,=k,
| a, L + PE ln où En es k,,
en nombre égal ou supérieur à celui des inconnues. Pour déduire de ces équations, par une méthode facile à suivre, et avec une grande exactitude, s'il est possible, les valeurs de æ, y, z, ..., il suflira de recourir à la méthode que nous allons indiquer.
Désignons par Sa la somme des valeurs numériques des termes de la suite a, a,, a,, ..., et par Sb la somme des termes de la suite b, b,, b,, ..., pris chacun avec le signe + ou avec le signe —, selon que le terme correspondant de la suite a, a, a,, ... est positif ou négatif. Soient encore Sc, ... ou S# ce que devient Sb, quand à la suite à, b,, b,, ... on substitue la suite c, c,, c,, ..., ou la suite #, &, &,, .... On tirera des formules (1)
(2) xSa+ySb+:Sc+...—=S£k.
HE 5 a a Soient maintenant a = 3; 4, —= 5» +, et posons D 24 Ab — b — a Sb, Ac—=c—aSc, GE Ak=k—aSk, Ab,= b,— a, Sb, Ac,—c,—a, Sc, APT Ak,—k,—a.Sk,
Si, de la première, ou de la seconde, ou de la troisième, ... des formules (1), on retranche la formule (2), après avoir multiplié les deux membres de cette dernière par «&, ou par &,, ou par &,, ..., on obtiendra, à la place des équations (1), les suivantes
re + 3 Ac +...— AK, y Ab,+ 3Ac,+...— AK,
(3) { | y Ab,+3Ac,+...—Ak,,
qui ne renferment plus la variable æ.
Concevons, à présent, que l’on désigne par S'Ab la somme des valeurs numériques des termes de la suite Ab, Ab,, Ab,, ..., et soit S'Ac, ... ou S’A#% la somme des termes correspondants de la suite Ac, Ac,, Ac, ... ou A#, Ak, Ak,, ..., pris chacun avec le signe + ou avec le signe —, suivant que le terme correspondant de la suite Ab, Ab,,
Ab,, .. est positif ou négatif. On tirera des équations (3)
(4) yS'Ab+3:S'Ac+...—S'Ak:
puis, en posant
Ab OR CN et Mc = Ac — 6 S'Ac, TUE Ak — Ak — 6 S'Ak, Ac,— Ac,—8S'Ac, ..., A?k—Ak—6S'Ak,
TT
En continuant ainsi, on substituera successivement aux équations (1) les équations (3), (5), etc.; et lorsqu'on aura successivement éliminé toutes les inconnues, à l'exception d’une seule, les équations restantes fourniront, pour la dernière inconnue, des valeurs approchées qui seront toutes égales entre elles, si le nombre des équations (1) est égal à celui des inconnues, mais pourront différer les unes des autres dans le cas contraire. Ajoutons que, pour déterminer avec une plus grande exactitude les valeurs des diverses inconnues, on devra généralement recourir aux formules (2), (4), et autres semblables, desquelles ôn tirera
tr BE Sb _Sc D Un "Sa.
__S'A4 S'Ac (6) IP SA SA ‘?
baie à LS
Ces dernières formules, rangées, non dans l’ordre suivant lequel
elles sont écrites, mais dans un ordre inverse, fourniront ordinairement pour la dernière inconnue, puis pour l’avant-dernière, etc., des valeurs d'autant plus exactes, que la différence entre le nombre des équations approximatives données et le nombre des inconnues sera plus considérable.
L'ordre suivant lequel les diverses inconnues sont éliminées l’une après l’autre semble, au premier abord, demeurer entièrement arbitraire. Mais, pour tirer du calcul des résultats plus exacts, ou du moins des résultats qui méritent une plus grande confiance, il convient de choisir æ, c’est-à-dire la première des inconnues à éliminer, de manière que la somme Sa soit la plus grande possible; puis ensuite de choisir y, c’est-à-dire la seconde des inconnues à éliminer, de manière que la somme S’A soit la plus grande possible; ete.
On abrégerait le calcul, mais en diminuant le degré de confiance que ces résultats doivent inspirer, si, pour éliminer une inconnue, on se bornait à combiner entre elles, par voie de soustraction, les diverses équations, prises deux à deux, en retranchant la seconde de la première, la troisième de la seconde, et ainsi de suite, après avoir préalablement réduit à l'unité, dans chaque équation, le coefficient
de linconnue qu'il s’agit d'éliminer.
S IL — Sur la détermination des éléments de l'orbite d'un astre.
Conservons les notations des pages 384, 385, en substituant seulement la lettre y à la lettre Ÿ, en sorte qu'on ait y — 9 — 5. Les formules (1) et (4) de la page 385 donneront
(1) æ = RCosS + p CosY, = Rsins +psins, 3 —ptangÿ. Soient d’ailleurs, au bout du temps 4, Ÿ l’anomalie excentrique, et p
la longitude héliocentrique de l’astre observé, mesurées dans le plan
de l’orbite. Soient encore
+ la valeur de p correspondante au périhélie ; a, e le demi grand axe et l’excentricité de l'orbite ;
EXTRAIT No 385. #17
: l’inclinaison de l'orbite, représentée par un angle aigu ou obtus, selon que le mouvement de l’astre est direct ou rétrograde ; |
a la longitude héliocentrique du nœud ascendant;
T la durée de la révolution de l’astre dans son orbite;
à 2% = (À) le rapport de la circonfé rà T;
= 7 =|- pport de la circonférence 27 à T; dns: ’ PES
— : l'époque du passage de l’astre au périhélie.
Le rayon vecteur r et la longitude p seront déterminés, en fonction
de £, par les formules connues
en
Pa BRU ÉTRES \ (2) De e cosŸ), tang — =(+) lang >
Ÿ—esind —A{t+c.
De plus, si l’on projette successivement le rayon vecteur r sur trois axes rectangulaires, dont le premier coïncide avec la ligne des nœuds, et le troisième avec l’axe des z, les trois projections pourront être exprimées, soit en fonction de æ, y, x, #, soit en fonction de, p, ; et en égalant l’une à l’autre les deux valeurs trouvées pour chaque projection, l'on aura { æCOS8 + y Sins — 7 COS D,
(3) y COs8 — æ sins — rsinp Cost,
3 —=rsinpsint.
Soient maintenant
w la vitesse de l’astre observé;
u, v, les projections algébriques de cette vitesse sur les axes des +, 4 a |
H le double de l’aire décrite par le rayon vecteur r pendant l'unité de temps; |
U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les plans coordonnés;
I sa projection absolue sur le plan mené par la ligne des nœuds perpendiculairement au plan de l’écliptique.
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On aura u Di, p ne à PR ss Ds, (4) U—wy — v3, V = uz—wx, W=vx—ury,
| = u?+ p? + w?, P= + V°+ W?, ERA V?, et les deux dernières des formules (3) donneront (5) Z Sin 8 — y COS8 + 3 COtt — 0, u SIN8 — p COSB8 + 3 COtI — O0;
par conséquent, x U 4 ; 1 (6) SIN8 — 7» COS COS — ——) SINt—
De plus, les équations des forces vives et des aires donneront
1 Ar 0 ARR de ) = -— 18 2e:
ÉTAT | G Ka
TS SI
Les formules qui précèdent peuvent être appliquées de diverses manières au calcul des éléments de l'orbite. Ainsi, par exemple, après avoir déduit r, p, D,o des formules établies dans le Mémoire du 20 septembre, et æ, y, 3, u, v, w, U, V, W,w, H, 1 des formules (1) et (4), on pourra tirer immédiatement les valeurs des éléments 2, 1, a, e des formules (6), (7), puis la valeur de p de l’une quelconque des formules (3), et les valeurs de Ÿ, ;, c des équations (2). Ajoutons que, en vertu des formules (1) et (3), on aura
{ Rcos(s — 8) + pcos(o — 8) = r cosp, (8) Rsin(æ —3)+psin(o — 8) —7sinp cost, ptangÿ — rsinpsint
et, par suite,
__r(Dlp+D,8)—-rD,r ; ‘_ ptangô (9) cotp —— H ? SIAL== rsinp Or ces dernières formules offrent un nouveau moyen de calculer p et L. Les calculs que nous venons d'indiquer peuvent être simplifiés de la manière suivante :
Faisons tourner ceux des axes coordonnés que renferme le plan de l’écliptique, de manière à faire coincider l’axe des abscisses avec le rayon vecteur p, et nommons +, 4, u, v, 4, Ü ce que deviennent alors æ, y, u, v, U, V. Les six dernières des équations (4) et les formules (6) continueront à subsister quand on y remplacera æ, y, u, 6, U, Vparr, y, u, v, U, Ÿ, et 2 par & — ©. On aura donc
des { Ü — 9 — 03, us —wr, W — vx — uv, 10 { ; l'w?— u? + n°2 + we, ÆP=w+v- W"?, FERME, (11) sin(s FE cos (3 Re 0S eo mr LÉ à 9) — T’ COSt — Sin n°
D'ailleurs, dans les équations (ro), les valeurs de #, , 3, n, v, æ seront déterminées très simplement à l’aide des formules
(12) #t—p + Rcosy, y—— Rsiny, 3 — ptang0, | u— D,p +&Rsin(y +Il),
(13) {0 —=pD,9 +&R cos(yx + IE), l œ— (D,p + pD,0)tangp,
& et IT étant déterminés eux-mêmes par les équations
D,R = & sinft, RD,5 = & CosIl.
$ Il. — Correction des éléments de l’orbite d'un astre.
Supposons que, après avoir calculé approximativement, à l’aide des formules ci-dessus rappelées. les six éléments de lorbite d’un astre, c’est-à-dire les six quantités @, €, €, p, 2, t, on veuille déterminer avec une grande exactitude les corrections très petites da, de, de, dp, de, dt, que ces éléments doivent subir. Il suffira de recourir aux équations finies du mouvement de l'astre, et de comparer entre elles les valeurs de ret de p tirées des formules (2) et (8) du $ Il. Cette comparaison fournira, entre les corrections êa, de, Ôc, Ôp, de, 1, supposées très petites, deux équations linéaires, dont l’une ne renfermera pas Ô. Donc chaque observation fournira, entre les corrections des six élé-
ments, deux équations distinctes. En résolvant les équations ainsi obtermues par la méthode exposée dans le $ I, on obtiendra aisément les six corrections cherchées, comme je l'expliquerai plus en détail dans un nouvel article. Si l’astre a été observé plus de quatre fois, les corrections des seuls éléments à, €, €, 8,1 pourront être déterminées séparément à l’aide des équations qui ne renfermeront pas Ôp.
ASTRONOMIE. — Mémoire sur la détermination et la correction
des éléments de l'orbite d’un astre.:
C. R., T. XXV, p. oo (15 novembre
On s’est occupé depuis longtemps de la détermination des éléments de l'orbite d’un astre; et ce problème, auquel se rapportaient déjà des travaux remarquables de Newton et d'Euler, a été de nos jours encore un sujet de recherches approfondies. À ma connaissance, l'un des travaux les plus récents sur la correction des éléments d'une orbite est le Mémoire présenté à l’Institut par M. Yvon Villarceau, vers la fin de l'année 1845, et approuvé par l’Académie. Le Rapport fait, au nom d’une Commission, par M. Binet, offre un résumé clair et précis de la question et des solutions que divers auteurs en ont données. Dans le Mémoire de M. Yvon Villarceau, les équations linéaires approximatives d’où se tirent les corrections des éléments sont, suivant la coutume, déduites, à l’aide du Caleul différentiel, des équations finies du mouvement, dans lesquelles on fait varier les six éléments de quantités très petites. Des équations ainsi formées sont effectivement celles qu'il convient d'employer, lorsqu’on veut obtenir les valeurs des éléments avec une grande exactitude. D'ailleurs, pour tirer le meilleur parti possible de ces mêmes équations, dont le nombre croit avec celui des observations données, il convient de recourir, pour leur résolution, à une méthode qui ait le double avantage de pouvoir être
facilement pratiquée, et d'offrir une grande sûreté dans les résultats du calcul. Comme je l'ai déjà remarqué dans la dernière séance, ces deux conditions seront remplies, si l’on résout les équations approximatives dont il s’agit par un procédé analogue à celui sur lequel s’appuie ma nouvelle méthode d’interpolation. F’ajouterai que le même procédé fournit encore le moyen de calculer aisément les erreurs probables introduites par les observations dans les valeurs de la longitude et de la latitude géocentriques d’un astre. Enfin, à l’aide de quelques artifices, qui seront indiqués ci-après, on peut, non seulement simplifier les formules relatives à la détermination ou à la correction des éléments d’une orbite, mais aussi faire en sorte qu’il devienne à peu près impossible de commettre la moindre erreur de calcul sans en être immédiatement averti par les formules ellesmêmes.
Remarquons encore que la méthode ci-dessus rappelée pourrait être appliquée, si l’on veut, non plus aux équations linéaires fournies par les diverses observations, mais à celles qu’on en déduit par la méthode des moindres carrés, quelles que soient d’ailleurs les inconnues, représentées, ou par les six éléments de l'orbite de l’astre observé, ou par trois longitudes et trois latitudes géocentriques, comme l’a proposé notre jeune et illustre confrère, M. Le Verrier, dans un Mémoire justement recherché des vrais amis de la Science.
S I. — Sur la détermination des éléments de l’orbite d’un astre.
Des avantages inhérents à la méthode d’interpolation que j’ai appliquée au développement de la longitude et de la latitude géocentriques d’un astre, l’un consiste en ce qu’on ne peut commettre la moindre erreur sans en être averti presque immédiatement par le calcul. II importe d'employer pour la détermination des éléments d’une orbite des formules qui présentent le même avantage, et qui, étant d’ailleurs très simples, se prêtent facilement à l'emploi des logarithmes. On satisfait à ces diverses conditions en opérant comme il suit.
Conservons les notations adoptées dans le précédent Mémoire. Après avoir calculé r, p et D,p — Ab, on tirera des équations
(1) £ —p + À cosy, y —— Rsiny, 3 — ptangÿ
les valeurs des coordonnées +, y, 3, et l’on vérifiera l'exactitude de ces valeurs à l’aide de la formule
(2) + pt + 27; puis on tirera des équations
en = D,p+D,R cosy + RD,5wsiny, (3) vo —=pD,o—D,Rsiny +RD,5 cosy, æ= (D,0 + pD,0)tang0 — (A +D,0)z
les valeurs des vitesses u, v, w, et l’on vérifiera l'exactitude de ces
valeurs à l’aide de la formule
(4) G=SD,R +ç<D,2 +orD,y + 3 D,0, les valeurs de G, 8, 6 étant .
(5) G=rD,r=ux +0 + wz,
(S—R+pcosy —+cosy —psiny,
| çs — Rcosy + p séc?0 — x +: tangb;
puis enfin l’on tirera des équations
(7) o = Vu? + 0? + w?, (8) U — 9 — 03, D —uz — wx, W = vx — uv, (9) H—VWM+VE WI, I=VW- v
les valeurs de la vitesse w et des aires À, 0, W, AZ, L, et l’on véritiera
l'exactitude de ces valeurs à l’aide des formules
(10) or?= G°+ H?, Æ=7°+ W?.
Cela posé. on pourra déterminer l'inclinaison : et la longitude # du
nœud ascendant à l’aide des équations
in (3 PER. cos (3 A ee PRO ee (11) sin( 4. Ant) À os ( MERCI Ex a0 Sint— qui se vérifient mutuellement, puisqu'elles fournissent à la fois le sinus et le cosinus de chacun des angles 1, #8 — ©; puis, après avoir ER ; : G : « À
tiré la valeur de D,r de l’équation D,r — > On déterminera l'angle p
à l’aide des formules
5 ær —sD,r
12) SD = — ) COS pp — - (a) / r sint P H sin:
qui se vérifieront encore l’une l’autre. Ajoutons que, si l’on pose t—tcos®, y —rsin® et, par conséquent,
x D) > FR pa ?
cos D sin ®
tang D —
IS
on pourra, aux deux premières des formules (11), substituer avec avantage les suivantes :
Fr d | SRE (13) cos(p + —#)— = cosp, sin(o + D —#) —- sinp cos. Enfin, après avoir déterminé a, par les équations 5) Ho PP
on déterminera 4 et p — k à l’aide des formules
a=T ! G (15) cos d — 4) SiAY— nb NEA 1 2 2? 1 (16) cos / =) ta) cos À, sin PE = (*) (1+ €) sin <. 2 / 2 2 r 2
Alors il ne restera plus qu’à déterminer l'élément c à l’aide de la for-
mule C— Ÿ —e sind — Àr,
qui se réduit simplement à
c—4d—e sin,
424 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE, quand on suppose le temps £ compté à partir de l'époque de l’observation moyenne.
Je ferai, en terminant, une dernière remarque. Si l’on nomme ©, Ÿ les projections algébriques de l'aire Æ sur les plans perpendiculaires aux rayons vecteurs r, À menés de la Terre à l’astre observé, et du Soleil à la Terre, on aura
(17) OU = cos0 + W sin, V—Ucosy —Vsiny; et, en posant, pour abréger,
A—D,0 cosy — D,6siny, P=—RD,wsin6, Q—1AR?sin26, on tirera des formules (1), (3), (8) | (18) pO —— RŸ cos, O— P—ARosin6, par conséquent (19) O(Ù — P)+QV—o.
Soient maintenant 6, ©,, ©, et p,, ©, Ÿ, ce que deviennent p, D, Ÿ quand on attribue au temps 4 deux nouvelles valeurs #,, 4,. Si lon prend pour inconnues p, 0, p, où ©, ©,, D,, les trois quantités ©, ©, ‘©, pourront être considérées comme fonctions de ces inconnues; et l'équation (19), jointe à celles qu’on en déduit, quand au temps £ on substitue 4, ou 4,, fournira un moyen de déterminer avec p, p,, p, les éléments de l'orbite de l’astre observé.
Au reste, je reviendrai, dans un autre article, sur ce sujet, auquel se rapportent plus ou moins directement les travaux de quelques géomètres, et particulièrement un Mémoire de Lagrange, inséré dans la Connaissance des Temps pour 1821.
$ II. — Sur la correction des éléments de l’orbite d’un astre.
Supposons les six éléments a, €, €, p, #, : déterminés approximati-
vement à l’aide des formules indiquées dans le $ I. Pour obtenir les sa . 0 . NI
conditions auxquelles devront satisfaire les corrections da, de, dc, Ôp
de, à de ces mêmes éléments, supposées très petites, il suffira de transformer en équations linéaires approximatives les équations finies du mouvement de l’astre observé. Entrons à ce sujet dans quelques détails. |
Soient, comme dans le précédent Mémoire, ©, 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé, r la distance de cet astre au Soleil, et p sa longitude héliocentrique mesurée dans le plan de lorbite, à partir du nœud ascendant. Les valeurs de r et de p seront déterminées, au bout du temps £, par les formules (2) de la page 417, en fonction de #, a, e, ce, p, et par les formules (8) de la page 418, en fonction de 9, 0, 2,1. Nommons or," ap les accroissements que prennent les valeurs de r et de p calculées comme on vient de le dire, quand on passe des formules (2) aux formules (8). Soient, d’ailleurs, ôr, êp les variations de r et de p qui correspondent, en vertu des formules (2), à de très petites variations da, de, de, db des quatre éléments @, €, c, p. Soient, au contraire, dr, Ap les variations de r et de p qui correspondent, en vertu des formules (8), à de très petites variations de, à des éléments 8 et s. Si les valeurs de ©, 0 correspondantes à une observation, par conséquent à une valeur donnée de #, ne sont affectées d’aucune erreur, on aura, pour cette valeur de £,
Or + Ar = Ôr, dp + Ap = dp ou, Ce qui revient au même, (1) dr — Ar =ùr, dp — Ap = dp.
Telle est la forme générale des deux équations linéaires que fournira chaque observation entre les six corrections da, de, dc, dp, de, à. En appliquant aux équations ainsi formées la méthode de résolution indiquée dans le précédent Mémoire, non seulement on obtiendra, pour les six éléments, des corrections qui devront inspirer une grande confiance, mais, de plus, les termes connus or, 0p donneront naissance à des différences finies de divers ordres, dont les dernières représenteront les erreurs probables introduites dans r et p par les erreurs dont
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©, 0 se trouvent affectés en vertu des observations données. Dès lors, il deviendra facile de former deux nouvelles équations linéaires propres à fournir les erreurs probables de © et de 0 correspondantes à chaque observation.
Ilest bon d'observer que, en vertu des formules (2) de la page 417, r est seulement fonction de a, e, c, &. Donc la première des formules (1) ne renfermera pas la correction 8. et pourra servir à déterminer séparément les corrections des cinq éléments a, €, c, 2,1, s'il s’agit de fixer l'orbite d’un astre qui ait été observé plus de quatre fois. Pour être en état d'appliquer à la détermination de cette orbite la première des formules (1), 1! suffit de connaître les valeurs de èr et de Âr exprimées en fonctions linéaires des corrections da, de, dc, de, à.
Or, si l’on pose, pour abréger,
(2) dr — À da + E de + C dc, Ar =— Q d8 — 5 dr, afin de réduire la première des équations (x) à la forme (3) À da + € de + © dc + Q d8 + 3 d& — dr,
et, si, d’ailleurs, on conserve les notations adoptées dans le précédent paragraphe, on tirera des formules (2) de la page 417
CRAN Le d'vSE (4) (Ce cos(D 8) eo — HA sin(p — p),
Ge) et des formules (8) de la page 418
ps sinp De ps Rsin(æ —3#) sint° Rsin(s —3)
Cosp.
C.R., T. XXV, p. 775 (29 novembre
Le Mémoire que Lagrange a donné dans la Connaissance des Temps pour l’année 1821 réduit la détermination de l'orbite d’un astre à la résolution d’une équation du septième degré, qui renferme les valeurs de la longitude et de la latitude géocentriques correspondantes à six observations faites dans le voisinage de trois époques diverses, la première observation étant supposée très voisine de la seconde, la troisième de la quatrième, et la cinquième de la sixième. Si l’on admet que l'intervalle compris entre deux observations voisines devienne infiniment petit, l'équation de Lagrange renfermera simplement, avec les longitude et latitude géocentriques relatives aux trois époques, les valeurs correspondantes des dérivées de ces deux variables, différentiées une seule fois chacune par rapport au temps. Or les dérivées du premier ordre des longitude et latitude géocentriques pouvant être déterminées avec beaucoup plus de précision que leurs dérivées d'ordres supérieurs, il est clair que la méthode citée de Lagrange offre un avantage qui serait très précieux dans la pratique, si l’on pouvait former et résoudre facilement l'équation du septième degré ci-dessus mentionnée. Pour y parvenir, il suffirait de trouver un moyen facile d'obtenir une valeur approchée de l’inconnue; et je m'étais d’abord proposé de résoudre ce dernier problème, surtout pour le cas où il s’agit d’une planète, c’est-à-dire d'une orbite très différente de la parabole, et à laquelle, en conséquence, la méthode d’Olbers ne saurait s'appliquer. Mais, après avoir obtenu la solution désirée, j'ai été agréablement surpris de voir que les principes dont je faisais usage, étant directement appliqués à la recherche des éléments de l’orbite, fournissaient, pour la détermination approximative de ces
éléments, une méthode nouvelle très simple et très facile à suivre. Cette méthode est fondée sur l'emploi de formules qui ne renferment que des dérivées du premier ordre, et que je vais établir en peu de mots. |
Soient, au bout du temps £,
r la distance d’une planète au Soleil;
« sa distance à la Terre;
o la projection de « sur le plan de l’écliptique;
o, 0 la longitude et la latitude géocentriques de la planète;
p lalongitude de la planète, mesurée dans le plan de lorbite à partir du nœud ascendant; |
Ÿ l’anomalie moyenne de la planète:
R la distance de la Terre au Soleil;
5 la longitude héliocentrique de la Terre ;
4 = 9 — 5 l'élongation;
8 — Rsiny la projection de À sur une droite perpendiculaire à &.
Soient encore
: inclinaison de l'orbite de la planète; 2 la longitude du nœud ascendant;
a le demi grand axe de l'orbite;
e l’excentricité ;
K — }° a? la force attractive du Soleil ;
H=— YKa(x—e*) le double de l'aire décrite par le rayon vecteur 7 dans l'unité de temps;
He d ge au périhélie :
: l'époque du passage au périhélie;
P la valeur de p à cette époque;
U, V, W les projections algébriques de l'aire Æ sur les plans coordonnés et rectangulaires des æ, y, des z, x et des æ, y, le plan des x, y étant celui de l’écliptique.
Enfin, soient
0 = (Ucoso + Vsine + WtangÜ) cosb, © — © coss + Vsins les pro-
EXTRAIT N° 387. 429 jections de l'aire Æ sur les plans perpendiculaires aux rayons vecteurs p et À; et posons
a =sin8sint, 6 — cos8sint, SC HP 8 — ltange.
On aura
{ Rcos(® — 8) + p cos(o — 8) — r cosp,
| R sin(® — 3) + p sin(o —#)—r sinp cost,
(2) ptang0 — rsinpsine, | r—a(i1—ecosd), (9) { A DS ET re . + Halle) au
d—esind—At+e.
Les orbites des planètes sont généralement comprises dans des plans assez rapprochés de celui de l’écliptique pour que cost diffère très peu de l’unité. Par suite, on pourra, aux formules (1), substituer sans erreur notable les suivantes :
{ Zcos(m — 8) + p cos(o — 8) — r cosp,
Me | R sin(s —#) + p sin(o —s#)=—r sinp,
qui deviendront exactes, si l’inclinaison : se réduit à zéro, l'angle
étant alors arbitraire. Donc, pour obtenir des valeurs très approchées des quatre éléments a, €, c, p, quand il s’agit d’une planète, il suffit
de considérer le cas où, & étant nul, les variables £, r, p, Ÿ, o et ©
seraient liées entre elles par les équations (3) et (4). Voyons donc
comment on peut, dans ce dernier cas, déterminer les éléments de
l'orbite.
On tire des formules (4) (5) rsin(o—8—p)= AR.
Si l’on différentie cette dernière équation, alors, en ayant égard aux
deux formules r"D,p= 1H, rD,r —àhaesin,
et en posant d’ailleurs, pour abréger,
Dep—®, DR—%, rcos(o—#—p)—"; s
on trouvera
__ H—)aeRçsint + “.
Or les excentricités des planètes étant de beaucoup inférieures à l'unité, on pourra, dans une première approximation, réduire la formule (6) à la suivante :
H (7) DUR
On aura d’ailleurs
(8) ri RE? + a+
H Cela posé, soit {une seconde valeur de £ qui ne soit pas très différente de la première, et nommons ç,, ®,, &,, @, ce que deviendront &, ®, a, & au bout du temps 4. Comme le rayon r — a(1 — ecosŸ) variera généralement très peu dans l’intervalle de temps représenté par 4 —4,
3 H * Arr les valeurs de r? et de = correspondantes aux deux époques indi-
quées par £ et 4, seront peu différentes l’une de l’autre. On aura done
-sensiblement | D,— su, — D — SU, ( { !
9) | R+ LR LL F<, -
Ces deux dernières formules suffisent à la détermination des valeurs approchées de &, €. Si, pour plus de commodité, l’on pose
ns SES PES TRES = ———— y V = ———, 2 2
alors, en négligeant le carré de v, on aura simplement
(10) bp = 4% + Vu,
EXTRAIT N° 387. h31
les valeurs de 4, 6 étant
ME 8 À
u, + 4 ; = tante" NT TR ge
AE mea
fl
Les valeurs de €, ç, étant connues, on tirera des formules (8) et (7) les valeurs approchées de r et de Æ, puis la valeur approchée de a, de la formule
(11) | Ge
Ajoutons que, r étant peu différent de a, on aurait pu, quoique moins aisément, déduire une première valeur approchée de a de la formule (7).
Il est bon d'observer que, si l’on pose At —1,— 4, et si d’ailleurs on nomme A®, AR les accroissements de ® et de & correspondants à l'accroissement A7 de #, la formule (10) donnera encore, à très peu près,
AD
MR 2 (12) Ne Le
+ tt:
Pour tirer parti des formules précédentes, il suffit de connaître quatre observations, faites dans le voisinage de deux époques diverses, la première observation étant supposée très voisine de la seconde, et la troisième de la quatrième. Alors les valeurs de ® — D, et de @ — D,A, correspondantes à chaque époque, peuvent être ré-
duites, sans erreur sensible, aux valeurs qu'acquièrent les rapports
Ao AR J; ; je > Quand on prend pour A l'intervalle de temps compris entre
les deux observations voisines de l’époque dont il s’agit.
Remarquons encore que si, l’inclinaison : étant nulle, on suppose, comme on est alors libre de le faire, 2 —0, on pourra, de la formule (5), réduite à
(13) sin (® =p}2®
déduire la valeur de l'angle p, auquel l'angle L +, devient égal quand
£ s’'évanouit. Alors aussi, de la même formule jointe à la seconde des équations (3), on tirera
à R sin® cos(o —p) = _
(14) (cos —e)sin(p—p)—(1— +) puis, en négligeant e,
(15) sin (g—ÿ— p} = ©
Si, dans cette dernière formule, on remplace £ par 4, =t + At, on aura :
(16) F sin (oi — Wi— pi) =
la valeur de AŸ = Ÿ, — Ÿ étant donnée par l'équation
Fra _
SI
NT ay= at (#) At.
Les formules (15), (16) sont celles dont M. Binet a fait usage pour déterminer, à l’aide des deux observations, la distance du Soleil à une planète dont l'orbite est supposée circulaire. Après avoir déduit, ou de ces formules, ou de celles que nous avons données ci-dessus, les valeurs approchées des distances a, r, avec celle de l'angle Ÿ ++ ou y + At, et par suite la valeur approchée de y, on pourra, en négligeant les termes proportionnels au carré ou aux puissances supérieures de l’excentricité, tirer de la formule (6), jointe aux formules (3) et (8), une équation linéaire entre la correction ôa de la constante a et les constantes esine, ecosc, dont les premières valeurs approchées sont nulles; et, pour déterminer approximativement êa, esinc, ecosc, il suffira de recourir à trôis équations linéaires ainsi formées.
Ajoutons que, si à la formule (6) on substitue la formule (14), chaque équation linéaire renfermera les quatre inconnues êa, dy, sine, ecosc. Donc alors quatre équations seront nécessaires pour déterminer ces inconnues. Mais, d'autre part, pour obtenir ces quatre équations linéaires, il suflira de faire usage de quatre observations
seulement. D'ailleurs, les valeurs approchées de a, &, ce, y, et, par
suite, la valeur de $ — y — € étant connues, on pourra corriger de nouveau ces valeurs approchées à l’aide de la formule (14) et des quatre observations données.
Les valeurs des constantes &, c, e, p, déterminées comme on vient de le dire, et celles qu’on en déduira pour r, p, Ÿ, à l’aide des formules (3), seraient exactes, abstraction faite des perturbations, si le plan de l'orbite coïncidait rigoureusement avec le plan de lécliptique, et si d’ailleurs les observations données n’étaient affectées d’aucune erreur. Ces valeurs ne seront pas exactes, mais très peu différentes des véritables, si l’astre observé est une planète pour laquelle l'inclinaison de l'orbite ne se réduise pas à zéro. Alors aussi, # n'étant plus arbitraire, la valeur qu’on aura trouvée pour ÿ, en opérant comme on vient de le dire, sera effectivement celle de k + 8.
La valeur de r étant connue pour une époque donnée, on obtiendra les valeurs correspondantes de «et p à l’aide des formules
(18) re EDR ES E, x—=SsS—k, p —tcos6, dans lesquelles on à £— Rcosô cosy, (= R?— 4; puis les valeurs
de ©, ©, à l’aide des formules *
ro) (19) © — P+ ARpsin6, Pr > les valeurs de P, À étant P—RD,5sin6, A =D;9cosy — D,0 sin;
puis, enfin, les valeurs de x, 6, à l’aide des formules
© cosä sing — (Ù — sing) sins
m Li ce Hcosès sin y
© cosô cos® — (Ù — H sin 9) coss
| Hcosÿsiny
6) | dans lesquelles on a H=VKa(i—e).
Les équations (20), en donnant les valeurs de &, 6, fournissent, par Œuvres de C. — S. I, t. X. sn)
suite, celles de t et 2, que l’on pourrait, au reste, déduire encore des formules (1), (3), (5), (9) et (11) des pages 422 et 423.
Ajoutons que les divers éléments obtenus comme on vient de le dire pourront être définitivement corrigés à l’aide des formules établies dans mon Mémoire du 15 novembre.
Je ne me suis pas contenté d'établir les formules générales qui précèdent; j'ai voulu m’assurer par l’expérience qu’elles donnent avec une grande facilité les éléments d’une orbite, et je les ai appliquées à la planète Hébé. Les différences entre les valeurs ainsi obtenues dès les premières approximations, et celles auxquelles j'avais été conduit par la méthode exposée dans le Mémoire du 20 septembre, sont extrèmement faibles, ainsi que je le montrerai plus en détail dans un autre article.
ASTRONOMIE. — Addition au Mémoire sur la déternunation de l'orbite ‘d'une planète, à l'aide de formules qui ne renferment que les dérivées
du premier ordre des longitude et latitude géocentriques.
CR, T. XXV, p. 879 (13 décembre 1847).
Conservons les notations adoptées dans le Mémoire dont il s’agit (voir la séance du 29 novembre). On aura d’abord à résoudre, par rapport aux inconnues ç, ç,, les deux équations simultanées
Si, pour plus de commodité, l'on pose
on aura
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et les formules (1) donneront
RU OT NT PE NN OCT
Si dans la dernière des formules (2) on substitue la valeur de v tirée de la première, l'équation finale que l’on obtiendra sera du quatrième degré en p. Il y a plus : si l’on néglige v? vis-à-vis de u?, l'équation finale sera du troisième degré seulement et de la forme
(3) B = + Vpà.
Iest d’ailleurs facile de s'assurer qu’il n’y aurait, sous le rapport de l'exactitude, aucun avantage à substituer l’équation du quatrième degré à celle du troisième, la différence entre les deux valeurs que fournissent ces deux équations étant généralement insensible. Les valeurs approchées de ç, 4, étant connues, on connaitra, par suite, la valeur approchée de r, et celles des constantes «&, à — (à) et Æ, dont la dernière sera peu différente de Va. Ajoutons que la formule
/ « & (4) MR te fournira, au bout du temps £, la valeur de la variable p + 2, qui sera peu différente de c + bp + 2 + A4, et, par suite, une valeur approchée
de la constante c +; + 2. Donc, si l’on pose, pour abréger, (5) Y=CHP#S,
on connaïitra déjà les valeurs approchées des constantes a et y. Pour obtenir des valeurs plus exactes des mêmes constantes, et en même temps des valeurs approchées des constantes esine, e cosc, il suflira d'appliquer la méthode linéaire à l'équation (4). Alors, en effet, en négligeant les termes proportionnels au carré de & et à ses puissances supérieures, on trouvera, dans une première approximation,
(6) A da +T dy + (E sinc + Fecosc)e = sin(o — y — At) — F,
les valeurs de 4, F, E, Fétant
| TE à F — cos(? — y — Àt), (7) . d” 24 LATE à F=TsinAt+sin(p — y).
A l’aide de la formule (6) et de quatre observations, on déterminera les valeurs approchées des inconnues da, y, since, ecose, par conséquent les valeurs approchées de e, c. On pourra ensuite corriger de nouveau les valeurs trouvées de a, c, y, €, ou, ce qui revient au même, les valeurs de a, c, p+ 2, &, par la méthode linéaire appliquée à l'équation (4). ; Il est bon d'observer que la valeur de p correspondante à { — o se trouve représentée par la somme c++, quand on néglige les termes proportionnels à €, et par la somme c+p+#+2esine, quand on néglige seulement les termes proportionnels au carré ou aux puissances supérieures de €. Il est aisé d’en conclure que, si lon représentait par y la valeur de p correspondante à 4 — 0, la formule (6) continuerait de subsister, avec cette seule modification, que la valeur du coefficient E y serait déterminée, non plus par la troisième des for-
mules (9), mais par la suivante :
(8) E —TcosÀt + cos(o — y) —2T.
Si à l'équation (4) on substituait sa dérivée
H— ja efçsing Te 2 r?
D — SU
dans laquelle on a
ou, ce qui revient au même, la formule (10) (Dr?— H}(r?— R?) — (Ur? — RateR sind} — 0,
l'équation linéaire qu'on obtiendrait à la place de la formule (6) ren-
fermerait seulement les trois inconnues
da, Esinc, € Cosc.
Les calculs précédents ne déterminent ni la longitude # du nœud ascendant, ni l’inclinaison t, dont le cosinus est supposé peu différent de l'unité. Si, après avoir trouvé les valeurs approchées de r et de p+e, on voulait en déduire celles des constantes à, 1, il suffirait d'opérer de la manière suivante :
D'abord on pourra tirer la valeur approchée de » de la formule
(10) p+RCOSY=rcos(p — p —%8),
ou mieux encore des formules (18) de la page 433, puis celles des coordonnées æ, y, 3 de l’astre observé, des trois formules
(11) æ — Rcos5 + psiny, y = Rsin® + psinv, z — ptang6.
Posant alors
(r2) a — sinstang!, 68 — cosstangt, on aura, entre &, 6 etæ, y, z, l'équation linéaire (13) ax—68y+3—0,
qui représente précisément le plan de l'orbite. On pourra done, à l’aide de cette équation, et de deux observations distinctes, déterminer approximativement &, 6, ou, ce qui revient au même, t et #. Comme nous l'avons déjà remarqué, l'emploi de. la formule (6) suppose cost peu différent de l'unité, ce qui a généralement lieu pour les planètes. Mais, après avoir tiré des formules (1), (3), (11) et (15) des valeurs approchées de a, « et 6, on pourrait, sans recourir ni à l'équation (6), ni à la supposition sur laquelle elle s'appuie, déduire directement les corrections da, x, 86 avec les valeurs approchées des produits esine, ecose, de cinq observations et de l'équation linéaire
(14) da + = (æ da — y 06) séc0 — ae cos(c+ht)=r —a,
les valeurs de x, Y, Fr, 8, S étant déterminées à l’aide des formules X = cosw tang0 — 6 siny, Y =sins tangü — a siny, Z — (6sins — acosw) tangh,
S — à coso — 6siny + tang6,
R R Les BE SA : = 5 F, 0 PIS Vz?+y?+ 2, Cr ms TL s—:+ /ARcosO cosy.
L'équation (14) est précisément celle à laquelle se réduit la formule (3) de la page 426, lorsqu'on y égale à zéro la première valeur approchée de r, et que l’on pose, en conséquence,
Er eo; É—=—acos(c+ ét), dE ee.
Ajoutons que, après avoir déterminé approximativement a, vitous6, par conséquent &, p, !, #, on peut faire servir les équations (r) de la page 425, combinées avec la formule de — €, à déduire de quatre, ou
È 6 $ . N N N même de trois observations, les quatre corrections Ca, Ôp, à, de avec les valeurs approchées de esine, e cosc.
ASTRONOMIE. — Memoire sur deux formules générales, dont chacune permet de calculer rapidement des valeurs trés approchees des éléments
de l'orbite d’une planète ou d’une cométe.
C.R., T. XXV, p. 953 (27 décembre
Après avoir montré, dans une précédente séance, comment on peut, dans certains cas, ramener la détermination de l'orbite d’un astre à l'emploi des formules qui ne renferment que des dérivées du premier
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ordre, j'ai cherché s’il ne serait pas possible de faire dépendre une détermination prompte et facile de ces éléments de la résolution d'équations qui ne renferment plus aucune dérivée, et j'ai obtenu, en effet, deux équations très simples et très générales, dont chacune remplit la condition que je viens d'indiquer.
Les deux équations dont il s’agit peuvent être aisément formées. Si, en plaçant l’origine des coordonnées au centre du Soleil, on nomme æ, y, z les coordonnées de l’astre observé, le plan de l'orbite de cet astre sera représenté par une équation linéaire en æ, y, z sans terme constant. Done, si l’on considère l’astre dans trois positions successives, la résultante formée avec les valeurs correspondantes de +, y, = sera nulle. En égalant cette résultante à zéro, on obtiendra la première des équations dont j'ai parlé. D'ailleurs, les coordonnées +, y, = peuvent être exprimées en fonction des données de l'observation et du rayon vecteur r, mené du Soleil à l’astre. D'autre part, ce rayon vecteur dépend seulement du temps et de trois éléments de l’orbite, savoir, de l’excentricité, du grand axe et de l'instant du passage au périhélie. Donc l'équation trouvée, jointe à cinq observations de l’astre, suffira pour déterminer ces trois éléments.
Ce n’est pas tout : si l’on nomme b le demi-paramètre de la courbe décrite, la différence 7 — b sera encore liée à deux quelconques des coordonnées æ, y, & par une équation linéaire qui ne renfermera pas de terme constant. Il en résulte que, dans l’équation trouvée, on pourra remplacer les trois valeurs de l’une quelconque des coordonnées æ, y, = par les trois valeurs correspondantes de la différence 7 — bd. On obtiendra ainsi la seconde des équations que j'ai annoncées. D'ailleurs, le rayon r et les coordonnées x, y, 3 peuvent être considérés comme fonctions des données de l'observation et des deux éléments qui déterminent la position du plan de l'orbite, c’està-dire comme fonctions de linclinaison et de la longitude du nœud ascendant. Donc l'équation nouvelle, jointe à cinq observations, suffira pour déterminer ces deux éléments et le paramètre de la courbe décrite.
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Voyons maintenant quel parti l'on peut tirer des deux équations générales dont je viens d'indiquer la formation, et comment on peut se servir de chacune d’elles pour déterminer avec une grande approximation les trois éléments entre lesquels elle établit une liaison.
J'ai fait voir, dans les précédentes séances, qu’on peut, en général, obtenir avec une grande facilité une première valeur approchée du grand axe, et, par suite, des autres éléments de l'orbite, quand l’astre observé est une planète; et j'ajouterai que des formules connues on peut, dans tous les cas, déduire des équations très simples qui fournissent par un calcul rapide des valeurs approchées des éléments. Cela posé, il est clair que, pour déterminer avec une grande approximation les trois éléments de l'orbite, il suffira d'appliquer à l’une des équations ci-dessus mentionnées la méthode linéaire, en corrigeant, à l’aide de cinq observations notablement distantes l’une de l’autre, les premières valeurs obtenues pour les trois éléments dont il s’agit.
ANALYSE
S 1 — Sur les moyens d’oblenir une première approximation dans le calcul
des éléments de l'orbite d’un astre.
Nous avons précédemment indiqué un moyen d'obtenir aisément une valeur approchée de la distance d’un astre au Soleil, lorsque cet astre est une planète. Dans tous les cas, on peut déterminer approximativement, avec une assez grande facilité, la distance d'une planète ou d’une comète au Soleil, ou à la Terre, ou bien encore un ou plusieurs éléments de l'orbite de l’astre observé, en partant des formules connues qui servent à déterminer ces distances ou ces éléments en fonction des longitude et latitude géocentriques, et de leurs dérivées du premier ou du second ordre. Pour y parvenir, il suffira de substituer à chaque dérivée un rapport aux différences, en ayant égard aux prescriptions que nous allons établir.
Soient 4,, 4, les époques de deux observations très voisines, et
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posons
(1) La 7
Soit, d’ailleurs, f(4) l’une quelconque des variables dont les valeurs sont fournies par les observations. On tirera des formules (7)
t,—=t— At, t,—=t+ At;
et il suffira de développer f(4,), f(4,) suivant les puissances ascendantes de Ar, pour s'assurer que l’on a
(2) thés HE IC) et
(3) Die Tu ou, ce qui revient au même,
(4) D, ((4) — sue,
en négligeant seulement, dans les seconds membres des équations (2), (3) et (4) des quantités proportionnelles au carré et aux puissances supérieures de 4. Il est bon de remarquer : 1° que, dans la formule (4), At et Af(4) peuvent être censés représenter, non seulement les moitiés des deux différences 1, —2,, f(4,) — f(4), mais encore ces différences elles-mêmes; 2° que, dans chacune des formules (2), (4), la variable f(2) peut être remplacée par son logarithme.
Supposons maintenant que F(2) représente, non plus une des variables dont les valeurs sont fournies par les observations, mais une de leurs dérivées du premier ordre, ou bien encore une fonction de ces dérivées et des variables elles-mêmes. Une valeur approchée de F(4) pourra aisément se déduire des formules (2) et (3). Mais la formule (4) ne suffira plus à la détermination, même approximative, de la fonction D, F(4), qui renfermera généralement, avec une
Œuvres de C.— S. I, t. X. 56
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ou plusieurs des variables dont il s’agit, leurs dérivées du premier et du second ordre. Pour effectuer cette détermination, on devra recourir à deux, ou même à trois couples d'observations, chaque groupe étant composé de deux observations très voisines l’une de l’autre. Soient £, t', les valeurs du temps correspondantes à ces trois groupes, chaeune de ces valeurs étant la moyenne arithmétique entre les époques des deux observations qui composent un même groupe. Si l’on a Ar M
alors, en négligeant seulement les quantités proportionnelles au carré et aux puissances supérieures des différences £ — 4’, ”"— 4, on trouvera
D, Ft) = ME
TT Qt
Dans le cas contraire, on aura, sous la même condition, * tnt FOOD FI LUE FE SE(T)
(6) DFGYE Ace PT OrENT: LE rh ART TENTÉ
Lorsqu'on veut tirer parti de ces considérations pour déterminer approximativement la position du plan de l'orbite d’un astre, il est utile d'introduire dans le caleul certains angles auxiliaires, comme je vais l'expliquer en quelques mots.
Soient, au bout du temps £,
2 et 0 la longitude et la latitude géocentriques de l'astre observé:
, l'inclinaison de son orbite, représentée par un angle inférieur à deux droits;
2 la longitude du nœud ascendant;
& la longitude héliocentrique de la Terre ;
4 —=9— 5 l’élongation;
R la distance de la Terre au Soleil;
H l'aire décrite par le rayon vecteur r mené du Soleil à l’astre observé :
U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les trois plans coordonnés des y,3, des z,æ et des æ, y, le dernier plan étant le plan même de l’écliptique.
L'équation linéaire qui existe entre les trois constantes U, V, W > . U .
fournira le moyen de calculer le rapport 7 (voir page 218), et, par
suite, les deux éléments 2 et 1. En effet, soit À la quantité dont la va-
leur numérique est donnée par la formule
h = Lesin:”—0,00000210552,
e étant la base des logarithmes hyperboliques, et la lettre L indiquant un logarithme décimal. Supposons encore que, les angles étant exprimés en secondes sexagésimales, on nomme 7 un angle auxiliaire déterminé par la formule
et faisons
P—QGsin(r+#), Q—=Qcos(r +Y#), h P 2 Q
a—D,Lcoso — 5, b—D,Lsino — 5, ce—=D,Ltang6 — 5,
s—=DLO+DLR + Des,
__4 cosy os sin o — « tangO” — « tang#?
on trouvera à der re (7) tangs — PB — pr?
æ et 2’ ou &’ et 2” étant ce que deviennent & et à quand £ se change en £” ou en {”.
De plus, en supposant l’angle auxiliaire ® déterminé par la formule
Fr cot®D, 0 — + + cot(s +8) Dim — QU:
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on trouvera encore
sin(r + ®)
(8) NET Sin(o +8 +)
tang 0.
A l’aide des formules (2), (4), (6), (7) et (8), et de trois groupes d'observations, composés chacun de deux observations voisines, on déterminera aisément des valeurs approchées des éléments : et à. On pourra ensuite obtenir pour ces mêmes éléments des corrections qui seront déjà très peu différentes des véritables, en appliquant la méthode linéaire aux formules données par Lagrange dans la Connaissance des Temps pour 1821, ou, ce qui revient au même, à la for-
mule (19) de la page 424.
S II. — Sur les moyens d'obtenir, avec une grande approximation,
les éléments d’une orbite, à l’aide de cinq observations.
Supposons que, le centre du Soleil étant pris pour origine des coodonnées, et le plan de l’écliptique pour plan des æ, y, on compte les = positives du côté du pôle boréal; et soient, au bout du temps £,
æ, y, 3 les coordonnées de l’astre observé; r la distance de cet astre au Soleil; b le demi-paramètre de l'orbite décrite; H le double de l'aire décrite pendant l'unité de temps par le rayon r; U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les plans coordonnés.
L’équation du plan de l'orbite sera (1) Ux + Vy+Wz—o.
Concevons maintenant que, à l’aide d’un ou deux accents placés au bas de chaque variable, on désigne la valeur que prend cette variable quand on remplace # par 4, ou par £,. La formule (1) continuera de subsister quand on y remplacera æ, y, z par æ,,y,, :, ou par æ,, y,, &,,
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et l’on aura, en conséquence, (2) DV, 87 LV EL VE LC Vin + Lys En V8 — 0e
On peut d’ailleurs, comme on sait, arriver directement à cette équation, en observant que le volume du tétraèdre qui a pour arêtes les rayons vecteurs r, r, r, S'évanouit, puisque l'orbite est plane. Ajoutons que, dans la formule (2), æ, y, 3 peuvent être exprimés en fonction linéaire de la distance + de l’astre à la Terre, les coefficients étant des données de l’observation; et, comme r, « sont d’ailleurs liés entre eux par une équation connue du second degré, il en résulte que les coordonnées æ, y, 3 peuvent être considérées comme fonctions de r. Donc aussi ces coordonnées peuvent être considérées comme fonctions du temps et des trois éléments desquels dépend le rayon r, savoir, du grand axe, de l’époque du passage de l’astre au périhélie et de l’excentricité. Donc, en supposant déjà connues des valeurs approchées de ces trois éléments, on pourra les corriger séparément à l’aide de la méthode linéaire appliquée à la formule (2) et de cinq observations.
Remarquons maintenant que, si aux trois variables æ, y, z on joint la variable r — b, on pourra établir, entre cette quatrième variable et deux quelconques des trois autres, une équation linéaire qui, comme la formule (1), ne renfermera pas de terme constant. Donc la formule (2) continuera de subsister si l’on y remplace les trois valeurs de l’une des coordonnées par les trois valeurs correspondantes de r — b. On aura, par exemple,
(2H 2,7,) re b) mel UE ee € 0 À C9 pu b) +(Ty, —z,7)(r,—b)=o
ou, ce qui revient au même,
(4) b — CNE LT AH CAT — CH L an CAL PLIS LV y Lo V FLY — LYy FEV, — A, Y
D'ailleurs, comme nous l'avons dit, æ, y, z peuvent être exprimés en
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fonction linéaire de la distance + de l’astre à la Terre, les coefficients étant des données de l’observation. Effectivement, si l’on conserve les notations adoptées dans le $ [, on aura
(5) zæx—Rcos® +rcoso cost, y—Rsinw+:rcosocos, z:—:sin6. D'autre part, de l'équation (1), jointe aux formules (4), on tirera
(Ucoso + Vsino) cos + W sin@ ER ; Ucos® + Vsinw
Enfin, les aires U, V, W sont liées aux éléments &, , b par les for-
mules U — Wsinsatang:, V — — W cosstangi,
U?+ V?+W?—= H°?= Kb,
K étant la force attractive du Soleil; et, en conséquence, la formule (6) donne
___ RSin@cott — sin(o — 3) (7) di id sin(æ — 3)
Donc «et, par suite, æ, y, z peuvent être considérés comme des fonctions des éléments 2, t et des données de l'observation. Enfin, on peut en dire autant du rayon r déterminé par la formule
r=Va+ ÿ+ 3.
Cela posé, ilest clair que, en supposant déjà connues des valeurs approchées des trois éléments 1, #, b, ou même seulement des deux éléments : et 2, on pourra les corriger immédiatement à l’aide de la méthode linéaire appliquée à la formule (2) ou (4), et de cinq observations.
ASTRONOMIE. — Rapport sur un Mémoire de M. dE Gasparis, relauif à deux équations qui donnent la longitude du ‘nœud et l’inclinaison de l'orbite d'un astre, à l’aide d'observations géocentriques convenable-
ment combinées.
C. R., T. XXV, p. 797 (29 novembre
L'Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui rendre compte d’un Mémoire de M. de Gasparis, sur la détermination du plan de l'orbite d’un astre, à l’aide d'observations géocentriques. La méthode que l’auteur propose pour résoudre ce problème a beaucoup d’analogie avec celle que Lagrange a donnée dans la Connaissance des Temps pour l’année 1821; et par suite, pour faire comprendre ce qu'il y a de neuf dans le travail de M. de Gasparis, il sera utile de rappeler d’abord en peu de mots la solution de Lagrange.
Les deux inconnues dont Lagrange commence par rechercher les valeurs sont : l'inclinaison de l'orbite de l’astre observé et la longitade du nœud ascendant, ou plutôt deux quantités respectivement égales aux produits qu'on obtient quand on multiplie la tangente de linclinaison par les sinus et cosinus de la longitude du nœud. Lagrange fait voir qu'on peut exprimer facilement, en fonction de ces inconnues et des données fournies par deux observations, l'aire du triangle formé par les deux rayons vecteurs menés du Soleil à l’astre observé, ainsi que la projection de cette aire sur le plan de l’écliptique. En effet, cette projection se trouve représentée par une fraction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur, exprimés en fonction de ces inconnues, sont l’un du premier, l’autre du second degré. De plus, lorsque les deux observations dont il s’agit sont voisines l’une de l’autre, l'aire du triangle formé par les deux rayons vecteurs se confond sensiblement avec l’aire du secteur compris entre les mêmes rayons; et, comme le montre Lagrange, le rapport de ces
deux aires sera très voisin de l'unité, la différence étant une quantité très petite du second ordre, si les différences entre les quantités correspondantes aux deux observations sont considérées comme très petites du premier ordre. Donc, en négligeant les quantités du second ordre, on pourra représenter le secteur lui-même par la fraction rationnelle dont nous avons parlé.
D'autre part, en vertu d’une loi de Képler, le secteur compris entre les deux rayons vecteurs menés du Soleil à l’astre que l’on considère aux époques des deux observations données est le produit d’une constante par l'intervalle de temps compris entre les deux époques. Donc un système de deux observations voisines permet d'exprimer cette constante par une fraction du genre de celle que nous avons ihdiquée; donc trois systèmes composés chacun de deux observations voisines fourniront, pour la même constante, trois valeurs qui, égalées entre elles, produiront deux équations entre les deux inconnues. Il est d’ailleurs aisé de s'assurer que, en éliminant une des inconnues, on arrive à une équation finale du septième degré.
Comme on le voit, la méthode suppose que les intervalles de temps compris entre la première et la seconde observation, entre la troisième et la quatrième, entre la cinquième et la sixième sont très petits. Mais, d’ailleurs, comme Lagrange a soin de le remarquer, les intervalles de temps compris entre la seconde et la troisième, et entre la quatrième et la cinquième, pourront être quelconques; et 1l est même avantageux de les prendre les plus grands que l’on peut, afin que les trois équations soient le plus différentes qu’il est possible.
Pour passer de la méthode de Lagrange à la méthode de M. de Gasparis, il suffit de supposer que les deux derniers intervalles se réduisent à zéro, c’est-à-dire que la troisième observation ne diffère pas de la seconde, ni la cinquième de la quatrième. Alors, les six observations étant réduites à quatre, les trois fractions que l’on égale entre elles deux à deux fournissent deux équations, dont chacune se simplifie, attendu que les dénominateurs de ces fractions offrent des facteurs communs qui peuvent être supprimés sans inconvénient. Après celte
suppression, on obtient seulement deux équations du second degré entre les deux inconnues; et par suite l’équation finale, produite par l'élimination, s’abaisse au quatrième degré.
On serait, au premier abord, tenté de croire que la remarque de Lagrange, ci-dessus rappelée, est un motif suffisant de repousser la solution de M. de Gasparis; et, dans la réalité, cette solution, plus facile à obtenir, sera certainement moins exacte. Il arrivera même assez souvent que beaucoup d'incertitude régnera sur les résultats du calcul appliqué à quatre observations consécutives. Mais rien n'empêche de tirer l’équation du quatrième degré d’une élimination opérée entre les équations qui correspondent à deux groupes composés chacun de trois observations voisines; et, par conséquent, il était utile de remarquer la simplification et l’abaissement de l’équation que fournit un semblable groupe. Fondés sur ces considérations, les Commissaires proposent à l’Académie de voter des remerciments à l'auteur du Mémoire. |
AsrRoNOME. — Note sur l’abaissement que l'on peut faire subir au degré
de l'équation donnée par Lagrange dans la Connaissance des Temps
pour l’année 1821.
C.R., T. XXVI, p. 27 (10 janvier
Le Mémoire lu par Lagrange à l’Académie de Berlin le 24 février 1380, puis inséré dans les Éphémérides de Berlin de 1783, et plus tard dans la Connaissance des Temps pour l’année 1821, réduit la détermination du plan de l'orbite d’un astre à une équation du septième degré, dont l'emploi exige la connaissance de trois couples d’observations, qui, prises deux à deux, soient très voisines l’une de l’autre. Z{ semble, dit Lagrange dans ce Mémoire, que le septième degré soit une limite au-des-
sous de laquelle il ne soit pas possible de rabaisser le problème dont il
ue
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s'agu; et pourtant, une circonstance assez singulière, c’est que l’une des deux équations qui suggérait cette réflexion à Lagrange, l’équation même à laquelle il parvient dans le Mémoire de 1580, peut être abaissée du septième degré au sixième. Cette remarque ne paraîtra peut-être pas sans importance, surtout si l’on considère que les limites des racines d’une équation du sixième degré sont, comme l’a prouvé M. Corancez, données par une équation du quatrième, c’est-à-dire par une équation que l’on sait résoudre algébriquement. Ajoutons que l'équation du sixième degré peut être aisément formée, comme on le verra dans cette Note, et que, si les observations comprises dans un mème groupe deviennent infiniment voisines, elle renfermera uniquement, avec la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé, leurs dérivées du premier ordre. 11 est d’ailleurs évident que, si aux trois groupes d'observations données on ajoute un quatrième groupe, on pourra former deux équations semblables du sixième degré, auxquelles devra satisfaire la même inconnue, qui sera la racine commune aux deux équations dont il s'agit.
ANALYSE
Conservons les notations adoptées dans la séance du 15 novembre, et nommons C le double de l'aire décrite dans l’unité de temps par le rayon vecteur mené du Soleil à la Terre. On aura
O — (Ucoso + Vsino)cos9 + Wsin, Ÿ — Ucoss + Vsins.
Posons d’ailleurs
DAT _ Ucoso + Vsino — sin ‘# tang 0 7 AE Met Lt ae Ctang9 ” AZ
JS S S n Ae ren oh, Ctangé ‘?
£, ot, x seront des fonctions entières et linéaires de U, V, les coefficlients étant des données de l’observation, et l'équation fondamen-
tale de laquelle part Lagrange donnera (1) DH tres
‘Concevons maintenant que le temps £ soit remplacé successivement par #’, /”, et posons At == 4" — 4, At — 4" — 4", At = At — At. On tirera de la formule (1)
£+WOr _ Ag’+WAM A'£?+ WA.
1 ie de Are de ve AR ne EYE ?
et, par suite, si l’on pose, pour abréger,
Q — (AI AN — AN A) £L2+ (9 AMC — JN A9 ) AL? (3) ; À
+ (JT AIT — IG AM) A? F2, on à | Q(AIL A29 — AIG AI) — (A£? A? — AIM AL?) (AL?A?9T — AN A?p?).
Or cette dernière équation sera homogène et du sixième degré, en U
et V, et déterminera immédiatement Le rapport : — — tange.
ASTRONOMIE. — Mémotre sur quelques propriétés remarquables des foncuons interpolaires, et sur le parti qu'on en peut tirer pour une déterminalion sûre et facile des éléments de l'orbite d'une planéte ou d'une
coméle.
C.R., T. XXVI, p. 29 (10 janvier
Dans les méthodes généralement employées pour la détermination de l'orbite d’un astre, on ne sait jamais a priori quel sera le degré d’approximation que présenteront les valeurs calculées des éléments de cette orbite, et même, lorsque le calcul est achevé, on ne peut ordinairement se former une idée précise de l'exactitude de la solu-
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tion obtenue, avant d’avoir soumis cette solution à de nouvelles épreuves, et avant d’avoir déduit d'observations assez nombreuses, à l’aide de la méthode linéaire, les corrections des éléments. Ce serait donc rendre service aux astronomes que d'établir une méthode qui indiquât elle-même le degré de précision des résultats qu’elle fournirait, de manière à ne point exposer ceux qui voudraient la suivre à faire des calculs inutiles. Quelques propriétés remarquables des fonctions interpolaires permettent d'atteindre ce but. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails.
Les éléments de l'orbite d’un astre étant au nombre de six, il est nécessaire, pour les déterminer, d'établir entre ces éléments au moins six équations. D'ailleurs, trois valeurs données de deux fonctions de ces éléments et du temps, par exemple de la longitude et de la latitude géocentriques de l’astre, suffiront à fournir six équations de cette espèce. Donc la solution du problème pourra se déduire de trois observations complètes. Mais la solution ainsi trouvée ne sera pas unique : deux orbites différentes peuvent répondre au système de trois observations données, et par suite, dans le cas général, pour déterminer sans aucune incertitude tous les éléments de l'orbite d’un astre, 1] sera nécessaire de connaître au moins quatre observations:
I est bon d'observer que, étant données trois valeurs d’une variable, par exemple de la longitude géocentrique, considérée comme fonction du temps {, on pourra en déduire immédiatement des valeurs de fonctions interpolaires du premier et du second ordre. Une quatrième valeur de la fonction principale permettrait de ealculer en outre une valeur particulière d’une fonction interpolaire du troisième ordre; et, si les observations données se rapprochent indéfiniment, les fonctions interpolaires du prémier, du second, du troisième ordre, ... se transformeront en dérivées de ces mêmes ordres divisées par les produits 1, 1.2, 1.2.3, .... Donc, afin de pouvoir, sans aucune incertitude, déterminer les éléments de l'orbite d’un astre, 1] sera nécessaire de connaître, pour une époque donnée, avec la longitude et la latitude géocentriques, leurs dérivées du premier,
du second et du troisième ordre. L’Analyse mathématique conduit à la même conclusion, en faisant voir que ces trois espèces de dérivées entrent dans les formules exactes qui résolvent le problème en le réduisant à la résolution d’une équation du premier degré (vor la séance du 27 décembre 1847), en supposant connues pour chaque époque, avec la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé, leurs dérivées du premier et du second ordre seulement.
La précision des résultats déduits des formules exactes que nous venons de rappeler dépendra du degré d’approximation avec lequel on obtiendra les dérivées du premier et du second ordre des longitude et latitude géocentriques. On détermine ordinairement ces dérivées à l’aide de certaines formules d’interpolation, parmi lesquelles on doit distinguer celles que Lagrange et Laplace ont données. Mais ces dernières formules étant seulement des équations approximatives qui proviennent de l’omission de termes dont la valeur est inconnue a priori, j'ai dû rechercher s’il ne serait pas possible de les remplacer par des formules plus rigoureuses, qui indiquassent elles-mêmes le degré d’approximation des résultats du calcul. Mes recherches m'ont effectivement conduit à des formules nouvelles, dont on peut donner une idée très juste en disant qu’elles sont, par rapport à la formule d'interpolation de Laplace, ce qu'est, par rapport à la formule de Taylor, l'équation finie, substituée à celle-ci par Lagrange, dans la théorie des fonctions analytiques. Mes nouvelles formules décomposent une dérivée d’un ordre quelconque en deux parties, dont la première s'exprime rigoureusement à l’aide de fonctions interpolaires du même ordre et des ordres supérieurs, jusqu’à l’ordre 7; la seconde partie étant le produit d'un certain facteur compris entre certaines limites par une quantité moyenne entre les diverses valeurs que peut acquérir, dans l'intervalle de temps compris entre les observations extrêmes, la fonction dérivée de l’ordre # + 1. Par suite, on pourra décomposer une dérivée d’un ordre quelconque » en deux parties, dont la première renfermera deux fonctions interpolaires, l’une de ce même ordre, l’autre de l’ordre »# +1 immédiatement
supérieur; la seconde partie étant le produit d’un facteur compris entre certaines limites par une valeur moyenne de la dérivée de l’ordre »# + 2. De plus, la première partie se trouvera réduite à une seule fonction interpolaire de l’ordre #», c’est-à-dire à une fonction interpolaire formée avec m +1 valeurs différentes de la fonction principale, si à ces valeurs correspondent » + 1 valeurs de 4, dont la moyenne arithmétique soit exactement l’époque pour laquelle on veut calculer la valeur de la dérivée de l’ordre m.
J'ajouterai que, si les diverses valeurs de la fonction principale sont fournies par des observations desquelles puisse résulter, pour chacune de ces valeurs, une erreur représentée, au signe près, par le nombre à, l'erreur maximum dont pourra être affectée la fonction interpolaire de l’ordre #2, déduite de #7 + 1 valeurs particulières données de la fonction principale, sera l'erreur qu’on obtiendra en supposant qu'à ces valeurs particulières, rangées dans l’ordre des temps, on substitue des quantités alternativement positives et négatives, mais toutes égales, abstraction faite du signe, au nombre ô.
Je remarquerai enfin que, en vertu d’un théorème rappelé dans le Mémoire du 16 novembre 1840 ('), une fonction interpolaire de l'ordre »#, déduite de 72 + 1 observations données, sera toujours le quotient qu'on obtiendra en divisant par le produit 1.2...m une valeur moyenne de la fonction dérivée de l’ordre », c’est-à-dire une valeur que prendra cette dérivée pour une époque moyenne entre celles des observations extrêmes.’
Ces principes nous permettent de tirer, des formules exactes cidessus mentionnées, des valeurs approchées des éléments d’une orbite, de manière à nous former une juste idée du degré d’approximation obtenu. |
Veut-on, par exemple, déduire les éléments de l'orbite des formules (7) et (8) du Mémoire lu à la séance du 27 décembre 1847 (*),
(1) OÆuvres de Cauchy, S. 1, T. IV, p. 43r.
(2) Zbid., S. 1, T. X, p. 443-444.
il faudra connaître, pour deux époques différentes, la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé, avec leurs dérivées du premier et du second ordre; et par suite quatre observations au moins sont nécessaires, les trois premières observations pouvant être employées quand il s'agira de la première époque, et les trois dernières observations quand il s'agira de la seconde époque. Considérons, en particulier, les trois observations qui serviront à déterminer les valeurs des inconnues correspondantes à la première époque. Des trois inconnues qui représenteront la longitude géocentrique, sa dérivée du premier ordre et sa dérivée du second ordre, la dernière, ou la dérivée du second ordre, étant celle dont la valeur sera généralement la moins exacte, sera aussi celle qu’il conviendra de déterminer avec une plus grande précision. D'ailleurs, cette dérivée aura pour valeur approchée une fonction interpolaire du second ordre, déduite des trois premières observations. Ajoutons que la différence de cette valeur approchée à la valeur véritable sera proportionnelle à une valeur moyenne de la dérivée du quatrième ordre seulement, si l’on choisit pour première époque la moyenne arithmétique entre les époques des trois observations. Remarquons enfin que, l'intervalle des deux observations extrêmes restant le même, l'influence des erreurs d’observation sur la valeur de la fonction interpolaire sera la moindre péssible, si l'observation intermédiaire est séparée des deux autres par des intervalles sensiblement égaux. Adoptons ces hypothèses, et nommons : l'intervalle de temps qui séparera la seconde observation de chacune des deux autres. L'erreur que l’on commettra en prenant pour valeur de la fonction dérivée du second ordre la valeur de la fonction interpolaire du second ordre, tirée des trois observations, se composera de deux parties proportionnelles, l’une au carré de #, l’autre au carré
de D les coefficients de £? et de ä étant, d’une part, 29, d'autre part,
une valeur moyenne / de la fonction dérivée du quatrième ordre; et l'erreur totale, divisée par 24, sera la plus petite possible, lorsque ces deux parties seront égales, abstraction faite du signe. Cette égalité
fournira un moyen simple de détermination pour la valeur qu’il conviendra d'attribuer à l'intervalle . En effet, on peut d’abord, de cinq, six, sept observations. éloignées les unes des autres, déduire les valeurs de fonctions interpolaires du premier, du second, du troisième et du quatrième ordre; et celles-ci représentent précisément des valeurs moyennes des dérivées des mêmes ordres, respectivement divisées par les nombres 1, 2, 6, 24, ou du moins ces valeurs moyennes affectées d'erreurs très petites, qui sont produites par les observations, et dont les limites sont connues. On connaîtra donc une valeur approchée de /, et il n'est même pas nécessaire qu'ici l’approximation soit considérable; car, pour remplir la condition indiquée, à devra être réciproquement proportionnel à la racine quatrième de /; et par suite, la valeur de l'intervalle ne sera pas diminuée ou augmentée d’un cinquième, si / est doublé ou réduit à la moitié de sa valeur.
La valeur de z étant calculée comme on vient de le dire, pour le cas où la fonction principale se réduit à la longitude géocentrique, on choisira trois observations de manière que la première et la troisième soient séparées de la seconde par des intervalles de temps égaux à #, ou du moins par des intervalles aussi rapprochés de à qu’il sera possible; et alors nos formules fourniront avec la longitude et la latitude géocentriques leurs dérivées du premier et du second ordre relatives à une première époque, qui sera la moyenne arithmétique entre les époques des trois observations, ou du moins elles fourniront les valeurs approchées de ces inconnues avec un degré d’approximation indiqué par le calcul même.
Les valeurs des mêmes inconnues, correspondantes à une seconde époque, se déduiront par le même procédé, ou d’une quatrième observation jointe à deux des trois premières, ou mieux encore de trois observations nouvelles; et alors les formules (7), (8) du Mémoire du 27 décembre fourniront le moyen de déterminer immédiatement l’orbite de l’astre observé.
On remarquera que, dans la méthode précédente, on commence par lixer l'intervalle de temps qui doit séparer l’une de l’autre deux obser-
vations admises à concourir à la détermination d'une orbite. Cette fixation dispense souvent le calculateur de travaux inutiles, qu'il se verrait à regret forcé de refaire en entier avec des données différentes de celles qui servaient de base à un premier calcul.
En effet, les erreurs qui affectent les inconnues dont il s’agit d’obtenir ici les valeurs proviennent, les unes des inexactitudes des observations, les autres de l’inexactitude des formules que l’on emploie. De ces deux sortes d'erreurs, les premières augmentent quand on rapproche, et les dernières quand on éloigne les observations. Il y avait donc ici lieu de chercher à quelle distance deux observations consécutives doivent être placées pour que l'erreur totale à craindre soit un minimum. Les avantages qui résultent évidemment de la solution de ce dernier problème me permettent d'espérer un accueil favorable des astronomes pour ce nouveau travail que leur bienveillance m’a encouragé à poursuivre, et que je me propose de reproduire avec de plus amples développements dans mes Exercices d'Analyse et de Physique mathématique.
J'ajouterai qu'on peut encore obtenir une détermination très simple des éléments de l'orbite d’un astre, en appliquant les principes cidessus exposés aux formules données par Lagrange dans le Mémoire de 1780, ou plutôt aux équations dans lesquelles se transforment ces formules, quand les observations voisines se rapprochent indéfiniment. C’est, au reste, ce que j’expliquerai plus en détail dans un autre article.
ASTRONOMIE. — Formules pour la détermination des orbites des planètes
et des comètes.
C.R., T. XXVI, p. 57 (17 janvier
Pour obtenir une détermination très rapide et même très exacte des éléments de l'orbite d’un astre, il suffit d'appliquer les principes OEuvres de C. — S.1, 1. X. 08
exposés dans la précédente séance aux formules données par Lagrange dans le Mémoire de 1780, ou plutôt aux équations dans lesquelles se transforment ces formules, quand les observations voisines se rapprochent indéfiniment. On peut d’ailleurs résoudre aisément ces dernières équations, quand on commence par déterminer approximativement les inconnues, à l'aide de l'équation linéaire qui existe entre les trois projections algébriques de l'aire que décrit le rayon vecteur mené du Soleil à l’astre observé (voir la séance du 27 décembre 1843). Alors les seules quantités qui entreront dans le calcul seront des valeurs particulières de certaines variables et de leurs dérivées du premier ordre. D'ailleurs, ces valeurs particulières pourront se déduire de quatre observations de l’astre, jointes aux formules très simples que je vais indiquer.
ANALYSE
Soient £,, d, {3, ... diverses valeurs particulières attribuées au temps 4; soit, de plus, © — f(4) une fonction continue du temps £, et posons
bé je Létnt fee,
f( li) FC, t)
FCE dis ta) — PRET.
Alors f(4,4,), f(4,4,,€,), ... seront ce que M. Ampère a nommé des fonctions interpolaires des divers ordres, issues les unes des autres, et l’on aura
f(E)=f(4)+(t— 4) ti) (1) | =f(4h)+-(t— 0), h)+(—-L)(t— B)E(E bts)
Alors aussi les quantités
f(£, li, lo) f(&, Las ts), VAS | f(6, li, las ls) 8%
\ ossi
| f(és ti); (Es a), f(£2s és), .….,
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seront celles que Laplace a désignées par
0, 091: (JO PR « 52 2 e (3) 0 9; Ô Qi ’ 09, Ë Enfin, les fonctions (4) HOUR IL, tt), (EL, LE, D),
se réduiront respectivement aux suivantes :
(5) RS RD TPE), is , À 2 » 2.3 , ,
et chacune des fonctions interpolaires comprises dans la première, la deuxième, la troisième, .. ligne horizontale du Tableau (2) ou (3) sera une valeur moyenne du premier, du second, du troisième, terme de la suite (4) ou (5), c’est-à-dire une valeur de ée terme correspondante à une valeur du temps #, comprise entre la plus petite et la plus grande de celles qui concourent à la formation de la fonction interpolaire. Done, si l’on connaît 2 valeurs particulières de la fonction f(4) correspondantes à des valeurs de # comprises entre certaines limites, la formation des fonctions interpolaires fournira immédiatement »2 — 1 valeurs particulières de f’(£), m — 2 valeurs particulières de ;f”(4), ..…., correspondantes à des valeurs de £ toujours renfermées entre les limites dont il s’agit. Il y a plus : je démontre que, dans le cas où la suite (4) est rapidement décroissante, et où les temps 4,, 4,, l,..., rangés suivant leur ordre de grandeur, ne sont pas très différents les uns des autres, les fonctions interpolaires
(6) f(&, lo), f( lis Los ts), f( Lis Las la L,),
représentent à très peu près les valeurs des termes de la suite (5) correspondantes aux valeurs de 4, exprimées par les rapports
SEA. Ar A le hththté
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On tire de la formule (1)
F(E) FC) +(t— 4) (ét) +(E—4)(E— te) ÊCE is te),
® f'()=f(h, te) +(2t—th— te) FE tite) + (— 4) (E— te) Ê(E, 6, lis ta).
, alors, en fai-
rs ti+t Si, dans ces dernières formules, on suppose 1 = ———
sant, pour abréger, l— tj —ts— 1 —i, f(é, li, H)=R, f(6, £, lis 5 best À on trouvera f(£) sr
ft) +f(é) LME 2 »
FC) — FC4) y
MORE RER
Si, dans une première approximation, on néglige les termes 1°#, 1°, | on aura simplement
f(é2) + (4) 2 D (1) ro = a);
et les erreurs commises, en vertu de la substitution des formules (10) aux formules (9), seront représentées par les valeurs numériques des produits Ëk, à
Mais, lorsque la suite (4) ou (5) sera une suite rapidement décroissante, on pourra, comme on l’a vu, calculer approximativement diverses valeurs particulières des fonctions f’(4), : f”(t) correspondantes à diverses valeurs de . Donc alors aussi on connaîtra des valeurs approchées des coefficients #, {, qui seront sensiblement égaux aux valeurs de f’(2) et de 5: f”(4) correspondantes à la valeur de z repré-
+ te sentée par le rapport <——=.
Dans l’application des formules précédentes à l’Astronomie, f(4) pourra représenter, par exemple, la longitude ou la latitude géocentrique de l’astre observé. Supposons, pour fixer les idées, que ? =f(4)
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représente la longitude géocentrique. Alors, des deux fonctions f(4), f'(), la seconde sera celle dont les valeurs particulières, tirées des observations, seront généralement moins exactes, et par conséquent celle qu’il conviendra de déterminer avec une plus grande précision. D'ailleurs, si l’on nomme | l'erreur qui peut résulter, pour une valeur particulière de f(4), de l’inexactitude des observations, le second
membre de la formule (11) pourra être, pour cette raison, affecté 2 À A Donc la somme des erreurs qui proviendront : 1° de l’inexactitude de
d'une erreur représentée, au signe près, par le rapport
la formule (11), 2° de l’inexactitude des observations, pourra s'élever, abstraction faite du signe, jusqu’à la limite
— + Pl.
Or cette somme deviendra un minimum, lorsque, la première erreur étant la moitié de la seconde, l'intervalle z vérifiera la condition
Cette dernière équation détermine la valeur qu’il convient d’assigner à l'intervalle 24 compris entre deux observations admises à concourir à la détermination du plan de l’orbite d’un astre. Si l’on veut, par exemple, appliquer la formule (12) à la planète Hébé, en partant des observations faites dans le mois de juillet 18/47, on trouvera pour valeur moyenne de /, un nombre peu différent de 0,05; et par suite la formule (12) donnera
(13) D Han.
Si, pour fixer les idées, on prend Ô — 4", on aura & = 3,4 environ. Donc alors t devra être de 3 à 4 jours, et l'intervalle 22 compris entre deux observations consécutives, de 6 à 8 jours, s’il est possible.
Nous remarquons en finissant que, dans les valeurs de f(4), f'(2), fournies par les formules (ro) et (11), on pourra, si l’on veut, corriger
approximativement les erreurs produites par l’inexactitude de ces formules, puisqu'on connaïîtra les valeurs approchées des produits &°#, 1. Mais il n’en sera pas de même des erreurs produites par l’inexactitude des observations. On connaîtra seulement les limites probables de ces dernières erreurs; mais leur signe restera inconnu dans ce premier calcul.
Remarquons encore que, si à la somme des erreurs provenant des deux causes ci-dessus indiquées on substituait la somme des carrés de ces erreurs, on obtiendrait, à la place de la formule (13), la suivante
C.R., T. XXVI, p. 86 (17 janvier
Concevons que l’on fasse tomber un rayon lumineux sur la surface d’un corps opaque, mais isophane, par exemple d’un métal, et nommons 7 l'angle d'incidence formé par le rayon lumineux avec la normale à la surface réfléchissante. Soient d’ailleurs @, € deux constantes tellement choisies, que les deux produits
Ocose, Osine
représentent, sous l'incidence perpendiculaire, d’une part l'indice de réfraction, d’autre part le coefficient d’extinction. Les formules que J'ai données dans les Comptes rendus de 1836 et de 1839 pour la réflexion de la lumière à la surface des métaux se déduiront, comme
je lai dit, des équations de condition placées sous les numéros (24) et (25) dans la 7° livraison des Nouveaux Exercices de Matheématiques (p. 203), et rappelées dans le Tome VIII des Comptes rendus (p+ 970) (*).
En partant de ces équations de condition, et en représentant l'intensité de la lumière par [? ou par J?, suivant que le rayon incident est polarisé perpendiculairement au plan d'incidence ou parallèlement à ce plan, on trouve, sous l’incidence perpendiculaire,
(1) == tang (4 7)
la valeur de Ÿ étant donnée par'la formule (2) cotY — cose sin(2 arc tang@),
et, sous l'incidence oblique,
(3) M tang(e— ©), = tang ( 2)
les valeurs de ©, y étant déterminées par les formules
; U | coto — Cos(2E — v)sin (2 arc lang Grosz } (4)
: COST { COLY — COS SIN (2 arc tang Ü }
dans lesquelles on a
(5) cot(2 ) = cote cos (2arctan rt St Er U—E) — è - . 8 6 J’ ponte
“Si le rayon incident est polarisé suivant un plan quelconque, il pourra du moins être décomposé en deux autres rayons polarisés, l’un suivant le plan d'incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan, par conséquent en deux rayons dont les intensités respectives seront fournies par les équations (1) ou (3). Si, d’ailleurs, on suppose ces deux rayons doués, avant la réflexion, de la polarisation rectiligne, en sorte que leurs nœuds coïncident, la réflexion opérée par la sur-
(1) Œuvres de Cauchy, S. 1, T. IV, p. 342.
face métallique séparera ces mêmes nœuds; et, si à représente, après la réflexion, la différence entre les phases des deux rayons dont il s’agit, on aura
(6) tangd — tang2w sinv, l'angle w étant déterminé par la formule
(7) sn Ets sint tangr
Les formules qui précèdent supposent connues les valeurs de @ et de e relatives à chaque métal. Pour déterminer ces valeurs, il suffit de considérer le cas particulier où l’angle + se réduit à l'incidence principale, désignée par M. Brewster sous le nom de the maximum polarising angle. Alors l'angle à est de 45°, et les formules (6), (7)
donnent U = sinrtangr.
Alors, aussi, l’on a val
IT désignant l’azimut de réflexion, c’est-à-dire ce que devient l’azimut
=] du rayon réfléchi, quand l’azimut du rayon incident est la moitié d’un angle droit; et l’on tire des formules (5)
sin 2v \?
(8) tang(2e — v) — tangv cos(r —2T), e=(ie) .
Les formules (8) permettent de calculer pour chaque métal le coefficient d'extinction et l'indice de réfraction. Comme je l’ai déjà remarqué dans un autre Mémoire, l'indice de réfraction d’un métal est beaucoup plus petit qu’on ne le supposait communément. Ainsi, par exemple, on se disputait pour savoir si l'indice de réfraction du mercure était 4,9 ou 5,8. Cet indice est en réalité 1,7, ou environ trois fois plus petit qu’on ne le croyait.
* à I “32 Comme, pour les divers métaux, le rapport ë est peu considérable,
il en résulte que, dans la réfraction sur un métal, les formules (5) donnent sensiblement
EXTRAIT N° 395. 465 Par suite aussi, le coefficient d'extinction et l'indice de réfraction n’éprouvent que des variations peu sensibles, quand Île rayon ineident s’écarte de la normale à la surface réfléchissante, et Les formules (4) peuvent être, dans une première approximation, remplacées par les suivantes :
* I COto —= COSEe sin | 2 arc tang ——— ? ( 0 ss)
COST
COty — COSE Sin (2 arc tang o }:
Les formules (9), appliquées à l'acier, depuis + — o° jusqu'à 7 = 75°, m'ont donné, à moins d’un centième près, les mêmes résultats que les formules (4); et ces résultats se sont trouvés d'accord avec les expériences que M. Brewster a fait connaître dans son Mémoire de 1833.
ASTRONOMIE. — Rapport sur divers Mémoires de M. Micuar, relatifs
à la détermination des orbites des planètes et des comètes.
C. R., T. XXVI, p. 88 (17 janvier
L'Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui rendre compte de divers Mémoires de M. Michal, relatifs à la détermination de l'orbite d’une planète ou d’une comète. Parmi Les méthodes proposées par l’auteur, les unes se rapportent à des cas particuliers, par exemple au cas où l’excentricité de l'orbite est très petite, ou bien encore au cas où les observations données ont été faites dans les conjonctions ou dans les oppositions. D'autres, au contraire, se rapportent à une orbite quelconque. Entrons, à l'égard de ces dernières, dans quelques détails.
OEuvres de C. — S.I,t. X. ; 59
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L'une des méthodes présentées par M. Michal, pour le cas d’une orbite quelconque, n’est pas sans analogie avec celle que M. de Gasparis (!) a donnée dans un Mémoire sur lequel nous avons fait un Rapport à l’Académie, par conséquent avec la méthode proposée par Lagrange dans les Éphémérides de Berlin de 1783, et reproduite dans la Connaissance des Temps pour l’année 1821. Comme M. de Gasparis, M. Michal a substitué à l'équation du troisième degré établie par Lagrange entre les deux constantes qui déterminent le plan de l’orbite, une équation du second degré. Mais, dans l’un des Mémoires de M. Michal, celle-ci renferme, au lieu des longitude et latitude géocentriques fournies par deux couples d'observations, qui, prises deux à deux, sont supposées très voisines, les longitude et latitude géocentriques fournies par une seule observation, avec leurs dérivées du premier et du second ordre. De plus, M. Michal a remarqué que l'équation finale, produite par l'élimination de l’une des deux inconnues entre l'équation trouvée et une seconde équation de même forme, s’abaisse du quatrième degré au troisième. La raison en est que les deux équations du second degré entre lesquelles l’élimination s’effectue ne renferment pas de terme constant. Donc l’équation finale du quatrième degré admettra une racine nulle, dont elle pourra être débarrassée immédiatement.
On sait que, pour la détermination de l'orbite d’un astre, trois observations suffisent à la rigueur. Si l’on en donne un plus grand nombre, la solution du problème pourra naturellement être réduite à une équation du premier degré. C’est aussi ce qu’a trouvé M. Michal. Il prouve, d’ailleurs, qu’on peut alors obtenir, entre les projections de l'aire décrite par le rayon vecteur mené de la Terre au Soleil, une équation séparée qui ne renferme que des dérivées du premier et du second ordre. Mais il ne faudrait pas croire que trois équations de cette forme déterminassent les trois projections dont il s’agit. Elles
(1) Le premier des Mémoires de M. Michal a été présenté à l’Académie huit jours après le Mémoire de M. de Gasparis.
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déterminent seulement, et l’un de nous, après avoir obtenu la même équation vers la même époque, en faisait la remarque, le rapport de celles de ces projections qui ne se mesurent pas dans le plan de l’écliptique.
En résumé, les Commissaires pensent que plusieurs des formules présentées par M. Michal peuvent être utilement employées dans la détermination des orbites des planètes et des comètes, et ils proposent en conséquence, à l’Académie, de voter des remerciments à l’auteur du Mémoire.
ASTRONOMIE. — Formules pour la determination des orbites des planètes et des comètes (suite).
C.R., T. XXVI, p. 133 (24 janvier
J'ai cherché dans la dernière séance la valeur qu’il convient d’assigner à l'intervalle compris entre deux observations admises à concourir à la détermination de l'orbite d’un astre. Cet intervalle une fois trouvé, il reste à savoir quelles seront les inconnues dont il conviendra de fixer d’abord les valeurs. Or toutes les méthodes employées pour une première détermination des inconnues introduisent dans le calcul les dérivées des variables, ou du moins leurs valeurs approchées représentées par des rapports de différences relatives à de très petits accroissements du temps; et, comme ces dérivées se calculent avec d'autant moins de précision qu’elles sont d’un ordre plus élevé, il importe de faire en sorte que la solution du problème dépende uniquement, s’il est possible, de formules qui ne renferment que des dérivées ou des différences du premier ordre. Cette condition est remplie pour les formules que Lagrange a données dans le Mémoire de 1780, comme propres à fournir l’inclinaison de l'orbite de l’astre observé avec la longitude du nœud ascendant, à l’aide de trois couples
d'observations qui, prises deux à deux, sont très voisines l’une de l’autre. IT est vrai que les formules de Lagrange sont seulement approximatives; mais on peut les convertir en formules rigoureuses en supposant que deux observations voisines se rapprochent indéfiniment. Alors la formule de laquelle Lagrange est parti se transforme en une équation du second degré entre les trois projections algébriques de l'aire décrite dans l'unité de temps par le rayon vecteur mené du Soleil à l’astre que l’on considère. Il est vrai encore que l'élimination de deux inconnues entre trois équations semblables a conduit Lagrange à une équation finale du septième degré, qui, comme je l'ai fait voir, peut être abaissée au sixième. Mais on évite la résolution de cette équation finale en résolvant simultanément par la méthode linéaire les trois équations qu’elle remplace, après avoir obtenu des valeurs approchées des trois inconnues à l’aide de l'équation linéaire qui existe entre elles. Alors on obtient, pour la détermination d’une orbite quelconque, une méthode simple et facile qui donne immédiatement avec une grande exactitude le demi-paramètre et la position du plan de l'orbite à l’aide des données fournies par quatre observations seulement.
ANALYSE
Soient, au bout du temps 4,
9, 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre; & la longitude héliocentrique de la Terre; R la distance de la Terre au Soleil.
Soient encôre
H le double de l'aire décrite, dans l’unité de temps, par le rayon vecteur r mené de l’astre au Soleil;
: U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les plans des coordonnées, le plan de l’écliptique étant pris pour plan des æ, y;
C l'aire décrite, dans l’unité de temps, par le rayon À.
EXTRAIT N° 396. 469 Posons d’ailleurs, pour abréger, __ cosy ae sin 9 — tang0” — tang0” £ cos — D,u, £sin= D,», M = £ cos(® — I), %—£sin(s—Il), JOIE
En rapprochant indéfiniment deux observations voisines, on réduira la formule de Lagrange à l'équation
(1) (pU+VV+<W)(EU+VV+W—C)=AR(Ucoss + Vsins).
Trois équations semblables à celles-ci détermineront les valeurs des trois inconnues U, V, W. Il est vrai que l'élimination de W et de
W — C fournirait une équation finale du sixième degré en 7 Mais, au lieu de résoudre cette équation finale, on peut appliquer la méthode linéaire à la résolution simultanée des trois équations qui la produisent, après avoir déterminé les valeurs approchées des inconnues à l’aide de l’équation linéaire qui existe entre elles. Si l’on pose,
pour abréger, AUS D,IR mas cot(æ bras H)D,5x,
Bu, D = y —
la lettre 1 indiquant un logarithme hyperbolique, et l'arc & étant exprimé en parties du rayon pris pour unité, l’équation linéaire dont il s’agit sera
(2) QU+QV+W—C—0o.
Par suite, si l’on pose encore
A9 cos® — AP sin D,p A9 — D,vA® ?
pr À |
A®, A9 étant les accroissements de ® et à correspondants à l’accroissement A? du temps #, on aura
U [4 W—C RS — C
(3) A9 = A9 9A—YA9 °DpA9—DvAË
Cette dernière équation détermine immédiatement les premières valeurs approchées des trois inconnues U, V, W.
Il est bon de remarquer que l'équation (1) peut être immédiatement fournie par l'élimination de « entre les deux formules
{«(Ucoso cos? + Vsino cos0 + Wsin9) —— R(Ucosw + Vsinsw), U coso cos? + Vsino cos0 + (W— C) sin9——N+&R sin?8,
« étant la distance de la Terre à l’astre observé. D'ailleurs, pour établir directement les équations (4), il suffit de déterminer les cosinus des angles que la direction du rayon v forme avec les moments linéaires des vitesses absolue et apparente de cet astre, le centre du Soleil étant pris pour origine des moments.
Les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique offriront de plus amples développements sur la formation et l'application des formules (1), (2), (3). Je montrerai en même temps les rapports qui existent entre ces formules et celles qui ont été données par d’autres auteurs ou par moi-même, spécialement avec les formules de MM. de Gasparis et Michal.
ASTRONOMIE. — Formules pour la détermination des orbites des planètes
et des comètes (suite).
C.R., T. XXVI, p. 157 (31 janvier
Les formules que j'ai mentionnées dans la séance du 24 janvier fournissent, comme je l'ai dit, le moyen d'obtenir avec une grande exactitude le plan de l'orbite d’une planète ou d’une comète, avec le demi-paramètre, à l’aide des données fournies par quatre observations. Il reste à examiner quelle est la méthode qu’il convient de suivre, et quelles sont les formules qu’il convient d'employer, lorsque
EXTRAIT No 397. 471
les observations données, ou du moins celles dont on se propose de faire usage, sont au nombre de trois seulement.
Dans cette dernière hypothèse, il paraît utile de commencer par fixer la distance de l’astre observé au Soleil. Or, comme on le sait, la valeur de cette distance est fournie par une équation du septième degré, dans laquelle entrent des dérivées du premier et du second ordre correspondantes à une certaine époque. D'ailleurs, le choix de cette époque n’est pas, il s’en faut de beaucoup, sans importance, et de ce choix peut dépendre tout le succès de l'opération. En effet, le degré d’approximation avec lequel s’obtiendra la distance cherchée dépendra surtout du degré d’exactitude des dérivées du second ordre. D'ailleurs, en vertu des principes établis dans la séance du 17 janvier, si l’on considère une quelconque des quantités variables comme fonction du temps £, la fonction interpolaire du second ordre correspondante à trois observations données représentera sensiblement la moitié de la dérivée du second ordre, non pour une valeur quelconque de #, mais spécialement pour celle qui est la moyenne arithmétique entre les époques des trois observations. C’est donc cette dernière valeur de # qui devra être choisie de préférence, et l’époque qu'elle indiquera sera celle pour laquelle on pourra espérer d'obtenir avec une exactitude suffisante la distance du Soleil à l’astre observé. D'ailleurs, cette distance étant connue, les divers éléments de l'orbite pourront être déterminés approximativement, et corrigés ensuite à l’aide des _ formules établies dans la séance du 15 novembre. Alors, les résultats définitifs du calcul étant déduits de la méthode linéaire appliquée à des formules qui ne renfermeront plus aucune dérivée, le degré de précision des éléments trouvés dépendra uniquement du degré d’exactitude des trois observations employées.
Je ferai ici, en passant, quelques remarques qui ne seront pas sans utilité.
Il importe de rendre très facile la formation et la résolution de l'équation du septième degré, dans laquelle l’inconnue est la distance de la Terre à l’astre observé. On verra dans ce Mémoire que l’on peut
déduire immédiatement cette équation fondamentale de la seule considération de la force centrifuge correspondante, non pas à la vitesse absolue de l’astre, mais à la vitesse apparente du point où le rayon vecteur mené de la Terre à l’astre rencontre un plan parallèle au plan de l’écliptique. Si, d’ailleurs, comme l’a fait M. Binet, on applique à l'équation trouvée le théorème de Rolle, on obtiendra sans peine des limites entre lesquelles tomberont les deux racines réelles et positives propres à vérifier cette équation, et, par suite, ces racines ellesmêmes.
Dans une précédente séance, j'ai remarqué que l'équation finale, à laquelle Lagrange est parvenu dans le Mémoire de 1780, peut être abaissée du septième degré au sixième. Pour démontrer directement la possibilité de cet abaissement, il suffit d'observer que les équations du deuxième degré, entre lesquelles l'élimination s’effectue, peuvent ètre vérifiées par deux systèmes de valeurs des inconnues. Il en résulte que l’équation finale du huitième degré, à laquelle on sera conduit par l'élimination, renfermera deux racines étrangères à la question. Elle pourra donc être abaissée du huitième degré au sixième,
conformément à la remarque que je viens de rappeler.
ANALYSE
$S IL — Sur quelques formules de Mécanique.
Considérons un point matériel A qui se meut librement dans l’es-
pace, et soient, au bout du temps £,
æ, y, = les coordonnées de ce point par rapport à trois axes rectangulaires entre eux; r la distance du même point à l’origine O des coordonnées; w sa vitesse ; P la force accélératrice appliquée au point dont il s’agit. Les projections algébriques de la vitesse w et de la force P sur les axes des coordonnées seront respectivement
D,x, D,7, D,3, Dix, D’ 7, D; x.
Cela posé, concevons d’abord que le point matériel se meuve dans .
un plan parallèle au plan des æ, y, et nommons p le rayon de courbure de la courbe décrite. On aura
D,xzD'y—D,yD?z
_ AE
et, si l’on suppose le rayon de courbure p mesuré à partir de la courbe
déerite, les cosinus des angles formés par la direction de ce rayon
avec les demi-axes des æ et y positives seront respectivement égaux
aux produits | 6? D,y
- p DzD'y—D,yD?x
D,z FRE D,z D? y — Dr D;x
Considérons maintenant le cas général où le point matériel se meut d’une manière quelconque dans l’espace, et posons, dans ce cas,
Alors x, y seront les tangentes trigonométriques des angles formés par les projections du rayon vecteur sur les plans coordonnés des +, z et des y, z avec le demi-axe des z positives. Alors aussi les projections algébriques D°x, D'y, D'3 de la force accélératrice P pourront être
présentées sous les formes mD?5:+2DuD,sz+23Dîu, vD?z+2D,vD,z + sD?y, D?3. Par suite, la force P pourra être décomposée en deux autres Q, R, dont la première, correspondante aux projections algébriques RDS : VD, Hs; sera dirigée suivant le rayon vecteur r, tandis que la seconde R, correspondante aux projections algébriques 2D,pD;3+2Dîu, 2D;vD,:+32D?v, o,
sera comprise dans le plan mené par le point A parallèlement au plan
des æ, y. Il y a plus : nommons ABC la trace de ce dernier plan sur le
cône qui a pour sommet l’origine O, et pour base la courbe déerite Œuvres de C. — S.1,t.X. 60
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par le point matériel. Soit d’ailleurs a le point où la droite OA rencontre le plan mené parallèlement au plan des æ, y, mais à la distance 1, du côté des z positives, et nommons abc la trace de ce même plan sur le cône dont il s'agit. La force R se décomposera elle-même en deux autres R’, R”, dont l’une R', correspondante aux projections algébriques 2D,2D,3, 2D;vD,z,
sera dirigée suivant la tangente menée par le point A à la courbe ABC, tandis que la force R”, correspondante aux projections algébriques
#D'u,:sD°,
sera le produit de z par la force S, correspondante aux projections algébriques D°u, D’v, c’est-à-dire par la force S à laquelle pourra être attribué le mouvement du point a supposé libre sur la courbe, abc. Enfin, si l’on nomme r le rayon de courbure de la courbe abc, et à la vitesse du point a sur cette courbe, on aura
(2) # = (D) + (Div), Dep Div—DivDiu +
et les cosinus des angles formés par la direction des forces R”, S avec les demi-axes des x et y positives seront
FE D,v 8° D, r DpDiv—D;vD?p" + D,pD?v— D,» D?
Donc, puisque les projections algébriques de la force R sur les axes des æ et y sont
on aura simplement
FE _S » po : , ; Mais = représente précisément la force centrifuge due à la vitesse 2.
On peut donc énoncer la proposition suivante, qu'il est, au reste, facile d'établir sans calcul.
THéorèME. — Supposons qu'un point matériel À, dont les coordonnées rectangulaires, rapportées à l’origine O, sont æ, y, 3, se meuve librement dans l’espace, en vertu d'une certaine force accélératrice P. Supposons d’ailleurs que deux plans parallèles au plan des x, y soient menées, l'un par le point À, l’autre par le point a situé sur le rayon OA, à la distance 1 du plan des x, y. Enfin, soient ABC, abc les traces de ces deux plans sur le cône que décrit la droite OA, et décomposons la force P en deux autres Q, R, dirigées, l’une suwant le rayon vecteur OA, l’autre suivant une droite comprise dans un plan perpendiculaire à l'axe des z. Si l’on pro- Jette la force R sur le rayon de courbure de la courbe ABC, le. rapport de la projection à l'ordonnée z sera représenté, au signe près, par la force centrifuge due à la vitesse apparente du point a sur la courbe abc, pour un observateur placé au point O. :
S IL. — Sur l’éequation fondamentale à l’aide de laquelle se déterminent les distances d’une planète ou d’une comète à la Terre ou au Soleil.
Conservons les notations adoptées dans la séance du 24 janvier. Soient d’ailleurs K la force attractive du Soleil, mesurée à l'unité de distance, r la distance du centre du Soleil au centre A'de l’astre observé, et æ, y, = les coordonnées du point 4. L'action du Soleil sur l’astre observé aura pour projections algébriques sur les axes coordonnés
tandis que l’action du Soleil sur la Terre aura pour projections algé-
briques Us F5? R° ?
x, y étant les coordonnées de la Terre. D'ailleurs, les coordonnées relatives DE re er 20
sont les projections algébriques de la distance + de la Terre à l’astre
observé. Donc, si l’on nomme P la résultante de l’attraction + et
RE l’on décompose la force P appliquée au point A en deux forces P’, P”
d'une force égale mais directement opposée à l’attraction > et:si dirigées, l’une suivant le rayon vecteur +, l’autre suivant une droite comprise dans un plan perpendiculaire à l’axe des 3, les projections algébriques de la force P” sur les axes coordonnés seront
CST7uE de L 1 ti
Kx( She (Re rt a D'ailleurs, le mouvement apparent de l’astre pour un observateur placé au centre O de la Terre pourra être attribué à la force P: et, si
l’on nomme ABC la trace du plan mené par le point A parallèlement
au plan des +, y sur le cône décrit par la droite OA, la projection de la force P” sur la normale à la courbe ABC devra être égale, au signe près, à la force centrifuge due à la vitesse apparente du point A sur la mème courbe. D'autre part, le rayon de courbure de cette dernière
courbe sera égal, au signe près, à r5;
la valeur de r étant celle que déterminent les formules (2) et (3) du SL. Cela posé, le théorème énoncé dans le $ I fournira l'équation
NS! US
Dep D}v— Des Dip = Lf(Deu)+ (Div).
Ajoutons que, si l'on nomme + zf la force centrifuge due à la vitesse apparente du point À sur la courbe ABC, l'équation (2) donnera simplement
(3) 4 KReos(R, f).
fsinÿ
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Ainsi la valeur du coefficient À se déduit immédiatement de celle de la force centrifuge f. D'ailleurs, l'équation (1) une fois établie, il suffit d’en éliminer « à l’aide de la formule
1 R?+ 2R:cos(9 — ©) cosû + r?,
pour obtenir l'équation qui détermine la distance r.
ASTRONOMIE. — Formules pour la determination des orbites des planètes
et des comètes (suite).
C. R., T. XXVI, p. 236 (21 février
Lorsqu'on veut, à l’aide de trois observations, déterminer la distance d’une planète ou d’une comète au Soleil ou à la Terre, on arrive, comme l’on sait, à une équation du septième degré. Si d'’ailleurs on applique à l'équation trouvée le théorème de Rolle, en prenant pour inconnue la distance de l’astre observé à la Terre, on en conclut, comme l’a remarqué M. Binet, que l'équation ne peut admettre plus de quatre racines réelles, dont l’une se réduit à zéro. Mais si, au lieu de prendre pour inconnue la distance à la Terre, on prend pour inconnue la distance au Soleil, alors le caleul montre que l’équation obtenue ne peut offrir plus de trois racines réelles et positives. Ces trois racines sont toutes trois supérieures à la perpendiculaire abaissée du centre du Soleil sur le rayon vecteur mené du Soleil à la Terre, et toutes trois inférieures à une certaine limite que fournit immédiatement l'équation des forces vives. D'ailleurs l’une de ces trois racines, étrangère à la question, se réduit à la distance du Soleil à la Terre; et, pour savoir si cette racine est ou n’est pas comprise entre les deux autres, il suffit de consulter le signe d’une certaine quantité connue. Enfin, pour savoir si la distance de l'astre observé au Soleil
est inférieure ou supérieure à la distance du Soleil à la Terre, il suffit de recourir à une belle remarque de Lambert, ou, ce qui revient au même, il suffit d'examiner dans quel sens est dirigé le rayon de cour- “bure de la courbe suivant laquelle, dans le mouvement apparent de l’astre, un plan parallèle à celui de l’écliptique coupe le cône décrit par le rayon vecteur mené de la Terre à l’astre. En vertu de ces remarques, les racines de l'équation du septième degré qui pourront résoudre la question proposée se réduiront à deux, ou même à une seule, et l’on se trouvera ainsi ramené à la conclusion déduite par M. Binet de la discussion géométrique de l’équation qui détermine la distance de lastre à la Terre. Ajoutons que,'si l’astre observé est une comète, la valeur du grand axe déterminé par l'équation des forces vives devra être très considérable, et qu’alors cette équation fournira un moyen très simple, non seulement de reconnaitre la véritable solution, mais aussi de corriger la valeur de la distance du Soleil à la Terre fournie par la première approximation.
Je ferai encore ici une remarque importante. Les deux équations générales que j'ai données dans la séance du 27 décembre dernier renferment seulement, avec le demi-paramètre, les coordonnées de l’astre observé et la distance de cet astre au Soleil. Or cette distance se trouve liée par une équation du second degré à la distance de l’astre à la Terre, qui est la seule inconnue de laquelle dépendent les coordonnées de l’astre. Enfin, si, l’astre observé étant une comète, on le considère, dans une première approximation, comme décrivant une parabole, sa distance au Soleil dépendra uniquement du temps et de deux éléments, dont l’un sera précisément le demi-paramètre, l’autre étant l’époque du passage de la comète au périhélie. Donc, alors, les deux équations générales ci-dessus mentionnées pourront être censées ne renfermer que deux inconnues, savoir les deux éléments dont il s’agit. Donc elles sufliront pour corriger les éléments, et la correction ainsi obtenue sera d'autant plus exacte que les deux équations ne renferment aucune dérivée. Ajoutons que l’on simplifiera le caleul en ne conservant, dans les équations dont il s’agit, qu’un seul des trois
EXTRAIT N° 398. k79
systèmes de valeurs des variables correspondantes aux trois observations données, et en remplaçant les deux autres systèmes par les deux systèmes des différences finies du premier et du second ordre formées avec les trois valeurs de chacune de ces mêmes variables.
ANALYSE
Conservons les notations adoptées dans les séances précédentes, et posons, de plus,
Les distances 7, « de l’astre observé au Soleil et à la Terre seront liées entre elles, et à la distance
par les deux équations
(3) r=s + EP,
dans lesquelles R désigne la distance de la Terre au Soleil, et / la perpendiculaire abaissée du centre du Soleil sur le rayon vecteur R. De plus, en nommant w la vitesse absolue de l’astre observé, K la force attractive du Soleil, et a le demi grand axe de l'orbite décrite, on aura
2 1,:ù 0 (4) Ft É , = &@°? x 4 e et l’on pourra réduire g à une fonction de ?, de la forme A 6? ERA 1 Len ES | (9) Dr IbeT EE,
%, 1%, © étant des quantités connues. D'ailleurs, en vertu de la forq
mule (5), le polynôme db + 21br + C+?,
essentiellement positif, ne pourra s’abaisser au-dessous de la limite
LE
Ua)
LA
Cela posé, il résulte immédiatement des formules (3), (4 6 ue le rayon vecteur r est renfermé entre les limites
Free dE — vi?
Ajoutons que, « étant une quantité positive, la distance r, en vertu de la formule (2), sera supérieure ou inférieure à R, suivant que la quantité À sera positive ou négative.
Si l'on élimine «et s entre les formules (1), (2), (3), on obtiendra l'équation
à laquelle on satisfait en posant r — R. D'autre part, en différentiant l'équation (6) par rapport à r, on obtient l'équation nu qui peut être présentée sous la forme
(23 18— 3ABr+ A°= 0,
et qui n’admet au plus que deux racines réelles. Done, par suite, l'équation (6) ne pourra offrir plus de trois racines réelles; et, comme la racine R est étrangère à la question, comme d’ailleurs le problème doit offrir au moins une solution, il est clair que l'équation (7), dont le dernier terme est positif, offrira précisément deux racines réelles, et l'équation (6) trois racines réelles. Enfin, comme dans le voisinage de la valeur 7 = R, le premier membre de la formule (6) est négatif ou positif pour r > R, suivant que la différence
R5— 3AX
est négative ou positive, il est clair que la question offrira une solution unique, si l’on a |
(8) R5— 3AKk <o,
et que, dans cette hypothèse, l'équation (7) offrira entre les limites /,
4 : ; . . . LE — 1! . Ne R, si A est négatif, ou entre les limites R, —————, si À est positif, Le ,
une seule racine qui sera précisément la valeur cherchée de R.
Si l’on a, au contraire, . R5—3/4k>0o,
l'équation (6) offrira, outre la racine R, deux racines réelles, toutes deux supérieures à R lorsque A sera négatif, toutes deux inférieures à R lorsque A sera positif; et il sera facile d’opérer la séparation de ces deux racines, puisqu'elles comprendront entre elles une racine de l’équation (3).
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