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AVERTISSE M E NT
^'est à la libéralité généralement reconnue du gouvernement de Norvège et à Tactii'ité qu'il met à la propagation des lamières, des sciences et des arts, qu'est due la publication de cette édition des ouvrages de notre illustre compatriote. La proposition que je fis de rédiger et de faire publier une édition des oeuvres complètes de notre auteur, en recueillant ce qu'il aidait déjà fait publier, et ce qui restait encore inédit parmi les papiers qu'il avait laissés, ayant été appuyée par le sénat académique, le Roi donna ordre pour que tous les frais résultant de la publication de cet ouvrage, fussent payés sur les fonds du bureau de l'instruction publique. Ce premier volume contient les ouvrages de l'auteur qui ont déjà été publiés auparavant. Rs se trouvent insérés dans les quatre premiers volumes du journal de M. Crelle (Journal fiir die reine und angewandte Matlieniatik. Berlin 1826 — 1829), excepté les mémoires XIII et XIV, qui ont été consignés dans les nnméros 158 et 147 du journal d'astronomie de 31. Schumacher (Astronomische Naclirichten. Altona 1828). L'auteur les a originairement écrits en français, mais les neuf premiers mémoires ont été traduits par M. Crelle en allemand, d'oii on les a de 7wuveau traduits en français. Quant au.v originaux des oeuvres publiées de notre auteur, on n'en a point trouvé dans ses papiers. Dans la révision de ces mémoires il m'a été nécessaire de faire plusieurs calculs et développements dont j'ai fait un extrait, que fai ajouté la fin du volume. J'e.tpère que ces développements jetteront du jour sur les endroits les plus difficils de l'auteur, de sorte qu'ils faciliteront la lecture de l'ouvrage, et qu'ils le rendront accessible à un grand nombre de lecteurs qui, sans ces développements, le trouveraient trop abstrait. Le temps et les soi?is que j'a dû mettre à la rédaction de cet ouvrage, je les regarderai toujours comme le loisir le mieux employé de ma rie, s'il peut contribuer à répandre cet ouvrage, la plus importante production de nos
jours on son genre. Par l'immense étendue de ses problèmes et par l'extrême rigueur de sa méthode suivant l'exemple de l'Illustre M. Cauchy, l'auteur à donné aux mathématiques un accroissement que sans lui cette science n'aurait peut-être eu. dans un siècle, et frayé des routes avant lui inconnues, qui doivent donner une nouvelle face au calcul infinitésimal et à l'analyse en général. C'est pourquoi les oeuvres de notre auteur appartiennent au premier rang de celles que nul mathématicien, pour peu, qu'il désire se mettre au fait de sa science, ne pourra se dispenser de lire. Le tome second, qui contiendra les oeuvres inédites de l'auteur, est sous la presse, et parailru le plus tôt possible.
Christiania le 3/ décembre t838.
B. HOLMBOE.
NOTICES SUR LA VIE DE L'AUTEUR
(l'AR L'EDITEUR.)
N^iELS HE.vitiA- (Nicolas Henri) Abel, Norvégien naquit le 5 août*) 1802 au presbytère de Findoc, paroisse situe'e dans le diocèse de Christiansand ou son père Soren Georg Ahel e'tait cure' (ministre protestant). Son père ayant été nommé curé de Gjerrestad en 1803, le jenne Nicolas l'y suivit avec un frère aine, avec lequel il commença dans ^la suite ses premières études sous les auspices de son père. En 1815 son père le fit "entrer dans l'école cathédrale de Christiania où, pendant les premières années de son cours élémentaire, il ne s'attira aucune attention particulière, jusqu'à ce qu'en 1818, époque d'où date ma nomination de professeur de mathématiques à ladite école, on accorda aux disciples quelques heures exprès pour les exercer à résoudre des problèmes algébriques ou géométriques. Ce fut alors que le talent à' Ahel se développa d'une manière éclatante. 11 fallut bientôt lui réserver des problèmes tout-exprès. Depuis ce temps il se voua aux mathématiques avec ardeur, et y fit des progrès énormes, et avec une rapidité qui n'appartient qu'au génie. Ayant rapidement passé le cours élémentaire, je lui donnai, sur sa démande, des leçons en particulier ^ur le calcul infinitésimal. Après l'avoir initié dans les éléments de cette science, je parcourus avec lui l'introduction et les institutions du calcul difT. et intégr. à'Euler. Dès-lors il commença à marcher seul. 11 étudia les ouvrages de Lacroix, Fiancoeur, Poisson, Gar/ss et surtout ceux de Lagrange, et fit déjà lui même quelques essais. En juillet 1821 ayant quitté l'école cathédrale, il fut reçu à l'université de Christiania, après avoir subi l'examen dit d'artium. A l'école cathédrale il avait déjà obtenu un gratis, et son père étant mort, sans laisser à la veuve les moyens d'entretenir son fils à l'université, quelques-uns des professeurs, frappés des talents extraordinaires qu'il annonçait pour les mathématiques, se cotisèrent pour lui procurer les moyens d'une existence indépendante et conforme à ses talents supérieurs. Après avoir joui de ce soutien pendant 2 ans, le gouvernement, sur la proposition du sénat académique, lui accorda sur le trésor 200 Sp. par aut pour continuer ses études pendant 2 ans à l'université. Ces gra-
*) Dans le nécrologe de N. Abel par M. Crelle, inséré dans le 4'"'' volnme de son Journal, le 25 août es cité comme le jour de naissance de notre auteur. Cette faute, que je prends ici la liberté de corriger, dérive d'une inadvertance de ma part dans les renseignements communiqués à M. Crelle. Par une faute d'impression le lieu de sa nai&ance y est appelé Frindoë. Dans le Journal anglais "The Athenaeum", Abel est appelé Suédois ("t h e celebrated young Swedish philosopher, Abel").
tifications tant privées que publiques qu'on lui de'cre'ta pendant son séjour à l'universitt-, il les employa consciencieusement à se perfectionner dans sa science. A cette époque il écrivit plusieurs traités dont quelques-uns sont insérés dans le journal "Magazin for Naturvidenskaberne". Le problème qui l'occupait alors plus particulièrement, fut de trouver la résolution générale des équations du 5""* degré, problème qui depuis long temps a occupé presque tous les mathématiciens d'un rang distingué. Abel se flatta une fois d'avoir trouvé cette résolution, mais malheureusement il y avait commis une erreur dont il s'aperçut lui même le premier' Cependant cela ne le rebuta point; au contraire il se proposa de trouver cette résolution, ou d'en démontrer l'impossibilité. Pour cette dernière tâche elle lui réussit, et il en écrivit la démonstration en français, langue dont il se servit dans la suite pour écrire ses mémoires ou traités, et qu'il fit publier à Christiania en 1824 sous titre "Mémoire sur les équations algébriques où on démontre l'impossibilité de la résolution de l'équation générale du cinquième degré". Ainsi ce fut Abel qui le premier parvint à débrouiller cette partie importante de la théorie des équations algébriques, découverte qui, comme l'a dit Legendre., doit être regardée comme la plus grande qui restait à faire dans l'analyse.
En juillet 1825 il sollicita auprès du gouvernement un bénéfice de 600 Sp. par an pour continuer ses recherches dans l'étranger, et notamment à Paris, pendant deux ans. On lui accorda aussitôt sa demande, et le même été il partit pour Berlin, suivi de quelques jeunes littérateurs et savants Norvégiens. Son premier plan avait été d'aller d'abord à Paris, mais il l'abandonna dans la suite pour profiter de la compagnie de ses amis et compatriotes. Dans la première lettre qu'il m'adressa de Berlin, il se félicite d'avoir pris la route de Berlin avant celle de Paris, ayant eu la satisfaction de faire à Berlin la connaissance de Mr. Crelle, dont il ne sait pas assez vanter l'accueil prévenant et la bienveillance. Il devint bientôt l'ami intime de Mr. C'relle, et la correspondance qui s'établit entre eux, dura jusqu'à sa mort. Ce qui contribua d'abord à sa célébrité littéraire, c'est le journal de Mr. Crelle dont le premier cahier parut pendant le séjour à' Abel à Berlin an commencement de 1826, et dont Abel devint un des collaborateurs les plus actifs, chaque cahier contenant un ou deux de ses traités, lesquels à leur tour ne contribuèrent pas peu à établir la réputation bien méritée de ce journal.
Vers la fin de février il quitta Berlin et après s'être arrêté par intervalles à Léipsic, Friberg, Dresde et Prague, il arriva vers la mi-avril à Vienne. Il apporta de Mr. Crelle des lettres de recommandation pour Mrs. Littrow et Burg. Vers la fin du mois de mai il quitta Vienne, traversa une partie de l'Italie et de la Suisse, et arriva au mois de juillet à Paris, muni de lettres de recommandation de Mrs. Littrow et Crelle pour Mrs. Bouvard et Hachette. Il y fit en même temps la connaissance de plusieurs mathématiciens, parmi lesquels se trouvait l'illustre Mr. Canchy.
En janvier 1827 il quitta Paris pour se rendre à Berlin, d'où il alla à Copenhague, et de là il arriva à Christiania au mois de mai.
Il désirait alors obtenir une cliaire de mathématiques à l'université'; mais comme l'université avait déjà deux professeurs en mathématiques et que le gouvernement ne le trouvait pas convenable d'en nommer un troisième, il resta sans place jusqu'en 1828, lorsqu'on lui conféra les fonctions de Mr. Hansteen pendant son absence dans un voyage en Sibérie. En septembre 1827 on le nomma membre de la société royale des sciences à Throndhjem.
Depuis son retour en Norvège il poursuivit infatigablement ses reclierches scientifiques, et peut-être que, surtout la dernière année de sa vie, il y mit trop d'activité et d'efforts, étant naturellement souffrant et d'une constitution faible et sensible. En décembre 1828 au fort de l'hiver il entreprit un voyage pour les fonderies de fer de Froland près d'Arendal, où se trouvait alors sa future Mad^"^ Kemp ( à présent M'^"'^ Keilhmi). Vers la mi-janvier 1829 il y tomba malade, et malgré les soins prodigués par sa fiancée et par la famille de la maison {Mr. S. Smith était alors propriétaire desdites fonderies de fer), il mourut d'une phtisie le 6 avril alité depuis trois mois*).
Les travaux A'Abel qui commencèrent à fixer l'attention de.s savants furent d'abord son mémoire sur l'impossibilité de la résolution générale des équations algébriques qui passent le quatrième degré mentionné plus haut, et dont le mémoire No. 11. de cette édition n'est qu'une nouvelle rédaction avec des développements ultérieurs, et ensuite ses recherches sur les fonctions elliptiques. En même temps que notre Âbel., et sans connaître les ouvrages de ce dernier, Mr. Jacohi de Koenigsberg commença à traiter la théorie des fonctions elliptiques. Ainsi une rivalité s'établit entre ces deux génies supérieurs dans leurs traités sur lesdites fonctions, yibel me dit que lors de son séjour à Paris en 1826, il avait déjà achevé la partie essentielle des principes qu'il avançait dans la suite sur ces fonctions, et qu'il aurait bien voulu remettre la publication de ses découvertes jusqu'à ce qu'il en eût pu composer une théorie complète, si en attendant Mr. Jacohi ne s'était mis sur les rangs.
Mr. Crelle dans une lettre, adressée à M. Abel en date du 18 mai 1828, s'exprime comme suit:
"Depuis quelque temps on commence à apprécier vos ouvrages de plus en plus. Mr. Fuss m'écrit de St. Petersbourg qu'il en a été ravi. Voici ce que m'écrit Mr. Gauss de Goettingue que j'avais également prié de m'envoyer quelque chose sur les fonctions elliptiques dont il s'occupe, comme j'ai appris, plus de 30 ans. ""D'autres occupations m'empêchent pour le moment de rédiger ces recherches. Mr. Abel m'a prévenu au moins d'un tiers. 11 vient d'enfiler précisément la même route dont je suis sorti en 17ÎI8. Ainsi je ne m'étonne nullement de ce que, pour la majeure partie, il en soit venu aux mêmes résultats. Comme d'ailleurs dans sa déduction il a mis tant
') Un journal français dont je ne me rappelle pas le titre, m'est venu sous les yeux, où l'on a rapporté qu' Abel est mort dans la misère. On \oit par les détails ci-dessus que ce rapport n'est pas conforme à la vérité.
de sagacité de pe'ne'tration et d'e'légance, je me crois par cela même dispensé de la re'daction de mes propres recherches."" Cet avis de Mr. Gauss m'a fait un grand plaisir".
Dans une lettre du 10 septembre 1828 Mr. Crelle communique à Abel la de'claration suivante de Legendre:
"Ce que vous me dites du jeune Mr. Abel est absolument conforme à l'ide'e que je m'e'tais forme'e de ses grands talens en parcourant le cahier de votre journal où est inséré son charmant traité sur les fonctions elliptiques. Mr. Poisson m'a fait parvenir l'année passée le cahier que vous lui aviez envoyé peu de temps après que j'eus reçu communication de la belle découverte de Mr. Jacobi par le journal de Mr. Schumacher et par une lettre de l'auteur. Ces productions de deux jeunes savans qui m'étaient inconnus jusqu'alors, m'ont donné autant d'admiration que de satisfaction. Je vis par là que sous différens rapports ils avaient chacun de son côté perfectionné cette théorie dont je m'occupais presque exclusivement depuis plusieurs années, et que les mathématiciens de mon pays avaient regardée avec indifférence," Les deux lettres suivantes de Legeîidre font encore voir la haute opinion que cet illustre mathématicien avait adoptée de notre Abel.
Paris le 25 octobre 1828.
"Monsieur, j'ai reçu et lu avec beaucoup de plaisir la lettre fort intéressante que TOUS m'avez adressée en date du 3 de ce mois. Je vous félicite bien cordialement des grands succès que vous avez obtenus dans vos travaux sur la théorie des fonctions elliptiques. J'avais déjà connaissance des beaux mémoires que vous avez publiés dans les journaux de M. M. Crelle et Schumacher; les nouveaux détails que vous voulez bien me donner sur la suite de vos recherches, augmentent encore, s'il est possible, les titres que vous avez acquis à l'estime des savans et surtout à la mienne. En rendant justice, comme je le dois, au mérite de vos découvertes, je ne puis me défendre du sentiment d'orgueil qui m'associe en quelque sorte à vos triomphes et à ceux de votre digne émule, M. Jacobi\ puisque c'est en grande partie par l'étude de mes ouvrages que vous avez eu occasion l'un et l'autre de développer les grands talens que la nature vous a départis. Dans une de ses dernières lettres, M. Jacobi s'exprime en ces termes sur votre mémoire imprimé dans le n" 138 du journal de M. Schumacher:
""Ce n" contient une déduction rigoureuse des théorèmes de transformation
dont le défaut s'était fait sentir dans mes annonces sur le même objet. Elle est
au-dessus de 7nes éloges, comme elle est au-dessus de mes travaux."
Un pareil aveu, exprimé avec tant de candeur, est aussi honorable pour M. Jacobi
que pour vous. Vous serez sans doute dignes l'un de l'autre par la noblesse de vos
sentimens et par la justice que vous vous rendrez réciproquement.
Je voudrais bien Monsieur, pouvoir vous offrir un exemplaire de mon traité des fonctions elliptiques en deux volumes in 4° qui a paru en janvier 1827 et qui con-
tient un bon nombre de choses qui ne sont pas dans les Exerc. d. Cale. int. Mais la difficulté est de vous faire passer cet exemplaire avec sùrete'. Je ne vous apprendrai rien dans cet ouvrage; c'est au contraire sur vous deux, Messieurs, que je compte pour l'enrichir de beaucoup de de'couvertes précieuses auxquelles je ne serait jamais parvenu par mes propres travaux ; car j'ai atteint un âge où le travail devient bien difficile ou même impossible.
La lin de votre lettre me confond par la généralité que vouz avez su donner à vos recherches sur les fonctions elliptiques, et même sur des fonctions plus compliquées. Il me tarde beaucoup de voir les méthodes qui vous ont conduit à de si beaux résultats; je ne sais si je pourrais les comprendre, mais ce qu'il y a de sûr, c'est que je n'ai aucune idée des moyens que vous avez pu employer pour vaincre de pareilles difTicultés. Quelle tète que celle d'un jeune Norvégien !
Une partie de ce que vous dites sur les transformations m'est déjà connue, et se trouve développée dans mon premier supplément; mais dans le reste la sphère de vos connaissances est beaucoup plus étendue que la mienne, et il me resterait surtout à éclaircir ce qui concerne les transformations imaginaires, sur quoi j'attends un ouvrage de 200 pag. in 4° que doit publier M. Jacobî et dont l'impression est déjà commencée. Peut-être n'êtes vous pas à portée maintenant de publier un semblable ouvrage qui contienne l'ensemble de vos découvertes; il nous intéresserait beaucoup. Monsieur. J'espère que vous nous en dédomagerez par de nouvelles publications dans les journaux de Mrs. Crelle et Schzimacher, en donnant la démonstration de vos théorèmes.
11 y a un point très intéressant à mes yeux où vous ne semblez pas vous accorder entièrement avec M. Jacobi. Dans le cas où n est un nombre premier, M. Jacobi dit que l'équation modulaire entre ce que vous appelez Cj et c est du degré w+1, et il donne pag. 193 du 3 Vol de M. Crelle, l'expression en série des 7i+\ racines dont deux sont réelles et les n — 1 autres imaginaires. Cela semble s'accorder avec les résultats connus pour les cas de nz=zZ et 71 ■=b, où l'équation dont il s'agit est du A""' et du 6""* degré. Vous, Monsieur, Vous annoncez que le nombre des modules est six fois plus grand. II y aurait donc 36 modules Cj dans le cas de « = 5, et cependant l'équation modulaire n'est que du Q'"« degré. C'est une difficulté que je vous soumets et sur laquelle je vous demandrais deux mots d'éclaircissemens, quand vous aurez occasion de m'écrire, ou que vous pourriez insérer dans le prochain mémoire que vous destinez au journal de M. Crelle.
Agréez, Monsieur, l'expression de mes sentimens les plus distingués".
Le Gendre.
Paris le 16 janvier 1829.
"Monsieur, j'ai remis à la maison Schubarf, que vous m'avez indiquée, un exemplaire de mon traité qu'elle s'est chargée de vous transmettre avec le premier supplé-
ment qui commence le tome III; il est en route maintenant, et ne tardera pas à vous parvenir. Je tous l'offre comme un hommage bien dû à vos travaux; ils ajoutent beaucoup de prix aux miens, surtout lorsque j'aurai pu en faire entrer une partie dans les autres supplemens que je me propose de publier successivement, si le ciel m'accorde encore quelques années d'existence. J'ai trouve dans votre lettre du 25 novembre beaucoup de clioscs qui m'intéressent au plus haut degré', et dont une partie se trouve déjà inse're'e dans le journal de Mr. Crelle. Vous y de'veloppez d'une manière très satisfaisante et très ge'ae'rale la question du nombre des modules dans lesquels peut être transforme un module, sur laquelle je ^ous avais demandé des e'claircissemens. Mais le me'moire imprime' sous le 71" 30 ayant pour titre Remarques sur quelques propriétés générales etc.*) me parait surpasser tout ce que vous avez publie' jusqu'à pre'seiit par la profondeur de l'analyse qui y règne, ainsi que par la beauté et la généralité des résultats. Ce mémoire occupe peu de place, mais il contient un grand nombre de choses ; il est rédigé en général avec beaucoup d'élégance et de concision; s'il eût pu être plus développé, j'aurais préféré que vous eussiez suivi un ordre inverse en finissant par les cas les plus généraux. Quoi qu'il et soit je ne puis que vous féliciter d'avoir entrepris de vaincre de pareilles difficultés et surtout d'y avoir si bien réussi; car quoique je n'aie pas pu me livrer au travail nécessaire pour vérifier tous vos résultats, d'autant qu'un pareil travail surpasse les forces d'un vieillard presqu'octogénaire, cependant je les ai assez examinés pour être persuadé qu'ils sont parfaitement exacts.
L'article de votre lettre oii vous me communiquez quelques résultats de vos recherches sur le développement de la fonction inverse \x en série, à l'aide des deux fonctions çj et fx dont vous faites connaître plusieurs belles propriétés; cet article dis-je, a beaucoup de rapport avec ce que M. Jacohi a publié sur les fonctions qu'il appelle 0(y, x), H{q, x) (voy. le «" 27 du journal de M. Schumacher an 1828), et qui lui ont servi à sommer d'une manière fort élégante, un grand nombre de séries. Au moyen de la fonction 0(y, x), M. Jacohi est parvenu à exprimer par une formule
très simple la fonction de troisième espèce l-r. nr-. — ^ — . „ , . — • dont le pa-
' 0/ (1 — A-^sin -a sin2(p)A9
rametre — Â'^.sin''^a se rapporte à la forme que j'ai appelée logarithmique^ en opposition à l'autre forme cot'-a ou — l+Â-'^siii^a que j'ai nommée circulaire. Ainsi les fonctions de la troisième espèce à paramètre logarithmique, sont susceptibles d'être réduites en tables, comme les fonctions de la 1''^ et de la 2'''^ espèce, puisqu'elles ne dépendent que de la fonction 0((/, x) à deux quantités seulement. Ce résultat de M. Jacohi., me parait une découverte majeure dans la théorie des fonctions elliptiques de la troisième espèce surtout si on pouvait en trouver un semblable pour les autres fonctions de cette espèce à paramètre circulaire. M. Jacohi a avancé que la chose
) Le mémoire XV de cette édition.
était possible, mais quand j'ai voulu faire le calcul, c'est-à-dire supposer o ou x imagiiiaire dans la quantité ^.log q/ x i j'ai vu que j'étais conduit inévitablement à
une fonction de trois quantité'». Kn effet c'est une règle gene'rale dans l'analyse que si dans une fonction de plusieurs quantités réelles vous mettez l'imaginaire /■(cosO + v/ — Isinô), à la place <ruue des variables ou constantes de la fonction, votre fonction contiendra un élément de plus. Le calcul dont je viens de parler, n'a donc pas rempli mou but, ni celui que M. Jacobi annonçait; j'en ai pu seulement tirer avec assez de facilité les théorèmes de transformation, et les expressions de la fonction complète que j'avais précédemment données dans le cliap. XXIII de mon traité 'l'om. I.
Mais de là uait une difficulté sur la division générale des fonctions elliptiques. Admettrous-nous cette différence énorme entre les fonctions de S""" espèce à paramètre logarithmique et les fonctions à paramètre circulaire, savoir que les premières peuvent s'exprimer par une fonction de deux variables, facilement réductible eu table, et que les autres ne le peuvent pas '? Il v aurait donc par le fait quatre espèces de fonctions elliptiques au lieu de trois, et la quatrième serait bien plus composée que la troisième. C'est un point qui mérite d'être examiné et mis au clair. Je le recommande à AOtre investigation et à celle de M. Jacobi.
\ous m'annoncez, ÎMonsieur, un très beau travail sur les équations algébriques, qui a pour objet de donner la résolution de toute équation numérique proposée, lorsqu'elle peut être développée en radicaux, et de déclarer insoluble sous ce rapport, toute équation qui ne satisferait pas aux conditions exigées; d'oii résnlte comme conséquence nécessaire qne la résolution générale des équations au delà du quatrième degré, est impossible. Je vous invite à publier le plutôt que vouz pourrez, cette nouvelle théorie; elle vous fera beaucoup d'honneur, et sera généralement regardée comme la plus grande découverte qui restait à faire dans l'analyse.
Adieu, Monsieur, vous êtes heureux par vos succès, dans les objets de vos travaux, je désire que vous le soyez encore par une position sociale; qui vous permette de vous livrer tout entier aux inspirations de votre génie.
Votre dévoué serviteur Le Gendre.
P. S. J'ai reçu il y a quelque temps une lettre de M. Htimholdt dans laquelle il me marque que le ministre de l'institution publique à Berlin a reçu du roi l'autoi-isation de former un séminaire pour l'étude des hautes mathématiques et de la physique, dans lequel vous serez appelé comme professeur avec M. Jacobi." Mr. Crelle a fait un nécrologe A'Abel, qui est inséré dans le 4'"« volume de son journal de mathématiques dont voici la fin:
"J'avais déjà depuis long-temps conçu le projet du présent journal, mais ce qui me décida à le mettre en exécution, ce fut surtout l'importance des nombreux mé-
moires déjà préparés par Mr. ^bel, qui consentit à leur publication, et celle des ouvrages de Mr. Steiner, depuis zélé et très distingué collaborateur pour les premiers tomes qui ont paru de ce journal. C'est ainsi en partie à Mr. Abel qu'il doit son existence. Il en est resté jusqu'à sa fin un des collaborateurs les plus assidus et les plus fidèles.
Les mémoires dont il a enrichi ce journal, et quelques autres très iraportans, insérés dans le journal d'astronomie de Mr. Schumacher, ainsi que ceux qu'il a présentés à l'académie royale de Paris, prouvent que ce jeune géomètre était doué d'un talent vraiment supérieur, et que la perte, que les mathématiques viennent d'éprouver par sa mort, est très grande et d'autant plus déplorable qu'il commençait à peine sa carrière.
Tous les travaux de Mr. Abel portent l'empreinte d'une sagacité et d'une force de tète extraordinaire et souvent vraiment étonnante, même sans considérer la jeunesse de l'auteur. 11 pénétrait, pour ainsi dire, souvent jusqu'au fond des choses, avec une force qui semblait irrésistible, les saisissait avec une énergie si extraordinaire, il les prenait de si haut et s'élevait tellement au dessus de leur état actuel, que les difficultés semblaient s'évanouir devant la puissance victorieuse de son génie. Si l'on se rappelé le mémoire inséré dans le premier tome de ce journal sur l'impossibilité de l'ésoudre algébriquement les équations de degrés supérieurs au quatrième, ses tra- Taux sur les fonctions elliptiques, son mémoire sur quelques propriétés générales d'une certaine sorte de fonctions transcendantes (tome 111.) etc. tous ouvrages par lesquels il a effectivement reculé les bornes de l'analyse: on trouvera que nous n'en avons pas trop dit. Aussi les talens extraordinaires de Mr. Abel ont ils été reconnus généralement dans les derniers temps, et certes, s'il eût été contemparain de Newton, celui-ci aurait dit de lui ce qu'il disait de Cotes: "s'il avait vécu plus long-temps, nous aurions pu apprendre encore beaucoup de lui." Les géomètres les plus distingués de notre temps, parmi lesquels il suifit de nommer Mr. Legendre, ce digne vétéran, auteur de la théorie des fonctions elliptiques, ont apprécié également Air. --^bel, en s'honorant par là autant eux mêmes que leur jeune protégé.
11 est remarquable que Mr. Abel et Mr. Jacobi de Koni'gsberg, cet autre jeune géomètre d'un talent extraordinaire, ont toujours marché également et comme de front dans leurs recherches sur les fonctions elliptiques, sans cependant se connaître l'un l'autre non plus que leurs travaux, et sans se rencontrer ni se toucher dans leur route.
M. Abel, de retoiir dans sa patrie, n'y trouva pas d'abord un emploi convenable: ce ne fut que peu de temps avant sa mort qu'il jouit d'appointemens fixes. Mais aussitôt que la réputation de son talent et de ses mérites dans les mathématiques eurent percé, on vit les hommes qui aiment les sciences et qui sont à même de les protéger, s'intéresser à son sort. Le gouvernement prussien, attentif à tout ce qui peut faire prospérer connaissances utiles, et avancer les sciences, songeait à attirer Mr. Abel à son service, dans le cas oii celui-ci l'aurait désiré. En même temps plusieurs
membres de l'académie royale des sciences de Paris s'adressèrent au Roi de Suède, pour l'engager à appeler à Stockholm, près de l'académie, cet liomme distingué. Le gouvernement de Prusse exécuta le premier le projet d'améliorer le sort de Mr. Abel. J'avais été chargé de m'instruira d'avance si Mr. Abel accepterait une place à Berlin, dans le cas où elle lui serait offerte; et sur sa réponse affirmative, Monseigneur le ministre du culte et de l'instruction piibli(iue à Berlin avait résolu de lui envoyer une invitation honorable. J'avais l'ordre d'écrire au jeune géomètre préalablement, que cette invitation était prête à partir. J'exécuta cet ordre à l'heure même. Mais malheureusement il était déjà trop tard. La lettre arriva peu de jours après sa mort. Un travail infatigable, joint aux soucis que lui avait long-temps donnés l'incertitude de son avenir, avaient miné sa santé délicate; il était tombé malade à la campagne oii il se trouvait alors; son indisposition tourna en une pulmonie, qui dégénéra en phtisie et lui coûta la vie. J'en reçus la nouvelle presque le même jour où l'invitation faite à jUa. Abel venait d'être expédiée. J'en lis mon rapport. Le digne ministre, qui protège et fait prospérer les sciences dans notre pays avec un zèle et une ardeur au dessus de tout éloge, exprima ses vifs regrets de cette perte prématurée, en m'écrivant "qu'il avait eu effectivement le dessein d'appeler Mr. Abel à Berlin, pour lui ouvrir une carrière honorable près de l'université, en lui accordant des appointemens convenables et ses frais de voyage; qu'il regrettait d'autant plus de voir son dessein échoué, qu'il avait vivement désiré l'admission de Mr. Abel au service de Prusse à cause des grandes espérances que ses rares talens avaient déjà données."
Mais ce ne sont pas les grands talens seuls de Mr. Abel qui le rendaient si respectable et qui feront toujours regretter sa perte. Il était également distingué par la pureté et la noblesse de son caractère, et par une rare modestie qui le rendait aussi aimable, que son génie était extraordinaire. La jalousie du mérite d'autrui lui était tout à fait étrangère. Il était bien éloigné de cette avidité d'argent ou de titres, ou même de renommée, qui porte souvent à abuser de la science en en faisant un moyen de parvenir. 11 appréciait trop bien la valeur des vérités sublimes qu'il cherchait, pour les mettre à un prix si bas. Il trouvait la récompense de ses efforts dans leur résultat même. Il se réjouissait presque également d'une nouvelle découverte, soit quelle eût été faite par lui ou par un autre. Les moyens de se faire valoir lui étaient inconnus: il ne faisait rien pour lui-même, mais tout pour sa science chérie. Tout ce qui à été fait pour lui, provient uniquement de ses amis, sans la moindre coopération de sa part. Peut-être une telle insouciance est-elle un peu déplacée dans le monde. Il a sacrifié sa vie pour la science, sans songer à sa propre conservation. Mais personne ne dira qu'un tel sacrifice soit moins digne et moins généreux que celui qu'on fait pour tout autre grand et noble objet, et auquel on n'hésite pas d'accorder les plus grands honneurs. Gloire donc à la mémoire de cet homme également distingué par les talens les plus extraordinaires et par la pureté de son caractère, d'un de ces êtres rares, que la nature produit à peine une fois dans un siècle"!
Berlin le 20 juin 1829. C relie.
Abel fut enterré près de l'église de Froland. Plusieurs de ses amis et de ses admirateurs lui firent ériger un monument en fer de fonte. Après sa mort la famille du défunt reçut une lettre de l'Institut de France que voici: "Institut de France Académie Royale de sciences.
Paris le '2i juillet 1830.
Le secrétaire perpétuel de l'Académie.
A la famille représentant Mr. Abel, savant mathématicien de Christiania.
Messieurs, je m'empresse de vous annoncer que l'académie royale des sciences,
dans sa séance publique du 2(i du courant, décernera solennellement son grand prix
de mathématiques. Ce prix de la valeur de 3000 francs a été partagé entre feu M.
Abel et M. Jacobi, professeur de mathématiques à Koenigsberg.
Je saisis avec empressement cette occasion de vous témoigner, Messieurs, les vifs regrets que la perte de votre illustre parent a fait éprouver à l'académie.
J'ai l'iionneur de vous prévenir que vous pourrez faire recevoir la somme de quinze cents francs au secrétariat de l'Institut; elle sera remise à la personne munie de vos pouvoirs, et autorisée suifisamment à signer la quittance.
Agréez, Messieurs, l'assurance de ma considération la plus distinguée.
Ara go." Lesdits 1500 francs furent acceptés avec reconnaissance de sa famille c'est-à-dire de sa mère, d'une soeur et de plusieurs frères.
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Recherche des fonctions de deux quantités variables indépendentes x et y, telles que f{^,ij), qui ont la propriété que f{z, fX^; y)) est une fonction
symétrique de z, x, et y.
iS'i Ton désigne p. ex. les fonctions .r -\- y ei xy par f{x, y), on a pour la première f{z, f{x, y)) ^= z -\- f(x, y) ^ z -\- x -\- y et pour la seconde f{z, f{.i, y))^z. f{x, y) = zxy. La fonction f{x, y) a donc dans l'un et l'autre cas la propriété remarquable que f{z, f{x, y)) est une fonction symétrique des trois variables indépendentes z, x et y. Je vais cbercber dans ce mémoire la forme générale des fonctions, qui jouissent de cette propriété. L'équation fondamentale est celle-ci:
f(z, f{x, ^)) = une fonction symétrique de x, y et z
Une fonction symétrique reste la même lorsqu'on y écbange entre elles d'une manière quelconque les quantités variables dont elle dépend. On a donc les équations suivantes:
La première équation ne peut avoir lieu à moin (ju'on n'ait
c'est-à-dire f{Xj y) doit être une fonction symétrique de x et y. Par cette raison les équations (2.) se réduisent aux deux suivantes: 5 if{z,f{x,y))=f{x,f{y,z))
Soit pour abréger f{Xj, y) = rx f(y, z) = v; f{z, x) = s ; ou aura 4. f{z, r) = f{x, V) = f{y, s)
En différentiant successivement par rapport à x, y, z, on aura
Si l'on multiplie ces équations membre par membre et divise les produits par f{r).f{v).f{s), on obtiendra cette équation
V (dr\ (dv\ (ds\ (dr\ ( do\ ( ds\ '
\dx)-\d^)-\<h) — \l^)-Kd^)'\ds)
ou bien
/dv\ / ds\
(dr\ \d^) rdr\ \dx)
\dx) ' /dv\ \dy) ' (ds\
Si l'on fait z invariable, (-7^): (-7^) se réduira à une fonction de y seule. Soit (f{y) cette fonction, on aura donc en même temps (-7^) : (^) = 'f{^)'i car s est la même fonction de z et x que v Ae. z ei y. Donc
On en tirera, en intégrant, la valeur générale de r^
r = -^p iffx . dx -\- S(fy . dy) tp étant une fonction arbitraire. En écrivant pour abréger (fx pour fifxdx et ffy pour fyydy, on aura
r = '>p{q)x-{-(fy), ou f{x,y) = ip {(fx -{- (py
Voila donc la forme, que doit avoir la fonction cherchée. Mais elle ne peut
pas dans toute sa généralité satisfaire à l'équation (4.). En eifet l'équation
(5.), qui donne la forme de la fonction f{x, y), est beaucoup plus générale que
l'équation (4.), à laquelle elle doit satisfaire. Il s'agit donc des restrictions
auxquelles l'équation générale est assujettie.
On a f{Zj r) = xp {(pz + fpr) •
Or r=:-ip {(px + cpy) , donc f{z, r) = yj {(pz -{- <p\p {'px -\- (py)) .
Cette expression doit être symétrique par rapport k x, y et z. Donc (pz -{-
(p\p((px -\- (py) z=z(px -\- (ptp (cpy -{- (pz). Soit (pz = 0 et <py = 0, on aura
ff V (f^) = ?>•*•+ VV (0) = y-r + '• . doue en faisant (fX=p,
(^xp {p) = p -\- c .
En désignant doue par (f^ la fonction inverse de celle exprimée par cp de sorte que
on trouvera
La forme générale de la fonction cherchée f{x^ y) sera donc
f{^' y) = fi{c + 'i-^- + 9^y)' et cette fonction a eu efl'et la propriété demandée.
On tire de là
ou en mettant i/\r — c à la place de (fx et par conséquent \fy — f à la place de (fy et \^{f{x,y)) — c à la place de ff{f{x,y)).
Cela donne le théorème suivant:
Lorsqu' une fonction f{x, y) de deux quantités variables indépendentes x et y a la propriété que f{<,f{-r^y)) est une fonction symétrique de x^ y et z^ il y aura toujours une fonction xp pour laquelle on a
W f{x, y) = xp (x) -\- ^p(i/).
La fonction f{x^ y) étant donnée ou trouvera aisément la fonction \f.'x. En effet on aura en différantiant l'équation ci-dessus suivant x et suivant y, et faisant pour abréger f{x,y) = r:
donc en éliminant \p'{r),
d' où
u'x = ip'y ■
Multipliant donc par dx et intégraut, on aura
Soit par exemple
il se trouvera donc une fonction xf, pour laquelle
xp [xy) = ^x-\-ip)/.
i^ -, dr dr
Or 7- = xy, donc -— = y, --— = x, ^ dx ^ dy
donc \\;x = xp'y l~ dx=:y\p'y log (cxj^
ou puisque la quantité y est supposée constante,
\j.'X = a log (ex) .
Cela donne ify = a log (cy), ^p (xy) = a log- (rxy) ; on doit donc avoir: a log (cxy) = a log {ex) -f- « log (fy); ce qui a effectivement lieu pour c= 1.
Par un procédé semblable au précédent on peut aussi trouver des fonctions de deux quantités variables, qui satisfont à des équations données à trois variables. Savoir on peut par des différentiations successives par rapport aux différentes quantités variables tromper des équations, desfpielles on peut éliminer autant de fonctions inconnues qu'on voudra, jusqu' à ce qu'on est parvenu à une équation qui ne contient qu'une seule fonction inconnue. Cette écjuation sera une équation différentielle partielle à deux variables indépendentes. L'expression, que donne cette équation, contiendra donc un certain nombre de fonctions arbitraires d'une seule quantité variable. Lorsque les É'onctions inconnues trouvées de cette manière seront substituées dans l'équation donnée, on trouvera une équation entre plusieurs fonctions d'une seule quantité variable. Pour trouver ces fonctions on doit différentier de nouveau et ou parviendra par là ;i des équations dilférentielles ordinaires, desquelles ou trouvera les fonctions, qui ne sont plus arbitraires. De cette manière on trouvera la forme de toutes les fonctions inconnues, à moins qu'il ne soit impossible de satisfaire à l'équation donnée.
Drmovsfrafio?i de V imjwsstbiUfô de la résolution ahjébriqne des équations générales qui passent le quatrième degré
On peut, coimiie on sait, résoudre les équations générales jusqu'au quatrième degré, mais les équations d'un degré plus élevé seulement dans des cas particuliers, et, si je ne me trompe, on n'a pas encore répondu d'une manière satisfaisante à la (piestion:
"Est-il possible de résoudre en général les équations ftlgébriques, qui
"passent le quatrième degré?" Ce mémoire a pour but de répondre à cette question.
Résoudre algébricpiement une équation ne veut dire autre chose, que d'exprimer ses racines par des fonctions algébriques des coeffîciens. D'abord il faut donc considérer la forme générale des fonctions algébriques, et chercher ensuite, s'il est possible de satisfaire à l'équation donnée en mettant l'expression d'une fonction algébrique au lieu de l'inconnu.
Sur la forme générale des fonctions algébriques. Soient x; .i", x"' . . . un nombre fini de (juantités quelconques. On dit que V est une fonction algébri([ue de ces quantités, s'il est possible d'exprimer v en x; X", .V" . . . à l'aide des opérations suivantes. 1. par l'addition; 2. par la multiplication soit des quantités dépendentes de x', x", x'" . . . soit des quantités, qui n'en dépendent pas; 5. par la division; 4. par l'extraction des racines avec des exposans premiers. Parmi ces opérations nous n'avons pas compté la soustraction, l'élévation à des puissances entières et l'extraction des racines avec des exposants composés, car elles sont évidemment comprises dans les quatre opérations mentionnées.
Lorsque la fonction v peut se former par les trois premières des opéralions ci-dessus, elle est dite rationnelle; et si les deux premières opérations
sont seules nécessaires, elle est dite raiiomieUe et entière, ou seulement etitièt'e
Soit f'{x', .r", x'" . . .) une fonction quelconque, qui peut s' exprimer par une somme d'un nombre fini de ternies de la forme
Ax"'\ . x""i
où A est une quantité indépendente de x', x" etc. et ??*,, m^ etc. signifient des nombres entiers positifs; il est clair, que l'opération désignée par f{x',x",x"'...) est un cas particulier des deux premières opérations ci-dessus. On peut donc considérer les fonctions entières suivant leur définition comme résultantes d'un nombre limité de répétitions de cette opération. Donc en désignant par v', v", v'" etc. plusieurs fonctions des quantités x', ,r", x'" . . . . , de la même forme que f{x', x", . . .), la fonction f{v', v", . . .) sera évidemment de la même forme que f{x',x" . . .). Or f{v',v" ...) est l'expression générale des fonctions résultantes par r opération /'(.i', a", .. .) deux fois répétée. On trouvera donc toujours le même résultat en répétant cette opération autant de fois qu'on voudra. Il
suit de là, que toute fonction entière de plusieurs quantités x\ x" peut
être exprimée par une somme de plusieurs termes de la forme ^.r""i . x"'\
Considérons maintenant les fonctions rationnelles. Lorsque f{x', x" . . .) et
(f){x\ x" . . .) sont deux fonctions entières, il est évident, que le quotient
est un cas particulier du résultat des trois premières opérations, qui donnent des fonctions rationnelles. On peut donc considérer une fonction rationnelle comme le résultat de la répétition de cette opération. Si l'on désigne par
v\ v", v'" etc. plusieurs fonctions de la forme '-^^-^ — '-^ , on voit aisément, que
la fonction •^y ' " " '' peut être réduite à la même forme. Il suit de là, que
toute fonction rationnelle de plusieurs quantités .r', x" peut toujours être
réduite à la forme
/(■^', X"... ■) cp {x', X" . . . .) où le numérateur et le dénominateur sont des fonctions entières.
Nous allons ensuite clierclier la forme générale des fonctions algébriques.
Désignons par f{x',x"...) une fonction rationnelle quelcon([ue, il est
clair que toute fonction algébrique peut être composée à l'aide de l'opération
désignée par f\x', x" . . .) combinée avec l' opération y r, où m est un nombre premier. Donc, si p', p" . . . sont des fonctions rationnelles de x', x" . . .
p^=f{x;.i"... Vp', Vp".. ) sera la forme générale des fonctions algébriques de x', x" . . . dans lesquelles
r opération exprimée par y^i' affecte seulement des fonctions rationnelles. Les fonctions de la forme ;y, seront dites fonctions algébriques d/t jjremier ordre. En désignant par p^', p^" plusieurs quantités de la forme /y,, 1' expression,
P^ = f{x; x« ... Vp', Vp" . . . Vpx\ Vp," ■ ■ •)
sera la forme générale des fonctions algébriques de x', x"..., dans lesquelles
r opération ^A' affecte seulement des fonctions rationnelles et des fonctions algébriques du premier ordre. Les fonctions de la forme p^ seront dites fonctions algébriques du deuxième ordre. De la même manière l'expression
P, = f{x; X" . . . Vp', Vp" ■ ■ ■ Vih\ Vp,", ■ ■ ■ V>.', Vp^' ■ ■ •)
dans laquelle p„', p^' sont des fonctions du deuxième ordre, sera la forme
générale des fonctions algébriques de .r', .r" . . . dans lesquelles 1' opération V^ n affecte que des fonctions rationnelles, et des fonctions algébriques du premier et du deuxième ordre.
En continuant de cette manière, on obtiendra des fonctions algébriques du troisième, du quatrième . . du /('^""^ ordi'e , et il est clair, que l' expression des fonctions du //'^'"« ordre sera l'expression générale des fonctions algébriques.
Donc en désignant par /n l'ordre d'une fonction algébrique quelconque et par o la fonction même, on aura
v = f{r;r"...Vp', Vp"---)
où p', p" sont des fonctions de l'ordre /u — 1: ?■', ?■"... des fonctions de l'ordre
/< — 1 ou des ordres moins élèves, et ?i',n"... des nombres premiers. /' slgui-
fie toujours une fonction rationnelle des quantités comprises entre les parenthèses.
On peut évidemment supposer, qu'il est impossible d'exprimer une des
quantités Vp', Vp" - - ■ P^r une fonction rationnelle des autres et des quantités r', r" ... ; car dans le cas contraire la fonction v aui'ait cette forme plus simple,
V = /■(?•', ;•»... Vp; Vp" - ■ )
où le nombre des quantités Y^p', Y^p"' . . . serait diminué au moins d' une unité. En réduisant de cette manière l'expression de v autant que possible, on parviendrait ensuite ou à une expression irréductible, ou à une expression de la forme
2) = f{r' r", r'" . . .) mais cette fonction serait seulement du (f( — 1)'""= ordre, tandis que v doit être du /,''^'"^ ordre, ce qui est une contradiction.
Si dans l'expression de r le nombre des quantités ]//)', ]/"p" . . . est égal à in, nous dirons, que la fonction v est du //'^""' 07'fh'e et du m""""^ degré. On voit donc, (ju'une fonction de l'ordre // et du degré 0 est la même chose (pi'une fonction de l'ordre // — 1, et qu'une fonction de l'ordre 0 est la même chose qu'une fonction rationnelle.
Il suit de IcJ, qu'on peut poser
où p est une fonction du (/t — 1)"" ordre, mais ?■', r" . . . des fonctions du ^""
ordie et tout au plus du {m — 1)"" degré, et on peut toujours supposer qu'il
est impossible d'exprimer Yp par une fonction rationnelle de ces quantités.
Dans ce (jui précède nous avons vu, qu'une fonction rationnelle de plusieurs quantités peut toujours être réduite à la forme
T où * et ? sont des fonctions entières des mêmes quantités varialiles. On conclut de là, que v peut toujours être exprimée comme il suit,
__ 9(/', /' . ■ . Vp)
où y et T signifient des fonctions entières des quantités r', r" ... et Y'P- En vertu de ce, que nous avons trouvé plus haut, toute fonction entière de plusieurs quantités s, r', r" . . . peut s'exprimer par la forme
fo + ^1* + ^2*" H- • • • '...*"'
tç^, t^ ...tn étant des fonctions entières de ?■', r", r'".. . sans *. On peut donc poser
12 jn
_ fp + t,p'^ + t^p'^ .... Up^ __ T^
— Z ï "il. — ^
Z)q + r ip " + v.^p " . . . . Vm'p »'
oix tç,, t^. . . tn et v^, v^. . . v„„ sont des fonctions entières de r', r", r'" etc.
Soient F^, V^.. . F„_, les n — 1 valeurs de V, qu' on trouve en mettant
successivement «/>" , a^p" , a^p'^ . . . «""'/tf" au lieu de p^, a étant une racine différente de l'unité de 1" équation «" — 1 = 0: on trouvera en multipliant la
fraction -— en haut et en bas par Fj. F^. F^. . . F„_,
r. F^. Fa... r„-i Le produit F. F^ . . . F^^ peut, comme on sait, s'exprimer par une fonction entière de p et des quantités r', r" . . . , et le produit T. F^. . . F„_i est, comme
on voit, une fonction entière de ]//> et de ?•', r" ... En posant ce produit égal à
on trouvera
ou en écrivant </„, //,, «/»... au lieu de -2- -L -A etc.
OÙ y<,> ?! • • ■ 5'* ^^^^ ^^^ fonctions rationnelles des quantités p, r', r" etc. Soit f.1 un nombre entier quelconcjue, on peut toujours poser
/i = mi -\- a n et a étant deux nombres entiers et « < ?i. Il suit de là, que
[J. an+J. a
En mettant donc cette expression au lieu de />" dans l'expression de r, on
obtiendra ,
«^ = C'a + ÇiP" + fhP" ■•■ + 9'^iP " > foi 9ii Hz <^tant encore des fonctions rationnelles de p, r', r" . . . et par conséquent des fonctions du /i'"' ordre et au plus du (?« — l)"" degré et liées entre
j_ elles de manière qu'il soit impossible d'exprimer />" rationnellement par ces
quantités.
Dans l'expression de v ci-dessus, on peut toujours faire qy = \. Car si ^/, n'est pas nul, on obtiendra en faisant p^=zp .q^
i» = — et M" = ^-^ , donc
Il 1\
expression de la même forme que la précédente, seulement que q^=l. Si
«j = 0, soit q une des quantités q^, Q-t, ■ ■ • qrv-\-> qui n'est pas nulle, et soit
atj. a
q .p^ ■=p^. On conclut de là, q„-p" =Pi"- Donc en prenant deux nombres entiers « et /?, qui satisfont à l'équation u/u • — (]n = fx', fi' étant un nombre entier, on aura
q^P '* = i>i" et ;; " = ç'jj^-^' . p-^ . /?,'• .
En vertu de cela et en remarquant que q p^ z=ip^\ v aura la forme
?' = -Zo + ;^i" + -Zs;»!" • • • Qn-iVi' •
De tout ce qui précède on conclut:
Si V est une fonction algébrique de l'ordi'e fi et du degré m, on peut toujours poser :
»' = «Zo + />" + q^P" + C'a;*" • • • 9n-iP " ; où n est un nombre premier, q^, q^- ■ • q,i-i sont des fonctions algébriques de
l'ordre fi et du degré /« — 1 au plus, p est une fonction algébrique de l'ordre
i_ fi — 1, et p" ne peut s'exprimer rationnellement en q,^, ç, . . . q„-y
II
Propriétés des fonctions algébriques, qui satisfont à une équation donnée.
Soit
Co + c{y-\ f^y' . . . + c-i2/'-' + 2^- = 0 1.
une étjuation quelconque du degré r, où c^, r^ . . . sont des fonctions rationnelles de .r', .r"..., ;r', x"... étant des (juantités indépendantes quelconques. Supposons, qu'on peut satisfaire à cette équation en mettant au lieu de y une fonction algébrique de x', x" . . . Soit
cette fonotion. En substituant cette expression de y dans l'équation proposée, on obtiendra, en vertu de ce qui précède, une expression de la forme
»V + r,p- 4- ■>\I>'' ■■■ + r„-xP " = 0 3.
oii ?•„ , î'i , ?'2 ? • • 5 ''"-1 sont des fonctions rationnelles des quantités /^, <ir„, <jr,...y„_i. Or je dis, que l'équation (3) ne peut avoir lieu à moins qu'on n'ait séparément 7-<, = 0, ?-i = 0 . . . ?■„_, = 0. En eflet dans le cas contraire, on aurait en posant ju" = z, les deux équations
r» — ii=^0, et
qui auraient une ou plusieurs racines communes. Soit k le nombre de ces racines, on peut, comme on sait, trouver une équation, qui a pour racines les k racines mentionnées, et dont les coefllciens sont des fonctions rationnelles de p, i'„, i\... r„_^. Soit
s,-\-s,z + s^z-'...-\-s,_,z''-' + z'' = 0 cette équation, et
un facteur de son premier membre, où f„, tj etc. sont des fonctions rationnelles de p, ?'o , î\ . . . r„_j , on aura de même
'o + t,: + f,z- ... 4- t^.zV-^ + ^^ = 0, et il est clair, tpi'on peut supposer, qu'il est impossible de trouver une équation de la même forme d'un degré moins élevé. Cette équation a ses /<- racines communes avec réejuation c" — ;^ = 0. Or toutes les racines de l'équation ;" — p = 0, sont de la forme uz^ où a est une racine quelconque de l'unité. Donc en remartpant, que fi ne peut pas être moindre que 2, parce qu'il est impossible d'exprimer z en fonction rationnelle des quantités p^ ?•(,, 7\ . . . r„_j, il s'ensuit, que deux équations de la forme
^o + f^^ + f.^ -■■ + fl>.-r^^' + ^^ = 0 ^i f. + <'t,Z + «%- . . . + a^-'t^-.Z^-' + a^Z^ = 0 doivent avoir lieu. De ces équations on tire en éliminant z^
ai - «>") + t,ia - aV-)z . . . + t^.,ia^-^- a.^)z^^ = 0. Mais cette écjuation étant du degré /t — 1, et l'écjuation z\>- -j- f\i.-iZ . . . = 0 étant irréductible et que par consécjuent t^ ne peut être égal à zéro, on doit avoir «!J- — 1 = 0, ce qui ne peut pas avoir lieu. On doit donc avoir
?- = 0, ?\=0... ?Vj = 0. ,^
Maintenant, ces équations ayant lieu, il est clair qu'on satisfera à l'équation pro-
posée en attribuant à ji" toutes les valeurs ap", u^p" . . . u"-^p'\ On voit aisé- // ment, que toutes ces valeurs de y seront différentes entre elles; car dans le cas contraire on auiait une équation de la même forme (jue (3), mais une telle équation conduit, comme on vient de voii-, à des contradictions.
En désignant donc par y^, y^---y,t les n racines de l'équation (1), on aura
De ces n équations on tirera sans peine
-Zo = ^ (î/i + Z/2 + + 2^")
On voit par là, que toutes les quantités /)", q^^, fit- ■ ■ 7""' î*o»t des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée. En effet on a
Considérons maintenant l'équation générale du degré m et supposons qu'elle soit résoluble algébriquement. Soit
En vertu de ce qui précède les quantités v, s^, s^ etc. peuvent s'exprimer
rationnellement en x^, .r^ . . . x„, en désignant par .Tj, x^ . . . x^ les racines de r équation proposée.
Considérons une de ces quantités quelconque v, ^„, s^ etc. par exemple r. Soient y.'i, v^...Vni les valeurs dift'érentes de v, qu'on trouve lorsqu'on échange entre elle les racines x^, x^...x„ de toutes les manières possibles, on peut donc former une équation du degré n'j dont les coeffîciens, sont des fonctions rationnelles de a^ a^ . . . «,„_j et dont les racines sont les quantités i\, v^ . . . i\i qui sont des foutions rationnelles des quantités x■^, x^. . . x„,.
Donc si l'on pose
v = f^,-j- ir' + t^ii> . . . + ?v-iM V
toutes les quantités ii'> , t^, t^....t^_^ seront des fonctions rationnelles de i\ , î'2 . . . . v„i , et par conséquent de x^, x^. . . . .r,„ . En traitant les quantités II, tf,, t^ etc. de la même manière oh en conclut:
Si une équation est résoluble algébriquement, on peut toujours donner à la racine une telle forme, que toutes les fonctions algébriques, dont elle est composée peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée.
Sur le nombre des valeurs différentes, qu'une fonction de plusieurs quantités peut acquérir, lorsqu' on y échange entre elles les quantités qu'elle renferme.
Soit V une fonction rationnelle de plusiem'S quantités indépendantes a-, x^ . . . x„. Le nombre des valeurs différentes, dont cette fonction est susceptible par la permutation des quantités, dont elle dépende, ne peut pas surpasser le produit 1 . 2 . 3 . . . w. Soit // ce produit.
Soit maintenant
\a 0 c a . . . .J la valeur, qu'une fonction quelconque v reçoit lorsqu' on y substitue Xa, x,,, a-„ Xj etc. au lieu de Xa., x^, Xy, x^ etc. il est clair qu'en désignant par A^, A^...A^ les diverses permutations au nombre de /« que l'on peut former avec les indices 1, 2, 3,...n, les valeurs différentes de v pourront être exprimées par
Supposons qvie le nombre des valeurs diflférentes de v soit moincb'e que fi, il faut que plusieurs valeurs de v soient égales entre elles en sorte qu'on ait par exemple
Si l'on fait subir à ces quantités la permutation désignée par f'^^ V on aura cette nouvelle série de valeurs égales
valeurs qui sont différentes des premières mais en même nombre. En clian-
geant de nouveau ces quantités par la pernmtation désignée par (^i Y on
aura un nouveau système de quantités égales mais différentes des précédentes. En continuant ce procédé jusqu'à ce qu'on ait achevé toutes les permutations possibles, les valeurs de ?' au nombre de // seront partagées en plusieurs groupes, dont chacun contiendra un nombre de m valeurs équivalentes. Il suit de là que si l'on représente le nombre des valeurs différentes de v par q, nombre égal à celui des groupes, on aura
cm = 1 . 2 . 3 . . . w c'est-à-dire:
Le nomJ)re des valeurs différentes, qu'une fonction de ii quantités peut acquérir par toutes les permutations possibles de ces quantités est nécessairement un diviseur du produit 1.2.3...??. Cela est connu.
Soit maintenant f^^ ) une permutation quelconque. Supposons qu'en ap-
plicant celle-ci plusieurs fois de suite à la fonction v on obtient la suite des valeurs
il est clair que v sera nécessîiirement répété plusieurs fois. Lorsque v revient après un nombre p de changements, nous dirons que ?' est une permutation récurrente de l'ordre p. On a donc cette série périodique
ou bien, si l'on représente par v (^^Y la valeur de v qui résulte après avoir répété r fois de suite la permutation désignée par f^^^ j on a la série
lô
Il suit de là
Or, soit p le plus grand nombre premier contenu dans 71, et le nombre des valeurs difterentes de v soit moindre que p^ il faut que d'un nombre jf de valeurs quelconques de v deux soient nécessairement égales entre elles. 11 faut donc que deux des p valeurs
''(±y'"(±)'"'ao'-;''(:i.r"
soient égales entre elles. Soit par exemple
on en conclut
Ecrivant r au lieu de r' -\- p — r et remarquant que v (^^ Y=?'j on en tire
cil r évidemment n'est pas multiple de p. La valeur de v n'est donc pas changée par la substitution ( "^i Y ni par conséquent non plus par la répétition de la même substitution. On a donc
u étant un nombre entier. Maintenant si p est un nombre premier, on pourra évidemment toujours trouver un nombre entier ^ de la sorte que ♦
ra=p,^+i donc
et puisque v = ?' /^i V^
on aura v = v (^i \ .
La valeur de v ne sera donc pas changée par la permutation récurrente (^^ j du degré p.
Or, il est clair que
sont des permutations récurrentes du degré p, lorsque p est le nombre des indices a, fi, y . . . i,- La valeur de v ne sera donc changée non plus par la combinaison de ces deux permutations. Ces deux permutations sont évidemment équivalentes à cette unique
et celle-ci aux deux suivantes appli(piées successivement
La valeur de v ne sera donc pas changée par la combinaison de ces deux permutations.
Donc , = ,(aJ)(Ç,>)
de même v = v (Çj) Q'^,)
d'où l'on tire , _ ^ («p^j (^jSy
On voit par là que la fonction v n'est pas changée par deux permutations successives de la forme { ? ^ ) j a et fi étant deux indices quelconques. Si
l'on désigne une telle permutation sous le nom de transposition, on peut conclure fpi'une valeur quelconque de v ne sera pas changée par un nombre pair de transpositions, et que par conséquent toutes les valeurs de v qui résultent d'un nombre impair de transpositions sont égales. Toute permutation des éleraens d'une fonction peut s'opérer à l'aide d'un certain nombre de transpositions ; donc la fonction v ne peut avoir plus que deux valeurs différentes. De là on tire le théorème suivant:
Le nombre des valeurs différentes que peut obtenir une fonction de n quantités ou ne peut être abaissé au dessous du plus grand nombre premier f*^' compris entre les facteurs de n, ou seulement à 2 ou à \.
Il est donc impossible de trouver une fonction de S quantités qui ait 5 ou 4 valeurs différentes.
La démonstration de ce théorème est prise d'un mémoire de M. Canchy inséré dans le 17"" cahier du Journal de l'école polytechnique pag. 1 etc.
Soient v et v' deux fonctions, dont chacune aura deux valeurs différentes, il suit de ce qui précède qu'en désignant par v^, t\ et ??,', ?■„' ces doubles valeurs, les deux expressions
Ty -\-t\ et %\v^ -\-i\v^
seront des fonctious symétriques. Soit
Vi + Vz = t et ?v^' + «'2^s' = ^>
on en tire v^ = — f r-
Soit maintenant le nombre des quantités x^, x^,...x^ égal à cinq, le produit
ç = {x^-X.^ (ir-'a) {^\-^ù (-n-^-s) (•'••2--^-3) (•^•^-•^J (-î-î-'^-s) (^3-^4) (-î-a-'^s) G^i-'^'ô) sera évidemment une fonction qui a deux valeurs difl'érentes; la seconde valeur étant la même fonction avec le signe opposé. Donc en posant v^ = ç, on aura ^'a' = — ç. L'expression de z\ sera donc
^ li + P^, ou bien
où ^f^ est une fonction symétrique; ç a deux valeurs qui ne diffèrent que par rapport au signe de sorte que -^ soit également une fonction symétrique.
Donc en posant ^t^ = p et —l^ = q il s'ensuit
que toute fonction de cinq quantités, qui a deux valeurs différentes, pourra être mise sous la forme, ]> -^ q . Q, où p et q sont deux fonctions symétriques et p = {x^ — .rj (a-, — x^) . . . (.r^ — x^).
Pour notre but nous avons encore besoin de la forme générale des fonctions de cinq quantités, qui ont cinq valeurs différentes. On peut la trouver comme il suit.
Soit V une fonction rationnelle des quantités x^, x^, x^, x^, x^ qui a la propriété d'être invariable lorsqu'on écbange entre elles quatre des cinq quantités quelconques par exemple x^, x^, x^, x^. Sous cette condition v sera évidemment symétrique par rapport à x„, x^, x^, x^. On peut donc exprimer V par une fonction rationnelle Aex^ et par des fonctions symétriques de x^, x^, x^, x^. Mais toute fonction symétrique de ces quantités peut s'exprimer par une fonction rationnelle des coefllciens d'une équation du quatrième degré, dont les racines sont x^, x^, x^, x^. Donc en posant
{x—x^ (x^x,) (x—x^ i-v—a;) = x^—px' + qx^ — rx -^ s la fonction v peut s'exprimer rationnellement en x^, p, q, r, s. Mais si l'on pose (x—x^) {x—x^ i^—^ù i^—^'ù (•»•• — *-s) = :»*— «^*+ bx^ — cx^+ dx — e, on aura
(.1- — Xj) (x* — px' + qx^ — r.v -\-s) = x^ — ax* -}- bx' — cx^ -\-dx — 6 = .^.6 — {p-\- x^) x^ + (q +px^) x^ — (?• + qx,) x''-\-{s-\-rx^) x—sx^, d'où l'on tire
p = a — x^ q^b — «.i-j -j- x^ r ^ c — bx -j- ax^ — x^ s = d — cx^ -|- bx^'^ — ax^^ -\- x*, la fonction v peut donc s' exprimer rationnellement en .r j , a, b, c, d et e.
Il suit de là, que la fonction v peut être mise sous la forme
OÙ t et (f{x^ sont deux fonctions entières de x^, a, b, c, d et e. En multipliant cette fonction en haut et en bas par (f{x^ . (f{x^ . (f{x^ . (f{x^, on aura
y-— ^•<P(-^2)-9(-^3)-9(j'4)-9(-'^5) ç(j:i).ç(x2).ç(x3).ç(x4).9(tJ "
Or, (f{x^ . (f{x^ . (p(x^) ■ (f{x^) est, comme on voit, une fonction entière et symétrique de x^, x^, x^, Xg. On peut donc exprimer ce produit en fonction entière àe p, q, r, s et par suite en fonction entière de x^, a, b, c, d, e Le numérateur de la fraction ci-dessus est donc une fonction entière des mêmes quantités: le dénominateur est une fonction symétrique de x^, x^, x^, x^, x^ et par conséquent il peut s'exprimer en fonction rationnelle de a, b, c, d, e. On peut donc poser
En multipliant l'écpiation
.r^' = ax^* — bx^^ -j- cx^ — dx^ -\- e successivement par x , .r * . . . x^~^, il est clair qu' on obtiendra un nombre de m — 4 é(juatious, des(pielles on tirera les valeurs de x^, x^ . . . x^"- en des fonctions de la forme
où «, 1*7, J», (V, é sont des fonctions rationnelles de a, b, c, d, e.
On peut donc réduire v à la forme
V = r„ + r^x^ + 7vr,^ + r^x^^ + ?v^'i* ('>)
où >•„, ?'j, r^ etc. sont des fonctions rationnelles de o, b, c, d, e, c'est-à-dire des fonctions symétriques de x^, a^, .Tj, .t^, x^.
Voilà la forme générale des fonctions qui ne sont pas altérées lorsqu'on
y «'cliange entre elles les quantités .r^, .i\, .r^, .r^. Ou elles ont cinq valeurs différentes entre elles ou elles sont symétriques.
Soit maintenant v une fonction rationnelle de x^, x^, x^^ x^, x^, qui a les cinq valeurs suivantes i\, t\, 2\, i\, v^. Considérons la fonction x^"r. En y échangeant entre elles de toutes les manières possibles les quatre quantités x^, x^, x\, x^ la fonction x^v aura toujours une des valeurs suivantes A•l'"^^. x^^v^, .r^'"/;,, x^^i}^, x^^v^.
Or je dis, que le nombre des valeurs différentes de x^'o résultantes par ces changements sera moindre que cinq. En effet, si toutes les cinq valeurs avaient lieu, on tirerait de ces valeurs en échangeant x^ successivement avec x^, Xj, ar^, jTg, 20 valeurs nouvelles, qui seraient nécessairement difiérentes entre elles et des précédentes. La fonction aurait donc en tout 2o valeurs ditférentes, ce qui est impossible, cai"2o n'est pas diviseur du produit 1.2.3.4.5. En désignant donc par « le nombre des valeurs que peut prendre v lorsqu'on y échange entre elles les quantités .Tj, x^, x^, x^ de toutes les manières possibles, fi doit avoir l'une des quatre valeurs suivantes 1, 2, 3, 4.
1. Soit /t = 1, d'après ce qui précède v sera de la forme (a)
2. Soit 1.1 = 4, la somme r^ -\- v^ -\- v^ -\- v^ sera une fonction de la forme (a). Or on a
*'s= («'i + «'2+«^3+«^4+«^'5) — (^^ + «'a+«^3+«^^4)= à une foncrion sj-métrique moins {i^>^-\-v^-\-i\-{-Vj^; donc t\ est de la forme (a).
3. Soit /< = 2, donc v^ -\- v^ sera une fonction de la forme (a). Soit donc v^ + ?'2 = r^ + r^x^-\-r^x^^ + r,x^^-\-r^x* = (f{x^) .
Eu échangeant successivement x^ avec x^, x^, x^, x^ on aura
«'i + «'a = Vi'^\) ?'2 +?'3 ='/W
où ?w est un des nombres 2, 3, 4, 5. Pour /h = 2, on aura ff (.r J = (p (x^), ce qui est impossible, car le nombre des valeurs de cf(x^) doit être cinq. Pour ?M ^ 3 on aura
«'. + *'2 = «P i^i), t>^ + ^'3 = 9^ (-^2)? V3 + «'1 = 9 (-^^3) d'«ù l'on tire
Mais le second membre de cette équation a plus de 5 valeurs, savoir elle en
a 30. On prouvera de la même manière que m ne peut être égal à 4 ni à 5. Il suit de là que // n'est pas égal à 2,
4. Soit /< = 3. Dans ce cas 'v^-\-v^-\- v^ et par conséquent v^ + v^ = {v^ -f- *'", + '^'3 + ^4 + '^s) — (^1 + ^'2 + ^'3) fiui-a cinq valeurs. Mais on vient de voir que cette supposition n'a pas lieu. Donc fi ne peut pas non plus être égal à 3.
De tout cela on conclut le Théorème:
Toute fonction rationnelle de cinq quantités, qui a cinq valeurs différentes,
aura nécessairement la forme
OÙ 7*0, r^, i\ etc. sont des fonctions symétriques, et x une des cinq quantités quelconque.
De l'équation
on trouvera aisément, en faisant usage de l'équation proposée, pour la valeur de X la forme suivante
X = *„ -j-s^v + s^v'^ -f- s^v^ + s^v* où s^, s^, s^ etc. de même que r^, 7'^, r^ etc. sont des fonctions symétriques.
Soit V une fonction rationnelle qui a tn valeurs différentes v^, v^, v^ . . . z\,. En posant
{v — v^) {v — i\) {v — v^) ...(?; — Vr,)
= '/o + 9'i«^ + qi^'"" • • • 4- Qm-^v"-^ + ^^'" == 0
on sait que q„, q^, q^. . . sont des fonctions symétriques, et les m racines de l'équation vSont v^, v.^, v^...v^. Or je dis, qu'il est impossible d'exprimer la valeur de v en racine d'une équation de la même forme mais d'un degré moins élevé. En effet soit
^o + t,v + t^v" . . . -f ^ij._,?;!^-i + v^ = 0 ime telle équation où t^,, t^ etc. sont des fonctions symétriques, et soit v^ une valeur de v qui satisfait à cette écpiation, on aura
v"^ + t^^iv^~' ... = (v — v,)P^ .
En échangeant entre eux les élémens de la fonction, on trouvera la série suivante d'équations:
v^ — t^^iv^^ ... = (y— ?'„.) P™.
On en conclut que v — v^, v — v.^, v — v^.-.v — v,^ seront toutes ensemble
des facteurs de v^ + f\i^if^^ ... et que par conséquent (i doit nécessairement être égal à ?«. On en tire le théorème suivant:
Lors(ju' une fonction de plusieurs quantités a m valeurs différentes, on peut toujours trouver une équation du degré m^, dont les coefficiens sont des fonctions symétriques, et qui ont ces valeurs pour racines; mais il est impossible de trouver une équation de la même forme d'un degré moins élevé qui ait une ou plusieurs de ces valeurs pour racines.
IV
Démonstration de l' impossibilité de la résolution générale de l'équation du
cinquième degré.
En vertu des propositions trouvées plus baut on peut énoncer le théorème :
"Il est impossible de résoudre en général les équations du cinquième
"degré."
D'après §. II toutes les fonctions algébriques desquelles une expression
algébrique des racines est composée peuvent s'exprimer par des fonctions
rationnelles des racines de l'équation proposée.
Comme il est impossible en général d'exprimer la racine d'une équation par une fonction rationnelle des coefficiens, on doit avoir
où m est un nombre premier et R une fonction rationnelle des coefficiens de l'équation proposée, c'est-à-dire une fonction symétrique des racines; v est une fonction rationnelle des racines. On en conclut
En vertu du §. II il est impossible d'abaisser le degré de cette équation, la fonction v doit donc, d'après le dernier théorème du paragraphe précédent, avoir m valeurs différentes. Le nombre m devant être diviseur du produit 1.2.3.4.5 ce nombre peut être égal à 2 ou à 3 ou à 5. Or suivant (§. UI) il n'existe pas de fonction de cinq variables qui ait 3 valeurs: il faut donc
qu'on ait m=z 5 ou in = 2. Soit m = 5, on aura on vertu du paragraphe précédent,
et par là
Suivant (§. II) on en tire
où f/.®=zzl. Cette équation est impossible, attendu que le second membre ait 120 valeurs et que pourtant il doit être racine d'une équation du cinquième desré z^ — s,^R=0.
On doit donc avoir ?h = 2.
On aura donc d'après (§. II)
\^R =p -\- qs où p et q sont des fonctions symétricjues et
On en tire en échangeant x^ et x^ entre eux
— }/R ^p — qs d'où l'on trouve p=0 et yR=qs. On voit par là, que toute fonction algébrique du premier degré, qui se trouve dans l'expression de la racine, doit nécessairement avoir la forme a-\-^ys^ = a-\- ^s, où a et /5 sont des fonctions syniétri(fues. Or il est impossible d'exprimer les racines par une fonction de la forme «-|-/S|/J?, il doit donc y avoir une équation de la forme
OÙ « et /? ne sont pas nul, m est un nombre premier, a et /? sont des fonctions symétriques et v une fonction rationnelle des racines. Cela donne
Via-\-fis) = v^ 'et y{a — ffs) = v^,
où Vj^ et v^ sont des fonctions rationnelles. On aura en multipliant ^'^ par v^,
Or a^ — i ^s'^ est une fonction symétrique. Si maintenant l/(«* — />**') n'est pas une fonction symétrique le nombre m, d'après ce qui précède, doit être égal à deux. Mais dans ce cas v sera =z']/{u-{-i^ys^); v aura donc quatre valeurs différentes, ce qui est impossible.
11 faut donc que |/^(«' — /^V) soit une fonction symétrique. Soit y cette l'onction, on aura
«',v, = y et ^' = ~ , Soit
Désignons par /^j, p.^, p^ . . .7>„. les valeurs différentes de p qui résultent de la
substitution successive de «/?"', «'^, ft^^"" . . . ct^^R"" à la place de R"' où
a*^» -{-«"-*...+ « -f- 1 = 0, et faisons le produit
on voit sans peine que A, A^ etc. sont des fonctions rationnelles des coefficiens de l'équation proposée et par consé([uent des fonctions symétriques des racines. Cette é(piation est évidemment irréductible. Il faut donc d'après le dernier tbéorème du paragrapbe précédent que p, étant fonction des racines, ait m valeurs différentes. On en conclut que m = 5. 3Iais dans ce cas p sera de la forme (a.) du paragrapbe précédent. Donc on aura
YR + 1— ==?•„ + î-,:f + r^x^ + r^x'^ -\- r^x" = p , s/R
et par là
^ = *o + \p + *.,?'- + *3;^' + ^iP"
c'est-à-dire en mettant R^ -\- — j à la place de » ,
x = t,-\- tji^ + tj^" + tj( + t,é où ^o, t^, t^ etc. sont des fonctions rationnelles de R et des coefficiens de l'équation proposée. On en tire en vertu de (§. II)
t^El^ = \{x^ + a\v„_ -f o?x^ + a\x; + «:rj =p\
De r équation p' z=tjii on trouve p'^=^t^R. Or ^ *^ étant de la forme u-\-v}Ys^ on aura />'*= ^/ -j- «'V^*^, ce qui donne
Cette écpiation donne p' par une équation du dixième degré dont tous les coef-
ficiens sont des fonctions symétriques, mais d'après le dernier théorème du paragraphe précédent cela est impossible; car
^' étant =^{x^-\- u\v^ + ic^x^ -f- u^x^ + «.rj aurait 120 valeurs différentes, ce qui est une contradiction. Nous concluons donc:
"Il est impossible de résoudre algébriquement l'équation générale du "cinquième degré." Il suit immédiatement de ce théorème, qu'il est de même impossible de résoudre algébriquement les équations générales des degré supérieurs au cinquième.
lîemarquc sur le mémoire Nr. 4, du premier cahier du journal de M. Crelle
Ëj' objet de ce mémoire est de trouver l'effet d'une force sur trois points donnés. Les résultats de l'auteur sont très justes, quand les trois points ne sont pas placés dans une même ligne droite; mais dans ce cas ils ne le sont pas. Les trois équations, par lescjuelles les trois inconnus Q, Q', Q" se déterminent, sont les suivantes
tP = Q + Q' + Q-
l. lQ'bsina = Q"cs'm^
\ Qa sin « = — Q"c sin (« + §).
Celles-ci ont lieu pour des valeurs quelconques de P, a, h, c, u et p. Elles donnent en général comme l'auteur l'a trouvé,
Q &r si» (g + [^) , p I
OÙ
r = ab sin « -\- ac sin /? — bc sin (« -1- /5). Or les équations (2) cessent d'être déterminées, lorsque l'une ou l'autre des quantités Q, Q', Q" prend la forme %, ce qui a lieu, comme on voit aisément pour la valeur.
Dans ce cas il faut recourir aux équations fondamentales (L), qui donnent alors
(p'^i sin 180" = )QV sin 180", Qa sin 180" = — Q"c sin 360".
Or les deux dernières équations sont identiques puisque
sinl80'* = sin360''=0.
Donc dans le cas où
«=/5= 180", il n'existe qu'une seule équation, savoir
et par suite les valeurs de Q, Q', Q" ne peuvent pas alors se tirer des équations établies par l'auteur.
Résohitioji d'un problème mécaîiiqitp.
Se
>oit JJDMA une courbe quelconque. La lig;ne BC soit horizon- ^ (aie et CA verticale. Supposons qu'un point mis en mouvement m par l'action de la gravité se meuve sur cette courbe, un point quelconque D étant son point de départ. Soit t le temps qui s'est écoulé quand le mobile est parvenu à un point donné A, et soit a la hauteur EA. La quantité t sera donc une certaine fonction de a qui dépendra de la forme de la courbe. Réciproquement la forme de la courbe dépendra de cette fonction. Nous allons examiner comment à l'aide d'une intégrale définie on peut trouver l'équation de la courbe pour laquelle t est une fonction continue donnée de a.
Soit AM^s, AP-=j:, et t le temps que le mobile emploie à parcourir lare n31.
D'après les règles de la mécanique on a
-r-~y(a-x), donc dt~ ; r.
11 suit de là, lorsqu'on prend l'intégrale depuis .r = r/ jusqu'à .c = 0:
ds /»a ds
/>" ds /»« ds
I désignant que les limites de l'intégrale sont xz:=.u et x = (i. Soit maintenant
la fonction donnée, et on aura
/'" ds
équation par laquelle s doit être trouvé en .r. Au lieu de cette équation nous allons considérer cette autre plus générale
/'« ds
de laquelle nous chercherons s en x.
Désignons par /][«) la fonction
on a comme on sait
où ce et /9 doivent être supérieurs à zéro.
Soit /? = 1 — n, on trouvera
/.i y'^-'^dy r(a).r(l — //) J^-y)" ~ Ticc + l-n) '
d' où r on tire en faisant z = ai/
En multipliant par — — et prenant l'intégrîile depuis a = 0 jusqu'à
a = x, on trouvera:
/.v da /-.a s«-if/3 r(a).r(î— 7?) rt" a"--" . da
^ {s-ay-" ■ J ^{a-zY ~~ r(a + 1 — «) • J ^ (x — fl)i-"
En faisant « = .ry^ on aura
donc
Or d'après une propriété connue de la fonction F, on a
on îiura donc en substituant:
p" da p"z'^-^.dz j» „, , ^... -
En multipliant par « .(f{u).du, et intégrant par rapport à «, on trouve: r'_d^__ r{f9{'^).rLz'^-^dr^)dz ^ ^,. . ^.j _ .r ^a ^/^ _
Soit /t(") • ^*'^« = A^)5
on tire de là en différentiant
f(f{a).u.x'^^da=f'{x),
donc /cp{a).a ■z'^'dc'.=p{z);
par conséquent:
OU, puisque
r(n).ril—n) = -J^,
Slll HTC
A Taille de cette équation il sera facile de tirer la valeur de s de l'équation
Qu'on multiplie cette équation par ^'""^ . - — ^ttt 5 et qu'on prenne l'intégrale depuis (1 = 0 jusqu' à a = x, on aura
sin niz P'' ça . da sin m: P'^ da /*" ds
TC t/ o (x - «)'"" 71: J ^ (s - «)' " t/ Q (a - xY '
donc en vertu de l'éijuation (1)
sin wx /" ç(a!) . ffe
Soit maintenant «=i, on obtiendra
cf{a) =.f
ds
0 V(a-x) et
1 r''c;,(a).da
Cette équation donne l'arc s par l'abscisse .1; et par suite la courbe est entièrement déterminée.
Nous allons appliquer l'expression trouvée à quelques exemples. I. Soit
et la valeur de s sera
Si r on fait a = xy, on aura
donc
, _r(l) ^ar(uL + 1) ^.g + i TC *- r(;j. + i)
ou puistjue r{^) = y^n
•^ = ^ VxJn r(ii;Tî) ^ + "» f (H +1) "^ +••. + «". r(^„+3)J •
Si l'on suppose p. ex. que m=0, fi„=0, c'est-à-dire que la courbe clierchée soit isochrone, on trouve
or \ = — "-j/.r est l'équation connue de la cycloide.
II. Soit
çrt depuis « = 0 jusqu'à a = a^, égal à çi^a
(fa depuis a = a„ jusqu'à a = ai, égal à (p^a
(fa depuis a = «, jusqu' à a = a^, égal à ç», a
(fa depuis « = fl„,_j jusqu'à a = a„„ égal à (f„,a, on aura
TTs = I ^"" ' " , depuis X = 0, jusqu' à .r = «„ ,
./ 0 \/(a-j) J a. Via -s)
-Zi! 4- / -XJ -4- / -1^ -, depuis ;r=:«,, lusqu a .i—r/.
ns
/'"'Çf^a.da _. f"' ç^a .da , | /^"'"' (p,_ia . rf« , Z^' (^..a.da
depuis .r = «m_j, jusqu'à a: = ff„,
oii il faut remarquer que les fonctions (ff,a, cf^a, (f^a (f„/i doivent être
telles que
<Po(«o) = 9i(«o)- <Pi(«i) = 9'2(«i). y2K) = 'ir3(«a)^ etc. car la fonction (fa doit nécessairement être continue.
Démonstration d'une expression de laquelle la formule hinome est un cas particulier.
luette expression est la suivante:
a% « et j? sont des quantités (juelconcfues, n est un nombre entier positif. Lorsque n = 0, l' expression donne
(.r+«)'' = .r% connue il faut. Or on peut, comme il suit, démontrer que si l'expression subsiste pour n = m, elle doit aussi subsister pour iiz=.m-{- 1, c'est-à-dire elle est vraie en général.
Soit (.r + «)-=.z-+ ^ ^{x+tT-'+ ""^^ « (« - 2/5) (.r + 2,5)-^
... + Ç «(«—(,«_ 1 ) ^)'"-* (.r + (m — 1 ),^) + a (« — 7«,^)— En multipliant par (tn -j- l)rfa7 et intégrant, on trouvera :
(.f+ «)-+» = .t-^» + '-"±1 « (.r + /5)-+ i^^i^ « (a-2^S)ix + 2,i)'-^
C étant la constante arbitraire. Pour trouver sa valeur soit
x = — (m + l)/5, et les deux dernières équations donneront:
(« _ (,„ _|_ i),9)"= (_ !)"• hm -I- 1)-5'" — m'"«,5— 1 + ^ (;« — 1)'"-V< (« — 2/?),^'"-- _ m(m-l) ^^ ^^^ _ 3^^^2 ^^^ _ 2^„.., 5„_3 1
31ulti{)liant la première de ces équations par {m -\- 1)^ et ajoutant le produit à la seconde, on trouve:
C =(« — (/«+ l)p')"'+^ + (/« + !),? (« — (m4- l)r?)" , ou bien C=«(« — (?«-|- i)/?)" .
Il suit de là que l'éfpation proposée subsiste de même pour ■nz=m-\- \. Or elle a lieu pour n=Q; donc elle aura lieu pour w = 0, 1, 2, 3 etc. c'està-dire pour toute valeur entière et positive de n.
Si l'on fait /j=0, on obtient la formule binôme.
Si l'on fait a = — x, on trouve
0 = .r" - 1 .r(;. + pr- + '4^^ x{x+Vr' - ^^^:^^ ^ (a: + 3,^)- . . . ou en divisant par x
ce qui est d'ailleurs connu; car le second membre de cette équation n'est autre chose que
en faisant la différence constante égale à (j.
Sur l'intégration de la formule différentielle ^-^ , R et q étant des
fonctions entières.
l^i l'on différentie par rapport à x l'expression
OÙ j}, q et R sont des Ibuctions entières d'une quantité variable x; on obtiendra
ff. _ dp + diqVS) _ dp-d{q^R)
où _ (p-qVR) {dp + d\q^R))-{p + q^R) {dp-d{qVR))
c'est-à-dire
,/._ 'ip.diqs/R) - Upq^R p-^ — q^R
Or d{qVR) = dq.VR + h%
donc par substitution
, pq . dR + ^{pdq - qdp) . R
' ^ ~ Iv^'S) ■ VR par conséquent en faisant
\etp'^ — q'^.R = N
m\ , M dx
on aura o) '^' = n7R'
où, comme on voit aisément, M et N sont des fonctions entières de x. Or z étant = log (^ii^- — ) on aura en intégrant.
"' \p-qy R/ ^ J N^R~^'=\p-q^Rj
11 suit (le là que dans la différentielle -^--- on peut trouver une infinité
de formes différentes pour la fonction rationnelle q qui rendent cette différentielle intégrable par des logarithmes, et même par une expression de la forme
log |c "*" ^ ^ j . La fonction q contient, comme on voit par les équations (2)
outre R encore deux fonctions indéterminées ^ et 5» et c'est par ces fonctions qu'elle sera déterminée.
On peut renverser la question et demander, s'il est possible de supposer
les fonctions p et q telles, (pie q ou prenne une forme déterminée donnée.
La solution de ce problème conduit à une foule de résultats intérressants, que l'on doit considérer comme autant de propriétés des fonctions de la forme
/^-^.. Dans ce mémoire je me bornerai au cas où-^ est une fonction en-
tière de .r, en essayant de résoudre ce problème général:
"Trouver toutes les différentielles de la forme -^^ on ç et R sont des
"fonctions entières de .r, dont les intégrales puissent s'exprimer par une
"fonction de la forme log ( ^ "*" ^ ^ „ ) .
■" ^p - g Y II''
En différentiant l'équation
N = p^--ffR, on obtient
(IN = 2pdp — 2qdqR — q^dR, donc en multipliant par p
pdN= 2p'^dp — 2pq(/q . R — pq^ . (IR^ c'est-à-dire, lorsqu'on remet à la place de ^y^ sa valeur N -\- q^R, pdN=z 2Ndp -j- 2q'^dp .R— 2 pqdq . R — pq^ ■ dR , ou
pdN= 2Ndp — q (2(pdq — q(/p)R -\- pqdR), donc, puisque
2 {pdq —qdp)R + pqdR = Mdx {2), pdN^ 2Ndp — qMdx
ou bien qM=z 2N . -^ — p . -j-
•* dx dx
donc
Maintenant —-doit être une fonction entière de.i-,- donc en désisiiant cette fonc-
tion par q on aura
^dp dN
FI suit de là que p . -- — doit être une fonction entière de x. En faisant
' Nds
N= {.V + «)"' (x + ff J-. . . . (.r +r/„)"'^
dlV m . nii 711,
Ndx x-^ a ' x+Ci'"' ' J + a.
donc
doit de même être une fonction entière, ce qui ne peut pas avoir lieu à moins que le produit {x •\- a) . . . (r -f- «,,) ne soit facteur de j). 11 faut donc que
/? = (.r4-«)...(.r+r/„)./;^ où /)j est une fonction entière.
Or - N=f — q''B,
donc
{x + «)- . . . (.r + «„)-. =1,^' {X + uf {X + «jf . . . (^ + «„)* — 9*^ • Comme R n'a pas de facteur de la forme {x -\- (if et comme ou peut toujours supposer que p et q n'ont pas de facteur commun, il est clair que
m ^ ?«j =: . . . = ?H„ = 1 et i2 = (.r + o) (.r + r/J ... (or + «„) . E^
où ^j est une fonction entière.
On a donc N=i {x + a) {x + «J . . . (.r -f- r/„) et R = N.Ri, c'est-à-dire N doit être facteur de R. On a de même p = Npi. En substituant ces valeurs de R et âe p dans les écpations (2.) on trouvera les deux équations suivantes
La première de ces équations détermine la forme des fonctions p^, q, N, et //p
et celles-ci étant déterminées, la seconde équation donnera ensuite la fonction ^. On peut aussi trouver cette dernière fonction par l'équation (a).
Maintenant tout dépend de l'équation
Cette équation peut bien être résolue par la méthode ordinaire des coefllciens indéterminés, mais l'application de cette méthode serait ici extrêmement prolixe et ne conduirait guère à un résultat général. Je vais donc prendre une autre route semblable à celle qu'on emploie pour la résolution des équations indéterminées du second degré à deux inconnus. La seule différence est, qu'au lieu de nombres entiers, on aura à traiter des fonctions entières. Comme dans la suite nous aurons souvent besoin de parler du degré d'une fonction, je me servirai de la lettre â pour désigner ce degré, en sorte que dP signifiera le degré de la fonction P. p. ex.
D'ailleurs il est clair que les équations suivantes auront lieu:
ô{PQ) = ôP-\-èQ,
d (/*"') z=mdP; de plus d {P + P') = ôP
si dP^ est moindre que ôP.
De même je désignerai, pour abréger, la partie entière d'une fonction rationnelle u par Eu,
ensorte que u = En -\- ii^, où àu^ est négatif.
Il est clair que
E{s+s')=E{s)-^E{s') donc E {s -\- s^) ^= E (s) lorsque ()*^ est négatif.
Relativement à ce signe, on aura le théorème suivant:
"Lorsque les trois fonctions rationnelles u, r et 2 ont la propriété que
"on aura E{it) = -j- E{v) si ôz < ôv.
En effet on a par la définition,
n = E{if)-\-u' v = E{e)-\-v' où au' et âv< sont négatifs; donc en substituant ces valeurs dans l'équation
{Eu)'^ + 2m' Eu + «'^ = {Eif + 2y' £<J + V^ + -
11 suit de là
(£;„)« _ (Ev)^ = - + î"* — ^t"" + 2.v'Ev — 2u'Eu = t, ou bien {Eu + Er) {Eu — £r) = t .
On voit aisément que et < di'; au contraire
(){Eu + £■?•) (£« — Ep) est au moins égal à ôv, si (£m + Ev) {Eu — £t') n'est égal à zéro. 11 faut donc nécessairement que {Ea-\-Ev){Eu — Ev) soit = 0, ce qui donne Eu = + Ev c. q. f. d.
Il est clair que l'équation (7) ne saurait sul)sister à moins qu'on n'ait ,){Xp^'') = à{B^(i^) , c'est-à-dire ,
ôN-^2dp^ = ÔR^ + 2')q d' où à{Nn^) = 2{ôq — 6p^-\-dR^).
Le plus grand exposant de la fonction R doit donc être un nombre pair. Soit dN^ il — 7)1, ôR^ ^ w -f- m.
Cela posé, au lieu de l'équation,
p^ .N — q^.Ri^i, je vais proposer la suivante
ou V est une fonction entière dont le degré est moindre que ^
Cette équation, comme on voit, est plus générale; elle peut être résolue par le même procédé.
Soit t la partie entière de la fonction fractionnaire -^ et soit t' le reste :
cela posé on aura:
9) R, = Nt-j-i',
et il est clair que t doit être du 2>«"" degré lorsque âN~7i — m et ôR^-Ti + m. En substituant cette expression de R^ dans l'équation (8), on en tirera
10) {p^^ — q''.t)N—ff.f = v.
Soit maintenant
on peut toujours déterminer t^' de manière que le degré de t^' soit moindre que m.
Pour cet effet faisons
t = «0 + «i-^" + '^'t^'^ «ama:*"
ti = (^o + fti^- + /^m-î^"*
cela posé, l'équation (11) donnera:
v.Sm
filx^--\- 2r;„,^,„_,:r^'-^+ (,5^,_, + 2,^„.;!?„._,).ï'-"'-'-+ (2,:)'„,^„_, + 2,?„_iP^,^)x^"-'+ etc. De cette écpiation on déduira en comparant les coefiiciens entre eux;
<^2>ii— 2 -^pm '
«2'»-4 SjVm
etc.
J'm— 2 ^'-m-^ '^i-'iii-2 • Po "^l'wi-Z • Kl • • •
ïl = «2 — 2,?2 • /^O — /^I*
7, = f^i — 2p'i . /5„ ^0 = «0 — t^ô" ■ Les m -\- 1 premières de ces équations donnent, comme il est aisé de voir dans tous les cas, les valeurs des m-\- 1 quantités /"„„ ,v^j, . . . /j„, et les m dernières équations donnent les valeurs de y^, y^, y, • • • J'm-i L'équation supposée (11) est donc toujours possible.
Substituant dans l'équation (10) au lieu de t sa valeur de l'équation (II), on aura:
de là on tire (^> = ^ + V + -^^^l + -^. En remarquant que
on aura par ce qui précède,
donc /^i ^ + 'i ■ *? + A 0" ^1^ < %;
et comme on peut prendre t^ avec le signe qu'on voudra,
En substituant cette expression au lieu de p^ dans l'équation (12), elle se changera en,
13) (^3^^%'if^q)N—q-' .s = v, où, pour abréger, on a fait Nt^' -\- t'=:s.
De cette équation il e^t facile de tirer
ou, puisque ^/iV^- s = i?, (car R^ = fN-\-t', s=Ni\ + /', et t = t^^-\-f'J,
(q _ t^N^ RyN V
Soit mainten.nnt
R^N=r^ + r', où â?'' < âr on aura:
(f-^)"=(Ty+f
Or on voit aisément que
K^ - if) < *(v)
et par suite e{^) = E (p^'—) ;
donc en faisant E {^ ! — j = 2/i,
q = 2^,^+(i^, où d/?i<d/9.
En substituant cette expression de q dans l'équation (13) on aura,
/î* . iV + 2tn^N (2//^ + /? J - ^ (4/. V^' + V|5,,5 + |5»') = «', c' est-a-dire
/^«(iV^+ A^it^N— 4*^*) + 2 (^iV— 2/u)j^,'?j — *,^,» = «>, ou en faisant pour abréger
on obtient
Puisque E Ç'^l'^) = 2//, on a
r -\- tiN:=: 2sfi -|- f, où de < d*, par suite la dernière des équations (14) donnera
De plus en multipliant l'expression de s^ par s, on obtiendra, *
ss, = Ns-\- A,ufi Ns — ^sy =Ns-\-t^^N^ — {2s fi — t^Nf. Or 2s^ — t^N=ii\,i\oncss^=Ns-\-t^''N'~-7\^, et r^^ -{-ss^ = Nis-{-t^'N); de même s -\- t^' N=i R^,
donc 16) r^''-i-ss, = NR.^ = IÎ
D' après ce qui précède on a i? = r^ -j- r'
donc r* — 7\- = ss^ — ?•', ou (r -f- 7\) {r — r^ = ss^ — r'.
Or dr' étant <dr, il suit de cette équation que
c' est-a-dire, puisque r — r^=ze, où df < d?-,
ôs -\- âs^ = âr -\- de .
Or ds > âe
donc âs^ < ôr.
On a de plus,
s = Nt^'-\-t', où d#'<(^^' et âti'<dt^, donc d*<(5'iV-f (5/i.
Mais JR = N{s-\-t^-N), par conséquent,
(57? = 2()f^ + 2dN, et puisque ôR = 2àr = 2à}\ ,
on aura àt^ -\- ôN = ôr^^ .
On en conclut ds < ô}\.
L'équation /^l'iV — q'-n^= v est donc par ce procédé changée en celle-ci,
OÙ ôr^ = ^ôli = u, ^.îj < cV,:? et ds < n, ds^ < «. On obtient cette équation, comme on vient de voir, en faisant
t^ étant déterminé par l'équation,
t = t^' + t^\ où èt^'<:dt^ et f = E (^), et ft étant déterminé par l'équation,
où 7-' + ?■' = 7?i iV, * = A7/ + 7?^ — A7 De plus
11 *'agit maintenant de l'équation (la).
Résolution de l'équation:
où ôs < iir^, ôs^ < è}\, ôv < ér^, dii^^ < d/î.
Divisant l'équation,
par sjj^% on obtiendra.
On tire de là en remai-quant que (5 (— -| ^ ) '^^ \~)-
donc £;(|-) = £(^).(1±1),
oii l'on tloit prendre le signe -f-^ ♦'îH' l£iu<^i"o signe ferait E T '^ ] = 0, donc
donc en faisant E ('-^jz=zii^,
/5=2/?j.^t^ + ^„ où àt]^<S^^ Substituant cette valeur de /5 dans l'équation proposée, on aura,
ou bien
où ?-2 = 2// i*j — r^ , *2 = * + 4?-j^( , — 4*j/( j^
L'équation E T-^" j=z://^ donne,
On obtient par là
donc il est facile de voir que
L'équation (10) a par conséquent la même forme que l'équation (20); on peut donc appliquer à celle-ci la même opération, c' est-a-dire en faisant
''^ ^ ^ (?) ' ''^ "= -v^-f- ^z, tK = ^i'-^^ + th ,
on aura s^ . ^/ — 2r^!i^f-;^ — s.^ . tK^ = + '^
où ?.^ = 2//2.V3 — ?-.^ = r.^ — 2f2,
*3 = -^ + 4>V'.2 — 4*-z/'2^ = *i + 4^2^/^, et (5-/?3 < (T/!?^. En continuant ce procédé, on obtiendra, après n — 2 transformations, cette équation :
21) *„ . /5^,_, — 2r„ . p„_, . tin — *„-! . /?/ = (— 1)"-' . V,
où (V/?„ < (),:?„_ i .
Les quantités *„, ?■„, //„ sont déterminées par les équations suivantes:
''•—^(tt)'
A ces équations on peut ajouter celles-oi:
^'n /'n'y II ~t~ ^MJ
''ri = ''n-l 2f„_l ,
Or les nombres ôrJ, ô-J^, d[j^, . . . ôii,,, etc. l'orniant une série tléeroissante, on doit nécessairement après un certain nombre de transformations trouver un /j„ égal à zéro. Soit donc
r équation (21) donnera en posant w = ;»:
22) *„. . ,^"-„,-i = (— ir^'.
Voilà l'équation générale de condition pour la résolubilité de l'écpiation (19)s„ dépend des fonctions s, s^, r^; et |J„,_i doit être pris de manière à satisfaire à la condition,
ès,„ + 2(ï, Vi < Sr.
L'équation (22) fait voir que pour tous les s, s^, et 7'^ on peut trouver une infinité de valeurs de r, qui satisfont à l'équation (19).
En substituant dans l'écpiatiou proposée au lieu de v sa valeur ( — l)"""^ . s,n ■ P^n.-i5 on obtiendra,
s^ . ,r — Sr/i?^ — s . ^,;- = (— 1)"- . s„, . -.\^, , équation toujours résoluble.
On voit aisément que ,j et ,j^ ont le facteur commun (j'„_i. Donc si l'on suppose que ^ et (j^ n'ont pas de facteur commun, ,*?„._i sera indépendant de X. On peut donc faire i"7„,_i = 1 , d'où résulte cette équation, s, . fl"- - 2;\,^,^, - s . fi^'^ = (_ l)"-'^,,.. Les fonctions ^, ,5^, j^'j? • • • sont déterminées par l'équation,
(■?„_! = 2//,„>„ + ii„_^^ , en posant successivement w^ 1, 2, 3, . . .m — • 1 et en remarcjuant que ^,,,=0. C'est-à-dire:
Pm-^ ^= 2^<„i_i . /^m_l ,
Pm-3 = 2//„^_2 . ;Jm-2 ~\~ l'm-l j
Pm-i '^f'm-3 - Piii-3 ~T~ Piit-25
/5 =2/»^. /?, + /?„ Ces équations donnent:
Pi ' ^ ^ /M '
Pm-2 ~'""'"^ ' (?>m-^\
V Sm-1 /
On en tire par des substitutions successives:
On aura donc les valeurs de /? et de {i^ en transformant cette fraction continue en fraction ordinaire.
En substituant dans l'équation,
pour V sa valeur ( — 1)™-^ . s„„ on aura,
OÙ 5^ =2At./î + p\,
donc ^==,^+l=,^+_l
or | = 2/t + 4^;
par conséquent,
2jJLm-l •
L'équation p^^N — q^.B^^^v,
donc en supposant m infini :
q —^ iV '
donc K^^.^+1^ 1
2[X3 + etc.
On trouve donc les valeurs de p^ et de q par la transformation de la fonction 1/ -~ en fraction continue. ")
Soit maintenant v = a, et l'on aura,
Donc si l'équation,
est résoluble, il faut qu'au moins une des quantités,
s, Sj^jS^}--- *m etc.
soit indépendante de x.
De l'autre part, lorsqu'une de ces quantités est indépendante de .r, il est toujours possible de trouver deux fonctions entières p^ et q qui satisfont à cette équation. En effet lorsque s„, = a, on aura les valeurs de p^ et de q en changeant la fraction continue.
*) L'équation ci-dessus n'exprime pas une égalité absolue. Elle inclique seulement d'une manière abrégée comment on peut trouver les quantités f j , [j., [Xj , [j-j • • • Si toutefois la fraction continue a une valeur, celle-ci sera toujours égale à
2[J.ni-l
en fraction ordinaire. Les fonctions s, s^, s^ etc. sont en général, comme il est aisé de voir, du degré (n — 1), lorsque NB^ est du degré 2«. L'équation de condition,
donnera donc i/ — 1 écjuations entre les coefficiens des fonctions N et R^•, il n' y a donc que n-j- 1 de ces coefficiens qu' on peut prendre arbitrairement, les autres sont déterminés par les équations de condition.
De ce qui précède il suit qu'on trouve toutes les valeurs de R^ et de iV qui
rendent la difféi'entielle — ^ "^ intégrable par une expression de la forme
log (P±
qV{R,N) \ q ViR^N) )'
en faisant successivement les quantités s, s^, s^.. . *„. indépendantes de .v. Puis(jue j/ =p^N, on a de même,
J V{RiN) "= \p^y/N- qs/Rj'
ou bien
\J v{RxN) " \y^N-VRi /
ou
23) ly = f + 1- 1
2am-i
en supposant ■?„ égal à une constante.
Les quantités R^, N, p^ et q étant déterminées comme on vient de voir, on trouve <} par l'équation (o). Cette équation donne, en niettant p^N au lieu
de p et p au lieu de -^^,
Il suit de là que
âç = dp^-\-âN— l — âq = <^/) — ()// — 1. Or on a vu que ôp — âq = n, donc
âç ^n — 1.
Donc si la fonction R ou R ^N est du degré In, la fonction q sera nécessairement du degré n — 1.
Nous avons vu plus haut que
mais on peut toujours supposer (pie la fonction N est constante. En eflet on a ,
et par consécjuent,
r P<^-r _ 1 ,„„ ( p,VN+qVR, Y ^ i ^f,„( Pr^N+q^R, + '2p,q V(^R^ N) X J VR.N —^ ^\p,VN-qVR,) '-^ ''^p:'N+q'^R^--lp^qv{R,N))'
c'est-à-dire, en faisant p^^ N -\- q'R^ =^p' et 2p^q = q',
J VR "~ ' \ p'-qWR ^' Il est clair que />' et q' n'ont pas de facteur commun; on peut donc toujours poser
Au lieu de l'équation p\N — q^R^=z 1, ou a donc celle-ci,
p''' — q"'.R=l, dont on obtient la solution en faisant iV= 1 et mettant R au lieu de R^. Ayant N=l, on voit aisément que
donc
2jJ.m-i
Ayant déterminé les quantités R, r, ft , p^. . . //„^i par ces équations on
aura :
]J VR ~ * \p'-q"/R >''
dp
lou p ^ — . -f-,
^ • q' as
ce qui résulte de l'équation (5) en y posant N=^l.
On peut donner à l'expression log (^^ ^^/ ^ ^ ^^ ) une forme plus simple, '■ ^ "^ \p^\/ N - q\/ K^/
savoir la forme,
'"» \p,vN-qVRj loo- (t.VN^VR, \ , ij,„ f^^ + ^^^ , lo, f Z2±V^^ ... + 10- f/"^^^) ,
ce qu'on peut démontrer comme il suit:
on a par la théorie des fractions continues,
De ces équations on tire par l' élimination tle //,^i :
donc a„ . ,^,„_i — ,i',„ . „„_! = (— l)"-i , ce qui est connu. Les deux équations («) et {b) donnent encore:
Il suit de la
Or on a
f^.iV— ^*„. /?, = (- 1)-^^..
donc en substituant,
Or, d'après ce qui précède, on a
donc
r„_^ = (— 1 )"'-i . («„_i . «^2-^— /9„._i . /5V2 i?i). Soit
c„ = «„l/iV+^„Ki2j, et z'^ = a^VN—i3^VRi, on aura en multipliant,
or on vient de voir que '
«-i^m-i — Um-i .{i^ = {— 1)'-S et que «„«„_jiV— /?^ . /^m-, ^i = (—1)" 'Vï
on tire de là
et de la même manière,
on en tire en divisant:
c'est-à-dire en multipliant par — "" '
En faisant successivement m = \, 2, 3, . . . w, ou aura.
a, Tj + \/-B zo
z'a r^ - VR 2'i
d'où l'on tire,
z,. zo^ r^ + VR r^+\/R r^ + \/R _ >-..+ \/fi
^^T "s^ ■ ri - v/J« ' »-2 - v//î ' r^- VR ' ' ' ' r,.-VR
Or
et donc
z,=u,vN+pyR.=fy^+vRi'
3,„ g. y/JV+p,. v/J?i
z'„ a™ \/iV- p,. /^i
26) log (^:^^E±h^^
En dififérentiant l'expression ^ = log (" °^- v/-^+ ^- ^^' .^ on aura après les
réductions nécessaires :
. 2(^,„ rfg. - p. rfa„ ) iYJ?i - g- p. {R^dN- NdRJ
~ (a2„Ar-p2„7?J/A.Bi)
Or
donc en faisant
27) (-ir'.p. = a(«.-g. -^.^)iV/f.-«„^.(^i^"^),
on aura
et donc
ou bien
r<?m dx
dx
VR
=iosr-^^+^-^o+io.^r^^+^-"Wioc>r-!v^^u...+iogr '"''"'''' y
Dfins cette expression s„ est tout au plus du degré (?î — 1) et p„ est nécessairement du degré {n — 1 -j- èsj), dout on peut se convaincre de la manière suivante.
En différenti.int l'équation
29) al^ . N-^l . 72, = (- 1)—.*.,
on trouvera la suivjmte:
OU en multipliant par a^N,
alN{2Xda,„ + a^dN) — 2a^ii^d-]r„NR^ — tJla„NdR^=: (— 1)"-' .a„Nd,9„. ^Mettant ici à la place de «^iV sa valeur tirée de l'équation (29), on aura, (--ir-'s^(2Xda^-\-f<„dX)-\-,'i„(2NR^f]^da„-\-a^(3^RdN-2u^d,i,„NR^—i^^^^^
= ( — l)"'-^ce„Nds,„, c'est-à-dire, fir.{2 («„<.'„— ,'7„rf«„.) NR^ — «„.^„ {R^dN— NdR^)) = (— l)"-i (*.„(23W«„ + a„dN) — arnNds^). En vertu de l'équation (27) le premier membre de cette é(|uation est égal à /^«( — ly-^ ç^dx: donc on aura,
'?n\ p , 2VVria„ , a„rfiv \
\ dx dx J
'2Ndt_ . a„rfiVN Nds„ (f
dx
Puisque ds„, < j}, le second membre de cette équation sera nécessairement du degré {ds„ -f ON -{- àu„ — 1).
Or de l'équation (29) il suit que
donc âç^ = ôs^ + M±^^ _ 1 ;
or (5i^^+(57^J=2^^,
donc âç„ = (Jj'^ + w _ 1,
c'est-à-dire, (>„ est nécessairement du degré (âs^ -j- ?< — 1).
Il suit de là que la fonction — est du degré (« — 1).
Faisant dans la fornuile (28) N=l, on aura t^ = r, et par conséquent où, suivant l'équation (50),
L'équation (28) donne, en faisant *„. = «,
52) /"i^^ioo-r^y^^^jV^Wio-r^'+^^w -noo-r™^^^')
où
et lorsque N^\,
53) Z:^ = log r'-:±^W log r'vt^^ . +ioc.(^':î!^-:^^
où p :^ 2 '^-...
D'après ce qui précède, cette formule a la même généralité que la formule (52) et donne toutes les intégrales de la forme / ^, où p et iî sont des fonctions entières, qui sont exprimables par une fonction logarithmique de la forme log f-^ + ^^-^V
Dans l'équation (28) la fonction — est donnée par l'équation (50). Mais
on peut exprimer cette fonction d'une manière plus commode à 1" aide des quantités t^,r^, r^, etc. //, /z^, //^ . . . etc.
En effet soit
on aura en différentiant,
r+\/R r -VR
OU en réduisant,
r .dRindr 1
Or nous avons vu plus haut, donc en multipliant par s^^_^
*m • *m-i ^^^ *ra-i *m-2 "T '*."in-i • *m-i • ^'m-i '**m-i • /'m-iS
c' est-à-dire,
vfr 'm '^'^ïa— 1 /'ni— 1 ^ m— j 9
donc en substituant cette quantité,
"m • "III— 1 "m— 1 • "m— 2 | ' rn— 1 m 5
d'où l'on trouve par transposition,
Il suit de cette équation que r^ -\- *„ . *„^j a la même valeur pour tous les m et par conséquent que
*'ni ~r *>» *'»-i ^^^ ^"i" ~r **i !
or nous avons vu plus haut que, r^ -\- ss^ = R, et par suite,
54) jF? = ?■=„ + *,„. *„._!.
Substituant cette expression pour R dans l'équation (55') on aura après
les réductions convenables:
, 'ldr„ ds., r,„ rf«„-i /„
^ *'" ~vR ^ ■ 'VR «^ ' VR ' mais puisque /•,„= 2*m_i /f„^-i — ?m_j, le terme — ^°'~' • -^- se transfornic
en — 2(<„,_, . ^''~' -I ^^ • -i^^ • On obtiendra donc,
' * VR «".-i /«
dz^ = (2.//V - 2/'.-, rf.'.-.) • 7-^ - — • 7^ + -z:t • 7« '
et par l'intégration,
Cette expression est, comme on voit, une formule de réduction pour les
intégrales de la forme /— . -^ . Car elle donne l'intéffrale /— ^- -^
par une autre intégrale de la même forme et par une intégrale de la forme
/*—^, où t est une fonction entière.
Mettant dans cette formule à la place de m successivement m — Im — 2, . . . 3, 2, 1, on obtiendra m — 1 équations semblables, dont la somme produira la fonnule suivante (en remarquant que ?'o=2*/f — i\ = t^N en vertu de l'équation ^j -f- ti^=^ 2,s^i).
-\-J 2{(h\ + (b\ -\-(b\-\-...-\- dr^ — // ds — fi^ds^ — fi^ds^ ... — // m-i ds „_j) -— .
— ">~7? * Différentiant l'expression
on aura après quelque réductions,
,^ 2dt.^NRi — t^{R^dN— NdR^)
{t^^N—R^WH Or on a
substituant donc cette valeur de li^ dans l'équation ci-dessus, on trouvera
dz = {2Ndt^+t,dN)^-^. '^, donc en intégrant
J s \/R ^ il 1 > ^/R
L'expression \o\vc j -^ ■ -^ se transformera par là en celle-ci,
-\-j-p^{Ndt^-\-\t^dlS-\-di\-\-di\-Y----\-dr„, — /'f/*— /'//•?!— ••• — /'m-i^/-ym-i), c'est-à-dire, en mettant à la place des quantités z, z^, «o» • • • J'"urs valeurs,
36) f^ . JJ:-
' J s. VR
oo
Cette formule est entièrement la même que la formule (28); elle donne:
O/ ) — . (lx= —
+ 2(Tf/^, + ^t,dy + rfn + . . . + r/;-„ - ^ids - f^^ds^ - ... - fu-rds^-,). Mais l'expression ci-dessus dispense du calcul des fonction «„ et ,j„.
Si maintenant *„ est indépendant de x, l'intégrale f—^- "* s'évanouit et on obtient la formule suivante:
Lorsque dans l'expression (56) ]V= 1, on aura f^ =r et par suite:
et lorsqu' on fait *„ ^ « :
En vertu de ce qui précède, cette formule a la même généralité que (58), et donne par conséquent toutes les intégrales de la forme /— , où ^ est une fonction entièie, qui peuvent être exprimées par une fonction de la forme
loo- (P+^v'Ji)
Nous avons vu ci-dessus que
2[j.j etc.
donc, lorsque N=l,
En général les quantités ^o, fi^, fi^, fi^... sont différentes entre elles. Mais lorsqu'une des quantités s, s^, s^. . .s„ est indépendante de .r, la fraction continue devient périodique. Cela on peut démontrer comme il suit.
On a ?'m+i+*m-*m+i=-'? = ^''' + *»
donc, lorsque s^^n,
Or ^>'in+j = (5r, as < (5r, ().y„^.j < dV. Cette équation ne peut donc subsister à moins qu'on n'ait en même temps,
Or puisque ^^^ =e(^^"^),
on a de même /.ij^^^ = a . E(-^j; mais E(^J==/ii,
donc ii,^^^=ftft.
On a de plus
donc ayant *m = «5 ^'m+i = ''^ /'m+i =: «/' 5
on en conclut "^m+2 = ''^(l H" 4/'»' — 4/'^*);
or *j = 1 -f- 4//?' — 4/<V,
donc s^^^ ■= as^
On a de même i\+^ = 2/v+j*„+j — r^^^ =: 2fjs — r,
et ï'j = 2fjs — ?*,
donc r^+2 = ^'1 5 d'où l'on tire
donc //„+j = ^ .
En continuant ce procédé on voit sans peine qu'on aura en général:
Le signe -|- doit être pris lorsque n est pair et le signe ■"— dans le cas contraire.
Mettant dans l'équation
n à la place de s^, on aura,
('•m — r) (?•„ -\-r) — s — as^. , .
11 suit de là
^ m '% *in-l
a Or /,, = £(^), donc ^i^=.-^.E{r);
c'est-à-dire fi^ = — .r.
On a de plus t-^ + 7Vi = 2*n,-i/"m-i ,
c'est-à-dire, puisque r^ = r, s^_i = ~.
Or r -\-r^=i 2s fi , donc
On a . r^_ 1 4- *„_i . *^_2 = 7-2 -f ^;y, ,
c'est-à-dire, puisque *„_i = — ,
(^'m-l + ''i) (''ra-1 — ^-l) = ^ («*1 — *m-2).
Or nous avons va que
donc en substituant,
2 ('Wi + ^i)(/'m-i — «/') = «"^1 — *m-2-
Cette équation donne, en remarquant que à (r^^^^ + ^j) > ^ («*i — ^m-a)»
et par conséquent r^., =?\.
Par un procédé semblable on trouvera aisément,
et en général:
eO\ I *'>i»-n ^'n-1 J *m-n O , S„_i
■ptioii
A) Soit m un nombre pair = 2k.
Dans ce cas on voit aisément, en vertu des équations (41) et (42), que les quantités r, r^, r^ r^.. . s^ s^, s^. . . /ti, ^^^ /"a • • • forment les séries suivantes :
0 1 2 ... 2k-2 2k-l 2k 2k-\-i 2k-\-2 . . . Ak-1 Ak 4k-\-l U+2 Ak+5 4A-+4
i\ etc
aSj
*2 etc.
Ufl
afi
^l^ etc
B) Soit m un nombre impair =2A- — 1. Dans ce cas les équations
et s^i^^^i = a
donnent pour ?< = k^
Si:_i = a^^ ■ Sk.ij donc a= 1.
Les quantités r, r^ , etc. s, s^ etc. ^i , fi^ etc. forment les séries suivantes :
1 2 . . . k—2 k—i k k-\-l . . . 2^—2 2k— 1 2k 2k-\-l 2k-^2 etc.
*ft-2
*A-1 *A--2 /'fc-1 ,"ft-2
^ft-2 *fc-3 i"A-3
etc.
etc.
etc.
On voit par là que, lorsqu'une des quantités s, s^, s^ . . . est indépendante de X, la fraction continue résultant de }^Ii, est toujours périodique et de la forme suivante, lorsque *„, = «:
a ^ etc. ^. ^ 1
Lorsque m est impair, on a de plus a = 1 , et par suite :
2ij.j + etc.
Le réciproque a également lieu; c'est-à-dire, lorsque la fraction continue résultant de YR ^ 1^ forme ci-dessus, s^ sera indépendant de x. En effet soit
on tire de l'équation ?■„, = s^ . //„ -|- ^m ,
Or r„ = r„_j — 2f„_i, où âe^_^<dr, il est clair que i\=r-\-y,^, on dy^<âr. On tire de là
et par conséquent s^ = a, ce qu" il fallut démontrer.
En combinant cela avec ce qui précède, on trouve la proposition suivante : "Lorsqu'il est possible de trouver pour y une fonction entière telle, que
"la fraction continue résultant de YR sera périodique, et aura la forme suivante :
2^^2ir;+etc.
"et réciproquement, lorsque la fraction continue résultant de YR a cette forme,
"il est toujours possible de trouver pour ç une fonction entière qui satisfait à l'équation, ^
J >/R — ^\y-VR )' "La fonction y est donnée par l'expression suivante:
2iJ-i +-;i — ■
Dans cette proposition est contenue la solution complète du problème proposé au commencement de ce mémoire.
Nous venons de voir que, lorstjue s ^ est indépendant de .r, on aura toujours s =s , et lorsque s est indépendant de x, on aura s^ = cs^_ , où r est constant. Le réciproque a également lieu, ce qu'on peut démontrer comme il -suit:
L Soit d' abord s, ^s, ,
On a 1'"^^ ^ 4- s, . s, =z rf 4- s, . s,
or *, =^2' <ïo»c r,. = r^. ^ .
Déplus r^ = f,^.s^-\-f^,,
*'fc-2 ^= f'k-i *A-2 + ''a-2 '
donc r^ — i\_^ = *, (/', — ^i,_^) + ^, - *,_, •
Mais r, = r, r, =i\ A-2,t, ,
donc en substituant,
Cette équation donne, en remarquant que ^f).<às^.; ^f^._ <^*fc_2'
Or r^ = r^ — 2«^, donc, en vertu de la dernière équation,
, donc, en vertu d et puisque v^_^ = ^'a. — ^f^, on en conclut,
donc * = jT .
fc+ 1 A— 3
En combinant cette équation avec celles-ci,
on obtiendra,
Or on a, 7-^,^^ = v^^, et r^^ = >y^ - 2,^^,
par conséquent, 0 = s^^^ (c,^^^ - f,J + e^^^ + e^^ .
Il suit de là, // =z u^
Eu continuant de cette manière, ou voit aisément qu'on aura en générai:
k+u A-ii-l' ' A+.. rk-n-2'' k+n A-.U2-
En posant dans la dernière équation n = k — 1, ou trouvera,
Or il est clair que s_^ est la même chose que 1; car on a en général,
donc en faisant vi^O,
mais R = i'- -\- s, donc *.i = 1 , et par conséquent,
Vi = ^•
II. Soit en second lieu s^ = cs
On »' ^ = f\. ■ \ + ^A- et V, = //,^ . *,^ + f,^ ,
•*""*•' 'a - ^.x = *..! (^/'a - f'kJ + 'A - ^A.r
Or, ,.^_,.^_^=_2.^ ^, donc,
0 = *A-t(''-"A-/Vl) + ^A+'A-l-
Cette équation donne,
J_ Donc des équations.
f'k=--flc-l' 'k = — h-l-
'\ — Vi = - 2^,_. , ^•,+, — ^ = — 2^,,
on obtient en ajoutant, On a de plus,
^A+1 + *t • *A+i — ^k-1 + Vi • *fc-a'
et
puisque,
t-i et*,=
on
en conclut
En continuant de cette
manière,
on :
aura,
'le *■ 5
c'est-à-dire, s^^ est indépendant de a:.
Cette propriété des quantités s, s^, s^ etc. fait voir que l'équation s —a est identique avec l'équation s^= a^^ . s^_^ et que l'équation ^^^^ = 1 est identique avec l'écpiation s^= .y^^. Il suit de là que, lorsqu'on cherche la forme de R qui convient à l' équation s^^= a, on peut au lieu de cette équation poser .Vj= «'^'. *, j, et lorsqu'on cherche la forme de R qui convient à l'équation .ç^j j^l, il suffit de faire *^=:*^ ,j, ce qui abrège beaucoup le calcul.
En vertu des équations (41) et (42) on peut donner à l'expression (iO) une forme plus simple.
a) Lorsque ?« est pair r= 2A", on a:
ijvjî ('^''+^^''i+ • • • +ff^\-l + ¥'\—^'ff^—^'lf^^l— ■■■ — i"t_/*i_i)
b) Lorsque m est impair ^2k — 1, on a:
Pour appliquer ce qui précède à un exemple, prenons l'intégrale
r 9ji^ .
J Vi^* + OLj;^ + P-a^* + yj + 8) On a ici dR = 4:, donc les fonctions s, s^, s^, s^ . . . sont du premier degré, et par suite l'équation *„ = const. ne donne qu'une seule équation de condition entre les quantités «, /■?, y, d, f.
Faisant
ou aura.
r=x*-{-ax-{-b, s=c-\-ex. - . , ;;
Pour abréger le calcul, nous ferons c = 0; donc s = ex, et par conséquent,
c' est-à-dire
fi = \- — , f = b.
De plus
r^ = r — 2( = x^-\- ax -\- b — %b ^=. x'^ -\- ax — b,
x'^ + ax — b
ae , e^
Soit maintenant en premier lieu
Alors l'équation,
*j = constant.
donne 6 = 0,
par conséquent, r ^x^ -\- ax.
c'est-à-dire, puisque // = , s = ex,
J V ((x2+ axf+ex) **° Vx2+ ex - ;/ -R /
Cette intégrale se trouve aussi facilement en multipliant la différentielle en haut et en bas par x.
Soit en second lieu s^ = constant.
Dans ce cas la formule (45.) donne, k étant r^ 1,
^ f^n «"■+i'"-.-..*)= kK^)+ è loi(^) •
Or r équation s^ = const. donne s^ = es, donc,
— X -\ h 1 = cex.
L'équation de condition sera donc —^4" 1 = 0, c'est-à-dire,
e e = — ^ab
donc R =1 {x^ -\- ax -f- hf — ^abx.
De plus, // étant = ^i^, r =z x"^ -\- ax -{- b , r^ = .r' -f- ax — h, on aura
la formule,
./ V((s^ + aj; + b)^-iabx) " \s^ + as+b - ^R J'^^ ^\j^^ + as-b - </ R J '
Soit en troisième lieu *3 = const.
Cette équation donne 6=5^, c'est-à-dire,
On tire de là,
e = ^2b{a±V{a-'-\-Ab)).
La formule (44) donne par conséquent, puisque k z= 2,
/(.jj- + 3 fl + A •(« - + 4*)) . ds y ((j-2 + ffx + 6)2-26jr («+ /«'^ + b))
~ "Vx^ + ax + ô-v/i?/ ^ •■' Var^ + flj^-A.^jîy- Si par exemple « = 0, i=l, on aura cette intégrale:
./ \/'{(s-' + ir--4j;) ' V2 + 1 - V ((x2 + l)2-4ay " ^ J^^.i . v/((x2+ 1)2 -4j')/
Soit en quatrième lieu .v^ = const. Cela donne s^=zcs^, c'est-à-dire:
On en tire, en comparant les coefficiens et ensuite en éliminant c,
(P ^ Aobf = i6b^ — e{e-\- Aab), ^ _)_ 6rt6 . <> = 8^»' — 8rt'^*%
<• = — 3a6 =F V^C»^'' + «'^^) = — * ((3« + !/(«' + 8^)). En vertu de cette expression la formule (43) donne,
n (6j + j«-jv/(a2 + 8&))rfj ^ ^ f x"^ ^ ax ^h ^ s/ R \
J |/((.r2 + flj + 6)i-6(:ia+ t/(a2+86))j-) " Vx^ + flj+ 6 - y/^ /
, ,^ /x2 + .x-6+^7?\ ■ /x2 + ax + ia(a-v/(a2^86))+/J?x
^ " Vx2+«x-è -■/iî/ ' ^ " Vx2 + flj + io (a -■/(«* + 86)) - /*^
Si l'on fait p. ex. o = 0, b-^^, on obtiendra:
De cette manière on peut continuer et trouver un plus grand nombre d'intéo;rales. Ainsi p. ex. l'intégrale
peut s'exprimer par des logarithmes.
Nous avons ici cherché les intégrales de la forme / -?-^ qui peuvent s'ex-
primer par une fonction logarithmique de la forme log f ^- — /jt) ' ^" pourrait rendre le problème encore plus général et chercher en général toutes les intégrales de la forme ci-dessus qui pourraient s'exprimer d'une manière quelconque par des logarithmes; mais on ne trouverait pas d'intégrales nouvelles; car le théorème suivant très remarcjuable a lieu:
"Lorsqu'une intégrale de la forme / -~^5 où q et R sont des fonc-
"tions entières de x, est exprimable par des logarithmes, on peut tou- "jours l'exprimer de la manière suivante:
"où A est constant, et /? et «y des fonctions entières de ar." Je me réserve de démontrer ce théorème dans une autre occassion.
.:( IM» I i>!
Recherche sur la série
J^i Ton fait subir au raisonnement dont on se sert en général où il s'agit des séries infinies, un examen plus exact, on trouvera qu'il est en entier peu satisfaisant, et que par conséquent le nombre des tbéorènies, concernant les séries infinies, qui peuvent être considérés comme rigoureusement fondés, est très limité. On applique à l'ordinaire les opérations de l'analj'se aux séries infinies de la même manière que si les séries étaient finies, ce qui ne me semble pas permis sans démonstration particulière. Si par exenjple on doit multiplier deux séries infinies l'une par l'autre, on pose
K + "i + "i + "3 + '-t<-'-) (''0 + ''1 + ^'2 + *'3 + etc.)i=?/o^'o+K ?^4-«i*'o) + ("0 *'2 + «1 ^\ 4- "2%) + etc. . . . + (wo''^»+ «1 «^«-1 + «2*'«-2+ • • • + >'n ?'o) + etc. Cette équation est très juste lorsque les séries «„ ~l~ "1 -f~ • • • ^^ ''0 + '^i"l~--sont finies. Mais si elles sont infinies il est d'abord nécessaire qu'elles convergent, car une série divergente n'a pas de somme, et ensuite la série du second membre doit de même converger. C'est seulement avec cette restriction que l'expression ci-dessus est juste; mais, si je ne me trompe, jusqu'à présent on n' y a pas eu égard. C est ce qu'on se propose de faire dans ce traité. U-y-a encore plusieurs opérations semblables à prouver, p. ex. le procédé ordinaire de la division d' une quantité par une série infinie, celui de 1" élévation d'une série infinie à une puissance, celui de la détermination de son logaritbme, de son sinus, de son cosinus, etc.
Un autre procédé qu'on trouve fréquenunent dans l'analyse, et qui assez souvant conduit aux contradictions, c'est qu'on se sert des séries divergentes pour l'évaluation des valeurs numériques des séries. Une série divergente ne
peut jamais être égale à une quantité déterminée: elle est seulement une expression jouissant de certaines propriétés, qui se rapportent aux opérations auxquelles la série est sujette.
Les séries divergentes peuvent quelquefois servir avec succès de symboles pour exprimer lune on l'autre proposition d'une manière abrégée; mais on ne saurait jamais les mettre à la place des quantités déterminées. Par un tel procédé en peut démontrer tout ce qu'on veut, l'impossible aussi bien que le possible.
Vue des séries les plus remartfuables dans l'analyse algébrique est celle-ci: m 1 m{m-l) - . m{m-l)(m-2) , , 7» (;«-!) (>«-2). ..(m-(»-l))
^"•"-T ■! rT2~ "1 îTâTs"- +-^ 1.2.3 ...« -^ +®**^-
Lorsque m est un nombre entier positif, on sait que la somme de cette série, qui dans ce cas est finie, peut s'exprimer par (l-j-.?)"'. Lorsque 7u n'est pas un nombre entier, la série ira à l'infini, et elle sera convergente ou divergente, selon les dift'érentes valeurs qu'on attribue à wj et à .r. Dans ce cas on pose de même l'équation
(l + .rr = l + -f ..r + ^^.-^-^ + etc.
mais alors l'égalité exprime seulement que les deux expressions
(l + ,-)".et l + ^.r-f-"^.r^+...
ont certaines propriétés communes desquelles, pour certaines valeurs de m et de X, dépend l'égalité des valeurs numériques des expressions. On suppose que r égalité numérique aura toujours lieu, lorsque la série est convergente; mais c'est ce qui jusqu'à présent n'est pas encore démontré. On n'a pas même examiné tous les cas où la série est convergente. Lors même qu'on suppose l'existence de l'équation ci-dessus, il reste pourtant à cbercher la valeur de (l-f--^)*"» «-'ar cette expression a en général une infinité de valeurs différentes, tandis que la série 1 -|- tn.r -f- etc. n'en a qu'une seule.
Le but de ce mémoire est d'essayer de remplir une lacune par la résolution complète du problème suivant:
"'Trouver la somme de la série
l-ir"- r^-"^"^ x" + m{mA){m-%) ^.3 , ^^^ ~ l '1.2 ~ 1.2-3 ^
"pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x et de in pour ies-
"quelles la série est convergente."
Nous allons d'abord établir quelques tbéorèmes nécessaires sur les séries. L'exellent ouvrage de M. Cauciiy "Cours d' analyse de V école polytechnique", qui doit être lu par tout analyste qui aime la rigueur dans les recherches mathématiques, nous servira de guide.
Définition. Une série quelconque
«V + «'i + *'2 + • • • + «^m etc.
sera dite convergente, si pour des valeurs toujours croissantes de m, la somme Vç,-\-v -|- ...-)-«?„, s' approche indéfiniment d'une certaine limite. Cette limite s'appellera la somme de la série. Dans le cas contraire la série sera dite divergente, et elle n'a pas de somme. D'après cette définition, pour qu'une série soit convergente, il est néccessaire et il suffit que pour des valeurs toujours croissantes de w, la somme %, + ^'n,+i + • • ■ + î'm+n s'approche indéfiniment de zéro, quelle que soit la valeur de n.
Donc, dans une série convergente quelconque le terme général v^ s'approchera indéfiniment de zéro ).
Théorème I. Si en désignant par ç^, ç^, ^^ . . . une série de quantités
positives, le quotient -?^ pour des valeurs toujours croissantes de m, s'approche indéfiniment d'une limite a, qui est plus grande que 1, la série
fo Po + ^ Pi + «, P2 + • • • + '^n, pm + • • •
OÙ f m e**t ïi"6 quantité qui pour des valeurs toujours croissantes de m ne s'approche pas indéfiniment de zéro, sera néccessairement divergente.
Théorème II. Si dans une série de quantités positives (^o H~ Pi H~ Pa • • • 4- Q^ le quotient ^^ pour des valeurs toujours croissantes de m s'approche indéfiniment d'une limite, (pii est plus petite que 1, la série
fo Po + f 1 Pi + f.2 P2 + • • • + ^m Pnp
OÙ f^, f^, f^ etc. sont des quantités, qui ne surpassent pas l'unité, sera nécessairement convergente.
En effet d'après la supposition on peut toujours prendre m assez grand pour que p,„+i < «()„, (),„+3 < «?,„+,, . . . (;,„+„ < a()^+„_i. Il suit de là que Pm+k < "-''" • pm et par suite
♦) Pour abréger, on signifiera dans ce me'moire par o une quantité qui peut être plus petite que toute quantité' donne'e.
P,„ + Pm+l + • • • + Pm+n < ?■„+„ (1 + « + «*+... + «'')< -j?^,
donc a plus forte raison
fm Cm + ''m+l Pm+i + ^m+n Cm+n < -^~ •
Or pm^.,. étant <«* . p^, et « < 1, il est clair que p.^ et par conséquent la somme
fin Pin + ''m+i • Pm+l 4" • • • 4" ''ra+n Pm+n
aura zéro pour limite. La série ci-dessus est donc convergente.
Théorème III. En désignant par t^^, t^, t^,...(^„ une série de quantités quelconques, si /*,„ = /„-)- f^ -|- ^^ -j- ... -j- ^m •• • ^^t toujours moindre qu'une quantité déterminée â, on aura
où ;„, fj, f ^ . . . sont des quantités positives décroissantes. En effet on a
fo=^Po, ti=Pi—Po, t^=p2—P, etc.
donc ?• = e^p^ + f j (/>j — pj 4- f ^ (^^ —p^) + . . . + tjp^ —P,n-i), ou bien
»• = /'o (^o — ^) + /> , (^ — f 2) + • • • + /^.n-1 (^«-1 — f ra) + Pm ^ m-
Or les différences f^, — s^, fij — s^, • • • étant positives, la quantité 7' sera évidemment moindre que ^f^.
Définition. Une fonction /"(.r) sera dite fonction continue de o^ entre les limites x^a et x=b, si pour une valeur quelconque de .r intermédiaire entre ces limites, la quantité f\x — fi), pour des valeurs toujours décroissantes de ji, s'approche indéfiniment de la limite fÇv).
Théorème IV. Si la série
m = ^O + *'i« + ^'2«*+ • • • + *'m«'" + • • • est convergente pour une certaine valeur à de «, elle sera aussi convergente
pour toute valeur moindre de «, et, pour des valeurs toujours décroissantes de /?, la fonction f{u — ^) s'approche indéfiniment de la limite /"(«), supposé que a soit égal ou inférieur à (5^.
Soit r^J^v^uJ^_,^r^^a^i=,(f{a\
«'m"'" + *'m+i«'^'+ etc. . . . = V'(«)5 ^ia) = (I)" . r„r + (1)"^'. vw.^-'+^ + etc.
donc, d'après le théorème (III), M'i")<C~)-P, P désignant la plus grande
des quantités vj-, v^d^+ v^.^xà^\ vj- + v^^,à-+' + v^^d^^^ etc. On pourra donc pour toute valeur de «, égale ou inférieure à è, prendre m assez grand pour qu'on ait
1/) («) = co .
Or /■(«) = t(«) h- !/■(«), donc /■(«) — f{u — ft) = cp{a) — (p{a — ft) + c).
De plus (p{(() étant une fonction entière de a, on peut prendre [i assez petit pour que
(p{a)— y(« — ,5)=zoj; donc de même /"(«) — /"(« — /5) == a,
ce qu'il fallut démontrer.
Théorème V. Soit
une série convergente, dans laquelle «?„, 7\, t\... sont des fonctions continues d'une même quantité variable x entre les limites xr=za et x = b, la série
où a<,à, sera convergente et fonction continue de x entre les mêmes limites.
Il est déjà démontré que la série f{x) est convergente. Que la fonction f{x) est continue pourra se démontrer comme il suit. Soit
on aura
Or
donc en désignant par 6{x) la plus grande des quantités v^à'', i'in(5"' + *'m+i^'"'*"'' ''m'^"'-f-^m+i^"^* 4~ ^'ra+a'^"'"'^* ^t*'- **" ^^^^ ^" vcrtu du théorèmc (IH):
Il suit de là qu' on peut prendre 7n assez grand pour qu' on ait i/^ {x) ■= w, et que par conséquent aussi
/•(.r)=:7)(.r) + co, ou 0) est moindre que toute quantité assignable. On a de même
donc fi^) — f(x — li) = (p{a:) — (f {.v — ,-;) -)- a .
Or par la forme de (f{x) il est clair qu'on peut prendre fi assez petit pour qu'on ait
d' où r on tire f{.v) — f{.v — f]) = m.
Donc la fonction f{x) est continue ).
Théori'me VI. Lorsqu'on désigne par p„, ç^, p„ etc. ç\, (j\, p'., etc. les valeurs numériques des membres respectifs des deux séries convergentes
^'o +*'i +*'o -\- •••=!}, et %\-{-v\-\-v'„-\-...=^p', si les séries
Po + Cl + P2 + • • •
c'o4-(>'iH-e2 + ---
sont de même convergentes, la série,
/•^ -f- **! ~l~ ^'o -f- • • • ? dont le terme général est,
sera une nouvelle série convergente, qui aura pour sonune,
Démonstratioîi.
En faisant,
Pm = '-'o + «'i + • • • + «'n
on voit aisément que
*) Dans l'ouvrage cité de M. Caiichy on trouve (page 131) le théorème suivant: "Lors- "que les différons termes de la série, Mq + Mj + y/j + . ..etc. sont des fonctions d'une "même variable x, continues par rapport à cette variable dans le voisinage d'une va- "leur particulière pour laquelle la série est convergente, la somme s de la série est "aussi, dans le voisinage de cette valeur particulière, fonction continue de x." Mais il me semble que ce théorème admet des exceptions. Par exemple la série,
sin 9 — if sin 29 + -^ sin 89 — ... etc. est discontinue pour toute valeur (2/k+1)x de jr, où m est un nombre entier. Il y a, comme en sait, plusieurs séries de cette espèce.
Soit
Co 4- p, +p2 +••• = «»
et (>'o+p'i+ (''2 + ••• = «'»
il est clair que sans égard au signe on aura,
t < " (C'îm + C'am-l "h • • • + P'm+l) t' < "' (Qim + P2m-l 4- • • • + ?ra+l)
Or les séries Co + d + P2 ~l~ • • • ' ^^ P'o + P'i + c'2 H~ • • • étant convergentes, les quantités t et /', pour des valeurs toujours croissantes de m, s'approcheront indéfiniment de la limite zéro. Donc faisant dans l'équation (a) m infini, on aura,
7-0 + ï-j -f r^ + ?■, + etc. = (v^ + «^1 + f\ + etc.) {V^ + v\ + z^'^ + etc.) Soient t^,, t^,t^, etc., <'„, t'^, V^ etc. deux séries de quantités positives et négatives, dont les termes, généraux s'approchent indéfiniment de zéro, il suit du théorème (II) que les séries,
^0 + ^1" 4" ^2"*"!" etc., et <'(,-)- #'j« + <'2«' + etc., où « signifie une quantité inférieure à l' unité, doivent être convergentes. Il en sera de même en attribuant à chaque terme sa valeur numérique, donc en vertu du théorème précédent: (^0 + ^« + ^2«' + • ■ • ) (^'0 4- t\a + <'^«' 4- • • •) =
^0 ^'0 + (^ <'o 4- ^0 i\) « 4- iK *'o + ^ ^'x 4- ^0 t'ù «' 4- etc. • . • 4- ('m /'o + ^m-i t\ + ^„.-, ^', 4- • • • 4- ^0 t'J «" 4- etc.
Maintenant si l'on suppose que les trois séries,
^0 + ^ 4- ^. 4- etc.
^'o4-^'i4-^ + etc.
^0 t', + {t^ f\ + t, t\) + {t^ t\ + t^ t\ + t, t'J + etc. soient convergentes, on trouvera en vertu du théorème (IV), en faisant dans l' équation (b) a converger vers l'unité:
('o4-^ + ^,4----)(^'o4-^\4-^4----) = to t'o + (t, ^'0 4 ^o t\) 4- («2 ^'0 4- 1, t\ + ?o t\) + etc.
in.
Examinons maintenant la série proposée,
En la désignant par if>{m), et faisant pour abréger, l = 7Wo, ~—=.m^,
j. ' • 1 m . (mA) . . . (m-[}.+l) ^ „ „„„_.
z=m^, et en gênerai ^ ' — ^^ — i- — '- = w^, on aura:
1. qr {))>) = ?Ho -\- )H ,.r -)- ?«^.r'' -j- . . . -|_ 7w„.r." + etc.
II s'agit d'abord de trouver les valeurs de m et de x pour lesquelles la série est convergente.
Les quantités m et .r pouvant en général aussi être imaginaires, soit .r = ff + 6 V—i, in = A" + A' K— 1,
où a, b, k, k' sont des quantités réelles. Substituant «es valeurs dans l'équation (1), elle prendra la forme
où p et q sont des séries dont les termes ont des valeurs réelles. On peut trouver ces séries de la manière suivante:
Soit («* 4- b-f = c(, — := cos (f, — = sin (p ,
et l'on aura
X = « (cos (f -\- ]/ — 1 . sin cp), où « et 9 sont des quantités réelles, et en outre « est positive. Si l'on fait de plus
, 1 = (5,, (cos y„ -\-y — 1 . sm ;/„) = ^ ^ ,
on trouvera
Si dans l'expression
"""^"^ = ^\u (cos r,, + Y— 1 . sin y„) ,
on fait successivement /t égal à 1, 2, 3, . . . /.t, on obtiendra /n équations qui étant multipliées terme à terme donneront
ô\.S^.â^ . . . au (cos(;',+7^+ . . . + y,,)-\-Y—l . sin(/i + ;'^-f . . . +;',„)) On tire de là, en multipliant par
x'^ = «'"(cosqt)-)-l/ — 1 . sinç})'" = a'" {cos fi(p -\-Y — 1 • sin/K/), 7«,,a:^ = c/\ (^j.r^^.fVg. ..();,, (cos (,,(p+/^+;'2+...+ ;'^,) + v/—l. sin (/(7)+7^+;' ., + ... + /,,,)): ou bien en faisant pour abréger
ô\.d^.â^ ...ôu = ).^,, /'?> + /'i + ^2 + • • • ;'/, = (i,u- 7n„ . oc^ = P.„ . «'" (cos dj^ -\- Y — 1 • sin 0^) .
L'expression (1) se change par là en celle-ci,
ç(»0=l + A/<(cos6'j-f]/— 1 . sin^J + x^a^{cosÔ^-}-y—l . sinOJ + . . .
+ V"" («^osfl^+l/"— 1 . sinOf,) + . . . ou en celle-ci,
(p{m) = 1 + ^1^* • <^os (9j -|- A^a*^ . cos 0^-\- . ..-{- A„«'" . cos ^^+ • • P*^'- + }/■— 1 (A^a . sin ^^4- A^a'' . sin ^2+ • • • + V"'" • s»" Ô^-f . . etc.) On a donc
I /> = 1 + A,« . cos Oj + A^«'* . cos 0^ 4- ... + A„«'" . cosO„ + . . . \ q=: A^a . sin 6ij + A^f/^ • sin 6._, -j- . . . + Auf{'" . sin ^^ + . . . Or je dis que ces séries seront divergentes ou cotwergentes selon que « est supérieur ou inférieur à l'unité.
De l'expression pour A„ on tire A«_^,= t5,,^, . A^„ donc
A,„^_, . (£'"^' = «(5~„^, . A„«'", et
niciis
\2-lè
donc pour des valeurs toujours croissantes de //, (5„ s' approchera de la limite 1, et par suite -^ de la limite «.
Donc en vertu des théorèmes (I) et (II) du paragraphe précédent les séries p et q seront divergentes ou convergentes suivant que « est supérieur ou inférieur à l'unité. Il est donc de même de la série proposée (f{m).
Le cas où «^1, sera traité plus bas.
Comme la série (p{m) est convergente pour toute valeur de a inférieure à l'unité, sa somme sera une certaine fonction de ;« et de jr. On peut, comme il suit, établir une propriété de cette fonction à l'aide de laquelle on peut la trouver: On a
(f{?n)=7ng-\- ?n ^x -{-m,^x'^ -)-••• + ^««.t^" + etc.
q>{n) =z //„-{- w^.^• + ii.;,v'^ + . . . + ^^„.r^' + etc. _
où lift désigne la valeur de m^ pour m=n. On en conclut suivant le théorème VI:
r;(w) . cf {„) = t,t', + (Vi + ^^'o) + {f.f\ + 'J\ + tj',) + etc. + (fo^'f. + ^^',"-. + '/'/'- + • ■ • + ^.«^'o) + etc. où t^=mu^", f'„-=ti^x", supposé que la série du second membre soit couversente. En substituant les valeurs de f„ et ^'^ on aura: (f{m) . (f{n) = ;h„ v^ + (/w„ //, + 7h, n^)x + (?«„ ^/^ + '«i ^'i + »»2 "o) ^2 + • • •
Or d'après une propriété connue de la fonction m,, on a
(/// + //)„ = «/„ ?/„ + ???! /?„_, + ?«2 ^,"-2 + • • • + W?^ WoJ
(w -j- «)„ désignant la valeur de ?«„ lorsqu'on y substitue m-\-îi pour w*. On
aura donc par substitution:
ff{m) . rf{n) = {m + y^o + ('" + '')i •^- + ('» + ")-2 -^"^ + • • . +(m + «)„.r" + etc.
Or d'après ce qui précède, le second membre de cette équation est une série convergente et précicément la même cbose que (f(ni •\- n)', donc 3) if{m) . (f{?i) = (f{m -\- /i).
Cette équation exprime une propriété fondamentale de la fonction (f{m). De cette propriété nous déduirons une expression de la fonction sous forme finie à l'aide des fonctions exponentielles, logarithmiques et circulaires.
Comme on a va plus haut, la fonction (f{ni) est de la forme p-\-qV^ — 1? jj et q étant toujours réels et fonctions des quantités k, k', ce et f, et m = k -f- k'Y — 1 ? -i" = « (cos (p -f- Y — 1 • sin (f). Soit
p -\- q Y — 1 = '■ (cos S -\- Y — 1 • siû s), et l'on trouvera
(/)* + q^f^= »'j ^ = cos *, -^ = sin .y,
?• étant toujours positif et s une quantité réelle. Soit
r =^f{k, k% s = i|(/<-, k'), et l'on aura, 3')p4_<^y-_l = ,^(/c + A-'K— l)==/(;^",A-')(cosv(^-,A-')+T/— lsinu(A",A:')).
On tire de la en mettant successivement /, /' et k -\- l, k' -j-l' ii la place de k et k':
(P{1 + l'Y— 1) = fiU') (cos ^{l, l) + Y— 1 sin v^{/, l')), ç(A-+/+(^'+/')7Al )=/-(A-+/, A"'+/')(cos If (A-+/, ^'+/')+K-l • sin »/^(^"+'. ^'+^'))- Or en vertu de l'équation (f{m) . (f{n)^=:(f{ni-\-7i), on a,
9;(A + / + (A' + /')K— 1) = cf{k-\-k'Y— 1) . ç(/ + /'l/'— 1), en faisant m = k -{- k'Y— 1, w = / + l'Y— 1- I^onc en substituant, on obtient,
f(kJ^l, k'-\-l') [cos yp{k-\-l, k-{-l<) + Y— 1 . sin xi>{k-\-l, ^'+/')] = nk,k') .fih l') [cos («KA-, A"') + ip{l, l') + ]/—!. sin (i/;(/r, k') + 1/;(/, /')]. . Cette équation donne, lorsqu' on sépare les termes réels des termes imares:
f{k-^l, k'+l<) . cos ^p{k+l, k'+l) = f{k, k') .f{}, V) . cos (v'(A, k') + 1^'(/, /')) , f{k+l,k'-^l') . sin rf.,(k+l.k'-\-l')=f(k,k') .f{l,V) . sin {x^ik,k') +if(/,/')). En carrant et ajoutant ces équations membre à membre on aura: {f{k+l, k'+l')f = (f{k, k') . f{l, l'))\ et de là
En vertu de cette équation les précédentes se transforment en celles-ci: cos V'(A + /, A-' -f /') = cos (»/(A, k') + i/'(/, /')) sin V'(A-+ ?, k'-\-l') = sin (<f (A-, k') + i/'(/, /')) d' où r on tire,
5) ^{k-{-l,k'-\-l') = 2niJt + ^{k,k')-\-^.'{l,l'), m étant un nombre entier positif ou négatif.
Maintenant il s' agit de trouver les fonctions f{k, k') et ip{k, k') des équations (4) et (5).
D'abord je dis qu'elles sont des fonctions continues de k et A-' entre des limites quelconques de ces variables. En effet d'après le théorème (V) p et q sont évidemment des fonctions continues.
Or on a,
f(k, k') = Oy^+ fff ; cos mk, k') = -/— ; sin ^k, k') =
donc f{k, k') de même que cos i/ (A-, k') et sin t/'(A", k') est une fonction continue. On peut donc supposer que i!{k,k') est aussi une fonction continue. Nous allons d'abord ex,iminer l'équation (o). Or ^{k, k') étant une fonction continue, il faut que m pour toutes les valeurs de k, k', 1, V ait la même valeur. Faisant donc successivement Z = 0, A= 0, on obtient,
ilik, k' H- /') = 2m7i + ^{k, k') + ^(0, l), i|,(/, /;■' _[_ /') = 2/«,T + v;(0. A"') + '^l{l, l'). En éliminant de ces équations et l'équation (o) les deux quantités if'(A", A-') et If' (/, /'), on trouvera,
xp{k. A' + l') + ^p{I, k' + l') = 2m7i + xp{0, k') + xp{0, l') + if-(A + I, k' -\- l'). Soit pour abréger
*") \ 2mrt + xpiO, k') + if(0, l') = a, on aura,
7) ûik) + fl(/) = « + 0{k + /)
Faisant ici successivement / = k, 2k, . . . ()k, on aura,
20{k) = a-\-fl{2k), 0{k) -{- (i{2k) = a -]- 0{3k), ti{k)-^ 0{3k) = a-\-0{U),
e{k) + 0{ç-l)k= a + 6{Qk).
En ajoutant ces équations on trouve,
7') çe{k) = {ç-\)a + e{ok).
On en tire en faisant A" r=: 1 ,
%) = ?(e(l) — «) + «, ou bien en faisant 0{\) — a:=^c,
Voilà donc la valeur de la fonction 0(k), lors(jue k est un nombre entier. Mais la fonction 0{k) aura la même forme pour toute valeur de k, ce (ju'on peut démontrer aisément comme il suit:
Si l'on pose dans l'équation (7') k = ~^, où /i est un nombre entier,
on en tire ç . d (-^J = {(^ — 1) « + O(^). Or en vertu de l'équation (8)
C{^') = cp + «• Donc en substituant et divisant par ç on trouve,
L'équation (8) a donc lieu pour toute valeur positive et rationnelle de q. Soit 1 = — k, l'équation (7) deviendra,
Il suit de là en posant ^ = 0,
6(0) = €1, et par consé{fuent 6{ — k) = 2a — 6{k). Or k étant rationnel et positif on a 0{k) = ck -{- a, donc,
e{ — k) := — ck-{-a.
L'équation,
9) 6{k) = ck-\-a,
a donc lieu pour toute valeur rationnelle de k et par conséquent, puisque 6{k) est une fonction continue, pour toute valeur réelle de k.
Or e{k) = ^ik,k<-\-l'), et a= ^mn + xp{0,k') -\ i/-(0, /'); faisant donc r = 6 (A"', /'), on obtient
iO) ^lik, k'-\- l')=e{k', V) . A- + 2m.T4- n> (O, ^') + V'(0, 1%
On tire de là en faisant A-=0,
0/(0, k' + /') = 2;»,T + 1/(0, A-') 4- 1/(0, /') . Cette équation étant de la même forme que l'équation (7), elle donnera de la uiénie manière:
i/'(0, k') = p> . k' — 2m7i, où (3' est une quantité indépendante de k'.
Mettant /' à la place de k', on obtient i^(0, l') = — Zniu -f- fi'l'-
Substituant ces valeurs de 1^(0, k') et de 1/(0, /') dans l'équation (10) on eu tirera
^p(k, k' -{-l') = e (k', l') . A- + /5' (A"' + 1') — ZmjT .
On voit par là que 6 {k', l') est une fonction de k' -\- V. En la désignant pai- F{k'-\-l'), on aura
^{k, k' 4- /') = F{k' + V) . A- + |î' {k' + /') — 2»i7i , et par conséquent en faisant /' = 0 ,
^l){k, k') = F{k') . k + ft'k' — Zmn. En remarquant que
^■(k, k' + /') = 2mn + V'(A", k') + V'(0, 1'), f{0,l') = ^'r — 2m7T, l'équation précédente donne,
F{k' + /') A" -f- p'(A' + /') — 2mji = 2mn-\- F(k<) . k-\-§'k' — 2w;r+ fJ'l' — Zmrr. C est-à-dire :
Donc faisant A"'^0, on obtient F{1')^ F{0) = [i = F(k'). Par suite la valeur de %{k, k') prend la forme,
11) yl{k,k')=ip.k-\- p'k' — 2mn,
ti et /S' étant deux constantes. Cette valeur de i/'(A', A-') satisfera à l' équation (3) dans toute sa généralité comme il est aisé de voir. Maintenant nous allons examiner l'équation,
fik + l,k' + l') = f{k,k').f(l,V).
f(k,k') étant toujours une quantité positive, on peut poser:
t\k,k') = e^^^^^'\ où F{k, k') signifie une fonetion réelle continue de k et k'.
En substituant et prenant les logarithmes des deux membres, on trouvera,
F(k + /, /,- + /') = F(k, k') + Fi/, l'). Comme cette équation coincide avec l'équation Ci) en mettaut F à la place de t/;, et 0 à la place de w<, elle donnera en vertu de l'équation (11):
où ô et d' de même que /^ et ft' sont deux quantités indépendantes de k et de k'. La fonction f{k, k') prendra donc la forme,
f{k, k)=ze Les fonctions ii<(k, k") et f{k, k') étant trouvées de cette manière, on aura d'après l'équation (5'),
15) (f(k-\-k-V— 1)=/^^'^'^' (cos(/9A" + ,5'A:') + l/-l .sin(,5^^+/ï'A-')), où il reste encore à trouver les quantités â, ô', /?, ^', qui ne peuvent être que des fonctions de « et de (p.
On a
q{k + k'V—l)=p-\- qV-1, où p et q sont donnés par les équations (2). En séparant les quantités réelles des imaginaires, on aura:
U^^'^'^'^' cos {§k-\-§'k')^\-\-l^ a . cos «,+;.2«^ cos ^2 + • • • + '^/.«'"- cos fl„+etc. '\e^^'^'^' sin(,?A"+,n"') = Aj « . sin (^^-\-}^a^.%n\ e^4....-f-A„a^.sin e„+etc. Nous allons d'abord considérer le cas où m est réel, c'est-à-dire où A"'=0. Alors les expressions (ii) prennent la forme,
Ile. cos j5A:=l-|- — a cos ff-\- '^ ' J a^ cos 2y + \ ,} ]. «' cos 3^ + etc.— /"(«) w\J 1 1.2 1.2.3
le. sm^jk = —asmcp-j ^—-^ ar sin 2cp + \ '^ ' or sm 3y + etc.=--^(«).
Pour trouver ô' et /?, soit A:= 1, et l'on aura:
e'^. cos /j = 1 -j- « • cos f/3 ; e'''. sin /S = « . sin y. •
On tire de là,
««O 4 1 + a cos © ^- a a . sin <p
cos p = ■■ , sin p = -^ r- ,
(1 + 2 a cos <p + a*)* \ (1 + a cos <p + a^)'
tang p : — ^
1 + a cos ç
Cette dernière équation donne, en désignant par s la plus petite de toutes les valeurs de (5 qui y satisfait, et qui est toujours renfermée entre les limites
et ---
/9 = * + fITT,
/il étant un nombre entier positif ou négatif.
Par là les équations (13) se changent en celles-ci:
f(tt) = e. cos k (s -\- /^iTi) ^=z e . cos ks . cos k/.i7T — e. siaks.sinkfm,
6{a)z= e _ sin k {s -{- /L(n)=:e . sin ks. cos k^in-\- e . co& ks . sin kfin. De ces équations on tire,
cos kfin = e~ (f{u) . cos ks -\- 6(a) . sin ks), sin k/jn = e" (6(«) . cos ks — /"(«) . sin ks) . Or, d'après le théorème (IV), Û{(() et /"(«) sont des fonctions continues de a; il faut donc que cos k/itn et sin kfm conservent les mêmes valeurs pour toute valeur de «. Il suffit donc pour les trouver, d'attribuer une valeur quelconque à «. Soit a = 0, et l'on aura, en remarquant qu'alors e'^=i:l,/'(«)=z:l, 0(«) = 0, * = 0,
cos kf^tn = 1, sin kftii = 0.
Substituant ces valeurs dans les expressions de f{u) et 6{a) et se rappelant que e'^z=:{l -\- 2« cos <jp -|- a'^)i , on obtiendra:
fi^') ^ (1 + 2« cos (p -\- u"^) 2 . cos ks, 6{u) = (1 -j- 2« cos cp + «') ^ sin ks. Donc enfin les expressions (lo) deviendront:
l+^«cosy+ ~~ u^ cos 2(p + -\ — ;^ ' u^ cos Sçp + etc.=(l + 2« cos cp -t- f<^)2 . cos ks, 1 1.2 1.2.3
— « Sin ç) + -rp— ^ « sm2y) + \ ^^^ ' o? sin 89) + etc.=(l + 2a cos ç) + «*) 2 . sin A*. .V étant renfermé entre les limites — ^ et -|- -s- et satisfaisant à l'équation
tang s
a . sin 9
l + a.cosqj
Les expressions (16) sont établies les premières par M. Cauchy dans l'ouvrage cité plus haut.
La quantité « est ici supposée moindre que l'unité. On verra plus bas que « peut aussi être égal à l'unité, lorsqu'on donne à la quantité k une valeur convenable.
Dans ce qui précède nous avons trouvé les quantités d et /î. Maintenant nous allons montrer comment on peut trouver les deux autres quantités inconnues ^' et §'. Faisant pour cet effet dans les écjiiations (14) A: = 0 etA:'=», on obtiendra:
e"^" cos {^'n) = 1 -f- A^a cos 0^ + ^a»* cos 0, + . . . etc.
«"^"sin {^'n) = A,« sin 6^ -\- ).^(? sin 0^ + . . . etc. où A^.=fT^.(V2.(V,...cT^,, e„=://7) + ;'i + yj+... + y^, du et j'„ étant déterminés par les équations
De ces équations on déduit les suivantes:
e*^'." cos O'w) - 1 X, /i I >>•' t .a\ ^^-—^ = — L . « COS Vy-\ =- «' cos "a + • • •
e'- sin (^'«) ^ X^ , ^^ ,i„ ^^ X^ ^. Sin e, + • • •
Or en supposant w positif on a, /.^ = d^=:w, donc -j^ =d3.(5"j...d'„, et par suite
''^" ^^'"^ = „ Sin e^ + à^u" sin 0^ + c^^rîja' sin 0, -f
„Jn
Ces séries sont convergentes pour toute valeur de w, zéro y compris, ce qu'on voit aisément par le théorème (II). En faisant donc n converger vers la limite zéro, et remarquant que les séries d'après le théorème (\^) sont des fonctions continues, on obtiendra:
à' = « cos d\ -\- à'^v?- cos 0' ^ -|- à\()\a^ cos h\-^ . . . , P' = a sin 0\ + è\a'' sin e\ + à\ô\a^ sin e\ + ...,
où à' et S' sont les limites des quantités ^'"'•"«"K^'^Q-l et ^'''•" ^'"^^'^'^ ; 6'
est la limite de 0„ et (5'„ celle de (î„. Or d'après l'expression de d^ on a (3'„ = ^~ ; donc cos /„ =r — 1 ; sin ;/„ = 0 (lorsque // > 1), donc
COS (rr„) = cos (//y + /i + /'2 + • . . + 7^,) = + sin (/"/^) • (— l)"» sin (Ô'„) = sin (^7) -\- y^-\- y^-\- . . . -\. ^„) = _ cos {^(f) . (— 1)", où il faut se rappeler qu'en vertu de l'équation
nV—l = di(cos Yi + V—'^ sin Yi), on a cos;'j=0, sin;'j^l. Donc les valeurs de [ï et ô' seront celles-ci:
($' = «. cosfp — ^a^ . cos2cp + ^ «' • cos 3cp — ... 'ô' = — (rt.sin^ — J-f'.^.sinS'/' + ia'. sinSqo — . .. De cette manière on a trouvé les quantités /î' et â' par des séries infinies. On peut aussi les exprimer en forme finie. Car on tire de l'équation (13): e'^hos&k — l , k-1 „ ^ . <k-U(/(-2) , „ ,
-^ = a . am cp -\- -j-^ a^ . sin2cp -\- \ [^ .^ ' «' • siuScp + . . .
II suit de là en faisant A" converger vers zéro :
. »N id = a COS cp — ^ ('.^. cos 2y -|~ -j «' <"os 5(f — etc. {jj = a sin (p — La^. sin 2cp -f- ^«' sin 5(p — etc.
donc fi' == â, â' = — ,?.
Donc les expressions (14) prennent la forme
\ ;.!« sin 0^-\- l^a"" sin 0.^ . . . + ;.„«.'' sin 0„ -f . . . = c'''^-?^' sin (,îA + àh') = q ,
où d = ^ log (1 -\- 2a cos (p -\- u% [j = arc tang ( , "^ "'" ^ — ) ; or la somme de
^ \ 1 + a cos ç /
la série proposée étant ==2^ -f- f/}^ — 1? on aura
J, OT^ . OT^?n--l) 2 , m{?n—-^)...(m — l). + ^) „ i
_ gcfk-zîk' (cos (^y^, _|_ ^)j.'^ ^ i/_ 1 . sin (,6V<: + (5A"')), où l'on a ni = Ji-{-k']/' — 1, x=a (cos (p-\-\^ — 1 sin (f) = a-\-by^ — 1; donc a =|/(«^ + ^2), « cos 93 = «, a sin 9 = ô, 4 =: ^ log (1 + 2« + «^ + ^'*) = i log ((1 + «)* + ^'),
^= arc tang f-j j. Substituant et écrivant m pour k et 11 pour A', l'expression ci-dessus prend la forme:
iq\/..._l_ ('"+"/-!) (»»-! + « v/-1)(>»-2+wv/-l)...(/n-!J. + l + ?i y/- l)._|_^,/_^Y„i^^^
= ((1 + ff)V^''=)Te"""'''"^ fc)[cos (w . arctang ( A^) + i-?^ log((l + af+ ù^j^
-\-Y — l-sin r?H. arctang (- — j+^Mlog((l+o)* + ^*)j .
Cette expression, comme nous avons vu, de même que l'expression (18) a lieu pour toute valeur de c.=|/(a''-|-i'*), inférieure à l'unité.
En faisant p. ex. b = 0, n = 0, on a l'expression 20) lJr'}-f> + i^^^- . rr + . . . = (!+«)■" (le laquelle nous tirerons parti ci-après.
Dans ce qui précède on a trouvé la somme tle la série proposée toutes les fois que « = ]/(«--)-i*) est inférieur à l'unité. Il reste encore à examiner le cas où cette quantité est égale à 1.
Nous avons vu par le théorème (IV) ([ue lorsque « s'approche indéfiniment de l'unité, la série
«'o + ^\"- + '^V'-' + • • • s'approchera en même temps de la limite ?o + ^'i + '"2 + • • • supposé que cette dernière série soit convergente. En faisant donc dans les expressions (18) ('. converger vers l'unité, on aura
1 + ;.i cos O1+ ;.2 cos 6.,-f . . . + /.„ cos «„ -{-... = e'^\P-^' cos (,'?,A- -f â,k') ,
' ' \ ;., sin O1+ P 2 sin ^^2+ . . . 4- P. „ sin 0„ + . . . = e'^'^'F' sin (,c?,A- + d,/?') , où à, et /9, sont les limites des quantités à et ^, supposé que les séries, contenues dans ces é([nations, soient convergentes. Or il est clair que ^log(2-[-2cosff) est la limite de à, et que
arc tans ( ■— ) =^ arc tang -^-4 — ,,-^ = arc tang (tang if/,)
est celle de /5; on a doac
22) d, = ^ log (24-2 cos (j), (j,-^ arc tang (tang i (f) .
11 reste donc seulement à examiner les cas où les séries sont convergentes. Pour cet effet il faut distinguer trois cas: lorsque k=z — 1, ou compris entre — 1 et — 00: lorsque k est compris entre 0 et -|- 00, et lorsque k est compris entre 0 et — 1.
Premier' cas, lorsque k est éçal à — 1 ou compris entre — 1 et — 00.
Faisant donc ^-= — 1 — 11, on aura
d'où Ion voit que <5„ est toujours supérieur à l'unité.
Or on a ).,,^=:è\.è^.à^...()„, donc pour des valeurs toujours croissantes de
u, X^ ne convergera pas vers zéro, donc en vertu du théorème (1) les séries (21) sont divergentes.
Deuxième cas, lorsque k est positif.
Supposons que c soit une quantité positive inférieure à k, on aura {f, — k—i + cY={^i — k—\f+2e{^t—k—l) + c\
donc
(^ — k—lf+k'-' = (ii — k—\-\-cf-^k'^—c'' — 2cl^—k — \).
Si l'on fait /* > ^+ 1 — è*^ + 4r
il en suit que k"^ — r* — 2c(// — k — 1) est négatif, et par conséquent (^,_A;_lf+A:'*<(^ — A"— l + c)% c'est-à-dire
Si dans l'équation (20) on fait « = — , m= — n, on aura
etc.
Donc en faisant n=l-\-k — c, on voit aisément que
u suit de la que,
!,^<(jt_y^-\ „i,,,>*+i-i<.+^(=,),
donc ,'^^<(_|li^)'-n oiW,>0,
En posant successivement /, == 0, 1, 2, 3 . . . /,, et faisant le produit des résultats, on obtiendra:
or A„+p = (îj . ^2 • '^s • • • «''.«+(" d«nc /,„^.„ < (T^ . fî^ . . . (5^, . (— £±--^ j + par conséquent lorsqu'on fait /< z= 0, 1,2... /',
Si maintenant dans l'expression (20) on fait « = ^? ?« = — ^-|-'">
A _ 1 >1-'^ 1 I ^-^ I (^-<')(^-<'+^) I etc. donc en se rappelant
v^ p+n+i;— ^^p+iJi+i ^ i.2(?+ij.+i)'» ^
que k> c:
\? + [i. + i/ P + IJ. + 1
II suit de la, en divisant par {k — c) (? + /' "t" ^f''-
{?+[>. + l)'+k-': ^ (A— C)V (p + {Ji)k-c (p + [i. + l)k-c J
Cela donne, en faisant /< :^ 0, 1, 2 . . . //, et ajoutant:
(p + l)i+k-c + (p + 2)'+k-<: +•••"•" (p + (^ + l)i+k-c <• A-cVpl'-« (? + |X+l)'^-':/*^i-<; " pk^ '
Il suit de là que
/p + ^-e+l + • • • + h+u < ^ • ''2 -'h--- <^Q (t_o)pk-c ^
pour toute valeur de /*. Donc la série 1 + ''o + ^1 + ^2 + • • • ? dont tous les ternies sont positifs, est convergente, et par conséquent d'après le théorème (II) les séries
1 + '1 cos (?j -|- h cos ôj + • • • + ^" cos Ou-\- • •• >., sin Ôj -f- Pj sin 6^-\- ■ . .-\- Au sin ô^ + • • • seront de même convergentes.
Troisième cas, lorsque k est égal à zéro ou compris entre zéro et — 1.
Dans ce cas les séries ci-dessus seront convergentes pour toute valeur de k, pourvu que (p ne soit égal à (2« -\- l):nr.
Cela peut se démontrer comme suit:
Soit m=k+k'}/^ — l,x-=zcos(p-]-}/^ — is\nq^,eti + m^x+7n^x^+m2X^+... + ?H^x''=p„
En multipliant par 1 -j- .r on obtient,
Or on sait que 7n^ -{- 1 ={m -\- 1)^, (/rt2 + »ii)=(«' + 1)3 • • • ('«n + ™n-i) = ('" + l)n5 donc en substituant:
! + (/«+ l),.r + (;« + l),a:=+... + (;« + l)„.r"=-,«„;r"+»+;.„(l-f;i-). Maintenant si l'on fait 71 = 00, le premier membre de cette équation sera d'après le cas précédent une série convergente. En la désignant par s, on aura,
* = Pn(l + ^) — »«n(cos(«+l)y + ]/— 1 .ain {il -\-l)<p), où 71 est inûni. Or on peut démontrer comme dans le deuxième cas que /»n ^ 0 pour n = 00. On a donc,
s-=p {i-\- x), où. p = 1 -\- 7)1^ X -\- m^ .r' -f" etc. in inf. Cette équation donne, sinon j;+ 1 = 0:
La série p est donc alors convergente, et par conséquent les séries ci-dessus le sont de même.
Si x-\-l=^0,on a l-f-cosf/-f-l^ — l.siny = 0, doncsin7) = 0, 1+ cos7) = 0, c'est-à-dire 91 = (2rt -j- 1),t, n étant un nombre entier positif ou négatif. Donc les séries en question sont convergentes pour toute valeur de k comprise entre 0 et — 1, sinon 9 = (2?^-}- 1)^-,
Lorsque (f =^{'2.»-\-\)-j, les séries sont nécessairement divergentes, car si alors elles étaient convergentes, elles auraient pour somme les limites des fonctions,
en y faisant « converger vers l'unité, et faisant ,» = (Sw-j-ljjr.
Or à ^ ^ log {i -\- 2('. cos ^ -j- f(^), di = arc. tang / °^'''" 9 \ d^Qç pQu,.
(f ^=: {2n -\- 1) TT , (5= log (1 — a), (Tj = 0. La fonction en question prendra donc la forme (1 — fO''[cGs(A-' log (1 — «)) + K — 1 . sin (A-' log (1 —«))].
Or k étant ég.il à zéro ou négatif, il est clair que cette fonction en y faisant a converger vers l'unité, n'aura pas de limite finie et déterminée. Donc les séries sont divergentes.
De ce qui précède il sait donc, que les séries (21) ont lieu pour toute valeur de (j, lorsque k est positif, et pour toute valeur de <f pour laquelle sin (p n'est pas zéro, lorsfjue k est compris entre — 1 et 0, «{iielle que soit d'ailleurs la valeur de k'. Dans tout autre cas les séries sont divergentes. Dans le cas «pie nous examinons la série générale (19), lorsqu'on y fait ^--|-«^=rr j, ou ^ = ]/(l — (i^), prend la forme:
^{m + ns/-l)(^m-\+W-\){m-'2+nV-\)._^y^^^_^^y -{- etc. 52) / 1.2^3
' \ J!L - n . arc. tang 1/ î - r- / "■/"!-« \
=(2+2«)?e ' + n cos(^9M.arc.tangJ/ -^4-^7îlog(2+2«)j
V— 1 sin (w . arc. tangj/^— -\-^n log
Voici un résumé des résultats précédents: I. Lorsque la série,
_|_ {m + nV-l)i»i-l+n\/--l)...{m-^+l-nv'-\) , J-hY 1)" + • • •
est convi'rjïente, elle a pour somme,
— -n.arc. tangl — -— I p . / A \ \
((1 _|. af-\. 6*) ■■'• e ^ ' + '^ l^cos i^n . arc. tang (^-— j + ~ log ((1 + r/f + A^))
+ ]/- 1 . si.i (/« . arc. taug ( J_) + ^ log ((1 + <-+ -î."-))].
II. La série est convergente pour toute valeur de m et 7i, lorsque la quantité Y{a^ -\- y-) est inférieure à l' unité. Si Y {a- + b"^) est égal à l'unité la série est convergente pour toute valeur de m comprise entre — 1 et -|- oo, sinon en même temps o = — 1. Si rt :^ — \, m doit être positif. Dans tout autre cas la série proposée est divergente.
Comme cas particuliers on doit considérer les suivants:
A. Lorsque n = 0.
On a alors;
1= ((l+«f +//2)T [cos (w . arc. tang. (J-)) -J-]^_ 1 . sin (w. arc.tang (|^))]-
Cette expression donne, en faisant a = a . cos (/, b = « . sin (p et eu séparant lés termes réels des imaginaires:
l-\ a . COS œ+ — ^ ^« • cos 2'f + etc. = (1 + 2« cos cp+ cr) ^ cos ( >«. arc. tang ^ )'
'1 1.2 r j y ^1 + acosQ/
j -^.« smcp+-^^i^^^a^.siu2a' + etc. = (l + 2«cosfc + «^)2. sin (?». arc. tang '^^'" — )• 1^1 1.2 ri \^ ''l + acosç/
B. Lorsque i = 0.
Dans ce cas l'expression générale prend la forme suivante:
( 1 _|_ in + nV-X , {m + nV -\) {m-X + nV -X) , r pj^
26) I 1 1 • '^ "T • i=(l + «)"> [cos (« log (1 + «)) -1- 1^—1. sin (rt.log(l + «))].
C. Lorsque ?^ = 0, 6 r
î^lors on a:
Cette expression a lieu pour toute valeur de m lorsque la valeur numérique de a est inférieure à l'unité, de plus pour toute valeur de vu comprise entre — 1 et -|- cxd, lorsque «=1, et pour toute valeur positive de w, lorsque
« = — 1. Poui' toute autre valeur de « et de wi le premier membre est une ■ série divergente.
Faisant p. ex. « = 1, a^ — 1, on a,
l + T +^^ + etc.... = 2",
l-^+^'^i^-etc.... = 0.
La première équation a lieu pour toute valeur de m comprise entre — 1 et -J- oo, et la seconde pour toute valeur positive de m.
D. Lorsque ]/(«* -j- ô^) = 1 (« = cos (p, b = sin y). Alors on a,
=(2+2«) .2 e *^ « + - 1 cos (^Tw . arctang y 1^ -\- ^ log(2+ 2«) j >
-)-]/ — 1. sin (»î. arctang 1/ -^ -{- ^log(2+2a)) . Si l'on fait ici « z=z cos (p on obtient: 1+ -^ — (cosy+|/- lsiny)+ ^ i •> ^ — ^(cos29+l/-l.sin2y)+...
= (2+2 cos y) ? e I cos [in (^ y - (jtt) + -|- log (2 + 2 cos ifU , + V— 1 . sin (/»(! 9 - C^) + J log (2 + 2 cos (^p))] en remarquant quearc.tang|/ — l^=izarc.tang|/ - — ^^^=arc.tang(tang|^y), = ^qp — QTT, supposé que ^(f soit compris entre çn --et çn -\ — — .
E. Lorsque Y{fi^ + *^) = Ij <* = ^^^ «P? ^ = si» y, n = 0. Dans ce cas l'expression précédente donne.
[ 1 + -^ (cos ?) + 1/^- 1 . sin 9) + -^^^^^ (cos 2çi + ]/^- 1 . sin 2y) + etc. ] depuis ^(/i = pTT - -|-
| = (2+2coS(^)? (cos?w(^(^ — ()7r) + |^ — \.&inm{^(f — Qn)) Ijusqu'à^y = p7r+-^ ou en séparant la partie réelle de l'imaginaire:
l + ^cos9 + ^^^'^^-icos2f/) + etc.=(2+2cosy).* cos ?w(|^(p-();T)J depuis ^9 = ():jr - —
^ sin ff + ^"^^^ sin 29 + etc. = (2 + 2 cos (f)? sin?»(^fp-()7r)ljHsquàiy=();r+-2--
F. Lorsque « = 0, b = taiin (f.
Dans ce cas on obtient lorsque cp est compris entre -\- — ^ et '— :
!. , 77î + «\/-l . -./-A {m + ni/-'\)(m-\ + n\/-\),, ^ /- ..^ ,
\-\ — --— — .tangy.|/-l + ^— --rL__iA__ ^(tangy.y — If +etc. =:cos(/;-" e-^'f (cos(?H(^ — w log cos (i)-\-Y — l.sin(;wçi — /jlogcosy)).
On peut par des transformations convenables des expressions précédentes déduire encore plusieurs autres, entre lesquelles il se trouve de très remarquables. Nous allons en expliquer quelques unes. Pour plus de détail on peut consulter l'ouvrage cité de M. Cauchy.
Sommation des séries
« . cos (f — ^u^ cos 2^ -}- i a' cos 3(p — . . . , a . sin çi — ^ «* sin 2rp -f- i «* sin 3fp — .... Lorsque « est supérieur à l'unité on voit aisément que ces séries sont divergentes. Si « est inférieur à l'unité nous avons vu plus haut qu'elles sont convergentes, et leurs sommes sont les quantités |? et à du § III, c'est-à-dire en mettant pour /5 et (J leurs valeurs données par les équations (18).
^log (1 -\-2u cosy-|-«^) = «cosy — l.H'^cos2(p-)--|«'cos 3(/) — etc.
' arc. tan iï ( — ■ °^ ^'" ^ — ) = «sina — i «* sin 2v -4- i «* sin So) — etc. ■ \ 1 + a cos ç / ^ ^ < i
Pour avoir les sommes de~ ces séries lorsque « = -(- 1 ou — 1, il faut
seulement faire a converger vers cette limite.
La première expression donne de cette manière:
-• , N l\ log (2 4" 2 cos (f) = cos (f — ^ cos 2(f -\- ^ cos 5(p — etc. ( ^ log (2 — 2 cos ^) = — cos (f — ^ cos 2ff — 1 cos 3r/) — etc. supposé que les secondes membres de ces étjuations soient des séries convergentes, ce qui d'après le théorème (11) a lieu pour toute valeur de (f excepté pour (f ^ ^ (2/<-|-1)t dans la première expression, et pour r/) = 2,(/7r dans la seconde, /( étant un nombre entier quelconque positif ou négatif.
La seconde formule donne, en supposant (p compris entre ;r et — n et se rappelant qu'on a alors
arc. tang ( ^'" '^ — )= arc. tang (tang ^(p)-=\ff:
35) ^(f=siQ(f — ^ sin 2y> -|- ^ sin Sqp — ... (depuis qr = -j- tt jusqu'à (p = — :rr). Lorsque 9) = tt ou 3= — :t la série se réduit à zéro, comme on voit aisément. Il suit de la, que la fonction:
s'm (f — ^ sin 2(p -\- i sin 3(p — etc. a la propriété remarquable pour les valeurs (p = 71 et cp = — 71 d' être discontinue. En effet lorsque ç) = -f- tt, la fonction se réduit à zéro, si au contraire ?> = + (-T — a), « étant positif et moindre que :t, la valeur de la fonction est
L'expression (53) contient comme cas particulier celle-ci: 36) arc tang a = a — ^ ,(3 _^ 1. f^a — gjç
expression qu'on trouve en faisant (p==^.
Développement de cos mxp et de sin mcp suivant les puissances de tang ip. On peut déduire ces développements de l' expression (32). En effet en faisant 71 = 0, et séparant les parties réelles des imaginaires, on obtient après avoir multiplié par (cos (p)'" :
jcos»^y=(cosy)^"(l-^!i^(tangy)^+ '"(^"'-ïK"'-|)("^-3) (tangy)^-. .), jsin m<p = ico.cfr(^r„itangrp).^^(^it^ns^r^
depuis çi:=: -_ jusqu'à (p = ^, et ces équations ont lieu pour toute valeur
de m lorsque tang cp est moindre que 1. Si tang (p=+l, elles ont lieu pour tout m compris entre — 1 et -{- 00.
Elles sont alors:
[cos (m.^) = (±)^ (1 - ^(J-^ 4- m(m-inm-2)(rn-S) _ \
^mym.^j_y,^j ym ^-^-^ \ 1.2.3.4.5 ' ' 7 =
Développement de (cos .r)" et (sinar)" en séries ordonnées suivant les cosinus et les sinus des arcs multiples.
Depuis quelque temps plusieurs analystes se sont occupé du développe-
ment de (cos^)" et (sinar)'? 3Iais jusqu'à présent, si je ne me trompe, tous ces efforts n'ont pas entièrement réussis. On est bien parvenu à des expressions justes sous certaines restrictions, mais ces expressions n'ont pas été rigoureusement fondées. On peut les déduire assez simplement des expressions démontrées ci-dessus. Eu effet si l'on ajoute les deux équations (31) après avoir multiplié la première par cosa et la seconde par sin« on obtient:
cos « -h -^ cos (a-cp) -j- "Y'' ' cos {c(-2ff) -f- . . . = (2-f-2 cos y) ? cos (a- ^ + niQîi)
(depuis ^(p = çTi— ^ jusqu'à ^ y = çn -\- ^-). Or 2 -j- 2 cos y étant = 4 (cos ^(f^, on oura en faisant qo = 2.v:
^ (depuis jr32():r-.^
cosa+^cos(a-2^)+-^Y~2 •^®^("~'^^)''''"~(^^*'^^)" cos(a-?wa:+2»ï?7r)< *^
|jusqu'àj;=2()7r+^
m m(m-l) (dep.jr=2();r+|
COS a + -— cos (a-2:r)+ --^-— i cos(«-4.r) + . . . = (-2 cos jr)? cos (a-m.r + /« (2() +l)7r) (
[ya x=2çn+~\
Si l'on fait ici 1. a = mx; 2. a = mx-{- -^; 3. a = my,x^y ~;
a = my ~, x=:i/ ^, on obtiendra
1.(2 cos ar)"? cos 2w():r=cos?wa;+-^ cos (?w-2).r+^j?^cos(?«-4).r+... (depuis x = 2çn — ^^
2. (2cos.r)';' sin2w?;r=: smmx+ ~ sin (??î-2).r+ U^p^ sin (?M-4).r+.. ./jusqu'à .r=2();r + ~
3. (2sina-)™ cos »î(2p + |^);r = cos /«a;--^ cos(ot-2)j;+^^^^ cos(?«_4)j:+..( depuis jr=2(>;r )
4. (2 sin.r)? sin m(2?+^)7r= sin mx- "^ sin(m-2).r+^i^^ sin (m-4)a:+..|jusqu'àjrr:(2()+l),T j
5. (-2cos:r)?cos7/«(2p+l)jr=coswa:+-!p-cos(îM-2).r+^^_l^cos(?w-4).r+..(depuis.r=(2p+^)7TJ
6. (-2C0SJ:)'? sin?w(2?+l)-T:r:sin?«j; + ^sin(m-2).r+^^t^sin(?H-4).r+..)jusqu'àar=(2?+|>|
7. (-2siu.i-)'!'cos?«(2^+|).T = cos?H.i;- ^- cos (/«-2).r+-^^^^ cos (w-4).r-..( depuis x={2Q+l)n]
8. (-2 sin .r)™ sin ??i(2(>+|-)T = sin mx- "^^ sin {}n-2)x+ !!!^^ sin (w-4).r - . . (jusqu'à x={2o + 2)n i
Ces formules ont lieu pour toute valeur de x, lorsque m et positif. Lorsque m est compris entre — 1 et 0 il faut excepter des valeurs de x :
J)dans les formules (1M2), (3), (6), les valeurs .r = 2?:r--|-, etx=2çn^^, 2) dans les formules (3), (4), (7), (8), les valeurs x=2^n, et ;r = (2?+l):r. Dnns toute autre cas les séries en question sont convergentes. Comme cas particuliers on peut considérer les deux suivants:
(cosa-)"' = cos mx+ ^ cos(;«-2).. + ^^ cos (m-4)x + . . .
0 = sin ,»a-+^sinO«-2).r+^^ sin (m-4)..- + • • •
(^depuis X = — -^ jusqu' à .r = — ) •
Sur quelq Kes intégral es d rf't nies.
E^orsque une intégrale définie contient une «[uantité constante indéterminée, on peut souvent par la dillërentiation en déduire une équation diflerentielle par laquelle l'intégrale définie peut se déterminer en fonction de la quantité constante. Cette équation diflerentielle est en général linéaire; donc si elle est en même temps du premier degré, elle peut, comme on sait, s'intégrer. Quoique cela n'ait pas lieu en général lorsque léiiuation est du second degré ou d'un degré plus élevé, on peut pourtant par ces équations quelquefois trouver plusieurs relations intéressantes entre les intégrales délinies. Montrer cela c'est ce qui sera l'objet de ce mémoire.
Soit -j^- -f- j) . --— -\- q . 1/ ^=0 une équation différentielle linéaire du
second degré entre y et a, p et q étant deux fonctions de a. Supposons qu'on connaisse deux intégrales particulières de cette équation, savoir y =ryj et y^y.^, et l'on aura:
De ces équations ou tire en éliminant q,
d'^yi 'l'^tf" ^ du ^"^ du ) ( dy. (hj.^\
Donc en intégrant
■^ - da ' da
e étant la base de^ logarithmes Népériens.
Suppo.sons que les deux fonctions y^ et y., soient exprimées en intégrales définies de sorte que y, ^ frdx, y^^=^ fndx , v et u étant des fonctions de x et de o: cette relation entre yj et y.^ donne en substituant,
Cette équation exprime, comme on voit, une relation entre les quatre intégrales fndx, fvdx, rC^yiv, J'{j^tlx. Il s'agit maintenant de trouver des
intéiïrales qui puissent satisfaire à une équation différentielle du second degré, li-y-a plusieurs intégrales qui jouissent de cette propriété, et que nous allons considérer successivement.
I. Soit V = -^ i — T et y
le signe / dénotant que l'intégrale est prise depuis x-=.Q justfu'à a: = 1. En différentiant la (piantité {x-\-à)y .x" (1 — x)? ^=.r par rapport à .r, on obtient dr — dx (.^•«-• (1 — x)h' {x + a)r-' {yx {\ — x)-\-u {x + «)(! — x) — (i [x-\-a) x)). Or
yx{X — .r) + « {x-\-a) (1 — x) — ^j{x-\-u)x =z — y («* + «) + («0^+ y) + («+!) (« -\-y)) (x+«) — (« + .^+ r) (*• + «)■% donc en intégrant entre les limites x=0, x=\, on obtient
De cette équation on tire en divisant par -^^ et substituant à la place des
intégrales leur valeurs eu i/,
0\ d^ /a + 7 p+-Y\ dy (y+l) (a + ^+y) q
Si l'on met à la place de «, (i, y respectivement 1 — ^, 1 — «, «4-;^+^ — 1' on aura la même équation, donc
sont deux intégr.iles particulières de cette équation.
Or « = — i^+I _ -^, et par conséquent e-m^C.a''+y{i + a)?+r, ' a l + «
donc l'équation (0) donne
Pour déterminer la ([uantité constante C soit a = oo, et l'on trouvera facilement
6' = (« + ,5'— 1) fl^x . x"'\l—x)hfy.v . ar-/» {\—x)-",
c' est-à-dire
C^ — n (cot (a;r) + cot (^jt)).
Par suite l'équation (4) donne
5) <_rv4-n /"i^(f±«F /"' rfx(j+ar+^+^
= 71 (cot («;r) + cot (,1t)) . «"+;' (1 + «>*+'/. Le cas où y = — « — /^, mérite d'être reiuaiqué. On a alors comme on voit aisément:
y«i dx 1 /»^ dx
o x'-r(l-x)'-^(x+fl)«+'* ~ a'»(l + af J o x'-''(l-J-)'-''
donc /-^ ^£ ^iMJm L_.
J o ^'7''(l-xy7^{x+af+^ r(a+^) û''(l + ay'
Soit p. ex. ^=1 — «, et l'on aura
/»! rf-r r(a)r(l-«) 1
J„ (i-xfx'-«(x+fl) ~ r(i) ■ «'-«(!+«)«'
or r(l) = 1 7T«) . r{l—u)=z^l—, donc
siii a-
/i^ dx iz 1
o (x-ha)x'-"{l-xY' sinaTC " „'-" (l + a)" '
/"= -« j ^ . En différentiant on obtient o (l+xf. {x+a)y
dy r^ x-."dx
Lorsqu'on différentie la fonction x'"{l-{'xf~'- (.r -}-«)='' on obtient,
(i+xy {x+ay+*
x'"dx
{l+xf {x + a)l'+' donc puisque.
y = (y-f- 1) (1 — «) « — ((«+y) (i-«) — ir+M (•^+«) + (1— « -p—y) (^+«f .
(1 + J:y {s + a^ On tire de là en intégrant
Q\ ^ , ( g+Y _ P + Y ^ _^ _|_ T(l-a-p-T) „ — 0 ^ rfa2 -TV a la J ' da ~ e(l-c) ' -^
En mettant respectivement 1 — /?, 1 — ^«, y-|-«-j-/t? — 1 à la place dea, /9,7, il en résulte la même équation, donc
sont deux intégrales particulières de cette équation. Or p étant = -^i^ — -^^^X et par suite e •^'"^%
on a en vertu de l'équation (0)
y Ûl^ — y _^ = ? .
^^' da '^^ da a^^'(l-af+y
En faisant «= 1, on trouve C=0, et par conséquent
c'est-à-dire y^=:r^2, C étant une constante. Pour la trouver on feraa^l, et on aura
Or P°°jrU^ ^ r(l-a).r(a+P+T-l) ^^
par suite l'équation ^j = Cy^ donne
r°° x-"dx r(l-a).r(a+fi+7-l) p"' x^-'dx
^ o {\+xf {x+a)y~~ r(i^)-r(T) 'J o (i+x)'-''(x+of+^+"-' "
Si dans l'équation (6.) on met (1 — a) à la place de « et ,j et « à la place de M et [i, elle ne change pas de forme.
Il suit de là que
est de même une intégrale particulière de la même équation. On a donc
V Èj^ — v J^ —
da B«+)'(;i.„)/S+y
En mettant xa à la place de x dans l'expression de y^, on obtient:
y^ = a-r^^r ^^^^^^- ; 1^ = - ra-',y f ^'-'^
^ à (l + sf. (1+ff.r/ da i/ „
On. trouve de même, en mettant (1— o).r à la place de x:
En substituant ces valeurs, multipliant par a"+y(l — a)/+y et écrivant C
leu de , on trouve :
^ 0 (l+xf {X + axf'^o (l+J^F+'(l + (l-a)T)«
^0 (l+x);'(l + (l-a)x)« «/ 0 {l+x)y+\l+ax)^ Pour tiouver C soit « = 0, et on aura :
_ /- x-pdx r-^ x-['dx r(i-a).r(i-p) ^^ , ^ , ,,
Si l'on fait p. ex. p'= 1 — u, on aura en remarquant que
r(i - a) . r{a) = -^^L- , r{Y + i)=Yr{r):
Y.sm(a7i:) c/ ^ (l+x)?' (1 + ax)'-'' «^ ., (l+x)J'+' (l + (l-a)j:y'
^ 0 (l+j)î'+'(l + «J-)i-fî «^ 0
(l + xf (l + (l-fl)x)'' Lorsque « = ;/ = ^ on a :
_„) . r^ ^£ r- dx
J„ v^{x(l+x)(l + (l-a)x) J^ ^(x(l+x)Hl+aj:))
Toutes ces intégrales peuvent s'exprimer par des fonctions elliptifpes. En effet, soit .r = (tang (ff, et on aura après (juelques transformations légères
2 Jo v'(l-(l-a)sin2ç) ' t/ o \/(l-a.sin\)
~*'^ ' '^ 0 \/{l — asia^ç) J 0 ■/(! -(!-«) sin 2 ç)'
c'est-à-dire, lorsqu'on fait a = c^,b^=l — c%
JL — F'{c) . E\h) + F\b) . E\c) — F^{c) . F'ib) , où, d'après la notation de M. Legendre,
La fornmle ci-dessus se trouve dans les exercices du calcul intégral par M. Legendre^ Tom 1, pag 61.
Dans la formule générale (7) les intégrales peuvent s' exprimer par d'autres dont les limites sont 0 et 1. Soit pour cet effet xz=--^, et on aura:
!r(i-a).r(i-^).r(a+g+Y-i) ^ ^^ r^ dy{i-yf+?+r-"' r'dy{i-y)"+^+y-' r(ï+l) ■ ^ 0 / {l-(l-a)yy ' J 0 / (1 - ayf
'^ ^'J ^ y-{\-(\-a)yf J o y^(\-ayf
Nous avons va plus haut que
i-i rfj r(a) ■ r(^) 1
Jo x'r"(l-x)'-'*(^+«)"+^ ~ r(a+p) ' a?(i+af'
On peut, comme il suit, trouver une expression plus générale de laquelle celle-ci est un cas particulier. En différeutiant l'intégrale
r^'dx.a:"-' {l-sy-'
par rapport à a on obtient
11 suit de là que
du "T"\l + «"t" a J'' a {l + a) {s + af+^
En multipliant cette équation par a^(i-\-a)'', le jtremier membre devient
une diflV'ientielle complète, savoir égale à d(i/a^{{l -|- «)"), o» aura donc en intéjiTant:
Pour ti-ouver C, qui peut être une fonction de x, nous ferons a = oo. On aura donc:
jja? (1 _|_ a)" = j^dx . .r"'" (1 — x) '' , et par conséquent,
C=/ dx.x (l—x) ^x{i—x) / \,^^ •
Si l'on fait a = ZlJ^ et par suite y = f±^ , on trouvera r-da.ah^^l.ay- _ _ ^-. _ ^^^.^ . y.. (^ _y).-.
= :r-" (1 - ar^(-fyx . x'''' (1 — xf ^f^ dx . x"'' (1 - xf). En substituant cette valeur, on obtient
C = /* V/^ . .r"-' (1 — xf= JMi£(^-L , et par conséquent
Si p. ex. a + /'^ = 1? on aura
- ^ a+«r /"^ ^j ■■/'-' (i-x)-'' , s" _ /'" rf« . »-" (1 + «)"-'
sin (ar) g«-i t/ 0 x-t-a (l-j')"-' «^ " j: + «
Si de plus a = ^, ou obtient
ce qui est juste, car
:=: . arc. tan" 1/ ( — ) ,
o {x + a) \/ {x - x'^) v'(a+«2) ^ \a-ax /
/'a rfa 2 .. "^/ ( ""^' V
o (tt + j:) v/(fl + «-) v'(-ï'+i*) ' ' ■ ' »r \ j + jrc /'
et arc.tang {:) -\- arc. tanj» ( — j = -^.
m. Soit y = r p-'^x'-' (1 — xf-' dx, oii »'. > 0, t> > 0. En dillérentiaut par rapport à a on obtient:
_^z:- r\-^''x"{\ — 4r^ dx, da u a
Lorsqu'on différentie la fonction r^^e'^^x" (1 — xj par rapport à a.* on obtient:
drz^ae'^^x"-^ {i-x) dx — {u^(i-\-a) .e'^^x" {i-x) • dx+ae'^^ x''"^\l-xf'' dx^ donc en intégrant depuis .r r= 0, jusqu'à x=^\, et substituant pour les inté-
erales leurs valeur en y, — ^ et — ^ :
* ^' da da^
da^ ~ \ a ' J da ^ a ^ On satisfait aussi à cette équation en faisant
^e- X (1 — x) ■ dx
a étant positif. Or on a w =:-^^-t^+l,donc ^^ = • Donc l'équation
(0) donne:
V -^ — v ^A.=—^— ''^ da ^ ■ rfa ça
SI dans l'expression de y^ on met .r-j-1 à la place de x, on trouve
-a /•« _ax /S-i «^1
y^ = e I e • X (1 -j- ^) • dx.
da
ey O
rfa:.
ou bien en mettant ici — à la place Ae x:
a y^^ea ■ I ex (a-\-x)- dx,
—4^ =^ — e- a ■ I e- X (a -\- x)- dx.
da </ o ^ .' '
Substituant ces valeurs de y^, ~^ de même que celles de y, -j—-, multi pliant par e^. a"+?, et faisant a^= 0, on trouvera:
C= re-^ dx . ./r-- f\l^ . /-• (1 _:.•/-•,
c' est-à-dire
On aura donc
m . W) = /" e'^' dx . X-' (1 - xfr'T^ dx . J'^ (a + .)"
e- dx . X (1 — x) . I e- (Ix . x («+*•) • Lorsque /? = 1 — «, on a
_JL_ _ /• '^.--( ^:_ y: pe-dx.U + ^y ,
siniXTC i/o j: \l-x/i/o V ' x /
- a r \lx . e--"" U^y. r^ .-Vl + -^-Y kJ 0 \\-x / %J o x-i-a \ X /
IV. Soit
/^ ax_x' (r_i , ,
-e • X dx, ou « > 0.
Eu différentiant on aura
— i- = / e • a; ■ «x, -— - = / e . x ■ dx.
da U 0 da'^ U o
Or d^e'^T^^x") = dx . e^^-'^'x^'-'ia -\-ax — 2x%
donc en intégrant depuis ^- = 0, jusqu'à x = oo, substituant les valeurs des
intégrales en y, -^ et -'-^ et divisant par — 2 on aura : ° ^' da da^ '■
da'^ ^ da ^ "^
Cette écpiation conserve la même forme lorsqu'on remplace a par — a, donc
ij=zij^=i r"e-^y^^x"7' dx est de même une intégrale particulière de cette équation, p étant = — Xa,
on a e'J^ Ce*, et par conséquent,
Si, poui' trouver la quantité constante C\ on fait «=0, on trouvera:
yi=f^ e-f ^""' dx = \ r(|-) ,
da donc en substituant:
et par suite
KC-i^)/-a)-^=y:>-"'^--y:v."v...."
+ /'°° ax_x' I u /'°° _ax_x' j «-i
■ / e • (Ix.x . I e • dx.x
Si l'on met a^ — 1 à la place de o, on obtient la formule suivante:
^ .7/^) ^^1^^ e"^—J'\lx.e-''\cosax).x'^'f^dx.é-^\co% ax).x"
-\- I dx. e~^ (sin «a:) . x"'' / rf:c . e~^ (sin «a::) . ar".
Note. Les quantités constantes (exposants), qui se trouvent dans les inte'grales de ce mémoire, doivent avoir de telles valeurs que les intégrales ne deviennent pas infinies. Ces valeurs sont faciles à trouver.
Sur les fonctions qui satisfont à l'équation
<f X + (pî/ = xp {xfjj + y fx)
MU équation
(fX -\-(pi/ = 'ip (xfi/ + yfx), est satisfaite lorscpie
fi/ = ^y et (px = ipx = log x; car cela donne
log X -f- log y = log xy ; de même lorstpie
fy = ]/(l — y"^) et q^x = i/).r = arc sin x, ce qui donne
arc sin x -f- arc sin y = arc sin (^x |/(1 — ?/*) -\- yV^{\ — -î"^)). Il serait possible qu'on pourrait encore satisfaire à la même équation d'autres manières. C'est ce cpie nous allons examiner. Soit pour abréger
l'équation de condition devient
En différentiant cette équation par rapport à x et à y, on aura en faisant usage de la notation de Lagrange:
De ces équations on tire en éliminant la fonction ip'r.
Or l'expression de ?• donne
donc en substituant,
3) ^'y -(fy + y M = (p'x.(fx-\-x fy).
En donnant maintenant à la quantité variable y la valeur particulière zéro, ce qui est permis, parce que x et y sont des quantités indépendantes entre elles, et en faisant pour abréger,
^'0 z=a,fO = a, fO = a', l'équation (3) prendra la forme,
au — (f'x (fx -|- u'x) = 0, d' où r on tire en écrivant y au lieu de x,
ftcc — (f'y(fy-\-a'y) = 0.
Ces deux équations donnent,
4) œ'x = p- et œ'y = — — ;
' ^ fs+cnx "^ fy+ay
donc en Intégrant,
5) q}xr=aa I - — —, —
' J fx + rix
De cette manière la fonction ç.r est déterminée par fx. Il s'agit donc de trouver la fonction fx. En substituant dans l'équation (3) les expressions (4) des fonctions (f'x et t^p'y, et réduisant, on trouvera:
6) {fx + «'^) ^y + yfx) = {fy + a' y) {fx + xfy) d'où l'on tire en développant
7) fxfy-\-u'xfy -{-yfxPx-\- u'xyfx—fxfy—a'yfx — xfi/fy — u'xyfy = 0, ou bien
8) a:{afy-fyfy-a'yfy)—y{ufx-fxf'x-a'xf.v) =0, OU en divisant par xy
9) ^ {('-'fy- fyfy - ^^'yfy) - ^ iccfx-fxf.v^a'xfx)=o,
Les quantités .v et y étant indépendantes entre elles, cette équation ne
peut avoir lieu à moins qu'on n'ait
-^ i^'fy -fyfy — ^'-'yfy) = \ {arx—fxf'x—a'xf'x) = Const.
Soit donc
10) ~{afx—fxf'x — u'xf'.i) = m.
et on aura:
1 1 ) fx (fx + a 'X) + {mx — a f.v) == 0.
Par cette équation la fonction fx est déterminée. On peut l'intégrer eu faisant
cai' alors on a px . dx = zâx -\- xdz, d'où l'on tire en substituant,
{zdx -f- .ï'^/») (-v- + (i'x) -\- {>»-v — a'xz)dx = 0, ce qui donne en divisant par .r,
{zdx 4- xdz) {z 4- «') + {m — u'z) dx = 0, ou (z{z -f- a') -\-m — a'z) dx -\- xdz {z-\- a') = 0,
ou bien {z^ -\- m) dx -f- xdz {z-\-ci')^Oj,
ou en divisant par x {z"^ -\- m),
dx dz (s + a')
donc en intégrant,
J X xJ z'^ + m \J a^H-m
Soit m = — 7^% on aura
/— = lo£j X, I 1 "„ = ^ loe iz"^ • — n% 1 „ ^ „ = — - log ,
donc en substituant et ajoutant une constante c,
log r — log A- = ^ log (z-" — H*) + ^ log -?^ ,
ou
Mais on avait fx = xz ; donc z = -^-- , et par suite en substituant,
^ ^ {{fx)^-n^x^f /fs-nx>£ X X \fx+nx J '
ou bien
(• = {fx — ?ix) "■" {fx-\-nx)'^ *•" , ou en élevant à la Sw'"*^ puissance,
12) c-":={fx— nxY+r {fx -f- nx)"-"'
x = 0 donne c = c, à cause de /O = «. Voila l'équation de laquelle dépend la fonction fx. Elle n'est pas en général résoluble, parce que u et u' sont deux quantités indéterminées, qui peuvent
même être imaginaires. L'équation (12) contient la forme la plus générale de la fonction /'.r, et ou peut démontrer qu'elle satisfait à l'équation de condition donnée dans toute sa généralité. En efl'et la fonction fx satisfait à l'équation (11), et on voit par la forme de l'équation (9) qu'elle satisfait aussi à cette équation. Or l'équation (G) est l'équation (9) sous une forme différente. Donc la fonction fx satisfait aussi à l'équation (6). De l'équation (6) on tire l'équation (5) en faisant a'a.== — ;— et l'équation (3) donne en faisant xfii -\-
1/fx = 7':
En intégrant cette équation différentielle pai'tielle par les règles connues on trouvera:
r=Ficpx-^(py% et de là (fx-]-q>y = tpr,
ou (px -{-(fij=yp (xfy + yfx),
ce qui est l'étpiation de condition donnée.
Il reste encore à trouver la fonction xp. Pour cet effet soit y = 0, on aiu'a en remai'quant que fO = a,
(fx = ip (ax) — 7^0,
ou en mettant — au lieu de x,
On trouve donc, en résumant, que les formes les plus générales des fonctions, satisfaisant à l'étjuation de condition,
(fx-\-(fy = %p{xfy -\- yfx) sont les suivantes:
fx + a'x
et \px = (fO -{- ii> ~ = au / —-4- + ÇîO,
où fx dépend de l'écjuation
a'» =z{fx — nxy+"' {fx-\-nxf-r Soit pai' exemple
on aura
u = fx — ^x; donc fx=ia-\-^x-,
f* dx
et par suite ffx == av. 1 = aa log (« -|- .r) -f- k ,
* t/ OL + S
^x = (pO-\- (p(~j==2k-^aa log« + ««logr«+ —j,
on tl'x = 2A- -\- ace log (a* + •^')-
L'é(iuation de condition devient donc k -)- arc log («+^) + A- + «« log(«+^) = 2A- + ff « log («'^ + .r («+|^//) -Jry («+2-^')) ; ce qui a effectivement lieu, car les deux membres de cette éifuation se réduisent à
2k -f- «« log {tt^-\-ax -f- ai/ -\- xy). La fonction qx est trouvée ci-dessus en forme d'une intégrale. On peut aussi trouver une forme finie pour cette fonction par des logarithmes en supposant la fonction fx connue. Savoir soit
f'x-\->ixr=v et fx — nxz=.l, l'équation (12) donne
donc *»+«■= «•^".i)'>^-",
et de la t = a • v
Or fx = :^{r + t) et nx = :^{v — l),
, in g'-n
donc fx =zllo-\- «"t'^' ^«'+"
et Xr=z -—. t) u . V " ,
'in 2» '.
d'où l'on tire en différentiant
2n -•211 , j 1 a' — Il n+K- fc+n f ...
\ Un 2H(a'+«) I
On trouve de même
ou bien /:r + «..,=(,, + a'){^-2^^^- «"n -+nj^^ donc ^ = ^— ;
fx + OLJr (11+7. )v
ce qui donne en intégrant,
/' ds 1 , ox r- = lOS ^i" = -^— ; fx + a-x n + OL' aa.
OÙ c est une constante arbitraire. En mettant donc peur v sa valeur fx-\-nx,
on aura
13) (px = y- log (<;?2J; -|- cfx).
Dans les deux cas, «' = oo, et /« = 0, la fonction fx prend une valeur particulière. Pour la trouver, il faut recourir à l'équation diflérentielle (11).
Soit d'al)ord ?i = 0, l'équation (11) donne, à cause de m= — w^:
f'x(fx -|- C('.V) — u'fx = 0.
Soit fx = zx,
, dx dz (s + «') dz a.'dz
on trouvera — = — — ^--- — i ■= — — ,
et en intégrant
log c' -{- log x = — log z -\- — , ou log(r'j;-:) :
fx OU, puisque c = ;i—
log {c'fx) =. , ou a^x =1 fx log (c'/Ir). '
Pour a; ^ 0, on a 0 = « log c'a, donc c'a = 1 et c' ^=. — ,
donc 14) a'^ = /"^ log U^ ,
ou e"? = f^f^y^'-
Cette écpiation détermine donc la fonction fx dans le cas où n = 0. L'équation (15) donne dans ce cas:
aix , / /> ^ «Kl I «a 1 C fx \
«.' a oc' V (X /
en vertu de (14) on a log U^^ = ^^;
donc 15) a^x= ^^ log ca + ^^ .
De plus
L'équation de condition dt'vient donc:
2aa. I i
— , Ino- /•« -i-
los ca -j — --- j_ -— - los ce. A — ^ = los eu A ^^ — ^v4^
a' ° ^ fx ^ a.' - ^ fy a' » ~ f^^fy+y/A
c'est-à-dire on aura
17) af{-^^^±^)=fa:fy.
Pour examiner cette équation nous mettrons au lieu de .%■ et de i/ leurs valeurs de l'équation (14) savoir ^log (-^) et ^ log (— ); t^<^ fjui donne:
Afyio,(^) )
'' '1 aa' 1
en faisant poui' abréger
fxfyXo,{f^JL)
aot' Il suit de la:
2 log « + log ^ == log (/:r />/).
Or en vertu de l'équation (li) on a log-^ = -^, donc en substituant
20) 2log« + ^ = log(/:r/».
Mais puisque //• = -i^^^ (18), on a en vertu de (19) '^ •
a' donc/ — ^= log ( à^); et par conséquent: 2log«-j-logr^^^^)=log (/.i/^),
ce qui a,, comme on voit aisément, effectivement lieu. Soit ensuite a' = oo.
En mettant dans ce cas l'équation (11) sous la forme:
il est clair qu'on doit avoir xf'.v — f.v=0, lorsque »? est fini. Il faut donc que
f'x . dx dx ,.
^ — = , OU fx = ex.
fx X
Si m = — pu'
OU a xfx — px — fx = 0.
Soit f.% = xz,
on aura x{xdz -\- zdx) — {p -\- xz) dx =. 0,
ou xdz = pdx ;
tlonc c = p iog rx = - — , et par suite
fx =px log ex.
Pour trouver (fx, on substituera la valeur de la fonction fx dans l'équation (3), et l'on aura à cause de f'xz=zp\og ex -\- p:
f'.'/ iPy 'og cy -}- yp log ex -\- py) — if'x {px log ex -\- xp log ey -\- px) = 0; donc en divisant ])ar p (log e-xy -\- 1)
donc x(p'xz=k et d(rx= ,
et de là ' (fx = k\o§ i»x.
L'équation de condition donnée deviendra donc:
k log 1/tx -f k log niy = yj (xpy log ey + ypx log ex), on k log nî^xy = xp (pxy log c^xy),
ou en faisant pxy log e'xy = r et xy = v,
I^T = k log ?«-«'.
Par le méine procédé, qui a donné ci-dessus les fonctions qui satisfont à l'équation,
ipx -^(fy = i}j {xfy + ijfx), on peut trouver les fonctions inconnues dans toute autre équation à deux quantités variables. En effet, on peut par des différentiations successives par rapport aux deux quantités variables trouver autant d' équations qui sont nécessaires, pour éliminer des fonctions quelconques, de sorte qu' on parviendra à une équation qui ne contient qu'une seule de ces fonctions, et qui sera en général une équation différentielle d'un certain ordre. On peut donc en général trouver chacune de ces fonctions par une seule équation. H suit de là qu'une telle équation n'est que très rarement possible. Car, comme la forme d'une fonction quelconque contenue dans l'équation de condition donnée, en vertu de l'équation même, doit étie indépendante des formes des autres fonctions, il est évident qu' en général on ne peut considérer aucune de ces fonctions comme donnée. Ainsi par exemple l'équation ci-dessus ne pourrait plus être satisfaite, si la fonction fx eût eu une forme différente de celle qu'on vient de trouver.
Note siir le mnnoire No. 4 du second tome dti journal de M. Crelle, ayant pour titre "remarqiics s/ir 1rs séries infinies et leur convergence."
\3n trouve pag. 54 dans ce mémoire le théorèine suivaut jM»iir leconnaifre si une série est eonvergcuîe ou divergente:
"Si l'on trouve que dans une série infinie le produit du ??'" terme ou du "«"' des groupes de termes qui conservent le nu-me signe, par n, est zéro pour "rt^oo, on peut regarder cette seule circonstance comme une marque, que la "série est convergente: et réciiiroqueinent, la série ne peut pas être conver- "gente si le jiroduit «.«„ n'est pas nul pour w^cxd."
La dernière partie de ce théorème est très juste, mais la première ne semble pas l'être. Par exemple la série
21og2 ' :ilog3 ' 41og4 n\o^n
est divergente quoique na„ = -, soit zéro pour n = oo. En effet les loga-
' log?^
ritlunes hyperboliques dont il est question sont toujours moiiulre que leurs
nombres moins 1, c'est-à-dire, on a toujours log(l-j-.r)<a:. Si a>l cela
est évident. Si .r<l on a
log(l + .r) = a— ..'-(i-l.r) — .r*(i-kr) . . .
donc aussi dans ce dernier cas log(l-f-.r)<.r, puisque i — i.r, i — i.r sont
tous positifs. En faisant .r= — , cela donne
log( 1 -\ ) < — ou bien log— ^^ < —,
ou
log(l + «)<— + '»§" < f 1 -| r — ) ^^^ " '■
donc
I02; los: (1 -4- u) < log los « + log ( 1 H ; ) •
Mais puisque \og{l-{-a:)<x, on a log( 1 -] ; ) < -— — , donc en vertu de
1 * ov 1 / ^V ' «logM/ nlogn
l'expression précédente,
lo2;los;(l + ?i)<lo2:los;?i H ; .
En faisant successivement ?< = 2, 3, 4,... on trouve
Ioglog3<loglog2 + Yi^;^'
loglog4<loglog3 -j-
31og3'
loglog5<loglog4 + — — -,
4 lOS 4
logIog(l + w)<loglogw + ^n^' donc, en prenant la somme,
loglog(l + >*)<logiog2 + ^ + ^ + j^--- + ^. Mais loglog(l-|-?/) = oo pour ?i = oo, donc la somme de la série proposée
— 1 i- . . . -I est infiniment grande et par consé-
21og2 ^ SlogS ' 41og4 ~ Klog7^ " ^
quent cette série est divergente. Le théorème énoncé dans l'endroit cité est donc en défaut dans ce cas.
En général on peut démontrer qu'il est impossible de trouver une fonction (pn telle, (jii'une série quelconque fif,-\- a^-\- a^-\- a^ . . . -\- a„, dont nous supposons tous les termes positifs, soit convergente, si qn .a„ est zéro pour w=oo et divergente dans le cas contraire. C'est ce qu'on peut faire voir à l'aide du théorème suivant.
Si la série r/^,-|- o^-f- ft^ . . . -\- a„ . . . est divergente, la suivante
"JL -|- ^J^ 1_ «3 I "n
le sera aussi. En effet, en remarquant que les quantités «„, «j, a^, . ■ ■ sont positives, on a en vertu du théorème log(l -)-.r)<.T-, démontré ci-dessus,
'o§ K+ «1 + «2 • • • + «n) — log («0 + «1 + ti„... fl„_i) e' est-à-dire
log(l -f ^5 ) < "^
donc, en faisant successivement ;/ = !, 2, 3,...:
•Oiî K + '^i + ''î + «3) — log («0 + «1 + «a)< — -J^— ,
•0SK + «1---- + "") — 'Og(0o + «l---- + '?n-i)<
an+a,... + a„ '
et en prenant la somme,
Mais si la série «^-j-Oj-j-f/^ . . . -}-«„ est divergente, sa somme est iniinie et le logarithme de cette somme l'est également; donc la somme de la série
-^ A ^ — ...A — est aussi infiniment grande, et cette série est
par conséquent divergente, si la série a^-\-a^-{-a^. . • + '^n-i l'est. Cela posé, supposons que ç7i soit une fonction de n telle, que la série a^-\-a^-\-a^...-\-a^... soit convergente ou divergente selon que (fn.a^ est zéro ou non pour w = oo. Alors la série
<pl ' (p2 ~ o3 ~ 94 ■ '~ on '"
sera divergente et la série
^^ V çl ' ç2 ■" 93 ■ ■ ■ 9(« - 1) / convergente; car dans la première on a a„(f?i^l et dans la seconde a^(fn^O pour n^oo. Or selon le théorème étal)li plus haut, la seconde série est nécessairement divergente, en même temps que la première; donc une fonction (fn telle qu'on l'a supposée n'existe pas. En faisant (ftiT=n, les deux séries en question deviendront
et ^1^1 1 -I- ^
•2.1^3(1+*) t- 4(1+^+1) ^ «(lHH---^i-)
qui par conséquent sont divergentes toutes deux.
Mémoire sur toie classe particulière d' équations résolubles algébriquement.
Ml est vrai que les équations algébriques ne sont pas résolubles généralement; mais il y en a une classe particulière de tous les degrés dont la résolution algébrique est possible. Telles sont p. ex. les équations de la forme .r" — 1=0. La résolution de ces équations est fondée sur certaines, relations qui existent entre les racines. J'ai essayé à généraliser cette remarque en supposant que deux racines d'une équation donnée soient tellement liées entre elles, qu'on puisse exprimer rationnellement l'une par l'autre, et j'ai trouvé, qu'une telle équation peut toujours être résolue à l'aide d'un certain nombre d'équations moins élevées. 11 y a même des cas où l'on peut résoudre algébriquement l'équation donnée elle même. Cela arrive p. ex. toutes les fois que, l'équation donnée étant irréductible, son degré est un nombre premier. La même cbose a lieu encore si toutes les i-acines d'une équation peuvent être exprimées par
X, Ox, b"-x, f/x^ . . . 0"-\v^ ou 0"x=zx, Ox étant une fonction rationnelle de .r, et b'^x, b^x, . . . des fonctions de la même forme de 6x, prise deux fois, trois fois, etc. . . .
L'équation-^ =0, si n est un nombre premier, est dans ce cas; car
en désignant par « une racine primitive pour le module ?>, on peut, comme on sait, exprimer les n — 1 racines par :
X, X", X"', x"^ , .... x""''', où a:"'"' = .r, c' est-à-dire en faisant x" = Ox, par :
X, Ox, 6\v, b^x, 6"-2.r, où d^-^x = .r.
La même propriété convient à une certaine classe d'équations qu'offre la théorie des fonctions elliptiques.
En génériil je suis parvenu à démontrer le théorème suivant : "Si les racines d'une équation d'un degré quelconque sont liées entre-elles de sorte, que toutes ces racines peuvent être exprimées rationnellement au moyen
(le l'une d'elles, que nous désignerons par x; si de plus, on désignant par ôar, O^x deux autres quelconques des racines en question^ on a
l'équation dont il s'agit sera toujours résoluble algébriquement. De même si l'on suppose l'équation irréductible et son degré exprimé par
OÙ «,, «2» • • • • "w ^ont des nombres premiers dilTérents, on pourra réduire la résolution de cette équation à celle de j\ équations du degré «j, de c^ équations du degré a^ de 7', équations du degré u^ etc."
Après avoir présenté généralement cette théorie, je l'appliquerai aux fonctions circulaires et elliptiques.
Nous allons d'abord considérer le cas où l'on suppose que deux racines
d'une équation irréductible") soient liées tellement entre-elles, que l'une paisse être exprimée rationnellement par l'autre.
Soit
1) (fx = 0
une éqiiation du degré //, et x' et .Tj les deux racines qui sont liées entre-elles par l'équation
2) X' = dx^,
où Ox désigne une fonction rationnelle de x et de quantités connues. La quantité X' étant une des racines de l'équation, on aura (p{x')=0 et en vertu de (2). 5) cp{ex,)^0.
Je dis maintenant ({ue cette équation aura encore lieu, si au lieu de x^ on met une autre racine quelconque de l'équation proposée. On aura effectivement le ^léorème suivant" ).
*) Une équation çx =z 0, dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles d'un certain nombre de quantite's connues a, b, c, . . . s'appelle irréductible, lorsqu'il est impossible d'exprimer ses racines par une équation moins e'ieve'e, dont les coefficiens soient e'galement des fonctions rationnelles de a, b,c, . . .
**) Ce the'orème se de'montrera aisément comme il suit:
Quelle que soit la fonction rationnelle /j^, on peut toujours faire /r= -—-, où Met A'^
sont des fonctions entières de j, qui n'ont pas de facteur commun; mais une fonction entière de x peut toujours être mise sous la forme P+Q.çj, où P et Q sont des
Théorème I. "Si une des racines d'une équation irréductible (fx-=iO satisfait à une autre équation fx^O, où fx désigne une fonction rationnelle de x et des quantités connues qu'on suppose contenues dans (px; cette dernière équation se trouvera encore satisfaite en mettant au lieu de x une racine quelconque de l'équation q?.r = 0: mais le premier membre de l'équation (5) est une fonction rationnelle de x, donc on aura
4) (p{fJx)=0, si (px = 0,
c'est-à-dire, si x est une racine de l'équation y.r=0, la quantité Ûx le sera également.
Maintenant, en vertu de ce qui précède, Ox^ est une racine de l'équation (px=0, donc 60xj le sera aussi: également 666x^, etc. le seront encore en répétant l'opération désignée par 0 un nombre quelconque de fois.
Soit pour abréger
06x^=0''x^; Û6-x^=i0\v^; Oe^x^=0*Xi etc.
on aura la série
et toutes ces quantités seront des racines de l'équation qpa-^0, La série (o) aura une infinité de termes, mais l'équation ^^=0 n'ayant qu'un nombre fini de racines différentes, il faut que plusieurs quantités de la série (o) soient égales entre-elles.
Supposons donc p. ex
ou bien
6) o"(e"'x\) — frx^ = o,
en observant que 0'"~^"x^ = 0"0"'x^.
Le premier membre de l'équation (6) est une fonction rationnelle de Û"^x\; or cette quantité est une racine de l'équation (px=0, donc en vertu du tbéorème énoncé plus haut, on pourra mettre x\ au lieu de 6"'^:^ Cela donne
fonctions entières, telles, que le degré de P soit moindre que celui de la fonction çx. Donc, en faisant M:=F+Q.çx, on aura/x=:: ' ■. Cela posé, soit x^ la racine de çxr=-.0, qui satisfait en même temps à /r=0; Xj sera également une racine de l'équation Pz^zO, Or si P n'est pas zéro pour une valeur quelconque de x, cette équation donnera x, comme racine d'une équation d'un degré moindre que celui
de 9x=:^0; ce qui est contre riiypotlièse; donc P = 0 et par suite /x:=:çx —, d'où l'on voit que fx sera égal à zéro en même tems que çj q. e. d.
où l'on peut supposer que ?i ait la plus petite valeur qui existe, eu sorte que toutes -les quantités
8) :r,, Bx^, 6X> •• ^""'•»^'i soient différentes entre-elles.
L' équation (7) donnera
e^O".i\ = (l^a\ , c' cst-à-dire : 0'''^^.t\ = 0^-r^ . Cette formule fait voir qu'à partir du ternie t'""*.rj, les termes de la suite (8) se reproduiront dans le même ordre. Les n quantités (8) seront donc les seules de la série (5) différentes entre-elles.
Cela posé, si i^i^n, soit x^ une autre racine de l'équation proposée, qui n'est pas contenue dans la suite (8), il suit du théorème I., que toutes les quantités
Jj ^2, 0^2, G-x^, .... 6"~ x^, ....
seront également des racines de l'écpiation proposée. Or je dis que cette suite ne contiendra que u quantités différentes entre-elles et des quantités (8). En effet, ayant ÔV^ — .r^=z:0, on aura en vertu du théorème I: 6^x^-=x^ et par suite :
Donc les seules (quantités de la série (9) qui ymirront être différentes entreelles, seront les n premières
10) x^, ex^,6^x^,....0^-^x^.
Or celles-ci seront néccessairement différentes entre-elles et des quantités (8). En effet, si l'on avait
6".r2 = e'';r2, où m et V sont moindre que n, il en résulterait 0^x^-= (fx^, ce qui est impossible, car toutes les quantités (8) sont différentes entre-elles. Si au contraire on avait:
il en résulterait
6"-"'(9'':ri = (9"-"> 0'"x^=^6''-'^+"'x^ = 0"x2=x^ donc
x^=z6'"'^+*'x^, c'est-à-dire la racine x^ serait contenue dans la série (8), ce qui est contre l'hypothèse.
Le nombre des racines contenues dans (8) et (10) est 2«, donc fi sera ou égal à 271, ou plus grand que ce nombre.
Soit dans le dernier cas x^ une racine différente des racines (8) et (10), on aura une nouvelle série de racines
et on démontrera précisément de la même manière, que les n premières de ces racines sont différentes entre-elles et des racines (8) et (10).
En continuant ce procédé jusqu'à ce que toutes les racines de l'équation qpj?=0 soient épuisées, on verra que les /.i racines de cette équation seront divisées en plusieurs groupes, composés de n termes; donc ,« sera divisible par 71, et en nommant m le nombre des groupes, on aura:
Les racines elles mêmes seront:
12) /.r3, ex„ d^v„... O'^-'x,,
Si m=i, on aura ?/ = /*, et les fi racines de l'équation (f.T = 0 seront exprimées par
15) .r^, ex\, 6^x„ .... ^."-Vj.
Dans ce cas comme on verra dans la suite, l'équation (fx- = 0 est résoluble algébriquement. Mais la même cbose n'aura pas toujours lieu lorsque ?n est plus grand que l'unité. On pourra seulement l'éduire la résolution de l'équation (fx = 0 à celle d'une équation du m'^°"^ degré, dont les coefllciens dépendront d'une équation du ?tt''=°"' degré; c'est ce que nous allons démontrer dans le paragrapbe suivant.
Considérons un quelconque des groupes (12), p. ex. le premier, et faisons
14) I ix—x^{x-d.r,){x-0'.v,)...ix-e"-\r,) ^ \=.v''-\-A\..r"-'-\-A"^.x"-^ ...-{- A["-^\x-\-A[^^ = 0, les racines de cette équation seront
x„ dx^, b^x^, .... 6'"-'.r, et les coefficiens A\, A'[, A^^^ seront des fonctions rationnelles et symé-
triques de ces quantités. Nous verrons qu'on peut faire dépendre le développement de ces coefficieus de la résolution d'une seule équation du degré m.
Pour le montrer, considérons en général une fonction quelconque rationnelle et symétrique de a.\, O^i, Ô^^i, • • • Ô^'^-Vi, et soit
cette fonction.
En mettant au lieu de a\ successivement x^, x^, . . . .v^^, la fonction i/, prendra dilVérentes valeurs, que nous désignerons par v/j, i/.^, 7/^, . . . y^^. Cela posé, si l'on forme une étpiatiou du degré >»:
IG) y™ + p,r'-' + P.r-'' + • • . + y>n,-u'/ + 7'.n = 0, dont les racines sont t/^, y„, i/i,---^^, je dis que les coefllciens de cette éfjuation pourront être exprimés rationnellement par les quantités connues, qu'on suppose données par l'équation proposée.
Les quantités di\, 0'^-t\, • ■ ■ 6"~^-t\ étant des fonctions rationnelles de .r,, la fonction i/^ le sera également. Soit
( yi = ^-*'n
17 j < nous aurons aussi
Mettant dans (lo) successivement Ox^, 0"-^\, O^-^i, ■ • • O^'^-f au lieu de x^, et remarquant que 0"^\ = a\; 0"^^-^\^= O-v^; ^"+2.1-^= (^l^.r^, etc. il est clair que la fonction y^ ne changera pas de valeur; on aura donc
y 1 = F.v^ = FiOxj = Fiff-x^) = ... = F{fr-^x;)
et également
,y,= Fx^ = F{dx,) =-F{ffx^) = ... = F(6l"-Kr,),
y,,= Fx^=FiexJ=F{ff-xJ=z... = FiO'-\v,,).
Elevant chaque membre de ces équations à la ^^''^"^ puissance, on en tire:
En ajoutant ces dernières équations on aura la valeui* de
r,+yl + yl + --- + K
exprimée en fonction rationnelle ^i symétrique de toutes les racines de l'équation (fx = 0, savoir :
19) y\ +yl + r. + --- + yl = ~ ^(F-^Y-
Le second membre de cette équation peut être exprimé rationnellement par les coefflciens de (px et 6x, c'est-à-dire par des quantités connues. Donc en faisant
on aura la valeur de ?v, pour une valeur quelconque entière de v. Or connaissant T-j, ?'„,.. -J'niî on en pourra tirer rationnellement la valeur de toute fonction symétricjue des quantités ^i, y.^, • • -ym- On pourra donc trouver de cette manière tous les coefTiciens de l'équation (16) et pai* conséquent déterminer toute fonction rationnelle et symétrique de x^, dx^, O^x^, . . . O^'^x^ à l'aide d'une équation du w?'^"^ degré. Donc on aura de cette manière les coefficiens de l'équation (1 i), dont la résolution donnera ensuite la valeur de x^ etc.
On voit par là qu'on peut ramener la résolution de l'équation (px = 0, qui est du degré fi=7n.?i, à celle d'un certain nombre d'équations du degré m et n. Il suffit même, comme nous allons voir, de résoudre une seule équation du degré m et m équations du degré n.
Soit \i'x^ un quelconque des coefTiciens A'^, A'^, . . . A'"^ et faisons 2 1 ) t„= y\ .^x^-\-yl. rpx^ -f y^ .^^x^-\- . . . ^y^^. rpx^.
Puisque y^ . i^'.r^ est une fonction symétrique des quantités x^, Ox^,...d'^~^x^, on aura, en remarquant que 6^x^r=i x^; 0^+^x^z=i6x^ etc.
y\\i)x^ ={Fx^y. xpx^ = {FOx^y. ^6x^ = ... {Fti^-^x^y. xp6''-^x^ , donc:
y'lx},x,= l^.[iFx,y.^px,+ {FOx,y.,pOx,-]-. . . (FÔ"-^ar,)".t^'6"-»xJ.
On trouvera de semblables expressions pour y'^^.tpx^, y''^.'ii\rj,...y'\n\r^, en mettant x^, .Tj, . . . ar,„ à la place de x^. En substituant ces valeurs, on voit que fy deviendra une fonction rationnelle et symétrique de toutes les racines de l'équation (fX^=Q. En effet on aura
22) ty = — ^\Fxy . ^px.
Donc on peut exprimer t^ rationnellement par des quantités connues.
Cela posé, en faisant î' = 0, 1, 2, 3, .../«— 1, la formule (21) donnera:
On tirera aisément de ces éqii<itions, linéaires par rapport à i/'^j, ^^'x^, . . . V'a^ni, les valeurs de ces quantités en fonctions rationnelles de y^, y^, y^,
En effet, en faisant
25) iy—y^)iy—yi)---iy~ym)
on aura
"^ ^ » Jt, + E,y,+ R^yl + ... + Ji...,y-' + y-' '
Les quantités B^, R^, . . . Rj^-^ sont des fonctions rationnelles de y^, y,, y^, . . . y^, mais on peut les exprimer par y^ seul. En efi'et, en multipliant (23) par y — y^, on aura: '
(j/-y,) iy-y^) • ■ • (y-ym)=y'"-\-Pry''-'+p,y'"'+ • ■ --{-p.-^+Pr. = r+ iK-.-y,)y'''-'+ iK-.-y,ii.-dy''-'+ ■ ■ ■
d'où l'on tirera, en comparant les puissances égales de y:
25) {l^m-i=yJL~3+Pz = yl+Piyl+P2yi+Pz,
'^o =y:-'+pX'"+P2y''r"+- ■ • + /'m-x-
Eu substituant ces valeurs, l'expression de rpx^ diviendra une fonction rationnelle de y^ et de quantités connues, et on voit qu'il est toujours possible de trouver xpx^ de cette sorte, sous condition que le dénominateur
n.+R^y.+ii.yl + ■■■ + K-.y:-' + y:"
ne soit pas zéro. Or on peut donner à la fonction y^ une infinité de formes qui rendront impossible cette équation, p. ex. en faisant
26) y^ = (u-x^) (a — ex,) (a — ù^xj . . . (a-O^-^xJ, oii ('. est indéterminé, le dénominateur dont il s'agit ne peut pas s'évanouir. En effet ce dénominateur étant la même chose que
{yi—yù iy^—yz) ■ ■ ■ iy,—ym),
on aurait
s'il était nul, c'est-à-dire
(« _ ^. J {a-dx,) ...{u- (9"-'.r,) = (« - XX) (« — 6^,) ...(« — (9"-'.rJ, ce qui est impossible, car toutes les racines x\, dx:^, O^x^, . . . 6""^^:^ sont différentes de celle-ci: x\, d-v^, 0'^X\., . . . ^"-'a:,^.
Les coefficiens A'^, A"^, . . . A'"^ peuvent donc s'exprimer rationnellement par une même fonction y^, dont l'expression dépend d'une équation du degré m. Les raciues de l'injuation (14) sont
En remplaçant dans les coefficiens A'^, A"^ etc. y^ par y^, ^3-: ■ ■ • l/m^ f" obtiendra in — 1 autres équations, dont les racines seront respectivement:
.r^, dx^, . . . 6l"-^^3,
Théorème II. L'équation proposée y.r = 0 peut donc être décomposée en un nombre de m équations du degré w, dont les coefficieus sont respectivement des fonctions rationnelles d'une même racine d'une seule équation du degré m.
Cette dernière équation n'est pas généralement résoluble algébriquement quand elle passe le quatrième degré, mais l'équation (14) et les autre* semblables le sont toujours en supposant connus les coefficiens A'^, A"^ etc., comme nous le verrons dans le paragrapbe suivant.
Dans le paragrapbe précédent nous avons considéré le cas où m est plus grand que l'unité. Maintenant nous allons nous occuper du cas où /» = 1.
Dans ce cas on aura /( = », et les racines de léquation (fx^O seront
or je dis que toute équation dont les raciues peuvent être exprimées de cette sorte est résoluble algébriquement.
Soit u une racine quelconque de l'équation co" — 1=0, et faisons
28) i|.r = (.r-|- a.Ox -^uHPx-^ a=f)'x-\- . . . -f «,"-Y/"-'.t>" ,
ip.T sera une fonction rationnelle de x. Or cette fonction peut s'exprimer ratiouuclleuient par les coefficiens de (px et 0j?.
En mettant ^"a; au lieu de x, on aura
(^.n.r _|_ c.d^'+Kv 4- «2(9™+=^- 4- . . . + «."-'" . 6"xrj- c"-"+* . 6"+'.v . . . «."-'. ^Z'+^-^a:)/' ; maintenant on a
d."x=x, e^^'x—dx, . . . 6i."+"'-'^ = <?°'-'.r, donc:
Or «(" = 1, donc:
%pd'^x=^ [cc."-'"{x-\-adx-{-a''0^x-\- . . . + «^-»(9."-»a;)]" _ u.<"-'°^x-\-ttdx + . . . + «."-'^.«-^x)-", donc,
(^uf^-m) étant=l,
on voit que
ipO'°x=^ipx.
En faisant m=0, 1, 2, 3,.../* — 1, et ajoutant ensuite, on trouvera:
29) ^'x = -1 (nx+ ndx + ip'd^x + . . . + rpd"-'x).
^x sera donc une fonction rationnelle et symétrique de toutes les racines de l'équation (f.v:^0, et par conséquent on pourra l'exprimer rationnellement en quantités connues.
Soit ^ix = v, on tire de l'équation (28):
30) pr = x-^ a Ox 4- u^x + . . . + af'-'d'"-'^ • Cela posé, désignons les fi racines de l'équation
«.« — 1=0 par
et les valeurs correspondantes de v par
O— ^ Vf,, v^, r.2, î'3, . . • ^u-i?
l'équation (50) donnera, en mettant à la place de « successivement 1, a^.
yv^ =x-^ Ox-\- 6^x-\-...-\-e:"-\r,
\\^v^ =x-\- a^Ox-\- u\iP-x + . . . + af^-'ef-'x,
J/vu.,= x-\-(if,_fix+ui_fi-'x + . . . + <-;e."-'a:.
En ajoutant ces équations on aura :
54) x = ^ [-A-{-Vv^ + V-v^ + %,+ . . . +f i^^_,],
où — A exprime la quantité rationnelle yv^y.
On connait par là la racine x. Généralement on trouve la racine O^x en multipliant la première des équations (53) par i, la seconde par «-", la troisième par «-™ etc., et ajoutant; il viendra alors:
En donnant à m les valeurs 0, 1, 2, ... in — 1, on aura la valeur de toutes les racines de l'équation.
L'expression précédente des racines contient généralement un nombre
fx — 1 de radicaux différents, de la forme ■^/^'. Elle aura donc un nombre /("' de valeurs, tandis que la racine de l'équation (fx^=0 n'en a que //. Mais on peut donner à f expression des racines une autre forme, qui n'est pas exposée
à cette difficulté. En effet, lorsque la valeur de yz\ est fixée, celle des autres radicaux la sera également, comme nous allons le voir.
Quel que soit le nombre (j, premier ou non, on peut toujours trouver une racine a de l'équation «" — 1=0, telle que les racines
puissent être représentées par
36) «, a\ a\ . . . af-\
Cela posé on aura
^ ^ (l/'iv =zx-\- u^. ex + a'^^ù'^x + . . . + c/."-')''. 0"-\v, 57) {„ ' ^ ^ ' '
l|/r)j =: X + « . Ox + ('."-ù-x 4- . . . + «•"-'• 0"-'x, d'où l'on tire:
58) \Vf\-{Vf\)"~^= (•^• + «''- e.i:-\-u^^. b'^x + . . . + «f."-')k. fl."-'a:) I X (.î- H- « • Ox + «^ . Ô'^.r + . . . + «."-> . Bf'-'xY-K
Le second membre de cette écpiation est une fonction rationnelle de x, qui ne changera pas de valeur en mettant au lieu de x une autre racine quelconque O'^x, comme on le verra aisément, eu faisant cette substitution et ayant égard à l'équation 0^^'^x-=Q''x. En désignant donc la fonction dont il s'agit par ^px, on aura:
'"^ ''^ yv,,.{y^v )f-^= U'X=\p6x=i\p6^x =:... = \pe."-'x,
et de là:
39) Yv^,.iyvy-^= — \yx-\-'\pex-{-'\i!b'^x + . . . -f- 1/,'/9."->^].
Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symétrique des racines, donc on peut l'exprimer en quantités connues. En la désignant par «,., on aura:
40) Yv^(Yry'-^=a^ et de là:
A l'aide de cette formule l'expression de la racine x deviendra:
42) x=^{-A+V-v, + ^{Vv,f-^^yv,f + ...+^{Vvy-). Cette expression de x n'a que (i, valeurs différentes, qu'on obtiendra en mettant
au lieu de yv^ les /^ valeurs:
fl fl U fj,
La méthode que nous avons suivie précédemment pour la résolution de l'équation (fx = 0 s'accorde au fond avec celle, dont 31?'. Gauss a fait usage dans ses "Disquisitiones aritlimeticae pag. 64S et seq." pour résoudre une certaine classe d'équations, auxquelles il était parvenu dans ses recherches sur l'équation x^ — 1=0. Ces équations ont la même propriété que notre équation (fx-=.Q-, savoir que toutes ses racines peuvent être représentées sous la forme :
X, Sx, bH-, . . . 6-"-^x, Ox étant une fonction rationnelle.
En vertu de ce qui précède nous pourrons énoncer le théorème suivant: Théorème III. Si les racines d'une équation algébrique peuvent être représentées par:
X, Ox, b'^x, . . . d'"-'x, où ^i".r =z X et dx désigne une fonction rationnelle de x et de quantités connues, cette équation sera toujours résoluble algébriquement.
Ou en tire le suivant, comme corollaire:
Théorème IV. Si deux racines d'une équation irréductible, dont le degré est un nombre premier, sont dans un tel rapport, qii'on puisse exprimer l'une ratiormeUement par l'autre, cette équation sera résoluble algébriquement.
En effet cela suit immédiatement de l'équation (11)
où l'on doit avoir m^=\, si /( est un nombre premier, et par conséquent les racines s'expriment par x, Qx, O'^x, . . . 0"~^x.
Dans le cas, où toutes les quantités connues de (px et 6x sont réelles^ les racines de l'équation (px = 0 jouiront d'une propriété remarqualjle, que nous allons démontrer.
Par ce qiii précède on voit que «„_j peut être exprimée rationnellement par les coefficiens de (px et 6^, et par a. Si donc ces coeftlciens sont réels, Uu-i doit avoir la forme
a^,_i=a-]-by — 1, où j/^ — 1 n'enti'e qu'à cause de la quantité «, qui en général est imaginaire, et qui généralement peut avoir la valeur
a = cos + F — 1 . sin — .
En changeant donc dans « le signe de Y' — 1 •-"'■ désignant par «'„_j la valeur correspoudente de «„_i, on aura
m'^_j :^ a — by^ — 1 .
Or suivant (iO) il est évident, que «'^_j = «„_j, donc b = 0 et
Donc «„_j a toujours une valeur réelle. On démontrera de la même manière que
v^~c-{-(fy—l et v,,_,z=r—d\/'—l, où r et d sont réels.
Donc :
Do là on tire
ii) ?' ^ r= r 4- ]/ — 1 . [/(a" — r-2) ,
et par suite y^{a." — f^) = f/; d'où l'on voit que K(«" — t*) a toujouis uue valeur réelle.
Cela posé, on peut faire
4o) c=(|/p).«coS(T, l/(«f/' — r^) = (!/(')'' siii'V,
où ç est une quantité positive.
On en tire
f'+[^{a- — r^)f = {\/çr.", c' est-à-dire
46) af'=z(jf';
par conséquent ç sera égal à la valeur numérifjue de a. D'ailleurs on voit que a est toujours positif, si fi est un nombre impair. Connaissant q et d, ou aura
V, = (Kp)"- (eos (5 + j/"— 1 . sin (5) et par suite
y v,=Vç . [cos (_^j + K- 1 . s.n (-^-jj.
En substituant cette valeur de yv^ dans l'expression de x (42), elle
prendra la foniie:
jrm,\ 1 r ï I tA / 5+2/njU , -,r > . S+2m7: \ 4/) .r = -[— ^ + l/p.(^cos — -_--f|^— l.sm — j
I /^ I lA -.\/ 2(5+27«z) I ,/ 1 . 2(8+2w7:)\ + if+ffV— 1) (cos -^— ^^^ '- + ]/— 1 .sin -L_ ^ j
+ (F+G]/-l)K?.(cosi(^±^^ + l/-l.sin^^^±?^)
+ (/-^ -1-^^ |^_ 1) (cos i(^±?^ + K- 1 . sin i(^±^^) + etc. . J
où (), A, f, g, F, G etc., sont des fonctions rationnelles de cos— ^, sin —
et des coeflficiens de (fx et ^.r. On trouvera toutes les racines, en donnant à m les valeurs 0, 1, 2, 3, . . . /( — 1.
L'expression précédente de x fait voir:
Théorème V. que pour résoudre l'équation y.r=0, il suffit: \) de diviser la circonférence entière du cercle en /( parties égales, 2) de diviser un angle d, qu'on peut construire ensuite, en /t parties égales, 5) d'extraire la racine carrée d'une seule quantité ç.
Ce théorème n'est que l'extension d'un théorème semhlable, que 3Ir. Gaiiss donne sans démonstration dans l'ouvrage cité plus haut pag. 631.
Il y a encore à remarquer que les racines de l'équation (f>x^=Q sont ou toutes réelles ou toutes imaginaires. En eff"et si une racine x est réelle, les autres le sont également, comme les expressions
Ox, b'^x, . . . 0."-''x, qui ne contiennent qiie des quantités réelles, le font voir. Si au contraire x est imaginaire, les autres racines le sont aussi, car si p. ex. 0'"x était réelle, df^-°'{0"'x)= 6f'.T^x, le serait également, contre l'hypothèse. Dans le premier cas a sera positif et dans le second négatif.
Si f^i est un nombre impair, toutes les racines seront réelles.
La méthode que nous avons donné dans ce paragraphe, pour résoudre
l'équation cpx^O, est appliquahle dans tous les cas, le nombre }i étant premier
ou non; mais si /* est un nombre composé, il existe encore une autre méthode
qui off"re quelques simplifications et que nous allons exposer en peu de mots.
Soit /t=/H.H, les racines
X, 6x, û'^x, . . . 6"-^x pourront être groupées de la manière suivante:
X, O'^x, ô'^'^x, . . . Ô^"-'"V, ex, C^+^x, 6'™+»^, . . . 6l("-^>'"+^a:,
O'^-^x, 0^'^~''x, (j^'^-^x, . . . 6i""-'.r. En faisant pour abréger:
48) e'^x = diX,
49) .i=^i, Ox=x^, 0'^x=x^, . . . 6'"-^x=^x^ on peut écrire les racines comme il suit:
'1') x„ 0,x„ Ûlx„ . . . Ôl-'x,, r-(\\ J2) X^, O^x^, O^x^, . . . 0^ x^.
iO)
>«') .^m, fv^'m, ^!-i'm, • • • 0^ '■*•„,.
Donc en vertu de ce qu'on a vu dans le §. 2 on peut décomposer l'équation q>x=0, qui est du degré ?«.«, en ?h équations du degré ??, dont les coefficiens dépendront dune équation du degré m. Les racines de ces m équations seront respectivement les racines 1', 2', . . . m'.
^i 71 est un autre nombre composé w,.??^, on peut décomposer de la même manière cliacune des équations du degré 7i, en 7h^ équations du degré 7i^, dont les coefficiens dépendront dune équation du degré îh^. Si ??^ est encore un nombre composé, on peut continuer la décomposition de la même manière.
Tlicoi'fime VT. En général, si l'on suppose
Ol) fl=:z>ll^.ni^_.m^...77l„,
la résolution de l'équation proposée q:x=0 sera ramenée à celle de ?i équations des degrés:
Il sutïït même de connaitre une seule racine de ces équations, car si on Donnait une racine de l'équation proposée, on aura toutes les autres racines, exprimées en fonctions rationnelles de celle-ci.
La métbode précédente est au fond la même que celle, que Mi'. Gauss donne pour la réduction de l'équation à deux termes .r" — 1:^0.
Pour faire voir plus clairement la décomposition précédente de l'équation (fx^O en dautres de degrés moins élevés, supposons p. ex. |U=30:^5.3.2.
Dans ce cas les racines seront:
X, Ox, fP'x, . . . tPx.
D'abord nous formerons une équation du 6'*^"^ degré, dont les racines seront:
X, b\r, Ij^^x, (i^^x, 6^V, IP^x.
Soit R=0 cette équation, on peut déterminer ses coefficiens, rationnellement, par une même quantité t/, qui sera la racine d'une équation du cinquième degré: P^O.
Le degré de l'équation /?=0 étant lui même un nombre composé, nous formerons une équation du ô'*^"*^ degré: B^ = 0, dont les racines seront:
X, ô'^x, 0^"x, et dont les coefllciens sont des fonctions rationnelles àe y, et d'une même quantité z, qui est racine d'une équation du second degré P^=0, dans laquelle les coefficiens sont exprimés rationnellement par y.
Voici le tableau des opérations:
Ou peut aussi commencer par une équation du 2'"=""= degré en r, ou bien par une équation du 5'"""^ degré.
Reprenons l'équation générale (p.T=0.
En supposant fi=mi.n, on peut faire
OÙ y est déterminé par une équation du tn'''"'" degré:
dont tous les coelRcieus sont exprimés rationnellement en quantités connues. Cela posé, soient:
M) I'" ^^ "'i -'"a-^'s • • • '»<o et // r=r m^ . n^,
(/' = m^.n^: fi = m^.ii„,
plusieurs manières de décomposer le nombre /< en deux facteurs, on pourra décomposer l'équation projiosée (f.r = 0 en deux autres des a manières suivantes :
ÎFj(.r, yj) = 0, dont les racines seront x, 6^'x, ô^'^'x, . . . 0^"r^^"'<x et les coefficiens des fonctions rationnelles d'une (piantité i/^ racine d'une équation f^i/^z=0, du degré m^.
(F.^[x, y^) = 0, dont les racines seront .r, O'^^x, 6''™2ar, . . . i9*"'~""'2.r (2) <et les coefficiens des fonctions rationnelles d'une même quantité y^, (racine d'une équation /"j^-i = 0, du degré m^.
1Fo,{x, y„j) = 0, dont les racines seront x, O^i^x, b^^">x, . . . ^y'"w-' ""oj.r et les coefficiens des fonctions rationnelles d'une mémo quantité y,^, racine d'une équation f^iy^„z=:0, du degré ?«„. Supposons maintenant que m^, m_^,...m^ pris deux à deux, soient premiers entre eux, je dis qu'on pourra exprimer la v.ileur de x rationnellement par les quantités y^, y„, y^, . . . y^^. En effet, si m^, 7n^, . . . niia sont premiers entre eux, il est clair qu'il n'y a qu'une seule racine, qui satisfera à la fois à toutes les équations
^S) F^ix,y^) = 0, F,(.r,^J = 0, . . . F„Xx,y,,) = 0: savoir la racine x. Donc, suivant un tbéoi'ème connu, on peut exprimer x
rationnollonieut par les coefficicus de ces équations et conséqueninient par les quantités y^, y.^^. . . y^.
Voila donc ramenée la résolution de léquation projiosée à celle de co équations: f^y^=0; f\y.,=0; . . . . fi,jyio^ 0, q»» sont respectivement des degrés: /«j, ?«,, .... ?«„„ et dont les coefliciens sont des fonctions rationnelles des coefficiens de (px et O.r.
Si Ion veut que les équations
soient les nioias élevées possibles, il faut choisir m^, m^, . . . m^,, tels, que ces nombres soient des puissances de nombres preniiers. P. ex si l'équation proposée q>.v = 0 est du degré:
oii fj, f^, ■ ■ • fco sont des nombres premiers différents, on aura
L'équation proposée étant résoluble algébriquement, les équations (o6) le seront aussi; car les racines de ces équations sont des fonctions rationnelles de X. On peut aisément les résoudre de la manière suivante.
La quantité y est une fonction rationnelle et symétrique des racines de l'équation (.">2), c'est-à-dire de:
Soit
60) y = Fx:=f{x, O'^X, 6'^"V, . . . 0'"-»""a:),
les racines de léquation (o5) seront
Gl) Fx; F{Ox); F{l/x); . . . F(6"'-i.i-);
or je dis que l'on peut exprimer ces racines de la nmnière suivante:
OÙ /y est une fonction rationnelle de y et de quantités connues.
On aura
65) F{Ox)=f[fjx, 0{lf\t), 6(6=^'".r), ...6(0f"-i^'>'a;)],
donc F{Ox) sera, autant que Fx, une fonction rationnelle et symétrique des racines .r, Ô".r, . . . 6<^"-*>;r, donc on peut, par le procédé, trouvé (24) exprimer ypifix) rationnellement par ^.'x. Soit donc
tpBx = '/Apx = hj , on aura, en remplaçant (on vertu du i. théorème) x par Ox, (Px, . . . d^~^x:
'[pe'^-'^x = ;.i//6i™-2 = /."-'y' c. q. f. tl-
Maintenant les racines de l'équation (S5) pouvant être représentées par
y, )y, l%...l-^-hj, on peut résoudre algébriquement cette équation de la même manière que l'équation (fx = 0. (Voyez le théorème III).
Si m est une puissance dun nombre premier = é'', on peut encore déterminer y à l'aide de v équations du degré e. (Voyez le théorème VI).
Si dans le théorème III, l'on suppose, que /< soit une puissance de 2, ou aura, comme corollaire, le théorème suivant.
Théorème VII. Si les racines d'une é({uation du degré 2'" peuvent être représentées par
X, Ox, U^x, . . . b-"~^x, où 6*'".r=a-, cette équation pourra être résolue à l'aide de l'extraction de co racines quarrées.
Ce théorème, appliqué à l'équation ~ ^ 0, où l-}-2'"' est un
nombre pren»ier, donne le théorème de 3Ir. Gauss pour le cercle.
Des équations dont toutes les racines peuvent être exprimées ratioiinellement
pur l'une d'entre elles.
Nous avons vu précédemment (théorème III) qu'une équation de degré quelconque, dont les racines peuvent être exprimées par
X, 6x, O^x, . . . 6."-^x est toujours résoluble algébriquement.
Dans ce cas toutes les racines sont exprimées rationnellement par l'une d'entre elles; mais une équation, dont les racines ont cette propriété, n'est pas toujours résoluble algébriquement; néanmoins, hors le cas considéré précédemment, il y a encore un autre, dans lequel cela a lieu. On aura le théorème suivant :
Théorème VIII. Soit x-^ = 0 une équation algébrique quelconque, dont toutes les racines peuvent être exprimées rationnellement par l'une d'entre elles, que nous désignerons par v. Soient Ox et O^x deux autres racines
quelconques, l'équation proposée sera résoluble alcjébriquenient, si l'on a OO^.v=OJJ.v.
La démonstration de ce théorème peut être réduite sur le champ à la théorie exposée §. 2, comme nous allons le voir.
Si l'on connaît la racine .r, on en aura en même temps toutes les autres: il suffit donc de chercher la valeur de x.
Si l'équation
64) X^ = 0 n'est pas irréductible, soit
l'équation la moins élevée, à laquelle puisse satisfaire la racine x, les coefficiens de cette équation ne contenant que des quantités connues. Dans ce cas les racines de l'équation (fx=0 se trouveront parmi celles de l'équation xx=0 (voyez le premier théorème), et par conséquent elles pourront s'exprimer rationnellement par l'une d'entre elles.
Cela posé soit Ox une racine différente - de x, en vertu de ce qu'on a vu dans le premier paragraphe, les racines de l'équation (px^O pourront être exprimées comme il suit:
or, Ox, e^x, . . . 6"-*.r, x^, 6x^, e^x^, . . . e^-^Xi,
^m-i» "'*'ra-l5 ^^ **'ra-iJ • • ■ 0" ^X^_^,
et en formant l'équation
66) a;"+yi'.ar"-ï + ^"j,-"--^ + ^"'.r"-3-|- . . . -f J^-ilr-f J'")z=0, dont les racines sont x, Ox, (flx, . . . 0''-\r, les coefficiens A', A", . . . J*"> pourront éti-e exprimées rationnellement par une même (piantité y, qui sera racine d'une équation irréductible ):
67) r + P.I/"'-' + P.y'"-''+-- ■ -hp.^^!/ + P,n=0. dont les coefficiens sont des quantités connues (voyez §. 2).
*) On démontrera aisément, que cette e'quation ne pourra être réductible. Soit li=.0
l'équation irréductible en y, et v son degré. En éliminant y, on aura une équation
en X du degré 7jv; donc «v ^ [X. Mais on a
jj. =: 711. n, donc
ce qui est impossible, car v est moindre que m.
La ilétermiiiation de .r peut s'effectuer à l'aide des deux équations (6fi) et (67). La première de ces équations est résoluble algébriquement, en supposant les coeHlciens connus, c'est-à-dire la quantité y (voyez le théorème III). Quant à l'équation en y, nous allons démontrer que ses racines ont la même propriété que celles de l'équation proposée y.trrziO, savoir d'être exprimables rationnellement par l'une d'entre elles.
La quantité y est (voy. lo) une certaine fonction rationnelle et symétrique des racines x, (jx, O'-r, . ■ ■ d"~^x. En faisant: / y =f{x, d^r, 6'^.r,....6'"-^r), j les autres racines de l'équation (67) seront:
3^m-l /v*'iii-l5 "•^m-l' t/'-^m-l 5 • • • • O '"^^m-i)-
Maintenant, dans le cas en question x^, . . . .r„,_j seront des fonctions rationnelles de la racine x. Faisons en conséquence
.r, = O^x, x„=d.x, . . . x„,_^ = 0,„-vV, les racines de l'équation (67) auront la forme:
y^ = f(0,x, d6,x, d-'d^-r, . . . fr-'o,.T).
Suivant l'iiypollièse les fonctions 0 Pt Oi ont la propriété que:
OOiX = OJJx, équation qui, en vertu du tliéorènie I, aura lieu en substituant à la place de .r une autre racine quelconque de l'équaUon (fx=0. On en tire successivement
ffd^x= ee.dx =o,d''.T,
L'expression de y^ deviendra par la:
Z/i = fiOyr, 0,dx, d,(f-x, .... fjjf-'x), et on voit que y,, comme y, est une fonction rationnelle et symclrique des racines
X, dx, o^x, . . . . o"-\v.
Donc en vertu du tiiéorème II on peut exprimer v/i rationnellement par y et des quantités connues. Le même raisonnement s'appliquera à toute autre racine de l'équation (67). Soient maintenant /y, ?^y deux racines quelconques, je dis qu'on aura
En effet ayant p. ex.
hj = f{0,x, 6fM, . . . (p-'O^x),
si
_y=/(.r, e.r,... d"-'ar),
on aura, en mettant Q^x au lieu de x:
ou
done
et également
y, = f{0.,x, dd.j; . . . ô'^-'Orl) = >.^,
n^y = fid.O^x, 06 Ax, . . . e^-'ôA^)
donc, puisque f)^O^x=.dJ)iX,
Les racines de l'équation (67) auront donc pi-écisément la même propriété que celles de l'équation ff.r = 0.
Cela posé, on peut appliquer à l'équation (67) le même procédé, qu'à l'équation (fx^=Q\ c'est-à-dire, la détermination de y peut s'effectuer à l'aide de deux équations, dont l'une sera résoluble algébriquement et l'autre aura la propriété de l'équation (fx = 0.
Donc le même procédé peut encore être appliqué à cette dernière équation. En continuant, il est clair que la détermination de x pourra s'effectuer à l'aide d'un certain nombre d'équations, qui seront toutes résolubles algébriquement. Donc enfin l'équation <fx = 0 sera résoluble à l'aide d'opérations algébriques, en supposant connues les quantités qui avec x composent les fonctions:
(px, Ox, OiX, O-iX, . . , 0,n-iX-
Il est clair que le degré de chacune des équations auxquelles se réduit la détermination de x, sera un facteur de // qui marque le degré de l'équation (fx^O; et:
Théorème IX. Si l'on désigne les degrés de ces étjuations respectivement par
on aura:
En rapprochant ce qui précède de ce qui a été exposé dans le §. 3, on aura le théorème suivant:
Théorème X. Supposant le degré /t de l'équation (;.r=^0 décomposé comme il suit:
où «1, fj, fj, . . . f„ sont des nombres premiers, la détermination de x pourra s'effectuer à l'aide de la résolution de ^ équations du degré f^, de v^ équations du degré ^25 ^tc, et toutes ces équations seront résolubles algébriquement. Dans le cas où i-i = 2'', on peut trouver la valeur de x à l'aide de l'extraction de V racines carrées.
Application aux fonctions circulaires.
^_, En désignant par a la quantité — , on sait qu'on peut trouver une équa-
tion algébrique du degré //, dont les racines seront les /t quantités:
cos«, cos2«, cos3«, . . . cos//r/, et dont les coefilciens seront des nombres rationnels. Cette équation sera
70) X" — i // . x^'--" -\- Jg- . -5^%^ . a:."-* . . . = 0.
Nous allons voir que cette équation a la même forme que l' équation yx = 0 considérée dans le paragraphe précédent.
Soit cosa = .r, on aura d'après une formule connue, quel que soit a:
71) cosnm= d{cosa),
où 6 désigne une fonction entière. Donc cos?wrt, qui exprime une racine (pielconque de l'équation (70), sera une fonction rationnelle de la racine x. Soit 6iX une autre racine, je dis qu'on aura
06^x=ze^0x.
En effet, soit d^x=co&m'a, la formule (71) donnera, en mettant în'a au lieu de a:
cou {mm' a) = 0{cosm'a) = dd^x.
Da la même manière on aura
cos(ffi'/rta) = 6,(cosw«) = 0^6x, donc:
Ûd^x = 0/lx.
Donc suivant ce qu'on a vu dans le paraj^raplie précédent,
X ou cosa = cos — -
pourra èlre déterminé algébriquement. Cela est connu.
Supposons maintenant que /t soit un nombre premier =2n-\-i, les racines de réquation (70) seront:
ces ^- — , COS - — - , . . . cos - — - , cos 2n
La dernière racine cos2.t est égale à l'unité donc l'équation (70) est divisible par X — 1. Les autres racines seront toujours égales entre-elles par couples,
car on a cos '"'^ z=.co^ ' ^^ ~~^^ ^, donc on peut trouver une équation dont 2n+l 2«+l
les racines seront,
mn\ 2tc 4tc 27^:u ,
72) cos— , cos- — -, ...cos- — -. "
Cette équation sera:
75) ;i:" +^ o;"-^ — 1 (w — Vjx'^-'^ — l {n — 2).r»-'
+ 1 . («-2)(»-3) ,,,.-4^ , (^'-^)(-^-^)..r'-^-etc.^O.
Cela posé, soit
2x COS :^ .r = cos a,
on aura d'après ce qui précède:
2otz .
cos =0.r = cos ma.
L'équation (75) sera donc satisfaite par les racines
On a, quelle que soit la valeur de a:
6(cos a) = cos ma.
De la on tire successivement:
O''(cos «) ^ 0 (cos )»a) = coswi^«,
6' (cos a) = O(cos«rfl) = cosm^a.
G"(cos a) = 0(cosw/"~ V) = cos?«"a.
Les racines (74) deviendront donc .
7r>) cosff, cos?;?«, cosw'^a, cos?w^«r, . . . cos »«■"«, . . .
Cela posé, si m est une racine primitive pour le module 2n-{-l (voyez Gaifs.s Disqids. arilhm. pag. où), je dis que toutes les racines
76) coso, cos mo, cosm^a, . . . cos»î"-'«
seront différentes entre elles. En effet si l'on avait
cos»i"« = cos nV'u, où /t et V sont moindres que n, on en tirerait:
où k est entier. Cela donne en remettant pour a sa valeur
^0"*^ m" l^my ^m" (w"-^ + 1 ) =: A- (2m -f- 1)
et par conséquent
serait divisible par 2w+l, ce qui est impossible, car 2(/t — v) est moindre que 2n, et nous avons supposé que m est une racine primitive. On aura encore:
cos OT"« = cos a, car /w'"— l = (m"— l)(m"-|-l) est divisible par 2h+1; donc:
m- — ±i-\-k{2n-[-l), et par suite :
cos »i"a r=: cos ( + « -j-A: . 2n) = cos a.
De là on voit que les n racines de l'équation (75.) pourront s'exprimer par (76.); c'est-à-dire par:
X, 9ar, G*j;, 0'.r, . . . 0"~'a-, où 6".r = x. Donc, en vertu du théorème (III), cette équation sera résoluble algébriquement.
En faisant 7i = m^.m.2. . .7n^, on peut diviser la circonférence entière du cercle en 2« -f- 1 parties égales, à l'aide de co équations des degrés m^,m^,m^, . . . nia,. Si les nombres m^, m^, . . . jw„ sont premiers entre eux, les coefficiens de ces équations seront des membres rationnels.
En supposant n = 2'", on aura le théorème connu sur les polygones réguliers, qui peuvent être construits géométriquement.
En vertu du théorème V. on voit que pour diviser la circonférence entière du cercle en 2n + 1 parties égales, il suffit
1) de diviser la circonférence entière du cercle en 2n parties égales,
2) de diviser un arc, qu'on peut construire ensuite, en 2n parties égales, «>) et d'extraire la racine carrée d'une seule quantité q.
M. Gauss a énoncé ce théorème dans ses Disquis., et il ajoute que la quantité dont il faut extraire la racine, sera égale à 2w+ 1. C'est ce qu'on peut démontrer aisément comme il suit.
On a vu (40, 38, 4(>) que p est la valeur numérique de la quantité
OÙ « = cos— ^ +1^^ — l.sin-^. En substituant pour x, 6a-, ... leurs valeurs n n
cos a, cos ma, cos in^a, ... on aura :
+ Q =(cos a-\- u cos ma + «" cos m^a + . . . -|- «**"*• cos»î"~^a)
X (cos a -|-«""'cos7««-|-a"~*cos7n'*«-|- . . . -\- a . cos îw""^»).
En développant et mettant + q sous la forme
+ ç = ?o + ^la + ^2«'' + • •■ + ^.-1 ■ «'"S on trouvera facilement.
tu = cos «.cos;«"ff -j- eosîwa.cos?«."+V -|- . . . -f- cos»2""^""o.cos»?"~^fl! -|- cos7m"~"« . cos a -f- cos ?«"""+*« . cos ma + • • • + cos »t""*flr . cos ni/^-^a. Maintenant on a
cos»j*'a.cos7/i."+''a :== ^cos(»i"+''o -\- mya) -\- ^cos(»î/'+^a — m^a), donc:
<u=|^(cos(?H."+l)«4-cos(/«."+l)»««-f-cos(»«>"+l)w'a + ... + cos(«ii"+l)w"~*G) -f- ^ (cos(m." — l)a+cos(>»/' — \)ma-{-co^{mf^ — l)nfa-\-. . . + cos(mi" — l)m"-*«). Si Ton fait {m"-\- 1) a = a', (?«" — 1) a=^a", on aura
#„ = ^(cos«' 4- O(cos«') 4- e-(cos«') + . . . + e"-*(cosa')) + ^ (cos a" 4- e(cos a") + e^(cos o") + . . . + 6"-*(cos «"))•
Cela posé, il y a deux cas, savoir: /i, est différent de zéro ou non. Dans le premier cas il est clair que cos a' et cos a" sont des racines de l'équation (75), donc cos «' = 9'^a;, cos «" = G^a^'. En substituant, il viendra, en remarquant que 0".r = x:
tu = ^ (S'^.r + e'^+'.r + . . . + fi^-^x 4- a; + 6.r + . . . + 9'^-^a:) -f i.(9f .r 4- h'+\T + . . . 4- 0"-^a; + .r 4- Go; 4- ... 4- Ô*-'a:), donc
c'est-à-dire ^^ est égal à la somme des racines; par suite en vertu de l'équation (75):
tfj, — ^.
Dans le cas où /t = 0, la valeui- de tu deviendra :
^o = ^ (cos 2« 4" ^^^ 2»ia -}-... 4- cos 2m"-^a) -\- ^.n;
or cos 2« est une racine dé l'équation (75), donc en faisant
cos 2e = ^^x,
on aura
cos 2« + ^^^ 2/«ff + . . . + cos 2>M"-'«
par conséquent:
En vertu de ces valeurs de /^ et t^,, la valeur de + ç deviendra.
±P = è «- T- ^•(« + «' + «' + ••■ + «"-•), mais
donc
et puisque (i est essentiellement positif,
Cette valeur de q donne
donc la. racine carrée qu'il y a à extraire est celle du nombre 2m +1, comme le dit M. Gauss ■).
Christiania, 29. Mars 1828.
*) L'auteur donnera dans une autre occasion des applications aux fonctions elliptiques.
(Note de Mr. Crelle.)
Recherches sur les fonctions elliptiques.
iPepuis lonirtPinps les Ibuctions logarithmiques, et les Ibnctions exponentielles et circulaires ont été les seules fonctions transcendantes, qui ont attiré l'attentiou des géomètres. Ce n'est que dans les derniers temps, qu'on a commencé à en considérer quelques autres. Parmi celles-ci il faut distinguer les fonctions, nommées elliptiques, tant pour leur belles propriétés analytiques, que pour leur application dans les diverses branches des mathématiques. La première idée de ces fonctions à été donnée par l'immortel Eiiler, en démontrant, que l'équation séparée
1) 'If- I ^ = 0
est intégrable algébriquement. Après Euler, Lagrange y a ajouté quelque chose, en donnant son élégante théorie de la transformation de l'intégrale
'~ , ou R est une fonction rationnelle de x. Mais le pre-
mier et, si je ne me trompe, le seul, qui ait approfondi la nature de ces fonctions, est M. Legendre, qui, d'abord dans lui mémoire sur les fonctions elliptiques, et ensuite dans ses excellents exercices de mathématiques, a développé nombre de propriétés élégantes de ces fonctions, et a montré leur application. Depuis la publication de cet ouvi'age, rien n'a été ajouté à la théorie de M. Legendre. Je crois (ju'on ne verra pas ici sans plaisir des recherches ultérieures sur ces fonctions.
En général ou comprend sous la dénomination de fonctions elliptiques,
toute fonction, comprise dans l'intégrale
Rdx
où R est une fonction rationnelle et «, ,^, ;', ô, e sont des quantités constantes et réelles. M. Legendre a démontré, que par des substitutions convenables on peut toujours ramener cette intégrale à la forme
Pdy ^{a + by^ + cy'')
où P est une fonction rationnelle de y^. Par les réductions convenables, cette intéo-rale peut être ensuite ramenée à la forme
'A+By-^ dy
C+Dy"^ ' \/a + by'^ + cy'^) '
et celle-ci a:
/'J+Bsinn rf9
C+Dsin^^ ' v'(l— c^sin^e)'
OÙ c est réel, et moindre ^e l'unité.
De là suit, que toute fonction elliptique peut être réduite à l'une des trois
formes :
/! ^ ; fd^Vil — c^sin^), /- . ,,, f,, ^T-;^,
J y/(l_c2siii2 6)'-' ^ ^ "J (l+wsin2e)v/(l — c'^sin^ô)
auxquelles M. Legendre donne les noms de fonctions elliptiques de la première, seconde et troisième espèce. Ce sont ces trois fonctions, que M. Legendre a considérées, surtout la première, qui a les propriétés les plus remarquables et les plus simples.
Je me propose, dans ce mémoire, de considérer la fonction inverse, c'est-adire la fonction (fa, déterminée par les équations
/dh et
/(l — c2 silice)
sinô = ç)(a) ■=x, La dernière tMjuation donne
rfô.|/^(l — sin'*9) = d.tpa = dx,
donc
p dx
M. Legendre suppose f^ positif, mais j'ai remarqué, que les formules deviennent plus simples, en supposant c^ négatif, = — e"^. De même j'écris pour plus de symétrie 1 — v^x^ au lieu de 1 — x'^. En sorte que la fonction (pa = x
sera donnée par l'équation
y* ds 0 v/[(l— c2x2)(l + e2j2)]-
ou bien
cf'a = -^((1 — «^>'«) (1 + e'</^^«)) Pour abréger, j'introduis deux autres fonctions de «, savoir:
fa = /(l - C>^«) ; Fa = K(l + «>'«)•
Plusieurs pro|trit'tt''s de ces fonctions se déduisent immédiatement des propriétés connues de la fonction elliptique de la preniière espèce, mais d'autres sont plus cachées. Par ex. on démontre, cpie les équations cfcc = 0, fti = 0, F« 1= 0 ont un nombre infini de racines, qu'on peut trouver toutes. Une des propriétés les plus remarcjuables est, qu'on peut exprimer rationnellement (f{mc(), f\m(c), F(ma) (m étant un nombre entier) en (pu, /«, Fu. Aussi rien n'est plus facile, que de trouver ff(ma), f{mu) F{mu), lorsqu'on connaît (pa, fa. Fa; mais le problème inverse, savoir de déterminer cfu, fa, Fu en y(«îa), f(ma), F{ma) est plus ditïïcile, parcequil dépend dune équation d'un degré plus élevé (savoir du degré tn"^).
La solution de cette équation est l'objet principal de ce mémoire. D'abord on fera voir, conunent on peut trouver toutes les racines, au moyen des fonctions q), f, F. On traitera ensuite de la solution algébrique de l'équation en
question, et on parviendra à ce résultat remarquable, que 9 (— ); f(^)i ^(— )
peuvent être exprimés en (pa, fa, Fa, au moyen d'une fonction, qui, par rapport à a, ne contient d'autres irrationnalités que des radicaux. Cela produit une classe très générale d'é(juations, qui ^ont résolubles algébriquement. Il est à remarquer, que les expressions des racines contiennent des quantités constantes, qui, en général, ne sont pas exprimables par des quantités algébriques. Ces quantités constantes dépendent d'une équation du degré »«* — 1. On fera voir comment, au moyen de fonctions algébriques, on peut en ramener la solution à celle d'une équation du degré m -f- 1- On donnera plusieurs expressions des fonctions (f{2n-{-l)u: f{2n -\- i.)a : F{2n-{-l)a en fonctions de ipa, fa. Fa. On en déduira ensuite les valeurs de (pa, fu, Fu en fonctions de «. On démontrera, que ces fonctions peuvent être décomposées en un nombre infini de facteurs, et même en une infinité de fractions partielles.
Propriétés fondamentales des fonctions c^rt; frx.; Ft.
En supposant, que f/^« = .r (I), on aura en vertu de ce cpii précède: 2\ f ^f
' "~Jo \/[(l— c2x2)(l + e2j-2)] ■
Par là on voit, que «, considéré comme fonction de .r, est positif depuis .r=:0, jusqu'à .r = — . En faisant donc
il est évident, que q)C( et positif et va en augmentant depuis « = 0 jusqu'à « = — , et qu'on aura
Parceque « change de signe, lorsqu'on écrit — .r à la place de x: il en est de même de la fonction cpa par rapport à «, et par conséquent on aura l'écpiation
En mettant dans (1) .ri au lieu de a^ (où i, pour al)réger, représente la <|uantité imaginaire \/^ — 1) et désignant la valeur de a par ^i, il viendra
6) a:i = cpi^Si) et ^ = J'J ^^^,^,J^'^i_,,,.yY ■
/5 est réel et positif depuis .r = 0 jusqu'à x = —, donc en faisant wx Ts Pt dx
X sera positif, depuis ^■= zéro jusqu'à (^= ~, c'est-à-dire, la fonction — r/; (,?«) sera positive entre les mêmes limites. Eu faisant /5 = « et y = ?i^ , on a
dy
donc on voit, qu'en supposant r au lieu de e ^t e au lieu de r,
'v^ se changera en ifc.
Et parceque /"« = 1/^(1 — ''"'f ^«)»
Fa = Y{i + e>^«), on voit, que par le changeniant de <■ en e et e en i; f{ui) et F{ai) rentreront respectivement en Fa et fu. Enfin les équations (5) et (7) font voir, que par la même transfoiination, oj et c5 rentreront respectivement en o et o.
Suivant (7) on aura x = ^ pour /^ = J , donc en vertu de l'équation xi^=(f{^i), il viendra
En vertu de ce qui précède, on aura les valeurs de cp" pour toute valeur réelle de ce, comprise entre — y et + |- > et pour toute valeur imaginaire de la forme ,ji de cette quantité, si /? est une quantité contenue entre les limites ^ et + -H- • H s'agit maintenant de trouver la valeur de cette fonction
pour une valeur quelconque, réelle ou imaginaire, de la vai'iahle. Pour y parvenir, nous allons dubord étal)lir les propriétés fondamentales des fonctions 9, fctF.
Parce qu'on a
f^a = 1 — c^q)h(, F«a — 1 + e^ç^tt, on aura, en différentiant :
fa.f'tt = — e^(pa.(p'a.
Fa . F'a == e'-(p(( . (fi'a.
Or d'après (2) on a
cf,'a = K((l— r\/^^«) (l + eV«)) = /"«-^«, donc, en substituant cette valeur de ç'« dans les deux équations précédentes, on trouvera, que les fonctions (pa, fu. Fa sont liées entre elles par les équations
!(f'a =fu.Fci, fu = — c-q)u.Fa, F'a = e^ça.fu.
Cela posé, je dis, quen désignant par a et ^ deux indéterminées, on aura
W) y\-rif l + e2c2ç2a.92^
Ces formules peuvent être déduites stir le champ des propriétés connues des fonctions elliptiques ; mais on peut aussi les vérifier aisément de la manière suivante.
En désignant par r le second membre de la première des équations (10), on aura, en différentiant par rapport à « :
( dr\ (cp'a./^..F^+y^..Fa./'a+9g./a..F"a)
(l+eV92a. 92^)2 En substituant pour (p'u, fa, F'a leurs valeurs données par les équations (0), il viendra
\da.J l+eV^9-^a.9-^^ (l + e^c^y^a. 92^)2
9a.9^.(l+e'c^9ga9^p)(— c''-F'«+eV%) — 2egcg9a9P.9^g./i»«.Ji'^«
d'où, en substituant pour f^u et F*« leurs valeurs: 1 — c'^q)'^cc, , l + e*y*«, et en réduisant, on tire
/ d,\ (1 — e2c2(p2a.9'^^)[(e''— cg)9a.9^+/<x-/^-P'g-/H — 2g^c'9«-9^(9^°^+<P'^)
Maintenant a et ,■? entrent symétricpiement dans l'expression de r; donc on aura la valeur de (-^)j en permutant « et /? dans la valeur de (-/-)• Or par
cela l'expression de (—f-j ne change pas de valeur, donc on aura (-r--) ^ \7Tj'
Cette éfjuation aux différentielles partielles fait voir que r est fonction de « + /?; donc on aura
La forme de la fonction ip se trouvera, en donnant a fj une valeur particulière. En supposant par ex. [i = 0, et remarquant que ^(0)^0, f{0) = i, F{0) = 1, les deux valeurs de r deviendront
r = 9)(«) et 7- = ip{a), donc
et de là
La première des formules (10) a donc lieu effectivement.
De la même manière on vérifiera les deux autres formules.
Des fomules (10) on peut déduire une foule d'autres. Je vais rapporter quelques-unes des plus remarquables. Pour abréger je fais 11) l-{-e-c^-<f^(.(f^i^=R
En changeant d'abord le signe de (i, on obtiendra
— Sc^.ça.o?./^*.!*'^
\Fia+ti)—Fia — ^)
En formant le produit de ^(« + /5) et (p{a — ^), on trouvera
iî2
ou, en substituant les valeurs de f^i^, F'^ii, f^ct, F'^a en 9/? et (pu:
or R = i -\- e^c^(p'^a.(p'^ii, donc
15) On trouvera de même
I_c8ç,2,c_c2(p2^ — c2e2ç,3a.(pg^ /"g ./"g — c''(cg+e'')(p''a. ç'^
En faisant dans les formules (10) /5=±-^, /^:=±-|-'> et remarquant que /■ (± -|) = 0, F (+ -| /) = 0, ou aura
Fa '
f-i / , î3 .\ , vi . Fa. j~,f . xs \ -r 2 ça
OU bien:
ÇK
De là on tire sur le champ:
Kt + ")=^(f-«)^
,f(|i + „)=:^(fi-»),f(|i+„)=-F(|i-„);
En faisant a = _ et — z, on trouve de là
Ensuite les équations (17), en y mettant dans les trois premières « -|- -^ au lieu de f(, et dans les trois dernières « + -^ « au lieu de «, donnent les suivantes
. „ . (?(« + '»)=— <f « 5 A« + oj) = — fu: F{u + w) = F« ;
W(«+aO = — (;«; A« + oO^ /'«; F{h-\-uï)^= — Fa;
20) /l2co4-«)
et en mettant « -|- w et a -j~ °* "'^ ^'^" '^^ " •
(F(2w + «) = F.< ; F(2o/ + «) = F«. Ces équations font voir que les fonctions (fu^fc. Fa sont des fonctions /><?>/odiqnes. On en déduira sans peine les suivantes, où m et ?^ sont deux nombres entiers positifs ou négatifs :
i(f[{m-\-n)(.ù-\-{m — )i)m-\-u)=(fa ; (f:(j(i)i-\-7i)io-\-{m — n-\-l)xsi-\-u)= — q,a ; f{2nm-\-imi+u) =fu : /•((2/«+l)co+wc3i+«)= — fu ; F{imo-\-2nr:>i-\-u) = -\-Fa : F(wto+(2«+l)c5/4-«)= — 'f''- Ces formules peuvent aussi s'écrire comme il suit:
1<f{i)m -j- imi + «) = + (—1)'"+". ^«, /•(wo + «^^•± «) = (—1 )"./■«> F(??iw -f iix^i+ a) = i—l)". Fa.
On peut remarquer comme cas particuliers:
!y(mw + «)=+(— l)"'.(f«; (f{,mi±c()=^±{ — !)".?'«; /-(/«« + «) = (— !)"./■« ; f{7ml±a)=fa : F(?«co-j-«)=F«; F(hî3/ +«) = (— l)"-'^"-
Les formules qu'on vient d'établir, font voir qu'on aura les valeurs des fonctions (fu, fa, Fu pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable, lorscpi'on les connaît pour les valeurs réelles de cette quantité, comprises
entre ^ et — -^ et pour les valeurs imaginaires de la forme ^î, où ^ est com-
pris entre — et
En effet, supposons qu'on demande la valeur des fonctions <f(« + (^î)» f{c(-\-tji), F(u-\-(ii), où a et (^ sont des quantités réelles quelconques. En mettant dans les formules (10) {ii à la place de ,i, il est clair, qu'on aura les trois fonctions dont il s'agit, exprimées par les fonctions (pu, fu. Fa, (fd^i), fiiji), F{iU). Il ne reste donc, qu'à déterminer ces dernières. Or, quelles que soient les valeurs de « et ^, on peut toujours trouver deux nombres entiers m et », tels que « r= »i . « + W, ^ = nj3 + ft', où «' est une quantité comprise
entre 0 et -f- -" , et /?' entre 0 et-\- —. Donc on aura, en vertu des équations (22'), en substituant les valeurs précédentes de a et /?:
(p{u) = (p(m(ù + «') = + ( — 1)". (pa', f(a) = f{ma> ± a') = (— 1)-.^', F{u) = F{nm ± a') = Fa', cpilii) =(p{?mi ±/5'0=± (— 1)". cpii^'i),
F{fii) = F{7mi±li'i)={—1)\ F{§<i).
Donc les fonctions q>a, fa. Fa, <p{^i), f{^i), F{[iï) seront exprimées comme on vient de le dire, et par suite aussi les fonctions (f{a-\-§ï), f{u-\-pi), F{a-\-pi).
Nous avons vu précédemment, que qpa est réel depuis a = — — jusqu'à
— , et que ''^. ■ est réel depuis a = jusqu a « = -}~ «-•
Donc en vertu des équations (22) il est clair:
1) que ^l{a) et _îi^ sont réels pour toute valeur réelle de a ; «jpa est
compris entre et H , et M^ entre et 4- — ;
ce i ce >
2) que (p{a) s'évanouit pour « = vm, et ^ . pour « = mxs, m étant un
nombre entier positif ou négatif; mais (p{u) n'est pas nul pour aucune autre valeur réelle de «.
En remarquant, que fa = 1^(1 — c^qi^a). Fa = y^{l-\-e^q)^a), il suit de ce que nous venons de dire:
1) que les fonctions f{a). Fia), /"(««), F{ai) sont réelles pour toute valeur de «;
2) (pie /"(«) est compris entre les limites — 1 et -f- 1 et F(a) entre les
litmites -j- 1 et -f- l/(l -f- -^), ensorte que Fu est positif pour toute valeur réelle de «;
5) que f{ai) est positif et compris entre les limites +1 et 1/ Tl -)- -^j et F{ui) entre les limites — 1 et -f- 1 pour toute valeur réelle de a;
4) que /"(«) s'évanouit pour u = (m-\-^)(o et F(/«) pour « :^ (/« -|- î) o ; mais pour nulle autre valeur de «.
On remarquera ce qui suit, comme corrollaires qu'on tire des formules (22):
1) Soit « = 0. Dans ce cas, en remarquant que ff (0) = 0, /"(O) = 1, F(0) = 1, on aura
i(f{miù + «C5i) = 0 firna + vai) = (— If F{tnu} + /lai) =: V— 1)"
2) Soit a = -^ En vertu des équations :
on aura
2i) ( f{{m + ^)co-\-nGi) = 0,
5) Soit (( =. -^ i. En vertu des équations
*(V)=i'Kî')=v.''(f')="-
on aura
|(f(/»« + (n + L) oi) = (_ 1)"'+". J-,
25) j /■(;„„ + {n + ^) oO = (-:- 1)'". A ,
4) Soit «= -^-j-_-_z. Ea vertu des équations ci-dessus on aura
26) ] /•((„î+^)cO + (/ï + ^)c50 = l,
Les équations (23), (24), (25) font voir que la fonction y(«) s'évanouit toutes les fois que « est de la forme u=znm-\-7iai; que fa s'évanouit toutes les fois que a est de la forme a = (^w-^-^)w-^-?^c3^, et que /« s'évanouit toutes les fois que a est de la forme a=m(.o-\-{n-\-^)xsi- Or je dis que pour toute autre valeur de «, les fonctions (pa, fu, Fa auront nécessairement une valeur différente de zéro.
Supposons en effet qu'on ait
a et ^ étant des quantités réelles. En vertu de la première des formules (10), cette équation peut s'écrire comme il suit:
l + e2c2ç2a.ç2(jîï) Maintenant les quantités tpa, f{('A), F{§i) sont réelles et (f{pi) est de la forme i.A, où A est réel; donc cette équation ne peut pas subsister à moins qu'on n'ait séparément:
^{a).m).F{tA) = Q; <fifii).fa.Fa = 0.
Ces équations ne peuvent être satisfaites, que de deux manières, savoir en faisant
cp{a) = 0, cp{fii) = 0, ou
fifii) . F{(ii) = 0, fa.Fa = 0.
Les deux premières équations donnent a = mœ ; ft = ?m.
Les deux dernières, en remarquant que Fu et f{^i) ne peuvent jamais s'évanouir, donnent
fa = 0, F{in) = 0, d'où
Mais pour ces valeurs de « et /^ la valeur de (^(« + /îO deviendra infinie; donc les seules valeur de a et /? sont- a ^ ma et (9=«o, et par conséquent toutes
les racines de l'équation
(p{x) = 0, peuvent être représentées par
27) X = ma -\- tmi.
De la même manière on trouvera, que toutes les racines de l'équation
fix) = 0, peuvent être représentées par
28) .r = (m + i) to + nai, et celles de l'équation
F(x) = 0, par
29) X = ma -\- {n-\-^)ai.
Les formules (2G) font voir qu'on satisfait aux trois équations cf{x) = L,f{a:) = :L, F(x) = ^,
on donnant à .r une des valeurs de la forme
50) x = {m-^^)co-\-{n-\-^)rsl.
Or on peut démontrer que les équations en question n'ont pas d'autres racines.
En effet, ayant
les équations en question entraîneront celles-ci:
mais en vertu de ce qu'on vient de voir dans le numéro précédent, ces équations donnent respectivement:
X- — —i = mco-\-nîsi; x — i = (in -\- ^) (o -}- nai
c'est-à-dire, on aura pour les trois équations:
Ayant trouvé comme ci-dessus toutes les racines des équations <p{x) = 0, f{r) = 0, F{x) = 0, 9{^) = h, nr) = h F{x) = l; je vais maintenant chercher les racines des étpiations plus générales.
(p{x) = (fa, f{x) = fa, F{x) = Fa, où a est une quantité quelconque réelle où imaginaire. Considérons d'abord l'équation
(f{x) — <fa = Q.
En faisant dans la seconde des formules (12)
" = -¥-' '^ = ^-' on trouvera
.,(£^).,(£iiL)..(£±^)
(fX — ç;« = =: 0.
Cette équation ne peut subsister que dans l'un des cinq cas suivants ,
si (p (^-^} = 0, d'où x = a-\- 2moi -\- 27iai
2. si /■(^^) = 0 , d'où x = — a-\-(2m-\- 1)« + 2mi, 5. si f(^^) = 0 , d'où x = ~a-{- 1mm + (2« + 1) oi,
4. si (f (^^^^} = \ 5 d'où x-=a-\- {2m -f- 1) w + (2?^ + 1) rsi,
5. si (p (^^) = ^, rt'où x = — a-{- (2m + 1) w + (2?? + 1) ai
La résolution de ces cinq équations est contenue dans les formules (27), (28), (29).
Des valeurs trouvées de x il faut rejeter celles, que donne la formule x = — a + {2m -f- 1) co H- {2n + l)ai, car une telle vîileur de .v donne en vertu de (22):
(px = — (pa, tandis qu'on doit avoir q)X = cpa', mais les autres valeurs de x, exprimées par les quatre premières formules, peuvent être admises. Elles sont, comme on voit, contenues dans la seule formule:
31) X = ( — 1)"*+". a -j- ma -f nai.
Telle est donc l'expression générale de toutes les racines de l'équation
Cpx = (ftt.
De la même manière on trouvera, que toutes le racines de l'équation
fxz=fa sont représentées par la formule
32) a- = + c -j- 2m(x) -\- nxjsî, et toutes celles de l'équation
Fx = Fn, par la formule
33) X =.-\-a-{- mu) -f- 2nm-
Formules qui donnent les valeurs de cp(?«a), /{no.), F{nix) exprimées en fondions rationnelles de cpa, fa, Fa..
Reprenons les formules (12). En faisant dans la \% 3' et 5° « = n^, il viendra:
[Fin + i)(i = -Fin - l),i + i^MiZ^ ,
où /? = 1 + fV.ç'^CHjt)').?;»^.
Ces formules donnent la valeur de (f{n-\-\)^ en (f{n — 1)^5 et ç(?/^); celle de /■(«+!),? en f{7i— 1),? et /"(«p'), et celle de F(m+ l)p"eQ F(?^— l),i' et F(w,5)- Donc en faisant successivement w = 1, 2, 3 . . , on trouvera successivement les valeurs des fonctions:
F{2ii), F(5,S), Fm...F{n.i), exprimées en fonctions rationnelles des trois quantités
En faisant p. ex. m=1, on aura,
V ^ ' -' ' l + e^c^ç^jj
Les fonctions ç(«|5), /"(w,?), F{n^) étant des fonctions rationnelles de y/?,
/]:?, F,?, on peut toujours les réduire à la forme — -, où P et O sont des fonctions entières de gp/^, /j?, F(i. De même il est clair, que le dénominateur Q aura la même valeur pour les trois fonctions que l'on considère. Soit donc
35') cf (urJ) = ^ , nn,S) = ^ , F{n?) ^ ^'''
on aura également
En substituant ces valeurs, la première des formules (54) deviendra:
En égalant les numérateuis et les dénominateurs de ces deux fractions,
on aura
36) P„+, = - P..,(!3\+^Vç>V./^«) + 2/;>'.F/?.Pn.!9,..É>.^p
37) Q^, = Q,^, {Q\+ eV(f-i5.P\).
La seconde et la troisième des équations (54) donneront de la même manière:
38) P'„+i = - P'^-AQ'''^ + cH^-'ii.P^:) + Zfii.P'„.Q,..Q,^„
39) P'V, = -PVx.(e\ + C'e-'cf^^. P\) + 2F,:?. P"„. (?„.(?„_,.
En faisant ilans ces quatre formules n = l, 2, 3 ..., et remarquant, qu'on aura:
P'^= 1 , P\=fii, P\= 1, P\ = Ff}, on trouvera successivement les fonctions entières Q„, P„, P'„, /*"„, pour toutes les valeurs de n.
Soient pour abréger:
40) q>^ = x,f^=zy,F^ = zet
41) i?„ = !5\ + eV^-^P'„, les formules précédentes donneront:
P„+, = - P„_, . i?„ + 2yz. P„ . Q.. . Qn-„
/>'„+,= - P'„_,.//„ + 22/. P'n.Qn.Q..-r,
En posant w = 1, 2, on aura:
^i?^ = Çr-^ + e^c''x''P\ — 1 + eV^r*,
43) lP^=—P,B,-\-2yzP,.Q,.Q,=^2xyz,
\P\ = - P'o/»\ + ^yP\ • !?!• ^0 = — 1 — «'^''^* + 2/' ,P",=: — P"o/?j+2cP%.!p,.!?o = - 1 — '^'^'^*+ 2^'-
I P3 = _ P, /?, + 2yzPJ2^Q, = -a:R^ + Ay'^z-'x . Ç,
|P'3= _ P'^.i?, H- 2y .P',. Q,Q,=-y.n, + 2yP'^Q,
En continuant de cette sorte, et en remarquant que y^ = 1 — c^x^, ?" — i -}- e'x^, on verra aisément, que les quantités:
> 5 ^ lut
xyz X y
sont des fonctions entières des trois quantités x"^, ^^, z^ et par conséquent aussi de l'une de ces quantités quelconque pour une valeur entière quelconque de n.
Cela fait voir que les expressions de qp(»/?), fitip), F{np) seront de la forme suivante:
iq{2n:i) = ct(i.f^-F§-T, ^{2n + i)(i = cpfi.T' 45) }f{2n,i)=T„ n2n-\-ni=f,i.T',
[F{2n,^) = T; , F{2n-\- 1),? = Fii. T",
où T etc. représentent des fonctions rationnelles des quantités (çi/5)^, (f^Yt {F^Y'-
Résolution des équations
Suivant ce qu'on a vu, les fonctions ç(?2,j), f{n[j), F{ntj) s'expriment rationnellement en .V, y, z. Le réciproque n'a pas lieu, car les équations (53') sont en général d'un degré très élevé. Elles ont par cette raison un certain nombre de racines. Nous allons voir, comment on peut aisément exprimer toutes ces racines an moyen des fonctions (p, f, F.
A. Considérons d'abord l'équation q {»!■]) =z —^ , ou 0„.(f(nli) = P„, et cherchons toutes les valeurs de x.
Il faut distinguer deux cas, selon que n est pair ou impair : 1) Si n est un nombre pair.
D'après ce qu'on a wi dans le paragraphe précédent (45), on aura dans ce cas
<f{2nlS)z=^{x-).x.1J.z, c'est-à-dire, en vertu des formules
y = V{^ — c''x%z = Y{\ + e''x% (p{2n(i) = xiiix^) .V{{1— c^r^) (1 + e'^x'')). Donc l'équation en x deviendra,
({.^{2»^) = x''(xp{x^)y.{l — c'^x") (1 -f e'^x^).
En désignant le second membre par 0(.r'*), on aura
qp/î étant une des valeurs de x, on aura
équation qui a lieu, quelle que soit la valeur de (i. Pour trouver les autres
valeurs de x, soit x = (fa une racine fjuelconque, on doit avoir
Or, en mettant dans (4G) « au lieu de /?, il viendra
(p^(2?ia) =: ^{(f^a), donc:
47) • (p''{2}i^) = cp%2m), équation qui revient à ces deux-ci:
(f){2na) = (p{2nl3) et (p{2nu) = — if.{2np). La première donne en vertu de (51)
2nu = 2np.{ — 1)'"+." -j- ma -\- firsi, où m et fi sont deux nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs, zéro y compris.
La seconde donne les mêmes valeurs de Zna, mais de signe contraire, comme il est aisé de voir, en l'écrivant comme suit:
(p{ — 2nu) = (f> (2/Ï/5) .
Toute valeur de 2na, qui satisfait à l'équation (47), peut donc être représentée pjir
2na = + (2»,3. ( — 1)'"+." -f wco + /nai). De là on tire la valeur de a, en divisant par 2n, savoir:
„_+((_l)......^,+ ^eo+J^4
Ayant la valeur de a, on aura
48) r;,«=+r^((_l)-+.«./5-f-^o, + ^oi)=a;.
Donc toutes les valeurs de x sont contenues dans cette expression, et on les trouvera, en donnant aux nombres m et /; toutes les valeurs entières depuis — oo jusqu'à -|- oo. Or pour avoir toutes celles qui sont diflerentes entre elles, il suffit de donner à m et fi des valeurs entières moindres que 2n. En effet, quels que soient ces nombres, on peut toujours les supjioser réduits à la forme :
m^2n.k-\-m', // = 2«. A'' -)-/(', où k, k' sont des nombres entiers, et m', p\ des nombres entiers moindres que 2n. En substituant ces valeurs dans l'expression de x, elle deviendra:
.r = ± ç ((- 1)-+."' /5 + i; « + ^^i + kco + k'ul),
or eu vertu de (22) eette expression se réduit à
49) :i- = ± <; ((- ir+."' /5 + -^ co + 1^ m).
Cette valeur de .r est de la même forme que la précédente (i8), m et /x seulement sont remplacés par m' et ^i', qui, tous les deux, sont positifs et moindres que 2>r, donc on obtiendra toutes les valeurs différentes de .r, en donnant seulement à m et /( toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à 2?? excl. Toutes ces valeurs sont nécessairement différentes entre elles. En effet, supposons par ex. qu'on ait
il s'en suivrait, d'après (31):
k et k' étant des entiers.
Cette équation donne:
fi'^k'.2n±^t, m'=k.2?i±m, (—!)"'+<"'=+(— 1 )'"+.". Les deux premières équations ne peuvent pas subsister à moins que k' = 1, k=l, ft'=2?i — /W, m' = 2/i — m, et alors la dernière deviendra:
( lyn-m- fi __ ^ 1 )"'+!",
d'où l'on tire:
résultat absurde.
Donc toutes les valeui's de x, contenues dans la formule (48) sont différentes entre elles, si m et ^/ sont positifs et moindres que 2».
Le nombre total des valeurs de x est, comme il est aisé de voir, égal à 2{2nf = 8n^; or l'équation (f^{2ni^)=(i{x^) ne peut pas avoir des racines égales,
car dans ce cas on aurait — '-4 — - = 0, ce qui donnerait pour x une valeur in-
dx dépendante de fi. Donc le degré de l'équation (f^{2nfi) = ^{x-) est égal au nombre des racines, c'est-à-dire à 8«*. Si par ex. nz=l, on aura l'écjuation
9 {2fi) — 6(.ï ) — (l + ^2c2^4)^
ou bien (l+e^c^ar*)-.(/^(2.î) = 4.r'(l — fV-)(l-f e-.^;'),
et d'après la formule (48) les racines de cette équation, au nombre de huit, seront:
2) Si n est un nombre impair =2n-^ 1.
Dans ce cas -'"'"'- est,, comme nous l'avons mi, une fonction rationnelle de X, et par conséquent l'équation en x sera: 50) cp(2n-{-l)^=^.
Précisément comme dans le cas précédent, on trouvera, que toutes les racines de cette équation peuvent être représentées par
où il faut donner à m et /n toutes les valeurs entières depuis — w jusqu'à -f- n incl. Donc le nombre des racines différentes est (2?/-|'l)'*- C'est aussi le degré de l'équation en question. On peut aussi exprimer les racines par
Si par ex. w^l, on aura une équation du degré 3^^9. La formule (51) donne pour x les d valeurs suivantes:
B. Considérons maintenant l'équation
et cherchons les valeurs de y, qui satisfont à cette équation. La fonction —- étant, ooninie on a vu plus haut, rationnelle en y : l'ecjuation en y, en faisant
-^ = ^{y\ sera
Une des racines de cette équation est y=.f^, donc, quelle que soit la valeur de /?:
Pour trouver les autres valeurs de y, soit a une nouvelle inconnue, telle que y = /'«, on aura
or, en vertu de (35) le second membre est égal à /"(««), donc pour déterminer a, on aui'a l'équation
En vertu de (32) cette équation donne pour expression générale de na:
nu ■=. -j- n^ -j- 2?«co + //o/, w et n étant deux nombres entiers positifs ou négatifs, zéro y compris. De là on tire
et par conséquent:
C'est la valeur générale de y. Maintenant pour avoir les valeurs différentes de y, je dis, qu'il suffit de prendre /j avec le signe + et de donner à »i et /t toutes les valeurs entières, moindres que n. En effet, comme on a /"(+«) = /■( — «), on aura d'abord:
'■(- ^ + ^»+ \ -) =fi!' - ^"- -:- -)•
Donc on peut toujours dans l'expression de y prendre ^ avec le signe -\-. Ainsi t(»utes 4es valeurs de y sont contenues dans l'expression
34) ^:^^(-; + ^co + ^4
Maintenant quels que soient les nombres m et /(, on peut toujours supposer,
»} = /,. Il -{- m', fiz=zk'.ii-\- fi'i
où k, k', m', (it' sont des nombres entiers, les deux derniers étant en même temps positifs et moindres que w.
£n substituant il viendra
y=f(li+^co-i-^ai + 2k0-\-k'ai).
Or, en vertu de (22) le second membre de cette équation est égal à
quantité de la même forme que le second membre de (54) ; seulement rn' et /x' sont positifs et moindres que n. Donc etc.
En donnant à m et fi toutes les valeurs possibles, moindres que n, on trouvera un nombre w* de valeurs de y. Or, en général toutes ces quantités sont différentes entre elles. En effet, supposons par ex.
' \ ' n n / V un /
on aura en vertu de (32), en désignant par k, k' deux nombres entiers:
^ 4- ^ co + -1^ C3/ = + f /? + ?^ co H- i^ t3?:) + 2kio + k'uL ' ' n 11 — \ ' n n /
Puis(jue /î peut avoir une valeur irrationnelle quelconque, il est clair que cette é([uation ne peut pas subsister à moins qu'on ne préfère dans le second membre le signe supérieur. Alors il viendra
2m , u. . 2m' , n.' • \ ai i /. •
• ro -|- -!^ oi = fo -f- ^—xsi-\- 2ka) 4- k'ai,
d'où l'on tire en égalant les parties i-éelles et les parties imaginaires:
m ^=im'-\-kn, /t :^ /t ' -j- k'n,
équations absurdes, en remarquant que les nombres ?«, m\ [.i, et //' sont tous
positifs et inférieurs à n. Donc en général l'équation
f{n(i) = ^iy)
a un nombre w* de racines différentes entre elles et non pas un plus grand nombre.
Or généralement toutes les racines de cette équation sont différentes entre
elles. En effet, si deux d'entre elles étaient égales, on aurait à la fois:
f{nP) = xp{y) et 0 ==!/;'( y),
et cela est impossible, si l'on remarque que les coefficiens de y dans if'(y) ne
contiennent pas ^. Donc généralement l'équation (52) est nécessairement du
degré n^.
C. L'équation
étant traitt'-e absolument de la même manière par rapport à z, que l'équation
/'(ni->')=:— -^ l'a été par rapport à y, donne pour expression générale des va-
leurs de z:
OÙ m et fi sont entiers, positifs et moindres que ii. Le nombre des valeurs de c est w*, et elles sont en général toutes différentes entre elles.
Donc généralement l'équation (56) est du degré «*
Nous avons trouvé ci-dessus toutes les racines des équations
racines, qui sont exprimées pai' les formules (48), (ol), (54), 57). Toutes ces racines sont différentes entre elles, excepté les cas de valeurs particulières de ^; mais poiir ces valeui's, les racines différentes sont contenues dans les mêmes formules. — Dans ce dernier cas un certain nombre des valeurs des quantités .r, 1/, z seront égales; mais il est clair que toutes les valeurs égales ou inégales seront néanmoins les racines des équations dont il s'agit. Cela se fait voir en faisant converger ;■] vers une valeur particulière, qui donne pour X, ou y, ou 2 des valeurs égales.
En faisant dans la formule (48) [i = -— , on aura l'équation
58) „«« = J^, dont les racines sont a;=+a:f(— l)'»+."J^-f ~w-f ^ xsi):
et où ?» et /( ont toutes les valeurs entières et positives moindres que %n.
En faisant de même dans la formule (50),:? = , on aura w(c=:z--^,
dont les racines sont
59) .=(-.,-.".. (^+:^iJi£>
m et u ayant pour valeurs tous les nombres entiers depuis — ti jusqu'à -\-n.
Enfin en faisant dans (52), (56) ^ = ■ — , on aura l'équation
P' fu = — ^ dont les racines sont
et l'équadon Fu = , dont les racines sont
OÙ m et /w sont renfermés entre les limites 0 ei n — 1 incl. Si n est impair = 2w+l, on peut aussi supposer
m et |t ayant toutes les valeurs entières de — n à -j-w.
Dans toutes ces équations la quantité « peut avoir une valeur quelconque. Comme cas particuliers on doit remarquer les suivants:
1) En faisant dans (S8) et (59) «=0, on aura les équations
/•%„=: 0, dont les racines sont .r^ + g \-~~^'^-\--~v,i\ „,^. I (les limites de m et ^i étant 0 et 2w — 1), ,
U'*2.i+i=0, dont les racines sont xz=:^if{-^ — w+ «-^f °') (les limites de >w et /i étant — ii et +«)■
2) En faisant dans (60) « = -|- et dans (61) « = -|- «, et remarquant
que /"f-^ji=iO, i^(— M = 0, on obtiendra les deux équations :
63) P'„ = 0, dont les racines sont y = /" U^m + i) ii+ Ji oi)) C^s '''»it*'S ' «^ ' V ' -^^ M ' « /f de ?H et /<
6i) /*"„= 0, dont les racines sont z = /^(^ w + (2.// +|) -^)j ""^^^^^
3) En faisant dans (58) « = -*^ -f- t- 'j <"* en remarquant, que qpf — + — 'J = ^, on aura l'équation
dont les racines seront:
x = ±^ (('«-}- ^ (- 1)"*+.'') -^ + (/' + i (- 1)""^") • -|J)- Les valeurs de x doivent être égales par couples, et l'on verra aisément que les valeurs inégales peuvent être représentées par 65) ..=. ^ ((,« +1) _»_ + (,. + 1)^),
en donnant à m et ^ toutes les valeurs entières depuis 0 à 2// — 1. Done ce sont les racines de l'équation
Qi„ = 0, par rapport à .r.
En luisant de même dans (a9) («=:—-(-_/, on aura l'équation
dont les racines seront:
m et u ayant pour valeurs tous les nombres entiers de — n à -j- «•
Parmi les v.ileurs de x, y, z, il faut remarquer celle, qui répond à m=7i, fi = il. Alors on a
.=(-ir.F(|-+|-,) = i.
Ces valeurs infinies font voir que l'équation Q-i„+i = 0 est d'un degré moindre d'une unité que celui des équations dont elle sort. En écartant ces valeurs, les restantes, au nombre de {2n-\-lY — 1, seront les racines de l'équation Qîn+l = 0.
IV
Résolution algébrique des équations q:u = -~^, fa = -—-^^ , tu =
Qj.+i Qj.+i Qj.+i
Nous avons va dans le §. précédent, comment on peut exprimer aisément les racines des équations en question au moyen des fonctions (p, f, F. Nous allons maintenant eu déduire la résolution de ces mêmes équations, ou la détermination des fonctions t(— )> t (--)■> ^(--\ *^° fonctions de (pu, /«, Fu.
Comme on a
on peut supposer que n est un nombre premier. D'abord nous considérerons le cas où » = 2, et ensuite celui où n est un nombre impair.
A. Expressions des fonctions q> y^J, /(y)' ^(o)'
Les valeurs de (p (^), fv^r ^(y) P*^"^'*^"* ^^^^ trouvées très facilement de la manière suivante. En supposant dans les formules (3o) /S = .^,
et faisant
il viendra:
on bien, en substituant les valeurs de y"^ et z^ en x^:
Ces équations donnent
^ "*"'"— l+e2c2jr4 ' '"~ l+e^c^x* '
/<«__ 1_ i^g.ip2^4 ' «-t-i— l+e2c2j,4 J
d'où ?^ = 6.^a^ ±=^ = c'x-,
et de là, en remartpiant que ?/^ = 1 — c^x-, c* = 1 -|- p'^or*,
,2 Fa+f'x 2
De ces équations on tire, en extrayant la racine carrée, et rempla(;ant
X, y, z par leurs valeurs if (-?-), t\^y ^(|") =
(*(i)=|y'(iît)=7)/(^)' "^ |Kf)=i/(^).<f)=/(^)-
Telles sont les formes les plus simples qu'on peut donner aux valeurs des fonctions ff(~), /"(t^)» ^\^j- '^*^ '"^**^* manière ou peut exprimer algé-
hriqucmeul t(y)' ^(t)' ^ (y) ^'" ^"' ''^"" '^^*' *" '"^'"'' "''■'"'^'■*^ ^(ï)' ^- (— \ f{—) s'exprimeront en f'(^\ ^{^p ^^ ^'"^' ^^ suite. Donc eij
général les fonctions fC^J, / f^)' ^(^)l'«"vent être exprimées au moyen d'extractions de racines carrées, en fonctions des trois quantités (pa, fa, Fa.
Pour appliquer les fornuiles trouvées ci-dessus pour la bissection à un exemple, supposons a = — .
Alors on aura /'(-|-) = 0, F Q^^= ^^^S^l^fl-, donc en substituant:
'^V4/ v/rc' + cv/(e2+c2)l ec '
ou bien
B. Expressions des fanctions (p Ç-^J, f\-^^p ^(âwT/' ^" fondions algébriques des quantités (pa, fa, Fu.
Pour trouver les valeurs de ^(2;^)' f {2^)' ^(2^^) ^" ''^'^"'^'"' il faut résoudre les équations
qui toutes sont du degré {2n-\-lf. Nous allons voir, quil est toujours possible, d'effectuer algébriquement cette résolution.
Soient
68) ^^^=-^^J\^^-^i^) et
69) ^^ = l^ô. . ,. (^ + |^> ,,^= 1^0. . ^. (it. - ^),
où 6 est une racine imaginaire quelconque de l'cquation 6*"+* — 1^0. Cela posé, je dis que les deux quantités
if./9.t/',/9 et (#)-»+' + (^-,,^f''+", pourront être exprimées rationnellement en (f{^n-\-\)^. D'abord en écrivant ç)j/? comme suit:
on voit que (p^^'i peut s'exprimer rationnellement en (fft. Soit donc ^j^ = %{fffi), on a de même:
'.C'±£ff)='K^±l^)]
ou bien, en faisant cpp = x:
'V-iK+l/ V2»+l/ '^V2w+1/ '
et en substituant pour f[i et F^ leurs valeurs V^(l — f'^a;^) et \/'{i-\-e^a.'^):
or, X désignant une fonction rationnelle, le second membre de «lette équation peut se mettre sous la forme
où R^ et R'f^ sont des fonctions rationnelles de x. Donc on a
En substituant dans les expressions de xpli et ip^ft, il viendra:
V/ï = 2!' Ô" .n^-\-V(ii- c"-^') (1 + c'a:')), i" 6" . R',
V.,^= s 9." . Ru —V(a- e'^')(l + ^'^"-)) -Ëjf^. R'u
-nf
Maintenant Ru et R'u étant des fonctions rationnelles de x, les quantités
2J ô".^„et ^ ^".R'u le sont également. En élevant donc rpi^ et V'i/^ ^ '*
(2« + 1)'^°" puissance, les deux quantités (1/7^)*"+' et (Vi/?)'^""''' pourront se mettre sous la forme:
(rp^f"+^ = f-\.t'.V{{i — c'.v^){i + o'x^)), i^•Jf''+'= t - r.l/((l -c^;r^)(l +e"-x% t et i' étant des fonctions rationnelles de x. En prenant la somme des valeurs de (1/^/?)*"+* et (i^i/?)*"+S on aura
(#)"-"+• + ('/'»/?)'"+' = 2<- • Donc la quantité {\i)^Y''+^ -f- ('^1,?)''"+^ peut être exprimée rationnellement en X. Il en est de même du produit i///S.t^j/?, comme on voit par les équations (70).
Donc on peut faire
A(ar) et A,(^) désignant des fonctions rationnelles de x. Maintenant ces fonctions ont la propriété, de ne pas changer de valeur, lorsqu'on met à la place de X une autre racine quelconque de l'équation
Considérons d'abord la fonction /(.r). En remettant la valeur de x = ?>/?,
d'où l'on tire, en mettant ,f + 2 o ■ _^l au lieu de p':
^- bl'^ + 21^+ -2^;J = '^V^ + 2^+ 2^;-'^A'^ + 2^+ 2^> Cela posé, en remarquant que
72) é ^itn4-k) = 2: v(»î) + 27 .Uini-\-ii) — yp{m — n — i)),
2ka
ou
aura, en faisant dans l'expression de (fift (^ = A^+ ^
doue
En mettant dans l'expression de vA I» + ^ + ST "" ''™ ''° l*' °" trouvera
^ (-^ + 2^+ 2;^) = f '^ ^' • "^^ V + 2«+l ■+ 2„^1 > or eo vertu de (73) on a
"fA!^ + -Wi + 2^^ — «^1 V^ + 2« + l > donc
En vertu de (72) on à
-^ , t.. /a I 2(a— «— l)aA
donc, en remar(juant que 6"+."-''' = 9.«-"-i-* et il viendra
De la même manière on trouvera aussi
^.(^ + lî^+^)=»'-''.''-
Ces deux équations donneront
En vertu de ces éfjuations ou obtiendra, en mettant dans les valeurs de A(y/S) et X^{ifp), i'] + ' "^^^^"^ °' au lieu de <?,
'Or,(f(^-] ^ ^) exprime une racine quelconque de l'équation
rf(2« + l),?:
Donc comme nous avons dit, les fonctions A(.r) et ?.^(.z) auront les mêmes valeurs, quelle ({ue soit la racine qu'on met à la place de x. Soient donc x^ , x\ , x^. . . x^^ p^s racines, on aura
^^^-'^^^ 2^ (''(•'«) + ^■^^^■^^+ • • • + ^■'(''■"-"^)- Or le second membre de ces équations est une fonction rationnelle et symè-
trique des racines de l'équation (p(2n-\-l)î^ =^ '"^^ , donc /.(.r) et ).i{x) pour-
ront s'exprimer rationnellement en (f{2n-\-l)ii. Eu faisant
).{x) = B, ).,{x) = 2A, les équations ^^7I) donneront
d'où l'on tire
75) v.':J = K(j+i/( j^-z?-+^)) = ^^e.« . y. (p^ + Igi).
Ayant trouvé la valeur de «(■?, on en déduira facilement celle de y^/?.
En effet, en prenant pour 9 successivement toutes les racines imaginaires de l'équation 9*"+^ — 1=0, et désignant les valeurs correspondantes de A et B par Aj, B^, A^, B^ etc., on obtiendra:
V{A, + V{A\- fi-+')) = 1k ■ <P. Ç^ + IS)'
K(^..„+ K(^i,.- ^ra+'))= ^;^".- V. (,^ + 1^)-
De même on connaît la somme des racines:
qui est égale à (2^+ l)9)(2/«+l)ft comme nous le verrons dans la suite. En ajoutant ces équations membre à membre, après avoir multipié la première par 0"*, la seconde par ^-^, la troisième par ^-^ ... et la (2w)'^"« par ej;, il viendra :
or la somme
i + 9r''+er'' + ... + ô^„^
se réduit à zéro pour toutes les valeurs de h, excepté pour kz= ^. Dans ce cas elle devient égale à 2n-\-l. Donc le premier membre de l'équation précédente devient
(2»+l).^(^+Sj>
donc, en substituant et divisant par {2n-{-l), on à:
, / 2n +1 în+i
... + r,-; Vi^^n + KML-^^n))
Pour A:=0, on a: ^
77) y ,^=,^(2;^^-l)^+ .^( V{A,+V{A\ - ^f +^)) + v^( J^+|/( J,^-fi-+>))+.
...+ V\A^n + l/M^..-fi-+^))).
Ayant ainsi trouvé la valeur de cp^^, il s'agit d'en tirer celle de 9/?. Or cela peut se faire aisément comme suit: Soit
78) ,,^ = |.r..(^ + ^); ,.,=|,r..(^-^^); on a
De là suit qu'on peut faire
f '«i" = r + f^] .Fti.s; ^■,^ = r — ff} . F(j . s, où r et s sont des fonctions rationnelles de q:[i. De là on tire
J Va/* •f'3(*=X (?-/?),
%{(f^) et Xi (T/*) i'tant deux fonctions rationnelles de (p§.
Cela posé, je dis que x{(f^) et Xi{f§) pourront s'exprimer rationnellement en (p,/î.
On a vu que
En faisant q>^ = x, on aura une équation en x du degré {2n-j-l). Une racine de cette équation est x =(pfi; or, en mettant /S -{- - — - au lieu de /?, (p^^ ne
change pas de valeur, donc x= (p (^ -\- ^—7) ^^^^ ""^ racine, quel que soit le nombre entier k. Or, en donnant à k toutes les valeurs entières de — n jusqu'à -|- fi, <P\^-\- ^~i) prendra 2»+l valeurs diflérentes, donc ces 2«+ 1 quantités seront précisément les 2n + 1 racines de l'équation en x.
Cela posé, en mettant /? -)- - — - au lieu de /? dans l'expression de 'W^^, il viendra en vertu de (72) :
donc en ayant attention, que ô'-'+'-^^^^g'—'-i-t et ?> f/?+ ^('"~"^'~^) (pj =:(f (^ + ^^£t^), il en résultera ^
De même on .aura
On voit en vertu de ces relations, que les équations qui donnent les valeurs des fonctions xi'Pi^) et y.i{(f§), conduisent à ces deux égalités:
De la on tire
Or, ces valeurs de x{f?) et Xi(y/^) sont des fonctions rationnelles et symétriques de toutes les racines de l'équation (80). Donc elles peuvent être exprimées rationnellement par les coefficiens de la même équation, c'est-à-dire rationnellement en qo^/?.
Soit ^(^^^.)^/>^^^(^^),^2C,
les équations (79) donneront
d'où, en remettant la valeur de \p^i;i:
82) v{c+V{C'- n^"^^)) = ^j- -^i^ + trù-
De là on tire, en mettant 9^ au lieu de G, et désignant les valeurs correspondantes de C et Z> par (7„ et Z>^:
6,/K(ç,-|-K(<^â-/>r^)) = Sj^r'-v i^ + t^ù-
Eu y joignant l'équation
on en tirera facilement
83) (2« + 1) . <y (/5 + ^) = ç,^ + ^„ G,;;^ . ViC^ + V{C-^ - />r '))• En supposant â- = 0, il viendra:
84) ^'r^=~[^,li+V{c^+V{C\-Dr^')) + . . .+/{€. ^,:^V (Cl -Dll^'))]-
Cette équation donne cp/i en fonction alijébriqne de cp^^, or précédemment nous avons trouvé ff ,,? en fonction algéiuique de (p{2ii + 1)-}. Donc en mettant
- "^ . au lieu de fi, on aura cp C '^ J en fonction algébrique de (pa.
Par une analyse toute semblable on trouvera f( — - — } en /« et
f(^^ en Fa.
Les valeurs, que nous venons de trouver des quantités (p^(i et (p(i, la première en 9(2?/ + !),? et la seconde en (p^fi, contiennent chacune la somme de 2w radicaux dilTérentes du (2?^+ 1)'"'" degré. Il en résultera pour (pfi, (p^fi ... un nombre (2«-j-l)*" de valeurs, tandisque chacune de ces quantités est la racine d'une équation du (2?«+l)'"°° degré. Or on peut donner aux expressions de (p^ et qPi/S une telle forme, que le nombre des valeurs de ces quantités soit précisément égal à 2ti-\-î.
Pour cela soit
0 = cos -^~ + i sin -^ , 2h+1 ^ 2n+l '
on peut faire
6j = 0, e., = 9% O3 = 6* . . . 0.2„ = O''". Soient de même
on aura en vertti de (74)
Soit maintenant 86) /('^'W'^"^ OI^SP)'""^^'^'''
P Up^) et Q{(f^) seront des fonctions rationnelles de ç)(9; or, en mettant |5_J_ 2w"+2ij.at ^^ jjg^j jg ^^ ji gg^ çi^jj. gjj ygfjy (igg formules précédentes,
que /* et !P ne changent pas de valeurs; donc on aura
or, le second membre étant une fonction sj-métrique et rationnelle des racines
de l'équation y(2?^-^- l),^ = ''^', A"?/^) pourra s'exprimer rationnellement en
ç,(2>i _j_ 1),?. Il en est de même de Q{(pft). Connaissant ces deux quantités, les équations (86) donneront
or
donc
.2V{A\-Bl'^+')=Q{(p^)-(A-V{A\-Bl''+')).P(cp^).
Donc on aura
^%6)={r,3r.(F,-\-H,Y{A\-Bl'-^% où Fk et Hk sont des fonctions rationnelles de y(2?/+l)i^- En remplaçant A et B par ^ et ^ et substituant les valeurs de "tp^ii) et {^)^fJf, il \iendra:
donc la valeur ie cp^^ deviendra:
) <p^,^ = <y(2« + i),'?+ A_. (^(A+ViA'-B^-ny-''
_^ (F^ 4_ ^j/(^- — ^"+1)) ( J + 1^( J^ — fi2,.+l))2„+l
Par un procédé tout semblable on trouvera
où JSr^, Z-j, K,, -Zj • • • ^2.o ^îr. sont des fonctions rationnelles de (piP.
Ces expressions de ç-i/î et qp/? n'ont que 2rt+l valeurs différentes, qu'on obtiendra en attribuant aux radicaux leurs 2>i-\-l valeurs. H suit de notre analyse, qu'on peut prendre }^{A' — B-"+^) et Y{C^- — />'^"+^) avec tel signe qu'on voudra.
La valeur, que nous avons trouvée pour (f.{(i) ou (f f ** j contient encore, outre la fonction (fa, les suivantes:
pour des valeurs quelconques de m depuis 1 jusqu'à 2n. Maintenant quelle que soit la valeur de m, on peut toujours exprimer algébriquement çf '" j.
Tout est donc connu dans l'expression de ç (^~~~r)' excepté les deux quantités indépendantes de a, ç. f -ii— V y ( °' j. — Ces quantités dépendent seulement de c et e, et elles peuvent être trouvées par la résolution d'une équation du degré {2n-^îy — 1, savoir de l'équation '"+' =r 0. — Nous allons
voir dans le paragraphe suivant comment on peut en ramener la résolution à celle d'équations moins élevées
C. Sur l' équation
L'expression que nous venons de trouver pour (f f °^ j contiendra, comme
nous avons vu, les deux quantités constantes y f " j et y f — — -J. On trouvera ces quantités en résolvant l'équation
dont les racines seront représentées par
où m et /t pourront être tous les nombres entiers depuis — n jusqu'à -\- n. Une de ces racines, qui répond à m=0, est égale à zéro. Donc /*2„+, est divisible pai* x. En écartant ce facteur, on aura une équation 90) n = 0, du degré {2n-\- if— 1.
En faisant x" = r,. Téquation R=0, en r, sera du degré (^" + |)^— 1 = 2. n{n -{-!), et les racines de cette équation seront
jtt et m ayant toutes les valeurs positives, au dessous de w, en faisant alistraction de la racine zéro.
Nous allons voir maintenant, comment on peut ramener la résolution de l'équation lt=zO à celle de deux équations, l'une du degré u et l'autre du degré 2ra+2.
D'abord, je dis, qu'on peut représenter toutes les valeurs de r par
en donnant à ^ toutes les valeurs entières depuis zérojuscju'à 2w, et à m toutes celles depuis 1 jusqu'à n.
En effet (p' i-^ '-~j représente d'abord un nombre n de valeurs de >•; or
les autres peuvent être représentées par (p"^ (^i . ^"""'""' J. Soit, pour le démontrer, mfi=z(2j?-{-l)k-\-m', où m' est un nombre entier compris entre les limites — n et -\- n. En substituant, on aura
9^ iai • -^ — =— ) est donc une valeur de r; maintenant à chaque valeur de m,
répond une valeur différente de m'. Car si l'on avait
înji = (2}i-\-i)k^ + m', il s'en suivrait
{m — m^)^, = (2«+l) . (k — k^), ce qui est impossible, en remarquant que 2n-\-l est un nombre premier. Donc
*^* v' ■ ~2 — T"/ ^^^^^^^ ^^^^ V^( o"'"i ) représente toutes les valeurs de r.
CeLi posô, soit
«••')['-^^G^fl)]['-^'(^s)]-['-"=(£i)]
Les quantités /j,,, p^,.. .pn-x, seront des fonctions rationnelles et symétriques de fp^i^—)^ ^^(i~") • • •'f''(.T^)' ^^' ^^^ fonctions peuvent être trouvées
au moyen d'une équation du degré 2?i-j-2-
Soit p une fonction rationnelle et symétrique quelconque de
Par les formules que nous avons données plus haut pour exprimer (f{n[j) en <f§, il est clair qu'on peut exprimer ^'^yn'.-^j en fonction rationnelle
de(/)"r-^j. Donc on peut faire
0 désignant une fonction symétrique et rationnelle. En mettant va' au lieu de w', il viendra
or, en faisant:
où A-a est entier et compris entre — n et -\- v, la série
aura au signe près les mêmes termes que celle-ci:
donc il est clair, que le second membre de l'équation (9o) aura la même valeur que p. Donc:
««) 4*-G-Si)] = *['"- C^î)]'
équation, qui en faisant fo'=:w et co' = ;»m -)- o/, donnera ces deux-ci:
,,, (•.■'["'G^,)]=4^'G-;Sî)]'
ou bien, en faisant, pour abréger,
il vieudra:
Cela posé, soit
100) (^^"^"'i^ (p-'p'\J (p-nr,,,) {p—n'r^„) . . . (p-r-i,-^..)
Je dis, qu'on peut exprimer les coefticiens q^, q^ etc. rationnellement en e et c.
D'abord en vertu des formules connues on peut exprimer rationnellement ces coefficiens en t^, t.^...ti„, si l'on fait, pour abréger,
•101) /,-:(V'^)^ + ('/^,„r+(V^^„)*+ • • -+{^r,^^nf.
Il s'agit donc de trouver les (jnantités t^,t^, . . ., or cela se pourra aisément au moyen des relations (99). En effet, en y faisant successivement v =i 1, 2 . . . n, après avoir élevé les des deux membres à la A:^""= puissance, on en tirera sur le champ:
Donc en mettant pour ?w tous les nomlires entiers 0, 1,...2«, et ensuite substituant dans l'expression de tk, il viendra:
105) { -t- {^'V^J' + irpr^J' + . . . + (V'r„,0^-
+ i^Pr^.J'-^- (<^î-,„„)' + • • • + i^'r„,J'-.
Cette valeur de //, est, comme on voit, une fonction rationnelle et symétrique des w(2w-f2) quantités 7\, r^,...r,„ r^^^, r,,^^, . . . î-„o • • • ?-i,2,„ r.,^.,„ • ••''„,2„, qui sont les n{2n-]-2) racines de l'équation li^O. Donc comme on sait, f,, pourra s'exprimer rationnellement par les coefficiens de cette équation, et par suite en fonction rationnelle de r et r. Ayant ainsi trouvé les quatités 4, on en tire les valeurs de q^. q ,..<yo..+i5 yui seront également des fonctions rationnelles de e et c.
Cela posé, en supposant
104) 0=:y„+y^./.+ .y,.//^+ ...+v,„+i.yr"+'+/"n on aura une équation du (2w-|-2)^°"^ degré, dont les racines seront
V\, Wuo' V'-„i, i/Tj,, . . . ifr,^,„.
La fonction ij ?• , c'est-à-dire, une fonction quelconque rationnelle et symétrique des racines r , v.,, 7'^, ...?'„ pourra donc être trouvée au moyen d'une équation du degré 2ti-\-2.
Donc on aura de cette manière les coetTiciens p^, J\,- ■ .p„-i-, fn résolvant un nombre ii déquations, ciiacune du (2» + 2)"^""= degré.
Ayant déterminé p^, p^..., on aura, en résolvant l'équation
lOo) 0 = /^o + />i'- + • • • + P"-i ■ '■""' + '■".
la valeur des quantités
J\ , r.„ ...r„; ?-,,o, r^^^, ■ • • 'Xo; ^\,i ' ''.2,1 ' • • • '■«,1 <"*'■• •'*'.•. dont la première est égale à 'f''(-^ — )• Donc la détermination de cette quan-
tité, ou bien la résolution de l'équation 7? = 0, qui est du degré (2?< + 2).//, est réduite à celle d'équations du degré (2?/-j-2) et 7t.
Mais on peut encore simplifier le procédé précédent. En effet, comme nous le verrons, pour avoir les quantités p^, p^ . . ., il suffit de connaître lune quelconque d'entre elles, et alors on peut exprimer les autres rationnellement par celle-là.
Soient généralement p, q deux fonctions rationnelles et symétriques des quantités 7\, 7\, . . . ?'„, on peut faire, comme nous lavons va,
p = i- 7-, : q = (ii\, 1^?', et 9?' désignant deux fonctions rationnelles de r^ , qui ont cette propriété de rester les mêmes, si l'on change j-^ en une autre quelconque des quantités
Supposons maintenant:
je dis que s^. pourra être exprimé rationnellement en e et c.
En effet, on a (uvj* . 0/-^ = {nr„f . 9;v = ^ ({nr^f . tj)\ + (urj' . 0/-, + • • • + (V 'v/ • e/-„),
(uri,„)*.9r,,„^(u7v,„f 9r,. „= ^ ((îi'/',,„.)''-.Or,,,„+(ero,„f .9r,,,„+ • • • +( V",...)'-^''",-)-
En faisant )n^=0, 1, 2,. . . 2w, et substituant dans l'expression de s^, on verra que s,, sera une fonction rationnelle et symétrique des racines i'^, ?'j, ...?-j_„ etc., etc. de l'équation 7?^0: donc s,, pourra s'exprimer rationnellement en e et c.
Connaisant s^, on obtiendra, en faisant A-=:0. 1, 2, . . . 2«, 2«+l équations, desquelles ou tirera aisément la valeur de (i/\, en fonction rationnelle de
ip 7\ Donc, une fonction de la forme p étant donnée, on peut exprimer une autre fonction quelconque de la même forme en fonction rationnelle de/*. Donc, comme nous l'avons dit, ou peut exprimer les coafficiens p^, p^, . . .p„_i rationnellement par l'un quelconque d'entre eux. Donc enfin, pour en avoir les valeurs, il suffit de résoudre une seule équation du degré 2n-\-2, et par conséquent, pour avoir les racines de l'équation R = 0, il suffit de résoudre une équation du degré 2n-\-2, et 2«-j-2 équations du degré n.
Maintenant, parmi les équations, dont dépend la détermination des quantités 9 (-7— — jj y( .,"' ), celles du degré n peuvent être résolues algébriquement. Le procédé par lequel nous allons effectuer cette résolution est entièrement semblable à celui, qui est dû à M. Gaiiss pour la résolution de l'équation
Soit proposée l'équation
i06) 0=p,-\-p^.r-\-p^.r^--{-...-\-p„-r.r"-'-\-r'; dont les racines sont:
où td' a une des valeurs w, mat -{-ai. Désignons par « une des racines primitives du nombre 2n-\-l, c'est-à-dire, un nombre entier tel, que fiz=2n-\-i est le nombre le plus petit (mi rende c(f'~^ — 1 divisible par 2t/-\-l, je dis, que les racines de l'équation (106) peuvent aussi être représentées par 107) cf\e), cf.%ae), cp-\uh), ^%ah) . . . r^'^(«'-i . .),
6)' ou i:
Soit
«»' = (2« + l)A„,+6f„„ où k est entier et a„, entier, positif et moindre que w-|-l, je dis, que les termes de la série
seront tous différents entre eux.
En effet, si l'on a
il en résulte.
ou «•»—«." = (2«+ 1) (^-„ — ^-„),
ou «■• + a." = (2//+ 1) (A-„ + A-„).
Il faut donc qiu; l'une des quatités «" — a", «""+"" ^'^^^ divisible par 2n-\-l; or soit posé >n>f.i, ce qui est permis, il faut que «'""" — 1 ou u"'""4-l soit divisible par 2// -|- ^^ ^^ ^^^^ ^^^ iniposible, car m — // est moindre que w.
Donc les quantités 1, a^, a.^ . . . a„_i sont difl'érentes entre elles, et par conséquent elles coïncident, mais dans un ordre différent, avec les nombres 1 " 3 4 w
Donc, en remarquant que on voit que les quantités (107) sont les mêmes que celles-ci:
c'est-à-dire les racines de l'équation (106) c. q. f. d.
Il y a encore à remarquer, qu'ayant
on aura*
et
Cela posé, soit 9 une racine imaginaire quelconque de l'équation
6" — 1 = 0 et
108) t(O = fA'(O + '^''(«O6 + 'f'(«^O0' + ... + ?'(«"-*O6""'-
En vertu de ce que nous avons vu précédemment, le second membre de cette équation peut être transformé en une fonction rationnelle de (f'^(t). Faisons
109) ^i,) = x{^cf\e)).
En mettant dans la première expression de »;(^), ('."i au lieu de f, il viendra: tf(a'-f ) = (f "(a"-^) + (p'{u"+h) . 9 + V -(«"'+-0 . 0 - + . . . . . . + y ^(«"-if ) . e"-"-' -j- (p'^ia^'f) . e"-'" -\-...-\-(f -(('."+"-'* )0"-S mais nous avons vu que (p"(«"+'";) = ç"(a'"6): donc:
Ea Diiiltipliant par 0'", le second membre deviendra égal a f{f), donc:
ou bien:
d'où, en élevant les deux membres à la n'""^ puissance, on tire en vertu de la relation 9""' = 1 :
111) (rp{,)yr=[x{cp%a-é))f.
Cette formule donne, en faisant successivement 7h = 0, 1, 2, 3 . . . «— 1, il équations, ({ui, ajoutées membres à membres donneront la suivante:
or, le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symétrique des (piatités ip'{f), Ç'^(«f) • • • Ç^^C"""^^)? c'est-à-dire des racines de l'équation (106); donc {\pi)" peut être exprimé en fonction rationnelle de /^o,^>j .../7„_i, par censéquent en fonction rationnelle de Tune quelconque de ces quantités. Soit V la valeur de (^if))", on aura
Cela posé, soit 9 = cos -^ + / sin — . Les racines imaginaires de léquation '^ n 11
9" — 1 peuvent être représentées par
Donc en faisant successivement 9 égal à chacune de ces racines et désignant
les valeurs correspondantes de v par t\ , v^.. . v„_i , il viendra
Yv^ = 9>^(0 + 0 . ^■'(«^) + • • • + ^'"" ■ '/'(«""'O.
En combinant ces équations avec la suivante:
on en tire aisément:
...-\-r^"-'^'^Yvn-i),
et pour m ^0:
115) cp%e)= 1 {-p„_,J^Yi\ + Yr,+ . . . +Yvn~^)-
Toutes les racines de l'équation (106) sont contennes dans la formule (115), mais puisque leur nombre n'est que », il reste encore à donner à (p%t) une forme qui ne contienne pas des racines étrangères à la «jiiestion. Or cela se fait aisément, comme suit.
Soit Sk = —^
En posant ici (('"a au lieu de {, Y r^ se changera eu O"*'".!/*'^, et i\ en 6""*.?', , donc s^ se changera en
La fonction s^, comme on voit, ne change pas de valeur, en mettant oTe au lieu de f. Or s^ est une fonction rationnelle de f/)'-(f). Donc, en désignant Sk par /.[(f\i)), on aura
quel que soit le nombre entier m. De là on tirera d(! la même manière, et comme nous avons trouvé (»/*)", la valeur de s^, en fonction rationnelle de l'une des qualités p^, p^,. ..p„^i. Connaisant s^, on a
Donc en mettant r au lieu de i\, l'expression de (fi\(i"'i) deviendra:
116) <pV"*)= - (— i>„-i + r'".?'" + i^.,0-*'".?'"+ . . . +^„_iO-'"-'>".y^ " J' pour ?rt ^ 0 :
i_ Cette valeur n'a que « valeurs différentes, qui répondent aux w valeurs de v". Donc en dernier lieu la résolution de l'équation /'o„+i = 0 est réduite à celle dune seule équation du degré 2« + 2 ; mais cette équation ne parait pas en général être résoluble algébriquement. Néanmoins on peut la résoudre complètement dans plusieurs cas particuliers, p. ex., lorsque e = r, « = c ]/3, <? = f(2+|/3) etc. Dans le cours de ce mémoire je m'occuperai de ces cas, dont le premier surtout est remarquable, tant par la simplicité de la solution,
que par sa belle application dans la géométrie.
En effet entre autres je suis parvenu à ce théorème: "On peut diviser la circonférence entière de la lemniscate j)ar la régla et 'Ve compas seuls, en 711 parties égales, si m est de la forme £" ou 2"+^, *)%.! "le dernier nombre étant en même temps premier; ou bien si m est un "produit de plusieurs nombres de ces deux formes."
Ce théorème est, comme on voit, précisément le même que celui de M. Gauss, relativement au cercle.
VI
Expressions diverses des fonctions (p(«^), /(«P), P{n^)-
En faisant usage des formules connues, qui donnent les valeurs des coefficiens d'une équation algébrique en fonction des racines, on peut tirer plusieurs expressions des fonctions ip{np), f(nft), F{n^) des formules du paragraphe précédent.
Je vais considérer les plus remarquables.
Pour abréger les formules, je me servirai des notations suivantes. Je désignerai :
1) Par 2Jjp{m) la somme, et par JJ '>p{m) le produit de toutes les quan-
tités de la forme '^{m), qu'on obtiendra, en donnant à m toutes les valeurs entières, depuis k jusqu'il k', les limites k et k' y comprises.
2) Par ^^JL* '/'(»2,/') la somme, et par JI^II ^^{m,/^i) le produit de tou-
tes les quantités de la forme \p{m,ft), (pi'on obtiendra, en donnant à /« toutes les valeurs entières de k à k', et à /< les valeurs entières de v à v' en y comprenant toujours les limites.
D'après cela il est clair, qu'on aura:
119) ^jim) = xiik) + ipik+1) -f . . . ^}>(k%
120) njpim)=^{k) . xp{k+l) . . . ipik'),
121) 2:„2; 1/^K//) = 2^^{k,^^) + EM^u^)^ . . . + y:^ik',fi),
122) nM^n>im,^i)=n^xp(k,^,) . n^^pik-\-u>) îi^M'^'^ti).
Cela posé, considérons les équations
Nous avons vu que /^^n+i est une fonctiou rationnelle de x du degré (2m 4" 1)* et ^^ 1'' forme a;.v(^'^)- De même P'^h+i et P"2„+i sont des fonctions de cette même forme, la première de y et la seconde de z. Enfin Q.2.h+i est une fonction qui, exprimée indistinctement en x, y ou z, sera du degré (2w-|-l)' — 1, et contiendra seulement des puissances paires. Donc on aura
/^,,^. =. A . x^^"^^^"- +... + /?. or,
PWi = ^' • y^"-^^^^ +...4-^'-y,
Q,^^ =r;.a,-f^»+»)^-^ + ... + /?, jp,„+^ ==c".y^"+'>^- + ... + z?',
!p,,^, =Cvt^2«+' '=-> + ... + />".
En substituant ces valeurs dans (125), il viendra {A . x(2''+i>^ ^.,,^B .x) = 9)(2w+ 1),5.(C . x^'^"+'>"--' + . . . -f Z>), (J' . /'-'■+')= + . . . 4- ^' . 3/) = /■(2« + 1);:?. (C' . y'^"+i'^-» + . . . + D% (A" . i:f2.+i)= ^__^S''.z)= F{2h-\- l)li . (C" . z"^+^y'-' + . . . + D"). Dans la première de ces équations A est le coefficient du premier terme,
— 9)(2«4-l),'?-C' celui dn second et — (f{27}-{-l)fi.D le dernier terme. Donc
— (f{2n-\-l)^ est égal à la somme et +-^(f{2n-\-l)ii égal au produit des
racines de l'équation dont il s'agit, équation qui est la même que celle-ci:
Donc en remarquant tpie A, C et D (et en général tous les coefficiens) sont indépendants de {i, on voit que (f{2n-\-l)ti est (d'un coefficient constant près) égal à la somme et au produit de toutes les racines de l'équation (124).
De la même manière on voit que /'(2?/ + l),5 et F(2w + l)/5 sont respectivement égaux au produit ou à la somme des racines des équations
A2« + l),î = ^, F{2n +iW = ^ ,
en ayant attention de multiplier le résultat par un coefficient constant, choisi convenablement.
31aintenant les racines des équations (125) d'après le No. 11. sont respectivement :
où les limites de m et /i sont — w et -\-n.
Donc en vertu de ce qu'on vient de voir, et en faisant usage des notations adoptées, on aura les formules suivantes:
,/, {2n + \)(i = A. 3^2: A- ir+'"-9 ù 4- "";7 )'
ç.(2.+ l),. = 5.i7„|^.c,(^ + ^gP>
Pour déterminer les quantités constantes A, A', A", B, B', B", il faudra donner à /? une valeur particulière. Ainsi en faisant dans les trois premières
formules (j z=. — — |- /, après avoir divisé les deux membres par cf/^, il viendra, en remarquant que y (-^ -}- — 0 ^ è "
on a;
Soit ^ = ^+|/-f-«,
oa
oL^ " o. "^ \ (p(2«+l)a'
pour a =0.
<-yO
Ces expressions de A, A', A" deviendront de la forme ^, en faisant «=0, donc on trouvera daprès les règles connues:
D'après cela les trois premières formules deviendront:
126) \f{2n+ l)^=yi!.|J^(_i).v/-(,; + ^^),
Pour avoir la valeur des constantes D, B', B", je remarque, qu'on aura: 127) S„.i7^i/'(w,//)=v;(0,0).J7„.i^(7«,0)v^(— w,0).^i/.(0,/*)t/'0— /i)
X TlJlMm,(i) . ip{—m,—fi) . njlMm—^i) . yp{—m,n). 1 1 1" 1 I "^
En appliquant cette transformation aux formules (123), divisant la première par (f§, la seconde par f^i et la troisième par F^, faisant ensuite dans la première ^ = 0, dans la seconde /? = — et dans la troisième ^ ■= —-i, et remar-
quant que i(?^±l)L = 2« + 1, pour /? = 0, que ^^^^^^llË. = (_ l)" (2/î + 1),
pour /?= ^, et que :^ï^iîlË. = (_l)» (2?^ + 1), pour /? = |^i, on trouvera: 2 W^ 2
(2»+l) (-1)" = B.. n/» (^ + £ïj) . 77/' (f + ^)
^^J{j lY+-2^Try- ' V¥"^ 2«+i >'' \ ^ i"> vT*"T""2;^Tr/-'^ ^y'^ 2«+i y*
En tirant de ces équations les valeurs de 5, ^', iS", et les substituant ensuite dans les formules transformées, il viendra:
y.TI II "^ ^V^ 2/< + l /•'PVP 2« + l /
xjj J7 '^V^^'2^^>^^^~"2;^Tr; ^i^+-2^Tr>n^— 2^;
\2^ 2«+i / ^ vs'"*" 2«+i y
On peut donner à ces formules des formes plus simples, en faisant usao'e des formules suivantes:
Hh^'-^)
qu'on vérifiera aisément au moyen des formules (lô), (16), (18).
En vertu de ces formules il est clair qu'on peut mettre les équations (129) sous la forme:
xnn..
„ /7nG)+u.t3î \ „ / mo — u.ai\
(2w+i)(-i)"/p'.iï.„ ^ . n^ -
xnn ^^^*'^^' ■^Vï^-srrr;
•--■-» f^ ,_ Cl
^ \2'^2n+lJ ^ \2'^ -2,1+1 J
Ces formules donnent, comme on voit, les valeurs de ç(2h-j-1),^, f{2n-{-i)^ et F(2;/ + l)^, exprimées respectivement en fonctions rationnelles de y,^, f^ et Fi3 sous la forme de produits.
Nous donnerons encore les valeurs de f{2n-\-l)p\ F(2«-j-l)jS sous une autre forme, qui sera utile dans la suite.
On a /V = 1 — t^*<f V. Jonc
Poi Pa poi ^ '' /2a
et
or en vertu de (IG) on a:
donc
On trouvera de même:
En vertu de ces formules, et en faisant ^ = 0, pour déterminer le facteur constant, il est clair qu'on peut écrire les expression de /"(g» + 1)/?, F(2w-}-l)i*j comme suit:
A2«+ 1)/?=/>^77„ -,..;""^^ .iî,
xnn..
loO')(
„ /« î7! . 7HU \ /o cï . p.ra» \
/o n5 »i6)+u.t3/\ /o o . wiu — u.m\
Dans ce paragraphe nous n'avons considéré les fonctions (f{n^^), finfT), F{np), que dans le cas des valeurs impaires de n. Ou pourrait trouver des expressions analogues de ces fonctions pour des valeurs paires de n; mais comme il n'y a dans cela aucune difficulté, et que d'ailleurs les formules auxquelles nous sommes parvenu, sont celles qui nous seront les plus utiles dans la suite, je ne m'en occuperai pas.
VIL
Développement des fonctions ça, /a, Fa en séries et en produits infinis.
En faisant dans les formules du paragraphe précédent /? = -- — -, on obtiendra des expressions des fonctions qa, fu, Fu, qui, à cause du nombre indéterminé n, peuvent être variées d'une infinité de manières.
Parmi toutes les formules t|u'on obtiendra ainsi, celles qui résultent de la supposition de n infini, sont les plus remarquables. Alors les fonctions cp, /", F disparaîtront des valeurs de fpct, fa. Fa, et on o])ticnilra pour ces fonctions des expressions algébriques, mais composées d'une infinité de; termes. Pour avoir
ces expressions, il faut faire dans les formules (126), 130) /?= ^ -, et ensuite chercher la limite du second membre de ces équations pour des valeurs toujours croissantes de n. Pour abréger, soit ii une quantité dont la limite est zéro pour des valeurs toujours croissantes de n. Cela posé, considérons successivement les trois formules (126).
En faisant dans la première des formules (126) T^ = ^ — -, et remarquant que
151) S^ V 6(,„,^)^e(o,o)+i'Jo(/«,o)+6(-7«,o))+i' (e(o,//)+e(o,--M))
il est clair qu'on peut mettre la formule dont il s'agit, sous la forme: lô2),»=.^.,(^-^J + ^,i-.(-l)-[,,(«)+,(î— )]
+ - i:^2J^{—ir+!^.xi>,{n—m,n—p),
où l'on a fait pour abréger,
Maintenant, en remarquant que
2q(~^ f(^^^ fCJ^^
où ^„ et B^ sont des quantités finies, la partie de l'équation (132) jusqu'au membre qui a le signe — , prendra la forme:
2h+1 ^ 2w + l ' (2«+l)2 j or la limite de cette quantité est évidemment zéro; donc, en prenant la limite de la formule (132), on aura:
(pa=: lim. 2J 2J ( — l)"^'".î/'(w — m, n — /<)
ec 1 " 1 ^
+ ^ lim. >,;2;^(_l)"'+/'.v> — 7w, « — //),
ou bien:
134) W = -- lim. Z'„:L'J-1)»+.«.vC«,i")
ec „ - 0 ''
+ £ lim. ^„,^„(-l)"'+^.V'.(v«,^).
ec
11 suffît de connaître l'une de ces limites, car on aura l'autre en changeant seulement le signe de i.
Cherchons la limite de
Pour cela, il faut essayer de mettre la quantité précédente sous la forme
P + v, où P est indépendant de n, et v une quantité qui a zéro pour limite; car alors la quantité P sera précisément la limite dont il s'agit.
Considérons d'abord l'expression:
Soit
^ (—lY.yi{m,n).
et faisons
136) ^im, /0-Ô(«/, Ai)-= ^^, . R, , on aura
137) S^(-l>" . T/.(;«, /0-S?,/-l>" • 6('«> /O = 2« • ïj-l>" • (^ Cela posé, je dis que le second membre de cette équation est une quantité de la forme — ^— .
D'aprùs (12), (13) on aura
9(?+£)^9(?-£) ç(^+ç).ç(^_£) ç"-^-çH' donc en faisant ,^ =-^ et . ^ imH).H^).i^ ^ ^^ fe.Fe = ,e, on a
* V2«+iy * V2n+1/ Maintenant on a:
'^ V2n+1 / 2«+l "^ (2n+l)3 ' donc VK /^) = ■ ^^^^ f ^^^ + -?^1 ,
et par conséquent:
V'K^)— 9KjU) =
{-in+iy
* KUn+lJ ^ \2n+lJ
Donc la valeur de i?^ deviendra
Cela posé, il y a deux cas à considérer, savoir si — ^^ a zéro pour
limite ou non.
a) Si ^^-r- a zéro pour limite, on aura:
2/ g \ gg . J).7.*
OÙ ^„, Cu, D ont des limites finies: donc en substituant:
139) n, = Au-.^___<L^!!^
or soit que f^ soit fini ou infini, il est clair que cette quantité convergera toujours vers une quantité finie pour des valeurs toujours croissantes de 7i. Donc on aura
où Vft est une quantité finie indépendante de n.
s b) Si ^-^^ a pour limite une quantité finie, il est clair, qu'en nommant
cette limite d^,, on aura:
Cela posé, considérons l'expression ^^( — l)".— — ^^^r^- Ou a
Supposons d'abord que *" ait pour limite une quantité finie, quelle que soit la valeur de fi. Alors en remarquant que
on aura R^, — //^+i = ^^/, — î',i+i ,
donc
f.(-""- i^==(à!v ('■:-»■;+<-";+•••+"■'--''■'-.)+ (sf,K-
où k = 7i ou ?? — 1, selon que w est pair ou impair. La quantité B a toujours pour limite une quantité finie, savoir B^O, si 7i est pair, et B=B„_^, si n est impair.
Maintenant on sait, qu'une somme telle que
peut être mise sous la forme k.r,v ayant zéro pour limite. Donc en substituant:
>v jy, ^,« __ k.v+B ,
or, k étant i''«;al à // ou à n — 1, et B fini, la limite de '"*" . sera zéro
2rt+l '
donc :
Supposons maintenant que - — - a zéro pour limite, ^lors ^
iji + i 2«+l
a également zéro pour limite, à moins qu'en même temps ^ n'ait pour limite
une quantité finie. Soit dans ce cas v le nombre entier immédiatement inférieur à ]///, et considérons la somme
//„ - B, + /?.,_ R3 + ... 4- (_ l)"->/.',_,. En supposant que // est un des nombres 0, 1, ....»■, il est clair, que
,., ' .. = -^ ^ — '^ — - — a zéro pour limite ; donc, selon ce qu on a vu, B,^
sera une quantité finie, et par conséquent
où B est également une quantité finie.
Considérons maintenant la somme
Si ' a pour limite une cpantité différente de zéro, on a, comme on a vu:
si au contraire — a pour limite zéro, on a:
Ba = ?',« + *',i , or, si en même tems fi>}/n, il est clair qu'en vertu de la valeur de B^,
or il est clair que B^ et C„, tous deux, ont pour limites des quantités indépendantes de fi, donc en nommant ces limites B et C\ on aura:
B^, = B-C-i-r,., et par suite, aussi dans ce cas,
Donc comme dans le cas où — ■- — aurait une limite différente de zéro
pour toutes les valeurs de fi, on démontrera que
jt^ («.-«.,. + ... + (_ i)—fl..,) = ^^ .
Maintenant en combinant les équations ci-dessus, on en tirera
lY^{m, ^,) - V„(- 1>" . ô
Cela posé, il s'agit de mettre 27J— l)"9(m,//) sous la forme P-| ^—.
Or c'est ce qu'on peut faire comme il suit. On a:
[i'„(-l>"eKA/) = !■ (— l>"G(/«,//) — i- (_1)."G(»»,^) et JL;„(—1)".0(w, //)=(— l)''(6(?w,?<)—ôKn+l)4-0K«+2)— . . . etc.).
Or d'après une formule connue on a:
où ^, 5 . . . sont des nombres ; or
a2— [(OT+^)u+(n+J)a»]2 ' donc en substituant
De là il suit, que
es*, «a ' „a 2n+l
Donc en vertu des équations (14o)
S^(-1>"9Ka.) = l^C-l)" • 6(»«,//) + ^l^j- , et par conséquent
UQ) ^^J,-iyxp{m,^i) = |;„(-1)" . 9(/»,^/) + ^ ■
Ayant transformé de cette sorte la quantité 2^ ( — l)" .f{m,iu), on tire de l'équation (146) : ' •
1 i7) l\'£^{-ir+^'^{m, f,) = S(-i)- . (,.„ + 2). -^ ,
en faisant
148) p„. = 27(-i)''.eKA0;
«"â^Hl" 2n+r~~ 2w+l 2 '
V ayant zéro pour limite. Donc l'équation (147) donnera, en faisant n infini:
149) lim. i'„.Z' (— l)"'+'"-#w,/') = 2'(— l)*"-?».- De même, si l'on fait, pour abréger:
ou auiM
loi) \im/£\_^{-ir'^f'.x}',{m,f,)=i{-ir.ç'^ 00" 0
Ayant trouvé ces deux quantités dont l'expression de cpa est composée, on aura en substituant:
€C ^) tV Q W Q
ou bien, en remettant les valeurs de ç'^ et q,,,, 152) (/:« =
Maintenant
donc
I (2;j.+l)nt ^(2[i.+l)t3/
"■" [a— (7«+^)o]2+(.j.+i)2a'^ [a+(»«+v])oP+(lJ.+i)2î32'
donc l'expression de çia deviendra sous une forme réelle:
lo5) (f(C =
c'est-à-dire, ou aura:
ou
154) <pa=^(â,-ô\-\-ô^ — d, + ... + {-ird„,-...) — Tr i^'o-à\ + à>^-d',+ . . . + (-1)"M'„.- . . .)
[a + (mH)«]^+ ^ [a+(m+l)(o32 + ~ [a+(m+»)o]2 + ±^
Si Ton commence la recherche de la limite de la fonction
2^2^ A — 1)'"+'". If (»?,/') par -celle de 27( — iyxp{m,^) au lieu de celle de
2^{ — lY■^l{m,^^), comme ilous l'avons fait, on trouvera au lieu de la formule
(155) la suivante
156) ça =
1 v- (_1Y« V C—IV" ( C^!^+1)Q (2iJ-+l)a "^
c'est-à-dire
a ec
ec OÙ
Y (a-|-)V(.HPn^ (=c-|^)V(.-*-èr.^ (a-^)VHr 158U ^-i^ \2/ \2/
Cherchons maintenant l'expression de fa-, au moyen de la deuxième des
formules (126). En y faisant [i =z "■ . et ayant égard à la formule (131), on aura:
En suppposant maintenant n infini, et reniaïquaut qu'alors la limite de la quantité
ëlvCi^)+4-.<-')-[Ki^)+/(ï:ï)]+4iKei=>Kï,s-)]i
devient égale à zéro, on aura:
lo9) fa = liui. (— l)"i;^^ (—l)'^>,^(„—.m, 71— u)
+ lim. (-l)"!- i',(_l)"4.^(«_,«, n-^i), 1 1 où l'on a fait pour abréger:
Maintenant on a:
Soit on aura:
ps ^ V2 ' 2 y ^V 2« + l /'
çs
Donc on aura, en substituant et mettant m et /t respectivement au lieu de n — m et n — //:
On aura la valeur de ViC»', i"), en changeant seulement le signe de t. En faisant maintenant
er/w .r) — -- (2"» + l)o + (2[x+l)ne ^ '^^ a-2— [(m+i)o + (jj.+^)n*]-2
et
et cherchant ensuite la limite de la fonction
de la même manière que précédemment, on trouvera:
lim. ï\£\{-ir.v{m,^,)^^.Z:(i:j-iy\Hm, f^))
et
n-i n-i -j oo ^ oc V
lim. ^„^^ j-ir.t/;,K /O = '-.i:(2:j- irM'", /o);
donc en substituant dans (159), et remettant les valeurs de G(w,/<) et 9j(?«,/(), on a:
160) fa =
La quantité renfermée entre les crochets peut aussi se mettre sous la forme :
2[a— (;n + j)(o] 2[a+(OT + ^)»]
[a— (;rt+A)o]-^+(lJ.-4)-G32 [a+ (m + 4)o]- + (iJ.+è)"^o'^' donc aussi:
161) fa==
L T f^- (—U- 2[oi-(m+i)a] ^. ,_ .„ 2[a+(m+^)o] \
On aura de la même manière:
Venons maintenant aux formules (130). Pour trouver la valeur du second
membre, après avoir fait (j = ^ , et supposé n infini, nous allons d'al)ord chercher la limite de l'expression suivante:
i6o) t^n.,,nj
où A' et / sont deux quantités indépendantes de 11, m, ,</.
Ea prenant le l(»u;ari(Iiiiu', et faisant pour abréger:
16 i) n.im,/.i) = los'
'^'' V — 2;rrï — J
on aura: ,
i6:i) iog«3=i;i'^.^.(«,,^).
ConsiJérous d'abord l'expression 2Ju ^li>», //)• Soit
16G) 9K«) = loï{ <'"" + '""'+^)';,
on aura:
#«, //)— e(w, ,//)=iog ^ î^ — ' ^ >
{m(ù + \).ai+ky^
Cela posé, je dis tpie le second membre de cette équation est pour toute valeur de m et /t de la forme
Pour démontrer cela, il faut distinguer deux cas, si la limite de " ^^*
est une quantité ditTérente de zéro, et si elle est égale à zéro.
a) Dans le premier cas on aura, en nommant a la limite dont il s'agit:
n-2^Tr-) = '^^'+'''
donc:
On a de même
^2 ff
En substituant ces valeurs, l'expression de i|''(»w,//) — 0(»J,/') prendra la forme:
t(w,^) — 6(»/,//) = log/ î--— ^^ —^>
les quantités v, v', v^, v\ ayant toutes zéro pour limite.
On a donc:
loo- (i "^ ") = _i^ etc.
et par conséquent:
b) Si la limite de la quantité "'^J"^°^' est égale à zéro, on aura:
^Z m(ù+\LTsi+k\ (mQ + \t.ai+ky' , j (ma+\x.vii+k)* ,
* V2« + l/~~ (2«+l)-^ "^ ■ (2« + l)* "T • • •' donc:
Si maintenant mm-\-fiTsi ne va pas indéfiniment en augmentant avec n, on aura:
de même:
j \'Àn+l / . g-^ 1 ^
^ /»no + [xra« + / \ (»!{.> + [J.f3i+/)- (2?/+l)2'
' V 2« + l / donc dans ce cas :
i5' et C' ayant des limites finies, ou bien:
la limite de D étant également une quantité finie.
Si au contraire la quantité »iro -j- /'Gî augmente indéfiniment avec n, on a:
^ V 2/;+l / ^ 1 g^ ) (7/iG) + ij.OT + )(•)''
_ g'^ ' (2«+l)2 " \ Ano+jxOT+^Y^
(wo + .ira? + A)-2 ( ^ "^ ^ V 2« + 1 /
2«précédente sera de la forme
or les quantités . , ,. — , ''^ ' ont zéro pour limite; donc la cmantité
^ W20 + U.OT + *: ln + \ ^ ^
A" ayant une quantité finie pour limite. En changeant h en /, et désignant la valeur correspondante de A' par A\, la valeur de i/ (/«,//) — 6(?«5/0 deviendra:
_^_ , (2« + iP ' (2«+l)=
Maintenant la limite de A" est la même que celle de ^; or il est clair que cette dernière limite est indépendante de k, m, /t (elle est en effet égale au coefficient de «* dans le développement de (f'^u). Donc on aura:
et en changeant k en l
d'où A" — A\ =^v — V' = t\ Donc A" ■ — A'^ a zéro pour limite, et par conséquent on a:
Donc nous avons démontré, qu'en faisant
1G7) tK/O-0K/O= ^"'"^
la limite de A„,^fi sera égale à zéro toutes les fois fpie ma -\- ftisi augmente indéfiniment avec n, et qu'elle sera égale à une (juantité finie dans le cas contraire.
Cela posé, considérons la quantité
1 ^ En substituant la valeur de %p{m,fi), il viendra:
168) i^;^K/0 =i^6(/«,/<) + -^^;^ -^J^-U,)- Soit V le plus grand nombre entier, contenu dans V^ii, on peut faire:
n ^u '"if ^^^ -""'/i "T -^"'ii. ~r • • • ~r -"»•,»' ~T~Am^^^i-\-A„,^,.^^-f- ...-)- yî,„^„.
Or, d'après la nature des quantités A,„ u, la somme contenue dans la première ligne sera égale à v.A^, et la seconde égale à A'„,{it — v), où A„, est une quantité finie et A',,, une quantité, (jui a zéro pour limite, donc:
2;A„,^ u = v.A^-\- {n — j') A'„= {2/1 + 1) . i9„. , où
Donc la quantité li„, a zéro pour limite, en remarquant que p ne surpasse pas ]/?*.
Par là l'expression de 2^ \p{m,fi) se change en:
169) i>(r«,/0 = i;„GK/.) + ^.
Pour avoir la limite de ^ 0(/«, /'), j'écris
2 Jim fi) = 2:j(m,f,)— >;,«e(/»,,o = 2:ji»hf<) — z-jiC»", /<+«).
Or on peut trouver la valeur de 27 9(w,/i+«) comme suit.
I <" On a:
K»hn-hn) = log ; ^ ^-^ ^
De là on tire:
+ etc.
où
orJi)= î î ,
\n/ /ma + l . u. .Y /ma + k . u. A*'
e fji'j 1 1
^\n) (miù-¥l . u. A* {mo + k . u. A*'
etc.
Or on sait que la limite de
donc
etc. , et par conséquent, en substituant:
or
(mtù + l . A2 /mo+i . .V
etc.
donc on aura:
mf 0 a» \ /mu + K . A /mii + l \ }
VtUtù + k \ /?tl(ù+l ^
ai n fintù + l . A/wJU + i-
hrnù + l . A /ma + k . A 1 l-OT + :n3î ) 1 ■ + wt+swij
Vil n /iiia + l A /mo + k A
La limite de cette expression de / f^{x)dx est zéro pour une valeur quelconque de ;r. De même on trouvera que la limite de / ^^{x)dx est zéro, donc:
f .»("''"+") = Ï ■"- è ■" + 3^ ■ ^'" — • donc aussi, en faisant // = oo :
oo
d'où:
170) i^^'K.") = i„GK//) + 2^,
??„. ayant zéro pour limite. De là on tire
nn n« \"«
En prenant la limite des deux membres et remar([uant que
on aura:
171) lim. ^.^^-^ t.(»^^0 = Z'i v-^^ôC^^/A
En remettant les valeurs de ^{m,fi) et ô(«*,//), et passant des logarithmes aux nombres, on en tire:
172) lim.77„77„
= njn
(/HO + [j.n/
(mu + [J.C5J + /)2
Par une analyse toute semblable à la précédente, mais plus simple, on trouvera de même:
173) lim. 77
(jno+/)*
, _^ V 2n + lJ
174) Uni. 77
"2^rfr/
(ij-raj + /f)'^ (\).xsi+iy^ .
Maintenant rien n'est plus facile (pie de trouver les valeurs de ça, /«, Fa. Considérons d'abord la première formule (130). On a:
donc :
(?^ — 7»+^)o + (w — |j.+.^)gi>" 2«+l -
nn,,
'm "// \ „ „ , /OTU+U.C3I \ „
(M-/n+^)o+(«-|j.+^)ar 2«+l >
Cela posé, si l'on fait j^ = - — - et qu'on suppose n infini, il viendra, en faisant usage des formules (172), (173), (174), et remarquant que la limite de (2« + l)(/3(2^) est égale à «:
OO ■ oo
xnjn,^
(»io + [xa?)-
(mu — (j.ot)*
[(;«-i)G)-(iX-^)ai]2
Les deux formules (150') donneront de la même manière, en faisant /? = 2^^» et remarquant, que f{0) = 1, F{0) = 1 :
oc I co
176) fa = nJn,,<
[{m — ^)u — tia/]-
l ^ [(»î-è)u + (iJ.-i)n/]V l [(OT_i)o_(p.— i)aiT x5 (l — ^),
fr (i-\ "■' "j fr }fr } ^ ~ [>»"+(p-— è)^'3^ l^ "~[mo+(ix— i)mi]2
[(m-J-)6)+(ix4)c50- ; V' l{m-^)(ù + {\}.-^)t3iY^ On peut aussi donner une forme réelle aux expressions précédentes comme
suit:
178) ,«=«.js^^(i+^).^„(i-^:y
Ces transformations s'opèrent aisément au moyen de la formule:
\} {a + bi^A {a—biT)^^\ "■" 'a + biA "^ a—biA Ï+6/A ~ a—bi)
_ (a+«)-^+ft-^ (a_g)2+ft2_/ (a+«)-W. i (a-«)-\ 1
Dans ce qui précède nous sommes parvenus à deux espèces d'expressions des fonctions (pa, fa, Fu: les unes donnent ces fonctions décomposées en fractions partielles, dont la totalité fonne des séries infinies doubles, les autres donnent ces mêmes fonctions décomposées en un nombre infini de facteurs, dont chacun est à son tour composé d'une infinité de facteurs.
Or on peut beaucoup simplifier les formules précédentes au moyen des fonctions exponentielles et circulaires. C'est ce que nous allons voir par ce qui suit.
Considérons d'abord les équations (178), (179), (180). En vertu des formules connues, on a:
donc
iizikL-
En vertu de cette formule il est clair que les expressions de ipu, fa, Fu peuvent être mises sous la forme:
lsin(a+mu)— i.sin(a— mo) — j.cos2(ot— A)o)— » (wio— i) f
1 "* /cos[a+(?n— ^)o]— 8'.cos[a— (m— l)o)]— I■.sin2w^o^^• (a+wio)(a— wio).— j* (
Xn^ (tangCa+(m-^)o,]J,-.tang[a-(7«-|)o]^ /.cot2(m-i)oi^,-. ('"-è)'»' Y I ^ ta es es »■' — (ffi — ^j'^o-'/
(X =o I cos(a+7no) — ?.cos(a — ma)—i-cos-(m — X)o — i I a^i).n { ^- — •
* lcos[a+(?re — ^)(o] — ï.cos[a — (m— i)o] — i.cos^wio. — » I
V tu 0 a J
On trouvera des expressions réelles, en substituant au lieu des fonctions circulaires leurs expressions en fonctions exponentielles. On a:
sin (a — b) . sin (« -j- 6) = sin'^a — sin*è. cos {a-\-h) .cos (a — è)=:cos*« — sin*6, donc:
sm(a + mo) — ï.sin(a — mo) — t
cos[a+(ffi — ^)o] — î.cos[a — (m — 4)"] — -' 8În*a — î
cos-(ot — ^)g) — I cos''(?« — A)o — I
sin2(/rt — i)o — «
D'après cela et en remarquant que
et
(m— ^)2o2 il est clair qu'on aura:
sin* a — »
181) qpa=Ji. 1^— r.TJ o^
cos'*(/n — ^)t) — »
TU
oo sin2(m + i)o- — ^z
CJ
183) Fu=co^(^^>). f[
cos^m — Tzt a
sin* — ra a
cos2(?rt — A)— m
En substituant au lieu des cosinus et sinus d'arcs imaginaires leurs valeurs en quantités exponentielles, ces formules deviendront:
185) fa = n.
tu , C 1
où A est le nombre 2,718281 . . .
On peut encore transformer ces formules de la manière suivante: Si l'on remplace « par ai, on aura les valeurs de y(«î), f{i'i), P{ui)- En cbangeant maintenant c en e et e en c, les quantités:
0), o, ff{aï), fiai), F{uï) se changeront respectivement en:
es, M, i(pa, Fa, fa, donc les formules précédentes donneront:
4sin2 ( — I
1+ lJiZ_
187) 9)a = ^.sin^.77„ ^
SI
4sin 1 +
(^m-(-l)o-T (2m+l)c5-js
[h -"> —h -'" ) 188) Fa=i7„ ^ y^ '-'
(2m+l)05i (2ni+l)ci?r>. a
4 sin''
incs?i m07i\2
, mes;! mwTix
.89) A=cos(^).7r„. ^^.,,(^)
Considérons maintenant les formules (160), (161), (162). On a:
donc, en faisant
v/.w (2ix+l)a _2z 1
ft " -f- rt "
En vertu de cette formule il est aisé de voir que les expressions (lo5), (162) de ça et Fa deviendront:
190) (fu =
191) Fa =
Les expressions précédentes de ça, Fa, peuvent être mises encore sous
beaucoup d'autres formes; je vais rappeller les plus remarquables. D'abord
en réunissant les termes du second membre, on trouvera:
!, an ctTTs, / (un W7Z\ \
lun lun , lùTi tan I
r, an (cn^ . tan '^^\'\
185) Fa = ^. ^. f ( /^^ + f^) {/r^'^ - + à^"^^^ ^)|
2an 2an , ton tait , C2m+1) _(2in+l').
Si, pour abréger, on suppose:
194) Ao =£ et /i« =r\
ces formules, en développant le second membre, deviendront: 193) g>a =
rio+£2+ +
En mettant ai au lieu de « dans les formules (192), (195), changeant ensuite c en <? et e en c, et remarquant que les quantités
- al-
fa, o, (f{ni), F {ai), /i ° — h "^,11 '^ -\-h °, se changeront respectivement en:
a, lù, i(p(a), fa, 2i.sin« — , 2coSa— ,
il viendra:
(en , .^^^\
A '"+2cos2a— + «
tsn\
' /i' ^' cu_L2cOS2«- + /i
En faisant pour :ibréger
es 71
et développant, on obtiendra:
1 3 1 si
SmCfi: ---).< ■ '- ^ ,
^'^ " t?2+2cos(a7u)+-^ p« + 2cos(a7t)+— pio+2cos(aTr)+-|o
1 3 1 si
|p2 + 2cos{ar) + — p«+2cos(a7i:) + — pi''+2cos(a::)+-Y5
En substituant dans les formules (190), (191) au lieu de h ° et h-° leurs valeurs « et r, il viendra:
-Oo) Fu= — • — • -^mVs . ^-2m-l + £-1 . r^m+l + £ . r^m+l + £-1 . ^-2m-iy '
En supposant maintenant « < -^5 on aura:
1 S.7— ^m-l ,,_2m-l ,3 ^-Ôm-S _l_ 5 ,,-lOm-â
donc
(pu=-.—. C^J— l)'»((i_6-l).r-2"'-l_(i3_4-3).,.-6'"-3_|.(^6_^-5^,.-10«-5_ ■)"\
Or
etc., donc;
204) y« = l.^.(!^^_i!=^;+£:i:i:!-...)- De la même manière on trouvera:
20o) Fa = ?L.J^.(^A£l.-t±llj^t±^—..\.
En mettant « — i au lieu de a, et changeant ensuite e eu c et c en e,
se changent en:
o, 0), z>(a |-), /"(«-f^). ?. 2cos (w«-|-), 2isin(»ja|-); donc
(sin(a-— ) sinfSa^r) siii(5a— -)
,^js(a — ) cosfSa— -) cos(5a-— )
Ces quatre dernières formules offrent d'expressions très simples des fonctions (pcc, fa, Fa. Par les différentiations et intégrations on peut en déduire une foule d'autres plus ou moins remarijuahles.
Dans le cas, e-=z c, les formules précédentes prennent une forme plus simple, à cause de la relation w = ts, qui a lieu dans ce cas. Soit pour plus de simplicité e==:c=l. On a:
. (07T n riTT n
r = l^=1?, ç = I^ = I^, donc en substituant, et faisant dans (204), (20o) u=z u~ , il vient :
(7T (171 3fOT Zan 5CI7T 5r(7i
KTl
((TJ
BciTl
3an
5ri7i
5nn^
,,(«") = lî^îsin(«4).^^-sin(34).i^+-<54).i!^-, /•(«^)=*-I^îcos(.4).A_cos(34).4l-+cos(54).A._.
Les fonctions rp, f^ F sont di'tcrniinées pai- les équations
u p' dx o r'^ dx
Si dans les deux dernières formules on fait « = 0, et qu'on remarque, qu'alors la valeur de — ; r^ est = —, et celle de ; — =m, on trouvera:
_^_q JZLj-'ï -AI__ \ — ( f ^-^ V §. VllI.
Expression algébrique de la fonction ç ( — j rfans /e le cas où e = c = 1 . ^application à la letnniscate.
Dans le cinquième paragraphe nous avons traité l'équation P„ = 0^ d'où dépend la détermination des fonctions ?> (— ) et g)f— j. Cette équation, prise
dans toute sa généralité, ne paraît guère résoluble algébriquement pour des valeurs quelconques de e et c; mais néanmoins il y a des cas particuliers, où on peut la résoudre complètement, et par suite obtenir des expressions algébriques des quantités ^T— jetç(— j en fonctions de e et c. C'est ce qui
arrive toujours, si tp (— ) peut être exprimé rationnellement par rp ( — j et des
quantités connues, ce qui a lieu pour une infinité de valeurs de — . Dans tous
ces cas l'équation P„ = 0 peut être résolue par une seule et même méthode uniforme, qui est applicable à une infinité d'autres équations de tous les degrés. J'exposerai cette méthode dans un mémoire séparé, et je me contenterai pour le moment à considérer le cas le plus simple, et qui résulte de la supposition e = c = i et « :^ 4f -|- 1. Dans ce cas on aura
u= I —rr, — ou .r = (fa,
fu=V{l — (f^u), F«=K(l + <^=«).
De même
209) (p{ui) = L(fa,
ce qui se fait voir, en mettant xi au lieu de x. Cette formule donne ensuite:
210) fic'.i) = Fa ; F{ai) = fa.
Les deux quantités e et c étant égales entre elles, il est clair qu'il en sera de même des deux quantités que nous avons désignées par lo et c5. En effet on aura
En posant dans les formules (10) /Si au lieu de /S, on en tii-era, en ayant égard aux équations (209) et (210):
212) } fia + ^i) =f^:£È=i^^^^^\
Donc, pour trouver les fonctions cf, f, F pour une valeur quelconque imaginaire de la variable, il suffira d'en connaître les valeurs pour des valeurs réelles. En supposant a ^^ ma, fJ ■= /uâ, on voit que (f{m-\- fti)â, f{m -\- fii)â, F{m-\-fxi)ô pourront être exprimés rationnellement par les six fonctions suivantes :
q!{mô), cfifiô), f{mè), fiftô), F{md), Fifid), et par suite aussi par des fonctions rationnelles des trois fonctions qpd, fâ, Fâ, si m et fi sont des nombres entiers.
En suivant ce développement, on voit également et sans peine que dans le cas, oii m -{- // est un nombre impair, on aura :
(f {m -f- /< i)â =<f{ô). T, où T est une fonction rationnelle de {(fàf, {fôf, {Fôf, c'est-à-dire de {(fSf. Donc en faisant (fà = x, on aura
(f{ni -\-^n)8=zx. '^{x'^)- En cliangeant ô en ai, qpd se changera en if{èî)=zi(f{d):=ix, et la fonction n{m-\-(.d)ô en i(f{ni-\-fii)d', donc:
(p{m + /"')'^ = •*■ ■ f '( — ^*) ; par conséquent on doit avoir i/( — .r'*) = i/'(a;*) ; ce qui fait voir (|uc la fonction i|'(^) ne contient que des puissances de la forme .r*". Donc on aura
215) (f{m-\-fn)â = x.T,
où T est une fonction rationnelle de x^.
Cherchons p. ex. l'expression de q:{2-^i)3 en x.
On a d'après les formules (212), eu faisant a = 20 et /5 = <î:
Or (10) donne:
.^,x 2o5./5.iï'5 ^„.. (/5)2— (oS)2.(ii'ô)2
l + (98)* c'est-à-dire, en remarquant que (f'd=x, /(5=|/(1 — .r*) et Fâ=]^{i-\-x%
Substituant ces valeurs et réduisant, il viendra:
lia) c[(2-\-i)d = X- , . . '-=xi.
Expression algébrique de ç (- l.
On peut, comme on sait, décomposer le nombre 4»- + 1 en deux carrés. Donc on peut supposer
«^ + ^2 ^ 4. + 1 = (« +,ï/) {a-(Ii).
Nous chercherons d'abord la valeur de œl — %rr); car celle-ci étant trouvée,
on en tirera facilement la valeur de (p ( ).
La sfomme des deux carrés u^ et [î^ étant impaire, l'un des noml)res « et ^
sera pair et l'autre impair. Donc la somme « -j- i > est impaire. Donc en
vertu de (215), ou aura
216) cf{a-\-^i)d=x.I,
où T et S sont des fonctions entières de x* ==■ {q>à)*.
En supposant (5= — ^ le premier membre de (216) se réduit à zéro.
et par conséquent x = (p ( ■ " j sera une racine de l'écjuation
Donc on aura la valeur de w ( — ^. ) au moyen de la résolution de cette
équation.
D'abord on peut trouver toutes les racines de l'équation 7^=0 à l'aide de la fonction (p de la manière suivante. Si T=0, on doit avoir
(fia + fi{)â = 0, d'où l'on tire, en vertu de (27): ■>
(a -|- ^i)<^ = »i« + /«ai = {m -\- f^i)(>},
Dans cette expression sont conséquemment contenues toutes les racines de l'équation T=0. On les trouvera en donnant k m et /u, toutes les valeurs entières depuis — oo jusqu'à -\- co .
Or je dis que les valeurs de x qui sont différentes entre elles, peuvent être représentées par la formule
218') a: = cp(-î!Ç),
où p a toutes les valeurs entières depuis ^ jusqu'à -| ^
Pour démontrer cela, soient k et A' deux nombres entiers qui satisfont à l'équation indéterminée:
219) ^.X — a.A' = —l; soit de plus t un nombre entier indéterminé, et faisons
220) k = /<;. -\-tc<, k' = — /<;.' — f/? ; on en déduira sans peine
// 4- p'A + uk' = 0, et si l'on fait
ç=.m-{-ak — fik',
on vériCera aisément l'équation
^L±Ji'=_P k — k'i.
De là ou tire
/m_ji|^^\__ /_po — ^^ ^ — k'oai)
or suiv.iiit (22) le second membre se réduit à donc
cp te:») = (-1)---. cp (^)=cp (^).
Va + ^» / ^ Va + j5î/ ^ Va- + ^i/
Maintenant l'expression de q deviendra, en y substituant les valeurs de ketk':
(,=.;»+/,(;.« + A',^) + ;. («^ + n d'où l'on voit qu'on peut prendre t tel que la valeur de q, positive ou néga-
tive, soit inférieure à — ■ Donc etc.
Toutes les racines de l'équation T-=zQ seront représentées par la formule (218'); or toutes ces racines sont difl'érentes entre elles. En effet si l'on avait p. ex.
^ Va + ^0 ^ Va + p«/ ' on aurait selon (31), (en remarquant que îs = m)
d'où l'on tire:
aw + /S?« = 0 ; (j = (— 1)"'+" .q'-\-um — §n. La première de ces équations donne n^=. — ^t\ m = at, où t est un entier indéterminé. En vertu de ces relations, l'expression de q deviendrait:
(, = (— l)-+».p'-f(«^ + ^^).^, d'où l'on tire
a* + P^ ce qui est impossible, en remai'quant que q, ç' sont tous deux inférieurs à —~- •
Donc les racines différentes entre elles de l'équation T=0 sont au nombre de "" ~ • Il faut voir encore, si l'équation en question a des racines égales. En différentiant (216) on en tirera, en remarquant ([ae d(paz=ida.fa.Fa: (« + ^/)./•(« + ^;)J.F(« + ,?^V.^-f(g).ç(« + /î^)c^
z=zx. ^.fà.FÔ^ T.fd.Fâ.
Si maintenant T, a des facteurs égaux, il faut que T et — — soient égaux à zéro
ax
en même temps; donc l'équation précédente donnera
S.f{a-^ ^i)â.F{u-j- ^i)d = 0; or on a ç)(a + ^i)â=0, donc /(« + (^i)d=+ 1 = F{u -\- fii)â, et par conséquent S ■= 0,
ce qui est impossible, car nous supposons, ce qui est permis, que T et S n'aient point de facteurs communs. Par là on voit que l'équation
T=0 est du degré «* -f" /^* — 1 P''^'^" rapport à x, et aura pour racines les quantités :
— ^ Va + p?/' — ^ Va + pj/ :i-'f \ 2 a + ^iJ
En faisant x* = r, on aura une équation
du degré 1 = 2v, et dont les racines seront
220) (p-'iâ), if\2d), (f>\^d) . . . (^\2vS), où pour abréger on a supposé d^ — ^..
Cela posé, on peut aisément résoudre l'équation R = 0, à l'aide de la méthode de 3f. Gauss.
Soit £ une racine primitive de «* -j- ^\ je dis qu'on peut exprimer les racines comme il suit:
221) cf.\d), ff^eô) cp-i.'^d), cf^ie'ô) . . . cp%,''>-\d). En eifet, en faisant
où «„i est moindre que — --^, on aura:
(pie'^Ô) = cp(± aj H- *^"-^^Pco) = cp(± aj -\- t (a— /?i)co),
^ OC T" p* ^
c'est-à-dire, en vertu de (22):
ç)(6'"(î) = -j- fp{a„3), et par suite:
Je dis maintenant que tous les nombres
1, flfj, «2, fljj, . . . «2^-1
sont inégaux entre eux. En effet soit p. ex. «„ = «„, on aura
Des deux équations (222) et (223) on tire, en éliminant a„,
= à un nombre entier.
f^^^f:": nn trouve mie -
£2 m eîn
Donc en multipliant par t^ + t"; on trouve que — - — -— est entier, et
par suite — -- — , ce qui est impossible, car e est la racine primitive de
«* + /^' et 2m — 2?i est moindre que «* -j- fi^ — 1.
Dons les 2v nombres 1, a, etc. sont différents entre eux et par conséquent, pris dans un ordre différent, ils sont les mêmes que les suivants:
On voit par la formule ç -(*"" (5) = q:^ («„()), que les quantités (220) et (221) coïncident, mais dans un ordre différent.
Maintenant on pourra réso udre l'équation B=0 parfaitement de la même nianière que l'équation (106).
On trouvera (116)
224) (f'^{i'"d)=.±-. l^-j- J-}-9— .^ri^-}-*2e-^"'.<;2>'+ ...-|-*.„,_je-'2'-')'».<; ^^ ) ,
où 9 est une racine imaginaire de l'équation 6-'' — 1 = 0, et ?', s^, s^.-.s^y-i seront déterminés par les expressions:
y (?Hh) + e' . 9^(£5) + 0".9^(s'^S)+ . . ■ +0^"'-'> . y^^s'"- . S)
A = ff^ô) + ri^ô) + <f-i,"-ô) + ...-}- cp^i^'-^ô),
qui par le procédé pag. 185, 184, 183 peuvent être exprimées rationnellement par les coefilciens de l'équation R = 0, qui seront de la forme A + ^^ oii A et B sont des nombres rationnels. Donc la formule (224) donne l'expression algébrique de toutes les racines de l'équation ^ = 0, et par conséquent les valeurs des fonctions
Ayant trouvé par ce qui précède la valeur de gr ( '"".) , on en tirera
celle de la fonction
comme il suit.
La valeur de cp ( '"" .) donnera celle de a» (-^^.) en changeant seulement
^ Va + ^1/ ^ Va— piV °
î en — i. De là on tire la valeur de <f (-'^.+ -^^.) par la formule (10), savoir 226) ('" I •'»W''(^^^['~'''^^-^]'"''^^^'^['~'''^S')]
or
mo , ma 2ma(i> 2OTau
a + pj ' a— ^/ a2+^* 4v + l' donc on aura la valeur de la fonction
4^)- Maintenant pour avoir la valeur de (p (7^ ) où 71 a une valeur déterminée
quelconque, il suffit de déterminer m et t de la manière que
n = 2nut — (4j' + 1)^, ce qui est toujours possible, en remarquant que les deux nombres 2a et4»'-j-l sont premiers entre eux; car alors on obtiendra
En posant p. ex. w:^ 1, on aura la valeur de (p ( " ).
Le cas, où ^v -\- \ a la forme l-)-2", est le plus remarqual)le; car alors l'expression de y i " jne contient que des racines carrées. En effet on a
dans ce cas 2j' = 2""', et par suite la formule (224) fait voir qu'on peut déduire ffit'^à) de 9 et v en extrayant seulement des racines carrées. Or v est une fonction rationnelle de 0 et de Y{ — 1)? et 9 est déterminée par l'équation 9* =1, d'où l'on tire 9 par des racines carrées; donc on trouve aussi v et la fonction
Connaissant de cette manière y ( "*" .), on aura de même * (-^"V-)^* ''^
Va + p<'/ V a — p»/
là, par la formule (22()) la valeur de cp (~~;J=(f(^) , en extrayant des racines carrées.
Un autre cas, où la valeur de ? T— j peut être déterminée par des racines carrées est celui où n est une puissance de 2, comme nous l'avons vu No. 13. Donc on connaît les fonctions:
où dans la dernière 1 -|- 2" est un nombre premier.
Soient maintenant 1 + 2", 1 + 2"S 1 + 2"*, ... 1 + 2> plusieurs nombres premiers^ on connaît les fonctions:
et de là la fonction:
2"(l+2"i) (l+2"2) . . . (l+2".«)/ ' OÙ m' est un nombre entier, qui, à cause des indéterminés m, m^, m^, ...iHu peut avoir une valeur quelconque. On peut donc établir le théorème suivant:
"La valeur de la fonction q) ( — J peut être exprimée par des racines carrées
"toutes les fois que n est un nombre de la forme 2" ou 1 -j- 2", le dernier "nombre étant premier, ou même un produit de plusieurs nombres de ces deux formes."
En appliquant ce qui précède à la lemniscate, on parviendi'a au théorème énoncé No. 22.
Soit l'arc JJ/=«, la corde AM^x et ^^
l'angle MAP = 9, on aura / ^\ A
, dx
En effet, l'équation polaire de la lemniscate est
X = ]/(cos 29),
d'où
rfj:V(cos29)
sin 29
et rfa* = rfx^+.r'.rf6%
donc
V ' (sin 2ô)* / '
mais de x =]/(cos 20) on tire cos 29=a;*, 008^^29 = a;*, 1 — cos^29=l — x*
■=. (sin 29)*, donc
da- = dx- (l 4- ,-^)= ,-^ , \ ' 1 — a:*/ 1— X*'
et par suite
V^(l— 0-*) et a: = (p{a).
Si l'on suppose x=l, on aura a = A3IB = "^. Donc la circonférence AMBN=- (û. Supposons maintenant qu'il s'agit de diviser cette circonférence en 71 parties égales, et soit l'arc A3I = — - A3IBN= — «, on aura
A3I=cp("^^
Donc on aura la corde, et par suite le m°^ point de division, si l'on connaît la fonction 93 (— j ; or c'est ce qui a toujours lieu lorsque n est décom-
posable en nombres premiers de la forme 2 et 1 -|- 2", comme nous l'avons vu dans le no. précédent. Donc dans ce cas on peut construire les points de division à l'aide de la règle et du compas seulement, ou ce qui revient au même, par l'intersection de lignes droites et de cercles.
IX
Usage des fonctions ç, /, F dans la transformation des fonctions elliptiques.
M. Legendre a fait voir dans ses exercices de cale, int., comment l'intégrale / ? r-5 flU', en faisant sinm = ;r, se change en
* ./ V/(l — c'sin^ç) ' 1 ' f y o
dx
— — , peut être transformée en d'autres intégrales de la même
forme, avec un module différent. Je suis parvenu à généraliser cette théorie par le théorème suivant:
Si l'on désigne par a la quantité ('" + !^)" + ('»-|^)t»' q^ ^^ ^^^-^^ y^ des deux nombres entiers ;h et /< est premier avec 2n-\- 1, on aura:
où
(H-e2c2ç2g.x2) (l+e^c^çîSg.j;*) . . . (l+eV^ç'^ng. jr^)»
« = /(9?a . (f2a . çSa . . . (fiiaY,
f étant une indéterminée, de sorte qu'il n'existe qu'une seule relation entre les quantités c^, e^, c, e.
Les quantités e* et c" pourront être positives ou négatives.
Par ce théorème on peut trouver une infinité de transformations différentes entre elles et de celles de 31. Legerub'e.
Soient vi et /< deux nombres entiers, et faisons pour abréger:
^^^^ "— 2^Ti '
où l'on suppose que l'un des deux nombres m, /t soit premier avec 2n-{- i.
En désignant par 9 une quantité quelconque, il viendra, en vertu de (22)
En mettant 9 — na au lieu de 9, on obtiendra:
250) y (9 + («+!)«) = 9) (9 — wa).
Cela posé, considérons l'expression suivante 231) ,;p^(9) = qp(9)-fqp(9 + «)-|-9j(9 + 2«)+...+ (;p(9 + ««) + ... + .]p(9 + 2««).
En mettant ^-\-a au lieu de 9, il viendra à cause de l'équation (229): 252) y^(0 + „)^<^^(9),
donc si m désigne un nombre entier quelconque:
233) (p,{^-i-ma) = (f,{0).
En vertu de Téquation (250) on peut écrire l'expression de <]Pi(9), comme il suit:
23i) yi(6)=ff (e) + <f (O + f^ + fC^ — «) + 'P(0 + 2«) + </'(9 — 2«)+ • • •
• • • +(p{^ + nci)-j-(p{'i — na), c'est-à-dire, en vertu de la formule
, 299 ./«.Fa I 299./2a.l''2a ■ , ^ç^.fna.Fnci.
— ^ "i fi72c2(p2(x.(p26~f'l+e2c2ç22a.92e~'~' ' ' ~^ l+e^c^i^-hia.(fH'
En faisant 96 := a-, ff j(9) devient une fonction rationnelle de x. En la
désignant par ip{x), on ama:
, . ^^ I 2/a..Pa _^_ I 2fnoL.Fn7. \
'iob) i/'(.r) — .r . ^1 -|- ;i^g2^2ç2(^.j,a -r • • • -r i + e2c2ç2«a. JV •
Maintenant soit s une quantité quelconque, je dis qu'on aura
o-^N ^-r y """çT/V ~cp(s + â)A ~9(£+2a)/"'\ ~ 9(£+2«a)/
En effet il est clair que la fonction
238) R = (l ^)(l + eVVa.:r^)...(l+eVV«a.a:')
sera entière et du degré 2n -\- 1; mais en faisant x=qe, y^x deviendra =7),*, et par suite R se réduira à zéro pour cette valeur de x. t)e même en faisant a; z= q>{€ -\- mu), où m est entier, on aura rpx = (pi{s-\-ma); c'est à dire, en
vertu de (233), tf .r = ^jf. Donc 1 ^ = 0, et par conséquent x^(f{e-\-nm)
sera une racine de l'équation ^ = 0, quel que soit le nombre entier m. Or généralement toutes les quantités
239) <ipf, fp{t + a), (p{6 + 2fO, •••?(« + 2?ia) sont différentes entre elles. En effet si l'on avait
(f{£-{-7n'c() = (f{e-\-n'ce), il en suivrait en vertu de (31)
t + m'a = (— 1)^+^' . (é 4- /«'«) -f kco + k'ai,
d'où
k -\-k' = Zk", ' k =k"-\-I, k' = k' — J, {m'—fi')a={k'<-{-f)oi + ik'' — f}ai.
De l;i, iMi subsUtuaiK la valeur de cc= (>» + 1^)» + (»' - P-)"> (,i. lire
(;„. _ ,r) (m — ,,) = (2// + 1) (k" — I) et
m' — n' = {2ti-\-l) . — = {2u-\-\) — ,
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équation contradietoire, parceque nous avons supposé que l'un des deux iionibfes m et /t soit premier avec 2« -f- 1, et ?«' — ^i' est toujours moindre que 2n -f- 1. Maintenant les 2w + 1 quantités (25Î)) étant différentes entre elles, elles sont précisément les 2m + 1 racines de l'équation /? = 0. Donc ou a
^ \ çs/V ç(£+a)/ V ç(ï+2«a)/'
OÙ A est un coefficient constant, qu'on trouvera eu attribuant à x une valeur particulière; p. ex. en faisant .r = 0, on a Iî=z A; or l'équiition (258) donne pour x = 0: li = 1, donc A = 1, et par conséquent l'éipiation (257) a lieu. Eu multipliant cette équation par cpe et faisant ensuite i = 0, il viendra:
2 i n w(v) = ax ~?^^^ ~^^)"\ ~y2»a/
où f) est la valeur de — pour f = 0. En faisant 6 = 0, après avoir divisé
par 7^0, on trouve l'expression suivante de cette constante:
242) .y=l + 2/"«.F« + 2/'2«.F2« + ... + 2/>/«.F««. En faisant dans (250) 0 = iia — (/«' -\- 1)«, on trouve
Kf{%nu — m'a) = f/( — {»i'-\- l)a) = — (fi»i'-\- 1)«. Donc on peut écrire l'expression de i/'.r comme il suit:
245) x^'x = ff.x.
(l+e-c292a.x2)(l+e-^c2cp22a.jr2)...(l+e2c2(p2«a.x-^)
Maintenant faisons dans l'expression de 1 '^ { = --. En supposant
pour abréger
244) p = (l + eV9)^a.a.--)(l + eVg)*2«..r-')...(l+eVç.^w«.a;^), on aura
or, en faisant dans (250.)
on a
donc en vertu de la formule (voy. 17.):
il viendra:
Cette équation fait voir qu'on peut écrire l'expression de 1 — comme
il suit:' ^^2
^""'"'r ^(1^)1 i'~,"(f:^)rT~,"(ït;ôl '^'
En mettant — x au lieu de -j-.r, on aura scmblablement
Ml+r:r).{l + -_^!"fl+_-^r...fl+
Donc si l'on fait
247) ij^=k.xi'x, f,=
^•Çi^
OH ^ est indéterniiiié, et
on aura:
De la même maiiiôrc, en faisant
et
^••9i(|-0' on trouvera ces deux écpiations:
2.>2) l+eiî-y=(l— e/.r).*^; l + <',/y=(l + cia;). — . Les équations (249) et (2o2) donneront:
(l-r?/) = (l_r^O/-!^^ (l+^y) = (l + ,'^^"-).£!lI
et par consé(juent:
253) K((l - '1^^) (1 + ey))=± ^K((l - r^r"-) (1 + e\v^)).
Maintenant l'expression de y donne </^ = — . r/av, où P sera une fonction en-
?" tière de x du degré 4wj donc:
dy , P dx
Or je dis que la fonction se réduira à une quantité constante. En effet on a
Pds eu différentiaut, et mettant pour dy sa valeur — ^, on aura
On voit de là que P est divisible par t. De la même manière on prouvera que P est divisible par les trois fonctions t^, Sj, s^. Donc si deux quelconques des quatre fonctions t, t^, s, s^ n'ont point de facteur commun, P sera divisible par leur produit. Or c'est ce qu'on peut voir aisément à l'aide des
expressions de ces fonctions. Donc est une fonction entière de x. Or
P est du degré 4?^; et chacune des fonctions t, t^, s, s^ est du degré w. Donc
il est prouvé, que est une quantité constante. En la désignant par a,
tt mSS *
il viendra
Pour déterminer a il suffit d'attribuer à x une valeur particulière. En faisant p. ex. x=o, on aui'a
Or en différentiant l'expression de i/^a:, et faisant ensuite xr=o, il viendra ip'x = g, donc
On peut donner d'autres formes plus simples aux expressions de c^, e^, g, a, et , qui mettront en évidence plusieurs propriétés remarquables de ces quantités. Par la formule (240) on voit que le coefficient de .r'"+^ dans la fonction
R est ~ — ; — ^^ — r; or d'après (238.) et (245.) le même coefficient
ç£.ç(E+a)...ç(£+2wa)' r \ / v /
sera
ç,e (ça.o2a . . . ç«a)*' donc en remarquant que ^ = 1 :
En faisant dans (256.), (245.) x z= i, après avoir divisé par x, on obtien-
dra deux valeurs de ^, savoir
1 et
(ec)"^"(9a.92a . . . ç«a)*'
donc, en les égalant:
2o6) S = {— !)"• i^f)'" («P" -f 2« . . . (fnu)",
et par conséquent:
2o7) (f^{t)=z{ecY''{(pa.(p2a...(pnaf(ps.(p{e-\-u).(p(t-{-2a)...(f{i-\-2nc() = ^{é)-i-ifit + a)+cfie-\-2a)+ . . . +(fie-{-2ncc). Cette équation exprime une propriété remarquable de la fonction çi. En y posant f = -^ et f = Y '» ou obtiendra
|V(f)=îj7=w-^"'a)-'(t +«)-^(î +^"«).
oii l'on a fait pour abréger
2o9) d=(fa. f2ii . ifSu . ■ • (fna.
En remarquant que
•P (1 + (2« - ni')a) = cf(l- + {o>' + 1)«) et
9>(|-^+ (2«- »'')«) = ? (|^+ ('«'+!)«)' en faisant
on tire de ces équations
iT=±(Wî'+«)-^(i'+^«)--*(î'+''«)r-
Multipliant et remarquant qu'on a (18)
on obtiendi'a + -=■, ' "r, ,
' Ci^i (ef)2'>+i
do il
262) Ti^i = + ^./ ^ •
De même en divisant on obtiendra:
{ + '^=i-ir-~ierr-[f{^ +«).<,(! +2«) ...,.(|- +..)]*,
Précédemment nous avons trouvé a=zk.g, et ff=z[ — i)".{ecy"d*, donc
Egalement nous avons y = k.i{.>{x), donc en vertu de (243)
O6o^ y = (—n"f r (9''°^-^') (y'2«— ^") (9''3a-x') . . . (y^wg— r^) " } J ^ > ' '' (l + e^c^^^a.x^) (l+e2c2(p22a.x2) . . . (l + e^c^ç^wa.j^^)
Donc les valeurs précédentes de c^, e^, a et y donneront :
Of»/î\ ^ _i «<^J
et de là
^^') 7^r(i-c?«--')(i+e:w"-)l iVi/[(i-c'^x2
Les formules (261) donnent les valeurs des quantités q et e^, exprimées en c et e à l'aide de la fonction 9. Or on peut aussi les déterminer à l'aide d'une équation algébrique. En effet on a
WT+»)]'=M^y=i-'ïï
et
donc il est clair que les valeurs de ^j et e^ pourront être exprimées en fonctions rationnelles et symétriques des quantités ça, (f2c(, . . . (f?iu. Donc si 2n-\- 1 est un nombre premier, on peut, en vertu de ce qu'on a vu §. V., déterminer c^ et e^ à l'aide d'une équation algébrique du (2m + 2)'"*= degré. On peut encore démontrer que la même cliose aura lieu dans le cas où 2n-{-l est un nombre composé. Alors on peut même déterminer r^ et e^ l'aide d'une équation d'uti degré moindre que 2n + 2.
Donc on aura un certain nombre de transformations correspondantes pour chaque valeur de 2w -f- 1.
On a supposé dans ce f{ui précède que e et r soient des quantités réelles et positives; mais ayant exprimé fj et i\ en e et c par des équations algébriques, il est clair que la formule (266) aura lieu également en donnant à e et c des valeurs réelles et imaginaires quelconques. Dans le cas ou e*, c^ sont réelles, on peut même se servir des expressions (261), (26o). Mais alors (0 et a ne seront pas toujours des quantités réelles. Au reste l'ime des quantités c^ et é*!, à cause de l'indéterminée f, peut être prise à volonté; seulement il faut excepter les valeurs zéro et l'infini.
Si l'on suppose c et e réels et 2n -j- 1 premier, les valeurs de c^ et e^ seront imaginaires, excepté deux d'entre elles, dont l'une répond à
et l'autre à
2ULÎ3/
A. Supposons d'abord
2«+l Dans ce cas on aura (261):
^=74n2+2«Tî)-n2-+2-2^)---'^U+^'-2^JJ
Soit fi.2m = {2n-\-i)t + a,„, où i est entier et a,,, entier positif, et moindre
2« + l que —^—, on aura
Or les nombres Oy, a.^, fi^ • • • fi„ seront les mêmes que les suivants 1, 2, 3,...n; mais dans un ordre diflerent; donc l'expression de — pourra être mise sous la forme.
' c, cL^V2« + l 2/^V272 + l 2/ ' V2«+l 2/J
De même l'équation (265) donnera
Soit maintenant c ^1, f i = 1, on aura, en posant + ( — 1)" = 1 :
2^2) « = /■ K2;^i)-^'(2lfJ-K2^)]"^(-i)"'
^V2« + 1/ ^ V2?/ + 1/ ■ V2// + 1/ ( r— iv
l^V2« + l 2/ ^V2w + 1 2/ ^\2« + l 2/; Si l'on suppose f moindre que l'unité ou égale à l'unité, e^ sera toujours moindre que e, et lorsque 2m -{- 1 est un très grand nombre, e^ sera extrêmement petit
Le signe du second membre de l'équation (270) dépend de la grandeur de X.
Il pourra être jugé aisément comme il suit. On a par ce qui précède.
En supposant x réel, q"^ sera toujours fini et positif, de même que Y(i -X- e^y^) et 1/(1 + e^x^). Donc le signe du second membre de léquation est le même que celui de la quantité
maintenant on a
/a . , "\ i Fa. .„
donc
donc, en remarquant que « est réel dans le cas que nous considérons, on voit que s.s^ sera toujours une quantité positive; or t.t^ est réel, donc la quantité
l/rinf- j sera positive également, et par conséquent le signe, dont il s'agit,
sera le même, que celui de la quantité tt^. 11 n'est pas difficile de voir qu'en
vertu de (248) et en mettant pour « sa valeur ,^^ , on aura
quantité qui est positive depuis .r r= 0 justpi'à a- = y \îir~\ ' t) ' "•^'S'''^'^'^ '^^' puis x=(f (^ . |-) jusqu à x = ii^ (^^ . -|), positive depuis
x=(p (. ^ ■ ^) jusqu'à x = (f(- — -• ^J etc. Si x est plus grand que
l'unité, tt^ aura toujours le même signe, savoir ( — 1)".
Donc, dans ce cas l'équation (270) donnera, en intégrant et comnien(;ant l'intégrale par x= l:
^^"'^^ fr v/[(2/^— l)(l+e?i/'^)]^"'J, ^[(^^-I)(l+e2x2)]* Si la valeur de x est moindre que l'unité, on aura
275) /°- -^ = a f - h Const.
^ Jv^[(i-»")(i+eî^")] y^/[(l-x^)(l+e^x•^)]^
entre les limites
et
276) — y ^, [;(,_^.) (l+qi,*)]= Vv/[(l-^"-) (1+e^x^)] "^ ^'"'^*'
entre les limites .r = <rfi^. -^) et .r = a f"*!^ . iiV
Si p. ex. on suppose .v renfermé entre les limites on aura, en intégrant et commen(;ant linlégrale par x z=z 0,
En faisant x = (f ( " , ^ ), on aura v^^( — 1)", et par suite: \ (2« + l).2/ ^ V / ' I
y*' % «•" / IXn
0 v/L(l-ï'^)(l+<^'^)] 2(2« + l) ^ '' d'où
Cette expression de a est très commode pour le calcul. Eu négligeant les quantités de l'ordre e"^^, on obtiendra
En substituant et négligeant toujours e'^ la formule (277) donnera
y»' dx (— l)"w • / \
B. Dans le cas « = —!—-, on trouvera de la même manière la formule
suivante
^ Jo v/[(l-x^-)(l+e2x2)] J„ v/[(t-ï,-^)(l+e;y^:
r / 1 a \ / 2 m \ / 3 t3 \ /2m es M'^'
V\2n^- ¥V-n2^rTÏ' 2-Vn2;;r^- YV-n2;rn- 2"VJ
La formule précédente a lieu . pour toutes les valeurs de x moindres que l'unité.
Pour avoir une théorie complrte de la transformation des fonctions elliptiques, il faudrait connaître toutes les transformations possibles; or je suis parvenu h démontrer, qu'on les obtient toutes en combinant celle de M. Legendre avec celles, contenues dans la fonnule ci-dessus, même en cherchant la relation la plus générale entre un nombre quelconque de fonctions eltiptiqnes.
Ce théorème dont les conséquences embrassent presque toute la théorie des fonctions elliptiques, m'a conduit à u» très grand nombre de belles propriétés de ces fonctions.
Sur l'intégration de l'équation séparée dy dx
On peut toujours comme on sait présenter l'intégrale complète de cette équation sous__ une forme algébrique, lorsque la quantité constante a est un nombre rationnel, quelle que soit d'ailleurs la valeur léelle ou imaginaire de /«. Mais si a n'est pas un nombre rationnel, cela n'a pas lieu. A cet égard je suis parvenu aux théorèmes suivants:
Théorème I. En supposant a réel, et l'équation intégrable algébriquement, il faut nécessairement que a soit un nombre rationnel.
Théorème II. En supposant a inia(ji)iaire, et Téquation intégrable alyébriquementj il faut nécessairement que a soit de la forme »< + 1^ — ^-Y^^h où m et ?î sont des nombres rationnels. Dans ce cas la quantité fi n'est pas arbitraire; il faut qu'elle satisfasse à une équation qui a une infmité de racines réelles et imaginaires. Chaque valeur de /i satisfait à la question.
La Démonstration de ces théon-nies fait partie d'une théorie très étendue des fonctions elliptiques, dont je m'occupe actuellement, et qui paraîtra aussitôt qui! me sera possible. Je me borne ici à considérer un cas particulier, qu'on peut tirer des formules du paragraphe précédent.
Si dans la formule (270) on pose
et eyi à la place de y, il viendra _,
282) '^^ =aV—\.~ —^
ou
e est déterminé par l'équation (260') qui deviendra j et a par
1^ rV2« + l 2/ A2«+l 2/'
Donc on connaît une intégrale particulit're de l'équation (282) et par conséquent on en pourra trouver l'intégrale complète.
Dans le cas que nous considérons, la valeur de a est |/(2« -|- 1); ce qu'on démontrera aisément comme il suit:
En mettant dans l'équation (282) ij = zY — 15 et intégrant entre les limites zéro et a i — - — ), il viendra
XS /»e dz o
en remarquant que les limites de z seront zéro et — En faisant de même
x-=zy^ — 1, et intégrant entre les limites zéro et —, on trouvera que les limites de y seront zéro et l'unité et par conséquent
y»i dy 0 pe ds
dv (ù /*e ds O
Donc on a
ts au
2 2«+l 2 et
d'où l'on tire
286) ^ = y(2îi-\-l).
Donc l'équation diflférentielle deviendra:
-) V/[(l— ^*)(l+eV)]~' "~^-l^(2"+^)- v'[(l_x2)(l+e2x2)]"
Pour donner un exemple, considérons le cas où w= 1 et ?j = 2. ^. Si «= 1, on aura:
Ç2 /'iiV.ra
e est déterminé par l'équation:
On a
donc
fi
Maintenant on trouvera en combinant ces équations et remettant pour « sa valeur ]/3:
et par suite 1 = _ 1- ,
delà e- — 2l/3.e=l
et e =1/3 + 2.
Ayant trouvé e, on aura
Donc on aura léquation différentielle :
OjiOA ^ 1/ 'i ^f
qui sera satisfaite par l'intégrale algébrique :
Si l'on pose .vV{2—V3) au lieu de .r, et _y ]/(2 — 1/3) . j/— 1 au lieu de y, on obtiendra l'équation:
QQO\ ^ll 1/ ^ ^ .
qui sera s.itisfaite par
l + V'S.x-i B. Si w=:2, on aura léquation différentielle
v/[(l-i/-)(l + eV-)] '^ V[(l— i^-')a + e-x-^)]'
On a
Aï)
En multipliant ces valeurs de '- — et entre elles, et remarquant que
on obtiendra
Pz=
OÙ l'on a fait pour abréger
Cela posé, les équations (290, 291) donneront
donc, en substituant
1 y/S 1 e3~ ça 1 i_ev/5
et de là
Ve =
1— ei/5
e^—1 — {5 + 2Vô)e{e — 1) = 0.
Les racines de cette équation sont
e=l, e = 2 -\-Y 5 — 2V {%-\-VS), e = 2 + ^5 + 2|/(2+K5). La dernière de ces racines
or (
n'-ponil à la ({uostion, car rrquation
^ \10^ ^ VIO/ l'ait voir que e doit être plus giau-1 que lunité. Connaissant e, on trouve la
valeur tles quantités (f T" j et 7^ f ""j comme il suit.
Xous avons
n faisant 7 (^J = u et cf r "j = ^, on aura
or nous avons trouvé plus haut, f(-/^ = — , donc:
Donc on connaît a^.,i* et «^ + ri^ et par suite a^ et p^ par la résolution d'une équation du second degré. On a donc aussi la valeur de 1/, qui satisfait à léquation:
donc
dy
dx
Si Ton pose — au lieu de x, et ^ "~ au lieu de y, on obtiendra l'équation
i de a-, et ^ au lieu de y, on 0
Dans les deux cas que nous venons de considérer, il n'était pas difficile de trouver la valeur de la quantité e, mais la valeur de n étant plus grande, on
parviendra à des équations algébriques, qui peut être ne seront pas résolubles algébriquement.
Néanmoins on peut dans tous les cas exprimer la valeur de e par des séries, et comme leur forme est très remarquable, je vais les rapporter ici.
En faisant dans la formule (206.) u-=l, on aura, en remarquant que f=l, 294) .„ = 4<^ + ^ + ^ +...),
OÙ
En faisant de même dans la formule (204.); f< = ^/, on aura «/"(-^^O
j > — X TC I . . TU .1
= _;f = A2 = cos — -f- « sin — = ?, donc
c'est-à-dire
où
Maintenant dans le cas que nous considérons, on a
-^==K(2«+1), et par conséquent
Cette formule donne la valeur de
'^~ Jo v/Ki— i-^)(l + e2.r^)]'
Ensuite on aura la valeur de e par la formule (294) qui, en sul)stituant pour
ç sa valeur h'" * =//y<*"+" *, donne
206) e = ^ JJ! 1_ ^ f- .
A est le nombre 2,7182818 . . .
Addition au mèmoii'e précédent.
Ayant terminé le mémoire précédent sur les fonctions elliptiques, une note sur les mêmes fonctions par Mr. C. G. T. Jacohi, insérée dans le No. 123. année 1827. du recueil de Mr. Schumacher, qui a pour titre " Astronomische Nachi'ichten" m'est venu sous les yeux. Mr. Jacohi donne le théorème suivant:
Soit p un nombre impair et 6' un angle tel quon ait, en désignant l'intégrale rf9
/(l-Â-^sia-^è) P^"'^^ ^^ ^ jusqu'à 6, par F (A-,9):
et en général 9'"^ un angle tel, qu'on ait
soit déterminé encore l'angle vj par l'équation
tang (45"-^u) = ^iM(^:^.^-"g^(^'" + ^)...^^"g^(^^'"'^±^ tang (45»+le), '^ 2^ tang>(9'+6)tangl(5"'-6) tangKO^^-'^+ô) " ^
on aura:
Il faut admettre le signe supérieur si p est de la forme ^nA^\, et le signe
inférieur, si p est de la forme 4?? — 1. U' doit être pris entre — ,-r et-— -:t,
si 9 tombe entre 0^"^ et ô^"^^'. Les constantes // et A se déterminent de différentes manières. On a p. ex.
2(cosec6' — cosec6"'+. . .-f-cosec9^ ' ii)
;. == 2A-,(/ (sin9 — sin9"' + . . . + sin g'^-^'i i). Ce théorème élégant que M. Jacohi donne sans démonstration est contenu comme cas particulier dans la formule (227) du mémoire précédent, et au
fond il est le même que celui de la formule (270).
Nous allons démontrer cela:
En faisant dans l'intégrale
y»' dx
0 /[(1-^2)(1-A2x2)]' X = sin 0, on aura
/•O rfô_
-k'^smH)y mais
donc:
a = i!'(^,9) donne sin9 = 9)«.
Si 9 = 90°, on a a; = 1, donc
Donc en faisant 9 = 9*^"^ on aura
F{k, 9('")) == ^ . :^ et sin9("') = q>(~- %\ p '2 \p 2/
Cela posé, faisons dans (269' et 270):
el=-X^ e^ = — F, /'=^^,
a; = { — 1)". sin9, y = sm\ii, 2?i-\-i =p, il viendra:
où les quantités //, A, ip sont déterminés par les équations
l = k^"+\ (sin 9' . sin 9'" ... sin 9^^"-*^)%
(sinO' si ^=1
( sin ô" SI
ine""...siiiô^^"^ ) '
2) sm -u; = -—- . Sin 9 i '-^ '—^ ,„ , '
VA (1— t2siu29»si„2o) (l_A-2sin26""sin26) . . . (1 — Jl-2sin2e^^"-'sin2ô)
Nous supposons k moindre que l'unité, car dans le cas contraire w sera une
quantité imaginaire.
Cela posé, considérons les équations (249). En remarquant que c^ = c
= 1, on en tire
ou
c'est-à-dire en faisant « = et ra = — 1 :
Maintenant on a
a;=:(— l)".sin9, et (p {^^- |-) = sinôH
donc en substituant:
-|//1— sinùN -|//1— (— l)".sinO\ sin9'— sinO sinO^^+sinO ginO^''"~'^ + (— l)'>sinO
y \L+sia<])/ y Vl + (— l)''.siu9/ ' sin9' +siaO" sine'"— sinO" gin 6 *^''""^ > _(_)insi„ q'
et de là
tang (45" — ^if)
^ tangK0'-6) tangK9"' + 0) tang^ÇS^""-') +(-l)"0] ,^.0 _ / . sn.A
tangos' +6) tangi(ô"'-e) tang^[ô^"''-'>-(-l)»e] ^ ^ ' ^'
C'est précisément la formule de Mr. Jacobi.
Dans la formule (1), on peut toujours supposer le second membre positif. En effet, en différentiant, on aura
— '^ ^ \/(l— A-2sia2S)
En supposant 9 toujours croissant, le second membre sera toujours positif. Donc en déterminant la valeur 'ip de sorte quelle soit croissante et décroissanté en même temps avec 9, on doit prendre le signe supérieur. Ou a donc
y» rfo /» d»]^
ou bien
F(A-,9) = //.F(;.,tf').
De la remarque que 1/» doit être croissant et décroissant en même temps avec ^, et en ayant égard à la formule (2), on tirera aisément la conséquence que \p
doit tomber entre -^ -x et ^-jtl n, si 6 tombe entre Ô^""^ et &("^i>.
Ouant aux quantités l et ix, il est évident qu'elles ont nécessairement les mêmes valeurs que celles de Mr. Jacobl Mais les expressions cjue j'ai données seront plus commodes pour l'application, et font voir clairement que A est extrêmement petit, si n est un peu grand. Au reste ou peut sans difQculté démontrer leur identité à l'aide de la formule (2o7).
Solulion d'un problème général roncernant la transformation des
fondions elliptiques.
if ans le Nr. 127 du journal d'astronomie de il/?'. Schumacher (Astronomische Naclirichtcn) Mr. Jacobi démontre un théorème très élégant relatif à la transformation des fonctions elliptiques. Ce théorème est un cas particulier d'un autre plus général aucjuel je suis parvenu depuis longtemps sans connaître le mémoire de Mr. Jacobi. On en trouve la démonstration dans le mémoire précédent. 3Iais on peut envisager cette théorie sous un point de vue beaucoup plus général en se proposant comme un problème d'analyse indéterminée de trouver toutes les transformations possibles d'une fonction clli[»ticjue qui peuvent s'efl'ectuer d'une certaine manière. Je suis parvenu à résoudre complètement un grand nombre de problèmes de cette espèce. Parmi eux est le suivant, qui est d'une grande importance dans la théorie des fonctions elliptiques: ,
"Trouver tous les cas possibles dans lesquels on pourra satisfaire à l'équa-
"tion diflérentielle:
"en mettant pour y une fonction algébrique de x, rationnelle ou irrationnelle." Ce problème vu la généralité de la fonction y paraît au premier coup d'oeil bien difficil, mais on peut le ramener au cas ou Ton suppose y rationnelle. En effet on peut démontrer que si l'équation (1) a lieu pour une valeur iri'ationnelle de y, on en pourra toujours déduire une autre de la même forme dans laquelle y est rationnelle en changeant convenablement le coefficient a, les quantités Cj, e„ c, e restant les mêmes. La méthode qui s'offre d'abord pour résoudre le problème dans le cas où y est rationnelle est celle des coefficiens indéterminés; or on serait bientôt fatigué à cause de l'extrême complication des équations à satisfaire.
Je crois donc que le procédé suivant, qui conduit de la manière la plus simple
à une solution complète, doit peut-être mériter l'attention des géomètres. —
En faisant:
"^ Jo v/[(l-c2x2)(l_e2^-2)]
la quantité x sera une certaine fonction de 6; nous la désignerons par /.9. De même nous désignerons par — et ^ les valeurs de 9 qui répondent respective-
ment à a: =z— et à a;= — ; et par A(0) la fonction ]/((!— <^V)(1 — e^x*)). Cela posé on pourra démontrer les théorèmes suivants:
Théorème I. En désignant pai- ô et G' deux quantités quelconques on aura toujours
(Voy. Exercices de calcul int. T.I. pag.2ô)
Théorème II. On satisfait de la manière la plus générale :» l'équation
;.6' = A9 en prenant
e'=( — l)'"+"''.9 + ?wco + »w'a)'
où m et m' sont des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs. On aura donc
4) ;.((— 1)'"+'" . 9 -f- vm + ïrt'cû') = A9.
Ce théorème a lieu généralement quelles que soient les quantités e et c, réelles ou imaginaires. Je l'ai démontré pour le cas où e* est négatif et c* positif dans le mémoire précédent (voy. p. 154). Les quantités w, w' sont toujours dans un rapport imaginaire. Elles jouent d'ailleurs le même rôle dans la théorie des fonctions elliptiques que le nombre tt dans celle des fonctions circulaires. —
A l'aide de ces deux théorèmes nous allons voir comment on pourra déterminer facilement l'expression générale de y, et les valeurs qui résulteront pour fj et e^.
Soit
la fonction rationnelle cherchée. — Si l'on considère x comme fonction de y, sa valeur sera déterminée par l'équation (5), qui aura un certain nombre de
racines. Or il existe entre ces racines des relations qui nous conduiront à l'expression de •«f'(a:).
Si l'équation (o) passe le premier degré par rapport à x, désignons par aTj, une autre racine et par Oj la valeur correspondante de 9 en sorte que
En vertu de (2) l'équation (1) deviendra en désignant le radical du premier membre par \^R
dy
+ orf9-
En changeant x en x^ ou ce qui revient au même 6 en 9, , la valeur de y reste
la même et par conséquent --^ reste la même ou se change en ^. On
aura donc
et par suite: rf9i=+rf9, d'où l'on tire en intégrant 9i = « + e, « étant une quantité indépendante de 9. On aura par conséquent ar^ = À (« -j- 9). Il sufTit de prendre 9 avec le signe -f- car on a d'après la formule (4) en y faisant w = l, ?«' = 0, /.9=A(m — 0) et par conséquent /.(« — 9) = /. (w — u-\-fi), où (0 — « est une nouvelle constante. On pourra donc faire :rj=:/.(9-j-«)- ^^ a ainsi établi ce théorème.
Théorème 111. Si une racine de l'équation y^y^{pc) est représentée par "^9, une autre racine quelconque sera de la forme /■(9-}-«) où « est une (pian- "tité constante."
Si l'on pouvait parvenir à trouver toutes les valeurs de «, rien ne serait plus facile que de déterminer ensuite celle de y. Or c'est cela que nous allons faire à l'aide du Théorème IL Les quantités /9 et /.(O -f- «) étant des racines on aura à la fois:
équation qui doit avoir lieu pour une valeur quelconque de 9. On en tire en mettant au lieu de 9 successivement 9 + f<, 9 +2«,... 9 -]-/»:«:
donc on aura
y=v(A(9 + A-«)) k désignant un nombre entier quelconque. On voit par là que non seulement /.(9 + «) mais toute quantité de la forme /,{h-\-ka) sera une racine de l'équa-
tioii ij=\p{x). Or k pouvant avoii- une infinité de valeurs différentes il faut nécessairement que plusieurs des (juantités /.(0 + M soient égales pour des valeur différentes de k, car l'équation y = if (j;) n'a qu'un nombre limité de racines. Soit donc l{h-{-ku)z=.).{^-{-k'a) où nous supposons k plus grand que k'. En mettant 6 — k'u au lieu de e il viendi-a: ).{()-{- {k — A"')«) = Ae ou bien en faisant k — k' = n:
Cette équation détermine la valeur de «, car en vertu du Théorème II on en tire :
e + wa = ( — l)"'+"'.9+mw+m'M' ce qui donne en remarquant que 0 est variable: ( — 1)'"+"';= i et na:=m(ù-]-m'io'; m-\-7n' doit donc être un nombre pair, et alors ou aura:
/J a := — . Cû -f-
ni , m' ,
— et — pouvant désigner des quantités rationnelles queIcon(|ues: on voit donc
que pour que la quantité /'.(0 + «) puisse être racine de l'équation y = i!(.r)en même temps que /.9 il faut que la constante a ait la forme
où /t et /i' sont des quantités rationnelles positives on négatives. La quantité et ayant une telle valeur, l'expression A(0-|-A"«) n'aura qu'un nombre limité de valeurs différentes, car ayant ;.(9-f-««)=/.9 on aura de même /(9 + (?z + l)«) = A(9 + a) ; ;.(9 + {n -f- 2)«) = A(9 + 2«) etc.
Cela posé si le degré de l'équation i/ = xj(.v) surpasse le nombi'e des valeurs inégales de ).{^-\-ka) soit /(9-}-«i) une nouvelle racine différente des racines }.{^-\-k((); on doit avoir de la même manière: a ^ -=2 f( j^io -\- fi\m' et V'0-9) = v(^(9 + ^"i«i)). En mettant ^-\-ka au lieu de 9 il viendra en remarquant que xp (;.(9 -f ka)) = v(;.9) = ij
v/ = V(;.(9 + Â-« + A-,«j)), donc X(^-^ku~\-k^aj) sera une racine quels que soient les nombres entières A" et A-j. Si maintenant le degré de l'équation y = ip^x) surpasse le nombre des valeurs inégales de l'expression /.(9 + A"«+A-j«j); soit ;.(9 -j- «J une nouvelle racine on doit avoir a^^ fi„m -\- f^'^o}' et \j(;.e) = ti'(/(9 -{- ^vJ) ''o» l'on tire en mettant 9 + A:«-|-^-jaj au lieu de 9
^ = T^(;.(9 + ku + ^, «1 + A-./g)
et par conséquent toutes les quantités contenues dans l'expression }.(^-\-ku +^i«i+^2«2) seront des racines, quels que soient les nombres entiers k,k^,k.^.
En continuant ce raisonnement jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les racines de l'équation j/ = xp{a-), on aura donc le théorème suivant:
Théorème IV. Toutes les racines de l'équation y =z t/'(.r) pourront être représentées par les valeurs inégales de l'expression :
A(9 +A-j«j +^V<2+^a«3 • • • + ^V«y) en donnant à k^, k^, . . . ky toutes les valeurs entières, et les quantités «^aj, ... . . . Uy étant de la forme
//W -|- fl'tù'
où fi et n' sont des quantités rationnelles.
Cela posé désignons ces valeurs de l'expression A(04-A-j«j-j-^2S ~}" • • • . . . + kyUy) par ;.(9), ;.(94-c(i), A(e-j-«,), . . . A(94- a„_J et faisons ip{x) = i^, p
et q étant des fonctions entières de x sans diviseur commun, on aura donc:
;; — <?^=^.(:r — /.9)(;r— ;.(0 + «J)(:r— ;.(9 + «J) . . . (^ — ;.(9 + «_,)) équation qui à lieu pour une valeur quelconque de .r. A est le coefficient de :»*" dans p — qi/, il est donc de la forme / — gy où f et g sont des constantes. On aui'a par conséquent:
») P-r/y^{f—ff>/){:v->.^){.v — }.{^ + a,))...(.v-}.{0-\-a^_,)).
De là on déduira une expression Ae y en 6 en attribuant à x une valeur particulière, ou bien en comparant les coefficiens d'une même puissance de x dans les deux membres. Une telle expression de y contiendra trois quantités constantes inconnues, et le problème se réduit maintenant à trouver tous les cas dans lesquels ces trois quantités pourront être déterminées de la sorte que l'équatiou proposée soit satisfaite. Or nous allons voir tout-à-l'heure que cela sera toujours possible quelles que soient les quantités «j, a^, . . . a^; en déterminant convenablement deux des quantités a, e^, c^. Mais avant de considérer le cas général nous allons commencer par celui où p et q sont du premier degré, car un théorème qiii en résulte nous sera utile pour parvenir à la solution du problème général.
Soit donc
on en tire:
l-f y — g'±<'lf'+(ë±'^lf)^ l ,c^,^g'±^lf' + (g±^lf
— '^ g'+gs ' ^ "^ g'+gT
dij = ^f, ~ S, dx. Par là l'équation (1) deviendra, en substituant:
fg'-f'S _^ àx
^ L\ g^cj' J\ g'-cj' J\ g'+ej' A g'-ej' /J
, (fx
L'on trouve aisément que cette formule ne peut être satisfaite que de l'une des manières suivantes:
10) y=ax, c^^=-, e^^=-.
^ "^ 'l+x\/ec' * 7rt ■ Vv/c+Ze/'
On peut prendre les quantités r, e, Y^c, ye avec cpiel signe qu'on voudra.
Cela posé reprenons l'équation (9). En désignant par /"' et g' les coefficiens de x^~'^ dans p et q on aura:
d'où l'on tire eu faisant pour abréger
15) c;o=/.9+/(e+fO+;.(o + «.)+---+^-(ei-«,.-i),
g' + ^.çO'
équation qui pourra servir à déterminer la fonction y exepté dans le cas oii ç9 se réduit à une quantité constante.
Selon riiypotlièse y doit être une fonction rationnelle de x, donc la fonction rpO le doit être de même. Il faut donc d'abord examiner dans quels cas cela pourra avoir lieu.
Soit A(9-{-«) une quelconque des quantités }.{^-\-c>.^, ^(O + ttj)? • • • il suit de ce qui précède que /.(9-t-A"«) sera de même égale à l'une d'entre elles. Or soit ).{^]-\-n(i)=/.^ ce qui a toujours lieu en déterminant convenablement le nombre entier w, on aura en mettant 9 — « au lieu de 9: /.(9-|-(// — 1)«) :=:/.(9 — u) donc A(9 — a) sera encore contenue parmi les quantités dont il s'agit. De là suit que si A(9 — «J est différente de P.(9-j-«j), la quantité ^.(9 — «^) sera égale à l'une des quantités /.^O-f-f'aX K^-{-"ùi • • • Cherchons donc d'abord les valeurs de a qui donneront /(9 — «) = /.(94-«); c'est-à-dire /.(9 + 2«) = A9. Or selon l'équation (7) on eu tire
III I III
OÙ m-\-m' est. un nombre pair. Eu donnant à m et vV toutes les valeurs entières depuis zéro telles que m-\-ni' soit pair, ).{(l-\-t(.) prendra les valeurs
A(0 + £0 + to'), etc.
mais, d'après le théorème II, il est clair que les seules de ces valeurs qui soient difléreutes entre elles sont celles-ci
donc puisque /,{0-\-a) doit être dillërent de 10; 7.(0 -\- a) ne pourra avoir que l'une de ces trois valeurs
Eu exceptant ces quantités, il répond donc toujours à ).{p-\-u) une autre ).{6 — a). De là il suit qu'on pourra écrire l'expression de cpO comme il suit:
_j_A(ô4-«^)+;.(6— «j4;.(e+«,)+A(9— aj+...-f;.((y+«„)+/(ô— «„)
où k, k', k" sont égaux à zéro ou à l'unité.
Pour avoir maintenant l'expression de fpO en x il faut recourir à la formule (5), Eu y faisant d'abord 6' = ^ on aura k6' = — donc A(fl') = 0 et par
conséquent :
V — 2/ — c 1— e^V^ô' or A(0) = Y({l — e\i''){l — c^x"-)} donc:
De la même manière on aura eu faisant 6' = ~
'•(»+l)=M/(feS)-
La l"*^ formule donne
donc en mettant W + ^- au lieu de 0,
En multipliant A (d — |-) par ;. (o + if) on aura
d'où l'on tire en mettant 0 -{- ^ et 6 -\- ~ on lieu de 6:
) V ^ 2 ^ 2/ ec XG ec x'
( V ' 2 ^ 2 / ec X(0+o) ec x
La formule (3) donne encore en faisant 0' =. «
20) ;.(a + «) + ;.(6 _ «) = ^ ^";tf.^ ^ .
1 — e*C''A*a.j:* Par là on voit donc que l'expression de qpô sera toujours une fonction rationnelle de x savoir
21) yfl = (1 — Rr + ^^:=± • - + ^ ^''•^^''^
^ ^ ^ '^ ' ec j: ' 1— e^cn^a.x*
en employant pour abréger le signe de sommation 2.
Cela posé il faut considérer plusieurs cas selon les valeurs différentes de k, k\ k".
Premier cas. Si k z=z k' =.lc" z=:.(i.
Si les trois quantités k, k', k", sont égales à zéro l'expression de (pd deviendra :
22) If o=;j+/.(/?+«,)+;.(ô— «j+;.(o-f«,)4.A(e-«,)+ . . .-j-;.(6-}-«„)+/(e— «») et
25) (fe = .T-\-2x.'2 ^ .
Donc la première condition que y soit rationnelle en x est remplie. Il faut maintenant sul)Stituer son expression dans l'équation proposée et voir si elle pourra être satisfaite.
On tire d'abord de l'écpiation (14)
1 + e 1/ —_S'±^if' + (s±^if)-9^
Cela posé désignons par â, ô', f, t' les valeurs de 6 qui répondent respectivement à y = -\- ~, y ■= , y= -\ , y =. on doit avoir
En vertu de ces équations les valeurs de 1 — c^y, i-^-r^i/, 1 — e^7/, i-\-e^i/ deviendront en faisant pour abréger
2fi)
En substituant dans 1 — -^ l'expression de (^9 en .r, on obtiendra un résultat de la forme:
~ ^ (1 — e2c2ViaiJ:2)(l — e2c2X2a2J'^)...(l — eîc^X^a.x*)
En faisant 0 = (^ le second membre s'évanouira, mais il est clair par ce qui précède que y(9) ne cbange pas de valeur en mettant au lieu de 9 une quelconque des quantités 9+«j, 9 + «2...9 + a„. Donc le numérateur du second membre doit s'évanouir toutes les fois où x aune des valeurs ).d, A(d-f-aJ, P.(^+«2),. . . A((54-a„). Donc puisque le nombre de ces valeurs en général toutes différentes entre elles est 2ra+l il s'ensuit que
donc en substituant et faisant pour abréger,
27) p = (1 — é'V;?«jX-)(l — é'cn''a^x^) ... (1 — pV^r «,,r^)
formule qui a lieu pour des valeurs quelconques de à et 9.
A l'aide de cette formule il sera facile de trouver les cas dans lesquels on pourra satisfaire à l'équation proposée. On peut écrire cette équation comme il suit:
ce qui nous fait voir que l'une des quatre fonctions 1 + c^, 1 + ''i^ doit s'évanouir en attribuant à x une des quatre valeurs + — , + — c'est-à-dire à 6 une
des valeurs + y, +^-
Supposons d'abord 1 — Cji/=0 pour 9 = -^, l-f-CiW=0 pour 0 = — -^, 1 — é'^y = OpourO = __, l-|-^iy = 0 pour 0= — -^5 on pourra prendre (î:^:-, <5' = — -^5 6 = -^5 *' =: — ~. En substituant ces valeurs dans les équa-
mm m
tions (24) et remarquant que 9 (— |-) = — 9 |-, ç(— -|-) = — «^ i^Ç)^ on en tire:
On satisfait à ces équations en prenant:
où A est arbitraire.
La valeur de // deviendra donc:
et ensuite:
Cela posé faisons dans la formule (28) (5=+ -^j + ^ on obtiendra:
or l -^= — 5 et d'après la formule (16) or aura l i— -[- ^0 = ''■ ( -^ — «) 'lonc
<PT ^ ^ ^("l-'^O^ ^ >'(|-aO^ * ^(.ï-°'0^
On aura des expressions analogues pour 1 + -? — , 1 -1 — 5-— en faisant
En faisant donc ponr abréger
on trouvera:
35) l_r,V=:(l-r^f-).-^, l-e,hf = {l-e\v-). l^, et de là
36) V(H - r,Y) (1 -''xV)) = ±^ V({l-c'x-) (i-e^x^)).
Maintenant les deux écniations (5o) nous montrent que q'^ ~ est une fonction
dx
entière de x qui est divisible par les deux fonctions entières t et t'; donc puisque ces fonctions n'ont point de diviseur commun il en résulte que o^ —^ sera
dx
divisible par leur produit, mais le degré de la fonction q^ --^ est précisément
dx
dx
le même que celui de la fonction tt' savoir in. Donc l'expression ^— se
réduit à une constante. En la désignant par a on aura donc
57) (lij = a . ■ — . dx,
et par suite l'équation (56) donnera
dy _. ^ dx
) ./rn /.2v■2^^ ^ Ii.im i '^
c'est-à-dire l'équation proposée.
Pour déterminer le coefficient a faisons dans (57) x infini, on obtiendra
d'après les valeurs des fonctions q, t, V
'^•^ (-eV^)-^".A*ai.X-»a,...X%,.X2(^--ai)...A2(|--«.).À2(|_a,)...À2g_a,)'
mais d'après (18) on a : /.^ (^ — «) . '-{— — «) = ^^g^ >
donc
dy a 1
dx X*ai.A*a2...X4a, (e^c*)»' or en différentiant l'équation
et faisant ensuite a:=-- on aura — ^ = — . En éaralant cette valeur à la
0 dx k
précédente on en tire:
On pourra donner à l'expression de y une autre forme plus simple à quelques égards. Eu multipliant les deux membres de l'équation (28) par (fd et faisant ensuit dz=0 il viendra
^« = f('-x-€7)('-x^)-('-ît)
OÙ A est une quantité constante. En attribuant à ;r la valeur ^ après avoir divisé par x on trouvera:
42) A = (e V^)» . aV 1 . A^s • • • A*«„ = ak.
L'expression de y deviendra donc:
45) „=. -('->-gr)('-xgr)-('-^)
^ -^ '(1— c^cn^aiX^Xl — eViX*a2x2)...(l— eac2Xaa,J:*)
11 y a encore une autre manière d'exprimer y qui est très simple. En faisant dans (28) x= ^ après avoir divisé les deux membres par .r on trouvera {tpd={e'cy.):'a^.}.hc,...).\<,,.?.d.?ia^-\-d).).{a^—ô)...).{a„-\-ô).?.{a„-ô) ^ \ =,;.^+A(^_|.c,J + ;.(c5_«J + ...+ /(c)-+«„)-}-/.((ï-«„)
formule qui a lieu pour une valeur quelconque de â.
En mettant donc 6 au lieu de â et multipliant par — on aura y exprimé
comme il suit:
3a) 3^ = 1 (eof- . 6 . ;j . A(« ^ +*^) . /.(« ^ — Ô) . . . ;.(«„ + «) • A(«,. — 0)
où l'on a fait pour abréger:
46) i = /.Vj.;.^«,.;.^«3.../.^,„.
En faisant 0 = -\- '^, 6 = -{- ~ \es valeurs correspondantes de y seront — et — donc :
" (i=4^'-''-'[Kt-".><|-"0- •'•(l-«.)]'
Si donc les (juantités f,, p^, a, y ont les valeurs exprimées par les érpiations (45, i.'>, 47), l'équation (1) sera satisfaite en déterminant convenablement le signe du second memlire. Il faut remartjuer que ce signe n'est pas le même pour toutes les valeurs de .r; mais il sera toujours le même pour des valeurs de .r entre certaines limites. Ou doit prendre le signe -\- si x est très petit; et alors ou doit conserver le même signe jusqu'à une certaine limite. Dans tous les cas le signe qu'il faut prendi'e se détermine par l'équation (56).
Le théorème de Mr. Jacobi est contenu comme cas pai'ticulier dans ce
qui précède. En effet on l'obtiendra en faisant «
Alors on trouvera «^
L \'ln+l 'iJ \'ln+\ -2.) V2« + l 2/J
rfv
rfj
V[(l-r-) (l-^î/-)] ^ " V [(l-x-^) (1 -e"-x-^-)-] Il faut prendre le signe supérieur si x est compris entre les limites -|-^(^^t-^)
et -j- /■ r '" ' • ^j et le signe inférieur si ;r est compris entre les limites
En faisant dans notre formule générale «, _—"'"+'" " où ?« + ?«' est un
nombre pair et où les trois nombres m, m', 2n-{-i ne sont divisibles par le même facteur on aura une formule plus générale que celle de Jlr Jacobi savoir celle que j'ai démontré dans les 'Recherches sur les fonctions elliptiques."
On aura dans ce cas eu faisant u=: '■ : ce^ = ct, ci^ = 2c<, «3 = 3»,...
...«„ = nr(, ce qui sufiit pour déterminer les quantités c^, e^, a et y.
Dans ce qui précède nous avons démontré qu'on aura une valeur convenable de la fonction y en prenant dans l'expression générale de cette fonction
'U'z=r '^ , /■' = o = 0. On peut aisément trouver tous les autres cas pos-
sibles à l'aide des formules (10, H, 12). Soit
et désignons par c^, e^, les valeurs correspondantes de c, et e^ on doit avoir
SO) . -^^1 = + a.
mais en faisant y = — (pu le second membre sera d'après ce qui précède égal
k à 4- — • —TT, ^ rq, donc on doit avoir
5 |A ^^i = 4- ^ 'Il
où
Selon les équations (10, 11, 12) on satisfait de la manière la plus générale à ces équations en prenant
a. V,=+ -i- V, cl = -i — , e^ = -! — ,
f \ ae^c^ y - «; ";
Ces trois formules en y faisant y-^ — . (p6 contiendront donc touttîs
les manières possibles de satisfaire à l'équation (oO).
On peut sans nuire à la généralité faire A: = 1. La 1"^ de ces formules
est la même que celle qui résulte de y = — -(fO- La seconde en résulte en
mettant — au lieu de ?/. Les modules restent par cette substitution les
mêmes. La troisième est en général différente des deux premières.
Deuxième cas. Si /.• = 0 e^ l'une des quxmtités ¥, h" égale à l'unité. Si, k étant égal à zéro, l'une des quantités k', k" est égale a l'unité il faut nécessairement que l'autre soit égale à zéro. En effet si l'on avait A'=/i"=l,
les racines /. {() + " t "'), ).{(l + ?^ + y) donneraient celle-ci
^■(o-{- ^4" Y — ~-^) = H^-\~^'^)> c'est-à-dire k ne serait pas égal à zéro
comme nous l'avons supposé. Désignons donc par ,5 l'une des quatités ilLtii'j
l'expression de qiO deviendra:
et exprimée en x.
oi) (r0 = a:-f ~. — + 2ar.2- —
' — ce X 1
?i:i) i-ry=iI:z£ÎZj
Soit comme dans le premier cas 1 — ^^^ = 0 pour .r = — on aura:
IMaintenant entièrement de la même manière qu'on a démontré précédemment la formule (28) on étîiblira la suivante:
««) '-$=}■ (' -5)('-.^5^,)('-x-(5^))('-Ml~i)
ou Ion a fait pour abréger:
o7) () = + ecx . (1 — ^c^'fP'u^x^) (1 — é^c^'iP-u^x^) . . . ( 1 — e^(?^'/?-n^x^).
En faisant d= + — on aura les valeurs de 1 + — et 1 5_ qui multipliées
— > . Cette valeur substituée dans l'ex-
pression de 1 — c^y* (00) donnera:
\—c\y'=^^J^^-^^{\—c'ar) (1— e^^A*) 1 -^ -( ...|l-
\ ■«'(!-.,)'* Kl-)*'
et par conséquent si l'on fait
^^^'^'-Kf^lhKf^)l-('-KFI)î-
Cette valeur mise dans l'équation (29) donne
1 '^•P dy
«/(^'2— CiV'2) < rfx
On voit donc que |/(1 — ^i^) doit être une fonction rationnelle de x. Il n'est pas difficile de démontrer qu'on satisfera à cette condition en supposant
que 1 — Cj^y^ s'évanouit pour x=+ A ( "~ j et on aura alors:
Les équation (24) donneront dans ce cas:
auxquelles on satisfera en prenant f:=ff'z=zO
De là résulte:
1 ec
Connaissfint ainsi une solution de l'équation proposée on aura toutes les autres possibles à l'aide des formules (10), (11), (12). Le cas le plus simple est
celui où w=0. Alors on aura en faisant c^=ic = i, ^"^=2-^-^- — :
/[(l-î-')(l-ei"/')] ' ' l/[(l-x'^)(l-e'^^-^)]
Troisième cas. Si ^- = 1.
Dans ce cas l'expression (15) de qp0 deviendra,
f^e=id -I- ;.(e+w) + i{d-\-u^) + A(e— «j + . . . + /.(o+«„)+A(fl— «„).
Or cette quantité se réduit à zéro jiour une valeur quelconque de ô dont on pourra se convaincre aisément en remarquant que 78 doit rester le même en changeant 0 -f- w en 0 c'est-à-dire -|- 9 en — 0.
La fonction ç9 étant égale à zéro si l'on désigne par ^(f' — t/'y) le coefficient de .r"""^ dans le premier membre de l'équ-ition (9) on aura en faisant pour abréger
F9 = /.-^g -I- ;.^(o +«)-!-... + ;.2(9 + cQ,
f'—ff'y = — (f'—ff!/)-F^, il'oii l'on tire,
Maintenant il n'est pas difficile de trouver toutes les solutions qui résultent de ce troiscnie .cas eu se servant de l'expression (61). Je ne m'arrêterai pas ici à développer les formules mêmes, je vais seulement faire connaître un théorème plus général que celui exprimé par les formules (48).
Théo7'ème. On aura:
V/[(l-2^^)(l — ^iV)] - /[(l— a:2)(l— e^J:^)] -I-
ou a^=k.?.— ./. /.^ — '^, e =e". [?.-.. k--...).{?i — ^)^) ,
n étant un nombre entier quelconque, —=i ■.
En supposant n impair la formule (60) est la même que celle que nous avons trouvé (48).
Si l'on fait .r = siny, y = s'inyj on obtiendra
V/(1 — e/sin^ij;) ;/(l — e^sin^ç) '
OÙ l'on pourra exprimer la quantité ip comme il suit:
67) n'' = cp + Arct. { tang rf.y[l— eV.^ (^)] J
+ Arct. { tang y . ]/[l — eV.-Ç"^^ nj)] J
En supposant 7i = 2 on aura
ip=z(p -{- Arct. (tangy .|/^(1 — e*)),
ou bien
tang (t/) — </))= tang 7) . V( 1 — <?''). (Voyez: Legendre Exercices T. I. p. 81.)
Si l'on suppose n très grand on aura à peu près e^ = 0, donc
Soit cp = — on aura •w = 11. ^, donc n-~z=.a.—-, donc — =—.—. De la ^2 2 2 2 a tz n
il résulte eu faisant n infini
/"' l9 ^ ^ 2 . /""Arct. (tango) . |/(1 — c^/.^.r)) . dx.
Nous avons vu précédemment que le nombre des valeurs inégales de l'expression /.(04-^i«i + ^V<2 + - • • + ^"»'«»') est toujours fini. On peut dans tous les cas trouver ces valeurs comme il suit.
Soient
68) {/.(O+zv's) ='^-(^+»'i«i+»V'2)'
,A(9 + W;,a^) = A(9 + ^«i«i + ^"a«2+ • • • + W'y-ifV-i), oii n , «25 «3,...??^ sont les nombres entiers les plus petits possibles qui puissent satisfaire à des équations de cette forme, m^, m^, . . .my_i étant des nombres entiers qui pourront être difiérents dans les diiîërentes équations. Cela posé je dis qu'on aura toutes les valeurs inégales de l'expression ^(ô+A'jK, -j-^-^Kj-f- . . • + kyc.,,) en attribuant à A-^, k^, . . . k,, toutes les valeurs entières et positives respectivement moindres que ?i^, n^,...n,,. En eifet si l'on avait
;.(e+/;:',«j-f AV2 + --- + A"V«^) = À(0 + Z-^«,-f Av<2 + .-- + ^V«v) où l'on n"a pas à la fois
k'i = k^, K'^=k2, . . . k'y=ky,
on en tirerait en mettant
0 — Â-,«j — k^a^ — ... — A'„,_if(,„_i — k',„am — A-„.+i«,„+i — ... — ky((y au lieu de 0
He+(A„.— /fg«„)=A(9+(A-^— Aj«^+(A',— Ag«2+---+(^'".-i— -^".--O^'-O'
ou l'on a supposé que k,„ — k',„ est la première des quantités ky — k',,.
ky_i — ^"V-u • •• <pï' soit différente de zéro. Or en supposant ce qui est permis que k„ — ^"'„ soit positif ce nombre sera en même temps moindre que w,„ ce qui est contre Thypotlièse. Le nombre total des valeurs inégales de l'expression KO-\-k^c(^-\-k.Jî^-\- . . .-\- k^dy) sera donc égal à
jt^./t^.n,.. .71,,, car il est clair qu'on n'aura ))as des valeurs nouvelles en attribuant à k , k^, ...ky des valeurs respectivement plus grandes que ?i^, n^,...ny.
Le degré de l'équation j!> — qy^Q est donc
Si donc ce degré doit être un nombre premier on doit avoir v = 1 et m =z n , Les racines de l'équation p — qijz=Q deviendront donc dans ce cas: A0, A(ô+a), /.(Ô+2«), • • • ;.(0 + (« — !)«), . ).{d-\-nu)=i'kO,
yiiQ + m'a'
et (( =
m et m' étant deux nombres entiers dont la somme est un nombre pair et qui n'ont pas le même commun diviseur avec n.
On doit remarquer qu'à la même valeur de tn répondent toujours plusieurs solutions différentes du problème général. Le nombre total de ces solutions est en général égal à 3m.
On peut de ce qui précède déduire un grand nombre de théorèmes remarquables sur les fonctions elliptiques. Parmi ceux-ci on doit distinguer les suivants.
a. Si l'équation (1) pourra être satisfaite en suppos.int >/ = ip(x) = —
où le degré des fonctions entières ^> et q est égal à un nombre composé m.n, ou pourra toujours trouver des fonctions rationnelles cf et /"telles qu'en faisant:
P^ nn îiit » — /Y ». ^ — Pi_
x^ = (fx^ J-j- on ait y = f{x^) — —,
dx, dx
dii. dx, ^1 — ff, '
le degré des fonctions entières p' et q' étant égal à l'un des facteurs m et n et le degré de p^ et q^ étant égal à l'autre.
b. Quel que soit le degré de l'équation p — qy = 0, on en pourra toujours tirer la valeur de .r en y à l'aide d'opérations algébriques. Voilà doue
une classe d'éqwations qui sont résolubles algébi'iquement. Les racines auront la forme suivante:
70) X = fonct. ration, [y, 7'i">, r^''^, r^^i . . . i',,">),
ti , n^, . . .Uy étant des nombres premiers entre eux dont le produit est égal au degré de l'équation eu question, et les r^, r^,...ry de la forme
71) ^j^tV({i-cy)ii-ey-))
où f et ^ sont des fonctions entières de y.
c. Il y a un cas remarquable du problème général, c'est celui oii l'on demande toutes les solutions possibles de l'équation:
dy dx
V/[(1— cV)(l— eV^)] /[(l — c2jr2)(i_e2j,2)]
On aura à cet égard le tbéorème suivant.
Si l'équation précédente admet une solution algébrique en xeiy, y étant rationnelle en x ou non, la quantité constante a doit nécessairement avoir la forme fi' -\-Y^ — a
où //' et // désignent deux nombres rationnels, le dernier étant essentiellement positif. Si l'on attribue à a une telle valeur on pourra trouver une infinité de valeurs différentes pour e et c, qui rendent le problème possible. Toutes ces valeurs sont exprimables par des radicaux.
Si donc on suppose que a soit une quantité réelle il faut qu'elle soit en même temps rationnelle. Dans ce cas on sait d'ailleurs qu'on pourra satisfaire à l'équation différentielle dont il s'agit quelles (pie soient les valeurs des quantités c et e.
d. Du théorème précédent, on peut par un simple changement de variables déduire ce-ci.
Si l'équation
du dx ^ — a.
où é^ = 1 — c* admet une solution algébrique entre x et y, le coefficient a doit avoir la forme suivante:
/(' et /i ayant la même signification que précédemment. Si donc l'on veut que a soit réelle il faut qu'elle soit égale à la racine carrée d'une quantité rationnelle. Cette condition remplit le problème à une infinité de solutions. Comme cas particulier on en déduit le théorème:
Si en supposant cp et xp réels et le module c moindre que l'unité, l'équation
a une intégrale algébrique entre sin g? et sin i/; il faut nécessairement que a soit égal à la racine carrée d'une quantité rationnelle et positive.
Ainsi par exemple si l'on suppose e^ == 1 — e* on aura «i=|/w comme nous allons voir.
En faisant dans l'expression (65) de y, 0 = — on trouvera, en vertu de
la valeur de Ar, ^ = 1 donc
^ Jo Vi{l-y^){l-e]y^)] J 0 i/[(l-x2) (1-6^^2)] 2«' en remarquant qu'on doit dans le second membre de ré([uation (63) prendre le signe supérieur depuis x = (i jusqu'à x-=).(^\ Cela posé en remarquant
que A le H j = ^.y- 9 ), il est clair qu on aura:
en multipliant cette valeur avec celle que donne (6o) on aura en faisant usage de la formule
qu'on obtiendra à l'aide du théorème 1.
En faisant maintenant x=pY — 1, ^ = ^K — 1 on aura en supposant p réel pour toutes les valeurs de cette (juantité:
y» - dz /» P dp
0 /[(l + s2)(l + ey^)]~X ^[(l+;'")(l + e^i'-^)]' mais si l'on fait /> = i on aura de même ^ = ^ donc
y'i ^ ^rt/*^ ^^ 0 •[(l + =2)(H-eT=2)] y^ V[(l+;^-^)(l + e-^i'^)]'
Le premier membre de cette équation est la même chose que ^ et le second
dy
la même chose que «y^^^——^^-^^ ce qui est facile à prouver, donc
Cette équation combinée avec (73) donne
c'est-à-dire
u au
Addition au mémoire précédent.
iPaus le mémoire précédent j'ai fait voir comment on pourra trouver toutes les transformations possibles, réelles ou imaginaires d'une; fonction elliptique proposée. Les modules c, e, c^, e^ pourront être des quantités quelconques. Le cas le plus remarquable est celui où l'on suppose les modules réelles. Dans ce cas le problème général pourra se résoudre par une méthode particulière, entièrement différente de celle que nous avons donnée dans le mémoire précédent. Puisque cette nouvelle méthode est remarquable par sa grande simplicité je vais l'indiquer ici en peu de mots.
Le problème général que nous allons complètement résoudre est le suivant:
"Trouver tous les cas possibles où l'on pourra satisfaire à l'équation
"différentielle:
I \ dy dx
^ V/[(l-^^)(l-''iV)] "" v'[(l-ar'^)(l-cV2)]
"par une équation algébrique entre les variables x et y, en supposant les
"modules c et c^ moindres que l'unité et le coefficient a réel où imaginaire."
En désignant par Aô la fonction inverse de celle-ci
dj;
en sorte que x=./.^, on aura en vertu de la for-
Jo Vîiî—^-Ki—c-^'^)] mule (4) du mémoire précédent
;.(( — l)"^""' 0 + mw 4- ni'co') = ÂG, où les quantités constantes ro, oj' sont (léterminées par les formules: ffx o /°i dx
") "2 J 0 v/[(l — J^2)(l — 0^x2)] o' /»7 dx
Dans le cas que nous considérons, la quantité a est réelle mais a' est Imaginaire. On aura en effet
o' /» * dx^ 1 /» c dx
c'est-à-dire :
OÙ il est clair rpie le coefTicient de "j/ — 1 est une quantité réelle. En faisant
OÙ
^/[(l — jr2)(l_62j;2)]
Le théorème II du mémoire précédent donnera donc ce-ci:
"On satisfera de la manière la plus générale à l'équation
A6' = À9 "en prenant
4) e' = ( — l)"'e4- wîcû + m'cj.]/^ — 1
"où m et m' sont des nombres entiers quelconques et w et o deux quantités "réelles données par les formules (2^ et (5)."
Cela posé soit
l'équation algébrique entre y ei x qui doit satisfaire à l'équation différentielle (1). Si l'on fait x^Kj ety = )^()' où 9 et 9' sont deux nouvelles variables et Aj la fonction elliptique qui répond au module c^ en sorte que
l'équation (1) deviendra
rfô' = + «f/9 d'où l'on tire en intégrant: 9' = f + «9 où £ est une constante." On a donc
2/ = A, (f Hr «9) ou bien en mettant -\-a pour +«:
L'équation (3) entre x et y donnera donc celle-ci
8) /-(AiCf + aO), ;.9) = 0
qui ne contient que la seule variable 9 et qui aura lieu quelle que soit la valeur de cette quantité.
Il ne serait pas difficile à l'aide de la formule (8) de trouver la fonction f{y,x)\ mais pour notre oltjet il suffit de connaître le coefficient a et ime certaine relation entre les fonctions complètes. Voici comment on y parviendra. En mettant ô + 2»îci) au lieu de 9 on obtiendi'a, en reraai'quant cpi'en vertu de (4)
A(9 4- 2mm) = M, cette autre équation
9) /■(;,i(é-j-2»mw4-«9), ;,0) = O.
On aura de même en mettant 0 + '"o^ l'oi"" 0, où i = |/^ — 1 :
10) /"(AiCf -f mam -f «9), A9) = 0.
Dans ces deux équations m pourra être un nombre entier quelconque. En faisant x = A9 on voit donc que l'équation algébrique
f{y,.T) = 0 est satisfaite en mettant pour y une (piantité quelconque de l'une des deux formes :
A,(i -\- 2)>ia(o -\- «9), P.i(« + maai -\- «9), mais m peut avoir une infinité de valeurs tandis que l'équation dont il s'agit n'a qu'un nombre limité de racines ; il faut donc qu'on puisse trouver deux nombres entiers k et k' tels que
1 1) X^ie + 2k'acû + «9) =: ?.i{s + Zkmo + «0) et deux autres v et v' tels qiie
12) ?.^(f -{- v'aai -\- o9) = Aj(i + vaai + «9).
En vertu de la formule (4) ces deux équations donneront respectivement: . „. 1 2k'am = 2ka(o -j- 2mio^ -\- m'ts^ . y — 1
\v'(mi = vajsi -\- 2fAto^ -{- /('Oj.]/" — 1 où Wj et Oi désignent les valeurs de (o et rs qui répondent au module e, c'est-à-dire on a:
dx
Cela posé les équations (15) donneront en mettant v pour k' — k et v' pour
Jil, Oi 2(1.
et (le là en comparant les parties réelles et imaginaires:
Mn\ ^ O]^ J^ ^. ^ Oi 2(1 o,
Ces deux équations donneront celles-ci:
Maintenant — ^ est une fonction continue de c, donc les équations (17) ne sauront avoir lieu que pour des valeurs particulières des modules c et c^. Si donc on suppose c indéterminé il faut que l'une des équations
19) mz=fM'z=0
ait lieu. Dans le premier cas les équations (15) et (16) se réduiront à
ui a
et dans le second cas à
^CJi "'^ IJ.V o
Mais si la valeur du module c est telle que la 1^"^' des équations (17) ait lieu, on doit avoir en même temps:
t}Q\ " i V -,// m^m:\ Oi 1 -, // m'ii.' \
et alors a est donné par l'une des équations (15).
Quant aux nombres m, m', /<, /(', v, v' il faut les prendre tels que m, Wj, o, Oj soient selon leur nature des quantités positives. Si donc on suppose, ce qui est permis, v et v' positifs, il fout que m et j«' soient du même signe et m' et f^i du signe contraire. On pourra d'ailleurs sans diminuer la généralité supposer m\ m et //' positifs et /< négatif
Par ce qu'on vient de voir on a immédiatement ce théorème: I. Théorème. Pour que l'équation (1) ait une intégrale algébrique en x et y il faut nécessairement que les modules c^ et c soient liés entre eux de la
manière que l'une des deux quantités — ^ et —^ soit dans un rapport rationnel
avec — : c'est-à-dire ou doit avoir l'une des équa<ions
OÙ k et k' sont des nombres rationnels. Si la première de ces équations a lieu mais pas la seconde, on aura en même temps
où s est un nombre rationnel. Si la seconde équation a lieu mais pas la première, on aura en même temps
23) rt = c5. ^|/_1.
Enfm si les deux équations (23) ont lieu en même temps, les modules c et Cj seront tous deux déterminés, savoir respectivement par les équations:
et alors le coefficient a doit avoir la forme:
oii (5' et d* sont des nombres rationnels.
Les conditions indiquées dans ce théorème doivent donc nécessairement être remplies pour que l'équation (1) ait une intégrale algébricpie. 11 reste encore le point le plus important, savoir de déterminer si ces conditions sont suffisantes. Or c'est ce que nous allons faire voir à l'aide de la formule (60) du mémoire précédent. Cette formule peut facilement être démontrée en faisant effectivement la substitution de ^; mais il existe une autre démonstration, tirée des considérations entièrement différentes et que nous allons donner ici en nous servant d'une fornmie démontrée dans "les recherches sur les fonctions elliptiques." Il s'agit de la formule (185) de ce mémoire
OU
29) Q=ie°', )' = e°';
les quantités to' et o' étant données par les équations
2~yo
do:
On a de plus:
où X est lié à « par l'équation
SI l'on fait e = ,./ „,=4? ^ = K(1— /) on trouvera:
da=z — b .
dy
^/[(l-3,'^)(l-cV)]
et de là:
maintenant l'équation xz=\/'{l — y*) donne
^ = V^(l-^^) = /-«, donc:/-« = A(|— |-)
et de là en mettant b ^ — ba pour a
33) }.a=f{b^—ba).
Cela posé si l'on pose dans la formule (28) 6 ^ — ba au lieu de a on trouvera après quelques réductions faciles:
04; Aa _ ^ . (i^f2) (1+^2. r2) (l + i-2 .r2) (l + f^ . r*) (1+^'^ . r^) . . .
où
an Al
35) < = e"ô", rrzre'ô"
et ^ une quantité indépendante de a.
Si l'on fait pour abréger
on aura donc:
36) A« = ^.i/^('«i^\i/;((o + a)— .tf)(w— «) — .i/;(2to + a)^.
/ \ t3 / O CJ CJ
Tti(2co — «) — • i^(3co -j- «) -H . i^i(3ca — a) — . . . xs TS vi
Si l'on fait maintenant successivement
on aura les valeurs de A9, A To + —}• • • \^ + ^^^^^w) qui multipliées ensemble donneront sur le clianip
= A''.tt> (â.J^) . xp{w, + d) - . i/.<«j —d)~. If- (2(«i 4- â)JL...
\ Oj'' ©1 0j Ç5i
OÙ on a fait pour abréger
or si l'on pose dans la formule (36) le module c^ au lieu de c et désigne les valeurs correspondantes de
/.9, Cl, o, A respectivement par
AjO, tdj, Oi, -<^i il viendra
;.i« = Ji . V^ (a ^) . i/.'(Mj -f «) -^ . If' (m, — «) ^ . . . Le second membre de la formule (37) est donc la même chose que ---. P.^d = — -. Aj( — 0 ) et par conséquent on aura la suivante
cette équation a donc toujours lieu si le module q et tel que 40) «^r^l.ii,
quel que soit d'ailleurs le nombre entier n.
Si l'on fait '/.f)=x, ).^\J^(}j=y ou aura
^ V[(\-y')(l-cM')] v[(l-x2)(l-c2a:-^)]~ '
qui par conséquent est satisfaite par l'équation algébri(jue
La valeur de ij est toujours une fonction algébrique de x. En effet si n est un nombre impair on a
et si n est un nombre pair:
. __A^ ^ KVi) -^ H 2 n) "^ v/(l— r^)
Considérons maintenant les trois cas de notre problèiVie général.
Premier cas. Si a est réel. Dans ce cas on doit avoir comme nous
avons vu « = ^. — = — • — oii n et v sont des nombres entiers et l'équa-
tion proposée deviendra:
iti\ ^ A ELi ^î
On doit avoir de plus ^ = A;. — = i^. — où m et n sont entiers. Si l'on
fait X = /(caO) et i/ = P.j(/<c5j0) où 0 est une nouvelle variable, l'écpiation (iîi) sera satisfaite, car les deux membres se réduiront à //o^^/O. Pour avoir une intégrale en a; et ;y il faut donc éliminer ô des deux équations:
46) .V z= >.{i'TS^); i^ = ;.>Ci9).
Nous allons voir que le résultat de l'élimination sera une équation algébrique en X et y.
Soit c' un nouveau module et désignons par A'6, lo', m'. A' les valeurs correspondantes
de AO, (i), o, A. Cela posé si l'on suppose le module c' tel que ^= — .—
on aura en vertu de la formule (59), en mettant /«j-Qn au lieu de ô
47) l'i^ivxs'fi) = ^^ . }.(jnm^) . A (// J/G59 -h -^) . . . ).(fi rnô + '-^ œ) ,
maintenant ayant *^==1. -^ et^="^. —on en tire ^=—- '^■, donc la même
formule donnera:
48) ;.V.o'9) =-^. A,(//i'n,9).A,(/t^n3,0+^) ... A, (/ii't3,9+^ «,).
En égalant entre elles ces deux expressions de l'{/nva'^) il viendra en faisant pour abréger
49) va^ = d', //Oi9 = ô\
Le premier monibre de cette équation os( une fonction algébrique de ).(uô) et le second une fonction algébrique de ij(r(TJ: mais ;.(//(5) est à son tour une fonction algébrique de ).d=x et f-^ivà^) une fonction algébrique de / â — j^. Donc enfin les df ux membres de l'équation (oO) sont respectivement des fonctions algébriques de x çt de i/. Donc cette équation exprime l'intégrale cherchée en X et y de l'équation différentielle (io). Pour en avoir l'intégrale complète il suffit d'ajouter à (^ ou à d\ une quantité constante arbitraire. Quant aux quantités A et A^ on doit remarquer qu'on a
Pour donner un exemple supposons qu'on demande une intégrale algébrique de
l'équation,
dy Oj dx
dans le cas où ^ = |. . - . Ou aura alors /< = r = 1, w = 2, ?« :=: 3.
Oi ^ ta '
L'équation (îiO) deviendra donc:
cVe . ;.d. ;. (d + I-) . ;. (d + |>) = rj.A • /. (^\ + ^),
c'est-à-dire :
^ ■ /(l — cV) «-i ■ ■ o ■
Second cas. Si aY^ — 1 est réel. Dans ce cas on doit avoir selon (lo),
ff = — • — i- ]/^ — 1 où /i et V sont entiers. On doit avoir de même '^-—^JL. ^.
L'équation proposée (1) deviendra
^ Ij. t3, "^ /[(i-i/'-Xi-CiV)] v/[(i-x'^)(i-c-'x-^)]
Pour réduire ce cas au précédent il suffît de faire x = ' — où z est une nouvelle variable, on aura alors — =l/ "
v/[(l-x-^)(l-c2x2)] '' 'v/Ki-^-^xi-iv^)]'
où 6 = |/^(1 — c*) et par suite l'équation (o2) deviendra en y et z:
v/(I-3^=)(l-riV)] V ■ c ■ v/[(l-=^-)(l-i'^=-)]
dont l'intégrale algébrique est exprimée par la formule (50) en y faisant
; = '/.d = — -— — — et mettant a au lieu de w. /(j-*— 1)
Supposons pai' exemple qu'il s'agit de trouver une intégrale algébrique de l'équation :
v/[(l-2^2)(l-CiV)] " V'[(l-x2)(l.-c2x2)]'
;as où (50) deviendra
dans le cas où — i- = 2. — . Ayant u :=: v = l et m = 2, « = 1 l'équation
c'est-à-dire en remettant les valeurs de Xd et },^ô\ :
v^(i— y-) Cl -^
^(i—c^^y^) Vc ^/ (0-2-1) Troisième cas. Si — ■=iV^kk', —^ z^y ~-
Dans ce cas on doit avoir en vertu du théorème 1: «=J—. — +^- —'Y — 1
où jWj f, //', i/' sont des nombres entiers. L'équation proposée deviendra donc:
et cette équation sera toujours intégrable algébriquement. En effet comme on a tant
.^ = 1. :^que^ = A-.-îi où k etk
sont des nombres rationnels, on pourra en vertu de ce que nous venons de voir dans les deux premiers cas satisfaire algébriquement aux équations
dz [J. Oj ds
v^Ki— 3*)(i— ci^s^)] T' V "Tîâ^^^^p^Xï^^^ê*^
Par la l'équation (o5) deviendra:
rfi/ rfz j ^>
V[(l-^^-^)(l-fi2i^"-)] ~ A/[(l-a2)(l_Ci23'^)] "f" v/[(l-"^)(l-«i""'')] à laquelle on satisfera comme on sait en pi'enant:
En y substituant les valeurs de y et c en x on aura une intégrale algébrique en a; et y de l'équation.
Nous avons ainsi démontré que les conditions nécessaires exposées dans le théorème I sont en même temps suffisantes.
En vertu do ce qui a «Hé exposé dans le premier cas on a immédiatement ce théorème:
Pour que deux fonctions elliptiques réelles /'(c',9'), F{r,(i) puissent être réduites l'une à l'autre il est nécessaire et il suffit qu'on ait entre les fonctions complètes
F'ic), F'{b), F'{c'), F\b') cette relation :
oo) 7i.F\c').F\b) = m.F'{b').F\c),
où m et il sont des nombres entiers. Si cette condition est remplie on pourra établir une relation algébrique entre sinS' et sinO telle que:
06) Fie, ^') = k. Ç^ . Fie 9),
où k est un nombre rationnel. On pourra ajouter que dans le cas où k = 1, 6' est lié à 9 par l'équation:
. i 9'4-Arct.(«'^.tang9')4-Arct.(«'2tang9') + ... + Arct.(a'„_,.tang9') 1=94- Arct. («1 . tang 0) -j- Ai'ct. («^ tang 9) -j- • • • + ^^l'^t- («„-i • tang 0) où a^, a^...a\, a\, «',... sont des quantités constantes données par les formules
j.gx j (tu = 1/(1 — c' . sin 29„)
** ^ («'^=>^(1— c'^sin29'„)
après avoir déterminé 9u et &'„ tels que
59) "~ « ^ ^ ^"~ « A /(l-c-^sin^O)
En prenant 7i=zi on aura la formule (67) du mémoire précédent.
11 y a un cas du problème général qui mérite d'être remarqué; c'est celui où l'on suppose les deux modules égaux entre eux, ou en d'autres termes quand on demande tous les cas dans lesquels il sera possible d'intégrer algébriquement l'équation différentielle:
o/-j\ dy dx
^ \/[(l-y2)(l-cy)] ~ '^ V[{l-s'){l-c^x^)-]'
Dans ce cas on a oj' ■= m, u' = is et par conséquent les équations (15) deviendront :
a=:~4--. :^i/-— 1= t^_Hi^. ^1/— 1
V ~ 2v o '^ v' V xa*^
et de là
Si l'on veut que a soit réel on a a = —, m'=^/=0; dans ce cas on n'aura
aucune condition pour la valeur de c, (jui peut être quelconque, mais on voit que a doit être un nombre rationnel. Si au contraire on admet des valeurs
imaginaires de a le modul c doit être tel que ^ • — = • -- d'où l'on tire
— =:i..l/r — .^-^j. En vertu de cette expression la valeur de a deviendra:
Soit — = y^k on aura xs
fl = d+(5']/A-.l/'— 1, où k, â, d' pourront désigner des nombres rationnels quelconques. On voit que pour que Téquation (60) soit intégrable algébriquement en supposant a imaginaire il est nécessaire et il suffit que
- = Y'k, a = d-\-ô'Yky—l. xs
k est essentiellement positif.
On pourra exprimer le modul c en produits infinis comme il suit:
On tire cette expression de la formule (5i) en y faisant « = — et remarquant que — = Vk etA = — . On aura en même temps le module b par cette
formule :
*r , 1— e"Vk l_c~7k l_e"7k
11 suit encore de ce qui précède que si le modul c a la valeur ci-dessus, l'équation ' ^
± z=k'Vk
ds
V/[(l_j,2)(l_62y2)] ►^ /[(l-jr^Xl — C-=X2)]'
sera toujours intôçrable algrbriquement quels que soient les nombres rationnels k et k', ](Our\u que k soit jiositif.
Il y a encore beaucoup de eboses à dire sur la transformation des fonctions elliptiques. On trouvera des développements ultérieurs sur cette matière ainsi que sur là tbéorie des fonctions elliptiques eu général dans un mémoire qui va paraître dans le Journal de Monsieur Crelle.
Remarques sur quelques propriétés générales d'une certaine sorte de fonctions transcendantes.
i if'a: désigne la fonction elliptique la plus générale, c'est-à-dire si
/r.dx -
OÙ r est une fonction rationnelle quelconcjue de x, et R une fonction entière de la même variable, qui ne passe pas le quatrième degré, cette fonction a comme on sait la propriété très remarquable, que la somme d'un nombre quelconque de ces fonctions peut être exprimée par une seule fonction de la même forme, en y ajoutant une certaine expression algébrique et logarithmique.
Il semble que dans la théorie des fonctions trancendantes les géomètres se sont bornés aux fonctions de cette forme. Cependant il existe encore pour une classe très étendue d'autres fonctions une propriété analogue à celle des fonctions elliptiques.
Je veux parler des fonctions qui peuvent être regardées comme intégrales de différentielles algébriques quelconques. Si l'on ne peut pas exprimer la somme d'un nombre quelconque de fonctions données, par une seule fonction de la même espèce, comme dans le cas des fonctions elliptiques, au moins on pourra exprimer dans tous les cas une pareille somme p.ir la somme d'un nombre déterminé d'autres fonctions de la même nature que les premières, en y ajoutant luie certaine expression algébrique et logarithmique ). Nous démontrei'ons une autre fois cette propriété. Pour le moment je vais considérer un cas particulier, qui embrasse en même temps les fonctions elliptiques, savoir les fonctions contenues dans la formule
M\ Pr.dx
i) lpx=l-
*) J'ai présenté un mémoire sur ces fonctions à l'académie royale des sciences de Paris vers la fin de l'année 1826. Note de l'auteur.
B étant une fonction rationnelle et entière quelconque, et r une fonction rationnelle.
Nous allons d'abord établir le tbéorème suivant:
Théorème I. Soit tfx une fonction entière de x, décomposée d'une manière quelconque en deux facteurs (p^x et (f^x, ensorte que q)x=(p^x.(p^x. Soit fx une autre fonctio?i entière quelconque et
2) xi<x=f-^^
^ ^ ./(j — a)v/(çx)'
OÙ a est une quantité cvnstante quelconque. Désignons par a^,, a , a.^. .
^oj <^i» '"2>--- f^^^ quantités qnelconfjues dont l'une au moins soit variable.
Cela posé, si l'on fait
j-v \{<to+a^x-\-a^x-'-[-...-{-a„.r"f.(f^x—{c^-\-c^x-\-c^x-'-\-...-\-c^x^)-.(f^x ^ \ = A.{x — x^){x — x^{x — .r3) . . . {x — x^), oii A ne dépend pas de x, je dis qu'on aura
4) f j V'.^j + f^nx.^ + e^xfx, -|- . . . _|_ f,^^■x^
ou C est une quantité constante et r le coefficient de — dans le développement de la fonction
/J 1q„ /(«„ + «! J+... + «,-r")/(9iJ)+(co + CiX+... + c..r"')v/(9^.r)\
(j — a)/9x ' '^ H«o + «i-^+--- + «''^")v^(9i-^)— (<'o + CiJ' + ...+ c„j'")/(92j)/'
suirmnt les puissances descendantes de x. Les quantités f ^ , t^, . . . f^ sojit
égales à -{- 1 oîi à — \, et leurs valeurs dépendent de celles des quantités
Désignons le premier membre de l'équation (5) pai" Fx et faisons pour abréger :
[ ea: = flp -|- ff jO- + a^x"- -f- . . . -}- a^x%
+ c.x + c^x^ + . . . + c^x^, nous aurons
6) Fx = (6.r)^ (p^x — {i^^xf. q>^x.
Cela posé, soit x une quelconque des quantités .r , x^, . . . x^, on aura l'équation
7) Fx = 0.
De là, en différentiant, on tire
8) F'x.dx-\-ôFx^O,
en désignant par F'x la dérivée de Fx par rapport à x, et par àFx la différentielle de la niènie fonction par rapport aux quantités a^,, a , a^, . . . c^, c , c^. .. Or eu remarquant que (f^x et q.^x sont indépendiuits de ces dernières variables l'équation (G) donnera:
9) dFxz=2U-.(p^x.è^x — 20j.*-.y2.r.(50j.r, donc en vertu de (8)
10) F'x . f/a: = 29 jO? . cf^x . (59 ^ x — 29.r .(p^x.àU. Maintenant ayant Fx=iQ^{(ixf.<f^x — {<)^xf.(p^x, on en tire:
où f = + 1. De là vient
(ix.(p^x = f^^x.Y{ip^x.(f<^x) = e^^x.YiV^), ^^x.cf^x = fOx . Y{(f.^x.(p^x)=iU . V((px),
donc l'expression de F'x.dx pourra être mise sous la forme
12) F'x.dx = 26.{dx.d()^x — ^^x.ôU-).V{(px).
Cela donne, eu multipliant par t . •'^ . ^ . _^ :
\/(çj:) F'x j- — a
f^\ ^ fx.ds /x.(29j-.59,j:— 2ô,;r.80x)
En faisant pour abréger
14') l{x) = 2fx{f}x .â^^x — ^^x. ÔDx),
il viendra:
fx . dx \x
{x—(f)s/{(Sfx) {x—a.).F'x^ OÙ Ix sera une fonction entière par rapport à x. Désignons par 2/.r la quantité
XX ^ -\-X^2 + %x^ + --' + X*>, et remarquons que l'équation (14) subsiste encore en mettant l'une quelconque des quantités x^, x^, . . . x^i au lieu de x, cette équation donnera
15) 2f. •^■^••^•^ -^2 ^"^ ^Sv
Cela posé, on pourra chasser sans difficulté les quantités x^, x^, . . . Xu du second membre.
En effet, quelle que soit la fonction entière Aa;, on peut supposer
1 6) }.x = {x — «) . ;. , .r + Aa,
où X^x est une fonction entière de x, savoir ^^fJZ^. En substituant cette va-
X — a leur dans (l.'i), il viendra
l(î') cy?; = 2-^ + A«.2
Maintenant d'après une foinuilc connue un aura
-' , {j; — a.)F'x Fol'
ayant égard que
Fa = A{n — .vj {a — .r.^) . . . (« ^ .v^,), donc
18) ôv=z — ^ +2 4r^.
^ Fa. ' F's
11 reste à trouver 2 -—; — . Or cela peut se faire à l'aide de la formule (17).
En effet en développant selon les puissances descendantes de et, il viendra:
Mn\ J_ Ji vJL-|-J_ v_^_i_ _|__L 2_fL 4-
^ Fa. a"'Fx^ oi-i "^F'x~^ '"^ a''-+^ F'j: ~^'"
d'où l'on voit que 2 -^7- est égal au coelficient de -— dans le développement
de —- , ou bien à celui de — dans le développement de — -. De là on voit Ft. Cl. l'a.
aisément que 2 -^— , où ).^x est une fouction quelconque entière de x, sera
égal au coefficient de — dans le développement de la fouction -~— selon les
puissances ascendantes de — . Si pour abréger ou désigne ce coefficient compris dans une fonction quelconque r développable de cette manière par ///•, on aura:
' ^ ^ F'x ^ Fx '
Or la formule (16), en divisant par F.v.{.r — c), donne
Q,\ _ jj AX 77 'AjX
^ ^^' {x-a)Fx —^^Fx' en remarquant que 77 ~. '''°^- „ est toujours égal à zéro. Donc l'exprès-
sion (16) de <)?'. deviendra
22) ôv = — -^^f- + 77 ^-^
Fa. (x — a.)Fx
Maintenant on a (li')
•/.r = 2f.i-.{f)x.è(i^.v — Ij^.v.d^x),
donc en mettant « au lieu de x,
/.« = 2/« . (9« . ()0 j « — i)^u. ()6tt).
En vertu de cette expression et en substituant pour Fa sa valeur {^af .(f a — (OjfO'-ya^j **" obtiendra
j^ 2/a.(0a.SQ,a — 9,a.5ea) , jj 2/r 0.r.50i.r— Q^j.SSj
(ôa)2.Çia — (Ojay^.Çja '' x— a" (ôa-)2.Çij;— (6,j-)2.9^" On trouvera aisément l'intégrale de cette expression; car en remarquant que
fa, <Pi«, Vî»? A'j -^^ — «5 Tr^'5 92^ sont des quantités constantes, on aura en vertu de la formule
/'pdq — qdp __ 1 j^^ /^nAn + ç\/« Y
p^^m — q^7l 2v/(»i.w) '''\p^in—q\/nJ'
25) ^, — r — ^J^ lo». ( 6aV(9ia) + 9ia- v/(92a) \ -' V^(V»)' " ve«./(9ia)— ôi». /(Çia)/
loo. / 6j. v/(9i.r) + 9iJ. v/(9.,j
^ (x — a)\/(9J:)' ' V6j:./(9iJ^)-Ôi-'^-/(Ç2J^)>'' Or l'équation (15) donne
»/ (j- — a)\/(9jr) '
donc en faisant
et désignant par f^, i^,... f^ des quantités de la forme +1, on aura la formule
If^^:x^ + fjtf'Xj + fjif'^g _j_ . . . _|_ e^^l'X^ = C_ f'^ loo- /'^°^V(9i'^) + ^«V(92C^)'\ V'9a * \ea.v'(9,a)— Oia.\/(9.2«)^ (x — a)i/(9j) *\0x.\/(9jX) — ô^j:.\/(92x) /' qui s'accorde parfaitement avec la formule (4).
Les valeurs de fj, f^,...Eu ne sont pas arbitraires, elles dépendeut de la grandeur de x^, x^, . . . a-^ et celle-ci est déterminée par l'équation
^x.}/'{(p^x)^i^j^xy((p^x), équivalente aux équations
26) U, . Vir.x^) = ,j . O.^Ti . V{(p^x^) ; ^x^ . ViVi^^) = ^A-^'^ Viv^^.^) • ■ • •
fix„.}/'{(p^x^;) = fu^^XuViffr'^'fi)-
D'ailleur les quantités e^, f^, . . . tu conserveront les mêmes valeurs pour toutes
les valeurs de x^, x^,...Xu, comprises dans certaines Ibnites. Il en sera de
même de la constante C.
La démonstration précédente suppose toutes les (quantités x^, x^,...x„, différentes entre elles, car dans le cas contraire F'x serait égal à zéro pour
un certain nombre do valeurs de x, et alors le second membre de la formule (li) se prcsentorait sous la forme 5.. Néanmoins il est évident, que la formule (2o) subsistera encore dans le cas même, où plusieurs des quantités x , x^, . . .x^^ sont égalcs entre elles.
Eu faisant x.^ = x , on aura (26)
et cela donne, eu supposant que B^xcp^x et ^x.(p^x n'aient pas de diviseur commun:
En vertu de cette remarque on aura le tliéorème suivant: Théorème 11. Si l'on fait 27) (U)'^.(p^x — {^^xy.(f^x = A.{x — xJ'"' (.r— .r.J"» . . . (x—x^)"'/^, où les fonctions entières %x.if^x et %^x.<f^x n'ont pas de di viseur commun, on aura:
Î'i^m^xi^x^ + fi»hn'-ri + fi^hn'^s + • • • + '/-W/.-^'-'-.u = c— f'^ io.y ^^- w"(9i«) + Si«- y/ (9.2^) \ A/ (ça) 'VOa.v/(Via)— 6ia.A/(ç2a)/ 4- 77 /-^ lo-T ^-^^ ^(?i-^) + ^i-^- v'(92-^) ") '^ (j— a)v/((pJ^) '^\ex.v'(9iJ-) — ©[^.^(OaJ-)/'
Si l'on suppose fx divisible par x — «, on aura f(i=zO, donc en mettant {x — «).fx au lieu de fx, il viendra:
Théorème 111. Les choses étant supposées les mêmes que dans le Théorème ïl, si l'on fait
/'fx.dx
oit fx est une fonction entière quelconque, on aura
29) f^m^x^'x^ + f^nh\\.x^ . . . -f f ,<7«„i|'.r„
__ ^1 77 -f^ io„Y^-^V(9i-^) + ^-^v^(92-r)A ^~ /(9-r) '" \9j7. v/(9iJ^) — OiJ-v/(92-ï')/
Si dans la formule (28) on suppose le degré de la fonction entière f{x) moindre que la moitié de celui de (fx, il est clair que la partie du second membre affectée du signe II, s'évanouira. Donc on aura ce tbéorème:
Théorème IV. Si le degré de la fonction entière {fx)"' est moindre que celui de qx, et qu'on fait
on aUra
30) B^m^'ipx^ + f^m^\px^ + . . . + f „?«^V'a^„
v/(9a)' "^ V0a.v/(9ia) — ôjaVCÇa*)^"
En faisant fa=z 1 dans le théorème précédent et différcntiant k — 1 fois de suite, on aura le théorème suivant Théorème V. Si Von fait
ydx ' (x — a)*V(Ç-i^)' on aura
fj7Wji^i.r^ + f-i^hV^^i + • • • + ffi^iu^px^,
1 rf'-i
(ça)* ^\6a.v/(Oia) — ô^a. v'(92a) /"
Si dans le théorème IIT. on suppose le degré de {f.vy moindre que celui de ^x, le second membre se réduit à une constante. Cela donne aisément le théorème qui suit:
Théorème VI. Si l'on désigne par if.r la fonction '{h„ + l^x+h^x^ + . . . + S,,,.j'")f/x
v/(?o + Pi-»^+P.2a^^ + --- + M")
ou v' =■ — 1 , SI V est impair, et v' = -^ — 2 si v est pair, on aura
toujours :
51) e^m^xi'ÇvJ -\- f.^m^\iix^ + • • • + f <,w«T/(.r„) == à une constante. Ou voit que v' a la même valeur pour )• r= 2/« — 1 et pour r = 2w/, savoir v' = in — 2.
Soit maiuten.int
/•/•rfx «/ v/(9^) où r est une fonction rationnelle quelconque de x. Quelle que soit l;i forme de r, on pourra toujours faire
où A> fi^i ft^i • • • /"u.^' sont des fonctions entières. Cela posé, il est clair qu'en vertu des tlu'orènies 111. et V. on aura le suivant:
Tln'orhne VU. Quelle que soit la fonction rationnelle r, expi'imée par la formule {52), en faisant
55) wx=f "'^•^ et ^•^V(9i^)+S.-^V(9.-»-)_ .
on aura toujours:
e^vi^xpx^ + f^w^ii-r., + . . . + if,inu^.'x^ = C -f Ily^ log x(^) , 1 rf*.-» /.a, , 1 #=>-! /,a, ,
'OgX'<<u,
eu représentant par r{k) le produit 1.2. 3... (A- — 1).
Précédemment nous avons considéré les quantités x^, x^, . . . a comme des fonctions de or„, a^, a^, . . . r^, e^, c^, . . . Supposons maintenant cpi'un certain nombre des quantités x^, x.^, ...x^ soient données et regardées comme des variables indépendantes; et soient x^, x^,...x^. ces quantités. Alors il faut déterminer a^, a^,...c„, c^, . . . de manière que le premier membre de l'équation (5) soit divisible par
Cela se fera à l'aide des équations (26) Les fi' premières équations i^^,y{fp,x;) = e^.(i^x^.Y{cf^x^),
donneront un nombre de ^h' des quantités a^. a^,...c^, c^ ,... exprimées en fonctions rationnelles des autres et dea-^, a:^,...Xu.\Y{'^x^,V{<fx^,---V{^Xi^')- Le nombre des indéterminées </„, a^,...a,„ c„, c^,...c„, est égal à ?« + ''+!; donc, comme il est aisé de voir par la forme des équations (5o), on pourra faire //' = w« -|- n -\- 1. Cela posé, en sul)Stituant les valeurs de a^, Gj, . . . r„, c^, . . . dans les fonctions ô.r, Oj.r, . . ., la fonction entière (Oar)*.^,^^: — (()^xY.(p^ deviendra divisible par
(.r_.r j(.f — .rj . . . (.r— .r„.).
Désignant le quotient par R, on aura
56) R = A{.T — x„,+i){x—Xu+^) . . . (x — Xf,).
Donc les f^—fi' quantités Xf,.+i, Xu'+^,...x^, seront les racines d'une équation ^=0 du degré /t — n', dont tous les coefficiens sont exprimés rationnellement par les quantités x^, x^, x^, . . . x^.; Y{^^ù^ V (^-^a)? • • • Vif^t*)- Faisons
Cj == ,^2 = f3 = ... = «/,, = 1, Vi + l^=^l".+2^^ . . . = f^. = 1,
•*>+i = Vi ' ^,« +2 =2/2' • • • '"^"^ = yy
on aura, en désignant par i|i(a:) la ioncûonj "^ ,
"* '^ I z=V — ^1J^ — ^'ij^ — %'i/3 — ... — i^y;/', où V est une expression algébrique et logarithmique. Les quantités x^, x^,...Xft^; x\, x\,'...x'^^ sont des quantités variables quelconques, et y^, y^,...y^, seront déterminables à l'aide d'une équation du degré v'.
ftlaintenant nous verrons qu'on pourra toujours rendre v' indépendant du nombre [a -\-^ des fonctions données. En effet cherchons la plus petite valeur de v'.
En supposant indéterminées toutes les quantités a^, a^,...c^, c^,..., il est clair que // sera égal à l'un des deux nombres 2n-\-v^ et 2m -{-i>^, où v^ et v^ représentent les degrés des fonctions cp^x, (p.^x. Soit p. ex.
on doit avoir en même temps: >
ju = ou > 2m -\- Vj, d'où, en ajoutant, on tire
fi= ou> m-\- ?i-\
or
donc
y' = OU> -J^— 1,
ou bien, désignant le degré de (fx par v,
38) »" = ou>y — 1.
De la on voit, que la plus petite valeur de p' est ^"~ - ou -^ — 1, selon que
V est impair ou pair.
Donc cette valeur est indépendante du nombre //i + z/j des fonctions données; elle est précicément la même que le nombre total des coefficiens d^, ô^, fTj, . . . dans le 6"* théorème. On aura maintenant ce théorème:
Théorème VIII. Soit '\\)x=J-^—^-t, où r est une fonction rationjielle
quelconque de x, et (fx une fonction entière de degré 2v — 1 ou 2v, et soient x^, .r„, ...:r„, x\, ar'^, . . . .x'^_ des variables données. Cela posé, quel que soit le nombre //j-j-iWa des variables, on pourra toujours trouver au moyen d'une équation algébrique, v — 1 quantités y ^y V ^^ • • • y r-\i telles que:
3î)) \ '^'^i "'" ^''^•' "!"■••+ '^''^'"' ~ '^^'i ~ '^'•^'■i — ... — V'•^•'^, (= *'-f-fi- V'»/i + ^,'/•.'/•2 + • • • + f'-iV^,'-i,
V étant algébrique et logarithmique, et e^, e.,,... f,_i égaux à -{- 1 ou à — 1.
On peut ajouter que les fonctions y^, y.,,---y,'-i restent les mêmes,
quelle que soit la forme de la fonction rationnelle r, et que la fonction v ne
change pas de valeur en ajoutant à r une fonction entière quelconque du degré
Les équations (33) qui déterminent les quantités a^, a^,...c„, c^,... deviendront en vertu de la formule (59)
/Ô.r, .V{cp,x^) = ^^x^Y{cp,^x^), 9.r'^ Yi^p ^x\) = — 0'^x\ .^(y^^g, 40) )'*-^-2-l^(yi^-2) = 6 1^-.- 1^(^2-0, 6;r'.^.K(r/)^.rg = _ ^^x'^Y(fp.^x'J,
(ea;^,.l/(9?,a;„_)=9^a;„_.l/(y,,.r„_), Wf,^Y(Vi^'f^,)= — ^i^'f^-Vi^Pz^'f.)' Pour déterminer f^, f, , . . . f,.-i, on aura les équations:
41) ]^y-,-Viv x,y.J = f J ,y., . Vi7.,y.dy
iiCS fonctions y^, y^, • • • J/v-i sont les racines de l'équation
42) (Si/)--9iy — (Siy)'-9-2y -_o.
(^ — ■ri)(^— ■r.,)...(5^— J„,)(ir— x'i)(^— x'.,)(^ — a'„ )
Le degré de la fonction ^y est 71^— — ^'- et celui de 0,y est
m = Il -f- r , — »'.
La formule (39) a lieu si plusieurs des quantités x^, x^, . .. x\, x'^,... sont égales entre elles, mais dans ce cas les équations (40) ne suffisent plus pour déterminer les quantités «„, a^,...Cf,, c^,...; car si p. e\. x^=x^ = . ..=Xk, les k premières des équations (iO) deviendront identiques. Pour avoir les équations nécessaires dans ce cas soit pour abréger
Gj;.1/(9j^) — ^^x.y{(p^x) = ).x.
L'expression — ■- — doit avoir une valeur finie en faisant x = x^. De la on
tire d'après les principes du calcul différentiel, les k équations 43) ;.x, = 0, ;.'.r^ = 0, '/."x^ == 0, . . . Âf'^-'>;r^ = 0, et ce sont elles, qu'il faut substituer à la place des équations
Ix = 0, hx^ = 0, . . . /.Xk = 0, dans le cas ou x^ = x_^ = . . . x^.
Note sur quelques formules elliptiques.
fl ai présenté plusieurs formules qui tiennent au développement des fonctions elliptiques qpcf, fa, Fu, dans le cas où les modules e et c sont réels. 11 sera facile de tirer de ces formules d'autres formules analogues pour le cas où c' est une quantité négative. C'est ce que nous ferons voir.
Soit pour plus de simplicité c = 1. Cela posé, si l'on fait
1) ;.« =/•("- — ba\ où b = î ,
on trouvera aisément, en vertu de la définition de la fonction f, que
en faisant
X = ).a et c =
Donc le module c est plus petit que l'unité, et comme on a 6 = |/'(1 — c% b sera son complément.
On trouvera aussi
rfO
2 Jo v/(l_x2)(l — 62x2) J o
V/(1 — 62sin26) ' Si l'on fait
4) ;.'« = Y{\ — A*a), Va = YiX — c^AV),
on aura encore
et en faisant
n\ ^^ /*T d% xa' /•
' 2 ~~Jo /(l — c^sia^O)' 2 "Vo
>/(!— ô^sin^e)
on a, en vertu île (3) 7)
ta
- = — -, W = htù\ BJ := fto'
Considérons maintenant tVabord la formule (18o) pag. 216, qui donne la valeur de fa. Pour en tirer celle de la fonction A«, il suffit démettre ~ — b.a
à la place de «. Faisons a = — — h.O et pour abréger,
(» = e , r=.e alors la formule (183) donne sur le champ:
ES
OU
Or on a
et
(1 ,.2.»+l)a (p^m ^j-1 _ ym+1^2 __ ( J ^2 ,.2m) (1 _ ^-2 . ^.2».+2)
(1 -)_ ,.2m+l)2 _j_ ^^,.m _ ^-1 ^.,„+1^2 =ZZ (1 -)_ p* . r.2m) (1 _j_ p-» , ,.2'»+2)^
par conséquent l'expression de W deviendra en développant:
Avec la même facilité on tirera des deux formules (184) et (186), en y faisant
10^ 7je=A -?^ (l-p2..)(l-p-2.,.)(l_p2.^3)(t_p-..^3) ^ ■ l + p2 (l + p2.r2)(l + p-2.
p-' (1 + p"^ . /■2)(1 + p-2 . r2)(l + p2 . r*) (1 + p-2 , r*) ^„ _2^ (1 + p^.Q (1 + p-^.r)(l + pa.r3)(l + p-^.r3)
où ^', ^" sont données par les formules
YA«— (i+'"-)(i+'-*)(i+'-'')
On pourra trouver d'autres expressions pour A, A\ simples et qui donneront des formules très remarquables Si l'on fait dans la formule (9):
A" encore beaucoup plus
on aur.*):
).ti et
-m- — — Tf
donc en substituant,
f\ + r 1+r» 1 + rS y
T"" VT^^' ï=75~" TlTTr- •;' c'est-à-dire, de vertu de la formule (8')
d'où
Eu faisant dans l'expression de ):d:
on a
et donc:
d'où l'on tire en vertu de (12):
Enfin si l'on fait dans la formule (11) 6= ^, on trouvera.
■/.'•O = ]^(1 — c"") = b, (>* = r, donc
et par suite
2v/r En comparant ces valeurs de A, A', A" à celles plus haut, on en déduira ces formules :
14) i^c = h:zL. ^-'\ }-'" ...,
15) l/^ = V2.Vr.\±^.l±l
dont l'une est une suite des deux autres.
Si dans l'expression de Xd, après avoir divisé les deux membres par
es
on fait 0-=0, et qu'on remarque que
-^ =z 1, pour 6 = 0,
on obtiendra
17^ vc i/^ — (i-^^xi-^^jg-^-^)---
De là on tire, en substituant la valeur de Yc:
^ V TZ ~ (l-r)(l + r-^)(l — /■3)(l + /-4)...
= (1 + rf (1 + r^f (1 + r'f . . . X (1 — ?'') (1 — r*) (1 — ?•«) . . .
=((l+r)(l+7-')...(l+^-*)...)Vi+'-)(l+>-')(l+^-')-X(l-?-)(l-»'')(l-^')-" A l'aide des formules (16, 14, 18) il est facile de trouver l'expression des
produits infînis
En effet, si pour abréger on fait
^ lP'=(l + r^)(l+0(l + 7-«)...
et quon ait égard à la formule
les formules (14, 16) donneront sur le cbamp: d'où l'on tire:
Cela donne les produits P et P'. En les multipliant entre eux, il viendra:
Vh
De mênip la forniulo (18) donne, en substituant les valeurs de P, P':
l/-^ = P».P'.(1 —r)(l — ?-Vl — ?•").. ., et de là:
22) (i_,.)(i_;.^xi_.3)... = .li4£.-|/^,
formule due à 31. Jacobi (Tome III. pag. 195 du journal de M. Crelle, où ce géoiuètre en présente plusieurs autres très remarquables et très élégantes).
Des formules démontrées précédemment on peut tirer aisément un grand nombre d'autres.
En voici quelques unes des plus remarquables. Si l'on fait pour abréger
on aura
04^ )(^'A— '^ .Va sin.r l-Vc"^2x + y^ l-2g4co.2x + y>' -*; '\^-^;— 7^- ''9-^'n-^-l_2^ ^„,2^^ç2 1-293 cos2x + ç«-- •
25) ;■{^.^•)^2^/lry■cos.r.^^'f-f"^^;^?;;-"-•f^t.. ^ Vtc / F c ^ ' 1 — 2? cQs'lx+q^ 1— 2^3 cos2j- + jfi
Ofi^ :'/î:*!:r^— T/A l + 2ycos2j + ?-^ 1 + 2y3 cps 2.r + g^
Ces formules ont été déduites respectivement des formules (10, 9, 11), en changeant c en b, et en faisant ensuite
En comparant ces valeurs avec celle que M. Jacobi a données pour les mêmes fonctions à l'endroit cité, on parviendra à des résultats remarquables. Savoir, en faisant dans la formule (5) de M. Jacobi, k = c, on aura :
Îl +2q cos 2j + 2q* cos 4x + 2q^ cos 6j + . . . 1 — 29cos2x + 2q* cos 4x — 2^' cos 6j + . . . (1 +2ycos2j + y'')(l +2q^ cos2j+9°)(I + 2yS çqs 2.r 4- ?'")•• . (l — 2j cos 2j: + î2)(i_2j3 cos 2j + q'^){l — 2q^ cos 2s + y»") . . .
formule qui doit avoir lieu pour des valeurs quelconques réelles de x et q, en supposant q moindre que l'unité.
En prenant les logarithmes des valeurs de /. (^ xj etc., on trouvera après quelques réductions faciles:
28) logA^— a;j = log2— ilogc— 1^. ^Ti-f logsin:r
+ 2(cos2:r. -^-+|co.s4.r.jl!^ + ^cos6.r. j?L4_...),
29) log A'f — .r) = log2+ ^logô — jlogc — ^ ^ ti -(- logcosa; + 2(cos2a: ? |-icos4ar. -^^ 1- 1 cos6:r.--?— -• + . . .),
30) logA"(^;r).-^log6+4.(cos 2.r. j-?^^ + |cos6:r.^ + ...). En faisant a: ^ 0, on trouvera :
En posant dans les formules (206) et (207) pag. 220: « = 1 _ ^^ on
trouvera les expressions suivantes :
35) ;. ("^x) = ^,.Yq. Uin x.-^ + sin3:r. -^ + sin5:f . -^ +••.),
34) A'f-.r) =4^.lA/. fcos^. --— + cosS.r.— ?- 4-cos5^. ^+ . . .),
Ces formules offrent peut-être les plus simples expressions des fonctions elliptiques en quantités connues.
Voici encore deux autres formules, ({u'on déduira des équations (204) et (205) pag. 219, en y faisant « = -5 f'^:
> ^ ' c'-a' V 1+r 1 + /3 ' l+rs P
>* ^ ' CCJ' \ 1 — r 1 — r' ' 1 — r* /
où r signifie la même chose que précédemment.
Il y a à remarquer que les quantités r et q sont liées entre elles par l'équation:
37 ) log ?• . log ^ :=: n^.
A l'aide des expressions des modules c et b données plus haut, on pourra trouver une relation générale entre les modules de deux fonction elliptiques
qui sont réductihies lune à l'autre. En eflet on pourra démontrer, comme je l'ai fait (voyes pag. 28.'>) que si deux fonctions elliptiques réelles:
^ ^'' ^0 v(l — c- silice)' ^^' > Jo V(l— c'-^siii^O')'
dont les modules c et c' sont moindres que l'unité, peuvent être réduites l'une à l'autre à l'aide d'une relation algébrique entre sin Q et sin 6', on peut trouver deux nombres entiers vi et n, tels que l'équation
' "Jo i/ri — c^sin^e) Jo
\/(l — c^sin^e) J o v(l — 6'*siii*ô) n n
'Jo v/ (1—62 silice) ' J ç,
• (1— 62siii2ô) Jo v^(l — c'^sin^O) soit satisfaite. 6' est le complément de c', savoir b' = |/^(1 — c'*).
Si cette condition est satisfaite on pourra toujours déterminer sin B' algébriquement en sinfl de manière que
où a est un coefficient constant.
Cela posé, désignons par lo", o", ?•', q', les valeurs de w', es', r, q, qui répondent au module c', on aura en vertu de la formule (14):
^C' = il-r')(i-r'^)il-r'^)-..
OÙ r' = e °° . Mais l'équation (30) donne :
donc
c'est-à-dire :
Donc on a ce théorème:
Une fonction elliptique réelle étant proposée, si son module c est donné par la formule:
0/i ««?■« le module de toute autre fonction elliptique réelle, réductible à la
première, en mettant au lieu de r la puissance r^ , oii n et m sont deux
nombres entiers et positifs quelconques, c'est-à-dire, on aura en désignant par c' le module de la nouvelle fonction:
42) i^C = (l-r^Xl-r'^)(^-r'^)--- .
En faisant
45) f, = i/2.|^^.lti!.l±^.l±4...
on aura encore la formule suivante:
44) y-c' = V2.y'q^.l±i^.^±iJ-^J±l.
Dans le cas particulier où le module c est 'Y\-, on a i3' = a)', donc:
r ■=. e'" =■ q. De là il suit que le module c de toute fonction elliptique réelle, qui est réductible à la
fonction /* — — j — r-^ j est donné par la formule :
45) Vc =
2ti: 4ii 67C
ijl l + e' ^ l + e ^ l + e f^
l + e H- i + e" 1^ l + e~l^ où (i est un nombre rationnel quelconque.
Au reste c pourra toujours être exprimé dans ce cas en termes finis à l'aide de radicaux.
Si l'on suppose b'=.c, on a c' = b, o)" = w', a'' = w', mais:
xs" ma' 6)' '
donc:
ts ' m
De là nous concluons:
Si deux fonctions elliptiques réelles, dont les modules sont leurs compléments réciproques, peuvent être réduites l'une à l'autre le module sera donné par la formule:
46) Vc =
j_p-Tc/|x i_e-3n;/(i j_e-5TC/ix
et son complément 6 par celle-ci:
z 3tc 5t
1 + e ^^ 1 + e ^1^ 1 + e ^^ OÙ ^ est un nombre rationnel quelconque.
Nous ajouterons qu'on a en même temps:
48) F{b,^') = kVf,.F{c,^},
où k est UD autre nombre rationnel.
Cela donne immédiatement le théorème suivant: Si l'équation différentielle
tn\ ^ ;_ „ ds^
est intégrable algébriquement, il faut nécessairement que le coefficient a soit égal à la racine carrée d'un nombre rationnel et positifs en supposant que les quantités A, B, C, et a soient réelles ; et si a a cette forme, on pourra trouver une infinité de valeurs convenables pour A, B, C.
Nous terminerons ces remarques par la démonstration d'une formule curieuse, qu'on tire de l'équation (20) savoir de la formule
(1 +,.)(! + ,.3)(1 +,.a) . . . = KS. -4^.
V{hc)
En y changeant c en b, b se changera en c, et r en q, donc:
V(bc) En comparant ces formules, on voit que l'équation
SO) ^- {^ + r){i + r^){\ + r^)...^~{i + q){l + q'){l + q'')...,
a lieu toutes les fois que les quantités r et q sont moindres que l'unité et
quelles sont liées entre elles par l'équation
log r . log q = -^'.
Il existe un grand nombre de relations semblables entre q et r, par exemple la suivante:
]/[loî,^(-l)].(| + r + r^ + .•' + r^^.0=l/[Iog■(l)].a + y+9* + ry» + .^^^^
qui est due à Mr. Chaïuhij {Exercices de mathématiques). On pourra la déduire de la formule
j/^: = 1 + 2<? + 2^* + 2/?^ + . . ., donnée par Mr. Jacobi, en y cliangeant c en h.
xvn.
Sur le nombre des transformations différentes, qu'on peut faire subir à v?ie
fonction elliptique par la substitution d^une fonction rationnelle dont
le degré est un nombre jn'émier donné.
k^oit pour abréger
1) ^ = {\ — x''){X — c•'x% A' = (l — /-)(1 — c'V) et supposons qu'on satisfasse à l'équation différentielle
2) A = «.iL
en y suljstitxiant pour y une fonction rationnelle de x de la forme
où 2n -|- 1 est un nombre premier et au moins un des coefficiens ^2„+i et 5.2.i+i est différent de zéro. En supposant, ce qui est permis, la fraction précédente
réduite à sa plus simple expression, nous dirons que -^ se transforme en «. —
par la substitution d'une fonction du degré 2n-{-l.
Il s'agit maintenant de trouver toutes les valeurs différentes de y «jui répondent à la même valeur de 2«-j-l. Si l'on fait
et qu'on désigne par A9 une fonction de 9, telle que 5) d^ = -^ pour X = ;.9,
et en outre
A(0) = 0, il suit immédiatement de ce que j'ai dit sur le problème général de la transformation des fonctions elliptiques dans le mémoire XIII., qu'on satisfera de
la manière la plus générale à l'équation -^ ==«.—- dans le cas où i52^j=0,
en prenant
|y ^ ■ (i _c2X2a.x2) [1— c2X2(2a). JT*] ... [1 — c-^\\no.).x'^'\ '
a = '-^. (/«.i(2«)...;.M)^ où « est une quantité de la forme
TM et 7W* étant deux entiers. Maintenant, ayant trouvé cette solution, il suit encore de la formule (ol) du mémoire cité que toutes les autres valeurs de y
seront de la forme ^ ,'^^'^ , où y est donné par (o), et p, f, g, o* sont des
quantités constantes qui doivent satisfaire à l'équation
Cette équation donne vingt-quatre systèmes de valeurs différentes. On trouve ainsi qu'à chaque valeur de « répondent 24 valeurs de y et douze valeurs du module à. Mais comme les valeurs de y sont deux à deux égales, mais de signes contraires, nous n'en compterons que douze. Par la même raison nous réduirons le nombre des valeurs de c* à six. Cela posé, si l'on fait pour abréger:
= Ma(|-+«)---^(|-+ ^«)]'; à=c-HQ,a.).{2a)...l{na)y,
on trouvera aisément ces valeurs correspondantes des trois quantités c', «, y: I. II. III. IV. V. VI.
l— êV /'l + sV /'ï— "Y /1 + "V
' ' V^' \\Tl) ' Vï=^/ ' ViT^/ ' Vi-«v' '
I « = + - , + fVf, + 1 (1+.)=/, + 1(1-0% ± - (l+"0% + \iX—^i)%
"ïT' T * ^ 1+ s v^.p 1 — £ i'+5.j» 1 + Ei «+5-P-»' 1 — £»' t>Hh5-;>-»' » ^ ^' 1 — s'w+ô./»' l + £'f+6.;>' 1 — SI »+ô.j<.» ' 1 + £»■ i^+â-î»-» '
On voit qu'à chaque valeur de à correspondent deux valeurs différentes de la fonction y. Maintenant si l'on attribue aux nombres m et m} des valeurs entières quelconques, on aura toutes les -solutions possibles de notre problème. Or parmi ces solutions il n'y aura qu'un nombre fini qui seront différentes entre elles. Cherchons d'abord les solutions différentes qui répondent au premier cas, savoir c* = t* et y =■ — — • Pour les trouver soit
a} une valeur de « et désignons les valeurs correspondantes de y, p, v, ê, e par y^, p^, v^, è^, t^. Cela posé il est évident, que si y^ doit être égal à+y, on doit avoir:
Or en vertu de (8) on ne pourra avoir 2>^ = p, <» moins que les quantités /.'«, A*(2a), ... /*(««) ne soient, quoique dans un ordre différent, égales à celles-ci:
Soit donc
où fi est moindre que n. On en tire Ac<* ^ + /(/'«) et de là, en vertu du théorème II. du mémoire XIII:
a* = km -\- Ar'w^ -j- fia, où k et k^ désignent des nombres entiers quelconques. Cela donne
et puisque
;.(6 + (2,1 -f 1)«) = Â9, et 2rt -|- 1 est un nombre premier, il suit que
Donc les solutions qui répondent à a et a^ sont précisément égales entre elles.
Soit d'abord m} z=.0 en sorte que « = ^
ma
Si l'on fait k^ = 0, et qu'on détermine les nombres k et /( de la manière à satisfaire à l'équation
on aura
On voit par là qiie la solution qui répond à « = "*" est la même que
celle qui répond à « = , quel que soit m.
Supposons maintenant m^ différent de zéro, on aura
Si l'on détermine les deux nombres entiers [i et k^ par l'équation
-^2re+l 2b + 1
et h par celle-ci : h + -1^
2« + l 2«+l' où y est positif et moindre que 2w -\- 1, on aura
1 o* + vo
2m H- 1 ' On voit de là, que pour toutes les valeurs différentes de v et yt, il suffit de donner à « les valeurs:
oi+2no
oi+2o
-^ 2b + 1' 2w+1' 2« + 1' 2b+1''' 2n + l Or toutes les solutions ainsi obtenues seront effectivement différentes entre elles; car si l'on attribue à « et à «^ deux valeurs différentes de la série (10), il est clair qu'on ne pourra satisfaire à l'équation
u} ■=. k(ù -j- k^w^ 4: i.ia, qui exprime une condition nécessaire de l'identité des deux solutions qui répondent à « et à «^
Donc le nombre des solutions différentes qui répondent à y= — — est
2w + 2. Maintenant si l'on attribue à « toutes les valeurs (10), les formules (9) donneront 1 2. (2?^ + 2) solutions, et il est évident que toutes les 12.(2«+2) valeurs correspondantes de y seront nécessairement différentes entre elles. Cependant il ne répond a ces 24.(m-j-1) solutions que 12.(w+l) valeurs du module. Il faut ol)server que la conclusion précédente n'a pas lieu pour le cas particulier où n = 0. En effet, dans ce cas y n'aura que douze valeurs différentes, car les deux valeurs a = co, a = w^ auxquelles dans ce cas se réduisent les quantités (10), donneront pour y une même valeur, savoir y = x. 11 faut remarquer également que le module c ne doit avoir les valeurs zéro et
l'unité. Dans ces cas la fonction / — n'est plus une fonction elliptique, mais
circulaire ou logaritbmique.
On pourra mettre les huit dernières valeure de y (9) sous une autre forme qui est à quelque égard plus ('légante. En effet on pourra démontrer qu'on à
y^. , ...(l—2k.,yc.x-\-cx%
v—â.py—l={l—xV—c){î—2ky—c.x—cx') {l—2/iiy—c.x—cx^)„.
. . . ( 1 — 2k\ Y— ex — cx^).
En changeant le signe de x, ou aura des expressions semblables pour v-\-d.p Gt V -^ d.p.y — 1, Les quantités k^, k,^, k^, . . . k„ sont données par la formule
f, Mt^«)
Pareillement on a
où A(9) désigne la quantité
__ Hv
Donc le numérateur et le dénominateur de la fraction (5) qui exprime la valeur de y, se trouvent décomposés en facteurs dans tous les cas.
Dans le cas où le module c est moindre que l'unité, les équations (9)^ nous font voir, que généralement les modules des transformées sont imaginaires, excepté ceux qui répondent à
a = et a « = ,
et en même temps à l'une des solutions I., IL, III., IV. Il n'y a doue que huit modules réels. Si l'on ne désire que ceux qui sont moindres que l'unité, on n'en aura que quatre. Cependant il pourra arriver, c ayant des valeurs particulières, qu'un plus grand nombre des modules transformés sont réels. Je ferai voir dans une autre occasion, comment on pourra trouver toutes ces valeurs particulières. Pour le moment je ferai connaître une manière d'exprimer toutes les valeurs du module c^ à l'aide de produits infinis.
Si c est moindre que l'unité, co sera une quantité réelle, m* au contraire sera imaginaire ; car on a
c'est-à-dire, si Ion fait
iO
ou
on aura
13 /• ^ dx
^Jo V/[(1-^^)(1-6'^X'^)]'
où a est une quantité réelle comme m. Cela posé les 2n-\-2 valeurs de «
deviendront :
o ciî + o n32 + (2« + l)o
2«+l' 27i+l ' * ■ ■ ' 2« + l A la place de ces valeurs on pourra aussi mettre celles-ci:
o Gi t3/+2o a?+4o OT + 4«(>)
ou f.
Eu faisant <•=!, e = ~ (formule 189. pag. 217), et mettant ensuite
bco et hrs au lieu de « et es, et enfiu « = 0^" — ôj, on trouvera )A=fa et la formule donnera en vertu de quelcpies réductions faciles :
,^.,, 2 ,V ./. N [l-Veos(Ço).,^][l-2,^cos(^N)^çs]...
12);/V= lA/.Sin(_ô)
ts
[l — 2y . cos (— o) + ?2 1— 2?=" cos (^ s) + î* ] •
OU </ = e
Pour avoir la valeur de s (8), il suffit de chercher les valeurs de 7.[^ + «) A (^ -|- 2«j, .../. (^+ ?/«) au moyeu de la formule précédente, et de les
multiplier ensuite entre elles. D'abord si Ton fait « = ^ " ■ on trouvera aisément ^ 2m + 1
De même si l'on fait et pour abréger
ormule :
sin
on parviendra à cette formule:
Donc on voit, que pour avoii' toutes les valeurs tic ^, il sulTiit de substituer dans l'expression
> ^ ^ Vl + o 1 + 93 l + «^'"-i )'
au lieu de q, 2w + 2 valeurs /?*"+S </-"+», d^ ff'+\ d^ tf"+\...ôl".q'^"+\ où 1, dj, d*,...sont les racines de l'équation (5-"+* ^ 1. Deux seulement des valeurs de f sont réelles, savoir celles qui répondent à la substitution de 0^"+*
et ^^"■'"S c'est-à-dire à
(( = et u =
Il suit encore des formules précédentes que toutes les 2n + 2 valeurs de s sont nécessairement diflérentes entre elles, excepté peut-être pour les cas de valeurs particulières du module c. Ayant trouvé les valeurs de s, on aura celles du module c* à l'aide des équations (9). Il y a à remarquer que l'expression (lo) est précisément la valeur de l^c, con)me on peut le voir en faisant 6 = -^- Dans le cas où l'on suppose y de la forme — .«', le module
r*, suivant I. (9) sera égal à t^, donc j/c^ = f. Par conséquent dans ce cas le module c se cliangera successivement dans toutes les valeurs du module c*, si l'on remplace dans la fornuile
271+1 2n-|-t 2n-t-l in+l
q par q^"+\ Vq, (5j/ </, à\V q, . . . à'\^^q.
Ce théorème s'accorde parfaitement avec le théorème énoncé par Mr. Jacobi dans le tome III. pag. 195. du journal de Mr. Crelle. Seulement à l'endroit cité la fonction de q, qui exprime la valeur de |/r, est présentée sous une autre forme. Donc on trouverait immédiatement le théorème de ce géomètre, si l'on pouvait parvenir à démontrer l'identité des deux fonctions
17^ Va (l±^ 1 + ?' y_ ?Uy^ + /^%... ^ '^-''Vl + y l + çs J l+25-+2ç9+2yi6+...
On pourra encore démontrer qu'on aura les 2w -\- 2 valeurs de f\ en mettant dans la formule
iO ■'
les quantités r'"+\ Yr, dV'r, d'^yr, . . . ()*"|/?-, au lieu de r, la lettre r dé-
sio'naiit la quantité e ° . Donc cette quantité est liée à q par l'équation
Pour avoir la valeur du coeftlcient a il faut connaitre celle de «5 (8). Or on pourra la déduire aisément de la formule (12), en y faisant f) = «, 2«...w«. On trouve de cette manière que les valeurs de d qui répondent respectivement à
o ai zsi+'it) Tst + 4n(ù
" 2«+l' 2n + l' 2h + 1 '"'~~2n + l ' sont égales à la valeur de l'expression
2n+l 2n+l 2n-fl 2n-f-l
en y supposant au lieu de q les valeurs q^''+^, y q, d^q, d\yq, . . . d\"Yq-
Théorème général sur la transformation des fonctions elUptlques de la seconde et de la troisième espèce.
^i une intégrale algébrique f{y,x)=^0 satisfait à l'équation
dy dx
^/[(l-3/■')(l-c'V-)]~'^■ i/[(l-a-*)(l-c*x^)] ' on aura toujours:
OÙ A, B, n sont des quantités données. A', B', m, k des quantités constantes, fonctions des premières, et p une certaine fonction algébrique de y et x. Il est très remarquable que les paramètres m et n sont liés entre eux par la même équation, que y ai x; savoir /"(?«, n) = 0. Dans le cas où n est infini, le premier membre deviendra seulement une fonction de la seconde espèce et dans ce cas on pouira démontrer que
où V est une fonction algébrique des variables x et y.
Au reste il est aisé de démontrer la fonmile («). 11 n'y a qu'à différentier
l'équation
/dx /» dy
v/[(l-x-^)(l-cV)] —J v^[(l-2/^)(l-c'V)]' par rapport au module c. Je me réserve de donner dans un autre mémoire des développemens plus étendus sur le théorème ci-dessus.
Théorèmes sur les fonctions elliptiqnes.
iia formule donnée par 3Ir. Jacobi dans le tome 111. pag. 86. du journal de M. Crelle peut être établie facilement à l'aide d'un théorème que nous allons démontrer dans ce qui suit.
En faisant if 9 = x, on aura, en vertu de ce qu'on a vu dans le §. 111. du mémoire Xll. pag. lo7,
où R est une fonction rationnelle de x, le numérateur étant du degré {2n-\-Vfet le dénominateur du degré {2n-\-ïf — 1. L'équation (1) est donc du degré {^n-^lf et ses racines peuvent être exprimées par la formule:
en donnant à m et /i toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à 2rt incl.
Soit pour abréger
l'expression des racines sera:
4) x^ ç?(ô + mu -f- //,')').
Cela posé, nous allons démontrer le tbéorème suivant:
Théorème 1. Soit t/9 une fonction entière quelconque de la quantité <f{^ -\- mu -\- fiij) qui reste la même en cliangeant 6 en 0 + " ^^ <'" ^ ~i~ l^- Soit V le plus grand exposant de la quantité çO dans la fonction ifO on aura toujours
5) i/'9=/> + <?./"(2?î4- 1)0.jP(2«4-1)9
oh p et q sont deux fonctions entières de (f.{2n -\- 1)^, la première du degré
V et la seconde du degré v — 2
Démonstration. En vertu de la foiinule (10) pag. lio. on a
,.(U _1_ nn, _L- „B\ — 9S -firha. + ^J-^) • F{,na + ;j.g) + 9(;»a + jx^) ./S . Fh <f\^ -f- ma -t- ^,p) _ i+e*ci'.9^(»na + iJ.p).ç'^9
Cela l'ait voir «pie \p^ pourra s'exprimer ra(ioiineIIpinent en çiO et /O . F^. Or le carré de f^.Fti est rationnel en c^O, savoir
(fi}.FDf= (l — c\'0) (1 + c-'ff^), donc on pourra faire en sorte que l'expression .de \p() ne contienne la quantité /"O./^O qu'à la première puissance. On pourra donc faire
7) v'9=Vi(t0) + V'..M)./-0.F0,
où •V'i(ff^) '^t 1/^2(^6) sont des fonctions rationnelles de çjO.
Si Ion met o) — 0 à la place de 0, on aura, en remarquant que j;(w — 6) = çO, /"(w — 6) = — A ■'^(w — 0) = F9 :
8) i/'(w — 0) = V-'.Cf 0) — 1/^,(7 0) ./'O . FO. Des équations (7 et 8) on tire:
Considérons d'abord la fonction ^/'^(yO). En y mettant 0 + « au lieu de 9, il viendra:
or on a 'i/'(9-|-«) = '/'^j et par conséquent aussi, en mettant w — a — 9 au lieu de 9:
<|'(co — 9) = 'f (« — « — 0) ; donc
n'i(ff{^ + «)) = è (v^9 + v(« — 0)),
c'est-à-dire
On aura de la même manière:
La première de ces équations donne, en mettant successivement 0+«, 0-(-2«,... . . . au lieu de 9 :
11) Ti(9^(9 + WfO) = V'i(']F9), où m est un nombre entier quelconque.
La seconde équation donne également
d'où, en mettant ^ -\- mu au lieu de 0, et ayant égard à l'équation (II) on tire:
12) rp^(cp{(i-{-ma-\-f,fi)) = ^■^{,f^).
Donc la fonction i/'i(ffO) reste la même, en y substituant au lieu de ^9 une autre racine quelconque de l'équation (1). En attribuant à m et /i toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à 2n et puis ajoutant, la formule (12) donne:
15) t/.,(7 0) = (2^^, . f »f ^^^ • ('He + »î« + //,'?)).
Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symétrique des racines de l'équation (1), donc on pourra l'exprinier rationnellement par les coefficiens de cette équation, c'est-à-dire en 7(2«-f 1)9. Soit
la quantité p sera une fonction rationnelle de (p(2n-\-\)^. Or je dis que p
sera toujours entier. En effet soit y(2«+l)9 = ?/ et]j=^, où p' et q' sont
des fonctions entières de i/ sans diviseur coninuin. Soit y = (f(2n -j- î)â une racine de l'équation q' = 0: la quantité p = ^ (x^i^ -{- 'ip{co — 0)) sera infime en faisant 6 = fV, donc on aura i/^(5 -f- ^'(« — f5) = ^; maintenant il est évident par la forme de la fonction if'Q, que cette équation ne peut subsister à moins qu'une quantité de la forme
cf{â-\-ma-\-fi^) ou cp{o} — fT-|-?rt«-}-/(/j) n'ait une valeur infinie. Soit donc cf(â-\-mrc-\-fi^) = L, on aura en vertu de l'équation (50) pag. 155:
Ô = {m' -j- \yo + ('*' + î)a** — ^" — /'/^' où îM' et »' sont des nombres entiers; or cette valeur de d donne:
g)(2M+l)(5~=(p(((2»+ !)?«• + «— 2/rt)" + ((2'* + lK + '* — 2/'>^+ |-+ îO' c'est-à-dire (26. pag. loi.):
Mais cela est impossible, car une racine quelconque de l'équation q' = 0 doit être finie. On trouvera également que «y(w — c) -[-?«« -|- /</?)= i donne (p[2n-\- l)()r=l. La quantité p est donc une fonction entière de (p{2n-\ 1)0.
Considérons maintenant l'équation (10). En divisant les deux membres par f{2n -f 1)9 .F{2n + 1)0, on aura :
En vertu de ce qu'on a vu (45) pag. 157, on aura f(2n + 1)9 = f^ . u, F(2n-\-l)^ = F^.v, où 11 etv sont des fonctions rationnelles de r/;9; donc le second membre de l'équation précédente sera une fonction rationnelle de gjô. En la désignant par x{(p^)^ on aura:
/V f ''J — 2 • y(2„ + ] )6 . ii-Ci/j + 1)9
En mettant ^ -\- a au lieu de 9, il viendra i/'(9 -f- ct) = ip% i/;(to — (9 + «)) = xp{{û — 9),
f{2n + 1)(9 -h a) = f{{^n + 1)9 + 2w(« + 2//Gii) = /-(aw + 1)9, F(2« + 1)(0 + a) = F{{2n +1)9 + 2?Hœ + 2//G5i) = F(2/^ + 1)9, donc on aura
X(«]P(9 + «)) = x(<ip9).
De la même manière on trouvera
On en tire, comme plus haut, à l'égard de la fonction '^\{(fi^), que ;f(ç^9) peut être exprimé par une fonction entière de 9(2?2+l)9. Soit donc
X(ç9) = q, on aura:
.f',(.]p9)./^ . F9 = ^.A2?<+ 1)9. F(2«+ 1)9, et enfin:
i) if.9 =/> + «^'./■(2?^+l)9.F(2« + l
où p et q sont des fonctions entières de c;(2;/ + l)9.
Pour trouver les degrés de ces fonctions, soit (<p9)''.x9 le terme de ■\i)%
dans lequel ^9 est élevé à la plus haute puissance, on aura, en supposant g)9 infini:
où A est une constante. De même on aura
•V;(co— 9) = ^'.(y9)% et par suite: »,
mais pour ç;9 infini, on a ç(2w+ 1)9 = 5.(^9, où B est une constante. Il suit de là que }> sera du degré v par rapport à y(2rt + l)9. On démontrera de la même manière que la fonction q sera du degré v — 2, tout au plus.
Voilà démontré notre théorème.
Dans le cas où la quantité ^9 ne monte qu'à la première puissance dans V9, on a 1'= 1; pai' conséquent q sera du degré — 1, c'est-à-dire q-=0. Donc on a dans ce cas
lo) i/;9 = ^ + 5.(/.(2h + 1)9,
où ^ et jB sont des quantités constantes, qu'on trouvera facilement en faisant 9 = 0 et ç)9 = i.
Soit par exemple 7r9 le produit d'un nombre quelconque des racines de l'équation (1), et faisons
il est clair qu'on aura ip{e) = '[p{6 -j- a) ■= \p{d -^ ^) en remarquant que
et nlû-{-{2n-\-l)iS-\-mu) = n{0-\-ma).
în en o o "^
Il faut remarquer que l'une des quantités A et B est toujours égale à zéro. On a A=zO, si le nombre des facteurs de nO est un nombre impair, et^=:0, si ce nombre est pair. Donc la quantité ipd est indépendante de la valeur de ô. Dans ce dernier cas, par conséquent, en faisant, 0 = 0 on a :
en 2n 2n la
17) y:^T:n{0+ma-{.f^^) = 2^2JMma + ^i^).
Donc en faisant
on a
où k et k' sont des nombres entiers quelconques, moindres que 2?i-\-l. Cependant on ne peut pas supposer à la fois k = 0, k' = 0. Car cela donne nd = {(fd)^ et par suite v = 2, tandis qu'on doit avoir
De la même manière que nous avons démontré le théorème précédent on pourra encore établir les deux suivants:
Théorème II. Soit i/^Ô une fonction quelconque entière des quantités de la forme f{0-\-niu-{-fi^j), telle que
on aura:
'^i6=zp^q.^[27i-{-\)0.F{2n-\-\)e, où p et q sont des fonctions entières de f{2n-\- 1)6, la première du degré v et la seconde du degré p — 2, tout au plus, en désignant par v le plus grand exposant de fd dans ipd.
Théorème IIJ. Soit ■\\)d une fonction quelconque entière des quantités de la forme F{e-\-mu-\- n(i), telle que
ou aura
où p et q sont des fonctions entières de F{2n-\-l)0, la première du degré v et la seconde du degré v — 2, tout au plus, en désignant par v le plus grand • exposant de Fd dans ipd.
En vertu du premier théorème on voit sans difficulté que la valeur de
qrf^ — —\ exprimée en fonction de (pO, sera:
où p„ et q„ sont deux fonctions entières de (pO, la première impaire et du degré 271 -\-l, la seconde paire et du degré 2« — 2. D'ailleurs ces fonctions sont déterminées par l'équation
p\-q\{f(lf-{POf = (9'Ô-«\r+S où a„ est une constante.
Christiania le 27. Août 1828.
Démonstration d'une propriété générale d'une certaine classe de fonctions
transcendantes.
Théorème. Soit y une fonction de x qui satisfait à une équation quelconque irréductible de la forme:
où Pq, Pi, p^, . . . Pn-i sont des fonctions entières de la variable x. Soit
2) 0 = qo+q^-y + q^y + • • • qn-,.y"-\
une équation semblable, q^, qi, q^,-» • • • qn-i «îtaut également des fonctions entières de X, et supposons variables les coefficiens des diverses puissances de x dans ces fonctions. Nous désignerons ces coefficiens par a, a', a", ... En vertu des deux équations (1) et (2) x sera fonction de a, a', a", ... et on en déterminera les valeurs en éliminant la quantité y. Désignons par:
le résultat de l'élimination, en sorte que p ne contiendra que les variîibles x, a, «', a", . . . Soit /< le degré de cette équation par rapport à x, et désignons par
ses i-i racines, qui seront autant de fonctions de a, a', a!', . . . Cela posé, si l'on fait
5) i|^a: r=J'f{x, y) . dx
où f{x, y) désigne une fonction rationnelle quelconque de x et de y, je dis, que la fonction transcendante '\px jouira de la propriété générale exprimée par l'équation suivante:
6) 'ipX^-i^rpX^-^ ...-\-'i\>x^=.ii-\-J,\\o^v^-[-h\\o^v^-\- ...-\-K\ogv„,
V, «?!, ^2, ...*'„ étant des fonctions rationnelles de a, a', a", . . ., et k^, k^,...k^ des constantes.
Démonstration. Pour prouver ce théorème il suffit d'exprimer la différentielle du premier membre de l'équation (6) en fonction de a, a', a", ... ; car
il se réduira par là à une différentielle rationnelle, comme on le verra. D'abord les deux équations (I) et (2) donneront y en fonction rationnelle de x, a, a', a", . .. De même l'équation (3) : q = 0 donnera pour dx une expression de la forme
ilx = a.da-\-n'.da'-\-a''.da'' -\- • . -, où (e, a', a", . . . sont des fonctions rationnelles de x, a, a', a", , . . De là il suit que la différentielle f{x,y).dx pourra être mise sous la forme;
f{x, i/)dx = (px.da-\-(pyV.da'-^ cf^x . da" -{-..., où (fx, (p^x, . . . sont des fonctions rationnelles de x, a, a', a", ... En intégrant, il viendra:
i/'.r =ij'((px . da -\- f^x . da' + . . .) et de là on tire, en remarquant que cette équation aura lieu en mettant pour x les |U valeurs de cette quantité:
=f{iSf^x + ^^z + • • • + ff-îV)^^« + (Vi.^i + <;Pi^a + • • • + (py'c^)da' + ...). Dans cette équation les coefïïciens des différentielles da, da\ . . . sont des fonctions rationnelles de a, a', «",... et de x^, x^,...x^, mais d'ailleurs ils sont symétriques par rapport à x^, x^, . . x^^; donc, en vertu d'un théorème connu, on pourra exprimer ces fonctions rationnellement par a, a', a", ... et par les coefficiens de l'éfjuation ç = 0; mais ceux-ci sont eux-mêmes des fonctions rationnelles des variables a, a', a",..., donc enfin les coefficiens de da, da', da", ... de l'équation (7) le seront également. Donc, en intégrant, on aura une équation de la forme (6).
Je me propose de développer dans une autre occasion de nombreuses applications de ce théorème, qui jetteront un grand jour sur la nature des fonctions transcendantes dont il s'agit.
Christiania le 6. Janvier 1829.
Précis d'une théorie des fonctions elliptiques.
Introduction.
J^a théorie des fonctions ellipti(jnes, créée par Mr. Legendre, forme une des pai'ties les plus intéressantes de l'analyse. Ayant essayé de donner de nouveaux développeniens à cette théorie, je suis, si je ne nie trompe, parvenu à plusieurs résultats qui me paraissent mériter quelque attention. Surtout j'ai cherché à donner de la généralité à mes recherches, en me proposant des prohlèmes d'une vaste étendue. Si je n'ai été assez heureux de les résoudre complètement, au moins j'ai proposé les moyens pour y parvenir. L'ensemble de mes recherches sur cet objet formera un ouvrage de quelque étendue, mais que les circonstances ne me permettent pas encore de publier. C'est pourquoi je vais donner ici un Précis de la méthode que j'ai suivie, avec les résultats généraux, auxquelles elle m'a conduit. Ce mémoire sera divisé en deux parties. Dans la première je considère les fonctions elliptiques comme intégrales indéfinies, sans rien y ajouter sur la nature des quantités réelles ou imaginaires, qui les composent. Je me servirai des notations suivantes: A(^,r) = + |/((l_;c^)(l — cV)),
Il{oc,c,a) =
/' dx
en sorte que
xi>{x,c), vij^x,c), n{x,c,a) désignent respectivement les fonctions de première, de seconde et de troisième espèce.
Puis je me suis proposé ce problème général : "Trouver tous les cas possibles dans lesquels on peut satisfaire à une équation de la forme: «i.c5(.r„r,) -f- a^.îsix^c^ + . . . + «„.G5(.r,„ c„)
"^ \+ a\.n{.i\, c\, aj + a\.n{x\, c\, «^ 4- . . . + «V/7(^V' ^V«!x) y-=u -f- A^ log ?'i + A„ log l'î + • • • 4- A., log ^J,, on
«"j, «"2, . . .«"p.; -«15 -«2, . . . A^ sont des quantités constantes, a-j, .Tj, . . ..r„; a-'^, .r'^, . . . x\,; x'\, x"^, . . . .%■'' des variables liées entre elles par des équations algébriques, et u,v^,v^,...v., des fonctions algébriques de ces variables."
J'établie d'abord les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques, ou ce qui concerne leur sommation, en Aiisant usage d'une méthode particulière, qui en même temps est applicable avec la même facilité à une infinité d'autres transcendantes plus compliquées. En m'appuiant sur ces propriétés fondamentales, je considère ensuite l'équation dans toute sa généralité et je fais le premier pas à mon but en démontrant un théorème général sur la forme qu'on pourra donner à l'intégrale d'une fonction algébrique quelconque, en supposant cette intégrale exprimable par des fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques, théorème qui est d'un grand usage dans tout le calcul intégral, à cause de sa grande généralité.
J'en tire, conmie corollaire, le théorème suivant:
"Si/— — -, où r est une fonction rationnelle quelcoufjue de .r, est exprimable par des fonctions algébricjues et logarithmiques et par les fonctions elliptiques ii', 1/^1, 1/2, ..., on pourra toujours supposer
*) fi^ =M(^,^) + « . « (y) + «'V't(yi) + «". «2(^2) + • • •
OÙ toutes les quantités p, q^, q^, . . .q\, q\, . . .y, y^, y^, . . . sont des fonctions rationnelles de .r")."
♦) Ce théorème a également lien, si A(j',c) est la racine carre'e d'une fonction entière d'un degré quelconque.
De ce théorème je tire ensuite celui-ci:
"Si une équation quelconque de la forme (a) a lieu, et qu'on désigne par e un quelconque des modules qui y entrent, il y en aura parmi les autres au moins un module c' tel, qu'on puisse satisfaire à l'équation dififérentielle :
dy ds
àiy,c') ' A(jr,c)'
en mettant pour y une fonction rationnelle de x, et vice versa."
Ces théorèmes sont très importants dans la théorie des fonctions elliptiques. Ils réduisent la solution du problème général à celle de satisfaire de la manière la plus générale à l'équation
dy ds
où à la transformation des fonctions de première espèce. Je donne la solution complète de ce problème, et j'en tire ensuite la transformation générale des fonctions de première espèce. Je fais voir que les modules doivent nécessairement être liés entre eux par une équation algébrique. On peut se contenter de considérer le cas, où le degré de la fonction y est un nombre premier, en y comprenant l'unité. Si ce degré est désigné par fj, c' pourra avoir 6{fi -\- 1) valeurs différentes, excepté pour /<=1, où ce nombre se réduit à 6. La seconde partie traite les fonctions à modules réels et moindres que l'unité. Au lieu des fonctions ts{x,c), rSf,{x,c), n{x,c,a) j'en introduis trois autres, savoir d'abord la fonction ).{0), déterminée par l'équation
„ /»).9 dx
C'est la fonction inverse de la première espèce. En mettant x = >.d dans les expressions de ^o{x,c), n{x,c,a), elles deviendront de la forme:
vi,{x,c)=f{ldf.dd;
II{x,c,a) =
Mises sous cette forme, les fonctions elliptiques offrent des propriétés très remarquables, et sont beaucoup plus traitables. C'est surtout la fonction ).e, qui mérite une attention particulière. Cette fonction a été l'objet, du mémoire XII. où j'ai démontré le premier quelques-unes de ses propriétés fondamentales. On en trouvera d'avantage dans ce mémoire. Je vais indiquer rapidement quelques-uns des résultats auxquels je suis parvenu:
1. La fonction /.O jouit de la proprit-té remarquable d'être périodique de
deux manic-res diti'érentes, savoir non seulement pour des valeurs réelles de la
variable, mais encore pour des valeurs imaginaires. En effet si l'on fait pour
abréger
a /• * ds o y» 1 ds
y 0 M-r.r) ' Y-yoAÔM
OÙ b== |/(1 — c') et y^ — 1 := /, on aura :
}.{0 -f- 2g5) = ).0 ; /((9 -f- (oi) = }.0.
2. La fonction '/.O devient égale à zéro et à l'infini, pour une infinité de valeurs réelles et imaginaires de 0, savoir
/.(wm -f- fiioi) = 0, /.(?«c5 -\- {)! -}- 1^) w/) = i, oii 711 et H sont des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. De même on a
/.O' = /.O, si 6' = ( — 1)'"0 -\- »m -\- moi; mais cette relation est nécessaire.
3. La propriété fondamentale de /.O est exprimée piir l'équation
OÙ 6' et 0 sont des variables quelconques, réelles ou imaginaires.
4. La fonction '/.O pourra se développer en facteurs et en fractions de beaucoup de manières; par exemple si l'on fait pour abréger
-It JI
Cï G)
q=e , p = e , on a:
■,>.^x^l_Ya sinf.Tro'^'~^^'-''"^('^^")+9*JI^'~^y'-''"^^^^^^+g'^'^^~^g'-^°^(^^^^+9^'J---
■^ ' Vc -'■ ^' 'il—iq .cos(29-)+9'^][l— 2ç3.cos(207u)+?6][l— 2çS.cos(2Ô7i)+çi*']...
On pourra exprimer dune manière analogue la fonction de seconde et troisième espèce.
5. Une des propriétés les plus fécondes de la fonction ).f) est la suivante:
[On a fait pour abréger: AO r=±y((l — }.^0){i—c^}.^0))] "Si l'équation {).er+ «,.-i(//>)^»-^+ . . . + a,{).Oy-+ a,={bJ.O-\-b,i).er + . . . -j- b„^{?.0r-')A6
est satisfaite, en mettant pour 9, 2n quantités Gj, 92,...02„, telles, que (A9 )', (AGJ^ . . • ('^92,,)^ soient différentes entre elles, on aura toujours :
les coefficiens a^, a^,..., b^, 6,,... pourront être quelconques, et il est facile de voir qu'on pourra les déterminer de sorte que 9i, 92, . . . 92„_i sont donnés."
Voilà une autre propriété plus générale:
"Si l'on fait
p2 _ q^(i _ X») (1 _ c'-a:*) = A{x — ;.9,) {x — X^^) ...(x — ;.9^), on p et q sont des fonctions entières quelconques de la quantité indéterminée X, on pourra toujours supposer les quantités 9^, 92, . . • 9(jt de la sorte que l'expression
^(Oi+6, + e3 + ...H-e^)
soit égale à zéro ou à l'infini."
Ainsi p. ex., si
p^ — ff{\ — x"") (1 — c'^x'') = A{x^— /.*9)!% où l'une des fonctions p et q est paire et l'autre impaire; on aura
1) si p est pair:
P.(jU9) = 0, si ^ est pair et P>(/i9) = ^, si ^ est impair;
2) si p est impair:
A(|U9) = 0, si ;U est impair et ;.(/(9) = ^, si /il est pair.
De là il suit encore que, si l'équation ci-dessus a lieu, on aura toujours:
OÙ m et K sont entiers et moindres que fi.
6. Il existe entre les quantités Af"'""^""'^ et les racines (2/i + 1)™«'* de l'unité des relations bien remarquables, savoir si l'on fait pour abréger:
d-= cos + y^ — 1 . siu ,
on aura, quels que soient les nombres entiers ïw et ^:
'V2[j.+ l/~ 'A 2iA+l /' ■ V 2[j.+ l /~""
V 2iJi + l /~ V 2[j.+ l /~ ■ V 21J. + 1 /^
• • • T • \ 2iJ. + 1 / ■
Dailleurs toutes les quantités P.f^'^- — '^ ) . . . sont les racines d'une même * V 2[i.+l /
équation du degré (2u + 1)* *^*^ ^^'"t '^s coefficieus sont des fonctions rationnelles de c^.
Si la fonction
dont le module c est réel et moindre que l'unité, peut être transformée dans une autre:
«/a(j,c')' dont le module c' est réel ou imaginaire, en mettant pour y une fonction algél)rique quelconque de .r, il faut nécessairement que le module c' soit déterminé par l'une des deux équations:
!>., _ 1/2 Va (A+lIliLtinSLtlLhi:
i/^- = îzi?i.lz:ij!.lz:ij!
l+îi l + ?i3 l + Çi» .
où ç'j^ç'!^, ^ étant rationnel; ou ce qui revient au même:
/< et //' étant des nombres rationnels quelconques.
8. La théorie de la transformation devient très facile à l'aide des propriétés les plus simples de la fonction /-O. Pour en donner un exemple, soit proposé le problème: satisfaire de la manière la plus générale à l'équation
du dx
en supposant c et c' moindres que l'unité et y fonction rationnelle, réelle ou imaginaire de .t.
Soit .r = '/.(), y ^ /.'O', en désignant par /.' la fonction qui répond au module c'. L'équation différentielle se changera dans ce cas en rf9' = td% d'où
Àé
a étant une constante. Cela posé, soit
ox
on aura ;.'(,ô + «) = ST^. •
En mettant G + 2o, 9 -\- wi au lieu de 6, /.Q ne ebange pas de valeur et par conséfjueut on doit avoir:
}.'{th 4- 2ft3 + ff) = ;.'(é9 + a), ;.'(f9 + ioù -f «) = ).'{iH + fl).
Donc, si l'on désigne par m' et cj' les valeurs de C5 et co qui répondent au module c'. on aura en vertu de (2):
2fa = 2/«ra' -{- juo'i, em^=2m'xs' -]- 7i'a'iy
ce qui donne
donc:
ou bien:
{ = ?n . — + ^ • — ^ = ?^ 2?rt' — ?.
„ tu' , o w o' n , ^'
w' 7/2 t) 4ot' t3
Maintenant, si c est indéterminé, cette équation ne pourra subsister à moins qu'on n'ait ou // = 0, m' = 0, ou /^' = 0, /)i = 0. Dans le premier cas t est réel et
cj' , o'
et dans le second cas t est imaginaire et
— 2'ir'— ^'" présupposons f réel. Alors on aura ce théorème:
"Si deux fonctions réelles peuvent être transformées lune en l'autre il faut qu'on ait entre les fonctions complètes o, w, o', a' cette relation.
rs' n' s
OÙ ?i' et 7u sont des uombres entiers."
On pourra démontrer que si cette condition est remplie, on pourra effectivement satisfaire à Téquatiou
J A(jr,C) o J A(j,r)
Rien n'est plus simple que de trouver l'expression de y. Il suffit pour cela de chercher les racines des deux équations (^x = 0, f.v = 0.
Désignons par ).d et Arf' une racine quelconque de ces deux équations, on aura, pour déterminer fî et ô', ces deux équations:
ce qui donne:
()•= — « + An' +—io<i; ô^ = — fl+lG5' + (A'+|)^i,
c'est-à-dire :
S=. — «+— xs 4- — loi; d'= — a-\ m -\-{k' -\- X)'^ î,
m II m ■* M
k et k' étant des nombres entiers. Pour trouver «, il suffît de remarquer que /.O ne change pas de valeur en mettant o — 0 au lieu de 0. On aura donc
V{tx5 — f Ô + c) = A'(f 9 + «), ce qui donne
a = ^((2// + 1 — m)xs> + n'io'l) Dans le cas où m est impair, on pourra toujours faire « = 0.
Connaissant les valeurs de S et ô', on aura immédiatement les racines des deux équations (fx = 0, fx=z 0, et par suite l'expression des fonctions ffx et fx en factorielles Les formules les plus simples répondent aux cas de m= ]. ou u' = 1, et elles sont les seules dont il s'agit, comme il est aisé
de voir par l'équation — = — ■. — Ou pourra aussi se servir des ex-
pressions de la fonction /.9 en produits infinis rapportées plus haut. Jai fait voir cela dans les mémoires XIII et XIV.
9. Le cas où un des modules c peut être transformé en son complément |/^(1 — c-)^b, mérite une attention particulière. En vertu de l'équation
xs' n a ,
— = — — , on aura dans ce cas
o' ma
Le module c sera déterminé par une équation algébrique qui parait être résoluble par les radicaux; au moins cela aura lieu effectivement si — est un carré
parfait. Dans tous les cas il est facile d'exprimer c par des produits infinis. Eu effet, si — =:l/f— j, on a:
Si deux modules c' et c peuvent être transformés l'un dans l'autre, ils auront entre eux une relation algébrique. Biais généralement il parait impossible d'en tirer la valeur de c' en c à l'aide de radicaux ), mais il est remarquable, que cela a toujours lieu si c peut être transformé en son complément. Par exemple si c^ = ^.
Les équations modulaires jouissent d'ailleurs de la propriété remarquable, que toutes leurs racines peuvent être exprimées ratiounellement par deux entre elles. De même on pourra exprimer toutes les racines par l'une d'elles à l'aide de radicaux.
10. On pourra développer la fonction A9 de la manière suivante:
l + è'9* +6"Ô6 + ...' OÙ le numérateur et le dénominatem- sont des séries toujoui's convergentes. En faisant
qpÔ = e + «6' + «'0* + . . .
/•o=i + 6'e*4-ft"9' + ...
ces deux fonctions auront la propriété exprimée par les deux équations:
g>(9' + e) .ç(0' — 0) = («f e./o'r — ((/Jô' ./"en
*) Dans le cas par ex. où y est de la forme:
c' (l_a2j:2)(l — aj2j2) •" l'e'quation entre c' et c est du sixième degré. Or je suis parvenu à démontrer rigoureusement, que si une e'quatioa du sivièrae degré est résoluble à l'aide de radicaux, cette équation sera décomposable ou en deux autres du troisième degré, dont les coefficicns dépendent d'une équation du second degré, ou elle sera décomposable en trois équations du second degré, dont les coefficicns sont déterminés par une équation du troisième degré. L'équation entre c' et c ne parait guère être décomposable de cette sorte.
où 6' et 9 sont deux variables indépendantes. Ainsi p. ex. si l'on fait 6' =9, on a
/■(2o)=(/-or— c%9r.
Ces fonctions jouissent de beaucoup de propriétés remarquables.
11. Les fornuiles présentées dans ce qui préct'de ont lieu avec quelques restrictions, le njodule c étant quelcoucjue, réel ou imaginaire.
Chapitre I
Proprie'tës générales des fonctious elliptiques. Les fonctions elliptiques jouissent comme on sait de cette propriété remarquable, que la somme d'un nombre quelconque de ces fonctions peut être exprimée par une seule fonction de la même espèce, en y ajoutant une certaine expression algébrique et logarithmique. La découverte de cette propriété est diie à M. Legendre. La démonstration que cet illustre géomètre en a donné, est fondée sur l'intégration algébrique de l'équation différentielle:
dy dx
;/ (a + ^i/ + Y^- ^hy"^ + ty*) i/ (a + ^x + yj:* + 8x3+ 6_j.4) '
L'objet de ce chapitre sera de démontrer cette propriété des fonctions elliptiques, mais en s'appuyant sur des considérations différentes de celles de Mr. Legendre.
Démonstration d'un théo'rème fondamental.
Nous commencerons par établir un théorème général qui servira de fondement de tout ce qui va être exposé dans ce mémoire et qui en même temps exprime une propriété très remarquable des fonctions elliptiques.
Théorème I. Soient fx et (fx deux fonctions quelconques entières de .v, l'une paire, l'autre impaire, et dont les coefficiens soient supposés variables. Cela posé, si l'on décompose la fonction entière paire
{fxf-{'ixf{^xf
en facteurs de la forme ^* — x\ , en sorte que
i) if^r — {(f:rnA^f = A.{x^—xi){x^ — .vl)ix''—xl) . . . (.r^-^) où A est indépendant de l'indéterminée x, je dis qu'on aura:
où a désigne le paramètre de la fonction IIx, en sorte que
dx
La quantité C est la constante d'intégration.
Démonstration. Supposons d'abord que tous les coefficiens des diverses puissances de x dans fx et ifx soient des quantités variables indépendantes. Dans ce cas toutes les quantités x.^, .r^, . . . or^ seront évidemment inégales entre elles et fonctions de ces varial)les. En désignant par x l'une quelconque entre elles, l'équation (1) donnera
4) {fxf — {^xY-.{p,xf = % et de là:
5) fx -\- (fX.Lx=.Q.
Cela posé, faisons pour abréger
i^ix = ( fxY — {(px)\^xy,
et désignons par tp'x la dérivée de cette fonction par rapport à x seul. De même désignons par la caractéristique â la différentiation qui se l'apporte aux seules variables indépendantes. Puis en diiférentiant, on tire de l'équation (i):
ip'x . dx -j- 2fx . ôf'^ — 2(f .r . âcpx . (A.r)^ = 0 ; mais en vertu de (5) on a:
fx =■ — qix . \x, cpx{Axy = — fx. A.r, donc en substituant:
ip'x.dx — 2Ax((px . Sfx — fx . âcpx) = 0.
De là, en divisant par (l — ^j.Ax, on tire:
ds 2((px.8/r — /r.8(pj:)
et en intégrant:
jj^_. /*2(9J.5/r— /r.5(pj)
Maintenant en faisant x = x^, x^, . . . x^,,, ajoutant les résultats et faisant pour
;d)réger :
px . Sfx — fx. d(px) = ^x
on obtiendra:
6) /7ar, + /7;r, + . . . + Hx^
= ff ^-» 4- '^ + ... + '> Y
Mais 9^ étaut une fonction entière de x"^ dont le degré est évidemment inférieur à celui de la fonction xpx, le second membre, suivant un théorème connu sur la décomposition des fonctions fractionnaires, se réduira à
c"est-à-dire en substituant la valeur de 9« et celle de V'«» i-
-fa.Soa
(/«)'^-(9«)'HAa)2
Cette intégrale se trouvera facilement; en effet A« étant constant, on aura en intégrant d'après les règles connues: ,
OÙ c est la constante d'intégration. Cette fonction étant mise à la place du second membre de l'équation (G) donnera précisément la formule (2) qu'il s'agissait de démontrer.
La propriété de la fonction IJ{x), exprimée par la formule (2), est d'autant plus remarquable, quelle aura lieu eu supposant la fonction ^x racine carrée d'une fonction quelconque entière et paire de x. Eu effet la démonstration précédente est fondée sur cette seule propriété de la fonction Ax. Donc on a de cette sorte une propriété générale d'une classe très étendue de fonctions transcendantes*).
La formule (2) étant démontrée pour le cas, où les quantités .r^, x^, . . .x^ sont inégales entre elles, il est évident qu'elle aura lieu encore en attribuant aux variables indépendantes des relations quelconques qui pourront aussi rendre plusieurs des quantités x^, x^, . . . x^^ égales entre elles.
Il y a à observer, que les signes des radicaux A-Tj, àx^, . . . \x^ ne sont pas arbitraires. Ils doivent être pris tels qu'ils satisfassent aux équations
") A"i + V -^'i • A-i'i = 0, f.r., + (f X.-. . A.i-., = 0, . . . fx\ 4- (f .r,^ . A-r,^ = 0, (ju'on tire de l'équation (a), en mettant pour x les valeurs .r, , x^, . . . x^^.
*) Voyez les mémoires XV et XX.
La formule (2) exprime une propriété de la fonction de la troisième espèce n{x). Or rien n'est plus facile que d'en déduire des propriétés semblables des fonctions;
D'abord si Ion fait a infini, on a nx=ax; mais il est clair, que la partie looarithniique de la formule (2) s'évanouira dans ce cas; le second membre se réduira donc à une constante, et par conséquent on aura:
Egalement si l'on développe les deux membres de l'équation (2) suivant les puissances ascendantes de —, on aura, en compaiant les coefficiens de — dans
les deux meml)res:
10) xs^x^ + rs^x^ + • • • + ^0^^ = C—p,
où p est une fonction algébrique des variables, savoir le coefficient de — dans le développement de la fonction
« loo- (f^±^^^\
suivant les puissances ascendantes di* — .
En vertu des formules (2. 9. 10) il est clair, qu'en désignant par -ipx une fonction quelconque de la forme:
on aura
2Aai "V/fli— offiAfli/ 2Aa^ " V/«^ — ça^ An^ /
On voit que cette équation a lieu quelle que soit la constante A.
Propriété fondamentale des fonctions elliptiques, tirée des formules précédentes.
Dans ce qui précède les quantités x^, x^, x^, . . . x^, sont regardées comme fonctions des coefficiens variables dans fx et (fx. Supposons maintenant qu'on détermine ces coefficiens de manière qu'un certain nombre des quantités .i,, x^,...x^ prend des valeurs données mais variables.
Soient x^, x^, . . . x„
des variables indépendantes. Alors les coefficiens dans fx, (f>x deviendront des fonctions de ces quantités. En les substituant dans l'équation
le premier membre sera divisible par le produit
^:c'^^x;)ix^ — xl) . . . a-* — :rU et le quotient, égalé à zéro, donnera une équation du degré /( — m par rapport à a.% dont les racines seront les /< — m quantités:
X ,„4.l , X „,4_2 , . . . Xï
n-fl 5 -t m+'2 5 • • • •* |J. 5
qui par suite sont des fonctions algébriques de .r,, x„, . . . .r„,.
Le cas le plus simple et le plus important est celui, où le nombre fi — m a la moindre valeur possible. Pour avoir ce minimum, il faut donner aux fonctions fx et (fx la forme la plus générale pour laquelle le degré de l'équation {fxf — {(pxf{^xf=0 est égal à ft.
II est facile de voir que le plus grand nombre de coefficiens possible à introduire dans fx et çx, est jli. Mais, puisqu'en vertu de la forme des équations (7) on peut supposer un de ces coefficiens égal à lunité, sans diminuer la généralité, on n'aura réellement qu'un nombre de /< — 1 indéterminées. On pourra donc faire m = u — 1, en sorte que toutes les guautités x^, x^, . . . x^, excepté une seule, seront des variables indépendantes. Par là on aura immédiatement la propriété fondamentale des fonctions elliptiques dont il a été question au commencement du ciiapitre.
Il y a deux cas différents à considérei', savoir /< pair ou impair.
Cas I. // étant j)air et = 2n.
A. Si la fonction fx est paire et (fX impaire, il est clair que fx doit être du degré 2«, et (çx du degré 2n — 3. Faisons donc:
^ \(fx = {b^4- b,x^ 4- b^x* + . . . + b„_.x'"-*)x et
où nous avons mis y au lieu de x^», qui sera une fonction des variables x^,
X^, . . . X-in—j^-
Les coefficiens a^, a^, a^, . . . «„_i, b^, b^, . . . b„_.. seront exprimés en fonctions de x^, .r^,... à l'aide des /( — 1 équations (7), savoir: 45') A'i + 'f^i-AJ^,=0, fx^-\-({X.J,.^x^^=Q, . . .fx■.„_l-\-<fX.^„_x.^x.^„_l=0.,
Ces équations, étant linéaires par rapport aux inconnues, donneront cellesci en fonctions rationnelles des quantités :
Il est clair qu'on pourra donner aux radicaux Ax^, Ax^, . . . Ax^n-i des signes arbitraires.
Pour avoir la valeur de y, faisons dans l'équation (13) x=0. Cela donne
d'où l'on tire:
La quantité y est donc une fonction rationnelle des variables .r^ , x^, ... et des radicaux correspondants.
Si maintenant y a cette valeur et qu'on fait
Ax.^„ = — Ay, les formules (2. 9. 10) donneront:
Îxsx^ -\- ax^ -^ . . . -\- Tsx.2„_i = tsy-\-C, «'■. + «'■» + • •; + «--= "^- llï '<><ë^^) + «
Quant aux fonctions oy, ts^y, I7y, il faut bien observer que le signe du radical Ay nest pas toujours le même. Il sera dans tous les cas déterminé par la dernière des équations (7) qui, en mettant pour ^2„ et A.r2n leurs valeurs y et — Ay, deviendra :
On en tire
et cela fait voir que le radical Ay , comme y, est une fonction rationnelle des quantités x^, x^, . . . Ax^ , Ax^ ...
La fonction ^ a la propriété d'être zéro en même temps que les variables x^, x^,. . . A-2„_). En effet si l'on fait
X^ X^ . . . Xtin—l U
l'équation (13) ne pourra subsister à moins que tous les coefficiens a„, a^, . . . «n-i ^03 ^i5--'^n-2 ne soient égaux à zéro, donc cette équation se réduit à:
«ionc on aura ^ = 0.
On poiirrait donner le signe contraire au second membre de l'équation (14). Celui que nous avons choisi est tel que le radical ày se réduit à + 1, en supposant x^ = a:^ = .r, = . . . .r2„_i = 0, et en même temps Ao^j = A**., = . . . A.r.,„_, =-j- 1. Pour démontrer cela, supposons x^, x,^, . . . Xn„_i infiniment petits, on aura dans ce cas:
A^Tj = A.r.^ = . . . A.r.2,^1 = 1, et les équations (15') font voir que x^, x\,, . . . x.2„-i satisfont à l'équation:
1 7) x^" + c^i^r*-» + 6,._2 x-"-^ + . . . + ôo-r + «o = 0.
Cette équation étant du degré 2n, doit avoir encore une racine. En la désignant par z, on aura:
donc en vertu de l'équation (li)):
z = — y L'équation est donc satisfaite en faisant x = — y. Or cela donne
/"+ On-.f"-' + . . . + a y + a, = {b, + by + ... + b^.f''-^)y, donc en vertu de (16):
18) Ay = + 1.
On pourra encore remarquer que y se réduit pour des valeurs infiniment petites ie x^, x,^,. . . Xîn-i à oTj + .r, + . . . + •^■2,.-l• Cela fait voir l'éfjuation (17), qui, n'ayant pas de second terme, donnera la somme des racines égale à zéro, c'est-à-dire :
donc:
B. Si fx est impair et (px pair, fx doit être du degré 2n — 1 et <px du degré 2?i — 2. Donc on aura dans ce cas un nombre de 2n — 1 coeftlciens indéterminés, et on parviendra à des formules sembbiljles aux (l.'>); mais la fonction y aura une valeur différente. On démontrera aisément quelle sera
égale à — la valeur de y étant déterminée par l'équation (14).
Cas II. Si fi est un nombi'C impair et =2n-\-l. A. Si fx est impair et (fx pair, on aura:
2QX fx = («0+ «1^' + «,^* + • . • + o.-xx"-"-'' -\- x^")x, ^ (FX=z b, + b^x^ + b^x'+... + b^,x^-% 2 1 ) ifif — (cfxni — x^){l — c^x^) = (x^ — x\) {x^—xD . . . ix^—xl.){x^—y-').
Les coefiiciens «0, aj,...«„_i, b„, b^,...b^i sont déterminés par les 2n équations linéaires:
La fonction y le sera par l'équation :
qu'on obtiendra, en faisant dans (21) x = 0. Enfin de radical A^ est déterminé par 2i) Ay = ^.
Cela posé on aura:
Îv>x^ + a.r.^ -}-...+ ©a^zn = oy + C, ;7., + /z., + . . . + ;/..„ = i/y - ^ '«sCl^lfi^) + c.
Les fonctions 2^ et Ay sont, comme dans le cas précédent, des fonctions rationnelles des variables x^, x^, . . . x.zn et des radicaux A.r^, Ax^, . . . Aav,,, et on démontrera de la même manière, qu'on aura pour des valeui'S infiniment petites
(le .x'j 5 • • • ''-2B5
26) y=x^-\-x^-\-.. .-{-x^„, Ay = +1;
si l'on suppose en même temps que les radicaux ^x^, A.r.^,... Ax^,, se réduisent à -)- 1, y s'évanouira simultanément avec les variables.
Les formules (25) pourront d'ailleurs être déduites sur le cbamp de celles du premier cas, en y faisant x^n-i =0, et changeant ensuite 71 en n-\- 1.
B. Si fx est pair et qx impair, on parviendra à des formules semblables. La valeur qui en résultera pour la fonction y, sera égale à —, où y est
déterminé par la formule (23).
On voit donc par les formules (15. 25), qu'on pourra toujours exprimer la somme d'un nombre donné de fonctions par une seule fonction de la même espèce, en y ajoutant, pour les fonctions de la première espèce, une constante, pour celles de la seconde espèce une certaine fonction algchriqite, et pour celles de la troisième espèce une fonction logarithmique.
En faisant attention qu'une intégrale quelconque de la forme
~Kx '
peut être réduite aux fonctions xsx et cj^ar et à un certain nombre de fonctions de la troisiôme espèce, en y ajoutant une expression algébrique et logaritbnii- (juo, il est clair qu'eu faisant
on aura
27) 'ipx^ + i^'A-^ -\-^x^... = 'ipy-\-v-\- C,
où V est exprimable par des fonctions algébriques et logaritbmiques.
En vertu des formules (15. 25) il est clair que la fonction v ne cbange pas de valeur, si l'on ajoute à la fonction rationnelle ^x une quantité constante quelconque, de sorte qu'on peut supposer également
Je dis maintenant que la fonction i;; est la seule qui puisse satisfaire à l'équation (27). En effet si l'on différentie cette équation par rapport à l'une des variables indépendantes x^, x^,..., par exemple à x^, on aura:
Cela posé, si l'on suppose toutes les quantités x^, x^,...y égales à des constantes déterminées, on aura, en mettant x pour x^, et faisant
A dv du
'^y = '^^d^=P^di;=''i--
tp'x .dx = A. qtlx -f- pdx, d'où l'on tire:
V.r =f{Aq + 2})dx
La fonction i/'.r ne pourra donc renfermer qu'une seule constante indéterminée A, et par conséquent:
,^x=fiA+,x)^
est son expression générale.
Les propriétés exprimées par les formules de ce paragraplie appartiennent donc exclusivement aux fonctions elliptiques C'est pourquoi je les ai nommées fondamentales.
Dans les formules que nous avons données, y a une valeur unique, mais on pourra satisfaire aux mêmes formules, en mettant au lieu de y une expression algébrique contenant une constante arbitraire. Eu effet, pour avoir une telle expression, il suffit de supposer une des varibles x^, x^, x^, . . . égale à une constante arbitraii-e, et la valeur de y qu'on obtiendra par là, sera la plus
générale possible, comme on sait par la théorie de l'intégration des équations différentielles du premier ordre, dont l'intégrale complète ne contient qu'une seule constante arbitraire.
A l'aide des formules (1d. 2o) on pourra exprimer la somme d'un nombre quelconque de fonctions par une seule fonction. 11 est facile den tirer les formules suivantes:
^^nx^+^nx^+ . . . +J^/7.r„=/7v— -^logf-^î^l^^^ + c,
OÙ /i/j^, /'25 • • • fin, H désignent des nombres entiers quelconques, et 1/ est une fonction algébrique des variables x^, x^, . . . x„, de même que les coefficiens dans fa et (pa. Pour avoir ces formules, il suffit de supposer dans (13) et (21) un certain nombre des (juantités x^, x^,...y égales entre elles. Pour déterminer y, fx, cpx, on aura cette équation: 29) ifxf — {ff x)%l — x^-){l— c^r^)
qui doit avoir lieu pour une valeur quelconque de x.
Application au cas, oii deux fonctions sont données. Pour réduire deux fonctions à une seule, il suffit de supposer dans les formules (25):
Cela donne
fx = a^^x -\- x^, (fx ■=. bg, et pour déterminer les deux constantes «^ et b^, on aura les deux équations:
«0-^1 +K + K^^x = 0' «0*2 + K -f *o^^-2 = 0qui donnent:
o'jAj'^ — x.^^x^ JjAJo — J'oAxj
Connaisant b^, on aura la valeur de y par la fonnule (23), savoir pour /i^l:
donc :
a'jAxj — JT.^AXj
ou bien en multipliant en haut et en bas par xAx„4-xAx,:
Ol) y— > - 2 1
Si l'on exprime a^ et b^ en x^, x^, y, on aura ces expressions très simples:
32) h, = x^.x,.y,a,=\(,\v^^xly'^-x\-xl-y'^). L'expression de a^ se tire de l'équation
(«.,r + .r='f_i^(l_a:^)(l — r^^^) = (:r* — :r^)(x*_;r^)(;r»_y«), en égalant entre eux les coefllciens de a;* dans les deux membres.
Les fonctions a^ et y étant déterminées comme on vient de voir, les formules (2o) donneront, en faisant ?/=l:
Înj-, -f cj^a = oy -f C, /Zr + /Zr., = //y - JL_ logf "■>« + «' + ^.-^^ --y^") -I- g Quant à la valeur du radical Ay, elle est donnée par l'équation (24):
c'est-à-dire :
Pour réduire la diflTérence de deux fonctions à une seule, il suflit de changer le signe de x^ dans les formules précédentes. La valeur de y deviendra par là:
_____ S^^Xn Sty\S-^
1 — c^x\x\ j^jAj., + XoAJj
Si dans les formules (33) on fait .r^ égal à une constante arbitraire, on aura la condition qui doit avoir lieu entre les variables de deux fonctions si elles doivent être réductibles Tune à l'autre. En faisant x_^=ze, x^ = x, on aura:
'^^^ y ^ l-c-^-e^x^ ^^ oa: = C37/ + C.
En différentiant, il viendra
m^\ du dx
' A^ Aj
L'intégrale complète de cette équation est donc exprimée par l'équation algébrique (36), e étant la constante arbitraire. Parmi les intégrales particulières il y a à remarquer les suivantes:
1) y ^ X, qui répond à e=0, Ay = Ar,
2) y = ±-, qu' répond à e = 1, Ay =+ ^,
•^) ^ = /(î^J 1"' '-éP^-' '«''-- 1' ^2/=-^^ et ^) ^ = 1- VQ^y ^"' -pond à . = 1, A, = ^^.
application au cas, où toutes les fonctions doïinées sont égales. Si l'on fait dans les formules (15. 2o).
a^i =-^2 = ^3 = . . . = a:, Aa:^= Aa^jj = A^r, = . . . = Aar, on aura celles-ci:
Î^cîa; = xsy -\- C, "^ 2A« ''\fa — <r,a.\a/' '
oii
39) (A^r-(y2r(l-^^)(l-cV)=(^^-:rXi'-2/'), 5: étant l'indéterminée.
La fonction y est déterminée par les équations (14. 23) :
La première a lieu si iii = 2n — 1, la seconde si /ii = 2n. Les équations (13'. 22) qui doivent déterminer les coeffîciens a„, a^, a^, . . ., b^, b^, b^,... se réduiront dans le cas que nous considérons à une seule, savoir
fx -f- (px.Ax = 0, mais en vertu des principes du calcul différentiel, cette équation doit avoir encore lieu, en la différentiant par rapport à x seule un nombre quelconque de fois moindre que //. On aura donc en totalité fi équations linéaires entre les fi inconnus, d'où l'on tire leurs valeurs en fonctions rationnelles de la variable X et du radical A.r. Connaisant a^, a^, a^,. .., b,,, b^, b^,..., on aura la valeur de A^ à l'aide de l'équatiou:
On pourrait déterminer de cette sorte toutes les quantités nécessaires, mais pour mieux approfondir les propriétés de la fonction i/, nous allons entamer le problème d'une autre manière, qui conduira successivement aux valeurs de y, correspondentes aux valeurs 1, 2, 3 etc. de //.
Désignons par x^,_ la valeur de y qui répond à //. On aura
îB.I'jj^ = C-j- fiXSX,
donc : o(ar^4.„) =zC -{- viXy_ -\- isx„,
mais si l'on fait
j Ax +j Ax y= ^ — t ,
- 1^ on aura, en vertu de (25):
donc:
il) oa:^+„ = C+î3y.
La valeur la plus générale de a*^+m, qui satisfera à cette équation est:
yàe + eA^
où c est une constante. Pour la déterminer, soit x infiniment petit; on aura
x„=ïnx, Xy.=:fix, x^L+,^ = {m-j^/ii)x, Ax„=Ax^^=ll',
y = {m-\-fi)x, Ai/z=l L'équation (il') donnera:
{m -|- /()^ = ("* + 1')-^ .^e-{-e, donc e = 0, Ae=l et par suite x„^^=i/, c'est-à-dire:
j7 Aj: + X Ax,,
[Jl+m-
1 — c-^lx^
On aura de la même manière:
,_. x„Ax — X Ax,^
La première de ces formules servira à trouver ;r,j,+„, lorsqu'on connaît x„, et x^^•, on pourra donc former successivement les fonctions
en remarquant que x^ = x, Ax^ = Ax.
Si 1)1= 1, en trouvera:
2x Ax
44) ;r^^^ = _^^_^+_ii__.
En remarquant que
cette formule fait voir que x^ est une fonction rationnelle de x, si /n est un nombre impair, et que Xy_ est de la forme p.Ax, où/; est rationnel, si fi est un
Ax
nombre pair. Dans le premier cas — ~ est rationnel, et A.r^ l'^st dans le
second. On voit également que x^^ s'évanouira en même temps que àx, si /t
est un nombre pair. Les quantités
sont donc des fonctions rationnelles de x.
Si l'on multiplie entré elles les deux formules (12, 43) il viendra :
équation qui parait exprimer la plus simple relation qui puisse être établie entre
les fonctions ^^.
En y faisant »i = // — 1, on aura
De même si l'on fait m = //, on aura
-•^jL,
Lr^
Ces deux formules semblent être les plus commodes pour le calcul des fonctions x^, x^, x^, . , .
Pour trouver les expressions les plus simples de Xy_, supposons:
OÙ p"^, q^ sont des fonctions entières de x, n'ayant pas de diviseur commun. En mettant ces valeurs dans l'équation (46), on aura:
iV — ^Mi^^.
Or il est évident que la fraction du second membre est réduite à sa plus simple expression; donc on aura séparément:
48) /^2M. = 2/?^<7,x?-^, '7-2ix = (?'î— t'>J-
En faisant les mêmes substitutions dans l'équation (4o), on obtiendra
P.-HL-. pl-il^x—rv.-?^
Or je dis que la fraction du second membre est réduite à sa plus simple expression. En effet si l'on avait pour une même valeur de x:
pIqI-i — qlpl-i = Oj ilq^-i — c-pl-pl-i =o,
on aurait encore:
Mais on a en général
tl'n "^LL— 1 5 J- ^ *^\L • **^IJ.— 1 ^'
donc aussi:
ou bien:
.r^(l - .r^-0(l - ^'•*-;i-i) = 0 = 4_,(1 — a-^){l — c^r^), ce qui est impossible, car ou doit avoir:
Cela posé, l'équation (49) donnera:
Si donc on détermine successivement les fonctions
P par les équations (48. 50), — sera toujours réduit à sa plus simple expression.
On pourra faire 2^^ ^= x, qi^= !• D après la forme des expressions (48. 50), il est clair que
^) /'aji-i PSt une fonction entière et impaire de x du degré (2/i — 1)% 2) p2ii.=P'-àx, où p' est une fonction entière et impaire du degré (2/»)'' — 3, 5) q^i est une fonction entière et paire du degré /^" — 1 ou /<% selon que fi est impair ou pair.
Les fonctions x^^.-! et .r.,^j_ auront donc la forme suivante:
Ol ) ^2U.-1 ~, TT; ,
r^^ 4.0. -r . . • -r ^^(^,|j^_,js_
l + B^^.x'^ + Bi^.s* + ... + Bl^-,.s^'i')' On aura par exemple:
2j-Aj: 3 — 4(1+c2)j:2 + 6c2j-* — c*j
n est facile de voir que les coefficiens A^^, A,_^, . . . A^, A\, . . . B^, B^, . . . B]^, B'^,. .. seront des fonctions entières de c"^. On a toujours A„ = 2/^1 — 1,B„ = 2/« et Al = Bl = 0. La fonction x.,,^ est, comme on voit, irrationnelle; or on peut facilement trouver une fonction rationnelle y qui satisfasse à l'équation
du ^ dx
-f~ = 2jii.---- A^ Ax
Une fonction de cette sorte est la suivante:
car on a en vertu (37):
et y est rationnelle, puisque les fonctions A^an et ^r*^ le sont. On verra aisément que cette fonction 1/ aura la forme:
Pour fi=î, on aura:
Nous verrons dans la suite, comment les fonctions x^^ et y peuvent être décomposées en facteurs et en fractions partielles.
Nous ferons voir aussi que les équations précédentes sont toujours résolubles algch-iquement par rapport à x, en sorte qu'on puisse exprimer x en x^ à l'aide de radicaux.
Chapitre II
Sur la relation la plus générale qui existe entre vin nombre quelconque de fonctions elliptiques.
Après avoir établi dans le chapitre précédent les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques, nous allons maintenant en faire d'applications au problème général, que nous nous sommes proposé. Nous ferons voir qu'on pourra en ramener la solution à celle de quelques autres plus simples.
Sur la forme dont l'intégrale d'une différentielle quelconque algébrique est susceptible,
en supposant cette intégrale exprimable par des fonctions algébriques,
logarithmiqties et elliptiques.
Soient a'j, .r^, x^,...x^ un nombre quelconque de variables, liées entre elles par des équations algébriques dont le nombre est moindre que celui des variables. Soient y^, y^,...y^^ des fonctions algébriques quelconques de ces variables et supposons que la différentielle
y^.dx^-{-y^.dx^-\-...-\-y^.(Ix^ soit complète et que son intégrale soit exprimable à l'aide de fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques, en sorte que l'on ait:
= u 4- A^ Uvy r^ -\- A_^ log-?'^ -{- .. .-\- A., \ogz\
+ 'S •/'. (f,) + ^', ''•, (/J + ••• + «,. V'..(a où A^, A,^, . . . A.,, (t^, «.,, . . . ((„ sont des quantités constantes, ti, v^, v^,...i\, t^, t„,. ..t„ des fonetions uUjvbr'iques des variables x^, ar^,...;r„, et if» , i/' , t^'j, . . . V'n des fonctions elliptiques quelconques des trois espèces avec des modules et des paramètres quelconques. Désignons respectivement par c , c^,...c„ les modules de ces fonctions, et faisons pour abréger:
en sorte qu'on ait en général ;
où 9' est une fonction rationnelle de x'^' de l'une des trois formes:
selon que if'„.ar est une fonction de la première de la seconde ou de la troisième espèce. Nous pourrons même supposer que 9' soit une fonction rationnelle quelconque de x.
On pourra regarder un certain nombre des quantités x^, x , . . . .r„ comme variables indépendantes. Supposons que les m premières
X ^ , X^ , .Tj , . . . X„
le soient: dans ce cas toutes les quantités:
61) .r„.+i, x^^^,...x^, t^, t^,...t,„ 71, v^, v^,...v^\ y^, y^,...yy. seront des fonctions algébriques de x^ , .i-.^ , . . . x„,.
Cela posé, imaginons une fonction algébrique 0 telle qu'on puisse exprimer toutes les fonctions :
62) K, v^, v„,...z\; t^, t,^,...f^, Aj(^ J, A.^(# J, . . . A„(t„) rationnellement en
Il existera une infinité de fonctions 9 qui jouiront de cette propriété. Une telle fonction sera p. ex. la somme de toutes les fonctions (62), multipliées cbacune par un coefficient indéterminé et constant. Cela est facile de démontrer par la théorie des équations algébriques. La quantité 9, étant une fonction algébrique des variables .r , x^,..., pourra donc satisfaire à une équation algébrique, dans laquelle tous les coefficiens sont des fonctions ratiomielles de
X , X , . . . Or au lieu de supposer ces coefflciens rationnels en ar^, a-.^, . . ., nous les supposerons rationnels en
6i) x^, x^, .Tj, . . . .r^, y^, y.^, y^, . ■ ■ y^.
Cette supposition admise, on simplifiera beaucoup le raisonnement. Soit donc
l'équation en 0, désignons son degré par à et supposons, ce qui est permis, qu'il soit impossible, que la fonction 9 puisse être racine d'une autre équation de la même forme, mais dont le degré est moindre que d.
Imaginons maintenant qu'on différentie l'équation (o7) par rapport aux variables indépendantes x^, x^,... x.^. Il est facile de voir, que la différentielle qu'on trouve sera de la forme
66) Pi-(^^i-{-p.2- f^^i + • • • + ;^m • dx^ = 0,
où p , p, . . . p„, seront des fonctions rationnelles des quantités
X^, X^, . . . X„,, ^"m+l , • • • 'î'iJi,, 2^^ , 2^2 ' * ■ ^M- ' "' *'l ' ^'î ' ^3^ • ' • ^ti ^l5 ^2» • • • ^3» • • • *»:> ^i(^i)j Ki^l)^ • • • ^"i*")-
Donc en introduisant la fonction G; j»^, 2^.2,> • • 'Pm deviendront des fonctions rationnelles de
67) ^, x^, x^,...x^„y^, y,^,...7jy..
Cela posé, l'équation (66) donnera séparément
et il est clair que si ces équations sont satisfaites, l'équation proposée (o7) le sera également. Maintenant les équations (68) sont autant d'équations en Ô de la même forme que V=0, ou pourront aisément être réduites à cette forme; mais suivant l'bypothèse 1^= 0 est une équation irréductible en 6, donc il suit d'un théorème connu, que toutes les équations (68) seront encore satisfaites, en mettant au lieu de 0 une quelconque des racines de l'équation V=0. Donc l'équation (57) aura lieu quelle que soit la valeur de 9, pourvu qu'elle satisfasse à V=Q.
Désignons par
69) 9^, 9.,,... 95 les racines de l'équation ^ = 0 et pai"
les valeurs correspondantes des fonctions w, v„, f„,. L'équation (37), en substituant dans le second membre les expressions des quantités m, v^, v.,,
fj, fj, . . ., donnera A(/j), AC^J, ... en fonctions rationnelles de 0, x^, x^, . . . a:^, Vu Vil ■ ■•.'/u.'t sul)stifuant ensnite au lieu de 0 successivement les (î valeurs ô^, Ô2,...0^<î, l'équation (o7) donnera, dis-je, ô équations semblables qui, ajoutées ensemble, conduiront à celle-ci:
7 1) I -{-A, .(log «'\+log r"j+...+log v[^ 1)4-...+ J,.(logï",+log ,^+...-|-log r.p^)
Le second membre de cette équation pourra encore être réduit à une forme beaucoup plus simple. Considérons d'abord sa partie algébrique
72) ' //' + If" + . . . + "^^^ = U.
Cette fonction est exprimée rationiieîlement en
mais elle est en même temps symétrique par rapport à Ôj, ô^j j • • ^8> donc en vertu d'un tliéorènie connu des fonctions symétriques et rationnelles, on pourra exprimer la fonction U rationnellement en
'«*) ^n ^25 • • • ^(i) yi) yi-> • ■ • Vv-
et par les coefliciens de l'équation V=0; mais ceux-ci sont eux-mêmes des fonctions rationnelles des quantités (75), donc la fonction U le sera également. Soit maintenant
74) log F» = log v\ + log ^'-^ + . . . + log ?' J») ,
on aura
V — r' v" . V (^^ donc la fonction V„, est aussi une fonction rationnelle des quantités (75. G9) et symétrique par rapport à 9,, 62,...0s: donc on démontrera de la même manière, que V„ pourra s'exprimer rationnellement par les quantités (75) seules.
Il reste à considérer la partie elliptique de l'équation (71): or d après les
formules du cbapitre précédent, on pourra toujours faire
^„, i t/„(/'„) + ti „.(/" J + • • . + ^'MJ^^ )
'''>' j= M'^{TJ) -\-p + B, log q, + B, log </,+ ... + B, log q,
où toutes les quantités
sont des fonctions rationnelles des fonctions
/'», r„, . . . tj^\ ^„{l^n^ Xn{t\), • ■ ^^{tJ^^)^,
or celles-ci sont des fonctions rationnelles des quantités (69. 75), et il est
clair- qu'elles seront symétrûiiies par rapport à ôj, ejj.-.eg, «lonc enfin on pourra exprimer les fonctions (70) rationnelleinent par les quantités .rj, x^, • . • x^; yi, y^i • • • y^,.-
En vertu de ce que nous venons de voir, on pourra donc mettre le second membre de l'équation (71) sous la forme:
r-}- A' log (j ' -j- A" log (/'+... + A"') \og q (*>
Donc nous Sommes pai'venus à ce théorème général:
Théorème IL Si une intégrale quelconque de la forme
fiyxd^i -\- yz<i^^ + • • • + yv.f^^r^.\
où y,, y^, ...y^ sont des fonctions algébriques de x^, x^,...x^, liées entre elles par un nombre quelconque d'équations aJyéhriques, peut être exprimée par des fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques de sorte qu'on ait: J{y^dx^ + y^f^x^ + • • • + y^fl^v) = " + ^^1 ïog^'i + A log ''2 + • • ■ + A log v^
OÙ Aj^, A^, . . . Cil, «2, . . . sont des constantes; ?/, t\, t\,...t^, t^, . . . des fonctions ulyéhriques de x^, oc^, . . . et 1/',, 1/2, .. . des fonctions elliptiques quelconques; on pourra toujours exprimer cette intégrale de la manière suivante: à ./{y, . dx, +y^ . dx^ 4- . . . +yj, . dx^)= r + A' log ,0' + A" log ?" + ... + ^<*>log ?<*)
+ «i-^'i(5i) + «2 •^'•iCQ.i) + • • • + «n.i/'„(U d étant un nombre entier; u^, c(^,...a„ les mêmes que dans l'équation (î>7);
A', A", . . . des constantes, et
des fonctions rationnelles des quantités:
.Tj, .r^,...A-j,;y,, y,^,...y^.
Ce théorème a non seulement beaucoup d'importance dans la solution de notre
problème général, mais il est encore le fondement de tout ce qui concerne
l'application des fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques à la théorie
de l'intégration des formules différentielles algébriques. J'en ai tiré un grand
nombre de résultats nouveaux et généraux que je sousmettrai au jugement des
géomètres dans une autre occasion.
Comme corollaire de ce théorème il y a à remarquer le suivant:
Théorème III. Si une intégrale de la forme
peut être exprimée par une fonction alîjc'brique et lo2:aritlimiqne de la forme
// -f- J, lojr i\ + Jj log i\^ -\- ...-{- A., loî /\, on pourra toujours supposer que //, i\, t\, ■ • ■ i\ soient des fonctions rationnelles de .ij, .f, , . . . jji, î/j, y., , • • -y^- Si donc on a l'intcgrale fydx, où y est liée à x par une équation aljïél)rique quelconque, on pourra supposer que ''j f^i ) *'a ^^^' soieut des fonctions rationnelles de 1/ et x*).
Application du théorème du paragraphe précédent à la relation générale qui existe entre des fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques.
On peut tirer ininiédiatenient du théorème général démontré dans le paragraphe précédent, plusieurs propositions importantes, relatives à la théorie des fonctions elliptiques.
Soit 77) «^.ii;j(arJ+«2.i^,(a:J+...+«^.i^'^(.r^)=«+.-i^log?>j+JJogr.^+...+^,logi%, une relation quelconque entre les fonctions elliptiques
dont les modules sont respectivement c^ , c^ , . . . c^. Si pour abréger on fait -j-]/((l — jr^)(l — r^„.r^))=A„.^, le premier membre sera la même chose que
où 7'j , ?•.,,... ?'jjL seront respectivement des fonctions rationnelles de x^, .r^, . . . x^. Donc en vertu du théorème III. on pourra énoncer le suivant:
Théorème IV. Si l'équation (77) a lieu en supposant que //, t\, ?',,...?'„ soient des fonctions algébriques des quantités x^, x^,...x^: on pourra toujours, sans diminuer la généralité, supposer, que u, r^, v^,...i\, soient exprimées rationnellement
en OTj , x,,,...x^, Aj.Tj , A.,.r., , . . . A^.r^. En écrivant l'équation générale (77) de cette manière:
«7 ^AjJTj
*) J'ai fondé sur ce théorème une nouvelle théorie de l'intégration des formules différentielles alïébriques, que je n'ai p>i encore publier jusqu'à présent. Cette théorie franchit beaucoup les résultats connus, et son but est d'opérer toutes les réductions possibles des intégrales des formules algébriques, à l'aide des fonctions algébriques et logarithmiques. On parvient par là à réduire au plus petit nombre possible les intégrales qui représentent sous une forme finie toutes les intégrale d'une même classe.
^^) yi-v^ + -Â;^ + --- + -x:rr>'
on aura en vertu du théorème II. le suivant:
Théorème V. Si l'équation (77) a lieu, on en pourra toujours tirer une autre de la forme:
79) c5~«,i/'i^,4-<î«2^^a:^ + "- + <^«».V'».^m+«-H-iif...+iOi+... + a,xW™ = r-\-A' log Q' 4- A" log ()" + ... + ^"'^ log q"'\ ô étant un nombre entier et les quantités
des fonctions rationnelles de
On aura encore comme corollaire:
Théorème VI. Si une relation (juelconque entre les fonctions elliptiques i/'j^^j, '^)^x^, . . .\p^x^^ des trois espèces a la forme exprimée par l'équation (77), on en tirera une autre de la forme:
80) d«™.î^'mar=— «j.i/^^ej — «^.1^2^.^— ...— «„_i.if'„._,9„_i
-\-r-{-A'\ogQ'-\-A''\ogQ'> -f- . . . + ^(*>log()W, d étant un nombre entier et toutes les quantités
Gj, AjO,, e,, A,9„,...?-, Q', ç",...
des fonctions rationnelles de la variable x et du radical correspondant ^^x. Toutes ces fonctions pourront donc se mettre sous la forme:
p + q.^„,x, où p et q sont des fonctions 7'ationnelles de x seul.
Voilà le théorème qui nous conduira, conmie nous le verrons plus bas, à la solution de notre problème.
Si l'on suppose toutes les variables x^, x^, . . . Xy_ égales entre elles et à X, et les fonctions '^^, i/i^ , . . . i/'jj^ ayant le même module, que nous désignerons par c, le premier membre de l'équation (77) sera la même chose que
/rdx -r^> OÙ r est une fonction rationnelle de x; donc en vertu du théorème II.
on pourra énoncer le suivant.
Théorème VIT. Si enti'c les fonctions xsx, rs^^x•, II^x, TI^x, . . IT^x, où 77j, 11^, . . . H^ dési<j,nent des fonctions de la troisième espèce, avec des paranièfips quolconqwes, mais avec le même niodnle r qu'ont les deux fonctions de la première et de la seconde espèce xsx et cî^x, il existe une relation quelconque de la forme:
laxsx+ a^xs^x + « , /Z^a; + ujl.^x + . • • + «^/Z^a;
on pourra toujours supposer que les quantités
u, v^,i\,...v^ soient de la forme p -\- q\x, où p et q sont des fonctions rationnelles de x seul. Ce théorème est encore d'une grande importance dans la théorie des fonctions elliptiques. Nous en développerons dans le chapitre IV. des conséquences importantes pour notre objet.
Réduction du problème général.
Reprenons la formule du théorème VI. En la différentiant, le résultat
sera de la forme:
P-\-Q\^xz=0
où p et ^ sont des fonctions rationnelles de x; donc on aura séparément P=0, Q = Q, donc encore P — Q.^^x=zO, c. à. d. la formule (80) aura lieu en faisant varier le signe du radical ^^x. Or en désignant par O'j, ô'^, O'j etc. les valeurs correspondantes de Oi, Gj,---, cela donne
— du,,, . i/'„.r = — 2f< . V'O' + V, où pour abréger nous avons mis le signe de sommation 2; ?'' étant la partie algébrique et logarithmique. En retranchant cette équation de (80), on trouvera
82) 2âa„ . if^x = 2f<(V'e' — t,"Ô) + v — V.
Cela posé, désignons par c le module de la fonction \p et par A.r la fonction +V^((1 — a.*)(l — c^x"^)); ou aura, selon ce qu'on a vu dans le chapitre 1.(35):
i/,'9' — if 0 = \\y — il",
en faisant
e'AO— 0A9'
v" étant une expression algébrique et logarithmique. Soient maintenant
0 = ?) + çAma-, A9 = »• + (>A,„x,
où p, q, r, Q sont des fonctions rationnelles de x. En changeant le signe du radical A«ar, on aura les valeurs de 9' et A9', savoir
^< =p — (7A„.r, A9' = r — çA™.r.
En substituant ces valeurs dans l'expression de y, il est clair que cette fonction prendra la forme:
où t est rationnel en x. En vertu de la formule (34) on voit que Ay sera aussi rationnel en x.
Si maintenant on fait
OÙ e est constant, on aura encore:
■vy = V- + t>'\ donc:
if'Ô' — \p^ = -ipz -\- t\.
Or je dis qu'on pourra faire ensorte que z soit une fonction rationnelle de x. En effet il sulTit pour cela, d'attribuer à la constante e une valeur qui fait Ae=0. Soit par exemple e^l, on aura
84) z = — ^ — et de là ^z = /'~\ .y,
mais y"^ et A^, comme nous venons de voir, sont des fonctions rationnelles de X , donc z le sera également.
La formule (82) prendra donc la forme suivante: 8o) 2(5'«„ . \\\,x = 2a\p'z -\- V,
où V est une fonction algébrique et logarithmique, qui en vertu du théorème II. pourra se mettre sous la forme:
H -\- A^ log ^'l -\-A^\o^ v.^ + . . .
toutes les quantités v, v^,v^,... étant de la forme p + q-^m^-
En développant le second membre de l'équation (8Î>), on aura aussi la formule:
+ «„.+i . t;',„+i^„,+, 4- . . . + c(^,.^p^^z^^ + V, où en vertu des deux équations (8i, 83) toutes les quantités
sont des fonctions rationnelles de la variables x. Cette formule est donc une suite nécessaire de la formule générale (77). Il faut faire attention que d est
un nombre entier et que les eoeftleiens «j, «.,, . . «,j^ sont précisément les mêmes dans les deux formules. C'est une remarque essentielle.
A laide de la formule (8(») on pourra maintenant réduire la formule çjénérale (77) à une autre plus simple; En etl'et, en éliminant la fonetion t/ „,.t- entre ces deux équations, on trouvera une équation de la même forme que la proposée, mais qui contiendra un nombre moindre de fonctions elliptiques. Faisons m = // et mettons .r^ pour .r dans la formule (80). On aura :
En éliminant la fonction v'V-^V entre les deux équations il viendra:
87) «^(2ryv\^.-Vi^J+f^,(2rhr.,.f^— l^,rJ + ... + f;^_.(2J^^^_..r^_,-VV-.^Vl)==•^'• ]Mais 2() étant un nombre entier, on pourra, en vertu de ce que nous avons vu
dans le cbapitre précédent, trouver des fonctions algébriques x' , x' , . . . x'_i
telles que
2dii_^x^ — v^c, = v,.f', + y^
etc, donc lu formule (87) donnera celle-ci:
88) hi^^'i^'i + ''•2'^"2*^'2 + • • • + «(.-iVV-i-rV-1 = ^ \u'-{-A\ \ogr\-{-A'^ logy'^ _|_ . . . _|_ A\.\ogv\..
Cette équation a précisément la même forme que l'équation proposée; seulement elle ne contient la fonction v,,^. On pourra la traiter de la même manière et en cbasser une des fonctions, par exem|)le vy-i- En continuant ainsi, ou parviendra enfin à une équation qui ne contiendra que des fonctions algébriques et logaritbmiques, et qui ne présentera plus de ditïïculté. On voit donc que le problème général pourra être réduit à celui-ci :
Satisfaire de la manière la plus générale à l'équation
89) ^ '''■*' = '^i '^' 1^ i + '''2 '''ly-^ + • • • + /^'..V'..y-.
( +«+-^,log/,'j-(-JJog^;., + ...+J,logî>„ oii v, ifij, T/',, . . . i/„ désignent des fonctions elliptiques des trois espèces, et en supposant que
soient des fonctions rationnelles de x; et que \ y , A.g. , ■ ■ . A„^„ soient de la forme p . Ax, oii p est rationnelle en x, et A.r le radical dans la fonction fx. Soient
^Jli= l'y •^•'■' KH. = P.2. ■ '^•^■' • • • ■^".'/" = l>" ■ ■^•''-
Supposons que ces équations soient satisfaites, et soit
où e^, ^j^x, . . . 6„ar seront toujours des fonctions rationnelles suivant la nature des fonctions i/», ip^, . . . ijJn, on aura:
'^^.ym—j ^^ dx ~I^'
or . "^^ . — |t est une fonction rationnelle de x, donc l'intéîïrale du second p^ dx . "
membre pourra être réduite à la forme:
^'my., = ?• + Axsx -\- A^xs^x + A'H'ix, a') + ^"/7'(.r, a") + . . .,
où ?• est une expression algébrique et logaritliniique. En transformant toutes
les fonctions tpx, '^^y^, ■yp^y^i'-' de cette manière, l'équation (87) prendra
cette forme:
^x-{-a^vi^x-\-a^n{x,a^)-^a^n{x,a^) + . . . + a^n{x,a^)
H -|-^^log?;j + ^.^log?;^ + ...
En vertu de ce que nous venons de voir il est clair que la solution du problème
(89) pourra être réduite à celle des suivants:
Prohl'eme A. Trouver tous les cas possibles où l'on peut satisfaire à l'équation :
en supposant y et p fonctions rationnelles de l'indéterminée x, et c et f' étant des constantes.
Problème B. L'équation (91) étant satisfaite, réduire les trois fonctions:
^iy,c% Oo(y, C), n{y, c\ a) à la forme:
r + Axsx + A^xs^x + A'n{x, a') -f- A"n{x, a") + . . •
où r est une expression algébrique et logarithmique.
Problème C. Trouver la relation la plus générale entre les fonctions qui ont le même module et la même variable, c'est-à-dire: trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour exprimer une fonction de la forme:
«c3.r+«^,cîo.r + «//'(.r, «J-f «^/7'(.r, «J + . . ., par des fonctions algébriques et des logarithmes.
La solution complète de ces trois problèmes sera l'objet principal de nos recherches ultérieures. Nous allons commencer par le dernier qui est le plus simple.
Chapitre III
Relation la plus générale entre un nombre quelconque de fonctions elliptiques de la même variable et du même m II d u I e j ou solution du problème C.
Soit comme précédemment
tsx, a^x les fonctions elliptiques des deux premières espèces et 77'»^, /Z'a^, . . . Tl'a^ des fonctions de la troisième espèce, ayant pour paramètres a^, a^, . . . a^, ensorte que
/dx fx-^dx „, / dx
y^:-' " '^JT^ZI
Cela posé, il s'agit de satisfaire de la manière la plus générale à l'équation:
\ =zu-\-A^ \o^i\ -\- A_^ logy^ -{-... -\- A^ log^;,. En vertu du théorème VI. on peut supposer que îi, v^, v^, . . . v^ soient de la forme p -j- qXr, où p et q sont rationnels en x.
Nous supposons, ce qui est permis, qu'il soit impossible de trouver une relation semblable, qui ne contenait toutes les fonctions:
Nous supposons encore qu'aucun des paramètres ct^, a^,...a„ ne soit égal à
+ 1 ou à -| : car dans le cas contraire on pourrait, comme on sait, réduire
la fonction correspondante de la troisième espèce aux fonctions n.r et is^x.
Cela posé, désignons le premier membre de l'équation (92) par fx et le second par u -\-2Aiogv. On aura donc
95) %x = Il -\- ^A log V.
Il est clair, que cette équation aura lieu encore si le radical Ax change de signe. Donc en désignant par u' et v' les valeurs correspondantes de u et r, on aura:
— fx = «' -)- 2.A log v'.
Cela donne
2^'x =11 — it' -\- 2A log f ^7 Y
Mettons ici — a; au lieu de -\- x, on pourra supposer que A.r reste invariable; la fonction xpx changera de signe et par conséquent on aura, en désignant par 11", u'", v", V'" les valeurs correspondantes de n, u', v, v':
— 2il'x = u" — ?<"'•-}- ^A log (-^^ . De là on tire:
ipx = i: {it — n' — ^<" -|- «'") + |2 J log (4^) •
Soit
V = p -\- qx -^ (jj' -\- f/'x)Ax, où p, q, p\ q' sont des fonctions paires, on aura:
V' = 2* -\- qx — {p' -\- q'x)Ax,
v" =p — q.v -{- (p' — q'x)Ax,
v'" =p — qx — {p' — q'x)Ax, donc
V.V'" =p^ — qH" — (/y2 _ q>-^a:-)l''x + 2x(pq' — qp')Ax, v'.v" =zp^ — q^x"- — (//^ — <^'V)A-^ — 2.r(/>|/' — qp')Ax, par conséquent on aura:
v . V'" fx + qj j: . Ajt
v'.v" fs — (pjT.Aj: '
OÙ fx et <fX seront des fonctions entières, dont Tune est paire et l'autre impaire. Nous supposerons, ce qui est permis, quelles n'ont pas de diviseur commun.
La partie algébrique 1 {u. — h' -\- «'" — u") est évidemment de la forme r.tkX, où r est une fonction impaire de x. En écrivant A au lieu de ^A, l'expression de i/vr prendra la forme suivante:
94) ^.r = rAx + 2^ \og(If±^^^\ .
Quant aux coefliciens A^, A__^,...A^, nous pourrons supposer, qu'il soit impossible d'avoir entre eux une relation de cette forme:
où wij, m^,,..m^ sont des nombres entiers. En effet, si cette équation avait lieu, on aurait:
2^1og.^l. |j^log(^) + J^log(^ + ... + J._>g(^^
c'est-à-dire :
^A log ?' = ^i', . log v\ + .'/'., . log ?'',^ -}-... + A'., , log ?.'',_, ,
011 le second inenibre contient un nombre moindre de logaritlimes que le premier. On pourra donc répéter cette réduction jusqu'à ce qu'une équation telle que (9">) est impossible. Cela posé, il faut prendre la dillérentielle des deux membres et comparer entre elles les fonctions algébriques qui en résultent.
Considérons dabord la partie logaritbmique du second membre de la formule (94). Soit poui" abréger:
on aura, en différentiant, un résultat de la forme : 97) <o= ^'•'^•^
OÙ V est une fonction paire et entière de x, savoir:
98) v=2.{fx.(p'x — çx.f:r)\-a:— 2fx . (y.r . ((1 -f-r'')^— 2c^r'). En faisant:
99) ^,r = {fxr-ic,xn\x)\
on pourra aussi mettre r sous cette forme:
1 00)) ecpx = 2f'x .U—fx. ^'x,
équation facile à vérifier.
Cela posé, décomposons la fonction entière ^x en facteurs de la forme (.r- — «')"■, et faisons en conséquence:
101 ) ( f\lf — i(fxy-.{^xy' = {x-— o;)-. (.r- — al)"^ . . . (.r«_fl^)> = Oar. L'équation (100) fait voir que si ^x a le facteur (x- — a*)"*, v aura nécessairement celui (or* — a")"'^-. donc la fonction fractionnaire — pourra être décomposée de la manière suivante:
OÙ ^ est la partie entière, /?\, fj'^,---"''^ des constantes. D'abord je dis que ^ est une constante. En effet l'expression (98) de v fait voir que le degré de cette fonction ne pourra jamais surpasser celui de ^x. Pour trouver les coefficiens p\, ^'„,..., soit ^V l'un quelconque entre eux, correspondant au facteur (g- — x'^Y de ôx. On aura:
(S' = -î '- pour X = a,
mais si l'on fait
on aura en vertu de (100):
donc en faisant x = a:
cpa
Or on a
donc:
fa-\- (pa.Aa = 0, et par suite:
/?'= — Zma.Aa, On a donc:
103) —=k ^"^i^t^"i 2m^g^Aga ^%V^ .
En multipliant par ■ — on aura la valeur de dij. La formule (94) donnera donc,
en différentiant:
S-L-fir^ -f- Jph.- + J^M?_ + . . . + "'^\ = ^ . A"-.r — r((l + c')x — 2c\v')
1 ^ /^ 2OT,g,Aa, 2wgggAga \
J- À (h 27n'i«'jAa'i '2ni' ^a\L^a' ^ \
+ etc.
En substituant une fonction rationnelle quelconque de x au lieu de ?•, on voit sans peine qu'il sera impossible de satisfaire à cette équation, à moins que r ne soit égale à zéro. En se rapellant que nous avons supposé qu'il soit impossible de trouver une relation entre un nombre moindre des fonctions /7'«,, Wa^, . . . /7'or„ et ayant égard à l'impossibilité d'une équation de la forme (93), on verra aisément que tous les coefficiens:
doivent se réduire à zéro excepté un seul. Soit donc
-(4a = ^3=.. J^::=0 et ^, = 1,
on aura:
2?n..«..Ae.
donc:
/*>' = ^"l » (■^0 = 0, ('i = ff, , f(,^ = ff,. , . . .
Cela posé, la formule générale (Oî) preudia la forme:
iOi) p\o.r — -"'■•'^' ^,^^^_2,n,Aa, _ _ ^"'' ^«- /?>«„
= , //-r + y-r.AxN
' V/r— çj.Aj-/ ' ' OÙ les paramètres «^, «„,..•«„ doivent satisfaire :i l'équation
l'une des fonctions fx, qx étant paire et l'autre impaire.
Telle est donc la relation la plus générale entre des fonctions rapportées au même module et à la même variable.
Il est remarquable que la fonction de la seconde espèce n'entre point dans cette relation.
Quant à la quantité constante ,? qui multiplie la fonction de la première espèce X3X, elle pourra sous certaines conditions se réduire à zéro.
L'équation (lOo) qui donne les relations nécessaires entre les paramètres «1? «2j---«n est précisément de la même forme que celle que nous avons considéré dans le chapitre I. En regardant u^, a^, . . . a,, comme des variables, elle donnera en vertu du théorème I.:
j»H,/Z«, + ,„ /Ta, + . . . + ;h„/7«„ = C— — log p+9«-^«) 106) ; 1 1^ 2 2^ -r " « 2A« ' V/a — ça.Aû/'
\)n^TSu^ -\- m_^TSu^ -j- . . . -)- ?«„C5«„ = C
Les paramètres a^, cc^, . . . «,. satisfont donc à l'équation différentielle:
^ Aai " Aa ~ ■ ■ ■'" Aa.
Pour avoir toutes les fonctions de la troisième espèce qui seront réductibles indéfiniment à la première espèce, il faut faire w = 1. En posant a^-=u, ?Mj = m, on a:
108) n'a = -^ o.r- -^ . log (f±±9l^) .
Pour trouver dans ce cas le paramètre «, on aura l'équation: 109 (/.rf — {(fxfil — x') (1 — cV) = (.r*— «*)■",
ce qui fait dépendre « d'une équation qui généralement est du degré m^. Le cas le plus simple est celui où m = 2. On aura dans ce cas :
(f-v = — V— i, fx = ax; donc:
donc a pourra avoir les deux valeurs —, _i_. Les valeurs correspondantes de a sont 1 , 1-| . On aura:
où l'on pourra varier le signe de c.
Si m = 3, on aura dans le cas f.v impair:
fx = x^ -\- ax, (fx = b, donc:
(.r" + axf — i-(l — x-") (1 — c"-x"-) = {x"" — ay. De là on tire:
«" = b, «» + au + iA« = 0, 2« — c-i"- =3 — 3«% a* + (1 -f- f^)6^ = 3«*, donc en éliminant a et h, on trouvera:
c == ^ (c^a* — 3u% Aa = l(l-rV).
Si donc u est une racine de cette équation, on aura:
ira=f ^ ^k.r,x — l,. "■ .logp^+K^'°^--3a^)^+a^-A^)
Généralement la quantité « sera pour un rw quelconque racine de l'une des deux équations:
où x„ est la fonction de x que nous avons considéré dans le §. i. du chapitre I., et qui est telle qu'on ait
dx^ dx
et en même temps x„ = 0 pour x^=0.
Il y a encore à remarquer, que si l'on désigne par u une racine de arm=0, —
en sera une de l'équation ;r,„ = i. Pour prouver que « satisfait à une des équations (HO), il suffit de remarquer qu'on a (39):
111) r — q\\xf = {x-^ — u'y{x-- — cr,„),
où «m (lésijiiu' la nu'iiic fonction de «, qne x,„ l'est d<? x En multipliant les deux équations (lOÎ). 111) niouihre par membre, il viendra:
111') (pfx ± q^xùrxf — ipcpx ± qfJn^xr = {x' - crf-ix"- — a\). Or on tire des mêmes équations:
/>"-(/>)' - q'{cp•^n^^^f = (■*-^- — «')"'•/?,
où n est une fonction entière. De là on voit que l'une des deux fonctions
pfx -\- qcpx.^-x, pfx — qcfX.A'^x sera divisible par (.r"' — «")"'; donc en divisant l'équation (111') par (x"^ — «*)'^'", le résultat sera de la forme:
r'^ — ?"(A.r)^ = x'^ — f<^„ , où l'une des fonctions r et q sera paire et l'autre impaire. On doit donc avoir d'abord (> = 0, et ensuite r^ = x'- — «*,„, et de là «,„ = 0, ou «„, = i. Réciproquement si l'une de ces équations a lieu, il est clair par la forme de (111) qu'on pourra satisfaire à l'équation (109). 11 y a à remarquer que dans le cas que nous considérons, (i ne pourra jamais être zéro. Donc il n'existe pas de fonction de la troisième espèce, exprimable par des fonctions algébriques et logaritlimiques.
Le cas particulier le plus remarquable de la fonnule générale (104) est celui, où wr=:3 et m^z=m, =ztn^= 1. Dans ce cas, en faisant fi^ = a, A'/j = — A;, on aura:
112) ^ . n'a, + ^.n'a„ = ^n'a + p\o.r— ' log p + ?^^-^\
OÙ
\f\ [f'''^^ *^' ~^~ ^'^'^ ^'^' ^ ^' C'isorte que
"^^ \{x'-^axf—b''{l—x'){i-e\v"-) = (x^- — a"-){x-' — aDix' — a;), d'où l'on tire, comme dans le paragrapbe 5. du cbapitre I.: aiAao + aj^»!
J Aa a* + a ^
V a a.aj.aa ' ^
Les deux paramètres a^, «., sont donc arbitraires.
Comme cas particulier on remarquera celui où «_, est infini. On aura dans ce cas
— tCL,
On pourra donc réduire l'une à l'autre deux fonctions, dont les paramètres sont respectivement «, — . La formule correspondante pour effectuer cette réduction est:
115) /Z'« + /Z'(l)=o.r+t.-^.logr-^^^Lt^^y
Pour trouver toutes les fonctions réductibles l'une à l'autre, il suffit de faire dans la formule (lOi) w=2. Cela donne
116) „,, .'^/7.„.+„. ^ /Z..,.=,,...- 1 loï (f±^),
où les paramètres «^ et «^ sont liés entre eux par l'équation:
117) {fx)'' — ((fxy\{l — a.-")(l — c"-x^) = (x^ — alr' (.r^_«^)«= et cela donnera une seule équation entre «^ et a^.
Chapitre IV
De l'cquation (i—if){i — c'"-i/^)—r''{l—x-){l—c^x% Considérons maintenant le problème (A), savoir de satisfaire de la manière la plus générale à l'équation :
y et r étant des fonctions rationnelles de x. La méthode qui s'offre d'abord de résoudre ce problème est celle des coefficiens indéterminés, mais cette méthode ne paraît guère applicable, si le degré de la fonction i/ est un peu élevé; au moins son application serait très pénible. Je vais présenter une autre plus simple et qui est, ce me semble, importante dans la théorie des fonctions elliptiques.
Réduction du problème à celui de satisfaire à l' équation:
dy dx
A(if,c) A(j:,c)
On voit d'abord que si l'équation dont il s'agit a lieu, on doit avoir nécessairement
s \ dj: /'
où 6 est constant
Il est facile de voir que les deux facteurs 1 — y"^, 1 — C'y'^ ne peuvent s'évanouir en même temps, car dans ce cas on aurait c'^ = 1, et ce cas à été excepté. On doit donc avoir séparément:
1 19) 1 —y' = 7'\.Q,i — C'Y = ri . ç'
où r et i\ sont des fonctions rationnelles dont le produit est égal à r. Egalement on aura
Or, dift'érentiant les deux équations (119), ou en tirera: \—2y.di/=r^. (/•^(/(j + 2? rfrj,
^ ( —^r'hj.dy = 7-., . {rjç + 2?'r/r.^).
Mais il est clair que y ne pourra avoir aucun facteur commun, ni avec r^ ni avec ?•.,, donc il faut que le numérateur de la fraction rationnelle -j' soit divisible par r et par r^ : mais ces deux fonctions ne pourront s'évanouir en même temps, donc on doit avoir:
' fl-r ^ ■■^
OÙ V est une fonction rationnelle de x\ qui ne devient pas infini en attribuant
entières de x sans diviseur commun, on aura évidemment:
à X une valeur qui donne r = 0. Soit y = i-, où p et q sont deux fonctions
122) ^donc:
^ ' \dx/ dx '
Cela fait voir que tt est une fonction entière. Or je dis que v se réduira à une constante. Désignons par m et n les degrés des fonctions p et q, et par 1.1 et V ceux de 9 et v. Cela posé, il y a trois cas.
Cas I. m > v.
Dans ce cas l'équation
fait voir que
mais comme on a
ou trouve
dx
(.1 -\- V ^ m -\- il — 1, V < 2m — ." — 1,
c'est-à-dire, puisque 2m — fi=2:
v<l, donc:
et par conséquent v constant.
Cas II. n>m.
On aura de la même manière:
4« = 2ju -f 4, 2« — fi = 2, v<2n — fx — \, v<l, v=iO, donc aussi dans ce cas v sera égal à une constante.
Cas III. n = m.
Dans ce cas il peut arriver que le degré de l'une des fonctions
q—Vy 1 + p^ q—c'p, q + c'p
soit moindre que n = m. Soit donc par exemple
q—p = cf, où le degré de (p, que nous désignerons par m — k, ne pourra surpasser »/.
On aura en vertu de (123):
4m — ^ = 2/t + 4, d'où
2m — /ii = 2-\-^k,
maintenant si l'on substitue la valeur de q =p -\- (p, on aura:
dx dx
donc:
^i -\- v= m. -\- m — h — 1 = 2m — h — 1, si A- > 0, et
H -\- v^^m -\-m — k — 2 = 2m — k — 2, si A- = 0.
Dans le premier cas on a
et dans le second
v = 2m — IX — k — 2^0.
Le degré de la fonction entière v est donc dans tous les cas égal à zéro, et par conséquent v se réduit à une constante. Eu la désignant par ^, on aura :
124) t.rz=^£.
Cela posé, l'équation
donnera celle-ci.
dy s . dx
et le problème est ramené par là à celui de satisfaire de la manière la plus
générale à cette équation en supposant y rationnel en :i-. En intégrant, on aura:
126) 0(^,0 = *.o(av) + C.
En comparant ce résultat à celui que nous avons démontré dans le chapitre II. on aura ce théorème :
Théorème \1II. ''Si l'on a une relation quelconque entre un nombre quel- «^onque de fonctions elliptiques, et qu'on désigne par c le module de lune tlelles prise à volonté, il se trouvera parmi les autres fonctions au moins une, dont le module est c', et qui est telle, qu'on ait entre les fonctions de la première espèce, correspondantes respectivement aux modules c' et c, cette relation très simple.
^{y, C) = f M{x, c) + C, où y est une fonction rationnelle de ;r et f une quantité constante."
Ce théorème est de la plus grande importance dans la théorie des fonctions elliptiques.
Il s'agit maintenant de trouver toutes les valeurs de y et des modules c' et c propres à satisfaire à l'équation (12o). Si la fonction y contient des puissances de .r supérieures à la première, elle jouira d'une certaine propriété, qui conduira à son expression générale, en supposant connue la solution complète dans le cas où y ne contient que la première puissance de x. C'est pourquoi nous donnerons d'abord la solution dans ce cas.
Solut ion du problème dans le cas de y
En substituant cette valeur de y dans l'équation:
rien n'est plus facile, que de trouver toutes les solutions possibles. Je ne ferai que les transcrire:
ex
II. c' = ±—, yz=±rx, y=±- , 6 = ± c
On voit que le module c' a six valeurs différentes. La fonction y en aura douze, car à chaque valeur de c' répondent deux valeurs différentes de y. Ces formules nous seront utiles pour la solutiou du problème général.
Propriété générale de la fonction rationnelle y, qui satisfait à une équation de la forme:
dy dx
b^y Ajt
Soit pour abréger:
|/((l_3/-)(l_f'y)) = A'*/ et K((l — .r^)(l-c^.r^)) = A:r, l'équation (12o) qu'il s'agit de satisfaire, prendra la forme:
127) ^=--^' OÙ y est supposée fonction rationnelle de x.
Soit
128) y = xpx
la fonction cherchée. Si, en réduisant if'^r à sa plus simple expression, les puissances de la variable x qui y entrent s'élèvent jusqu'à la fi"" inclusivement, nous dirons que v\f est une fonction rationnelle de x du degré jw. Sa forme générale sera donc:
129) wx = -^— ^ — -,
le numérateur u'ayaut de diviseur commun avec le dénominateur, et les deux coefficiens A^ et B^ n'étant nuls à la fois.
Cela posé, si l'on considère x comme fonction de y, Téquation y=wx donnera ,</ valeurs différentes à x, nécessaii-ement inégales, en supposant y variable. 11 est évident que toutes ces valeurs de x satisferont également à
l'équation différentielle :
dy ds
à'y Aj
En désignant donc par x et x' deiLX de ces valeurs, on aura en même temps:
dy dx'
A'^ Aj'
Donc, en égalant ces deux valeurs de —, on aura
(Lv dx
Aj' Aj."
Cette relation aura toujours lieu entre deux racines quelconques de l'équation
y = ^px.
11 est facile de tirer de là une équation algébrique entre x' et .r. En elTet l'intégrale complète de cette équation est en vertu de (56):
oii e est une constante. Maintenant x et x' étant tous deux racines dey=\px, «m aura: y = if .r, i/^ipx',
donc:
151) ^'x' = ipx,
et puisque y est variable, cette équation doit nécessairement avoir lieu pour une valeiu" quelconque de x. On aura donc immédiatement ce tbéorème :
Théorème IX. "Si une fonction rationnelle y de x, du degré fj, doit satisfaire à une équation différentielle de la forme
dy dx
il faut que cette fonction reste la même, en mettent pour x, fi valeurs différentes de la forme:
xAe + eAj 1 — c2eV2' e étant constant." .
Ce théorème, nous conduira, comme nous verrons, de la manière la plus simple à l'expression générale de i/. Il s'agit seulement de déterminer les valeurs convenables de la constante e; car celles-ci étant trouvées, rien n'est plus facile que de trouver ensuite toutes les autres conditions nécessaires. Occupons nous d'abord de la recherche de cette constante.
Recherche des racines de l'équation yz^z^x. Soit pour abréger:
nous aurons d'après ce que nous venons de voir (131):
153) if'(e.r) = ipx,
où le signe du radical A*' est évidemment arbitraire. Je remarque que cette équation, ayant lieu pour une valeur quelconque de x, subsistera encore en mettant 6^ au lieu de x. On aura donc:
i/'(ô(9:r)) = -ipi^x) = il'x.
En mettant de nouveau ^x au lieu de x et ainsi de suite, on trouve
y = i/vr = i/'(9.r) = \j>{^''x) = ip{^^x) = . . . = ■^!{^"x) = etc., où Ton a écrit pour abréger:
O^A- =: 69;i-, 0'^ == OO'^.r, . . . etc. 6".r = 09"-'.r. Il suit de là que toutes les quantités de la séi'ie
154) X, dx, {i'^x, . . . rx, . . .
seront des racines de l'équation y = ipx. Maintenant cette équation, n'ayant qu'un nombre limité de racines, savoir //, il faut nécessairement que plusieurs quantités de la série (154) soient égales entre elles. Il s'agit de savoir si cela est possible. Pour cela il faut d'abord avoir l'expression générale de <i"x en fonction de x et e. Supposons pour le moment e indépendamment variable. On aura en vertu de l'équation (152)
1 — c2e2(ô»-»jr)2
d{^"s) (/(9"-' j) _|_ de
A(0"J-) A(9»->jr) ' "Âë"
En mettant dans cette équation successivement n — 1, w — 2, . . . 2, 1 au lieu de n, et supposant, ce qui est permis, que les radicaux A(9".r), A(9"~*.r) . . . A(9.r), Ax conservent leurs signes dans deux équations consécutives, on aura sur le
cliamp :
f/(9"^) ds 1 de
A(0"J^) A.r Ae
Cela posé, cherchons suivant le paragraphe 4 du chapitre J. une fonction rationnelle e„ de e telle que
de„ de ==n — ,
Ae,. Ae '
on aura:
Mais si l'on fait
^(0"^) ds . de„
à.(fi"s) Aj Ae„
J^'Ae, + e, A J 1 — cW^ '
on a:
ds' ds _| de.
Ti A.r '
^x' A-r àe, ' donc:
rf(D''j:) ds^
A(9"J') Aj:'
Cette dernière équation donne
.„ j'Ae' + c'Aj'
OÙ e' est une constante.
Pour trouver cette constante, faisons e = 0; on aura ^„ = 0 et \e„= 1. Donc la valeur de x' deviendra x' = x, et par conséquent celle de 9".r.-
.„ jAe' + e'Ajr
Mais puisque ^x = j:, on aura encore ^"x = x, donc :
sle' + e'Aj
Cette équation, devant avoir lieu pour une valeur quelconque de x, ne pourra
subsister à moins qu'on n'ait séparément e' ^0, Ae' = 1 ; donc on aura :
9".r = X', c'est-à-dire :
loo ) 0'':i- = „ . , ■ •
^ 1 — ce^J
Telle sera l'expression de ^"x pour une valeur quelconque du nombre entier n. ■ Elle a en effet, comme on voit, la forme d'une racine quelconque de l'équation y = xpx.
Cela posé, soient 9"^ et 9"+"^: deux quantités de la série (loi), égales entre elles, dont il existera toujours suivant la remarque plus haut. On aura donc:
0'"+"a.- = (j^'x, mais 9"^"ar est évidemment la même cbose que 9"(9'"a:), donc en mettant x pour H^x, il viendra:
156) ' fi"x = X.
Une équation de cette forme doit donc toujours avoir lieu quel que soit x. Si elle a lieu effectivement, il est clair que la série (l.">4) naura que ?i termes diflérents, car, 9''~*.r, passé, les termes se reproduiront dans le même ordre, puisque 9"+^;r = U, 9"+^^: = ()'-x etc. Si l'on suppose, ce qui est permis, que n, dans l'équation (i"x = x, a la valeur la plus petite possible pour la même valeur de e, il est clair également que les n quantités.
137) X, 9^, ô'^^, . . . e"ar
seront nécessairement différentes entre elles. Car si l'on avait par exemple
il en résulterait ^^x ^= x, ce qui est contre l'hypothèse, attendu que // est iiioindi"e que n.
Il s'agit maintenant de satisfaire à l'équation
En y substituant l'expression de Tx, donnée par la formule (15o), il viendi-a:
Or il est impossible de satisfaire îi cette équation pour une valeur quelconque de X, à moins qu'on n'ait séparément les deux équations:
et réciproquement: si ces équations subsistent, il en sera de même de l'équation G".r = X. Or je dis qu'il sera toujours possible de satisfaire à ces deux équations à la fois.
D'abord si w est impair, les deux quantités e„ et — ^ seront des fonctions rationnelles de e, comme nous l'avons va chapitre I. § i. Si donc on désigne par e une racine quelconque de l'éfjuation
il suffit, pour satisfaire à l'équation A^„ = 1, de déterminer le radical Ae de la manière que:
140) Ae=-^,
après avoir mis le second membre sous la iorme d'une fonction rationnelle en e. Ce-ci se fait voir, en remarquant, que si e„ = 0, la quantité àe„ = +y'((l — e-„)l — c^e~„)^ ne pourra avoir que l'une des deux valeurs -)-l, — 1.
Si au contraire ii est un nombre pair, on a \ni que Ae„ sera une fonction
Ae
rationnelle de e, de la même sorte que V^. En la désignant par t„, on
1 — ce^
doit avoir en vertu des équations (158):
Or je dis que si e est une racine quelconque de cette équation, on aura à la fois e„ = 0, Ae„ ^ 1. En effet ayant
Ae.
on en tire en quarrant,
et cela donne:
e„=0, car c* est différent de l'unité. Or ayant p„ =: 0 et f„ = 1, on aura évidemment Af„ = 1 ; donc etc.
Ou pourra donc satisfaire à la fois aux deux équations :
et on aura toujours un nombre w* de valeurs différentes et convenables de e, car en vertu des formules (51. 35) les équations e^^Q, f„=l seront du degré ^^* en e.
Il s'agit maintenant de choisir les valeurs de e qui rendent toutes les n quantités x, ^x, . . . 0"~^r différentes entre elles, car cela est une seconde condition à laquelle doit satisfaire e.
Or pour cela il suffit de rejeter toutes les valeurs de e qui pourraient donner e!^.r = x, où // est moindre que n. On pourra toujours supposer /< facteur de 71. En effet soit k le plus grand comuuin diviseur de /t et v, on pourra trouver deux nombres entiers /<' et 7i' tels que:
Or l'équation ^v-x i=r x donne :
donc : 6" ''+*ar = .r = 9''0'' ";r;
mais en vertu de ^"x = a: on a encore
^"'"x = X, donc enfin:
6*:r = X ; donc, si 9'^.r = x, on aura encore : 6*.r = :r, où A: est diviseur de ?i. Donc il suffit, de rejeter toutes les valeurs de e, qui pourraient satisfaire en même temps à ces deux équations:
^ix = 0, Ae^ = 1, où fi est un facteur de n: et il faut nécessairement les rejeter toutes, car si l'on a Gt^:r = x, on a nécessairement ô".r =z x.
Ainsi on trouvera aisément une équation en e, dont toutes les racines donneront des valeurs convenal)les de cette constante. Si n est un nombre pre-
inier impair, on a // = 1 ; donc la seule racine qu'il faut rejeter de celles de l'éqUation
est celle-ci:
On aura donc un nombre ?i' — 1 de valeurs convenables de e. Car l'équation
e„ = 0 est du degré n\
Il y a une remarque essentielle à faire sur les quantités
Savoir, on aura toujours e?i 7nème temps:
142) 0-:r = ^^^--^^"^^ Qn-n.^ = ^Ag.-e.Ax ^ ' 1 — c°x"e^ 1 — c'x^e^
En effet, on a (i3):
e, Ae„ — e„Ae„
mais e„ = 0, Ae„ = 1,
donc:
On aura également (42)
donc à cause de
on aura:
En substituant ces valeurs de «-„_„, Ae^^ dans l'équation
e''-'".r = JAe„_„ + g„_„Aj 1 — c-e^___j:= '
on aura précisément la seconde des équations (142).
Si l'on multiplie entre elles les valeurs de 0'".r et 0""'".r, le produit sera
rationnel, et on trouvera
On aura de la même sorte:
Ces formules nous seront utiles dans la suite. D'après ce qui précède, les n quantités
sont différentes entre elles et racines de l'équation y •=. ^x. Le degré /t de cette équation est donc égal à n, s'il ne surpasse ce nombre. Nous verrons plus bas, qu'il suffira de considérer le cas, où u = n. Ou pourra même supposer ?/ premier.
Trouver toutes les valeurs de y qui pourront répondre aux valeurs des racines,
lorsqu'on en connaît une seule.
Pour simplifier la solution du problème général, voyons si plusieurs valeurs différentes de la fonction y et du module c' pourront répondre aux mêmes racines de l'équation y = ux. Rien n'est plus facile (jue de trouver les valeurs de y et C. En eflet soit '{pf=^ où p et q sont des fonctions entières
de z sans diviseur commun. En désignant par
X, x', x" . . . xf^M-O toutes les racines de l'équation
y = 1^'x, on aura p — qy = [a — by){z — x){z — x'){z — x") . . .{z — .r(!^') ), où a et 6 sont des constantes. Soit maintenant y' une autre valeur de y qui satisfait aux mêmes valeurs de x, x', .r" . . . , on aura en désignant par p' et </' les valeurs correspondantes des fonctions p et q:
p — qy __ a—by
En attribuant à z une valeur constante, il est clair que cette équation donnera pour y' une expression de la forme:
où «, (>, «', ,?' sont des constantes. En désignant maintenant par c" le module
qui répond à y', on îiura en même temps:
dy' , djc dy dx
V[(l— î^'*)(l — c"V")j * 'Âx' Â^ * "ix' donc :
dy' s' dy
En y substituant l'expression de y' en y, on aura les équations nécessaires
pour trouver y\ c", t'. Ce problème est précisément le même que celui du pa-
rasraphe 2. On voit donc, qu'une seule solution de l'équation
dy dx
Ly ' Ax
douuera sur le champ cinq autres qui, généralement, seront différentes entre elles. La fonction y aura toujours deux valeurs correspondantes au même
module c\ savoir y et
Solution complète du problème dmis le cas [j. :=: n.
Supposons maintenant que l'équation y = ipx n'ait d'autres racines que
celles-ci:
ce qui à lieu toujours si /n est un nombre premier, comme nous le verrons l)lus bas. On aura alors, si ^ et ^jr signifient la même chose qu'au paragraphe précédent :
147) 2)—qy=:{a—by){z — x){z—U'){z—^'^x) . . . (z—r-^x). En attribuant à z une valeur particulière, on aura une expression de y, dans laquelle tout est déterminé, excepté trois quantités constantes. Nous allons voir qu'on pourra toujours trouver ces quantités de sorte que l'étjuation différentielle proposée soit satisfaite. Pour cela considérons deux cas: n impair et n pair.
Cas I. Si n est im nombre impair.
Soit dans ce cas n = 2/t -}~ 1 Alors l'équation (147) donne, en attribuant à z la valeur particulière zéro:
a' — % = — {a — by)x.^x.^\v . . . G^i^ar,
et de là:
4^jj-v u' + a.x.^x.^^x..
Remarquant maintenant qu'en vertu de (145):
-el
il est clair que l'expression précédente de y sera une fonction rationnelle de x du degré 2// -\- 1 ; donc, puisque cette fonction ne varie pas, en mettant pour x les 2« -\- 1 valeurs
X, 9.r, 9"^ . . . 9^!^;r, ce qui est évident à cause de ^"^i^+^x = x, on conclura que l'équation (li7) a lieu en mettant au lieu de y cette fonction et pour p et q les valeurs correspondantes en z. Cette équation pourra s'écrire comme il suit :
I-i9) p—qy={a—l>y){:—x){z—^x){z—^'^^x){z—^^x){z—(i^-^-^x) . . .
Cela posé, faisons:
et désignons les valeurs correspondantes de y par
Puisqiion a pour ces valeurs de x, ^x = 0, il suit en vertu des deux équations (142) du paragraphe 4:
6"a; = e-H'+^—ar ^^^'
d'où l'on voit que les facteurs du second membre de l'équation (149) seront égaux deux à deux, en faisant abstraction du premier facteur z — x. On a donc: /p — qu = Cff ^ ba){l —z) . ç%
"* ^ \p — qy = ia — by){l—cz).Q"^
{p~qÔ={a — bd){l + c:) . Q"'% où Q, p', (j", ç" seront des fonctions entières de z du degré /i. Mais puisque
loi) {q'^—p^){q-^ — c'Y) = r^l—z^){l — f^^^),
les équations précédentes font voir que les qtiatre constantes a, j-î, y, â égalent celles-ci:
et si cette condition a lieu, les quatre équations (loO) donneront évidemment une de la forme (loi), et par suite on aura
en vertu de ce qu'on a va dans le paragraphe 1 de ce chapitre.
Puisqu'il sutïït de connaître une seule valeur de y, nous pourrons faire par exemple:
Cela posé, il reste à satisfaire à ces équations. Or si l'on fait pour un moment:
lo4) CfX = x.^x.^-x . . . (^■^^x= ^i_,.,.,.)(i_,.,.^,.). . .(L-c^e;.^)'
l'expression de y deviendra :
, ijt.\ a' + a. os
loo) M = — j— !— ,
d'où l'on tire, en remarquant que q){ — x) = — (px, et faisant ar= 1, — 1,
a' + a.<a{ — ) a' — a.o\ — ) g' + a .9(1) ^ g' — g. 9(1) ^ V c / . ^Vc/
donc en vertu des équations (153), on aura:
11 est impossible de satisfaire à ces équations à moins que l'une des quantités a', b' ne soit zéro. Faisons donc «' = 0, on aura en même temps 6=0. Donc deux des équation précédentes donneront:
d'où l'on tire la valeur de C, savoir:
La valeur de y deviendra:
Quant aux valeurs de ^(l) et ç. (—Y on aura en vertu de l'expression àe(px:
donc:
et
^ kV) ^^ c2H-+i.9(l) t" = c^i^+».((;(l))'-, ./^(1) =
Enfin, pour avoir la valeur du coefficient f, il suffit de faire x = 0, après avoir différentié l'expression de y. On aura:
Mais comme on a
dx ' àx '
il en résulte, en faisant x = 0.
ds
donc ou pourra faire:
2 2 2 2 Cl^+*
En vertu de ce qui précède on pourra énoncer le théorème suivant:
Théorème X. "Soit e une racine quelconque de l'équation ^'^a+i = 0, mais qui ne puisse être racine d'une autre équation de la même forme fj,^, = 0, où 2?H-)-l est diviseur de 2/< -j- 1. Cela posé, si l'on détermine la fonction y, le module c', et le coefficient f, en vertu des formules:
^^+j j:(e2-x2)(e\— x2)(e23_jr2)...(e^_j:2)
y y/c' ' (1 — c2e-ij2)(l — c2eV'2)(l — c'-eV^).. .(1 — c2<j2)'
i..= ,2.+i / (i-e-Ai-nni-nj---i^-v y
.e'.el.e\...el,
'on aura toujours;
dy , dx
en déterminant convenablement le signe du second membre.
Ayant trouvé de cette sorte un système de valeurs de y, c', e, on en aura, d'après ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent, cinq autres à l'aide des formules du paragraphe 1. 11 répond six systèmes de valeurs de y, r', * à chaque valeur de e. On trouvera même douze valeurs de y, car à chaque valeur de c' répondent deux valeurs différentes de cette fonction. Nous reviendrons plus bas au problème de trouver le nombre total des solutions qui répondent à la même valeur de fi.
Pour donner un exemple des formules ci-dessusj soit /t = 1. Puisque dans ce cas 2,u -|- 1 r= 3 est un nombre premier, on pourra, en vertu de ce qu'on a vu plus haut, prendre pour e une racine (quelconque de l'équation ^3 = 0, excepté la racine zéro. Cette équation, en vertu de la formule qui donne l'expression de x^, est du huitième degré, savoir:
0 = 3 — 4(14- f2)e» + 6fV* — c*e\ La quantité e étant une racine quelconque de cette équation, on aura:
du , dx ; = + *■
Vl_c-2e2/' y \c'J ' «^ v^c' I_c2e2x'2
Puisque e** est exprimé en c par une équation du quatrième degré, le module c' le pourra être également. Cette équation est:
{& — cf = AVcc' . (1 — Yccf.
L'expression générale de y, donnée plus haut, est exprimée en forme des produits. On décomposera aisément cette fraction en fractions partielles. En effet, puisque les racines de l'équation
sont les 2;« + 1 quantités suivantes
la somme de ces quantités sera égale au coefficient de z^i>; divisé par celui de
z^i^+^ et pris avec le signe — 1, donc:
donc, en vertu de l'équation
on aura l'expression suivante de y:
Hi- ' "■ " - " •-'.'2---^,x
C«* II. Si n est un nombre pair.
Faisons ?i = 2/ii. Puisqu'on a
on aura, en faisant m=. ^:
x^e,, + e.Ax xAe.. — e..Ax
Cette égalité ne peut subsister à moins que e^ n'ait une des deux valeurs : zéro ou l'infini. Cela donne lieu à considérer séparément ces deux cas:
A. si e^ = i.
On aura : ^^x = + — •
— es
En y substituant 0"*.^ au lieu de x, on aura:
— cS^x
Les racines de l'équation y = i/;a? deviendront donc:
X, +—, e.r, ^^x, . . . ^v--^x, Oi^+^a:, 6i^+»ar, . . . ^^V--^x,
par conséquent on aura:
158) p—qy={a—bj/)(z—x){z+ -!-)(;— ôa?) (2— 9»i^-*.r) . . . (z—^v-'^x) (z—^^+^x).
En désignant par a' et h' les coefficiens de z^^~^ dans les deux fonctions entières p et q, on aura:
a> — h'7jz= — {a — by).(x ±- + ^x-\- ^-^^--^x + . . . + ^^'^x + Gï^+'.r)
L'expression qu'on en tire pour y sera évidemment une fonction rationnelle de X du degré 2/*, et puisqu'elle reste invariable, en mettant pour x les 2/i quantités ")
ar, 9^, e*^, . . . 02t^-*^, l'équation (I08) aura lieu en mettant pour y cette valeur et pour p et q les valeurs correspondantes en z.
Nous allons voir qu'on aura une valeur convenable de y en faisant
, a=rb' = 0.
Cela donne
^~~~b' J_ 2Ae..r ^^y.-^
expression qui est évidemment de la forme:
lo9) y=iA ; ~ !== = A.(px.
Pour trouver la valeur de A, remarquons que si l'on fait :»; = 1, y doit avoir une des valeurs: 4-1, + — . Soit par exemple y=.\, pour x=^ 1, on aura:
Cela posé, faisons dans l'équation (io8): x=l. En remarquant que « = 0,
on aura
») On a
q-p = (i-z){l + cz).f.
« = ^^ r et O^t^J = X.
b'+b(x + ^x+^'ix...+ ^'^-'^)
où ç est une fonction entière de z, car pour a; ^ 1 on aura :
En changeant le signe de z dans l'équation précédente, on aura, en remarquant que q est une fonction paire et /v une fonction impaire:
q + p={i + z){i±cz).Q'\ Cela donne:
q- _^- = (1 _^".)(1 _cV)(^^o')^ Maintenant, puisque
cela fait voir que la fonction q"^ — c''^p'^ doit être un carré parfait Or on pourra toujours déterminer c' de la manière que cette condition soit remplie. Faisons dans l'équation (158)
on aura:
ev-+^x = e'"{ov-x) =: 6'" (+ — ) = 6" (—^\
donc : ■ Oy-+'"x = frx.
Si donc on désigne par a la valeur de y qui réponde à x = ■ , les
racines de l'équation
/? — aq ■= 0, c'est-à-dire les facteurs de p — aq, seront égaux entre eux deux à deux; donc p — aq sera un carré parfait. En cliangeant le signe de z, on aura /> + '«/} qui par conséquent sera également un carré; donc en multipliant, on aura:
où t est une fonction entière de z. En faisant donc
l'équation (161) aura lieu, et par suite
ou aura:
dv dz
-rr~ f • -T- 5
ou ^ =
c'est-à-dire, en changeant z en,x:
ds
' Ax"
Pour déterminer le coelTicient t, on aura d'abord, en vertu de la dernière équation :
Mais l'expression de 1/ donnera:
ds ç(l) '
donc:
9(1) Le numérateur de la fraction qui exprime la valeur de y sera décomposé
en facteurs: savoir si l'on fait y= ^, on aura:
On pourra facilement décomposer de la même manière le dénominateur </', comme on va le voir. *
En divisant les membres de la formule (li7) par y, il \iendra à cause de ti = 0:
^ — q = — b{z — x){z — 6.t)(z — ê-.v) '. . . {z — ft^^-Kr).
Cela posé, soit â une valeur de x, qui rend y infini, c'est-à-dire une des racines de l'équation q' = 0. On aura
q = l,{z — d){z—dô){z — e''ô) . . . (z—O^^-^ô). 11 suffit donc de connaître une valeur de â. Or une telle valeur est r
En effet puisqu^on doit avoir y = i, et remarquant tpie
on aura
r = x-\- Ox -f ffx + . . + d^i'-Kv = 0. Soit pour une valeur quelconque ie x:
;;„ z= e"'x + 6-^^-'"x -\- 0M-+'".-r -f- O^t^-'^x, on aura évidemment, en remarquant que 0^^x = x:
Po + Pi-{-Ih+ •■■ + P21X-1 = 4.r.
Or je dis que si l'on fait
on aura : p^ = 0,
pour une valeur quelconque de ?«. En effet on a d'abord:
er^,a:-{-d^i'-"x= ^^■^■^^" , ' 1 — c^e'x^
donc en mettant O^x au lieu de x, et remarquant que ôv-x = 4;
CJ
En faisant maintenant
on aura:
6^x + e2!^-»a;.= ^,_ .^^f", rr = — {6'^^x + esK.-'-a?),
donc en effet: r„, — 0
On pourra donc faire
En remarquant que g' = 1, pour .r = 0, on q^ura, en mettant dans l'expression de q, X au lieu de zy
D'après ce qui précède on pourra énoncer ce théorème:
Théorème XI. "Soit e une racine quelconque de l'équation e^ = ^, mais qui ue satisfait pas en même temps à deux équations de la forme e„, = 0, A<'„. = 1, où 7)1 est facteur de 2//. Cela posé, si l'on détermine les trois quantités y, c', e en vertu des formules:
s 1 1 ■ 2Ae.j I 2Aga..r ■ ■ ^^Vr^
, /i , 1 I 2Ae , 2Ae2 , , SAg^^ ^ \
162) (± ' — "^ ll±T + I=^^+ ï=^^ "^ • • -"^ 1=^^/ on aura toujours:
rfy t.dx
v/[(l-y')(l-^'V^)J ~ /[(l-^'-)(l-c2jr2)]'
Le cas le plus simple de cette formule est celui où // = 1. On aura:
Après avoir déterminé en vertu du théorème précèdent un système de valeui-s pour y, c', f, ou aura cinq autres solutions à l'aide des formules du paragraphe 2 de ce chapitre.
B. Si e^ = 0.
Si p^ = 0, le radical ù^e^ ne pourra avoir que Tune des deux valeurs -}- 1 ou — 1 ; mais il faut ici supposer ^e^ = — 1, car si l'on avait en même temps ey_ = 0, AC|ji =1, il en résulterait Oi^x = x, ce qui n'a pas lieu. Mais
Ov-x^ ^ t_-
cela donne
ev-x = — x,
et, en mettant 0"x au lieu àe x:
Les racines de l'équation y = ^^x seront égales dans ce cas "■ deux à deux, mais de signe contraire, et par conséquent ipx sera une fonction paire de x. En faisant
V^^ — j, on aura:
161) p—qy=,(a—bi/){z'' — x%z''-{OxY){z'-{^^xr) . . . (z^ —(ôi^-^:,y->j.
Si l'on fait z = 0, et qu'on désigne les valeurs correspondantes de p et q par a' et b', on aura:
a' — b'y = + (c — f>i/){x. 6x._6\v . . . 6v--^xf. Cela donne pour y une expression rationnelle du degré 2.h. Comme dans les deux premiers cas on déniontrera aisément quîil sera toujours possible de déterminer les constantes a, b, a', b' de la sorte que l'équation:
My Lx
sera satisfaite, en attribuant au module c' et au coefficient e des valeurs convenables. Je vais considérer seulement le cas le plus simple, où ^< = 1. On aura dans ce cas
a' — b'y:={—a-\-by)x'^ et par suite:
a' + ax"^
b' + 6^2 En mettant cette valeur dans l'équation:
dy dx
A'y " Ax '
on trouvera facilement une solution, savoir:
Connaissant ainsi une solution, on en déduira, en vertu des formules du § 2, les cinq autres, de sorte que l'éfjuation
dy dx
ù^'y àx
pourra être satisfaite des six manières suivantes:
ji(iR\ r' — l±^ l + y/q-c"-) c+/(c^-l)
Réduction du problème général au cas où le degré de la fonction rationnelle y
est un nombre premier.
Soit maintenant y =: ■x\)x une fonction rationnelle quelconque qui satisfait
à l'équation différentielle:
dy dx
^y ' Ax
Comme on a vu dans le paragraphe 5, l'équation
aura toujours ;/ racines de la forme:
167) X, ex, O'^x, . . . 0"-\ où 0''x = x.
Cela posé, désignons par x' une nouvelle racine, différente de celles-ci, en
soi'te que:
xpx' = '^'x ^= y.
On a
v^((rx) = ipx,
donc aussi
ip{û'^x') = ^)x' = y.
11 suit de là (jue les n quantités
168) X', Ox', e'^x', . . . Ô"-»:r'
qui sont différentes entre elles, seront racines de l'équation dont il sagit. Or toutes ces «racines seront différentes des racines (167). En effet si l'on avait irx' = Ov-x, il en résulterait:
c'est-à-dire :
ce qui est contre l'hypothèse. Le degré fi de l'équation y = i^'x est donc égal à 2??, ou plus grand que ce nombre. Dans le dernier cas, si l'on désigne par x" une racine différente des 2« racines précédentes, on aura en même, temps celles-ci:
x", 6af, O'^x" . . . O'^^x",
qui seront différentes entre elles et des racines (167. 168). Donc /t sera égal
à 3« ou plus grand que ce nombre. En continuant jusqu'à ce qu'on ait épuisé
toutes les racines, on voit que /< doit être un multiple de /i, et si l'on fait en
conséquence :
fi = m.w,
les ^ racines se rangeront en 7n groupes, de 7i termes chacun, savoir:
ix, Ox, O'^x . . . 0"-\v, X', Ox; 6V...0-V, ar'^"'-»), Ox''"-^\ Û-x'''-^'> . . . i9''-»a:'^"-^>. Cela posé, soit
où p et q sont des fonctions entières de z, sans diviseur commun. On aura: 1 70) p — qy = {a — b>/).{z — x){z — Ox){z — 0-x) ..{z — 6"-'x)
X (z — x'){z — fJx%z — e'^x<) ...(z — 0'^\t')
Xiz — x^'^^^){z — dx<'^^>)(z — 0V"'-»') . . . {z — /?"-V'"-"), et d'après ce qui a été exposç dans le paragraphe précédent, on pourra trouver une fonction rationnelle: i/^ = \ii^{x), telle que les racines de l'équation
soient égales à ces ti quantités;
X, Ox, O'^x, . . . 6''-\r, et que yj satisfasse a une équation différentielle de la forme : 171 -v ^^1 __f ^
Faisons
où p' et q' sont des fonctions entières du degré w. On aura:
172) p' — q'y, = {a' — b'j/,)iz — x){z—0:v) . . . (z—O-Kv), où a' et b' sont des constantes.
En y mettant au lieu de x successivement les 7n valeurs:
et puis multipliant entre elles les équations qui en résultent, on trouvera, eu ayant égard à l'équation (170):
•* / a — by a'—b'yi ' a' — b'y^ '" a' — b'y.
OU
ya j 2^3 j • • • y»
sont les valeurs de la fonction yi, qui répondent aux valeurs
X', X", . . . a;("^*^ de X.
Puis, attribuant à x deux valeurs particulières et, §, telles €[ue
^« = 0, 1/^/? = -^, et désignant par
les valeurs de y^, y^, . . .^m, respectivement correspondantes aux valeurs « et (i de X, l'équation ci-dessus donnera:
{p = A'ip' — «j . q') {p'—u^q') • • • ip' — «m . q%
*^^^ \q'=A"(p' — ti,.q')ip'—M)---iP' — (^'^-9% où ^' et A" sont deux constantes. En divisant p par /^, on voit que
P.=:wz sera fonction rationnelle de ^ = ip^z. En mettant x au lieu de z,
on aura
donc:
J7K\ „_// (yi — «iX^i — o^iXyi — «3) • • • (j^i — 'X")
A' ovi A ■= - T- est constant.
On voit donc que y pourra être exprimé par une fonction rationnelle de 7/1 du degré m.
En combinant maintenant l'écpiation (171) avec celle-ci:
dy dx ^
qui doit avoir lieu, on aura:
\Ta\ ^f — A. %. .
' ^[(l-3/^)(l-c'V)] El V\iX~y\)(y-c\y\)V
donc la fonction y, rationnelle en y^ et du degré m, doit satisfaire à cette équation. Réciproquement, si cette équation a lieu, l'équation
dy dx
~bJy ' ^x
subsistera également, car la fonction y, est déterminée en x de la manière à satisfaire à la formule (171). Ainsi le problèiiie général est réduit à satisfaire (le la manriée la plus générale à l'équation (l"6)- Or ce problème est précisément le même que celui que nous traitons actuellement; seulement le degré de la fonction y en y^ sera m, au lieu que y, comme fonction de x, est du degré m. Il, qui est plus grand que m. On pourra donc appliquer à léquation
(ITC) le même procédé dont on s'est servi pour l'équation '^~ = i.—^, et il
est évident qu'on parviendra ainsi à l'expression générale de y, car les degrés des fonctions successives vont toujours en décroissant.
Supposons maintenant que le degré // de la fonction y en x est un nombre premier. Puisque fi = m.n, on a nécessairement m = l, ft = 7i. Par suite:
3'i — ?i On connaît l'expression de y^ en x par les formules du paragrapbe précédent.
En substituant l'expression de y en y^ dans l'équation (176), on trouvera à
l'aide des formules du paragrapbe 2 toutes les solutions possibles.
En vertu de ce qui précède on pourra donc énoncer le théorème suivant:
Théorème XII. Soit y une fonction rationnelle de x d'un degré quelconque /(, qui satisfait à l'équation ditVérentielle:
dy dx
v/[(l-z,2)(l-rV-)] V[{\-s^Kl-c'x"-)]
On pourra toujours décomposer // en deux facteurs ?i et m, dont l'un ?i est un nombre premier, tels qu'on ait:
dy^ ds
V[{i-r-i)ii-c\y\)\. ~ ' ' v'[(i-x^)(i-c*J^^)] et
v/[(i-y^)(i-c'-^i/2)] Si m^-1f^){l-c^y\)y
où y est une fonction rationnelle de y^ du degré ?n, et y^ une fonction rationnelle de .V du degré w.
Si donc on désigne par ?i, v^, n.^,,..7i^ des nombres premiers dont le produit est /j, et qu'on fait, pour abréger:
A(:r, c) = K((l — ^'-)(1 — c^-a^% on pourra faire:
dy ffy-i %v-i dy^ dx^ ,
où y^ est une fonction rationnelle de x du degré n, - y^ Vi - - "i>
■ Vs y^- - »2-
' yt ' ' " " " " " y^-i ' ' ^'-*-j 5 -y y, - - n,.
En vertu de ce tliéorème la solution du problème général sera donc ramenée au cas où le degré de la fonction y est un nombre premier. On trouvera toutes les solutions qui répondent à ce cas par les formules du paragraphe précédent, et le problème que nous nous sommes proposé au commencement de ce chapitre pourra être regardé comme résolu.
Sur la forme de la fonction y.
Désignons pat x, x', x" . . . x'v-^^'' les racines de l'équation
y = 1/vr.
Si l'on fait i}jz=^^, où p et q sont des fonctions entières de z, on aura:
177) 2^ — qy = {a — by){z — x){z — x'){z — x") . . . {z — x<i^-%
où a et b sont des constantes. Cela posé, soit « une racine de l'équation y = 0, on aura en faisant x = c'.:
Soit également ^ une racine de l'équation y = i. Cela donnera, en faisant x = (j, et après avoir divisé les deux membres de l'équation (177) par y:
179) g = l,(z-fi)(z-ft')(z-r^") . . . (^-/i-^n- Ces valeurs de p et q donneront, en mettant x au lieu de z:
180) y = A (•^— oc)(-^-a')---(-r-a^^-'^)
(,i— P)(x-P')---(-x— ^'^-") où A est un coefficient constant, qu'on tiouvera en remarquant que si l'on fait
x^=zl, y doit avoir une des valeurs +1, + —
Mais il y a deux cas: savoir, il pourra arriver que l'une ou l'autre des deux quantités « et ^ soit égale à zéro, et dans ce cas l'une des racines des équations ?/ = 0, y= ^ sera zéro ou infini.
Cas I. Si b=zO.
On aura dans ce cas
181) p~qy = a{z — x){z—x') . . {z—a;(v--% et p sera du degré /<, et (/ seulement du degré /< — 1. En égalant le coefficient de z^~^ dans les deux membres, on aura:
•182) a'— h' Il = — a (.r + .r' -f .r" + . . . -j- a:(^--')), où a' et b' sont des constantes. Maintenant si
, xAe + els
est une racine de y = i/^a:, la quantité
j-Ae — eAj
le sera également: donc si ces deux (quantités sont différentes entre elles pour toutes les valeurs de e, /< sera un nombre impair, et en faisant fi = 2n-\-l, on aura:
MO-\ , j,, ( \ 2j'Ac, , 1x\e„ , , 2xAe. \
Maintenant si Ton fait .r=H- 1, + — , on aura y = + 1, ^==+"7» ^"^^ '^
est facile de conclure que a' sera égal à zéro. Donc y sera une fonction impaire de x, et de la forme:
Cela fait voir que
Pour avoir p, il suffit de faire dans l'équation (181) x = 0, et cela donne
p = „z(z'' — e'l) . . . {z-—p\), donc on aura:
O) y a. ^j_^2g.2^j.2)(i _ffle\x^) . . . (1 — c2e;j:2) '
Telle est donc la forme de la fonction y dans le cas où le degré de son numérateur est impair et plus grand que celui du dénominateur.
Si pour quelque valeur de e les deux quantités
jAe + elx jAe — cAj 1— c^e^Ax ' 1— c2e2j2
étaient égales, on aui'ait:
e = 0, où e = ^.
Soit dabord e = i, on aura x' = -\ , et par suite le second membre de
— ex
l'équation (182) serait une fonction impaire de x, dont le degré serait un nombre pair. On trouve seulement que cela donne a' = 0 ; donc en faisant /i, = 2» :
186) y^=A\xA, \- _J_4-...-f-_ ^-^-^J,
/ -^ \ — ex 1 — c^e\x^ 1 — c^e^jX^/
et par suite y sera exprimé en factorielle comme il suit:
_ a(l-5V^)(l-5V')...(l-5>^) 187; y ^(i_c2eijj-2)(i_c'2eV^)---(l— c'X'_,-a^'')'
Si au contraire e = 0, on aura en même temps:
Donc dans ce cas y sera une fonction paire de x. Mais le degré du numérateur doit être le même que celui du dénonnuateur, comme il est facile de voir; donc l'expression (187) appartient à y toutes les fois que le degré du numérateur est un nombre pair et en même temps plus grand que celui du dénominateur.
Cas n. Si a = 0.
On aura:
p — qy^=Jrlnj{x — z){x' — z) . . . (.r^(^-^> — z).
En raisonnant comme ci-dessus on trouvera aisément que dans le cas où
/t est un nombre impair, y sera une fonction impaire de x de la forme :
(1 _ c2e\ j:2) (1 — c^e^^ j2) . . . (l —c^e^jï)
Si fi est pair, y sera une fonction impaire de x de la forme :
j;(l_c2e2jj>2) . , . (l — c2e^_,x2)
De la foîiction -Tj _
Nous avons vu chapitre I. paragraphe 4. qu'à l'écjuation différentielle
^ = (2/, + !).^ ày ^ ' ' '^ Ax
on peut satisfaire, en mettant au lieu de y une fonction impaire de x du degré (2(f -|- If, qui s'évanouit avec x. En la désignant comme nous l'avons fait à l'endroit cité par x.2^j_+i, et faisant pour abréger (2,n -f lf—l=2)t, cette fonction, en vertu de ce que nous venons de voir dans le paragraphe précédent, doit avoir la forme suivante:
t't OU aura eu même temps:
Pour déterminer les coefficiens a et ^, faisons x = ^. On trouvera:
^,c'*".ej .e^ . . . e\ = a.
Si Ton suppose x infiniment petit, la preniiore formule donne:
mais léquation difl'érentielle donne dans ce cas: par suite:
Si l'on suppose x infiniment grand, la seconde expression de araj^+i doiuie X2f^^i=A.x, mais dans le même cas l'équation difTérentielle donne:
donc :
Connaissant A, on aura :
Les quantités ^j, é?^,. . . e„ ont entre elles des l'elations remai'quables que nous allons développer.
Considérons l'équation
^2|ji+i =y- Les racines de cette éipiation seront les (2|U -\- \^ quantités suivantes :
xAe, +e,Aj: jAe^ + CaAj: j;'Ae„+e„Ax
or.
Soit â.r=: ^ ., ^ une quelconque de ces racines, les 2/( -{- 1 quantités:
X, Oa-, 0*.r , . . 0-1^07 seront encore des racines et en même temps différentes entre elles, en prenant pour e une quantité qui n'est pas racine d'une équation
oîi 2m + 1 est facteur de 2/t + 1. Soit
. xAe' + c'Aj
une autre racine, on aura encore les racines suivantes:
e^ar, ^Ix, . . . Ô^!^.r, qui seront différentes entre elles.
Cela posé, faisons
on aura en général:
quels que soient les nombres entiers m et k. En mettant 0"^ au lieu de x,
on aura:
'V)(9^0"'.r) = ■[p{^^'"x) = a:2^+i ; donc toute quantité de la forme
fik
sera racine de l'équation y = xpx. Je dis maintenant que si l'on attribue à k et m toutes les valeurs entières possibles, moindres que 2// + 1, les valeurs qui en résultent pour la fonction e\0"'a:, seront toutes différentes entre elles. En effet, si l'on avait
il en résulterait, en mettant 6''i^+^~"'';r au lieu de a:, et remarquant que O'i^+^r^r.r:
où n' = 7)1 -\- 2iii -\- 1 — m'.
Cela donne:
où k" = 2," + 1 — k-{- k', c'est-à-dire :
6"' a: = ^\x, et de là:
6"» = e'^jl^'.r.
Maintenant, puisque 2// -\- 1 est un nombre premier, on pourra faire
A>' = (2/<-|-l),^-f 1, donc:
e[2ix+i)P0j^.r =z ^^x = 6">'a:,
c'est-à-dire O^a: serait une des quantités:
et cela est contre l'hypothèse.
L'expression 0''j^ii"'x a donc un nombre (2;W -j- 1^ de valeurs différentes et par conséquent ces valeurs seront les racines de l'équation
Soit niaintonant
tx? = e''i^, .r" = f}''if)'"x, X'" = d'^x. On aura en regardant e et e' comme variables:
dx' ds 1^ , de'
dj;"' dx _| de
^x"' ~Kx ' * le '
En mettant dans la première formule x'" au lieu de .r, x' se changera en x", donc:
donc:
et si l'on fait
dx" dx"' I , de'
Aj» ^x"' ' Ae'
<ir* dx , , rfe' i de
Ax» Ax ' Ae' ' Ae
7 rfe' </e'* de de.
Ae' Ae't ' Ae Ae„ '
dx" dx _. de'k , </e»
Aj* Ax Ae'* Ae,
Si donc on fait:
e„Ae'» + e'*Ae,
1 — c'^eV; '
on aura:
dx" dx _| ''®„,»
Ax» Âj^ "•" Ae '
et de là, en supposant que e,„ et e'k, s'évanouissent avec e:
x\e + e . Ax
Toutes les racines de l'équation y = x.^l+i pourront donc être exprimées par cette même formule.
Donc pour trouver toutes les racines, il suffît d'avoir la valeur des deux quantités e et e', qui sont deux racines de l'équation
Toutes les racines de cette équation
qui, par ce qui précède, sont les (2/< -f- 1)^ quantités suivantes
0' ±^ij ±^25- ••+<'»
sont donc exprimées par la formule
en donnant à îii et k toutes les valeurs moindres que 2// -j- 1. Il est facile de voir qu'on pourra exprimer e„,^i en fonction rationnelle des deux quantités e, e', donc on voit que toutes les racines de l'équation x.2,^^1 = 0, pourront s'exprimer rationnellement par deux entre elles et par le module c.
Si l'on veut exprimer x.i^i,^i à l'aide des fonctions ^^x et 6ar, on pourra faire cela d'une manière fort simple. En effet, en remarquant que le dernier terme d'une équation est le produit de toutes ses racines, on aura sur le champ :
X0,.r.0i0.i:.f)i0''.r...Gi9^i^:F
On a aussi:
X ^l^x. Of M-Ga;. 6f f^Ô^r . . . G'^s'G-i^ar.
De l' équation x^nrO.
D'après ce qui précède les racines de l'équation x^^^+i = 0 sont exprimées par e^^k fiu donnant à în et k toutes les valeurs possibles moindres que 2/<-)-l. Une de ces valeurs est zéro, savoir e^^^.
En divisant le numérateur de la fraction aVjjl+i par x, on aufa, en égalant le quotient à zéro, une équation:
du degré Aft^-\-4fi. Je dis que cette équation peut être résolue à l'aide d'éijuations du degré 2ii -f- 2 et du degré 2//.
Soit 2> une fonction (juelconque symétrique et rationnelle des quantités Cj, ^2) • • . e2ix- En mettant au lieu de e^, e^, . . . e.^^^ leurs expressions en fonctions rationnelles de e^, p deviendra une fonction rationnelle de cette racine. Faisons :
199) P = ve„ on aura évidemment:
200) ye, := ^^2 = 9^3 = • • • = 9"<'2(Ji ^
équations qui auront lieu quelle que soit la racine e. Cela posé, mettons e,„^i au lieu de e, il est clair que
se ciiangeront respectivement en:
"2ni,25 '^3ni,35'' ''i [Xm, 2 fl •
Donc on aura:
201) (/^f,,,,! = f/f'in.,. =:... = ?<?2,jLm,2(l-
Formons l'équation :
' '^ \ = p"-^^^ — q^^^, .p^v.^^ + q^^.j,"-^ — ... - <7,/, + ^„==0, î'o' 9'i> • • • (?2[ji+i seront des fonctions symétriques et rationnelles de 9^1, (fe^,^, ■ ■ ■ <f<'ni.,i- Or on pourra les exprimer rationnellement en c. En effet il suffit d'avoir la valeur de:
205) {cfe,f + (cfe,,,)" + . . . + (qe,^, ,f = ç,.
En vertu des équations (200, 201) cette quantité pourra s'écrire comme il suit: 2^1. ç, = (cpe,f + (ife^f + (cfe,)" + . . . + {cfe.,^f
+ (^/''0,l)'+('f^0,2)'+('?^0,3)'-f • • • +{Veo,^.^r + ('/'^I,l)'+(y^2,2)'+('?^3,3)''+ • • • +(<f e2^,2^)«^
Or le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et sjTnétrique des racines de l'équation P = 0 ; donc on pourra exprimer ç^ rationnellement par les coefficiens de cette équation, c'est-à-dire par r.
On voit donc que les coefficiens de l'équation (202)j q^, q^, q.^, . . . seront des fonctions rationnelles en c. Donc une fonction symétrique quelconque des racines:
Cj , 6*2 J ^^3 > • • * ^2 |i
pourra être déterminée par le module c, à l'aide d'une éfjuation du degré 2ii-\-2. Cela posé, faisons:
ooi) (e-e,){e-e^ . . . (e — e,^) =
Les coefficiens p^, P2,---PiL~i seront des fonctions rationnelles et sjTné-
triques de e^, e^, . . . e^^i,; donc, comme nous venons de voir, on pourra les
déterminer à l'aide d'équations du degré 2^ -j- 2. xVinsi pour avoir les racines
de l'équation P = 0, il suflTira de résoudre des équations du degré £/i et 2,w-f-2.
Ce qui précède est susceptible d'une application importante. Le niodule c\ exprimé par la formule (lo6), est comme on voit une fonction rationnelle et symétrique de e, e^, e^, , . . e^^. Donc, en vertu de la propriété démontrée précédemment, on pourra trouver le module c' en c h l'aide d'une équation du degré 2/t -\- 2. Cette équation ne parait guère résoluble algébriquement, excepté lorsque 2fi -\- 1 =■ 3. Dans ce cas elle sera du quatrième degré.
En appliquant le théorème XII. à l'équation :
on aura en remarquant que le degré de la fonction .^2^+1 est (2/< + l)*, et 2/< + l un nombre premier:
où y est une fonction de x du degré 2,a-)-l, et x^^^+i une fonction de y du même degré. On aura:
et
Vl — c2e3 1— c2e2„ ■ • * l_c2eV 1— c'2e'2 l_c'2e'2, ' ■ ■ l_c'2e'=/ '
e' est déterminé de la même manière en c' que e l'est en <■. Donc si l'on
change c en c'; e se changera en e'. De là il suit que l'équation entre les
modules c' et c doit rester la même si l'on change simultanément c en c' et c' en c.
Puisque c' dépend d'une équation du degré 2// -\- 2, on pourra donner ;i la fonction y, 2(1 -\- 2, valeurs ditterentes.
II
Des transformations différentes qui répondent à un même degré de la fonction y.
Soit
^0 +--/iX+^2x2 + . . . + A^X^
et
Supposons /* premier et d'abord fiz^l. Dans ce cas le module c', en vertu des formules du paraijraplie 2, aura six valeurs différentes et la fonction // en aura douze.
Si fi = 2, on aura toutes les solutions possibles en combinant les deux formules (163, 16o) avec les six formules du paragrapbe 2, ce qui en donne 18 valeurs différentes du module c'.
Si l'on fait
ces 18 valeurs se trouveront en mettant dans les six fonctions:
les trois quantités c^, c^, C3 au lieu de c.
'Si /t est un nombre premier impair 27i-\-l, on aura d'abord 2n-\-2 valeurs du module c', qui répondent à la forme suivante de y.
cn+l J(e2 —x'^){e\ —x-^) . . . (e; — j2)
^ VV~ (1 — c2e-x2)(l — c'^eV-) • • • (1 — c^<-i^'-) '
Or de chaque valeur de y de cette forme on tire en vertu des six formules du paragraphe 2. cinq autres de la forme:
1 + y/— C l+yy/— c' 1 — V/— C ■ 1+S^\/— c" auxquelles répondent respectivement les modules:
J_ /l — y/c Y /l + y/c'y /!+ y/— C'Y /l — y/— c' Y C ' Vl+Zc'/' Vl— /c'/' Vl — v/_c'/' Vl+v/— c'/
On aura donc en totalité un nombre de 6 (2?^ -|- 2) = 6 (,u -f- 1) valeurs différentes pour le module c'. On en aura le double nombre pour la fonction y.
Résolution de l'équation y :=i'\)x.
L'équation algébrique 1/ = if.r, où i/a- est une fonction rationnelle quelconque de X, satisfaisant à une équation différentielle de la forme (205), jouira de la propriété remarquable d'être résoluble par rapport k x k l'aide de radicaux. Cela est facile de démontrer en ayant égard à la forme des racines de cette équation. D'abord si le degré 1.1 est un nombre composé =n.?f^.n^...n.,, on pourra faire comme nous venons de voir dans le § 7:
y = %{y-^% y^ = "P^-iiy-^-i), ■■•y^= ^\{yi), yi = ni-x^),
oii 1/'^, Tf',_j, . . . i,"i, "^ désignent des fonctions rationnelles respectivement des degrés w,,, n^-^, ■ • -n^, n, ces derniers nombres étant premiers. On aura donc la valeur de x en y à l'aide de la résolution de v -\- 1 équations des degrés n, n^, . . . ??v respectivement. Donc il suffît de résoudre l'équation y = \px dans le cas où le degré /t est un nombre premier. Si /t = 2, on aura Texpression de x par les règles connues. Si /( est impair, les racines de l'équation y = ^x seront les 2fi -\- 1 quantités suivantes :
X, ÔJr, 6^.r . . . ô'^i\r.
Cela posé, soit d une racine imaginaire de l'équation
et faisons
v' = x-\-d.^^i^x-\-d'^.^'^^-^x-}- . . . + ô^i^.^x. En sul)stituant pour les quantités ^"^x leurs valeurs :
1— c2e;x2 et remarquant que
1 — c'^e'jv'^ ' il est clair qu'on aura: •
V =p -\- q\x, V' = p — qAx, où p et q sont des fonctions rationnelles de x. Cela fait voir que ?; . v' et 7121J.+1 _|_ ?j'2(j.+i sont des fonctions rationnelles de x; or je dis qu'on pourra exprimer ces fjuantités en fonctions rîitionnelles de y. En effet il est clair en vertu de la forme de v et v', que si l'on fait
v.v' = (px, ^'2^^+^ -j- ?;'2(^+i = fx^
les deux fonctions (f.v et f.v ne cliang;eront pas de valeur en mettant pour x les 2fi -\-l quantités :
Donc on aura:
qx — ^-^ (qx + <fU- + . . . + (ffi-i'x) = V.V,
fx = -l— (fx 4- A-r + . . . + O^i^.r) = ?;2h.+i_l.^,-2[i+i_ Ces expressions des quantités v.v\ t^^ii+i _|_ ^(2(i.+i ^^^jj^^ jgg fonctions rationnelles et symèfH(fif6&, des racines de l'équation y= V'-ï^; donc on pourra les exprimer rationnellement par fes coefllciens de cette équation, c'est-à-dire en y.
Faisons donc:
S ci t seront des fonctions rationnelles de y. On en tire
On connaît donc la fonction v. Maintenant si Ion désigne par Vç,, z\, v^, . . . i'2ji les valeurs de r qui répondent respectivement aux racines 1, â, ô^, d^, . . . d*H- de l'équation d^^'^^ = 1, on aura sur le champ:
qui est l'expression générale des racines.
On aura par l;i une classe très étendue d'équations algébriques de tous les degrés, résolubles algébriquement Nous n'entrerons pas ici dans des détails sur ce sujet, mais nous renvoyons nos lecteurs à la seconde partie de ce mémoire, où nous en donneront des développements étendus et remarqu.ibles à cause des belles propriétés des fonctions elliptiques qu'on en peut tirer.
On pourra encore remarquer comme cas particulier l'équation: où x^ désigne la fonction rationnelle de x du degré fi% qui satisfera à l'équation :
'— = tl . .
On en pourra toujours tirer la valeur de x en 1/ à l'aide des radicaux. Si w est un nombre impair, on pourra donner aux racines cette forme très .
simple ;
il i
x = -.(a.y + {p,+ qAyY-\-iP^ + 1^^Vy + • • • + (Pv-'-i + V-i^y)")'
(,,-, «^ j p^^ Pa- ■ • sont des fonctions eiitièi'es impaires de y du degré /» et ^j, ^2, ^3-. . des fonctions paires de y du degré /t — 3. /?„ et g'^ seront déterminés par l'équation
p-^ - q\ (1 — y^){i - cY) = iy"" - e\)^ où e„, est une constante, savoir une racine de l'équation a-^ = 0.
Chapitre V
The'oric ge'ne'rale de la transformation des fonctions
e 11 i pt i fi u e s par rapport au module.
A l'aide des théorèmes que nous avons établis dans les chapitres précédents, nous pourrons maintenant donner la solution de ce problème:
"Etant proposée tme fonction elliptique avec un viodule quelconque, exprimer cette fonction de la manière la plus générale en d'antres fonctions."
Condition générale pour la transformation.
Soit proposé une intégrale de la forme:
y'r.dx
on demande, s'il est possible d'exprimer cette intégrale par des fonctions algébriques, logarithmiques et des fonctions elliptiques, dont les modules sont fj, c^,...c^, en sorte qu'on ait:
J^ =^A^.^>^x^-^ ^2i/'a^2 + • • • + ^mi/'...^m+ ^. où ^ , A^...A„, sont des constantes, a^ , x^ . . . x„ des fonctions algébriques
de X, et F une fonction algébrique et logarithmique; ip^, if-j 'ipm désignent
des fonctions elliptiques ayant respectivement c^, c^, . . c^ pour modules. Cela posé, cette équation donnera en vertu de (86):
Ax OÙ
'■'^•^ = A-^ . i|^ ^y ^ + A-j. xi'^^ 4- . . • + k„.xp„y„ + V;
yi» ^25 ys^-'-i/m,
et également
Ax '
Ax ' Aj ' ■ '
Aj:
sont des fonctions rationnelles de .v.
Si l'on suppose, ce qui est permis, qu'il soit impossible d'exprimer
/rdx As par un nombre moindre des fonctions 1/'^, i/'^,... V'mj •! ^st clair, qu'aucune des quantités y^ , ^j, ... y,» ne pourra être constante.
On doit donc avoir séparément, en vertu du tiiéorème démontré dans le premier paragraphe du chapitré précédent:
dy^ dx dy.^ dx dy„ dx
Aj^j ^' Ajt' A.,^2 '^' Ajt ' * ' " A^y^ "* Ax '
OÙ fj, fj, . . . f„ sont des constantes. Cela donne en intégrant,
sauf une constante qu'il faut .ijouter à obacune de ces équations. On pourra donc énoncer ce théorème:
Théorème XllI. Une relation quelconque entre des fonctions elliptiques, ayant c^, c^,...c„ pour modules, ne pourra subsister à moins qu'on n'ait entre les fonctions correspondantes de la première espèce, cette relation:
206) X5{x,c) = —.B{7/^,cJ = -.xs{y^, rj = ... — -. n5(y„, r„,),
OÙ fj, f^, . . . f„ sont des constantes et y^, 1/.2, • ■ ■ j/m des fonctions rationnelles de la variable x.
On pourra donc encore satisfaire aux équations suivantes :
(rs{.r^ , r) = é' . a{x, cj,
]xs{.v^,c) = t".a{x,c^),
\is{x„,c) =é"").c5(a;,c„), où .Tj, x^, . . . x,^ sont des fonctions rationnelles de x-, ou bien, si Ton désigne par c et c' les modules de deux quelconques des fonctions entre lesquelles on a une relation, on pourra toujours satisfaire à l'équation:
208) xs(x',c') = f.xs{x,c)
en supposant x' fonction rationnelle de x, ou x fonction rationnelle en x'. Cette équation donne
dx' dx
Soit maintenant x' une fonction rationnelle de x; si r' désigne une fonction rationnelle quelcontjiie de x', ou pourra transformer r' en une fonction pareille de X. En la désignant par r, on aura donc r = r. Donc en multipliant l'équation différentielle ci-dessus par ?■', on aura, en intégrant:
210) fi'j^ = J'-r^.
Ouelle que soit la fonction rationnelle ?•, on pourra toujours, comme on sait, exprimer
y'*rdx A(x, c) par des fonctions elliptiques des trois espèces avec le module c. On aura donc ce théorème:
Théorème XIV. Si une fonction elliptique quelconque (fx, ayant c' pour module, peut être exprimée par d'autres fonctions avec les modules c^ , i\, . . . c^, ou pourra toujours exprimer la même fonction (fx par des fonctions elliptiques avec le même module c, c étant un quelconque des modules c^, c^, ...c„, eit cela de la manière suivante:
où y et ?• sont des fonctions rationnelles de x.
DE LÉDITEIR.
Pog. //. Ml faut ici reinan|iier la (IKTérence entre les équations réductibles et irrétluotibles. Une équation algébrique est dite irréductible lorsqu'il est impossible qu'une racine de cette équation puisse être racine d'une équation moins élevée de la même forme, c'est-à-dire, dont les coefficiens ne contiennent aucun radical qui ne se trouve dans les coelFiciens de l'équation donnée Dans le cas contraire l'équation est dite réductible. Ainsi par exemple l'équation
.r* -f |/2 . .r^" — 1/2 . .r + 3 = 0 {a) est réductible, car elle a deux racines communes avec l'équatiou
^.2_2j/'2..r-j-3 = 0, (,-;) équation moins élevée que («), mais de la même forme, car ses coefficiens ne contiennent aucun radical qui ne se trouve dans les coefficiens de l'équation («). L'équation
a aussi deux racines communes avec l'équation (>); mais l'équation (;) est irréductible; car il n'existe pas d'équation moins élevée de la même forme qui ait une racine commune avec cette équation. Donc si l'équation
s, + s,: + .V,- + . . . + s^.^z"-^ + c^- = 0 01) est réductible, son premier membre contiendra un facteur irréductible
da la même forme, c'est-à-dire où t^, t^,...t^_^ sont des fonctions rationnelles de p, 7'o, r^, . . . r„_i et où /< est moindre que k. Si elle est irréductible on a ft = k, et l'expression (f) est identique avec le premier membre de l'équation {<)).
L'équation c.^ — 1^=0 ne peut avoir lieu lorsque (i est moindre que w,
et 71 un nombre premier; car si cette équation avait lieu, l'équation — = 0
serait réductible. Or cette équation est irréductible, (voyez Legendre essai sur la théorie des nombres p. 459). On doit remarquer que cela n'a pas lieu
lorsque n est un nonil)re composé; par exemple dans l'équation x*" — 1 = 0, une lies racines imaginaires est -, et en appelant cette racine «, on
Pag. 12. Les quantités i\, ?'i,-..7',_i étant des fonctions entières de
f), il est clair qu'elles restent invariables par la substitution de av-qy- pour/7"
dans l'équation (2); car on "^ pz^\p^) ::= \a\'- . p" ) , fi étant un nombre entier quelconque. L'équation (5) est doue satisfaite par cette substitution, et par suite l'équation (1) l'est de même.
On a.
I/l. = -/o + «'^"'•r + "■■'"^-^^q^-P" -}-.•. + u<-''^\^-^Kq„_,.p -,
donc si 7/^j_ = y^, on aurait en faisant /^" = 2,
et («|X-l_«'.-l).2_|_(a2(,X-l)_,;2(V-l)).^2^. ..^,/..-l)<|^-l)_f,f»-l)r(.-l)).n-l _Q (.J
Or en concluant de la même manière que précédemment, on voit que l'équation (0 est impossible; donc les racines y^ et y^ sont différentes entre elles.
Pag. 15. Les coetTiciens de l'équation du degré n' dont les racines sont les quantités v^, z\, . . . v,,' étant des fonctions symétriques de x^, x^, x^, . . . x„„ on sait par la théorie des équations algébriques qu'ils seront des fonctions rationnelles de a, r/j, a^, . . . «„,_i.
Pay. m. p est le plus grand nombre premier qui ne surpasse pas n. Si p. ex. n = 5 ou ?/ = 6, on a dans les deux cas p = 5. Soit 7/ = 5 =p, on a les indices c, [1, y, t), t. Si l'on applique plusieurs fois de suite la permutation («igg^) à la combinaison ct'jyâf, on aura les combinaisons suivantes
(jyô'su, yâectîj, ()fce(jy, ôa/iyâ | f.i'Jyô's, etc. En appliquant de la même manière la permutation (,,],4£) ^ ^^ combinaison [iydéc, on aura les combinaisons suivantes
ya()âf, cuyiiô', f-àuyi'J, âfJtay | ftyâfa, etc.
d'où l'on voit que les deux permutations (flyjj^^) et (yl^^^^) sont des pernmtations récurrentes du cinquième degré.
Pag. 16. Voyez la table des fautes à corriger.
Pag. 19. Toute fonction de la forme («) ou est symétrique ou a "> valeurs: donc la fonction f;(.r,), étant de la forme («), doit avoir o valeurs.
Le nombre des combinaisons à 3 qu'on peut former de 5 quantités est
\ ' = 10: donc (fx^ -\- (f-i\-\- (fx^ a dix valeurs, et par suite (fx. — i^x,
-f- (fx^ a un nombre de valeurs trois fois si grand.
Pag. 20. Pour m =r 4 on aura r^ -f- i\ = T-^i 5 ''a + ''3 ^= ^f^ii i\ + '"4 = <?'^3J ''4 + ''1 = ^^i •J'o" • o" tire (^x ^ — ^.r^ + (fx^ — (fx^ = 0; donc /"j -j- ?"., = (/^.«-j = f/.r.j — (fx^-\-(f.r^. Or le second membre de cette équation a 30 valeurs; mais /'^ -\- r„ étant de la forme {a) n'en doit avoir ({ue 5; donc m ne peut être égal à 4. Pour ni =5 ou trouvera l'équation 2^^ = (fx^ — (fx^ -f- qx^ — (fx^ -)- f/.r. dont le second membre a 10 valeurs: donc m ne peut être égal à 5. Pour « ^= 3, v^ + ^'2 ~l~ ''3 sera de la forme (a), et aura par conséquent 5 valeurs.
La forme générale que l'auteur a trouvé pour les fonctions de 5 quantités qui ont 5 valeurs diflerentés, peut être déduite dune manière abrégée, comme suit.
Soit H une fonction donnée des 5 tjuantités x , x^, x^, x^, x^ qui ait les 5 valeurs différentes 11^, î/^, 11^, 11^, 11^, et soit r une fonction des mêmes quantités qui ait les 5 valeurs 'i\, i\, i\, i\, Vy Une permutation quelconque qui change Uj, en u^ est supposée de changer Vp en v^. Cela posé, soit
Les quantités Jî^, k^, k^, k^, k^ sont évidemment des fonctions symétriques de .r^, Xj, j-j, x^, .Tj. Soit de plus
"2"3 + "2>U+ "2"S + "3"4+ "3"5+ "4"5 = ^'j. Q "a"3"4 -h "2«3"5 + ftl'W'a + "3"4"5 = — '^3 |
.ïj, *2, .^3, s^ sont des fonctions symétriques de ii^, n^, ii^, //j, et on a identiquement
"! + *i"!+*2'^î + *a"i+*4=(Wi — «aK«i— "3)(«i— «4)('^— "»)^
Si l'on ajoute membre à membre les équations (I) après avoir multiplié la 1'' par *4 la 2'*' par ^3, la 3"" par s^ la 4"" par j^ et la dernière par l'unité, on obtiendra en vertu des équations (3) la suivante
d'où l'on tire
Soit maintenant
1 u\ + SiU\+S.j^U'\+S^Ui+S^
l , l , ï^, l^, /g sont des fonctions symétriques de ar^, x^, x,, x^, Xy De ces équations on tire
= 'fl^y+f^=K—K'', + h
Ces valeurs de * , .y^, ^3, ^^ étant substituées dans l'équation (4), ou aura évidemment pour la valeur de v^ la forme suivante
1 ÎO + îl«l + ?2"''l + ?3"^ + Î4«*l '
oh p^, /?j , . . . Pi, qo, Qi^- • • 9t ^0"*- ^^^ fonctions symétriques de x^, x^, a-, ,
Soit pour abréger ^o+7^i«i + "-+/'4< = A«,) et Ço+^i^i +-- + 9'4«î = 9'(«i), on a
1 <p(«i) En multipliant le haut et le bas de cette fraction par (p{uj.(f{n,).(piu^.(p{u^) on aura
Or y(Mj).çi(w3).?(/'4).v(/'5) est une tbnotioii entière et symétrique de ii^, //,, «4, ?/5 et par conséquent, en vertu des équations (2), une fonction entière de *j, *., , A-3, s^x mais ces quantités sont des fonctions entières de 1^,1,, /j, /^ et de Wj. Donc le numérateur de l'expression de v^ (7) est une fonction entière de ces mêmes quantités. Le dénominateur est une fonction symétrique de x^, .r^, ^3, .r^, .ij. Ou aura donc pour r^ la fonne suivante:
*'i = «o + 'S«i +«.,«1 + '^3«i + • • • + «..""i 8- Les équations (o) donnent identiquement
En nmUipliant cette équation successivement par u^, ?/.^, v"^ , . . . ii "-*, on obtiendra n — 4 équations desquelles on tirera les valeurs des fonctions w*, //*, n\, . . . ii'\ exprimées par des quantités de la forme p'o + /'^'i" + z"^. «^ + /^8"i 4~ /^V't' '"'o' /^i • • • 1^4 étant des fonctions syniétriques de x^, .r, , arj, •^4? ^5- ^^1 peut donc de l'expression de v^ chasser toutes les puissances de Mj supérieures à la quatrième. On aura donc en écrivant v pour v et h pour u
?' = ^0 + ^" + ^."^ + t,u^ + ^^w-*. Or u est une fonction donnée de 5 quantités qui a 5 valeurs différentes-, une telle fonction est par exemple 0.:r, 9 étant une fonction symétrique et x tme quelconque des 5 quantités. Soit donc n = H.x, et soit t^^.^y- ^i-^^, r^ ainsi que t^^ est une fonction symétrique, et Ion aura
V = r„ + r^x -f ?-^.i-* + î-j-r^" 4- r^x* 10. qui est la forme générale que l'auteur a trouvée"). De l'équation
ï'o +'\^ + '•.•^■* + ^'î--^' + '■4-*^* = i', on trouvera
♦) De la même manière on peut démontrer qiie, si u signifie une fonction donne'e de « quantite's qui prend wi valeurs diife'rentes lorsqu'on échange ces n quantités entre elles de toutes les manières possibles, la forme générale de la fonction de w quantités qui par leurs permutations mutuelles peut obtenir m valeurs différentes sera
rg+r^u + r^û'^ + . . . + r^-iM"
^0' ^i' ''2 • • • '■"-' étant des fonctions symétriques des h quantités. C'est ce que j'ai démontré dans un mémoire inséré dans le 12'"^ volume du journal, Magazin for Naturvidenskaberne.
comme nous allons voir. H est clair qne la fonction
v" = {r„ -\- r^.v + 7-.,.r^ + r^x* + r^x*)'^ peut être mise sous la forme
ï>" = ^j, 4- t^X 4- t^^x"^ + tyV^ + f^x'^
où ta, ^1 • • • ^4 sont des fonctions symétriques de x^, x,^, x^, x^, Xy En effet toute puissance de x supérieure à la quatrième peut être chassée à l'aide de l'équation donnée .r* — ax'^-\-bx^ — cx'^-\-dx — ^ = 0. On peut donc former les quatre équations suivantes
?'o -f- 1\X -f- J\^X^ ~\- ï'jO.-^ -[~ ''4^* = *' ^
y-"'o-j-7-"'j.r + r'\x'^ -\- r'\x^ -\- r'\x'^ z= v*J où ?"'„, r'j . . . ?'"q, ?'"j . . . 7'"'p, ?'"'j . . . ainsi que r^, î\ • • • sont des fonctions symétriques. En multipliant la seconde de ces équations par 7n^, la troisième par ?n^ et la quatrième par 7»^, m^, m^ et/Wj étant déterminées par les équations »'., + m^r\^ + mj'\^ + m^r'\^ = 0 \
^■4 + ^"i>\ + »>.2^'\ + "'s*""* = 0,) on trouvera
( V -\-m ir-\~7nv* -4- m.v* \ — r^—m^7\—m^r\—7n.,r'\ d'où l'on tire pour la valeur de x la forme (10') ci-dessus, en remarquant que les équations (12) étant linéaires par rapport aux quantités m^, 7«., , Wg, ces quantités sont des fonctions rationnelles de 7\, r^, i\, 7''^...7'''\ et par suite des fonctions symétriques de x^, x^, x^, x^, Xy
Pag. 22. «^ — (.V' étant une fonction symétrique, Vi"-'' — i^"^^"^) ^"ra nécessairement /« valeurs différentes et pas un plus grand nombre. Or
|/^(f:* — fj^s'^) étant une fonction rationnelle de 5 quantités, ou doit être symétrique, ou avoir deux valeurs, ou cinq valeurs, en remarquant que tïi est un nombre premier. Donc si cette fonction n'est pas symétrique, »i sera égal à 2 ou à 5. Dans le dernier cas on aurait
^(«'-_ ,,V) = r„ + r^x + r^x^ + r,.r' + r^x\ mais nous avons vu qu^ine telle équation conduit à des contradictions. Si m = 2, on aurait «> = ]/(«-}-/>]/(**)), fonction de 5 quantités qui aurait 4 va-
leurs; or une telle fonction n'existe pas. Donc Y (u^ — jiV) est uécessaiicment une fonction symétrique.
Pftff. 25. Les coeiricicns A, A^ etc. sont des fonctions symétriques des quantités p^, p_^...p,„, lesquelles sont des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée. Donc A, A^ etc. sont des fonctions symétriques des racines.
On a vu que toute fonction non symi'trique de 5 quantitc's ne peut avoir que 2 ou 5 valeurs, si le nombre de ces valeurs est un nombre premier. On a vu de plus que m ne peut être égal à 2, donc on doit avoir m = 5.
Pag. 28. Si dans la fommle/f^^ = ^^^^^^ (voye. pag. 131
du Résumé des leçons données à l'école royale polytecbnique sur le calcul
infinitésimal par Cliaiichy) «>n pose x = ^ , on trouvera
Jo -^ ^ •^' J r(a+6) Pu(j. ôl. On verra dans le tome second comment l'auteur est parvenu à l'expression démontrée ici.
Pag. 39. ô {t' ^J^l^+ -^) <.)t, («).
On a
ôt= ôR^ — âN= 2m (9), ôt^ =^,)t = m {l 1),
d?' < w par bypoth. (8), ôN=n — m, donc ôv — fW<??i, donc ô ( ^ )<m, par suite (U ^^ . j <('^^ , et de là on tire l'expression («).
On a ()r =
hR+hN
= II, dv < n, donc ()v < ()r, donc d (-^) < (5 (— ) et de
Pag. 40. dt\<m (II), '•.V=7/ — ?>}, donc d{Nt\)<n: àt' <n — m (9), donc '\y^t\ -\- t') < n, c'est-à-dire ds < u (13), ôr = n, donc as < àr, fVé < ds, donc Af < (W.
Pag. 42. èfi^=n)r^ — l's^, donc ''(^,"i) < ''''i j i)s<dr^, ôr^z=Ôr,^ donc ôs <.dr .
Pag. 45. às„-\-2(\->n^x <()r, à cause que àv<C7i. f} et (3^ ont le facteur commun r',„_,. (Voyez les deux dernières équations pag. 45 et les suivantes).
Pag. 47. ôp — ôq^n. On a (pag. 39) p^-=t^q-\- p, où di^<dg, donc (^'i — ôq=ôt^=m; or p = Nj)^, donc dp^=r)p — dN=dp — n-{-m\ donc ("ip — n + m — (5^ = m ; c'est-à-di re ôp — dq = n.
Pag. 63. Le théorème mentionné ici que l'auteur .se réserve de démontrer dans une autre occassion, est un cas particulier du théorème III. pag. 354, qui est lui-même un cas particulier du théorème II. de la même page.
Pag. 69. Ayant p,„ < () pour toute valeur de m on en conclut
Pm-lifv,-l fm)<(5-f,,.-l (^-fm
donc en ajoutant
Pag. 75. {m-\-)>)^ = m^,n^ + ?"j>'|^-i + • • • + ni^,7i^. La démonstration de ce théorème se trouve dans l'ouvrage cité de 31. Caiichy pag. 98, 99 et 100.
Pag. 78. ^{k, k< -\- 1<) = 9.mn-\- ^!{k, k') + \i'{0, l) en vertu de (o) en y faisant / = 0.
Pag. 81. Lorsque /(>1, on a cos/^^ — 1, sin;'^^0: donc y^^={2k-\-l)n, k étant un entier; on tire de là y^ + /s + ^'4 + • • • + /|j. = {-^ + ," — 1)t> / étant un entier. M.iis cos /^ = 0 et sin/^ = 1, donc y^ = ^f^Ti -f- ~, donc
dm
ri + r^ + rs + • • ■ ri>. = {^'i+ f'— Ih = ^'/y.;
donc cos(»V/jji)=cos(// — ^)t=0, sin(.S/jj,) = sin((/ — ^)'^= — *^os fi:T = — ( — l)i^, et de là cos(0',j.):= — sin^/y .sin(^/ — i)T=rr( — l):\sin//9,
sin(0'u.)= cos /(y.sin(,// — D^t r= — ( — l)!-^.oos//ff. Pag. 83. On peut démontrer comme dans le deuxième cas que )n„=0 pour « = 00. En effet, ayant A" =0, ou compris entre 0 et — 1, si l'on fait k = — /, l sera = 0 ou compris entre 0 et 1, et on aura
Or 1 — / étant une quantité positive, ou peut prendre une quantité positive r telle que r < 1 — /. Cela posé, on a
{u-\-l — i-\-cf = (u^l—if -f 2c{f(-\-l— 1) + c""
donc
donc si Ton lait /.t > 1 — / — ir + -§— (= ?)
on verra que
ij.
Si dans l'équation (20) on fait « = 1 — r — / et fi=—, on trouvera
(i + l)-^'^Vi-l^±::^,
donc
c'est-à-dire
donc
«î„+p < ( ^^^y~'" , ou /( > 0,
donc en faisant // = 1, 2, 3 . . . /(
on tire de là, comme dans le deuxième cas,
V, «>,<',.".■. .Op(^)'
Si l'on fait ici /< -j- p :=: n, on a
donc en faisant n infini et remarquant que 1 — / — c est une quantité positive, on voit que /„ se réduit à zéro. Or (voyez pag. 75)
m„ = /„(cos(;'j -j- ^^ -1- . . . -I- ;.„) + ]/ — 1 sin(;'^ + ;'.^ + . . . + ;',.)), donc i>i„ = 0 pour n = oo.
Pfiff. 91. II faut se rappeler que (2 + 2 cos2a-)* =2 coso; depuis x=^2Qn
— ^ jusqu'à x^=.2o:i -f- .1, mais (2 + 2 cos2.i)^= — 2 cos.r depuis x=.2Qn
+ y jusqu'à X = 2?.T + -^ •
Pdff. 9o. L"équation (4) donne
dy^ (il/. 2
■ y-^ JfL 1^^ . —^ , pour a = oc.
Or
_ll^^r(f±fLy^^^'^^^J^^=f\-^.{i-a:)-dx, lorsque « = oo
De la luénie manière on trouve
^l^=f\y->{l—x)?'-'dx, et "^^ =if(-\-d-\-y)f^x-?-n—x)-^dx, lorsque « = oo. Eu substituant ces valeurs dans l'expression de C ci-dessus, on trouve
(Voyez la table des fautes à corriger.) Or
Jo ^ ' r(a+^) ' Jo ^ ' r(2-a-^) (l-a-p)r(l-a-P)
d„„c r='-<'i;,''''--l','-<»-^<'-^'; mais i-(«)./-(l-«) = ^fT ^
r(a+p).l(l — a — p) sin(n7r)
donc en substituant et réduisant
C =z .-r(cot(«.T) 4- cot(p^-i)).
L équation f = — * — —- s ob-
tient en mettant dans l'équation (o) la valeur de C exprimée en intégrales définies; c'est-à-dire en mettant cette expression de C au lieu de .T(cot(f<T) + cot {fin)).
Pag. 98. Si l'on différentie l'équation
on trouvera
s'^~\\—xy
[a{\ -f «)(« -f fi) — («« + (1 + ./),:-0(-^- + «)] ■■
doue en intégrant
intégrant • = a(l-l-«X«+p)/^ , \^J. —(«« + (1 + 4^)/ , \aJ'^?
divisant cette équation par « (1 -|- o), mettant pour les intégrales leur valeurs en y et -^ et pour r sa valeur en x, on obtiendra
da V « "•" 1 + ff A' «(l+fl)(j:+«)'+^
Pag. 99. En multipliant l'équation
par fl?(l + a)'', on obtient
//o?(l+«)' = /* 'f^l+i^ A-='-'(l— ^■)'^-^r/.l• = /*V-'(l-.r)?-^f/a•,lorsquea=^o,
en remarquant (lue —^ — "^ pour cette valeur de a se réduit à l'unité.
Pfl^r. dOl. La définition de la fonction r{i') est, r{(()= f z'^-^.e-'dz.
xiy-^fi-^'dx; donc en écrivant — au lieu de « et divisant par 2 on a
/^«r/. iii. Lorsque x est positif on a <r/.r; donc en intégrant depuis .r = 0,
c'est-à-dire log(l-f-.r) < .r pour toute valeur positive de x.
Pag. 121. La valeur de ipx^ se trouve par le procédé employé pag. 411 et suiv. pour trouver la valeur de «'. Voyez Cauchy cours d'Analyse de l'école royale polyteclinique pag. 71.
Pag. 124. On peut toujours trouver une racine « de l'équation uv- — 1 =0 telle que toutes les racines de cette équation puissent être représentées par (f, a^, h^, . . . f<!^"^. Voyez Lagrange Traité de la résolution des équations numériques, Note XIII. pag. 243.
Pag. 126. Ayant c.^ = cos ^^^ -\- y" — 1 .sin — ^, on a «^.^ :=: c^"^
2(a— 1)n 1 ,/- . . 2(a— 1):: 2^ i/" ^ • 2tc t,
cos -5^ ^ \-y — 1 . sm -!^- Ll = cos — — Y — 1 . sm — . D
onc en
vertu des équations (ôô), si i\ = c-\-dl/^ — 1? on aura iy_i ^c — d^ — 1- On en conclut d'après (40)
et «V-i = l^i^- '^V- 1) • î^{c+dV— 1), donc
«'(,_! = «^_i, et «Ji_, = «'^ = *V-i-*'r
P«^. iJ6. L'équation (70) se trouve comme il suit.
Lorsque n est un nombre entier positif, on a
2"-i.(cos a.-)"=cos w.r+??.cos(?«-2).r+ ^^ . cos(«-4):i.-4- ^j^.Ç'^ '• cos(?«-6):r-|-... (a)
' où le dernier ternie est _ .cosa-, lorsque n est impair,
et ï. . , lorsque ii est pair.
\^ En mettant mx au lieu de .r et désignant par J7„,cos(wj)" la somme de toutes
les valeurs de (cos(?«î))" qu'on obtient en donnant à m toutes les valeurs entières depuis 1 jusqu'à /(, on aura
2»-!^ (cos mxY=^ cos mîix-\-7i2^jios m{n — 2)x-\- ~~JJ^cos m{n—4)x-{-...{o) Or
ï^ sin(/n+A)2i — sin.ls 2. cos ?«;=: '■ .^ r , = —
Faisant ici z = ^^, k et // étant des entiers, on aura
2J cos m . = 0.
Donc en vertu de l'équation {b) en y faisant x = -^, lorsque n est un nombre impair =2/; + l,
l'„.(cos»«.^y''^' = 0; (c)
et lorsque n est un nombre pair = 2p,
i (C0S.«. ^y = JL . ,2,(2.-')(2;^-2).. ■(,.!) '7" V [j. / 2-? 1 . 2 . 3 . . . ;j
Soit a= — et
(.1- — cosfl) (.r — cos2rt) {x- — cos 3«) . . . (x — vos fia)
= .1-!^ + A , .ri^-» + A^x^--" + J^xi'-^ -\- . . = 0 ) ^^^ Cela posé, on sait qu'en désignant la somme des racines de cette équation par S^ , la somme de leur carrés par S^, la somme de leur troisièmes puissances qar S^ etc. on a
S,+A^S^-\-A,^S,^-\-A,S\ + AA
S„+A ^S.,_,+A.^S,,_^ + . . . + A,S.,_, + . . . + A,,.,S^-\-nA„=: 0 Eu vertu des équations (c) et (</) on a
A^P+, — 0 et A.,y-~^ 1 .2 .3...;, •'"
donc S^ = 0, S^ = 0, S^ = 0 etc.
S^ = h', '^4 = 1/'» '^6 = T6-."' '^'8 = T2F-/' etc. Ces valeurs étant substituées dans les équations (f) donnent
A^ = _ X l>-(l'-*)il—^) etc. ' * ^"^ 1.2.3
et en substituant ces valeurs dans l'équation (e), on obtient l'équation (70) de
l'auteur.
Faq. loi. hi dans 1 équation 2^ cos mz=:x — i — ^ ^— on iiose
1 •" 2sin^s ■
c^ — ^-^, A" étant un entier, on aura
-^ / 2kTZ \ ,
2J ( cos w . ) = — A.
En comparant cette équation à l'équation (b), après y avoir fait x = .-^JL. , on en conclut, lorsque p est impair
c'est-à-dire
donc
i" fcos/w.-^y=— i. (<ç)
Lorsque p est paii", on trouvera " / 2:: V i p(pD Pip-mp-^)-(^+^)] p(rl)(/'-2)...(f + l)
2P-'27 (cosm.--^^f==— ^ l+»+^î^il+...H li — lUi. ^i 1. //,
•^ ^"-^l^ '( 2 1.2.3...(|-l)Pl.2.3...(|)
et de là
2/ (cosm.- — -) = - ; i. (h)
Si dans cette équation on fait successivement p=i2, ^, 6, 8 etc., on aura
i (cosm.-?^y = ii_i, l'-'V 27^ + 1/ 2 *'
i (cos,,^.-^y=^-!?_ 5 i.(cos^.-?!Ly_Ê^_it
etc.
Soit maintenant
réquation dont les racines sont cos — ~, cos — ^, .. .cos—^, on trouvera ^ 2» + !' 2// + 1' 2/1+1'
aisément par ce qui précède
et en substituant ces valeurs dans l'équation (i), on obtiendra l'équation (75) de l'auteur.
Pfiff. 148. b — Y{e''-\-c')
l^ag. 149. Des équations (19) et (20) on voit aisément que
^(WIW + f<) =:= + ( l)"'.y«,
(f.{nm + «) ^=^ i (~ 1)" • f " 5
donc en mettant imi -f- « au lieu de « dans la première équation on a
Png. lo4. La valeur .i- = — a -\- {2iii -\- 1)0 -\- {2>i -\- l)ai qui satisfait à réquation ,f (-^) = ^, rond f(^^)= i et F (^) = ^, donc elle
représente la valeur de ({x — (fa sous la forme — . Or la valeur de cette
fraction n'est pas égale à zéro, mais à — 2ifa.
Pag. 164. En vertu de l'équation (2*2), t\itm-\-)mi-\- ('.)■={ — l)'"./«, ou a
= ( — l)""./! — ^^ — ^+-T-^^^ — f'J + — ^ cj/ ) en écrivant/// pour 2/// + (2//+ 1)//. ^ ' ' V2// + 1 ^ 2/î + l ^2// + l / ' ^ \ ^ >l
— JL'^V'C'"— M— 1) =— V (— //) — >j(— //+1) — U'(— //+2) ... — ni—n+k — 1). i '"
Or on voit immédiatement que la somme de ces trois équations est la même chose que
+ u(0) + .'(l)+ ..-f.i(-l+ZO + ^(*H-'i(A-+l) + ---+-'('.'+")- Png. 171. L'expression y ((>'-{ » + ^ ■ ^M étant identique avec l'expression (51) y f(— l)"+i^.;; 4- ^"" + !^^'" ) lorsqu'on fait ?/î=:2A- et u = 2k', il est
V ji// -ri/
«•lair que la première expression est une racine de l'équation (f {2/1 -\- l),i = ''"^' quelle que soit la valeur entière de k et de A'. Donc pour faire voir
que (p L'j -\- " " "" °' ) exprime une racine quelconque de cette équation, il
sufilt de démontrer que toutes les valeurs de cette expression qu'on obtient en donnant à k et à k' toute valeur entière depuis — ti jusqu'à -j-^« sont différentes entre elles. En effet dans le cas contraire on aurait
'^(^+ 2«^i ; = n^ + ^;;Ti->
d'où
(_ l)"-+ix = 1
2k' = 2l'-\-i2n-\-l)u, donc 2(A- — r)=.{2n-\-l)m; donc m doit être un nombre pair. Or k et /étant compris entre les limites — ?^ et -{-ii, la plus grande valeur numérique de 2{k — l) est Ait; mais »« étant un nombre pair, la plus petite valeur numérique de m{2ii-\-l)^=2{k — /) est An-\-2, ce qui est absurde. Donc etc.
Paff. 175. On voit par l'équation (tJS) que l'équation (80) est du degré 2ti + 1.
Pat/. 174. Soit pour abréger |/(q, + l/(^,î — ^r^')) = ^1^ on aura
r:.p.„ = 2: r-'-^fO + ^X
•In -" ""^li. 2„ ^ \i I 2«+l /
donc
Pff^. i5J. Si a„,^=a^, il faut que f;"-i^ — 1 ou «"-i^+l et par suite que «2i'"-|j.) — 1 soit divisible par 2n-\-\. Or m<)/, /i<n, donc m — fi<n: donc 2(»i — fi)<2)/. On en conclut que f.^""-!^' — 1 n'est pas divisible par 2n-\-l, en remaripiant que « est une racine primitive du nombre 2?i-{-l. Donc il est impossible que «„ = a^^-
On a — = k, k étant un entier, donc
2« + l Or « étant une racine primitive du nombre 2» + l, «" — 1 n'est pas divisible par 2«+l) il faut donc que
= un entier = A*»:
donc
a» = (2«+l)Ar,. — 1.
Pag. 18S.
]A'fc=(;.^(0 + eV'(«f)+6>'(«'O+---+9''V'(«''0+---+s^""'^'-9'V"'*)-
En mettant ici «"*£ au lieu de f, il vient
_|_Qr»-m>«r^2^^^_j_Q(„-m+iifc^2(f^j)_|_ __ Q-mJr |/^,^ gu temarquaut quc ô"=l
et Ç)'(«"+'"é) = çi^Ca"*).
Pa^. 188. On a en général
Faisant •/{}»)= V ('»?,")? *>•* ^"1"^
Donc
En posant successivement dans l'équation («)
xp{0, f,) = ^{0, 0) + ijnio, f>) + '/'(o, —f
+i'i^z'jv(-m,/i)+if'(-»w-/i)).
Substituant dans l'équation ((5). on trouvera
i- i t/;(«i,//)=t/.(0,0) + i' (V'(0,//) + t/;(0,— //)) + i'Jtf'KO)+i/.(-»i,0)))
■" " \ir)
En mettant dans cette équation log i/'(w, //) à la place de \p{m, /»), et rentrant ensuite des logarithmes aux nombres, on aura
^.i^(^'A') = ^(O'O) . 7T^^(O,/0 . ^'(0, - f,) . n,jim,0) . H—m,0) )
X Iinj{in,fi) . rp{—7n,—f,).nnyim—p,).^p{—m,^) Si dans l'équation (y) on fait xiim,f.i) = {—l)'^i'.(p (/^ + ""^^^i')' «" ^'oi*»'" sèment que ^ = -^ — ^— ^ pour ^ = _ -f- _ .
P«</. iS5. Voyez les équations (22) et (16).
Pag. 191. L'équation (13) donne 9(^ + a)-<P(^-«) ^ \ 9'^ .
Si dans l'étpiation (18) (fia — y)- 9 (« + g^) ^^ — "^' ^" "*^* " + y au lieu de «, on en tirera \ -\- e-c^(f-u.if-^>z=\ "^ ^ —;
cp(P4-a).y(p— a)_ ç^
Si dans l'équation (16) h.^^=i — /"(« + ^' )' ''*^ "^^ ''*^ ^" ^* ^" ^^ '"^^ leur valeurs en fa, on en tirera
et de là
En mettant cette valeur de çj'a, et 1— /"V au lieu de c'y"/?, dans l'équation (14)
/■(,? _J_ a).fŒ~-a) = l-cV»-cV3-e"-c'y%.92g
on trouvera
Si dans la dernière des équations (18) on met a + ^ à la place de a, on aura / yu-\- —-{- -^J . /'(^« -[- ^ j = — • A l'aide de cette équation on peut
chasser — de l'équation ci-dessus par où on obtiendra
/(^+a)./(g-a) ^_ ■^'aI'+V
On trouvera de plus
En substituant ces valeurs de F'^a et (f'^a, et mettant ^~^ pour g;^,? dans l'équation (14)
il viendra
Fi,^+a).FQ^^a) = ''
En éliminant — de cette équation et de celle-ci
on obtiendra la dernière équation de la page 191.
Pag. 194, Les formules de la page 193 donnent
•' V2«+l 2/ ^ V2 2 2w+l/ mï^— — "'" ^
" 1 AS ? V2^2h+1/ * V2^2«+l/
X JX..
•' V 2 2w+l/ * V 2 2 2«+l/ i(^ ^ jxTO_\
•^ VT"*" 2« + l / ' V2"*"T^ 2w + l / a/'ii ^' ""J+t^-PA
•^ V2 2«+l / ' \2 2 'in+l ) i^i^ ^ mo-jjiaA
En faisant /5 = 0, on aura
^ VY"^ 2«+i / "^ \T^T^ 2//+1 y
/u OTo — a
^jj^ .1 i» *? V2+^«+i y
^ V"2+ 2« + l / *? VY+T"^ 2« + l /
En divisant l'avant-dernière de ces équations pai" la dernière, on obtiendra l'expression (150') de la fonction f{2n-\-l\^. Par un procédé tout semblable on trouve l'expression de F{2n-\-i)^.
Pag. 193. L'équation (18) donne
donc
(a+wio+[i.t3/\ I 1 » 1
2« + l / ec /a.+m(ô+\t.m o xsi\ ec /a-(«-?n+^)u-(H-[j.+^)OT\
/g — mo — \i.m'\ » 1
V 2« + l / ec (o. + («-ot+^)m + («-[j.+^)a8 Y
et, en remarquant que (/:(« — y) = — ? (« + y), 9: (« — ^') = — ? («+!*).
on aura
/ a+OTo — \x.m\ t
^V 2« + l / ec /a— (h— w«+rl)u+(rt— [jn-^)ai\'
^V 2^Tï y
(a — 7HO+[jLn/\ i 2« + l / ~^'
De ces équations on tire
= — ^i„i (-i)-+!^v("-»^, «—//) + -ii'^i'(-i)-+!^v',(^/-7»,«-«).
Paff 197. Lorsque ^ = .^(«), on a a =fj -,^^—Jf^^^-^^, donc ^ = (1 — (c»+ e«)x«+ cV^*)-' = 1 + ^(c*+ e^)a;* + . . .
d'où en intégrant
en remarquant que la constante arbitraire due à l'intégration se réduit à zéro, puisque « s'évanouit en même temps que x. On tire de là
Donc faisant x converger vers zéro
— = = 1 pour :r = 0.
X epa
Cela posé, en remarquant que y( — «) = — (pa^ il est clair que le développement de (pa suivant les puissances de a ne peut contenir que les puissances impaires de «. Donc
cpu = aa -|- bu^ -f- f «* ")-•••
et parceque — = 1 pour « = 0, on a a = 1 ; donc
(pu = « -|- ba^ -\- cu^ -f- • • •
donc
/ a \ a I ^oc^
OÙ A convergera vers une limite finie pour des valeurs toujours croissantes de n. Pag. 198. Si /"" n'a pas zéro pour limite, il s'en suit que -^—=2
"*" "^ ^^' aura pour limite une quantité différente de zéro, quelle que soit la 2w + 1
valeur da jM.
Pag. 200. En posant
e(»)'— 9(w+i)+o(»+2)— o(«+3)+...=^o(w)+^ie'('0 + ^2^"00 + ---
où ^'(n)z=:^^^, 9"(«) = ^^ etc., on aura en mettant 7i-{-l au lieu de v, (In dii"^
e(w + l) — 0(«4-2) + 6(» + 3) — ...=50(« + l) + 5le'(?^+l)l^-iÎ2e"("+l) + .•• donc en ajoutant membre îi membre
Or
e(w+l)r=0(w)+e'(w)+ifJ"(«)+^Ô"'(«)+-»6'(*«+l)=6'(«)+6"(/O+i6"'(")+-.etc. On tire de là en substituant et réduisant
G(w) = 2/?9(«) + 56'(«) + }jBr{)i) + . . .
+2fi,0"(«) + • • •
On en conclut 2B =z 1, doue /> =^,
J54-2fii = 0, donc i5j = — ^, ^B-\-n^-^2B^ = 0, doue /?2 = 0, etc. doue fj(//) — fj(«-f- 1) + 0(m + 2) — ... = |0(w)— l-0'(M) + ^3f|"'(«) + . . . i'ff;^. 205. L'auteur dit que la limite de la quaulité
'^"{/■(.£n)+f~(-')"[<i:s^)+K^)]+4;[/-(Sï')+/-(2f)]l ■
est égale à zéro, et qu'on aura par suite
/■„ — liiu(— 1)"^' 2: {—iy.tin — m, ?^— ,«)
Or le premier énoncé n'est pas juste, et par conséquent ni le second non plus; mais la faute résultant du premier, est détruite par celle du seconde, de sorte que le résultat, c'est-à-dire léquatiou (160) se trouve juste. C'est ce que nous allons voir.
Considérons d'abord la quantité
* V2»+l/ ^ V2«+l/ 2ff "■ ^ f( "'" "i Soit pour abréger ^ =^„.,
^ V2«+iy' V2«+l/
OU a
Soit »' le plus grand nombre entier compris dans ]/«, on aura -/?, + /?,- 7^3 + ... H- {—lyR, = vR, où R est une quantité finie.
Si m surpasse y?i, il est clair que R„ — R,„^^ est de la forme v„, r, ayant pour limite zéro. On' tire de là
oix k = "~^ ou = — ~^ — selon que n — v est pair ou impair; dans le
premier cas on a 5 = 0 et dans le second B = 1. Donc
et de là
fci|f(«.«-«.«+...-(_i,-.«.)=±,-i,-(i|i|^>
dont la limite est évidemment zéro.
Au contraire la limite de la quantité
n'est pas zéro, mais une quantité finie indépendante de «, et comprise entre les limites 1 et — •
En effet soit pour abréger /•(^t^) + /(^Z^) =i?„ on a
Or on voit aisément que cette équation peut être mise sous la forme
où Py_ est une quantité finie pour toute valeur de fi ainsi que sa limite pour des valeurs toujours croissantes de ?i. On aura donc
(-1)" V i? -td)! 2f(^^)\^- f(J^) -- 1 y pi.
2«+l V^ ^ 2h+1 ' ' V2«+l/ L^îJ-' V2w+l/ (2«+l)* 'T'h- N
Maintenant /"f ^"' ) est compris entre les limites 1 et—, donc ^ 2/*(-]^^) ' V27Ï+1/ ' e ' 1 (^ ' V2«+l/
est compris entre les limites 2n et 2w La quantité P^^^ étant finie, on a
" 1 " nP
2J P^=^nP, où P est fini; donc — — -rr ^' Pu. = -7^ — ttt dont la limite
est zéro. On voit par là que
(ri^ V 7? _,
où C est une quantité moyenne entre les limites 1 et — . Donc en faisant // croître à rinfini
quantité indépendante de a, comme nous l'avons dit plus haut.
Venons maintenant à la détermination de la limite de la fonction
La dernière des équations (18) donne
et l'équation (16), /-(, + 1.) = _ 6. |j, en y place de f, devient
La première des équations (18) donne
o I ta
mettant «
on tire de là
fe =
donc
Le produit de ces deux équations donne, après avoir divisé les deux membres
par e^c"^,
on trouve de plus
')-Ki+T-')'
donc OD aura
Cette équation donne la valeur de ip{m, fi). 2m+1 2w+1
2<p f_!:L_Viï'f_i!L-\/r_^)
^){m, fi)
donc
-(^K/0-|oK/.))=^
(2«+l)2 (2«+l) OU bien en faisant pour abréger -— ^:=:A"
Maintenant en remarquant que
^^^-^<2^) ^' 9Ak^-^<2^)] '
g/ « \ gg . B.a.*
OÙ J et £ sont finis.
il est clair que 7?„ peut être mis sous la forme
""-çA- A-"^2;;Tr'
donc, en remarquant que -!=±i-= -i^LJL^ =A:+ ^r-^, on aura en faisant pour
abréger 2^ = /,
On tire de là
Donc
fini.
<fk 9(^- + 0 ç^k+<fkfk.Fk.ol "^ 2«+ï'
mais F*A" — e^(f^k=l, donc
9* 9(^ + 0 <?'^k+çk.fk.Fk.<fl ' 2m+1"
Le second membre de cette équation est de la forme
o fk . y
2»+l' ç2yt ~^2« + l'
en remarquant que y?= ç (^) = ^ + (^, où ^ est
Déplus iL_JL=-_!_=-i+-^_ = _J^ L + _J^.
On conclut de là
n n » C fk ^ \_i_ »
Cette équation a lieu, soit que la limite de k == — î^— soit finie ou zéro. Dans
le dernier cas on a
fk Jl_ k-^fk — ^n k\\ + Ak'^)—k-^ — Bk'>' A—B
Or on trouverti aisément que lim {A — -S)= — (^ ^ ). Donc dans tous les cas la quantité R„, — /2^i est de la forme
2n + l ~*~2«+l' OÙ A„, est différent de zéro.
Cela posé, considérons l'expression
v|l ëf •"- = I • .1^ («.-«.+/?,-«. + . . .+(-«-«..). En vertu de ce qui précède, on a
T|.ëT-'^-=f(5W'(-<» + ^- + ^- + -+^* + ^'+2-^- OÙ' k est égal à u — 2 ou à n — 3 selon que n est pair ou impair; dans le premier cas on a B = 0 et dans le second B = Rn-i- Dans l'un et l'autre cas on aura
^^iA + A^ + A, + ...+A + B)=.È^^fiS.=A'„
OÙ A'y_ est indépendant de u.
Donc
et par suite
2 5 V (-1)- ^ _ 1 g ^V , "^ « - J"-l-^,. donc faisant ?< croître à l'infini,
OÙ A" est indépendant de «.
C'est-à-dire l'expression
est indépendante de a.
En changeant le signe de i, on voit de même que la quantité
est indépendante de «.
On conclut de là que lin. i:"^J- ir(rii>n, //) + V,('«,/')) = ^ ^S\i— 1)-(«K")+ ^My')):+K,
K étant indépendant de «.
En vertu de ce qui précède, la dernière équation de la page 202 donne
/« = + ^ + A^+ i- 2' >'„.(- ir(0(/«,//) + 9iO«,/')).
En substituant ici les valeurs de 6(m,//) et 6i(w,/') et en réduisant, on aura
/•« =4-C4- KA- J-^ l^' (—1 )"' 2[a-(?«+A)o)] ^ / I x„ 2[a+(m+j)o] i
— e ';;'l^(-7"A ' •[a-(,„+i)u]-^+(p.+^)2t32 -^'-^ ^ •[a+(7«+i)o]2+(|ji+^-)2t3'if
Faisant maintenant a=~, on trouvera + C 4" -^^ = 0» «"e qui donne l'équation (161) de la page 20i.
Pag. 204. L'équation (162) peut aussi se déduire de (161) en changeant a, e, co, o, f{c'.i) respectivement en ci, c, o, OJ, Fu.
Pag. 207. On a en général '— = 1 + PizUL _L_
l_iL ^('■ + *) 1-^
donc
(mo + ij.n3/+À-)'- (/rto + jj-raî + A-)*
(OT0 + [J.C5î + ^)2
' (2n + l)2 j; ^ (;7JO+U.t3? + Â-)2
(27^ + l)2 ; (»îo+ij.n3/+i-)2
Z-»^. 209. Ayant i^ 8 (i) = 8 (1) + , (1) + . . . + » (i> on en tire
Soit i^ =: a:, on aura n
ou bien
n donc en faisant n infini
liml. ^^=9(^), n dx
et en intégrant
lim — 26(a:) z=p{x)dx, c'est-à-dire
P«^. 2i2. Il faut ici se rappeler que H '^i{n — m)-=JI \p{m — 1), donc
nn 1- 9^ Uzj/z 1 ^-^ \
iP«^. 2M. Voyez Catichy Cours d'analyse de l'école royale polytechnique pag. 568 et 570.
sin^a — sin^'é cos'6
Pag. 216. tang (a -|- è) . tang (a — è).cot*6 =
cos'^a — sin*ô sin^i sîn*a
sin^ô
\ siii^ô / cos^é cos«i
Pcj7. 2i7. On a (voyez pag. 574 de l'ouvrage cité ci-dessus de M. Cauchy)
2 „!^V ^ (2tJ. + l)''':î''/
Par cette formule il est clair qu'on aura
A" + A-« -Ti" 1^.
(2lJL + 1)2^''
OÙ ^2(j.+i est déterminé par l'équation
or cette valeur de ^2,^+1 est de la forme ^; donc
V' — r-^ — pour 1 -A
d'où l'on tire en réduisant
donc en substituant cette vîileur dans l'équation ci-dessus, on obtient
Pfl^. 221. En remarquant que — -^ — = 2J^ ■ —, on voit aisé-
ment qu'on pourra aussi mettre la valeur de — - sous la forme suivante
"_g^ A^ ft^ , A-^ ■
Pag. 225 Tout nombre premier de la forme Av-\-l est une somme de deux carrés. Voyez Legendre théorie des nombre pag. 60 ou pag. 178.
Pag. 228. On voit que v est une fonction rationnelle de ô et Y^ — 1, en se rappelant que les coefficiens de léquation Rz=0 sont de la forme A-\- B Y — Ij où ^ et ^ sont des nombres rationnels.
Pag. 229. Il faut observer que les nombres n^, 'n^,...7i^ doivent être
différents entre eux, car si p. ex. n^ = 71., , on aurait — ^ \- ■ — — =
Donc la valeur de la fonction qp ( — —) ne peut pas être exprimée par des racines carrées, si n contient un facteur de la forme (i-\-2"'y, p étant plus grand que l'unité.
Pag. 255. La valeur de -^ pour ^ = 0 se tire de l'équation (233). Pag. 253. On a e.=.-\ ^ et y=k\ix, donc+e,iy= — x:^ — ,
li^i*,y=^l y^.. ^ • Si maintenant dans l'équation (237) on fait e^^ —
on aura
<px
en remarquant qu'en vertu de (250) on a (p(^ -\-{2ïi—tn'yt) =(ff^—(m'-^l)c(\ et que q>(~) = — -i-. Donc
et en changeant le signe de i
gî
1 + e^iy^ (1 — eix) i .
Pag. 236. Les équations (238) et et 243) donnent
donc en remarquant que ^ est seulement du degré 2ii, on voit que le coefllcient de ^^"'^^ dans cette expression de R est
9i£ (ça . ç2a . . . çwa)''
ç, (f) =^ et 9,{~) = ± ^ en vertu de (247) et (2S1).
Pag. 259. L'équation (273) se tire de (272) et (268).
Pag. 240. L'auteur dit que l/(-^—^j est positif par ce que ^^j est réel,
mais il me semble que tt^ pourrait être réel quand même la quantité yf ~^^ j
serait négative, car en vertu de (249) on a «^ = + ^ V \~~^^) ' ^^ raison
pourquoi T/( , _ ^ ) est toujours positif c'est que y est égal à zéro en même
temps que x, que ]/"(! — .r") et Y{l—y-) sont tous deux positifs lorsque x et y sont très petits, et enfin que y devient égal à Tunité en même temps que X. Eu effet l'équation (271) donne pour .r = 1
Or 1 — c^'»» = f\, et 1 + eSi.\i = F\c, donc
de plus ^ = f,y (^« + l) = y („ + |.), c étant = 1, donc
/ = - , donc
e'.+*.ç.f_L_. ii).ç.f_^. Jiy..ç.f^^:zi. »\
_ nY^2^>'^-U^2;;7r;-^-U^2;m)
^ \2«+l 2/ ^ V2//xl 2/ ^ V 2«+l 2/ Or il est facile de voir que cette fraction est égale à l'unité, en remar-
q,iantque,-(-+-^) = .r(2— ^^^Zr)^'^ C^riT— 2> "*"" ^«'^ voit qu"eu donnant à ,// toutes les valeurs entières depuis 1 jusqu'à n, les facteurs du numérateur seront les mêmes que ceux du dénominateur, mais dans Tordre inverse. Donc a: = 1 donne ^ = 1.
Pag. 241. En faisant dans l'équation (271) .r == ly r--_-îi—_j et ayant
égard à la valeur de /', on voit que cette valeur de x donne y ■= ( — 1)". En
effet, soit pour abréger — - — = «, on a
l+e2o2(aa)9
L_ = r; ((2/< + 1) 1) . V ((2//-1) I), donc
or .f {2n+ 1)^ = ^ '^ = 1, ^tVe.^e-^K^^ ^ .^.^ . . .^{2n-l)^y,
donc y = ( — 1)".
Suivant la définition de la fonction çk on a
a:=: / — — — lorsque .r = a«: donc
Jo / [{l — j-2) (1 + e2 j2) 1 ^
0 ^lO—y^)(i+^W)'] •/" v/[(i-^-')(i+e^^-^)] ' 2 -~ 2(2«+i) '
donc
^0 •/[(!- 3,2) (l + eV)] 2(2« + l) ^ -*
en remarquant que
/ ^<{x)dx ^= — / \i{x)dx, lorsque if ( — x) = — ^pix).
L'expression de y (280) s'obtient en éliminant f de (271) et (272), et en
mettant ensuite pour a . ( — 1)" sa valeur (2« + 1) . — -
Dans le cas « = — ^ — l'équation (265) donnera en y faisant c = c^ = i et +(— 1)"=1:
Soit m.2fi = {2n-\-l)t + «„ où t est entier, et c„ entier positif et moindre que
— - — , on aura
(ai , 2u.ot\ /ai , a„mi < . •\ / ^m /ai , a^x3i\
2^+"*-2«Tr)^'^(2-±M-+H=(-i)nT±2^)
On peut donc écrire la valeur de — comme suit:
P«^. 242. On a
remarquant que cp (7,1 . -^) = 9 (^^ot + ^-j) =± 9 ("2;^; lorsque 2fi = {2n-\-l)t±a^. Or
" -LH-i^- -2-IH2^- -2-ln2;^- -^;---H2^' "2-;J
Pag. 245. La première des équations (281) donne
— ; x = œ( — - — ) donne
donc en substituant la valeur de e".
et par suite x = cp(~ — ) donne z=—.
Lorsque x = zy — 1, z-=0 donne x^O et ^:=0, et z=. — donne x=: — I^ et, en faisant pour abrésrer — ^
e-^i ■ (1 — ç2a)(l — ç22a) . . . (l — ç'^na)
- -feâ^ = ^ (^ +..)■* (^ -«)='- (t + ") (^'»>- (*5). (!'))
l+e292ij.a
en substituant la valeur de — — et ayant égard à la formule
Po^r. 2&1. L'expression de — se tire de (248).
Lorsque « = et ?« = — 1, on a a = — - — —,
etc.
Pfl^r. 2o2. Si l'on fait dans l'équation (257) c = i et e« = — )5;'», on a ( — k^)''.{q)u.ff2ct...(pnu)^.(pe.(f(ê-\-a).(f{t-{-2u)...(p(f-\-2?iu))
=9,«+.p(é4-«) + ç(. + 2«)+... + <y(^ + 2mO) ^""^
^^ ^^(m+i,)oH'n-l>.)m Sj y^^ f^-^ ,„ ^ _ i «^ aura a=- -^
et par suite
En faisant maintenant f = -^ — - • ^^ , ou aura
^{^+t^«) = -<fi-i^[^■^)=A-^^^A — 2>
(f it -\- -^^^r— «j = — y(^) = — 1 lorsque ?« est impair
et 9 (e H ^ — « j = 1 lorsque ?^ est pair. Ou tire de là
9)f.(jp(e + u).(f{e + %') . . . </({ + 2««) = |
Donc si l'on fait y f ^ . ^ j = sinO't^), on tirera des équations (a), (b) et (c)
( — A"Y.(sinô".sinO"". . . sin9'-"')'-(sine'.sin0"' . . . sinO'^^-^'f )
= + 2(1. — sin6' + sin6"' — . . . + sinO'^"-*') )
Si l'on fait ensuite e =- t" H~ t"~I~ -v^? ^Q ^^ rappelant que
^/i-TL 2^2
on aura k.^{^.^uu) = k .^{^^ --r" i^^TT' 2 J = / 4^-1 .\ '
A-.yfé 4" "^ ") ^ ^ lorsque ?^ est impair
et A-.çff -] ^^ftj= — 1 lorsque n est pair.
Donc
^<2;;tî-2-; 192;:tî-2V '12;;tï-27 ^
Donc ou tirera des étiuations (a), (b), (e( et (f):
^ ' (siii9'.sinô"'...siu 9 1. ■-«-'))« ^ ' — -*'
Donc l'identité des deux expressions de /i, celle de 3fr. Jacobi et celle de r.iuteur est démontrée. Si Ton divise l'équation (d) membre à niembre par l'équation (g), il viendra
/:*".(sine'.sinO"' . . . sin 9' *"->')■* =
siiiO' — siii9"'+ |-siii9(^-"-i> +\
cosec9' — cosec9"' + . . . + cosec6(.-"-i; -|-^ En nmltipliant cette équation de part et d'autre par h; on aura l'égalité des deux expressions de )..
Pag. 2S8. Dans l'équation
fg' — f'g dx
dx
soit pour abréger -— /^' /f, — j^t^tt = ^^ ^t les coefficieus de x sous
le radical du premier membre suivant leur ordre k, k', l, l', on aura
A\\ — c\v"-){l — é\v^) = (r(X + Am-)(1 + k'x){l + lx){\ + Vx).
(i+fa)(i+M=i + %d^?^-- + ii
2 — p2 fa
Soit de plus pour abréger
on aura
A\\-{c''+e^)o,^-^t^é'x*)=a\i+{B+B')x+{C-^BB'+C')x''+{B<C+DC')x-'+CC'x*).
On tire de cette équation
A" =z a\ B-{-B' = 0, C-{.BB'-\-0 = — {e^-{-c% } il?) B'C-\-BC' = 0, ce z= c'eP' En éliminant B' des équations B-\-B' =zQ et BC-\-BC'=zO, on obtient
B{0 — C) = Q; {y) donc, ou B = 0 = B', ou C — C = 0.
Soit d'abord B = 0 = B', on aura '
ffff'-clP = Oetffff'-e\f' = 0.
Ces deux écpiations donnent, en remarquant que c^ ne doit pas être égal à e^,
gff' = 0 etf' = 0.
On en conclut, ou ^ ^ 0 et /"'::= 0
ou «/' = 0 et /■ = 0^ car g et f ne peuvent pas être égaux à zéro à la fois, ni g' et /"', puisque ces valeurs rendraient y constant, a) -7=0 et /-'^O donne C = -^, C' = -^, a-=Il
donc
ce = ' ,\'-^ = c'e%
d'où l'on tire
OU <'^ = -- et e^==— -,
OU c? = -^ et e? r=
f y = ^—x= -{- ax.
h) ff> = 0 et f=0 donne les mêmes valeurs pour c^ et e^ que dans le cas précédent, et pour y celle-ci
" — ecx
Si B est différent de zéro, on aura C = C et 5' = — B, c'est-à-dire
En élioiinant successivement r^ et e\ de ces équations et remarquant que fff' — f'ff "c peut pas être égal à zéro par ce que cela rendrait y constant, on obtiendra
2fff-(fy'+rff)B-\-zrff'c=o, (0
2fy-\-irff--\-rff)B -{-2fyC=0, (ri) La somme de ces équations donne
fg + f'g'-C=o, (0)
et en retranchant (;) de (/,) et remarquant que Z> est différent de zéro, on aura
Les deux dernières équations donnent
f' = ±^.ig'=+f^. (X) Substituant ces valeurs dans les équations {^) on aura
eu V , ^^^
d'où l'on tire en ajoutant et réduisant
^r-* = e\c\f\ donc / = + e^c^p. (/<)
Maintenant les équations (o') donnent, lorsque B est différent de zéro : ou jB = + (c -}- e) et alors C = ceA on B^=±{c — é) et alors C z= — ce] ^^'
Supposons d'abord ^ B = c -\- e, YC = y^ce, substituons ces valeui'S dans
(/) et pour g^ la valeur e^c^f'^, nous en tirerons
Faisant maintenant ( - — ^ ) . r, ^ — , on aura
Vyc— y/e/ ^ m
^ _ 1 /y/c-^ey
m\ \/ c — v^e Des équations (x) et (/y) on tire
ifff'-f'gf=Èîllf:
^,.__c\n(g'--e\n = - ^■'^^^''~^^'-'^\ donc
(fg'-f'gr . "ire ^
Or les équations {i) donnent e^— fj = — . -^; donc on trouvera
En substituant dans l'équation
g +gx
les valeurs de /'', g' et g, et réduisant on aura
. /l -]-j;\/ce\
Les équation (/), (/.), (//) et {i) montrent qu'on peut prendre les quantités r e, yc, Ye avec quel signe qu'on voudra. En remarquant que les g quantités /■', /", g\ g, Pi, Cx ne doivent satisfaire qu'à 5 équations {(i), on peut les faire dépendre d'une quantité indéterminée m.
Pftfj 261. L'équation (28) a lieu non seulement pour une valeur quelconque de 0, mais aussi pour une valeur quelconque de (3. (Voyez l'équation (237) pag. 252).
Pag. 263. En vertu de (32) on a 1 — Ciy = — , où P est une fonction
du degré 2«-}-l, on aura donc en diiTérentiant
dx Cj \ dx dx /
or Q étant du degré 2n, il est clair que Q^--~- est du degré 4w. Que cette
fonction est divisible par t et V, on en trouve la démonstration pag. 233.
Pag. 263. Lorsque «j = 271"^ on aura c<^= ,^'j^'"^ ; car ^.(D+«) étant
une quelconque des quantités /.{^-\-i'.^, /(O + f^s) «te. on sait que /(0 + i"«) sera
égale à l'une d'entre elles. Donc si «, = " , ;. ( 0 + -„'^) sera une de ^ ^ 2«+l \ ' 2w+l /
ces fonctions pour toute valeur entière de p.
La valeur de k se déduit de la première des é(|uations (47). La valeur
de e^ se trouve en divisant la 1" par la 2''" des équations (47) et remarquant
qu'en vertu de (18) et (16) on a -—^, — ^ = «'''•1^ — 0-
L'équ.ition (4J) donne
Soit pour abré-er A f-J " ) . ;. f ^_ •-)... iÇ^"-^ ■ ^)=^N, on a
k^b. e*". xV-, donc
^__ 0>a,->'a-2- •• Aa.)*
or b = (P.Kj . P.«„ . . . A«„)*, donc lorsque «, =-
donc en substituant la valeur de N et remarquant que A (^^-^.a)=?.(^^:f!^.a\, on aura l'expression de a.
L'expression de i/ se trouve en substituant dans (io) la valeur de «^ et celle de k.
Pag. 267. /(0-f-'') «"t /(0-j-«i) étant deux quelconques des fonctions A où « et (^j sont de la forme /f/w-|-/('w', ^tt et //' étant des nombres rationnels, on sait (Théorème IV) que '{^-\-k^ii-\-k^".^ où k^ et k^ sont des nombres entiers quelconques, sera de même l'une d'entre elles. Donc a étant égal à
-— -|- -— et «j égal à - -| — —, on en conclut, en faisant k^^=. 1 et Z"o= — 1,
que A f 0 -) ^-|--^ — " " J =^ /.(O-j-") se trouvera nécessairement parmi
ces fonctions.
A(e +/?) = + -!-• 1 (voyez 10). L'équation (o3) se tire de (2i), (2o), (26).
Pw^r. 565. On obtiendra l'équation (61) en faisant dans (24) et (26) B-=i "~ ; *'= — ( — 2~^) ^*^ ^" concluant comme on l'a fait pour obtenir l'expression de 1 — t-^y '•
La valeur de a est
or f=:g' = 0, donc « = + -^^^^ = -i_ ;
mais (voyez (1 i)) e^c^ = -^, donc o = — •
Lorsqu'on fait w = 0, c, = c = 1, fi ^ -—-{--— , on trouvera
*(ï) = '+}' »=*0 + l)' '*'""' * = 7^-> (voy. 62)
donc
^(^) = _2A(i^) = ±-^. En effet on a
Faisant donc 0 = " " , AG = A ( ""*^" j = .r, on aura
et pal- suite 1 — eV =z 0, d^où a.- = + -*- = /•(-^^) •
On aura par conséquent e^ = -y- —
Pag. 269. On a ;,e = — /(9 + o))et;(e-î-«)4- A(e — «)=:— (;.(—Ô + «) _|_;^( — Q — fc)); donc (f{ — G) = — (/0 = (/9, et par conséquent q^z=Q.
On sait qu'en nommant S^ la somme des racines d'une équation algébrique du m"" degré, S^ la somme de leurs carrés, A^ le coefficient de .r'"~', ^-/.^ le coefficient de .x"""*, on aura
donc lorsque S^ = 0,
La formule (6S) est démontrée dans le mémoire suivant pag. 279. Pan. 275. En faisant z = —r-r- — ^ on aura
y*h dz /•* dy o
en remarquant que e^ =rz 1 — e^.
Pff^. 276; Lorsque P.O' = /'•O on en tire
0' = ( — 1)1^+!^'. 0 + ftio 4- ."'(« + n]/ — 1), c'est-à-dire 9' = (— l)!^+i^'.e + (/( + /ii')(o-\-ft'ay — 1 ; donc en faisant /( -]-,u' r= ?«, fi' = 7H',
Pag. 280. .r -- ]/(l — 7/') donne
''■" — 1 '^^ -, donc
./•^ dx /»« dy _/•■ ày
c est-a-dire & . — - = —- .
.vz= 1 . Si l'on fait x = y(l4-z-), ou trouvera
'Ji ^[(^•^-l)(l-o-^:r2)]— X v[(l + =-^)(l-e'^^-^)] — J., ^[(l-y^)(l-6^x2)]'
c est-a-dire -^ = b. — - 2 2
En mettant 6 (^ — «) au lieu de « dans l'équation (28) et réduisant, il viendra successivement: .
( ^ + VT=^* +/•-+*"'/ ) ( (1 + /•■^'"+i)2
'■" ^/"•LVl— /■-"■+' / V (l + r-^^+l)-^ + (^m^_^m+ 1/^-1)2 yj'
O LV 1 — /■"'"+Ï'/ V 1 H- r-^^fï + ,4m+2 + ^2m-|-2^-2Vj '
. _ -^ r/ j_ + /■■^'"+i y/ (1 -^•-"■^-)(» — /■""+'<-^) NI
ce qui est l'équation (54) de l'auteur en faisant
Po</. 55/. L'équation (56) peut s'écrire ainsi:
/.« = A.xp (c( — ) . 77^ ^limro -\- a) ^. ^'{nm — «)^ . Eu y mettant 0 + ^ co à la place de « on aura
c'est-à-dire
On en conclut en faisant pour abréger — :=.k
donc en développant
i? A(9H-ii oJ)==J^77 U'(//co,+(5)/i-. V'((/^+/0"i+'^>-^((2«+/')«i+(5)^" • • • ii-i
mais
ir,^((»«+/0wi+^)^"=i7„ V'(^w,+(3)A-; 71 i|{(2/i+//)fOj+(5)A"— 77 1/ (^tOj+(5)A:ete.
= ^^^'(/^co^ + d)A- = n'âk.njii^, + l)co ^ + (5)^;
on aura de même
qH- o'^ 0*^ o'^
jn_l n-i n-i 3n-i
71 ^)((^+l)œi-d)Â;77 r({^n-f,yo^-d)k=n ^i'({2n+^i+l)io^-d)k=n ji{ft+iyoj-ô)k etc.
donc
on en conclut
]ï ;.(0 + Ji co) == J". a/-dA". î^ [v((^,+l)o) ^+(5) . ^((/,+l)« -(5)],
ce qui est la formule (57).
En faisant P.O = x on aura
,-c.p(Bl).,
Cette formule, en remarquant que À To -{- "~ ^- co j := ;. (J^ — 9), et, si y/
est un nombre pair, que le produit ).()J.(()-\- — j ...}.( f)-^ILlI-^o A contiendra le
facteur ^(24-^) = ]/ f J~.^ ., j, donne les équations (13) et (M).
Pff^. 2S5. Si dans l'équation (51) on fait « = " , on aura ?.a — 1 et / ^ }•' , donc
En vertu de l'équation -^= 'v~~\~-^V^ — ^5 où
o' /» « dx
on trouvera, en posant dans l'équation (31) « = ^-)-— -]/ — 1,
/.« = — , f = — ?•* .|/^ — 1 : donc f'^ =r. — r, et par là
Les équations (a) et (b) donnent — = /<^ et par suite A = — —
Pag. 286. Les équations (a) et (b) ci-dessus donnent immédiatement
*r 1— r 1— r» 1— rs . -:t.—
1/ C= ... ou 7' = e o ;
de cette formule on obtient la valeur de yb en échangeant lo et o entre eux.
Paq. 291. On a ---— = — - — : — r-^ r ; -, donc
^ Ft. .>/(a-x,)(a-x,)...(a-X|^)'
Fa. (a-jJF'JT^ ' (a-j:^)/*"^^ ' ' {ol—x^F's^
c'est-à-dire
jRx 1 p (a — x,)i^'J» (j— a)iï"j:
La fonction r^r- «tant de là forme
(x — a)Fs si^' + a^xi" + a^x^-' + . . . + a^^, '
le développement de cette fonction selon les puissances ascendantes de — sera de la forme
donc 77- — — = 0, // étant > 0.
(j — a.)Fs
Pag. 293 Si l'on suppose f.v = «x" -f- «^a-""* -f~ «2-^""* + • • -5 '^ degré
de cette fonction étant moindre que la moitié de celui de cfx, on doit avoir
ycf.T = /?,r"+i 4- fl^x" + . . .
donc -, — ^ = -tAt + • • ■ 5 <^t P'"" suite
(x — a)\/(fx ^x^
(x — a) / (Çix
Par/. 294. L'auteur dit (7) que le second membre de l'équation (29) se réduit à une constante, lorsque le degré de (f-v)'^ est moindre que celui de q^x; mais cela ne suffit pas. Si le second membre de (29) doit, se réduire à une constante, le degré de (/".r)^, augmenté de deux unités, doit être moindre que celui de (fx, car les relations entre v' et v, établies dans le théorème VI, sont nécessaires.
Priff. 293. Le nombre des indéterminées a„, a^,...c„, c^,... est égal à m-\- n -\-2, mais on peut diviser les deux membres de l'équation (5) par l'une quelconque de ces quantités, de sorte qu'après cette division le nombre des indéterminées se réduit à m-\-n-\-l.
Pag. 299. Les équations (16) et (17) de la page 148 donnent
' \2 V v/[l+e2cp2(6a)] \/{l + e-^v'') '
en faisant pour abréger (f{bu) = v.
On tire de là
dv bdx
donc et
/[(l — ij2)(l + e2„2)] v/[(l— ■r2)(l — c*-r^)]'
y^ dv , /• dx ,
y*i rfç _.f,f' <ff_ _/ fi 0 v[(l — w2)(l + e2„2)] J„ v/[(t — J2)(l-c2jr2)] J„
'2, rfO
v/(i-c2siii2e)
On a en çénéml
et par suite
\\x.dx = / \l{mx).mdx.
dx
or ^.f
• [(l-x'^)(l-62^2)] erv/(l+e2) 1
eis
en faisant ev = v.
du
On en tire
/•e erfj 1 /* e 0 v^[(l— e^x^Xl— c-^x^)] TJ a v[(1 + m2)(1— e2»f2)]'
hJ^ vT(l + «-)(l- " " ' ' •* '
tloii
V[(l — J-'^Xi — **-^'^)] *«^o v[(l + «-)(l — e-K-)] 6 2
Pay. 500. L'équation (9) est la même que l'équation (34) de la page 280. En faisant dans l'équation (18i) p. 216, «=-|- — ^9, on aura
et de là en réduisant
à- dire BU bien
'•" — 2^-YAl— r2'»/A 1 — ?-V /V(l+p2Xl+pV2Xl+?-='-"')(ï+?^'-*)(l+?-'''*)--^'
c'est-à-dire
or -^4 zTo — = P'" '5 «l"»c
;,fi_ 1 ^ n- /1+^"-"-^ Y^p./-t / (l-pV)(l-p-V)(l-pV3)(l-p-V3) . . N
On peut donc poser (10)
v^ = A' 2? /(i-pVXi-p-vKi-p^/^Ki-p-v^)... N
OÙ A' est constant. Si l'on fait 9 = 0, on aura /.'9 :^ 1 et Q=^l, et par suite
1 = ^' /^('-On-r3)o-/-^)...y
d'où l'on tire l'équation (12) de l'auteur.
En faisant dans l'équation (18fi) p. 216 « = ^ — b% on trouvera
( '+ Vr-('»-i)+/-"'-M :
d'où en réduisant
r<^-B(or-^ 4- ,.-V^)^ /(l+pV-"-^)(l^p-^>--'"+^)y
/y_^^ç? --f-(, ^--'-'/mV (l+p2/2^-2)(l+p-V2'") /'
OÙ B est constant. Donc en développant
/"fi^fi/'pc^i?:!:!^ _J_ / (' +p^/)(i +p-^/)(i ^?-^/^)(i+?-'^-^) •• • )
V l + p-V )' l + p2 ■ V(l + p2/-2)(|+p-2^-2)(]+p'ir-l)(l+p-^/*)-.-^ -i , _] i
Donc en remarquant que ~ ^^ ^ = Qr~^, on peut poser (11)
" ■ l+p2 V(l + pV2)(l+p-2/-2)(l + p2^4)(, + p-2^4)...y'
OÙ A" est constant. Faisant 9 = 0, on aura /."^ r^b.F (^^bY{\-\-e^)=l, et p= 1, donc
d'où l'on tire l'équation (15) de l'auteur.
Pag. 501. Ayant }.u=zfi^ — bu\ on a en faisant «^-^-f- — /,
- — TTC — Tli 2 13
(i^ = e =7'.e~'^'=r.{co&7t — zsin;r) = — ?*.
On trouvera
JL—4' ^^. (l+r^)(2)0+^-')0 + ^')--- c'est-à-dire
c ^^ ^ \(\—r)(y — r^)...) L'équatiou (12) donne
donc t^A'^Yr = - , d'où A' = -^ ]/ A •
2ez
» "/irt 2 ~ o' . 207C , T/207r\*
donc l_o2 3=297t^_
On a
donc
et par conséquent
* = (l + 7-)(l+?-^)(l + »•')... = PP'.
Pff^r. J05. Les formules (24, 2o, 26) que l'auteur a déduites des formules (10, 9, 11) peuvent, ce me semble, se tirer plus aisément des formules (189,
187, 188) pag. 218, 217. Si dans l'équation (189) on fait a = ^ — b.-x,
2 Tt
on aura fu = A ( — x\ — = — — x, donc
/ 4cos2j;
x(^x) = sinx.n 'ir-^rï'
Vtc / 1 "' Il 4cos2x
— sinx n (rc^-^^ + r-^Yf (q-^ + q'")^—4cos^x y
(y-m+ç'm)2 — 4cos''j? ç2m-l / 1 — 2y"» . cos 2^ + ç^"* \
donc
OÙ jB est indépendant de ;r.
Si l'on fait ;i^ = -|, on aura ;.(|1) =/'(|— *|1) =/D = I, donc
i=Bh (-i±^)! (b)
Si l'on fait a;=-^ + -^. ^/, on aura sina;= '^^t>^ * = 4r^> 2cos2;r 2 ' u' 2 2 2js
or 7IJl + (?^'^^) = -î^7IJl+r"'-^) et 7IJl+ç''-'')=2i7Jl+ryn donc 1 ^+ï 1 1 1
En multipliant cette équation membre à membre par l'équation (b) ci-dessus, on obtient
— = — r ■, d ou Z; = — V-^ .
c 4^4 vc
Cette valeur de B étant substituée dans l'équation (a) donne la formule (24) de l'auteur.
Si dans l'équation (187) on fait « = ^ — b^x, on aura ç;a=A'r— a:J,
donc
4cos2j: 1 +
OÙ iS' est indépendant de x.
x = 0 donne 1 = 5'. 77 rJLt-^!:^)' •
donc
et de là ea réduisant
l^^è (^ -y'-' Y; donc
1_^_A; donc fi' = 21/A . l>-^.
Cette valeur de B' étant substituée dans l'équation (c) donne la formule (25) de l'auteur.
En faisant les mêmes substitutions dans l'équation (188) on aura
4 cos^j
inr^'\^f,n ) (r' "'+*'- r^^)M — fi>rr /i + V"+^ • «"^ 2^ + ?""^+'^
où J5" est constant.
a: = 0 donne A" (-^;r) = ^».f(|^) = i.K(l + 0 = 1. donc
:r = | donne ;.«(^;.-) = ;.''(|l)== è.F(| - i. f ) = è.FO == è; donc
b = B".IT (- — ^ — :—) , doù l'on tire
* = B'^ ou i?" = Vb.
Cette valeur de B" étant substituée dans l'expression de /." (— arj ci-dessus
donne la formule (26) de l'auteur.
Paff. 504. On a ~ / l-2?^'".cos2j+y*'" ^_ y In-T (1 — 9'"".e-^")(l — g'''"-^-''") \
Or log(l —pe^^') = — ipe"-^' + ^jsV*-' + ^/>^e«'' +...),
log(l _ pe-^') = — {pe-^'-\- ^■'e-*^'+ ^p^e-'^'^ . . .) ;
donc log(l — pé^"") (1 — pe-^') = log(l — 2/) cos 2x + />«)
= — 2{p cos 2x -f Ip'' cos 4.r + ^p^ cos 6.r + . . .).
On tire de là
. / l—2q^"'.cos2x + q*'" \
* \ 1 — 292m- 1 . cos 2x + q^m-i )
— 2(<?"""' •(? — !) COS 2.r 4- ^«y*"^^ (</* — 1) cos 4^+ ^q^"^^. {q^—\) cos 6.r + . . .). Or en remarquant que 21 ^(f"'''^'^ ■ — — -
et que par suite
C. aam-ï (^1 _ 1) = fi^^—'^) -= _ _?!_ on aura
- / l-2y^'".cos2x+y^- N ^ fcos2.r. J^ + Jcos4;i:. -?î- + icos6^-. -?' +...)•
En changeant le signe de p on aura log(l + 2,p cos 2:r + P^) = ^{p • cos 2x — ^;^^. cos 4iX -\~ ■!/?' . cos 6.v — . . .).
On obtiendra par là et en remarquant que ^'^V^^'^".(5'''+ 1) = :p^ — 5:
'"gi-2t^c^'rst?g'^"-0^^
jj l+2g^-".co.2x+g4. N^ / 2;r.-l- + 'cos4^.-l^ +icos6^.-A, +. . •) De la même manière on trouvera
logP ^"^''"'t''^"'^-^^'^*"t')— 4(Q^"^ncos2^+AQ''"+^cos6a; + l«'"^"+^cosl0a^^ + et de là
log JZ ( J^ — -z , ^, ■— 1 = 4 (cos 2.r. , , + icos6.c.— i — - + . . . ).
De ce qui précède on tirera immédiatement les formules (28), (29) et (30). Il faut observer que dans les formules (20i) et (20r>) p. 219 la quantité r est la même chose que r~^ dans les formules (3Î>) et (36) ici.
Pag. 508. Ayant
on aura
donc -=^,
or 7' = e °' \ (r^=e "•'
donc :^.T=lo<;fl), °',n=lo^(^),
et de là
donc i^l^log (1) = ^/?Klog (1),
ce qui est la formule de Mr. Canchy.
Pag. 510. L'expression de c* se tire des doux équations (i7) p. 264 en divisant la première par la seconde, remarquant que '/.(— +6J.a("- — 9j =— ,
;.(|-+e)=A(|- — o), ''(|- + 0=Kt--0' ''"'^"^ c==f^ = i et
écrivant ensuite c pour e.
L'expression de « se tire de l'équation (11) p. 264. Cette équation donne en faisant ^'=1, écrivant c au lieu de e et substituant les valeurs de «i , «j . . . «„
Les équations (47) donnent après les mêmes substitutions, en faisant leur produit et substituant la valeur de b de (46),
donc
Pfl^f. J/5. to* — (0 étant égal à xsi on voit que ^-^ (^ — p) est réel; donc s et par suite c' est réel pour cette valeur de «, en remarquant que
V 2n + 1 / Paff. 514. En vertu de l'équation /.H=P{^+ma), où m est un entier, on a
'■ l 2«+l -) — '■ \—^nn )— \ 2^TÏ >
donc
^/cJ+oN .„/î3/+2(n+1)u\ ,,/nj/+3o\ ,2/t3ï+2(w+2)u\ .2/t3^+(27^+l)o^ .2/' tsi \
^A2^Try='- V 2«+i > ^' 1-2;^;— ^' l 2«+i /••' l-27^Tr-;— ^ ^2^^/
L'équation (12) est la même que l'équation (24) pag. 305 en faisant dans
celle-ci a:= — 0.
En vertu du théorème de Moivre on a
£9iipi=4X-.-2..c.si^+i). («
En multipliant ces deux équations membre à membre il viendra
Faisant dans cette équation x"^ = — 1. on aura
c'est-à-dire 2-(_l)n.cos^-^.cos^-^.cos^-^...cos^^.cos^^-^...cos^^
Or cosfi^)=-oos(i^Çi^D^\ donc
(n+l")z («4-2)7: 2«z / ^\„ tc 27C «tï:
cos'^—^.cos >-—{"... cos — ^=( — l)".cos -, — -.cos - — -...cos- — -; 2n+l 2«+l 2n+l ^ ^ 2h+1 2h+1 2n+l
donc en substituant
et de là
cos cos — — — . . . cos -
En changeant le signe de x dans l'équation (,-7) on aura
^!:ll±l = 77(^^+2^.cos-^-f l). (d)
X + 1 jW ^ 2/2 + 1 ' / ^^
Cela posé, si l'on fait dans l'équation (12) successivement ^ = -—-\- a, — -\-2a,
. . \- na et « = on aura
^ |l + 25-. cos 2^-^+5=' l+2?3.cos-^— j- + ç« )
l+2o2.cos--^ + o* l+2q*.cas .^ ^, +q»
(--4-2« 1=-^-- F<y-cos- .-< — -
v/c ^ 2«+l 1 , n 2//:r „ i « , 2«tc .
(1+20.C0S +o2 l+2o3.cos-- ^ + 96
Donc en ayant égard aux équations (;) et (d) on obtiendra
2" _vV_ /(y''""+') + 1)(?^''^"+') + l)...\ / (l+y)(l + ?3)...\ J!. * 2" V (î^"+i+l)(?H-^''+iJ + l)... A(l+ç2Xl+?'')---^*
Or (voyez l'équation (16) pag. 502 où le changement de ^ en c entraîne celui de 1' en q)
Donc on déduit de là
, _ 2i> «2..+. /(?^ra"+') + l)(9^-^"+i) + l)...y V (92"+! + l)(îH2"+i; + ])... /
T cîi + 2ao
Lorsque « = — ^ — '- — , on aura ^ 2«+l
V2^/ /c'^^ \(o 2«+l ' 2«+l/ i-^V „ „_, / „n to , 4!j.7u \ ,,
[l+2î".•co.s(^;n.2-.2^+«^.^;^; + 9
l+a^^cos (2/w. - . _^-f 2m. ^^) +q^P={qP-\-{q"'+\à^f''%qr'-\-{q'"'+\à\^)-''"').
Donc si Ton fait pour abréger
et de là
En remarquant maintenant que q = k^''+^ et faisant pour abréger 2)(2«+l) := a ai {2>' — 1)(2« + 1) = t, on trouvera en substituant réduisant et carrant
en vertu de (é) ci-dessus on a
Multipliant les deux dernières équations membre par membre il viendra
Or on a
mais
JJ (1 _}- A"*"+«+2"') =n {i +k'""),
JJ (14- A"»''+*+2m) = 77 (1 4-A"^"'),
-II 3n-|-2
donc J7 77 (1 + ^""+'"") = 77 ( 1 + A'"'),
et par conséquent
Il
77„.(i +k--)iina +A:-+'^"') = 77 (1 +F'") (0
1 1 -Il
De la même manière on aura
77 77 H_l )^(2•^-l)(2'i-l-l)+ïm\__77 M I ;^.2..+l+2".\/]^ I p(2«-(-l)-|-2...^^1_j_/~5(2«-i-l)+2.>.^__
n 2nj-l
iljl + A-^ '*■•+"+*"•) = 77J1+A-2"-»),
donc 77^ 7T„/ 1 + A--+^") = I7„( 1 H- A-^" -') (e)
Ed vertu des formules (;j) et (6) l'équation (;;) deviendra
Or q = k-''+^, donc (^ * =:A"'+"+l, et par suite q * .A-"'— =:A:i. On aura par conséquent
En substituant dans cette équation la valeur de A on a la formule (14) de l'auteur,
Paff. 516. Si dans l'équation (?) on fait ^ = 1, on trouvera aisément
2".sm ■. sm- — - . sin - — -...sin - — --=:|/(2?i4-l)
et de là
JJ sm = -!-A^ — i- (/)
Cela posé, en faisant dans la formule (12) 6 := — — - = «, on aura
l-2q> .cos^^ + q'-'
-/ \ ^ iV .,• '"^ TT ; 2«+i
Donc ayant égard aux formules (,?) et (/)
;.«./.(2«)... ;.(««) = —^. -^2^r— iv.n+i_i •^3i^^i+Tû=r-Ag^-g^"7- ^"-^
Si dans l'équation (12) on divise les deux membres par 9 et qu'on fasse ensuite 6=0, on obtiendra en remarquant que — = 1 pour 9^0:
l_A.i/. JifI:z^.izi9i...V (;.)
En multipliant cette équation membre par membre par le carré de l'équation (x), on trouvera
Lorsque « = ^' "*" ^" , on aura 2m+1
„ ^ . . „ ^ (l— 2o2.cos(wi. — a)+o* 1— 2o*.cos(m. — a)+9* )
A(;rta)=-— •l/fl'.sinlm T+»«--r— t)x ; — ;ï— ^ ■ • 7 — ii — ^ >•
Il — 2^ . cosl m. — oij+q^ 1 — ^j^.coslw». — aJ+ç" l
Or en faisant pour abréger comme précédemment
q''''+^ . di^ = k.
on trouvera
1 — 2ff.cos(— «) + <^27. —, (^rf — A*") (r/ — A"-*'") ;
donc
lire
c'est-à-dire
donc
n -nCn + i)
nj{nia)= ^^ ^ . 77jr-" - 1)77„77, C^^^nz^ • -l^rr::^) •
Soit comme précédemment 2)'(2w-|-l)=:(7, (2/' — 1)(2«+1) = t on aura «,■ (v.y. W) l=J-.f,.J.(7Ï.i;5iy;
on tire de là en multipliant et remarqufint que q * .k'"^""^^^ = k*,
En traitant celte équation entièrement de la même manière que l'équation (î:) ci-dessus, on trouvera
Pag. 517. Le théorème portant le numéro XVllI est démontré dans le mémoire XXI.
Pag. 521. Pour qrO infini on a ç(2w+ 1)9 = ^(;9, où B est une constante; car le numérateur de la fraction rationnelle en (^9 qui exprime la valeur de la fonction if{2u-\- 1)0 est d'un degré d'une unité plus élevé que le dénominateur.
Pag. 522. On a
t;9 = 2:^2.\ ;r(9 + ma + ///?),
Le second membre de la première équation contient le terme ;r(9 -|- /(/?) (jui répond à m = 0 et qui ne se trouve pas dans le second membre de la dernière équation. Celui-ci au contraire contient le terme :r(9 -|- {2n -f- 1)« -|- ;"/5) répondant à 7» = 2n, et qui ne se trouve pas dans la première équation. Ces deux termes étant égaux, et tous les autres termes communs aux deux équations, il est clair que v9 = ^i^-\-")-
L'équation (1) U'(2/<-j-l)9=i?, peut se mettre sous la forme (voyez p. 187) (j^,2„+i,= -I- ... -I- B.i) — (/■(2«+l)9.(Ca:««"+i>'-i -\-...-\-jD) = 0, Ou voit par là que le coefficient de toute puissance impair de .v est indépendant de 9, et que le coefficient de toute puissance paire de x contient le facteur f/:(2«-)-l)9. Donc la somme de toutes les racines est de la forme C.if{2n-\-l)^, où C est constant; la somme de tous les produits de deux racines est indépendante de 9 etc., d'où il est clair que dans l'équation (16) ^ = 0 si le nombre des facteurs de ,t9 est impair, et ^ = 0 si ce nombre est pair.
Pag. 529. Les expressions de ;.(9s) sont les mêmes que les expressions (24) et (33) pag. 303 et 304, en remarquant que ^=zb. " dans ces
dernières formules signifie la même chose que b— ici, et que— = 6.-— dans
les formules citées est la même chose que b.^ ici. En ayant égard à ces significations Téquation (9) pag. 500 deviendra:
îStt: 28~ ^S'x 26it sotc
1 1—e " 1— «2e " 1— «2e <^ \—p*e " 1— «*e " j/fi\ . s. i- . !- • • • • •
V) t/ g 26TC îST lirz 29:r îStc
ait /•ES \
- — ( — -eu)
En mettant ici -; 9w à la place de 9 et remarquant que e " V ^ /=^p'™
on aura l'expression de ^{^^ — 6w j-
Pag. 551. Pour les expressions de y^c^, voyez les équations (16) et (14) pag. 302 et 301.
Pag, 555. L'équation ;.'(m — f^-{-a) = l'{f^-}-a) Aonae
^o _ fO + « = (— l)'"'é6 + (— !)"'■« + »i'a' + i^'co'i, où m' et f.i' sont des entiers; on en tire
«(^1_(_1)-) = ((—1)"'' + 1).<6 4- ?H'G5' — él3 + /('W'/.
Il faut donc que m' soit un nombre impair 2.m + ^ j '^**"'^ ^" reniaïquant que ixa = ma', on aura
2a = (2^/ -f- 1 — "0^' + /''"'*"• Pc^. 554. Les deux équations
9'(Ô' + 6).r;(0'— 9) = (<ip9./"0')' — (9'6'./'9)% '
se tirent immédiatement de l'équation
\ Oft' \ 2fi
en y faisant ;.9 = -^' '•^' = "T^"
Pa^. 557. Ayant i|,a=^(a' — .t^)(«^ — 0...(«*— ^^), on peut faire
0« ^ gi I C, , g-2 I _g^-l-...-L ^i^ 4- ^1^
OU Bk = -r^TT rs '^k —
Or ^x et ip'.r étant des fonctions impaires, on a
0(— .r) = — 9.r et if' (— a:) = — ri''x, donc on aura
On tire dp là
Pag. ÔÔ8.
fl-
donc
donc
.s'^.dxt
où,« est le coefficient de — dans le développement de la fonction
" . log f^" + 9° • '^^ '\ suivant les puissances ascendantes de—. 2Afl "V/a— ça.Art/ *^ «
2^a ^\fa-ça^aJ fa ^S \ fa J ^ ^^5 V /« 7 ^ ^ ^
Substituant ici les valeur de (pu, fa et A«, et développant suivant les puissances ascendantes de —, on verra que le coefficient de -— - du développement sera a «2
Pag. 541. Si fx est impair, et (fx pair, on aura
fx =. K + «1-^' + V^ + • • • + »,.-v^-"-n^, <FX = b, + b,x^ + b,x^ + . . • + b^-^x-"-* + *•"—% (^fa:)''-(cfxr-(l—x'){l-c'x') = — c"-{x^—x]){x-'—xl) . . . (.t--.r^^,)(.r^-y^). .r = 0 donne b"- = c-xixl . . . xl„_, .g-, d'où l'on tire
Si l'on substitue dans cette écpiation la valeur de bg tirée des écpiations (13'), on trouvera par exemple pour ii = 2:
c ' {s\ — x\)x^x.;^^x^ + {s\—x\)x^X3^a:^ + {x\—s\)x„X3àJ:^
En désignant par y' la valeur de y déterminée par l'éfjuation (14) on trouvera de la même manière pour ii=.2:
donc 7/' =
Pag. 547. Les étpiations (42) et (43) donnent
donc
On voit par la que A^jj. est rationnel, lorsque /< est un nombre pair.
Pag. 549. J^ est la valeur de "^^^ pour .r=:0; donc Ag =. '-
X dx
d\U'2m—\)'i\ (2/?i— l).Ar)/2m— l)e] a . r^ • j . ^
= — ^~- — '-^= -^ —k-\ '-J- = 2m — 1 pour x=0 qui donne 6 = 0.
On trouve de la même manière B^ = 2ii = — ^ pour x = 0.
Les équations (42) et (4J) donnent, comme on le voit aisément,
(^2t-+i + ^2a-i)(l — C^^''-^2!X ) = 2.r„^, .Ax) ('■^•2 ji "T" •'^'2 y.-^)\^ ^''^ • •^2 [j.-i) = 2a'.2 |j, _j . A^ )
La première équation est la même chose que
Réduisant les fractions du premier membre au même dénominateur et remarquant qu'après cette réduction les dénominateurs des deux membres doivent être égaux séparément, on aura
Soit maintenant
9'2|jl+i ^ 1 + ^'2,2!Jl+l-'^ +••• <I-2i>.-l = 1 + ^'2,2^-1 •^- + • . . 9'2|X = 1 H--6'2,2!^-^' +•••
En substituant ces valeurs dans (b), on en tirera
La seconde des équations (a) donne de la même manière
fi'2,2^+^'2,2iX-2 + A/^!.-l=0. (d)
L'équation (d) tait voir que si ^'^ ,(j,_, = 0 et /î'î,2(jl-2 = 0, ^'a,2|i ^^*'^ aussi égal à zéro; et l'équation (c) que si />'2,2n = 0 et ^'.2,2[i-i = 0, ^'2,2^+1 doit de même être égal à zéro Or les équations (^3) montrent que B\^=zO et J'2 3 = 0. Donc il est clair que B'.^^^^ = 0 et ^'2,2^+1 = 0 pour toute valeur de //.
inn + b,v, 4- //^''a -\- ■■'+ b,v^ + b^'Ait,)+b\^,{f,) + . . . + i>".A,{Q.
Supposons qu'on demande p. ex. t^ exprimé rationnellement en 0, a:^, x^,...ary_, ^i> 2/2» •••^ix; on fera
en désignant pour abréger, par if la somme des autres termes dont 9 est cornposé. Donc
b'J„ = 9—1/' = x(.^i , a-2, . . • ^pi, 2^1 5 ?h^ • • • I/ii)^ où X ost une fonction algébrique des quantités comprises entre les parenthèses parce que f„ qui par l'hypothèse est une fonction algébrique de x^, x^,...^^, peut s'exprimer en fonction algébrique de x^, x^, . . . x^, y^,yz,---y^- On en déduit
/■(9— «i) =: fonc. rat de x^ , x^, . . . .r^, y ^ , 3^2, • • • y^- = ^• En développant on aura
où P et Q sont des fonctions rationnelles de 9, x^, x^, . . . .r^, y^, y^, • ' • y^^-
Donc P -f Qx^' = F,
et de là
et par suite
lfj„,= ^ — ^~^ = fonc. rat. de 9, x^ , x^, . . . x^, y^, y^, . . . y^.
Pag. 5i)2. Le théorème en vertu duquel les équations (68) seront satisfaites en mettant au lieu de 9 une racine quelconque de l'équation V=0, lorsque cette équation est irréductible, est démontré pag. 115, 116.
Pfiff. 563. Désignons pour abréger le degré d'une fonction par la lettre D, et soit Dfx = m,
D(fx = n, on aura Dv = m -j- ?^ -f- 3,
D^x=2m, si m>n-\- 2, ^
et Z?9:r = 2?i -\- 4, si m <îi-\-2.
On ne peut pas avoir ?h =in -\- 2 en remarquant que des nombres m et n l'un doit être pair et l'autre impair.
Soit d'abord m>n-\-2,
donc 2m > 7n -\- n -]- 2,
donc 2in=:ou>7n-\-n-{-3,
c'est-à-dire Dfix = ou>Dv.
Soit ensuite n-\-2>m,
donc 2?ï + 4 > 7« 4- ?/+ 2,
donc 2« -)- 4 == ou> ?« + "+3, c'est-à-dire Df)x=ou>D/\
Pag. 366. Lorsque m = 2, l'équation (109) devient
(fa;)^ _ (y^)2(l _ ^2)(^ _ ^2^.-) ^ (^,2 _ ^y
En faisant /'r = «.r, (^ar = i, on aura
_ b'^c'^x" + (P(l +C^) + «^)a-^— &^ = x*—2rr-x^ + «*;
*V^ = — 1, ^"-(l + C-) -f «- = — 2cr, h- = — f'*,
donc et de là
Donc
V c , ni
^ lorsque f. = —
2//iAa 4(c — 1)
et
— = — — !- — -, lorsque cr = •
2/nAa 4(c + 1) ' ^ c
Pa(7. J67. On a en général {r'' — s^){t'' —>/'') = {rt±suf — {si ±ru)"'. En faisant x=i\. o\ix^=— dans l'équation (108), la partie logarithmique dis-
paraît. On voit par là que ^ ne peut pas être zéro; car cela donnerait ce qui n'a pas lieu.
En différentiant l'équaiion (112) on trouve i^=j f>', k l'tant la partie entière de
— . Or — ^ — ^-^ —, dont la partie entière est 2bc'- ; donc ,j = iA-
6j Ox j* + . . ' '2
= bc" ■=■ c^aa^a^.
Lorsque «jj:=^, on a f^ = -j- , n'r(^=mx, — L := -j-
Ag coii' ~ *i — *
La seconde des équations (111) donne a sous la forme cxd — co. Or on a
a,Aa2 + a.,Aaj
" 1— c^aVoV" '
et lorsque a^ = oo,
Aa^ A(x,
on tire de là 2 3 2 2 2 1 /A^a I ^«■i\^ 2 1 /'^ I '^''^* 2 2a„Aa .
donc ou aura
a.jAa
Cette valeur de « étant substituée dans l'équation
Aa X- + a
o. aa jOtj
fait voir que la supposition de c.^ infini ne clian<ïe pas la valeur de
En substituant les valeurs trouvées ci-dessus dans l'équation (112) on en déduira l'équation (US), où il faut observer que le coefficient de isx deviendra
+ ^-««^«2 + — — qui est de la forme + do -[- oo. Or en prenant les signes
Aa convenables ce coefficient se réduit à — — . En eflet on a
a,Aa, + a.,Aaj
Aa.j Aa,
1 — c-îa^a^^ c
Aa,
2 1 Aa„ Aa,
Aa a
donc
et par là
Pag. 369. Si i/ et 7'^ avaient un facteur commun, i/ et r l'auraient de
même: mais la valeur de .r qui ferait évanouir ce facteur, rendrait (1 — x'^)
(1 — c'-.v'^) infini, ce qui est impossible. ?\ et j\ ne peuvent s'évanouir en
même temps, par ce que 1 — i/' et 1 — c'-)/- ne le peuvent pas.
Lorsque « = ^, soit r=—-, où 0 et g' sont des fonctions entières de ^ î ?
a: sans diviseur commun, on aura
Or ces deux fractions étant irréductibles, on aura séparément {q^—p^){q^ — c'Y-) = 9'(1 — a;-)(l — c^o:^) et q* = q'\
donc q'^q^ et ?' =: -^ •
Le numérateur de la fraction rationnelle -^ étant divisible par r, il est divi-
dx
sible par 9, donc
qdp — pdq
est une fonction entière.
Pag. 570. Dans le cas de n = m, si k = 0, ou aura p = ux'" -\- itiX"^-^ + «aa;"-^ + • • • , 7^ = »î«^""^^ + (»»— l)«i-ï^""* + • • •
dx ,
d'où l'on voit que le degré de ^ '?~~^ P , si A- = 0, est égal à 2m — 2.
dx
Pag. 571. Les formules du paragraphe 2 sont les mêmes que les formules (10), (11) et (12) de la page 2o8 en y faisant e = e^ = l et a=^t. La formule (10) donne alors a = +1 = f, g = -{-x, Ci = + c; et la formule
(11) donne a = + l = t, y = -]- — , c.^ + c. Mais il faut remarquer que — ex —
dans les formules (10) et (11) on peut aussi avoir (voyez les notes pag. 446) Cj = ^— et Cj = — ^, ce qui donne, en faisant e = e^= 1:
a=z + c = f,c^ = + , g = ^cx, y = + — -
Les quatre dernières formules du paragraphe 2 sont comprises dans la formule (12) pa^. 258, où la supposition de e = e^ = l donne
Pag. 582. Les équations qui déterminent les valeurs des quantités a', h\ a, b donnent
6' = fl.,^ (!) = «.'. v(l).
Les deux premières équations donnent — =f/^(l)= — .rp y — ),
et les deux dernières — ■=z(f{\)=c' .(f> \ — ).
Donc ou a' = 0 et h = 0, ou /;' = 0 et o = 0.
On a y = ^\ donc ^ = 4v • En vertu de (154) on a ^ 9(1)' dx 9(1)
(f{x) = x.\i{.v), où ii{x) est une fonction rationnelle de ^'^ et ip{0) = donc pour x = 0,
ds <p(l) ^ ' 2 3 M-
Paff. 384. En éliminant e^ des équations
0 = 3 — 4(1 + ("-)é^ + Qc'^e* — ^-''e»,
on obtiendra
d'où
c'est-à-dire
(1_^2.|2^^2 _j_^,2 _|_ Q^,c,^/^(\J^cc')Vcc') = 0, <^2 _ 2cc' + c'^ + 8<-<-' — 4l/cc' — 4f c'i/f-c' = 0,
(c- — f )•- — 4K'"^'(1 — ^Vec' + ^^') = 0, {c' — cf = AVcc'.{l — Vcc'f.
Paff. 586. Lorsqu'on divise les deux équations
{q'-p'){r-e'y') = (1-^')(1 - ^V)r% q' —p^ = (1 _^^)(l_cV)(9P')%
membre par membre, on obtient
donc q^ — c^'^p^ doit être un carré parfait.
Pag. 388. L'expression de q donne en faisant ^ = 0:
b{— ly-^. (). 9() . e-a . . . ^■^v
q< = b{x— <)){x — 9(S) . . . (x — 6''i^-M) ; donc en divisant membre par membre *
*'=('-|-)('-ii-)-0-^)
Pag. 39S. Soit
P = A + ^r-\-----\-A,.zi^
on aura
p-qy = A,-B„y^{A-B^y)z^(A,-B,y)z^ + • • • + {A^-Ii,y)z^ = {a — by)(z — .r){z — x')...(z — x 'i^-^^ ). On voit par la que A^^a, B^^b; donc ^ibr=0, q sera du degré ^ — 1.
1 X' = est une racine de y :=r wx, la quantité le
sera également, en vertu des équations (li2).
Soit l'équation (185): a' — b'y=.(px,
on aura a' — b' =^f/(l)
et a'-\-b' =q(-l)=—cf{l),
donc a' = 0.
On tire de (142) en y faisant .r = 0 et écrivant 2n-\-l pour h:
donc p = az{z- — ei) . . . (.-" — e
Pag. 596. Si a = 0, p sera du degré // — 1 et q du degré fi. En égalant les coeflTiciens de z^^-^ dans l'équation
p — qy = + by{x—z){x' — z) . . . (x^^-^^ — z), (a) on aura
a' — b'y = + by(x-\-x'-]-x" + . . . + ^'■"•~*0% où a' et bf sont des constantes. On trouvera sous la même condition que dans le cas précédent, qu'en faisant // = 2« + l, on aura
Or ;r = 4- 1, 4- — donne ^ = + 1, 4- -, d'où l'on tire b' =0. y
donc la forme
bxll-i + . . . H ■ )
Cet(e équation fait voir que .r = 0 rend i/ iniiui. Si l'on divise les deux membres de l'équation («) ci-dessus par y et qu'on fasse ensuite a; = 0 ou y infini, on aura
q = ± b:{e; — z''){el — z'') . . . ie\-z-). De ce qui précède on tire sur-le-clianip l'équation (1S8).
Si ^ est pair = 2/i, on trouvera pour y la forme
y :ÂLh( 4- ^ 2jAet 2jAe„-i V'
+ ^^^"^1- d'-e\x^ + • • • + x—c-^el_^x-^ )
d'où l'on tire l'équation (189).
Pag. 597. Pour ^= ^ les équations (190) et (191) donnent ^2^= 1 = A.
Pour x=0 les mêmes équations donnent
= aeie; . . . e\ = A{1 + 2Ae^ + 2\e,^ + • • • + SAé-,.)
L'équation différentielle donne pour .r = 0,
-^ = (2,n+l).-^ A^ ^ ' ' ' Aj:
et ^=—^=a.e-el...e\i)Ourx = 0i
dx dx ' ■^
donc a.elel. ..e^„T=2ii-\-l.
Lorsqu'on suppose x infini, on a x^a+i^ Ax^y, donc
dy — rg»-l n v/('--^^-^-^)('-^-^-^-^^'^) _/g„ I ^^ ^-^'^^ — A. — — {2^ + 1) ^(j_^,^^j_^,^,j (2/( + l)-— ^^_^.
donc ^ = — On aura donc
Le produit de ces deux équations membre par membre donne
a^ = c"^", donc a = c".
Paff. 599. On a (voyez 155)
donc
ds' dx 1^ , de'
Ax' Ax Ae'
Paff. 400. Les équations (196) et (197) se déduisent respectivement des équations (190) et (191) en remarquant que a =z c^i^'+^i^j que A-=.— \ ayant égard aux i Pag. 401. On a
2[ji+l ' et en ayant égard aux équations (143) et (144).
de dep ,m \
^^' le Ae, ^ '
j^d^^de\ 2)
Ae' Ae\ ^ '
de^.k de„ . de'i,
Ae„,t Ae„ Ae't
Si dans (1) on met e^^i au lieu de e, on aura
rfer,,! de„ j, de'
de I rfe' dep„ 1^ rfe'f f^^i
pn'p
Ae,™ Ae', Ae,«.,
donc par cette substitution e^ se change en Pp,„ ,,.
P«<7. 4^05. On a
«?o = ^ -|- 6r + 0-.r + . . . + 9"':r 4- . . . -|- ^'-v-x v^=^x-\- è^x-\- d'^^'^x + . . . 4- d^O".!.- + . . . + à'^v-^'^v-x v^^=.x-\- d'^U 4- (5*9'^ ar + . . . + d=''"9'"a7-f . . . -f (5*f^9'^^r
^;2J^ = .r + d^i^Oa; + à'^H'^x + . • • + à'^"'V-^'^x-\-. . . -\- d*v-\^v-x.
En ajoutant et divisant par 2// + 1 on aura la valeur de a;. En multipliant la seconde équation par J-, la troisième par rJ--^"- etc. ajoutant ensuite et divisant paj- 2,11 -\-i, on aura la valeur de ^".r. (V^oyez pag. 124).
Paff. i08. M. Crelle remarque que c'est jusqu'ici que ce mémoire lui «'S( parvenu, et que l'auteur est mort sans l'avoir fmi.
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