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PKEFACE.
L'édition des Œuvres d'Abel faite par Holmboe et publiée en 1839, était devenue très rare trente ans après. C'est pourquoi plusiexirs mathématiciens étrangers, surtout allemands et français, en demandaient une nouvelle édition à leurs conft-ères norvégiens. C'étaient MM. Clebsch^ Kronecker et Weiersirass qui firent les premiers cette proposition, dont la Société Mathématique de France déclara hautement l'utilité par son président Charles. Dans ces circonstances, le Gouvern émeut Norvégien, sollicité par la Société des Sciences de Christiania, crut devoir inviter le Corps Législatif à voter la somme nécessaire pour faire une nouvelle édition revue et complète des Œuvres d'Abel. Le Storthing accorda promptement la somme voulue, et conformément à la proposition émise l'édition nous fut confiée. Pendant l'exécution de cette tâche importante, nous avons profité des sages conseils et du précieux concours de beaucoup de personnes autorisées. Outre le^ mathématiciens déjà nonmiés noas devons remercier spécialement M. O, J. Brockj de Christiania, M. C. Jordan^ de Paris, et M. E. Schering^ de Gottingue. L'illustre Académie de Berlin mit à notre disposition, avec une bienveillance extrême, les maimscrits de plusieurs mémoires, imprimés dans le Journal de Crelle^ et les dates de publication des mémoires d'Abel insérés dans les tomes II — IV dudit Jouraal, nous ont été obligeannnent fournies par Borchardt.
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Nous avons cru de notre devoir d'admettre tout travail publié par Abel dans notre édition; à ceci nous n'avons fait qu'une seule exception, dont nous parlerons aussitôt.. Kn outre nous avous cherché à recueillir tous les manuscrits et toutes les letti-es d'Abel encore existantes, en les soumettant à un examen minutieux pour en extraire tout ce qui pût avoir de Tintérêt scientifique.' La Bibliothèque de notre Université avait acquis quelques-uns des manuscrits d'Abel; d'autres, moins importans, il est vrai, étaient devenus la propriété de quelques mathématiciens norvégiens. Sollicitée par noas, la veuve de Holmhoe a revu soigneusement les jmpiers de son défimt mari, avec l'hetireux résultat que toute une série des manuscrits d'Abel fut retrouvée et donnée à la Bibliothèque de TUniversité. Néanmoins beaucoup des documens qui étaient sous les mains de Holmboe nous manquent, étant probablement détruits par un incendie survenu peu après sa mort. Cependant il nous semble probable que la plus grande partie de ce qui date des dernières années d'Abel est encore conservé. Dans ces manuscrits nous n'avons relevé, il est vrai, aucun résultat nouveau à la science; cependant ils ont montré que plusieurs théorèmes importans, trouvés plus tard par d'autres, étaient déjà connus à Abel et se cachaient dans ses papiers quand ils furent publiés pour la première fois. Outre les théorèmes, déjà connus par l'édition de Holmboe^ sur les équations résolubles par radicaux, nous pouvons mentionner comme tels: un théorème fondamental sur les relations qui peuvent avoir lieu entre des intégrales de différentielles algébriques, qu'Abel avait bien énoncé dans une lettre adressée à Legendre^ mais dont il n'avait pas donné la démonstration; en outre une proposition très-générale sur la convergence des séries, laquelle fut publiée pour la première fois par M. Bertrand.
Le Tome I de notre édition contient, dans l'ordre chronologique, tous les mémoires publiés par Abel, à l'exception d'un opuscule imprimé dans le Magasin des Sciences Naturelles^ année 1824, dans lequel il s'était glissé, par inadvertance, une faute grave. Or comme Abel a expressément retracté ce mémoire, nous croyons avec Holmhoe devoir l'exclure des Œuvres Complètes. Notre édition contient quatre mémoires publiés par Abel qui manquent à celle de Holmboe^ savoir les mémoires III, V, XII, et XIII de notre premier volume.
PRÉFACE
Les deux pi'emîers furent omis par Holmboe^ parce que le contenu s'en retrouve dans d'autres travaux d'Abel. Le mémoire XII, présenté par Abel à L^ Académie des Sciences de Paris en 1826, ne put être inséré dans l'édition de Holmhoe; ce n'est qu'en 1841 qu'il fut imprimé dans les Mémoires des Savans étrangers. Le mémoire XIII semble avoir échappé à l'attention de Ilolmboe.
Les mémoires publiés par Abel dans les revues norvégiennes, furent rédigés en norvégien; par égard à la plupart des lecteurs nous les rendons en français. Tous les autres travaux d'Abel furent, d'après ce que nous dit Holvihoe dans sa préface, rédigés en français; mais les mémoires publiés dans les deux premiers volumes du Journal f'àr die reine und angewandte MaihemuiHcy fiirent traduits en allemand par Crelle^ à l'exception des Recherches sur les fonctions elliptiques. Pour ce qui est des mémoires imprimés dans le quatrième volume du même journal, il existe encore, comme il est dit plus haut, des copies des manuscrits originaux d'Abel; elles font voir que Crelle a fait plusieura corrections du style en partie inutiles; il y en a même qui ont modifié le sens. Ainsi les traductions allemandes de Crelle ne pouvant être considérées comme des versions absolument exactes du texte original, nous avons cru, avec Holmhoe^ devoir rendre ces mémoires en français afin de conserver l'unité linguistique de notre édition.
Le Tome II de notre édition comprend les Œuvres posthumes, des extraits de lettres d'Abel^ et les notes des éditeurs. Tout en reconnaissant le grand méiîte de Ilolmboe^ comme l'habile maître et le fidèle ami d'Abel, et aussi comme le zélé éditeur de ses Œuvres, nous ne pouvons nous empêcher de faire observer qu'à notre avis l'éditeur n'a pas toujours traité les manuscrits laissés par Abel avec toute la critique désirable. En effet, dans le second volume de son édition, il a imprimé, à côté de plusieui-s mémoires précieux, un certain nombre de travaux de jeunesse, datant d'une période où la critique d'Abel ne s'était pas encore complètement développée. Et même quand Abel parle plus tard des faux résultats auxquels conduit un raisonnement peu rigoureux, il nous paraît évident qu'il pense, entre autres, aux erreurs auxquelles il avait été porté lui-même dans ses anciens travaux, depuis long-
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temps rejetés pai* lui; or ce sont ceux-là qu'a admis Holmhoe^ après la mort de Fauteur, parmi ses Œuvres Complètes. Si nous avions à faire la première édition des Œuvres d'Abel, nous am-ions renoncé à publier plusieurs travaux imprimés dans le second volume de Tédition de Holmhoe. Cependant, comme ces travaux sont déjà coimus au public et souvent cités, nous ne nous sommes décidés à omettre que trois des travaux publiés par Holmhoe^ lesquels nous semblent n'avoir plus aucun intérêt même historique. D'autre part nous avons cru devoir mettre au jour plusieui's parties inédites des maniLscrits d'Abel, dont quelcjnes-uns offrent un grand intérêt.
Tome II, p. 283 — 289 nous donnons un aper<;u de tous les manuscrits d'Abel encore existans. Ici nous nous bornons à faire remarquer que dans un protocole rempli depuis août 1826 à la fin de la même année ou au commencement de 1827, nous avons trouvé des endroits qui pnjuvent qu' Abel s'occupait de la Théorie de la iransformation des fondions elliptùpies à Paris, à la fin de 1826, ce qui d'ailleurs s'accorde avec ce qu'il a dit à Holmhoe^ cité par nous dans le ?second volume.
Des lettres d'Abel nous donnons des extraits plus complets que ne le faisait Ilolmboe. Nous sigTialons à l'attention des lecteurs la première lettre d'Abel à IJohnboe. Cette lettre prouve que, déjà en 1823, Abel avait considéré la fonction inveree de l'intégi'ale elliptique de la première espèce, mais elle fait voir aussi qu'à cette époque il ne savait pas encore maîtriser las paradoxes appareils qu'il avait rencontrés dans ses recherches.
A l'édition nous avons ajouté quelques notes, dans lesquelles nous donnons tantôt des renseignemens sur les divers mémoires, tantôt sm* les endroits où nous avons cru devoir nous écarter du texte original, poui-vu toutefois que ce ne soient pas de simples corrections de fautes de calcul ou d'impressicm ; tantôt nous faisons observer des inexactitudes que nous ne nous croyions pas autorisés à corriger. Quelquefois nous donnons notre interprétation de passages obscurs, ou bien nous indiquons comment selon nous Abel a déduit des
propositions qu'il a avancées sans preuve. Nous faisons observer expressément, que si dans les notes nous citons quelquefois des auteurs postérieurs, ce n'est que pour éclaircir le texte, et nullement pour montrer comment les découvertes d'Abel ont été développées par ses successeui's.
PREFACE
Au moment oîi nous achevons cette édition, M. Bjerknes^ professeur à rUniversîté de Christiania, vient de publier une biographie détaillée d'Abel, fondée sur des recherches étendues, dans laquelle il a teim compte des matériaux recueillis pour cette édition. Dans ce travail intéressant on trouve réuni à peu près toutas les données accessibles de la vie d'Abel. Tout en exprimant le vœu que cette biographie soit bientôt traduite dans une langue plus généralement connue, noiLs devons faire observer que nous ne partageons pas toutas les vues de l'auteur, bien que nous reconnaissions avec lui que c'est à Abel en première ligne que la science doit la découverte des fonctions elliptiques proprement dites.
En présentant, un demi-siècle après la mort d'Abel, cette nouvelle édition de ses Œuvres au public mathématique, nous osons espérer qu'elle contribuera fortement à ce' que ces travaux qui ont tant guidé le mouvement mathématique de notre temps, soient étudiés dans l'original par la génération actuelle de mathématiciens. Abel a eu de grands successeurs; mais pour qui veut continuer dans la voie frayée par lui, il sera toujours profitable de remonter à la source même: les immortelles Œuvres d'Abel.
Christiania^ août 1881.
Les Editeurs.
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EST EXPRIMÉE PAR UNE ÉQUATION ENTRE DEUX VARIABLES
Magasin for Natunridenskaberne, Aargang I, Bind 1, Christiania 1823.
Soient x^^t y deux quantités variables indépendantes, a, /^, /, à etc. des fonctions données de x et y, et y, /, F etc. des fonctions cherchées entre lesquelles une relation est exprimée par une équation F=: 0, contenant d'une manière quelconque les quantités x^ y, ç)a, //î, Fy etc. et leurs différentielles. On pourra, en général, à l'aide de cette seule équation, trouver toutes les fonctions inconimes dans les cas où le problème est possible.
Pour trouver l'une des fonctions, il est clair qu'on doit chercher une équation oîi cette fonction soit la seule incôniuie et par conséquent chasser toutes les autres. Cherchons donc d'abord à chasser une fonction inconnue par exemple if a et ses diflférentielles. Les quantités x ^t y étant indépendantes, on peut regarder l'une d'elles, ou .une fonction donnée des deux, comme constante. On peut donc diiférentier l'équation F = 0 par rapport à l'une des variables x, en considérant a comme constant, et dans ce cas l'autre variable y doit être considérée comme fonction de x et de a. Or en différeutiant l'équation F= 0 plusieurs fois de suite, en supposant a constant, il ne se trouvera pas dans les équations résultantes, d'autres fonctions de a que celles qui sont comprises dans l'équation F=0, savoir (pa et ses différentielles. Donc si la fonction F contient
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on obtiendra, en différentiant Tëquation V=0 n -(- 1 fois de suite dans la supposition de a constant, les 7i-|-2 équations suivantes:
Eliminant de ces n-\-2 équations les 7î -|- 1 quantités incoiuiues
(pa^ dq>aj (JPifa etc.,
il en réilultera une équation Vi = 0 qui ne contiendra ni la fonction (pa ni ses (différentielles, mais seulement les fonctions //?, Fy^ etc. et leur^ diflférentielles.
Cette équation Fj = 0 pourra maintenant être traitée de la même manière, par rapport à Tune des autres fonctions incoimues /(3, et Ton oby tiendra une équation F, = 0 qui ne contiendra ni (pa ou ses différentielles, ni f(3 ou ses différentielles, mais seulement Fy etc. et les différentielles de ces fonctions.
De cette manière, on peut continuer l'élimination des fonctions iticonnues, jusqu'à ce quW soit parvenu à une équation qui ne contienne qu'une seule fonction inconnue avec ses différentielles, et en regardant maintenant l'une des quantités variables comme cx)n8tante, on a, entre la fonctipn inconnue et l'autre variable, une équation différentielle d'oh l'on pourra tirer cette fonction par intégration.
On peut remarquer, qu'il suffit d'éliminer jusqu'à ce qu'on ait obtenu une équation qui ne contienne que deux fonctions inconnues et leurs différentielles; car, si par exemple ces fonctions sont cpa et //?, on pourra, en supposant /? constant, exprimer x et y en fonction de a à l'aide des deux équations a = a et ft = e^ et arriver de cette manière à une équation différentielle entre (pa et a, d'où l'on pourra par conséquent déduire (pa. De la même manière, on trouvera une équation entre f(i et /î en déterminant x et y par les équations a = c et /?=:/i. Ces fonctions étant ainsi trouvées, on trouvera aisément les autres fonctions à l'aide des équations qui restent.
De cette manière, on pourra donc en général trouver toutes les fonctions inconimes, toutes les fois que le problème sera • possible. Pour s'en rendre compte il faut substituer les valeurs trouvées dans l'équation donnée, et voir si elle est satisfaite.
Ce qui précède dépend, comme nous venons de le voir, de la différentiation d'une fonction de x et y par rapport à x^ en supposant constante une fonction donnée de x et y* y est donc fonction de x et dans les différentielles
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se trouvent les expressions -— , ^ , ^^ , etc. Ces expressions se trouvent
aisément en différentiant Féquation a = c par rapport à x, et en supposant y fonction de x. En effet, on obtiendra les équations suivantes:
da j^ da dy ^
dx •" dy dx '
^ I 2 J^5 J ^«y I ^^ ^^ 4_ ^ fA —, 0 etc
da^ ' dx dy dx ' dy^ da? • cfy dx^ *'
d'où Ton tire
da
dy dx dx da '
dy
d^a d^a da d^y da? | ç^dx dy dx da? (te 1 Iday
dy [dyj '
d^aldaX* rfa\»
etc.
La méthode générale de résoudre l'équation F=0 est applicable dans tous les cas où l'élimination peut s'effectuer, mais il peut arriver que cela ne soit pas possible, et alors il faut avoir recours au calcul des différences; mais pour n'être pas trop long, je passerai ce cas sous silence, d'autant plus qu'on peut voir dans le traité du calcul différentiel et du calcul intégral de M. Lacroix t. III, p. 208, connnent on doit s'y prendre.
Nous allons appliquer la théorie générale à quelques exemples. 1. Trouver la fonction (p qui satisfasse à l'équation
/ étant une fonction quelconque donnée.
En différentiant cette équation par Rapport à x, en supposant a constant, on aura
or nous avons vu que
da
dy ^ dx ^
dx da ^
dy
cette valeur étant substituée dans l'équation ci-dessus, on obtiendra, après
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substituant ces valeurs on obtient
donc
donc
<px = (p'yj j^dx = cj —,
, CcLt log X=:C I .
Si Ton veut trouver arc tang x, on a
arc tang :j — -^ = arc tang x -|- arc tang y,
et par suite
On tire de là
l — xi/
do: ~ 1— .r^""«"(l —xyy~l\—xyf^ da 1 j^ jp(j/ + ^) 1 + ^
da
dx 1 + /
par conséquent
d'où
arc
da 1 + ai^ '
dy
ifx = tp'tjp^±Ç dx, tang x==i:c/^-p^ = /-y-p^, en faisant c=l.
Supposons maintenant
A^i yj H>Pi n) = (p(i.(fr — v^' H>y^
en faisant (3=:x, y=-y. On aura
f^=fy = ^, f\w) = H>y, /(yy)=9'^j
d(i dy - d^ dy ^
dx dy ' dy dx
L'équation deviendra donc
, da , da f^
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donc
et en intégrant
Soit
on aura
(ta ff'x Y''y tix
(p.r if y da '
(il/
da log (px='J^J^ I £-- dx.
dy
da
da ^^—^^
dy
yx = 6''^,
et
Soit par exemple az=LX-\-y^ on aura -== l=-y , donc
T=if(]x = Xj
Soit a = xy^ on aura
da da rn C dx
donc
<px=ie''^^'j
c'est-à-dire
(px = X*.
Si Ton cherche la résultante B de deux forces égales P, dont les directions font un angle égal à 2a:, on trouvera que B=zP(pXj où (px est une fonction qui satisfait à Féquation
ipx.(py = y(a; + y) + (f>{x — y).*)
Poui^ déterminer cette fonction, il faut dilFérentier l'équation par rapport à ce, en supposant y -|- a: = const., et l'on aura
(p'x.(py']^(px.(p'y J^=(p\x — y) 1 — -^.
*) Voyez Poisson, traité de mécanique t. I, p. 14.
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Mais de l'équation x-\-y = G on tire -/ = — 1; substituant cette valeur,
on obtient
^'x .q>y — (px. (f'y =. 2(p\x — y).
Dilférentiant maintenant par rapport à x, en supposant x — y = const.,
on aura
(p''x.(py'\'(p'x.(p'y-£—(p'x.(p'y — cpx.(p'y-£- = 0',
or l'équation x — y = c donne - — = 1, donc
(p''x.(py — (px,(p"yz=0.
La supposition de y constant donne
d'où l'on tire en intégrant
(px=:a cos {(ix -|- y)j
a^ P çX Y étant des constantes. En déterminant celles-ci par les conditions du problème, on trouvera
« = 2, /3=1, 7 = 0, donc
^ic=:2cosx, et par suite B = 2 Pcosx.
2. Déterminer les trois fonctions (p, f et ip qui satisfassent à l'équation
ipa = F{x, y, (px, (p'x, . . ./y, fy, . • .),
où a est une fonction donnée de x et de y, et F une fonction donnée des quantités entre les parenthèses.
Différentiant l'équation par rapport à x, en supposant a constant, et
da
cLx du
écrivant ensuite — , - au lieu de , , on obtiendra l'équation suivante
dy
da
da _ F\v-\-r(tfa:)(p'x+...
dcT— F^+F\fy)f']f +./.' dy
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Si dans cette équation on fait y constant, on a une écpiation différentielle entre tpx et x, d'oîi Ton peut tirer (px, et si Ton fait x constant, on a une équation différentielle d'où l'on peut tirer fy\ ces deux fonctions étant trouvées, la fonction i//« se trouvera sans difficulté par l'équation proposée.
Exemples. Trouver les ti'ois fonctions qui satisfassent à l'équation
'K-^' + i/) = V'^ J'y -^-fy • V^'-^-
On a ici
i\x, y, (fx, (p% fy, fy) = ifxj'y.'\-fy.tpx,
donc
F\f,j) = <p'x, F\fy) = <px;
de plus
donc
r/a da ^
(Le ' dy
Ces valeurs étant substituées, on aura
1 fy • <f''^ + fy- ffj^
"- — ff'x.fy + rfœrry'
oii bien
Faisant y constant, on trouvera
(px = a sin [bx -|- c),
et si l'on fait x constant,
fy z= a' sin {by -f c').
On tire de là
(p'x = ab cos [bx -\- c), fy = a'b COB {by -f c').
Ces valeurs étant substituées dans l'équation proposée, on obtiendra
i/;(a; -|- y) = aa^b (sin {bx -[- c) cos {by -\- c') -|- sin {by -}- c') cos (6x -[- c) j
= aa'è sin (b{x -\-y)-\-G-\-c^\
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hoi^ trois fonctions cherchées sont donc
(px = a sin (bx -j- c),
^ = a'sin(6y + c'),
y;a =^ aa'h sin (ia -|- c -|- c').
Si l'on fait a = a' = 6 = 1 et c = c' = 0, on aura
yx = sinic, fy=iwiiiy^ i//a = sina,
et par suite
sin (x -|- y) = sin x . sin 'y -j- sin y . sin' x.
Trouver les trois fonctions qui sont déterminées par Téquation
xp(x + y) =y{xy) + (p{x — y).
Différentiant par rapport à x, en supposant a;-|-y constant, on aura
0 =f{xy) ii/-x)-\- 2<p'{x - y).
Maintenant pour trouver y, soit xy = c et x — y = <^j on aura
donc
Pour trouver y, soit xy = (3 et x — y = c^ on aura
Ces valeurs de (pa et f/i étant substituées dans l'équation donnée, on obtiendra
V'C^ +y) = c" + c'x^ + fc' + -*(*- y)«.
Pour déterminer y/, soit a; -j- y = «, d'oîi l'on tire y '=^(t — x^ d'où V/a=c"+c'x(a— x)+A;'4- 1 (2a;^«)*=c"-|- ^ a'+fc'-f x«(c'-r2fc)-f (2A;— c')»*-
Pour que cette équation soit possible, il faut que x disparaisse; alors on aura
2fc — c' = 0, et c' = 2fc.
Cette valeur étant substituée, on obtient
qui sont les trois fonctions cherchées.
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(;Oinine dernier exemple je prendrai le suivant: Déterminer les fonctions (p et f par Téfination
'fi-'' +!/)= v-^ • fy + A • H y-
En supposant ir-[-y = c, et en différentiant, on obtiendra
0 = if/x .fy — ifx.fy -f/x . tpy —fx . (/y.
Supposons de plus que ^(0) = ! et y)(0) = 0, nous aurons en posant y = 0:
0 = (p'x — (fx.c -^fx . c\ donc
fx = hpx -|- k'tp'x.
Substituant cette valeiu* de fx^ et faisant y constant, on aura
ip"x -\- a(p'x -|- bipx =• 0,
Connaissant ipx^ on connaît aussi fx^ et en substituant les valeurs de ces fonctions, on pourra déterminer les valeurs des quantités constantes. Ou peut supposer
ce qui donnera
<fx= ,. - = sin X, jx = coa x.
DÉFINIES
Magazin for Naturvidenskaberne, Aargang I, Bind 2, Christiania 1823
C'est bien connu qu'on résout à l'aide d'intégrales définies, beaucoup de problèmes qui autrement ne peuvent point se résoudre, ou du moins sont très-difficiles à traiter. Elles ont surtout été appliquées avec avantage à la solution de plusieurs problèmes difficiles de la mécanique, par exemple, à celui du mouvement d'une surface élastique, des problèmes de la théorie des ondes etc. Je vais en montrer une nouvelle application en résolvant le problème suivant.
Soit CB une ligne horizontale, A un point donné, AB perpendiculaire à BC^ A M une courbe dont les coordonnées rectangulaires sont AP=x^ PM=zy. Soit de plus AB=:a^ AM=s. Si l'on conçoit maintenant qu'un corps se meut sur l'arc G4, la vitesse initiale étant nulle, le temps T qu'il emploie pour le parcourir dépendra de la forme de la courbe, et de a. Il s'agit de détenniner la courbe KCA pour que le temps T soit égal à une fonction donnée de a, p. ex. if'a.
Si l'on désigne par h la vitesse du corps au point Jl/, et par t le temps qu'il emploie pour parcourir l'arc CM^ on a comme on sait
k=^BP=^a — x, dt = —
ds
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donc
ils
et en intégrant
dt=-- ,
y a — le J Va — .r
Pour avoir T on doit prendre l'intégrale depuis x=-a jusqu'à a: = 0, on a donc
Jx=o Va — ^
Or connne T est égal à i//a, l'équation devientt
Jx=o Va — «
Au lieu de résoudre cette équation, je vais montrer comment on peut tirer s de l'équation plus générale
OÙ w est supposé moindre que l'unité, afin que l'intégrale ne devienne pas infinie entre les limites données; yja .est une fonction quelconque qui n'est pas infinie quand a est égal à zéro. Posons
s = -Za^^^x",
où -2'a^'"^x" a la valeur suivante:
En diflFérentiant on obtient
donc
(a — xy (a — j?)» (a — .r)»» '
En intégrant on a
Or
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donc, puisque / ^ ^^^^y = ipa:
La valeur de l'intégrale
se trouve aisément de la manière suivante: Si l'on pose x = at^ on a
{a — xy^ = {a — aif = a\l — /)%
Or on a
ml > N = mar \ -r. ^c- .
jo («—'•)" jo (l-O''
jo '(i-ty-~r(m-n+iy
oh TfYi est une fonction détenninée par les équations
r{in-\-l) = mrm, r(i) = i.*)
En substituant cette valeur pour l'intégi'ale / ^^- .-, et remarquant que mrm= r{7n-\-l) on a
Jo (« — ^)" r(m — n+1)
En substituant cette valeur dans l'expression pour y/n^ on obtient
' ^ ' / (in — «+!)
Soit
on a
*) Les propriétés de cette fonction remarquable ont été largement développées par M. Legewire dans son ouvrage, Exercices de calcul intégral t. I et IL
14 SOLUTION DE QUËLQ. PROBL. A L'AIDE D'INTÉGRALES DÉF.
Pour ((lie cette équation soit satisfaite il faut que m — 7i = kj donc m = ??-[- A:, et que
rlonc
Or on a
.?(*; _ ''(1 -lO n^n + 1) ^ ..; _r(l- ^0 l> + ^ + 1) ,.)
~ /XI — ^0 /'ô* + ^ + 1) '
par conséquent
n t^dt _ Tw.r (/: + !)
En multipliant par x'^zz^af'^^ on obtient
ThV/Xi-«)"Jo (1-0'-'
d'où
1 2 li(''>(aiy'<h
Mais on a -S'«^'"V = ,s, 2:i3^''^{xiy=:rp{xi\ donc
En remarquant ensuite qu'on a Tn.ril — n) = -ï^ , on trouve
yr
De ce qui précède découle ce théorème remarquable: Si l'on a
on a aussi
Appliquons maintenant cela à l'équation
ipa
jx=o y» — .*
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On a (hiiLS ce Cits w = 4, ^l^^^^^* 1 — ^^ = i ^^ P«^i' conséquent
Vj? P ij^(xf)iU
Voilà donc Téquation qui déteniiine l'arc s de la courbe cherchée par l'abscisse correspondante a:; on en tirera facilement une équation entre les coordonnées rectangulaires, en remarquant que l'on a di? =:^ dx^ -^ dif .
Appliquons maintenant la solution précédente à quelques cas spéciaux. 1) Trouver la courbe qui a la prppriété, que le temps qu'un coi-ps emploie pour parcourir un arc quelconque, soit proportionel à la n^^"™* puissance de la hauteur que le corps a parcourue.
Dans ce cas on a xfja ^ ca", où c est une constante, donc \p{xt) = c;xfi ", par suite:
donc en faisant
Jo n-t - ^'
TC
on a
on tire de là
ds = (n-{-^)Cx''-^dx^
et
d^ = {n^ |)^C*x^»-^rfx^ = dif + d^, d'où l'on déduit en posant {n-\-\yC^z=h
dy = dx y ^x""-^ — 1 ; l'équation de la courbe cherchée devient donc
7j = fdx\/kx^"-' — l.
Si l'on fait n = \^ on a iz:^"~^ = l, donc
y=Jdxfk—'l=k'-\-x\/k—l, la courbe cherchée est donc une (h'oite.
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2) Trouver réquatioii de l'isochrone. .
Puisque le temps doit être indépendant de l'espace parcouni, on a ipa = c et par conséquent
donc
'^ jo yi-
= kfx,
où
_ c p dt
~^'Jo Vi-
ce qui est l'équation connue de la cycloide. Nous avons vu que si l'on a
/' ^^« ds ... -V-'Y
on a aussi
8in«7r r^ \j^(xi)dt
On peut aussi exprimer s d'une autre manière, que je vais rapporter à cause de sa singularité, savoir
^ — T(ï—njJ '^•^•'^'^ ~7xi— «) d^c- ''
c'est-à-dire, si l'on a on a aussi
=± / ds [a — x)".
1 d»llKC ^
en d'autres ternies, on a
Cette proposition se démontre aisément comme il suit. Si l'on pose
\{fx = :i"'a^"'^x"'.
on obtient en ditï'érentiant:
mais
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Ov on a
r(m+i) _ 1 n t<it
par conséquent
mais
«^"'^x^)* = ip {xt\ donc
1 p xp(ai)(U
En posant k = — n, on en tire
l-''ipa! jr* r^ xp(jct)fi
Or nous avons vu que
donc on a
^ ;c» r^ \p{œt)dt
1 c^-*» \px
SI
/"'=« (Is
En différentîant n fois de suite la valeur de 5, on obtient
et par conséquent, en faisant s = <px^
d^(fa
i^(fa 1 r« q)'x . dx
On doit remarquer que, dans ce qui précède, n doit toujours être moindre que l'unité.
Si Ton fait w = ^, on a
wa= I /
j,=o ya — x
18 SOLUTION DE QUELQ. PROBL. A L'AIDE D'INTÉGRALES DÉF.
et
1 d-^ibx 1 r* , .
Vn dx-i Vn J ^
C'est là l'équatiou de Isb courbe cherchée, quand le temps est égal à xpa. De cette équation on tire
donc:
Si l'équation d'une courbe est s = (pXj le temps qu'un corps emploie
pour en parcourir un arc, dont la hauteur est a, est égal à ^n -j^, .
Je remarquerai enfin que de la même manière, qu'en partant de l'équation
r«=« ds
j'ai trouvé «, de même en partant de l'équation
^a =: I (p[xa)fx . dx
j'ai trouvé la fonction (fi ^ et / étant des fonctions données, et l'intégrale étant prise entre des limites quelconques; mais la solution de ce problème est trop longue pour être donnée ici.
Valear de Veœpression fp(x -|- y V — 1) + y (^ — y^ — !)•
Lorsque tp est une fonction algébrique, logarithmique, exponentielle ou circulaire, on peut, comme on sait, toujours exprimer la valeur réelle de
(p{x -\- yy — 1) -f- (p{x — yy — i) sous forme réelle et finie. Si au contraire ip conserve sa généralité, on n'a pas que je sache, jusqu'à présent pu l'exprinier sous fonne réelle et finie. On peut le faire à l'aide d'intégrales définies de la manière suivante.
Si l'on développe y (ic -j- ^V^^i) e* ^(^ — 'yY~^) d'après le théorème de TayloTj on obtient
// _ ,^'it ^ ^n> .
9>(x+3/}/=r-i-)=yx+y'x.3,y=rï_J'Jj^_^^^3yViiT+j?--^
//_ ,^iif ^ ^tft
(p{x — y}/^ 1)= <px — (f'x.tj^— 1 — ^^y* + ^^2/'|/=ri + ^-^^y* — . . .
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donc
Pour trouver la somme de cette série, considérons la série
En multipliant les deux membres de cette équation par e~**'*c?f, et prenant ensuite l'intégrale depuis f = — oo jusqu'à / = -f- x;, on aura
/ <p{x^t)e-'''''Jt=<px e-'''''dt-\-(p'x e-''''tdt-\-^<p"x e-*'''<»J<+...
/—OC J —oo J —oo J —oo
/+OC e-'''<»"+»<i<=:0, donc -OO
/+00 /»+oo m'^T /*+oo n\**'' T /»+cx?
<p{x-\-t)e-"''dt=<f>x j e-'"''dt-\-f'^ j e-"''m-{-^f^{-^ f e-'"Ydt+... -OO J —oo J —oo J —oo
Considérons Tintégi'ale
—oo
Soit t=", on a c-"'' = «-«', /*"=*?, df=--, donc
+00 -1 /^+oo T{ — ---)
c'est-à-dire
-OO •/ — oo
rV,..V»V,_l>3-5-(2»-l)V^_ V.7 .
•/ — oo
Cette valeur étant substituée ci-dessus, on obtient
En multipliant par e^^^'^vdv^ et prenant l'intégrale depuis v = — oo jusqu'à V = -j- oo , on obtiendra
±= r%-"'W, n^ix^t)e---'dt=<px pe-Vdt;-h ^ p^-V^^...
^ •/ — OO J —OO J —oo J —oo
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1 ^+cx) _,. + JJ||
cosy = — r=/ e ' dt.
yn I
En donnant d'autres valeurs à ipi^ on peut déduire la valeur d'autres intégrales définies, mais comme mon but était seulement de déterminer la valeur de ^>{^-\'yS — l)~i~9'(^ — ^/V — 1) j^ ^^ m'en occuperai pas.
NomJvres de Bemaidli exprimés par des intégrales défiîties, d'oïl Vœi a ensuite dédiât
l'expression de V intégrale Jlnie JS'y.r.
Si l'on développe la fonction 1 ^ cot -^ en série suivant les puis-
sances entières de u^ en posant
1 — -g- cot y =^1-2" 4- A 2.3.4 +-" + ^«2.3.4..2n + '"'
les coefficiens A^ A^, A^ etc. sont, comme on sait, les nombres de Bemoulli.*) On a**)
et en développant le second membre en série:
1 — -g- cot Y = -2;^ (l + 25"+ 3«""l~'" •
En comparant ce développement au précédent, on aura
*) Voyez Eideri Institutiones cale. diff. p. 426. **) Voyez E^deri Institutiones cale. diflF. p. 423.
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Considérons maintenant l'intégrale / — — r^. On a
Or y** e-^f'-^dt = ^|i *) , donc
i #ïn— 1
/ -S--^(2«)(i + ^+ âi-H—.);
mais d'après ce qui précède, on a
donc
Jo ^'-1
et par conséquent
2w r^ <«"-i(ft
^^jo «'-1
En mettant f^r au lieu de t^ on obtiendra enfin
Ainsi les nombres de BemouUi peuvent être exprimés d'une manière très simple, par des intégrales définies.
D'un autre côté on voit aussi, lorsque n est un nombre entier, que
l'expression / — ,,^ — t- est toujours rationnelle et égale à ^ A^^ ce qui est
assez remarquable. Ainsi on aura par exemple eu faisait w = 1, 2, 3 etc.
r* <<ft _ ^ J, .-*-l— 6'
* ^^rf^ ^1 AL = _i_
*) Cette expression se déduit de Féquation fondamentale ra= 1 da; (log J , en y faisant a = 2n et x-=.e-K Legend/rey Exercices de cale. int. t. I, p. 277.
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t^di
Maintenant à l'aide de ce qui précède, on pourra très facilement exprimer la fonction ^cpx par une intégrale définie. On a
(px
=fipx.dx-i<px-\-A,f-^^--A,j^^-l-^-\-...
En substituant les valeurs de A^^ A^j A^ etc., on aura
c'est-à-dire
Or
<^P^+-2-V- ih-^^-^--f72 -2^+1:^
«jp kc
On tire de là
Jtt
ç>|x+.-^-y=rî)_<^L_4_V=:i
Cette valeur étant substituée dans l'expression de 2(px^ on obtient
(fx ^ (px.dx — i<p'^-^ I — ^
dt
Cette expression de l'intégi'ale finie d'une fonction quelconque me paraît très remarquable, et je ne crois pas qu'elle ait été trouvée auparavant. De l'équation précédente on tire
y(.+ |y_ij_y|._J.y_ij
ât
— ^ = 2(px — I (fx.dx -\-'^(px.
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On a ainsi l'expression d'une intégrale définie, très générale. Je vais en faire voir l'application è' quelques cas particuliers. 1, Soit (px^^e"^. Dans ce cas on a
donc
e^ sni ,. ,
et par conséquent
* sin-f ^
Tu
----j- =e-'^e^ - e-yVcie + i;
mais -^<^' ^^ ~::;7f 7 ^^ j e'^dx-^e*^ donc
sm -r- «^ -
Si l'on fait yx-^e'"*, on obtiendra de la même manière
" Bin -— <ft
Si l'on met 2t à la place de /, on aura
'** Bintnt.dt e« + 1 1
formule trouvée d'une autre manière par M. Legendre. (Exerc. de cale, iilt. t. II, p. 189.)
Soit (fo:— -sinax*, on aura
ai tu
^\\\\ax
-|— ^-y — ï — sin ax — ^y — i — 2cosr?.r.sin ..y — 1— cosrw? — —^ — ,
eos(aj? — ^a) /* • ^ ^
^sm ax— ~ — r i I sm/zic .dx- cos ax.
donc
1 ai ^at
COS Oit l e^ — e * ,^ cosYr^^* — Ja) ,1 i , •
— Tj — 1 — ^T/ — 1 "^ ô — T H cos ax + 4 sm ax,
et en écrivant 2a au lieu de a, et réduisant
— — -- ai ^=- cote: a.
En supposant djautres fonnes pour la fonction (px on pourra de la même manière trouver la valeur d'autres intégrales définies.
SamnuUion ih lu série ironie S=--= (f(x -\- 1) — (f(x -|- 2) + ç^(.r -f- 3) — rjp(^ -|- 4) -]- • • •
à Vakh d" ifitégrales tlAfinies, .
On voit aisément que S pourra être exprimé comme il suit,
S^ -\(px-\-A^ if'x -\- A^ (p''x -f- A^ (f'"x + . . .
Si Ton- suppose tpx- e"" on obtient'*
^^1 e«* -{- 6^ (^ia-f^2a* + ^3a* + ...). Mais on a aussi
pax pO
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donc
En faisant a c ]/ — 1, on trouve
oïl P désigne la somme de tous les tenues réels. .Mai»
donc
^ tang ^c - - ^iC — A^c^ -\- A^à — ...
Or on a (Legendre Excrc. de cale. int. t. II, p. 186)
donc, puisque
on obtient
|tang|c -A^c — A^c^-^-A^à — ...
Ou en conclut,
etc.
En substituant ces valeurs dans l'expression pour /S, on trouve
mais on a
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donc
Si l'on pose x — - 0, on obtient
y (1) — <^(2) + </?(3) — 9)(4) + ... in inf.
* dt «^(<y^ — f C— ' v^
Supposons par exemple (px^^= — XT' ^^ ^
donc
or on a
i-i+i-i + --- = l-log2,
par conséquent
MÉMOffiE SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES, OU L'ON DÉMONTRE L'IMPOSSIBIUTÉ DE LA RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE
DU CINQUIÈME DEGRÉ
Brochure imprimée chez Gnmdahl, Christiania 1824.
Les géomètres se sont beaucoup occup4s de la résolution générale des équations algébriques, et plusieurs d'entre eux ont cherché à en v prouver l'impossibilité; mais si je ne me trompe pas, on n'y a pas réussi jusqu'à présent. J'ose donc espérer que les géomètres recevront avec bienveillance ce mémoire qui a pour but de remplir cette lacune dans la théorie des équations algébriques.
Soit
y^ — ay^ -{-by^ — cy^ -\- dy — e^^O
l'équation générale du cinquième degré, et supposons qu'elle soit résoluble algébriquement, c'est-à-dire qu'on puisse exprimer y par une fonction des quantités a, ft, ^, d et e, formée par des radicaux. 11 est clair qu'on peut dans ce cas mettre y sous la forme:
m étant un nombre premier et ii, p^ p^^ p^ etc. des fonctions de la même forme que y, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on parvienne à des fonctions rationnelles des quantités a^ 6, c, d et e. On peut aussi supposer qu'il soit
impossible d^exprimer iî" par une fonction rationnelle des quantités a, h etc. Pi Pli Pi ^^'1 ^* ^^ mettant — ~ au lieu de E il est clair qu'on peut faire Pj = 1. On aura donc.
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y IJ^ li- + jf., R- + . ., ^-y>,„ .., li
En substituant cette valeur de y dans l'équation proposée, on obtiendra en réduisant un résultat de cette fomie,
5^7 ?M 2« ^*^' étant des fonctions rationnelles et entières des quantités ff, ft, r, cZ, ^, y, />a 6*c. et ^. Pour que cette équation puiâse avoir lieu il
faut que ç ^^ 0, q^^=rz-.Ç)^ q^^=0 etc. ç„_i = 0. En effet, en désignant li"" par z, on aura les deux équations
z" — /^--O et ^-|-2i25 + --- + î«-i2J'"~'-^0- Si maintenant les quantités q^ q^ etc. ne sont pas égales à zéro, ces équations ont nécessairement une ou plusieurs racines communes. Soit k le nombre de ces racines, on sait qu'on peut trouver une équation du degré k qui a pour racines les k racines mentionnées, et dans laquelle tous les coefficiens sont des fonctions ratioimelles de 7?, q^ q^ et ^m-i* S^^*
r -|- ri z -[- r 8 2* -|- • • • "h ^* ^ ^^ ^ cette équation. Elle a ces racines communes avec Téquation 2* — i? --0; or toutes les racines de cette équation sont de la forme a^z, a^ désignant une des racines de Téquatioti à!^ — 1-0. On aura donc en substituant les
équations suivantes,
r + riZ + r,z^ + ...+r,z*--0,
De ces k équations, on peut toujours tirer la valeur de z exprimée par une fonction rationnelle des quantités r, rj, r, etc. r;^, et connue ces quantités sont elles-mêmes des fonctions rationnelles de a, i, c, cZ, e, R . . . p^ p^ etc., il s'en suit que z est aussi une fonction rationnelle de ces dernières quantités; mais cela est contre l'hypothèse. Il faut donc que
q = 0, qi=^0 etc. 2^_i^^0.
Si maintenant ces équations ont lieu, il est clair que l'équation proposée est satisfaite par toutes les valeurs qu'on obtiendra pour y, en donnant à
i?*" toutes les valeurs •
R"", aR"", a^R"", aUi"^, etc. «"-'»"*,
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a étai\t mie racine de Téquatioii
On voit aussi que toutes ces valeurs de y sont différentes; car dans le cas contraire on aurait une équation de la même fonne que Téquation P --= 0, et une telle équation conduit comme on vient de le voir à un résultat qui ne peut avoir lieu. Le nombre m ne peut donc dépasser 5. En désignant donc par y^, y,, y,, y^ et y^ les racines de Téquation proposée, on aura
y, -p + R' -\-p^ li^ + . . . +jL>„_i K - ,
De ces équations on tirera sans peine
^" — ^- (y. + «"-'y.+ • • • + «iy.X
On voit par là que p^ p^ etc. Pm-ii ^ et R"^ sont des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée.
Considérons maintenant Tutie quelconque de ces quantités, par exemple R. Soit
En traitant cette quantité de la même manière que y, on obtiendra un
résultat pareil savoir que les quantités v", v^ S^ S^' etc. sont des fonctions rationnelles des différentes valeurs de la fonction R] et comme celles-ci
«ont des fonctions rationnelles de y^ y^ etc., les fonctions v", v, S^ S^ etc. le sont de même. En poursuivant ce raisonnement on conclura que toutes
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les fonctions irrationnelles contenues dans l'expression de y sont des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée.
Cela posé, il n'est pas difficile d'achever la démonstration. Considérons
d'abord les fonctiojis irrationnelles' de la fonne i?*", R étant une fonction
rationnelle de a, J, c, d et e. Soiti E'^-^r^ r est une fonction rationnelle Vil Vil 1/3 j y 4. 6* Vbj ^^ ^ ^^^ fonction symétrique de ces quantités. Maintenant comme il s'agit de la résolution de l'équation générale du cinquième degi'é, il est clair qu'on peut considérer yj, 1/2^ y^^ y^ et ^5 comme des
variables indépendantes; l'équation E'^^^r doit donc avoir lieu dans cette supposition. Par conséquent on peut échanger les quantités 2/i, ys? ^s? 1/4. ^* Ub entre
elles dans l'équation E'*-—r] or par ce changement E*^ obtient nécessairement m valeurs différentes en remarquant que E est une fonction symétriqUe. La fonction r doit donc avoir la propriété qu'elle obtient 7n valeurs différentes en pennutant de toutes les manières possibles les cinq variables qu'elle contient. Or pour cela il faut que w = 5 ou 7n = 2 en remarquant que m est un nombre premier. (Voyez un mémoire de M. Cauchy inséré dans le Journal de l'école polytechnique, XVII® Cahier). Soit d'abord ?Ai = 5. La fonction /• a donc cinq valeurs différentes, et' peut par conséquent être mise sous la forme
Pt pif p2'** étant des fonctions symétriques de yj, y^ etc. Cette équation donne en changeant yi en y^
P'i-piyi+p^.yl+P9iA+p*iA=^p + ^Piy^-^'^piyl--\-^P3iA
où •
nuiis cette équation ne peut avoir lieu; le nombre m doit par conséquent
être égal à deux. Soit donc
r doit avoir deux valeurs différentes et de signe contraire; on aura donc (voyez le mémoire de M. Cauchy)
R* ^r== o{i/i—y;) (j/t — y^) .-.{]/2 — î/a)-'- {!/* — >/i) = oS% 0 étant une fonction syinétiique.
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Considérons nmîntenant les fonctions iiTatîonnelles de la Ibnne
P'i Pu j^a etc.,-K, Ml etc. étant des fonctions rationnelles de a, 6, c, cZ et c et par conséquent des fonctions symétriques de y^^ y^, y,, y^ et y^: Comme on Ta vu, on doit avoir vz:^iii=z etc. =^2, Ii=v^S^ li^zmvlS etc. La fonction précédente peut donc être misé sous la forme
Soit
r=^(p-\-PrS*]K
r. = (p-JhS^f, on aura en multipliant,
Si maintenant rr^ n'est pas une fonction symétrique, le nombre m doit être
égal à deux; mais dans ce cas r aura quatre valeurs différentes, ce qui est
impossible; il faut donc que rr^ soit une fonction symétrique. Soit v cette fonction, on aura
Cette fonction a m valeurs différentes, il faut donc que m = 5, en remarquant que m est un nombre premier. On aura par conséquent
?î Ïi7 tfa ^*^' étant des fonctions symétriques de ?/i, y^^ y^ etc. et par conséquent des fonctions rationnelles de a, i, c, rf et é?. En combinant cette équation avec l'équation proposée, on en tirera la valeur de y exprinjée par une fonction ratioimelle de z, a, 6, c, d et e. Or ime telle fonction est toujours réductible à la fonnc
où jP, H, I\^ I\ et P4 sont des fonctions de la fonne l^-^-piS^^ ^>, p^^ et S
étant des fonctions rationnelles de a, i, c, d et e. De cette valeur de y
on tire
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OÙ
Or le premier membre a 120 valeurs dift'érentes et le second membre seulement 10; par conséquent y ne peut avoir la fonne que noiLs venons de trouver; mais nous avons démontré que y doit nécessairement avoir cette forme, si Téquation proposée est résoluble; nous concluons donc
qu'il est impossible de résoudre par des radicaux l'équation générale du cinquième degré.
Il suit innnédiatement de ce théorème qu'il est de même impossible de résoudre par des radicaux les équations générales des degrés supérieurs au cinquième.
L'INTEGRALE FINIE ^»r/.f EXI'RIMEE PAR UNE INTEGRALE DEFINIE
SIMPLE
Magazin for Natiirvidenskabcrne, Aargang III, Bind 2, Christiania 1825.
On peut comme on sait, au moyen du théorème^ de Parseval exprimer l'intégrale finie ^""(px par une intégrale définie double, mais si je ne me trompe, on n'a pas exprimé la même intégrale par une intégrale définie simple. C'est ce qui est l'objet de ce mémoire.
En désignant par (px une fonction quelconque de x^ il est aisé de voir qu'on peut toujours supposer
(1) ipx= f e^'^'fv.dv,
l'intégTale étant prise entre deux limites quelconques de v^ îiidépendantes de x. La fonction fv désigne une fonction de t', dont la forme dépend de celle de (px. En supposant Jx = 1 , on aura en prenant l'intégrale finie des deux membres de l'équation (1)
(2) 2:ipx=je"-J^dv,
OÙ il faut ajouter une constante arbitraire. En prenant une seconde fois rintégi'ale finie, on obtiendra
:S'<px=Je-^^,-^^y^dv.
En général on trouvera
(3) ^^^.^^je-j^^yjv.
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Pour compléter cette intégrale il faut ajouter au second ineinl)re une fonction de la forme
6', C'i, 6\ etc. étant des constantes arbitraires.
Il s'ao-it maintenant de trouver la valeur de l'intégrale définie / e'"^ 7 — - — :rT— dv.
» J (e'^—iy
Pour cela je me sers d'un théorème dû à M. Legendre (Exerc. de cale. int. t. II, p. 189), savoir que
j ^"+1 _ 1 r* dt.^mvi
^ V— 1 ~" ^«^ Jo ^^■''— 1 '
On tire de cette écpiation ■
y*) ev_i ^ 2 ' /„ eM' — l
En substituant cette valeur de — — . dans l'équation (2), on aura
^<^x znz Te*'" ^"^ dv — \ fe'^'fv .dv-\-2 Ç ^^^^-^f^'^fo • sin vt . dv.
L'intégrale 1 e''''fv.m\vf ,dv se 'trouve de la manière suivante. En remplaçant
dans l'équation (1) x successivement, par x-\-ty — 1 et x — t\f — 1, on obtiendra
(p{x — ty^^) = fe'''e-'''^-^fv . dv, d'où l'on tire, en retranchant et divisant par 2^ — ï,
Ainsi l'expression de JS(px devient
scpx = 1 cpx .dx-i(px-\- 2j^ ^^j^^--j n.^_^y_.^^L^\ L — i .
Maintenant pour trouver la valeur de l'intégrale générale
posons
(^Z-iy» — K—^) 1^0.» P -f- ^i,« -i^ -f- ^ï,» d^ i- • • • i- ^"-1," -J^ï;:ir
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OÙ p est égal à — — ^, ^o,»? -^i,n«" étant des coefïicieiis iiuniérîcjues qui doivent être déterminés. Si Ton différentie l'équation précédente, on a
Or
donc
ney 71 . n
-J^ïy^i ~ (^^•— T)^ ' "(^'«^— l)»+i '
Je^-ly^ = '^ (- 1)""' (A- i> + -4i.« |- + • . • 4- A-M -^;;;ï]
+ « (- l)"'(An + . P + ^..« + 1 -£- + •••+ A..+ 1 ^"rj •
En comparant ces deux expressions de -j-^ — ïT^+r ? ^^ ^^ déduit les équations suivantes :
-^«— l,n + l -^n— l,n "^ -^«-2,n ^- ^^n-l,n ~^ -^n— 2,nî
d'où Ton tire
A,n 1? ^hn ^ ^^ 7 -^2,n -2* - -^— ), -^g „
etc.
Cette dernière équation servira à détenniner les constantes qui rentrent dans les expressions de -4i„, A^^^ ^3,« ^t^*
Ayant ainsi déterminé les coefficiens Aq^j A^^^ A^^ etc., on aura, en
substituant dans l'équation (3) au lieu de j-^ — -jy,; sa valeur,
2:yx = (- ly-^fe-fv . dv (a,„ i> + A^„ t + • • • + A-.- ^^' ) ;
maintenant on a
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d'où Ton tire en différentîant
dp ^ _\9 f^ t cit, co» vt
~dv ~~1^~^ J^ 'e^^^-^f
d^p 2 ^ r^t^t.smvt
dc^
dy
2 _^ nt^dt.^mn 2.3 ^ r^t^dt.co&vt
donc en substituant
^vx=y(4,_,..-j^-4._,..ifcii+...+(^i)-A...i-+(-i)-.i)«->.
+ 2(-l)-f'^S;^f-e-fi.dv+^-l)->JJ*^!^^e-fi,.dv.
De réquation (px =z 1 e''' fv , dv on tire en intégrant:
I (px.dx = I e'^'fv — ,
/ (px.dx^=L je'''' fv-^^
J (px.dx^=fe"'fv J^- etc.; de plus on a
/cos.^.V^..?.= ?(-^i+^-^^^^ donc on aura en substituant
-S" >x = ^„._i „ r^iy* V^. J:r"— ^„_,,„ r(w— 1)^ " " (fX^x^'-'-l-. . . +(— iy~'f(px . cZx où
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En faisant p. ex. n = 2j on aura
gT" tdt y(ar-f<l/— l)+y(.r— <V— 1)
Soit p. ex. <px = e", on aura
donc, en substituant et divisant pai* e*",
Le cas le plus remarquable est celui oîi w=l. On a alors, connue on l'a vu précédemment:
En supposant que les deux intégrales ^(px et lipxdx s'annulent pour x=:a^ il est clair qu'on aura:
donc
Si l'on fait x = ooj en supposant que (fx et f (px.dx s'annulent pour cette valeur de Xj on aura:
(pa'-{' (p{a-\-l) -\- (p{a -\- 2) -\- (p{a'-\- S) -{-... in inf.
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Soit p. ex. (px = ~Yi ^^ aura
donc
et en faisant a=l
^ r i H~ i 4" iV "T TS" "T • • • "== "(3 " =^ i I ^ / (^•'<'~T) (r+ t^y '
TRANSCENDANTES
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norske Videnskabers Selskabs Skrifter t. 2. Throndhjem 1824 — 1827.
Considérons l'intégrale
/qdLc x — a
q étant une fonction de x qui ne contient pas a. En différentiant p par rapport à a on trouve
dp (la
/qdiC
Si maintenant q est choisi tel que / . -- — .y prisse être exprimé par Tinté-
— — 5 on trouvera une équation différentielle linéaire entre p et a X a
d'où Ton pourra tirer p en fonction de a. On obtiendra ainsi une relation entre plusieurs intégi'ales prises les unes par rapport à x, les autres par rapport à a. Comme on est conduit par ce procédé à plusieurs théorèmes intéressants, je vais les développer pour un cas très étendu où la ré-
~— .g est possible, savoir le cas où Ton
a q =^ (px.e-^""^ fx étant une fonction algébrique rationnelle de x^ et (px étant déterminé par Téquation
(px = k{x-]- ay {x + «y {x 4- a'Y . . . . (^ + cc^'Y^^
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OÙ «,«',«"... sont des constantes, /9, ft\ ft" ... des nombres rationnels quelconques. Dans ce cas on a
/* €-f^(px . dx x — a
dp Ç e/'ffx . dx
da J (x — a) ^
La dernière de ces intégrales peut être réduite de deux manières.
a) Si Ton différentie la quantité — on trouve
e^^rpx.dx ^. {e^^(p'x -\- e^^f'x . çfx) dx , / e^^rfx \
En intégrant cette équation de sorte que les întégi-ales s'annulent pour ic = c, on obtient
/e^^ ifx . dx eS^ ifx e^^ (fc .^ Çe-f^ {(f'x -\- (px . /'j?) dx (x — a)* a — X a — ^ J '*^ — ^
Si Ton différentie Texpression de (px on obtient
OÙ la somme doit être étendue aux valeurs j> == 0, 1, 2, 3 ... ». On tire de là
x — a ^ (.« 4- aà») (x — a) ^ '
or on a
"(x'+ «W)"(7^"^ — ~ (^ -|_ «W) (a + aW) + (^ _ „) {a -j- aû-^) ' donc
.V— a ~" ^"^^ ^ (.c + a^^) (a + «W) l" a; — a a + aW '
Considérons maintenant la quantité — • Connue fx est une fonction rationnelle de x on peut faire
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la soiniiie étant étendue à toute valeur entière de j!>, et [i^^'^ désignant un nombre entier. En diflférentiant on obtient
donc
Or on a
- "--' = xf--'4- ax'-' + . . . + a^'x^-^'-^ + . . . + «''"' + '"- '- .
donc
X ~~^ CL X Cl
Pour rédmre 1 expression ^ , , . posons
^ (^a! — a)(x-^€(PY^^ + ^ ^
'(.;:-:"^)'(^-irc')'» ~ x — a « u? + c • (^ + 6')=* i" ••• • r (^ + c)« '
si Ton multiplie de part et d'autre par x — a, et qu'on lasse ensuite x = a^ on obtient
Pour trouver A^ on multiplie les deux membres de l'équation par (x-|-c)", x — a ~ \ X — a "^ T4^" + • • • + (^'"^p--î) (* + <')'
puis on différentie wi — p' fois de suite, ce qui donne
(- 1)-' -"(i ~;)ï,^i^'^ ={x~\-c)Ji-^1.2.3...{m-j/)A^
En faisant x = — c, on tire
donc
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Eu écrivant maintenant é^^ au lieu de c^ i/^^-j-l aw lieu de r/2, et multipliant par fi^^^â^^^ on a
(^ _ a) (.r + €(p;)/'^''^ + i (a + £(p^)/>^+i(j. _ a) (a + £(P^)-"^^-^'+^(.r + e(PY '
^(pU)(p>
(jr — a) (.r + «(P^)^^''^ + i j- — a (a + €(p))a*^''^+i
(a + £rp;)^^''^-P'+2 (.r 4- €^^)p'
En substituant dans Texpressîon de -^— '- cette valeur, de même que celle
trouvée plus haut pour ^py^^^ , on obtient
^pr^^^a^'' —
fA(P)d(P)
+ 2;:2:py(''^a''x'^^'-^ -\- 2:2:
(a _|_ e(p))f^^^'+^(x + e(PY
Si Ton multiplie les deux membres de cette équation par (px, et qu'on remarque que le coefficient de est égal à f^a' on a
py^^a''x^-'^''-^^ifx
lii(p)d(p>
En y ajoutant la valeur trouvée pour ^ ' , multipliant ensuite par e^'^dx et intégrant, on en tire
M «î* ' (l \ iliX I j X — — rt 1/
^0»; CeS^ffx.dx, _^^ fi(p)3(P) Cef'ifx.dx
a-\-a(pJ x+a(P^ ' ^ ^^ e^^!!'^^-^^ J ~(7^^^^
, 1, . , r€-^'(fx,dx dp , ,
ur dans 1 expression de / ?- -— ^i ^^ ";v ? ^* ^^ "^
on trouve
^rp; r€f'cp.r,dx ,
(a + €rp))A*
/e-^'q>x ,dx
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b) Je vais maintenant exposer là seconde méthode de réduction; mais comme celle-ci est assez longue et compliquée quand fx est une fonction rationnelle quelconque de cr, je me bornerai au cas où fx, est une fonction entière. On a donc
En différentiant l'expression — ^ -^- où
\px =i{x-\-a){x-\-a)... {x -\-a^'%
on obtient
Xp'x-^-XfKTÏ^^^ '\-fx
Pour réduire cette expression, considérons Téquation
OÙ F^ F\ i^" ...• désignent les valeurs que prennent Fx, F'x, F"x... quand on fait x = 0. On a ainsi
ou, en remarquant que -S'^^ — —a^ = ra,
Fx Fa . „„ ir*+>.'+i;
où Ton a mis p-\-p' -\-\ au lieu de p. En différentiant cette fonnule par rapport à a on obtient
Si dans cette formule on pose Fx = rfjx, on a
(.2? — a)^ (x — ay ' X — a ' 2 ,3 . . .(p-\-j/ -\-2)
En mettant dans la première formule, pour Fx la fonction entière y/'x -|- yjx l- — hy^ ? ^^ obtient •
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Si Ton substitue ces valeurs dans l'expression de tZ -—^ — L on obtient
En intégi-ant cette équation, divisant de part et d'autre par rpa^ et écrivant
T 1 Ce-f'wx.dx dp ,. , fe-f^wx^dx
p au heu de / — , -j- au heu de / ,— ^ — ^^ on trouve
dp l flp'a , /., \ ^-^^ cro? . ipx e^^ (Tc . i//c
OU bien
(2) L, ff' . .A*+'''-^"
Les ëquatlons (1) et (2) deviennent immédiatement intégrables quand on
g—fa
les multiplie par - ; on obtient de cette manière, en remarquant quon a
(fa (fu '
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les deux formules suivantes:
^ = e^'(pxlY c ^ V'^ I r \ —
q^x J iP' — *^7 9^ j (s^ — <*) ff*f
- = &' (fX. XlJX I > c ; <y'WC.1pC I -p s —
y J (** — A')qn. i^ia ' ^ J (* — e)(f<i. tf>a
+ 22<p{p,p')j^^'^^- .je^^ y>x . x^dx -\-C{x).
La quantité c étant arbitraire, nous ferons dans la première formule e^''(pc = Oj dans la seconde e^* y^ . i//c = 0. Si de plus on suppose que les
intégrales prises par rapport à a s'annulent pour = 0 , on voit aisément
les deux formules suivantes:
(fa
/ — ^ — - — e^'wx / 7 r — = ^^ 7>y*^ / . / e^'œx . xJ^^ -*dx
ij x — a ^ J{a — x)qu ^' J ^ J
^'^) ' J (a + a"^) (fa'j a; -f «""
— / — ^ e-^'œx.wx ly r — —
(pa J A' — (i J (" — ^7 y^ ' V'^
Si dans la première de ces formules, fx est une fonction entière, on a â^^^ = 0^ donc
(paj X — a ^ J (p- — x)(f(^
(5) = ^^(i> +/>' + 2) j,r..P-.«Jij^^^' *« .J^x y^ . a:' cfa
xdx
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Je vais irtaintenant appliquer les formules générales à quelques cas spéciaux.
a) Si Ton fait (pa=zl, la fonimle (3) donne
Si de plus fx est une fonction entière, on a (y*^ = 0; dans ce cas la formule devient
(6) e-/« [îfl^ — ef TfJ^ = ^^(_p+^'+2) ;/'^+''+*^ [e'^'a^da . fe^'x'dx.
I tC ^—~ CL I d ~~~ JS V t/
En développant le second membre, on obtient
/« (îfl^^ef- ri2^=:2/« fe-^'da.fef'dx J X — a J a — X ' J J
-\- S/"^ (fe--f'ada .Je^'dx -^fe-^'da -J^'x dx\ + 4y^*^ ( [^'^"(i* àa fe/" dx 4- /W'a da . j'ef'x dx
-\-fe-'^'da.fe^'x*dx\
-f- n/'^ ( l'e--f''a'^^da. fe^'dx -[- i'e-^'a'-^da . fe^'xdx -\-...
-|j / W" da . / V'œ"-* dx\ .
Si par exemple fx = x'', on a y^*^ = y^ = . . , = y^"-^^ =: 0 , j''^"^=l; la formule ci-dessus devient
,— rr:j^ _ e'" ff:::^ = n f / e-- a-* cfe . / e«" dx J x—a J a — x \J J
+ / e-"" a"-» da . IV xdx + . . . + /'e~"" <^a .fe'"x'^*dx\ ; par exemple pour « = 2 , « = 3 , on a respectivement
''fîL^-e''f^-'^- = 2 fe-'''da.fe''dc,
-» r^ _ e-'j^^ = 3 (J'e-'ada .Je'' dx +y e-"' da .jVx dx)
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b) Posons maintenant dans la fonnule (3) fx = 0^ nous aurons
^ ^ ^ J (a — ûr)(fa (f<ij x — a ' J {a-\-a^^)(f<i J x.-\- a^
OU bien, en développant le second membre,
r (la ^ f T*^ ' ^^^ /? /* ^^ f V^ ' ^^
J {o, — x^ifii (faj X — a J i^'\~^)V'^J «ï^ + o
'^^ J (a + a')(fa'J .r -fer'' "T ' * * «" ' J la-\-a(^^)cpa'J x+a(''>
OÙ il faut se rappeler qu'on a
(px = (x + aY {x + aY . . . . (x + a^'^Y^^ (pa={a-\- af {a + a'f .... (a -f a^»^^^"^-
c) En faisant dans la fonnule (4) fx = 0^ on obtient
V^J *^ — ^ T 'T J ^^ — x)(pa,xpa ^ ^^^^ ^ j (pa.ipaj ^
/\cp+p'+i;
où y (i^, 2^ j — 2 :3:7. (>+p+2) + 273T::ôH=7Ti) '
d) Posons dans la fonnule (8) /? = /?' = ... zz=:/î^"^=i=//i, nous aurons
(px = {ipxY, (fx . ifjx = (i/;x)"*"*"*,
(px=zm(xpxY-'ipx, "^-^ =vi^x,
donc en posant
nous avons
t^x z= A; -f- ifc'x + ifc'V + . . . + fc'"^ x%
En substituant ' ces valeurs, on trouve
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Le cas où //i = — ^ a cela de remarquable, que les intégrales par rapport à x et à a prennent la même forme; en eflet on a
{xfjaY^' = {ipay = yil;â, ^-^^- = y^,
Si Ton suppose, par exemple que ipx ^= 1 -{- ax'% on a fc^"^ = «; yp+p'-*-^) sera égal à zéro, à moins que ^>^^;'-[-2 = /z, c'est-à-dire que p=zn — p^ — 2; donc
J (^ — a)yl-|-a^'* J (a — or^
) yi + aa»
En développant le second membre, on a
r dx -mT^ j~ ^ r (la
y 1 + aa'J -(J^Zây^^ax'- ~^ ~^^^ J (a — or) Vl^ace^
I ^ / /IN r /* ^"^^^^ f '^^"^dx. r a^'^^^da Ç xdiV
_\ ^ ( fK\ï f ^^^ f x'^'^dx r a'^'-^da C x^dx
\ 2 ^^~ ^ [ j yi 4-aa~« J y r+ aa;» J y r+aa» J V 1 ^^'^^ .
Par exemple si 7z = 3, on a
^ ' J {x — a) y 1 + aw;^ J (a — x)\\
-\- aa'
a r r da r xdx /' ada f' iLc
~ 2 L J yf-Çaa^ J Vï+ax^ ~J Vi + «a^ JVÏ+'ax^ J '
Comme second exemple je prends
ifjx =z (1 — x^) (1 — «X*);
alors on a fc=l, k' = 0 = k''', fc" = — (1 + a), &"" = a. Si l'on écrit — a pour a, la formule devient
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V(ï-'"")(i-"«»")7(i+,^V(rSKr:^-...
En posant
^^ ^ ^ V (« + ^r) y(l - a') (1 - au')
/ilii ^ Ç x^dœ
r a^da Ç
~ ^'Jy(l — a^) (1 _ aa^) J "
on a
y(l — x^) (1 — ax^) = cos (f yr — « sm^^ , y(l — a*) (i — aa*) = cos tpYÏ~^ a sin^i// ,
da diff
y(l — ^*y(l"^a^s) — y!— ^sin>'
a *da sin* i// c^ if)
y(î^a*)7î — a^«) "" Vl — asin^*
En substituatit ces valeurs, on trouve
cos 1/^ yi « Sin*'*// / — i -z - rrz_
J (sin (p -\- sin ?/') y 1 — a sin^y
— COS (/5 yi — « sîn*^ / —
J (sin ?/'
(sin ip -\- sin (jf) Vl — a sin^i/;
/(Zï/' r sm^(pd(p r sin^ iffdift C drp
yl — asin^j/' J yi — asin^r/' J Vl — asin^i/; j Vl — asin^y
Cette formule répond à celle que M. Legendre a donnée dans ses Exercices de calcul intégral t. I p. 136, et elle peut en être déduite.
e) Si dans la formule (5) on pose fx=^x^ on obtient
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d'où en développant le second membre on tire
C' er-^da er-^ Ce^wx.da; ^ C e—^da Ce'wœ.dx e'(px r /-^ = /9 I /—-T
.ctr
Par exemple si ^/)a:=:yx* — 1, on a /9z=:/î' = ^, « = 1, a' = — 1, donc
e^\x^—l / pr.=-= 7^-^-^ /
' J (a—x)^/a^—l Va^—lJ ^—<^
Ç er^da Ce'^dxVx^—l .. C er^du Çe^dxix^—l
f) En posant dans la formule (4) ft=z(3' ^z/S'^ =2... = /^''^ =zm^ on a (px = {yjxY^ <fx.\px = ((ifjxY'^^ , donc
^ ref'{4fxYdx y^. Nm+iT g--^"^ (11) (V'o)^ j ^ - a ^ ^W j (a_^) (^a)-+^
= ^^cp{p,p^)Jf^^ .jef^ {^xrx^dx .
Or on trouve
donc, en faisant
fx = y-\-y'x-{-y"x*-] \-y<''>x''',
rf;x = k-\-k'x-\-k"x*-\ |-fcf"Jx",
on a
<PiP,P') = {P +P' + 2) r"'''''' -h{p + i-\-^iP +y + 2)) k^'^^'-'K
Par conséquent on a
+ (i'-hl+"'(i>+i''+2))fc*^''^"]/^^^-/^'W"^''^.
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Si Ton fait m =; — ^ , ou trouve
e-^'^ywâ l — -r — e^'V^x 1 ~—~ -
^ ^ J (^_a) Vifur ^ ^ J (a — .r) Vn^a
Soit par exemple fx = x et (/;x=:l — x*, on a donc
En écrivant — a au lieu de a, on obtient
en posant x = siny, et a=:sini^, on trouve
cos
^ J sin y + 8in i/; ^ J sin iff + sm 7^
les intégrales devant s'annuler pour y = -g- , \^^=^ -
Je vais maintenant faire une autre application des écpiations générales; Nous avons jusqu'à présent regardé x et a comme des indétenninées, sans nous occuper des valeurs spéciales de ces quantités qui simplifieraient les formules. Nous allons maintenant chercher de telles valeurs.
a) Considérons en premier lieu l'équation (5). Le premier membre de cette équation contient deux intégrales, mais comme chacune d'elles est multipliée par une quantité dépendant respectivement de a et de x^ il eat clair qu'on peut donner à ces quantités des valeurs telles, que les intégrales disparaissent, ou l'une, ou toutes les deux, pourvu seulement que chacune
des équations = 0, </*yx = 0, ait au moins deux racines différentes; car
nous avons déjà supposé que les intégrales s'aniuilent pour des valeurs de ce et de a qui satisfont à ces équations.
Supposons d'abord e^''(px = Oj nous aurons après avoir nuiltiplié par
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les équations entre parenthèses indiquant les limites entre lesquelles les intégrales doivent être prises; ces limites doivent satisfaire aux équations
De la formule précédente découle le théorème suivant:
'''--, entre des limites qm annulent la "fonction e^'ipx peut être exprimée par des intégrales des formes suivantes:
Je <px.xdx, J ---,--. J-,-+„lpr' jia+a<r>)^^
"les intégrales par rapport à x étant prises entre les mêmes limites que la "première intégrale."
Ce théorème a cela de remarquable, que la même réduction est impossible, quand l'intégrale / i——- est prise entre des limites indéterminées.
En posant fx = Oj on obtient
Cffo- . d;r ^ _ ^ ^ n(j,) f J^t __ (ifœ.dœ
(14) J •^— « "" jlci + a^P))ffa J x-^a^P)
(^x=ix\ x:=:^x'\ aT=.a^.
Si Ton pose (px=l^ on aura
fr 1-^a r=i ef- 2:2 {p -\-j/ + 2) -^^+^'+«^ fe-^^ a^'da . (e/^x^lx.
{xi=zx\ x^=^x'\ a=za').
Supposons maintenant qu'on donne en même temps à a une valeur qui annule la quantité - ? et soit a" cette valeur, la fonnule (13) donnera
(pci
dx
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En supposant fx^=hx^ on en tire
En faisant fc = 0, on obtient
(x = x', x=zx^^'j a = a', a=za'').
Posons par exemple <fx = ^x^ — ï = "^x — l)(a;-j-l), on a
/?=/9'=^; a = — l, a' = l; a:' = l, x"=—V, a' = oc^, a''= — oo; donc
j (a — 1) V^— i J ^—1 "^J(a+ 1) Yd^—lJ "~H-l" ~~
(ic'=l, ir" = — 1; flf'z=-|-oo, a'' = — oo), ce qui a lieu en efifet, car on a
( 1^___ = _JA±^ = 0 (a' = + oo, a" = -oo),
J(o_l)Vrt«— 1 »^ a — 1 V T- » y»
r -^ - = _l/^ = 0 (a' = + oo, a" = -oo).
Si dans la formule (16) on fait (fx=i\^ on obtient
(ir=:x', a; = a;"; a = a',, a = a").
b) Considérons en second lieu la fonnule (4). En supposant /^•^'ya'.^'ir=0, on. trouve après avoir multiplié par e^'^tpa
— ^ -=ie^''(pa2:Sq)(p,p) 1 , le^'wx.x^dx
(x=Lx\ x = x":^ a=ia/)^ oh Ton a
e^'(px'.tijx' = 0, ef''<f.x".yjx" = 0, ^ = 0.
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Cette fornuile se traduit eu théorème comme suit:
— * - — y prise entre des limites qui anuu- X a
"lent la quantité e^^ifx.ipx^ peut être exprimée par des intégrales dé ces
/6~~'^^ o.^* (1(1 r (fa.ipa J ^ Pour des valeurs indéterminées de x au contraire, cette réduction de
— / est mipossible.
En faisant (3 = (3' = n=/?^'»^=z m, on obtient la formule suivante
{x = x\ x=:x'^'^ a = a')^ où
xf/x =: {x -\- a) {x -\- a') (x -j- a^"^ ).
Si de plus on suppose fx = 0^ on obtient
On a donc le théorème suivant, qui n'est qu'un cas spécial du précédent:
-—-—-, prise entre des limites qui satis- X a
"font à l'équation ((/;a::)'"^^ = 0, peut être exprimée par des intégrales des "formes /r}~Y"H^i' 1 {iffx)'^ x^ dx ^ ifjx étant une fonction entière de x."
En faisant m = — ^ , on obtient
f 1^^ = ---- -2:2:ip — p')¥^'^^'''^^ ('"'-'t.f-^
(23) J{x — a)^/lj^x 2Viffa ^^ ^ ■ J Vif'a J Vihx
d'où le théorème suivant:
r (Ir .
"La valeur de l'intégrale / > prise enti-e des limites qui amm-
J (x — a) y iffx
"me
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"leut la fonction ipx^ peut être exprimée par des intégrales de la for-
Faisons par exemple \px=z{l — x^){l — ax^)^ nous aurons x-'=l, x'= — 1, a;' = }/A, x' = -\/\; a'=l, -1, j/i-, -]/ \; donc
J (if — a) y(l — U7^) (1 — a.c^)
/(la Ç x^ (Le
r a^ (la r dx
Si dans la fonnule (22) on suppose (/;^=:zl — a:*", on trouve
(a:=l, x= — 1, a=il), où m-]-l doit être moindre que Tunité, c'est-à-dire que m<^0. On a
<^Ki>,i>') = (i' + 1 + ^« {P +i>' + 2)) A^^'^"'^*^ :
puisque A;^''"'^^'^^^ = 0, à moins que j9-|-p'-j-2 = 2/?, et comme ]c^"=z — 1, on en tire
viihp) = — (i> + 1 + 2 //i/0-
L'intégrale Ml — x'^'^Yx^'âx peut être exprimée par la fonction 1\ On a en effet
PETITE CONTRIBUTION A LA THÉORIE DE QUELQ. PONCT. TRANSCEND. 57
f {l — x^''Yx^dx= — f (l—x^'^Yx^dx-^-f {l — x^'^Yx^dx.,
Mais on a
[ {l — x^''Yx^dx = {—iy^^Ç {l — x^''Y^''d^-^
J 0 Jo
comme on le voit en mettant — x au lieu de x. Donc
r (1 — x^»)'"ir'' Jx= ((— 1)''+^ — l) f\l—x^*Y^''^^j
c'est-à-dire qu'on a
Or on déduit aisément d'une formule connue (Legendre Exercices de calcul intégral t. I p. 279) l'équation suivante
on a donc
En substituant cette valeur, et écrivant ensuite — m pour m^ on obtient
V^*^ j(a._a) (i— x»»)-~«(l— a«»)- ^ ^"^-PT^^ -"*"-' j./_,„^_i_^ i + »Vy (1— a*»)'—
(xii^l, «= — 1; a=l).
Si l'on fait m = ^, on trouve
j(.r— rt)Vi— :r«» „yi_«>!» V i- 1^ '^ ï'/' 1 ^ 1 + 2?y yi— «
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Par exemple si w = 3, on trouve
(a:=l, ic=: — 1; a=l).
Or on a J^(-J-)=:y^, en substituant cette valeur on obtient
(a;=l, aj= — 1; a=l).
Dans ce qui précède nous avons supposé e/'(px.ipx = 0] supposons
maintenant qu'on ait en même temps zzzO, et désignons par a" une
valeur de a qui satisfait à cette condition. L'équation (4) devient dans ce cas:
Si yi = 0, on a
JSSœip.p') I —' I (fx.x^dx = 0
(26) ^^^'^ ^J (fu.iffaj^
Supposons que /?, /3', /3'\.. soient négatifs, mais que leurs valeurs absolues soient moindres que l'iuiité, nous aurons (px . i//:r ==: 0 pour x= — a ^^\
et — = 0 pour a = — a^^K On obtient ainsi la fonnule suivante
(fa ^
/ /x ÇaV'da Ç œ^ dœ ^
(27) VKPtPJj xfa"j~^x~~
où Ton a fait
(px = {x-\- af {x + a'f {x + ay\ . . . ^a = {a-^ af-^ {a + aj-f"' (a -f a'J-P". . . . , A P\ /?''... étant positifs et moindres que l'unité.
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En faisant /? = /?' = /?" = ... = ^ , on obtient
J Vfpa J Vffx
Dans cette formule on a
Par exemple si Ton pose ipx = {l — x)(l-\'x)(l — cx){l-\-cx)^ on a
«=1 «' = — 1 «'' = — , a"' =^ 9 donc
' ' c c r da C ie^ dx /*
a* da
y(l — a*)(l—c^a*) jy"(i— «=!) (1— c»x*) jy(l—a») (i—c*a^) jy(l—a!*jll—c*x*)
a^)JV(l—^'
rip
l'intp.nrral
Jy(i
- ^_^ : .^.^ depuis a:=:0, nous
aurons
ftc
= Fa' — Fa,
= Ea' — Ea.
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Eu substituant ces valeurs, ou aura la formule suivante
Fil) e[1] = E il) Fi^"^]
On n'obtient pas d'autres relations quel que soit le sy^Jèine de limites qu'on emploie, excepte seulement les systèmes qui donnent des identités, savoir le l*'", le 5^^™® et le 8î^"^^
prise d'une limite inférieure arbitraire, on a
En substituant cette valeur dans la formule (28), on obtient la suivante:
(29) 22[p—p')U'^^'^'^Fi^,a)F{'p\a')-y22:[p—p^^^^
De cette fonnule on peut en déduire beaucoup d'autres plus spéciales en supposant (fx paire ou impaire, mais pour ne pas m'étendre trop au long je les passe sous silence.
Il faut se rappeler que a, a', a\ «'" peuvent désigner des racines quelconques de l'équation (fx=^0. On peut aussi supposer a=^a\ a"=ia"\
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RECHERCHE DES FONCTIONS DE DEUX QUANTITÉS VARIABLES INDÉ- PENDANTES X ET y, TELLES QUE /(x, y), QUI ONT LA PROPRIÉTÉ QUE /(z, f{x, y)) EST UNE PONCTION SYMÉTRIQUE DE z, x ET y.
Journal fur die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von CrelU, Bd. I, Berlin 1826.
Si Ton désigne p. ex. les fonctions ^-\-y ©t xy par /{x^ y), on a pour la première, f{zj f{x^ y))z=z-^f{x^ y)=izz-j-aj-j-y, et pour la seconde, /(25, /(ic, y))z=zzf(x^ y)=zxy. La fonction /{x^ y) a donc dans Tun et l'autre cas la propriété remarquable que /(2, /(x, y)) est une fonction symétrique des trois variables indépendantes z^ x et y. Je vais chercher dans ce mémoire la forme générale des fonctions qui jouissent de cette propriété.
L'équation fondamentale est celle-ci:
(1) f{Zj f(x^ y)) = une fonction symétrique de x^ y et z.
Une fonction symétrique reste la inême lorsqu'on y échange entre elles d'une manière quelconque, les quantités variables dont elle dépend. On a donc les équations suivantes:
A^^ A^j y)) =Ayj A^^ ^)) •
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La première équation ne peut avoir lieu à moins qu'on n'ait
c'est-à-dire que f(x^ y) doit être une fonction symétrique de x et y. Par cette raison les équations (2) se réduisent aux deux suivantes:
Soit pour abréger f{x^ y^=rj /(?/, z) = v^ f{z^ 'j;)=zs^ on aura
En difïérentiant successivement par rapport à x, y, 2, on aura
•^ dx ^ dx ^
r, dv ri àr
rt ds y., dv
•^ dz '^ dz '
Si Ton multiplie ces équations membre à membre et qu'on divise les produits par f'r .f'v .f's^ on obtiendra cette équation
OU bien
dr dv ds
dr
dv
ds
dx dy dz
dy
dz
dv
ds
dr dy dx dv ~^
dr
dx ds
dz
dz
Si l'on fait z invariable, J~'i ^^ réduira à une fonction, de y seule.
Soit (py cette fonction, on aura en même temps -j- : - , - = (px'^ car s est la même fonction de ^ et x que v l'est de 2 et ^. Donc
. dr dr
On en tirera, en intégrant, la valeur générale de r,
r='p{f(p-r-dj;-\-f<py.d>/),
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ip étant une fonction arbitraire. En écrivant pour abréger (px pour I (pxdx^ et (py pour jfpydy^ on aura
(7) r = tp{(px^(py), ou /{x, y) = if;{(px-\-(p2j).
Voilà donc la forme que doit avoir la fonction cherchée. Mais elle ne peut pas dans toute sa généralité satisfaire à l'équation (4). En effet l'équation (5), qui donne la fonne de la fonction f{x^ y), est beaucoup plus générale que l'équation (4), à laquelle elle doit satisfaire. Il s'agît donc des restrictions auxquelles l'équation générale est assujettie. On a
/{z,r) = y;{(pz-\-(pr).
Or r = \p{(fx-\-(py)^ donc
f(z^ r) = xfj{(pz + (pip{(px + ipy)).
Cette expression doit être symétrique par rapport à x^ y et z. Donc
(fz -f (pxp{(px 4- (py) = (px-\- (pip{(py -\-(pz).
Soit (pz=zQ et (py = Oj on aura
(pxpipx =z(px-\- (pip{0) = (pX-\-Cy
donc en faisant (px=pj
(pil;p=i2)-\-C.
En désignant donc par <pi la fonction inverse de celle qui est exprimée par
y, de sorte que
q)(p^x=iXj
on trouvera
rpp = (p^(j)-\^c).
La forme générale de la fonction cherchée f{Xj y) sera donc
f{x, y) = (p,{c -^(px-\-(py), et cette fonction a en effet la propriété demandée. On tire de là
ou, en mettant ipx — c à la place de (px^ et par conséquent rpy — c à la place de (py et ^/{x^ y) — c à la place de (pf{x^ .y),
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Cela donne le théorème suivant:
LorsqiCune fonction f(x^ y) de deux quantités variables indépendantes X et y a la propriété que f(z^ f{x^ y)) est une fonction symétrique de x^ y et z^ il y aura toujours une fonction yj pour laquelle on a
La fonction f{x^ y) étant donnée, on trouvera aisément la fonction rpx. En effet on aura en difi'érentiant Téquation ci-dessus, par rapport à x et par rapport à y, et faisant pour abréger f(xy y) = r
donc en éliminant i//V,
d'où
dr . ^ dr ,
dr
f f dx
xlJX=zxfjy-^-~.
Multipliant donc par dx et intégrant, on, aura
dr fx = ipy I -,- dx.
dr dy
Soit par exemple il se trouvera une fonction '^ pour laquelle
dr dr
Comme r = xyj on a -^ -= y , -^ zm x , donc
xf;x = f'yj-^dx = yip'y.\ogcx,
ou, puisque la quantité y est supposée constante,
ifjx:=a log ex.
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Cela donne i/;^ = a log r//, iii{xij)=^a\o^ cxy\ on doit donc avoir:
a log cxy = a log ex -\~ a log cy ,
ce qui a effectivement lieu pour c = 1.
Par un procédé semblable au précédent, on peut en général trouver des fonctions de deux quantités variables, (jui satisfassent à des équations données à trois variables. En effet, par des différentiations successives par rapport aux différentes quantités variables, on trouvera des équations, desquelles on peut éliminer autant de fonctions înconimes qu'on voudra, jusqu'à ce qu'on soit pai'venu à une équation qui ne contienne qu'ime seule fonction inconnue. Cette équation sei'a une équation différentielle partielle à deux variables indépendantes. L'expression que donne cette équation contiendra donc un certain nombre de fonctions arbitraires d'une seule quantité variable. Lorsque les fonctions inconnues trouvées de cette manière seront substituées dans l'équation donnée, on trouvera une équation entre plusieurs fonctions d'une seule quantité variable. Pour trouver ces fonctions, on doit différentier de nouveau et l'on parviendra ainsi à des écjuations difiérentielles ordinaires, au moyen desquelles on trouvera les fonctions, qui ne sont plus arbitraires. De cette manière on trouvera la fonne de toutes les fonctions inconnues, à moins qu'il' ne soit impossible de satisfaire à l'équation donnée.
vn.
DEMONSTRATION DE L'IMPOSSIBILITE DE LA RESOLUTION ALGEBRIQUE DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES QUI PASSENT LE QUATRIÈME DEGRÉ.
Journal ftir die reine and angewandte Mathematik, heransgegeben von CrcUe, Bd. 1, Berlin 1826.
On peut, connue on sait, résoudre les équations générales jusqu'au quatrième degré, mais les équations d'un degré plus élevé, seulement dans des cas particuliers, et, si je ne me trompe, on n'a pas encore répondu d'une manière satisfaisante à la question: "Est-il possible de résoudre en général les équations qui passent le quatrième degré?" Ce mémoire a pour but de répondre à cette question.
Résoudre algébriquement une é(juation ne veut dire autre chose, que d'exprimer ses racines par des fonctions algébriques des coefficiens. Il faut donc considérer d'abord la forme générale des fonctions algébriques, et chercher ensuite s'il est possible de satisfaire à l'équation donnée, en mettant l'expression d'une fonction algébrique au lieu de l'inconnue.
Sur la forme généroLf (les fonctiotis cdgél/riques.
Soient 'x\ x'\ x"\,. un nombre fini de quantités quelconques. On dit que v est une fonction algébrique de ces quantités, s'il est possible d'exprimer v en x\ x'\ x"\.. à l'aide des opérations suivantes: 1) par l'addition; 2) par la multiplication, soit de quantités dépendant de x\ x'\ x'" . . . , soit de quantités qui n'en dépendent pas ; 3) par la division; 4) par l'extraction de racines d'indices premiers. Panni ces opé-
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rations nous n'avons pas compté la soustraction, Vélévation à des puissances entières et l'extraction de racines de degrés composés, car elles sont évidemment comprises dans les quatre opérations mentionnées.
Lorsque la fonction v peut se former par les trois premières des opérations ci-dessus, elle est dite algébrique et raiionneUe, ou seulement rationnelle; et si les deux premières opérations sont seules nécessaires, elle est dite algébrique j rationnelle et entier e, ou seulement entière.
Soit f(x\ x'\ x''\..) une fonction quelconque qui peut s'exprimer par la somme d'un nombre fini de termes de la forme
OÙ A est une quantité indépendante de x\ x** etc. et où mi, m^ etc. désignent des nombres entiers positifs j il est clair que les deux premières opérations ci-dessus sont des cas particuliers de l'opération désignée par f{x\ x'\ x"'...). On peut donc considérer les fonctions entières, suivant leur définition, comme résultant d^un nombre limité de répétitions de cette opération. En désignant par v\ v'\ v'" etc. plusieurs fonctions des quantités x\ x'^ x"' .... de la même forme que f{x\ a:'^...), la fonction f{p\ r "....) sera évidemment de la même forme que f{x\ x'\..). Or f(v\ v'\.^ est l'expression générale des fonctions qui résultent de l'opération f{x\ x' ) deux fois répétée. On trouvera donc toujours le même
résultat en répétant cette opération autant de fois qu'on voudra. 11 suit de
là, que toute fonction entière de plusieurs quantités x\ x" peut être
exprimée par une somme de plusieurs tenues de la forme u4x'"*' ir"""*
Considérons maintenant les fonctions rationnelles. Lorsque f{x\ x^' . . .) et ^{x\ x" ...) sont deux fonctions entières, il est évident, que les trois premières opérations sont des cas particuliers de l'opération désignée par
Jy^j*^ • • •/ (p{x\x*' . . .)
On peut donc considérer une fonction rationnelle comme le résultat de la répétition de cette opération. Si l'on désigne par v\ v'\ v'*' etc. plusieurs
fonctions de la forme ( !f,\, > on voit aisément que la fonction • ) / „—^^
peut être réduite à la même fonne. Il suit de là,' que toute fonction rationnelle de plusieurs quantités x\ x" peut toujours être réduite à la forme
fv^f *^ ' * ' '/ (f(x'j .r" . , . .)
où le numérateur et le dénominateur sont des fonctions entières,
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Enfin nous allons chercher la forme générale des fonctions algébriques. Désignons par f{x\ x" . . .) une fonction rationnelle ([uelconque, il est clair ([ue toute fonction algébrique peut être composée à Faide de l'opération
désignée par f{x\ x" ...) combinée avec l'opération j/r, où vi est un nombre premier. Donc, si p\ p^* ... sont des fonctions rationnelles de
•A.' a lA/ • • ■ s
sera la forme générale des fonctions algébriques de x\ x" ...^ dans les-
quelles l'opération exprimée par ^r affecte seulement des fonctions rationnelles. Les fonctions de la forme p^ seront dites fonctions algébriques du premier ordure. En désignant par ^/, ^/'... plusieurs quantités de la fonne ^j , l'expression
j>^=:/(x', X"... ^|p\ y^" . . . Vi^/, v^^i" . . •)
sera la forme générale des fonctions algébricjues de x\ .r" . . . , dans les-
quelles l'opération ^r affecte seulement des fonctions rationnelles, et des fonctions algébriques du premier ordre. Les fonctions de la forme p^ seront dites fonctions algébricpies du deuxîèvie ordre. De la même manière l'expression
dans laquelle pi\ p^* . . . sont des fonctions du deuxième ordre, sera la fonne générale des fonctions algébriques de x', x" . . . , dans lesquelles l'opération
^r n'affecte que des fonctions rationnelles, et des fonctions algébriques du premier et du deuxième ordre.
En continuant de cette manière, on obtiendra des fonctions algébriques du troisième, du quatrième . . . du //'*"* ordre, et il est clair, que l'expression des fonctions du /z'*^* ordre, sera l'expression générale des fonctions algébriques.
Donc en désignant par // l'ordre d'une fonction algébrique quelconque et par v la fonction même, on aura
v=f{r\r'\..Yp\ Mp"...),
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oïl p\ p"... sont des fonctions de Tordre fi — 1; r\ r" . . . des fonctions de Tordre // — 1 ou des ordres moins élevés, et n\ n" .,. des nombres premiers; f désigne toujours une fonction rationnelle des quantités comprises entre les parenthèses.
On peut évidemment supposer qu'il est impossible d'exprimer Tune des
quantités )/p', ]/p"... par une fonction rationnelle des autres et des quantités r\ r" ... ; car dans le cas contraire, la fonction ii aurait cette fomie plus simple,
v=f{r\r"... Mp\ Mp"...),
oh le nombre des quantités yp\ ^p" ... serait diminué au moins d'une unité. En i-éduisant de cette manière Texpression de v autant que possible, on parviendrait, ou à une expression iiTéductible, ou à une expression de la fonne
mais cette fonction serait seulement de Tordre // — 1 , tandis que v doit être du ^a***"* ordre, ce qui est une contradiction.
Si dans Texpression de v le nombre des quantités ^p\ }(p" ... est égal à w, nous dirons que la fonction v est du //'*** ordre et du m'*** degré. On voit donc qu'une fonction de Tordre p et du degré 0 est la même chose qu'une fonction de Tordre // — 1, et qu'une fonction de Tordre 0 est la même chose qu'une fonction rationnelle.
Il suit de là, qu'on peut poser
v=f(T',T"... yp),
où p est une fonction de Tordre jti — 1, mais r', r"... des fonctions du /t**^* ordre et tout au plus du degré m — 1, et qu'on peut toujours sup-
poser qu'il est impossible d'exprimer }^ par une fonction rationnelle de ces quantités.
Dans ce qui précède nous avons vu qu'une fonction rationnelle de plusieurs quantités peut toujours être réduite à la forme
oh s et t sont des fonctions entières des mêmes quantités variables. On
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conclut de là que v peut toujours être ^exprimé comme il suit,
r(/-', r"... Vp)
oh (f et T désignent des fonctions entières des quantités r', r" . . . et \^]j . En vertu de ce que nous avons trouvé plus haut, toute fonction entière de plusieurs quantités .s, r\ r^' ... peut s'exprimer par la forme
fo, ti... /„ étant des fonctions entières de r\ r'\ ?'"'... sans s. On peut donc poser
OÙ foî ^••' C ^* ^0 7 ^i-.. î^m' sont des fonctions entières de r\ r'\ r'" etc. Soient Fi , F^ . . . F,^_i les w — 1 valeurs de V qu'on trouve en met-
tant successivement op**, «^i^"? a^p"" ... d^~^jp'' au lieu de ^>'*, a étant une
racine différente de l'unité de l'équation a" — 1 = 0; on trouvera en nmlti-
T pliant le numérateur et le dénominateur de y par F^ Fj Fg . . . F„_i
y ii^r^***' n 1
Le produit VV^... V^_^ peut, comme on sait, s'exprimer par une fonction entière de p et des quantités r\ r'' . . . , et le produit TV^... F„_i est,
connue on le voit, une fonction entière de \p et de r\ r" .... En supposant ce produit égal à
•^0 + '^lP" + 522^"H h^kP'%
on trouve
OU, en écrivant q^^ Çj, f/g... au lieu de -^5 -S — ^ etc..
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^• = îo + ^iii^" + 22i>"H \-%p\
où g^o) ?i'-«2* sont des fonctions rationnelles des quantités p^ r\ r" . . . etc. Soit /Li un nombre entier quelconque, on peut toujours poser
^u = an -[- « ,
a et a étant deux nombres entiers, et a<^n. Il suit de là, que
fl
En mettant donc cette expression au lieu de p"" dans l'expression de i;, on obtiendra .
îo? 2i7 îa étant encore des fonctions rationnelles de p^ r\ r"..., et par
conséquent des fonctions du //*^* ordre et au plus du degré m — 1 , et
telles qu'il soit impossible d'exprimer ^>'* rationnellement par ces quantités. Dans l'expression de v ci-dessus, on peut toujours faire qi = 1. Car si g^i n'est pas nul, on obtiendra, en faisant p^=pq^^
donc
V =. q, +pr + ?! i^i'* + • • • + -!:i|- Pi "" ,
expression de la même fomie que la précédente, sauf que qi=l. Si q^ = 0^ soit q^ une des quantités g'j, q^...q^_^^ qui ne soit pas nulle, et
afjL a
soit q'^p^ =pi. On déduit de là q^p*' ^zp^"". Donc en prenant deux nombres entiers a et /?, qui satisfassent à l'équation a/t — (in=:fi\ u/ étaTit un nombre entier, on aura
Q!^P " =Pi^ et p" = q-" p-" p^ .
En vertu de cela et en remarquant que q^p*'=^p^'' ^ o aura la forme
« = 'io + Pi" + </«pr -\ — h ï„-iPi " •
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De tout ce qui précède on conclut: Si v est une fonction algébrique de Tordre /^ et du degi'é //i, on peut toujours poser:
n étant im nombre premier, </o, Çs-'-f/n-i d^« fonctions algébriques de
Tordre fi et du degré m — 1 au plus, p une fonction algébrique de
Tordre ^i — 1, et telle que p** ne puisse s'exprimer rationnellement en
JPi'Opriétéa des fonctUxfis algéltriqxœs qui saJtiafvfd à uiie êqiuUion donnée.
Soit (1) ^o + ^iy + c^y'H \-Cr_,y'-' + r = 0
une équation quelconque du degré r, où c^^ c^ ... sont des fonctions rationnelles de x\ x" . . . , x\ x^' ... étant des quantités indépendantes quelconques. Supposons qu'on puisse satisfaire à cette équation, en mettant au lieu de y une fonction algébrique de x\ x" .... Soit
(2) 2/ = Ï0 + P" + 22P"H hïn-lP"
cette fonction. En substituant cette expression de y, dans Téq nation proposée, on obtiendra, en vertu de ce qui précède, une expression de la fomie
où r^,, r^, r^...r^_i sont des fonctions rationnelles des quantités p, ^o? 2i*--?ii-i« Or je dis que Téquation (3) ne peut avoir lieu, à moins qu'on n'ait séparément
En effet, dans le cas contraire, on aurait en posant p'^zi^z les deux
équations
et
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qui auraient luie ou plusieurs racines communes,. Soit k le nombre de ces racines, on peut, comme on sait, trouver une équation qui a pour racines les k racines mentionnées, et dont les coefïîciens sont des fonctions rationnelles de /?, Tq, ri...r„_i. Soit
cette équation, et
un facteur de son premier membre, où t^^ t^ etc. sont des fonctions rationnelles de p, /'o, ^i.../*n-i7 ^'1 aura de même
et il est clair qu'on peut supposer qu'il est impossible de trouver une équation de la même fonne d'un degré moins élevé. Cette équation a ses' fi racines connnunes avec l'équation z** — p = 0. Or toutes les racines de l'équation 2** — p=iO, sont de la forme «z, oîi a est une racine quelconque de l'unité. Donc en remarquant que //• ne peut être moindre que 2, parce qu'il est impossible d'exprimer z en fonction rationnelle des quantités p, Tq, ^i...^„_i, il s'ensuit, que deux équations de la forme
U + kz^Uz'-\ yt^^,z^^-'-^z^ = 0,
et
t^-\-at^z^aH^z^'^ \-a^-H^_^z^-^ -\-a^zf' = Q
doivent avoir lieu. De ces équations on tire, en éliminant z^,
fo(l — «^) + ^(a — «^)2H \-t^^,{a^-' — a^)z^-' = 0.
Mais cette équation étant du degré // — 1, et l'équation
étant iiTéductible, et par conséquent t^ ne pouvant être égal à zéro, on doit avoir a^ — lrz=:0, ce qui n'a pas lieu. On doit donc avoir
Maintenant, ces équations ayant lieu, il est clair que l'équation proposée sera satisfaite par toutes les valeurs de y qu'on obtient en attiibuant à
p" toutes les valeiu's ap", «*p" . . . a*'~^p'*. On voit aisément que toutes
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ces valeurs de y seront différentes entre elles; car dans le cas contraire on aurait une équation de la même foniie que (3), mais une telle équation conduit, comme on vient de le voir, à des contradictions.
En désignant donc par ^i, ^2-..y» n racines différentes de l'équation (1), on aura
De ces n équations on tirera sans peine
1 1 p" = - (yi + «"~V« + « ^/3 H \-c^yn)^
1 1 2«p" = - (yi + «""V» + «^» H h « V-).
— ' 1 în-ip " = — (yi + «2/» + «*y» H h «"~\y»)-
On voit par là que toutes les quantités p**, q^^ î»-..?»-! sont des fonctions rationnelles des racines de Téquation proposée. En effet on a
Considérons maintenant l'équation générale du degré m, et supposons qu'elle soit résoluble algébriquement. Soit
en vertu de ce qui précède, les quantités v^ «o, s^ etc. peuvent s'exprimer rationnellement en x^^ x^..,x^^ en désignant par x^, Xj...x^ les racines de l'équation proposée.
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Considérons Tune quelconque des quantités r, Sqj S2 etc. par exemple V, Si Ton désigne par i;,, v^.^.v^, les valeurs différentes de v, qu'on trouve lorsqu'on échange entre elle les racines Xj, cc^"-^» de toutes les manières possibles, on pourra former une équation du degré n' dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles de a, û^i.«.^«_iy ^* d^^* ^^ ^*" cines sont les quantités v, , v^...v„,j qui sont des fonctions rationnelles des quantités x^^ x^...x^.
Donc si Ton pose
toutes les quantités w*', t^^ ^a....^K_.i seront des fonctions rationnelles de 1^1, r2....v„,, et par conséquent de x^^ x^....x^. En traitant les quantités w, fo7 ^2 ®tc. de la même manière, on en conclut que
si une équation est résoluble algébriquement, on peut toujours donner à la racine une forme telle, que toutes les fonctions algébriques dont elle est composée puissent s'exprimer par des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée.
§ in.
Sur le nombre des valeurs différentes quune Joncticyn de plusieurs quantités peut acquérir j
lorsqu'on échange entre elles les quantités quelle renferme.
Soit V une fonction rationnelle de plusieurs quantités indépendantes a?,, Xj . . . x„. Le nombre des valeurs différentes dont cette fonction est susceptible par l'échange des quantités dont elle dépend, ne peut surpasser le produit 1 . 2 , 3 . . . n. Soit a ce produit.
Soit maintenant
\ah cd , ,.,
la valeur qu'une fonction quelconque v reçoit, lorsqu'on y substitue ic^, x^, a^^, x^ etc. au lieu de a:„, ir^, x^,, x^ etc., il est clair qu'en désignant par A^^ Â^.,.A^ les diverses permutations en nombre de /f que l'on peut former avec les indices 1, 2, 3...w, les valeurs différentes de v pourront être exprimées par
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Supposons que le nombre des valeurs difïerentes de v soit moindre que //, il faudra que plusieurs valeurs de r soient égalés entre elles, en sorte qu'on ait par exemple
Si Ton fait subir à ces quantités la substitution désignée par .^ L on aura Cette nouvelle série de valeurs égales
valeurs qui sont différentes des premières, mais en même nombre. En changeant de nouveau ces quantités par la substitution désignée par . ^ L
on aura un nouveau système de quantités égales, mais différentes des précédentes. En continuant ce procédé jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les permutations possibles, les // valeurs de v seront partagées en plusieurs systèmes, dont chacun contiendra un nombre de vi valeurs égales. Il suit de là que si Ton représente le nombre des valeurs différentes de r par p, nombre égal à celui des systèmes, on aura
cm = 1 . 2 . 3 . . . n , c'est-à-dire:
Le nombre des valeurs différentes qu'une fonction de n quantités peut acquérir par toutes les substitutions possibles entre ces quantités, est nécessairement un diviseur du produit 1 . 2 . 3 . . . n. Cela est conim.
Soit maintenant \ a^ ] imc substitution quelconque. Supposons qu'en
applitiuant celle-ci plusieurs fois de suite à la fonction v on obtienne la suite des valeurs
^7 ^'i7 ^'2 • • • ^p— 15 ^V ' il est clair que ?^ sera nécessairement répété plusieurs fois. Lorsque v revient après un nombre p de substitutions, nous disons que .M est une substitution récurrente de Tordre p. On a donc cette série périodique
OU bien, si l'on représente par ?M V hi valeur de i' qu'on obtient après
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avoir répété r fois de suite la substitution désignée par série
, on a la
"'^J' "ivlj' '\a„
Il suit de là que
Ai\"P
Al V A„
AiV
Or soit p le plus grand nombre premier contenu dans 7^, si le nombre des valeurs différentes de v est moindre que j9, il faut qu'entre j) valeurs quelconques, deux soient égales entre elles. Il faut donc que des p valeurs,
Aym I \ Aya ^
tï-Afr''
deiix soient égales entre elles. Soit par exemple
'Al
lAiV
An, '
on en conclut que
Ai y-^p-
lAiY'-^p-'
Ecrivant r au lien de i''-\-ji — r et remarquant que v( ^ j ^w, on en tire
OÙ r • évidenunent n'est pas multiple de p. La valeur de v n'est donc
pas changée par la substitution
Ai
, ni par conséquent non plus par la
répétition de la même substitution. On a donc
Ai
ra
An' '
a étant un nombre entier. Maintenant si p est un nombre premier, on pourra évidemment toujours trouver deux nombres entiers « et /9 tels que
ra=:p/3-\- 1,
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et puisque
on aura
La valeur de v ne sera donc pas changée par la substitution récurrente .M de Tordre p.
Or il est clair que
\ (iyâe . . . i^a / \ ya/iâ . . . Ç<j
sont des substitutions récurrentes de Tordre j9, lorsque p est le nombre des indices a, /î, j^ . . . ?;. La valeur de v ne sera donc pas changée non plus par la combinaison de ces deux substitutions. Ces deux substitutions sont évidemment équivalentes à cette unique
a^y yafi
et celle-ci aux deux suivantes, appliquées successivement,
La valeur de v ne sera, donc pas changée par la combinaison de ces deux substitutions. 1 )onc
de même
d'oh Ton tire
-<mr
"=»';f)(îw-
On voit par là que la fonction z? n'est pas changée par deux substitutions successives de la forme La K ^ ®* /^ étant deux indices quelcon-
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qiies. Si Ton désigne une telle . substitution par le nom de iransposiiton, on peut conclure qu'une valeur quelconque de v ne sera pas changée par un nombre pair de ti'anspositions, et que par conséquent toutes les valeurs de V qui résultent d'un nombre impair de transpositions sont égales. Tout échange des élémens d'une fonction peut s'opérer à l'aide d'un certain nombre de transpositions; donc la fonction v ne peut avoir plus de deux valeurs dîiférentes. De là on tire le théorème suivant:
Le nombre des valeurs différentes que peut obtenir une fonction de n quantités, ne peut être abaissé au dessous du plus grand nombre premier qui ne surpasse pas n, à moins qu'il ne se réduise à 2 ou à 1. Il est donc impossible de trouver une fonction de 5 quantités qui ait 3 ou 4 valeurs différentes.
La démonstration de ce théorème est prise d'un . mémoire de M. Cauchy inséré dans le 17**^ cahier du Journal de l'école polytechnique p. 1.
Soient v et v' deux fonctions dont chacune ait deux valeurs différentes, il suit de ce qui précède qu'en désignant par v^^ v^ et v^\ v/ ces doubles valeurs, les deux expressions
v^-\-v^ et t'i^Z + t^îV
seront des fonctions symétriques. Soit
on en tire
Soit maintenant le nombre des quantités x^^ x^ . . . x„ égal à cinq, le produit
sera évideniment une fonction qui a deux valeurs différentes; la seconde valeur étant la même fonction avec le signe opposé. Donc en posant t?/ = p, on aura t?,' = — p . L'expression de yj sera donc
où ^t est une fonction symétrique; (> a deux valeurs qui ne différent que par le signe, de sorte que ^\ est également une fonction symétrique.
mmsaiakt
MH
am
•«Bk*.
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Donc, en posant \i=^p et \z=iq^ il s'ensuit que
toute fonction de cinq quantités qui a deux valeurs différentes pourra
être mise sous la forme i>-f-^(>, oîi p et q sont deux fonctions
symétriques et p = {j\ — x^ (xy — x^ . , . {x^ — x-^ .
Pour atteindre notre but nous avons encore besoin de la fonne générale
des fonctions de cinq quantités qui ont cinq valeurs différentes. On peut
la trouver comme il suit:
Soit V une fonction rationnelle des quantités x^^ Xj,, x^^ x^^ x^^ qui ait la propriété d'être invariable lorsqu'on échange entre elles quatre des cinq quantités, par exemple x^^ Xg, x^^ x^^, Dans cette condition v sera évidemment symétrique par rapport à x^^ x^^ x^^ x^. On peut donc exprimer v par une fonction rationnelle de x^ et par des fonctions symétriques de a*2, '^'3, ^4, iCj. JVIais toute fonction symétrique de ces quantités peut s'exprimer par une fonction rationnelle des coefficiens d'une équation du quatrième degré, dont les racines sont x^^ x^^ x^^ x^. Donc en posant
{x — X2){x — x^){x — x^){x — x^) = x* — 2^'^^~\~Q^^ — rx-j-À',
la fonction v peut s'exprimer rationnellement en X\^ p^ q^ r, s. Mais si l'on pose
(x — Xy) [x — x^) {x — Xg) [x — ^4) (x — X5) = x^ — ax^ -\- bx^ — cx^ -j- dx — e,
on aura
{x — Xj) {x^ — px^-^-qx^ — rx-\-s) = x^ — ax^-\-bx^ — cx^-\-dx — e = x^—(^+Xi)x* + (2+^X1) x' — (r+gxi)x*4-(s+rxi)x — sxi,
d'où l'on tire
p=^a — Xi ,
q = b — o.^i-\-'^'if '
r=:c — bxy -\- axl — xl ,
,s =zd — GXi -|- bxl — axl -\- x^ ;
la fonction v peut donc s'exprimer rationnellement en Xj, a, 6, c, d. 11 suit de là que la fonction v peut être niise sous la fonne
où t et (pXi sont deux fonctions entières de Xi, «, 6, c, d. En nmltipliant
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le iiuiiiérateur et le dénominatem- de cette fonction par tpx^.ipx^.ipx^.ipx^^ on aura
Or (px^ . (px^ . <px^ . (px^ est, comme on le voit, mie fonction entière et symétrique de x^j X3, a:^, x^. On peut donc exprimer ce produit en fonction entière de i?, Î5 ^5 5 et par suite en fonction entière de Xi, a, i, c, c?. Le immérateur de la fraction ci-dessus est donc une fonction entière des mêmes quantités; le dénominateur est une fonction symétrique de x^, X2^ Xg, x^j x^ et par conséquent il peut s'exprimer en fonction rationnelle de a, i, c, rf, e. On peut donc poser
En multipliant l'équation
xl = ax\ — hx\ -}- cx\ — dxi -}- e
successivement par x^^ icî . . . x7~*, il est clair qu'on obtiendra m — 4 équations, desquelles on tirera pour x\^ x\ . . . x\ des expressions de la forme
a -f- /ÎXi -|- yx\ -\- dx\ -}- bx\ ,
où a, /î, /, (î, é sont des fonctions rationnelles de a, 6, c, c?, e. On peut donc réduire i; à la forme
(a) v = r^-{- r^x, + r^xl -|- rgxj -^ r^ajj ,
où ro, ri, 7*2 etc. sont des fonctions rationnelles de a, è, c, c/, e, c'est-à-dire des fonctions symétriques de iCj, x^, Xg, X4, X5.
Voilà la forme générale des fonctions qui ne sont pas altérées lorsqu'on y échange entre elles les quantités Xa, Xg, x^^ Xr^. Ou elles ont cinq valeurs différentes, ou elles sont symétiiques.
Soit maintenant v une fonction rationnelle de Xj, Xj, Xg, X4, Xg, qui ait les cinq valeurs suivantes z?i, Vg, i^g, ^^4, i?5. Considérons la fonction x'^v. En y échangeant entre elles de toutes Jes manières possibles les quatre quantités Xg, Xg, 0:4, Xg, la fonction x'^v aura toujours une des valeurs suivantes
iCjî?!, X1V2J x^iJg, XiV^^ iCi^ô-
Or je dis, que le nombre des valeurs distinctes de x'^v résultant de ces changements sera moindre que cinq. En effet, si toutes les cinq valeurs
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avaient lieu, on tirerait de ces valeurs en écliangeant x^ successivement avec jc^j ^3, x^j Xr,^ 20 valeurs nouvelles, qui seraient nécessairement différentes entre elles et des précédentes. La fonction aurait donc en tout 25 valeurs différentes, ce qui est impossible, car 25 n'est pas diviseur du produit 1.2.3,4.5. En désignant donc par fi le nombre des valeurs que peut prendre r lorsqu'on y échange entre elles les quantités u%, x^^ x^^ x-^ de toutes les manières possibles, fi doit avoir Tune des quatre valeurs suivantes 1, 2, 3, 4.
1. Soit /t = l, d'après ce qui précède v sera de la forme (a).
2. Soit fi=i4j la somme ''i -f- '*» -f- '-s -[~ ^ ^ ^^^'^ ^^^^^ fonction de la forme (a). Or on a t% = {i\ -|- '^\ + '3 + '^4 H" ^'5) ~ (^'1 + '^'2 + ^'3 + ^'4) = ^"'^ fonction symétrique moins {i''i-\-v^'\-v^-\-i\)] donc i'5 est de la fomie (a).
3. Soit fi=2^ ^'i-j-'^'s ^^^*^ ^^^^ fonction de la fonne (a). Soit donc
En échangeant successivement x^ avec x^^ X3, x.^^ j'5, on aura
OÙ /yi est un des nombres 2, 3, 4, 5. Pour 1/1 = 2^ on aura (fXi = (fj\^^ ce qui est impossible, car le nombre des valeurs de (px^ doit être cinq. Pour /a = 3 on aura
d'oïl l'on tire
2(\ 111= ^x'i — cf rjî -\- (fx^ .
Mais le second membre de cette équation a plus de 5 valeurs, car il en a 30. On pi\)uvera de la même manière que m ne peut être égal à 4 ni à 5. Il suit de là que u n'est pas égal à 2.
4. Soit 1/1=3. Dans ce cas v^-^v^-^-v^ et par conséquent V4-|-i?5 = (^1 -|- <^2 -|- ^3 -^ Vj^ -|- ^s) — (^1 -}- ^?2 -|- V3) aura cinq valeurs. Mais on vient de voir que cette supposition est inadmissible. Donc ^ ne peut non plus être égal à 3.
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De tout cela on déduit ce théorème:
Toute fonction rationnelle de cinq quantités, qui a cinq valeurs différentes, aura nécessairement la fomie
û^ ^01 ^*i? ^2 ^te« '^ont des fonctions symétriques, et x Tune quelconque des cinq quantités.
Dé l'équation
on déduira aisément, en faisant usage de l'équation proposée, pour la valeur de a:, une expression de la forme suivante
où .Çq, .ç,, .% etc., de même que Tq, i*!, r^ etc., sont des fonctions symétriques.
Soit V une fonction rationnelle qui ait m valeurs différentes ?'i, ?'v, ^'3 . . . r„ . En posant
on sait que Ço> ^/u ?« • • • '*^^^^* ^^^^ fonctions symétriques, et que les m racines de l'équation sont v^^ v^^ v^ . . . t)^. Or je dis, qu'il est impossible d'exprimer la valeur de ?• comme racine d'une équation de la même forme, mais d'un deoré moins élevé. En effet soit
' ^ + ^^' + ûv' H h t.^ivr-' +v^ = o
une telle équation, ^07 '1 ^*c. étant des fonctions symétriques, et soit v^ une valeur de r qui satisfasse à cette équation, on aura
En échangeant enti*e eux les élémens de la fonction, on tvonvera la série suivante d'équations:
»"' + t^-iV"-' H ={v-v,)P„
'■" + /„_,'•"'-+ =:i^r — r„)li.
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On en conclut que ?; — v^^ v — v^^ v — v^ . . . v — v^ seront des facteurs de v^-\'t^_iV^~^-^ • • • et que par conséquent jti doit nécessairement être éffal à m. On en tire le théorème suivant:
Lorsqu'une fonction de plusieurs quantités a m valeurs différentes, on peut toujours trouver une équation du degré tw, dont les coefficiens soient des fonctions symétriques, et qui ait ces valeurs pour racines; mais il est impossible de trouver une équation de la même forme d'un degré moins élevé qui ait une ou plusieurs de ces valeurs pour racines.
IV
J)êm(mstraiion de Vimpossihilitê de la résolution générale de réquntion du cinquième d^gré.
En vertu des propositions trouvées plus haut on peut énoncer ce théorème:
"n est impossible de résoudre en général les équations du cinquième "degré." ' D'après le § II, toutes les fonctions algébriques dont une expression algébrique des racines est composée, peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée.
Comme il est impossible d'exprimer d'une manière générale la racine d'une équation par une fonction rationnelle des coefficiens, on doit avoir
oh m est un nombre premier et R une fonction rationnelle des coefficiens de l'équation proposée, c'est-à-dire une fonction symétrique des racines; v est une fonction rationnelle des racines. On en conclut
En vertu du § II, il est impossible d'abaisser le degré de cette équation; la fonction v doit donc, d'après le dernier théorème du paragraphe précédent, avoir m valeurs différentes. Le nombre m devant être diviseur du produit 1.2.3.4.5, ce nombre peut être égal à 2 ou à 3 ou à 5. Or (§ III) il n'existe pas de fonction de cinq variables qui ait 3 valeurs: il faut donc qu'on ait m = 5, ou m = 2. Soit m^=ib^ on aura, ainsi qu'il résulte du paragraphe précédent
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y/^ = ro 4- n^ + ^2^* + 's^* + ^4^S (l'oh
On en tire (§ II)
où a^ = 1. Cette équation est impossible, attendu que le second membre a 120 valeurs et que pourtant il doit être racine d'une équation du cinquième degré z^ — sll{ = 0. On doit donc avoir m = 2.
On aura donc (§ II)
Yli=p + qs,
oh p (^t q sont des fonctions symétiiques, et
s [Xi X2 ) . • . \X^ X^ j •
On en tire, en échangeant Xi et x^ entre eux,
— fK = p — qs,
d'où Ton déduit ^ = 0 et ^ R = qs . On voit par là, que toute fonction algébrique du premier ordre qui se trouve dans l'expression de la racine,
doit nécessairement avoir la forme «-[-/? y^ =z= a -|- (is^ où a et /? sont des fonctions symétriques. Or il est impossible d'exprimer les racines par une
fonction de la forme a-\-ftyR\ il doit donc y avoir une équation de la fonne
où a et P ne sont pas nuls, m est un nombre premier, a et /? sont des fonctions symétriques, et v est une fonction rationnelle des racines. Cela donne
OÙ ?'i et V2 sont des fonctions rationnelles. On aura en multipliant v^ par v^^
r,Vi = Ya* — (3*s*.
Or a* — (S\i* est \me fonction symétrique. Si . maintenant y a* — /?*«'
■ va«a
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n'est pas une fonction symétrique, le nombre 7/?, d'après ce qui précède, doit
être égal à deux. Mais dans (•e cas v sera égal à r « -[- /? Vs^ ; ?; aura donc quatre valeurs différentes, ce qui est impossible.
Il faut donc que \^ a^ — /?*.s'^ soit une fonction symétrique. Soit y cette fonction, on aura
Soit
Désignons par p^ j}^^ p^ • • • i^ les valeurs différentes de p qui l'ésultent
de la substitution successive de «/?"', a^lV\ a^Iï"^ . . . a'"~^li"' h la place
de i?*", a satisfaisant à l'équation et faisons le produit
On voit sans peine que :4, A^ et(;. sont des fonctions rationnelles des coeffîciens de l'équation proposée et par conséquent des fonctions symétriques das racines. Cette équation est évidemment irréductible. Il faut donc d'après le dernier théorème du paragraphe précédent ((ue jt>, considéré comme fonction des racines, ait vi valeurs différentes. On en ccmclut que m = 5. Mais dans ce cas p sera de la forme (a) du paragi'aphe précédent. Donc <m aura
y' Il d'oh
c'est-à-dire, en mettant 7?" * R R^ à la place de p,
x = t„^f,R' -{-t,ir.-^t,li' -\-tJi'
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oîi /o? ht h ^^« sont des fonctions rationnelles de li et des coetïiciens de réqiiatîon proposée. On en tire (§ II)
De l'équation p=zt^Ji'* on tire p'''=:zi\R. Or /'i/jî étant de la forme a-^a'Y^^ on aura }/''' =iu-\- a'\i^ ^ ce qui donne
Cette équation donne y>' par une équation du dixième degré, dont tou»-les coefBciens sont des fonctions symétriques; mais d'après lé dernier théorème du paragraphe précédent cela est impossible; car puisque
p aurait 120 valeurs différentes, ce qui est une contradiction.
Nous concluons donc (ju'il est impossible de résoudre algébriquement l'équation générale du ciiu^uième degTé.
Il suit immédiatement de ce théorème, ([u'il est de même impossible de résoudre algébriquement les équations générales des degrés supérieurs au cinquiènie. Donc les équations des quatre premiers degi'és sont les seules qui puissent être résolues algébriquement d'une manière générale.
APPENDICE
ANALYSE DU MEMOIRE PliECEDEN'T.
Bulletin (les scieuces matli-, a»tr., pliys. et cliiin. publié par le B®" ik Féntasac^ t. (î, p. 347; Paris 1826.
L'auteur démontre, dans ce mémoire, qu'il est impossible de résoudre algébriquement l'équation générale du ciiu[uième degré; car toute fonction
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algébrique des coefficieiis de la proposée, étant substituée à la place de Tinconnue, conduit à une absurdité. Dans un premier paragraphe, l'auteur cherche l'expression générale des fonctions algébriques de plusieurs quantités, d'après la définition qu'une fonction algébrique résulte, 1® d'additions, 2^ de multiplications, 3<* de divisions, et 4<* d'extractions de racines dont les exposans sont des nombres premiers. Les soustractions, les élévations aux puissances et l'extraction des racines avec des exposans composés rentrent dans les opérations précédentes. D'où il résulte, 1^ que toute fonction rationnelle et entière des quantités x^^ x^^ x^ etc. c'est-à-dire, toute fonction qui peut être formée au moyen des deux premières opérations mentionnées, peut s'exprimer par une somme d'un nombre fini de tenues de la forme Ax^' x^* . . . . , A étant une constante et Wj, rw^, . . . des nombres entiers; 2® que toute fonction rationnelle des mêmes quantités, c'est-à-dire, toute fonction qui peut être formée au moyen des trois premières opérations, peut s'exprimer par un quotient de deux fonctions entières; 3^ que toute fonction algébrique peut être formée par des répétitions des opérations indiquées par
(1) . p' =f{x^, X„ ^3 jpi^, 1>2«.', ),
où f désigne une fonction rationnelle des quantités entre les parenthèses; Pli p2i • • • d^ fonctions rationnelles de x^ x^ . . . , et Wj, 7i, . . . des nombres premiers. On nommera, pour abréger, fonction algébrique du premier ordre^ une fonction telle que p\ Si maintenant on formait une nouvelle fonction dans laquelle des fonctions du premier ordre entrassent de la même manière que jpi, jPx • • • entrent dans jr;', on aurait une fonction algébrique du second ordre; et, en général, une fonction de l'ordre /t serait celle qui pourrait contenir des fonctions de tous les ordres, jusqu'à l'ordre ^ — 1, combinées entre elles algébriquement. Bien entendu que cette fonction de l'ordre ft ne peut pas s'abaisser à un ordre inférieur, par des réductions des fonctions qui la composent. En outre, si cette même fonction de l'ordre // contient m quantités de cet ordre, on dira qu'elle est du m**"^ degré; et en la désignant par y, on pourra poser
(2) v = qç, -f ^>« + aai^** + • • • ' +î«-ii>"'*~
c'est-à-dire que l'on a ce premier théorème: Toute fonction algébrique v de Vordre fi et du degré m, peut être représentée par la formule (2), où n est un nombre premier^ q^^ (/g, . . . ^„_i des fonctions algébriques de Vordre fi et du degré m — 1 tout au plus^ et p une fonction algébrique de Vordre fi — 1,
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telle (juil est impossible dexpriiiter j)"^ jjar une fonction rationnelle de p^ (^
Après avoir ainsi trouvé rcxpression générale des fonctions algébriques, l'auteur considère, dans un deuxième paragraphe, une équation quelconque dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles des quantités 'x\^ x^ . . , . et qu'on suppose résoluble algébriquement. ICii désignant donc par y Tinconnue, et par
l'équation même, il faut que le premier membre se réduise à zéro, en mettant pour y une certaine fonction de la fonne (2). Par cette substitution l'équation (3) se changera en une autre de la fonne
(4) n + ^-li^ " + ^-«i^ " H h^«-ii> " =0.
où ^oî ''i? ^2j ^3 • • • s^^* des fonctions rationnelles de ^Ci, a:^, a^, . . . et de i/o? q^j tfs • • • Cette équation entraine les suivantes:
(5) ro = 0, )\ = 0, r, = 0, /•„„! =: 0;
car dans le cas contraire, l'équation (4) pouiTait donner la valeur de j?" en fonction rationnelle de p^ r^^ /*, ... r„_i, ce qui est contre l'énoncé du théorème précédent. 8i les étpiations (5) ont lieu, l'équation (4) et par suite l'équation (3), seront de même satisfaites par toutes les valeurs de y qu'on
obtiendra en mettant, au lieu de p"" les n — 1 valem-s «j?**, «*^>", .... a""*^",
où a est luie racine imaginaire de l'unité. Par là on aufa les valeurs de n
racines de l'équation (3), savoir
.y« = «i«+«i>" + «'<i»i>"H t-«"~''/»-ii' " ,
ces équations donnent les n quantités /;", ^(,, (/^ . . . q,^i en fonctions ration-nelles des racines y/, y» . . . y„.
Si maintenant fx = 0 est une é(|uation algébrique générale, résoluble ahjébriipieinenf^ et x^^ x^ . . . les racines de cette équation, on doit avoir
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I cette formule étant analogue à la formule (2). D'après ce qu'on vient de
voir î;", .Sq, s^ . . . ,s„_i seront des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée. Cela posé, considérons l'une quelconque des quantités v^s^jS^... 5„_i, par exemple v; en désignant par n' le nombre de toutes les valeurs différentes de Vj qu'on obtiendra en échangeant entre elles de toutes les manières possibles les racines de l'équation proposée, on peut former une équation du degré n^ qui ait toutes ces valeurs pour racines, et dont les coefiiciens soient des fonctions ratioiuielles et symétriques des valeurs de v, et par suite des fonctions rationnelles de x^ , x^ . . . En faisant donc
V = Îq -\- U"" -{- ti (1"" -{- . . . -{'ty_^U " ,
toutes les quantités u^ i^^ ^a . . . ^y_i seront des fonctions rationnelles des valeurs de ^, et par suite de x^^ x^ , . . En poursuivant ce raisonnement, on établira le théorème suivant:
Deuxième théorhtie: Si tme équatio7i algébrique est résoluble algébriquement^ on peut toujours donner h la racine une forme telle^ que toutes Iss expressions algébriques dont elle est composée pourront s^exprimer par des fondions rationnelles des racines de Véquation proposée.
Dans le troisième paragraphe on démontre, d'après uti mémoire de M.
Cauchij^ inséré dans le cahier XVII * du Journxil de V Ecole Polytechnique^
que, 1** le nombre des valeurs d'une fonction rationnelle de n quantités, ne
peut s'abaisser au-dessous du plus grand nombre premier contenu dans /^,
% sans devenir égal à 2 ou à 1; 2" que toute fonction rationnelle qui a deux
valeurs différentes aura la forme
et que, si elle contient 5 quantités, elle deviendra
oii p et q sont des fonctions invariables.
On démontre ensuite que toute fonction rationnelle de cinq quantités qui a cinq valeurs dilïërentes peut être mise sous la fomie
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o^ ^07 ^1 . • • ^4 sont des fonctions invariables, et x une des cinq quantités en question.
En combinant cette équation avec l'équation
{x — Xi) {x — x^) (;c — x^) (x — x^) {x — x^)
= x^ — ax^ -\- hx^ — ex* -^-dx — e = 0,
on en peut tirer les valeurs de x sous la forme
Sqj Si . . . étant des fonctions invariables de Jx^^ x^ . . . Finalement on arrive à ce théorème connu: Troisième théorème: Si une fonction rationnelle de plusieurs quantités x^^ x^ . . . a m valeurs différentes^ on pourra toujours trouver une équation du degré m dont tous les coefficiens sont des fonctions invariables de Xj , x^ . . . et qui ont les m valeurs de la fonction pour racines ; mais il est impossible de trouver une équation de la même forme dHun degré moins élevé^ qui aura une ou plusieurs de ces valeurs pour racines.
Au moyen des théorèmes établis dans les trois premiers paragraphes, Tauteur démontre ensuite, dans le quatrième, qu'il est impossible de résoudre algébriquement l'équation générale du cinquième degré.
En effet, en supposant que l'équation générale du cinquième degré soit résoluble algébriquement, on pourra, en vertu du théorème (1), exprimer toutes les fonctions algébriques dont une racine est composée, par des fonctions rationnelles des racines; donc, puisqu'il est impossible d'exprimer une racine d'une équation générale par une fonction rationnelle des coefficiens, il faut qu'on ait
où li"^ est une des fonctions du premier ordre qui se trouvent dans l'expression de la racine, i? étant une fonction rationnelle des coefficiens de l'équation proposée, c'est-à-dire, une fonction invariable des racines, et v une fonction rationnelle des mêmes racines. Cette équation donne t;"* — /if = 0; et pour Vj m valeurs différentes, résultant du changement des racines enti'e elles. Maintenant le nombre des valeurs d'une fonction rationnelle de cinq variables, doit être diviseur du produit 2. 3. 4. 5; il faut donc que m, qui
est un nombre premier, soit un des trois nombres 2, 3, 5; mais selon le
W/^aÊÊBUmamSimmmÊmmykiÊmmtiiimmmiiïr iifiiin •■•■ i r ■!■ ii^t iwi I 1
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tliéorènie cité de M. Cauchy^ le nombre 3 sera exclu, et par conséquent il ne restera pour m que les deux valeurs 5 et 2.
1. Soit d'abord ???=:5; on aura, d'après ce qu'on a vu précédennnent,
?; = ^^ = 7'o H" ^*i^ ~|~ ^2^* "f" ^'3^' "f" ^*^*î et de là
x = .%'\- sji ^'-f s,R ' -f SsR ' + s,B'\
.%j ,<?!,... étant, de même que i?, des fonctions invariables des racines. Cette valeur donne, selon ce qui a été établi dans le deuxième paragraphe,
pour sji'^^ une fonction rationnelle des racines, savoir:
a étant une racine imaginaire de l'équation a* — 1 = 0; mais cela est impossible, car le second membre a 120 valeurs différentes, tandis qu'il doit être racine de l'équation z^ — slR=:0^ qui n'est que du cinquième degré. Le nombre m ne peut donc être égal à 5.
2. Soit m = 2. Alors v aura deux valeurs qui, selon ce que M. CaucJiy a démontré, doivent avoir la fonne
V =^p -]- (/.s = yy^,
où
et 2? et ç sont des fonctions invariables.
En échangeant enti-e elles les deux racines .r, et x^^ on aura p — qs^== — \^Rj et par conséquent p = 0, et par suite
De là il suit que toutes les fonctions algébriques du premier ordre qui
se trouvent dans l'expression de la racine, doivent être de la forme « -f- /? } /?*, oh a et ft sont des fonctions invariables. Maintenant il est impossible d'exprimer une racine de l'équation générale du cinquième degi'é, par une fonction de cette fonne; par conséquent il faut qu'il y ait, dans l'expression de la racine, des fonctions du deuxième ordre, et qui doivent contenir un radical de la fonne
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oh /3 n'est pas égal à zéro; m est un nombre premier et v une fonction
rationnelle des racines. En changeant .Tj en X2 on anra
Yci'^^Vs' = v,^
ce qui donne vi\ = }fa^ — /9V. Maintenant a* — /?V est une fonction invariable; si donc vvi n'est pas de même une fonction invariable, il faut que
m soit égal à 2; mais alors on aura î; = ya-|-/?T/.9^, ce qui donne pour r i]uatre valeurs différentes; or cela est impossible: donc il faut que vv^ soit une fonction invariable. Soit cette fonction représentée par /, on aura
?'i= -• Cela posé, considérons l'expression
Cette valeur de jt> peut être raojne d'une équation dn m**"** degré, et, comme cette équation sera nécessairement irrédu(*,tible, p aura tu valeurs différentes; donc m sera égal à 5.
Alors on aura
Br" -^yli ^ = n + ^'i^ -|- f'i^ + ^s^^ + r^^^ =Pj
d'oi\
X = s, -f s,2^ -] 1- .s,p' = f,^ fji ^"+ f,R'-\- f,ir^-\- f,R\
^0) U • • • h étant des fonctions invariables. De là on tire, comme aupara-
vant,
et
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Cette équation, dont les coefïiciens sont des fonctions invariables, est du dixième degré par rapport à y; mais cela est contraire au théorème (3),
parce que ?/ a 120 valeurs différentes.
Nous concluons donc en dernier lieu, qu'il est impossible de résoudre algébriquement Téquation générale du cinquième degré. De là il suit immédiatement qu'il est, en général, impossible de résoudre algébriquement les équations générales d'un degré supérieur au quatrième.
YIII.
REMARQUE SUR LE MÉMOIRE N« 4 DU PREMIER CAHIER DU JOURNAL
DE M. CRELLE.
Journal fur die reine und angewandto Mathematik, hernusgegebeu von CrcUe, Bd. I, Berlin 1826.
L'objet du mémoire est de trouver Teftet d'une force sur trois points donnés. Les résultats de l'auteur sont très justes, quand les trois points ne sont pas placés sur une même ligne droite; mais dans ce cas ils ne le sont pas. Les trois équations, par lesquelles les trois incoimues Ç, Q\ Q" se déterminent, sont les suivantes
(1) { Q'bm\a= ,/'csin/^,
Qa sin a z= — Ç " c sin (a -j- /?).
Celles-ci ont lieu pour des valeurs quelconques de P, a, i, c, a et /?. Elles donnent en général, connue l'auteur l'a trouvé,
n —._ ^_?MfL+^) p
(2) lQ'=^-f^P,
OÙ
r=^ab sin a-\-ac sin ft — bc sin (a -[" Z^)* Or les équations (2) cessent d'être détemiinées lorsque l'une ou l'autre des
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quantités Q^ Q'^ Q" prend la tonne ^^ » ce qui a lieu, connue ou le voit aisément pour
Dans ce cas il faut recourir aux équations fondamentales (1), qui donnent alors
Q'b sin ISO*» =Q"c siii 180", Qa sin 180» = — Ç"o sinSeO».
Or les deiix dernières équations sont identiques puisque
sin 180" = sin 360» = 0.
Donc dans le cas où
il n'existe qu'une seule équation, savoir
et, par suite, les valeurs de Q, Q\ Q" ne peuvent alors se tirer des équations établies par l'auteur.
Journal fUr die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von CrtïU^ Bd. I, Berlin 1826.
Soit BDMA une courbe quelconque. Soit BC une ^ droite horizontale et CA une droite verticale. Supposons d" qu'un point sollicite par la pesanteur se meuve sur la courbe, un point quelconque 1) étant son point de départ. Soit T le temps qui s'est écoulé quand le mobile est parvenu à un point donné A^ et soit a la hauteur EA. La quantité r sera une certaine fonction de a, qui dépendra de la forme de la courbe. Réciproquement la forme de la courbe dépendra de cette fonction. Nous allons examiner comment, à Taide d'une intégrale définie, on peut trouver l'équation de la courbe pour laquelle r est une fonction continue donnée de a.
Soit AM=Sj AP=x^ et soit t le temps que le mobile emploie à
parcourir l'arc DM. D'après les règles de la mécanique on a — -j-=^a — x,
ds
donc dt = —
Va — X
Il s'ensuit, lorsqu'on prend l'intégrale depuis x = a
jusqu'à x = Oj
JaVa — œ JoVa — u
I désignant que les limites de l'intégrale sont x = a et x = ft. Soit main-
tenant
T = (pa
la fonction donnée, on aura
(pa= -7=---»
J 0 va — ^
équation de laquelle on doit tirer s en fonction de x. Au lieu de cette équation, nous allons considérer cette autre plus générale
de laquelle nous chercherons à déduire l'expression de s en x. Désignons par /'a la fonction
on a comme on sait
ra = l dxllog —
où a et /? doivent êti'e supérieurs à zéro. Soit ft=l — n, on trouvera
^ y"-^ dy ra.r(l — w)
d'où l'on tire, en faisant z = ay^
(a — zy — T(Dr+û^n)^ •
En multipliant par . r^^ et prenant l'intégrale depuis a = 0 jusqu'à
a = £C, on trouve
f— ^ Ç's'-^dz _ Ta.T{l—n) f a'-'dt
-"tfcl
En faisant a = xy, on aura
rw-'da _.r y-^dy _ T(a-n+V)rn Jo(*-«)^-''~' Jo(l-y)'-"~ r(a+l)
donc
Or d'après une propriété connue de la fonction F, on a
r{a-\-\) = ara'^ on aura donc en substituant:
En multipliant par aipa.da^ et intégrant par rapport à a, on trouve
Soit
I (pa.x''da=fx^
on en tire en diflférentiant,
I (pa,ax''~^da=:f'Xj donc
I (pa . az''''^da =zf'z'^ par conséquent
TV
OU, puisque Fn . fil — n) = y
,^. j, sin7//r r* da C^ f'z,dz
A Taide de cette équation, il sera facile de tirer la valeur de s de Féquatîon
(pa
_ p ds
Qu'on multiplie cette équation par . v^_^? et qu'on prenne l'intégrale depuis a = 0 jusqu'à a = x, on aura
8in TlTt
r (pa.da HintiTt C' da C^ ds
n jo(«-«)'^'~ ^ io(''--«)*""Jo(«^^"'
donc en vertu de l'équation (1)
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sin s =
in7i7t r* q)a.da
Soit maintenant 7i=z^^ on obtient
et
Jo y a — .r
1 r* (pa .da
^Jo ix — a
Cette équation donne Tare s par l'abscisse x^ et par suite la courbe est entièrement déterminée.
Nous allons appliquer l'expression trouvée à quelques exemples.
L Soit
la valeur de s sera
1 r* da 1 I r"" af^da
^JoVx — a ^''^ [Joyx — a
Si l'on fait a=^xy^ on aura
donc
ou, puisque r(-J^) = y^j
Si l'on suppose p. ex. que m = 0^ Uq=^0^ c'est-à-dire que la courbe cherchée soit isochrone, on trouve
or 5 = — - y X est l'équation connue de la cycloide.
IL Soit
(pa depuis a = 0 jusqu'à a = «07 ^g^l ^ Vq^
(pa depuis a = ûr^ jusqu'à a=za^^ égal à cp^a
* (pa depuis « = «1 jusqu'à a=^a^j égal à (p^a
(pa depuis a = a„_i jusqu'à a = a^^ égal à (p^Uj on aura
7rs= 1 ^r^- ? depuis x = 0 jusqu'à or = «o 7
7Ts=i -^f :_--]- / ^ir= -j depuis x=:ao jusqua a:=:rti,
Jo V« — ^ Ja^ci — a TTS = / - - 1- / y^ : — - -|- / ■^= _ ^_- j depuis r = «1 jusqu à a: = a^ ,
Jo ya — x Jn.\a — x Ja,V(i-~'i'
Jo Va — ^ Ja.Va—x «^««-2 Va — 'î? J <hn-\^^ — ^
depuis x=:a„_i jusqu'à x=za^^
oh il faut remarquer que les fonctions y^^? 9^i^> 9^2^ • • • ^^nfl doivent êti"e telles que
car la fonction (pa doit nécessairement être continue.
BINOME EST UN CAS PARTICULIER
Journal flir die reine und angewandte Mathematik, heransgegeben von CrfUe, Bd. 1, Berlin 1826.
Cette expression est la suivante:
4_ ^„(„ _ („ _ i)y9)-* (x + (« - 1) /?) + «(« - npy-' ;
x^ a et (3 sont des quantités quelconques, n est un nombre entier positif. Lorsque w = 0, l'expression donne
(;r + af = x\
qu'il fallait. Or on peut, comme îl suit, démontrer que si l'expression subsiste pour n = m^ elle doit aussi subsister pour n =■ vi -\- 1 , c'est-à-dire qu'elle est vraie en général.
Soit
{x + af z=z a:*" + y «(x + ftf-' -f- ^j -~--) a{a — 2/î) {x + 2(3)-' -\
' ^'^a{a — {m— \)(if-' {x -|- (m — l)/9) + « (a — mftf-K En multipliant par {m-\-\)(lx et intégrant, on trouve
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G étant la constante arbitraire. Pour trouver sa valeur posons x= — (m-|-l)/î,
les deux dernières équations donneront
- (a — {m'{' l)(3y = (— ly (m + l)™/?" — inTaft''-^
+ ~ {m — l)"-^« (« — 2/î)/î— ^— ^^^^|-J^^ (m — 2Y-^a{a — S/Syft^^ + • • •
(a _ (^ _j_ l)yî)«+i = (_ i)«+i [(^ _|_ i)«+i^«+i _ (^ _j- l)m"*a/5"*
+ (!:îdll>* (m _ i)-ia (a — 2/î)/5'"-^ —
Multipliant la première de ces équations par (m -j- l)/9 et ajoutant le produit à la seconde, on trouve
ou bien
Il s'ensuit que Téquation proposée subsiste de même pour w = m-|-l. Or elle a lieu pour 7^ = 0; donc elle aura lieu pour n = 0, 1, 2, 3 etc. c'est-à-dire pour toute valeur entière et positive de n.
Si Ton fait /? = 0, on obtient la fommle binôme. Si Ton fait a = — x, on trouve
O^x"^—"^ x(x + py-' + -^pP x(x + 2/9)»-^
ou en divisant par x,
ce qui est d'ailleurs connu; car le second membre de cette équation n'est autre chose que
en faisant la différence constante égale à /î.
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VR
ÉTANT DES FONCTIONS ENTIÈRES
Jourual fur die reine uud angewandto Mathematik, herausfçegeben von CreUe, Bd. 1, Berlin 182G.
Si l'on différentie par rapport à x l'expression
(1) z = log ?-' +-^^/^
où j)^ q et M sont des fonctions entières d'une quantité variable x, on obtiendra
^2 ^ 'h> + 4^yjD _ 'hlir '^k^JÊl ,
p-i-qVk p — qVR
OU
,7^ _ (p-qy'R) ['¥ + d(qV~R)] -(p + qVR) [dp - d{qVR)] az— ~pi-q*R '
c'est-à-dire,
Or
doue par substitution
dz = >'g dR-\-2 (pdq — q dp)R
ntlx
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par conséquent, en faisant
(2) ^^ (le ' \^ iLv ^dx ] '
on aura
(3) dz=^^'^'
nVr
oïl, comme on le voit aisément, M et iV sont des fonctions entières de x.
Or, z étant égal à log — ^ - ? on am*a en intégrant
p — qiR
Il s'ensuit que dans la différentielle -- on peut trouver une infinité
de fonnes différentes pour la fonction rationnelle (>, qui rendent cette différentielle intégi'able par des logarithmes, savoir par une expression de la
forme log - - - - • I^a fonction (> contient, comme on le voit par les
p — qyR
équations (2), outi'e li^ encore deux fonctions indéterminées ^p ^t g';
c'est par ces fonctions qu'elle sera déterminée.
On peut renverser la question et demander s'il est possible de supposer
les fonctions p et q telles, ((ue ^ ou ^^ prenne une forme déterminée
donnée. La solution de ce problème conduit à une foule de résultats intéressants, que l'on doit considérer comme autant de propriétés des fonctions de
la forme / -r • Dans ce mémoire ie me bornerai au cas où -^y est une J iR ^ ^
fonction entière de x^ en essayant de résoudre ce problème général:
..Trouver toutes les différentielles de la forme ^-p=-- > où p et if! sont
" iR ^
„des fonctions entières de x^ dont les intégrales puissent s'exprimer
pJ^qiR
„par une fonction de la forme log
qiR
odx
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En différentiaiit réquation
N=p^ — ifU,
on obtient
dN= 2p dp — 2qdq . R — q'dli;
donc en multipliant par />,
/> dNz=L 'ip^dp — 2/>7 dq.R — />(/* dli^
c'est-à-dire, lorsqu'on remet à la place de p^ sa valeur N-\- q^Bj
pdNz=2Ndp-{-2q'dp.R—2pqdq.R—pq^dli,
ou
p dN= 2Ndp — q [2{pdq — qdp)R -\-pqdR],
donc, puisque (2)
2 (j)dq — qdp)R -{-pq dR = Mdx^
on a
p dN= 2Ndp — qMdx,
donc
Maintenant -^- doit être une fonction entière de x; en désignant cette fonc-
tion par (I, on aura
^ dp dN
Il s'ensuit que p v; v doit être une fonction entière de x. En faisant
JV^=(x-{-a)"*(x-f ai)'"' . . . (^-|-a„)'"«, on aura
dN m I //ij . 1^ m„
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donc Texpression
doit de même être une fonction entière, ce qui ne peut avoir lieu à moins que le produit" (ir -|- a) • • • (x -|- a„) ne soit facteur de p. Il faut donc que
2)i étant une fonction entière. Or
donc
(a; + «)" • • • (a: + a«)"-=pî(x + a)*(a; + a,)* • • • {x-{-a„y-q*R.
Comme R n^a pas de facteur de la forme (a:-|-a)*, et comme on peut toujours supposer que ^ et g n'ont pas de facteur commun, il est clair que
m = mi = • • •= 7?i„ = 1 , et que
i?, étant une fonction entière. On a donc
N={x^a){x-\-a,)" '{x^a,), R = NR,,
c'est-à-dire que N doit être facteur de B. On a de même p = Np^. En substituant ces valeurs de R et de ^ dans les équations (2), on trouvera les deux équations suivantes
plN-q*R, = l,
La première de ces équations détermine la forme des fonctions Pu q^ N et Ri] cellcs-cî étant déterminées, la seconde équation donnera ensuite la fonction (j. On peut aussi trouver cette dernière fonction par l'équation (5).
Maintenant tout dépend de l'équation
(7) plN-q'R, = 1.
Cette équation peut bien être résolue par la luétbodc ordinaire des coefti-
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cieiLs iiidéteriniiiés, mais rapplication de cette méthode serait ici extrêmement prolixe, et ne conduirait guère à un résultat général. Je vais donc prendre une autre route, semblable à celle qu'on emploie pour la résolution des équations indétenninées du second degré à deux inconnues, La seule diffél'ence est, qu'au lieu de nombres entiers, on aura à traiter des fonctions entières. Comme dans la suite nous aurons souvent besoin de parler du degré d'une fonction, je me servirai de la lettre rî pour désigner ce degré, en sorte que (fP désignera le degré de la fonction T\ par exem])lc,
D'ailleurs, il est clair que les équations suivantes auront lieu:
^PQ) = iW^!iQ,
Ml)=^^^-^^^'
de plus
il{PJ^P^) = dP,
si SP' est moindre que (ÎP. De même je désignerai, pour abréger, la partie entière d'une fonction rationnelle ii par Eu^ en sorte que
oîi Su* est négatif. Il est clair que
donc, lorsque Ss' est négatif.
Relativement à ce signe, on aura le théorème suivant:
„Lorsque les trois fonctions rationnelles î/, r et z ont la propriété que
odx 1Q9
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„on aiira^ si (iz<^(ir^
Eu '^ ± Kv,
En effet, on a par définition
it =1 Eli -[- u\
?? = Ev -\- v\
(hi^ et (W étant négatifs; donc en substituant (îes valeurs dans l'équation
{EiiY + 2u'Eu -f vf' = {Evf + 21/ Ev -j- r'^ + z. Il s'ensuit
(é;//)^ — [Evy = z^ v'' — tf/' -f 2?/ A> — 27/' Eti = f,
ou bien,
{Eu + &>) (^w — Ev) = t.
On voit aisément que fî'<<;[()V; au contraire ()\Eu -^ Ev) (Eu — Ev) est au moins égal à âv^ si [Eu-\-Ev)iEu — Ev) . n'est pas égal à zéro. 11 faut donc nécessairement que {Eu-\-Ev)[Eu — Ev) soit nul, ce qui donne
En = Hh Ev c. q. f. d.
Il est clair que l'équation (7) ne saurait subsister à moins qu'on n'ait
c'est-à-dire,
d'où
fî {NR,) = 2 {âq — ^Pt-{- ^Rt). .
he plus grand exposant de la fonction R doit donc être un nonibi'e pair. Soit âN= n — m , SR^ = « -|- m .
Cela posé, au lieu de l'équation
p\N-q^R,= \, je vais proposer la suivante (8) i>\N-q*R,^r,
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OÙ V est une fonction entière dont le dejçré est moindre que -~ — ^^•
Cette équation, comme on le voit, est plus générale; elle peut être résolue par le même procédé.
Soit t la partie entière de la fonction fractionnaire .3 ? et soit /' le reste; cela posé, on aura
(9) iA =Nt-\- 1\
et il est clair que f doit être du degré 2m ^ lorsque âN=in — m et âR^ = 71 -^^ m. En substituant cette expression de lii dans l'équation (8), on en tirera
(10) ij^\ — ^U)N—qU' = v.
Soit maintenant
(11) t = t\JrU',
on peut toujours déterminer t^ de manière que le degré de // soit moindre que m. A cet effet, faisons
cela posé, l'équation (11) donnera
De cette équation on déduira, en comparant les coefficieiis entre eux,
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y^^t = «„_, - 2/9_, /îo — 2^._, /?, -
P'i =«1 — 2/îi/îo,
Les m -[- 1 premières éc][uatioiis donnent toujours, connue il est aisé de le voir, les valeurs des m-^-l quantités /?„, /?^_| • • • /?o, et les m dernières équations donnent les valeurs de /o? /n /» • • • /m-i» L'équation supposée
(11) est donc toujours possible.
Substituant dans l'équation (10), au lieu de /, sa valeur tirée de Téquation (11), on aura
(12) (yî_^»<î)iS^_ç«(,V^/4_r) = z,; d'où l'on tire
En remarquant que
on aura, par ce qui précède,
ou bien, comme on peut prendre i^ avec le signe qu'on voudra^
En substituant cette expression, au lieu de />i dans l'équation (12), elle se changera en
(13) (/i' + 2^Vi)A^-V*.s=:^', où, pour abréger, on a fait
De cette é(juation il est facile de tirer
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OU, puisque tlN-{- s = R^ (car R, =. fiV-|- i\ s — Ni/ -\-t\ et i — (l-{~ //),
q _ t,NY_ EiX _ V
Soit maintenant
R^N=:r'^r\ oh (y/<J/-, on aura
(i s j U / ' 5* 8fi^
Or, on voit aisément que
et par suite
donc en faisant
on aura
En substituant cette expression de q dans l'équation (13), on aura
c'est-à-dire,
Faisant pour abréger
on obtient
(15) .,,/9*_2r./Vi-.s7^f--'-.
Puisque A* ( -■^^''^ 1 = 2,« ,
ou iV
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par suite la dernière des équations (14) donnera
7\ =zr — t.
En multipliant l'expression de i»'i par a-, on obtient
.sô-i = Ns + 4//^ iYs — 46--,(t^ = iVi? -f f ïiV* — {2s^u — f,N)\
Or 2s /Lc — fiN= f\ , donc
ss, = Ns^tlN'—rl, et rj + *•*•, = ^(6 + <ïxV);
de plus on a
donc
(16) rl-Jt-ss,=^NB, = Ji.
D'après ce qui précède on a Ii = r^ -\- r\ donc
r* — ?-ï =1= ss^ — /• ', (r -}- rj) (r — rj) = iJ6*i — r '. '
Or puisque âr' <:Ci t)V, il suit de cette équation que
â (ss,) = â {r + )\) (r — ri), c'est-à-dire, puisque /• — r^ = f , oîi ()é -<] âr^
as -|- (îiîi = (^r -j- ât.
Or JAj>cî'é, donc
fTô'i <^ (Jr.
On a de plus s==Nti4-t', oh (y^'< rl^iV et âti'<C<ytiy donc
()f.s<(yiv-j-j^,.
Mais i^ = iV(»-)-<J^, par conséquent,
et puisque Jif = 2(yr = 2(y/'i, on anra
On en conclut ,
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yjt L'équation plN — q^K^=.v est donc transformée en celle-ci:
On obtient cette équation, comme on vient de le voir, en faisant (17) ■ ^'■ = '.Ï + A
^1 étant détenniné pai* l'équation
t = i\-[-t^', où (%'<SU, t = E\-^.u
et f.1 par l'équation.
OÙ
De plus on a
r'-\-r' = 1{,N, s = Nt,' -{- li, — Ni.
(18) { «, =N-\- éjut.N— 4»,«%
rl-\-ss, = RyN=Il
Il s'agit maintenant de l'équation (15).
Résolutiofi de l'équation: ifi(i^ — ^^f'ii^iii — tf/^f=:r, oh d«<idri, (î«i<<Ji'i,
En divisant Téquation (19) ,^ii^^2r,lSiS,-«ii'i = v,
par Ai/^ï, on obtient
donc
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(S V \ l 7*1 1 Tïï r^^M —
donc
e\Î--'±\=+eI^],
oh Ton doit prendre le signe -|-, car Tautre signe donnerait -^ -^ = 0; donc
par conséquent, en faisant
on aura
Substituant cette valeur de /? dans l'équation proposée, on a
OU bien
(20) s,(il - 2r,(3,(i, - s,(il = -v,
oîi
L'équation El-—\ = Ui donne
ri = ,UiSi-[-fi, où (Tel -<[ <y,Çi .
On obtient pai' là,
donc, comme il est facile de le voir,
L'équation (19) a par conséquent la même forme que l'équation (20); on peut donc appliquer à celle-ci la même opération, c'est-à-dire en faisant
lie.
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Y II
fit = E r * I , î-j = Sj,//, -\- f , , (i, = 2,Ut(3t -f- /î» ,
on aura
où
En continuant ce procédé, on obtiendra, après n — 1 transfonnations, cette équation:
(21) .s„/9L, - 2r„/5„_./5„ - s,_,pi = (- iy-»r,
où <î/9„<<y/9,_..
Les quantités .s„, r„, /3„, sont détemiinées par les équations suivantes:
^n -«/'n—i'^Jn— 1 ^w-n
A ces équations on peut ajouter celles-ci:
Or, les nombres fî/?, fJ/^i, (T/Ja . . . fî/?„, etc. fonnant une série décroissante, on doit nécessairement, après un certain nombre de transformations, trouver un /?„ égal à zéro. Soit donc
l'équation (21) donnera, en posant 7/=w, (22) s„(il_, = {-\Y-'v.
Voilà l'équation générale de condition pour la résolubilité de l'équation (19); .s„, dépend des fonctions ,v, .Sj, i\^ et /?,^_i doit être pris de manier» à satisfaire à la condition
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L'équation (22) fait voir, que pour tous les .s*, s^ et r^, ou peut trouver une infinité de valeurs de ?', qui satisfont à Uéquation (19).
En substituant dans l'équation proposée, au lieu de v^ sa valeur ( — l)*""^-?™/?^-!, on obtiendra
équation toujours résoluble. On voit aisément que /? et fti ont le facteur commun /î«_i. Donc, si Ton suppose que /? et jS^ n'ont pas de facteur commim, /î„_i sera indépendant de x. On peut donc faire /?„,.. i = 1, d'où résulte cette équation,
Les fonctions /9, /3i, (3^ • • • ^^^^ détenninées par Téquation
en posant successivement w = 1, 2, 3 ... m — 1 et en remarquant que /3^ = 0. On obtient par là
/5„_3 = *-/'»,_2 /^f»— 2 "T" Pw- 1 7 Pni-4 = 2//,„_3 p^_3 -j~ Kw— «î
Ces équations donnent
'**i:J'lZS^ ?r;3^'^«i-^Jg*f=«»*--:i*Bç?.HiM.:i--^^
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Pm-1
On en tire par des substitutions successives:
^.Ww— 1
On aura donc les valeurs de (3 et de (3^ en transfonnant cette fraction continue en fraction ordinaire.
En substituant dans Téquation
plN—q^R,=v pour V sa valeur ( — l)**~\ç„, on aura
où
donc
or
par conséquent,
q=2,uft-\-ft„
L'équation
p\N — q^If^ = v
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donne
PJ
Pi
donc
eu
supposant
infini
q Vn''
donc
^^* + 2iti3' + etc.
On trouve donc les valeurs de p^ et de q par la transfonnation de la
fonction y -J en fraction continue.*)
Soit maintenant v = aj Ton aura
Donc si l'équation
est résoluble, il faut qu'au moins une des quantités,
"7 ^17 '^i • • • *^mj etc., soit indépendante de x.
D'autre part, lorsqu'une de ces quantité>s est indépendante de x, il est toujours possible de trouver deux fonctions entières p^ et q qui satisfassent à cette équation. En effet, lorsque 6\, = «, on aura les valeurs de j)^ et de q en transfonnant la fraction continue
*) L'équation ci-dessus n'exprime pas une égalité absolue. Elle indique seulement d'une manière abrégée, comment on peut trouver les quantités ti, jw, fii; jm^ • • • 8i toutefois la fraction continue a une valeur, celle-ci sera toujours égale k
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en traction ordinaire. Les fonctions .s, .v^, .s^, etc., sont en général, connne il est aisé de le voir, du degré n — 1, lorsque XJi^ est du degré 2n. L'équation de condition
doiniera donc n — 1 équations entre les coefticiens des fonctions N et 7i\ ; il n'y a donc que n -|- 1 de ces coefiiciens qu'on puisse prendre arbitrairement, les autres sont déterminés par les équations de condition.
De ce qui précède, il s'ensuit qu'on trouve toutes les valeurs de li^ et de iV, qui rendent la diftérentielle . - > intégrable par une expression de la forme
en faisant successivement les quantités s, .Sj, s^ . . . .s„, indépendantes de r. Puisque p=piN, on a de même,
OU
^ 'if^U-l
en supposant s^ égal à une constante.
Les quantités jKj, iV, p^ et r/ étant ainsi déterminées, on trouve p
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yii
par réquatioii (5). Cette équation donne, en mettant jy^N au lieu de p,
et p au lieu de -^^ ?
Il s'ensuit que
â(f = (yp,^ âN — 1 — (yq = i)2J — âq— 1.
Or on a vu que âp — dq = n^ donc
Donc si la fonction li ou R^N est du degré 2n^ la fonction p sera nécessairement du degré n — 1.
Nous avons vu plus haut que
mais on peut toujours supposer que la fonction N est constante. En effet on a
JVR.K ^ p^VA-qVlî,'
et par conséquent,
ou, en faisant plN-\-q*I{i=j)' et '^J>i(l = q^\
Il est clair que p' et 5' n'ont pas de facteur commun; on peut donc
toujoui's poser
Au lieu de l'équation plN — g^i^, = 1, on a aloi-s celle-ci,
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dont ou obtient la solution eu faisant N= 1 et mettant li au lieu de Ry Ayant ^=1, on voit aisément que
r„=ri — 2f,, .Sj = s-|-4f,//i,
Ayant déterminé les quantités 7i, r, /t, //^ . . . it^__i par ces équations, on aura
(25) { où
ce qui résulte de l'équation (5) eu y posant N= 1.
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yj<
On peut donner à l'expression log - ' .^ ; . ' une fonne plus simple,
savoir,
loc P»^^' + 9^^» = loff ''>'^^'+V^.
" piV^'-qVRi ^ t,VN-VR,
ri — y M ri — y if r„ — yR
ce qu'on peut démontrer comme il suit. Soit on a par la tliéorie des fractions continues,
De ces éfjuations on tire, en éliminant //„_i,
donc
ce qui est connu.
Les deux écpiations (a) et (b) donnent encore
PI = i3l_, + 4/9_, /?„_, //_, +• 4// i_, ftl_, . Il s'ensuit que
Or on a
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Vu donc, en substituant,
s« = '^^m-î + 4(— l)'"-' ,a«_i («;„_i a«_,iV^— /i„_i li^_^R,) — 4//î,_, .s«_i. Mais, d'après ce qui précède, on a
Soit
on aura en multipliant,
mais on vient de voir qu'on a on tire de là
et de la même manière, on en tire en divisant.
»•« — Viî'
OU, en multipliant par -^- ?
zm r^ + VU
En faisant successivement m = 1, 2, 3 . . . w, on aura.
n + yiï
zo
»-»+yiî
ri -VA
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d'où l'on tire,
«« _ ^0 n + Viî r^ + iR n + iii vr^ + ili
Zyn' z^ n — -^R T^ — iR rs — VR r^ — VR
Or on a
z,' = a,fN- (i^pi, = t,yN- y II ,
et donc
et en prenant les logarithmes
a„VN + ,i„Vlti
(26) log
««VA'— /ï»V-Bi
= •"« 7,yr- ys; + '°« ;:r yï + ''«,_ y5 +■•• + ''« ;. _ y/,
ce qu'il fallait démontrer.
En différentiant l'expression z = log - "--- ^ ^"' "7~^? ^^^ aura, après les réductions convenables,
dz
_ 2(a« dti^ — ^mda^) NRi — a^fin, (R, dN— NdR,)
(ai,N-^lR,)V^Ri Or on a
donc en faisant
(27^ (-l)-V. = 2(«.*-^..^)^iî,-„./î.(-A<'A'-^'«.
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on aura
dz =
«m VAT?!
et
donc
ou bien
(28 / i - = loff -, - , 4- loff —r- h • ■ • + loff
Dans cette expression «„ est tout au plus du degré (« — 1 ) et p„ est nécessairement du degré {n — l-|-()f.s„), ce dont on peut se cctnvaincre de la inanièi'e suivante. En différentiant l'équation
(29) a:,N-,3lli, = {-ir-\,„,
on trouvera la suivante
OU, en multipliant par a^N^
alN{2 Nda^ + «„ dN) - 2a. /^„ di%Nli, - ,3:,a^Ndh\ = (- l)'"" ' a„Xd^„.
Mettant ici à la place de a^N^ sa valeur tirée de Técpiation (29), on aura
(- ir-Ks„{2Nda„ H- «„ dN) -\- /?„ [2NB,/3^ da„ + ajSJi, dX- 2«„ d,i„NIi,
— /?„«„ AV/^J .= (_ D- " a„Nd.«„ , c'est-à-dii'e,
/?„ [2(«„ d(3„ - ft„ da„) NB, - a„,3„ {E, dN- Ndli,)]
= (- 1)"-' [.s. {2Nda„ + «. </ AO - «„AV.s-„] .
En vertu de l'équation (27) le premier membre de c^ettc équation est égal à /?„( — !)""'(>„ rfj*; donc on aura
2Nda„ , a^dN \ N<h^
SUR L'INTÉGRATION DE LA FORMULE DIFFÉRENTIELLE ^'' etc. 127
Puisque (h^<Cn^ le second membre de cette équatiou sera nécessairement du degré {(h„ -\- âN -\- âa^ — 1), comme il est facile de le voir; donc
Or de l'équation (29) il suit que
[lonc
ou, puisque cîA^-j- (îi/j = 2w,
^^P« — ^k. + '^— I7 c'est-à-dire que p^ est nécessairement du degré {ifs^ -\-n — 1). Il suit de là que la fonction - est du degré (;^ — 1).
Faisant dans la fonnule (28) N= 1, on aura f^ = r, et par conséquent
oïl, suivant l'équation (30),
L'équation (28) donne, en faisant s^^^a,,
et lorsque iV= 1,
(83) /' ^'^ = log -'1+4^ + log II + >;-^ + . . . 4- log
r« - Vif 2 </«„
D'après ce qui précède, cette formule a la même généralité que la for-
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mule (32), et donne tontes les intégrales de la fonne / > où p et li
sont des fonctions entières, qui sont exprimables par une fonction logarithmique de la fonne log , •
Lu»
Dans réquation (28) la fonction ^"^ est donnée par l'équation (30).
Mais on peut exprimer cette fonction d'une manière plus conmiode à l'aide des quantités /i, )\^ r^, etc. i«, //i, i/^, etc. En effet, soit v
^, = log '"^- ,^'
on aura en différentiant,
j . ^ dR j . dR
OU en réduisant,
Or nous avons trouvé plus haut
donc en nmltiplîant par cs„_i,
Mais on a
donc en substituant cette quantité, d'où l'on déduit par transposition.
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Il suit (le cette équation que /'^ -j- *',« 'V-i *^ 1^ même valeur pour tous les m et par conséquent que
or nous avons vu j)lus haut que rjf-f-ôAj =if, et par suite,
(34) Ji = ri-{-s^s„_,.
Substituant cette expression pour li dans Téquation (33'), on aura après les réductions convenables
"~ iR '^m iR s^-i Yr' mais puisque /',„=: 26*w_i/<m-i — 'm-17 ^^ tenue *^ -^ se transfonne
en — 2i/„ 1 -""V -L. _ 'J^ri _"*-^ . Qji obtient donc
' Vie ' ««-1 iR
et eu intégrant
(35) f'^" '*;"_= — 3„+/'(2(/r, — 2«_, c/.s-„ ,) / -f /'!^J?rl l!^-' .
Cette expression est, comme on le voit, une fbnnule de réduction pour
-f • Car elle donne l'intégrale / — -;'" ^m y R J ^tn y R
par une autre intégrale de la même forme et par une intégrale de la fonne
ttLv, y où if est une fonction entière. Mettant dans cette fonmile à la place
iR ^
de m successivement ?/i, m — 1, m — 2 . . . 3, 2, 1, on obtiendra m équations semblables, dont la somme donnera la formule suivante (en remarquant que ^0 = 2^/1 — /"i = U^ en vertu de l'équation )\ -j- t^N=: 2s^t)
-\- J2{dri-\-dr^-\- ■ ■ ■ -f- rfr. — ,« rf.s — /<, tfo, — • • • — /*«_i<fo«_i):^-
VB
On peut encore réduire l'intégrale / — '».-. En différentiant l'expression
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^ t^VN-VR, on aura après quelques réductions,
_—2dt^NR^—t^{R^dN—NdR^) ^~ " {t\N-R;)iR Or ou a
substituant donc cette valeui* de 11^ dans l'équation ci-dessus, on trouve
dz = (2Ndt, 4- 1, dN) ^-—- '> ^'
donc en intégrant
/(Is V se transforme par là en celle-cî, ^m y R
ou, en mettant à la place des quantités 2, z^^ 2jj . . . leiu*s valeurs,
^ ' J "m VR
~l VR ^'^^*' "'" ^'' ^^^~^ ^'' ' "^ *" ^'' '" ~ '" ''* ~'"'^^' '"•» -' '^*'— > )
Cette fbnnule est entièrement la même que la fbnnule (28); elle donne
(37) ?'^dx = — ~
du, + 2(iVVf,-f l^t/iV+c/z-i-l \-dr„-iiids ."„-i<As.-i)
Mais l'expression ci-dessus dispense du calcul des fonctions «„ et /?„.
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dispa-
raît et Ton obtient la foniiiile suivante:
(38) j^^^ ^y^dN-{-Ndt,J^dr,^ \.dr„-f,ds ,«„_,^-V.i)
= loff i'v.. , „ - + log - - + log -«- - :;/7- H h l"g V p
<,VA— y^, r, — yii j'j — ylt »•„ — y^
Si dans l'expi'ession (36) on fait N:=: 1 , on a /, = r, et par suite
(39) y-^^- Ç'j^ =Jy^ i'^'' + ^'-i H h <^''n, - ," ^''' ."-1 ^-''-i)
, r-\-Vli , r,+V'R , »•« + />«
r — yR >•, — y /; r^-
r^ — VR
et si l'on fait .s'_ = flr:
(40) / ^ ^^ {dr + rfr, -| [- t/r„ — //. ds — //, </.?,_..._ ^,^_j f/,9„_j )
En vertu de ce qui précède, cette formule a la même généralité que
/tdaî oh
f est une fonction entière, qui peuvent être exprimées par une fonction de
la fonne log: - - -i —
^ P-qVR
Xous avons vu ci-dessus (][ue
donc, lorsque N= 1 ,
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IM I
En général les quantités ft^ u^^ //j, u^ . . . sont différentes entre elles. Mais lorsqu'une des (j^uantités »v, a*i , s^ . . , est indépendante de x^ la fraction continue devient périodique. On peut le démontrer comme il suit.
On a
donc, lorsque s^=za^
Or (yr„^j^ = ()V, (y5<;](yr, ()''Sm+i<C](yr, donc cette équation ne peut subsister à moins qu'on n'ait en même temps,
Or, puisque fi.^^j^ = E l '"^^- on a de même
mais E l — \=fi^ donc On a de plus
donc ayant s^=in^ r^_^_^z=:r^ fi^_^^ = afij on en conclut
or ,s, = 14-4 iir — 4u^s^ d(mc
On a de même dcmc, puisque r^ = 2^11.9 — r,
' Bi + a — ' 1 j
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d'où Ton tire
donc
Il ' ^
En continuant ce procédé on voit sans peine qu'on aura eu général
I ^*ia + n ' n— 1 7 '^m + M '^ '^n—\ f
Le signe supérieur doit être pris lorsque n est pair et le signe inférieur dans le cas contraire.
Mettant dans Téq nation a à la place de .s„, on aura Il s'ensuit que
Or on a ft„=z E \ *" 1 ? donc
On a de plus
c'est-à-dire, puisque r« := r, .s„_i =
Mais ;• -\- j\ = 2su , donc
^•,«-1 — ''i = ^^ (."«-1 — (fff ) .
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Ou a
c'est-à-dire, puisque s„_y = ■ ?
(r,_i + ri) (r^_i — r,)= ^ {as, — s„_^).
Or nouK avons vu (|ue
doue eu substituant,
2 (r^_i + )\) (//„, _i — au ) = r7.s, — ,«?^_3 .
Cette équation donne, en remarquant que fî (r^-i -f" ^i ) ]> '^ (^-^i — '^m-2)')
ffm-^l = (if 7 '*?»._2 = «^1 7
et ])ar conséquent
' OT-l ^1 •
Par un procédé semblable on trouvera aisément,
et en général
^*m—n r« 7 •^'îii— n ^ •'^»— 1 7
A. Soit VI un nombre ])air, 2k.
Dans ce cas on voit aisément, en vertu des équations (41) et (42), que
les quantités r, r, , r^ . . . .s, ,s'i , s^ . . , //, //^ , /i^ . . . fomieut les séries suivantes:
0 1 .,2/i:— 2 2k— 1 2k 2k-\-l 2fc-f 2 ..4^— 1 4k 4k-\-l 4k-{-2 4k-\-'À etc.
r r, . . ?% ?*, r r i\ , . t\ 7\ r ■ r i\ etc.
s S. . . a^s. a. as. . . ,s\ s 1 .s .v, etc.
// i/i . . ■ </// r/// ^ .. 1/. // r /( (/, etc.
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nebe
B. Soit m un nombre impair, 2k — 1.
Dans ce cas réquation
•^1, « — «■^^•'^'n^i ou
i^ik—n-l ^ •***»«— 1
donne, pour n /c.
••^A.-l (t Sf^__i ,
donc a 1 .
Les quantités r, i\ etc. .s, .Sj etc. //, //, etc. forment les séries suivantes: . 0 1 ..k — 2 k—1 k k-\-1..2k — 2 2k— 1 2k 2k^l etc.
fl .
etc.
'fi
etc.
etc.
On voit par là que, lorsqu'une des quantités s, s^^ s^ ... est indépendante de it', la fraction continue résultant de ^R est toujours périodique et de la forme suivante, lorsque s^=ia:
Ijorsque m est impair, on a de plus re=l, et par suite
La réciproque a également lieu; c'est-à-dire que, lorsque la fraction
continue résultant de ^li a la fonne ci-dessus, s^ sera indépendant de x. En eft'et, soit
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on tire de l'équation r,,=z.s,,i/„.4-f„,
Or, puisque r^^=zr^ ^ — 2f^_i, où ()V,„ i-^l^î^'S il ^"^^ clair que
On en tire
et par conséquent .s'^ = r/, ce qu'il fallait démontrer. î^n conibiuaiit cela avec ce qui précède, on trouve la proposition suivante:
"Lorsqu'il est possible de trouver pour (f une fonction entière telle, que
"la fi'actioii continue rësiiltant de fit est périodique, et a la f'onne suivante:
^" + 2„. + otc.
"et réciproquement, lorsque la fraction continue résultant de YB a cette "forme, il est toujours possible de trouver pour p une fonction entière qui "satisfasse à l'équation,
iR ^ y—Vk
"La fonction y est donnée par l'expression suivante:
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Dans cette proposition est contenue la solution complète du problème proposé au commencement de ce mémoire.
Nous venons de voir que, lorsque ^s^^_i est indépendant de x^ on aura toujours .Sjt = .s^__2 , et lorsque «Sg^^ ^st indépendant de x, on aura Sf.^=cSf^_^j oh c est constant. La réciproque a également lieu, ce qu'on peut démontrer conmie il suit.
I. Soit d'abord Sf^ = Si^_2^ on a
or Sf^ = s^^ , donc De plus
'^A -^A— 2 ^^^ ^A \f^k fh- 2) r ^* **— 2 •
donc
Mais
donc, en substituant, on trouve
0 = Sf,{^Uk — ft^_^) -j- f^i + f;t_-2'
Cette équation donne, en remarquant que âf^ <Ci (^^'^k 7 ^*a-2 <C ^'^''^A-a 7
Or r^^izz^r^ — 26;^, donc, en vertu de la dernière équation,
et, puisque r^^-i = ^a-2 — '^h-i 7 ^^ ^^^ conclut
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On a
donc, puisque r;t+i=^'*-2? »*»& = •'*'ifc-2 7 ^^^^ ^ aussi
En combinant cette équation avec celles-ci, on obtiendra
Or on a ^ifc+i = /*A_2, et rjfc_j=:r;fe_3 — 2f;fe_3, par conséquent Il s'ensuit que
En continuant de cette manière, on voit aisément qu'on aura en général
En posant dans la dernière équation n = k — 1 , on trouvera
Or il est clair que s.,^ est la même chose que 1; car on a en général
donc en faisant r/i = 0,
mais ii^z=: r^-j-ô-, donc *_i=:l, et par conséquent
II. Hoit en second lieu .s-^^^^^a-m
''* ^^ ,*^A *A "l" *A 7 ''a— 1 ^^^ /^A— 1 *'a— 1 "r~ ^fe—1 7
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donc
n — n-i = f^k-i (^/'it — !^k--i ) + ** — ^*-i •
Or r,. — r^_i = — 2f,._i , donc
Cette é(|uation donne
_ Jl _
fh ^ /'*— 1 J ^k ^k—l •
Donc des équations
on déduit en ajoutant On a de plus
et, puisque r;fc^i = r^_i et Sj^ = cSf^_^j on en conclut
En continuant de cette manière, on aura,
c'est-à-dire que % ^^^ indépendant de x.
Cette propriété des quantités 5, s^, «g etc. fait voir que Téquation .92j^ = aest identique avec Téquation Sf^::=a-^.\_i et que l'équation s^j^_i = l est identique avec l'équation s^ = Sf^_^. Il s'ensuit que, lorsqu'on cherche la fonne de li qui convient à l'équation 5,4 = a, on peut au lieu de cette» équation poser 5^ = a-^.9;b_i, et que, lorsqu'on cherche la fomie de li qui convient à l'équation s^j^_,i = 1 7 il suffit de faire Sf^ = s,,__^ , ce qui abrège beaucoup le calcul.
En vertu des équations (41) et (42) on peut donner à l'expression (40)
une forme plus simple.
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a) Lorsque m est pair et égal à 2/i;, on a
/ Vit ^^^ "1" ^'"* "^ f" '''*-• ^~ ^ '^' * ~ '" '^^ "" '" » '^'^ ■"*-» ^•''* - 1 )
' 1 »*4-V'ii , 1 r.-\-ilt . , , n_, + Viî , ,, n + Vif
= log r I log - '-^ -H h% ■ -v«+il«g: Vff'
r — y il 7* j — y iî ri.__i — y R i\ — y n
b) Lorsque m est impair et égal à 2/c — 1 , on a
^^^^ ^ = log 1- +^^ + log ivLV^. + . . . + log '•--* + ^;^ .
Pour appliquer ce qui précède à un exemple, prenons l'intégrale
y.V-1 + ax^ + /^•^•^" + y^^ + <J
On a ici (^7^ = 4, donc les fonctions tS, .Si, .v^j, .Sj . . . sont du premier degré, et par suite Téquation s^ = const. ne donne qu'une seule équation de- condition entre les quantités, a, /?, ^, J, f.
Faisant
on aura
r = x^-^ ax -j- ^5 A' = c -f- ex.
Pour abréorer le calcul, nous ferons e = 0. Dans ce cas on a s =2 ex,, et par conséquent,
c'est-à-dire
De plus
Ti = K — 2e = x^-\- ax -{-A — 2h = x^-\-ax — ft,
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.s,= H-4f.(/ = l + 4ft ^ =.^-x^ ^^ +1,
ae , e-
■»""'"'•''■» — 4A + lG/>='~"^'
4 />*" + IG//^ ) ^ — 4/;^" ( 4 /> + lG/>^ — 't Soit maintenant en premier lieu s^ constant. Alors Tecpiatîon
donne
ft = 0,
par conséquent,
jYj^i<i>--iuds) = ]
r-{-VH
Off - ' - - -
OU, puisque // = ? .s- = ^^7!
(3.^ + a) (Lr , .c- + aa* A-'V É
Cette intégrale se trouve aussi facilement en divisant le numérateur et le dénominateur de la différentielle par ^x.
Soit en deuxième lieu .s\, constant. Dans ce cas la fonnule (43) donne, k étant égal à l'unité,
T,—in
Or l'équation ,<f2 = const. donne s^=-cs^ donc
4^ , 4aA , -
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\'lt
L'équation de condition sera donc -|- 1 = 0, c'est-à-dire
e'=z — 4ûr7>, donc
li=[x^ J^ax^hy — Aahx.
%f I Cl
De plus, ayant ki^=^' ^-t v=^x^-\-ax-\-h^ )\^^x!^ -\-ax — />, on aura la formule,
Ç (Ax + a) ilr , .r « + a.r -Lh-A-iR , , , .r ^ + a.r—h + YR
J y(j-« + a.r+/.)^ — 4aAr "^ .r^^ a.v + h — y R ' - ^ .r^+ «.r— A— V /i
Soit en troisième lieu s^ constant. Cette équation donne s = s^^ c>'est-àdire
CW , fî-
4/7 I IGA* — i = 0.
On en tire
La foiTimle (44) donne par conséquent, puisque k = 2j
1 .c* + a.7? + /; + l/^ , . .r^ + a.r — /> + Vie = l02: - -' - ^- +loff - ' -
*^ ,r^^ax + h — yR ' ^ .r5J-|-a.r — /> — y/^
Si par exemple a = 0, A=l, on aura cette intégrale:
jy(.r2 + i)2_4.r ^ ,,.2_|-1 — y(.r=i4-l)s — 4.r ~^ "^ .r^_l_y(;,.=î + l)2
Soit en quatrième liexi «v constant. Cela donne .s^rrzrî.s'j, c'est-à-dire
ae 47;
r,2 -t- i(3/,ap 4/>M4/> + l()/>^ ^'j— e ^'^\ e ^ ^ y"
On en tire, en comparant les coefficîens et éliminant ensuite r.
e . , , 7 V « e i ae . e^
IG/y
uA' + '^''^'y = -T\u+ ii^ir^-^'h
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e^J^eiabe^U^ — ^a^b\ e= — 2^abi;-^U^^^^b^ = — b(;6a±'^ a'^'^M).
En vertu de cette expression la fonnule (43) donne,
(G.r + f a — J Va* + Sh)iL' _ , ^ .v^ -^^uc + h + VR
y (.c ^+iue-j- h) ^ — /> (3a + Va ^ + 8^ ) .c
Si Ton fait par exemple a = 0, 7>=:^, on obtiendra
•»^'' + J + Vx* + *»"+ ;l-Vi
On peut continuer de cette manière et trouver un plus grand nombre d'intégi'ales. Ainsi par exemple l'intégrale
«"+''°r')'+(ys-i)'.'
peut s'exprimer par des logarithmes.
VR
qui peuvent
s'exprimer par une fonction logarithmique de la fonne log' ^ ' ^ . (Jn
p — qy R
pourrait rendre le pn^blème encore phis général, et cherclier en général toutes les intégrales de la forme ci-dessus (jui pourraient s'exprimer d'une ma-
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Va
iiière quelconque par des logarithmes; mais ou ne trouverait pas d'intégrales nouvelles. On a en effet ce théorème remarquable:
— - ? où () et B sont des
^fonctions entières de x^ est exprimable par des logarithmes, on peut ^toujours Texprimer de la manière suivante:
„oii A est constant, et p et q des fonctions entières de x." Je démontrerai ce théorème dans une autre occasion.
ÉTENDUE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES
Prô'sonté à T Académie des sciences à Paris le 30 Octobre 1826. Mémoires présentés par divers savants
t. VII, Paris 1841.
Les fonctions transcendantes considérées jusqu'à présent par les géomètres sont en très-petit nombre. Presque toute la théorie des fonctions transcendantes se réduit à celle des fonctions logarithmiques, exponentielles et circulaires, fonctions qui, dans le fond, ne forment qu'une seule espèce. Ce n'est que dans les derniers temps qu'on a aussi commencé à considérer quelques auti'es fonctions. Parmi celles-ci, les transcendantes elliptiques, dont !M. Legendre a développé tant de propriétés remarquables et élégantes, tiennent le premier rang. L'axiteur a considéré, dans le mémoire qu'il a l'honneur de présenter à l'Académie, vme classe très-étendue de fonctions, savoir: toutes celles dont les dérivées peuvent être exprimées au moyen d'équations algébriques, dont tous les coefficients sont des fonctions rationnelles d'une même variable, et il a trouvé pour ces fonctions des propriétés analogues à celles des fonctions logarithmiques et elliptiques.
Une fonction dont la dérivée est rationnelle a, comme on le sait, la propriété qu'on peut exprimer la somme d'un nombre quelconque de semblables fonctions par une fonction algébrique et logarithmique, quelles que soient d'ailleurs les variables de ces fonctions. De même une fonction elliptique quelconque, c'est-à-dire une fonction dont la dérivée ne contient d'auti'es iiTationnalités qu'un radical du second degré, sous lequel la variable ne passe
pas le quatrième degré, aura encore la propriété qu'on peut exprimer une
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somme quelconque de semblables fonctions par une fonction algébrique et logarithmique, pourvu qu'on établisse entre les variables de ces fonctions une certaine relation algébrique. Cette analogie entre les propriétés de ces fonctions a conduit l'auteur à chercher s'il ne serait pas possible de trouver des propriétés analogues de fonctions plus générales, et il est parvenu au théorème suivant:
„Si l'on a plusieurs fonctions dont les dérivées peuvent être racines „d'une même équation algébrique^ dont tous les coefficients sont des fonctions ^^raiionneUes d'une même variable, on peut toujours exprimer la somme d'un „nombre quelconque de semblables fonctions par une fonction algébrique et ^^logariihmique^ poui-vu qu'on établisse entre les variables des fonctions en „question un certain nombre de relations algébriques}'
Le nombre de ces relations ne dépend nullement du nombre des fonctions, mais seulement de la nature des fonctions particulières qu'on considère. Ainsi, par exemple, pour une fonction elliptique ce nombre est 1; pour une fonction dont la dérivée ne contient d'autres irrationnalités qu'un radical du second degré, sous lequel la variable ne passe pas le cinquième ou sixième degré, le nombre des relations nécessaires est 2, et ainsi de suite.
Le même théorème subsiste encore lorsqu'on suppose les fonctions multipliées par des nombres rationnels quelconques positifs ou négatifs.
On en déduit encore le théorème suivant:
„0n peut toujours exprimer la somme d'un nombre donné de fonctions, „qui sont multipliées chacune par un nombre rationnel, et dont les variables „sont arbitraires, par une somme semblable en nombre déterminé de fonctions, „dont les variables sont des fonctions algébriques des variables des fonctions „données."
A la fin du mémoire on donne l'application de la théorie à une classe particulière de fonctions, savoir, à celles qui sont exprimées comme intégrales de fonnules différentielles, qui ne contiennent d'autres in'ationnalités qu'un radical quelconque.
Soit
(1) ^=p^'\'Piy+Piy^A hPn-iy""'+y"=xi/
une équation algébrique quelconque, dont tous les coefficients sont des fonc-
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tions rationnelles et entières d'une même quantité variable x. Cette équation, supposée irréductible, donne pour la fonction y un nombre n de formas différentes; nous les désignerons par y\ y" ... y^''\ en conservant la lettre y pour indiquer Tune quelconque d'entre elles.
Soit de même
(2) Oy=qo-]- qiv + q.y^ 4 + qn-iy""'
une fonction rationnelle entière de y et ic, en sorte que les coefficients q^^ ?i 7 32 • • • ?«-i 1 soient des fonctions entières de x. Un certain nombre des coefficients des diverses puissances de x dans ces fonctions seront supposés indéterminés; nous les désignerons par a, a', a", etc.
Cela posé, si Ton met dans la fonction dy^ au lieu de y, successivement y\ y'^ . . . y^''\ et si Ton désigne par r le produit de toutes les fonctions ainsi fonnées, c'est-à-dire si l'on fait
(3) T^Oy'.ey" ....Oy<'\
la quantité r sera, comme on sait par la théorie des équations algébriques, une fonction rationnelle et entière de x et des quantités a, a\ a'\ etc.
Supposons que l'on ait
(4) r = F^x.Fx,
F^x et Fx étant deux fonctions entières de ce, dont la première, F^x^ est indépendante des qxiantités a^ a', a", etc.; et soit
(5) Fx = 0.
Cette équation, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités a, a\ a'\ etc., donnera x en fonction de ces quantités, et on aura, pour cette fonction, autant de formes que l'équation Fx = 0 a de racines. Désignons ces racines par x^^ ^a • • • a:^^? et par x^ l'une quelconque d'entre elles.
L'équation Fx :zi=: 0, que nous venons de fonner, entraîne nécessairement la suivante ?' = 0, et celle-ci en amène une autre de la fonne
(6) dy = 0.
En mettant dans cette dernière, au lieu de x, successivement x.i, x^ . . . x^,,
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et désignant les valeurs coiTespondantes de y par //, , y* . . . y^t , on aura les fv équations suivantes:
(7) ey, --- 0, êy, = 0 . . . . Oy^ .-. 0.
Cela posé, je dis que si l'on désigne par f{x^ y) une fonction quelconque rationnelle de x et ?/, et si Ton fait
(8) dv =/(;r, , y,)Jx, +/(x, j»y,)dx, -\ \-J{x^, , //J^^, j
la différentielle dv sera une fonction raiionnelle des quantités a, a\ a" y etc.
En effet/ en combinant les équations ûy = 0 et ;f?/=:0, on en peut tirer la valeur de ?/, exprimée en fonction rationnelle de x et des quantités fij etc.; en désignant cette fonction par p, on aura donc
(9) y = (f et f{x, y) =f{x, p) .
Mais en différentiant l'équation Fxt=i()^ on aura
F'x.dx-\~âFx^O^
en désignant, pour abréger, par F'x la dérivée de Fx par rapport à x seul, et par SFx la différentielle de la même fonction par ra])port aux quantités a, r//, a^\ etc. De là cm tire
, ÔF.r
(10) dx:= — j,r^',
et par conséq'uent
(11) /(x, y)dx =r: - .-^^^;)- ,îi.^x = Cp.X,
OÙ il est clair que (p^x est une fonction rationnelle de ar, a, a\ a/\ etc. Au moyen de cette expression de la différentielle /(.r, y)dxj la valeur de dv deviendra
dv ^= (f^Xi -\- (f^x^ -^ • • • • -\-(piX^,. Or, le second membre de cette équaticm est une fonction rationnelle des
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quantités a, a', a/ . . . a^j, iCg . . . x^, et en outre symétrique par rapport à cci, a?a . . . a?^; donc dv peut s'exprimer par une fonction rationnelle de a, a\ a" . . . et des coefficients de Téquation jPx- = 0; mais ces coefficients sont eux-mêmes des fonctions raiionnelles de a, a\ etc.; donc dv le sera de même, comme on vient de le dire.
Si maintenant dv est une fonction différentielle rationnelle des quantités a, a' a" . . . son intégrale ou la quantité v sera une fonction algébrique et logarithmique de a, a\ a^ . . . , L'équation (8) donnera donc, en intégrant entre certaines limites des quantités a, a\ a" . . .
(12) ff{x, , y,)dx, -{-ff{x, , y,)dx, -| {-ffi^-^ . y,.)dx^ = 'S
ou bien, en faisant
(13) //C^i » yO^^i = «/^i^i ; //(^2 7 y«)^^« = v^a^^î? • . • //(^^. .y^)^^// = f^^,* 7
(14) y/ia:, -|- i//,ir, -[- 1/^3X3 -| 1- ip^x^ = V.
Voilà la propriété générale des fonctions ^iXj, ^^x^y etc., que nous avons énoncée au commencement de ce mémoire.
Les fonnes des fonctions ipiX^^ y^^x^j etc., dépendent, en vertu des équations (13)^ de celles des fonctions î/j, y^ . . . y^. Ces dernières ne peuvent être choisies arbitrairement pamii celles qui satisfont à l'équation /y=0; elles doivent en outre satisfaire aux équations (7); mais comme on a plusieurs variables indépendantes, a, a\ a" ... il est clair qu'on peut établir entre les formes des fonctions ?yi , ^j, . . . 7/^. , un nombre de relations égal à celui de ces variables. On peut donc choisir aAitrairement les formes d'un certain nombre de fonctions y^ , y^ . . . y^\ mais alors celles des autres fonctions dépendront, en vertu des équations (7), de celles-ci et de la grandeur des quantités a, a', ... . Il se peut donc que la quantité constante d'intégration contenue dans la fonction v change de valeur pour des valeurs différentes des quantités a, a\ a'' ... ; mais par la nature de cette quantité, elle doit rester la même pour des valeurs de a, a', a" . . . contenues entre certaines limites.
Les fonctions x^^ x^ . . , x^,j sont détenninées par l'équation Fx = 0'^
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cette équation dépend de la forme de la fonction Oy\ mais comme on peut varier celle-ci d'une infinité de manières, il s'ensuit que l'équation (14) est susceptible d'une infinité de formes différentes pour la même espèce de fonctions. Les fonctions x^^ ^^ • • • ^^ , ont encore cela de très-remarquable que les mêmes valeurs répondent à une infinité de fonctions différentes. En effet la forme de la fonction f(x^ y)j de laquelle ces quantités sont entièrement indépendantes, est assujettie à la seule condition d'être une fonction rationnelle de X et y.
Nous avons montré dans ce qui précède conmient on peut toujours former la différentielle ratioimelle dv^ mais comme la méthode indiquée sera en général très-longue, et pour des fonctions un peu composées, presque impraticable, je vais en donner une autre, par laquelle on obtiendra immédiatement l'expression de la fonction r dans tous les cas possibles.
On a par l'équation (3)
r = ey\ey" . . . dy^''^
donc, en dîfférentiant par rapport aux quantités a, a\ a'\ etc., on obtiendra
^^ = k '^^v'+ ~. ^ey + • • • + «>7 ^^y""' ;
or, on a Oy=^Oy donc le second membre de l'éciuation précédente se réduira à ^- ^^^y^ et l'on aura par conséquent
On •'
Maintenant on a
r=^FQX.Fx^
où FqX est indépendante de a, a', a", etc.; donc, en dîfférentiant, on obtiendra
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et, par conséquent, en substituant et divisant par FqX^ on trouvera
t\x . By
Par là, la valeur de
, ôFx
deviendra
^""^-T^hF-Ay^^y^
et en multipliant par f(x^ y)
f{x, y)dx=- y^^ f{x, y) -r- dey.
En remarquant maintenant que -^: s'évanouît, car autrement on au-
rait ^^*^ = y, il est clair que l'expression de f(jc^y)dx peut s'écrire comme il suit:
/(ic, y) dx = -^.- \fi-^y')wô6y' J^fi:x,yyf^„-Sey^Jr ' ' ' +/(-,/"%;i.<^%^"^| •
Pour abréger, nous désignerons dans la suite par ^F^y toute fonction de la forme
Fy-}-F,y"+Fy"-i- . . . +Fy->; et par là la valeur précédente de f{x^y)dx deviendra
(15) f{x, y)dx = - -^r^-^ J:f(x, y) -^. ^yOy.
Cela posé, soit xy 1^ dérivée de XV prise par rapport à y seul, le produit fi^'i'lDx'y s^r^ ^^^ fonction rationnelle de x et y. On peut donc faire
où P et Pi sont deux fonctions entières de ic et y. IVIais si l'on désigne par T le produit Py'.Py'' . . . P^^"^ on aura
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Py ~ T ^^'J Fy '
or
p. peut toujours s'exprimer par une fonction entière de x et ^, et T par une fonction entière de x^ donc on aura
-Py — f
où T", est une fonctioiK entière de x et y ; mais toute fonction entière de X Qt y peut se mettre sous la fonne
OÙ ^0 7 ^1 . . . tn-ij sont des fonctions entières de x seul. On peut donc supposer
f^x étant une fonction entière de x sans y. De là on tire
En substituant maintenant cette valeur de ^(i^, ij) dans l'expression de y(x, \j) dx trouvée plus haut, il viendra
^ ^ M -Xi/ box.h'ji.ttJ-.- xy % ''
Dans le second membre de cette équation la quantité f^ {x^ y) - est une fonction entière par rapport à a; et y; on peut donc supposer
/i(^, y)'^âey^-.E<^>yJrIi-c-r~\
oh R^^^y est une fonction entière de x et y^ dans laquelle les puissances de y ne montent qu'au {n — 2)' degré; Rx étant une fonction entière de X sans y. On aura donc
ryeyr^^^-'-i-jRx
ty ^y "^ xy ' xy
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Or, on a
xY={y"-y'){y''-y"') • • • (z/"-/"0, etc.;
donc, d'après des formules connues,
Par conséquent
(19) 2:-^'^A'^^^-âey = Bx.
^ ^ xy ^y "^
La fonction 2 --^— -^-dOy peut donc s'exprimer par une fonction entière
de X seul sans y. Les quantités a, a', a" etc. d'ailleurs y entrent rationnellement.
Par là l'équation (18) donnera
En mettant dans cette équation au lieu de x successivement x^^ x^ . . . x^^ on obtiendra fx équations qui, ajoutées ensemble, donneront la suivante:
f^xi, FqXy, F'xx ffXi. Fqx^, F'x2 fi^^iA* F^Q^fi^ F'x^
Si donc on désigne par ^F^x une somme de la forme .
l'expression de dv pouiTa s'écrire comme il suit:
(22) dv=-:S:. #%--•
Cela posé, soient
(23) { Ax = (x-(i,Y'(x-p,)" . . . (a;-/9„)-«^,
Rx={x — ft,)"' {x—Zi,)"' ... (a; — (i^y-B^x,
154 MÉMOIRE SUR UNE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE etc.
/?!, 1^2 • ' ' l^aj étant des quantités indépendantes de a, a\ a'' etc.; ^1 , fi^ , . . m^^ 1712 ... Jcij fcjj , etc. , étant des nombres entiers, zéro y compris; et R^^x étant une fonction entière de x.
En substituant ces valeurs de FqX^ f^x^ lix dans l'expression de dv^ elle deviendra
dv = — 2 '
OU bien en faisant, poui' abréger,
(24) ,«1 -|- Wi — fci = »'n fii-\-mi — ki=^yi,... fi„ -f" ^"-a — K = »'« »
(25) A{x — (i,)"' {x — /?,)"• ... (x -/?„)"« = d,a; : Maintenant on peut toujours supposer
où i?2^ ®* ^3^ sont deux fonctions entières de x^ le degré de la dernière étant plus petit que celui de la fonction O^x'^ en substituant, il viendra donc
(27) dv =
F'x SiX.Tx
R2X La fonction — -2" -71/- peut se trouver de la manière suivante.
Puisque Xi, x^ . . . x^ sont les racines de Téquation Fx = Oj on aura, en désignant par a une quantité indéterminée quelconque,
c'est-à-dire
^ ^ ra a — x r x
d'où l'on tire, en développant - — suivant les puissances descendantes de a,
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d'oii il suit que ^-r^y- est égal au coefficient de -~-^^ dans le développe-
ment de la fonction »-? ou, ce qui revient au même, à celui de — dans
a" Fa
sances descendantes de x^ on aura
le développement de ^— • En désignant donc par TTF^x le coefficient de dans le développement d'une fonction quelconque F^x^ suivant les puis-
F'x Fx
De là il suit que
Fiœ j- Fix
en désignant par F^x ime fonction quelconque entière de x. On aura donc, en mettant R^x^
F'x Fx
mais ayant
R^x R^*v I R<iX
r êxx\ Fx ^^ T^x. Fx ' Fx
on aura aussi
8iX,Fx SiX.Fx ' Fx
Or, le degré de R^x étant moindre que celui de OiX^ il est clair qu'on aura
8ix . Fx '
^ R^jc j^j Rix^
^ F'x ~^ 6,x .Fx'
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Le second terme du second membre de l'équation (27), savoir la quantîté JS ,i7-''f se trouve comme il suit:
Soit
\ r.7^—RA^\ ' ' ' ~T f^r-
. .A^!^_ J..___^^^^_ -i- . . . 4— ^l' - 4- etc •
ou bien, pour abréger,
on aura
où
(x—(iyRiX
pour x = (3] c'est-à-dire
r(H- i)iÏ3i^
en désignant par d/*'^a; la v* dérivée de la fonction O^x par rapport à x^ et par /"(r-f-l) le produit 1. 2. 3 ... (v — l).r.
En substituant ces valeurs des quantités A^^ A^ . . . Ay^ il viendra
Maintenant on a, en désignant par q^ ♦
1 _dq 1 _ 1 <^^î 1 _ 1 _^''~^^ .
donc l'expression de -^ - peut s'écrire comme il suit:
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( d^-^p .v—ld'--^pdq
/2s.r_^, 1 ) dfy-i^-^ r"djy-^ dif
rf//'-» rf/^* ' ' -''rf/ï
#..r Tv \ Çy_l) {v - 2) d--y d^q d'-^q
Or la quantité entre les accolades est égale à jA-i ' donc
d'où l'on tirera, en substituant les valeurs de p et qj et renianjuant que
En substituant cette expression au lieu de ^^^- dans la fonction JS*- -^-^-j il viendra
^ > 'e^x . F'x ~~ F'.T d^ "-1 ) diC^li . (x—li) ( '
^ ' e.x.F'x dii^'-^ I d/>')/!^ ^ lx—p)F'x
Or, comme nous avons vu plus haut (28),
donc
(x — jî)F'x~ F fi '
_ R^x _, d^-^ S R^ft
e^x . F'x dfi >'-i f 8^(^)1^ .Ffir
mais l'équation
Rix j^ I Rzx
uix ' wi.r
donne, si l'on multiplie les deux membres par (x — (iy, et qu'on fasse ensuite ir = /î,
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donc, en substitnant,
Ayant ainsi trouvé les valeurs de ^ ~Jr- Gt -2*71 — ^^77? Téquation (27) donnera, pour la différentielle dv^ l'expression suivante,
(33) dv = -n -^l- + V',, .fp' j _. f •^^,^^ ! ,
ou bien
Maintenant on a (19)
xy Oy ^ ■ t'y %
et (23)
R,x = Rx.{x- (S,)-"' {x - /9,)-*' ... (a- — /?„)-*« ;
donc en faisant, pour abréger,
= (x — p^Y'-"' {x — /îj,)"'-*' . . .{x — /?„)''•'-*« == -F;a- :
K,x = F,x.Fx.:S-f'^'^'-'^^p-,
xy %
et en substituant cette valeur de li^x dans l'expression précédente de r//;, on obtiendra
(36) dv=-n^^'-^f^i':É.'ly.j^^'r f^AJ^-J^^^^'p^
Sous cette forme la valeur de dv est immédiatement intégrable, car F^x^ ûiX^ fi{Xj y) et /'y sont toutes indépendantes des quantités a, a/, a'' . . ., auxquelles la différentiation se rapporte. On aura donc, en intégrant, pour V rexpression suivante:
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(37) v = C- /zl^-^-^/i^-^'-^hog <9y+^V-f7, L^:r :^^^'^v'-^-^ log ey
OU bien en faisant, pour abréger,
et remarquant que d'après (23), (24), (25) et (85),
(39) v = C-n<px^2'v ^Ç^ ;
voilà l'expression de la fonction v dans tous les cas possibles. Elle contient, comme on le voit, en général, des fonctions logarithmiques; mais dans des cas particuliers elle peut aussi devenir seulement algébrique et même constante.
En substituant cette valeur au lieu de v dans la formule (14), il viendra
(40) xp,x, + ipix, H 1- xp^x^ =G— riipx + ^ V -{^Jl- ^
ou bien pour abréger:
(41) 2:^px = C~rj<px-\- 2 y '^'^lorsqu'on fait
(42) V^i^i + '/'^^aH ['ip,,x^, = 2:ipx et -2" = -T.
Nous avons supposé dans ce qui précède que la fonction r aurait pour facteur la fonction
F,x = {x-(i,Y^(:x-ft,Y^ . . . (x-/g^«.
Sinon tous les exposants ^aj, //^ . . . ,"« ^^^^ égaux à zéro, il en résultera
160 MEMOIRE SUR UNE PROPRIETE GENERALE otc.
nécessairement certaines relations entre les coefficients des fonctions g^o? îm î« • • • în^i 1 relations qui peuvent toujours s'exprimer par des équations linéaires entre ces coefficients; car si r = 0 pour x=:(3^ il faut aussi qu'on ait une équation de la forme 0y = O pour la même valeur de ic; mais cette équation est linéaire. En général donc la fonction r n'aura pas de facteur comme FqXj c'est-à-dire indépendant des quantités a, a\ a" . . . . Ce cas mérite d'être remarqué:
Ayant (19)
on aura en général, si Fç^x =1, fc^ = fcg = fcj = • • • = fc^ = 0 (on peut faire la même supposition dans tous les cas); on aura donc en vertu de (35) et (25)
Jp^xzzrl, e^Xz=F^X.fiXz=f^X^
la valeur (38) de ip^x deviendra donc (en remarquant que v^:=^'in^^ y^z=im^^ etc., et désignant v par m)
(p,x= . 4-- 2: i^^^ log ey,
et par conséquent la fommle (41) (en désignant par B la valeur de y pour
Pour le cas particulier où f^x=^(x — /?)*", on aura //""^/î^z 1 .2 . . . ?/i, donc en substituant
A '^_'"'l- 1 ^ l^iP' ^J loff 0B
Si m = 1 , il vient
^ ' J (•»•— (^)zy (^—(i)xy ^ -f^ xB ^
et si m=0,
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(46) V f.M'hj/y^. = C- ^rr-f'^V ^) log dy.
Dans la formule (43), le second membre est en général une fonction des quantités a, a\ a'\ etc. Si on le suppose égal à une constante, il en résultera donc en général certaines relations enti'e ces quantités; mais il y a aussi certains cas pour lesquels le second membre se réduit à une constante, quelles que soient d'ailleurs les valeurs des quantités a, a a", etc. Cherchons ces cas:
D'abord il est évident que Wi fonction f^x doit être constante, car dans le cas contraire le second membre contiendrait nécessairement les quantités a, a', a" . . ., vu les valeurs arbitraires de ces quantités.
En faisant donc f^x=:^\^ il viendra
^ [M^'Â dx = c- :sn^,^ log ey.
J xy xy ^ ''
Or, en observant que ces quantités a, a\ a", . . . sont toutes arbîtraii'es, il est clair qtie la fonction ^^^\L£2 log dy^ développée suivant les puissances descendantes de x^ am*a la forme suivante:
li étant une fonction de x indépendante de a^ a\ a'\ etc., /.Cq un nombre entier, et Aq^ A^^ ... -4^^, ^^,+17 etc., des fonctions de a, a', a'', etc.; donc pour que la fonction dont il s'agit soit constante, il faut que Uq soit moindre que — 1 ; et par conséquent la plus grande valeur de ce nombre est — 2.
Cela posé, en désignant par le symbole kR le plus haut exposant de X dans le développement d'une fonction quelconque E de cette quantité, suivant les puissances descendantes, il est clair que /Hq sera égal au nombre entier le plus grand contenu dans les nombres:
fl ,—, > fl 7—77 j • • ' fl . . . ,
xY xY xY""^ '
il faut donc que tous ces nombres soient inférieurs à l'unité prise négativement.
Or, si -jy est une fonction de a:, on aura, comme il est aisé de le
Ml
Voir,
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Kl
par conséquent
(47) hf,{x,y')<hx'i}'-\, hf,{x,y")<hy:f -\,
De ces inégalités on déduira facileniei\t dans chaque cas particulier la fonne la plus générale de la fonction fi(x^ y).
Comme on a
x'y' = {y' -y"){y' -y"') - ■ - {>/ -y'") x'y" = {y"-y'){y"-y"') • • • {y''-y'% etc.,
il s'ensuit que
^ r hxY = h(y"-y')-\-h{y"-y"')-^"-+Hy''-y<"%et^. Supposons, ce qui est permis, que Ton ait
(49) ky'^hy", ky" :^ky"', hy"'-^ky"", . . . %^-"^%^-^
de sorte que les quantités hy\ hy'\ ^y"\ • . . suivent l'ordre de leurs grandeurs en commençant par la plus grande. Alors on aura, en général, excepté quelques cas particuliers que je me dispense de considérer:
h{y'-y")=hy', h{y' -y"') = hy' , h{y' ~y"") = hy'
. ..k{y' — y<''>) = ky\
Hy''-y')=h\ Ky"-y"')=h% Ky'-y'n^h"
(50) { ...h{y"-y<'>) = ky'',
Hy"'-y')=h\ Hy"'-y")=h% Hy"'-y"")=h"'
...Hy"'-y<''>) = ky"\ Si ces équations ont lieu, on se convaincra sans peine, en supposant
(51) M-»=,y) = to-\-t,y-]-t,y*-\ \-tn-iy'-\
que les inégalités (47) entraînent nécessairement les suivantes: (52) hit„y"')<hx'y'~h k{t^y"'')<:hxy-l,
hM"n<H'y"'-y. •••
la étant l'un quelconque des nombres 0, 1, 2, . . . /^ — 1.
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. D'oh l'on tire, en remarqnant que
les inégalités
àf„<hxy - inhy' — 1, ht„<:kxY — mhy" - 1,
. . . A<„< /i;c',yf"^ — m%f"J — 1 .
Or, au moyen des équations (48) et (50), on aura
hx'y' — mhy' — 1=(tc — m — 1)%' — 1,
hxY — mhy" — l=(n_w — 2)%"+%' — 1,
hx'y'"— mhy'" —\=i{n — m — 2i)hy"'^hy'-\-hj" — \, etc.,
hx'y^'-"' — mkyf'-'i — l=hy' -^-hy" -\ {-hy'"-"-'' — 1, ■
hx'y^"-"*^^ — mhy<'-''*'> — 1 = — Aî/^"-"+" + hy' + hy" -\ 1- A^^"— >— 1 ,
etc.,
En remarquant donc que les quantités hy', hy" ^ . . . suivent l'ordre de leurs grandeurs, il est clair que le plus petit des nombres
hx'y' — mhy' —l, hx'y" — mhy" —\, etc., hx'y^"^ — mht/"^ —\ est ésral à
'ft'
Donc la plus grande valeur de ht^ est égale au nombre entier immédiatement inférieur à cette quantité, et on aura
(53) ht^ = hrj' -{-hy" -\ ^ /^^ f--y _ 2 + «
OÙ ^n-«-i 6st le nombre positif moindre que l'unité qui rend possible cette équation.
Cela posé, soit hy' =^ , i m' et /t' étant deux nombres entiers et la
fraction --y- réduite à sa plus simple expression, alors il faudra que Ton ait
hy' = hy" = hy"'= • • • =%^"> = ^,
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Car si une équation de la fonne /?/ = 0 est satisfaite par une fonction de la forme
y=zAx^'-^ etc., cette même équation est aussi satisfaite par les /te' valeurs de y qu'on obtiendra en mettant au lieu de x^',
1 , «1 , «j , ... a^,_i étant les /tt' racines de Téquation a^*' — 1 = 0.
Parmi les quantités hy\ Jiy'\ . . . hy^''^ il y en a donc /// qui sont égales entre elles. De même le nombre total des exposants qui sont égaux à une fraction réduite doit être un multiple du dénominateur.
On peut donc supposer
hy = hy" =...z=v*'^=-^;,
hy ('■+'> = ht/'-'» = . • • =hy<'->="Ç,
où
les fractions y ? -^ > ... - ~- sont réduites à leur plus simple expression ,
f.1 fX (X^^^ ^ JT JT 7
et n\ n" ^ n''\ . . . n^'^ sont des nombres entiers.
Supposons maintenant dans l'expression de ht^^ que vi=n — k^^^ — /'? — 1, /î étant un nombre moindre que fc^"^^^ — fc^"^, c'est-à-ilire moindre que ^^r«+i;,^/«+i;^ il viendra alors
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htj' -f hf -\ {-hl/"'^
-f-etc.
or, les équations (54) et (55) donnent
^2/' + %"+ ■ • • -{-h,/''> = k'^ = n'vi\
etc.,
donc, en substituant
1 n'm'-{-n''m''-\-n"W'^ [- nC^ m<''^
(56) ht_ =} _i_3!^A..^ _2.
Quant à la valeur de f,(«; , ^, U ^st clair qu'en faisant
cette quantité -4^'"^'^ sera le plus petit nombre entier positif, qui rend le nombre /îw^""*"'^-!--^?^^^ divisible par a^'"'*'*^; on aura donc
En faisant dans cette équation a = 0, il viendra
ht — g I ^^' + ^V.
donc si -^ — 4--— <C2, ^^n-/?-i ®st négatif, et par conséquent il faut faire f^_^_j = 0; car, pour toute fonction entière f, A< est nécessairement positif, zéro y compris. Or, en faisant /? = 0 , on a toujours — — —- — ^ <[ 2 ; donc
106 MÉMOIRE SUR UNE PROPRIETE GÉNÉRALE etc.
tn-i est toujours égal à zéro, c'est-à-dire que la fonction /^{x, y) doit être de la forme
(58) Mx, y) = f,-^t,y-^f,y»-^ . . . + /„_.^,_^ y »-/»'-!,
OÙ /?', étant plus grand que zéro, est déterminé par l'équation
d'où il suit que /?' est égal au plus grand nombre entier contenu dans la fraction -, +1.
Une fonction telle que fi{x^ y) existe donc toujoui^s à moins que (3' ne surpasse n — 1. Pour que cela puisse avoir lieu, il faut que
oîi € est une quantité positive, zéro y compris; de là il suit
Or, la plus grande valeur de fi^ est n, donc cette équation donne
ou
fl' M
Or, je dis que dans ces deux cas l'intégrale (/{x^ y) dx peut s'exprimer au moyen de fonctions algébriques et logarithmiques. En effet, pour que
— ,-î qui est le plus grand des exposants hy\ hy'\ ... A?/^"^ ait une des
deux valeurs =-? — ? il faut que l'équation /?/ = 0, qui donne la fonction y, ne contienne la variable x que sous une forme linéaire. On aura donc
OÙ P et Ç sont des fonctions entières de y; de là il suit
P , PdQ—QdP
et
/(.,,)<fc^/(-|.„)-^^«-«''^=i^</,,
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oh il e^-t clair que li est une fonction rationnelle de y; par conséquent
l'intégrale 1 lidy^ et par suite I f(x^y)dx\ peut être exprimée au moyen
de fonctions logarithmiques et algébriques.
Excepté ce cas donc, la fonction f^{x^y) existe toujours; en la substituant dans l'équation (46), elle deviendi'a
(to + hy-\ h <,_^._i y("-/»'-i)) dx _
Un cas pailiculier de cette équation est le suivant:
oh h et m sont deux nombres entiers et positifs, tels que
et il est clair que cette formule peut remplacer la formule (59) dans toute sa généralité.
Puisque le degré de la fonction entière t„ est égal à A^„, cette même fonction contiendra un nombre de constantes arbitraires égal à Af„-(-.l. La fonction fi{x, y) en contiendra donc un nombre exprimé par
ou bien, comme il est aisé de le voir.
En désignant ce nombre par y^ on trouvera aisément, en vertu de l'équation qui donne la valeur générale de ht^j
y— \ A^'" , ur + Ay,'" ■ 2m"'+J/" ■ (m"V"— l)7n"' + ^'"n->--i
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or, en remarquant que vi et ^i sont premiers entre eux, on sait par la théorie des nombres que la suite ^/, ^/, A^ ^ A^ . . . A\.^^._^^ contiendra n fois la suite des nombres naturels 0, 1, 2, 3, . . . fi — 1, donc
de même
etc.
En substituant ces valeufs et réduisant, la valeur de y deviendra
/ — «4-1 + f/ftV(ny—l) + -J «'(,«'— l)-l-4m''«" («>"—!)
i -1- n'm'n"}L" + (7i'/»'+ «"m" ) ra"'/i '"4- (n'm' + n"m" + «'"-/«'")«"",«.""
ou bien en remarquant que
n = n'fi' -|- n",»" -| \- n ''>fi('> ,
«' (m' -f- 1) n" (m " + 1) «'" (m'" -|- 1) _ »W(mW+l) .
Connue cas particuliers on doit remarquer les deux suivants 1. Lorsque
Dans ce cas é = 1 , et par conséquent
(63) v = nfi 2" — 2"'
Si en outre u^ = 7ij on aura ^'=1, et ((54) y = {H—l) = .
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2. Lorsque toutes les quantités 1i]j\ A?/", • • • A?/^"^ sont des nombres entiers. Alors on aura
et si Ton fait de plus
on aura é = /i, et par conséquent en substituant,
(65) ;^=(7l— l)7/l' + (7l — 2)'/Al" + (w— 3)7//"-|
c'est-à-dire, en remarquant que vi^ =:hy\ m" = hi/\ etc.
(66) Y = ('* — 1)%' + (^ — 2)A?/" +(n — S)hy''' -|
Dans le cas où tous les nombres /*?/', hy'\ ... ky^''~^^ sont égaux entre eux, la valeur de y devieiidra
La fonnule (59) a généralement lieu pour des valeurs quelconques des quantités a, a', a", . . . toutes les fois que la fonction r n'a pas un facteur de la fonne FqX] mais dans ce cas elle a encore lieu, sinon FqX et
-jT-p-^^ s'évanouissent pour une même valeur de x. Aloi-s la formule dont-
il s'agit cesse d'avoir lieu, et on aura au lieu d'elle la formule (40), qui deviendra, en faisant f^x=:l^
c'est-à-dire, en remarquant que
m ^fI>teêii^a+^.J^^^^^f,^,B].
Maintenant on a (19)
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d'où il suit que si -—^^^ conserve une valeur finie pour x = i'ii^ la fonction entière Mx aura (x — /?i)^' pour facteur, donc
ki=jj,^ et yi = f^i — ^1 = 0.
Par là on voit que, dans le second membre de Téquation précédente, tous les tenues relatifs à des valeurs de /9, qui ne rendent point infinie la valeur de —-fk — y s'évanouiront; par conséquent ledit nombre se réduit à
une constante, si FqX n'a pas de facteur connnun avec ^— t •
Reprenons maintenant la fonnule générale (14), et considérons les /onctions Xi, iCa, iCj, . . . x^. Ces quantités sont données, par l'équation Fx = 0^ en fonctions des quantités indépendantes o, a\ a", etc.; soient
Xi =ij^\a^ a ^ a ,...); x^ =j^(a^ a ^ a ,.,.); . , . x^ =j^\^a^ a , a ,...).
Si maintenant on désigne par a le nombre des quantités a, a\ a", , . . on peut en général tirer de ces équations les valeurs de o, à', a'', . . . en fonctions d'un nombre a des quantités Xj , x^ . . . x^] par exemple, en fonctions de Xij x^^ . , . x^. En substituant les valeurs de or, a', a", . . . ainsi détenninées, dans les expressions de a^«+i, a^a+a? • • • ^^o ^^^ dernières quantités deviendront des fonctions de x^^ x^^ . . . x^\ et alors celles-ci seront indétenninées. La fonimle (14) deviendra donc
oh iCi, ifg, ... x^ sont des quantités quelconques, ic„+i, ic„+g, . . . x^ des fonctions algébriques de x^, x^, . . , x„, et o une fonction algébrique et logarithmique des mêmes quantités.
Les quantités a, a\ a", . . . et x^^^^ ^^«+8? • • • ^^u ^^ trouvent de la manière suivante. Les équations (7) donnent les suivantes:
(71) %i = o, ey,=o, ...etj^ = o,
qui toutes sont linéaires par rapport aux quantités a, a', a", .... Elles donneront donc ces quantités en fonctions rationnelles de x^^y^'j ^2? y»; •^sj^sî
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• • • ^«î^/a- Maintenant si l'on substitue ces fonctions au lieu de a^ a\ a" ^ . , , dans réquation Fx-=.Q^ la fonction Fx deviendra divisible par le produit
(x — .Tj) {x — a^g) . . . (ic — x^ ; car on a
Fx-=iB{x — x^){x—x^ . . . {x — x^{x — x^^^ . . . {x — x^.
En désignant donc le quotient -7-. \i S T. — T^ P^^' F^^^x^ Fé-
quation
sera du degré ,u — a, et aura pour racines les quantités x„+i, ...x^. Quant aux coefficients de cette équation, il est aisé de voir qu'ils seront des fonctions rationnelles des quantités
De cette manière donc les // — a quantités a;^^i , • • • ^^^ sont détenninées en fonctions de^ x^^ x^^ . . . x^ par une même équation du (/t — a)* degré.
Les équations (71) sont en général en nombre suffisant pour détenïiiner les a quantités a, a\ a", . . ., mais il y a un cas où plusieurs d'entre elles deviendront identiques. C'est ce qui arrive lorsqu'on a à la fois
^1=^2= ••• =«;,.; y^=y^= ... =1/,'^ car alors
Oy, = 0!h= • • • =%.
Or dans ce cas on aura, d'après les principes du calcul différentiel, au lieu des k équations identiques,
les suivantes
qui, jointes aux équations
Oyu+i = 0 , ... 6y„ = 0,
détennineront les valeurs de a^ a'^ . . . a^'^'^K
La formule (70) montre qu'on peut exprimer une sonnne quelconque de la forme
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par une fonction connue v et une sonnne semblable d'autres fonctions; en effet elle donnera
Dans cette formule le nombre des fonctions i/^«+i^a+i7 V^a+2^a+2 5 • • • V'/*^/* est très-remarquable. Plus il est petit, plus la formule est simple. Nous allons, dans ce qui suit, chercher la moindre valeur dont ce nombre, qui est exprimé par /i — a , est susceptible.
Si la fonction F^x se réduit à Funité, tous les coefficients dans les fonctions g^o? (Zi? ?«? • • • ?n-i seront arbitraires; dans ce cas donc on aura (en remarquant que, d'après la forme des équations (71), un des coefficients dans les fonctions q^^ q^^ ... peut être pris à volonté sans nuire à la généralité),
Si FqX n'est pas égal à l'unité, il faut en général un nombre hF^x de conditions différentes pour que l'équation
FqX . Fx = r
soit satisfaite; mais la forme paiiîculière de la fonction y pourrait rendre moindre ce nombre de conditions nécessaires. Supposons donc qu'il soit égal à
(75) hF^x — A,
le nombre des quantités indétenninées a, a\ a", . . . deviendra
(7G) a = /^îo + '^îl + A?2^ \-hq,_,-[^n—\—hF^x^ A]
maintenant on a
hr = ÎiFqX -j- hFx = hFffX -f- tt , donc
(77) ft = hr — hFoX^ et par conséquent
(78) ft—a = kr — {hq,-^hq,-\-hq,^ ^/,^_J_r/ -f 1 — 4.
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Mais comme on a (3)
il est clair que
(79) hr = hey'-{-hey' -^ h^^^//^'^
donc
(80) ,i. — a = hey'^hey' -\ f-Ad?y^"^
Ayant maintenant (2)
on aura nécessairement, pour toutes les valeurs de ;;?,
où le signe > n'exclut pas Fégalité.
Donc en faisant
et remarquant que
on aura aussi
(81) k0y'>hq„-{'mky'] hOy'' >hq^-{-mky% . . . hey^''^>hq^-\'mhy^''K
Cela posé, désignons par n\ m\ j.i\ fc'; n'\ m'\ /t", fc"; etc. les mêmes choses que plus haut dans le numéro (5), et supposons que h[q^jj'^') soit la plus grande des n'fi' quantités
en sorte que
(82) hq^,-\-(f,ht/>hq„_f,_,-\-{n-ft-l)hy'.
En désignant, pour abréger, kq„ par /?w, et mettant — au lieu de hy\ il est clair que cette fonnule donne
(depuis /? = 0 , jusqu'à /9 = &' — 1) ,
oh A/ est un nombre positif moindre que l'unité, et é'^ un nombre entier positif, zéro y compris.
Soient de même
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(depuis ft = k', jusqu'à /? = fc " — 1 ) ,
(depuis ft = k'\ jusqu'à /? = fc"'— 1), etc.,
(depuis l3 = k<'"-'\ jusqu.'à /î = fc^"^— 1), etc.,
(depuis (i = k^^~^^^ jusqu'à I3 = n — 1).
A^'\ A^'\ , . . A^^^^ étaut des uombres positifs et moindres que l'unité, et f^'', €p'\ etc. des nombres entiers positifs, en y comprenant zéro.
Considérons Tune quelconque de ces équations, par exemple la (w — 1)'; en donnant à ft les it^""^ — /r/"'"'^ valeurs,
(m obtiendra un nombre A*/"*^ — /r/"*-'^ d'équations semblables; et en les ajoutant il viendra
I (2 w. _ k(''> — y^'-'^ — 1) {h<^^—hS^"'^) -^Ç^- + A,^-^ + A<-> + • • • + ^l:l)^,r.-i)^,
_|_/(„,_l_.fcf— •^)_|_/(„,_2_jfcf--«) -|- . . .
Or
donc en substituant,
I (2??. — k^"^ — fc'^"-" — 1) n^-hn^"^
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Or, en remarquant que A^}""^ est le nombre, moindre que l'unité, qui, ajouté à [71 — ft — 1 — P«)— 7„;» rend cette quantité égale à un nombre entier, on voit sans peine que la suite
qui est composée de w^^'^/t^'"^ termes, contiendra tz^'"^ fois la suite des nombres
donc
En substituant cette valeur, et faisant pour abréger,
il viendra
i|(2 /i — fc^""^ — fc^"»-'^ — 1) /i^'-^m^"^
Maintenant on a, en désignant hOy^"^^ par ym,
(87) y (fc^'«-^^ + 1) = (p{k("'''^ + 2) = (/^Cfc^"*-^^ + 3) = . . . =(p{k<^>) ;
en remarquant que Ay^"'^ conserve la même valeur pour toutes les valeurs de m, de fc^™"^^-]-! à k^'^K Les inégalités (81) donneront donc
donc on aura, en vertu de l'équation précédente,
> i _|_/(rt_A;f— y_l)_|_/(„_^(«'-»^_2)-| p/(„_A;f-)).
En faisant dans cette formule successivement /» = 1 , 2 , 3 , . , . , et puis ajoutant les équations qu'on obtiendra, il viendra
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<^(l) + (/>(2) + 9)(3)-| \-ip{n)
^ ^ _i_|.rt"W'(2w— fc'"— fc"— i)+i«"'(At"'— 1)+<^;
+ \ n''^m('^{2n — k<'> — y'-'>— 1) -{- ^ n"> {ft<'> — 1) -f C, .
En substituant les valeui-s des quantités k\ k", k'", . . . savoir, k' = n'^i'', Jk" = 7/.a' -!-<»"; k" ' = n' ^i' -\- n" ft." -\- n" ' fi" ' , etc., et pour n sa valeur (55)
on obtiendra
où l'on a fait pour abréger
De cette formule combinée avec Téquation (80), on déduira
(89) . ^,, _ a > J, ' _ ri -f 1 _ ^ ^ C\ + C; -I [- C,.
Or, je remarque que le nombre y^ — 7i-f-l est précisément égal à celui que nous avons désigné précédemment par y^ équation (62), donc
(90) fi — a>y — A-^C,-^C,-\ |-C;.
Cette Ibnnule nous montre que fi — a ne peut être moindre que y — -4, or je dis qu'il peut être précisément égal à ce nombre.
En effet c'est ce qui arrive lorsqu'on a
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yA;W=/p___|_p,
et C, + C, + C3H hG, = 0;
or on peut démontrer de la manière suivante que ces équations pourront avoir lieu.
En se rappelant la valeur de C„j il est clair que l'équation (91) entraîne la suivante:
a<^> = 0 (depuis (i=*¥''-'^\ jusqu'à ft = ¥^^ — l)] donc en vertu des équations (83) et (84)
(92) /(„_^_i)=/^,„_(„_/î_i_pj.'^;;_4w,
(depuis /î = fc("-'\ jusqu'à ^ = ¥"^—1).
Il s'agit maintenant de trouver la valeur de /(>„• Or l'équation (91) donne
fn 0*) ffi ("0
pour toutes les valeurs de m et de a.
De là on tire, en désignant pour abréger
(94) - -f„y par a, ,
(95) /?„ — /<»„ > (pa — e«) Om •
En faisant m^a — 1, et changeant ensuite a en m, de même que « en m — 1 , on obtiendra les deux formules
/ggN j /e« — /C»-l < (P™-! — Cm) <^«_1 ,
Par là on voit que la différence entre la plus grande et la plus petite valeur de /(>»,— /c„_i ne peut surpasser ((>,»_i — (>«)((T„_i — (T„). Par conséquent on doit avoir
oh 6^_i est une quantité positive qui ne peut surpasser l'unité. Cette équation peut s'écrire comme il suit:
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De là on tire sans peine
Si /(>„ a cette valeur, il n'est pas difficile de voir que la coiiditiou
est satisfaite pour toute valeur de a et m, quelle que soit la valeur de /pi et celles des quantités ôj, ô^, • • • é?«_i, pourvu qu'elles ne surpassent pas Tunité.
Connaissant ainsi la valeur de /p„, on aura celle de f(ii — /? — 1) par l'équation (92).
Après avoir de cette manière déteiminé les valeurs de toutes les quantités /(O), /(l), /(2), . . . f{n — 1), voyons à présent si elles satisfont en effet à l'équation (91)
Pour que cette équation ait lieu, il est nécessaire et il suffit que Péquation
(99) /Pm+P«^«>/« + «^«
soit satisfaite pour toutes les valeurs de a et m, 11 faut donc que
(100) p(^)=f^^-fa,J^{ff^-a,)a„>Q.
Soit a,) = 71 — (3 — 1, où (3 a une valeur quelconque comprise entre k^^"^^ et k^^^ — 1 inclusivement, l'équation (92) donnera
f^s=f(f3 — {(^ô — (fi)<ys — Af] et par conséquent
(101) p<J>=fff^-fygJ^(^ç^-a,)a„-\-{as-(f3)as-{-Af. En mettant 7/i -[- 1 au lieu de m, il viendra
On a par l'équation (97)
/Pm+l— /Pm= (P«— Pm+l) [^m^« + (1 " ^m)^«+l] ?
donc, en substituant et réduisant,
(102) p(f;,_Pj''; = (a,,-[p„(l-<?„) + (,„^i(9„]j(0,-(T.^O;
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or, en remarquant que a^ est compris entre n — 1 — k^^"^^ et n — k^^\ que p«(l — dm)-|-p«,+i^w l'^s* entre p„ et p„+i, c'est-à-dire entre n — k^"^"^^ — 1 et n — k^'^V^ il est clair que le second membre de cette équation sera toujours positif si m^ d-^1^ et toujours négatif si m ^ (^ — 2 .
De là il suit: V que P„+i+^>0 si P^+i>0; 2' que P,î^i_«>0 si P,î_i>0. Donc pour que Pj^^ soit positif pour toutes les valeurs de rw, il suffit qu'il le soit pour m = (y-|-l, â^ â — 1.
Or, en faisant dans l'équation (102) 77i = rJ', m^rT — 1, il viendra
Mais l'équation (101) donne pour m=-d^
donc Pjf^^ est toujours positif, et en substituant cette valeur, les deux équations précédentes donneront, en mettant (J -|- 1 au lieu de â dans la dernière,
Pt^> = [ff, - «,„, - e,{(}s-n^.)] (<T3-a,,0 + ^^''-
De ces équations on tire (en remarquant qu'on doit avoir pour P(%^.i et P^H^^^ des valeurs positives),
Q > JA-^L _ ^ ^ = B
QS — QS-^1 ' (Çiî — ÇrUi)(^fT — ^^+i)
Maintenant ô^ est compris entre 0 et 1; par conséquent il faut que 7^^ ne surpasse pas l'unité, et que (7^ soit positif. Or c'est ce qui a toujours lieu. En effet on trouve
l_£ _^s — çs+i I ^/^^ .
^ Qd — Ç(î+i ' (W — Ç^+i) (^^ — <^^+i) '
donc 1 — B^ est toujours positif en remarquant que.a^>p^+i; par conséquent Pj ne peut surpasser l'unité. De même p^>«^+i; donc Cj est toujours positif.
La condition
Pi*>0
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est donc satisfîaite pour toute valeur de J et m; d'où résulte l'équation
On aura donc, comme on vient de le dire,
(104) fi—a = y — A^ qui est la moindre valeur que peut avoir fi — a.
Si l'on suppose que tous les coefficients dans les fonctions q^, (/,,... ç„_i , soient des quantités indétenninées, alors FoX^l, et par suite ^4^=0; donc dans ce cas
(105) fi — a = y.
C'est ce qui a lieu généralement, car c'est seulement pour des fon<!tions d'une forme particulière que le nombre A a une valeur pliLs grande que zéro.
Dans ce qui précède nous avons supposé que tous les coefficients dans Ço) ?n • ■ • î,-!) étaient indétenninés, excepté ceux qui sont déterminés par la condition que r ait pour diviseur la fonction F^x. Dans ce cas on a toujours, comme nous l'avons suppcsé plus haut (87),
,f(t'— '+ l) = ,p(k<-'> + 2)= ■ ■ ■ =»(i'-') =/(.. + P.O., et par suite '
C'est la valeur de hr en général. Supposons maintenant que les quantités a, a\ a", ... ne soient pas toutes indéterminées, mais qu'un certain nombre d'elles soient déterminées par la condition que la valeur de hr soit de A' unités moindre que la valeur précédente. P^n général, nn nombre A' des quantités a, a', a", . . . sera déterminé par cette condition, et alors /* — o ne change pas de valeur; mais il est possible que, pour les fonctions d'une forme particulière, la condition dont il s'agit n'entraîne qu'un nombre moindre d'équations différentes entre a, a', a", . . . Soit donc ce nombre A' — jS, la valeur de fi — a deviendra
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Pour donner un exemple de Tapplication de la théorie précédente^ supposons que w=:13, en sorte que 7j soit déterminé par l'équation
f +Psy'-\rP9y'+Pioy''+Piy-\-2h2y''-\-y'\
et
Supposons que les degrés des fonctions entières
Po, Pi, P^> Pz, Px, P5, Pe, Pi,P%, P^, Pm Pn^Pii,
soient respectivement
D'abord, il faut chercher les valeurs de %', hif\ . . . hy^^^K Or, pour cela, il suffit de faire dans l'équation proposée,
et de déterminer ensuite A et w de manière que l'équation soit satisfaite pour On obtiendra l'équation
Pour y satisfaire il faut qu'un certain nombre des exposants soient égaux et en même temps plus gi'ands que les autres, et que la somme des termes correspondants soit égale à zéro.
Or on trouve qu'en faisant
1^ 13m == 10m -j- 4, d'oÙ7w=: ., ? les deux exposants 13 w, 10m-l~4,
seront les plus grands;
2*^ 10m-{-4 = 5m-{-5, d'oùm= y, 10^4-4, 5m-|-5;
3^ 5w + 5= m -{-3, d'oùm = — g-, 5tw-[--'5, m-|-3,
4^ 7w 4- 3 = 2, d'où w = — 1, m-|-3, 2.
On a donc
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donc
A = — yji\„ et fuj' = fn/" =hy"' = '"', =^ , «'=^1;
(!onc
^^ — j//^" et /, ij<*> = hf> = h/"' = ktj"> = h ?/''>—"'" = 1^-, b"=1;
jf^Ax~'% n^A^-\-Ji,A = 0, donc
ij=Ax-\ A^+A=o,
donc
A=-^ et hf'> = '^ = ~\, n""=\.
Ayant ainsi ti"ouvé les valeurs dea nombres m\ u', n', m", ju", n", m"\ /i'", n"\ m"", ,(*"", w""» on aui*a
fc' = n'(t':^3, fc":^n.'^('-j-M''^''^8, k'" = n'/i' -^-n" fi" -\- n"'fi"' = 12, fc"" ;=^ m'/i' -j- n"fi" -\- n"'fÂ."' -\- n""ii"" 7=1 13 -^z n.
Maintenant le nombre p, doit être compris entre n — 1 et n — k', p, entre n — k' — 1 et n — fc", etc.; donc on trouvera pour ces quantités, les valeurs suivantes :
Connaissant p,, p^, pj, p^, on aura A/, A/, A/", A/'" par l'équation (92"); ensuite tf , , ^j, tfj, Ô4 par les équations (103); /(»», /Ca, /d par l'équation (98); et enfin /(O), /(l), /(2), . . ./(12) par l'équation (92).
Ija valeur de y, qui est toujours la même, deviendra par l'équation (88) et la relation y^y' — « -|- 1 1
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c'est-à-dire, en réduisant,
Pour pouvoir déterminer numériquement les valeurs de a et de //, supposons, par exemple,
Pi=ll, ^8 = 6, P3 = 4, p.i = 0.
Alors réquation (92) donnera les suivantes:
/(12)=/(11)-|- A', donc ^o' =|,'/(12)=./(ll)-2
/(lO) =f{\\) + 1 - A^, donc A^ =\, /(lO) =/(l 1) + 1
/(9) =/(6) -I- ^3", donc A," ==|, /(9) = /(6) -1
/(8) =/(6) -I- A", donc a: =|, /(8) = /(6) -1
•/(7) =/(6) -i- ^5", donc 4/ =4, /(7) = /(6) -1
/(5) =/(6) +i- A^ donc A{ =^, /(5) = /(6)
/(3) = /(4) - i - ^"', donc A^ = i , /(3) = /(4) - 1
/(2) = /(4) - 1 - A,r, donc ^,."' = 0 , /(2) = /(4) - 1 /(l) =/(4) -f-Ai'", donc^,"' = i, /(l) =/(4) -2.
Pour trouver maintenant ^(0), y (4), /(6), /(11), il faut chercher les limites de ^1, 6^, ô,, ^4.
Or les équations (103), qui déterminent ces limites, donnent
<9x>— 5-'- if ' d'où (?,>_.— ^^-, 0, 5— y^-;
<?.<— 5 h- 17-' doù é>, < . -f- 5~-j^- , 5+5.17. .
JL2 6^1 3_
"5 "'"5.IT' ' 5 "'"5.17 ■ Il suit de là que
», >g5, (fx<-if'
On trouve de la même manière
Maintenant l'équation (97) donne •
/(>». — /C— 1 > (P».-l — P«) [^"«-lO«_l + (1 — ^''m-l)<ï»] , /C». —f(fm-l < (P«-l — P™) [^'«-1<^«-1 + (1 — O'm-l) Om] ,
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oîl 0''„_y est la plus petite et B'„_y la plus grande valeur de d„_i; donc ou trouvera, eu faisant,
/(6)-/(ll)>5.[^|.i + (l-J|).]] (^1 + gf) /(G) -/(11) < 5 . [-A . -1 + (1 - A) . k] 1= 3 + I) /(4)-/(6) >2.h5^.i-(l-,5^).i] (=: -l) /(4)-/(6) <2.[l.^-(l-l).i](=|) /(0)-/(4) >4.[ i .(-t) + (l-J).(-l)] (==-3) /(0)-/(4) <4.[l.(-i) + (l-l).(-l)](--2);
donc on aura pour /(6) — /(11), /(4) — /(6),/(0) — /(4), les valeurs suivantes :
/(6)-/(ll) = 2,3,/(4)-/(6) = 0,/(0)-/(4) = -3, -2;
d'où
/(6)=/(ll) + 2,/(ll) + 3, /(4)=/(ll) + 2,/(ll) + 3;
/(0)=/(ll)-l,/(ll),/(ll) + l;
/(12)=/(ll)-2;/(10)=/(ll)+l;/(9)=/(ll)+l,/(ll) + 2;
/(8)=/(ll) + l,/(ll)H-2;/(7)=/(ll) + l,/(ll) + 2;
/(5)=/(n) + 2,/(ll) + 3;/(3)=/(ll)+l,/(ll) + 2;
/(2)=/(ll) + l,/(ll) + 2;/(l)=/(ll),/(ll) + l.
En exprimant donc toutes ces quantités par /(12), on voit que les fonctions 2i8 î 2iM 2io 7 • • • 2o 7 *50ïi* respectivement des degrés suivants
où ô est le degré de la fonction q^.
De là suit que
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et
= 3(/(ll) + ll.^) + 5.(/(6) + 6.i) + 4(/(4)-4.i)+l.(/(0)-0);
c'est-à-dire,
La valeur de (.l — a deviendra donc
fx — a = 38, connne nous avons trouvé plus haut pour la valeur de y.
Par les équations (92) et (98) établies précédemment, on aura les valeurs de toutes les quantités /(O), /(l), /(2) . . - f{n — 1), exprimées de la manière suivante :
(108) >=/(,! + iC,
OÙ M^ est indépendant de /pj. (Jette dernière quantité est entièrement arbitraire. Le nombre des coefficients dans Çq ? Çi ? 2^ • • ïn-i i ^^^^^ donc égal à
(109) nfi},^M,^M,-^M,-\ ^M„_,;
mais «, ou le nombre des quantités indéterminées «, a\ a" . . . , est égal au nombre des coefficients déjà mentiomiés diminué d'un certain nombre. On aura donc
où M est indépendant de /{f^.
De là il suit qu'on peut prendre a aussi grand qu'on voudra, le nombre ^i — a restant toujours le même.
L'équation (74) nous met donc en état d'exprimer une somme d'un nombre quelconque de fonctions données, de la forme t/zx, par une somme d'un nombre détenniné de fonctions. Le dernier nombre peut toujours être supposé égal à y^ qui, en général, sera sa plus petite valeur.
De la formule (74) on peut en déduire une autre qui est plus générale
encore, et dont elle est un cas particulier.
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En effet, soient
oh 1/;/, tpi\ . . . sont das fonctions semblables à t/Zj, i//,, ... Supposons, ce qui est pennis, que
X a* '*^/iJ ^ a'— 1 -^yu-l î ^ a'— 8 •^/«— 2 7 • * • «^ a'— ^+a + l -^'a + l >
et
^ a'X a' V^fi'^m ^ a*—\'^ u'—i ^fi—iX^__^^ . . . f/^ a'— /x + a + 1*^ a' /i + tr + 1 '/^a + 1 •^'tr + 1 5
les équations précédentes donneront
donc en mettant V au lieu de v — v\ a au lieu de a — /t-|-a,
V^/'j V^s", • • • W au lieu de V^V+i, ^^'«'+2, • • • V'V?
•Cj , .a!/^ î • • • ik <4U 11.CU Uvy •^a' + lî a' + 2) * • • i*'î
et enfin fc au lieu de /*' — a', il viendra
(112) xp^x^ -\- xpix^ -\ 1- V„a;„ — Vi'«,' — rpt'^* — - ■ ■ — ip'^x\.
= F+Vi"a^i" + ^/< + «^3"^3"H hV*'V-
Le nombre fc, qui est égal k fi' — a', est indépendant de a et a', qui sont des nombres quelconques.
Si Ton suppose
(llo) Xi i=z Cl , X^ rzzC,, , » , Xj^ -zi^Cj^^
Cl, Cj, . . . 0^ étant des constantes, alors la formule (112) deviendra
(114) ip.x^ + xp^x^ -j [- V/«x, — i///x/ — !/;, V — ' «/'V^'u' = C^ F,
où un nombre k des quantités Xj, oJj, . . . x„, a:/, x^\ . , . x\» sont fonctions des autres, en vertu des équations (113). Il est clair qu'on peut prendre c^, Cg, . . . C;^ de manière que C deviendra égal à zéro.
Supposons maintenant qu'on ait dans la fornmle précédente
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Xi X2 Xq • • • Xg^ Zi
en sorte que
Supposons les mêmes choses relativement aux quantités x\ ^ x\^ . . . xp\ , xfj\^ ... a', en accentuant les lettres f^, 6g, . . . f^, 2;i, a;^, . . . 2„, tt^, tt^, . . . TT^ et m. Alors la formule (114) deviendra:
où un nombre k des fonctions :^i2i, ^%z^^ . . . tt/^i', . . . dépendent des formes et des valeurs des autres.
En divisant les deux membres de cette équation par un nombre quelconque A et désignant les nombres rationnels
par ^1, Aj,, Aj, . . . A^, et mettant i// au lieu de tt, x au lieu de 25, et v au j/
lieu de -r > il viendra :
oïl il est clair que A^, A^, . . . A« peuvent être des nombres rationnels quelconques, positifs ou négatifs.
En i;emarquant que k des quantités a^j , x^^ . . . cc„ sont déterminées en fonctions des autres, on peut écrire cette fonnule comme il suit:
(118) h, %x, + h^ v^gx, -| \-k„ yj^x^
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étant des nombres rationnels quelconques;
étant des quantités indéterminées en nombre arbitraire;
étant des fonctions de ces quantités, qui peuvent se trouver algébriquement, et fc étant un nombre indépendant de m.
8i Ton prend, par exemple,
on aura la formule
(119) K'^>x^x-\'Kn>t^fA VKn^r.^^
Après avoir ainsi, dans ce qui précède, considéré les fonctions en général, je vais maintenant appliquer la théorie à une classe de fonctions qui méritent ime attenticm particulière, (^e scmt les fonctions de la forme
où y est donné par l'équation
(121) ;fi^=r+i>«--o,
^0 étant une fonction entière de x.
Quelle que soit la fonction entière ^>o, on peut toujours supposer
(122) — ^>^=: rC- ri'' r^^' . . . ?•/'%
oh /11, «55 î . . • /If sont des nombres entiers et positifs, et ?•, , ?*2, . . . r^ des fonctions entières qui n'ont point de facteurs égaux.
En substituant cette expression de — jl>„ dans l'équation (121), on en tirera la valeur de y, savoir:
Si l'on désigne cette valeur de y par 7?, et par 1, (o, to*, . . . ta les 11 racines de l'équation («" — 1=0, les n valeurs de ?/ seront
(124) li, (ali, m*li, toUi, . /. («"'A';
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OU aura, par conséquent,
(125) r = ey'.ey".. . e;j<''> = {q, -{- qji + qji' -\ hî»-.^-')
X(2o+ ioqJi-\-a,%Ii'-{ (-«,-'</„_, Z?-')
X{qo + oj%Ii-}-io'q,J{'-\ \- co'-\_Ji-'-')
X{qo + w'qji-^io%l{'-] \- w^^^^.R"-')
attendu que
/ et/=q„-\- qjt -h qji' -\ {-Qn-rR"-',
(126) / ^?/"=-'lo-\- «"Zi^^ +^\Ii'-\- ■ ■ ■ +w«-\_,Ii"-\ ^ ^ I e>/"=q, + <o%Ii^co*qJi'-\ \-œ'''-\_,li''-\
^ etc., etc.
Cela posé, soit
et supposons
oîi f2X et f^x sont deux fonctions entières de a?; alors on aura, en vertu de l'équation /?yz=i:?y**-|-2>oy q^^i donne /'?/ = ???/""*,
d'où
Lr
(129) '^'•"=^/t" L'une quelconque des valeurs de y est de la fonne io^li^ donc
' jiJr'i toutes les fonctions j/ZiX, i^f^x . . . x^i^x seront de la- fonne co^'^^yjx. Soient donc
où
Maintenant les écjuations (38) donnent pour cpx et (p^x les expressions suivantes :
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c'est-à-dire
où il est clair que
log % _ log BR . log fl(«/2) , , ^, _(„_y„ log « {w-'Ui)
log^ _ J. I log 6R-\- w-" log d {(jiR) -\- co-*" log ô {(uUï)
En faisant donc, pour abréger,
/m9^ .r. ^--^L" ) I0g«7?+t»-"l0gd(u,i?) + «i-*"'l0g<?(«,»i?)
^ ^ ^* ii" I -I + co-f-'J"log d(a> "-'/«•)
on aura
çiiar FiX
(133) f"^=^ hœ' '5Pi^=^M^'5P*^' La formule (41) deviendra donc
(134) £o~''"'i^Xi-|-co"''"V/a;j4- " • • +'""'''"' V^a
Les équations
qui ont lieu entre les quantités a, a', a", . . , x^, x^, . . . x^, y, ,?/,,... y^, peuvent, dans les cas que nous considéi'ons, s'écrire comme il suit:
e{x^, (o''Ry) = 0, 6{xt, (o'-R,) z= 0, e{xs, («''R^) = 0,
. . . e{x^, oi>R^,) = 0, oïl
et i?i, ^2, i?3, . . . i?M désignent les valeurs de R pour x = x^y x^^ x^^^ . , , x^.
Cela posé, supposons d'abord que tous les coefficients dans Ço? Çi? • • • 9«-i soient des quantités indéterminées, en sorte que le nombre des quantités a, a'^ a" ^ ... serait
et cherchons la plus petite valeur de // — a.
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Comme toutes les fonctions y\ y'\ }/'\ . . . ?/^"^ sont du même degré,
hy' = hf = hy'" = . . . = Az/« = '"; ;
par conséquent
6 zzz 1 , 7^ 1= n'fjL^ z=. h\
L'équation (92) donne donc
(136) fvi =f(fi + {(fi — m) ~r — AJ,
OÙ 7ri est un nombre entier quelconque depuis zéro jusqu'à n — 1, et AJ une quantité positive moindre que l'unité.
On a de même par (106)
u = hr = n'^i' [fif, + (>i ^V j ,
donc
(137) // = nfi)^ + w'm^i ,
et par l'équation (62) la valeur de y^ qui sera celle de // — a, savoir:
(138) ^ — a = y = nfi ^ ^* ~ 2^+^?
ou bien en remarquant que n=in'fi\ n'm' ^=^nliR\
(139) ^ — a = y='-^n.hE—'^^-^\.
C'est là la moindre valeur de ^ — a lorsque toutes les quantités a, a\ a'\ . . ► sont indéterminées; mais dans le cas qui nous occupe, on peut rendre ce nombre beaucoup plus petit en déterminant convenablement quelquesunes des quantités a, a', a", . . .
Désignons, pour abréger, par EA le plus grand nombre entier contenu dans un nombre quelconque -4, et par 6 À le reste, on aura:
A = EA^^A
où il est clair que h A est positif et plus petit que l'unité. Cela posé, soient
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OÙ m est run quelconque des nombres 1, 2, 3, . . . t, rr un des nombres 0, 1, 2, . . . 7i — 1, et «A, «j,, ... «^ des nombres entiers positifs.
Supposons (143) V.. = <^..'-A-''-/''" •••'•/'' %
v^ étant luie fonction entière de x.
De là on tire
or
mais en vertu de l'équation (140),
\ n n ] Il n \ n
donc en substituant:
en faisant donc, pour abréger,
(145) .i^^'^7"- = fc„.,„ on aura
(146) qji^=v,^r, " r, " . . . r, " Xr'^-V>'^ . . . //-\ OH bien eu faisant
(147) /•*'- ^ rf*' ' z-^' ^ . . . rf^'" = W'^ :
(148) qji^ = v,r, " r, " . . . r, "id^^^ Par là il est évident qu'on aura
(149) { = {v.a^"^ -\- i\Ii''^ -{- vji<^> J^ ^oJ{<-'>-\-.-.-{-v„_Ji<"-'^)
et en général (126)
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Soit, pour abréger,
(151) VoR^'^ + co'v,R('> 4- œ''v,R('> -| \-œ <''-'>' v^_,R('^'> = e\x, e),
il est clair que
(152) r = ey\ey" . . . é^z/^"^
donc en supposant que tous les coefficients dans Vq, v^^ ... t?„_i soient des quantités indéterminées, on aura
ri53^ '' ' '
^ ^ Fx=:e'(a:,0)é>'(a:,l)é>'(a:,2) . . . e\x,n—l).
Maintenant l'équation (19) donne, en substituant les valeurs de f^{x^y) = nf^x. y ''-''-'' et de xV = ^3/''~S
or, par l'équation (150),
~ëy('y ~ S" (a;, e) '
donc, en substituant et mettant au lieu de r sa valeur,
r = FqX . Fx :
(154) Ex = Kx^j^':-^^^.
où
y = y<'^; or, on a par (123)
donc
en faisant donc pour abréger
mu. mut ^*
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et posant ensuite
(157) /siC— /x.ri " r2 " ...7-, ",
E'^.fs J^'^^î £-^±
OU aura
doue
^"* Sfn '
et par conséquent la valeur de lix deviendra
(168) i;. = '^-%^a,-^'jjM'(..e)
Maiuteuaut il est clair que qui est égal à (153)
0'{x,i)e'{x,2) . . . e'(:x,n—i)âe\x,o)
et par couséqueut une fonction entière de x et de Ii^^\ R^^\ . . . li^'''^\ peut être mise sous la forme
oïl M^^ J/i, ... i/„_i sont des fonctions entières de x.
De là il suit que la fonction Rx^ qui doit être entière, sera égale à
uFqX./x.M^.
La fonction i^o^ ^^t donc un facteur de i?x, et par conséquent
(159) Mx = FoX.R,x.
Par là il est clair, en vertu des équations (23), (25) et (35), qu'on aura
fx Gela posé, la valeur (132) de if^x deviendra, en mettant '^— au lieu
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de ■„-, substituant les valeurs de 0{K)j 6{wli), etc., doiuiées par l'équation (150), en remarquant que
u)-" -f- co-»" -f • • • -\- fo^c
Hfin ,. .—ff- \ log<?'(^,0) + t«-logé>'(^,l) + «,-'"logr(x,2) et les valeurs (133) de ipx et (piXi
et par suite la formule (134) donnera
(162) cy"'''"i//a-i-|-w-'«"'i//a^j-}- • • • -[-«^ '^ V'^^
on a
Il nous reste à trouver la valeur de u et le nombre des quantités indéterminées; or, on a par l'équation (153)
(163) hFoX = {ne,-\-a,)hr,-{'{ne^-{-a,)hr^-\ \-{n0,-i-a,)hr,]
mais
hr = nf(f, 4- nW(fi , donc
or
n'm' = n.hli = n ( ^*^r, + ^V/?-,-| h Ç ^^1
donc en substituant,
Maintenant l'équation (143) donne
(165) hq:, =/7r = t^,,^ . Ar» + 1^,,, . Ar, -| 1- (î,,„ . hr, -\- Aw,,.,
donc, en écrivant (t au lieu de pi,
_a = «Awj + («(T,.j — «^1 + (ffh — aM'Ti + («<^«,.-, — «^ï + p,«« — aï)Arg-| ;
196 MÉMOIRE SUR UNE PROPRIETE GENERALE etc.
mais en vertii de (144) on aura
donc
(166) f,=nkv^-\-n.B^-^^^hr,-\-n.é^-^*~"nr,^ ^n.e^~'-hr,.
Cherchons maintenant la valem* de a on le nombre des indéterminées. On a
a = kvo-\-hvi-\-hVi-\- • • • -\-hv„_.t-{-n — l,
donc en vertu de (165)
% +*?! + %+••• +%-x + « — 1 -(f^,,o + '^i,x + 'n,.H \-Kn-i)hr,
(167) « = / -(«yM + <^M + <^».»H h'^M-i)*»-»
On a d'après (136) et (85)
(168) hq,-{-hq,-\ \-hq,_.,
et d'après (142)
(169) (î„,o -i-Ki-ï h Kn-i = ne„
En désignant le second membre par
on aura
— «m I jUm — «m . 2^^ — O^ . ^ ^ ^ ■ (n— 1)^^ — g,
or, la suite
— «« , f^m — Ctm I I (n— 1)|U« — a« r+- é h- • • • —j— € -
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contiendra k^ fois la suivante
^'i» ^'»i '^hn *'to
si l'on suppose
^^^^ " ex» y?' ■ i^m7^'m
et
(170) «« = f.fc.,
f„ étant un nombre entier.
La somme dont il s'agît sera donc et par conséquent
En faisant a« = 0, on aura d'après (141) P„ = d„, donc
de là il suit:
<^«,oH-<^«,iH- • • • +^«.,«-i = ««+(^— i)^™;
la valeur de a deviendra donc
nhv^ + [^^i,Q— «1 — (^ — l)^i] *n « = ( + ['^Ko — «8 — (/^ — 1)^2] A^'2 +
or
et
'^- = hR=--{iii,k7\-^fi^hr^-\ h/'^^^Jî
fÀ n
donc en substituant
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mais nous avons vu que
^ n — 1 Wfl, — J. » !* — 1 !* ~ ^>
donc
(171) «=<[ _}_L.f?^«--:^».-"-*«-JAr,+
+ /„.,?Jli_-:_«^_''_-*fJAr,-l + '^^
Ayant ainsi trouvé les valeurs de jj et a on aura celle de /i — a, savoir :
(172) ^_« = !L-*i/,^,_j_!L-AAr, + ^--^»/.r,+ ...
/* — a est donc, comme on le voit, indépendant de (> et a, , a, , a, , . . . a, . En vertu des équations (145) et (147), il est clair qu'on aura aussi
(173) fi = n.hv^^n.hR(^>j
(174) a = n.hv^-\-n.hR('!> — d.
Les quantités Av,, Avj, . . . Aw„_i peuvent s'exprimer en kv au moyen des équations (136) et (165).
On a »
et
fm =/(,-{-{(, — w) y — A,' ; donc en éliminant fm et ^p,
hv = j H + (P-»») "r + (<y,,-<y..,)*r, + (J,,- J,..)Ar,+ • • • Or,
et par (142)
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donc en substituant et réduisant
c'est-à-dire en remarquant que AJ est positif et plus petit que l'unité,
(175) ho. = ho, + E\ iK-K.)hr. + {K-K.)nr.-^ • • •
D'après l'équation (147), qui donne la valeur de R^''\ on peut aussi écrire
(176) hv^^hv„^Eh-^'^- ■ . .
Cela posé, soient
(177) 5 . _ _ _ _ _ et pour abréger
(178) CW— A'^itO^, to-'/'=:7r^.
La formule (134) deviendra, en mettant s^{x) au lieu de s„, et • ■ \\ lieu de (p^x^
(179) <v^Xi + c«Ji//x,-^ |-^'^«'/^^« + ^r'/^2i + '^?V^22H \-^ê^pZ0
Dans cette fonuule on a
(180) r^=l/--rv
où fx est une fonction entière quelconque, et
Les quantités x^', x^^ . . . ic„, sont des variables indépendantes; coi, co,, . . . a>„, des racines quelconques de l'équation
au
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Les fonction» z^, z^, . . . Zg, sont les 6 racines de l'équation
»•(■-, (i)ff(--, i)y(-,2) ■ ■ ■ y(--,«-i) „n
Les quantités ff, a', a", . . . sont détenuinées par les a équations
(182) Ô'{x„e,) = 0, $'{x„e,) = 0, $'{x„e,) = 0, . . . e'(x^,e„) = 0; et les nombres *i, fg, ■■.(», par les 6 équations
(183) e'{z„f,) = 0, e'{z^,f,) = 0, e'(3„fs) = 0, . . .e'{zf,,fe) = 0. La fonction 6'{x,e) est donnée par l'équation
(184) Ô'{x,e) = vjr'~\-w'v,R<'>-\-<o*'v,H<'>-\ |-<«"-'^'y„_.ii'-'\
et la fonction <px par
(185) (p{x) = log e'{x, 0) -|- w-" log Ô'(x, 1) -|- w-'- log 0'(Xi 2) H
-\-w-^—"''loge'{x,n— 1).
Si leH- fonction» v,,, y,, ...«„_, sont détenninées d'après l'équation (175), les quantités 0, fi et a auront les valeurs que leur donnent les équations (172), (173), (174), et dans le même cas la valeur de ,it — a ou le nombre des fonctions dépendantes est le plus petit possible. Mais si les fonctions Uo ) Wi ï ■ • ■ "n-i ont des fonnes quelconques, alors on a toujours
a ou le nombre des indéterminées a,, a' a", ... est arbitraire, mais sa valeur ne peut pas surpasser le nombre
hVf,-\-kvi-\-hVi-\- • • • -\-hv„_i-\~n — 1, ou celui des coefficients dans v^, «i, ... »'„_! moins un.
Comme cas particuliers on doit remarquer les suivants:
1" Lorsque f^x^ix — /?)^
Alors la formule (179) deviendra, en faisant pour abréger,
tu'mix^-\- (u^ipx^-\- • ■ ■ -\-a)^ifiXg = ^io''tpXf (187, ^„.,. + ^..^ = C-,7^(^^^,+ i..pj:^-^j,
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2® Lorsque f^x=^x — /5, (188) 2œ-xpx + ^n-ipz ^G-II —/^^-^ + -^^^
^ ^ ^ ' ^ Sni{x).(x — ii) • S«(//)
OU
/fx ndx
3^ Lorsque f^x=:^\.
Alors on aura la fonuule
(189) 2:iD''ilJX^27i''ipz=C—n'^'^-'
Si le degré de la fonction -J^L'^t^ est moindre que — 1 , alors fï — ^
s'évanouira, et on aura
(190) :Sa)'"ipx~]-^7i"'ipz = C.
D'après la valeur de (px^ il est clair que le degré de la fonction
• ' \\ OU le nombre h~ ^[ est toujours un nombre entier: or wx est du
««.(a-) Smix) ^ ' ^
degré zéro en général, et ne peut pas être d'un degré plus élevé, donc h ' — -.Jy ne peut pas surpasser le plus grand nombre entier contenu dans
fx , .
h — . Y î c'est-à-dire que, d'après la notation adoptée, on aura en général
k =^J^ ^ Eh^^- ^Eihfx)-\-E[-hs„{x)] ^ hfx-^E[-k.„(:x)].
Si donc
(191) kfx ^ - El-hs^ix)] - 2,
le nombre h'--^-~ sera toujours moindre que — 1, et par conséquent la
formule (190) aura lieu.
La détermination de la fonction (fx^ qui dépend de celle des quantités a, a', a^', etc., est en général assez longue; mais il y a un cas dans lequel on peut détenniner cette fonction d'une manière assez simple; c'est celui où l'on suppose
En effet, en faisant
(193) v,=^ex, -^ = -e,x,
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les équations
peuvent s'écrire comme il suit:
(194) dXi=zœ['~^OiX^j dx^^=wl'~^O^x^^ . , . dx^,=:^a)[;~^d^x^.
En supposant maintenant ((ue tous les coefficients dans Ox soient des quantités indéterminées, la fonction Ox sera du degré a ^^ 1 ; il s'agit donc de trouver une fonction entière de x du degré a — 1 , qui, pour les a valeurs particulières de x: x^ ^ x^ ^ . . . x^ ^ auront les a valeurs correspondantes
Or, comme on sait, la fonction dx aura alors la valeur suivante : •
En désignant cette fonction par 6'x, la fonction la plus générale qui peut satisfaire aux équations (194) sera
( 1 9()) ex = e'x-\- {x — X,) [x — x^)-'-{x — x^)d"x,
0"x étant une fonction entière quelconque.
Ayant ainsi déterminé 6x^ on aura 0\x^m) d'après l'équation
(197) e(x,ni) = o}'"'exW'^ ~^^ur'^R^'^\
et la fonction tpx par l'équation (185).
Dans ce qui précède nous avons exposé ce qui concerne les fonctions
*-^- en général, quelle que soit la forme de la fonction 6*^.
Considérons maintenant quelques cas particuliers:
A) soit d'abord 7i=l.
Dans ce cas, le nombre des fonctions, Sq , s^ , s^^ ... s^_^ se réduit à l'unité, c'est-à-dire qu'on aura la seule fonction .Sq, qui, d'après l'équation (156), se réduit à l'imité.
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On aura donc
- C fie , d;V
L'équation (147) donne ij!^»^=l, et l'équation (184)
on aura ensuite la fonction (px par (185), savoir:
(px = log Vo{x) .
Les équations (182) qui détermineront
^i j ^'ij • • • 3'« 5
seront
(198) Vo{x,) = 0, v,{:x,) = 0, ... r„(^„) = 0,
et celle qui donne ^j , z^^ . . . z^^
Cela posé, la fonnule générale (179) deviendra, en remarquant que
(200) V'.ri 4- v^oTjj 4- . . . + V^iz^c. + V'^i + V^^2 + • hV^^^
= 6'- rTjUogv,{x) + :^r^^ [^^^^ \ogv,ii3)].
Les équations (198) et (199) donnent
Vo{:'^l) = ci{x — Xi){x — x^){x—x^) . . . {x — x,,).{;x — Zi){x — z^) . . . (.r — 2;^^).
D'après l'équation (172) il est clair qu'on peut faire d = 0. Alors on aura, en faisant en uïênie temps y = 1 ,
C— n ..■-[logfl-[-log(x — a-,)-|-log(r — a:,)-| !-%(•''— ^«)]
+ ^ ^^ []og« + log(/î-a:.) + log-(/?-:r,)+ • • .+ log (/?-«:„)]. En faisant « = 1 , il viendra
(201) |/-V^> = C-/7^'^log (.-.,) + ^.',^7-. (^4l«g(,^— .)).
formule qu'il est aisé de vérifier. Elle donne, connue on le voit, l'intégrale de toute différentielle rationnelle.
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B) soit en second lieu w = 2, i? = r/?'/, «^ = 1, «j — 0. Dans ce cas on aura
La fonction (px sera, en faisant m = 1 ,
<px = log <?'(x, 0) - log e\x, i)=\og |[;;;^j ,
Cela posé, en mettant ?'o(x) et v^ix) au lieu de Vq et i^i, et faisant
r^=(poXj r^ = (p,Xj la formule (179) deviendra, en faisant 77i=l,
(202) ^co v^o: + ^;r V'^ - C- /7 - - -^-^ - log ( EMy^^^f^où
Les fonctions v^[x) et ^'l(x) sont déteniûnées par les équations:
"o(^«)Vyo^'«+<»i!^'i(^'s)yy'i^"a = 0» etc. et Zi, Zj, . . . Z(,, par l'équation (181), qui deviendra
(z—xj (s—e^) • • • (2— .r„)
Les quantités («i , to^, . . . io„ sont toutes égales à -}- 1 ou à — 1 , et TTj , TTg , . . , noi qui sont aussi de la même forme, sont détemiinées par
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La plus petite valeur de d se trouve par Tëquation (172), en remarquant que
on aura
e = \hi\-[-\hr^ — Y = i[*(^i^2) — w'],
où n' est le plus grand commun diviseur de 2 et hr^ -|- hr^ ; si donc
h [(PqX . (fix) = 2m — I , ou
h{(pQX . ifix) = 2m^
on aura pour 6 la même valeur, savoir:
quant aux valeurs de Vq et v^^ on aura l'équation (176), savoii-, si p=l,
hvo = hv^ -)- E h j^^ =: ?ii\ -\~E^{k(p^x--h cp^ x). ;
donc dans le cas où k[(pQX.(pix) = 27n — 1,
hî^Q =z hvi -\- ^(h(piX — h(pç^x) — -J- , et dans le cas où h{(pQX.(p^x)=.2m^
hvQ^=.hv^-\-\{h{pyX — hif^x).
Pour les valeurs de // et a on aura, d'après les équations (173) et (174),
fi = 2ht\ -\- hcp^Xj a = 2hvy -|- hif^x — m-\-\.
Si m=\^ on a d^zzO, donc alors:
2ii}^x=^v.
Dans ce cas:
/fx . dx
VÊ où R est du premier ou du second degré.
Cette intégrale peut donc s'exprimer par des fonctions algébriques et logarithmiques, comme on le voit, en faisant
(p^x=zfç,X'-\-âoj (p,x = e^x-{-â^, f^x = {x — fty,
^i(^)=l, vj^x) = a',
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on aura
a=— '-/-=- -=vj(x),
donc en substituant et faisant a>i = 1 ,
J (.fi — S)
(.'•i— /ï)»" y(«ovri + do) (ci*i + ^i)
, ^. / _-^-* _ 1 V(£oJ;+^o)(«j^i + <ïi) + V(«oJ^»-j-4)(«i*+^i)
•" \ (.r-,^j". l/(£o.'-'+"<Jo) («^'•+<î.) ^^y(v+ (ïa)(cr^r, + d.) - y(eoX, + do) («i^H^^i) 1 rf»-i /
//i_ ^ j^^ V(«u,V+ do) (£,.»•. + J.) + y(£^:f + ô,) (£o.ri + «Jo) j .
Jo) (e,,^ + (Ji) " VCeo/^ + <J«) («,.r. + d,) - V (c.> + J,} (£,vr. + <îi) / '
/V .<^ "-' \ y(£^ + rf<
soit, par exemple, |/ = 0, yx, = ], on aura, eu mettant z au lieu de ar, ,
' ' y(co.i^+ <îo) («i.»' + Ji) " y(«o.'- + ào) («1^ + <Ji) —i{fi^ + (Ji) (e,vc + ^o)
_ 6'+ /7 j ( -^-. -^-- 4- . . . 1 locr ( >"*« "^"^'1+ ''•+>' ^^-^-^-^ ^^ + . . . 1 j .
donc
dz
Qx 1 1 o- >^^o >^^i^ + ^1 + Vci Vco- -l^do ^
y (co^ + <Jo) (fii2 + rfi) v«o€i '^ y co y €i- + ^i — y^i y^o^ + «Jo
Sî VI = 2 , on aura d = 1 ,
Dans ce cas on aura donc (205) ^a)\ffx = v — Tj^^fz^ = (o^tffXi -\- w^ifx^ ~h ' ' " ~|~ ^^«V^-^'a ?
et la fonction tffx sera une fonction elliptique.
On aura immédiatement la valeur de z^ par l'équation (203). En eifet, en faisant
{vozYifoZ — {v^zYif.z = A-\- . . . +/i2;"+*, on aura
donc
MEMOIRE SUR UNE PROPRIETE GENERALE etc.
il est clair que ,, est une fonction rationnelle de x^, .Cg, . . . x^, Vv^o^m
Soit, par exemple, on trouvera les équations:
^o(i^j)=— "^ly^i-^^ij t'o-^2=— «>2yy^i->P2 7
Vç,(x) = — (Oj -'
X AV
ri — .v^
.^2 — .ri
co
COt
on trouve de même:
ry^i^i
donc
1 (a^ — ao) 1 / *^2 7^1 -^i + -^î yi *^'2 — ^ ^'^l '^ • -^'i -^2 V^i '^1 • <jPi A'a
si Ton fait
Cf3.A'l*P2
(;Cl — A'i)
oM
Wi = 1 , coa = + 1 î
réquation (205) deviendra donc (206) ipx, ± ipx^ = ± ipz -)- C
_ // ( ..__i^ _, log ir^x 1 J^2v^^, [ ---% - log Fft
où
XfJX
fx , cLv
(X^ ^(fXi ±_ ,t'i VcfX^ y «0 (^'i »^2) ^
r: , (pX = aQ-\- a^X -j- «jX* -[- «giC*,
a3.fi.f2f(ci-i — .r^)^
Fx = -
ou bien
Vr^i
Fx
Vff.
}/yâ
(«1 — x){x^ — aîj) — (Xg — x){x^ — se,) ix — x^){x — x^)
Vfx^
VffX^
Yfpi
(a;, —x) {x^ —x^) — (Xj — X) (x^ — Xj) (x — Xj) (x— x^)
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Pour f^x = x — /î, fx^=.\^ on a et pour /jX = 1 , /;i: = 1 ,
Vfrœ
Soit encore m = 3, on aura 0 = 2, et k{(pQX.(p^x) = b ou 6. Dans ce cas donc on a
(la;
VR
r fx .
où i^ est un polynôme du cinquième ou sixième degré, et
io^\ffx^-\-œ^\^x^-\- ' • • -{-œ„\fjx^,=:v — TTiyjZi. — Ji^ipz^.
Ces fonctions z^, z^ sont les deux racines d'une équation du second degré, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x^^ x^^ ^s • • •
et ^lii , yîi^ , y i^3 . . . , en désignant par M^ , i^ , li^ . . .^ les valeurs de B correspondant à x^ , Xg , Xg . . . .
Gomme cas particuliers je citerai seulement les suivants:
V Lorsque fx = AQ-\-AiXyf^x=:l. Alors on aura
/(Ao'\- Aix)iU y «0 + «1*1^ + • • • + «5»^'
+ CteX^
et
i v^-^i i V^-^â db V'^s i • • • i V^a = di v^^i i v^^;^ -|- C.
2® Lorsque ^0^== 1^ 9^i'^==^o-|-«i^4~«2^*-h"3^^"l~^4^'^"f""5^^=^9^^7 VqX = Uq -\- a^x -^^ a^x^ j i\x=l.
Alors on trouvera facilement et
/fx.da:
ftx.ywa;
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et
±y?^i 1 _ i/y-ii , __ .±vV^_s. . _, Vyx
■^0*^ {x^'X)(x^'X^)(x^'X^) "^ (x^-x)(x^-x^){x^-x^) ■" ix^'X){x^-x^)(XJ^-x^) ' (x-x^) (x-x^) {x-x^) ^
lx^'xj(x^-x^)(x^-x^) ' {x^'X){x^'X^){x^'XJ^) ' (a;3-x)(x3-Xi)(a;3-Xa) (a;-a;i)(a;-a2)(a:-a:8)
2Ji et Zg sont les racines de réquatioii
(z — ^i) (z Xi) (z — x^)
Eu faisant dans la fonnule générale (202) ^1=1, on aura
VqX
(çT — dNj) — (.^— ^„) v/(£i^ (.'g— ;ci)(>g— A'a) ■ ■ ■ (/g— .r«) l/fi-'^
et d'après cela oà
y jo^i I L.î'-o^ 1- • • •
(Xx x){Xi X^ • • • {X\ A'a) "^ (x^ — x)(Xi X^ • • • (x^ Xa) "•
I I ^ yo^« ! V 9o'
\ ' {Xa x) (Xa .Ti) . . . (Xa — ^a_l) ' (x .ri) (x X^) • • • (.C Xa)
I _ _ .r_yofa I
(xi — x){xi — ^2) • • • (xi — Xu) "•" {x^ — x) (x2 — .ri) . . . (.ra — .r») '
I 1 Ljyj^'. Ïj:«'_ .
Zi, Zjj? - ' ' ^e s^^^t ï^^ racines de Téquation
t?o^.yo^ — yi^ Q
(r — 0:1) (2: — Xi) • • • (z — Xaj
En faisant dans la même fonnule générale f^x = 1 , on aura
^ I ^ ^Irrl /*«'' 1 ViiX^ WqX -{- VlX^ W^X
^ioi/jx-\-:s7npz = C—n\ ;-. '-=^r. log -^ ^/-""^-î--^— y- .
\ y yo A' • 9*1 »ï? ^'o ^^ y yo»^ — ^l 'ï^ y y 1^
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Otl
/fx . dx yifçiX,(f)^x
Si /x est du {in — 2)" degré, on aura
Si Ton fait f^x=^x — /?, /x=l, ou aura
JSioWx-\-2:jTipz = U-\ ,. - --r^- loff — --/-'.— - ,— -
ou
C) Soit en troisième lieu ?i = 3, I{=r^r^^ «1 = 0, «2 = 0. Alors on aura
la 8 1
Sq — J- j ^1 — ^'i ^ï j ^'a ■ — ^1 ^3 7 -^^ — t'>'o î -^^ ■ — ''*'i j -^^ — ^a j
dX^,0) = yo+ ^i^i'^'a" + î^8n'^8%
e\x, 1) = ^0 + wt;iri' ri -f w'i^jjri* r/ ,
d'(x, 2) = ^0 + co^y^r/ r/ -f- a>z;,/\^ r/ , (px = log ^X-ï^, 0) + co" log ô'(^î 1) + ^^'" ^«g ^'(-^7 2), e'{:x, 0) ^X^-, 1) «X^. 2) = ?;« + yj r, rj + vl rf /•, — Si^o^i^^a^i/'a •
En faisant donc 7/1=1, 7\= (p^x^ r^=zip^x^ Vq=^ Oq{x)^ v^=-v^(x)j V2 = V2(x)j la formule (179) deviendra
^COlpX'\-27T ipz
= C-n -V- * [log(i'» + a>log(F,x) + («Mog(^>-)]
/jj«.((jro^)'(7'j-c)*
MEMOIRE SUR UNE PROPRIÉTÉ GENERALE etc. 211
F,,x=v^,{x)-^ v^{x)((f,xY((p^xy + v^{x){cp^xy{(p^xy ,
t\x = Vo(x) -[- ioi\ {x) {(pox) ^ {(p^x) * -f- w^v^{x) {(foX) ^ {(f^x) ^ ,
F^x = Vo{x) -|- io\\ (x) (^0^) '^ {(fix) ^ + f^M^) (9^0^) ^ (^1^) ^ •
Pour les mêmes valem\s de x, , iTg, Xj, . . . 2, , z^? • • • ^o^? ^1^? ^2^7 ou aura aussi
(7-77 ^1 ^[log(i?;a;) + c«Mog(iï;x) + «,log(i^,x)l
+ ^»' M 1 ^^i: — r Liog (i^«/?) + «>' log (i*;/?) + «> log {FM \ •
Les fonctions z,, Zg, . . . z^, sont les racines de l'équation
K(g)]''+K(g)]>og(yig)'+K(^)]''(yo^)'(yi^)~^^o(^)-^i(^)-^»(^)-yo^-yi^_o
(z — «i) (z — Vi) (z — Xg) • . • (z — at„_i) (z — x„)
D'après l'équation (172), la plus petite valeur sera
<9 = Ar, + Ar,+ l-^^;
en remarquant que 7ci = 1 , Zi^ = 1 , n' est le plus grand comnum diviseur de 3 et hi\-\'2hr^.
Soit d'abord Ari-|-2Ar2= 3?7i, on aura w' = 3 et d = h{q)QX.(pix) — 2.
Si Arj -|- 2Arg = 3m — 1 ou 3m — 2, on aura n' = 1 , et par suite 0 = h((pQX,(p^x) — 1.
Ainsi, par exemple, on aura pour
h{(pQX . (p^x) = 1,2, 3, 4, 5,6...
d = 0, 1, 2, 3, 4, 5 . . . lorsque h(pQX -\- 2h(pj^x = Sm + 1 et 0= 0, 1, 2, 3, 4 . . . lorsque h(pQX-\-2h(piX = S7n.
ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DONNÉES
Annales de Mathématiques pures ot appliquc'es nUligées par M. J, D. Gfrgonne, t. XVII, Paris 1827.
Lorsqu'une quantité satisfait, à la fois, à deux équations . aîg-ébriques données, ces deux équations ont un facteur connnun du premier degré. En supposant quelles n'ont pas d'autre facteur commun que celui-là, on peut toujours, comme l'on sait,, exprimer rationnellement l'inconnue en fonction des coefficiens des deux équations. On y parvient d'ordinaire à l'aide de l'élimination; mais je vais faire voir, dans ce qui va suivre, que, dans tous les cas, on peut calculer immédiatement la valeur de l'inconnue, ou, plus généralement encore, la valeur d'une fonction rationnelle quelconque de cette inconnue.
Soient
(1) v>y=Po+pxy+p^y^^ hi^m-ir"'+r=f^.
(2) v^T/ = îo + q,y + q,y' H h qn-iy""-' + y" = «,
les deux équations proposées, la première du m'^* et l'autre du 7^^*^* degré.
Désignons les n racines de (2) par y, .?/i, y*? • • • ^«-1? ^^ ^^ substituant tour à tour dans (1), on aura les n fonctions'
(3) ^y, (pyij (py2, ... (pyn-i-
Soient
lii = <py • v>i/» 'Vy» — <py«-i • yy»-i »
R^=<py. (py^ .(pya (pij„_» . 9>y„_, ,
-K«-» =<py'<pyi-<pyi — <py»-a • y »/«-i , V K-i =^<py-(pyi'(py»'" <py»-a • yy«-« •
Cela posé, soit /y la fonction rationnelle de y dont on vent déterniiner la valeur, et désignons par 6y une autre fonction rationnelle quelconque de y. On aura l'équation identique
(5) fy.ey.R=fy.ey.I{.
Maintenant, ayant (py = 0^ on aura
et, par suite,
Œ + t,R, + t,R, + fs^3 H h K-.Iin-2 + ^n-l^«-l = tR ,
oh tj fi, ^j, ... f„_.3, f„_i sont des quantités quelconques. En faisant donc d'abord
f = 07j, t, = 0y,, h—'Oii^, ...^-i = %„_i7 et ensuite
^=fy'^yj U=fyi'^yi, U=fy2^0y^, ... L-i=fyn-.i'0 ;/,__,,
on obtiendra les deux équations
j 6y.R = ey.R^ey,.R,-\-ey,.R,-\ \-ey„_,.R„-_,,
(«) j fy-Oy.R=fy.ey.R-{-fy,.ey,.R,-j-/y,.ey,.R,-{
par là, l'équation (5) deviendra
fy{ey.R-\-ey,.R,-\-Ôy,.R,-\ \-ey„._,.R,,_,)
= 6y -fy ' Ji + Oyi -fyi • ^i + ^y* -fy^-H^-] h Oy„_y .fy„_, . 74_, ;
équation qui, en posatit, pour abréger,
ey.R-[-ey,.R,-{-dy,.R,-\ \-6y„_,.R„_., = 2 6y .R,
(7) {fy.ey.R^fj/,.ey,.R,-\-fy,.e7j,.R,-\
+/y«- 1 • Oy„_i . i2»_i = 2fy .Oy.R,
deviendra et de \h
Maintenant il est clair que le numérateur et le dénominateur de cette valeur de fy sont des fonctions ratioimelles et symétriques des racines y,
Vi'i y^f Vz'i • • • Vn-i't ^^ P^^^t donc en vertu des foraiules connues, les exprimer rationnellement par les coefficiens des équations (1) et (2). 11 en est donc de même de la fonction fy.
La fonction rationnelle 6y étant arbitraire, on peut en disposer pour simplifier l'expression de fy. Pour cela, soit
oh Fy et xy ^^^^ deux fonctions entières; on aura, en substituant,
Fy _ ^ x(y) .
xy — ^ey.R '
si donc on suppose 0y=zxy, on aura
et aloi's le numérateur et le dénominateur de cette fonction seront des fonctions entières des coefficiens des équations proposées.
Si /2/=l, on aura, pour une fonction entière quelconque Fy^
OU bien
Mais on peut encore simplifier beaucoup Texpression de Fy de la manière suivante :
Désignons par ip'y la dérivée de ipy^ par rapport à y, et faisons
Féquation (8) doimera
(11) Fy
Cela posé, on peut d'abord exprimer U par une fonction entière de y. En effet, si Ton fait
on peut transformer i?, qui est une fonction entière et symétrique de ^i , y« ? ys ? • • • Vn-i î ^^1 fonction entière des coefficiens v^ , ï^i , ^^s , ... v^_^ . Maintenant, on a
=.2o + 2l2 + 2a2*H hîn-l25"-' + 2" = 2"+K-2 — y)25
donc
d'où il suit que Vq, ^i, v^^ ... v,^^ sont des fonctions entières de ?/; la fonction li Test donc aussi; elle est donc de la fonne
OÙ il est évident que po, pi, pa, ... (f^ seront des fonctions entières des coefficiens des équations (1) et (2).
La fonction B sera d'un degré supérieur à n — 1 ; mais il est clair qu'on peut, en vertu de l'équation (2), en éliminer toutes les puissances de y supérieures à la (/i — 1)**"^, et de cette manière mettre B sous la forme
OÙ poj Ciî (f2j • • • (fn-1 «^lAt toujours des fonctions entières de jjq^ j)^^ p^^
• • • pm—\ ? ÎO 7 ïl 5 Ça 7 • • • în— 1 •
En multipliant B par la fonction entière F y on aura la fonction F y . B^ qui est de même une fonction entière de y. On peut donc la mettre sous la même fonne que B^ c'est-à-dire qu'on peut poser
(13) Fy.li=t,-\-t,y-\-Uy*-^t,y'^ +'„-iy"-S
^0 7 h y Ut • • ^4-1 étant encore des fonctions entières de ^o ? i^M i^a • • i^m-i i Dès que It sera déterminé par Técpiation (12), il est clair qu'on aura
Iin-1= (f0 + (fl!/n~l-{' (f2yl^l-\- if-sUl-l-] \-(fn-~iyl-\'
On aura de même
i^y„_i . i4-i = ^0 + ^y»-i + hyl-^^ + ^a^n-i H h K-iyl-\ •
Maintenant je dis qu'on aura
Fy=hzL.
•^ Qn-l
En effet, on a d'abord
?'i^ ~ ¥'y ^ V'Vi "•" 'V^>2 "* ^ ry'n^i '
donc, en substituant les valeurs de M^ i?i, B^^ ... i?«_i,
«__ ,(^4.J.+_L+...+_iJ
^•"j îli Vxi y*i ' • ' Ifn-i > étant les racines de l'équation (2) on a
n>'y ■=(])— Vi) in — y-) [y — Vt) • " (i/— Vn-i), f'yi={yi—y)iî/i—yi)ii/i—yi) • • • (]/i—yn-i),
• f'yi=(j/i—y)ii/i—yi){y»—yi) ■ ■ • 0/s— z/»-i)»
donc, d'après une fonuule connue, les coefficiens de p^, p^, pj,7 • • • (^n-u dans l'expression de -2* — ;- ? s'évanouiront tous, excepté celui de (>„_i , qui se réduira à l'unité; on aura donc
On prouvera exactement de la même manière que donc, en vertu de l'équation (11),
OU bien, en écrivant t et p, au lieu de t„_i et (»„_i,
Soit maintenant F'y une autre fonction entière de ?/; en supposant
t\ t'n-2j ^'n-3 5 • • • ^ 'o étaut dcs fouctious entières des quantités poj ^i, jhj • • • Pf^ii îoî 2u 22 5 • • • î«-i7 01^ aura
(16) , F'y = ^; d'oîi, en comparant (14) à (16),
Ainsi on aura la valeur d'une fonction rationnelle quelconque .;; par le
»/ développement des deux fonctions
Fy.R et F'y.U.
La formule (17) peut facilement être traduite en théorème.
Le cas le plus simple est celui oh l'on cherche uniquement la valeur
de y. Alors on a
où
l{ = (f?j^-'-[-(jY-'^ et Iiy=ty^-'^tY-'J^
On peut exprimer t en p et {f\ Eu effet eu substituant la valeur de R^ il viendra
or, en vertu de récjuation (2), on a
Z/" = — 2«-iy""' — ïn-^y""' ;
donc, en substituant
Dans le développement de Ry^ le coefficient de y""^ est donc
</ — (>?„_! = ^; donc
ou bien
De cette manière, on n'a besoin de connaître que les coefïîciens de 7/"~^ et 7/"""* dans le développement de
Paris, le 2 novembre 1826
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Journal fQr die reine und angewandto Hatliematik, herans(;ef;eben von CreVe, Bd. I, Berlin 1826.
Si Ton fait subir au raisonnement dont on se sert en général quand il s'agit des séries infinies, un examen plus exact, on trouvera qu41 est, à tout prendre, peu satisfaisant, et que jiar conséquent le nombre des théorèmes, concernant les séries infinies, qui peuvent être considérés comme rigoureusement fondés, est très limité. On applique ordinairement les opérations de l'analyse aux séries infinies de la même manière que si les séries étaient finies, ce qui ne me semble pas pennis sans démonstration paiiiculière. Si par exemple on doit nuiltiplier deux séries infinies Tune par Vautre, on pose
(î^o + ^i + ^i + ^^3+ • • ^(^^o + î^i + ^a + ^sH 'O^^o^'o + K^'i+î/i^'o)
Cette équation est très juste lorsque les séries w^ -|- w^ -f- • • • et ^'o ~h ^i H~ • • • sont finies. Mais si elles sont infinies, il est d'abord nécessaire qu'elles convergent, car une série divergente n'a pas de somme; ensuite la série du second membre doit de même converger. C'est seulement avec cette restriction que l'expression ci-dessus est juste; mais, si je ne me trompe, jusqu'à présent on n'y a pas eu égard. C'est ce qu'on se propose de faire dans ce mémoire. Il y a encore plusieurs opérations semblables à justifier p. ex.
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le procédé ordinaire pour diviser une quantité par une série infinie, celui de Télévation d'une série infinie à une puissance, celui de la déteriflination de son logarithme, de son sinus, de son cosinus, etc. '
Un autre procédé qu'on trouve fréquemment dans l'analyse, et qui assez sauvent conduit à des contradictions, c'est qu'on se sert des séries divergentes pour l'évaluation des valeurs numériques des séries. Une série divergente ne peut jamais être égale à une quantité détemiinée; c'est seulement une expression jouissant de certaines propriétés qui se rapportent aux opérations auxquelles la série est soumise.
Les séries divergentes peuvent quelquefois servir avec succès de symboles pour exprimer telle ou telle proposition d'une manière abrégée; mais on ne saurait jamais les mettre à la place de quantités détenninées. Par un tel procédé on peut démontrer tout ce qu'on veut, l'impossible aussi bien que le possible.
Une des séries les plus remarquables dans l'analyse algébrique est celle-ci :
Lorsque m est un nombre entier positif, on sait que la somme de cette série, qui dans ce cas est finie, peut s'exprimer par (l-j-x)"'. Lorsque m n'est pas un nombre entier, la série ira à l'infini, et elle sera convergente ou divergente, selon les différentes valeurs qu'on attribuera à m et à x. Dans ce cas on pose de même l'équation
/-il ' n. -I I ^* i m(in — 1) « I
nuiis alors l'égalité exprime seulement que les deux expressions
(l+^)« et 1-1- -a: -1-^:^1) ,.+ ...
ont certaines propriétés comnmnes desquelles, pour certaines valeurs de m et de Xj dépend l'égalité numérique des expressions. On suppose que l'égalité immérique aura toujours lieu, lorsque la série est convergente; mais c'est ce qui jusqu'à présent n'est pas encore démontré. On n'a même pas examiné tous les cas où la série est convergente. Lors même
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qu'on suppose Texistence de Téquation ci-dessus, il reste encore à chercher la valeur de (l-f-ic)"*, car cette expression a en général une infinité de valeurs différentes, tandis que la série l-\-mx-\- • • • n'en a qu'une seule.
Le but de ce mémoire est d'essayer de remplir une lacune par la solution complète du problème suivant:
"Trouver la somme de la série
"pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x et de m pour "lesquelles la série est convergente."
Nous allons d'abord établir quelques théorèmes nécessaires sur les séries. L'excellent ouvrage de M. Cauchy "Cours d'analyse de l'école polytechnique", qui doit être lu par tout analyste qui aime la rigueur dans les recherches mathématiques, nous servira de guide.
Définition. Une série quelconque
sera dite convergente, si pour des valeurs toujours croissantes de m, la $omme Vo"|~^i"l~ * ' * ~h^w s'approche indéfiniment d'une certaine limite. Cette limite s'appellera la somme de la série. Dans le cas contraire la série sera dite divergente, et elle n'a pas de somme. D'après cette définition, pour qu'une série soit convergente, il est nécessaire et il sufïit que pour des valeurs toujours croissantes de w, la somme v^-j-ym+i-f- • • • -f-^m+n s'approche indéfiniment de zéro, quelle que soit la valeur de n.
Donc, dans une série convergente quelconque, le terme général v^ s'approchera indéfiniment de zéro*).
Théorème I. Si en désignant par po, pi, p^ . . . une série de quantités positives, le quotient ^^^j pour des valeurs toujours croissantes de w, s'approche indéfiniment d'une limite a plus grande que 1, la série
*) Pour abréger, on représentera dans ce mémoire par lo une quantité qui peut être plus petite que toute quantité donnée. •
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OÙ f„ est une quantité qui pour des valeurs toujours croissantes de in ne s'approche pas indéfiniment de zéro, sera nécessairement divergente.
Théorème. II. Si dans une série de quantités positives Po ~|~ Pi "h P« ~f" ' • *
-[-p^-|- • . • le quotient ^"^S pour des valeurs toujours croissantes de w,
Qm
s'approche indéfiniment d'une limite a plus petite que 1, la série
«Opo + ^lPi + fîPsH |-^mP«H 5
OÙ fo, fi, fa etc. sont des quantités qui ne surpassent pas l'unité, sera nécessairement convergente.
En effet, d'après la supposition, on peut toujours prendre m assez grand pour que p«+i<«p„, P«+2<«P«+m ••• ?«+»< «P,«+n-i- ^ s^ii^ de là que Pm+*<«*P« et par suite
donc, à plus forte raison
««Pni + ^in + lPmfi+ * * * + «m + nPm+n < j^^^ *
Or, puisque Pw+t < «*(>« et «< 1, il est clair que p„ et par conséquent la somme
^wPm-h^fii + lPfif + l-f- ' • • -|-f«+«P« + «
aura zéro pour limite. La série ci-dessus est donc convergente.
Théorème III. En désignant par ^o? ^î 's? •••'«•• • ^^i^e série de quantités quelconques, si i^w = ^ -|- 'i "f" '« H" ' ' ' "h '« ^^^ toujours moindre qu'ilne quantité détenninée cT, on aura
^=^0^0 + ^1^ + ^2^2 H \-fJm<(f^O^
OÙ fo , f 1 , f a *. . . sont des quantités positives décroissantes. En effet, on a
fo=Po, t^=Pi—Poj h=Pt—lh etc.
donc
^ = hVo + ^1 (Pl —Po) + h {P% —]h) H h^fniPm —Pf.-l),
OU bien
r =Po{fo — fi) +i^i(^i — ^«) H hiV 1 (f«-i — f«) +P».f«. •
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Or les , différences f^ — ^i? «i — «2, . . . étant positives, la quantité r sera évidemment moindre que âsQ.
Définition. Une fonction fx sera dite fonction continue de x entre les limites x=^a et x = b^ si pour une valeur quelconque de x comprise entre ces limites, la quantité f{x — /?), pour des valeurs toujours décroissantes de /?, s'approche indéfiniment de la limite fx.
Théorème IV. Si la série
/« = i;o + î;ia + ^2«'^+ • ' • +^««"*H- • • •
est convergente pour une certaine valeur (J de a, elle sera aussi convergente pour toute valeur moindre que (T, et, pour des valeurs toujours décroissantes de /?, la fonction f(a — ft) s'approchera indéfiniment de la limité fa , en supposant que a soit égal ou inférieur à â.
Soit
^m«"' + Vm+i«'"'^'H =ipa,
(ce A** ji ] Pj P désignant la plus grande
des quantités v^â"^^ v«J"* + ^'«+i(^'"'^S ^«J'" + Vm+i^*""^^ + ^>»+2^"'"^* ®*<5. On pourra donc pour toute valeur de a, égale ou inférieure à J, prendre m assez grand pour qu'on ait
ipa = 0).
Or fa=^ipa-\-^pa^ donc ^a — f(a — /î) = (^a — ip{a — /?)-[- to.
De plus, ipa étant une fonction entière de a, on peut prendre /? assez
petit pour que
(pa — (p{a — /?) = «>;
donc on a de même
fa—f{a — li) = œ,
ce qu'il fallait démontrer.
Théorème V. Soit
une série convergente, dans laquelle i?o , v^^ v^ . . . sont des fonctions conti-
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nues d'une même quantité variable x entre les limites x = a et x=^b^ la série
oîi a < â, sera convergente et fonction continue de x entre les mêmes limites.
Il est déjà démontré que la série fx est convergente. On peut démontrer comme il suit, que la fonction fx est continue. Soit
fx = (pX'-\-ipx.
Or
donc en désignant par 0x la plus grande des quantités v^cî"", ^m^"'-f-^^+i^"*"*"S ^m^"* "h ^111+1^^'"^^ + ^«.+2^'"''"* etc., on aura en vertu du théorème III:
ipx < -^- Ox.
Il s'ensuit qu'on peut prendre m a.ssez gi'and pour qu'on ait ipx=-œj et que par conséquent on ait aussi
fx=::(px-\-a)^
oîi Cl) est moindre que toute quantité assignable.
On a de même
f{x-l3) = ip{x-l3)-{-w, donc
fx-^f(x — ft) = (px — (fix — p) -f- œ.
Or d'après la forme de (px il est clair qu'on peut prendre [i assez petit
pour qu'on ait
ipx — ip(x — li) = w^ d'où l'on tire
fx—f{x — li) = a}.
Donc la fonction fx est continue*).
*) Dans Fouvrage cité de M. Cauchy on trouve (p. 131) le théorème suivant: ^'Lors- ^'que les différens tenues de la série, '^o "4" ^i 4" "a + ' ' ' ^^"* ^®® fonctions d'une
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Tkêorhme VI. Lorsqu'on désigne par po , pi , p^ ^*^- {fot Çii 9% 6*^- 1^^ valeurs numériques des membres respectifs des deux séries convergentes
si les séries
sont de même convergentes, la série ^ o -}" ^'i "}- ^'a 4- • • •> dont le terme général est,
sera de même convergente, et aura pour somme
o-o+«',+?'iH — )('';+<+r/+ • • •)•
Démonstration. En faisant,
on voit aisément que Soit
eo+ (>i+ p«+ • • • =?^
il est clair que, sans égard au signe, on aura,
^ < «^ ((*'«« + (^'««.-1 H hp'«+i)
"même variable x, continues par rapport k cette variable dans le voisinage d'une "valeur particulière pour laquelle la série est convergente, la somme s de la série "est aussi; dans le voisinage de cette valeur particulière, fonction continue de xP Mais il me semble que ce théorème admet des exceptions. Par exemple la série
sin X — ^ sin 2.r + ^ sin 3^ — • • •
est discontinue pour toute valeur (2wi + V)7z de ^, m étant un nombre entier. H y a, comme on sait, beaucoup de séries de cette espèce.
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Or les séries (>o"f'Pi"hPîs"f" ' * ' ^* Po^hPi'H"?*'"!" * • * étant convergentes, les quantités t et t\ poiu* des valeurs toujours croissantes de m, s'approcheront indétininient de la limite zéro. Donc en faisant dans l'équation (a) m infini, on aura
'•o + ^'i + ^. + '^aH =K + ^*i + ^'2H ) (^'o' + ^V + «^'/ H ).
Soient fQj t^j fjj) • • -î ^0% ^i j ^j{' . . . deux séries de quantités positives ou négatives, dont les tenues généraux s'approchent indéfiniment de zéro, il suit du théorème II que les séries fo-^t^a-^t^a^ -^^ - • • et /o'-|-//a-|-/^'a* -|- • . 5 oîi a désigne une quantité inférieure à l'unité, doivent être convergentes. Il en sera de même en attribuant à chaque terme sa valeur numérique, donc en vertu du théorème précédent:
( +(^.C + ^.-i^' + ^.--.VH \-f,fJ)a--\
Maintenant si l'on suppose que les trois séries,
^0 ^o' + (^ ^o' + ^0 fi) + (^ ^o' + ^ ^' + ^0 f/) H —
soient c<jnvergentes, on ti'ouvera, en vertu du théorème I\', en faisant dans l'équation (b) « converger vers l'unité:
= ^0 to + (^ 'o' 4- '« fi') + (f* to + 'i h' + fo U') H
Examinons maintenant la série proposée,
En la désignant par cfm, et faisant pour abréger, l = wi^^, =/«i,
m(m — 1) ^ ^ y 1 ififtn — 1) . . . (m — /« + !)
\ —^=ni.^ et en général — ^ i o~~ —f^^m ^^i *^ui*î^
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Il s'agit d'abord de trouver les valeurs de 7n et de x pour lesquelles la série est convergente.
Les quantités m et x étant généralement imaginaires, soit*)
où a, &, Àr, /c' sont des quantités réelles. En substituant ces valeurs dans l'équation (1), elle prendra la fonne
(pm =p-\-qî\
où p et q sont des séries dont les tenues ont des valeurs réelles. On peut trouver ces séries de la manière suivante: Soit
[a^J^h')^ = a, -^-=cos</), ~=mi(p,
l'on aura
xz=a (cos (p -|- ?'sin y),
où a et (p sont des quantités réelles, a étant en outre positif. Si l'on fait de plus
m — «4-1 ., / I • • \ k 4- k' i — jM + 1
- '^ = ^/. («os y^, 4- î sui y^ ) = ^- - - ^
011 trouvera
it— M + 1 . A:'
; cos y = ^-r-! — ; sni y =
Si dans l'expression
^^ - - = "^u (cos /^ + 1 sm y^, ) ,
on fait successivement // égal à 1, 2, 3, ... /^, on obtiendra fx équations qui multipliées terme à tenue donneront
^ m {m — 1) (hj— 2) . . . («i-^^ + 1)
On tire de là, en nniltipliant par
*) Pour abréger les formules nous écrivons partout dans ce mémoire i au lieu de Y — 1.
Note de» éd.
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m^x^' = a^â^â^(y,, . . . <î« [cos (/tcf 4-/1-1- /.-f • • • 4-/,,)
sin(/t<;p4-;^4-;-,4 h
ou bien eu faisant pour abréger
m^ x" = i^ a " (cos 6^^ -\- i siu #^,) . L'expression (1) se change par là eu celle-ci,
ç)m z= 1 4" Al» (cos #1 4~ *' '*^î^^ ^1 ) 4" ^2^* (^*^**^ ^:J 4" ^ ^^^ ^ï)
4 h Kct^ (^*^>» ^. 4- * «î" ^ J +
ou en celle-ci,
(pm= 1 4" >Li« cos #1 4" ^2^^^ ^^'"^ djj 4~ * * ' 4" ^/«^ " ^^''^ ^/' 4" • • * 4^i(ili« .sin #i 4" ^2 " * ^*5iu #2 4" ' * ' -{- K^'* ^^^^ 0 ,^ -\- • • •). Ou a donc
j> = 1 4" >Li« cos #1 4" ia«* COS #5, 4- • • • 4~ ^/«^" ^^^*^ ^/< 4~
\ q= k^a siu 0^ 4" '''2«^ ^^^ ^u 4" * ' ' "h ^u^" *^"^ ^w 4~
Or je dis que ces séries seront dlvergenies ou converyentei^^ selon que a est supérieur ou inférieur à l'unité.
De l'expression de Â^ on tire A,,^+i ^cT^+iÂ^x, donc
et
tt+iî
^/«tt'"
mais on a
donc pour des valeurs toujours croissantes de /t, d^ s'approchera de la limite
1, et par suite "t^ — de la limite a. Donc en vertu des théorèmes I et
II du paragraphe précédent les séries p et q seront divergentes ou convergentes, suivant que a est supérieur ou inférieur à l'unité. Il en est donc de même de la série proposée (pm.
Le cas oh « = 1 , sera traité plus bas.
Comme la série (pm est convergente pour toute valeur de a inférieure
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à riinité, la somme en sera mie certaine fonction de m et de x. On peut, comme il suit, établir une propriété de cette fonction à Taide de laquelle on peut la trouver: On a
(p m =z m^ -{- m^x -|- //igX^ -|- • • • -|- m^x^' _|- . . . , (p7i = /^^J -]- n^x -|- n^x^ ~h " " ' "F ^/«^'' -f- • • • ?
oîi n^ désigne la valeur de m^ pour m = n. On en conclut d'après le théorème VI:
(pm . <pn = i,U' + {Ut,' + ^C) + W + Ut,' + y,') +
+ (^^' + ^<Vi + '^^V-2H h^V) +
oh f^ = 7n^x'^j t^/ = n^x^j en supposant que la série du second membre soît convergente. En substituant les valeurs de t^ et f^\ on aura
Or, d'après» ime propriété connue de la fonction m^, , on a
(ni-\-7i)^^ désignant la valeur de m^, lorsqu'on y substitue m-^-n pour m.. On aura donc par substitution
(pm.(pn=={m--\-7i)Q-^{m-\-n),x-\'{m-\-n)^x^ -^ • • • -j- (//i -|- w)^ x^* -[- • • •
Or d'après ce qui précède, le second membre de cette équation est une série convergente et précisément la même chose que y(w. -j-zi); donc
(3) (pîn .(pn^cpi^in-^- n).
Cette équation exprime une propriété fondamentale de la fonction ipm. De cette propriété nous déduirons une expression de la fonction sous forme finie à l'aide des fonctions exponentielles, logarithmiques et circulaires.
Comme on l'a vu plus haut, la fonction <pm est de la forme J>-f-2^î ^ et g' étant toujours réels et fonctions des quantités fc, fc', a et cp^ et r/i=:fc-|-fc'?', a: = « (cos y -|- ^ sin c/)). Soit
j? -|- g ?'= ?• (cos s-\-i sin 5), on trouvera
(i>' + 3')* = ^ -f = co8 5, 4 = sin 5,
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r étant toujours positif et s une quantité réelle. Soit
r=f{k,k'), s=,r{k,k'), ou aura
(3') 2> + <P = <f {^- + /-'O =/(^-, k') [ces V^Ci-, A^') + 1 sin V'(it, i-')] .
On en. tire, eu mettant successivement /, /' et fc-f-/, /c'-|-/' à la place de
rk/ ei h/ m
=/{k +. /, A;' + /') [ces V'(A'H- /, /c'+ /') + /sin v (A-+ /, fc'+ /')] • Or eu vertu de l'équation <pm.(pii=^(f'{m-\-n), ou a
(f[k-{-i-\-{k'-\-r)i] = <f{k-{-k'i)<p{i-\-ri),
en faisant m :^k-\-k' i, u = l-\-l' i. Donc eu substituant, on obtient f{k -1- /, fc' -1- /') [co.s ifj {k -\- /, fc' -f r) + ^■ sin ip {k + /, k' + /')!,
=f{k, k')f{l, n [cos (v; {k,k') + V'(/, 0) + i «i» ('/'(/-'•, A;') + f{l, /'))].
Cette équation donne, lorsqu'on sépare les tennes réels des tenues imac^inaires,
y(Â; + ^fc' + /')cosV'(/^ + /,A;' + /')=/(/c,^'')/(/,/')cos[V'(fc,/c')4-V'(/,/')], /(A; + Z,fc' + /')sinv(fc + /,fc' + /')=/(^,A:')/(/,r)8in[v/(fc,A:') + V'(/,/')].
En faisant les carrés et ajoutant les équations membre à membre, on aura
[f{k -\-(,k'^ny= [f{k, k')f{i, ny,
d'oh
(4) f(k-\-l,k'~\-l')=f{k,k')f{lJ').
En vertu de cette équation les précédentes se transforment en celles-ci:
cos v {k -\- /, k' -\- /') =r cos [if/{k, k') -\- ip{I, /')] , mitp{k-\-l,k'-\-l')=iim[,lj{k,k')-\-ip{l,l')], d'où l'on tire,
(5) ^{k-{-I,k'-\-n = 2mn-\-yj{k,k')-\-ip{I,n,
m étant un nombre entier positif ou négatif.
Maintenant il s'agit de tirer les fonctions fik^h') et \p(k^k') des
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é{|uatîoiis (4) et (5). D'abord je dis qu'elles sont des fonctions continues de k et W entre des limites quelconques de ces variables. Va\ effet, d'après le théorème V, p ^t q sont évidemment des lonctions continues. , Or on a
f{k,k') = {p' + q')^\ cosxp{k,k') = ^.^l'^^,y ^mxp{h,k') = y-^3^^^^^
donc y (Aï, /o'), de même que cosi//(A;, fc') et sin i//(7iî, /c'), est une fonction continue. On peut donc supposer que tfj[kjk^) est aussi une fonction continue. Nous allons d'abord examiner l'équation (5). \p{k^k') étant une fonction continue, il faut que m ait la même valeur pour toutes les valeurs de k^ k\ l^r. En faisant donc successivement / = 0, k==:Oj on obtient
ip{k, k' •j-l/) = 2 mn -[- î//(/r, k') -f i//(0, //), i/^(/, k' -)- /') z= 2 mn + ip{0,k') -[- i/;(/, /').
En éliminant entre ces équations et l'équation (5) les deux quantités ip{kjk') et \fj{l^V)^ on trouvera
Boit pour abréger
^' \ 2m:i-\-xfi{0,k')^x^i{0,l')—a,
on aura
(7) ek-{-ei=a-\-e{k^i).
Eu faisant ici successivement l = k.,2k, . . . p/c, on aura
2ek = a-\-e{2k), ek-{-d{2k) = a^d{âk), ek-{-e{Sk) = a-\-d{4k),
ek^e{(} — l)k = a-{-6{(fk).
En ajoutant ces équations, on trouve
(7') (fek=:{<f—l)a-\r^{(ff^)-
On en tire, en faisant ^' = 1 ,
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ou bien en faisant 0(1) — a = c,
(8) 0Q=zc(f'\-a.
Voilà donc la valeur de la fonction 0k, lorsque k est un nombre entier. Mais la fonction 0k aura la même fonne pour toute valeur de fc, ce qu'on peut démontrer aisément comme il suit. Si Ton pose dans l'équation (7')
k=^-j ft étant un nombre entier, on en tire p.# — ==(p — V)a-\-Ou. Or en vertu de l'équation (8)
donc en substituant et divisant par p, on ti'ouve
L'équation (8) a donc lieu pour toute valeur positive et rationnelle de p. Soit / = — k, l'équation (7) deviendra,
ek^0{—k) = a'\-0{Qi).
Il s'ensuit, en posant fc=:0,
d(0) = a, et par conséquent
Or k étant rationnel et positif, on a dk=^ck-\-a, donc
e(^ — k) = — clc-\-a.
L'équation
(9) ek = ck'{-a,
a donc lieu pour toute valeur rationnelle de k et par conséquent, puisque dk est une fonction continue, pour toute valeur réelle de k.
Or dfc = i//(fc, fc'-j-/'), et a = 2w7r-|-i//(0,A;')-f-i//(0,/'); faisant donc c = 0{k\l'), on obtient
(10) t//(fc,fc' + /') = d(fc',r)./c + 2m7r + «//(0,fc')-f»/'(0,/').
On tire de là, en faisant fc = 0,
V/(0,/c' + r ) = 2w7r + ^(;(0,fc') + V/(0, r).
Cette équation étant de la même fomie que l'équation (7), elle donnera de la même manière
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1/;(0,fc') = /9'fc' — 2W7T,
ft' étant une quantité indépendante de k\
En mettant /' à la place de k\ on obtient î//(0,/')= — 2wjr-|-/?7'. En substituant ces valeurs de ip\Ojk') et de ip{O^L) dans l'équation (10) on en tirera
xp{k,k'^r) = e{k\J').k-{-(3\k'^r) — 2m7T.
On voit par là que 6[k\r) est une fonction de k'-\-r. En la désignant par jP(fc'-|-/'), on aura
tp{k,k'-\-]') = F{k'-\-'r).k-\-(i\k'-\-r) — 2mn,
et par conséquent, en faisant /' = 0,
il;{k,k') = Fk\k^(3'k' — 27nn.
En remarquant que
i//(fc, k' + /') = 2mn -f ^/(fc, k') + 1//(0, /'),
i/;(0,/') = /97' — 2m;T, l'équation précédente donne
F[k'^r).k^-l3\k'-^r) — 2m.i = 2mn'\-Fk\k-\-ftlc' — 2inn^l3'r — 2mn
c'est-à-dire :
F{k'-\-r)=Fk\
Donc faisant /?' = 0, on obtient FI' = F{p) = i3= Fk\ Par suite la valeur de ifj{k^k') prend la foniie,
(11) ^ ^p{k,k') = (ik-\- (i'k' — 2mn,
/3 et /?' étant deux constantes. Cette valeur de ip{kjk') satisfera à l'équation (5) dans toute sa généralité comme il est aisé de le voir.
Maintenant, examinons l'équation,
/(fc + /,fc' + Z')=/(fc,fc')/(/,/').
Puisque f{k^k') est toujours une quantité positive, on peut poser
F{k^k') désignant une fonction réelle continue de k et k\ En substituant et en prenant les logarithmes des deux membres, on trouvera
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Comme cette équation coïncide avec Téquation (5), en mettant i^ à la place de 1//, et 0 à la place de 7^^, elle donnera en vertu de Téquation (11)
(12) F(k,k') = dk^d'k\
(J et (?', de même que /? et /?', étant deux quantités indépendantes de k et de k\ La fonction f(k^k') prendra donc la forme,
Les fonctions ip[kjk') et f{k^k') étant trouvées de cette manière, on aura, d'après Téquation (3'),
(13) <^(A:. + ^'0 = e^*^'^'*'[co8(/^fc + /rfc') + ^^sin(/?fc + /rfc'^
où il reste encore à trouver les quantités (î, J', /?, /?', qui ne peuvent être que des fonctions de a et de ^. On a
p et q étant donnés par les équations (2). En séparant les quantités réelles des imaginaires, on aura
e'^*+'^'*'cos(/?ifc + /rfc') = l-[-Âiacosdi+A,a'cosd,-^
-f-^^«'"sind^-|- • • •
Nous allons d'abord considérer le cas oh m est réel, c'est-à-dire où fc' = 0. Alors les expressions (14) prennent la forme,
e'^* cos /?fc = 1 -[- i" « ^^^ y^ ~h 19^* cos 2^
+ '('-W'-^>«'dn8^ +
= ^Cf.
Pour trouver J et /?, posons fc = 1 , on aura
e^'cos/î^ l-[-«cos^; <^''sin/? = «siny.
On en tire
e ^ = ( 1 -|- 2 a cos y -|- a * ) * ,
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/v 1 + a C08 cr . ^ a sin w
' (1 + 2acoBg) + a*)4 ' (1 + 2a cos y + a-)i
Cette dernière équation donne, en désignant par s la plus petite de toutes les valeurs de /î qui y satisfasse, et qui est toujours renfennée entre les
limites — ^ et -^ ?
// étant un nombre entier positif ou négatif. Donc les équations (15) se changent en celles-ci:
fa = e^^ cos k{s -|- </ tt) = e^^ cos Tes cos kfA tx — e*^* sin les . sin hu /r, 0a = e^^ sin k{s -\- un) = e^'' sin ks cos fc//7r -|- e''* cos ks . sin A*// ^t.
De ces équations on tire
cos kfin = e""*'* [fa . cos ks -(- da . sin ks)^ sin fc// TT = e~^* (# a . cos ks — fa . sin ks) .
Or, d'après le théorème IV, Oa et fa sont des fonctions continues de a; par conséquent il faut que cos k/mr et sin knjr conservent les mêmes valeurs pour toute valeur de a. Il suftit donc pour les trouver, d'attribuer à a une valeur quelconque. Soit a = 0, on aura, en remarquant qu'alors e^=l^ /«=!, ea = Oj 5 = 0,
cos kfi TT = 1 , sin ku rr = 0.
En substituant ces valeurs dans les expressions de fa et da, et en se rappelant que e^ = (l-|-2a cos y -|- a*)*, on obtiendra
fa = il -|-2acosç)-}-a')^ cosfc^, da = (l -|-2acosy-j-a*)^ sinfcs. Donc enfin les expressions (15) deviendront:
1 -{- - a cosy-|- Aj~s-^«*cos2y-|- - :j— ^-^ - -- a* cos 3 y -[~ * * •
= (1 -|- 2 a cos ç) -j~ a*) ^ cos ks^ Y OL smy -j — lô « sni2y-|--- — j— é~ a — « smSç) -|-
= (1 -[-2a cosy-[-a^)* sinfc^,
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S étant renfeniié entre les limites — ^ et -|- ' et satisfaisant à Téquation
asin(r>
tanff s =.'^ - '
° 1 -|- a cos f/)
Les expressions (16) ont été établies pour la première fois par M. Cauchy dans l'ouvrage cité plus haut.
On a supposé ici la quantité a moindre que l'unité. On ven-a plus bas que a peut aussi être égal à l'unité, lorsqu'on donne à la quantité k une valeur convenable.
Dans ce qui précède nous avons trouvé les quantités â et (S. Maintenant nous allons montrer connnent on peut trouver les deux autres quantités inconnues J' et /?'. Faisant à cet eflfet dans les équations (14) k = 0 et k' = nj on obtiendra
e'^'" cos (S'n = 1 -j- A^a cos 6^'~\-k^a^ cos ê^ -[" e'^'" sin i3'n = k^a sin 0^ -f- K «* ^^^^ ^t 4"-
où X^ = d^d^ô^ . . . (^^, ^A* = /^^+/i+/8+ ' • • +//*? ^^« ^^ 7/' ^*^^^* déterminés par les équations
De ces équations on déduit les suivantes:
«'^'«cos/J'n— 1 l n \ ^2 2 n \
=1 ^ a cos 0^-\ -a cos ©g T" ' ' ' '
" ^ ^ = -i^ a sin #1 4- - * «* sin d» + • • • •
Or en supposant n positif on a Aj = J^i^:/?, donc ^ =(^2^3 ... J^, et par
= a cos ô, -|- (Tj «* cos ^2 -f- <^2 ^^3 «^ cos #3 -[-
suite
.:. ( ^==, a sin ôj -[- d^ a* sin ôj -f- d^ (\ a^ sin ^3 -|-
Ces séries sont convergentes pour toute valeur de n^ zéro y compris, ce qu'on vpit aisément par le théorème II. En faisant donc converger n vers la limite zéro, et remarquant que, d'après le théorème V, les séries sont des fonctions continues, on obtient
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,r = « COS di' + (?/«* COS e^ + (^/<^,'«* COS tf,' -| ,
/r = a sin d/ + <y/a* sin ô»' + 8^8^a^ sin dj' -1 ,
^'Vn(»os/î^'w 1 ^'^'" sin i^'?*
puisque S' et /?' sont les limites des quantités - et — - — ;
0^ est la limite de 6^ et cJ^' celle de rT^, Or, d'après l'expression de (?„,
on a ry^' = ' ; donc cos;/^= — 1; sin/^ = 0 (lorsque // > 1), donc
cosô/ = cos(/t9)-f-/,-|-/,-| |-/^J = -f-sinay.(— 1)^',
sin«,/ = sin(//^-f /i-l-^sH [~/^)=: - cos ay .(— 1)«,
oîi il faut se rappeler qu'en vertu de l'équation
1} i = (f^ (cos Vj -f- ^ sin ;^i ) ,
on a cos;'i = 0, sin^i=l. Donc les valeurs de /?' et J' seront celles-ci:
l'i' = a COS (p — ^ a* cos 2(p -\- ^a^ cos 3y — (V =z — a sin (p — ^a* sin 2^) -f~ i^* sin 3y —
De cette manière on a trouvé les quantités /?' et (^ par des séries infinies. On peut aussi les exprimer sous forme finie. Car on tire de l'équation (15):
e/^^COB[ik—l . k — l 2 ^ , (k—l)(k—2) 3 „ ,
, =:a COS y -f- . o « COS 2^ -j- ^^ — Y ^o — « COS 3^' -f" • * • '
^'^*8În/!?)fc . I ^ — 1 2 • o I (A:— 1)(A:— 2) , . ^ i
' =a sm y -r i 2 « sm 2 y -]- ^ " i o h "^^^^ ^ ^ r
On en déduit, en faisant converger k vers zéro,
I()z=:acoH(f — ^a^coH2(p -|-^«*cos3y — ft = a ûn(f — -J-«^ sin2y-|-^a* sinSç) — • • • >
donc /î'iz^cJ, (T' = — /?. Donc les expressions (14) prennent la forme
1 -j- 'l'i" COS dj -|- ^2 a* COS ^2 -f" • • • -f- >^/4 «^ COS #^ -|-
oà
i X -p Ajt^ ^»JJ5 l/j -p A2l^ i^IJOVg-j- • • • -j-A^W \^WrJ V^ -p • • •
j >lj« sin d, -|- A, «* sin d^ -|- • • • -|- A^ «'' sin d^, -(- • • •
<^ = ilog(l+2«cos(;f-fa''), /? = arc. tang ^ ^ "j° ^^ ;
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or la somme de la série proposée étant égale à J^-\-qi^ ou aura
= e^'-^'' [cos (/?fc + (^fc') + / siu {(ik + âk')]. Maiuteuaut ou a
doue
(y = .|log(l4-2a + «* + i*)=:ilog[(l +«)* + *''], /?=HretaugjA^^.
Eu substituant et eu écrivant m pour /c et n pour fc', l'expression ci-dessus prend la foi'me:
, (7^ 4- 71 i) (ni — l4-ni) (m — 2 -4-7ii) / , y .\ , 1
, (m -\-ni)(ni—l+ni)(m—2+n i) ^ . (m— ju+l+wt) /^ t ^ ^-y. i
= cosf^riarctang — -f irtlog[(l-fa)^-f^*])+^sin Uwarctaiig - -fiwlog[(l4-a)*+/>*]
r/^ \o foTô — n arc tang --.
Cette expression a lieu comme nous l'avons vu, de même que l'expression
(18), pour toute valeur de a= ^a*-|-è* inférieure à l'unité. En faisant p. ex. 5 = 0, n = 0^ on a l'expression
de laquelle nous tirerons parti ci-après.
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Dans ce qui précède ou a trouvé la somme de la série proposée toutes
les fois que a = ^a'^-\-b^ est inférieur à l'unité. Il reste encore à examiner le cas où cette quantité est égale à 1.
Nous avons vu par le théorème IV que lorscjue a s'approche indéfiniment de l'unité, la série
s'approchera en même temps de la limite ?^o ~f" ^i ~|~ ^î ~f" • • • ' ^^^ supposant que cette dernière série soit convergente. En faisant donc converger a vers l'unité dans les équations (18), on aura
i 1 -f- Al cos^i -|- ^2 cosdg H h ^/* cosd^, -| =e
cos(/3ifc+J,fc'),
\ l,sm0,^X,sme,^ \-)i^Hme^,-{ =e'^^'-^^'' Hm{/3Jc-{-â,k'\
oîi â^ et /?i sont les limites des quantités â et /?, en supposant que les séries, contenues dans ces équations, soient convergentes. Or il est clair que ^ log (2 -[- 2 cos (f) est la limite de fT, et que
sni (p
^ 2cos^y8in Jy)
arc tano- — - — ^ — = arc tang; t^ . ---^,~A - == arc tanff (tane* A w)
^ 1 + cos r/) ^2 (cos^ipy ^ ^ to 2 Y-/
est celle de /?; on a donc
âi=^ log (2 -[- 2 cos (p) , /?i = arc tang (tang ^ ç)).
Nous n'avons donc qu'à examiner dans quels cas les séries sont convergentes. A cet effet il faut distinguer trois cas : lorsque k est égal à — 1 , ou compris entre — 1 et — oo ; lorsque k est égal à zéro ou compris entre 0 et -{-ooj et lorsque k est compris entre 0 et — 1.
Premier cas^ lorsque k est égal à — 1 ou compris entre
1 et — oc ,
On a
En faisant donc i: = — 1
7ij on a
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d'oîi roii voit que J^ est toujours égal ou supérieur à Tunité. Or on a
Â^^ = (î, (^2 Js . . . (T„ , donc pour des valeurs toujours croissantes de // , Â^ ne
convergera pas vers zéro, donc en vertu du théorème I les séries (21) sont divergentes.
Deuxihne ca.s^ lorsque k est positif. Supposons que c soit une quantité positive inférieure à fc, on aura
donc
Si l'on fait
il s'ensuit que fc'* — c* — 2c(// — k — 1) est négatif; par conséquent
c'est-à-dire :
Si dans l'équation (20) on fait a= - ? 7/i = — ??, on aura
Donc en faisant 7^=l-|-/c — c, on voit aisément que
par conséquent
donc
En posant successivement //= 1, 2, 3 ... ^u, et en faisant le produit des résultats, on obtiendra
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par conséquent loi*squ'on fait ,«= 0, 1, 2 . . . /i,
Si maintenant dans l'expression (20) on fait a= — ~^jm. = — kA-c-,
on aura
Q + fi + lj — ■'"^■ç + /i + l"^"l.2(ç + ;« + l)*"t■ donc en se rappelant que k> e:
Il s'ensuit, en divisant par (k — o) (p-[-/i-|- !)*"',
Gela donne, en faisant // = 0, 1, 2 . . . /* et ajoutant,
Il s'ensuit que
pour toute valeur de ^ . Donc la série 1 -[~ ^o ~h ^l»! ~h ^2 "f" • * • ' dont tous les termes sont positifs, est convergente, et par conséquent, d'après le théorème II, les séries
1 ~h ^1 cos $1 "4- Àg cos ^2 -|- • • • -f- >t^ cos 0^ -[- Al sin 0^ -|- Ag sîn d^ -|- ' * * ~f- ^/« ^îi^ ^/i "fseront de même convergentes.
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Troisième cas^ lorsque Te est égal à zéro ou compris entre zéro et — 1. Dans ce cas les séries ci-dessus seront convero-entes pour toute valeur de h^ pounMi que (p ne soit pas égal à (2n-^l)jj. Cîela peut se démontrer connue il suit: Soit
7n=-h-^k' i^ ic = cosy -|-z siny,
En multipliant par l-j-a:, on obtient
Or on sait que
Wi -f 1 — (m -f- l\ , w, -|- m, = {ffi -f- 1), . . . , 7w, -f- m„_i = {m + 1)„ ,
/loue en substituant:
l + (7/i+lX:r + (m+l),x*-| ^(^m-\- ll^x^^= -vi^x"^^' -{^ 2^n{i +^y
Maintenant, si Ton fait w=: o^ le premier membre de cette équatîcm sera,
d'après le cas précédent, une série convergente. En la désignant par ,s, on
aura
,s = j[;„ (1 -j- x) — m„ [cos (/z -|- 1) ç) -|- ^ sin (ji -|- 1) y ] ,
où n est infini. Or on peut démontrer comme dans le deuxième cas que m^^:=0 pour w=.oo. On a donc
s =j; (1 -}- a:), oii p = 1 -[- Wj a* -|- mg a*^ -|- • • • (Jette écpiation donne, si a:-|-l n'est pas égal à zéro,
La série p est donc alors convergente, et par conséquent les séries ci-dessus le sont également.
Si ic-[-l=0, on a 1 -j- cos (/)-[-- 2 sin y =:0, donc sin9) = 0, l-[-co8y=:0, d'où (p=i(2n-\- i)7ry n étant un nombre entier positif ou négatif. Donc les séries en question sont convergentes pour toute valeur de k égale à zéro ou comprise entre 0 et — 1, si ç) n'est pas égal k {2n-\-l)7T.
Loi'sque (p=:(2n-\-ï)7Tj les séries sont nécessairement divergentes, car S) elles étaient convergentes, elles auraient pour sonnne les limites des fonctions
e''^-''^ [cos (fc/î + k'â) + i sin {kft + k'â) ] ,
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en y faisant converger a vers Tunité, et faisant (p = {2n-\-l)7i\ Or
^ = 2 l^g (1 + 2a cos ç) + a'), (3 = arc. tang --^'^"^ ,
donc pour (p = (2n -[- 1) ti on a
â = log{l — a), (3 = 0.
La fonction en question prendra donc la forme
(l — aY [cos (fc' log (1 — a)) + i sin (fc' log (1 - a)y] .
Or, k étant égal à zéro ou négatif, il est clair qu'en faisant converger a vers l'unité, on n'obtiendra pas pour cette fonction une limite finie et déterminée. Donc les séries sont divergentes.
De ce qui précède il s'ensuit, que les séries (21) ont lieu pour toute valeur de cpj lorsque k est positif, et pour toute valeur de (p pour laquelle
cos -~ n'est pas zéro, lorsque k est égal à zéro ou compris entre — 1 et 0,
quelle que soit d'ailleurs la valeur de k\ Dans tout autre cas les séries sont divergentes. Dans le cas que nous examinons, la série générale (19),
lorsqu'on y fait è*-[-a*=l, ou b = Yl — ^^7 prend la forme:
^ (vi+ni)(m-l+ni)(m-2 + »i) ,^ ■ y^, jy ■
z=(2+2ay""e~""°'*'"'^^^"^[co8[wai-c.tangj/^ + |«log(2 + 2a)
-\- i sin VI ai'c. tang y . j_- - -|- ^ n log(2 -|- 2a)
Voici un résumé des résultats précédents: 1. Lorsque la série.
est convergente, elle a pour somme
[(l + a)* + i«pe~"""*""'^+"[cos(marc.tàngj^- + -^log[(l + a)»-|-è*]
+ 1 sin ( m arc. tang j-j-^ -f y log [( 1 -|- a) * -|- 6 * ] j
m . m (iM— 1 )
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IL Jjh série est convergente pour toute valeur de ?/i et //., lorsque la
quantité Y^a^-\-b^ est inférieure à l'unité. Si ^a^-\-b^ est égal à Tunité, la série est convergente pour toute valeur de 7n comprise entre — 1 et -[-oo, si Ton n'a pas en même temps a = --l. Si a = — 1, m doit être positif. Dans tout autre cas la série proposée est divergente. Connue cas particuliers on doit considérer les suivants:
A. Lorsque n = 0. On a alors 1 _!_.'« (« + 6,-) + -(--l)(„ + t,y+ . . .
I = [(1 4" ^•) * "4^ ^^] * ^^^ ^'^ '^^'^' tang YIT' 4" ^ ^^^^ ^'^ ^^*^' ^'^^^S TZl.
Cette expression donne, en faisant a = acos(p^ Z>z=:asiny et en séparant les termes réels des imaginaires:
a cos (f -] {~^ " coszcp
a sm (p
= (1 -[- 2 a cos ç) -|- «^) ^ cos m arc. tang -^ - ^ —
jfi . , rn(7n — 1) » . c^ i
^asniy--| ^. ^— ^«'' smz^-j- • • •
a 8in (p
{l-\-2a cos ç) -|- «*) ^ sin m arc. tang - ~ — ' — •
B. Lorsque b = 0.
Dans ce cas l'expression générale prend la fonne suivante:
1 , m + «i j^(m + wi)(m— 1+n/) jj ,
( zzz (1 -|- a)"* [cos {n . log (1 -|- «)) + ^ sin (/^ . log (1 + «))]•
C. Lorsque 7^ = 0, b
Alors on a
Cette expression a lieu pour toute valeur de vi lorsque la» valeur numérique de a est inférieure à l'unité, de plus pour toute valeur de 7n comprise entre
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— 1 et -|-oo, lorsque a=l, et pour toute valeur positive de m^ lorsque a= — 1. Pour toute autre valeur de a et de 7n le premier membre est une série divergente.
Faisant p. ex. a = 1 , a= — 1 , on a
La première équation a lieu pour toute valeur de vi comprise entre — 1 et -j-oD, et la seconde pour toute valeur positive de m.
D. Lorsque }/ a* -|- è* = 1.
Alors on a
Jl J. • ^
Vî-a r l4-a
cos 7/1 arc
-|- 1 sin m arc. tang y ^r — h "o" ^^S (^ 4" ^^)
Si Ton fait ici a = cosç), on obtient
1 -| z — (cos q)-\-i sm cp) -j- ^^ — ■ y — ^ — ' (cos 2y-[-i sm 2y)-|-
(29) / =(2 + 2cos9))*6
7/1 (^y — Ç^) "I" "9- l^g (2 -]-2 cos ç))
ï« (-J^ y — ^^)-T -9- log (2 -|- 2 cos <p)
eu l'emarquant qu'on a
arc. tang 1/ -^-^^ = arc. tang y -^ ^-^^| = arc. tang (tang \ip) = \(p
(fn,
si Ton suppose \(p compris entre p/r — 7-- et {fn-\-
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E. Lorsque |/a^-|-ï*=l, rt = cosy>, b = mi(py 7i = (). Uaiis ce cas rexpression précédente donne
(30) ^ = (2 "j- 2 cos y) ^ [cos m {^(p — çti) -\- i sin m{\(p — (>7i)]
depuis i9? = (>7r— ' jusqu'il 4ç) = ^ti-j- .- ,
ou, en séparant la partie réelle de l'imaginaire,
l-[- ^!^^- cos y -}- ^ ^^ ,^ ^ cos 2 y -[- • • • =(2-|-2 cos y)* cosm(|y — p/r) (31) / ^'^ sin y -[•" ~ i T '^^^^ 2 y -f- • * • =(2 -[-2 cosy)^ sin7M(^y — (iti)
depuis lyzzzpTi— 2 jusqu'à Jy = p7i-|- ^ . F. Lorsque a = 0, i = tangy.
Dans ce cas on obtient, lorsque y est compris entre -f- ^^ et — -.- ?
^ , m-\-ni . , (w + n/)(77i — l + ^O/'x \2 i
1 H y— ^ tang y + ^- -^— -\\ g ^^ *^"8' V) H
= (cos y)"""* e~^^ [cos (iJiif — n log cos y) -|- z sin (//ly — n log cos y)] .
Des expressions précédentes on peut, par des transformations convenables, en déduire plusieurs autres, parmi lesquelles il s'en trouve de très remarquables. Nous allons en développer quelques unes. Pour plus de détail on peut consulter l'ouvrage cité de M. Gauchy.
SommcUion des séries a cos y — ^ a * cos 2 y + -J a ' cos 3 y — a sîny — |a* sin 2y 4-i«' sin3y — • • ••
Lorsque a est supérieur à l'unité, on voit aisément que ces séries sont divergentes. Si a est inférieur à l'unité, nous avons vu plus haut qu'elles
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sont convergentes; leurs sommes sont les quantités ft et â du § 3, c'est-àdire, en mettant pour (i et â leurs valeurs données par les é([uations (18),
l log (1 -|- 2a cos (f -|- a*) = a cos (p — ^ «^ cos 2</) -[- ^ a^ cos 3y — • • • >
v / I ce sin cp
arc. tang .--r- — - — = a sin ç) — -J^ a* sin 2 y -[- ^ a' sin 3 y — • • •
Pour avoir les sommes de ces séries lorsque a=r-|-l ou — 1, il faut seulement faire converger « vers cette limite. La première expression donne de cette manière
-J- log (2 -[- 2 cos (p) = cos (p — ^ cos 2 y> -[" i ^^^ ^^ — (34) {
^log(2 — 2 coH(p)=: — eoHcp — ^ cos 2 y — ^ cos S(p —
en supposant que les seconds membres de ces équations soient des séries convergentes, ce qui aJieu, d'après le théorème II, poin* toute valeur de y, excepté pour y> = (2//-|- l)rr dans la première expression, et pour (p=i2fi7r dans la seconde, fi étant un nombre entier quelconque positif ou négatif.
La seconde fonnule donne, en supposant (p compris entre tt et — tt, et en se rappelant qu'on a alors
arc. tang yzç^J-- = arc. tang (tang | (jp) = ^ y :
(35) ^ y = sin (p — ^ sin 2(p-^^^mS(p — • • (depuis y> = -|- tt jusqu^\ q) = — tt).
Lorsque (pzi=7î ou = — :nr, la série se réduit à zéro, comme on le voit aisément. Il s'ensuit que la fonction:
sin (p — ^ sin 2^ -|- ^ sin S(p — • • •
a la propriété remarquable d'être discontinue pour les valeurs (p = 7r et ç) = — n. En effet, lorsque r/) = + ^? ^^ fonction se réduit à zéro; si au contraire y> = + f7r — «), a étant positif et moindre que tt, la valeur de la fonction est
La fonnule (33) contient connue cas particulier la suivante: (3C) arc. tang a = a — ^cc'-\-^(i^ — •••
ce qu'on trouve en faisant (p= ,y Cette formule sera applicable pour toute valeur de a, depuis — 1 jusqu'à -f-l? I^s limites y comprises.
248 RECHERCHES SUR LA SÉRIE 1 + — « + ^^ x* 4- ■ • -
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On peut déduire ces développemeus de l'expression (32). Yàix effet, en faisant 71 = 0, et séparant les parties réelles des parties imaginaires, on obtient, après avoir multiplié par (cos y)*",
cos m(p = (cos y)" 1 -T- A- -^ (tang y)*
(87) < +^7't.^"î"-^(""g^)'--f sin m(p = (cos y)" m (tang (p) '^^j — ^^^ i^^^^S VY "l~ * ' * '
depuis (p=.-r jusqu'à ip=. — -j- ? et ces équations ont lieu pour toute valeur de m lorsque tang y est moindre que 1. Si tang9D = +l, elles ont lieu pour tout m compris entre — 1 et -|-oo. Elles sont alors:
Développement de (eosœ)^ et (sina)^ en séries ordonnées suivant les cosinus et les simis
(Us arcs nndtiples.
Depuis quelque temps plusieurs analystes se sont occupés du développement de (cos xY et (sin x)". Mais jusqu'à présent, si je ne me trompe, ces efforts n'ont pas entièrement réussi. On est bien parvenu à des expressions justes sous certaines restrictions, mais ces expressions n'ont pas été rigoureusement fondées. On peut les déduire assez simplement des expressions démontrées ci-dessus. En effet, si l'on ajoute les deux équations (31), après avoir multiplié la première par cos a et la seconde par sin«, on obtient
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cos a -|- ^ cos (a — ff)-^ ^^ PT-— cos (a — 2y) -f- • • •
tN(p
= (2 -}- 2 cos y) * cos a — 21 ^^^^^ (depuis ^(p = (f7i — Y jusqu'à i9> = (':^ + -f * Or puisque 2 -|- 2 cos y = 4 (cos ^ y)*, ou aura, en faisant (p=z2xj
cosa + -r-cos(a-2x)H -^ ^ ^cos(«-4;r)+ • • • = (2 cosx)"*cos(a"ma;H-27?i(>:r7)
depuis iç = 2p7r--^- jusqu'à x=^2jQ7i + -^ cos a + Y cos (a- 2x) + ^^S, " ^ cos (a- 4x) H =(-2 cos xY cos [a-ma:+m(2 (j+ 1)71]
depuis x = 2(}7t + -^ jusqu'à x = 2(fn + -^' Si Ton fait ici 1) a = 7nx; 2) a==:mx-|- -^; 3) a = myj x = y
TC
a = my -^ x = y — -^> on obtiendra
2 cosa:)"cos27W(*7r=«coswa: + -T-cos(m-2)xH — ^— ^cos(m-*4)x+ • • • >
2 cos x)* sin 2mp7i =« sin ma? + -y sin (r/i- 2)ic -| — \ ^^ sîu (m-4)a: + • • • >
depuis ic = 2p7r--^ jusqu'à ic==2(*7r + -ô-;
^ . v_ /ex A\ '^^^ / c\\ r/i(rn-l) , .v
2 sm a:) cos /ai (2 p + -J-) ti = cos mx - ^- cos (m- 2)x H — i~ô cos (m- 4) x -
2 sin x)"* sin m (2 (I + ^) 71 = sin mx - -:j- sin (m- 2)x H — \ <n, ^^^^ (m- 4) a; -
depuis ic = 2 (>7r jusqu'à x == (2 p + 1) tt ; - 2 COS x) cos m\zç-\'\)n=^ cos 7aix + -.- cos (7/^- 2)x H — j- ~ cos (m- 4) x +
-2cosx) sm7Ai(2p+l)7i = smmx+ Ysm(m-2)xH — 1-0 siu (//i-4)x +
depuis iç = (2p-f- J^)7r jusqu'à x = (2p + |)7r; "2 sin x)"* cos w(2(i + 1)71==' cos T^ix - -|-cos(m-2)xH — i-^-^ cos (m- 4) x -
- 2 sin x)"* sin m(2 p + f )7i == sin mx - -'- sin (7/1- 2)x H — ^ ^ ■ sin (7^1-4) x -
depuis x = (2p+l)7r jusqu'à x=-(2p+2)7r.
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Ces formules ont encore lieu pour les valeurs limites de ic, lorsque m est positif. Lorsque m est compris entre — 1 et 0 ces valeurs sont exclues. Comme cas particuliers on peut considérer les deux suivants:
(2 cos x)"* = cos mx -[- -.- cos {m — 2) x -1- ^' ^[ ,^ — - cos (m — 4) x -1- • • • > 0 = sm mx -j- ^ sm (m — 2) a: -| \ <^ sm (7M — 4) x -|- • • • >
depuis X = — ^ jusqu'à x = ^- •
XY
Journal ftir die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von CreUe, Bd. II, Berlin 1827.
Lorsque une intégrale définie contient une quantité constante indéterminée, on peut souvent en déduire, par différentiation, une équation diflférentielle par laquelle l'intégrale définie peut se déterminer en fonction de la quantité constante. Le plus souvent cette équation différentielle est linéaire ; si elle est en même temps du premier ordre, elle peut, comme on sait, s'intégrer. Quoique cela n'ait pas lieu en général, lorsque l'équation est du second oi'dre ou d'un ordre plus élevé, on peut pourtant quelquefois déduire de ces équations plusieurs relations intéressantes entre les intégrales définies. Montrer cela sera l'objet de ce mémoire.
cL^y dit
Sôit -)Y'\-p-j--\-^y = ^ une équation diflférentielle linéaire du second ordre entre y et a, ^ et ç étant deux fonctions de a. Supposons qu'on connaisse deux intégrales particulières de cette équation, savoir y = yi et y==zy^^ on aura
De ces équations on tire, en éliminant g,
y* ila^ ^ y^ (Ui* ~~ du ~~ P\y* tia y^da
donc en intégrant
e étant la base des logarithmes Népériens.
Supposons que les deux fonctions y^ et y^ soient exprimées en intégrales définies, de sorte que y^ = jvdx^ y^=. I udx^ v et u étant des fonctions de X et de a, cette relation entre yi et y^ donne en substituant,
(1) fndx j-^ dx— fvdx f'^l'-dx = e-f^'\
Cette équation exprime, comme on le voit, une relation entre les quatre intégrales I udxj I vdxj I -T-dXj / , dx. Il s'agit maintenant de trouver
des intégi'ales qui puissent satisfaire à une équation différentielle du second ordre. Il y a plusieurs intégrales qui jouissent de cette propriété, et que nous allons considérer successivement.
I. Soit ^^ = ^l.(l_^,)^-/^ et y=J^^^-^ÇiL:ry
(la
le signe / dénotant que l'intégrale est prise depuis x=-0 jusqu'à xz=l.
En différentiant la quantité {x-\-ayx''{}'—xY = r par rapport à ce, on obtient
dr = dx.x"-^{l—xy-^{x-\-ay-^[Yx{\—x)'-{-a{x-\-a){l — x)—(i{x-\-a)x].
Or
yx (1 — x) -\-a{x-\- a) (1 — x) — [i{x-\-a)x
= -rK+«) + [«(/5+y)+(«+i)(«+/)](^+«)-(«+/î+?')(a^+«)%
donc en intégrant entre les limites a; = 0, x=l, on obtient
+[(/»+ r) "+(« +r) (" + i)\£.^êlw->-('+l>+r)fi'^§'"f
(Lt
De cette équation on tire, en divisant par — ^i et substituant à la place des intégrales leurs valeurs en y,
m "^"y /«+y \^+Yy^y \ (y+i)(«+/^+y),,_o
Si Ton met à la place de a, /î, ;^ respectivement 1 — /î, 1 — a, a-|-/î-|-j^ — ^7 ^^ aura la même équation, donc
sont deux intégrales particulières de cette équation.
Or p = — '^^- — ^^^j et par conséquent c"/'^" = (7a^+y (1 + a)^+y, donc l'équation (0) donne
(4) y. -t - y^ t; = Ca''^y(l-^ ay^r.
Pour déterminer la quantité constante C, soit o, = 00, on trouvera facilement
G= — {a-{-ft — l)(dx.x''-'{\~xy-\(dx.x-P{\—x)-',
c'est-à-dire
Ç=7r [cot (cfTf) 4- cot (/î.t) ] .
Par suite l'équation (4) donne
[ = — 7T [cot («tt) -|- cot {(in)] a^'+y (1 -j- a)^+y.
Le cas oîi y= — a — /î mérite d'être remarqué. On a alors, comme on le voit aisément,
r dx 1 r dx
J^ :ri-«(l— ^i-P?(;p+a)«+/' ~ a/^(l + (i)«J^ ^i-a(l_.r)î^^ * Or
r' tir ra.Tfl
Fm étant égal à / x'^~} e""" dx ^ donc
dœ Ta . T(i
Soit p. ex. 13=1 — aj on aura
r^ dx^ _ra^r(l--a) 1
J^ (l_a?)«.î;i-«"(7r+a) r(l) ~" âï^ (ï"+ a)«
or r(l)=l, ra.r(l — a) = -^^^j donc
dx 7t
^ (.r+a).r^-«(l — xY sina/r ai-«(l-|-a)« r^ x-'^dx
IL Soit ?/= / /i \ \H( jT^rr' ^^ diflférentiant on obtient
dy C^^ x-^dx
Jo
Lorsqu'on difiFérentie la fonction x^~''{l-^xy~^{x~\-a)^'^~^ = r^ on obtient
x~^dx
donc, puisque
On tire de là en intégrant
En mettant respectivement 1 — /î, 1 — a, /~f~^"|~/^ — ^ ^ ^^ place de «,/?,/, il en résulte la même équation, donc
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_ r°° a;-" <lx __ f j;^-^ cLc
sont deux intégrales particulières de cette équation.
Or, puisque p = '^-^±l et par suite e"-^'*' = ;^+y-(ï^;ip+y
on a en vertu de l'équation (0)
di/^ dy^ C
^* "(la y^ 'd^ "" â»+y{l—a)f+v '
En faisant a=l, on trouve 0=0, et par conséquent
y^ da y^ da — "'
c'est-à-dire y^ = Cy^ , G étant une constante. Pour la trouver on fera a = 1 ; on aura
Or
donc
Jo 'Ô^fW^^~ Jo i^ + ^y^r'
°° .g-°tia! _ r(l — a)r(g-|-/?-|-y— 1)
"* .vfi-^ dx r/9 . ry
_r(l-a)r(«-h/î-hy-l)
Par conséquent l'équation yi = Cyi donne
r°° jr-odr r(l— «)r(«+;9 + y— 1) r~ ar/^-idr
j« (l-|-x)/'(^+a)}'— r/î.ry j, (14-;t)i-''(x-fa)''+/H-y-i'
Si dans l'équation (6) on met (1 — a) à la place de a, /9 et « à la place de a et /9, elle ne change pas de forme. Il s'ensuit que
est de même une int^gTale particulière de la même équation. On a donc
y*~d^ y^ IkT ~ a«+y (1 — a)/»+y '
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Eli mettant xa à la place de x dans l'expression de 3/x, ou obtient
^'~" Jo (l+..))'(T+ax)>î -<la-— y"" J, (l + ;r)/+»(l+eu.-)^-
On trouve de même, en mettant (1 — a)x à la place de x^
En substituant ces valeurs, multipliant par a''*^{l — a)^'*'!! et écrivant C au
lieu de ? on trouve
a~^ dx
Pour trouver C, soit a = 0, on aura
Si l'on fait p. ex. (3=1 — a, on aura en remarquant que
7'(1 — a)7'a = -^^^, /'(/ + 1) = y . Tr :
TT
(\-\-x)r[l-\-{\—a)wY
Lorsque a = y = ^ on a
:(l + «)(l-|-aa:) Jo V a;(l + a:)=« [1 + (1— a)«] "•"^ ~"Vo 1/^1 + ^e) [1 + (1 -a) xj ■ jo y^(T+xj^
Toutes ces intégrales peuvent s'exprimer par des fonctions elliptiques. En effet, soit x' = (tangy)^, on aura après quelques ti-ausfbnuations légères
Jo Vl — (1 — a)8in*(jp Jo Vî — a.Bin^qf)
Jo yi — asin^fjp Jo Vî — (1 — a)sin^y
c'est-à-dire, lorsqu'on fait a = c^, 6^=1 — c^,
J = F\c) E\b) + i?'X6) E\c) - F^ (c) F^è), où, d'après la notation de M. Legendre^
Jo VI — c*Bm*qp Jo
La fonnule ci-dessus se trouve dans les E-xercices de Calcul intégral par M. Legendre^ t. I, p. 61.
Dans la formule générale (7) les intégrales peuvent s'exprimer par
d'autres dont les limites sont 0 et 1. Soit à cet effet x = -r-^ — ; on aura
(8) ; n7+i) ~'~ ~ Jo r[i-(i-«)yP *Jo y(i-«y)" '
"*"^ Vo r[i-(i-«)# 'Jo">''(i-«y)" ' *
Nous avons vu plus haut que
f^ dx _ Fa.Tfi 1
J^ aj"^-« (1 — ar)i-iî^ (-c + a)«+/^ ~ f{a + f) \ â>(l + a)« '
On peut trouver, comme il suit, une expression plus générale de laquelle celle-ci est un cas particulier. Eu différeiitiant l'intégrale
^ Jo {^ + aY^r~^
par rapport à a, on obtient
dy^ _ du
Il s'ensuit que
En nuiltipliant cette équation par «''(l-j-a)", le premier membre devient une différentielle complète, égale à cZ[y.a^(l -j-a)"], on aura donc en intégrant
Pour trouver 6', qui peut être une fonction de x^ nous ferons a^=-oo* On aura
y. a/' (! + «)«= rdx.x''-'{l—xy-\
et par conséquent,
hi loii tait « = - - > et par suite y:= — ,- , on trouvera
= x-" (1 — x)-^ i— j dx. x"-' (1 — xy-' -{- f dx. x"-' (1 -
En substituant cette valeur, on obtient
et par conséquent
Si p. ex. «-]-/?=: 1 , on aura •
Si de plus a:=\^ on obtient
J„ (.r+«)l/.«— X* ' ' J,(«_|_,«)yrt + «*
ce qui est juste, car
r V -''.-^— = , — arc. tang l/^^:+_^ ,
r... _ .^ .= i_.. ave. taug l/«- «•^- .
et arc. tang z -]- arc. tang — =9
m. Soit y = r e-^x""-^ (1 — a:)^-' dfx, où a > 0, /î > 0. En différentîant par rapport à a on obtient
da d*
^1- = Çe-'^x'*^ (1 — xy-^ dx.
dq
Lorsqu'on différentie la fonction r = e~^'ic"(l — xY par rapport à x on obtient
dr = ae-'^x''-^ (1 — x)^-' dx — (a -f /9 + a) e'^a:^ (1 — x)''"' dx
-|- ae-?'x«+' (1 — xy-"^ dx,
donc en intégrant depuis a: = 0 jusqu'à a: =: 1 , et substituant pour les intégrales leurs valeurs en y, -,- et , ^ :
rfa da'
On satisfait aussi à cette équation en faisant
y=yi= r e-~ x"-^ {x — . l)""^ dx,
a étant positif. Or on a p= ^-|-1, donc e-f''^'=. ^ • Donc l'équation (0) donne
•^^ c/a ^ da éJ^tt^+Z''
Si dans l'expression de ?/, on met x-|-l à la place de x^ on trouve
/•»oc
(la
OU bien, en mettant -' - à la place de x^
'^^^ = — e-^ a-«-^ f e-' x^-' {a-\-xY dx.
P]n substituant ces valeurs de T/i , —j^- de même que celles de y^ , ? en multipliant par e'*a"'^^j et faisant a = 0, on trouvera
c'est-à-dire
C=l e-'dx.x"^"-'. dx.r''-'{l~xy-\
On aura donc
ra.ri3= e-^ dx . x""* (1 — xy-' . e-'dx. x^'^ {a-^-xY
— al e-«' dx . x« (1 — xy-^ . / e"* dx . x^-' {a -f x)"-'.
Jo J 0
Lorsque /î=l — cf, on a
_. _ /" ^•'^ e-i^--]\ re-dx ( 1 + M"
IV. Soit
= / e'"-''x"-^dx, oii a>0.
En dîfférentiant on aura
'"-''■ x"^^dx.
"^ Jo ' ««' Jo
Or
cOe'^-'^x") = dx.e'^'^x"-'- (a -f- rtx — 2x*), donc en intégrant depuis a; = 0, jusqu'à ar = oc, en substituant les valeui'.s des intégrales en y, -^- et ,~V ®* divisant par — 2, on aura
(l'A \lAX
Cette équation conserve la même forme lorsqu'on remplace a par — a , donc
Jo
oo
est de même une intégrale particulière de cette équation. Puisque p est égal à — ^a^ on a e'~J^'^''=zCe^ ^ et par conséquent,
Si, pour trouver la quantité constante C, on fait a = 0, on trouvera
OO
y=j^ 6-'V-^cZ^ = irjJ-j,
dite
y,= re-'--x''-'dx = \r\^l
donc en substituant:
et par suite
|r("-+M /'j~je"*= /" e'"-''dx.x''-'. er'^'^dx.x"
-\- / «"-"=' dx.x".! e-^-^'dx . a;"-^
Jo Jo
Si Ton met a \ — 1 à la place de a, on obtient la formule suivante:
irh'^M /^[^ )c' *= r dx.e-''i^o^ax.x''-\f dx.e-'^'c
cos ax.x
-|- / dx . e^''* sin ax x"~^ . / dx. e'""' sin ax . x^,
Note. Les quantités constantes (exposants), qui sç trouvent dans les intégrales de ce mémoire, doivent -avoir des valeurs telles que les intégrales ne deviennent pas infinies. Ces valeurs sont faciles k trouver.
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Depuis longtemps les fonctions logarithmiques, et les fonctions exponentielles et circulaires, ont été les seules fonctions transcendantes, qui ont attiré l'attention des géomètres. Ce n'est que dans ces derniers temps, qu'on a commencé à en considérer quelques autres. Parmi celles-ci il faut distinguer les fonctions nommées elliptiques, tant pour leur belles propriétés analytiques, que pour leur application dans les diverses branches des mathématiques. La première idée de ces fonctions à été donnée par l'inmiortel EuJer^ en démontrant, que l'équatîon séparée
„- _- ._^^^ _ .-_._ 4__. JP ^^ ^0
est intégrable algébriquement. Après EuJer^ Lagrange y a ajouté quelque chose, en donnant son élégante théorie de la transformation de l'intégrale
— --_ _ ' / — = _ 1 oh E est mie fonction rationnelle de x. Mais le pre-
V(l — pKv^)(l — qKe^) ^
mier et, si je ne me trompe, le seul, qui ait approfondi la nature de ces fonctions, est M, Legendre^ qui, d'abord dans un mémoire sur les fonctions elliptiques, et ensuite dans ses excellents Exercices de mathématiques, a développé nombre de propriétés élégantes de ces fonctions, et en a montré l'application. Depuis la publication de cet ouvrage, rien n'a été ajouté à la
tiléorie de M. Legendre, Je croîs qu'on ne verra pas ici sans plaisir des recherches ultérieures sur ces fonctions.
En général on comprend sous la dénomination de fonctions elliptiques, toute fonction comprise dans l'intégrale
Rdx
Va -f /î^.'c + yx^ + ôx^ + ex^ '
où R est une fonction rationnelle et «, /?, y^ âj e sont des quantités constantes et réelles. M. Legendre a démontré que par des substitutions convenables on peut toujours ramener cette inté'grale à la fonne
Pdy
Va + Z^^^ + cy*
où P est une fonction rationnelle de y*. Par des réductions convenables, cette intégi-ale peut être ensuite ramenée à la fonne
A + By^ dy
et celle-ci à
A + B&'m^O de
où c est réel et moindre que l'unité.
Il suit de là, que toute fonction elliptique peut être réduite à l'une des trois formes:
de
J y 1 — c^&m^e J J (i + wsi
(l + nsm^e)Vl — c^sm^e
auxquelles M. Legendre donne les noms de fonctions elliptiques de la première, seconde et troisième espèce. Ce sont ces trois fonctions que M. Le^ gendre a considérées, surtout la première, qui a les propriétés les plus remarquables et les plus simples.
Je me propose, dans ce mémoire, de considérer la fonction inverse, c'est-à-dire la fonction y a, déterminée par les équations
de
Vl — c'^&m^e sin 0 =z(pa^=x.
La dernière équation donne
de\/i-^Hm^e = d{(pa) = dx,
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donc
r dx
y(l _ ^a) (1 _ c^ af^y
M. Lef/endre suppose c^ positif, mais j'ai remarqué que les foinnules devieuîieiit plus simples, en supposant c^ négatif, égal à — e". De même j'écris pour plus de symétrie 1 — c^x^ au lieu de 1 — x^^ en sorte que la fonction (pa = x sera donnée par l'équation
dx ou bien
Pour abréger, j'introduis deux autres fonctions de a, savoir
Plusieurs propriétés de ces fonctions se déduisent innnédiatement des propriétés connues de la fonction elliptique de la première espèce, mais d'autres sont plus cachées. Par exemple on démontre que les équations ya = 0, fa =: 0 , Fa = 0 ont un nombre infini de racines, qu'on peut trouver toutes. Une des propriétés les plus remarquables est qu'on peut exprimer rationnellement (f{ma)^ f{ina)j F {ma) (rn étant un nombre entier) en </)«, fa^ Fa. Aussi rien n'est plus facile que de trouver cpijna)^ f{ma)^ F[ma)^ lorsqu'on connaît (pa, fa^ Fa\ mais le problème inverse, savoir de déterminer y a, y«, Fa en cp{ina)^ /{via)^ F[ma)j est plus difficile, parcequ'il dépend d'une équation d'un degré élevé (savoir du degré 7n^),
La résolution de cette équation est l'objet principal de ce mémoire. D'abord on fera voir, comment on peut trouver toutes les racines, au moyen des fonctions </), f F. On traitera ensuite de la résolution algébrique de l'équation en question, et on parviendra à ce résultat remarquable, que
(p ' ./ ' F — peuvent être exprimés en y«, fa, Fa^ par une formule
qui, par rapport à «, ne contient d'autres irrationnalités que des radicaux, (îela donne une classe très générale d'équations qui sont résolubles algébriquement. Il est à remarquer que les expressions des racines contiennent des quantités constantes qui, en général, ne sont pas exprimables par des quantités algébriques. Ces quantités constantes dépendent d'une équation du degré vi^ — 1. On fera voir comment, au moyen de fonctions algébriques,
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on peut eu rauieuer là résolution à celle d'une équation du degré m -f- 1. On doimera plusieurs expressions des fonctions y)(2w~|-l)a, y(2;i-j-l)«, F{2n-\- 1)« en fonction de (pa^ fa^ Fa. On en déduira ensuite les valeurs de <pa^ fa^ Fa en fonction de a. On démontrera, que ces fonctions peuvent être décomposées en un nombre infini de facteurs, et même en une infinité de fractions partielles.
Pi'opriétes fomlament^iles des f onctions (fa y /a, Fa,
En supposant que (1) <pa = x^
ou aura en vertu de ce qui précède
Par là on voit que cf, considéré comme fonction de x, est positif depuis x=z() jusqu'à x= • En faisant donc
/„x io Ce dœ
il est évident que ifja est positif et va en augmentant depuis a = 0 jusqu'à « = -^ 5 et qu on aura
Connue a change de signe, lorsqu'on écrit — x à la place de x^ il en est de même de la fonction (pa par rapport à a, et par conséquent on aura l'équation
(5) y( — «) = — (pa.
En mettant dans (1) xi au lieu de x (où /, pour abréger, représente la quantité imaginaire }/ — 1 ) et désignant la valeur de a par /îz*, il viendra
(6) xi=(p{fti) et /î= /
dx
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P est réel et positif depuis x=.0 jusqu'à a: = — ? donc en faisant
/yx <3 r* dœ
X sera positif, depuis /? = 0 jusqu'à /?= ^^ ? c'est-à-dire que la fonction -^ (p{fti) sera positive entre les mêmes limites. En faisant (3= a et
y = - V - ? on a
sr
di/
donc on voit, qu'en supposant e au lieu de e et e au lieu de c,
w(ai) ,
-^-V-- se changera en cpa.
Et comme
on voit que par le changement de c en e et e en c, /(clî) et F (ai) se changeront respectivement en Fa et /a. Enfin les équations (3) et (7) font voir que par la même transformation w et w se changeront respectivement en cD et lo.
D'après la formule (7) on aura x= pour /?z=^ ? donc en vertu de l'équation xi = (p{(it)j il viendra
En vertu de ce qui précède, on aura les valeurs de y a pour toute valeur réelle de a, comprise entre — -^ et -|-^' 6t pour toute valeur imaginaire de la forme /5^ de cette quantité, si /? est une quantité contenue entre les limites — ^ ^* H" ^ ' I^ s'agit maintenant de trouver la valeur
de cette fonction pour une valeur quelconque, réelle ou imaginaire, de la
variable. Pour y pai'venir, nous allons d'abord établir les propriétés fondamentales des fonctions (p^ f ai F.
Ayant
on aura, en diflférentiant
fa .f'oL = — c* (pa . y'a,
Fa . F^a = e} cpa . (p'a.
Or d'après (2) on a
ip'a=f(}—e\''a){l + e"V«) =fa . Fa,
donc, en substituant cette valeur de (p'a dans les «deux équations pi'écédentes, on trouvera que les fonctions cpa, fa, Fa sont liées entre elles par les équations
!(p'a=fa . Fa, f'a = — c'(pa.Fa, F^a^=ze'(pa .fa.
Cela posé, je dis qu'en désignant par a et (3 deux indéterminées, on aura
(10) l /(«+/?)= •^"•'Ti^'r^^Tr''^
Ces formules peuvent être déduites sur le champ des pi-opriétés connues des fonctions elliptiques [Lef/erulre Exercices de (Jalcul intéo-ral); mais on peut aussi les vérifier aisément de la manière suivante.
Fax désignant par ?• le second membre de la première des équations (10), on aura, en différv^ntiant par rapport à «,
dr _ 2^. /(i^F(i + ffti .^W'a + ft^^^ • F'a (la 1 + e^e^ff^a . (p-fi
_ ((pa^iS . Fft + (pi^ . fa . Fa) 2 e'^e^ifo^. rp^ft . rp'a
(l-{-e^c^fp*a.q>^^y
En substituant pour cp'a, fa, F' a leurs valeurs données ])ar les équations (9), il viendra
RECHERCHES SUR LES* FONCTIONS EIJlIPTIQUES. 269
dr _fa.Fa.f(i.Fii _2e^^(p^a^fp^li.f^(x,fii.Fa.Fîi (la ""*" ï-\-e^c^(p-a.(p^ii (1 + e^ c^ tf^ a . cp^ (iy
, (pa.(pli^(l + e^c^fp^a,(p^(]) (— c^ F^a + e^Pa) — 2eh^cpa . (p(i . (f'^iS ./-'« . F^a
d'où, en substituant pour f^a et F^a leurs valeurs 1 — c^ip^a^ l-\-e^(p^a^ et en réduisant, on tire
dr _ (1 —e^c^cp^a . qn^) [(e^—c^)fa . fp^+fct .//^ . ^. i^/^] — 2^*c^f/>a . (p ^{(f^ a^ (f^) da (1 -\-e^c^(p^a .fp^[iy
Maintenant a ai (i entrent symétriquement dans l'expression de r; donc on
dj* d'V
aura la valeur de ,- ? en pennutant a et /î dans la valeur de ,- • Or
dv
par là l'expression de -, ne change pas de valeur, donc on aura
dr dr
da dii
Cette équation aux différentielles partielles fait voir que r est fonction de «-|-/9; donc on aura
La fonne de la fonction i// se trouvera en donnant à (i une valeur particulière. Kn supposant par exemple /?=zi:0, et en remarquant que cp{0) = 0^ y(0)=l, 7^(0)=!, les deux valeurs de r deviendront
r = (pa et rz=i^.«, donc
iffa = (pa^ d'oïl
La première des fonmiles (10) a donc effectivement lieu.
On vérifiera de la même manière les deux autres fonnules.
T)es formules (10) on peut déduire une foule d'autres. Je vais rapporter quelques-unes des plus remarquables. Pour abréger je fais
(11) l-\-e'c'(pra.(p'/i=:R.
En cliangeant d'abord le signe de /?, (m obtiendra
ir(« + /9) + i'>-^) = ^^«^*'''., En fomiant le produit de (p(a-\-(i) et c/)(« — /?), on trouvera
ou, en substituant les valeurs de /^/î, F^ft-, ,P^j ^*« en y/^ et (pa,
y (« + /?) . y (« - /?) = -^^^ - 'f'i^- ^'^^^(^ + «AiV/^r/"
or ^= 1 -j-e'fl'y'a.ç)*/?, donc
(13) <p{a-\.ft).ip{a-P)='^'-^-'r'Ê .
On trouvera de même
_ 1 4- <!»y»« + <> W — e^c*(f*a . y»/? F*a. F*p — e*(i!» + e*)fp*tt.q'*^
_ _ _ _ ' îT
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En faisHUt dans les fbnnules (10) /?=+'> fi = ^ i^ et en reniar-
quant que /(±-Jj = 0, i^^(±|-i) = 0,
ou aura
ou bien:
De là on tire
^ /0.\ Fa „/ ^ <3 .\ ^ -^(yV ff«
<r(îO
yg«-l_"c« 1
i>Ma±2 1 =
±7>^^(«iM=±^'>^^^+~^"/:-^
sur le champ
*'iv+«i=-f'(:;
Cf
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En faisant a rz= . et ^^ ^\ on en déduit
En mettant ensuite dans les troîs premières équations (17) « -f- o ^*i ^^^^^ ^^
a, et dans les trois dernières a-^-^i au lieu de a, on obtiendra les suivantes
\ (p(a-\-iùi)=: — (fa] fia-\-(î>'i)= fa] F{a-\^(Di)= — Fa]
et en mettant a-\-oj et a-\-iOi au lieu de a:
(p{2w-\'a) = (pa] (p(2U)i-\-a)=- ipa] cp {w -\- mi -\- a) =^ (pa ] (20) { 7(2^0, + «) = /«; f{mi-\^a) = fa]
F{io-\-a) = Fa] F(2mi^a)^Fa.
Ces équations font voir que les fonctions ipa^ fa^ Fa sont des fonctions périodiques. On en déduira sans peine les suivantes, où m et n sont deux nombres entiers positifs ou négatifs:
(p\^(vi-\-n)vt}-\-{m — Ji)Gi'i-\-a'\=i(pa]
(p [(/Al -\-n)œ-\- {in — n -[- 1) «Ji -|- a] = — (pa ; j /(27M£0-f-ruDz -[-«)=/«; /[(2/ai-|- \)œ-\-n Gii -\' a^ =: — fa, ( i<^(7/^(o-{-2/^(î)^-f «):=ia; F[mio-{-{2n-\- l)G)i-\-a] = — Fa,
Ces formules peuvent aussi s'écrire connue il suit:
cp{inuj-\'n(ôi+a)=:^±{ — l)"*"'""y«, (22) { f{viio~\~7iwi±a) = {—lYfa,
F{frioj -[-7^cD^ ± a) = (— lyFa.
On peut remarquer comme cas particuliers:
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(p(7nio±a) = ±( — l)~ç)a; (p{nCOi±a) =:±( — lycpa]
(22') l /(mco± a) = (-!)«/«; /(^«J^± «)=/«;
F{7na) ±a) = Fa] F(nmi± a) = (— l)** Fa.
Les formules qu'on vient d'établir font voir qu'on aura les valeurs des fonctions cpa^ fa^ Fa pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable, si on les connaît pour les valeurs réelles de cette quantité, comprises entre ' et — ' et pour les valeurs imaginaires de la forme pi^
ou p est compris entre -^ 6* ^*
En effet, supposons qu'on demande la valeur des fonctions ip{a-^[ii)^ /(a-[-/?z), jF(a-[-/î^), où a et /? sont des quantités réelles quelconques. En mettant dans les formules (10) /î^ à la place de /î, il est clair qu'on aura les trois fonctions dont il s'agit, exprimées par les fonctions y a, /a, Fa^ (p{i^i)y /{fti)-, F{(ii). Il ne reste donc qu'à déterminer ces dernières. Or^ quelles que soient les valeurs de a et /?, on peut toujours trouver deux nombres entiers m et w, tels que a = mœ±a\ (i = nW±(3\ où a' est une
quantité comprise entre 0 et -|--«-> et /?' entre 0 et -|--ô-' Donc on
aura, en vertu des équations (22^), en substituant les valeurs précédentes de a et /?,
(pa = (p{m(o ± a') :^=±( — l)"*y«',
fa=f{mw±a') =(_!)"/«',
Fa =F{m(b±a') =Fa', <p {(il) = (p (n6J^ ± (i'i) = ± (- 1)» if ip'i), f(/3t)=f{nœi±{i'i)=f{(3't), F{(ii) = F{nGii± (3'ï) = (— iyF{/3'{).
Donc les fonctions y«, fa, Fa, <p{fti), f((3i), F{(ii) seront exprimées comme on vient de le dire, et par suite aussi les fonctions (p(a-\-pi), /(«-|- /?»*)» F{a-{-(ii).
Nous avons vu précédenmient, que (pa est réel depuis a. = — -p- jusqu'à
a = -|--^? et que -^.-^ est réel depuis « = — ^ jusquà a=iz:-|---. Doue eu vertu des équations (22) il est clair
1) que (pa et -^K-^ sont réels pour toute valeur réelle de «; ya est
compris entre et h > et ~ \ - entre et + - :
2) que q)a s'évanouit pour a=^inœ^ et — . - pour a = fiiCo^ m étant
un nombre entier positif ou négatif; mais tpa n'est pas nul pour aucune autre valeur réelle de a.
En remarquant, que ^« = ^1 — c^ip^a^ Fa =z]ll-\-e*(p*a^ il suit de ce que nous venons de dire
1) que les fonctions fa^ Fa^ f{^^)i F{ai) sont réelles pour toute valeur de a;
2) que fa est compris entre les limites — 1 et -|- 1 et Fa entre les
limites -j- 1 et -|- J/ 1 -[- ^- ? de sorte que Fa est positif pour toute valeur réelle de a;
3) que f{ai) est positif et compris entre les limites -|- 1 et l/l-|_--^.
et F (ai) entre les limites — 1 et -j- 1 pour toute valeur réelle de a;
4) que /a s'évanouit pour a = (7/i-j-^)co et F {ai) pour a = (/7i-|-|)CD; mais que ces fonctions ne s'annulent pour aucune autre valeur de a.
On remarquera ce qui suit, comme corollaires des formules (22):
1) Soit a = 0. Dans ce cas, en remarquant que y(0) = 0, /(0)=:1, F{0)=: 1, on aura
I(p (mvD -f- nuii) •=. 0, F {nivi -\' nwi) =^ [ — l)**.
2) Soit a = '- • En vertu des équations :
10 \ 1 ri ^'^ \ (\ zr» / ^'M ^^^'^ "h ^'^ ^^
on aura
y[(m + i)a, + «fiJt]=(-ir»l
(24) ( f[{,ri^\)œ + nôii] = 0,
3) Soit «3= —i. En vertu des équations
wi')=;' f[v\=7' ^(i')=«.
on aui*a
(p [mto -\- (n. -|- i) ©î] = (— I)"'*'" '
i^[?«aj + («-|-|)GJ»] = 0.
4) Soit a= ,. -f-"9"^* En vertu des équations ci-dessus on aura
Les équations (23), (24), (25) font voir que la fonction (pa s'évanouit toutes les fois que a est de la forme a = ma)-\-n(jOt'^ que fa s'évanouit toutes les fois que a est de la forme a = (m-\-^)a)-\-n(Sij et que ^ Fa s'évanouit toutes les fois que a est de la forme a = m(u-\-{n'\-^)iDi. Or je dis que pour toute autre valeur de a, les fonctions y a, /«, Fa auront nécessairement une valeur différente de zéro. Supposons en effet qu'on ait
a et (i étant des quantités réelles. En vertu de la première des formules (10), cette équation peut s'écrire comme il suit:
y^ '/m F(lii) + (p((^i)fa . Fa _
Maintenant les quantités y«, f{Pi)y F{fti) sont réelles et ^{fti) est de la forme iA^ où A est réel; donc cette équation ne peut " subsister à moins qu'on n'ait séparément '
(pa.f{l3i)F{/3t) = 0', (p{(3t)fa.Fa = 0.
Ces équations ne peuvent être satisfaites que de deux manières, savoir en faisant
OU
f{iit)F{lii) = 0, fa.Fa=:0.
Les deux premières équations donnent a = mœ\ /3 = niB. Les deux
dernières, en remarquant que Fa et f{(it) ne peuvent jamais s'évanouir,
donnent
/« = 0, F{ftt) = 0,
d'où
Mais pour ces valeurs de a et /î, la valeur de <p(a-\-i3t) deviendra infinie; donc les seules valeurs de a et /3 sont a = 7nœ et /î = waï, et par conséquent toutes les racines de l'équation
q)x = 0, peuvent être représentées par
(27) X = mo) -j- nG}i.
De la même manière on trouvera que toutes les racines de l'équation
fx = 0, peuvent être représentées par
(28) x = {m-\-^)a)-\- niBi^
et celles de l'équation
Fx = 0, par
(29) ce = 7/iai -f (n + 1) îùi.
Les formules (26) font voir qu'on satisfait aux ti'ois équations
<f^ = h^ f^ = h^' F^ = h^ en donnant à x une des valeurs de la fonne
(30) a: = (m + i) a> + (n + \)mi.
Or on peut démontrer que les équations en question n'ont pas d'autres racines. En effet, ayant
(px = - --r-, jx= — — — -, Fx=z — ,
les équations en question entraîneront celles-ci:
mais en vertu de ce qu'on vient de voir dans le numéro précédent, ces équations donnent respectivement
X — -9- = ^^ "F" (^ "I" "i") ®^'î ces trois équations sont équivalentes à la suivante:
Ayant trouvé connue ci-dessus toutes les racines des équations
(px = Oj /x = 0, Fx = 0^
je vais maintenant chercher les racines des équations plus générales
q)x=z(paj fx^=faj Fx^=Fa^
où a est une quantité quelconque réelle ou imaginaire. Considérons d'abord
l'équation
cpx — ç)a = 0.
En faisant dans la seconde des fornmles (12)
iV -\- a r\ ^ — Ci
on trouvera
Cette équation ne peut subsister que dans l'un des cinq cas suivants:
it — a
1) si (p^'-i
2) si /(^+^
3) si f[^-P
. . la' — a
4) SI (p\^-2-
« 5) SI (p\^-2-
= 0, d'où x= — a-\-{2m-\-l)a)'\-2nmî\
= 0, d'où x= — a-\-2mœ-\-{27i-\-l)iDij
= ^, d'oîi x = a^{2m'^l)w'^{2n-\-l)m,
= ^, d'où x = — a-\'{2m'\-l)aj-\-{2n-\'l)m7\
La résolution de ces cinq équations est contenue dans les formules (27), (28), (29), (30).
Des valeurs trouvées de x il faut rejeter celles que donne la formule
ir = — a-f (2w-|-l)a>-|-(2w+l)«j/,
car une telle valeur de x donne, en vertu de Téquation (22),
(px=. — y a,
tandis qu'on doit avoir ipx=.(pa\ mais les autres valeurs de x, exprimées par les quatre premières formules, peuvent être admises. Elles sont, comme on le voit, contenues dans la seule formule:
(31) ic = (— !)"•+" a -fmw-f-wa)i.
Telle est donc l'expression générale de toutes les racines de l'équation
q)x =z (pa.
On trouvera de la même manière que toutes les racines de l'équation
fx =fa sont représentées par la formule
(32) x = ±a--\-2 mm --f- ??«)/,
et toutes celles de l'équation
Fx = Fa par la fonnule
(33) x=.±a'\- met) -f- 2 7ivD7.
II
Fornudes qui donnent les valeurs de (f(iut), f(iia), F(na) exprimées en fondions rtUion-
tidles de tpa, fa, Fa.
Reprenons les foniiules (12). En faisant dans la 1', la 3' et la 5 a = nft, il viendra
/ I ^^o I A\>i I 2 «jp(n/9) .//!?. F/tf
où R=\-\-c*eWn(f)<p*p.
Ces formules donnent la valeur de <p{n-\-l)ft en (f{ii — l)/9 et <p{n(3)] celle de /(«-|-l)/9 en /(«—!)/? et /(«/?), et celle de F{n-\-l)^ en F{n — l)/3 et Finft). Donc en faisant successivement «=1, 2, 3 . . ., on trouvera successivement les valeurs des fonctions:
(^(2/3), 9) (3/?), <^(4/î)...ç. («/?), /(2/3), /(3/?), /(4/9) . . . /(«/?), F{2P), FiS/i), F{à(i) . . . F{n/S),
exprimées en fonctions rationnelles des trois quantités
En faisant p. ex. w = 1 , on aura
Les fonctions <p(ii(3)y /(n/S)^ F{n(3) étant des fonctions rationnelles de (p(3j //?, jF/?, on peut toujours les réduire à la forme . ? où F et Ç sont
des fonctions entières de ifft^ fft^ F/i. De même il est clair que le déno- , minateur Q aura la même valeur pour les trois fonctions que Ton considère. Soit donc
(35') <p {nft) = -^i , /(n/?) = ^ , i^(«/?) = ^^^ ,
on aura également
En substituant ces valeurs, la première des fornmles (34) deviendra
Vin+l ^n — 1 il <« 4 9 z) -^ n
l+C«««(iPV-g,
OU bien
P.+i _ — -^» -■ (Ql 4- ^'^^^^/'/^ • i^;) + -2KQ«Qn-if{i • J^/:?
En égalant les numérateurs et les dénominateurs de ces deux fractions, on aura
(36) P.^, = -Pn-,{Ql-\-c'e*(f^(3.P:)-\-2fl3.F/3.P^Q„Q,_„
La seconde et la troisième des équations (34) donneront de la même manière
(38) P'.., = -P'„_.(<?î + c*6Vyî.P:)+2//9. P„'Ç,Ç,_,,
(39) P\,, = -P\_,{Ql-\-c*e'<p*p.Pl)-^2Fp.P„'-Q,Q^_,.
En faisant dans ces quatre formules n •= 1 , 2 , 3 . . . , et remarquant qu'on aura
a=l, <?i = l, ^0 = 0, P, = ipft,
p;=i, P/=//J, Po''=i, P."=Fft,
on trouvera successivement les fonctions entières Ç„, P^, P„', P„^', pour toutes les valeurs de n.
Soient pour abréger:
(40) y/î = x, //î=y, Fft = z,
(41) ie,= (?: + eVx»i«„
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les fonniiles précédentes donneront
Vn + l ^^^ V«— i-'^o
F"„,^=-P\_^E„-\- 2zP„"Q„Q„_,.
En posant m=1, 2, on aura
Ji^ =zr Ql ~\- e^'c^x'Pi = J + e'c^'x^
(43) { P,=^-PJt,-\-2yzP,Q,Q,= '-lxyz,
P,'=-P:E, + 2yP,'Q,Q, = ~\-e\'x'^2y\
\ P^"= — Po"Jii + 2zP," Q,Q,= — 1 — e*c*x* + 2z^
/ 74 = <;>» + e*c*x*i1 == (1 + cV^x-O* + e*c*x^4u;y 2*,
P3 = - P.i4 + 2yzP,Q,Q, ^ - u-i^ + 4j^>'z*a-Ç,
(44) ( =x(4yVÇ,-i4),
En continuant de la sorte, et en remarquant que y^=l — c^x^^ z^ =zl -^e^x^j ou verra aisément que les quantités
f\ J-'in '2n + l T) f -^ 'in-^-l jy tt ^ 2ij+l
sont des fonctions entières des trois quantités x\ ?/*, 2*, et par conséquent aussi de l^une quelconque de ces quantités, pour une valeur entière quelconque de n.
(îela fait voir que les expressions de (pinft)^ f{^P)t ^\^ft) seront de la forme suivante:
if{2np) = ip[i.fft.Fft.T, <p{2n-\-l)/3 = (p(i.T', (45) ( /(2«^) = 2\, f{2n-\-l)(3=f/3.r\
{ F{2n(S) = T,, F{2n^l)ft=Fft.T"\
oh T etc. , représentent des fonctions rationnelles des quantités (y/3)*, {fl^Yi {PftY- 36
§ ni.
Résolution (les équations <p(n(i) = l" , /(r,li) = ^' , F{nli) = ^ ■
D'après ce qu'on a vu, les fonctious (p{nli)^ /('V^)î ^ (^/^) s'expriment rationnellement en x^ y^ z. La réciproque n'a pas lieu, car les équations (35') sont en général d'iui degré très-élevé. Elles ont par cette raison un certain nombre de racines. Nous allons voir comment on peut aisément exprimer toutes ces racines au moyen des fonctions y, y, F.
P A. Considérons d'abord l'équation y (?//?) = -.p, ou Q^,(p{nft)-=.P^^ et
cherchons toutes les valeurs de x\ Il faut distinguer deux cas, selon que a est pair ou impair:
1) Si n est un nombre pair.
D'après ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent (45), on aura dans ce cas
(f {2n[i) = xyz . V^(^*),
OU, en vertu des formules
y = y 1 —'c*x\ z = Yl -fe*x* :
y (2«/9) = x.xlj(x') |/(1^'7V)(1 -fe*x').
Donc l'équation en x deviendra,
(p\2nft) = x*{^>xy{l — c*x*){l-\-e*x*).
En désignant le second membre par 6{x^)^ on aura
ip\2nP) = e{x^).
(p(i étant une des valeurs de x^ on aura
(46) <f\2np) = e{ip^ft),
équation qui a lieu-, (luelle que soit la valeur de ft. On trouvera comme il suit les autres valeurs de x. Soit x=i(pa une racine quelconque, on doit avoir
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Or, en mettant dans (46) a au lieu de /î, il viendra
donc
(47) (f\2ni3) = ip\2na),
équation qui revient à ces deux que voici:
(p{2na) = (p{2nl3) et (p{2n^) = — (p(2nli).
La première donne, en vertu de (31),
2na = {—iy'^^2n/i-\-ma)-\-fi(Dt,
où m et // sont deux nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs, zéro y compris.
La seconde donne les mêmes valeurs de 2wa, mais de signe contraire, comme il est aisé de le voir, en récrivant comme il suit:
(p{ — 2na)=z(p{2n(3).
Toute valeur de 2?m qui satisfait à l'équation (47) peut donc être représentée par
2na = ±[{— l)"'+''2?^/'î-|-7Wco-|-/l.cD^].
De là on tire la valeur de «, en divisant par 2n, savoir
. «=±((-ir''^+;'>+^^,,«)/).
Ayant la valeur de «, on aura
(48) ^a = ±<r[{- 1)-^"/? + ;; (« + ,;- mi] = X.
Donc toutes les valeurs de x sont contenues dans cette expression, et on les trouvera en donnant aux nombres m et /ll toutes les valeurs entières depuis — >o jusqu'à +fx). Or pour avoir toutes celles qui sont diiférentes entre elles, il suffit de donner à m et fi des valeurs entières moindres que 2w. En effet, quels que soient ces nombres, on peut toujours les supposer réduits à la forme:
m = 2 w fc -|- w/, // = 2 w 7c' -f- ///,
oh fc, k^ sont des nombres entiers, et m\ //' des nombres entiers moindres que 2?/. En substituant ces valeurs dans Texpression de x^ elle deviendra:
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or en vertu de (22) cette expression se réduit à
(49) x = ±<p[{~ l)-+''-/?+ ;"■-«, -h ^[^mi
Cette valeur de x est de la même fonne que la précédente (48), seulement m et fi sont remplacés par mf et //', qui, tous les deux, sont positifs et moindres que 2n\ donc on obtiendra toutes les valeurs différentes de a:, en donnant seulement à m et a toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à 2n exclusivement. Toutes ces valeurs sont nécessairement différentes entre elles. En effet, supposons par exemple qu'on ait
il s'ensuivrait, d'après (31),
(_ 1)".'..'/?+ -: eu-}- ^lmi=±[{- 1)'"^"/?+ :,'/» + ^>/)+A.«+fc'«>/,
h et 7c' étant des entiers. Cîette équation donne
ft/ = k\2n±ft^ 7n=k.2n±m^ (— l)*-'+^' = ± (— 1)""+^
Les deux premières équations ne peuvent subsister à moins qu'on n'ait /»*'=!, A; z= 1 , fi' =z 2n — // , m' •= 2n — 7?i, et alors la dernière deviendra
d'où l'on tire
résultat al)surde. Donc toutes les valeurs de a:, ccmtenues dans la fornnile
(48) sont différentes entre elles, si m et // sont positifs et moindres que 2v.
Le nombre total des valeurs de x est, comme il est aisé de le voir,
égal à 2(2/^)*=:8w^; or l'équation ip^{2nfi)=z0{pc.'^) ne peut avoir de racines
égales, car dans ce cas on aurait .^' —^7 ^^' H^^^ d(mnerait pour x une
valeur indépendante de /?. Donc le degré de l'équation (p'^{2jij3)) = 0{x^) est égal au nombre des racines, c'est-à-dire à Sii^, Si par exemple 7^ = 1, on aura l'équation
OU bien
et, d'après la formule (48), les racines de (u^.tte équation, au nombre de huit, seront :
X=±(pl3, x = ±(/)| — /?4-^'j,
2) S? 71 est un vomhye impair^ égal a 2 w -|- >.
P .Dans ce cas J""^ est, connue nous l'avons vu, une fonction rationnelle
^tnf\
de .r, et par conséquent Téquation en x sera: (50) y(2«+l)/î = -J»±i.
On trouvera, précisément connue dans le cas précédent, que toutes les racines de cette équation peuvent être représentées par
(51) , -^'^IC-ir-'^+a^'^i' + ân^i^^l'
oïl il faut donner à w et ^t^ toutes les valeurs entières depuis — n jusqu'à
-\-n inclusivement. Donc le nombre des racines différentes est {2n-\^\y.
(.''est aussi le degré de l'équation en question. On peut aussi exprimer les racines par
Si par exemple 7?.= 1, on aura une équation du degré 3^ = 9. La fonnule (51) donne pour x les 9 valeurs suivantes:
10 , liJ
B. Considérons maintenant Téquation
(52) f{ni3) == ;^' ,
et cherchons les valeurs de y qui satisfont à cette équation. ]ja fonction
F' " étant, comme on Ta vu phis haut, ratioimelle en ?/, l'équation en y,
en faisant - .^ =zrfn/^ sera
Une des racines de cette équation est y=::f(3^ donc, quelle que soit la valeur de /?,
Pour trouver les autres valeurs de ?/, désignons par a une nouvelle inconnue, telle que y=faj on aura
f{nl3) = rp (/«) ;
or, en vertu de (53) le second membre est égal à f{v.a)\ donc pour déterminer «, on aura l'équation
f{na)=f{np).
En vertu de la fornuile (32) cette équation donne pour expression générale
de na:
na == 4: ?2/î -|- 2 ma) -j- nUii^
m et // étant deux nombres entiers positifs ou négatifs, zéro y compris. De* là on tire
et par conséquent:
/«=:/(±/9+^-,„+.;ifi„-)=y.
C'est la valeur générale de y.
Maintenant pour avoir les valeurs ditt'érentes de ?/, je dis qu'il suffit de prendre (S avec le signe -|- et de donner à m et // toutes les valeurs entières, moindres que n. En effet, comme on a f(^-\-a)=f{ — a), on aura d'abord
Donc on peut toujours dans Texpression de y prendre /? avec le signe -[-• Ainsi toutes les valeurs de y sont contemies dans l'expression
Maintenant, quels que soient les nombres m et //, on peut toujours supposer
où A;, h\ m\ jli' sont des nombres entiers, les deux derniers étant en même temps positifs et moindres que n.
En substituant, il viendra
i^=/(/î + -l"^«'H-ï' a>^ + 2A;«, + fc'tDei.
Or, en vertu de la formule (22), le second membre de cette équation est égal à
quantité de la même fonne que le second membre de (54); seulement ta' et fi' sont positifs et moindres que n. Donc etc.
En donnant à m et // toutes les valeurs possibles, moindres que n, on trouvera v} valeurs de y. Or, en général toutes ces quantités sont différentes entre elles. En effet, supposons par exemple
on aura en vertu de la fomuile (32), en désignant par fc, k' deux nombres entiers,
Puisque /? peut avoir une valeur quelconque, il est clair que cette équation
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ne peut subsister à inohis qu'on ne preinie dans le second membre le signe supérieur. Alors il viendra
d'où Ton tire, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires,
équations absurdes, en renmrquant que les nombres m, ////, // et ft sont tous positifs et inférieurs à n. Donc en général Téquation
f(rtft) = ifjy
a n^ racines différentes entre elles et pas davantage. Or généralement toutes les racines de cette équation sont différentes entre elles. En effet, si deux d'entre elles étaient égales, on aurait à la fois
f{rt[ï) = ^}jy et 0 = ip'y,
et cela est impossible, car on remarquera que les coefliciens de y dans ipy ne contiennent pas /?. Donc généralement l'équation (52) est nécessairement du degré n*.
C. L'équation
(56) F{7^li) = -^^ ,
étant traitée par rapport à 2, absolument de la même manière que l'équation f{7ili)=z—^- l'a été par rapport à y, donne pour expression générale
des valeurs de z
(57) ^ = i''(/î4-'^«,+ ^fc7>^),
où m et // sont entiers, positifs et moindres que //. Le nombre des valeurs de z est n^j et elles sont en général toutes différentes entre elles. Donc généralement l'équation (56) est du degré n^.
Nous avons trouvé ci-dessus toutes les racines des équations
<p (n(i) = -|- , /(n/î) = -^-' , F{ni3) = |;" ,
racines, qui sont exprimées par les fornmles (48), (51), (54), (57). Toutes ces racines sont différentes entre elles, excepté pour des valeurs particulières de /?; mais pour ces valeurs, les racines difféi'entes sont conteimes dans les mêmes fornmles. — Dans ce dernier cas un certain nombre des valeurs des quantités ic, y, z seront égales; mais il est clair que toutes ces valeurs égales ou inégales seront néanmoins les racines des équations dont il s'agit. Cela se fait voir en faisant converger (i vers une valeur particulière qui donne pour x, ou //, ou z des valeurs égales.
En faisant dans la fonuule (48) (i = -^ ? on aura Téq nation
^ 'lit
dont les racines sont
.=±y((-ir-"-+|i.+iL «,.•),
où m et fi ont toutes les valeurs entières et positives moindres que 27i. En faisant de même dans la fommle (50) /î=^-- , on aura Téqua-
tion (pa = y^^^i dont les racines sont
m et a ayant pour valeurs tous les nombres entiers depuis — n jusqu'à -|- n. Enfin en faisant dans les formules (52), (56) /?= ? on aura Téqua-
Pn
tion fa = "- î dont les racines sont
COI
1> tt
et l'équation Fa = y" ? dont les racines sont
OÙ m et //. sont renfennés entre les limites 0 et n — 1 inclusivement. Si ii est impair et égal à 2 72 -|- 1 , on peut aussi supposer
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^=(-')''f1-2,;;i+24-i'"+2;.Ti''')'
m et a ayant toutes les valeui*s entières de — n à -\-n.
Dans toutes ces équations la quantité a peut avoir une valeur quelconque.
Comme cas particuliers on doit remarquer les suivants:
1) En faisant dans (58) et (59) « = 0, on aura les équations
IPl^^ zizz ()j dont les racines sont x = ± ^ h. - co -j- ^ ijôi\ (les limites de m et a étant 0 et 2n — 1),
Pj„^^i=zO, dont les racines sont x=z(p\ \^^~\~^} _i_i"^^
(les limites de m et jx étant — n et -■\- n),
2) En faisant dans (60) «=: et dans (61) a= ,. /', et remarquant
(0 \ .V Tt/ W
que / ,. = ^N ^1 w> «1 = 0, on obtiendra les deux équations
(63) P/ = 0, dont les racines sont y=fl(27n-\~^) '^ -j- ^ wt
(64) P„"=0, dont les racines sont z = F{ — œ-{-{2iii^^)'^'
(les limites de vi et fi étant 0 et 7i — 1).
3) En faisant dans (58) «= ^ ~\-\yh ^* ^^^ remarquant que ç? ' -j- e I = ^ , on aura l'équation
dont les racines seront
Les valeurs de x doivent être égales deux à deux, et Ton verra aisément que les valeurs inégales peuvent être représentées par
en donnant à ni et à ,a toutes les valeurs entières depuis 0 jusqu'à 27i — 1. Donc ce sont les racines de Téquation par rapport à x
En faisant de même dans (59) a = -ç> -|- ,. ?', on aura l'équation dont les racines seront
?/? et fi ayant pour valeurs tous les nombres entiers de — ?? à -|- 72.
Parmi les valeurs de x^ y^ z^ il faut remarquer celles qui répondent à ?/? = w, u=n. Alors on a
Ces valeurs infinies font voir que le degré de l'équation Çsn+i^O est moindre d'une unité que celui des équations dont elle sort. En écartant ces valeurs, celles qui restent, au nombre def (27?-|-l)* — 1, seront les racines de l'équation Q^^^^z=0.
IV
R^soluttœt algêMqitP des ^qiuitwnH P P' P"
Vïii+l Vu,^.j Vjj„^i
Nous avons vu dans le paragraphe précédent, comment on peut aisément exprimer les racines des équations en question au moyen des fonctions (fj fj F. Nous allons maintenant en déduire la résolution de ces mêmes
ft a -w-t et
équations, ou la détenuination des fonctions cp - ? f — j F — en fonctions
de ya, fa^ Fa.
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Comme on a
011 peut supposer que 7i est un nombre premier. Nous considérerons d'abord le cas où 7?= 2, et ensuite celui oîi n est un nombre impair.
A. E.rpreHfûoti^ des /(méfions (f , ^ / \ ^ t
a /.a n cf
Les valeurs de (f ^yi /q ' F^ peuvent être trouvées très facilement
de la manière suivante. En supposant dans les fonnules (35) /?= ? et en faisant
il viendra
tt'S ^^_ /»S /itO '^lâ ^*B I ^'< If *< 1»*
/• 1/ c a, ^ TT - ^ ^ y '^
OU bien, en substituant les valeurs de y* et z^ en x%
Ces équations donnent
f „ __ ., = ^"'V-;'f) , jiv + 1 = ^t' + "/? .
d'où
Fa — 1 9 a 1 — /*« 99
et par suite, en remarquant que //*=! — c^x^^ 2* = 1 -|- ^ V%
^ "~ l+/«"' y ~ l + Fa De ce» équations on tire, en extrayant la racine carrée, et en remplaçant X, y, 2 par leurs valeui's y « ' f~2^ ^ 2 '
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( « _ 1 l/l — /■« _ 1 \/'Fa—l
Telles sont les formes les plus simples qu'on puisse donner aux valeurs des fonctions Ç' « ' / o" ' ^'o ' ^^ cette manière on peut exprimer algébriquement (p^2^ */^9 ' ^~9^ ®^ f^^ ^^^' ^^® ^^ même manière <P r^ f y^ F x s'exprimeront en f ^^ •> F-^^ et ainsi de suite. Donc en général les fonctions
y On ' ./o«' ^oTr peuvent être exprimées au moyen d'exti'actions de racines caiTées, en fonctions des trois quantités (pa^ fa^ Fa.
Pour appliquer les formules trouvées ci-dessus pour la hissecAion à un
exemple, supposons «= * Alors on aura / ,^ = 0, r = — > donc
en substituant,
ou bien
1 y^Ye^'+c
co 1 f r V e' -h c — c
er.
B. E^rtyressiotis (hn fœuiuyns w -, — j f~~r-r^ t\. -, ^" fcnietiœi aJa^Itriqne îles
qiimitit^s (fa y fa, Fa.
Pour trouver les valeurs. de </>7r— , i ? /ô-^. t» F -^ ,-. en wa. fa. Fa^ il faut résoudre les équations
(fa= - , J^= Q ~ ' ^« = 7) '
qui toutes sont du degré (27?-{"l)^' Nous allons voir qu'il est toujours possible d'effectuer algébriquement cette résolution.
Soient
et
OÙ B est une racine imaginaire quelconque de l'équation ô*"+^ — 1 :=0. Cela posé, je dis que les deux quantités
pourront être exprimées rationnellement en ^(2?? -|- 1)/^. D'abord, en écrivant {f^(i comme il suit:
, 1 + "*«>*( ^r^rJTV
on voit que 9,/î peut s'exprimer rationnellement en y/î. Soit donc ifyft = ;f(y/î), on a de même
^.(''±^^)=;<[*(''±ifî\)]
OU bien, en faisant
et en substituant pour /(S et Fft leurs valeurs }/i — c^x^ et j/l^e^x*:
or, X désignant une fonction rationnelle, le second membre de cette équation peut se mettre sous la forme
OÙ B^ et BJ sont des fonctions rationnelles de x. Donc on a
v^(i^^ 2ÏF1 ) = ^- ± ^''' ^^^ -'"^'^ (iT^^I- ~
En substituant dans les expressions de i///? et i/^i/?, il viendra
Maintenant, i2^ et B^' étant des fonctions rationnelles de ic, les quantités
2^d^B^ et 2^0^B^ le sont également. En élevant donc i///? et t/Zj/:? à la
(27^-|- 1)'*™* puissance, les deux quantités (V^/?)^"^^ et (V'i/î)*""*"^ pourront se mettre sous la forme:
< et <' étant des fonctions rationnelles de x. En prenant la sonmie des valeurs de {^py^^ et (ï/;i/5)^"+S «i^ ^^i'»
Donc la quantité (</^/^)*'*"''^-|-(V^i/'î)*'*"'"^ peut être exprimée rationnellement en X. Il en est de même du produit xpft .ip^ft^ comme on le voit par les équations (70). Donc on peut faire
Ix et liX désignant des fonctions rationnelles de x. Or ces fonctions ont la propriété de ne pas changer de valeur, lorsqu'on met à la place de x une autre racine quelconque de Téquation
Considérons d'abord la fonction Xx. En remettant la valeur de x = (pl'i^
on aura
ipi1.ip,lj=zi.(if^li)^
d'où l'on tire, en mettant /^-|-o 11 "hôii 1 ^^^ ^^^^^ ^^ i^ 1
I ,3 , 2k'ai , 2k(') \ /■ . , 2k'&i , 2ko) \
Cela posé, en remarquant que
(72) iL V(^« + ^) = 4. V'W + -^-. [<^('" + «) — V'(^« — « - 1)]»
on aura, en faisant, dans l'expression de <^i/î, /î = /^-[-9 11'
or
* '«+--241 ")=» '*+-7;.îf '"-2«')=»(/*+-^„-+r''»).
•* donc (73)
'f'i^+é'^ihf'fi;
En mettant dans l'expression de ï///i, /^-|-ô~-r 1 ~i~ o ~ri ^^ '^^^ /^, on trouvera
V(/'T^2„_|_li^2n+l|~r.'' ^'i''^ 2«+l '^2n-Hl|' or en vertu de la tbnnule (73) on a
Vi\P-T 2n+l ^2n+l) — *^M''i^ 2n+l )'
de
donc
^i''^2n+1^2n+lj— r/ "P^y^^ 2n+l j
En vertu de la formule (72) on a
2pL(ôi
2(ji-\'n)(!ii\
donc, en remarquant que ^ **+/"-*' z:^ ^a*-«-i-*' et que
il viendra
On trouvera de même
Ces deux équations donneront
2kco + 2k'&i)
2k(a + 2k'(Ôi
2ifcw + 2A'(3i 2/1+ 1~~
2i(:w + 2Jfc'c0i
.(^^)»-Hl + (y;^^).»+l.
En vertu de ces équations on obtiendra, en mettant, dans les valeurs de
l{iplJ) et l,{ip[i), ^ + ^*'^+J^^ au lieu de /?,
2ko}'\-2k'Qi 2^1
2kio + 2k'ai 2w+l
Or y /^-| — o-^ri - . exprime une racine quelconque de l'équation
-fin + l
Donc, comme nous Tavous dit, les fonctions Xx et X^x auront les mêmes valeurs, quelle que soit la racine qu'on mette à la place de x. Soient x'q, Xi , Xj . . . x^y ces racines, on aura
Xx = j~-^ (IXq -)^ lx^-\- . . . -\- Axj^),
Or le second membre de ces équations est une fonction rationnelle et symétrique des racines de Tëquation ç)(27^-^- 1)/? = -^^'? donc Ix et X^x pourront s'exprimer rationnellement en ç)(2w-]- 1)/?. En faisant
lx = B^ l^x = 2A^ les équations (71) donneront
d'où l'on tire
(75) ^^=^|A^ M^ - iP'^--= ^; <?" ç., ( /? + 2^;^^;
Ayant trouvé la valeur de i///'?, on en déduira facilement celle de if>^(i. En effet, en prenant pour Q successivement toutes les racines imaginaires de l'équation 0**»+^ — 1 = 0, et en désignant les valeurs coiTespondantes de A et B par -4i, -B^, -4^, B^ etc., on obtiendra
On connaît de même la somme des racines:
qui est égale à (2?2-(- l)ç)(2w-|- 1)/?, comme nous le verrons dans la suite, En ajoutant ces équations membre à membre, après avoir nmltiplié la première par ^f*, la seconde par Ô^*, la troisième par Ô^* . . . et la. (2/?.) par d^*, il viendra
ihnc
X{i+er''+er''-\- • • • -\-^<^^'')<p^((^+^!^
= {2nJrl)<p{2n-\- 1)/? + ^^ O'" }/a, + ^Af, - B^ ;
or la somme
i_l_(9f-*+(9r-*H h<?rr*
se réduit à zéro pour toutes les valeurs de &, excepté pour fc = //. Dans ce cas elle devient égale à 2?^-[-l. Donc le premier membre de Téquation précédente devient
donc, en substituant et divisant par (27z-|-l), on a
2kC}i
<9r* yA+y^î-i^r*+<?r* YA^-\-^À\-B'r'
H h<?r„*yi+y^L-i:^r'
Pour fc==0, on a
8n-fl
an+i
yir+ y^ \ - /y f + ' + y^, + yi ,* -Bf^
Ayant ainsi trouvé la valeur de y,/?, il s'agit d'en tirer celle de (p(i. Or cela peut se faire aisément comme il suit. Soit
(78) v./9=|.#>(/9+^»ri). S'.p=i.»-9[P-^],
on a
Il suit de là qu'on peut faire
oii r et s sont des fonctions rationnelles de q)(i. De là on tire
/(y/3) et X\{!^P) étant deux fonctions rationnelles de y/3.
Cela posé, je dis que xivl^) ^* Xiivi^)- pourront s'exprimer rationnellement en (fift. On a vu que
rt a j*f 2 TOC» \ 7-f/ 2mfo
(80) <p,(i = cpl3-{-
+^''^'<pi-.^)ri^
En faisant (p(i = x^ on aura une équation en x du degré (2?i-|-l). Urie racine de cette équation est a: = y/î; or, en mettant /?4~9— j_^- au lieu de
/?, (fi/S ne change pas de valeur; donc x = (pi(i~\--^~-r--] sera une racine, quel que soit le nombre entier k. Or, en donnant à k toutes les valeurs entières depuis — n jusqu'à -f" ^ > ^ U' ~t~ 9 ~I^V P^'^^^^ra 2/2 -[- 1 valeurs différentes, donc ces 2n-f-l quantités seront précisément les 2n-[-l racines de l'équation en x.
Cela posé, en mettant /? -j- - r au lieu de /? dans l'expression de
1^2/5, il viendra en vertu de l'équation (72)
^/^, 2*'" \-'^ ê-œis I 2(fc + «0t.
/ /3 I 2(m — n — l)co
donc, puisque (9"+"--* = <9"-->-* et ^^U + l^^Y" '») = <^(/î + ^2""^"^"'
on en tirera
De même on aura
On voit par ces relations que les équations qui donnent les valeurs des fonctions x{v(^) ^* Xi{v^i^)'> conduisent à ces deux égalités:
2ku)
2kio_\ ■ 2n+ll_
= x.{<pP)-
De là on tire
X{SPP) =
Or, ces valeurs de x{h^P) ^* Xi{v(^) sont des fonctions rationnelles et symétriques de toutes les racines de Téquation (80). Donc elles peuvent être exprimées rationnellement par les coefficiens de la même équation, c'est-à-dire rationnellement en (pi(i.
Soit
les équations (79) donneront
d'oïl, en remettant la valeur de y^^l^j
an-fi
+" / 2mto
yc-]-yc*—D'''+'=2„e''<pi(3-{-
De là. on tire, en mettant 6^ au lieu de d, et en désignant les valeurs correspondantes de C et D par C^ et Z>^,
En y joignant l'équation
*./»=î.W/'+2!Ti)
on en tirera facilement
En supposant fc = 0, il viendra
(84) y^=2^(yi/?+ yc,+y<^i'^^^w^'+ • • • + y^+fc-:-:^).
Cette équation donne (p(i en fonction algébrique de (pift] or nous avons trouvé précédemment cp^/S en fonction algébrique de ç)(272-|- l)/î. Donc en
mettant ^ au lieu de /?, on aura (p ^ ^ en fonction algébrique
de ç)a.
Par une analyse toute semblable on trouvera / ô^itt ^^ fonction de
fa et ^(rt ^v 6^ fonction de -Fa.
Les expressions que nous venons de trouver des quantités (p^/S et y/î, la première en (p(2n-\-l)(3^ et la seconde en cpi/i^ contiennent chacune la somme de 2n radicaux différens du (2n-[-l)'*"* degré. Il en résultera pour ç)/?, ^i/?, (2w-|-l)^'* valeurs, tandis que chacune de ces quantités est la racine d'une équation du (2r^-[- 1)'*^* degré. Mais on peut donner aux expressions de (p/3 et (fi/S une forme telle que le nombre des valeurs de ces quantités soit précisément égal à 2n-\-l. Pour cela soit
on peut faire »
Soient de même
OU aura eu vertu de Téquation (74)
Soit nuiiuteuant
P{(pft) et Q{(pl^) seront des fonctions rationnelles de y/î; or en mettant /î-| Irr — ^^ ^^®^ ^^ ^' ^^ ^^* clair, en vertu des formules précédentes, que P et Ç ne changent pas de valeur; donc on aura
or, le second membre étant une fonction symétrique et rationnelle des raci-
nés de Téquation y(27i-|- !)/?=>.- ^ S P((pft) pourra s'exprimer rationnelle-
ment en (p{2n-\-l)p. Il en est de même de Q{(pi^)' Ces deux quantités étant connues, les équations (86) donneront
or
donc
Donc on aura
(^»/3)»»+» = Aj -l- yi| — iif»+i ,
2 yir::r:5f^ = Qi<p/3y- {a, - yi|^r:ëpf ) p(<^/j).
OÙ jF^ et Hj^ sont des fonctions rationnelles de (p{2n-^l)l3. En rempla-
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c^ant A^ et B^ par J. et -B et substituant les valeurs de xfj^ft et (V^V^)*^ il viendra
donc la valeur de (p^ft deviendra
+ (i?; + //, yi* — yi'"'*' ) {A -\- \A*—B*''^' )^-+'
Par un procédé tout semblable on trouvera
oïl /Tj, Lg, iïi, Z/g . . . /Tj^, Z/5{„ sont des fonctions rationnelles de (fxft.
Ces expressions de (fy^ji et ç)/? n'ont que 271-^-1 valeurs différentes, qu'on obtiendra en attribuant aux radicaux leurs 2w-[-l valeurs. Il suit de notre analyse qu'on peut prendre ^A^ — ^«»+i ^^ y^;» — /)»"+i avec tel signe qu'on voudra.
La valeur que nous avons trouvée pour (pft ou 9^ 9 _i i contient encore, outre la fonction ç)a, les suivantes:
*^(-2«+i)' "fy^n+iY -^Um-t
f\2n^-ïV ^ 2n4-T ' ^U
pour des valeurs quelconques de m depuis 1 jusqu'à 2n. Maintenant, quelle que soit la valeur de 7/1, on peut toujours exprimer algébriquement q) ô^irf ) '
/.i 7nco \ rnl ''*w \ I ù) \ I VlQi \ J ^'i^* \ Til '^'^*
2n+lj ^2n+l/ ^^2n+.lj ^ \2n+l / ' -^ \2w + 1 / \2rz + l
en ç) o" lY • Tout est donc connu dans Texpression de (p -^ ^ ? excepté les deux quantités indépendantes de a, 9^ 9~3rf ' y 9 1 1 ' ^^^
quantités dépendent seulement de c et e, et elles peuvent être trouvées par la résolution d'une équation du degré (2n-\-iy — 1, savoir de Téquation
-1^±L = 0, Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment on peut
en ramener la résolution à celle d'équations moins élevées.
C. Sur l'équadoii Pgn+i^O
L'expression que nous venons de trouver pour 9^ 9 -ttT contiendra, comme nous l'avons vu, les deux quantités constantes (p ^ ^ et cp
On trouvera ces quantités en i-ésolvant l'équation dont les racines seront représentées par
oïl m et //. pourront être tous les nombres entiers depuis — n jusqu'à -\-n. Une de ces racines, qui répond à 7?2=0, /trzrO, est égale à zéro. Donc Ptn^i Gst divisible par x. En écartant ce facteur, on aura une équation du degré (27^+l)*— 1, (90) R = 0.
En faisant x^^^r^ l'équation en ?-, 7^=0, sera du degré -- — ^^~-^ —
= 2/i(7z-|- 1), et les racines de cette équation seront
fi et m ayant toutes les valeurs positives au dessous de n -[- 1 , en faisant abstraction de la racine zéro.
Ou
Nous allons voir maintenant, comment on peut ramener la résolution de réquation /jî = 0 à celle de deux équations, Tune du degré n et l'autre du degré 2n-\-2. D'abord, je dis qu'on peut représenter toutes les valeurs
de r par
en donnant à {.i toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à 2n, et à m toutes celles depuis 1 jusqu'à n. En effet Ç^*U>- i^ représente d'abord
n valeurs de r; or les autres peuvent être représentées par y* m^^ Xi*
Soit, pour le démontrer, m/t = (2n-|- l)fc-|-m', où tti/ est un nombre entier compris entre les limites — n et -\-n. En substituant, on aura
(p^\m ,^ T T~ ^^* donc une valeur de r; maintenant, à chaque valeur de /Â répond une valeur différente de m'. Car si l'on avait
il s'ensuivrait
ce qui est impossible, puisque 2rz -|- 1 est un nombre premier. ' Donc (p^ m ^ jT ^ î combiné avec (p^ 9"~ rri ' représente toutes les valeurs de r. Cela posé, soit
Les quantités i'o > i^i ? • • • Pn-i ? seront des fonctions rationnelles et symétriques de 9^* 2^7^:)' ^\~2ni'ï] • ' ' ^* 2^r^)' ^^ fonctions peuvent être trouvées au moyen d'une équation du degré 27i-|-2. Soit p une fonction rationnelle et symétrique quelconque de y' 9 -l. 1 r ^* 9 X 1
r — ip
2 1 nio
nio
(p ô- TTT ' OÙ a>' désigne la quantité 7n<x) -|- ^aJ^^ En vertu- des formules que nous avons données plus haut pour exprimer (p{n[ï) en y)/î, il est clair
qu'on peut exprimer Ç^^h^-'ô^XT ®^^ fonction l'ationnelle de yM 9 1 1 r Donc on peut faire
(94) p=^\^A.^L-W = e\<pA^X <p'^ '^'
nco
0 désignant une fonction symétrique et rationnelle. En mettant vto' au lieu de co', il viendra
vco
2 vco'
nviù
or en faisant
av = i2n^\)K'-\-K,
OÙ fc„ est entier et compris entre — n et -f-^? 1^ série aura au signe près les mêmes termes que celle-ci:
donc il est clair que le second membre de Téquation (95) aura la valeur que p. Donc
même
Viù
co
équation qui, en faisant co' = ca et c«' = mai -|- «Jt\ donnera les deux suivantes:
<iP
.<iP
2n+l /_ 2 ma) -\- (ùi
donc, en faisant, pour abréger.
il viendra
Cela
posé,
soit
vw
, / 7nw + (ai
ipr^ = yjr,^, ipr^,^=rpr^^
Je dis qu'on peut exprimer les coefficiens q'o, ([i etc. rationnellement en e et c. D'abord, en vertu des formules connues, on peut exprimer rationnellement ces coefficiens en fj, '2 • • • ^2n+8 7 ^î 1'^^^ ^^î*? pour abréger,
(101) f^ = (^rO* + (i/'r,.)* + (v/r,,0*H \-{V'r.,,nr.
Il s'agit donc de trouver les quantités f^ , /g . . . ; or cela pourra aisément se faire au moyen des relations (99). En effet, en y fjlisant successivement >/zzz: 1, 2 . . . w, après avoir élevé les deux membres à la fc***"* puissance, on en tirera sur le champ:
I i^';y=^[(rpr,yj^{fr,y-\- . . . -\-{fr„y],
Donc en mettant pour ?7^ tous les nombres entiers 0, 1 . . . 2rz, et en substituant ensuite dans l'expression de /^, il viendra:
n.t,= {yjr.y -f (v^r,)* -] 1- (i//r„)*
(103) { + (i/;r,0^ + in^^y + • • • + (f ^,0*
Cette valeur de /^^ est, comme on le voitj une fonction rationnelle et symétrique des 7i(2n-|-2) quantités r^, r^ . . . r^, r, 0, r^o . . . r„o . . . n,2«i ^2,2» ...r„2„, qui sont les n{2n-{-2) racines de l'équation li=0. Donc, comme on sait, t,^ pourra s'exprimer rationnellement par les coefiiciens de cette équation, et par suite en fonction rationnelle de e et c. Ayant ainsi trouvé les quantités t^^ on en tire les valeurs de g'o? 3i • • • ?2n+M V^^ seront également des fonctions rationnelles de e et c.
Cela posé, en faisant
on aura une équation du (2n-^2y^^ degré, dont les racines seront
La fonction ipr^ c'est-à-dire une fonction quelconque rationnelle et symétrique des racines r^ , r^ , rg . . . r„ pourra donc être trouvée au moyen d'une équation du degré 2n-\-2. Donc on aura de cette manière les coefficiens j)q^ Pi . . .^„_i, en résolvant 7i équations, chacune du (2/1-}- 2)**"'* degré. Ayant déterminé Po^ i^i • • •? ^^ aura, en résolvant Véquation
(105) o=po-^p^r-\ \-jj^_^r^-^^r^^
les valeurs des quantités
Tj , '^î • . • ^nî ^1,0? ^2,0 • • • ^n,0Î ^1,1 7 ^2,1 •• • ^«,1 ^^^'
dont la première est égale à y* 9 \^' ' ^^^^ ^^ détermination de cette
quantité, ou bien la résolution de l'équation 72 = 0, qui est du degré (27^-j-2)7^, est réduite à celle d'équations des degrés (2n-\-2) et n.
Mais on peut encore simplifier le procédé précédent. En effet, comme nous le verrons, pour avoir les quantités 2hi i^i • • •? il suffit de connaître Tune quelconque d'entre elles, et alors on peut exprimer les autres rationnellement par celle-là. Soient généralement p^ q deux fonctions rationnelles et symétriques des quantités r^ , r^ . . , 7\^ on peut faire, connue nous l'avons vu,
rpr^ et Or^ désignant deux fonctions rationnelles de r^, qui ont cette propriété de rester les mêmes, si l'on change ri en une autre quelconque des quantités r^, i\ , . . r^. Supposons maintenant
je dis que s^ pourra êti-e exprimé rationnellement en e et c. En effet, on a
En faisant 7W = 0, 1, 2...2n, et en substituant dans l'expression de s^, on verra que s^ est une fonction rationnelle et symétrique des racines r, , r^
. . . r, 0 . . . de l'équation Ii=zO'^ donc Sf, pourra s'exprimer rationnellement en e et c.
Connaissant .9^, on obtiendra, en faisant fc = 0, 1, 2 . . . 2n^ 2w-|-l équations, desquelles on tirera aisément la valeur de d)\^ en fonction rationnelle de rpr^. Donc, une fonction de la fonne j) étant donnée, on peut exprimer une autre fonction quelconque de la même fonne en fonction rationnelle de p. Donc, comme nous l'avons dit, on peut exprimer les coeflficiens Poj Pn ' ' ' Pn-i rationnellement par l'un quelconque d'entre eux. Donc eniin, pour en avoir les valeurs, il suffit de résoudre une seule équation du degré 2 72 4" 2, et par conséquent, pour avoir les racines de l'équation i?=:0, il suffit de résoudre une équation du degré 2r2-|-2, et 2w-j-2 équations du degré n.
Maintenant, parmi les équations dont dépend la détermination' des quantités y L^ _L 1 r ^ 9~"i 1 r ^^^^^^ ^^ degré n peuvent être résolues algébriquement. Le procédé par lequel nous allons effectuer cette résolution est entièrement semblable à celui qui est dû à M. Gauss pour la résolution de l'équation
Soit proposée l'équation
(106) 0=po-{-p^r-\-p,r'-\ 1_^„ ..,,.-' -f r",
dont les racines sont:
oh œ' a une des valeurs co, ma)-{-îDi. Désignons par a une des racines primitives du nombre 2 7i -[~ ^ ? c'est-à-dire un nombre entier tel que jti = 2n-\-l soit le nombre le plus petit qui rende a^ ~^ — 1 divisible par 2n-{- 1: je dis que les racines de l'équation (106) peuvent aussi être représentées par
(107) <^*(.),' <p\ae), <p\a*e), <p\a'e) . . . y*(«— *), ou f =
2w+l Soit
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où k est entier, et a^ entier, positif et moindre que r?. -j~l, je dis que les termes de la série
seront tous difFérens entre eux. En effet, si Ton a
il en résulte, ou
ou
«™ + «^ = (2rz+l)(fc^ + fc^).
Il faut donc que Tune des quantités a"* — «-", «""-[-a^ soit divisible par 2n-[-l; or supposons m > //, ce qui est permis, il faut que a*"~^ — 1 ou ^"»-/*_|_l soit divisible par 27^-|-l; or cela est impossible, car m — /a est moindre que n. Donc les quantités 1, ai, a^ . . . a„_i sont différentes entre elles, et par conséquent elles coïncident, mais dans un ordre différent, avec les nombres 1, 2, 3, 4...n. Donc, en remarquant que
on voit que les quantités (107) sont les mêmes que celles-ci:
y)*(£), (p^{2e) . . . cp^{ne)^
c'est-à-dire les racines de l'équation (106) c, q. f. d. 11 y a encore à remarquer, qu'ayant
«- = (2«+l)fc„-l, on aura
«"+"• = (27^ + l)fc„ a™ — a", donc
^n+wi ^m
Cela posé, soit 0 une racine imaginaire quelconque de l'équation
et
(108) ^{i) = (p\e)-\-ip\ae)e~^^ip\aU)6^-\ ^ ip\a''-U)6''-\
En vertu de ce que nous avons vu précédemment, le second membre de
cette équation peut être transformé en une fonction ratioyinelle de y*(f). Faisons
(109) xp, = x{ip'e).
En mettant dans la première expression de </^(f), «*"« au lieu de é, il viendra
mais nous avons vu que (p^{a''^'^è)=^ip'^{a'^t)^ donc
En multipliant par d"*, le second membre deviendra égal à \pb^ donc
(110) y;{a''e) = e-'^yj€, ou bien
d'où Ton tire, en élevant les deux membres à l§t n*^^ puissanccy et en tenant compte de la relation d*"'*=l,
Cette fommle donne, en faisant successivement 7^ = 05 1,2,3...^ — 1, n équations qui, ajoutées membre à membre donnei'ont la suivante:
(112) nirf^ey = [x{<p'é)Y + [/(y *(«*))]» + [x(<^>*0)]" + • ' •
or le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symétrique des quantités (p^s^ y^(af) . . . y^(a"~^6), c'est-à-dire des racines de l'équation (106); donc (i/^f)** peut être exprimé en fonction rationnelle de po? Pi ' ' - Pn-i » P^^ conséquent en fonction rationnelle de l'une quelconque de ces quantités. Soit v la valeur de (V^^)**, on aura
(113) }/v = (p'e^e(p\aé)-\-e'(p'{a'e)-\ h<^""V(«""'^)-
Cela posé, soit d=:cos [-zsin— — • Les racines imaginaires de l'équation d** — 1 peuvent être représentées par
n n2 ûn—i
Donc en faisant successivement 0 égal à chacune de ces racines et en désignant les valeurs correspondantes de v par v^, v^ . . > v^_^ , il viendra
>^ =(p\()-\- 6*(p\ae) -I |-é>'»-V*(a»-'6),
En combinant ces équations avec la suivante:
— p^^ = cp\f) -{- <p\at) + ... +9,«(a"-»É), on en tire aisément
(114) y«(a-«)=-i(-_p_,+é>-«-ife;+-d-»-};^+d-»«'y^+ . . .
et pour m=:0,
Toutes les racines de l'équation (106) sont contenues dans la formule (115), mais puisque leur nombre n'est que n, il reste encore à donner à (p^{t) une forme qui ne contienne pas de racines étrangères à la question. Or cela se fait aisément comme il suit. Soit
En posant ici «*€ au lieu de f, }^ se changera en d"*"*}^, et v^ en d~"*z;i, donc Sj, se changera en
Jfc
(d-^ViTo* (Vvi) La fonction Sj,^ comme on le voit, ne change pas de valeur, en mettant «"*€
au lieu de f. Or s,, est une fonction rationnelle de y*(«). Doue, en désignant Sj, par iL[9^*(f)], on aura
quel que soit le nombre entier m. De là on tirera, de la même manière que nous avons trouvé (j/'*)", la valeur de s^, en fonction rationnelle de Tune des quantités ^q ? Pi • • • Pn~i • Connaissant 5^^ , on a
Donc en mettant v au lieu de v^ rexpression de y *(«"*) deviendra
pour 771 = 0:
Cette expression n'a que n valeurs différentes, qui répondent aux n valeurs de
v"*. Donc en dernier lieu la résolution de Téquation Pgn+i^O est réduite à celle d'une seule équation du degré 2 7i -f- 2 ; mais en général cette équation ne paraît pas être résoluble algébriquement. Néanmoins on peut la résoudre complètement dans plusieurs cas particuliers, par exemple, lorsque e = c^
e = c^Sj e = c(2±y3) etc. Dans le cours de ce mémoire je m'occuperai de ces cas, dont le premier surtout est remarquable, tant par la ^simplicité de la solution, que par sa belle application dans la géométrie.
En effet entre autres théorèmes je suis parvenu à celui-ci:
"On peut diviser la circonférence entière de la lemniscate en m parties "égales par la règle et le compas seuls^ si m est de la forme 2" ou "2^-f-l, ce dernier nombre étant en même temps premier; ou bien si "m est un produit de plusieurs nombres de ces deux formes."
Ce théorème est, comme on le voit, précisément le même que celui de M. GausSj relativement au cercle.
VL
Expressions diverses des fonctions (p(n^'), f{nfi), E(n^y
En faisant usage des formules connues, qui donnent les valeurs des coefficîens d'une équation algébrique en fonction des racines, on peut tirer plusieurs expressions des fonctions (p{n(i)j f{n(3)j F(nft) des formules du paragraphe précédent. Je vais considérer les plus remarquables. Pour abréger les formules, je me servirai des notations suivantes. Je désignerai
1) Par -2'„^m la somme, et par IT^rpm le produit de toutes les quan-
tités de la forme yjvij qu'on obtiendra en donnant à m toutes les valeurs entières, depuis k jusqu'à fc', les limites k et k' y comprises.
2) Par S^S^^yjim^fi) la somme, et par TT^n^\p{m^^) le produit de
toutes les quantités de la forme \p(rn^y) qu'on obtiendra en donnant à m toutes les valeurs entières de fc à fc', et à ^ les valeurs entières de v à v\ en y comprenant toujours les limites.
D'après cela il est clair qu'on aura
(119) i^^(^) = ^(fc) + ^(fc4.1)-| \-^{k'),
(120) [T^f{m) = f{k).yj{h-\-l) . . . y;{¥),
(121) 2:„2^f{7n,/ii) = ^Mk,iti)-[-k^yj{k + l,fi)-{ [-k^yj{k',ij),
(122) n^ n^V'{m,,u) = h^rp{k,iii) . rT^rf,{k-\-l,fi) iT^yj{k\fi).
Cela posé, considérons les équations
Nous avons vu que Pg^+i est une fonction rationnelle de x du degré
{27i-\-iy et de la forme x.rp{x^). De même P\n-^i ©* ^''i.n+i «^nit des fonctions de cette même forme, la première par rapport à y et la seconde par rapport à z. Enfin Ça^+i est une fonction qui, exprimée indifféremment eu x^ y ou Zj sera du degré (272-|-l)*-^l, et contiendra seulement des puissances paires. Donc on aura
En substituant ces valeurs dans l'ëquation (123), il viendra
(^a.(»«+i)' _| [. Bx)=<p{2n^ l)/9. ((7a;»-+»>'-' -|- \-D),
Dans la première de ces équations A est le coefficient du preinier tenne, — (p[2n-\-l)l3.G celui du second, et — <p{2n-\-l)l3.D le dernier terme.
Donc -j-(pi2n-\-l)P est égal à la somme, et -j-y(2«-j- l)/î égal au produit des racines de l'équation dont il s'agit, équation qui est la même que celle-ci :
ç.(2«-fl)/9
in+1
Donc en remarquant que A^ G et D (et en général tous les coefifîcîens) sont indépendants de /?, on voit que (p{2n-\-l)/3 est (à un coefficient constant près) égal à la somme et au produit de toutes les racines de Téquation (124). De la même manière on voit que /(2w-|-l)/? et F{2n-^l)/3 sont respectivement égaux au produit ou à la somme des racines des équations
en ayant soin de multiplier le résultat par un coefficient constant, choisi convenablement.
Maintenant d'après le n® 11 les racines des équations (123) sont respectivement :
OÙ les limites de m et fi sont —tU et -|-n. Donc en vertu de ce qu'on vient de voir, et en faisant usage des notations adoptées, on aura les formules suivantes:
,,(2»+!)/?= A t.%(-l)-*'.,[fi+'^^], /(2»+I)/S = x|.|,(-l)-/(/» + ^^ti^').
— Il — « V I /
/(2«+ 1)^ =£■ ^.^^/j^+Ï^Lti^) , F(2n+l)li = B'*nXF[p+'^-±^^'] ■
Pour déterminer les quantités constantes A, A\ A" ^ J5, J5', B" ^ il faudra donner à /? une valeur particulière. Ainsi en, faisant dans les trois
premières formules /î = o ~h 9 h *P''^s avoir divisé les deux membres par y/3, il viendra, en remarquant que ^'Iô ~h ô'*)^^^»
Soit (i==.- -\--^ *-|~"» *^^ *^
9)((2n + l)a + nw + n(3i + y + yi) \
pour a=0.
/(« + T + tO ~ /((2«+ !)«+;)
ir((2« + 1)« + ne + «o* + f + f i)
^ ^((2n+l)«+? + fO^. ^.„ ^K-M
^(« + Y+tO ^ i^((2«+l)a + |e)
Ces expressions de A^ A\ A'' deviendront de Ift forme ^ en faisant a = 0, donc on trouvera d'après les règles connues
A -^ Af Aff ( •'■)
D'après cela les trois premières fonnules deviendront
*(2''+l)/»=i.-qrTÎ.|(->r'*(/'+T^)'
(126) ^/(2»+l)^=-fcli)l|,|,(-l)-/(/5 + -'"|:^f'-).
Pour avoir la valeur des constantee B^ B'j B", je remarque qu'on aura
(127) n„n^xp{m,fi) = xf;{0,0) n„yj{m,0)^{-m,0) ri^yj{0,fi)tfj{0,-,u)
X n„ n,.yj{m,ij.)f{—m.,—fi) /7„ rT^yj{m, —fi)tf){—m.,iii).
En appliquant cette transformation aux formules (125), en divisant la première par <p(i^ la seconde par fft et la ti'oisième par i^/3, en faisant ensuite dans la
première /3=:0, dans la seconde /?= ^ et dans la troisième ft=^-<^ h ®^ ^^ remarquant que ?î^-±l)^ = 2n+ 1, pour ^ = 0, que •^(i"--ti)^ = (_ i)n
(2n+l), pour /?=f , et que ^^''±^ = {-lY{2n-\-l), pom- /3 = |-^^ on trouvera
^Y"/" IT*"*" 2n+l P [Y*"T~ 2n+l
En tirant de ces équations les valeurs de B^ B\ B^'^ et les substituant ensuite dans les formules transformées, il viendra
o /m(o-\-u(di\
a /mat — udfi\
/(2«+l)/9 = (_l).(2n+l)//9JT„ -y, „,, .
xn^n.
^ /g» mo + ^i&tN •^ V2 *^ 2n+l /
mo}-{-fi&
i-j^(,^~-2M^y ^l^'^'Tn+1-j^i^- 2n+l j
\i "^ in + l )
On peut donner à ces expressions des fonnes plus simples, en faisant usage des formules suivantes:
F(fi+a)F(^-a)_
yV
rii
F*ii
qu'on vérifiera aisément au moyen des formules (13), (16), (18).
En vertu de ces formules il est clair qu'on peut mettre les équations (129) sous la forme:
{2n-\-l)<pl3n„
g / mat \
(f'ii
rt I (o û> . moj A
tV
yV
yV
1 <irV
fil"' > """ •' \2 2»-|-l
•' ^2 2n+iy
g / a> tw«^ -|" /"^*
(O â> . moj -4- ticDi \
/ta I (O & . miû — ucbi\ /Nv+2' + -2T+-f-)
FV
(— 1)" (2« + 1) F(i /7, vi_,,^ '"+ ' '-— n
Viî 2 ^2n + l/ Vï 2 ^2«+l/
nw) -\- fiûfi 2n+l
Ces formules donnent, comme on le voit, les valeurs de y(2»-|-l)/?, f(2n-\-l)l3 et F{2n-\-l)l3, exprimées respectivement eu fonction rationnelle de (p(S, f{3 et F (S sous forme de produits.
Nous donnerons encore les valeurs de /(2n-|-l)/J, F{2n-{-l)lS sous une autre forme, qui sera utile dans la suite.
On a P(i=\ — c\^(i, donc
Pa
et
P^ _«*[9f*/»-'ir''('^ *■ + «)]_
or en vertu de Téquation (18) on a
donc
qp^a
9>Mt* + "
On trouvera de même
cp^a
yV
En vertu de ces formules, et en faisant (3 = 0 pour déterminer le facteur constant, il est clair qu'on peut écrire les expressions de f(2n-\-l)/3j F{2n-\- l)(3^ comme il suit:
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i_ yV 1 _ yV
^"(¥ + -2^1-) y'(2 + -TM^i-
i " 1 " 1 _JP*^ 1 _ y * /î
9* V2""^T* + "2»+i"j y VT + "2 * "•■ ~T .T+T"/
«çV 1 fplt
«rM^^+o—TT » y* v*+-—
i?'(2« + 1)/9 = F(3 n„ — —^--"^.1^-^ rr,
2»»+l/ rr ^ V2 27i + l
y*/9 , " , <jf)^/î
« / a> «a , me» \
^ VT'^'2 '■^i'M-i/ "^ V2 ' 2"''2« + l
1 <p'^ 1 yV
Dans ce paragraphe nous n'avons considéré les fonctions (p{n[i)^ f{n(3)^ F{n(i) que dans le cas des valeurs impaires de n. On pouiTaît trouver des expressions analogues de ces fonctions pour à^ valeurs paires de 7^; mais comme il n'y a à cela aucune difficulté, et que d'ailleurs les formules auxquelles nous sommes pai'venus sont celles qui nous seront les plus utiles dans la suite, je ne m'en occuperai pas.
VIL
Développement des fonctions q^a, fa, Fa en séries et en pi^oduUs infinis»
En faisant dans les formules du paragraphe précédent (i = ^ ^ > on
obtiendra des expressions des fonctions (pa^ fa^ Fa^ qui, à cause du nombre indéterminé w, peuvent être variées d'une infinité de manières.
Parmi toutes les formules qu'on obtiendra ainsi, celles qui résultent de la supposition de n infini sont les plus remarquables. Alors les fonctions (/), y, F disparaîtront des valeurs de (/>«, /a, Fa^ et on obtiendra pour ces fonctions des expressions algébriques, mais composées d'une infinité de termes. Pour avoir ces expressions, il faut faire, dans les fonnules (12(5), (130),
/î=ô — r^' 6t ensuite chercher la limite du second membre de ces équa-
* ln-\-\ ^ ^
tions pour des valeurs toujours croissantes de n. Pour abréger, soit v une quantité dont la limite est zéro pour des valeurs toujours croissantes de v. Cela posé, considérons successivement les trois formules (126).
En faisant dans la première des formules (126) /?zzi:^— —y, et remarquant que
(?(m, f,) = d(0, 0) + 2„ [d(m, 0) + e{-vi, ())] + 2^ [é>(0, .«) + d(0,-.«)l
+ 2^2^ [e{m,n) + d{-m, -n) + e{m, -fi) + d{-m,f,)] ,
il est clair qu'on peiit mettre la fonnule dont il a'agit sous la fonne:
ec
a 4- mo) 2n~+ 1
a — mil)
ec
oh J'on a fait pour abréger.
(m-f J)ft;-(-(;i-}-^,<Dt\ >•
Maintenant, en remarquant que
oïl A^ et B^ sont des quantités finies, le second membre de l'équation (132) jusqu'au terme qui a le signe — > prendra la forme
la 1 **
2;r+T f 2«qrT + (2^qri)ï -S". (— l) " ( A, + ^".) ;
01' la limite de cette quantité est évidemment zéro; donc, en prenant la limite de la formule (132), on aura
<pa = —r-- lim. 2:„ 2 (— 1)"-^^(to — m, n — (x)
ec i" i''
OU bien:
(134) (pa = -^\xm.%%{- l)"+''.//(m,.«)
+ Mim."ir4(- l)"^''Vi(«^,/')-
Il suffit de connaître Tune de ces limites, car on aura l'autre en changeant seulenient le signe de i. Cherchons la limite de
Pour cela, il faut essayer de mettre la quantité précédente sous la fonne
où P est indépendant de /?., et v une quantité qui a zéro pour limite; car alors la quantité P sera précisément la limite dont il s'agit.
Considérons d'abord l'expression
Soit
et faisons (136) oii aura
(137) Xi
V(w » /') — ^("^ .") = (2V+lji ^^f
ir^'{m„u)-:S, (- ird{m,fi) = 2a ^,(- l)"^^^!)
Cela posé, je dié que le second membre de cette équation est une quantité de la forme k- , , •
D'après les formules (12), (13) on aura
(f(li + e) ' (p(li-e) (p(^-\-e).q([i-e) q'^li-if^e
donc, en faisant /î = f€.Fe = df, on a
„x ,_('«+J)w+^(/'Jii) <?«■___«;.
et
yj{m,fi) =
Or on a
2 ,,.4-1 ~^(2n~+iy
donc
^;{m,ti) =
9^'(2/-ri)-9^'(2«+7)
2a , 2Aa^
(2r/+l)« ' (2n"+iy"
et par conséquent
,,n,,,-ei.,,^^:^^
2Aa^
Donc la valeur de R^ deviendra
(138) Ji^ =
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Cela posé, il y a deux cas à considérer, suivant que v ^7 a zéro pour limite ou non.
a) Si v-^ ^ a zéro pour limite, on aura
»(i^r)=v'i-«v(â;tT)Ki+«v(j;i)=i+(,;:^;%..
^ \ 2« + 1 I ■" (2« + 1)* ' (2« "+ 1)* ' où 1?„, C^, D ont des limites finies; donc, en substituant,
(139) ^.=^«'->_7;;^-%if"^^V " ««
e^ + (2« + 1)* . ef, ^^ l2n + 1)*
^fl ^ fl
or que «^ soit fini ou infini, il est clair que cette quantité convergera toujours vers une quantité finie pour ^des valeurs toujours croissantes de n. Donc on aura
(140) li, = r^-^v^,
où r^ est une quantité finie indépendante de n.
b) Si ,. -^ . a pour limite une quantité finie, il est clair qu'en nommant cette limite (T^, on aura
Cela posé, considérons l'expression -2*^ ( — 1)^. J^i\i' ^^ *^ (142) "i: (- 1)'' (,,^^^ 1). = (2« + 1)^ ■[Bo-B. + E.-B,-^..-
+ (- 1)-> E,_, + (- 1)^ (A, - M,,, + ij:,,, - i^,, H h (- 1)"-^-* ^«-i)] •
lit tiUM(lt|.H
'■Il itiiriL
ù R est également une quantité finie.
Considérons maintenant la sonnne
Si - ^ - a pour limite une quantité différente de zéro, on a, connue on Ta vu,
si au contraire i^r--,-.- ^ pour limite zéro, on a
Zn -|- 1 ■*■
or, si en même temps fL>\n^ il est clair qu'eu vertu de la valeur de iif„,
or il est clair que B^ et C,, , tous deux, ont pour limites des quantités indépendantes de //, donc en nommant ces limites B et (7, on aura
et par suite, aussi dans ce cas.
Donc, comme dans le cas oîi t^ — ^^r-r aurait une limite différente de zéro ^ zn -\~ 1
pour toutes les valeurs de //, on démontrera que
Maintenant en combinant les équations ci-dessus, on en tirera
T* ( n^- -^^- _ — ^ .yff I •
or ^ — :— r a zéro pQur limite, donc
Zn-\- 1 ^
"-' iî« tî
>ft.
Donc cette formule a toujours lieu, et par conséquent la formule (137) deviendra
(144) X(- lYxt,{m,^)-%{- l)^<?(m,.«) = -2,4-l •
Cela posé, il s'agit de mettre 2^{ — l)^d(7Ai,//) sous la forme -P~h.y ti Or c'est ce qu'on peut faire comme il suit. On a
/ n— 1 OO CX5
/ 2;^{—lYe{m,fi) = {—iy[0{m,n) — e{m,n-\-l)-\-e{m,n-{-2) ]
Or d'après une fomiule connue on a
oh Aj B , . , sont des nombres; or
^^'^'''f — a^-[(7n+i)co-i-lH + i)t!>iy'
donc en substituant
^ _J_ ^Aa(ùi[(in-\-\)(jt}-\-{n-\-\)Qi\ j^
De là il suit que
0(m.n) — 0(ni.7i4-l)-\- ' - ' = ^ ^ -| — „ = --, -. Donc en vertu des équations (145)
M- i)''<^KA') = fM(- ir-«K.")+ 2,TqrT
et par conséquent
(146) ''^"^(-lYrp(^rn,fi) = ^^{-lY.^
Ayant transformé de cette sorte la quantité -2*^( — l)'".^(m,/^), on tire de l'équation (146)
(147) "il"ii.(- ir''V(m„«) = '^V l)-.p„+'ï 2 "- , eu faisant
oo
or
V ayant zéro pour limite. Donc l'équation (147) donnera, en faisant n infini,
(149) lim.X"i],(-l)«+^(/,(7/^,/.) = f(-l)-.p„.
De même, si Ton fait, pour abréger,
(150) { ^^^'^^f'^=-i'-[(n. + i)co--(fr+^)W'
(151) lim."il'5].(-l)-+''ViK/*)=^(-l)>.'.
Ayant trouvé les deux quantités dont l'expression de (pa est composée, on aura en substituant
et/ /v Cl/ n Cl/ /\
OU bien, en remettant les valeure de' (fj et p^ ,
(152) (pa =
Maintenant
a»— [(m + i)co±(iu + i)â^•]* «—(,«4- J)w:F(i" + i)û« ' a + (»»+i)w±(i« + i)0»'
donc
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donc l'expression de (pa prendra la fomie réelle:
(153) tpa =
c'est-à-dire qu'on aura
(154) ipa= ^ (S^.^S,^d,-â,^ . . . +(-l)-<î. . . .)
oh
-l ('V-^V + <y,'-<îa'+-- • • +(-i)"rV...),
[«-(»'+l)wJ*+T [«-('«+*)«]*+ '-f- [«-(m+i)w]»+"~
ft / 1 p I
Si Ton commence la recherche de la limite de la fonction
^„JS*^( — ly^^^xfjiin^^) par celle de -2'( — lY\}j{in^fi) au lieu de celle de
^( — l)^yj{in^fi)j comme nous l'avons fait, on trouvera, au lieu de la for-
mule (153), la suivante
(156) (pa =
e^'^^^ ^ T"^ ^ l[a-(mH-J)w]^ + (^H-j)'^* [a+(m+i)wp+(^+i)^cJ>«
c'est-à-dire
ou
(«-;')>(^i+i)^'5* («-'r-y+(M+o*'3'' («- 'ry+(^+i)*«3''
becuerchës sur les fonctions elliptiques.
Cherchons niaîntenant l'expression de fa au moyen de la deuxième des formules (126). En vertu de Téquation (131) le second membre prend la forme suivante:
nuo
mio
fe?ï//^+^i^;f-(-i)"[/(/'+2«^)+/(/^-2:;i)j
fAtai
/.itjji
7nio-\- f.i(oi
+fe|'îf-f.(-i)-[/(/'+-lrV?')+/(''-'lTÏ
En y faisant fi = -—-—^ et en remarquant qu'alors la limite des quantités contenues dans les deux premières lignes devient égale à zéro, on aura
fa = lim. (— 1)" 1. !„ (— 1)™ . V/(ri — w, « — //)
+ lim.(-l)-ii(
^«1 fl
oh l'on a fait, pour abréger.
\f){ii — m, n — /') =
1//j {il — 7W, n — //) =:
a — mil) — ^(3e
Maintenant on a
Soit
on aura
(il — "ï + i) ^^ ~h 0* — /' + i) ^* 2/< + l
y« F(e— i) ye^j^c^ \ 2 2
Donc on aura, en substituant et en mettant m et fi respectivement au lieu de n — m et « — /t ,
On aura la valeur de \p^{vi^fi)^ en changeant seulement le signe de i. En faisant maintenant
et
et en cherchant ensuite la limite de la fonction
>(-ir.v^K/0,
de la même manière que précédemment, on trouvera
n— 1 n— 1 1 oo / oo \
lim. ^„ ^^ (- 1)- . v; {m, fi) = - • 2A2^{-\Y .0 (m, ,a)
et
n— 1 n— 1 1 oo / OO \
lim. 2„ 2,, (- 1)". V',(w, h) = . ^ J ^„ (_ 1)". é?,(m, /i) ;
donc en substituant dans (159), et en remettant les valeurs de 9(ni,fÂ) et 6i(m,f(), on a
(160) fa =
La quantité renfermée entre les crochets peut aussi se mettre sous la forme
2[a — (m + i)co] 2[a + (m + i)(o]
[a-(m + i)coy + (^ + iya' [a + (m + i)co]^ + (fA + iyc,
donc OH a aussi (161) fa =
oc I oo
_ 2[a+(wj-H)w]_
\a+ (j«+ i) wp+ (n+iya-
On aura de la même manière
(162) Fa =
oo / oo
oo
[a-(m+i)w]^+(.ti4-i)Vi
(2^i + l)tD
Venons maintenant aux formules (130). Pour trouver la valeur du second membre, après avoir fait /^= 9— -rî ' ®* supposé n infini, nous allons d'abord chercher la limite de l'expression suivante:
9'*[t„-Ït]
OÙ fc et Z sont deux quantités indépendantes de w, m, //. En prenant le logarithme, et en faisant pour abréger
ip{m,,u) = \og
>-{-,ttà>t-|-*"j 2« + l J
on aura
loge = ^„^ V^(to,,h.).
Considérons d'abord l'expression 2^xfj{m^fi). Soit
rt«
(166) e(:m,fj) = log i-^-"'^:i+-^f' ±^ ,
OU aura
ï// (r/i , fi) — 0(mjft)=z log
1 f[>Z+il..
Cela posé, je dis que le second membre de cette équation est pour toute valeur de m et fi de la fonue
ifj{m, fi) — e{m, fi) = (2,7+1)-^ •
Pour le démontrer, il faut distinguer deux cas, suivant que la limite de -^y~\jY~ Gst une quantité différente de zéro, ou égale à zéro.
a) Dans le premier cas on aura, en nommant a la limite dont il s'agit,
o / ma) + lÀtai -4- k\ « ,
donc
rmeo + ^â>i+kî ^ (2n + l)»r/)»a ' (2n+l)
fmw-^fi&i+ll'— ^ (2w + l)>2a ''(2n4-l)« ^ L 2«'+l J
On a de même
(mw4-|U(J>/+A)»~ (2n + l)2r^^^+^!^^^+^l' (2n+l)î»a« ' (2n+l)'
(mw4-/i(2>i + /)»"" (2n+l)»a3 I (2n+l)
En substituant ces valeurs, Texpression de xfj{m^n) — d{m^fi) prendra la fonne:
[ 1 '- - 1 "JL_ ]
v/(m,//0 — dK//)z=iog ^ — ;-- - -^ — ,^.— Y
lés quantités v^ v\ v^ v/ ayant toutes zéro pour limite. On a
^^^ ( ^ ~ WfT+Ty ) ^ (2// + ly ^^^' 5
par conséquent
h) Si la limite de la quantité ^^ "_l f '' ®®* égale à zéro, on aura
donc
Si maintenant mœ-^fiGii ne va pas en augmentant indéfiniment avec
n, on aura
1 ^Li" + iJ__l " I _.
de même
rr« r'"«' + /"a» + ^ 1 ~ (»«W + /lot + 0* "^ (2n + 1)* '
donc dans ce cas
ifj{m, fi) — d(rft, /*) = log ^''" + ^*
rT/
(2n + lJ*
B' et 6^' ayant des limites finies, ou bien
la limite de D étant également une quantité finie.
Si au contraire la quantité mo) -j- fiWi augmente indéfiniment avec 7i, on a
{nuo + fttbi + k)'^ "'"' |_ ' 2 » + 1 J {imo -\- fiû)i\-k)*
or les quantités ; — --. , ,? — ' ■ i-^ ont zéro pour limite: donc la
quantité précédente sera de la forme
A'' ayant une quantité finie pour limite. En changeant k en /, et désignant la valeur correspondante de A^* par A^" ^ la valeur de î//(m,/f) — 0{m^fi) deviendra * \
Maintenant la limite de -4" est la même que celle de ^; or il est clair que cette dernière limite est indépendante de fc, 7n, a (elle est en effet égale au coefficient de a* dans le développement de cp^a). Donc on aura
et en changeant fc en ?, »
d'où A'' — u4/' = î; — v'z=zv. Donc A'' — -4/' a zéro pour limite, et par conséquent on a
Donc nous avons démontré, qu'en faisant (167) iKm, ,./) - d{7n,^) = (2,f +"1)» '
la limite de -4„,,^ sera égale à zéro toutes les fois que mœ-^-ftWi augmente indéfiniment avec ?i, et qu'elle sera égale à une quantité finie dans le cas contraire.
Cela posé, considérons la quantité -2'^i//(m,^a). En substituant la va-
leur de i//(m,/i), il viendra:
Soit V le plus grand nombre entier contenu dans ^n^ on peut faire
Or, d'après la nature des quantités ^«^^, la somme contenue dans la première lig-ne sera égale à v.A^^ et la seconde égale à AJ(n-r-r)^ où A^ est une quantité finie et AJ une quantité qui a zéro pour limite, donc
A„^^ = yA^ + {n — y)AJ = {2n^l)B
où
Donc la quantité Ji^ a zéro pour limite, v ne surpassant pas ^71. Par
là Texpression de 2^xfj{m^u) se change en
Pour avoir la limite de ^^0(7n^/ti)j j'écris
n oo oo oo oo
OC
Or on peut trouver la valeur de -2]^ ^(m,/i-[rn) comme il suit. On a
6{m,ft-\-n)= log
[mw -f- ( « -|- n) (ht + / j *
[mw + (/< + «)<3t + /J*
[mil) -\- (n + h) (3* -J- /-] *
wiw + (/" + w) <3* -|- /] * [miw -|- (/u -f- n) O* + ^'j
De là on tire
?/ \ 7i f ^ 2n^ Il \ y I
oh
ekî.
Or on sait que la limite de 2^ — ^r~ ^^ égale à / ôx.dx^
f"" TT ^' ( n ) ^ j , ^1 a; . Jx 4- w, , etc.,
donc
et par conséquent en substituant
or
d(w„«+«) = - - ./ ex.dx-\-^^.j e,x.dx~\ 1-
va' , Via' n ' 2n
da; =
- -f- (3« + .rt^^ ^ -|- '^^ + *''^^^
etc.
donc on aura
/ dx.dx =
5» |r~«'±*+ûi.
-|-t3t+jrc3i
(ai \ foMu+t
La limite de cette expression de / Ox.dx est zéro pour une valeur quelconque de x. De nieuie on trouvera que la limite de / O^x.dx est
zéro, d(mc
a* [ I «*_. '4. 5*. "_L 1^+^ JL_
donc aussi, en faisant /<t=:oc,
d'où
et
v^ ayant zéro pour limite. De là on tire
En prenant la limite des deux membres et remarquant que
on aura
(171) lim. ^, ^^rp{m, .«.) = 2j2:^e(m, fi)
En remettant les valeurs de if)(m,jii) et 6{m,ju-)f et passant des logarithmes aux nombres, on en tire
(172) lim. n„ 77.
*^*[v«-Tt]
^ »•■'# — [— /umt^m —j— «V I I 4 rt *
«ir'i -|- ^«>i -f- A "I I 1
(«wt; -j- ttdti -j- ^) *
Par une analyse toute semblable à la précédente, maïs plus simple, on trouvera de même
lim. /7„
oo
{nuo -|- Jfc)*
lim. n.
OO
(//I&i + ib)*
{fiiùi 4- /;«
Maintenant rien n'est plus facile que de trouver les valeurs de tpa^ fa^ Fa. Considérons d'abord la première formule (130). On a
donc
yV
* /7« rr.. -
9^ L"iM^"T-T*J */• L~
— m -{- i) M -\- (n — fi-\-
i)ôi-j
1 1 ï -^sr'""'+/'^
''i+,.,vp:„v-?]7>^/^
yV
fV
Cela posé, si Von fait p=. ^ ^ et qu'on suppose ri infini, il viendra,
en faisant usage des formules (172), (173), (174), et en remarquant que la limite de (2n-|-l)f/) - ~ . est égale à a,
oo I oo 1 — , -, r"v« oo 1 — : — T. „ 1
l ((m — J)r«4-(,«— i)<S.]« ■ [(.« — i)w — (,« — J)tf«"l')
Les deux formules (130') donneront de la même manière, en faisant
et
(3 = „ , > et remarquant que /(O) = 1 , F{0) = 1 ,
-'' ('« — *)='«*/ ""Il 1 — i^ 1 - "-
[(m— 4)w + (,« — i)<».]« - l(m—l)o,—(ft—{)d>i\* (177) i?*» =
rt" ^ rt*
oo / 2 \ CX5 I oo 1 — : —. rrr-— - 1
1 1 — 7. TT--^^. T-rrr^ 1 —
On peut aussi donner une forme réelle aux expressions précédentes comme il suit,
_liî/,i« 12
oo oo L-\ -— 1 -\ - -— I 1 -\- —
oo / ^a
(179) /„ = ff.[l £
oo / ^2
(•es traiisfornuitions s'opèrent aiséineiit au moyen de la formule
{ci — biy] \ ^ ' a-\-lfi
a^bi
a + bi
a — bi
Dans ce qui précède nous sommes pai'venus à deux espèces d'expressions des fonctions (pa^ fa^ Fa\ les unes donnent ces fonctions décomposées en fractions partielles, dont la totalité forme des séries infinies doubles, les autres donnent ces mêmes fonctions décomposées en un nombre infini de facteurs, dont chacun est à son tour composé d'une infinité de facteurs. Or on peut beaucoup simplifier les fonnules précédentes au moyen des fonctions exponentielles et circulaires. C'est ce que nous allons voir par ce qui suit.
Considérons d'abord les équations (178), (179), (180). En vertu de fonnules commes, on a
un y
oc
oo
cos
donc
oo
rr
8in2
oc
2;C08j/ ' i^ll ^
COS
En vertu de ces formules il est clair que les expressions de ya, /«, Fa peuvent être mises sous la forme
(pa =
OO
nj\ —
OC
IN
I si n (a -f- 7nto) - • sin (a — mio) • cos * (7/1 — ^) co
Tlt
COS [«4- (''* — i)^^] - ' ^^® [" — 0'* — i) ^^] ~Â ' si^**"^^ ^" (p-{-nt^) (et — rnio) - -J
/7_ll —
oc
(m — D^co
7ti (to — ^)«w»
X Un. tang[a+(7n-^)(t>] ^* • tangfa-(m-J)w] ^^ cot* C'"-i)^^î ' „dr7„,ll-i
-' - • cos (a — moi) ' — • cos ^ (m — i)to~ J^a = cosa~- •//„ ~ . — — -.
1 COS [a -\~ (?n — l)io\ • cos [a — (m — J) io\ • cos - 7mo ~
Oïl trouvera des expressions réelles, en substituant au lieu des fonctions circulaires leurs expressions en fonctions exponentielles. On a
sîn (a • — b) . sin (a-\-b) = sin*a — sin^i, . cos (a -)- h) . cos [a — i) = cos^a — sin^i,
donc
sin (a -h nuo) • sin (a — imo) I sni^a
TT» r y .\ * 7TI , ^ 7Zt
COS [« + (7/6 — ^) (r^j ^^- . C08 [« — (m — }) Co] ' ^^ sill^ « \^
cos ^ (//î — i) 10 - , cos * (?« — J) w -' —
taiig [« -f- ('» — i) w] -^ • tang [a — (m — ^)tM] -^ . cot* {in — |)ttf -—
lO
sin*(7/i-
sin^
TTl
D'après cela, et en remarquant que
— et ^ *^ — —
a^ — în^co^ 1 __ «* «^ — (m — ^)^ w^ j «
il est clair qu'on aura
(181) y« = -^ 7 fl
sin^a t
>*. sui yri <x> sin^7//w i
COB * (w(. — }) w ■ — i
8in*a — i
oo sin ^ (m -A- l)it)-- i
(182) fa = rf„ : -^ ,
0 sin^a- i
(183) i?'a=:cosr: TTi /A,--
^, ta
ce •{ rr il)
cos*(?/i — J) 7ci
En substituant au lieu des cosinus et sinus d'arcs imaginaires leurs valeurs en quantités exponentielles, ces formules deviendront
10 tit (
■ I fU to
(180) Fa = Uh-^k -■ //„ -- /'-,-_ +^ ---' -,
"' i te « i
où A est le nombre 2,71<S281...
On peut encore trànsfonner ces fornmles de la manière suivante. Si Von remplace a par atj on aura les valeurs de cpiai)^ /(^^'O? ^X«^)« En changeant maintenant c en e et 6 en c, les quantités
01, 6ï, ip{ai)^ /{^^)j F{ai) se cliangerout respectivement en
Q), a)j i(pa^ Fa^ fa^ donc les formules précédentes donneront
48În
ipa =.
sin n.
[mài.r mûi.r ~\ J}
4 sin
r (am— l)(i)-7 (2în— l)à).T~12
4 sin
. o r an ~|
oo
Fa = n.
A aïo ~ _ /^
(2fli4-l)<x>.7
4sin2
4 sin
r (2to— l)(ô ( (2tii--l)(î).i "12
Considérons maintenant les formules (100), (161), (102). On a
oo
(2ju+l)7r
donc, en faisant
y = [a±{m-^\)ui-\ J:
oo
2ir
En vertu de cette fonnule il est aisé de voir que les expressions (153), (162) de ipa et Fa deviendront
(190) cpa =
(191) Fa =
Les expressions précédentes de y«, i^a, peuvent être mises encore sous beaucoup d'autres fonnes; ]e vais rappeler les plus remarquables. D'abord en réunissant les termes du second membre, on trouvera
(192) <pa—^~^^A 1) -^^f-;-:^^"-;^,,^-^^^
"iari îJa.T ^ , ion: , ton t
(193) /^« -^« V j3„,, - jj„^- . , a>,T , ^ w
Si, pour abréger, on suppose
an œ:i
(194) A" ==« et A ^ =r*, ces formules, eu développant le second membre, deviemlront
(195) (pa =
\ _ ;; - r ^'j^jV r' - A- I
(196) Fa =
En mettant «e au lieu de « dans les fonnules (192), (193), en changeant ensuite c en e et e en c, et remarquant que les quantités
se changeront respectivement en
S), co, i(p{a)^ fa^ 2?'.sina ?
7r 2 cos « j
il viendra
(197) ipa =
oo
ec 10
sin
cal
a' ^'^+2cos2a +A ^ '^
oo
JE
TT
— COS a ^c-
ç^+2cos(a/r)4- -j ç«+2cos(a7r)-f — çio_|_2co8(a/r) + -i-o
ont
En substituant dans les formules (190), (191) au lieu de h '^ et k^*^ leurs valeurs e et r, il viendra
(202) (pa
ec <d
er
-<a« + l) IL g— l^aw + l £^2m + l r ^— 1^— (2W + 1)
OO
En supposant maintenant a < -^ , on aura
er
er
1 g— ly.2m + l J I g2y— 4m— 2
+ eV
ij — 1 M — 3m — 1
g^«2m-f*l I o — Im — 2m — 1 1 1 r- — 2 m — 4m — 2
donc
oo
oo
Or
OO
OO
/ jNm ^,-6m-3 ___ ^-3 ^-9 1 ^-15
l-fr-^
etc.,
donc
De la même manière on trouvera
<» l5) ly y— 1 7»3 — ^.—3 I ^5 — y— 5
En mettant a^i au lieu de a, et changeant ensuite e en c et c en e,
w, m, (pU'^tU ^ «2«']' r, «'"-f-f ",
se cliangent en
co, c/>,
?*(/)« ^ h / p^ rt ' Pï 2 cos w« ' î 2?'sin ma ^
donc
I , V A .^ I siï^ « o sîn 3a ^ sin 5« —
,^ A ^ I COS a ^ cos 3a ^ cos 5a^
(207) /|„^^UA;;-|_-L-ii— .L_U+ L ^J
« tf)
Ces quatre dernières fonnules offrent des expressions très simples des fonctions cpa^ fa^ Fa. Par diffërentiation ou intégration on peut en déduire une foule d'autres plus ou moins remarquables. ^
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Dans le cas où e = c, les formules précédentes prennent une forme plus simple, à cause de la relation œ = Co^ qui a lieu dans ce cas. Soit pour plus de simplicité e = c=l. On a
donc, en substituant, et faisant dans (204), (205) « = a ^ j il vient
(a:i a/i 3a/r 3«;/ 5«/t Ùu/i
«//. «/f 3a;t 3a/r 5a/c Ôw.t
/r /r ti
7€ ^ Il , 71
Les fonctions y, y, F sont déterminées par les équations
«= = 9'(«f ); yi~x'=f[a^j]; yï'+^'=F(a
Si dans les deux dernières fornmles on fait azznO, et qu'on remarque
qu'alors la valeur de ^ -^-Ir est égale à ? et celle de — -*== — - égale à ?/i, on trouvera
CO
2 — ^"^ JA^-l Aa._ 1 + ^5:^.^1 • • -j-j^ yi_^.'
2 j5 l A 2 A 2 A ^ ^ \ i C^ (li- \ 2
§ viii.
Eicpression algélrrique de la foiniion (p\] dans le cou ou e:=:c'=l,
Applu'atimi à la leinnùtrate*),
Dans le cinquième paragraphe nous avons traité l'équation P^nrO, d'oii dépend la détermination des fonctions ç^ ) et y - • Cette équation,
prise dans toute sa généralité, ne paraît guère résoluble algébriquement pour des valeurs quelconques de e et c; mais néanmoins il y a des cas particuliers, oîi on peut la résoudre complètement, et par suite obtenir des expressions algébriques des quantités y et </) j en fonction de e et c.
C'est ce qui arrive toujours, si ç? - peut être exprimé rationnellement par
9) et des quantités connues, ce qui a lieu pour une infinité de valeurs
de - • Dans tous ces cas Téquation P„ = 0 peut être résolue par une seule
et même méthode unifonne, qui est applicable à une infinité d'auti'es équations de tous les degrés. J'exposerai cette méthode dans un mémoire séparé, et je me contenterai pour le moment à considérer le cas le plus simple, et qui résulte de la supposition e = c=l et 7i = 4:y-\- 1. Dans ce cas ou
aura
C dx .
a^^l -, - ? ou x = (pa.
(208) io yi - ^*
De même
(209) (p(ai)=ii .cpa^
ce qui se fait voir, en mettant xi au lieu de x. Cette fornmle donne ensuite
*) La prcmièro partie do co mémoire contenant les sept premiers paragraphes a paru dans le deuxième tome da Journal fur die reine und angewandto Mathcmatik, la seconde partie se trouve dans le troisième tome.
Note des éditeurs.
(210) f{at) = Fa; F{ai)=fa.
Les deux quantités e et c étant égales 'entre elles, il est clair qu'il en sera de même des deux quantités que nous avons désignées par lo et «J. En effet on aura
En posant dans les fonuules (10) /Si au lieu de /?, on en tii'era, en ayant égard aux équations (209) et (210),
„ /„ _1_ /?,-\ _ fo^fl +i.(pfi .fa . Fa
F(a + «.-) = ?lJÊ±il^^lJl.
Donc, pour trouver les fonctions cp^ f^ F pour une valeur imaginaire quelconque de la variable, il suffira d'en connaître les valeurs pour des valeurs réelles.
En supposant a = mJ, (3 = jiiâ^ on voit que (p(m-\-- iLLi)âj f(m-\-- jiii)âj F(7n-\- fii)â pourront êti-e exprimés rationnellement par les six fonctions suivantes :
(fimcy), (fifjâ), fimd),
fi^â), F{md), Fifiâ),
et par suite aussi par des fonctions rationnelles des trois fonctions (pâj /J, Fâ^ si m et fj. sont des nombres entiers. En suivant ce développement, on voit également, et sans peine, que dans le cas où m-|-/i est un nombre impair, on aura
(p{m-^/ii)â = (pâ.T,
où T est une fonction rationnelle de {(pâYj U^Yi i^^^Yi c'est-à-dire de {(f^y. Donc en faisant (pâ=^x^ on aura
(p{m -\- fXi)â = X . ip(x^).
En cliaiigeaiit â en âi^ cpâ se changera en (p{âi)=^i.(pâ = îx^ et la fonction (p{m-^fii)â en i(p{7n-\-fit)ây donc
(p(m-\-fii)â = x.xlj( — x^)j
par conséquent on doit avoir ifj[ — x^) = ifj{x^)^ ce qui fait voir que la fonction vK^*) ^^ contient que des puissances de la forme x*". Donc on aura
(213) (p{7n-^iu-{)â = x.2\
où T est une fonction rationnelle de x*.
Cherchons par exemple Texpression de y (2 -{-?*) (V en x. On a d'après les fonnules (212), en faisant a=^2â et (3=:^â^
Or les fonnules (10) doiïuent
fK^'^) — TT'(^^^ /l-^.)— T+(^)^ - ' ^^^''^ — — l+"(^(J)"* '
c'est-à-dire, en remarquant que (pâ = Xj fâ = yi — x* et Fâ = Yl-\-x*,
En substituant ces valeurs et en réduisant, il viendra
/oir\ /o I -w 2 — 2.r«-(-i(l — 6.r* + ^8) . l_2e — ^*
EiVpression algf^Mqiie de q)( — — )•
On peut, comme on sait, décomposer le nombre 4r-|-l en deux carrés. Donc on peut supposer
a« + /9^ = 4r+l=:(« + /îz)(a — /ît).
Nous chercherons d'abord la valeur de w — r— 77 ; car celle-ci étant trouvée, on en tirera facilement la valem* de w -. — r-r
La somme des deux carrés a* et /?* étant impaire, Tun des nombres a et /? sera pair et l'autre impair. Donc la somme ^-|-/î est impaire. Donc en vertu de la fonnule (213), on aura
(216) ^f[a^(ii)à = x'^^,
oii T et S sont des fonctions entières de x^=:{(pâ)'\ En supposant â =: --^^? le premier membre de l'équation (216) se réduit à zéro, et par conséquent x = (p{ -Tif-] *^^i'^ ^^^^^ racine de l'équation
Donc on aura la valeur de (p - au moyen de la résolution de cette
équation.
D'abord on peut trouver toutes les racines de l'équation T=0 à l'aide de la fonction (p de la manière suivante. Si T=0^ on doit avoir
d'où l'on tire, en vertu de (27),
(a -|- ftt) â = mio -|- fiiDi = (m -j- /tii) co , et de là
Dans cette expression sont conséquemment contenues toutes les racines de l'équation T=0. On lès trouvera en donnant à m et /t toutes les valeurs entières depuis — cx) jusqu'à -|-oo.
Or je dis que les valeurs de x qui sont différentes entre elles peuvent être représentées par la fonnule
(218-) - = *(ïf^<)'-
V . 1 1 .-v 1 • a« + /9« — 1 . ,. , a«4-i?2— 1 ou p a toutes les valeurs entières depuis -^ jusqu à -| '--
Pour le démontrer, soient X et il' deux nombres entiers qui satisfont à l'équation indéterminée
soit de plus t un nombre entier indéterminé, et faisons
on en déduira sans peine
et si Ton fait
(}=zm-\-ak — fik\
on vérifiera aisément Téquation
De là on tire
,n + Hi _ Q 7, 7,,-
a + (il CC + l^^
^{'lt''^h] = f( « +V - ^'" - ^'""^
or d'après la relation (22) le second membre se réduit à
(- 1)-'-" 'fl^wr
donc
Maintenant Texpression de () deviendra, en y substituant les valeurs de k et k\
(, = m + /t(A«-f r/î) + ^(a' + /5'), d'où Von voit qu'on peut prendre t tel que la valeur de p, positive ou néffative, soit inférieure à —-^ — Donc etc.
Toutes les racines de l'équation T=0 seront représentées par la formule (218'); or toutes ces racines sont différentes entre elles. En effet si l'on avait par exemple
on aurait d'après la formule (31), (en remarquant que iS = a))
^ -?i!i- = (— 1)-+- -«'^^. + (m + m>, d'où l'on tire
La première de ces équations donne 7^= — (it] m=^atj oh t est un entier indéterminé. En vertu de ces relations, l'expression de p deviendrait
(, = (-l)"'+V + (a* + /?^)f, d'oîi Ton tire
ce qui est impossible, car on remarquera que (>, p' sont tous deux inférieurs à T- • Donc les racines différentes entre elles de l'équation ^=0 sont
au nombre de — - k H f^^* voir encore, si l'équation en question a
des racines égales. En diiférentiant l'équation (21 G) on en tirera, en remarquant que dq)a = da ./a . ^a ,
(« + ^0./(« + /?;:)ry.F(« + /î/)rK^+(;5J).<jp(a + /?ï>y
= x~'fâ.Fâ-\- T.fâ . F<y.
J fp
Si maintenant T a des facteurs égaux, il faut que T et -.-~ soient égaux
à zéro en niênle temps; donc l'équation précédente doiniera
S ./(a + i3t) â . F (a -^lSi)â = 0;
or on a <p{a-\-(ii)â = 0, donc f{a-{-(St)â = ±l = F{a^(3i)â, et par conséquent
ce qui est impossible, car noiLS supposons, ce qui est permis, que T et >S n'aient point de facteurs communs. Par là on voit que l'équation
Tz=0
est du degré a*-j-/3* — 1 par rapport à x, et aura pour racines les quantités :
En faisant x^ = r^ on aura une équation (219) . Ii=0
du degré — —^ = 2>^, dont les racines seront
(220) (p\â), (p*{2â), </)*(3(î) . . . (p\2viy),
oïl pour al>réger on a suppose (î= . —
Cela posé, on peut aisément résoudre l'équation Ii=zO^ à l'aide de la niétliode de M. Gaiiss.
Soit e une racine primitive de a^-[-/3^, je dis qu'on peut exprimer les racines comme il suit:
(221) (f\(y), (p'iny), r/-^(f^y), (r'{i-'(y) . . . (p\è'^-'ir).
p]n effet, en faisant
oh a^ est moindre que — o ' ^^^ aura
OU, en vertu de la fonnule (22), et par suite
Je dis maintenant que tous les nombres 1, «i, a^, ag, . . . a^y_i sont inégaux entre eux. En effet soit par exemple ci^ = ci„j on aura
Des deux équations (222) et (223) on tire, en éliminant a„,
-« T^-i^ = un nombre entier.
Donc en multipliant par 6"*:^ é", on trouve que — 2V~i^ ^^* entier, et par suite — g g— > ce qui est impossible, car 6 est une racine primitive de
a*-}-/?*, et 2m — 2n est moindre que a*-}"/'* — 1- I^onc les 2v nombres 1, a, etc. sont différens entre eux, et par conséquent, pris dans un ordre différent, ils sont les mêmes que les suivans:
On voit par la fommle (f* {e"" ^) = (p^ {a„^) ^ que les quantités (220) et {221) coïncident, mais dans un ordre différent.
Maintenant on pourra résoudre l'équation li=zO exactement de la même manière que l'équation (106), On trouvera (110)
où d est une racine imaginaire de l'équation d*" — 1 = 0, et v^ s^j «g, . . . 5jjy._i, A seront déterminés par les expressions
^* ~ ~[g)2((J) rf e . y)»(c()) + e'^ç^^ô) q h"i9^^i'.'p~(72^^=ï(ï)j*' '
qui, par le procédé p, 312, 313, 314, peuvent être exprimées rationnellement par les coefficiens de l'équation ^ = 0, qui seront de la forme A-^-Bi^ où -4 et jS sont des nombres rationnels. Donc la formule (224) donne l'ejxpression algébrique de toutes les racines de l'équation JK = 0 , et par conséquent les valeurs des fonctions
/ w \ / 2w \ /(2î'— l)w\ / 2vio
Ayant trouvé par ce qui précède la valeur de (py- j— 3-. , on en tirera celle de la fonction
comme il suit. La valeur de a> — ,\.| donnera celle de w\ -^A en
changeant seulement i en — ?'. De là on tire la valeur de cp — .-.-^ ..
^ ^\a-[~iii ' ce— (il]
par la formule (10), savoir
inù) , rnw
w «-bSi+iq,;
M-T^V'M^^ + ^ (^->7) -lA -'^'(-4^) .
+'ri^Tf^)-r(~^;}
or
â+Jii « ff — t^l — «a + /^î» ~ ïi» + 1 '
donc on aura la valeur de la fouction
Maintenant pour avoir la valeur de Ç'Li ,ji i ' ^^ ^ «• ^^^ valeur déterminée quelconque, il suffit de déterminer vi et t de la manière que
ce qui est toujours possible, en remarquant que les deux nombres 2 a et 4i/-|-l sont premiers entre eux; car alors on obtiendra
En posant par exemple 72=1, on aura la valeur de y t -^i
Le cas, où 4i^-[-l a la forme l-|-2'*, est le plus remarquable; car
alors l'expression de 7^r4"TT ^^' ^^^^*^^^* 4^^ ^^^ racines carrées. En effet
on a dans ce cas 2ip' = 2**~*, et par suite la fonnule (224) fait voir qu'on peut déduire cp^e'^â) de ^ et y, en extrayant seulement des racines carrées.
Or V est une fonction rationnelle de 0 et de y — 1 , et d est déterminée par l'équation d^"- =1, d'où l'on tire 0 par des racines carrées; donc on trouve aussi V et la fonction
v(''^)=<f{^ji
Connaissant de cette manière œ\ — r^-\^ ^^ aura de même w\ ^. et de
là, par la fonnule (226) la valeur de <pl -^ mr y 4~/_irï r ®^^ ^^^^^7^^*
des racines carrées.
Un autre cas, où la valeur de cp - — peut être détenninée par des racines carrées est celui où n est une puissance de 2, comme nous Tavoiis vu n® 13. Donc on connaît la fonction ^pl-^y^ > et Ton connaît de même
la fonction </^ i x'9» ^^ 1-1-2" est un nombre premier.
Soient maintenant 1+2% 1+2*'', 1 +2"', . . . 1 + 2V plusieurs nombres premiers, on connaît les fonctions
et par suite la fonction
in 10
où m^ est ini nombre entier, qui, à cause des indéterminées m^ m^^ m^^ , . .m^ peut avoir une valeur quelconque. On peut donc établir le théorème sui-
vunt : "La valeur de la fonction ip\ — peut être exprimée par des racines
^^ carrées toutes les fois que n est un nombre de la fonue 2" ou un nombre "premier de la fonne 1 + 2", ou même un produit de plusieurs nombres de "ces deux fonues,"
En appliquant ce qui précède à la lemnîscate, on parviendra au théorème énoncé n« 22.
Soit l'arc AM=^a^ la corde AM=:x et Tangle MAF=z$^ on aura "^ "^
da:=.~ __.
yi— A-^
En eflet, Téquation polaire de la lenmiscate est
ic = y cos 2 0 , d'où
au. = . -- —
et
donc
mais de Téquation a: = y cos 20 on tire cos2d = x*, cos*20 = x*, 1 — cos*2d = 1 — x^=^ (siii 2dy, donc
et par suite
7 (Lt
aa =
et
x=z(pa.
Si Ton suppose x=lj on aura a = A3IB=^ • Donc la circonférence AMBN=u). Supposons maintenant qu'il s'agisse de diviser cette circonférence en n parties égales, et soit l'arc AM= — AMBN= — ai, on aura
Donc on aura la corde, et par suite le m'*"* point de division, si l'on connaît la fonction (pi — ; or c'est ce cjui a toujours lieu lorsque n est dëcom-
posable en nombres premiers de la fonne 2 et l-[-2", connue nous l'avons vu dans le numéro précédent. Donc dans ce cas on peut construire les points de division à l'aide de la règle et du compas seulement, ou ce qui revient au même, par l'intersection de lignes droites et de cercles.
§ix.
Usage îles fonctioiu rp, f, F dans la tratisf or f nation des fonctions elliptiques.
M. Legendre a fait voir dans ses Exercices de cale, iiit., comment l'intégrale / — — - ^ > qui, en faisant sîny = ic, se change en J yl — c^sin^ç)
? peut être transformée en d'autres intégrales de la même
forme, avec un module différent. Je suis parvenu à généraliser cette théorie par le théorème suivant:
bi 1 on désigne par a ia quantité ^^ — 9 "i 1 — ' ^^ ^ un au
moins des deux nombres entiers m et // est premier avec 2n-\-\^ on aura
OÙ
((p*a — j;*) (f/i* 2a — .«*) • • • (ff^na — «*)
(1 -|-e*c*y*a..r*)(l -|- e^c*<fi^2a.x^') • • • (1 -)-«*</'*«r^»ta.«*)
iO
a = f.{(pa.(p2a.(pSa . . . (pnaYj
f étant une indéterminée, de sorte qu'il n'existe qu'une seule relation entre les quantités c^ , e^ , c, e. Les quantités e^ et o* pourront être positives ou négatives.
Par ce théorème on peut trouver une infinité de transformations différentes entre elles et de celles de M. Legendre.
Soient m et fi deux nombres entiers, et faisons pour abréger
(m -\- ^^to-\- (m — ju) ûii " '2n-\-l '
oii Ton suppose que Tuu des doux noudn'os m, // soit premier avec 2??. -j-l.
En désignant par 0 une (piantitë quclcon([ue, il viendra, en vertu de la fonnule (22)
(229) if [6 -f (2/^ -|- 1) a] = (fO. En mettant 0 — iia au lieu de 0^ on obtiendra
(230) y L^ + (^2 + 1 ) «] = ^/^ (^ — H- Cela posé, considérons rex])ressi()n suivante
(231) (p,e = <pe-\-(p{d-^a)^ h</^(^ + ^'«)H \-ip{e-\-2na).
En mettant 0-\-a au lieu de ô, il viendra à cause de Téquation (229)
(232) <p,{e-^a) = if,e, donc si vi désigne \\\\ nombre entier fpielcontpie,
(233) (p,{e^ma) = (p,d.
En vertu de l'équation (230) on peut écrire l'expression de (piO^ comme il suit:
(234) ip,e = (pe-^ip{e-\-a)^ip{e -«)-[- 7^(^-1- 2») -f </)(<? — 2«)-]
-\-(p(6 -^-na) -\-<p(P — 7z«), ou, en veii;u de la formule
(235) ip,e=:(pe
, 2(pe.fa.Fa ■ 2fpO.f2a.F2a , , 2ffe.fna.Fna
' Y+ehi^fp^a.fp^8 "•" Ff i^(^^2f^,(p^0 • ' ' ' + i _j. e^c^ip^'na . (f^H '
En faisant <p0 = x^ fp^d devient une fonction rationnelle de x. En la désignant par \px^ on aura
(23fl) v-=-(i+r/,î:i^:.,.+---+f
2 fna . Fna -\- e^c^fp^na . .r-
Maintenant soit e une fiuantité (juelconque, je dis (|u'on aura
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/237\ 1 '/'-^ —. \ ~jrfJS ~ r(^ + ")) \ ~ r(e + 2a)) ' ' ' V "^ yTg~+2"^/ .
fCii effet il est clair que la fonction
(.238) R=il — ^\{l-^e'c'(p'a.x')...{l-^e'c'(p'na.x')
sera entière et du degré 2n-}-l; mais en faisant x = (p8j ipx deviendra = (pi€^ et par suite R se réduira à zéro pour cette valeur de x. De même en faisant x = (p(^e-\-ma)^ où m est entier, on aura 'ipx = (pi(e-\-7na)^ ou,
en vertu de l'équation (233), ipx=^(pie. Donc 1 — - =0, et par conséquent x=(p(€-\~mà) sera une racine de l'équation 7^ = 0, quel que soit le nombre entier m. Or généralement toutes les quantités
(239) </)f, ç)(i?-[^«), ç)(6-[--2a), . . . <p{6-\-2na)
sont différentes entre elles. En effet si Ton avait
il s'ensuivrait en vertu de la fornmle (31)
f4-m'«=:(— l)*+^'(6-i-/i'a)-f-7ao + fc'tDz, d'où
fc-[-/c' = 2fc",
{pi^ _ ,,')« = (A-" -|- l)oy + (fc" — /)a)?:.
De là, en substituant la valeur de a = ^ — -'-^.v^-^r^ — ? on tire
)in-\- 1
(î;i' _ „') (m, — ,tt) = (2n + 1) (fc" — l) et
équation contradictoire, parce qite nous avons supposé que l'un des deux nombres m et fi soit premier avec 2n-\-l^ et que in' — /// est toujours moindre que 2?2-|~l. Maintenant les 2^4-1 quantités (239) étant différentes enti-e elles, elles sont précisément les 2n-\-\ racines de l'équation 11 = 0. Donc on a
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»x \ l ^ ÛS \ I ^ X
(240) iï=^(l-^)(l--^)...(l_-^j^^
oh A est un coefficient constant, qu'on ti'ouvera en attribuant à x une valeur particulière; par exemple en faisant a: = 0, on a R = A\ or l'équation (238) donne pour ic=:0: ii?=l, donc -4=1, et par conséquent l'équation (237) a lieu.
En multipliant cette équation par f/)f et faîsant ensuite « = 0 , il viendra
oix g est la valeur de - ' - pour f :== 0. En faisant, dans la fonnulé (235),
d=zz:0, après avoir divisé par ipO^ on trouve l'expression suivante de cette constante
(242) g=\^2fa.Fa-^2f2a.F2a^ \^2fna.Fna.
En faisant dans la fomiule (230) d = na — (7w'-|-l)a, on trouve
Donc on peut écrire l'expression de ^x comme il suit:
('l_^^fl_.-M...fl— ^)
^243^ M)x — ax > - - -''— -^ > - -''* '^" ' V _ ^Ij^
Maintenant faisoim dans l'expression de 1 — -- — > e = ^ • En supposant pour abréger
(244) (f = {l-\-e*c*<p*a.x*){l-\-e*c*(p*2a.x*) • • • {l-\-e*c*(p*na .x*), on aura
i__!^=(i ^j ji 1 j ji f !..-!i - !•-•
or, en faisant dans la formule (230)
on a
donc en vertu de la fonnule (17),
il viendra
Cette équation fait voir qu'on peut écrire l'expression de 1
comme il suit:
xpx
=(i-e.)ii-^-î-j"ii-^.-i-,r...!i- ' '■ •
En mettant — a; au lieu de -\-x, on aura semblablenient
= (l + c.)il + -r„.^Ml + -,.r^^l---il + -7^--u-^
Donc si l'on fait
(247) ij — k.fx, c, = ^ ,
oîi k est indétenuiné, et
f I . . . ji *
fj= 1-1 — j^ — ^j...n-|-
(249) l_c,y^(l_cx)'^ i4_c.»/==(l + cx)'J
De la uiêiiie manière, eu falsaiit
et
ou trouvera ces deux équations:
(252) l4-ei?'v^ = (l — e^x)• ' ; 1 ±ejtyr=(l -|-e<'x)
Les équations (249) et (252) donneront
{l-clf/) = {l-c*x''f^'y, (l+«îy') = (l + «*^')y^ ■ ' •
et par coiiséciueiit
(253) vô -"«ïyo (1 + «?/) = ± "'^7' y (r- c*a-T("i -Rx») .
Maîntenaiit Texpression de y donne di/=--dxj où P sera une fonction entière de X du degré 4/^, donc
y(l — tt«y8) (1 +e\y^) tt^Hs^ l/(l — c2,f2) (1 + é;2^-»)
Or je dis que la fonction «^ réduira à une quantité constante. En
efï'et on a
en différentiant, et mettant pour dy sa valeur — ^ > on aura
ct(f — {l~cx)^2()-^—t
dx
On voit (le là que P est divisible par t. De la même manière ou prouvera que P est divisible par les trois fonctions t^ , s^ s^ . Donc si deux quelconques des quatre fonctions <, fj, s^ s^ n'ont point de facteur connnun, P sera divisible par leur produit. Or c'est ce qu'on peut voir aisément à l'aide
P des expressions de ces fonctions. Donc est une fonction entière de x.
Or P est du degré 4n, et chacune des fonctions f, t^j s, s^ est du degré n.
P Donc il est prouvé que est une quantité constante. En la désignant
ttj^88^
par a, il viendra
V(i — cl^/^){l + el^^) V{1 — c^x^) (i + «2^:2)
Pour déteiininer a il suffit d'attribuer à x une valeur particulière. En faisant • par exemple ic = 0 , on aura
t = t, = s = s,= V, F=ff*^ = ^ = krf>'x.
Or en ditférentiant l'expression de xpx^ et faisant ensuite x = 0, il viendra xp'x = gj donc
(255) a = kff.
On peut donner aux expressions de c^^ e^^ g^ a d'autres fonnes plus simples, et qui mettront en évidence plusieurs propriétés remarquables de ces quantités.
Par la formule (240) on voit que le coefficient de a;*""*"* dans la fonc-
A tion R est 7 — ; — r- 7 — r -,r — ;! or d'après les équations (238) et
(243) le même coefficient sera
r/)j c {(pa .(p2a . , . tp^ta) ^ donc, puisque J. = 1 ,
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En faisant dans les équations (236), (243) ir= J, après avoir divisé par X, on obtiendra deux valeurs de — > savoir
1 et K-l)"_ . ,
donc, en les égalant,
(256) <J = {— \Y{ecy''{ipa.ip2a . . . ipna)\ et par conséquent
(257) f/)i(f)=i:(é?c) ***((/)«.</) 2 a . . . (fnay (f^B , (p{i: -^ a) . ip{t -\- 2 a) . . . y>(€-|-2w«)
=^(p{b)'\-ip{t-\-a)-\-(p{B-\-2a)-\- • • • -j- y) (é -j- 2 wa) .
Cette équation exprime une propriété remarquable de la fonction <p. En y posant « = ^^ 6t €= z, on obtiendra
où l'on a fait pour abréger
En remarquant que
â:=:q>a .q)2a.<pSa . . . (pna.
et
et en faisant
on tire de ces équations
^1-9 « + « .9-9 i + 2« . . . yhri + n«
Multipliant et remarquant qu'on a (18)
on obtiendra
d'où
De même en divisant on obtiendra
Précédemment noua avons trouvé a=-kg^ et </ = ( — l)"(ec)*'' J*, donc
Également nous avons y=:k.yjx, donc en vei*tu de l'équation (243)
(<9ar,\ „_/'_i\»/-™ (y"» — a;») (y»2« — .r») (y»3a — a;») . . . (y»n« — .r«)
^ '' ^"~^ ^ ' (1+ «»c»y«a. «»)(! + e!*c«y*2a.. «»)... (l+e»cV««-«*)
Donc les valeurs précédentes de Cj, e,, a et y donneront
d'où
adx
y(i — cf y») (l+>fy«) y(l—c2-c2) (14-^2^2)
j Vi;! — cîy«) (i + e\y^) J
Les formules (261) donnent les valeurs des quantités Cy et e^y exprimées en c et e à l'aide de la fonction (p. Or on peut aussi les déterminer à r.aide d'une équation algébrique. En effet on a
c^\Faf c^ l-lj-e^(p^a
la., \1* 1 IFa\* 1 1 + «»(/.««
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donc il est clair que les valeurs de c^ et Ci pouri'ont être exprimées en fonctions rationnelles et symétriques des quantités ya, (p2a^ ... (pna. Donc si 2w-}-l est un nombre premier, on peut, en vertu de ce qu'on a vu (§ V), détennîner c^ et e-i h l'aide d'une é(piation al<çébrique du (2/2 -|- 2)**^" degré. On peut encore démontrer que la même chose aura lieu dans le cas où 2w-f-l est un nombre composé. Alors on peut même déterminer c^ et e^ à l'aide d'une équation d'un degré moindre que 2n-\-2,
Donc on aura un certain nombre de transfoiinations coiTespondantes à chaque vîileur de 2n-\-\.
On a supposé dans ce qui précède que c et c soient des quantités réelles et positives; mais ayant exprimé c^ et Ci en e et c par des équations algébriques, il est clair que la formule (200) aura lieu également en donnant à e et c des valeurs réelles et imaginaires quelconques. Dans le cas où «*, c* sont réelles, on peut même se servir des expressions (201), (205). Mais alors £0 et cD ne seront pas toujours des quantités réelles. Au reste l'une des quantités Cj et e^, à cause de l'indétenninée /*, peut être prise h volonté; seulement il faut excepter les valeurs zéro et l'infini.
Si l'on suppose c et c réels et 2n-[-l premier, les valeurs de c, et Cj seront imaginaires, excepté deux d'entre elles, dont l'une répond à
et l'autre à
2jU(()2
A. Supposons d'abord
Dans ce cas on aura (201)
2mù)
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Soit fi..27n = (2n'\-l)f±a^j oh t est entier, et a^^ entier positif et moindre
que — 9 "' ^*^ aura
'^1 2 +'"2«+-[)='M 2 ±2nTÏ +"") = (- ^) '^(2 ±2» + i
/27/+1— 2a„ oj
=±*^1— 2,Hrr "2
Or les nombres a,, a^, ^3, ... a„ seront les mêmes que les suivans 1, 2,
3, . . . 7z, mais dans un ordre différent; donc l'expression de - pourra être mise sous la forme
iO
De même Téquation (203) donnera
'f\2^^-2Yf\2,-r-fl 2 r • • '^l2. + l 2 ]\
Soit maintenant c=l, «, = 1, on am*a, en posant +( — 1)"=1,
Sn+l
2« — 1 w 2»r-fï 2")
(270) f — == Jlf ^ = = ± a r , '^^^^^ 4- Conat.
[i+''v(,„y-^][i+^v(,^).^^]...[i+«^.r*(dÎT>^]
(272) ou bien
a = {-irf.
■f>^27. + îj-'-'f\2n + ll]
a = i-lY
f a) \ / 2œ \ f Mû \
/ 1 io\ /3 a)\ /2n— 1 m \
Si l'on suppose e moindre que l'unité ou égal à l'unité, e^ sera toujoui-s
moindre que e, et lorsque 2?^-|-l est un très gi'and nombre, e^ sera extrêmement petit.
Le signe du second membre de Tëquation (270) dépend de la grandeur de X. Il pouri-a être jugé aisémmit connne il suit. On a par ce qui précède
y(T- y*l (f-f efin = ± '^^ yir-x^îji ip^x^ .
En supposant x réel, p* sera toujours ftni et positif, de même que Yl-^-c-ly^
et yi-^e^x^. Donc le signe du second membre de l'équation est le même que celui de la quantité
^^^^iKî-:^;
maintenant on a
..fi /__
or
i Fa
e fa
etc., donc
- ^^ f efna,x\^
donc, en remarquant que « est réel dans le cas que nous considérons, on voit que ss^ sera toujours une quantité positive; or tt^ est réel, donc la
quantité \ ^ —^ sera positive également, et par conséquent le signe dont
il s'agit sera le même que celui de la quantité it^. Il n'est pas difficile de voir qu'en se servant de la foi-mule (248) et en mettant pour a sa valeur
27nw
^ — --ir-t on aura
^'''(i^rVïf)) I -î^'li^Y)! 1 'f"^^n^vï)\
quantité qui est positive depuis a: = 0 jusqu'à x=:cp
co
négative
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depuis x = (pL^-, j 2 jusqu'à x = <pl ^— j — j , positive depuis
^ = 9'(-2„-^|) jusqu'à x = <p[^^^^-^ J) etc.
Si X est plus grand que Tunité tt^^ aura toujours le uienie signe, savoir ( — 1)". Donc, dans ce cîis, l'équation (270) donnera, en intégrant à partir de x=lj
Si la valeur de x est moindre que l'unité, on aura
(2751 / -;=rll^-. ==-=-. =za I — -^r^=--: *-^-^.= 4- Const.
^ ^ J V(l-i,*)(l + eli,») J y(l_.r»)(l + e='x*)^
entre les limites a; = </) [ |J^ '^ ] et x = </> j ^-^"-±i -J ] , et (276) — f--^^^^=-^ = a f --^^l . 4- Const.
entre les limites a; = a) t, — r— r-rt-l et x = a)L, -^-r
Si par exemple on suppose x renfenné entre les limites
on aura, en intégrant à partir de x = 0,
En faisant x = <p [^ ^. „ [> on aura y = ( — 1)", et par suite
d'où
y"(i-p)(i + «ïy=') 2("2«+i)^ ^ '
^ ^ ^ ^ '" Jo V(l-y*)(l + «|y
Cette expression de a est très commode pour le calcul. En négligeant les quantités de Tordre ej, on obtiendra
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{—iya=={2n-\-l)
to
En substituant et négligeant toujours ef, la fomiule (277) donnera
/" <Lc (— l)"w . , ,
/ -; — __ _ — _ - :=: ■— — -^-^ r arc. sni ( y) ,
J^ y(l — .r«) (1 + c^fï) (2«+l)7f ^•^'"
y = (-iy'(2n+i)Zx
no}
■ V+'-fU-^i)"]
B. Dans le cas où a = -r- , ^ , on trouvera de la même manière la
Zn + 1
formule suivante
dx
a+ely^^)
a, F / 1 «ô A / 2 â> .\ / S à> .\ / 2n ib Al
La formule précédente a lieu pour toutes les valeurs de x moindres que Tunîté.
Pour avoir une théorie complète de la transfonnation des fonctions elliptiques, il faudrait connaître toutes les transformations possibles; oi* je suis pai'venu à démontrer qu'on les obtient toutes, en combinant celle de M. Legendre avec celles contenues dans la fommle ci-dessus, même en cherchcmt la relation la plus générale entre un nombre quelconque de fonctions elliptiques.
Ce théorème, dont les conséquences embrassent presque toute la théorie des fonctions elliptiques, m'a conduit à un très grand nombre de belles propriétés de ces fonctions.
ikir Viiitégration cle Véqtuxtlon séparée dy dx
On peut toujours, comme on sait, présenter l'intégrale complète de cette équation sous une forme algébrique, lorsque la quantité constante a est un nombre rationnel^ quelle que soit d'ailleurs la valeur réelle ou imaginaire de 1^1. Mais si a n'est pas un nombre rationnel, cela n'a pas lieu. A cet égard je suis parvenu aux théorèmes suivants:
Théorème I. En supposant a réel, et l'équation intégrable algébriquement, il faut nécessairement que a soit un nombre rationnel.
Ttiéoreme IL En supposant a imaginaire^ et l'équation intégrable algé"
hriquement^ il faut nécessairement que a soit de la forpie m±y^l.^n, où m et w sont des nombres rationnels. Dans ce cas la quantité /x n'est pas arbitraire; il faut qu'elle satisfasse à une équation qui a une infinité de racines réelles et imaginaires. Chaque valeur de ft satisfait à la question.
La démonstration de ces théorèmes fait partie d'une théorie très étendue des fonctions elliptiques dont je m'occupe actuellement, et qui paraîtra aussitôt qu'il me sera possible. Je me borne ici à considérer un cas particulier, qu'on peut tirer des formules du paragraphe précédent.
Si dans la fonnule (270) on pose
et si l'on remplace y par — r > il viendra
(282) -- ^_^ - !^^..=. _ ^ = aY—\-, ~ J^'^r^ _~ .-_ ,
oh
e est déterminé par Téquation (269'), qui deviendra
1 co \ { 2n — 1 01
et a par (284) \ l f ^ \ f ''"' \ \^
Donc on connaît une intégrale particulière de Téquation (282) et par conséquent on en pourra trouver l'intégrale complète.
Dans le cas que nous considérons, la valeur de a est |/2 7^ -f- 1 , ce qu'on démontrera aisément comme il suit:
En mettant dans Téquation (282) i/ = zY — 1, et intégrant entre les limites zéro et (p a \o ' ^^ viendra
dz 0)
en remarquant que les limites de z seront zéro et — • En faisant de même
X y — 1 = Zy et intégrant entre les limites zéro et — > on trouvera que les limites de y seront zéro et Tunité et par conséquent
r dy (û r* dz c3
jo V(y^^)\i +e^f) ~ ^ ~ "" jo y(i +T^)7ï^-2^.3 ~^^
Donc on a
cî) a oj
2 ~ Jn'^ 1 2
et
d'où l'on tire
Donc l'équation dififérentielle deviendra
Pour donner un exemple, considérons le cas où t?- = 1 et w = 2 .
A. Si ?^ = 1 , on aura
dy
dx
e est détenninée par l'équation On a
donc
Maintenant on trouvera, en combinant ces équations et remettant pour a sa valeur |/3,
donc
et par suite
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_ e^ — eV'à
iVoh
et
Ayant trouvé e, on aura
Donc on aura l'éfjuation diiféreiitielle
V(l -y») [1 + (2 + y Ji) V''] F(l -^*) [1 + (2 -I- y 3)».^"]
qui sera satisfaite par Tîntégrale algébrique
Si Ton pose xy^ — y3 au lieu de .r, et y} 2 — f^3.}^ — 1 au lieu de y, on obtiendra l'équation
yi — 2l/3 .//* — / Kl + 2y3..t:=* — .r^
qui sera satisfaite par
B. Si n = 2, on aura Téquation différentielle
oh
On a
_.fir)
/(x±j) = :^) = d-"-) /© - L(^) ^(ï) ^'(-rMy)
/(xri) = Z(ïl = :l':Mi) ±i(tV (iMx^ 1?)
/(^j Ht)
En multipliant ces valeurs de — ;- — f et — j-~ entre elles, et remarquant
que
on obtiendra
OÙ Ton a fait pour abréger
Gela posé les équations (290, 291) donneront x
donc, en substituant,
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d'où
Les racines de cette équation sont
1, 6:=2 + f5 — 2>^2 + V5, <'. = 2-j-Yt> + 2Y2-\-f5.
La dernière do ces racines,
répond à la question, car Téquatiou
fait voir que e doit être plus grand que l'unité. Connaissant e, on trouve la valeur des quantités y -^ et ç) -p- comme il suit. Nous avons
1 =z= eU^^ = e^ — ;— : — ; —^ ;
or en
faisant y -- z=z a et y ^^ ==: /î, on aura
/M'^)=i-«% f>r'i'.\=i-ft%
donc
or nous avons trouvé plus haut, «*/?*= -j,» donc
Donc on connaît a*/î* et a*-|-/î*, et par suite a* et /î* par la résolution d'une équation du second degré. On a donc aussi la valeur de y^ qui satisfait à réquation
dy
Y(\—x^) [1 + (2 + 1/5 + 2 1/2 + Y^Yx^]
■ » -« « I « ^-V H « ^1 r^ .rf-k* r V ^ *^
Si Ton pose —- au lieu de x^ et - — .u^— au lieu de ?/, on obtiendra Té-
quation
où
Vl— 4V2 + y^.5^» — y* 1^1 + 4 y2 4- y'5 . «^ — *•*
y5_yio + ioy5.x«+.r*
i+yio + ioy5.x«+y5.ar*
Dans les deux cas que nous venons de considérer, il n'était pas difficile de trouver la valeur de la quantité e, mais la valeur de n étant plus grande, on parviendra à des équations algébriques, qui peut-être ne seront pas résolubles algébriquement.
Néanmoins on peut dans tous les cas exprimer la valeur de e par des séries, et comme leur forme est très remarquable, je vais les rapporter ici.
En faisant dans la formule (206) a=:l, on aura, en remarquant que
Eîi faisant de même dans la fomuile (204) a = ^ e, on aura yj-^/j
= — ; « = A * = cos 1^ -\- i sin -^ = ^ , donc
c'est-à-dire
où
ta n
Maîii tenant dans le cas que nous considérons, on a
et par conséquent
(295) (o = 47rV2M+i|-^'-= h -^^-^ — ■- 1 !•
Cette foniiule donne la valeur de
Ui
Ensuite on aura la valeur de e par la formule (294) qui donne, en substi-
tuant pour p sa valeur h'*^ ^ =:A^^'*+^ ?
/i est le nombre 2,7182818 ....
Addition au mémoire ])récédent.
Ayant terminé le mémoire précédent sur les fonctions elliptiques, une note sur les mêmes fonctions par M. C. G. J. Jacobi^ insérée dans le n® 123, année 1827, du recueil de M. Schumacher qui a pour titre ^^ Asironomhche Nachrichte7i\ m'est venue sous les yeux. M. Jacohi donne le théorème suivant :
Soit p uu nombre impair et d' un angle tel qu'on ait, en désignant
/dS --==i=zz=r, prise de 0 jusqu'à 0^ par FUc^O)^ yl — k^^m'^O
et en général 0^"'^ un angle tel qu'on ait
soit déterminé encore l'angle ifj par l'éciuation
Ung (45 - V/'j — tangi(fl'+T) tang i («'""-fl) ten^^^ («ï*-^'^ T») ^ i"^-" "^t^ion aura
Il faut admettre le signe supérieur si p est de la forme 4n-\-lj et le signe inférieur, si p est de la forme 4?i — 1. yj doit être pris entre -^n et
J" TT, si d tombe entre ô^""^ et d^'"+^\ Les constantes /<^ et À se déterminent de différentes manières. On a par exemple
^ ""■ 2 (coBec d' — cosec B'" -{ + cosec «(>-»> + \) '
À = 27i;/t (sin e' — sin ^''^ H T sin <?o-*^ ± \).
Ce théorème élégant que M. Jacohi donne sans démonstration est contenu, comme cas particulier dans la formule (227) du mémoire précédent, et au fond il est le même que celui de la formule (270). Nous allons le démontrer.
En faisant dans l'intégrale
r* dx
X = sin d, on aura
de
mais
X =: (pa
Jo Vi -k
donc
a = F{Jz^ 0) donne sin 0 z=(fa.
Si dziz:90^, on a x=l^ donc
Donc en faisant 0 = 0^"'^^ on aura
Cela posé, faisons dans les fonnules (2(59') et (270),
x = ( — l)'*sind, î/ = sint//, 27z-|-l=j9, il viendra
OÙ les quantités /*, A, xp sont déterminées par les équations
;i=zjfc«»+»(sind'.8ind"' . . . sind'*-")*,
_ IsmB'.Bme'" . . ^«nflf»"-') \ »
'"~\7inë''.lïn"fl''''.T7smfl(»»M '
(2) sin ip,
— ^ti / A (sin 'y — sin* g) (sin'fl"" — sin'ff) . . . (Bin»»f*") — sin*»)
Nous supposons k moindre que Tunité, car dans le cas contraire œ serait une quantité imaginaire.
Cela posé, considérons les équations (249). En remarquant que Ci = c = 1 , on en tire
l/i — y ±]/li-^
OÙ
^("1" + ") + '^ y(2+2«)+^ y(y + waWa?
OU, en taisant a = -.^ — r^- et m = — 1 ,
Maintenant on a
= (-l)«8ind, et «^(a^iyj^sin^^
donc en substituant:
l/l — sini/i_l/rH[— l)"8in^ sind' — sind sinr^ + sin^ sin ^^"-^>>+ (— l)"sîn^ ^ l + sini// y r+(~ï)^8uid'8Îi^''+'s^ sind(^»-i^ — (— l)«sind '
et de là
tang(45^ — iV')
_tangKy-^) tangKr- + ^) t^^H^'!±_(-JM fano- [450.^- n«Xfll ""tang^^ + ô) tangi(r' — ô) ' * ' tangf[>«-^^ — (— l)"d] """^ L-**^ ». ^^ t^l-
C'est précisément la formule de M. Jacohi.
Dans la formule (1), on peut toujours supposer le second membre positif. En effet, en différentiant, on aura
En supposant 6 toujours croissant, le second membre sera toujours positif. Donc en déterminant la valeur i^ de sorte qu'elle soit croissante et décroissante en même temps que 0^ on doit prendre le signe supérieur. On a donc
OU bien
En remarquant que ip doit être croissant et décroissant en même temps que d, et en ayant égard à la formule (2), on tirera aisément la consé-
quence que rp doit tomber entre -^n et — ~ — tt, si 0 tombe entre 0^"'
et 0*^"+'^
Quant aux quantités X et //, il est évident qu'elles ont nécessairement les mêmes valeurs que celles de M. Jacohi. Mais les expressions que j'ai données seront plus commodes pour l'application, et font voir clairement que X est extrêmement petit, si n est un peu grand. Au reste on peut sans difficulté démontrer leur identité à l'aide de la formule (257).
XYIL
SUR LES FONCTIONS QUI SATISFONT A L'ÉQUATION
fx-^fy = ifi (xfy -\-yfx).
Journal fQr dio reine and angewandte Matheniatik, heraiisgegeben von Crelle, Bd. 2, Berlin 1827.
L'équation
est satisfaite lorsque
fy = iy e* (px = yjx = logx; car cela donne
logx-\-\ogy = logxîj', de même lorsque
fy = ^l — y^ et (px = xpx = arc^mx^ ce qui donne
arc sin x -[- arc sin y = arc sin {xYl — y^ -\-y Y^ — x^).
Il serait possible qu'on pût encore satisfaire à la même équation d'autres manières. C'est ce que nous allons examiner. Soit pour abi'éger
^fy+yf^=^^
l'équation de condition devient
(1) (px-\-(py = \pr.
En diflFérentiant cette équation par rapport à x et à y, on aura, en faisant usage de la notation de Lagrange,
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/ f àr ^ , , dr
^x = tpr^ et tpy = xpT-^.
De ces équations on tire, en éliminant la fonction xp'r^
f dr , dr
Or l'expression de r donne
(2) ^^=fy-^yf'x et ^^-^/xJ^x/'y
donc en substituant,
(3) ' ip'yWy-^yf'x) = <p'x{fx + xf'y),
En donnant maintenant à la quantité variable y la valeur particulière zéro, ce qui est permis parce que x et y sont des quantités indépendantes entre elles, et en faisant pour abréger
réquation (3) prendra la forme
aa — (p'x {fx -[- a'ic) = 0,
d'où l'on tire, en écrivant y au lieu de x,
aa — (p'y{fy-\-a'y) = 0.
Ces deux équations donnent
/ A\ , aa , aa
(4) œ x = 7 — j — ~ et (p y = -. — ■ — r \
donc en intégrant,
(5) (px = aa 1 ^ — ^-j~'
De cette manière la fonction (px est détemiinée par fx. Il s'agit donc de trouver la fonction fx. En substituant dans l'équation (3) les expressions (4) des fonctions ip^x et (p'y^ et réduisant, on trouvera
(6) {fx + « 'x) (^y + yf'x) ={fy-\-a 'y) {fx + xf'y) d'où l'on tire, en développant,
(7) /« -fy + <^'xfy + y/a; -f'^ + a'xyfx
—f«-fy — f^'yfx — xfy -fy — «'^y/'y = o,
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(8) x{a'fy-fy.f'y-a'yf'y)-y{a'fx-fx.f'x-a'xf'x) = 0,
OU en divisant par xy
(9) j {<^'fy -fyJ'y - <^'yf'y) - ~~ («7* -f^J'x - a'xfx) = o.
Les quantités x et y étant indépendantes entre elles, cette équation ne peut avoir lieu à moins qu'on n'ait
— {^'fy—fy'f'y — ^'yf'y)=:„ {ccyx— fx./x — a'xfx) = con^t
Soit donc
(10) -^ (« 'fx - fx .f'x - a 'x/'x) = m ;
on aiwa ,
(11) f'x {fx -\-a'x)-\- {mx — a 'fx) = 0.
Par cette équation la fonction fx est déterminée. On peut l'intégrer en faisant
fx = XZ]
car alors on a
f'x .dx = zdx-^x dZj
d'où l'on tire en substituant,
{zdx-\-x dz) (xz -^a'x)-\- {mx — a 'xz) dx = Oj
ce qui donne, en divisant par a:,
{zdx-\-x dz) {z-[-a')-\-(m — a'z)dx = Oj
ou
[z{z-\-a')-\-m — a'z]dx-\-xdz{z-\-a')=:Oj
ou bien
{z^ -{'7n)dx-^xdz{z-^a') = 0^
ou en divisant par x(z*-\-m)^
dx dz(z-\-a')
donc en intégrant,
dz
/dx C zdz f Ç
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Soit m = — n*, on aura
/dx , C zdz , , f u, 9\ C dz 1 , z — n
-- = log X, j ^_^^, = ^ log{z -n),j .,_^^, = ^^-^ log — --^- ,
donc en substituant et en ajoutant une constante c,
loge — log ;r = -J-log(3* — n*) + g- log ^~^,
ou
log ; -log (.»-«.'')' (;:p;;"
d'où
fx
Mais on avait fx^=.xz\ donc 2j^=- -- ? et par suite en substituant,
C [(/^)^ — w*ar*] » / fx — w.r \ sn
X X \fx-\-nx] 1
OU bien
c = {fx — Tzx) * '*" (/x + nxy *"
ou en élevant à la 2w**'"' puissance,
(12) c'" = (/ic — 7^x)'*+"' (/;c 4- 7^^)- «';
a; = 0 donne c = a, à cause de f{0) = a.
Voilà réquation de laquelle dépend la fonction fx. Elle n'est pas en général résoluble, parce que n et a sont deux quantités indéterminées, qui peuvent même être imaginaires. L'équation (12) contient la fonne la plus générale de la fonction fx^ et on peut démontrer qu'elle satisfait à l'équation de condition donnée dans toute sa généralité. En effet la fonction fx satisfait à l'équation (11), et on voit par la forme de l'équation (9) qu'elle satisfait aussi à cette équation. Or l'équation (6) est l'équation (9) sous une forme différente. Donc la fonction fx satisfait aussi à l'équation (6).
De l'équation ((5) on tire l'équation (3) en faisant (p^x=^ j~~y~'' ^^ Téqua-
r X I ce X
tion (3) donne, en faisant xfy-\-yfx:=ir^
, dr , dr
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En intégrant cette équation différentielle partielle par les règles connues, on
trouvera »
r = F{(px-['(piJ), d'où
ipx -{- ipij = ipr , ou bien
</)x + y?/ = ipi(xfy -\-yfx),
ce (jui est l'équation de condition doiuiée.
11 reste encore à trouver la fonction ip. A cet effet soit //i^O, on aura, en remarquant que f{0) = aj
(px = xpiax) — 9^(0),
ou, en mettant au lieu de a:,
ipx=ipy^^^ip{oy
On trouve donc, en résumant, que les formes les plus générales des fonctions satisfaisant à Véquation de condition
(px-{-(py=ip{xfy-}-yfx) sont les suivantes:
(px = aa I y- — -
et
ipx = ip{0)-^ipil] = aa j--^^ v + ^^W,
où fx dépend de l'équation
««» = {fx — 7i;c)"+"' {fx 4- nxy-'''.
Soit par exemple
on aura
a=fx — ^x',
donc
fx = a -f |x,
et par suite
/dr
ipx::z=z(p{0)-\~(p{ — \ = 2îc-\-aa loga -|-aa log a-j--
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i^x = 2fc -[- aa log (a* -j-x).
L'équation de condition devient donc
k -|- aa log {a-\-'x)-^k-\-aa log {a-^y)
= 2fc-|-aalog[a* + a:(« + |î^)+y(a-f-|a:)];
ce qui a effectivement lieu, car les deux membres de cette équation se réduisent à
2k -\-aa log (a* -^ax-\-ay-^ xy).
La fonction ç)x est trouvée ci-dessus sous forme d'intégrale. On peut aussi trouver une forme finie pour cette fonction par des logarithmes, en supposant la fonction fx connue. Soit
fx-\-'nx^=zv et fx — nx = t^ réquation (12) donne
donc d'où
Or fx=:^{v-\-t) et nx==:^(v — 0, donc
et
^^ ^ in ' a' — n
d'où l'on tire en différentiant
2n —an
On trouve de même
2tt it'—n
OU bien
donc
SUR LES FONCTIONS QUI SATISFONT A L'ÉQUATION ^^ -\- (fi/ = IpQc/i/ -\- yf^)- 395
dx dv
fa; -\- a'x (w + a')t?
ce qui donne en intégrant,
dx 1
jx-\- ax n -{- « aa
où c est une constante arbitraire. En mettant donc pour v sa valeur fx-\-nx^ on aura
(13) ifx -^,\og{cmc^cfx).
Dans les deux cas a --~^yo^ et /^--^0, la fonction fx prend une valeur particulière. Pour la trouver, il faut recourir à Tëquation différentielle (11).
Soit d'abord w = 0, Téquation (11) donne, à cause de m=^ — w*,
f'x {fx -f - a'x) — ajx = 0.
Soit
fx -= zx^
on trouvera
dx dz{z-\-a') dz a'dz
et en intégrant
log c' -\- log X =^ — log z-\ 5 ou log {c'xz) - - — j
fx ou, puisque z :^- - — »
aar
log (c'/a;) = -^ , ou a'x=fx.\og{c'fx).
Pour a: = 0, on a O = alofi:c'«, donc c'« = l et c' = --? donc (14) ■ «'a:=/x.log(^^),
OÙ
Cette équation détermine donc la fonction fx dans le cas où w = 0. L'équation (13) donne dans ce cas
9^=^ log (cfx) = -^" log (ca) + -^ log [ ^ j ;
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en vertu de (14) on a
a a 1 , aa.r
aa
donc
(15) ipx= ^^: locrr«4-"";^.
De plus
(16) i/,r = y(0)+(/)|^-j = ^J"locrr«-l-
L'é([uation de condition devient donc c'est-à-dire qu'on aura
Pour examiner cette équation, nous mettrons au lieu de x et de y leui-s valeurs -V log' " et - , log tirées de l'équation (14), ce qui donne
(1«) «/j ■ ,„• " \=flhf^ = ^fr,
en faisant pour abréger
Il s'ensuit
2 log a + log • J = log {fx .fy).
Ti* ai*
Or en vertu de l'équation (14) on a log- = > ? donc en substituant,
(20) 21og« + «^ = log(/x./y).
. f /r. log (•'■'-/'') Mais puisque fr ■=■ — '-— (18), on a en vertu de (19) \ — - = »',
donc ^— = log --—-^ ? et par conséquent : 2 log a -j~ log ---^ ^^^^S{f^'fy)'i ^^ ^^^ ^ effectivement lieu connue on le voit aisément.
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Soît ensuito a' = 00. En mettant dans ce cas l'équation (11) sous la fonne
il est clair qu'on doit avoir xf^x — fx=^0^ lorsque m est fini. Il faut
donc que
f'œ.dx dx »
• -^ — = — ) ou fx^=^cx.
fx X '^
Si on a Soit
on aui'a ou donc
iri =z — 2>^
xf'x — px — fx = 0 .
fx = xz^ '
X {x dz -|- z dx) — {2)X -[- xz) dx = 0,
xdz =^pdx'^
Z=J} log rx=:^ 7
et par suite
fx =: J7X log ex.
Pour trouver (px^ on substituera la valeur de la fonction fx dans l'équation (3); on aura, à cause de f'x=z2)\og cx-\-p^
ip'tj {py log cy -\-yp log ex -\-py) — tp'x ( px log ex -f xp log ey -{-px) = 0;
donc, en divisant par p{\ogc^xy -^V)^
y if' y — X if'x = 0 ,
donc
^ /: dx
xif/x=^h et d(fx=^ - 5
d'oh
(px = h l()o- mx.
L'équation de condition donnée deviendra donc
h log mx-\-h log my = xjf {xpy log cy -j- ypx log ex) ,
ou
k \ogm}xy=^x^f{pxy \oge^xy)^
ou, en faisant pxy]oge^xy = r et xy = v^
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xpr = k\ogm^v.
Par le iiiênie procédé, qui a donné ci-dessus les fonctions qui satisfont à Téquatîon
on peut trouver les fonctions inconnues dans toute autre équation à deux quantités variables. En effet, on peut, par des différentiations successives par rapport aux deux quantités variables, trouver autant d'équations qu'il est nécessaire pour éliminer des fonctions quelconques, de sorte qu'on parviendra à une équation qui ne contient qu'une seule de ces fonctions, et qui sera en général une équation diflFérentielle d'un cei'tain ordre. On peut donc en général trouver chacune de ces fonctions par une seule équation. Il s'ensuit qu'une telle équation n'est que très rarement possible. Car, comme la fonne d'une fonction quelconque contenue dans l'équation de condition donnée, en vertu de l'équation même, doit être indépendante des formes des autres fonctions, il est évident qu'en général on ne peut considérer aucune de ces fonctions comme donnée. Ainsi par exemple l'équation ci-dessus ne pourrait plus être satisfaite, si la fonction fx avait eu une forme différente de celle qu'on vient de trouver.
xYin.
NOTE SUR UN MEMOIRE DE M. L. OLIVIER, AYANT POUR TITRE "REMAR- QUES SUR LES SÉRIES INFINIES ET LEUR CONVERGENCE."
Journal flir die reine nnd angewandte Mathematik, heransgegebcu von CreUe, Bd. 3, Berlin 1828.
On trouve p. 34 de ce mémoire le théorème suivant pour reconnaître si une série est convergente ou divergente:
"Si l'on trouve que dans une série infinie le produit du /^***"* terme, ou "du n^"** des groupes de termes qui conservent le même signe, par w, est "zéro pour n = oo, on peut regarder cette seule circonstance comme une "marque, que la série est convergente; et réciproquement, la série ne peut "pas être convergente si le produit n.a„ n'est pas nul pour n=:oo."
La dernière partie de ce théorème est très juste, mais la première ne semble pas l'être. Par exemple la série
I ^ \f\cr A I A. \r\re Al 'm Irkrr <n I
2 log 2 ' 3 log 3 ' 4 log 4 ' ' w log n
est divergente, quoique na^=. - soit zéro pour n=:oo. En effet les
logarithmes hyperboliques, dont il est question, sont toujours moindres que leurs nombres moins 1, c'est-à-dire, qu'on a toujours log{l-\-x) <x. Si a; > 1 cela est évident. Si x < 1 on a
log{l + x) = x-x'{i-ix)-x'{i-ix)-
donc aussi dans ce dernier cas log(l-]-x) < x, puisque -J- — -J-x, ^ — -^x . . . sont tous positifs. En faisant x = — ? cela donne
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OU
donc
log 1 -f~ ~ < " 011 hii^n log
log ( 1 -h «) < -J + l"g « = ( 1 + «log « ) '^^' « ?
log log (1 -\~ n) < log log M -|- log j 1 -f- --J-- -
Mais puisque log (1 -j-x) < x, ou a log 1 -|- . ] < -.-- > doue, eu vertu de l'expressiou précédente,
log log (1 + n) < log log n ■\- -^ -^ •
En faisant successivenieut »i = 2 , 3 , 4 , . . . , on trouve
log log 3 < log log 2 -|- ^ j— 2 ,
log log 4 < log log 3 + y ^^^^ jj ,
log log 5 < log log 4 + j-j— ^ ,
log log (1 -\-n) < log log « -|- ^^j^^^^^ ,
donc, en pi'enant la sonuue,
loglog(l+«)<loglog2 + ^jJg2 + 343 + 41og4+ • * ' +ubg«- Mais log log (1 -|-w)=:tx; pouF w = cxj , doiic la soinnie de la série proposée
«r — .^ -hôï -.» 4-^rT -v H- • • • H i U . . . est infiniment grande, et par
2 log 2 ' 3 log 3 ' 4 log 4 ' ' w log n ' ^ ' ^
conséquent cette série est divergente. Le théorème énoncé dans l'endroit cité est donc en défaut dans ce cas.
En général on peut démontrer qu'il est impossible de trouver une fonction ç)7^ telle qu'une série quelconque a^-\- a^-\- a^-\- a^-\~ • • • -f-a^-j- • • •? dont nous supposons tous les termes positifs, soit convergente si (pn,a^ est zéro pour n = ^'^ et divergente dans le cas contraire. C'est ce qu'on peut faire voir à l'aide du théorème suivant:
Si la série «o "f" ^i "f- ^s H~ ' ' ' ~l™ ^n 4" • ' • ^s* divergente, la suivante
NOTE SUR UN MEMOIRE DE M. OLIVIER
le sera aussi.
En effet, eu remarquant que les quantités «o ? ^i ? ^b ? • • • sont positives, on a en vertu du théorème log (1 -[-a;) < a:, démontré ci-dessus,
c'est-à-dire
donc, en faisant successivement n=: 1, 2, 3, . . .,
log («0 + «i) — log ao < -'- .
log («0 + (h + «») — log («0 + «i) < - _L- ' l^^î? (^0 + «1 + «i5 + «3) — log («0 + «1 + «2) <
i^gK + «iH h^O — i^gK+«iH +«n-i)<
et en prenant la somme,
iog(ac+«,+ • • • +«-)-i«g«o <-";-+ -5- + • • • +-,^_^,^^":..^^_^-
Mais si la série «o H" ^1 "j~ ^2 -f- • • • -f" ^n "h ' * * ^^* divergente, sa somme est infinie, et le logarithme de cette somme Test également; donc la somme
de la série — --] ~- h • * • H r r- — . U . . . est aussi înfini-
ment grande, et cette série est par conséquent divergente, si la série ao~|"^i ~|~ ^2 4" " • • "f" ^n ~t~ • • • l'est. Cela posé, supposons que (pn soit une fonction de /z, telle que la série nfo -j- ^1 -j- ^^ss -}" * ' ' "I" ^n "f" • • • soit convergente ou divergente selon que cpn.a^^ est zéro ou non pour n=^oo. Alors la série
y(l) ^ y (2) ' 9>(3) ^ y (4j ^ ^ ipn ^
sera divergente, et la série
SOLUTION D'UN PROBLEME GENERAL CONCERNANT LA TRANSFORMATION
Astronomisehe Nachrichten, herausgefçeben von Schumacher, Bd. 6, Nr. 138. Altona 1828.
Dans le n® 127 de ce journal M. Jacohi démontre un théorème très élégant relatif à la transformation des fonctions elliptiques. Ce théorème est un cas particulier d'un autre plus général, auquel je suis parvenu depuis longtemps sans connaître le mémoire de M. Jacohi. On en trouve la démonstration dans un mémoire inséré dans le journal de M. Creïle^ et qui a pour titre "Kecherches sur les fonctions elliptiques." Mais on peut envisager cette théorie soils un p)int de vue beaucoup plus général, en se proposant comme un problème d'analyse indéterminée de trouver toutes les transformations possibles d'une fonction elliptique qui peuvent s'effectuer d'une certaine manière. Je suis parvenu à résoudre complètement un grand nombre de problèmes de cette espèce. Parmi eux est le suivant, qui est d'une grande importance dans la théorie des fonctions elliptiques:
"Trouver tous les cas possibles dans lesquels on pourra satisfaire à l'é-
"quation différentielle:
"en mettant pour y une fonction algébrique de x, rationnelle ou irra- "tionnelle."
Ce problème, vu la généralité de la fonction y, paraît au premier
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xljx=^2h-\'aa log(a*-}-a:).
L'équation de condition devient donc k-\-aa log {a-\'X)-\-k-\-aa log {a-\-y)
ce qui a effectivement lieu, car les deux membres de cette équation se réduisent à
2fc -\- aa log (a* -\- ax -\- ay -\- xy).
La fonction (px est trouvée ci-dessus sous forme d'intégrale. On peut aussi trouver une forme finie pour cette fonction par des logarithmes, en supposant la fonction fx connue. Soit
fx-\-nx=zv et fx — nx=^t^ réquation (12) donne
donc d'où
Or fx = ^(v-^t) et nx=z:^(v — t)^ donc
(an a — n \
et
^ ^ in - a' — n
d'où l'on tire en différentiant
ïn — 2n
On trouve de même ou bien
dx = ! } — K-"^r- . a"^"' î;"'+» ! tZt».
/a: + a'x = (« + «') J 2- " 2;:(^+-;ij «"^'" « """ j ^ ? donc
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dx dv
fx -|- ct'x (w -j- a') V
ce qui donne en intégrant,
dx
1 , (px
fx -f- «'^ w 4" «' «a
OÙ c est une constante arbitraire. En mettant donc pour v sa valeur /x-j-rix, on aura
(13) ifx -- ^-^"^^^ log {pix + c/ir) .
Dans les deux cas a'zr^cx)^ et 9Î—-0, la fonction /x prend une valeur particulière. Pour la trouver, il faut recourir à l'équation différentielle (11).
Soit d'abord n — :0, Téquation (11) donne, à cause de m^^= — n*,
fx {fx + a'x) — a'fx -- 0.
Soit
fx — zx^
on trouvera
dx dz{z-\-a!) dz a^dz
log c^ -4- log x^^=^ — log z-\ — 7 ou log {c'xz) =^- — ?
fx ou, puisque 2 —
\og{c'fx) = j^, ou a'x=fxAog{c'fx).
Pour X = 0, on a 0 = a log c'a, donc c'a = 1 et c' = - ? donc
(14) a'x=^fx.\Qg
où
or
Cette équation détermine donc la fonction fx dans le cas où « = 0. L'équation (13) donne dans ce cas
ç,a; = J^ log (c/a;) = ^ log (ca) + ^ log [ ^ j ;
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en vertu de (14) on a
aa 1 , aax
donc
(15) ipx = ^: log ca + ""^ .
De plus
(16) V/x = 9(0) -fr/) ( *^- j = ^^'!" loo- ca + -y^ c •
L'équation de condition devient donc
c'est-à-dire qu'on aura
Pour examiner cette équation, nous mettrons au lieu de ic et de y leurs valeurs - -,- log' " et --^- log ■ tirées de l'éciuation (14), ce qui donne
(18) «/j- ■ „„, " \=fy.fx = afr, en faisant pour abréger
Il s'ensuit
2 log « 4- log ^ = log {fx ./y).
Or en vertu de l'équation (14) on a log = — = -,^, donc en substituant, (20) 21og« + ^ = log(/a:./2/).
Mais puisque fr = —-^^ (18), on a en vertu de (19) L-"!- i == r,
donc y- = log ' ' ';^ ? et par conséquent : 2 log « -[- log | ---^^ j ^^^^Sif^'fy)^ ^^ V^^ ^ effectivement lieu comme on le voit aisément.
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Soit eiKsiiitc a' =.00. ICn mettant dans ce cas l'éqnjition (11) sous la fonne
il est clair qu'on doit avoir xf'x — yx = 0, lorsque m est fini. Il faut
donc que
f'x.dx dx r,
- > — = — j ou fx=zcx.
. fx X "^
Si
on a Soit
on aura ou donc
VI = — j>a'
xf'x — j)x — fx=^0.
fx = xz^ ' x(xdz-\-zdx) — [px-\-xz)dx=zO^
X dz = p dx ;
Z=J) l()0- rx=: j
et par suite
fx =px log ex.
Pour trouver (px^ on substituera la valeur de la fonction fx dans l'équation (3); on aura, à cause de f^x=z2)\ogcx-\-p^
V!/{ Py ^^S ^y ~h yP ^^S ^•^^ ~h-Py) — V'^' {^px\ogcx-\- xp loo- cy -\-px) = O ; donc, en divisant par p{^ogc^xy -\-l)^
donc
^ kdx
x(p'x = h et d(px=^ ' ?
d'oîi
(fX=:lc log mx.
L'équation de condition donnée deviendra donc
Je log mx -\- h log my = i// {xpy log cy -[- ypx log- ex) ,
ou
k \ogm^xy = y^{pxy log ('^xy)j
ou, en faisant pxy ]og e^ xy =^ r et xy = v^
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de x™ dans p — çy, il est donc de la fomie f-^gy^ oh f ot g sont dès constantes. On aura par conséquent
De là on déduira une expression de y en d, en attribuant à x une valeur particulière, ou bien en comparant les coefficiens d'une même puissance de X dans les deux membres. Une telle expression de y contiendra ti-ois quantités constantes inconnues, et le problème se réduit maintenant à trouver tous les cas dans lesquels ces trois quantité^s poun'ont être déterminées de telle sorte que l'équation proposée soit satisfaite. Or nous allons voir tout-à-l'heure que cela sera toujours possible, quelles que soient les quantités a^, «g, ... «y, en déterminant convenablement deux des quantités a, <3^, c^. Mais avant de considérer le cas général nous allons conunencer par celui où ^ et 2 sont du premier degré, car un théorème qui en résulte nous sera utile pour parvenir à la solution du problème général.
Soit donc
on en tire
*^ g' + gx - ^^ 9 +9-<!
Par là l'équation (1) deviendra, en substituant,
.fg'—f'g dx
w^w-in j/(i.^i:;>..) (i.,^.;.)(i.;t;;/,) (1.;=^:.)
dx
On trouve aisément que cette fomiule ne peut être satisfaite que de Tune des manières suivantes:
(10) y=ax, cî=^' ^' = >'
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1 — x'^ec 1 V^— VT
\-\-xieG ^* ic + Ve
Ou peut prendre les quantités c, e, ^ô, ye avec le signe qu'on voudra.
Cela posé, reprenons l'équation (9). En désignant par /' et (/' les coefficiens de ic"*~^ dans p et ç, on aura
d'où l'on tire, en faisant pour abréger
(13) ^ô = xe-^X{d + a,)^X{e-{^a^)-\ +A(é> + «_,),
équation qui pourra servir à détenniner la fonction y, excepté dans le cas où (fO se réduit à une quantité constante.
Selon l'hypothèse, y doit être une fonction rationnelle de ic, donc la fonction (pO doit l'être de même. Il faut donc examiner d'abord dans quels cas cela pourra avoir lieu.
Soit i,(d-\-'a) une quelconque des quantités A(d-[-ai), k{d-\-a^)^ . . ., il suit de ce qui précède que X{6-\-ka) sera de même égale à l'une d'entre elles. Or soit X{0 -\-na)=^XO^ ce qui a toujours lieu en déterminant convenablement le nombre entier ti, on aura, en mettant 6 — a au lieu de d, l\0-\-{n — l)a\=iX{0 — a); donc liO — a) sera encore contenue parmi les quantités dont il s'agit. Il suit de là que si X(6 — a^ est diflérente de >L(d-}-«J, la quantité X{d — a^ sera égale à l'une des quantités X{6-\-a^ ^(^-[-«3), . . .. Cherchons donc d'abord les valeurs de a qui donneront X{d — a)=il{d-\-a)\ c'est-à-dire A(d -j- 2 a) = XO. D'après l'équation (7) on aura
où m -[- m' est un nombre pair. En donnant à tti et m' à partir de zéro toutes les valeurs entières telles que m-\-7a soit pair, X{6-\-a) prendra les valeurs suivantes:
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xe
, x(<? + c«), x{e^co), ^jé>+-^-+|:),.A(é>4-^^+f)
X{6 -\-it)-\-io)^ etc.,
iiiaLs, d'après le théorème II, il est clair que les seules de ces valeurs qui soient dift(érentes entre elles sont celles-ci
donc, puisque X{6-\-a) doit être différent de Àd, X{6-\-a) ne pourra avoir que Tune de ces tn)is valeurs
En exceptant ces quantités, il répond donc toujours à X{d-\-a) un autre tenne X[d — a). De là il suit qu'on pourra écrire l'expression de (pO comme il suit:
(15) yd = A<? + fc.Â(<? + «,) + fc'a(<? + f + |-) + fc".A(ô + Ç + i^'
OÙ fc, k\ h" sont égaux à zéro ou à l'unité.
Pour avoir maintenant l'expression de (pO en x, il faut recourir à la
formule (3). En y faisant d'abord d' = -g-j on aura Ad'=z — , donc ^{6*) = 0, et par conséquent
2/ -^ c 1 — eU»«' or JO = y{l — eV) (1 — c*x% donc
On aura de la même manière, en faisant d' = - ,
La première formule donne
(16) W<?_-) = _Wô+-
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donc, eu mettant ^-^-ô" *^^^ ^^^^ ^^ ^î
En multipliant xlO — a- par ^l- ^ "h -|- '
ou aura
ec
d'oïl Ton tire, en mettant d-j--^- et O-}--^- au lieu de d,
ec X
ec
xe
2 / ee X{B-\~io) ec x
La fonuule (3) donne encore, en faisant 6' = aj
On voit par là que Texpreasion de (pd - sera toujours une fonction rationnelle de Xj savoir
(21) y»=(i_t). + *_i..l + ;ïj-A-^„
en employant pour abréger le signe^ de sommation -2*.
Cela posé, il faut considérer plusieurs Ciis, selon les valeurs différentes de Jcj fc', k'\
Premier cas. Si k:=k' =.k^ :=0.
Si les trois quantités fc, k\ Jc\ sont égales à zéro, l'expression de (pO deviendra
(22) (pe — l0-{'X{0-\-a,)^X{0 — a,)-{-i.{0-\-a,)-{-X{0 — a,)^
.+^(<^ + ««) + ^(«-«») et
(23) <pe = xi-2x2Y^,%-^,.
Donc lîi première condition, que y soit i-ationnelle en a;, est remplie. Il faut
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maintenant substituer son expression dans l'équation projK)sée et voir si elle pourra être satisfaite.
On tire d'abord de l'équation (14)
Cela posé, désignons par rT, d\ €, «' des valeurs de 0 qui répondent
respectivement à 2/ = -| ? y=^ » y = H ' V^^^ ' ^^ ^^^*
avoir
En vertu de ces équations les valeurs de 1 — Cjy, l-|-c^y, 1 — e,?/, l-}-e,y deviendront, en faisant pour abréger
(25) g'-^gcpe = r:
(26) ( r \ fil
En substituant dans 1 — ^- l'expression de (pO en x, on obtiendra un résultat de la forme
q^e l ^ AtO! + Ajo;' -\ h ^an+i^*''+^
q>ô ~ (l — e^cn^a^,v^)(i—e^cn^a^.x^) • • . (1 — e^ c^^ 0^0;^)
En faisant d = â le second membre s'évanouira, mais il est clair par ce qui précède que (p{d) ne change pas de valeur si Ton met au lieu de 0 Tune quelconque des quantités d ± «i , ^ ± «^ . . . ^ ± «„ . Donc le numérateur du second membre doit s'évanouir toutes les fois que x a Tune des valeurs AJ, ^((^±«1), X{â±a^)y . . . X{â±a„). Donc, puisque le nombre de
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ces valeurs, en général toutes différentes entre elles, est 2 n -|- 1 , il s'ensuit que
...11—...": .]fi— ■''
donc en substituant et faisant pour abréger,
il viendra
formule qui a lieu pour des valeurs quelconques de â et 0.
A l'aide de cette formule il sera facile de trouver les cas dans lesquels on pourra satisfaire à l'équation proposée. On peut écrire cette équation comme il suit:
(29) V(l-cïy*)(l-eV) = I -I- Vâ^ VKÏ^ITV) ,
ce qui nous fait voir que l'une des quatre fonctions lic^y, 1 + e^y doit s'évanouir en attribuant à x une des quatre valeurs ± — 7 ± — ? c'est-à-dire
à 0 une des valeurs ±-^j ±-^'
Supposons d'abord 1 — Ci y = 0 pour 0= ^^ l^c^y^O pour 0 = — -^j 1 — e^y = 0 pour 0 = -^, l-^e^y = 0 pour d = s-' on pourra
prendre J = -^5 (î' = s-' « = -9-' «' = 9-' En substituant ces va-
leurs dans les équations (24) et remarquant que q) (p\—-^]=~(p\^-], on en tire
CO \ lu)
On satirfaît à ces équations en prenant
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(30) ff=f' = 0, -{,=Ît. «1= 7~n' ^ = -^'
oh k est arbitraire.
La valeur de y deviendra
(31) y = Tf^
et l'on aura ensuite
^(î) "^ Ht)
w . ct;
Cela posé, faisons dans la formule (28) â = ±^ y ±-,z j on obtiendra
1 — .-^^^wi ■'^
or aK^- zrz: -j et d'après la fonnule (16) on aura A -^ -J-a == A - — a\ donc
H-î) ' * Kt-«-)' ' Ht—.)
On aura des expressions analogues pour 1 -| ^—^ 5 1 ± —j—^r en faisant
En faisant donc pour abréger
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on- trouvera
(35) l-clf = {l-c*x*)-^\-, l-ely' = {l-e*x')Ç,
et de là
(36) y(ï-z:7îFjXr="ef7) = ± |; |/("r:-Vx*)(i-«V).
Maixiteuant les deux équations (35) nous montrent que if^-r- est une fonc-
tion entière de ic, qui est divisible par les deux fonctions entières t et ^'; donc, puisque ces fonctions n'ont point de diviseur commun, il en résulte
que (f^-i-, ^^^^^ divisible par leur produit; mais le degré de la fonction p*-^- est précisément le même que celui de la fonction tt'^ savoir an. Donc
l'expression se réduit à une constante. En la désignant par a, on
aura donc
(37) dy=^a—^dx^
et par suite l'équation (36) donnera
c'est-à-dire l'équation proposée.
Pour détenniner le coefficient a faisons dans (37) x infini, on obtiendra, d'après les valeurs des fonctions p, f, t\
dx
(^-e^cy-,l^a,.,.l^a,.X'{^^--a,).,.X^{^''--a,^^
mais d'après la fonnule (18) on a '^^[-^ « .il* -| a\ = -^-^j
donc
dy a 1
^^^^ dx ~ X^a^ . X^a^ . . . X^a^ ' (e^c^y '
or, en différentiant l'équation
(40) y=l-cp0 = ^(x^2x^ T^tM^^ )
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et en faisant ensuite x = -rr^i on aura -,- = ~ç • En égalant cette valeur à la précédente on en tire
(41) a = {e^cy^i.^a,.l^a^ . . . X*a^.
On poun'a donner à l'expression de y une autre forme plus simple à quelques égards. En nuiltipliant les deux membres de Téquation (28) par (pâ et faisant ensuite â = Oj il viendra
oh A est une quantité constante. En attribuant à a: la valeur J^, après avoir divisé par x, on trouvera
(42) A = (e*c*)" .X^a,.X^a^. . . X'a^ = ak. L'expression de y deviendra donc
Il y a encore une autre manière d'exprimer y qui est très simple. En faisant dans (28) a; = ^, après avoir divisé les deux membres par a;, on trouvera
(c*c*)»A*«j.À*a, . . . A*a„.À<J.A(a,4-(J)A(aj — J) . . . A(o„-|- J)i(a, — J) = Aj_j_^(^_|_«,)4_X((J_«^)_| ^^(^_^.„,)_|_i(^_„,),
formule qui a lieu pour une valeur quelconque de d.
En mettant donc 6 au lieu de (J et multipliant par -,-> on aura y exprimé comme il suit:
(45) y = X W" h.Xd.X{a^-\-0). X{a, — 6)... X{a^ -\-e).X{a^ — 0),
où Ton a fait pour abréger
(46) h=zX^a^,X^a^.X^a^ . . . X^a^.
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En faisant 0==-\-~^j 0 = -^-—-, les valeurs correspondantes de y semnt — et — ? donc:
9n ^ïn— 1
aA.X
co
Si donc les quantités c^^ e^^ a^ y ont les valeurs exprimées par les équations (41), (43), (45), (47), l'équation (1) sera satisfaite en détenninant convenablement le signe du second membre. Il faut remarquer que ce signe n'est pas le même pour toutes les valeurs de x\ mais il sera toujours le même pour des valeurs de x comprises entre certaines limites. On doit prendre le signe -j- si x est très petit; et alors on doit conserver le même signe jusqu'à une certaine limite. Dans tous les cas le signe qu'il faut prendre se détermine par l'équation (36).
Le théorème de M. Jaeohi est contenu comme cas particulier dans ce qui précède. En effet on l'obtiendra en faisant a^ = ^ . > c = 1 , Ci = 1 .
Alors on trouvera «9 = 7^ — r-ï-' «s = ii — ^t-â'»
in
CO
_ 2nio "'2n+l '
\2n+l' / \2n+l / \2«+l' / \2rt+l /
L \^2n + l 2/ V^n+l 2/ \2«+l ijj
dy
ili-y*){l-e\y*)
dx
^ = ±ade.
Il faut prendre le signe supérieur si x est compris entre les limites
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i./4m+lw\ ^ ,-/4?n + 3a;\ ^, . •/»/•
I ^ o _u 1 "ô~ ®* "F ''' ci. i_ 1 -o- ®t 1® Signe iiiiéneur si x est compris
entre les Innites A L ^ — , - . « ^t A ^ — ,~ir -^
En faisant dans notre fonnule générale «1 = — ^y \~\ — ' ^^ 7/i -|r- 7/i' est
un nombre pair et où les trois nombres w, 7»', 2n-\-l ne sont pas divisibles par un même facteur^ on aura une fonnule plus générale que celle de M. Jacobij savoir celle que j'ai démontrée dans les ^Recherches sur les fonc-
tions elliptiques." On aura dans ce cas, en faisant a = — c^—-,—^ — ? «• = a,
a^=:2aj «3 = 3a, . . . a„=:7za, ce qui suffit pour déterminer les quantités Cl, e^, a et y.
Dans ce qui précède nous avons démontré qu'on aura une valeur convenable de la fonction y, en prenant, dans l'expression générale de cette
fonction i/=z'- • ' f—j f =g = 0. On peut aisément trouver toutes les
autres solutions possibles à l'aide des formules (10), (11), (12). Soit
et désignons par c^, e^, les valeurs correspondantes de c^ et e^^ on doit avoir
mais en faisant y=.-(pd, le second membre sera, d'après ce qui précède, éffal à +—^ - ; -r=--z^^:; - ■— r- , donc on doit avoir
V(i-«|s'î)(i-«|yî) '^ V(i — cîy=')(i— efi^*)
où /
D'après les équations (10), (11), (12) on satisfait de la manière la plus générale à ces équations en prenant
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Ces trois formules, en y faisant ?/ = t- ç)d , contiendront donc toutes
les manières possibles de satisfaire à Téquation (50).
On peut sans nuire à la généralité faire fc=l. La première de ces
formules est la même que celle qui résulte de y=z-j~(pO, La seconde en
résulte en mettant . au lieu de y. Les modules restent par cette
substitution les mêmes. La troisième est en général différente des deux premières.
Deuxième cas. Si k est égal à zérOy et Vurie des quantités k!^ h" égale à Vunilé.
Si, k étant égal à zéro, l'une des quantités fc', k" est égale à l'unité, il faut nécessairement que l'autre soit égale à zéro. En effet si Ton avait
fc' = fc" = 1 , les racines l\0-\ — "X — h ^ ^ H ^ — donneraient celle-ci
i.\0 -\ -^-^— — — ^— ] = ^{0-\-'^^)^ donc k ne serait pas égal à zéro
comme nous l'avons supposé. Désignons donc par /î Tune des quantités — o — ' — ô — ' l expression de (p0 deviendra
(53) (pO = X0 -^ l{e -^ /3) -\- i.{e -\- a;) -\- X{e — a^) -\
+ À(<? + a„) + ^(<? — «„), ou, en rexpriniaut en fonction de «,
Soit 'comme dans le premier cas 1 — e^y==0 --ponr x = — ■, on aura
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(55) i_.j,3^/l^C[i__(_|«_yj.
Maintenant, de la même manière qu'on a démontré précédemment la formule (28), on établira la suivante:
•'■11 — -.^. ri— ""
oîi l'on a fait pour abréger:
(57) (f = ±ecx{l— e'cn'a^ •«*)(! — e*c*X*a^ . a;») ... (1 — e'c'Ji'a, . x*).
En faisant (y = ±-^> on aura les valeurs de 1-1 7— r et 1 T-r» Qiû
multipliées entre elles donneront celle de 1 — | , , | • Cette valeur substituée dans l'expression de 1 — cly^ (55) donnera
et par conséquent, si Ion fait
on aura
(59) f 1 - cïi/"» = ■^''C-- < f (1 - «'«=')(! - «'^Ô- Cette valeur, mise dans l'équation (29), donne
(60) yï^eW = -Zkl- - ^ -? .
On voit donc que |^1 — e\y^ doit être une fonction rationnelle de x.
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Il n'est pas difficile de démontrer qu'on satisfera à cette condition, en supposant que 1 — ely^ s'évanouit pour x=^±ki- t,— ; on aura alors
Les équations (24) donneront dans ce cas
/' = f *lf =1*, 2
auxquelles on satisfera en prenant
De là il résulte:
(62) c^=k.ip\^l-y «.=fc.9>(-7--)
1 , ec
Connaissant ainsi une solution de l'équation proposée, on aura toutes les autres à l'aide des formules (10), (H), (12). Le cas le plus simple CvSt
celui où n = 0. Alors on aura, en faisant c^ = c = 1 , (3= -^ "f" "o" '
2Ve
y(l-y»)(l-«ît/») ^ ^ V(l—«=')(i -«"*•*)
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Troisième cas. Si kzzl.
Dans ce cas Texpression (15) de (p0 deviendra, (^d = AÔ-f.A(d + ai)+A(é? + «J + A(ô-«J-| f.A(ô + ««) + À(d-«„).
Or cette quantité se réduit à zéro pour une valeur quelconque 'de ô, ce dont on pourra se convaincre aisément, en remarquant que (p6 doit rester le même en changeant 6 en d-\-io.
La fonction (pô étant égale à zéro, si Ton désigne par ^{f — g' y) le coefficient de x*""^ dans le premier membre de Téquation (9), on aura, en faisant pour abréger
d'où Ton tire,
Maintenant il n'est pas difficile de trouver toutes les solutions relatives à ce troisième cas en se servant de l'expression (64). Je ne m'arrêterai pas ici à développer les formules mêmes; je vais seulement faire connaître un théorème plus général que celui exprimé par les formules (48).
Théorème. On aura
'^^___ . = ± _«^^__ -=±ade,
OÙ
n étant un nombre entier quelconque, -^ = / — — — - - -_ — — •
En supposant n impair, la formule (65) est la même que celle que nous avons ti'ouvée (4S).
Si l'on fait ic = siny, ?y = sini//, on obtiendra
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oîi l'on pourra exprimer la quantité ^ comme il suit:
(67) 1^ = y -|- arc tang < tang y . [/ 1 — e^l^
-|- arc tang < tang (p.y 1 — e*À* - - >
-|- arc tang | tang (p.\/ 1 — e^X^i ^ [ '
En supposant n = 2 on aura
y/z=(p-^ arc tang (tang (p -Yl — e* ) ,
ou bien
tang (ip — (p)^= tang (p . y 1 — e^ .
(Voyez Legendre Exercices t. I, p. 84).
Si l'on suppose n très grand, on aura à peu près «1 = 0, donc
a -, 7t ^ j ^ w 1 1 1 w TA
boit w = -^, on aura yj = n-^, donc w -^ = a ,. ? donc — = De
là il résulte, en faisant ?z infini,
/ -7. --^ . t^ = - ^ / arc tang (tang <p . f 1 — e^x ) dx.
Nous avons vu précédemment que le nombre des valeurs inégales de l'expression ^(0 -\-k^a^-\-k^a^-\- • • • -j-fcyCZy) est toujours fini. On peut dans tous les cas trouver ces valeurs conmie il suit.
Soient
X{e-{-n^ay) = k{e-}-m,a,-\-7n^a^-\ \-m^_ia^^,),
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OÙ Wi , n^j W3 , ... riy sont les nombres entiers les plus petits possibles qui puissent satisfaire à des équations de cette fomie, Wi, m^, . . . my_, étant des nombres entiers, qui pourront être différens dans les différentes équations. Cela posé, je dis qu'on aura toutes les valeurs inégales de l'expression i'iO -^k^a^-{-Jc^a^-\- • • • -{-k^ay) en attribuant à fcj, fc^, . . . fc^ toutes les valeurs entières et positives respectivement moindres que 7^^, w^, , . . 7^y. En effet, si Ton avait
sans avoir à la fois
en mettant 0 — k^a^ — k^a^ — • ■ • — ^m-i^^m-i — kja^ — ^«+i«m+i — • • kytty
au lieu de d, on en tirera
i.[o-\-{K-K>.] = x[0-\-{W-k,)a, H h (fc'-i-fc^.)«,.-i],
où Ton a supposé que k„ — kj est la première des quantités ky — fc^', ky__i — fc'v_i, • • • qiii soit différente de zéro. Or en supposant, ce qui est permis, que k„ — kj soit positif, ce nombre sera en même temps moindre que n^j ce qui est contre Tliypothèse. Le nombre total des valeurs inégales de Texpression X(0-\-kia^-\-k^a^-\' • • • -f-fc^tty) sera donc égal à
car il est clair qu'on n'aura pas de valeurs nouvelles, en attribuant à fc^, &2, . . . fcy des valeurs respectivement plus grandes que w^, w^, . . . w^.
Le degré de l'équation p — qy=:0 est donc
m = 7^l?^27^3 . . . Hy
Si donc ce degré doit être un nombre premier, on doit avoir r=il et tw = tIi . Les racines de l'équation 2^ — 9^y=^^ deviendront donc dans ce cas
k(0-\-na) = xej et a = ~ ,
m et m^ étant deux nombres entiers dont la somme est un nombre pair et qui n'ont pas un même diviseur commun avec n.
On doit remarquer qu'à la même valeur de m répondent toujours plusieurs solutions différentes du problème général. Le nombre total de ces solutions est en général égal à 3 m.
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On peut de ce qui précède déduire un grand nombre de théorèmes remarquables sur les fonctions elliptiques. Parmi ceux-ci ou doit distinguer les suivans.
a. Si l'équation (1) peut être satisfaite en supposant y = yj(x)=:-—
où le degré des fonctions entières p et q est égal à un iiombre composé mn^ on pourra toujours ti'ouver des fonctions rationnelles (p et / telles qu'en faisant
x^ = (px'—^^ , on ait y=f{x,) = ^-,
dx^ dx
^ — ai —
i{\-c\y^){\-e\y^) " V{S-o\^X)(X-e\xX)
le degré des fonctions entières ^' et g' étant égal à l'un des facteurs w, n^ et le degré de ^i et q^ étant égal à l'autre.
b. Quel que soit le degi'é de l'équation p — qyzz^O^ on en pourra toujours tirer la valeur de x en y k l'aide d'opérations algébriques. Voilà donc ' une classe d'équations qui sont résolubles algébriquement. Les racines auront la forme suivante:
(Ail L\
(70) a: = fonct. ration, [y^ rj"', r,"', rj"» . . . r/»'],
riiy n, , . . . Uy étant des nombres premiers entre eux dont le produit est égal au degré de l'équation en question, et les r^ , r^ , . . . r^ étant de la forme
(71) s+tr{l-cly'){l-ely*),
OÙ f et f sont des fonctions entières de y.
c. Il y a un cas remarquable du problème général; c'est celui où l'on demande toutes les solutions possibles de l'équation
du dx
y (1 _ c2y2) (1 — e«y2) y(l — c^x^) (1 — eKx^)
On aura à cet égard le théorème suivant;
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Si réquatioii précédente admet une solution algébrique en x et y, ^ étant rationnel en x ou non, la quantité constante a doit nécessairement avoir la forme
où a et a désio^nent deux nombres rationnels, le dernier étant essentiellement positif. Si Ton attribue à a une telle valeur on pourra trouver une infinité de valeurs différentes pour e et c, qui rendent le problème possible. Toutes ces valeurs sont exprimables par des radicaux.
Si donc on suppose que a soit une quantité réelle il faut qu'elle soit en même temps rationnelle. Dans ce cas on sait d'ailleurs qu'on pourra satisfaire à l'équation différentielle dont il s'agit, quelles que soient les valeurs des quantités c et e.
d. Du théorème précédent, on peut par un simple changement de variables déduire celui-ci:
Si l'équation
du dx
où h^=i\ — c*, admet une solution algébrique entre a: et y, le coefficient a doit avoir la forme suivante:
fi' et fi ayant la même signification que précédemment. Si donc on veut que a soit réel il faut qu'il soit égal à la racine carrée d'une quantité rationnelle. Cette condition remplie, le problème a une infinité de solutions. Comme cas particulier on en déduit ce théorème:
Si en supposant (p et ip réels et le module c moindre que l'unité, l'équation
a une intégrale algébrique en sin (p et sin yj^ il faut nécessairement que a soit égal à la racine caiTée d'une quantité rationnelle et positive.
Ainsi par exemple, si dans la fonnule (65) on suppose ej == 1 — e*,
on aura a^Vn conmie nous allons voir. En faisant 0 = ^— dans l'ex-
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pression de ?/, on trouvera, en vertu de la valeur de fc, y=l, donc
Hû)
dx ait)
(73) r r -'---- =af
en remarquant qu'on doit, dans le second membre de Téquation (65), prendre le signe supérieur depuis x = 0 jusqu'à a; = il h^— • Cela posé, en remarquant que A d -| =: ;, p^ ^ OU il est clair qu'on aura
en multipliant cette valeur par celle que donne la formule (65), on aura, en faisant usage de la fommle
qu'on obtiendra à l'aide du théorème 1 :
En faisant maintenant x=py^l^ y = z^ — 1, on aura, en supposant p réel, pour toutes les valeurs de cette quantité,
r dz _ r dp^
Jo y(T+^'^)Xi +^]^ ~ Jo V(i +V) (ï + ^'p') '
mais si l'on fait pz=^^ on aura de même 2; = ^, donc
dp
n dz^ n
+^*)(l+eV)
Le premier membre de cette équation est la même chose que -^> et le se-
cond la même chose que a / , =: > ce qui est facile à prou-
ver, donc
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10 f dy
Jo va -h
V(l-!/')(l-el2/') Cette écjuation combinée avec (73) donne
10 aco
c'est-à-dire
Christiania le 27 mai 1828.
Astronoinische Nachrichten, lierausgogeben von Schumacher, Bd. 7, n« 147. Altona 1829.
Dans le numéro 138 de ce journal j'ai fait voir comment on pourra trouver toutes les transformations possibles, réelles ou imaginaires, d'une fonction elliptique proposée. Les modules c, e, c^^, e^ pourront être des quantités quelconques. Le cas le plus remarquable est celui où Ton suppose les modules réels. Dans ce cas le problème général poun'a se résoudre par une méthode particulière, entièrement différente de celle que nous avons donnée dans le mémoire cité. Puisque cette nouvelle méthode est remarquable par sa grande simplicité je vais l'indiquer ici en peu de mots.
Le problème général que nous allons complètement résoudre est le suivant :
^Trouver tous les cas possibles où l'on pourra satisfaire à l'équation .différentielle :
r-v di/ da
„par une équation algébrique enti'e les variables x et y, en supposant „les modules c et c^ moindres que l'unité et le coefficient a réel ou ^imaginaire."
En désignant par kO la fonction inverse de celle-ci:
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de sorte que x = XO^ on aura, en vertu de la fonnule (4) du numéro 138, oïl les quantités constivntcs (o, lo' sont détenninées par les fonnules
0/ _ r ' fix
2 ~ J 0 y(l — .r») (1 - cV") ■
Dans le cas que nous considérons, la quantité to est réelle, mais m' est ima-
ginaire. On aura en eftet
^^ ~jo -^(î— ^■^) (1 ^*.K*) "^ j 1 y(i —7») (1 - c«*«) '
c'est-à-dire :
w' £t> 1^ 1 / — ^- r ' iLr
où il est clair que le coefficient de y — 1 est une quantité réelle. En faisant x = — - .-1 oh. J = V î — c* , ou trouve yi_/,»y» ' '
oîi
Le théorème II du numéro 138 donnera donc celui-ci:
„0n satisfera de la manière la plus générale j\ l'équation
xe' = Î.6 „en prenant
(4) e'=i{—\Ye-{- mio 4- m'm V— T ,
„oîi m et m' sont des nombres entiers quelconques, et o) et fiî deux „quantités réelles données par les formules (2) et (3)."
Cela posé, soit
l'équation algébrique xîntre y et x qui doit satisfaire à l'équation différentielle
(1). Si ron fait x^-XQ et y=iX^6\ où 6 et 0' sont deux nouvelles variables, et X^ la fonction elliptique qui répond au module Cj, de sorte que
(6) -.^_.^^__ ^.- = de' pour y = 1,0', l'équation (1) deviendra
de' = ±ade,
d'où l'on tire en intégrant: 0' = e±aOj où e est une constante. On a donc
!/ = Ai(« ± (lO),
ou bien, en mettant -\-a pour +a,
(7) ^ = Âi(£ + ad).
L'équation (5) enti'e x et y donnera donc celle-ci
(8) f[X,{e + aO), X0] = O
qui ne contient que la seule variable d, et qui aura lieu quelle que soit la valeur de cette quantité.
Il ne serait pas difficile à l'aide de la fornmle (8) de trouver la fonction f(y, x) ; mais pour notre objet il suffit de connaître le coefficient a et une certaine relation entre les fonctions complètes. Voici comment on y parviendra. En mettant 0-\~2moj au lieu de 0, et en remarquant qu'en ^ vertu de l'équation (4)
l{0-\-27mo) = xe,
on obtiendra cette autre équation
(9) /[;ti(6-f-2maa>-fal9), X0] = O.
On aura de même, en mettant 6 -|- miOi pour d , où i = Y— 1 ,
(10) f[X,{e + mam-^ aO), 10] = 0.
Dans ces deux équations m pourra être un nombre entier quelconque. En faisant x = kO on voit donc que l'équation algébrique
est satisfaite en mettant pour y une quantité quelconque de l'une des deux formes :
A^ (fi -f- 2 maœ -\- aO) , Aj (« -)- maïQi -|- aO) ;
mais m peut avoir une infinité de valeurs, tandis que l'équation dont il
s'agit n'a qu'un nombre liniitt' de racines; il faut donc qu'on puisse trouver deux nombres entiers h et h* tels que
(11) ^1 (« H- 2 h'aœ -|- aO) = l^{t-\-2 kaw -f aO) , et deux autres v et v' tels que
(12) À/é -f- r'am-^aO) = X^{t-\- yaG>i-\-ae).
En vertu de la formule (4) ces deux équations donneront respectivement
12¥no) = 2k(WJ -\-27na},-4- fuw, V — 1 , r'aiot = raîùi -\-2fno^-\- jn'vD^ y — 1 ,
oîi Wj et w^ désignent les valeurs de w et cD qui répondent au module c^, c'est-à-dire qu'on a
Xy(i-W(i
Cela j)osé, les équations (13) donneront, en y mettant v pour k' — k et v' poui* v' — v,
a = -i —^ 4- " - - » iCTi V tu ' 2v to ' '
^1 _ 1^ iîiiCIT
d'oîi, en comparant les parties réelles et imagînairas,
m Wj jw' i3j ^ m' «3^ 2f.i co^
V io V* ûi ^ 2v ù) V (b
Ces deux équations donneront celles-ci:
f^rt\ ^^^ 1 w?«' v'* lol 1 m^fÀ
^ ^ O^ 4 jUfi' r^ ' (Sj 4 mfi
Maintenant y est une fonction continue de c, donc les équations (17) ne
sauraient avoir lieu que pour des valeurs particulières des modules c et c^. Si donc on suppose c indéterminé il faut que l'mie des équations
(19) m = iii' = 0
ait lieu. Les équations (15) et (16) se réduiront dans le premier cas à
et dans le second cas à
„ = ^: _'»i. yzn = _ !('- i>y=:ï
Wj 1 mW (3
Mais si la valeur du module c est telle que la première des équations (17) ait lieu, on doit avoir en même temps
(oo\ C(i _1 y^ 1/ mm' c^i _ 1 1 / ^y
^^ û>~2 V y ^ju' ' <à^~2y mil'
et alors a est donné par Tune des équations (15). ^
Quant aux nombres m^ m\ ^, ,a', y, v' il faut les prendre tels que co, Wi, 6J, 6Ji soient, selon leur nature, des quantités positives. Si donc on suppose, ce qui est permis, v et y' positifs, il faut que m et fi' soient de même signe et m' et fi de signe contraire. On pourra d'ailleurs sans diminuer la généralité supposer m^, m et fi' positifs et jjl négatif.
De ce qu'on vient de voir on déduit immédiatement ce théorème:
Théorème I. Pour que Téquation (1) ait une intégrale algébrique en x et y, il faut nécessairement que les modules c^ et c soient liés entre eux de
telle sorte que Tune des deux quantités ~ et -— soit dans un rapport rationnel avec — ; c'est-à-dire qu'on doit avoîr l'une des équations
OÙ k et k' sont des nombres rationnels. Si la première de ces équations a lieu, mais non la seconde, on aura en même temps
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oîi (ï est un nombre rationnel. Si la seconde équation a lieu mais non la première, on aura en même temps
(25) « = c^-^if-l.
Enfin si les deux équations (23) ont lieu en même temps, les modules c et Cl seront tous deux déterminés, savoir respectivement par les équations
et alors le coefficient a doit avoir la forme
où (^ et c^' sont des nombres rationnels.
Les conditions indiquées dans ce théorème doivent donc nécessairement être remplies pour que l'équation (1) ait une intégrale algébrique. Il reste encore le point le plus important, savoir de déterminer si ces conditions sont suffisantes. Or c'est ce que nous allons faire voir à Taide de la formule (65) du numéro 138. Cette formule peut facilement être démontrée en faisant effectivement la substitution de y; mais il existe une autre démonstration, tirée de considérations entièrement différentes et que nous allons donner ici, en nous servant d'une formule démontrée dans les j^Reckerches sur les fonctions elliptiques^' Il s'agit de la formule (185) de ce mémoire (Crelle^s Journal filr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 2, p. 176), savoir
(28) fa = n.
oîi
arc lo' rr
les quantités m et Q)' étant données par les équations
a' r ' dx
y (1 — e^x*) (1 + X*) On a de plus
(31) fa = fi-x' où X est lié à a par l'équation
Si ron fait e = -— ^ i^zz -- , x = yi — y^ . on trouvera
da=i — h — =1
l/(l-y=')(l-cV)
d'où
maintenant Téqiiation x = yiT — y* donne y = yX^ x* z=.fa^ donc
d'où, en mettant i ^ ia à la place de a,
(33) Aa=/[&
Cela posé, si Ton posé dans la formule (28) h -^ ha au lieu de «,
on trouvera, après quelques réductions faciles,
\^o^) Aa—^ ^^^ _^ -^^ ^^ _^ t^r^yil 4- t-^r^) (1 + th^'') (1 + /-^r-*) . . . '
OÙ
(35) t = e •', r = e " et A une quantité indépendante de a. Si l'on fait pour abi'éger
(35') ^^^I = VH,
on aura donc
(36) Aa===^.t//[a-Jj.i/;(w + a)^-V/.(a> — «)-J-i/;(2a> + Si Ton fait maintenant successivement
on aura les valeurs de id , >t ^ -| • • • il d -| — io , qui multipliées
ensemble donneront sur le champ
oîi l'on a fait pour abréger
(38) â = -'-e, ^- = li^;
or si l'on pose dans la fonnule (36) le module c^ au lieu de Cj et si Ton désigne les valeurs correspondantes de
X0J coj SJ, A
respectivement par il viendra
7t i X K Tt , ^ 7t
Le second membre de la formule (37) est donc là même chose que r^^^ = -j- ^l"! -;;;r ^ » c* P^i' conséquent on aura la fomiule suivante :
cette équation a donc toujours lieu si le module c^ est tel que
(40) ^ = -^' quel que soit d'ailleurs le nombre entier n.
Si Von fait XO = Xy Xii—^0\=yj on aura l'équation
/Ai\ ^^y Q.dx _ j^
(41) — - =-7 -A- =zm^de.
^ ^ V(i-yO(i-^îy') t/(i-^»)(i-c^^*) '
qui par conséquent est satisfaite par l'expression algébrique
(42) y=AL,xeA{e-^^] . . . xiey^-^œ
71 l • rt
La valeur de y est toujours une fonction algébrique de x. En effet, si n est un nombre impair, on a
• HZ • : '■ : • • • y
l^e^;L«Q..r« i-cn'('^T^"'-]'œ'
et si n est un nombre pair
'iî)-^' ^i'^i)-^' yi-=^
l._cU«(^)a;» l_cU«(^fi^).tr» Vï
Considérons maintenant les trois cas de notre problème général.
Premier cas. Si a est réel.
Dans ce cas on doit avoir, comme nous Tavons vu, a = (J — ~ = — — ^ oh fi et V sont des nombres entiers; l'équation proposée deviendra
dy H' ^i ^
(0^ 1 co ma)
On doit avoir de plus -^ =k— = » m et n étant entiers. Si Ton
fait x=zl{ymd) et y=:Aj(/x«>^d), 0 étant une nouvelle variable, Téqaation
(45) sera satisfaite, car les deux membres se réduiront à fiiD^dO. Pour avoir une intégrale en x et y il faut donc éliminer 0 des deux équations
(46) x = X{vœ0)] y — X^{fim^e).
Nous allons voir que le résultat de Vélimination sera une équation algébrique en a; et y.
Soit c un nouveau module et désignons par
les valeurs correspondantes de
X0J (Oj G}j A.
Cela posé, si Ton suppose le module c' tel que -y = — -r- > on aura en vertu de la formule (39), en mettant /lyôiD au lieu de d
(47) X\}ivUi'e) = j[ l{uvme) . liuyme -f. -^ j . . . xi firme -f --^^
maintenant, ayant —7= ^ et ^ = ? on en tire ■ , = ^ ;
donc la même formule donnera
(48) À>i'fl>'d)=:-^^ À.0n'<D,<9).A,(//,'©,d + -2 ) . . . A,(//rfiJ,d +
En égalant entre elles ce« deux expressions de ï![^vm'6) et faisant pour abréger
(49) r(oe = â, ft(D^e = (y^j
il viendra
Le premier membre de cette équation est une fonction algébrique de k{iiiâ) et le second une fonction algébrique de >Li(>^cyi); mais X{jiiâ) est à son tour une fonction algébrique de lâ = Xj et li{yâi) mie fonctitm algébrique de X^âi=:y. Donc enfin les deux membres de l'équation (50) sont respectivement des fonctions algébriques de x et de y. Donc cette équation exprime l'intégrale cherchée en x et y de Téquation difï'érentielle (45). Pour en avoir l'intégrale complète il suffit d'ajouter h â on k â^ une quantité constante arbitraire. Quant aux quantités A et A^ on doit remarquer qu'on a
Pour dcmner un exemple, supposons qu'on demande une intégrale algébrique de l'équation,
di/ (3j da
7(1 —J^(i1Z~cl^r) — O y(ï—a:^j(i--c^T^) '
dans le cas où -J z= t—-> On aura alors u = v=^l. m =^2. n=3. L'équation (50) deviendra donc
c'est-à-dire :
Second cas. Si aV — 1 est réel.
Dans ce cas on doit avoir, d'après réquation (25), a = - ^|/^1, /tt
et V étant entiers. On doit avoir de même -^^=^ L'équation pi-o-
posée (1) deviendra
V 10 i/ ^ d^ di
(tcf
iu (ù^ ' y (1 _y2) (1 _ c^y^^ y~(l _ or^) (1 — c^x^)
Pour réduire ce cas au précédent, il suffit de faire x = —=--^-—^ ' ^ étant une nouvelle variable : on aura alors - — :=r=^^ . = V — 1 .
i étant égal à } 1 — c*, et par suite l'équation (52) deviendra
dy f,i c3j dz
dont l'intégrale algébrique est exprimé par la formule (50) en y faisant
z = lâ=^ --^^=.z-- et mettant cD au lieu de w. y ^2 — 1
Supposons par exemple qu'il s'agisse de trouver une intégrale algébrique
de l'équation
dy ^^^ySZTi ^^
Tz^. ^r: )
■}/(l—y^)(l — c\y^) co ' y(^i^a^j(l^cKv2)
dans le cas où -^ = 2 . — . Ayant fi = y=l et w = 2, 7^=l, l'équation (50) deviendra
OU, en remettant les valeurs de kâ et X^â^^
^ yi — ^2 — ^/ y^'iri
Troisième cas. Si — =: Vkk* , — = l/— •
Dans ce cas ou doit avoir, en vertu du théorème I, a = — -^4-^— ^ V — 1 , fij y, iLi\ y' étant des nombres entiers. L'équation proposée deviendra donc
et cette équation sera toujours intégrable algébriquement. En effet comme on a
fc' et k étant des nombres rationnels, on pourra, en vertu de ce que nous venons de voir dans les deux premiers cas, satisfaire algébriquement aux équations
dz f.1 cD^ dx
dv /w' (3j -nf — - dx
Par là l'équation (53) deviendra
d^ dz I dv
Ta •iS >"
y(l-;y«)(l -cjy^) V(l-z') (1 - c'iz^) ^ V {l -v') (1 - cfr») '
on y satisfera, comme on sait, en prenant
En substituant les valeurs de î; et 2 en rr, on aura une intégrale de l'équation, algébrique en x et y.
Nous avons ainsi démontré que les conditions nécessaires exposées dans le théorème I sont en même temps suffisantes.
D'après ce qui a été exposé dans le premier cas, on a immédiatement ce théorème:
Pour que deux fonctions elliptiques réelles F{c\ ô'), F{cj 0) puissent être réduites l'une à l'autre, il est nécessaire et il suffit qu'on ait entre les fonctions complètes F\c)^ ^U*)j ^^(^')> ^\*') ^^^^ relation:
oh m Qt n sont des nombres entiers. Si cette condition est remplie, on pourra établir une relation algébrique entre sinô' et sinô telle que
(56) F{c\e') = kÇ^F{c,e),
où k est un nombre rationnel. On pourra ajouter que dans le cas où A;=l, 0' est lié à 6 par Téquation:
0' ~|" arctang («l' tang ô') -|- • • • "f- arctang (a'„_i tang 0^) = 0 -^ arc tang (a^ tang 0) -f- • • • -|- arc tang (a^_i tang 0) ,
où «i, a^ . . . a/, a^ . . . sont des quantités constantes données par les formules
J a^ = yi-c'ûn'0^, \ a/ = yr-c'^sin^V,
après avoir déterminé d^ et ô^' de telle sorte que
de
c^ sin^Éf
i^(c; 0') = ^-JiFHc')=^^ f% ~
En prenant n=l on aura la formule (67) du numéro 138.
Il y a un cas du problème général qui mérite d'être remarqué; c'est celui où Ton suppose les deux modules égaux entre eux, en d'autres termes, où Ton demande tous les cas dans lesquels il sera possible d'intégrer algébriquement l'équation difiFérentielle
.^-. dy dx
On a dans ce cas (a'^=u)^ G)' = û)y et par conséquent les équations (15) deviendront
m , m^ _t3 y— -^ _ ^^ 2^ 0, y— j ^— v^ 2v to^ v' v' a^ ■''
et de là
m fi' m' (3 2 fi to
V v' 2v II) v' a
Si Ton veut que a soit réel, on a a = — j ??i' =z= ^ = 0 ; dans ce cas on
n'aura aucune condition pour la valeur de c, qui peut être quelconque, mais on voit que a doit être un nombre rationnel. Si au contraire on admet des
valeurs imaginaires de a, le module c doit être tel que ^-' — = -, ;
on tire de là
io 1 1 / m'y*
En vertu de cette expression la valeur de a deviendra
Soit — = yfc , on aura
fc, â^ â' pouvant désigner des nombres rationnels quelconques. On voit que .pour que Téquation (60) soit intégrable algébriquement en supposant a îmaginaii'e, il est nécessaire et il suffit que l'on ait
k est essentiellement positif.
On pourra exprimer le module c en produits infinis comme il suit:
' l_|_e-'-fVA l^e-^'V^ l_|_e-5.TV*
On tire cette expression de la fommle (34), en y faisant «=-^ et remar-
quant que — = Yk , et J. =: - • On aura en même temps le module b par cette foi-mule
ri 3.T 5t
yb=.
Il suit encore de ce qui précède que si le module c a la valeur ci-dessus, l'équation
_ J^if —_■lf!^[h. ^_
1/(1— y«)(l — 6*y«) ' y(i— .r»)(l-cV)'
sera toujours intégrable algébriquement, quels que soient les nombres rationnels k et k\ pourvu que k soit positif.
H y a encore beaucoup de choses à dire sur la transfomiation des fonctions elliptiques. On trouvera des développemens ultérieurs sur cette matière, ainsi que sur la théorie des fonctions elliptiques en général, dans un mémoire qui va paraître dans le Journal de M. Crelle.
. Christiania le 25 septembre 1828.
SORTE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES
Juamal fiir dio reine und angowandte Matlieniatik, herausgogehen von CreU^, Bd. 3, Berlin 1828.
yjx= I
Si ^x désigne la fonction elliptique la plus générale, c'est-à-dire si
rda
vr
où r est une fonction rationnelle quelconque de x, et 5 une fonction entière de la même variable, qui ne passe pas le quatrième degré, cette fonction a, comme on sait, la propriété très remarquable, que la somme d'un nombre quelconque de ces fonctions peut être exprimée par une seule fonction de la même fomie, en y ajoutant une certaine expression algébrique et logarithmique.
Il semble que dans la théorie des fonctions trancendantes les géomètres se soTit bornés aux fonctions de cette forme. Cependant il existe encore pour une classe très étendue d'autres fonctions une propriété analogue à celle des fonctions elliptiques.
Je veux parler des fonctions qui peuvent être regardées comme intégrales de différentielles algébriques quelconques. Si Von ne peut pas exprimer la somme d'un nombre quelconque de fonctions données par une seule fonction de la même espèce, comme dans le cas des fonctions elliptiques, au moins on pourra exprimer dans tous les cas une pareille somme par la somme d'un nombre déterminé d'autres fonctions de la même nature que
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les premières, en y ajoutant une certaine expression algébrique et logarithmique*). Nous démontrerons cette propriété dans l'un des cahiers suivans de ce journal. Pour le moment je vais considérer un cas particulier, qui embrasse les fonctions elliptiques, savoir celui des fonctions contenues dans la foimule
R étant une fonction rationnelle et entière quelconque, et r une fonction rationnelle.
Nous allons d'abord établir le théorème suivant:
Théorème I. Soit (px une fonction entière de Xj décomposée â!une manière quelconque en deux facteurs entiers cp^x et (p^x^ de sorte que (px = (f^x.ip^x. Soit fx une autre fonction entière quelconque^ et
dk a est une quantité constante quelconque. Désignons par a^, a^, a^ . . . ^0 7 ^1) ^27 • • • ^^ quantités quelconques^ dont l'une au m^ins soit variable. Cela posé^ si Von fait
(S) I (^ + ^^^H h^»^")"?^!^ — (^o + Ciic^ {-c^x'^ycp^x
I = A{x — Xi) {x — x^ {x — x^...{x — x^ ,
oh A ne dépend pas de a:, je dis qui! on aura
(4) êiV/a^i -f €ai//X2 -f B^\\)x^ -| . -[-. €^i//x^
ifpa (a^ -f a^a -j- . . . 4- a^a"^) V(p^a — (c^ + c^a -| (- c^a"») Vç),»
oà C C5^ une quantité constante^ et r le coefficient de — dav^ le développement de la fonction
suivant les puissances descendantes de x. Les quantités ^i, «a, ... « sont
*) J'ai présenté un mémoire sur ces fonctions à Facadémie royale des sciences de Paris vers la fin de Tannée 1826.
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égales h -\-l ou h — \^ et leurs valeurs dépendent de celles des quaniùés
Désignons le premier membre de Téquation (3) par Fx^ et faisons pour abréger
j 0 X = ttQ -\' a^x -\- a^x* '\- • • • -|- a„a:",
nous aurons
(0) Fx = {Oxy (p,x — {e,xy(p^x.
Cela posé, soit x Tune quelconque des quantités x^^ x^^ . . . x^^ on aura Téquation
(7) Fx = 0.
De là, en différentiant, on tire
(8) F'x.dx^dFx = 0^
en déxsignant par F^x la dérivée de Fx par rapport à x, et par dFx la différentielle de la même fonction par rapport aux quantités «oî ^m ^7 • • • <^07 ^u ^3î • • • Or, en remarquant que (p^x et (p^x sont indépendans de ces dernières variables, l'équation (6) donnera
(9) dFx=.2ex.(p^x.iyex — 26^x.(p^x.de^x^ donc en vertu de (8)
(10) F'x.dx = 26^x. (p^x . âO^x — 20x. (p^x . âOx.
Maintenant, ayant Fx = 0 = {dxy(piX — {0ixyq)2X^ on en tire
(1 1) 0xY<piX=z eOixYcp^x , où £ = ± 1 . De là il vient
0x . (piX = «ôi^y^iic . (p^x = eO^xY^x^
O^x.cp^x = eOx^cp^x.ipiX = eOx Y^px^ donc l'expression de F'x.dx pourra être mise sous la forme
(12) F'x.dx=2B(ex.se^x — e^x.dex)Y^.
fx 1 1
Cela donne, en multipliant par e- -^~ ?
yffx J^ ^ *^ — ce
/^ç^\ fx,dx 2fx{px,8B^x — B^x.àBx)
^ ^ ^ {x—ol)iffx \x — d)F'x
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En faisant pour abréger
(14') x{x)=2fx{ex.(ye^x — e,x.dex),
il viendra
^ ^ ^ ^ {x—a) Vy^ ~ (^ — aJF'x '
kx étant une fonction entière par rapport à x. Désignons par 2:rx la quantité
Tx,^ rx,-^ rx,-[ \-rx^,
et remarquons que l'équation (14) subsiste encore, en mettant rune quelconque des quantités x^^ x^^ . . , x^ ^m lieu de ic; cette équation donnera
(15) 2:b-^'-—. = 2:. — ^—- = dv.
^ ^ {x—a)-}/(px {x — a)i\x
Cela posé, on pourra chasser sans difficulté les quantités x^^ x^^ . . . x^ du second membre,
En effet, quelle que soit la fonction entière kc^ on peut supposer
(16) lx=^{x — a)X^X'\-la^
X.X étant une fonction entière de x. savoir En substituant cette
valeur dans (15),- il viendra
(16') $v = 2'^'--\-la:^j-^-^y^-^^-
Maintenant on aura, d'après une formule connue,
(^^) ■ ^lx-^)F'x^~'F^'
en remarquant que l'on a
Fa =iA{a — x^ (a — x^ ... (a — x^ ; donc
K^"^) "^ Fa^ F'x
X X n reste à trouver -S*-,}, -• Or cela peut se faire à l'aide de la fonnule (17).
En effet, en développant selon les puissances descendantes de a, il
viendra
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d'où Ton voit que -S'-,^— e.st égal au coefficient de -j^^ dans le dévelop-
pement de -^-> ou bien à celui de - dans le développement de ,^— • De
là on voit aisément que -2'-t,V— ' ^ù ^i^ ©st une fonction quelconque entière de X, sera égal au coefficient de - - dans le développement . de la fonction
-^ selon les puissances ascendantes de -• Si pour abi'éger on désigne
ce coefficient relatif à une fonction quelconque r, développable de cette manière, par 77r, on aura
Or la fommle (Ifi), en divisant par {x — a)Fx^ donne
^ ^ (x — a)Fx hx
en remarquant que 77 ^ stët- ©s* toujours égal à zéro. Donc l'expression
(16') de Sv deviendra
^ ^ Fa ^ {x — a)Fx
Maintenant on a (14')
ïjj: =z 2fx . {Ox . âd,x — e^x . ôOx),
donc, en mettant a au lieu de iP,
Xa = 2/a . (0a . âdia — O^a . âda).
En substituant ces expressions dans la valeur de âv^ et mettant pour Fa sa valeur {Bayip^a — (^i«)*y2«, on obtiendra
^ 2fa.(ea,de^a—e^a.âea)_.2fx ex.ôe^x — d^x .ôOx
(Say.f^a — i^i^y-ffi^ ^ — « (Sxy.ifj^x — (Sj^xy.f^x ,
On trouvera aisément l'intégrale de cette expression ; car, en remarquant que y», 9^1 a, y^a, fx^ X — a, (fiXj (p^x sont des quantités constantes, on aura, en vertu de la fornmle
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Cpdq — qdp_ 1 j pV^+gVw.
j p'm — q*n 2i'mn ^ pVm — qVn'
(23) v=:C-J^\og gfLV>T^ + '»x«y^
Or l'équation (15) donne
donc en faisant
(x — d)'^(pi
(24) yjix) =J
dx
(x — a)y(px
et désignant par «i , «2 , . . . ^^ des quantités de la fonne ± 1 , on aura la formule
«1 V^a^i -j-f «V/Xa + fj^/Xs -| \- € rpx
(25) ^ Yq^ ^ SaV^f^ — e^aV^
(x — a)y^x Oxytp^x — O^xYcp^x
qui s'accorde parfaitement avec la formule (4).
Les valeurs de «1, «»,... «^ ne sont pas arbitraires; elles dépendent de la grandeur de aJi, x^, . . . a:^, et celle-ci est déterminée par Téquation
équivalente aux équations
(26) ôxi y^^i^i = «1 6^X1 yïp^xi ; dXiY(p^i=€^d^x^y(p^x2] ...
D'ailleurs les quantités «1, ^a, . . . «^ conserveront les mêmes valeui-s pour toutes les valeurs de x^^ x^^ . . . x^, comprises entre cei-taines . limites. Il en sera de même de la constante C.
La démonstration précédente suppose toutes les quantités x^^ x^^ . . . x^ difiFérentes entre elles, car dans le cas contraire F'x serait égal à zéro pour
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un certain nonibi'e de valeurs de x, et alors le second membre de la formule (14) se présenterait sous la fonne ^. Néanmoins il est évident que la fonnule (25) subsistera encore dans le cas où plusieurs des quantités x^, Xj, . . , x^ sont égales entre elles.
En faisant x, = iCi, o*n aura (26)
Qx^ y(piXi = e^d^Xi y(piX^ = e^diX^ Y^p^x^ ,
et cela donne, en supposant que d^x.ip^x et dx.ipiX n'aient pas de diviseur commun,
En vertu de cette i-emai-que on aura le théorème suivant: Théorème IL Si Von fait
(27) {Oxy(p^x — {0^xy(p^x=zA{x — x^'^'{x — x^'^' . . . (x — x^)"*/*,
les fonctions entières dx.cp^x et d^x,(p^x n^ ayant pas de diviseur commun^
B^m^\px^-\- B^m^\ljx^'\- B^m^rpx^-^- • • • -\-B^m^\px^
(28) ^ y^tpcc SaVq^^a — e^ayf^a
Si Ton suppose fx divisible par x — a, on aura fa = 0^ donc en mettant {x — a)fx au lieu de /x, il viendra:
Théorème III. Les choses étant supposées les mêmes que dans le Théorème II, si Von fait
/fx .dx
fx étant une fonction entière quelconque, on aura (29) eim^xpXi-\-ttm^\iJXt-\- ■ ' • -\-s^mi,\px^
= c+/7-;:^iog -!-?>=
y (fx Bx^fp^x — B^x^tp^x
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Si dans la formule (28) on suppose le degré de la fonction entière f{x) moindre que la moitié de celui de tpx^ il est clair que la partie du second membre affectée du signe 77, s'évanouira. Donc on aura ce théorème :
Théorime IV. Si le degré de la fonction entière {fxy est moindre que celui de (px^ et si Von fait
dx (a — 0)"^ qix
(30) e^m^rffx^ + *2^2 V^^a + ' * ' + «a«^/*V^^^
_Q_ Jg^ . I ejn[q^^a + e^cn[^
En faisant fa=l dans le théorème précédent et diiférentiant k — 1 fois de suite, on aura le théoi'ème suivant:
Théorème V. Si Von fait
dx
\px
(a — a)^y (px
on aura
t^m^\^ix^-\- f^m^xfjx^-^- • • • '\'e^m^\})x^
yfc— 1) da
Si dans le théorème III on suppose le degré de (fx) moindre que celui de q)x diminué de deux unités, le second membre se réduit à une constante. Cela donne aisément le théorème qui suit:
Théorème VI. Si Von désigne par ifjx la fonction
(do + ôiX + diX^ + • • • + ôy'X^')dx
V/^O + fil« + fii^^ H h t^r^
OÙ v' = — ^ 1 si V est impair^ et y^ = -^ 2 si v est pair^ on aura
toujours
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(31) êimitpXi-\-€27n^tpx^'\' • • • -\- €^m^tpx^ = constante.
On voit que r a la même val em* pour y==:2m — 1 et pour y=:z2mj savoir
Soit maintenant
/rdœ
r étant une fonction rationnelle quelconque de x. Quelle que soit la forme de r, on pourra toujours faire
' l '^ I Ji*^ I I ./w^
ta
(32) r —fx-\- Ça:-a,y^ + (^- «,)*• ^ ^ (^ - ^
/x, /i-T, /gir, . . . f^x étant des fonctions entières. Cela posé, il est clair qu'en veitu des théorèmes III et V, on aura le suivant:
Théorème VII. Quelle que soit la fonction rationnelle r exprimée par la formule (32), en faisant
(33) rpx = r -= et <^^Vy^ + <^i^V^ ^ on aura toujours
:.,- (>^ log ...) .
en représentant par Fk le produit 1 . 2 . 3 . . . (fc — 1).
Nous avons considéré précédemment les quantités x^, Xj, . . . x^ comme des fonctions de a^ , «i , a^ , . . . Cq , Cj , Cj , ... Supposons maintenant qu'un certain nombre des quantités Xj, Xg, . . . a:^ soient données et regardées comme des variables indépendantes; et soient a^j, a:,, . . . a:^. ces quantités. Alors il faut déteiininer a©, aj, . . . Cq, c^, . . . de manière que le premier membre de l'équation (3) soit divisible par
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{pu —"" «^l ) (2> "~— OC^) • • • (2/ — ~" •Cm')»
Gela ce fera à l'aide des équations (26). Les /t' premières équations, (35)
donneront ^' des quantités a© , «i , . . . c© , Cj , . . . exprimées en fonction rationnelle des autres et de a^i, a:,, . . . a:^, , y^Xj, y^^Ca, . . . y^x^.
Le nombre des indéterminées û^o j ^ ? • • • ^« ? <^o ? ^ ? • • • ^« ^* égal à m-[-w-|-2; donc, comme il est aisé de le voir par la forme des équations (35), on pourra faire fi' =^7n-\-n-\-l. Cela posé, en substituant les valeurs de ao, «1, . . . Cq, Cj, . . . dans les fonctions dx^ O^x^ • • •» 1^ fonction entière {dx^ip^x — {d^xy(p^x deviendra divisible par
\X '~~~ X^j \X """"■ X^f • • • \X — *^ii'/*
En désignant le quotient par i?, on aura
Donc les fi — fi' quantités ic^+i, ^c^'+a, • • • x^^ seront les racines d'une équation, J? = 0, du degré fi — ix\ dont tous les coefficiens sont exprimés
rationnellement par les quantités a:^, x^^ x^^ . . . x^,^ Y^ii mP^? • • •
Faisons
^/«,+l ^1 1 ^^,+2 iCg ^ . . . X^, X
(37) ^ V^^iH-V^2H hv^A..— W — V^^/ V'V
où î; est une expression algébrique et logarithmique. Les quantités Xj, a;,,
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. . . £c^^; Xi% x^^ . . . x^l sont des quantités variables quelconques, et yi^y^j . . . ^y/ seront déterminables à l'aide d'une équation du degré v\
Maintenant nous veiTons qu'on pourra toujours rendre y' indépendant du nombre //i-}"/^» ^^^ fonctions données. En effet, cherchons la plus petite valeur de v\ En supposant indétcnninées toutes les quantités ao , a^ , . . . Tq , Ca, . . ., il est clair que /t sera égal à Tun des deux nombres 2n-\-ri et 2m-(-î^8, Vi et y 2 représentant les degrés des fonctions (fiXy ip^x. Soit par exemple
on doit avoir en même temps
^ = ou > 2m -\- i/g , d'où, en ajoutant, on tire
^ = ou > m-^y^-[^- g ';
or
y' = jLi — fj/ =ifi — m — n — 1, donc
1/'= ou > --^— 1, ou bien, en désignant le degré de (px par y^
(38) v'z=ou>y — 1.
On voit par là que la plus petite valeur de y' est — ^— ou -^ — 1, selon
que y est impaii; ou pair. Donc cette valeur est indépendante du nombre fii-^-fi^ des fonctions données; elle est précisément la même que le nombre total des coefficiens c^oj ^n ^«5 • • • dans le sixième théorème. On aura maintenant ce théorème:
-p^j oh r est une fonction rationnelle
quelconque de Xj et tpx une fonction entière du degré 2 y — 1 ou 2y, et soient x^ x^^ . . . x^^^ ce/, x/j . . . x^J des variables données. Cela posé^ quel que soit le nombre fi^ -\- fx^ des variables^ on pourra toujours trouver^ au moyen dune équation algébrique^ y — 1 quantités y^ , y» , . . . y^^i telles que
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V étant algébrique et logarithmique^ et f , , ^\ . i , ê,._i égaux h -\-\ ou
On peut ajouter que les fonctions 2/1, ^/a, . . . yy-t restent les mêmes, quelle que soit la forme de la fonction rationnelle r, et que la fonction v ne change pas de valeur en ajoutant à r une fonction entière quelconque du degré v — 2.
Les équations (35) qui déterminent les quantités a^, «i, . . . c,, Cj, . . . deviendront
(40) ^ dxgV^'ia:, = d,a;5,)/y,a;,, ^x/f^^ = — dia;,'yyj<, Pour déterminer e^, «j, , . . Cy_i, on aura lés équations
^yiYv^i =— «1^1 yy»2/i,
%-l y<;Piyv-l = — fy-l^iyy-l ^(piUr-l '
Les fonctions y^^ y^, . . . yy_i sont les racines de l'équation
(42) — (^</y ' (Ti!/ — i^i!/)* • (M _ Q
^ (y— •'^JCy— «2)---(y — ^//,)(y— V)(y— V)---(y— -«A..')
Le degré de la fonction dy est n = ^^'~^'''J *'', et celui de O^y est
La formule (39) a lieu si plusieurs des quantités a^i, Xg, . . . x/, X2j . . . sont égales entre elles, mais dans ce cas les équations (40) ne suffisent plus pour déterminer les quantités «o , ai , . . . r^o , Cj , . . , ; car si j)ar exemple x^ = X2=^ ' * ' =Xf,^ les k premières des équations (40) deviendront identiques. Pouf^ avoir les équations nécessaires dans ce cas, posons pour abréger
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L'expression y—— — ^r^: doit avoir une valeur finie en faisant x = Xj^. On en déduit, d'après les principes du calcul différentiel, les k équations (43) lx, = 0, l'x^ = 0^ X"x, = Oj . . . X<'-'>x, = 0,
et ce sont elles qu'il faut substituer à la place des équations
Xxi = Oj Xx, = 0, . . . XXf, = Oy dans le cas où iCi = a?, = • • • = aî^^ .
PREMIER DONNÉ
Joumal fUr dio reine und angewandta Mathomatik, heransgegobou von Orelle, Bd. 8, Berlin 1828.
Soit pour abréger (1) //* = (! — a;*)(l — cV),' J'* = {l — i/){l — c'Y)
et supposons qu'on satisfasse à l'équation différentielle
(e,\ dy _ dx
en y substituant pour y une fonction rationnelle de x de la fonne
OÙ 2n-]-l est un nombre premier, et oh l'un au moins des coefficiens -4jj„+i et -fîgn+i €ist différent de zéro. En supposant, ce qui est permis, la fraction
précédente réduite à sa plus simple expression, nous dirons que — se transforme en a- Y par la substitution d'une fonction du degré 2/i-|-l.
Il s'agit maintenant de trouver toutes les valeurs différentes de y qui répondent à la même valeur de 2 n -|- 1 . Si l'on fait
... w Ç dx , Lo* Ç ^ dx
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et qu on désigne par X0 une fonction de d, telle que
dd = —j pour x = k6j et en outre
il suit innnédiatenient de ce que j'ai dit sur le problème général de la transformation des fonctions elliptiques dans le n® 138 du journal d'astronomie de M. Schumacker*)^ qu'on satisfei'a de la manière la plus générale à l'équa-
tion — ^ z=za~—. dans le cas où 52„+i = 0, en prenant
a =— - ^ [Aa.A(2a) . . . k{na)Y^ oïl « est une quantité de la fonne
m et m' étant deux entiers. Maintenant, ayant trouvé cette solution, il suit
encore de la fomiulc (51) du mémoire cité que toutes les autres valeurs de
y seront de la forme ^]£--î y étant donné par (5), f\ f^ g^ g' étant
des quantités constantes qui doivent satisfaire à l'équation
Cette équation donne vingt-quatre systèmes de valeurs différentes. On ti^ouve ainsi qu'à chaque valeur de a répondent 24 valeurs de y et douze valeurs du module c. Mais connue les valeurs de y sont deux à deux égales, mais de signes contraires, nous n'en compterons que douze. Par la même raison nous réduirons le nombre des valeurs de c^ à six. Cela posé, si l'on fait pour abréger:
*) Mémoire XIX do cette cdition.
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on trouvera aisément ces valeurs coiTespondantes des trois quantités c', a, y:
1 — et\«
1 + et
et
a=±f T<y^ ±-|^(l + .)V, T-|;(l-*rt, ±^;(l + *^-)%T-,^(l-«trt,
dp e V
e V dp l + € v + ôp 1 — e t? + (îp 1 -\- ei v + âpi 1 — €i v + dpi
dent au premier cas, savoir c =b^ et y = — • -
lu n^> 1 — € V -\' ôp l-\- € V + dp 1 — €1 V -\' ôpi 1 -\- ei v ^ dpi de p V
(où ^z=yI^ï).
On voit qu'à chaque valeur de c' correspondent deux valeurs différentes de la fonction y. Maintenant si Ton attribue aux nombres m et m' des valeurs entières quelconques, on aura toutes les solutions possibles de notre problème. Or panni ces solutions il n'y aura qu'un nombre fini qui soient différentes entre elles. Cherchons d'abord les solutions différentes qui répon-
Pour les trouv^er, soit
a une valeur de a et désignons les valeurs correspondantes de y? i^y ^S <h € par i/\ 2^1 ^'î ^^ 1 ^' GiA^ posé, il est évident que si i/ doit être égal à + V, ^^n doit avoir
p =ip^ V =v, -^- = ±-.
Or en vertu de l'équation (8) on ne pouira avoir p' ==i>7 à moins que les quantités il* a. À* (2 a), . . . A*(na) ne soient, quoique dans un ordre différent, égales à celles-ci:
À'a', A'(2a'), . . . A'(na').
Soit donc
où jx est moindre que n. On en tire Xa' =,±l{fia)^ d'où, en vertu du théorème II du n® 138 du journal d'astronomie,
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où k et /c' désignent des nombres entiers quelconques. Cela donne
et puisque A[ô -(- (2 w-(- !)«]=: Àd, et que 2n-\-\ est un nombre premier, il s'ensuit que
Donc les solutions qui répondent à a et a' sont précisément égales entre elles.
Soit d'abord m' = 0 en sorte que a=,i — -,--.- - Si Ton fait fc'=0, et qu'on détermine les nombres îc et a de manière à satisfaire à Féquation
- 2n+r"~ 2n+l ' on aura
mco
On voit par là que la solution qui répond à a= ^y _—y est la même que
celle qui répond à a=,^ FT' ^^^^ ^^^^ '^^^* ^"
Supposons maintenant m' différent de zéro, on aura
Si Ton détermine les deux nombres entiers ft et k' par l'équation
et k par celle-ci:
où y est ' positif et moindre que -2 7i-\-l^ on aura
W' + VU
' On voit par là, que pour obtenir toutes les valeurs différentes de v et _p, il suffit de donner à a les valeurs:
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Or toutes les solutions ainsi obtenues seront eflfectivenient diflférentes entre elles; car si Ton attribue à a et à a^ deux valeurs différentes de la série (10), il est clair qu'on ne pourra satisfaire à Téquation
a' = hœ -[- W(d' ± fia^
qui exprime une condition nécessaire de l'identité des deux solutions qui répondent à a et à a\
Donc le nombre des solutions différentes qui répondent à y = —>^ est
2n-\-2. Maintenant si Ton attribue à a toutes les valeurs (10), les formules (9) donneront 12(2w-}-2) solutions, et il est évident que toutes les 12(2?î-}-2) valeurs correspondantes de y seront nécessairement différentes enti'e elles. Cependant il ne répond à ces 24(r2-f-l) solutions que 12{n-\-l) valeurs du module. Il faut observer que la conclusion précédente n'a pas Heu pour le cas particulier oh n=:0. En effet, dans ce cas y n'aura que douze valeurs différentes, car les deux valeurs a=:£o, a = (o\ auxquelles dans ce cas se réduisent les quantités (10), donnei'ont pour y une même valeur, savoir y = x. Il faut remarquer également que le module c ne doit
pas avoir les valeurs zéro ou un. Dans ces cas la fonction / - n'est plus
une fonction elliptique, mais cii'culaire ou logarithmique.
On pourra mettre les huit dernières valeurs de y (9) sous une autre forme qui est à quelques égards plus élégante. En effet on pourra démontrer qu'on a
v — âp = {l—x.y'c){l — 2k,xyii-^c.x^){l — 2k^xy~c-\-cx^) . . .
v-(ypy-i = {l-xy-c){l-2Jc,'xY-c^cx'){l^2k,'x]/--c-cx^)...
, . . {1^2k,'xy^~c-'cx').
En changeant le signe de ic, on aura des expressions semblables pour
V -^ dp et 2; -(- dp ^— î. Les (quantités fcj , fcj , fcj , . . . /c„ sont données par la formule
On a pareillement
J{G) désignant la quantité
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Donc le numérateur et le dénominateur de la fraction (3), qui exprime la valeur de y, se trouvent décomposés en facteurs dans tous les cas.
Dans le cas où le module c est moindre que l'unité, les équations (9), nous font voir que généralement les modules des transformées sont imaginaires, excepté ceux qui répondent à
10 , . to' — co
2n-\-l zn-\-l
et en même temps à Tune des solutions I, II, III, IV. Il n'y a donc que huit modules réels. Si Ton ne désire que ceux qui sont moindres que l'unité, on n'en aura que quatre. Cependant il pourra arriver, c ayant des valeurs particulières, qu'un plus gi'and nombre des modules transformés soient réels. Je ferai voir dans une autre occasion, comment on pourra trouver toutes ces valeurs particulières. Pour le moment je ferai connaître une manière d'exprimer toutes les valeurs du module c' à l'aide de produits infinis.
Si c est moindre que l'unité, co sera une quantité réelle, (o^ au contraire sera imaginaire; car on a
Jo ^ ^ ^ Ji y(.r^-l)(l-c*;r*)
c'est-à-dire que, si l'on fait
OÎl
on aura
co' = a> -|- â> y — 1 ,
a? étant une quantité réelle comme co. Cela posé, les 2n-\-2 valeurs de a
deviendront :
10 (î){-\-co éDi-|- (2w-|- l)c(j
2n+i ' 27r+r' " ' ' 2rr+T
A la place de ces valeurs on pourra aussi mettre celles-ci:
10 Oi G){-{-2(0 (di-\-4io 0i-{'in(o
oh t = Y—i.
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En faisant c=l, « = 7- (formule 189 t. II, p. 177*), et mettant ensuite hœ et hua au lieu de eo et cD, et enfin a ==1 & dU on trouvera
ld=:fa^ et la fommle donnera après quelques réductions faciles,
(12) .« = ^.. V,} . ,i„ ( » « ) . [i--^'"!" f4^4 [±^'t!l'iï'^l*] - ,
y«'^ 1» ) [l-2,.oo.(-^?.l) + î'][l-2î'co.(-'i») + ,']...
_ o où qz=e '^'^ .
Pour calculer la valeur de « d'après Téquation (8), il suffit de chercher
les valeurs de A -^--f"»)? ^r^H"^^p • • • ^t -^--}-^^ ^^^ moyen de la formule précédente, et de les multiplier ensuite entre elles. Si Ton fait d'abord « = 7^ — r-^ on trouvera aisément
Zn-Y- 1
De même si Ton fait
et si l'on pose pour abréger
on parviendra à cette formule:
[ l + d^-j*-*! l + (dÇ.2«»+\) j
Donc on voit que pour avoir toutes les valeurs de «, il suffit de substituer dans l'expression
w- ll + q* 1 + 3* ! + <?«" Y
2to— 1
au lieu de q, les 2n-{-2 valeurs 3*»+^ 2^»+', (î^ 2'"+"', (TJ g^^+S . . . (^î'^j^'^+S 1, (^1, fTJ, . . . étant les racines de l'équation (^^""'^^ = 1. Deux seulement
•) Voyez p. 347 do cette édition.
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des valeurs de e sont réelles, savoir celles qui répondent à la substitution
de 2*""^* et 2*""*"S c'est-à-dire à
a = -.^ — r~.- et a=t
Il suit encore des fomiules précédentes que toutes les 2n-|-2 valeurs de € sont nécessairement diiférentes entre elles, excepté peut-être pour certaines valeurs paiticulières du module c. Ayant trouvé les valeurs de a, on aura celles du module c' à Taide des équations (9). Il est à remarquer que
l'expression (15) est précisément la valeur de yc, comme on peut le voir
en faisant 0 = -^' Dans le cas où l'on suppose y de la foniie — - ? le
module c' sera égal à «* d'après les formules (9), donc Yc' = €. Par conséquent dans ce cas le module c se changera successivement dans toutes les valeurs du module c', si l'on remplace dans la formule
(16) rc=^.y,.{T4-Hi
8n-fl 2i»-|-l «n+l^ in^l
q par q'-'^ V^, â.^q, âl\q, . . . âl'Yq.
Ce théorème s'accorde parfaitement avec le théorème énoncé par M. Jacohi dans le tome IIL p. 193 de ce journal. Seulement à l'endroit cité
la fonction de q^ qui exprime la valeur de ^c, est présentée sous une autre forme. Donc on trouverait immédiatement le théorème de ce géomètre, si l'on pouvait parvenir à démontrer l'identité des deux fonctions
(M\ Va (^-±l! ^ + g^ y_ q' + q' + q'+---
On pouiTa encore démontrer qu'on aura les 27^-l-2 valeurs de c', en mettant dans la fommle
ïii+l_ lln4-l_ S»-fl 2ii-f-l
les quantités r*"+*, y?", (^iVr, ô\y r ^ . . . âl^Yr, au lieu de r, la lettre r
ai jj
désignant la quantité e ^ . Cette quantité est liée à q par l'équation
log(|).log(|) = ^*.
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Pour avoir la valeur du coefficient a il faut connaitre celle de ô (8). Or on pourra la déduire aisément de la formule (12), en y faisant d = a^ 2a, . . . wa. On trouve de cette manière que les valeurs de â qui répondent respectivement à
co
ai C)i-{-2co
sont égales à celles que prend l'expression
Bn+l 2n+l 2n^l 2n-\-l
en y substituant au lieu de q les valeurs 2*""*"^ Vî? ^M^î? ^iVî) • • • ^TYç.-
xxm.
THEOREME GENERAL SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIP- TIQUES DE LA SECONDE ET DE LA TROISIÈME ESPÈCE.
Joarnal fUr dio roine und angewandto Mathematik, lieransgogeben von CrtUe, Bd. 3, Berlin 1828.
Si une intégrale algébrique f(y^x)=iO satisfait à réquation
dij ' dœ
on aura toujours
oh -4, B^ n sont des quantités données, A'^ B\ m^ k -des quantités constantes, fonctions des premières, et /> une certaine fonction algébrique de y et x. Il est très remarquable que les paramètres m et n sont liés entre eux par la même équation que ?/ et x, savoir y(7/i,n) = 0. Dans le cas où n est infini, le premier membre deviendra seulement une fonction de la seconde espèce, et dans ce cas on pourra démontrer que
où V est une fonction algébrique des variables x et y.
Au reste il est aisé de démontrer la fonnule (a). Il n'y a qu'à différentier l'équation
/(Lr r dij
par rapport au module c. Je me réserve de donner dans un autre mémoire des développemens plus étendus sur le théorème ci-dessus.
Journal fOr die reine iind ange-vrandte Matbematik, herausgegeben von CreUe, Bd. 4, Berlin 1829.
Dans le second tome de ce journal j'ai donné plusieurs formules pour le développement des fonctions cpa^ fa^ Fa^ dans le cas oîi les modules e et c sont réels. Il sera facile d'en déduire des formules analogues pour le cas où e^ est une quantité négative, comme nous allons voir.
Soit pour plus de simplicité c = 1. Cela posé, si l'on fait (1) À«=/(-^— 5«), où b= ^
ji -- yï-R
on trouvera aisément, par la définition de la fonction /, qu'on a
dx
en faisant
x = Xa et c =
Vi +
Donc le module c est plus petit que l'unité, et comme on a b = Y^ — ^^? ^ sera son complément.
On trouvera aussi
(Oïl eue y I dd
2 J^ V(l—œ^)ll — c^x^) Jo yi — c«sin««
a j f dœ j r dd
Si Ton fait
(4) x^a = \i—Va, X''a = yï^^^ï^~a, on aura encore
(5) ^« = 9(2 — iaj, ra = ii^(y — iaj, et en faisant
de
on a, en vertn de (3)
(7) -'i = -ï' ai = ha}\ m = hm'.
Considérons maintenant d'abord la formule (185) p. 176*), qui donne la valeur de fa. Pour en déduire celle de la fonction iL«, il suffit de
mettre ^ ha à la place de a. Faisons donc « = ^ hB^ et posons pour
abréger,
Oji _ ta'
alors la fonnule (185) donne sur le champ
^'^ "~ • V" (1 + r«-+»)* -i- (çr- — ^-1 »•-+»)« ' OÙ
Or on a
(1 _,.»-+!)«_ (çr" — (>-' r"+')* = (1 — (»V*") (1 — (»-» ;•*-+*)
(1 _j_ r«-+»)* -f- ((,r- — (*-*»•-+•)« = (1 -j- pV»-) (1 -f- (.-* r»"+»),
par conséquent l'expression de kd deviendra, en développant,
Avec la même facilité on tirera des deux formules (184) et (186), en y faisant o = -ô ^^>
*) p. 346 de cette édition.
(m l'R — A' 1^ (l-ç*r)(l-ç-sr)(l-ç^r3)(l-e-*r»)^
nn va— A" .1^- (l + g» r) (l + g-' r) (l + g»r») (1 + g-V») . ■ ■
^ ^ «/—A • 1+y (i+g«»-«)(i+g-M)(i + g='»-*)(i+g-=îr*).r.
où 4', A" sont donnés par les formules
(13) yi"=r
On pourra trouver pour J., A'^ A" d'autres expressions beaucoup plus simples et qui donneront des fonnules ti*ès remarquables.
Si l'on fait, dans la fonnule (9), ^ = -^ -[--jj-z', on aura
donc en substituant,
c'est-à-dire, en vertu de la fonnule (8'),
d'où
En faisant, dans Texpression de X'6^ Oz=z-^ -X- - i^ on a
donc
C 'Il — ri — T^
d'où Von tire, en vertu de Téquation (12),
Enfin si Ton fait dans la formule (11) ô=z -? on trouvera
donc
h=.4A"yr[\+:^.\±^;,-..f=4A''yr.A%
et par suite
En comparant ces valeurs de A^ A\ A" à celles données plus haut, on en déduira ces formules:
-jL^ * 1 _[-75 "1 _|_ ^5
(15) >/-, -y^-l'-- i-_vi_,:»-ï:r7.6'--'
dont l'une est une siiite des deux autres.
Si dans l'expression de Xd on fait 6 = 0, après avoir divisé les deux membres par
et qu'on remarque que ==1, pour 6 = 0^ on obtiendra
De là on tire, en substituant la valeur de yc:
^8^ l/^_(l+r)(l-r«)(l + r»)(l-r^)... K^°) V yp — (1 _ y) (1 + r*) (1 — r») (1"+ r*) . . ;
A l'aide des formules (16, 14, 18) il est facile de trouver l'expression des produits infinis
En effet, si l'on fait pour abréger
( P = (l + r)(l + r')(l+r«)..., (P'=(l+0(l + r^)(l+r«)..., et qu'on ait égard à la formule
les fonnules (14, 16) donneront sur le champ
yc----p-^, 1/6 = 1/2. Vr.-^, d'où Ton tire
(-20) i'=h.fe. i" = ï^!^-.î--
On connait donc les produits P et P\ En les multipliant entre eux, il viendra
V2c,Vr
De même la formule (18) donne, en substituant les valeurs de P, P',
et de là:
formule due à «M. Jacohi (Tome IIJ. p. 193, oîi ce géomèrtre en présente plusieurs autres très remarquables et très élégantes).
Des fommles démontrées précédenunent on peut aisément en tirer un grand nombre d'autres. En voici quelques unes des plus remarquables.
Si l'on fait pour abréger
on aura
/o^N J <"' \ 2 *, ■ . l—2q»C0B2x-\-q* 1 — 2«*co8 2.F + a»
(24) A(-x) = ^^: . Vg . sin X . r_-2rco8 2x^13» ' F^Tg- 3^2^+76
(2M rl-^x]-2l/^'.^</ cosx ^-^''>A2'Î±?M±Vco8 2^ + î»
^ ^ l ^^ / 1 — 2qco&2x-{-q' 1 — 2^^co82^ + î
Ces fomiules ont été déduites respectivement des fonnules (11, 10, 9), en changeant c en 6, et en faisant ensuite
En comparant ces valeurs à celles que M. Jacobi a données pour les mêmes fonctions à l'endroit cité, on pai'viendra à des résultats remarquables. Ainsi, en faisant dans la formule (3) de M. Jacobi^ h=^c^ on aura
1 + 2 q Qov>2 X -^-2 q^ QQ^^x -\-2 q^ ces 6^+ • • • . . , 1 — 2q(io%2x-\-2q^ iio^^x — 2q^ cosG.c-j- • • •
_(l + 27C08 2.t'4-y»)(l + 2<y«co82a? + gg)(l + 2g^co82a; + iy^Q)... ~ (ï — 2^' C08 2 ^+7')(1 — 2^* C08 2.T + ^«)7ï— ~2^^"co8 2a? + ^^^^^
formule qui doit avoir lieu pour des .valeurs quelconques réelles de ic et g^, en supposant q moindre que l'unité.
En prenant les logarithmes des valeui's de >L — x\ etc., on trouvera après quelques réductions faciles:
(28) logÂJ'^-xJ = log2 — ^logc— l-^;7r + logsina:
+ 2 cos 2x- . r— r h 4- cos Ax . r-y-ô + \ cos &x . ^, — = +•••]»
(29) logÀ' ^x =log2-|--^log6 — |logc — ^-^,rr-j-logcosa;
+ 2 (cos 2a;. j-^+ J co8 4x.-j-|-^,-|- J cos6». j--^^ -f-
(30) logr(^x)==ilogi + 4(cos2a;.j-^-^-, + ico.s6x.j^^,+
En faisant a: = 0, on trouvera:
(31) •iog(A)^8.(3--i-, + i,^-:?.' +i.î:S-o+---
(32) log(^) = ^-^,-:.-21og2 + 4(^-^--i.^-^--, + ^j|'^3
En posant dans les fonnulea (206) et (207) t. II, p. 180*): a = l— —, on
trouvera les expressions suivantes:
(33) l\—x\ = — ^ . V<7 . 1 sin a: . z. \- sin 3x . :r--—^ 4- sin 5x . :r-^ — -. -A —
^ ^ \ 7C . I CIO ' ^ \ 1 — q ^ 1 — q^ ^ 1 — ^'-^ '
(34) i'j-^;^^x) = ^^V2.(cosa:.j-^^ + cos3x.j-^-, + cos5^.jp|^^^^
Ces foraiules sont peut-être les plus simples qu'on puisse trouver pour exprimer les fonctions elliptiques en quantités connues.
Voici encore deux autres formules qu'on déduira des équations (204)
et (205) t. II, p. 179*), en y faisant a = -^ œx:
Cû}'
(36) rK.)=-^f ■+.Ç--^^li^+'-'l±4?- . . .)
r désignant la même chose que précédemment.
Il est à remarquer que les quantités r et q sont liées entre elles par l'équation :
(37) log r . log q = .T^
A l'aide des expressions des modules c et 6 données plus haut, on pourra trouver une relation générale entre les modules de deux fonctions elliptiques qui sont réductibles l'une à l'autre. En effet on pourra démontrer, conmie je l'ai fait dans un des derniers numéros des „Astronomische Nachrichten" **) , qi^e si deux fonctions elliptiques réelles
*) p. 350 de cette édition.
**) Mémoire XX do cette édition.
dont les modules c et c sont moindres que l'unité, sont réductibles Tune à Vautre à Taide d'une relation algébrique entre sinO et sind', on peut trouver deux nombres entiers m et 72, tels que Féquation
yi— Z-'^sin^é»
n de n de
soit satisfaite; 6' est le complément de r/, savoir 6'=ryi — cf^.
Si cette condition est remplie, on pourra toujours déterminer sînô' algéhriqicement en sind de sorte que
oh a est un coefficient constant.
Cela posé, désignons par co", a)", r', q' les valeurs de œ\ a)', r, q qui répondent au module c\ on aura en vertu de la fonnule (14)
r' étant égal k e ^' ' . Mais l'équation (39) donne
donc
c'est-à-dire que
Donc on a ce théorème:
Une fonction elliptique réelle étant proposée, si son module c est donné par la formule:
on aura le module de toute autre fonction elliptique réelle, réductible à la
première, en mettant au lieu de r la puissance r", où n et m sont deux nombres entiers et positifs quelconques; autrement dit, on aura, en désignant par c' le module de la nouvelle fonction.
En faisant
on aura encore la formule suivante:
(44) i^ = ri . (r*) - ■ 'i'-; ■ i+-'-.; ■ '-^Ç. ■■■■
Dans le cas particulier où le module c est Y\, on a a)' = (o', donc
De là il suit que le module c de toute fonction elliptique réelle, qui est ré-
r do
ductible à la fonction / , > est donné par la formule:
JoVl — i.sin^d ^
où a est un nombre rationnel quelconque.
D'ailleurs, dans ce cas c pourra toujours être exprimé en termes finLs à Taide de radicaux.
Si Ton suppose i' = c, on a c' = i, a)^' = G>\ m" = œ] mais
donc
De là nous concluons:
Si deux fonctions elliptiques réelles dont les modules sont complémens l'un de l'autre, sont réductibles entre elles, le module sera donné par la fonnule :
(4G) yc =
et son complément h par celle-ci:
(47) yî = -^
oh u est un nombre rationnel quelconque. Nous ajouterons qu'on a en même temps
f48) F{h,6') = kfii.F{c,e),
où k est un autre nombre rationnel. Cela donne înmiédiatement le théorème suivant : '
Si l'équation différentielle (49) ^^^--,- = a. ^
Va — By* + C'y* VA+Bx*-\- 6'.r*
est intégrable algébriquement, il faut nécessairement que le coefficient a soit égal à la racine carrée dHun nombre rationnel et positifs en supposant que les quantités A^ B^ (7, a soient réelles ; et si rx est de cette forme, on poun-a trouver une infinité de valeurs convenables pour A^ 5, C.
Nous tenninerons ces remarques par la démonstration d'une formule curieuse, qu'on tire de la première des équations (20), savoir de la formule
(l + r)(l+r»)(l+r')...=y2.,^^. " En y changeant c en 6, i se changera en c, et r en ç, donc:
Vbc En comparant ces formules, on voit que l'équation
(50) J;:-(i+^-)(i+^^)(i+0 • • • = 2^(i+îz)(i+2^)(i+î^) ....
a lieu toutes les fois que les quantités r et q sont moindres que l'unité et liées entre elles par l'équation
logr . logg = 71*.
Il existe un gi^and nombre de relations semblables entre q et r^ par exemple la suivante:
qui est due à M. Cauchy (Exercices de mathématiques). On pourra la déduire de la formule
donnée par M. Jacohi^ en y changeant c en h.
ALGÉBRIQUEMENT
Journal filr die reine und angewandto Mathcinatik, herausgegeben von Crelle, Bd. 4, Berlin 1829.
Quoique la résolution algébrique des équations ne soit pas possible ^n général, il y a néanmoins des équations particulières de tous les degrés qui admettent une telle résolution. Telles sont par exemple les équations de la forme x" — 1 = 0. La résolution de ces équations est fondée sur certaines relations qui existent entre les racines. J'ai cherché à généraliser cette méthode en supposant que deux racines d'une équation donnée soient tellement liées entre elles, qu'on puisse exprimer rationnellement Tune par l'autre, et je suis parvenu à ce résultat, qu'une telle équation peut toujours êti-e résolue à l'aide d'un certain nombre d'équations moins élevées. Il y a même des cas où l'on peut résoudre algébriquement l'équation donnée elle-même. Cela arrive par exemple toutes les fois que, l'équation donnée étant in'éductible, son degré est un nombre premier. La même chose a encore lieu si toutes les racines d'une équation peuvent être exprimées par
x, Ôx, Ô*.^, Ô^x, . . . Ô"~^ic, où Ô*'x = ic,
Ox étant une fonction rationnelle de a-, et d*ic, ô'a;, . . . des fonctions de la même forme que Ox^ prise deux fois, trois fois, etc.
L'équation *— — - = 0, où n est un nombre premier, est dans ce cas;
car en désignant par a une racine primitive pour le module n, on peut, comme on sait, exprimer les n — 1 racines par
MÉMOIKE SUR UNE CLASSE PARTICULIERE D'ÉQUATIONS etc. 479
•fy^ X^X^QumtttX . Ou 2C ■ ■ ■ JT'm
c'est-à-dire, en faisant x^^^Ox^ par
X, Ox^ e^x, e^x, . . . ô"-'ic, où e''-'x=x.
La même propriété appartient à une certaine classe d'équations à laquelle je suis parvenu par la théorie des fonctions elliptiques.
En général j'ai démontré le théorème suivant:
„Si les rachies d'une équation d'un degré quelconque sont liées entre elles de telle sorte, que toutes ces racines puissent être exprimées rationnellement au moyen de Tiuie d'elles, que nous désignerons par :r; si de plus, en désignant par Ox^ O^x deux autres racines quelconques, on a
ee^x = e^ex,
l'équation dont il s'agit sera toujours résoluble algébriquement. De même, si l'on suppose Téquation irréductible, et son degré exprimé par
cil • CC^ • • • • CCo) j
où «1, «2 7 • • • «eu sont des nombres premiers différens, on pourra ramener la résolution de cette équation à celle de y^ équations du degré «i, de v^ équations du degré «g, de y^ équations du degré «3 etc."
Aprè.s avoir exposé cette théorie en général, je l'appliquerai aux fonctions circulaires et elliptiques.
Nous allons d'abord considérer le cas où l'on suppose que deux racines d'une équation irréductible*) soient liées tellement entre elles, que l'une puisse être exprimée rationnellement par Vautre.
Soit (1) (px=0
une équation du degré //, et x' et x^ les deux racines qui sont liées entreelles par l'équation
*) Une équation rprizO, dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles d'un certain nombre de quantités connues «, l^, Cj . . . s'appelle irréductible, lorsqu'il est impossible d'exprimer' aucune de ses racines par une équation moins élevée, dont les coefficiens soient également des fonctions rationnelles de a, />>, c . . . .
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(2) x' = dx^^
oîi Ox désigne une fonction rationnelle de x et de quantités connues. La quantité x' étant racine de l'équation, on aura y(a:') = 0, et en vertu de l'équation (2)
(3) 9)(dxi) = 0.
Je dis maintenant que cette équation aura encore lieu, si au lieu de x^ on met une autre racine quelconque de Téquation proposée. On a eflFectivement le théorème suivant*).
Théorème I. „Si une des racines d'une équation irréductible (px:=0 satisfait à une autre équation fx = Oy oh fx désigne une fonction rationnelle de iP et des quantités connues qu'on suppose contenues dans (px ; cette dernière équation sera encore satisfaite en mettant au lieu de x une racine quelconque de l'équation yx = 0."
Or le premier membre de l'équation (3) est mie fonction rationnelle de Xj donc on aura
(4) (p{^0x) = Oy si (px = Oy
c'est-à-dire que si x est une racine de l'équation (px = 0^ la quantité dx le sera également.
Maintenant, d'après ce qui précède, Oxi est racine de l'équation (fx = 0^ donc ddxi le sera aussi; OOOx^^ etc. le senmt également, en répétant l'opération désignée par 0 un nombre quelconque de fois.
*) Ce théorème se démontre aisément comme il suit:
Quelle que soit la fonction rationnelle fx, on peut toujours faire /.f=i ? où M et
N sont des fonctions entières de x, qui n'ont pas de facteur commun; mais une fonction entière de x peut toujours être mise sous la forme P-\-Q.(fXy oix P et Q sont des fonctions entières, telles que le degré de P soit moindre que celui de la
fonction y.c. En faisant donc 3/=:P+ Q-fjT»^? en aura fx = —''^r Cela posé, soit
xi la racine de (px=:0 qui satisfait en même temps k fxz=0] x^ sera également ime racine de Féquation P=i 0. Or si P n'est pas zéro pour une valeur quelconque de Xy cette équation donnera x^ comme racine d'une équation d'un degré moindre que celui de qrwcizO, ce qui est contre l'hypothèse; donc PrzO et par suite
fx zn (fxT^ j d'où l'on voit que fx sera égal k zéro en même temps que epx c. q. f. d.
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Soit pour abréger
eex, = 0^x,] e0^d\ = 0^xr, ee^x^=:e^x, etc.,
on aura une série de quantités,
qui toutes seront des racines de l'équation tpx = 0. La . série (5) aura une infinité de termes; mais l'équation (px = 0 n'ayant qu'un nombre fini de racines difïérentes, il faut que plusieurs quantités de la série (5) soient égales entre elles.
Supposons donc
OU bien
en remarquant que d'''^'*Xi = 0'*0'^Xi,
Le premier membre de l'équation (6) est une fonction rationnelle de O'^x^'^ or cette quantité est une racine de l'équation (px = Oj donc en vertu du théorème énoncé plus haut, on pourra mettre x^ au lieu de d'^Xj^. Cela donne
oh Ton peut supposer que n ait la plus petite valeur possible, de sorte que toutes les quantités
(8) a^i, 0Xi^ d^Xi, . . . e^'-^x,
soient dififérentes entre elles, •
L'équation (7) donnera
0'0''x^ = e'xij ou d«+*a:i = ô*a:i.
Cette formule fait voir qu'à partir du terme ©""^a^i, les termes de la suite (8) se reproduiront dans le même ordre. Les n quantités (8) seront donc les seules de la série (5) qui soient différentes entre elles.
Cela posé, si ju>n^ soit x^ une autre racine de l'équation proposée, qui n'est pas contenue dans la suite (8), il suit du théorème I que toutes les quantités
I «7 I Xa n Cr Xq m \J Xvi , • . • " Uy^ , • • .
seront également des racines de l'équation proposée. Or je dis que cette
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suite ne contiendra que n quantités différentes entre elles et des quantité,s (8), En effet, ayant O'^Xj, — Xj = 0, on- aura en vertu du théorème 1, 0''x^ = x^^ et par suite
Donc les seules quantités de la série (9) qui puissent être différentes entre elles, seront les n premières
(10) X,, 0x^, ÔVg, . . . «"-'x,.
Or celles-ci seront nécessairement différentes entre elles et des quantités (8). En effet, si Ton avait
oh m et y sont moindres que w, il en résulterait d'"Xj = d*'Xi, ce qui est impossible, car toutes les quantités (8) sont différentes entre elles. Si au contraire on avait
il en résulterait
donc
c'est-à-dire que la racine x^ serait contenue dans la série (8), ce qui est conti-e rhypothèse.
Le nombre des racines contenues dans (8) et (10) est 2n, donc /li sera ou égal à 2w, ou plus gi'and que ce nombre.
Soit dans le dernier cas x^ une racine différente des racines* (8) et (10), on aura une nouvelle série de racines
et l'on démontrera, précisément de la mênie manière, que les n premières de , ces racines sont différentes entre elles et des racines (8) et (10).
En continuant ce procédé jusqu'à ce que toutes les racines de l'équation (px = 0 soient épuisées, on verra que les ju racines de cette équation seront partagées en plusieurs groupes, composés de n termes; donc /i sera divisible par w, et en nommant m le nombre des groupes, on aura
Les racines elles-mêmes seront
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•(>| m Cr aZ/i • Cr X^ • • • • Cf X^ m
•A/a ■ V Xa 7* V JUa ••••(/ «C/y ■
(12) { a^,, da^, d'x^, . . . d—^o:,,
\ *^m J "*^m 7 " '^m 7 • • • " Sî^ni •
8î w=l, on aui'a n = jn.^ et les ,«^ racines de l'équation (px = 0 seront exprimées par
(13) X,, ex,, e^x,, . . . d^-'a^i.
Dans ce cas l'équation q)x = 0 est résoluble algébriquement, comme on le verra 4ans la suite. Mais la même chose n'aura pas toujours lieu lorsque m est plus grand que l'unité. On pourra seulement réduire la résolution de réquation (px = 0 k celle d'une équation du n'^' degré, dont les coefiîeiens dépendront d'une équation du w'*"** degré; c'est ce que nous allons démontrer dans le paragi^aphe suivant.
Considérons un quelconque des groupes (12), par exemple le premier, et faisons
( {x - a;.) (x - ex,) {x - d'x,) . . . (x - d'-'x;)
les racines de cette équation seront
et les coefficiens -4/, ^/', . . . A^,^ seront des fonctions rationnelles et symétriques de ces quantités. Nous allons voir qu'on peut faire dépendre la détermination de ces coefficiens de la résolution d'une seule équation du degré m.
Pour le montrer, considérons en général une fonction quelconque rationnelle et symétrique de Xj, Ox^ O^x,, . . . O^'^^x,^ et soit
(15) y.=f(x,, ex,, e'x,, . . . e--'x,)
cette fonction.
En mettant au lieu de x^ successivement i^à, ^Tg, . . . ir,„, la fonction y,
1^1 MKMOIRE SUR UNE CLASSE PARTICULlÈttE D'EQUATIONS etc.
prcMulra tu valeurs différentes, que noiw désiguerous par ^,, y,, y,, ... y.. Cela porté, si Ton forme une «luation du degré jn:
dont les racines soient ?/i, j/j, y,, . . . y., je dl< que les coefficiens de cette Aiuatîon poumnit être exprimés nitionuellement par les quantités connues, qu'on suppose contenues dait** ri^juatî*»n pn»p*»>ée.
Les quantités #x,, tf'j",, . - . 0*~'Xi étant des fonctions rationnelles de Xij la fonction ifi le sera étralvu^/Tit- Si»ît
(17) ( nous aurons Ji':s>î
En mettant d..r,> : -v -J^r: - 1^>' successivement Ox^, tf'x^, tf'a-^, • . . #"~V^ au Tk-u :. -• . -î ^" remarquant que e''x^ = x^, d^^'x^^Ox^, O^^^x =z0^x 1%:. * -« *< < .x> jUe la fonction i/^ ne change pas de valeur;
on aura <l«'ni'
De mênu'
Orne
.^ 1^^.^ . vluiauo membre de ces équations à la r puissance, on
. • z.. ^ [(Fx,)- + {Fex.Y H 1- (FÔ'^'x,)'],
•■ ï II •- ^
./:.= l '[{Fx,Y-{-{FdxJ''+ . • • -{-{Fe-'x,)"]. t:» ajoutjuit ces dentières W|uations, on aura la valeur de
yï + yî + yîH ^-y'
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exprimée en fonction rationnelle et symétrique de toutes les racines de Téquation ya: = 0, savoir:
(19) .f^^rf^J^f^J^ \.yl = ^2{Fxy.
Le second membre de cette équation peut être exprimé rationnellement par les coefficiens de (px et Ox^ c'est-à-dire par des quantités connues. Donc en faisant
(20) r, = yï + ?/$ + 2/$H hy«>
on aura la valeur ' de r^ , pour une valeur quelconque entière de v. Or, connaissant r^^ r^^ . . . r^^ on en pourra tirer rationnellement la valeur de toute fonction symétrique des quantités y^^ y^^ ' ' ' y^' ^^ pourra donc trouver de cette manière tous les coefficiens de Téquation (16), et par conséquent déterminer toute fonction rationnelle et symétrique de x^^ Oxij O^x^^ . . . d"~^Xi à Taide d'une équation du m'*"* degré. Donc on aura de cette manière les coefficiens de l'équation (14), dont la résolution donnera ensuite la valeur de x^ etc.
On voit par là qu'on peut ramener la résolution de l'équation ç)x' = 0, qui est du degré ^ = m . 7^, à celle d'un certain nombre d'équations du degré m et n. Il suffit même, comme nous allons voir, de résoudre une seule équation du degré m^ et m équations du degré n.
Soit xpXi l'un quelconque des coefficiens -4/, ^/, . . , ^f*^; faisons
(21) ty=yl'fx^-{'yl'fX2-\-yl*f^s'\ hy^V^^«-
Puisque y\\px^ est une fonction symétrique des quantités a:^, dx^^ . . . d"~*a;^, on aura, en remarquant que O^'x^^^x^^ d''^^x^-=Ox^ etc.
y\\px^=(Fxy .iiJx^=z{Fexy .xpex^= . . . ={id''-'^xy .xpe^'-^x^^
donc:
y\xpx,=-\'.[{Fxyxp^x^^{Fdxy^ex^^ \^{Fe^-''xyxp6--'x;\.
On aura de semblables expressions pour y^y^x^^ ylV^^s^ • • • yliV^^mi ^^
mettant Xg , 0:3 , . . . a:„ à la place de x^ . En substituant ces valeurs, on
voit que ty deviendra une fonction rationnelle et symétrique de toutes les racines de l'équation (px = 0. En effet, on aura
(22) t, = ^-2iFxyfx.
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Donc on peut exprimer /,. rationnellement par des quantités connues.
Cela pose?, en faisant r=0, 1, 2, 3, . . . w — 1, la formule (21) don nera
On tirera aisément de ces équations, linéaires par rapport à tpx^ , \px^ ? • • ipx^^ les valeurs de ces quantités en fonction rationnelle de 7/i, //g, //g, . . • ?/„. En efiet, en faisant
(23) iv—!h){y—!h) . . . (y — y«)
on aura
^ ^ ^ ^ ~ i^o + Ayi + 5,:y î + • • • + i2.-2.vT-^ + .yr^ '
Les quantités i?o , i^ » • • • ^C-a sont des fonctions rationnelles de y^ , 3^3? ^4 7 • • • ^m? niais on peut les exprimer par y^ seul. En effet, en multipliant Téquation (23) par y — y^^ on aura
d'oii l'oa tirei'a, en comparant les puissances égales de y:
(25) ( K.*= Vi K-z +;'3 = y\ -\-piy\ -\-Ptyi +b » •
^0 =yr'+ihyi''+p,yr'^ |-2^«-i-
En substituant ces valeurs, Texpression de \px^ deviendra une fonction rationnelle de yi et de quantités connues, et Ton voit qu'il est toujours possible de trouver \px^ de cette manière, à condition que le dénominateur
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ne sera pas zéro. Or on peut donner à la fonction y^ une infinité de formes qui rendront impossible cette ^ équation. Par exemple en faisant
où a est une indéterminée, le dénominateur dont il s'agit ne peut pas s'évanouir. En effet ce dénominateur étant la même chose que
(yi — ^i) (^1 — 3/s) . . . (yi—iin),
on aurait, dans le cas où il était nul,
c'est-à-dire
(« — Xi) (a — 6x^ . . . (« — d"~^iCi) = (a — Xj) {a — OXf) ... (a — d''~^Xf,)j
ce qui est impossible, car toutes les racines x^^ Oxij O^x^^ . . . O^^^x^ sont différentes de celles-ci: ic*, Oxj,^ O^^ui • • • ^""^^fc-
Les coefficiens A/, il/', . . . -4^*^ peuvent donc s'exprimer rationnellement par une même fonction y^ , dont la détennination dépend d'une équation du degré m.
Les racines de l'équation (14) sont
En rempla<;ant dans les coefficiens -4/, ^/ etc. y^ par ^a, ^3, . . • y^i on obtiendra m — 1 autres équations, dont les racines seront respectivement :
Xa , Cr X<a > • • • Cr Xa a
U^3 5 v U^3 , . . . Cr it'3 ,
X Bx O^'^r
Théorhne IL L'équation proposée yic = 0 peut donc être décomposée en m équations du degré n, dont les coefficiens sont respectivement des fonctions rationnelles d'une même racine d'une seule équation du degré m.
Cette dernière équation n'est pas généralement résoluble algébriquement quand elle passe le quatrième degré, mais l'équation (14) et les autres semblables le sont toujours, en supposant connus les coefficiens -4/, -4/ etc., comme nous le veiTons dans le paragraphe suivant.
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Daiifî le paragraphe prëcécleiit nous avons considéré le cas oîi ni est plus grand que Tunité. Maintenant nous allons nous occuper du cas où m=l. Dans ce cas on aura fi = nj et les racines de l'équation (px = 0 seront
Je dis que toute équation dont les racines peuvent être exprimées de cette manière est résoluble algébriquement.
Soit a une racine quelconque de l'équation «^ — 1=0, et faisons
(28) tpx = {x + aex-}-a^e^x-\-a^e^x^ |-a^-^#'*-*a:)^
yjx sera une fonction rationnelle de x. Or cette fonction peut s'exprimer rationnellement par les coefficiens de (px et 0x. En mettant O'^x au lieu de te, on aura
tpe''x=^{0''x + a0''-^^x+' . '+a^'-'^e^x + a^-"'^'0^-^'x+ • • • +a^-'d'*+"-'a-)'*;
maintenant on a
0^x = x, 0f*^'x=0x, . . . d^+"*~'u; = d'— 'ir,
(a^-'"u: + a^-'"+'dx+ • • • + a^-'0''-'x + 0''x + a0"'-^'x+ • • • +« ^-"-' <>''"' a:) ^.
Or «^ = 1, donc
ipe''x = [af'-"'{x-{-a0X'\-a*0^x^ |-a^"'Ô^"'x)]^
= a^^^-'">(x + adx-j \-a!'-^0^''xY,
donc, puisque a^^^~"*^=l^ on voit que
ip0'"x = xpx.
En faisant w = 0, 1, 2, 3, . . . ,u — 1, et en ajoutant ensuite, on trouvera
(29) ipx = -^ {fx-\-xp0X'\'tp0^x-\ . -}-v^Ô^-V).
ipx sera donc une fonction rationnelle et symétrique de toutes les racines de Téquation ya: = 0, et par conséquent on pourra l'exprimer rationnellement par des quantités connues.
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Soit \fjxz=v^ on tire de Téquation (28)
(30) yv=x^aex^a^e^x-\ \- a^"-^ 0 ^-' x .
Gela posé, désignons les fi racines de Téquation
«^ — 1 = 0 par
(31) 1, cfj, cfg, «5, ... a^_i, et les valeurs correspondantes de v par
l'équation (30) donnera, en mettant à la place de a successivement 1, «i,
^S î ^3 7 • • • ^fi—1 •
\Vo =x-\- ex -\- e*x -| 1- d'*-'a;,
y^, =u;-|- «,da; -f aîd*a; -\ \-a>i-^e>*-'x,
fvt =x-\- a^Ox -\- a\e*x -| -f aJ-'Ô"-*»;,
IZ
l ^/v^.^=x ■^a^_,ex -\-al_,e*x+ ■ ■ ; -\-a;z\d''-'x. En ajoutant ces équations on aura
(34) x = j. [-A-\-h +y7, + fF,+ . . . -\-}f^,] ,
OÙ l'on a remplacé yî^, qui est une quantité constante, par — A.
On connaît par là la racine x. Généralement on trouve la racine O'^x en multipliant la première des équations (33) par 1, la seconde par af"', la troisième par a^'* etc., et en ajoutant; il viendra alors
(35) e''x=j[-A-\-ar.}/v,-\-a^''.y^,-\ h«;r-i-fci]-
Eu donnant à 7n les valeurs 0, 1, 2, ... /t — 1, on aura la valeur de tontes les racines de Téquation.
L'expression précédente des racines contient généralement /t — 1 radi-
eaux différens de la forme J^. Elle aura donc /t^~^ valeurs, tandis que la
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racine de Féquation (px = 0 n'en a que /t. Mais on peut donner à l'expression des racines une autre forme, qui n'est pas sujette à cette difficulté.
En effet, lorsque la valeur de y^i est fixée, celle des autres radicaux le sera également, conmie nous allons le voir.
Quel que soit le nombre //, premier ou non, on peut toujours trouver une racine a de l'équation a'* — 1=0, telle que les racines
puissent être représentées par
Cela posé, on aura
I yv[ z= X -\- a . dx -\- a* e* X -\ [-«''-*. «""'x,
d'où l'on tire
tv\.{\v^Y-' = {x^a'ex-\-a^^e^x-^ \-a'^-'^'e^-'x)
Xix^adx^a^e^x^ \-af'-^e''''xY'\
Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle de x^ qui ne changera pas de valeur en mettant au lieu de x une autre racine quelconque d'^x^ comme on le veiTa aisément, en faisant cette substitution et en ayant égard à l'équation O^^^x^i^O^x. En désignant donc la fonction dont il s'agit par yjx^ on aura
fâ /M
^^.{Y^iY-''=ipx=tpex=ipe*x= . . . =ipe^-^x,
d'oîi
(39) fv, . (Vy, )''-* = -- {fx 4- ipdx -f- yje*x -j 1- t/fd^-'x).
Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symétrique des racines, donc on peut l'exprimer en quantités connues. En le désignant par a^., on aura
(40) fe(fe)''-* = «*, d'où
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A l'aide de cette formule l'expression de la racine x deviendra
(42) a,==i(-^ + fe + «^(fo*+^(fr;:)»+...+^T:i(y^).-j.
Cette expression de x n'a que /tt valeurs différentes, qu'on obtiendra en mettant au lieu de j/t;, les /i valeurs:
La méthode que nous avons suivie précédemment pour résoudre Téquation (px = 0 est au fond la même que celle dont s'est servi M. Gauss dans ses ^^Disquisitiones arithmeticae" art. 359 et suiv. pour résoudre une certaine classe d'équations, auxquelles il était parvenu dans ses recherches sur l'équation x" — 1 = 0. Ces équations ont la même propriété que notre équation ç)2:=z:0; savoir que toutes ses racines peuvent être représentées par
x, Ox^ O^x^ . . . 0'^~^x^
Ox étant une fonction rationnelle.
En vertu de ce qui précède nous pourrons énoncer le théorème suivant:
Théorème III. Si les racines d'une équation algébrique peuvent êti-e représentées par
x^ OXj O^Xj . . . O^'^^x^
oh df'x = x^ et où Ox désigne une fonction rationnelle de x et de quantités connues, cette équation sera toujours résoluble algébriquement.
On en tire le suivant, comme corollaire:
Théorhae IV. Si deux racines d'une équation irréductible^ dont le degré est un nombre prevnerj sont tellement liées entre elles, qu'on puisse exprimer l'une rationnellement par l'autre, cette équation sera résoluble algébriquement.
En effet cela suit immédiatement de l'équation (11)
car on doit avoir m = 1 , si /i est un nombre premier ; et par conséquent les racines s'expriment par ir, Ox^ d^x^ . . . 0^'~^x.
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Dans le cas où toutes les quantités connues de (px et dx sont réelles^ les racines de l'équation ipx=zO jouiront d'une propriété remarquable, que nous allons démontrer.
Par ce qui précède on voit que a^_i peut être exprimée rationnellement par les coefficiens de (px et Ox^ et par a. Donc si ces coefficiens sont réels, «^_i doit avoir la forme
oh y — 1 n'entre qu'à cause de la quantité a,. qui en général est imaginaire, et qui généralement peut avoir la valeur
a = cos
+ |crî . sin fl"- .
En changeant donc dans a le signe de y— 1 et désignant par a'^_^ la valeur correspondante de a^_i, on aura
Or d'après la formule (40), il est évident que a'^_, = a^,_i; donc ft=:0 et
Donc a^_i a toujours une valeur réelle. On démontrera de la même manière que
v^^=^c-{'d^ — 1 et î;^_i=:c — d^ — 1,
oh c et cZ sont réels.
De là on tire
(44) v, = C'\-y^^.Y^iJ^^'7^,
et par suite ^i^ -^ c^ z=zd\ d'oh Ton voit que '^a^' — c* a toujours une valeur réelle.
Cela posé, on peut faire
(45) c={y^YiiOHd, y^"— r!'=(yp)"sinfT,
oh (> est une quantité positive.
On en tire
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c'est-à-dire :
par conséquent p sera ëgal à la valeur numérique de a. On voit en outre que a est toujours positif, si fi est un nombre impair.
Connaissant p et (^, on aura
v, = {f^Y. (cos J -j- jClï , sin ô) et par suite
fe=yp.[cos(^+|^-^)+V=n:.8in(^+i"^
En substituant cette valeur de ^v^ dans l'expression de x (42), elle pi'endra la fonne;
/._^ 1 r . . -.f- I d-\-2m7t , ,/ — z- . ô-\-2mjt
(47) a; = -[^— 4 + yp.|cos^E_ [_ y_ i . «m -JI_
+ (/+^y-l ) (cos^('^^^) + r-ï . sin ^(^-tA-))
+ (ir+ Gt ym ) y p . ( cos ^('^ + ^^") + y::^! . dn ^1±?!^) )
+c/;+^.y-~i) (cos^i^+^^^) + y--=â . sin^-^-^-t^))
oh (fj Aj fj ffy Fy G etc., sont des fonctions rationnelles de cos - ? sin —
fJr fJr
et des coefficiens de (px et da:^. On aura toutes les racines, en donnant à m les valeurs 0, 1, 2, 3, ... ^ — 1.
L'expression précédente de x fournit ce résultat:
Théorème V. Pour résoudre l'équation q)x = Oj il suffit:
1) de diviser la circonférence entière du cercle en // parties égales,
2) de diviser un angle â^ qu'on peut construire ensuite, en fi parties égales,
3) d'extraire la racine carrée d'une seule quantité p.
Ce théorème n'est que l'extension d'un tliéorème semblable, que M. Gauss donne sans démonstration dans l'ouvrage cité plus liant, art 3 GO.
Il est encore à i-emarquer que les racines de l'équation (px = 0 sont
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OU toutes réelles ou toutes imaginaires. En effet si une racine x est réelle, les autres le sont également, comme le font voir les expressions
6x, e^x, . . . e^-'xy
qui ne contiennent que des quantités réelles. Si au contraire x est imaginaire, les autres racines le sont aussi, car si par exemple d'^x était réelle, d^'^{d'^x)=^d^x=zx^ le serait également, contre Thypothèse. Dans le premier cas a sera positif et dans le second négatif. Si ft est un nombre impair, toutes les racines seront réelles.
La méthode que nous avons donnée dans ce paragraphe, pour résoudre l'équation (px = Oj est applicable dans tous les cas, le nombre fi étant premier ou non; mais si fi est un nombre composé, il existe encore une autre méthode qui donne lieu à quelques simplifications et que nous allons exposer en peu de mots.
Soit /i = m.n^ les racines
Xj ex, e^x, . . . e^'-'x
pouiTont être groupées de la manière suivante:
ex, e^'^^x, e^^'-^'x, . . . d<"-^>"+^a:,
e*x, e^'^^x, d»-+*ar, . . . d<-^>'"+«a',
En faisant pour abréger:
( ^«7 1 X " X^ , \fX ■■ X^ • U X ■■ ■■- X^ ,•••(/ X ' CCu, ,
on peut écrire les racines comme il suit:
Z ) Xq 9 C/« Xq m C7 1 Xq • . • . C/ « «Z/a >
'^ ) ^mj ^l^m? ^l^m'i * > > ^\ X„ ,
Donc en vertu de ce qu'on a vu (§ 2) on peut décomposer l'équation (px=:Oj qui est du degré m.n, en m équations du degré 71, dont les coef-
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ticîens dépendront d'une équation du degré m; Les racines de ces m équations seront respectivement les racines 1', 2', . . . m'.
Si n est un nombre composé mi^i, on peut décomposer de la même manière chacune des équationa du degré n en m^ équations du degré tîj, dont les coefficiens dépendront d'une équation du degré m^ . Si n^^ est encore un nombre composé, on peut continuer la décomposition de la même manière.
Théorhne VI, En général, si Ton suppose
(51) ^ = mj . wig . iTij . . . m„ ,
la résolution de Téquation proposée ç)a; = 0 sera ramenée à celle de n équations des degrés
Il suffit même de connaître une seule racine de chacune de ces équations, car si Ton connaît une racine de l'équation proposée, on aura toutes les autres racines, exprimées en fonctions rationnelles de celle-ci.
La méthode précédente est au fond la même que celle donnée par M. Gauss pour la réduction de l'équation à deux termes, a;'" — 1 = 0.
Pour faire voir plus clairement la décomposition précédente de l'équation ç)x = 0 en d'autres de degrés moins élevés, supposons par exemple ^ = 30 = 5.3.2.
Dans ce cas les racines seront
Nous formerons d'abord une équation du 6**"** degré, dont les racines seront
ic, Q'^x, e^'^x, e''x, e^'x, e^x.
Soit B=0 cette équation, on peut déterminer ses coefficiens, rationnellement, par une même quantité y, qui sera racine dune équation du cinquième degré: P=0.
Le degré de l'équation B = 0 étant lui-même un nombre composé, nous formerons une équation du 3'**"* degré: jKi = 0, dont les racines seront
et dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles de y, et d'une même quantité z, qui est racine d'une équation du second degré Pi = 0, dans laquelle les coefficiens sont exprimés rationnellement par y.
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Voici le tableau des opérations:
Ou peut aussi commeucer par uue équation du 2**** degré eu x^' ou bien par une équation du 5'^* degré.
Reprenons l'équation générale (f'X = {). En supposant /t = 7w./?, on peut faire
OÙ y est déterminé par une équation du m**^* degré:
dont tous les coefficiens sont exprimés rationnellement en quantités connues. Cela posé, soient
fi = vil . rn^ . 7/^3 . . . vi^
(54) . { et
plusieurs manières de décomposer le nombre ^ en deux facteurs, on pourra décomposer Téquation proposée (px = 0 en deux autres des w manières suivantes :
I i^i(x, yi) = 0, dont les racines seront x^ d'^'x, d^^'a:, . . . ^^"•-^^"•'a:
(1) I et les coefficiens des fonctions rationnelles d'une quantité y^^ ray cine d'une équation yiyi = 0, du degré m^.
F^{x^yi) = Oj dont les racines seront x, O'^-Xy d*'"*^:, . . . ^('•«-^^'"tx
(2) l et les coefficiens des fonctions rationnelles d'une même quantité ^g, racine d'une équation f^y^z=zOj du degré m^.
F^{x,y,,) = 0, dont les racines seront x, O^'^'x, «""'"ir, . . . ^^"'''-'^"«a: (a>) \ et les coefficiens des fonctions rationnelles d'une même quantité y^y racine d'une équation f^oya) = ^f du degré in^.
Supposons maintenant que m^^ m^^ . . . ii\^ pris deux à deux, soient premiers entre eux, je dis qu'on pouri'a exprimer la valeur de x rationnelle-
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ment par les quantités ^i, ^2, ^s? • • • ^w En effet, si m|, m^, . . . tw^ sont premiers entre eux, il est clair qu'il n'y a qu'une seule racine qui satisfasse à la fois à toutes les équations
savoir la racine x. Donc, suivant un théorème connu, on peut exprimer x rationnellement par les coefiiciens de ces équations et conséquemment par les quantités y^, y^^ . . . y^.
La résolution de l'équation proposée est donc ramenée à celle de a> équations: ^1^1 = 0; ^^ 2/2 = 0; . . , /^^y^^ = 0^ qui sont respectivement des degrés: w^, m^, . . . w^, et dont les coefiiciens sont des fonctions rationnelles des coefiiciens de (px et dx.
Si l'on veut que les équations
(56) /ii/i = 0, /,y, = 0, . . ./^y„ = 0
soient les moins élevées possibles, il faut choisir in^^ m^^ . . . m^^ tels, que ces nombres soient des puissances de nombres premiei-s. Par exemple si l'équation proposée yx=0 est du degré
(57) ^z=6Î' .6^» . . . e\ oîi «1, fg? • • • ^a> sont des nombres premiers diiférens, on aura
(58) Wi = €Ï', W2 = f;«, . . . m^=^B[
Tj'équation proposée étant résoluble algébriquement, les équations (56) le seront aussi; car les racines de ces équations sont des fonctions rationnelles de x. On peut aisément les résoudre de la manière suivante.
La quantité y est une fonction rationnelle et symétrique des racines de l'équation (52), c'est-à-dire de
(59) ce, e^'x, e^^'x, . . . e^''-'^"'x.
Soit
(60) y=Fx=f{x, e^'x, e^^'x, . , . e^^'-'^'^x),
les racines de l'équation (53) seront
(61) Fx-, F{ex)', F{e'x); . . . F{e^-'x)',
or je dis que l'on peut exprimer ces racines de la manière suivante:
(62) y, ky, l'y, . . . X^-'y,
'tu 5
•ta '
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OÙ hj est une fonction rationnelle de y et de quantités connues. On aura
(63) F{ex)=f[ex, e{e''j:), #(^*«.c), . . . #(«<»-^>-x)i,
donc F(Ox) sera, ainsi que Fx^ une fonction rationnelle et symétrique des racines x, ^""x, . . . 6^*'~'^^'^x^ donc on peut, par le procédé trouvé (24) exprimer F{dx) rationnellement par Fx. Soit donc
F6x=iXFx = Xy^
on aura, en rempla(;ant (en vertu du théorème I) x par Ox^ O^x^ . . . O'^^^x^
FO'x = iFOx = l'y, FO'x = kFe'x = l'y,
Fe^'-'x = xFd'^-^x = r-'y,
Maintenant les racines de l'équation (53) pouvant être représentées par
on peut résoudre algébriquement cette équation de la même manière que l'équation (px = 0. (Voyez le théorème III).
8i m est une puissance d'un nombre premier, 7/i = e*", on peut encore déterminer y à l'aide de r équations du degré e. (Voyez le théorème VI).
Si dans le théorème VI on suppose que fi soit une puissance de 2, on aura, comme corollaire, le théorème suivant:
Tfiéorènie VII. Si les racines d'une équation du degré 2*^ peuvent être représentées par
ic, dxj d^x^ . . . d^"'~^Xy où ^***'iC = X,
cette équation pourra être résolue à l'aide de l'extraction de ai racines carrées.
Ce théorème, appliqué à Téquation - - = 0 , où 1 -}- 2 *** est un
nombre premier, donne le théorème de M. Gauss pour le cercle.
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Des équatiojis dont toutes les racines peuvent être exprimées rationnellement par
Vune â! entre elles.
Nous avons vu précédemment (théorème III) qu'une équation d'un degré quelconque, dont les racines peuvent être exprimées par
X, Ox^ e^x^ . . . e^-'x
est toujours résoluble algébriquement. Dans ce cas toutes les racines sont exprimées rationnellement par Tune d'entre elles; mais une équation dont les racines ont cette propriété, n'est pas toujours résoluble algébriquement; néanmoins, hors le cas considéré . précédemment, il y a encore un autre, dans lequel cela a lieu. On aura le théorème suivant: .
Théorème VIII. Soit ;fa: = 0 une équation algébrique quelconque dont toutes les racines peuvent être exprimées rationnellement par Tune d'entre elles, que nous désignerons par x. Soient Ox et d^x deux autres racines quelconques, l'équation proposée sera résoluble algébriquement, si l'on a
ee^x=d^ex.
La démonstration de ce théorème peut être réduite sur le champ à la théorie exposée § 2, comme nous allons le voir.
Si l'on connaît la racine x^ on en aura en même temps toutes les autres; il suffit donc de chercher la valeur de x.
Si l'équation
n'est pas in-éductible, soit
(65) <px — 0
l'équation la moins élevée à laquelle puisse satisfaire la racine x^ les coefficiens de cette équation ne contenant que des quantités connues. Alors les racines de l'équation (px = 0 se trouveront parmi celles de l'équation /aî=0 (voyez le premier théorème), et par .conséquent elles pourront s'exprimer rationnellement par l'une d'entre elles.
Cela posé, soit 6x une racine différente de a: ; en vertu de ce qu'on a vu dans le premier paragi'aphe, les racines de l'équation (px=:0 poun-ont être exprimées comme il suit:
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•Z/J m %f X^ m Vf X^ m • • ■ C7 X-t m
et en formant Téquation
dont les racines sont Xj Oxj O^Xj . . . d""*x, les coefficiens A'^ ^'', . . . A^"^ pourront être exprimés rationnellement par une même quantité y, qui sera racine d'une équation in-éductible*) :
(67) r-hPiy'-'-hM"-*-] hi>-iy+p-=o,
dont les coefficiens sont des quantités connues (voyez § 2).
La détermination de x peut s'effectuer à l'aide des deux équations (60) et (67). La première de ces équations est résoluble algébriquement, en supposant connus les coefficiens, c'est-à-dire la quantité y (voyez le théorème III). Quant à l'équation en ?/, nous allons démontrer que ses racines ont la même propriété que celles de l'équation proposée (px = Oj savoir d'être exprimables rationnellement par l'une d'entre elles.
La quantité y est (voy. 15) une certaine fimction rationnelle et symétrique des racines x^ Ox^ d^Xj . . . d'^'^x. En faisant
y=/(x, ex, e'x, . .. e^-'x),
les auti'es racines de l'équation (67) seront
(68) < yi=/(^i, ox,, e'x,, . . . e^-'x,),
J/m—l J\^m—lJ ^^m— 1 î ^ X^_i , , . , U X„_i) .
*) On démontrera aisément que cette équation ne pourra être réductible. Soit 5 = 0 Féquatîon irréductible en y, et v son dogré. En éliminant y, on aura une équation en X du degré wv; donc Jiv^fi. Mais on a
donc
ce qui est impossible, car v est moindre que in.
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Maintenant, dans le cas que nous considérons, x^, ... x^_^ sont des fonctions rationnelles de la racine x. Faisons par conséquent
les racines de l'équation (67) auront la forme:
D'après l'hypothèse les fonctions 0 et d^ ont la propriété que
ee^x = e^dx,
équation qui, en veitu du théorème I, aura lieu en substituant à la place de X une autre racine quelconque de l'équation ^x = 0. On en tire successivement
e^e^x = ee^ex = e^e^x, e'e.x = ee.e'x = e.d^x,
L'expression de y^ deviendra par là
y^~f{e,x, e^ox, e^e^x, . . . e^e^'-'x),
et Ton voit que ^i, comme y, est une fonction rationnelle et symétrique des racines
X , WX , Vf X ,•••{/ aC •
Donc (§ 2) on peut exprimer y^ rationnellement par y et des quantités connues. Le même raisonnement s'applique à toute autre racine de l'équation (67).
Soient maintenant Ay, X^y deux racines quelconques, je dis qu'on aura'
En effet, ayant par exemple
Ay=/(^,cc, ee^x, . . . e^-^e^x),
si
y=f{x, Ox, .. . d'-'x),
on aura, en mettant $^x au lieu de x,
xy,=/{eidtx, ee^e^x, . . . e'-^e^e^x),
où
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donc
et également
XiX7j=/{d^e,x, ee^e^x, . . . e^'-^e^e^x),
donc, puisque d^6^x=id^6^x^
Xl,y = X^Xy.
Les racines de l'équation (67) auront donc précisément la même propriété que celles de l'équation (px=zQ.
Cela posé, on peut appliquer à l'équation (G 7) le même procédé qu'à l'équation ç)x = 0; c'est-à-dire que la détermination de y peut s'effectuer à l'aide de deux équations, dont l'une sera résoluble algébriquement et l'auti'e aura la propriété de l'équation (px = 0. Donc le même procédé peut encore être appliqué à cette dernière équation. En continuant, il est clair que la détermination de x poun*a s'eflfectuer à Taide d'un ceitain nombre d'équations, qui seront toutes résolubles algébriquement. Donc enfin l'équation (px = 0 sera résoluble à l'aide d'opérations algébriques, en sup])osant connues les quantités qui avec x composent les fonctions
(fX^ dX^ ôlXj d^Xy . . . O^^iX.
H est clair que le degré de chacune des équations auxquelles se réduit la détermination de Xj sera un facteur du nombre fi qui marque le degré de l'équation q)x = 0'y et:
Tfiéorhne IX. Si l'on désigne les degrés de ces équations respectivement par
on aura
fiz=.n,ny^,ii^y . . . n^^.
En rapprochant ce qui précède de ce qui a été exposé (§ 3), on aura le théorème suivant:
Théorhnè X. En supposant le degré fi de l'équation (px = 0 décomposé comme il suit:
(69) /i = «ï'.fî«.fï- . . . e:%
où êi , êg , f 3 , . . . f „ sont des nombres premiers, la détermination de x pourra s'effectuer à l'aide de la résolution de v^ équations du degré f, , de r, équa-
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tîons du degré c^, etc., et toutes ces équations seront résolubles algébriquement.
Dans le cas où ^ = 2'', on peut trouver la valeur de u: à Taide de l'extraction de v racines carrées.
Application aux foncdcnis circuLaires,
2/r En désignant par a la quantité — ? on sait qu'on peut trouver une
équation algébrique du degré fx dont les racines seront les jji quantités
cosa, cos2a, cos3a, . . . cos/na^ et dont les coefficiens seront des nombres rationnels. Cette équation sera
(70) x'^^i,ux>'-' + ^^^''^^-x''-^-..-=0.
Nous allons voir que cette équation a la même propriété que Téquation ;fx = 0, considérée dans le paragraphe précédent.
Soit cosa = a:, on aura d'après une formule connue, quel que soit a,
(71) cos 7na = 0 (cos a) ,
oîi 0 désigne une fonction entière. Donc cos ma, qui exprime une racine quelconque de l'équation (70), sera une fonction rationnelle de la racine x. Soit d^x une autre racine, ]e dis qu'on aura
ed^x = e,dx.
En effet, soit O^x^^ cos m^a^ la formule (71) donnera, en mettant m'a au lieu de a,
cos (mm' a) = 0 (cos m'a) = dO^x.
De la même manière on aura
cos {rama) = 6^ (cos ma) = O^Oxj donc
ee^x=e,ex.
Donc, suivant ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent,
X ou cos a = cos —
pourra être déterminé algébriquement. Cela est connu.
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Supposons maintenant que ft soit un nombre, premier 2n-[-lj 1^ racines de réquation (70) seront
2/r A7t 4ti7c ^
COS rt -, i î COS ,c , . 7 • • • COS ,. —^ 1 COSZ7I.
La dernière racine cos27r est égale à Tunité; donc l'équation (70) est divisible par X — 1. Les autres racines seront toujous égales entre elles par
couples, car on a cos,^--. . -zzzcos^— ' -, - — » donc on peut trouver une équation dont les racines seront,
/^G%\ 2/r 4/r 2ii7f
Cette équation sera
(73) izî" + i a:"-' — j (n ~ l)a:"-* — H^^ — 2)^""'
-ri 6 iT2~ ' ^^ iT2 —
Cela posé, soit
cos -^- , . =x = C08a,
on aura d'après ce qui précède
cos ^^ — , ^ = c'x = cos i/ia.
L'équation (73) sera donc satirfaite par les racines
(74) X, ex, e^x, e'x, . . .
On a, quelle que soit la valeur de a,
6 (cos a) = cos ma.
De là on tire successivement:
6 ^ (cos a) = d (cos ?/i rt) = cos in * a ,
#*(cos a) = 0 (cos 77i*a) = cos m^a.
^''(cos a) = d(cus 711'""^ a) = cos ?/i^a.
Les racines (74) deviendront donc (75) cos a, cos ma, cosm^a, cosm^a, . . . cos/ri^'a, . . .
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Cela posé, si m est une racine primitive pour le module 2n-j-l (voyez Gauss Disquis. arithm. art. 57), je dis que toutes les racines
(76) cosa, cosTwa, cos7/i*a, . . . cos m"~^a
seront différentes entre elles. En effet si Ton avait
cos 7/i -"a = cos m^a, oh fi Qt V sont moindres que w, on en tirerait
oh k est entier. Cela donne, en remettant pour a sa valeur ,z — r-j-^
donc
to" = ± m" + ifc(2 w + 1) ,
ffî'' :f îre" = 7n''(m''-'' q: 1) = ^(2» + 1)
et par conséquent rn}^^"^^ — 1 serait divisible par 2n-}-l, ce qui est impossible, car 2(/t — v) est moindre que 2n^ et nous avons supposé que m est une racine primitive.
On aura encore
cosm**» = cosa,
car 7/i*" — 1 ou (m** — l)(m'*-[-l) est divisible par 2n-\-\^ donc
et par suite
cos m"a = cos ( — a -|- fc . 2 Ti) = cos a.
Par là on voit que les n racines de l'équation (73) pourront s'exprimer par (76); c'est-à-dire par:
X, ex, e^x, e^x, . . . e^'-'x, où e''x=x.
Donc, en vertu du théorème III, cette équation sera résoluble algébriquement.
En faisant n = mi.m2 . . . w^^, on peut diviser la circonférence entière du cercle en 2n-{-l parties égales, à l'aide de œ équations des degrés m^ , 7/is., 7/I3, . . . m^. Si les nombres 7/ii, m^, . . . m^ sont premiers entre eux, les coeffîciens de ces équations seront des nombres rationnels.
En supposant ^=2*^, on aura le théorème connu sur les polygones réguliers qui peuvent être construits géométriquement.
En vertu da théorème V on voit que pour diviser la circonférence enr tière du cercle en 2n-\-l parties égales, il suffit •
où a = cos \-\ — 1 . sin — • En substituant pour x^ 6x^ . . . leurs va-
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1) de diviser la circonférence entière du cercle en 2n parties égales,
2) de diviser un arc, qu'on peut construire ensuite, en 2n parties égales,
3) et d'extraire la racine carrée d'une seule quantité p.
M. Gauss a énoncé ce théorème dans ses Disquis., et il ajoute que la quantité dont il faut extraire la racine, sera égale à 2n-|-l. C'est ce qu'on peut démontrer aisément connue il suit.
On a vu (40, 38, 46) que p est la valeur numérique de la quantité
\- y — 1 . sm —
leurs cosa, cos ma^ cosw^a, ... on aura
±p = (cosa-|- a cos ma -|- «*cos//i*a -j- . . . -[-«""^cosm^^^a) X (cosa -}- a **~^ cos Tna-j- a""* cos m* a -f- • • • -}-acosm"~*a).
En développant et en mettant ± p sous la forme
on trouvera facilement
<^=zzcosa.cosw^a-f-cosma.cos7/i^'*^^a-|- • • • -[-cosm"~^~^a.cosm"~*a -j-cos?7i**~'^a.cosa-|-cos?/i'*~^''^'a.cosma-j- • • • -|-cosm*~^a.cosw'*~^a.
Maintenant on a
cos m^a . cos m^'^^a = ^ cos (?/i^"*'*'a -|- m^a) -|- ^ cos {m^'^''a — w^o) , donc
<^ = -J-[cos(m^-j- l)a-f-cos(w^-|" 1)^^^"!" ' ' * -f-cos(m'"-f- l)w""^a] -f- 4" [cos (m'* — l)a-{--cos(?w^— l)ma-|- • • • -j-cos(m'' — l)w"~^a].
Si l'on fait (w^-j- l)a = a', (m*" — l)a=:a", on aura
<^ = ^[cosa' +d(cosa') -f d*(cosa ) -\ |-d'^*(cosa')]
+ |[cosa"-f d(cosa")+é?*(cosa'')-j f-d"-*(cosa")].
Cela posé, il y a deux cas, savoir: fi est diflférent de zéro ou non.
Dans le premier cas il est clair que cosa' et cosa" sont des racines de l'équation (73), donc cosa' = d^x, cosa"=d*a;. En substituant, il viendra, en remarquant que d"cc = x:
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donc
t^^=x-{'ex-{-é^x^ [-d''-'x,
c'est-à-dire que f^ est égal à la somme des racines; par suite, en vertu de réquation (73),
Dans le cas oîi ,a=:0, la valeur dé t^ deviendra:
tQ = \(cos2a-\-cos2ma-^ • • • -f-cos2m""~^a)-j--J^72;
or cos2a est une racine de Téquation (73), donc en faisant
cos2a = Ô^Xj on aura
coa2a-\-oo&27na-\- • • • -f-cos27w"~^a
par conséquent •
'o = i^* — i- En vertu de ces valeurs de t^ et t^ , la valeur de ± p deviendra :
mais a-|-a*-j- a* -[-••• -f- a**"^ = — 1 , donc
±(f = i^ + ij et puisque p est essentiellement positif,
Cette valeur de p donne
donc la racine carrée qu'il faut extraire est celle du nombre 2n-|-l, comme le dit M. Gauss*).
Christiania, le 29 mars 1828.
*) Dans le cas où n est un nombre impair, on peut même se dispenser de Fextraction de cette racine carrée.
Journal fur die reine und angcwandte Matliomatik, horaus^cfi^ebcn von Crelle, Bd. 4, Berlin 1829.
La fonimle donnée par M. Jqcohi dans le tome III p. 80 de ce journal peut être établie facilement à l'aide d'un théorème que nous allons démontrer dans ce qui suit.
En faisant (p6 = jr^ on aura, en vertu de ce qu'on a vu dans le § III du mémoire n® 12 tcmie II de ce journal*)
(1) (p{2n-]-l)Ô = Ii,
oh R est une fonction rationnelle de x^ le numérateur étant du degré (2??-|-l^' et le dénominateur du degi'é {2n\'Vf — L L'é([uation (1) est donc du degré (2n'\-\y et ses racines peuvent être exprimées par la formule:
en donnant à m et a toutes les valeui-s entières depuis zéro jusqu'à 2n. Soit pour abréger
l'expression des racines sera
(4) x=^(f{6 -^ma-^ fifl).
*) Mémoire XVI de cette édition.
Cela posé, nous allons démontrer le théorème suivant:
Théorème I. Soit \f)6 une fonction entière quelconque des quantités (p{6 -\- ma -^ f.i(ï) qui reste la même en changeant 0 en O-^-a et en 6-\'p. Soit 1^ le plus grand exposant de la quantité (p6 dan? la fonction tpO^ on aura toujours
(5) xije=p-\-q.f{2n-]-l)d.F(2n-]-l)6,
2? et 2 étant deux fonctions entières de ç)(2n-|-l)d, la première du degré V et la seconde du degré v — 2.
Démonstration. En vertu de la formule (10) tome JI p. 105*) on a
d'où il suit qu'on pourra exprimer \f)0 rationnellement en (pO et fO .F6. Or le carré de fO.Fd est rationnel en (p6^ car
donc on pourra faire en sorte que l'expression de ifj6 ne contienne la quantité fO.Fd qu'à la première puissance. On pourra donc faire
(7) yje = xp,{ipe)-\-xp,{ipe).fd.Fe,
OÙ ipi{(p9) et ipi{^p6) sont des fonctions rationnelles dé (p6.
Si l'on met o) — 6 à la place de 6^ on aura, en remarquant que (p{œ — e) = (pe, fUo — e)=—fd, F{œ — 6) = F6:
(8) %p{œ — 6) = ^p,{(p9) — if'2{(pO) ./e . Fe. Des équatioiiis (7) et (8) on tire
(9) V'iM) = i-M + V(«>-^)],
(10) tf>,{(pe).fe.Fd—^.[if)e — tf>{(o — e)].
Considérons d'abord la fonction xpi(ai6). En y mettant 6-\-a aii lieu de d , il viendra
or on a i// (^ -|- a) = i//d , et par conséquent aussi, en mettant œ — a — 0 au lieu de d,
*) p. 268 de cette édition.
tp{a} — 6) = \f){œ — a — ff)\ donc
V.[</'(<? + «)] = i [V^? + Vl
c'est-à-dire
Vi'L<^(<'+«)]=ViM)-
On aura de la même manière
La première de ces équations donne, en mettant successivement d-|-a, d-|-2«, ... au lieu de d,
(11) V;,[<^(<? + m«)] = ViM),
oh m est un nombre entier quelconque. De même la seconde équation donne
Vi[9'(<?+-"^)] = ViM»
d'où, en mettant O-^ma au lieu de 0^ et en ayant égard à l'équation (11) on tire
(12) y^dv{0 + rna-^^(3)] = '^,{cpe).
Donc la fonction y^i{(pO) reste la même, en y substituant au lieu de (pO une autre racine quelconque de l'équation (1). En attribuant à m et ^ toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à 2n et en ajoutant, la formule (12) donne
(13) ^,(y<?) = _2_A_^_ . 1^ 2:^f,[<p{e-^ma-{-fi(ri].
Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symétrique des racines de l'équation (1), donc on pourra l'exprimer rationnellement par les coefficiens de cette équation, c'est-à-dire par (f{2n-^l)6. Soit
la quantité p sera une fonction rationnelle de y(272-|-l)d. Or je dis que
p sera toujours entier. En effet soit (p{2n-\-' l)6=y et pz=~j oh p' et
q' sont des fonctions entières de ij sans diviseur commun. Soit y=sç)(2w~|-l)(y une racine de l'équation q' =iO\ la quantité p = -J^[t//d-|-i//(co — ^)] sera infinie en faisant 0 = âj donc on aura xpâ-\-yj{œ — (J) = ^; maintenant il est évident par la forme de la fonction i//d, que cette équation ne peut subsister à moins qu'une quantité de la forme
(p{â-\-nfa-\- jnfi) ou (p(a) — (T-j-wa -[-///?)
n'ait une valeur îiitiiiie. Soit donc (jp {(^ -]- 'n'i^ -\-' f^ft) = q ^ on aura en vertu de réquation (30) tome II p. 113*)
â = {m' -|- ^)œ -|- {n' 4- \)m — ma — /^/î,
où m' et n' sgnt des nombres entiers; or cette valeur de â donne
(p{2n+l)â = (p [{2n+ l)m' + w — 2m]co + [(2n+ l)n' + n — 2iLi]m+ ^^ + y'^ c'est-à-dire (26 p. 111*):
Mais cela est impossible, car une racine quelconque de Téquation q' = 0 doit être finie. On trouvera également que (p{w — (J -|- wa -|- ///9) = ^ donné (p(2n-\-l)â = ^. La quantité p est donc une fonction entière de (p{2n'-\- 1)0. Considérons maintenant Téquation (10). En divisant les deux membres par /(2n+l)d.i^(2n+l)d, on aura
% (yd) .fO.FS xpe — xlj(io — 0)
En vertu de ce qu'on. a vu (45) tome II p. 117*), on aura /(2n-(-l)d=/d.w, F{2n']-1)6 = F6 .v^ u et v étant des fonctions rationnelles de (p0] donc le second membre de l'équation précédente sera une fonction rationnelle de (pd. En la désignant par x(y^), on aura
/ ^N_i ip6—ilj(io—6)
XvP^) — t'y(2n+l)6.F(2n+l)6'
En mettant d-|-a au lieu de d, il viendra
i//(d-|-a) = i//d, xp[(o—{e-^a)] = xfj{a} — e),
/(2«+l)(d + a)=/[(2«4-l)d + 2ma) + 2//âJz]=/(2n+l)d,
donc on anra
De la même manière on trouvera
x[<p{o+ft)] = x{^o).
On en déduit, comme plus haut pour la fonction y^i{(pO)') que x{^0) P^^* être exprimé par une fonction entière de (p{2n'\-l)d. Soit donc
^) Les formales citées se trouvent p. 275 — 281 de cette édition.
X{(fe) = q,
011 aura
et enfin
(14) yj0=jjJ^q ,f(^2n + 1)6 . F{2n + 1)0,
où p et q sont des fonctions entières de (p{2n-^l)8.
Pour trouver les degrés de ces fonctions, soit {(fOy .x^ le tenue de i//d, dans lequel (pO est élevé à la plus haute puissance, on aura, en supposant (fO infini,
ipe=iA. {(pd)%
A étant une constante. De même (m aura
if;{io — e)=A\{(pe)\
et par suite:
mais pour (pô infini, on a (p{27i-\-l)0-.— Ii.(pOj B étant une constante. Il suit de là que p sera du degré v par rapport à ip{2n-\-\)0. On démontrera de la même manière que la fonction q sera du degré v — 2, tout au plus.
Notre théorème est donc démontré.
Dans le cas où la quantité (pO ne monte qu'à la première puissance dans xjjO, on a y=l] par conséquent q sera du degré — 1 , c 'e^t-à-dire q:=0. Donc on a dans ce cas
(15) ipez=A-{-B.(p{2n-{-l)0,
oh A et B sont des quantités constantes, qu'on déterminera facilement en faisant *d = 0 et (pd=z^.
Soit par exemple tiO le produit d'un nomtre quelconque des racines de l'équation (1), et faisons
ip6 = ^. -2-^ n {e + ma + ^(3) ,
il est clair qu'on aura ip(6) = ip{d-\-a)=nfj{6-\- (3), en remarquant que
et
n[d-{-{2n-{- 1)I3 -\- ma] = ji{6 -j- ma).
Donc -
Un an 0 0
Il faut remarquer que Tune des quantités J. et J5 est toujours égale à zéro. On a -4 = 0 si le nombre des facteurs de nd est un nombre impair, et J3 = 0 si ce nombre est pair. Dans ce dernier cas la quantité ipd est indépendante de la valeur de d; par conséquent, en faisant ^ = 0, on a
(17) 2^2:^n{e-^ma-\-fi(i) = :S^:S^7i{ma-{-fi(i).
Si Ton fait par exemple
on a
2',^^9)(<9 + ma+^/î).9)[d + (m + fc)a + 0a + fc')/^] (18) ' " " '
= -T, -2; y (m« + ,u/3) . y [(m + fc)« + (.a -f 7c')/î] ,
où & et 7c' sont des nombres entiers quelconques, moindres que 2n-^l, Cependant on ne peut pas supposer à la fois fc=:0, ^' = 0. Car alors 7iO^=:{(pOy et par suite y = 2j tandis qu'on doit avoir
De la même manière que nous avons démontré le théorème précédent on pourra encore établir les deux suivans:
Théorème IL Soit ip6 une fonction quelconque entière des quantités de la forme /(d-[-wa-|-^t/?), telle que
on aura
oh p et q sont des fonctions entières de f(2n-\-l)0j la première du degré r et la seconde du degré y — 2 , tout au plus, en désignant par v le plus grand exposant de f9 dans ipd.
Théorème III. Soit ipd une fonction quelconque entière des quantités de la forme F{d'\-ma-\- fip)^ telle que
011 aura
OÙ ^ et gf sont des fonctions entières de F{2n-\-l)0j la première du degré y et la seconde du degré y — 2 , tout au plus, en désignant par y le plus grand exposant de FO dans ipO.
En vertu du premier théorème on voit sans difficulté que la valeur de
yK^— j— I L exprimée en fonction de (pd^ sera
où p^ et q^ sont deux fonctions entières de (pd^ la première impaire et du degré 27i-(-l, la seconde paire et du degré 27i — 2. D'ailleurs' ces fonctions sont déterminées par l'équation
où a^ est une constante.
Christiania le 27 août 1828.
xxTn.
CLASSE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES
Journal fUr die reine und angewandto Mathematik, herausgegeben von CreUe, Bd. 4, Berlin 1829.
Théorème. Soit y une fonction de x qui satisfait à une équation quelconque irréductible de la forme
où ^0 > 2^1 ? i^2 7 • • • Ph-1 sont des fonctions entières de la variable x. Soit de même
(2) 0=q,-\-q,y-\-q,t/-\ hî-i^-S
une équation semblable, Jo? îi? îa? • • • 2n-i étant également des fonctions entières de x, et supposons variables les coefficîens des diverses puissances de X dans ces fonctions. Nous désignerons ces coefficiens par a, a\ a" . . . En vertu des deux équations (1) et (2) x sera une fonction de a, a\ a", . . . et on en déterminera les valeurs en éliminant la quantité y. Désignons par
le résultat de l'élimination, de sorte que q ne contiendra que les variables ce, a, a', a", . . . Soit /m le degré de cette équation par rapport à ce, et désignons par
rrvi
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ses f.1 racines, qui seront autant de fonctions de a, a', a'\ . . . Cela posé, si Ton fait
(5) xijx=jf{x,y)dx,
oii f{x^y) désigne une fonction ratiomielle quelconque de x et de y, je dis que la fonction transcendante y/x jouira de la propriété générale exprimée par l'équation suivante:
(6) v/iCi + v^Xg-l |-v^x^ = î/ + &ilogi;i-|-fc,logv,-| \-k^\ogv^,
^7 ^M ^8î • • • ^n étant des fonctions rationnelles de a, a', a'', . . ., et fc^, k^j . . . k^ des constantes.
Démonstration. Pour établir ce théorème il suffit d'exprimer la différentielle du premier membre de l'équation (6) en fonction de a, a\ a", ... ; car il se réduira par là à une différentielle rationnelle, comme ou va voir. D'abord les deux équations (1) et (2) donneront y en fonction rationnelle de Xj a, a\ a^j . . . De même l'équation (3) (f = 0 donnera pour dx une expression de la forme
où a, a\ a", . . . sont des fonctions rationnelles de a:, a, a\ a", . . . De
là il suit qu'on pourra mettre la différentielle f{x^y)dx sous la forme
/(x, y) dx = (px.da'\- (p^x . da' -|- (p^x . da" -["•••»
où (pXj (fiX^ . . . sont des fonctions rationnelles de x, a, a', a", . . . En intégrant, il viendra
tpx = / {(px . da -\- (fiX . da' "h ' • • )
et de là on tire, en remarquant que cette équation aura lieu en mettant pour X les /li valeurs de cette quantité,
(7) tf;x,-\-tpx^-\ l-V/iC^
— f[{(px,-\-(px^-] hy^^)^« + (yi^i + yi^«H \- <Pi^^i) d<i' -\ ].
Dans cette équation les coefficiens des différentielles rfa, da\ . . . sont des fonctions rationnelles de a, a\ a", . . . et de cc^, aîg, . . . cc^, mais en outre ils sont symétriques par rapport à iCi, cCg, . . . x^; donc, en vertu d'un théorème connu, on pourra exprimer ces fonctions rationnellement par a, a\ a'', . . . et par les coefficiens de l'équation (>=:0; mais ceux-ci sont eux-
DÉMONSTRATION D'UNE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE etc. 517
mêmes des fonctions rationnelles des variables a, a', a", . . ., donc enfin les coefficîens de da^ da\ da'\ ... de Téquation (7) le seront également. Donc, en intégrant, on aura une équation de la fonne (6).
Je me réserve de développer dans une autre occasion les nombreuses applications de ce théorème, qui jetteront du jour sur la nature des fonctions transcendantes dont il s'ao^it.
Christiania le 6 janvier 1829.
Jounuil fUr die roine und an^ewandto Mathematik, horausgefçeben'von CrelU^ Bd. 4, Berlin 1829.
Introduction.
La théorie des fonctions elliptiques, créée par M. Legendre^ forme une partie des plus intéressantes de Tanalyse. Ayant cherché de mon côté à donner de nouveaux développemens à cette théorie, je suis, si je ne me trompe, parvenu à plusieurs résultats qui me paraissent mériter quelque attention. J'ai cherché surtout à donner de la généralité à mes recherches^ en me proposant des problèmes d'une vaste étendue. Si je n'ai pas été assez heureux pour les résoudre complètement, au moins j'ai donné des moyens pour y parvenir. L'ensemble de mes recherches sur ce sujet formera un ouvrage de quelque étendue, mais que les circonstances ne m'ont pas encore permis de publier. C'est pourquoi je vais donner ici un précis de la méthode que j'ai suivie^ avec les résultats généraux auxquelles elle m'a conduit. Ce mémoire sera divisé en deux parties.
Dans la première je considère les fonctions elliptiques comme intégrales indéfinies, sans rien y ajouter sur la nature des quantités réelles ou imaginaires qui les composent. Je me servirai des notations suivantes:
de sorte que
(D (x^ c) , (Dq (x^ c) , U {x^ c, a)
remplacent respectivement les fonctions de première, de seconde et de troisième espèce.
Cela posé, je me suis proposé ce problème général: „Trouver tous les cas possibles dans lesquels on peut satisfaire à une équation de la forme:
«i«j(xi,Ci)-|-asjâj(xs,,C2)-| \-a^m{x^,c^
r. , + «/ cDo(ir/, c/) -f «/ 0>o(a:/, c/) -| [-a/ cDoKS C)
= U'\'Ay\ogVy-\-A^\ogv^'\ \-Ay\ogv^,
oh
^1 » ^2 ? • • • ^n ? ^1 7 ^2 î • • • ^m î ^1 î ^8 î • • • ^ytt ? -^l 7 -^2 ? • • • -^v
sont des quantités constantes, x^^ x^,. . . iP„; Xi', x^\ . . . cc„'; a:/', x/ ^ , . . a;^" des variables liées entre elles par des équations algébriques^ et w, 1;^ , Vj , . . . Vy des fonctions algébriques de ces variables."
J'établîs d'abord les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques, ou ce qui concerne leur sommation, en employant une méthode particulière, qui est applicable avec la même facilité à une infinité d'autres transcendantes plus compliquées. En m'appuyant sur ces propriétés fondamentales, je considère ensuite l'équation dans toute sa généralité, et je fais le premier pas en démontrant un théorème général sur la forme qu'on pouiTa donner à l'intégrale d'une fonction algébrique quelconque, en supposant cette intégrale exprimable par des fonctions algébriques^ logarithmiques et elliptiques^ théorème qui est d'un grand usage dans tout le calcul intégral, à cause de sa grande généralité.
J'en déduis, comme corollaire, le théorème suivant:
^î où r est une fonction rationnelle quelconque de x, est
exprimable par des fonctions algébriques et logarithmiques et par des fonctions elliptiques 1//, i/Zj, i/z^, . . ., on pourra toujours supposer
Q. r rdx
oh toutes l^s quantités i^, tfi, Ça, . . • î/j </«'? • • • y? ^u y»? • • • ^^^^ ^^ fonctions rationnelles de a;"*).
De ce tliéorème je tire ensuite celui-ci:
„Si une équation quelconque de la fonne {a) a lieu, et qu'on désigne par c Tun quelconque des modules qui y entrent, panni les autres modules il y en aura au moins un, c\ tel qu'on puisse satisfaire à Téq nation différentielle :
dij dx
en mettant pour y une fonction rationnelle de x, et vice versa."
Ces théorèmes sont très importans dans là théorie des fonctions elliptiques. Ils ramènent la solution du problème général à la détermination de la solution la plus générale de l'équation
dy dx
OU à la transformation des fonctions de première espèce. Je donne la solution complète de ce problème, et j'en déduis ensuite la transformation générale des fonctions de première espèce. Je fais voir que les modules doivent nécessairement être liés entre eux par une équation algébrique. On peut se contenter de considérer le cas où le dégi'é de la fonction y est un nombre premier, y compris l'unité. Si ce degi'é est désigné par ^, c' pouiTa avoir 6(,a-|- 1) valeurs différentes, excepté pour /i= 1, oîi ce nombre se réduit à 6. La seconde partie traite des fonctions à modules réels et moindres que l'unité. Au lieu des fonctions (t>(cc,c), (Dq{x^c)^ n{x^c^a) j'en introduis trois autres, savoir d'abord la fonction >L(d), déterminée par l'équation
C'est la fonction invei-se de la première espèce. En mettant a; = A<9 dans les expressions de iBQ{x,c), i7(a*,c,a), elles deviendront de la fonne:
mo{x,c)= fx^d.dd;
*) Ce théorème a également lieu, si J{x, c) est la racine carrée d'une l'onction entière d'un degré qtielcouque.
Sous cette forme, les fonctions elliptiques ofirent des propriétés très remarquables, et sont beaucoup plus faciles à traiter. C'est surtout la fonction Xd qui mérite une attention particulière. Cette fonction a été Tobjet d'un mémoire qui est inséré dans les tomes II et III de ce journal*), oîi j'en ai démontré le premier quelques-unes des propriétés fondamentales. On en trouvera davantage dans ce mémoire. Je vais indiquer rapidement quelques-uns des résultats auxquels je suis paiTenu:
1. La fonction kO jouit de la propriété remarquable d'être périodique de deux manières différentes, savoir non seulement pour des valeurs réelles de la variable, mais encore pour des valeurs imaginaires. En effet si l'on fait pour abréger
Ç^ dx ù) r^ dx
où 6=:yi — c^ et y — 1 = i , on aura
2. La fonction X6 devient égale à zéro et à l'infini, pour une infinité de valeurs réelles et imaginaires de d
(c) X{m(JS-\-na)i) = 0^ X[m(J[)-\-'{n-\-\)œi] = ^^
oîi VI et n sont des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. De même on a
le' = xe,
si
cette relation est nécessaire.
3. La propriété fondamentale de kO est exprimée par l'équation
OÙ d^ et d sont des variables quelconques, réelles ou imaginaires.
4. La fonction Xô pourra se développer en facteurs et en fractions de beaucoup de manières; par exemple si l'on fait pour abréger
*) Mémoire XVI de cette édition.
on a
U(ini\- ^ Vn nh. (^(i\ [1 - 27* COB (2fl.r) + q'] [1 - 2g* cob (2tf^) + ^"J . . . *(.«"";— y^ yg.su^Tip; [1 — 2î co8(2fl7f) + 3«][l— "2g»co8(2fl7ir) + î«] ...
.(^-^8m(d^)+j-£-,8in(3<?;i) + -j-^^,8in(5(?^)+ • • •
i Y ] ~ y c ' (1 +>e-*"'^) (ï +;>e""'0 (1 +;)»é!-=^-'^) (l +P«^^^)"TT: '
On pouiTa exprimer d'utie manière analogue les fonctions de seconde et de troisième espèce. Les deux fonnules précédentes sont au fond les mêmes que les fonnules (c).
5. Une des propriétés les plus fécondes de la fonction ïA est la suivante: [On a fait pour abréger: iQ = ± f (1 '^VB) (1 — c'Vff) ] . ,,Si l'équation
est satisfaite, en mettant pour 6 2n quantités ^i, ^g, . . . ^««, telles que k^Oi^ Ji^O^j . . . k^Ofn soient différentes entre elles, on aura toujours
les coefïiciens «q, a^, . . ., Ôq? ^i? • • • pourront être quelconques, et il est facile de voir qu'on pourra les déterminer de sorte que Biy 0^^ . . . 6^^_^ soient donnés."
Voici une autre propriété plus générale:
„Si l'on fait
2)' — q'{i — x'){i — c'x') = A{x — )iô,){x — ie,) . .. {x-xe;},
oh p et q sont des fonctions entières quelconques de V indéterminée Xj on pouiTa toujours prendre les quantités 6^^ 6^^ , . . 6^ telles que Texpressiou
soit égale à zéro ou à rintini." Ainsi par exemple, si
(cZ) p^ — n\l~x^){\ —c^x') = A\x^ — k^eY,
Turfe des fonctions p ^t q étant paire et l'autre impaire, on aura
1) si p est pair:
A(^ud) = 0, si fjL est pair et
Xi^fid)^=^^ si ^ est impair;
2) si p est impair:
X[ji6)-=^Qi^ si fi est impair et X(^d) = ^, si /i est pair.
De là il suit encore que, si Téquation {â) a lieu, on aura toujours
où m et w sont entiers et moindres que fi.
6. Il existe entre les quantités A [L "_. V ) ^t l^s racines {2fi-\-l)^" de l'unité des relations bien remarquables, savoir si Ton fait pour abréger
on aura, quels que soient les nombres entiers m et /a:
+ ■•■+*-■. ^('-^Ifti^)-
D'ailleurs toutes les quantités l - "V_ ^— sont les racines d'une même équation du degré (2^a-f-l)^, dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles de c*.
Si la fonction
da
dont le module c est réel et moindre que l'unité, peut être transformée dans une autre
J -Jijf,
dont le module c' est réel ou imaginaire, en mettant pour y une fonction algébrique quelconque de ar, il faut nécessairement que le module c/ soit déterminé par l'une des deux é(|uations
h -1/2 Va (i + gî)(i + yî)(i+yî)---
où ^, = 5""» i" étant rationnel; on, ce qui revient an même,
fi et fi' étant des nombres rationnels quelconques.
8. La théorie de la transformation devient très facile à l'aide des propriétés les plus simples de la fonction kO. Pour en donner un exemple, soit proposé le problème: satisfaire de la manière la ])lus générale à l'équation
dt/ dx
en supposant c et c moindres que l'unité et y fonction rationnelle, réelle ou
imaginaire, de x.
Soit x^=l0^ 7/ = i'ô', en désignant par l' la fonction qui répond au
iiKxlule r/. L'équation différentielle se changera dans ce cas en dd' = êd9^
d'où
«' = fd + a,
a étant une constante. Cela posé, soit
on aura
En mettant 0-\-2G}, ô-{-(oi au lieu de 6, kd ne change pas de valeur et par conséquent on doit avoir
X'{ee-\-2e(S-\-a) = X'{td-{-a),
k'{ee -\-twi -\- a) = i.'(ee -\- a).
Donc, si l'on désigne par G)' et to' les valeurs de £5 et co qui répondent au module c\ on aura en vertu de l'équation (2):
ce qui donne
G ^ 2 a œ co
donc
ou bien
Maintenant, si c est indéterminé, cette équation ne pourra subsister à moins qu'on n'ait ou n = 0^ W = 0, ou w' = 0, m = 0. Dans le premier cas e
est réel et égal à
et dans le second cas ê est imaginaire et égal à
n 10' . ex , a' '
Supposons e réel. Alors on aura ce théorème:
„Sî deux fonctions réelles peuvent être transfonnées l'une dans l'autre, il faut qu'on ait entre les fonctions complètes a), c«, G}\ (o' cette relation:
où w' et m sont des nombres entiers."
On pourra démontrer que si cette condition est remplie, on pourra effectivement satisfaire à l'équation •
/dy a' r dœ
Rien n'est plus simple que de trouver l'expression de. y. Il suffit pour cela de chercher • les racines des deux équations yx = 0, fx = 0.
Désignons par kâ et kâ^ deux racines quelconques appartenant respectivement à ces deux équations, on aura, pour déterminer â et â\ ces deux équations :
ce qui donne
+ *-a,' + (fc' + i)4t
c'est-à-dire :
h et h' étant des nombres entiers. Pour déterminer a, il suffit de remarquer que lO ne change pas de valeur en mettant W — 0 au lieu de 6. On aura donc
r(«cZï — éd + a) = r(fd + a),
ce qui donne
Dans le cas oh m est impair, on pourra toujours faire a = 0.
Connaissant les valeurs de ô Q>t d\ on aura immédiatement les racines des deux équations yx = 0, fx = 0^ et par suite l'expression des fonctions (px et fx en produits de facteurs. Les fonnules les plus simples répondent aux cas de m=l ou n' = 1 , et elles sont les seules nécessaires, comme il
On pourra aussi se servir
des expressions de la fonction XO en produits infinis rapportées plus haut. Je Tai fait voir dans un mémoire qui a été envoyé à M. Schumacher pour être inséré dans son journal*).
9. Le cas oh un module c peut être transfonné en son complément yi — c^=:bj mérite une attention particulière. En vertu de Téquation
est aisé de le voir par l'équation — ;- =
on aura alors
* to ^ n
et
mn
Le module c sera déterminé par une équation algébrique, qui paraît être résoluble par des radicaux; au moins cela aura lieu si -- est un carré parfait. Dans tous les cas il est facile d'exprimer c par des produits infinis.
En effet, si — = |/ — , on a
^) Mémoire XX do ccitte. édition.
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Si deux modules c' et c peuvent être transformés l'un dans l'autre, ils auront entre eux une relation algébrique. Il ne paraît pas possible en général d'en tirer la valeur de c' en c à l'aide de radicaux*), mais il est remarquable, que cela est toujours possible si c peut être transformé en son complément, par exemple si c' = ^.
Les équations modulaires jouissent d'ailleurs de la propriété remarquable, que toutes leurs racines peuvent être exprimées raiionnell&tnent par deux d'entre elles. De même on pourra exprimer toutes les racines par l'une d'elles à l'aide de radicaux.
10. On pourra développer la fonction XO de la manière suivante:
A V :i — : — T7 AT- 7— rrr^^-T
OÙ le numérateur et le dénominateur sont des séries toujours convergentes. En faisant
ces deux fonctions auront la propriété exprimée par les deux équations
*) Dans le cas par exemple où y est de la forme:
y^f V ' (1— r'a^ai«)(l— c«aî
Féquation entre c et c est du sixième degré. Or je suis parvenu k démontrer rigoureusement, que si une équation du sixième degré est résoluble k l'aide de rcuiicaïuc, il doit arriver l'un de deux, ou cette équation sera dccomposable en deux autres du troisième degré, dont les coefficiens dépendent d'une équation du second degré, ou elle sera décomposable en trois équations du second degré, dont les coefficiens sont déterminés par une équation du troisième degré. L'équation entre c' et c ne parait guère être décomposable de cette manière.
<p{d' + e) . ifie' - 6) = {(pe ./ey - {<pe' ./ey, /(<?' + 0) .f{e' -d)= {je ./ey - c\<p6 . <pey,
OÙ 0' et d sont deux variables indépendantes. Ainsi par exemple si l'on fait d'=:9j on a
f{^e)={jey-c\<p6y.
Ces fonctions jouissent de beaucoup de propriétés remarquables.
11. Les formules présentées dans ce qui précède ont lieu avec quelques restrictions, si le module c est quelconque, réel ou imaginaire.
CHAPITRE I
Propriétés générales des fonctions elliptiques.
Les fonctions elliptiques jouissent cpmme on sait de cette propriété remarquable, que la somme d'un nombre quelconque de fonctions peut être exprimée par une seule fonction de la même espèce, en y ajoutant une certaine expression algébrique et logarùkmùjue. La découverte de cette propriété est due, si je ne me trompe, à M. Legendre. La démonstration que cet illustre géomètre en a doimée, est fondée sur l'intégration algébrique de l'équation différentielle
dy d,r
L'objet de ce chapitre sera de démontrer cette propriété des fonctions elliptiques, mais eu nous appuyant sur des considérations différentes de celles de M. Legcndre.
Démonstration d'un tliéo^'hne fondamental.
Nous allons conunencer par établir un théorème général qui servira de
fondement de tout ce qui va êti'e exposé dans ce mémoire, et qui en même temps exprime une propriété très remarquable des fonctions elliptiques.
Théorème I. Soient fx et (px deux fonctions quelconques entières de a-, l'une paire, l'autre impaire, et dont les coefficiens soient supposés variables. Cela posé, si l'on décompose la fonction entière paire
{fxy-{ipxy{jx)
en facteurs de la forme x^ — xf, de sorte qu'on ait
(1) (jxy - {<f,xy {jxy =a{x*- xi) {x" - x\) {x* -xi). . . {x* - x^,
où A est indépendant de l'indéterminée x, je dis qu'on aura
a désignant le paramètre de la fonction /7a: , de sorte que
La quantité C est la constante d'intégration.
Démonstraiîon. Supposons d'abord que tous les coefficiens des diverses puissances de x dans les fonctions fx et (px soient les variables indépendantes. Alors toutes les quantités x^ x^j . . . x^ seront évidemment inégales et fonctions de ces variables. En désignant par x l'une quelconque d'entre elles, l'équation (1) donnera
(4) {fxy-{q>xy{jxy=o\
d'où
(5) fx-^ifx. Jx = 0.
Cela posé, faisons pour abréger
fx = (fxy — {ipxy {Jxy,
et désignons par xp'x la dérivée de cette fonction par rapport à x seul. De
même désignons par la caractéristique d la diiférentiation qui se rapporte
aux seules variables indépendantes. Alors on tire de l'équation (4) en diflférentiant
xp'x . dx -|- 2fx . Sfx — 2(px . d(px . {Jxy = 0 ;
mais en vertu de Téquation (5) on à
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fx = — ifX. Jx^
ifx{Jxf = — fx . z/x,
donc, en substituant,
\p'x .dx — 2 Jx{(px . dfx — fx . d(px) = 0.
De là on tire, en divisant par 1 ^ Jxj
chv 2(qp«r . dfx — fx . d(px)
/2 (fjp;» . <J /^^ — fx . ôq^^v)
En faisant maintenant x = Xi^ x^^ . . . x^j en ajoutant les résultats et en faisant pour abréger
2 {(px . dfx — fx . â(px) = OXj
on obtiendi'a
(6) /M4-/7x,-| \-nx^
6x^ I ^«^a I I ^^ft \
Maintenant 0x étant une fonction entière de x dont le degré est évidemment inférieur à celui de la fonction i//x, le second membre, d'après un théorème connu sur la décomposition des fonctions fractionnaires, se réduit à
2ipa
ou, en substituant la valeur de 0a et celle de ipa^ à
/fp<i . ôfa — fa . âcpa
Cette intégrale se trouvera facilement; en effet, Ja étant constant, on aiu^a en intégrant d'après les règles connues,
(J ^ i^^g^ fa + (pa.Ja ^
2 Ja fa — (fa.Ja
G étant la constante d'intégration. Cette fonction mise à la place du se« cond membre de l'équation (6), donne précisément la formule (2) qu'il s'agissait de démontrer.
La propriété de la fonction 77(x), exprimée par la formule (2), est d^autant plus remarquable, qu'elle aura lieu en supposant la fonction z/x racine carrée d une fonction quelconque entière et paire de x. En effet la démonstration précédente est fondée sur cette seule propriété de la fonction Jx. On a ainsi une propriété générale d'une classe très étendue de fonctions transcendantes*).
La formule (2) étant démontrée pour le cas où les quantités x^^ x^, . . , x^ sont inégales, il est évident qu'elle aura encore lieu en établissant entre les variables indépendantes des relations quelconques qui pourront rendre égales plusieurs des quantités x^^ x^j . . . x^.
Il faut observer que les signes des radicaux Jx^ , Jx^ ? . • • ^^fi ne sont pas arbitraires. Ils doivent être pris tels qu'ils satisfassent aux équations
(7) fx^-]-(pXi.Jx^z=0, fx^-\-(px^.//x^ = 0^ . . .fx^-\-(px^.Jx^ = 0,
qu'on tire de l'équation (5), en mettant pour x les valeurs x^^ X2j . . . x^.
La formule (2) exprime une propriété de la fonction de la troisième espèce IJ{x). Or rien n'est plus facile que d'en déduire des propriétés semblables des fonctions:
(8) ^=Jj^ «* ^o^^J^^-
D'abord si l'on fait a infini, on a TTx = (Qx ; mais il est clair que la partie logarithmique de la formule (2) s'évanouira dans ce cas; le second membre se réduira donc à une constante, et par conséquent on aura
De même si l'on développe les deux membres de l'équation (2) suivant les puissances ascendantes de — ? on aura, en comparant les coefficiens de
dans les deux membres.
(10) «Jo^Ji + ôîoiCa + • • • +«^o»/x = C'— Pî
OÙ p est une fonction alg&>rique des variables, savoir le coefReieni de -^ dans le développement de la fonction
*) Voyez sur ce sujet un mémoire inséré dans le tome III, p. 313, de ce journal. On trouve un théorème beaucoup plus général t. IV, p. 200.
2 Ja ° fa — (pa . Ja
suivant les puissances ascendantes de — •
En vertu des fonnules (2, 9, 10) il est clair, qu'en désignant par \px une fonction quelconque de la forme:
et , a.
Ov I dœ
on aura
— ^^^ loff --'— ^-^— * _ . . . _ .^^- loff f^-^-f^^r!^ On voit que cette équation a lieu quelle que soit la constante A.
Propriété fondamentale des fonctions elliptiques, tirée des formules précédentes.
Dans ce qui précède les quantités x^^ x^^ x^^ . , . x^ sont regardées comme fonctions des coefficiens variables dans fx et tpx. Supposons maintenant qu'on détermine ces coefïîcîens de manière qu'un certain nombre des quantités x^^ x^^ . . . x^ prennent des valeurs données mais variables. Soient
Xi^ X^^ , • , x^
des variables indépendantes. Alors les coefficiens dans fx^ (px deviendront des fonctions de ces quantités. En les substituant dans l'équation
le premier membre sera divisible par le produit
{x*-xr){x*-xl).--ix*-xl),
et le quotient, égalé à zéro, donnera une équation du degré fi — m par rapport à X*, dont les racines seront les /i — m quantités
qui par suite sont des fonctions algébriques de x^^ x^^ , , . x„.
Le cas le plus simple et le plus important est celui où le nombre }i — m a la moindre valeur possible. Pour avoir ce minimum, il faut donner aux fonctions fx et ipx la forme la plus générale pour laquelle le degré de Téquation {fxY — (yx)*(z/aî)* = 0 est égal à 2, a.
Il est facile de voir que le plus grand nombre de coefficiens qu'il soit possible à introduire dans fx et ipx^ est u. Mais, puisqu'en vertu de la forme des équations (7) on peut supposer un de ces coefficiens égal à lunité, sans diminuer la généralité, on n'aura réellement que ,u — 1 indéterminées. On pourra donc faire m = /Li — 1 , en sorte que toutes les quantités Xj , x^^ . . . x^^ excepté une seule, seront des variables indépendantes. Par là on aura immédiatement la propriété fondamentale des fonctions elliptiques dont il a été question au commencement du chapitre.
n y a deux cas dififérens à considérer, savoir /a pair ou impair.
Premier cas^ si jti est pair et égal à 2n.
A. Si la fonction fx est paire et (px impaire, il est clair que fx doit être du degré 2«, et (px du degré 2n — 3. Faisons donc
j fx=ao-\- a^x^ -\- a^x* -| 1- a_,a;*"-' -\- a;*",
et .
(13) {fxy-{ipxy{l-x*){\-G*x^=:{x*-xX){x'-xX)...{x'-xl^,){x}-y\
oii nous avons mis y au lieu de Xj^, qui sera une fonction des variables Xi,
^j • • • ^'%n-\* Les coefficiens a©, a^, Ojj, . . . a„_i, ioj ^17 • • • ^n-« sont déterminés en fonction de a^j, a?,, • . . à l'aide des fx — 1 équations (7), savoir :
(13') fx^ + ipx^ . Jx^ = 0, /x, + (px^ . Jx^ = 0, . . . /a;a„_i + y Xg„_i . /tx^_^ = 0.
Ces équations, étant linéaires par rapport aux inconnues, donneront celles-ci en fonction rationnelle des quantités
Il est clair qu'on pourra donner aux radicaux /fx^ , Jx^ ^ • • • ^^nn-i d®^ signes arbitraires.
Pour avoir la valeur de y, faisons dans l'équation (13) a; = 0. Gela donne
(Zq X^X^ , . . X^n—i^y î
d'où Ton tire
La quantité y est donc une fonction rationnelle des variables x^ x^^ . . . et des radicaux correspondans. Si maintenant y a cette valeur et si Ton fait de plus
les formules (2, 9, 10) donneront
(Bxi -f- (Dxg + • • • "h ®^2n-i = ^y -f" Cj
(15) l "^O^^l + «^0^2 + • • • -\'^0^'2n-l = ^o!/—K-i-\-Oj
Quant aux fonctions (By, t5o2/? fT^yj îl f^^^* bien obsei'ver que le signe du radical Jy n'est pas toujours le même. Il est dans tous les cas déterminé par la dernière des équations (7) qui, en mettant pour x^„ et Jx^^ leurs valeurs y et — /fy^ deviendra
fy — (fy.Jy = 0.
On en tire
ce qui fait voir que le radical Jy^ comme y, est une fonction rationnelle des quantités x^^ x^^ . . . /fx^ , Jx^ , . .
La fonction y a la propriété d'être zéro en même temps que les variables x^j x^^ . . . x^n-i • ^^ ^^^^ sî l'oï^ f^i*
Xi = X^= ' ' ' =X^„.,i=zO,
réquation (13) ne pourra subsister à moins que tous les coefficiens a^^ a,, . . . ««-15 &0 7 ^17 • • • K-2 T^^ soient égaux à zéro, donc cette équation se réduit à
donc on aura y = 0.
On pourrait donner le signe contraire au second membre de l'équation (14). Celui que nous avons choisi est tel que le radical Jy se réduit à -|- 1, en supposant a^j = a::^ = X3 = • • • = a^2„_i = 0, et en même temps //x^ = Jx^ = . . . = .ia:,„_i = -|- 1. Pour démontrer celîi, supposons a^j , x^^ . . . x^_i infiniment petits; on aura alors
et par conséquent les équations (13') font voir que Xj, ccj, . . . x^^^i satisfont à l'équation
(17) > 4- a^,x'^-' + K^.x''^-' -\ [•boX-\-a, = 0.
Cette équation étant du degré 2w, doit avoir encore une racine. En la désignant par Zj on aura
Gq Z • Xi • X^ • . • 2^n— 1 )
donc en vertu de Téquation (14),
L'équation est donc satisfaite en faisant ic = — y. Or cela donne
y*" + «n-ii^*»-" + • • • +«iy* + «o = (ôo + iiy'H \-b^,y"'-*)y,
donc en vertu de l'équation (16):
(18) Jy=-\-l.
On pourra encore remarquer que y se réduit pour des valeurs infiniment petites de x^j x^j . . . x^n^i à îCi -f- ic^ -f- • • • -f- X2„_.i . On le voit par l'équation (17), qui, n'ayant pas de second tenue, donnera la somme des racines égale -à zéro, c'est-à-dire
a^i+a^îH -{-^in-i—y^o,
donc
(19) .y^a^i + Xg-j h^»n-i-
B. Si fx est impair et cpx pair, fx doit être du degré 2n — 1 et (px du degré 2/^ — 2. Donc on aura dans ce cas 2n — 1 coefRciens indéterminés, et on parviendra à des formules semblables aux formules (15); maïs la fonction y aura une valeur différente. Il sera facile de démontrer qu'elle
sera égale à — ? la valeur de y étant déterminée par l'équation (14).
Second cas^ si a est un nombre impair et égal h 2/^-|-l. A. Si fx est impair et tpx pair, on aura
( /a^ = («0 + «1^' + «ïiK* H h «n-ia:'"-* + a;*")aj,
(21) {fxy-{^x)\l-x'){l-c'x') = {x'-x^;){x'-x\)...{^^
Les coeffîcîeiis a©, a^, . . . ûn-i? ^o? ^n • • • K-i sont détemiinés par les 2n équations linéaires
(22) fxi-{'(pXi.Jx^ = 0^ fXi'\'(pXi.Jx^ = 0^ . . ./r2„4~y^*«-^^an = 0. La fonction y le sera par l'équation
qu'on obtiendra, eu faisant dans (21) x = 0. Enfin le radical Jy est déterminé par
Cela posé on aura
©Xi -|- «?Xa -f- • • ' -|- ®a;,„ = cSy -|- (7,
(25) < ^O^^l + «>oa^, + • h «^O^^în = S)oy — 6n-l + ^?
y - ^„ log ^±^ + C
Les fonctions y et ^y sont, connue dans le cas précédent, des fonctions rationnelles des variables Xj, x,, . . . iCg^ et des radicaux Jxy^^ jdx^^ . . . ^a^», et on démontrera de la même manière, qu'on aura pour des valeurs infiniment petites de Xj, Xg, . . . cCj,,
(26) î/ = xi4-a:a4- • • • +ic,„, Jy = -\-\,
si Ton suppose en même temps que les radicaux ^x, , Jx^^ . . . ^x^^ se réduisent à -|- 1 ; donc y s'évanouira simultanément avec les variables.
Les fonnules (25) pourront d'ailleurs être déduites sur le champ de celles du premier cas, en y faisant ir2„_i = 0, et changeant ensuite n en
jB. Si Jx est pair et ipx impair, on parviendra à des formules semblables. La valeur qui en résultera pour la fonction y, sera égale à — ? où y
Ci/
est détenniné par la foi-mule (23).
On voit par les formules (15, 25), qu'on pouiTa toujours exprimer la somme d'un nombre donné de fonctions par une seule fonction de la même espèce, en y ajoutant, pour les fonctions de la première espèce, une œnsiante^ pour celles de la seconde espèce une certaine fonction algébrique^ et pour celles de la troisième espèce une fonction logarithmique.
Eu remarquant qu'une intégrale quelconque de la fbmie
Bx . dx
Jx
peut être réduite aux fonctions Wx et (BqX et à un certain nombre de fonctions de la troisième espèce, en y ajoutant une expression algébrique et logarithmique, il est clair qu'en faisant
dx
rpx on aura la relation
(27) yjx,J^xpx^-\-xpx^-\ =i^y-f î;4-C',
oîi V est exprimable par des fonctions algébriques et logarithmiques.
En vertu des fornmles (15, 25) il est clair que la fonction v ne change pas de valeur, si Ton ajoute à la fonction rationnelle Ox une quantité constante quelconque, de sorte qu'on peut supposer également
xpx =J{A + ex) ^
Je dis maintenant que la fonction xp est la seule qui puisse satisfaire à l'équation (27). En effet si l'on différentie cette équation par rapport à l'une des variables indépendantes a^i , a:, , . . . , par exemple à x^ , on aura
Cela posé, si l'on suppose toutes les quantités x^^ x^^ , . . y égales à des constantes déterminées, on aura, en mettant x pour x^j et en faisant
, j, dv du
^y=^^ dx=i*^ 4=^=
ijj 'lc . dx = A qdx -^pdx^ d'où l'on tire
ipx = J{Aq'\-p)dx.
La fonction ijjx ne pourra donc contenir qu'une seule constante indétennînée A^ et par conséquent
est son expression générale.
Les propriétés exprimées par les formules de ce paragraphe appartien-
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lient donc aux seules fonctions elliptiques. C'est pourquoi je les ai nounnée« fondamentales.
Dans les fonnules que nous avons données, y a une valeur unique, mais on pourra satisfaire aux mêmes fonnules, en mettant pour y une expression algébrique contenant une constante arbitraire. En effet, pom* avoir une telle expression, il suffit de supposer une des variables aji, ic,, x,, . . . égale à une consti\nte arbitraire, et la valeur de y qu'on obtiendra ainsi, sei-a la plus générale possible, connue on sait par la théorie de l'intégration des équations différentielles du premier ordre, dont l'intégi-ale complète ne contient qu'une seule constiinte arbitraire.
A l'aide des fommles (15, 25) on pourra exprimer la somme d'un nombre quelconque de fonctions par une seule fonction. Il est facile d'en tirer les fonnules suivantes:
(28) / Ç ©0^1 + ''* «>«^« H h '!; «>«^» = ®oy — 1> + C ,
oïl /ij, /!,, . . . ;/„, fi désignent des nombres entiers quelconques, et oîi y est une fonction alyébrùjue des variables iCj, x, , . . . x„, de même que les coetHciens de fa et (pa. Pour avoir ces fomuiles, il suffit de supposer dans (13) et (21) un certain nombre des quantités x^^ x^^ . . . y égales entre elles.
Pour détenniner y, fx^ (px^ on aura cette équation
(29) {fxy — {cpxy (1 — X*) (1 — c^x^)
=, {j:^ — x\)^^ {x^ — xX)^* . . . {x^ — x^:)^{x^ — y^Y,
qui doit avoir lieu pour une valeur quelconque de x.
Application an ais où deiijc fonctions sont donnêea.
Pour réduire deux fonctions à une seule, il suffit de supposer, dans les fonnules (25), n=:l. On aura alors
fx = UqX -f- ic^, <px =1 b^ ,
et pour détenniner les deux constantes Œq et b^^ on aura les deux équations
a^x^ + ^î + h^^i = 0, «0^2 + ^» + K^^2 = 0 j qui donnent
Connai-ssant h^, on aura la valeur de y par la formule (23), savoir pour n=l
donc
ou bien, en multipliant haut et bas par x^Jx^-^a^Jx^
^î'^^î-rj
Si Ton exprime «o ®* ^o ^^^ ^m ^«y y? on aura ces expressions très simples: (32) h = x^x^y, a^ = :^(c^x\x\7f — x\ — x\ — y^).
L'expression de a^ se tire de l'équation
{a,xJ^xy-hl{\-x'){l-c'x') = {x'-xX){x'-xX){x'-y'),
en égalant enti-e eux les coefficiens de x* dans les deux membres.
Les fonctions a^ et y étant déterminées comme on vient de le voir, les fommles (25) donneront, en faisant w=l,
a)Xi -f- (Bx^ =. Wy '\- C^
(33) { moXi-^aio^==m^y — XiXitj-\-C,
Quant à la valeur du radical //y, elle est donnée par l'équation (24)
Jy = fl- = ''-'>y-p"-,
c'est-à-dire
Pour réduire la différence de deux fonctions à une seule, il suffit de chan-
ger le signe de x^ dans les formules précédentes, La valeur de y deviendra alors
Si dans les formules (33) on fait a;^ égal à une constante arbitraire, on aura la relation qui doit avoir lieu entre les variables de deux fonctions pour qu'elles soient réductibles l'une à l'autre. En faisant a?2 = e, x^-=^x^ on aura
(36) y=-''x-l^^{y «* mx=my^G. .
En différentiant, il viendra
L'intégrale complète de cette équation est donc exprimée par l'équation algébrique (36), e étant la constante arbitraire. Parmi les intégrales pai-ticulières on doit remarquer les suivantes:
1) y = x^ qui répond à 6 = 0, Jy^=Jx^
1 Jx
2) y=±-^-^ qui répond à 6 = ^, ^y = :F- -,
3) y = VY-~h'^' ^^^ '"^P^"^ à ^=1, z/y = (^^^]^,
4) y= cV i-i^' ^^" ^p^"^ ^ "= . ' "^y-ix-Jy:
AppUcatmi an cas où imites les fondions doiw^es soîU égales
Si l'on fait dans les formules (15, 25).
iTj = iCg = ^3 1= • • • = ,T, Jx^ = ,4x^ = /Éx^ = . . . = Jx^
on aura celles-ci:
fiWx = tDy -|- C, (38) \ t^(^^x = m^y—p-^C,
/r/7:r=/7y-/-log^J" + ^-4'+C.
' '^ 2 Ja ^ fa — (fa . Ja ' '
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OÙ
(39) ifzY - {ipzy (1 _ 2») (1 - c»z') = (z» - xy{z* -y') ,
z étant indéterminé.
La fonction y est détenninée par les équations (14, 23):
La première a lieu si ,a = 2n — 1, la seconde si fi=z2n. Les équations (13', 22), qui doivent déterminer les coefficiens a©? ^i? ^27 • • • ? ^o? ^m ^«5 • • •' se réduiront dans le cas que nous considérons à une seule, savoir
mais d'après les principes du calcul différentiel, cette équation doit encore avoir lieu, en la différentiant par rapport à x seul un nombre quelconque de fois moindre que fi. On aura donc en tout jli équations linéaires entre les f.t inconnues; on en tire leurs valeurs en fonction rationnelle de la variable X et du radical Jx. Connaissant a,,, a^, «g, . . ., &o? ^n ^a? • • •? ^^ aura ensuite la valeur de Jy par l'équation
On poun-ait ainsi déterminer toutes les quantités nécessaires, mais pour mieux approfondir les propriétés de la fonction y, nous allons traiter le problème d'une autre manière, qui conduira successivement aux valeurs de y qui répondent aux valeurs 1, 2, 3, etc. de //.
Désignons par x^, la valeur de y qui répond à jj. On aura
mx^ = C -\- jLiGfXj
«^K+m) = C' + wx^, + œx^ ,
mais si l'on fait
J 1 __ /»2 <»»Jî fl»*
on aura, en vertu des équations (31, 33)
donc
(41) ^x^^^ = G^my.
La valeur la ])lns générale de x^,^^^ qui satisfera* à cette éciuation est
oh e est une constante. Pour la déterminer, soit oc infiniment petit; on aura alors
x^ = 7Yix, x^z=ux, x^^^ = {m-{-^)x, .4x^ = /fx^=l', donc
L'équation (41^) donnera donc
(m -\- ^)x =:■ (m -^ fi)x J e -\- e^
donc e = 0, //e=l et par suite x^^^-=.y^ c'est-à-dire que
On aura de la même manière
(43) *"— = ll^«"iv»
La première de ces formules servira à trouver a:^+«, lorsqu'on connaît x^ et x^\ on pourra donc former successivement les fonctions
en remarquant que ajj = ir, /1x^^=-/îx. Si Ton fait m=l, on trouvera
En remarquant que
cette formule fait voir que x^ est une fonction rationnelle de x^ si ^u est un nombre impair, et que x^ est de la forme jy/lx^ où 'p est rationnel, si /i
est un nombre pair. Dans le premier cas ^ est rationnel, et dans le second /Ix^ le sera. On voit également que x^ s'évanouira en même temps que //ic, si fi est un nombre pair. Les quantités
sont donc des fonctions rationnelles de x.
Si l'on multiplie entre' elles les deux fornmles (42, 43), il viendra
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équation qui paraît être la relation la plus simple qu'on puisse établir entre les fonctions x^. En y faisant m=^f.t — 1, on aura
De même si dans la formule (42) on fait m = jii, on aura
*'' ~~ 1 — c^ci
Ces deux fonnules paraissent être les plus commodes pour calculer successivement les fonctions x^^ x^^ x^^ , . .
Pour trouver les expressions les plus simples de x^^ supposons
où 2^^j <2fi sont des fonctions entières de x sans diviseur connnun. En mettant ces valem-s dans l'équation (46), on aura
Or il est évident que la fraction du second membre est réduite à sa plus simple expression; donc on aura séparément
En faisant les mêmes substitutions dans l'équation (45), on obtiendra
(49) ' ''^iPîf'r^ ^:^ _ Plq%-^ — q%P%-i . ^ ^ qt^-i q%qu-\ — (i^ p%pti-i
Or je dis que la fraction du second membre est nécessairement réduite à sa plus simple expression. En effet si l'on avait pour une même valeur de x
on aurait encore Mais on a en général
donc aussi
x^^ /Jx^_i =■ x^_i -^mX^ =■ \)j
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OU bien
ce qui est îuipossible, car il fallait
xl = ±
Cela posé, Téquation (49) donnera
(50) p,^ _,, = -- {plq'^-i — 9[M-i)j 22;.-i = ?* ÎÎ.-1 — c V'l>ïe_i • Si donc on détermine successivement les fonctions
par les équations (48, 50), sera toujours réduit à sa plus simple ex-
pression.
On poun'a faire pi = Xj g',= l. D'après la forme des expressions (48, 50) il est clair que
1) l^m 1 ^^* ^lï^^ fonction entière et impaire de x du degi^é {2jii — 1)',
2) ptfi^^P'^^^ ^^ p 6st ^liG fonction entière et impaire du degré
3) q^ est une fonction entière et paire du degré /t* — 1 ou /t*, selon que fi est impair ou pair.
Les fonctions x^^_i et a^g^ auront donc la forme suivante:
_ X (^0 + A^.v^ + A.tr^+-"+ ^(2^-i)«-ia:<^'*-^)'-i)
On aura par exemple
. s __ 2xJx __ 3 — 4(l^c^)j:^ + 6cKc^ — cKt^
(5e-5} x^ — Y_z^^^^ ' X3 -^ ;C l^TGc'^r* + 4c^ (1 + c^y.t-^ -^TSc^» '
Il est facile de voir que les coefficiens A^^ A^^ . . . Al^ A\j . . , B^^ jy^j . . . -BJ, i^l, . . . seront des fonctions entières de c*. On a toujours
^^ = 2^—1, Bo=2fi et 4J = i?J = 0.
La fonction X2^ est, connue on le voit, irrationnelle; or ori peut facilement trouver une fonction rationnelle y qui satisfasse à l'équation
Jy ' Jx
Une telle fonction est la suivante
(54) l/^IE^_^^^,
car on a, en vertu de la relation (37),
Jy Jxif^ '
et y est rationnel, puisque les fonctions Jx^^ et xl^ le sont. On se convaincra aisément que cette fonction y aura la forme
Pour u = 1 , on aura
Nous verrons dans la suite comment on pourra décomposer les fonctions x^ et y en facteurs et en fractions partielles.
Nous montrerons de même que les équations précédentes sont toujours résolubles algébriquement par rapport à x, de sorte qu'on peut exprimer x en x^ à l'aide de radicaux.
CHAPITRE H
Sur la relation la plus générale possible entre un nombre quelconque de
fonctions elliptiques.
Après avoir établi dans le chapitre précédent les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques, nous allons maintenant en faire l'application au problème général que nous nous sommes proposé. Nous ferons voir qu'on pouiTa en ramener la solution à celle de quelques autres problèmes plus simples.
Sur la forme quan pourra donner à Vintégrale <Vune différentielle quelconque algébriquCy en supposant cette intégi'cJe exprimable jxir des fonctions algébriquesy logarithmiques
et elliptiques.
Soient a:,, a:^, Xg, . . . x^ des variables en nombre quelconque, liées
entre elles par des équation^ algébriques dont le nombre est moindre que
celui des variable». Soient ^i? y»? • • • y^ des fonctions algébriques quelconques de ces variables et supposons que la différentielle
iJidx,-^ij^dx^-\ \-yf,dx^
soit complète et que son intégrale soit exprimable à laide de fonctions algébriques, logaritlimiques et elliptiques, de sorte que Ton ait
(57) f{j/tdx^-^y,dx^-\ ]ry^dx^)
= u-{'A^logv^'{-A^\ogv^'\ l-^^logz;^
-4j, J-a, . . . Ayj a^j a^, . . . «„ étant des quantités constantes, u^ v^^ v^^ . . . Vy^ t^j t^^ . . , tn des fonctions algébriques des variables x^j x^^ . . . x^^ et i//i, 1//^, V^3, . . . ipn des fonctions elliptiques quelC/Onques des trois espèces avec des modules et des paramètres quelconques. Désignons respectivement par Cj, Cj, . . . c„ les modules de ces fonctions, et faisons pour abréger
(58) ±y(l-x^)ll-cix*) = J^x, de sorte qu'on ait en général
(59) tf,„x=J-j~,
B' étant une fonction rationnelle de x* de l'une des trois fbnnes
as*
selon que xp^x est une fonction de la première, de la seconde ou de la troisième espèce. Nous pourn)n8 même supposer que 0' soit une fonction rationnelle quelconque de x.
On pourra regarder un certain nombre des quantités x^^ x^^ . , . x^ comme des variables indépendantes. Soient celles-ci les m premières:
alors toutes les quantités
seront des fonctions algébriques de u:, , ^r^, . . . ic«.
Cela posé, imaginons une fonction algébrique 0 telle qu'on puisse exprimer toutes les fonctions
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ratioiinelleinent eu
(do) u^ x^^ x^^ Xqj , . , x^^ y^^ y^^ y^^ . . . y^.
Il existe une infinité de fonctions 0 qui jouissent de cette propriété. Une telle fonction sera par exemple la somme de toutes les fonctions (62), multipliées chacune par un coefficient indéterminé et constant. C'est ce qui est facile à démontrer par la théorie des équations algébriques. La quantité 0^ étant une fonction algébrique des variables x^^ x^^ . . , ^ pouiTa donc satisfiiire à une équation algébrique, dans laquelle tous les coefficiens sont des fonctions rationnelles de Xj , a^ , . • . . Or au lieu de supposer ces coefficiens rationnels en iCj , Xg , . . . , nous les supposerons rationnels en
car cette supposition permise simplifiera beaucoup le raisonnement. Soit donc ^
l'équation en 6] désignons son degré par â et supposons, ce qui est permis, qu'il soit impossible que la fonction 0 puisse être racine d'une autre équation de la même forme, mais dont le degré soit moindre que â.
Imaginons maintenant qu'on différentie l'équation (57) par rapport aux variables indépendantes x^^ x^, . . . x^. Il est facile de voir que la différentielle qu'on trouve sera de la forme
(66) p, dx^ +^2 dx^-\ f-p« dx^ = 0,
oh pij Pi^ ... p„ seront des fonctions rationnelles des quantités
ajj , X^j . . . X„^ ^m+l 7 • • • "^/M }/l^ y^l ' ' ' Uf*^ ^? ^1? ^2j ^3j • • • ^y?
^M ^27 . • • in-, ^l(^)y ^2(^2)7 • • • -^«(0-
Donc en introduisant la fonction d, 2hj Pij • - Pm deviendront des fonctions rationnelles de
(67) 0, Xi^ iCg, . . • x^j yxj 2/27 • • ' Vfi* Cela posé, l'équation (66) donnera séparément
(68) i>i = 0, i?sr = 0, 2^3 = 0, . . . p« = 0,
et il est clair que si ces équations sont satisfaites, l'équation proposée (57) le sera également. Maintenant les équations (68) sont autant d'équations en d de la même forme que F=0, ou pourront aisément être réduites à cette
forme; mais, d'après Thypothèse, V=^0 est ime équation irréductible en tf, donc il suit d'un théorème connu, que toutes les équations (68) seront encore satisfaites, en mettant pour $ une quelconque des racines de Téquation V=0. Donc l'équation (57) aura lieu quelle que soit la valeur de #, poui-vu qu'elle satisfasse à l'équation V=0, Désignons par
(69) #1, ^2, . . . ô^ les racines de l'équation F=:0, et par
(70) «', u\... «<*'; vj, vj-, . . . v^H^; C, L% • • • <î?
les valeurs correspondantes des fonctions u^ t?^, t„. Alors l'équation (57) donnera, en substituant dans le second membre d'abord les expressions des quantités t/ , Vj , î;^ , . . . f i , /j , . . , , //^ (t^) , J^ (t^) , ... en fonction rationnelle de Oy Xij x^j . . . aî^, ^1, yj, . . . y^, et ensuite au lieu de $ successivement les â valeurs ^i, ô», . . . ^,5, l'équation (57) donnera, dis-je, â équations semblables qui, ajoutées ensemble, conduiront à celle-ci:
(71) { +^i(logî;/+ logi;/'+ • • . + log i;f>)+ • . . +^(log V + log ?;/ + ••• + logr^'^O
■f «i(v^i^/+v^i<r+ • • •■+ v^i^^^H ' • • +«n(v^nC+v«c' + • • • +tpj^n'y
Le second membre de cette équation pourra être réduit à une forme beaucoup plus simple. Considérons d'abord la partie algébrique
Cette fonction est exprimée raiionnellement eii
mais elle ast en même temps symétrique par rapport à ôi, d^? • • • ^rï? donc en vertu d'un théorème connu sur les fonctions symétriques et rationnelles, on pourra exprimer la fonction U raiionnellement en fonction de
(73) ^\i ^1 ' ' • ^'fit Vu Vti • ' ' V/A
et des .coefficiens de l'équation 1^=0; mais ceux-ci sont eux-mêmes des fonctions rationnelles des quantités (73), donc la fonction U le sera également
Soit maintenant
(74) log F, = log vJ-\r^ogvJ^ 1- log v<-^\
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Oïl aura
donc la fonction F„ est aussi une fonction rationnelle des quantités (73, 69) et symétrique par rapport à ôi , ô^ , . . . ^^ ; donc on démontrera de la même manière que F„ pourra s'exprimer rationnellement par les quantités (73) seules.
Il reste à considérer la partie elliptique de l'équation (71): or d'après les formules du chapitre précédent, on pourra toujours faire
où toutes les quantités
(76) ?;, ^m{T^), Pj qi, q,, ' > ' qv
sont des fonctions rationnelles des fonctions
or celles-ci sont des fonctions rationnelles des quantités (69, 73), et il est clair qu'elles seront symétriques par rapport à 0^^ 0^^ , , , 0,^^ donc enfin on pourra exprimer les fonctions (76) rationnellement par les quantités x^^
^2 î • • • ^/* 5 ViT V'^'t ' ' ' Vfi*
En vertu de ce que nous venons de voir, on pourra donc mettre le second membre de l'équation (71) sous la forme:
r + ^'logp' + ^Mogp''-] f-^(*nogp^*>
+ «l-V'/^i + «2-n^2 H h««-V^nï;.
Nous sommes ainsi parvenus à ce théorème général:
Tliéorème IL Si une intégrale quelconque de la forme
oh y^ , ^2 î • • • Viii s^^* ^^ fonctions algébriques de a:^ , ic^ , . . . x^ , ces derniers étant liés entre eux par un nombre quelconque d'équations algébriques^ peut être exprimée par des fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques de sorte qu'on ait
OÙ -4^, ^g, . . . ttj, «j, . . . sont des constantes, Uj v^^ v^^ . . . t^^ t^^ . . . des fonctions algébriques de x^^ x^ , . . . , et i/^^ , y/^ , . . . des fonctions elliptiques quelconques, alors je dis qu'on pourra toujours exprimer la même intégrale de la manière suivante:
+ .4^*^ log p^^> + «^ . v/, <?, + «,. v/.e, H h «. • V'.«« .
d étant im nombre entier; a^, a^, . . . «„ les mêmes que dans Téquation donnée; A'^ A'* ^ . . . des constantes, et
des fonctions rationnelles des quantités
Ce théorème est non seulement d'une grande importance pour la solution de notre problème général, mais il est encore le fondement de tout ce qui concerne l'application des fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques à la théorie de l'intégration des formules différentielles algébriques. J'en ai déduit un grand nombre de résultats nouveaux et généraux que je soumettrai au jugement des géomètres dans ime autre occasion.
Comme corollaire de ce théorème on doit remarquer le suivant: Théorème III. Si une intégrale de la forme
peut être exprimée par une fonction algébrique et logarithmique de la forme
on pourra toujoui's supposer que u^ v^^ v^^ , . . Vy soient des fonctions ra-
iionnelles de x^^ x^j . . . x^^ y^^ y^^ . . . y^. Si donc on a l'intégrale 1 ydx^
où y est liée à x par une équation algébrique quelconque, on pourra supposer que u^ v^'j v^ etc. soient des fonctions rationnelles de y et x*).
*) J'ai fondé sur ce théorème une nouvelle théorie de Fintégration des formules différentielles algébriques, mais que les circonstances ne m'ont pas permis de publier jusqu'à présent. Cette théorie dépasse de beaucoup les résultats connus, elle a pour but d'opérer tordes les rMiictions possibles des intégrales des formules algébriques, k l'aide des fonctions algébriques et logarithmiques. On parviendra ainsi k réduire au plus petit nombre possible les intégrales nécessaires pour représenter sous forme finie toutes les intégrales qui appartiennent k une même classe.
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Application du Hvéorème du j>oT(igraplie précédent à la relation générale entre des fonctions
algébriques^ logaritlimiques et elliptiques.
Du théorème général démontré dans le paragraphe précédent on peut déduire immédiatement plusieurs propositions importantes, relatives à la théorie des fonctions elliptiques.
Soit
(77) a^V^^x^+a^W^x^-^ \'a^xp^x^=u-[-A^\ogv^-^A^\ogv^'\ [-^logz7,,
une relation quelconque entre les fonctions elliptiques
dont les modules sont respectivement c^, c^, . . . c^. Si pour abréger on
fait ±y(ï — a:*) (1 — c^x*) = z/„x', le premier membre sera la même chose que
OÙ i\^ r^, . . . r^ seront respectivement des fonctions rationnelles de x^^ x^^ . . . x^. Donc en vertu du théorème III on pourra énoncer le suivant:
Théorème IV. Si Téquation (77) a lieu en supposant que Uj v^j v^^ , . . Vy soient des fonctions algébriques des quantités x^^ x^j . . . x^j on pomTa toujours, sans diminuer la généralité, supposer que w, i; ,?;,... zj^ soient exprimées rationnellement en a;^, x-^, . . ..x^, "'i^i? -^2^27 • • • -^/n^ff •
En écrivant l'équation générale (77) de cette manière:
^ ' I \j~:- — I — jv"^ — '~^~r~
on aura, en vertu du théorème II, le suivant:
Théorème V. Si Téquation (77) a lieu, on en pourra toujours tirer une autre de la forme:
(79) âa^tp^x^-^âa^ifJiX^.-\ h^««V^«^« + «m+i«/'».+i^iH |-«^V^/'^/<-«
= r-f 4'logp'-f 4"logp"H [-^^*>logp^*>,
(t étant un nombre entier et les quantités
des fonctions rationnelles de
On aura encore comme corollaire:
Théorhme VL 8i une relation quelconque entre les fonctions elliptiques
V'i^i) V^a^8 7 • • • ^fi^fi ^^^ *^^î^ espèces a la forme exprimée par réquation (77), on en tirera une autre de la forme:
(80) Sa^.\fj^x= — a^.xp^e^ — a^.xp^e^— • • • — a^_i.V'«_id^i
+ r + 4'log(>' + ^Mog(>"-j [-^^*>logp%
â étant un nombre entier et toutes les quantités
des fonctions rationnelles de la variable x et du radical correspondant J„x. Toutes ces fonctions pourront donc se mettre sous la forme:
où ^ et 2 sont des fonctions rationnelles de x seul.
Voilà le théorème qui nous conduira, comme nous le verrons plus bas, à la solution de notre problème.
Si Ton suppose que toutes les variables ic^, a:^, . . . x^ soient égales entre elles et à ir, et en outre que les fonctions ^^j, V^,? . . . Va* aient le même module, que nous désignerons par c, alors le premier membre de Té-
/T dx -y- j OÙ r est une fonction rationnelle de x*^ donc en vertu du théorème III on pourra énoncer le suivant:
T'héoreme VIL Si entre les fonctions éDx, (BqX^ ^i^î ^^a^S • • • ^/«^j où fl^^^n^j ... 77^ désignent des fonctions de la troisième espèce, avec des paramètres quelconques, mais avec le même module c que les deux fonctions de la première et de la seconde espèce Gfx et 0>o'Xj on a une relation quelconque de la forme:
J aG>x-{'ao(B^x-{-a,n,x-\-ain^X'^ h«A^/*^
on pourra toujours supposer que les quantités
soient de la forme p-^qJx^ oh p et q sont des fonctions rationnelles de X seul. •
Ce théorème est aussi d'une grande importance dans la théorie des fonctions elliptiques. Nous en développerons dans le chapitre IV les conséquences les plus importantes pour notre objet.
Béducdoti du problème général.
Reprenons la formule du théorème VI. En la dilïérentiant, le résultat sera de la forme
OÙ p et Q sont des fonctions rationnelles de ce; donc on doit avoir séparément P=0, Q=zOj et par suite P — Q .J„x = Oj donc la formule (80) aura encore Ueu en changeant le signe du radical ^^x. Or en faisant ce changement et en désignant par d/, 02^ 0^' etc. les valeurs correspondantes de ôi? ôg, . . ., on aura
où pour abréger nous avons mis le signe de sommation 2^ v' étant la partie algébrique et logarithmique. En retranchant cette équation de l'équation (80), on obtiendra (82) 2 J «„ ^^x — :Sa {tp0' — yj0)-\-v — v\
Cela posé, désignons par c le module de la fonction i// et par Jx la fonction ± y(l — ^*)(1 — c^ic*); alors on aura, d'après ce qu'on a vu dans le chapitre I (35)
en faisant
v^' étant une expression algébrique et logarithmique. Soient maintenant
Q=Lp-^q/l^x^ je = r-\-Qj^x,
où p, g', r, p sont des fonctions rationnelles de x. En changeant le signe
du radical ^„cc, on aura les valeurs de 0' et Jd\ savoir
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En substituant ces valeurs dans Texpression de y, il est clair que cette fonction prendra la forme
où t est rationnel en x. En vertu de la formule (34) on voit de même que Jy sera rationnel en ic.
Si Ton fait maintenant
1 — c^e^y* oh e est constant, on aura encore
\pd' — yj0 = yjz -\- Vi .
Or je dis qu'on pourra faire en sorte que z soit une fonction rationnelle de X. En effet il suffît pour cela d'attribuer à la constante e une valeur qui - armule Je,
Soit par exemple e = 1 , on aura
mais, connue nous venons de le voir, y* et Jy sont des fonctions rationnelles de Xj donc z le sera de même.
La forumle (82) prendra donc la forme suivante:
(85) 2âa^yj^x = 2:a.yjz-^V,
où V est une fonction algébrique et logarithmique, qui eu vertu du théorème II pourra se mettre sous la forme
toutes les quantités u^ t\j v^^ . . . étant de la forme p-^qJ^x.
En développant le second membre de l'équation (85), on aura aussi la foniuile
OÙ en vertu des deux équations (84, 83) toutes les quantités
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sont des fonctions rationnelles de la variable x. Cette formule est donc une suite nécessaire de la formule générale (77). Il faut faire attention que 8 est un nombre entier et que les coefficiens a^, «a? • • • «a** sont précisément les mêmes dans les deux formules. C'est une remarque essentielle.
A l'aide de la formule (86) on pourra maintenant réduire la formule générale (77) à une autre plus simple. En efi'et, en éliminant la fonction \\)^x entre ces deux équations, on trouvera une équation de la même forme que la proposée, mais qui contiendra un nombre moindre de fonctions elliptiques. Faisons m = ,u et mettons x^ pour x dans la formule (86). On aura
En éliminant la fonction V^^cc^ entre les deux équations il viendra (87) «i(2(yv^iXi — v/i2i) -I Y «^-i(2(yv/^_ia:^_i — rp^^iZ^-i) = V\.
'Mais 2d étant un nombre entier, on pourra, en vertu de ce que nous avons vu dans le chapitre précédent, trouver des fonctions algébriques a?/, x^\ . . . ^fi-i telles que
2âxp^x^ — xp^z^ = yj^x,' -\- V, ,
2 (yXp2^2 — y^i^i = fi^2 + ^2
etc.
donc la formule (87) donnera celle-ci
/ggx ( «1 • v^i^?/ + «8 • y^9^' H h «/i-i • v^/.-i^Vi
V = z^' 4- .4/ log v/ 4- A^' log î^a' + • • • + A/ log v/.
Cette équation est précisément de la même fonne que l'équation proposée; seulement elle ne contient plus la fonction ip^. On pourra la traiter de la même manière et en chasser une autre fonction, par exemple V^^_i. En continuant ainsi, on parviendra enfin à une équation qui ne contiendra que des fonctions algébriques et logarithmiques, et qui ne n'aura pas de difficulté. On voit donc que le problème général pouira être réduit à celui-ci:
Satisfaire de la manière la plus générale à V équation
\ -f.w + ^ilog?;irf AJogi;^^- .. |-^^logv^,
oà 1//, t^i, ^j, . . . «//„ désig7ient des fonctions elliptiques des trois espèces^
en supposant que
V^mV.
yn y«> • • • Vn
soient des fonctions rationnelles de x] et que ^i^/i? ^^Hti • • • ^nVn soient de la forme p/tx^ où p est rationnel en x^ et oh /Ix désigne le radical qui figure dans la fonction rpx.
Soient
Supposons que ces équations soient satisfaites, et soit
Oxj O^x^ . . , O^x étant toujours des fonctions rationnelles suivant la nature des fonctions y/, i/Zj, . . . y;^, on aura
/^m^/rn dy„, dx ^ p^ dœ ' Jx^
or --?--. -;?i? est une fonction rationnelle de x. donc Tintéffrale du second Pm dx 7 . &
membre pourra être réduite à la forme
tpn.y. = r^Aœx-\-A,(D,x-]-A'n{x,a')'\-A''n{x,a'')-\ ,
où r est une expression algébrique et logarithmique. En transformant toutes les fonctions y/x, i/^i^i, V^^y»? • • • ^^ cette manière, l'équation (89) prendra cette forme
(^90^ ( «®^ + «o«>oaî + «1 /7(^, ai) -f a, /7(rc, a^)-\ • + «;* n[{^j %)
En vertu de ce que nous venons de voir il est clair que la solution du problème (89) pourra être réduite à celle des problèmes suivans:
Problème A. Trouver tous les cas possibles où Ton peut satisfaire à l'équation
en supposant y et p fonctions rationnelles de l'indéterminée x, c et c' étant des constantes.
Problème B, L'équation (91) étant satisfaite, réduire les trois fonctions
f^{y,o% (Bo(j/,c'), n(y,c',a) à la forme
r-}-Asix-^A^a}oX-{-A'n{x,a')-\-A''n{x,a'')-\
OÙ r est une expression algébrique et logarithmique.
Problème C. Trouver la relation la plus générale entre les fonctions qui ont le même module et la même variable, c'est-à-dire: trouver les conditions nécessaires et. suffisantes pour qu'on puisse exprimer une fonction de la forme
par des fonctions algébriques et des logarithmes.
La solution complète de ces trois problèmes sera l'objet principal de nos recherches ultérieures. Nous allons commencer par le dernier qui est le plus simple.
CHAPITRE III
Détermination de la rdation la plus générale possible eivbre un nombre quelconque de fonctions elliptiques de la même variable et du même module; ou solution du problème C.
Soit comme précédemment
jx=±y{i—x'){i — c^x'),
eux, €5qX les fonctions des deux premières espèces et ITa^j Fla^^ . . . ITa^ des fonctions de la troisième espèce, ayant pour paramètres «i, «a? • • • <^^î de sorte que
/dœ _ Cx^dx rw C dx
Cela posé, il s'agit de satisfaire de la manière la plus générale à l'équation
j /3cDX + /îoO>0^ + /îl/7«i + /î.^«.H h/î«fl^«n
I ^'^■i' A^ogv,-\- A^logv^-^ f-^^logv^.
En vertu du théorème VI on peut supposer que u^ v^j v^j . . . Vy soient de la fonne p-\-qJXj oh p et q sont rationnels en x.
Nous supposons^ ce qui est permis, qu'il soit impossible de trouver une relation semblable, qui ne contienne pas toutes les fonctions /7«i, ITa^j . . . 77«n- Nous supposons encore qu'aucun des paramètres «i, «g, . . . a„
ne soit égal à ±1 ou à + — ; car dans ce cas on pourrait, comme on sait,
réduire la fonction correspondante de la troisième espèce aux fonctions iBx et (BqX.
Cela posé, désignons le premier membre de l'équation (92) par tpx et le second par u--\-JSAlogv. On aura
(93) yjx = U'^2:A\ogv.
Il est clair que cette équation aura encore lieu si le radical .ix change de signe. Donc en désignant par ?^' et i/ les valeurs correspondantes de u et v^ on aura
— ^px = u' -\- JSA log v\ C^ela donne
Mettons ici — x au lieu de -{--x^ on pourra supposer que /fx reste invariable; la fonction yjx changera de signe, et par conséquent on aura, en désignant par u'\ tt'"^ v'\ v'" les valeurs correspondantes de w, u\ v^ v':
-2ipx = u''- u''' + 2: A log ^,,
De là on tire
rt.x = ^ {u -u'- u^' + n-) +i2:A log ;;,, • Soit
V = jp -|- 2^ H" {p' H" s'^) '^^7
Pt (7? V\ 9l étant des fonctions paires, on aura
v' ■=.'P'\'qx — (^' -|- (^qS) Jx^
v'^ =-2^ — ?^ "h {p' — q'x)/îx^
v"' =zp — qx — {p' — q^x).ix^ donc
V v''' =2)' — q'x' — (;/^ — q''x') {.ix)' + 2x{pq' — qp') Jx, ?;'?/'=;>« — 2V — (/' — 2'*ir*) (./x)* — 2x (/Y — (7y/)./.r,
par conséquent on aura ,
rt'"' fx -\- ffx . Jx
V V JX — ifX . Jx
fx et (f'X étant des fonctions entières, dont Tune est paire et l'autre ùnjmire. Nous les supposerons, ce qui est permis, sans diviseur commun.
La partie algébrique ^{u — w'-j-t^''' — ti'') est évidemment de la forme rJx^ où r est une fonction impaire de x. En écrivant A au lieu de |--4, l'expression de ytx prendra la fonne suivante:
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(94 ) xfjx = rJx-\-2A\os ff^^^^f- .
Quant aux coefficiens A^^ A^^ . > . Ay^ nous pourrons supposer qu'il soit impossible d'avoir entre eux une relation de cette forme
(95) mi^i-(-W2J.2-|- • • • '^myAy = Oj
où m^, m^, . . . m^ sont des nombres entiers. En eflfet, si cette équation avait Heu, on aurait
^^logt,= ^JAlog4^+^,log4^+...+^,_,log%l,
c'est-à-dire :
2Alogv = A,'logv,'-\-A^'\ogv^'-] \-A'y_^logv'y_,,
équation dont le second membre contient un nombre moindre de logarithmes que le premier. On pourra répéter cette réduction jusqu'à ce qu'une équation telle que (95) soit impossible. Cela posé, il faut prendre la différentielle des deux membres et comparer entre elles les fonctions algébriques qui en résultent.
Considérons d'abord la partie logarithmique du second membre de la formule (94). Soit pour abréger
/Q^N , />r -f- cpœ . Jx
^ ^ ^ fx — (px.Jx^
on aura, en différentiant, un résultat de la forme
v.dx
^^ ^) ^^~ '{{fxy — {(fx) 2 {jx) «] jx '
oïl V est une fonction paire et entière de x^ savoir
(98) v = 2{fx.(p'x—(px.f'x){Jxy — 2fx.(px.[{l^c^)x — 2c^x''].
En faisant
(99) 0x={fxy — {(pxy{jxy,
on pourra aussi mettre ^; sous cette forme:
(100) V(px = 2f'x .Ox—fx. O'x,
équation facile à vérifier.
Cela posé, décomposons la fonction entière 6x en facteurs de la forme {x^ — ^*)"S ôt faisons en conséquence:
(101) (/x)» — (<^x)*(.yx)* = (a;* — aî)-'(a;* — aj)"» . . . (»» — a*) "/. = <?».
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Maintenant Téquation (100) fait voir que si 6x a le facteur (x* — «*)"? v aura nécessairement le facteur (x* — a*)"*"^; donc la fonction fractionnaire
y: pourra être décomposée de la manière suivante:
où < est la partie entière, /?/, /î^', . . . /9^' des constantes. D'abord je dis que t est une constante. En effet l'expression (98) de v fait voir que le degré de cette fonction ne pouri'a jamais surpasser celui de Ox. Pour trouver les coefticîens /?/, /?/, . . . , appelons /î' l'un quelconque d'entre eux, correspondant au facteur (x* — a*)*" de 0x. On aura
/9 =-^^^_-/ pour a: = a,
mais si l'on fait
êx — Ii{a' — xy,
on aura en vertu de l'équation (100)
-^—^ ^ = -^- (a* — a;*) — ^ ^-^- (a* — x^) -f 2mic ^^— ,
donc en faisant x=^a
* (pa
Or on a (/a)* — (9)a)\z/a)* = 0, donc
y» -|- 9?a . Ja = 0, et par suite
/?' = — 2maJa^ On a donc
^ ' ^ Bx a\ — x^ a\ — x^ a^ — x^
En multipliant par -y- on aura la valeur de d^). La formule (94) donnera donc, en difi'érentiant,
' ' a\ — x^ a\ — x^ oj — x^ dx ^ ^ *-^ ^ J
-X^Aih '^''^i<^i^^i 2m^a^Ja^
aj — x^ a| — x^
4" etc.
En substituant pour r une fonction rationnelle quelconque de x, on voit sans peine qu'il sera impossible de satisfaire à c^e équation, à moins que r ne soit égal à zéro. En se rappelant que nous avons supposé qu'il soit impossible de trouver une relation entre un nombre moindre des fonctions ria^ , 77«jj , . . . IJa^j et en ayant égard à l'impossibilité d'une équation de la fonne (95), on se convaincra aisément que tous les coefticiens A^^ A^, . . . Ay doivent être imls excepté un seul. Soit donc
A^=:zA^= ' * ' =Ay = 0 et u4i=l, on aura
' ' ' ' af — A'* ' a| — x^ ^ ' aj — .r
I 2 m^ a^ Ja^ 2 m^ a, Ja^ 2 m^ a^ Ja^^
a\ — x^ a\ — x^ aft — .r*
donc
/î=:fcj, /îo = 0, «i = ai, «^ = ^25 • • •
Pi — ;; — ' 1^2 — —
ttj ' * «j
Cela posé, la formule générale (94) prendra la forme
/in>i\ ,j ^ 2in.Ja. ,^ 2ninJa,t ^ , fx'\-ax, Jx , ^
(104) /J.cSu;-— ^-Ji7a, —- /y«« = log)^^^;^^+C,
OÙ les paramètres «i, «g, . . . «„ doivent satisfaire à l'équation
(105) {fxy—{ipx)\l — x^){l — c^x^) = {x^~aX)''^{x^ — a'^''^...{x^ — al)^^
l'une des fonctions fx^ ipx étant paire et l'auti'e impaire.
Telle est donc la relation la plus générale entre des fonctions rapportées au même module et à la même variable. Il est remarquable que la fonction de la seconde espèce n'enti-e point dans cette relation. Quant à la quantité constante /? qui multiplie la fonction de la première . espèce cDx, elle pourra dans certaines circonstances se réduire à zéro.
L'équation (105) qui donne les relations nécessaires entre les paramètres «1, «2, . . . a„ est précisément de la même fonne que celle que nous avons considéré dans le chapitre I. En regardant a^, «jj, . . . a„ comme des variables, elle donnera en vertu du théorème I,
(106) \ 11^ » I I n n 2Ja ^fa—{fa.Ja
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Les paramètres «i, a^, . . . «^ satisfont donc à Féquatioii différentielle
Pour avoir toutes les fonctions de la troisième espèce qui soient réductibles indéfiniment à la première espèce, il faut faire n=l. En posant ai=a, Wi = w, on a
(108) ria = ,—-. (Dx— ^ .- log -.-^ '— -— .
Pour déterminer le paramètre «, on aura dans ce cas Féquation
(109) i/xY — {(pxY (1 — x') (1 — c'x') = (x* — ay,
ce qui fait dépendre a d'une équation qui est généralement du degré //i*. Le cas le plus simple est celui où m =2. On aura dans ce cas
-y=l, fx = €UC,
donc
donc a pourra avoir les deux valeura ? _ • Les valeurs correspondantes de a sont 1 — ? 1 + • On aura ainsi
" Wc ) -J (i-c.v')j. -'-'''' ^^i-i 1^^ ^:sï^,-v-rj. '
où Ton pourra changer le signe de c.
Si m = 3, on aura dans le cas où fx est impair,
fx = x^'-\-ax^ (px = bj donc
{x'-\-(ixy — b\l—x'){l — c'x') = {x' — ay.
De là on tire
a^ = b, a» + aa + i^a = 0, 2a — c^b* = — Sa% «' + (1 -f c*)6' = 3a%
donc en éliminant a et 6 on trouvera
Si donc a est une racine de cette équation, on aura
rr r dœ i ^ , a i j.3 _|_ i (c2a6_3a«).r + a*- ^*^
Généralement la quantité a sera, pour un m quelconque, racine de Tune des deux équations
où x^ est la fonction de x que nous avons considéré dans le paragraphe 4 du chapitre I, et qui est telle qu'on ait
dx^ dx
/îx^ Jx
et en même temps
a:„ = 0 pour a: = 0.
On pourra encore remarquer que si Ton désigne par a une racine de x^ = 0, — sera racine de Téquation x^=z^. Pour prouver que a satisfait à l'une des équations (110), il suffit de remarquer qu'on a (39):
(111) p' - q\^xy = {x' - ay{x' - ai),
OÙ a„ désigne la même fonction de a, que x^ de x. En multipliant les deux équations (109, 111) membre 4 membre, il viendra
(lir) [pfx±q<px{JxyY — {pipx±qfx)\Jxy = {x' — ay{x* — ai).
Or on tire des mêmes équations
R étant une fonction entière. De là il suit que l'une des deux fonctions
pfX'-\-q(px{Jxy^ pfx — q(px{Jxy
sera divisible par {x* — «*)"*; donc en divisant l'équation (111') par {x^ — a*)**", on aura un résultat de la forme
r'-ç*{Jxy=zx'-al„
OÙ l'une des fonctions r et p sera paire et l'autre impaire. On doit donc avoir d'abord p = 0, et ensuite r* = x* — ai, d'où a„ = 0, ou a^ = ^. Réciproquement, si l'une de ces équations a lieu, il est clair par la forme de
réc[iiatîou (111) qu'on p)urra satisfaire à réqiiation (109). Il est à remarquer que dans le cas que nous considérons, /î ne pourra jamais être zéro. Donc il n'existe pas de fonction de la troisième espèce, exprimable par des fonctions algébriques et logarithmiques.
Le cas particulier le plus remarquable de la formule générale (104) est celui où n = S et 7ni=7n^ = m^ = l. Dans ce cas, en faisant «3 = a, ./aj= — Ja^ on aura
(112) •^"'/7« +^«»/7«, = :^-«/7« + /^.«»x-Alog-? + "^"f , oh
(113) { de sorte que
{x'-^axy — b\l—x'){\—c'x') = {x'---a'){x'—al){x' — al),
d'où l'on tire, comme dans le paragraphe 3 du chapitre I,
(114) ( h=aaia^] a = ^{c^a*alal — a* — «ï — a^),
~ = — - — : (1= — e^aaia^.
a aa^a^ ' ' '
Les deux paramètres «i, a^ sont donc arbitraires.
Comme cas particulier on doit rewiarquer celui où «^ est infini. On
aura dans ce cas
CM
On pourra donc réduire l'une à l'autre deux fonctions, dont les paramètres
sont respectivement «, • La fonmile corresjx>ndante pour effectuer cette réduction est:
(115) /7a + /7(-l) = «ïa. + i.«-log"^,«+-^^^
^ ^ ' \ «a / ^ ^ Ja ^ .rJa — aJo'
Pour trouver toutes les fonctions réductibles l'une h l'autre, il suffît de faire dans la fonnule (104), n = 2. Cela donne
(116) m,:^-^-^/7a,+m/-"^/7«, = /9.«):r-ilog^^+-^^^
où les paramèti'es «^ et a^ sont liés entre eux par l'équation
(117) {f.xy — {(pxy{l—x'){l—c'x') = {x' — al)''^{x'-alY^' ce qui donnera une seule équation entre «^ et a^.
CHAPITRE IV
De r équation (1 —yi)(l —c'^t/^) = r^(l — .t^)(1 — c^j;^).
Considérons maintenant le problème (A)^ savoir de satisfaire de la manière la plus générale à l'équation
(118) (i_y«)(i_c'y) = r''(l-a:«)(l-cV),
y et r étant des fonctions rationnelles de x. La méthode qui s'offre d'abord pour résoudre ce problème est celle des coefKciens indéterminés, mais cette méthode ne paraît guère applicable si le degré de la fonction y est un peu élevé ; du moins son application serait très pénible. Je vais en indiquer une autre qui conduit assez simplement à la solution de ce problème, qui est, ce me semble, le plus important dans la théorie des fonctions elliptiques.
liMu/tioii du prohlhne à celui de satisfaire à rAgiialUyn:
dy dx
Nous allons voir d'abonl que si Téquation (118) a lieu, on doit avoir
nécessairement
1 dy e div
où « est constant.
Il est facile de voir que les deux facteurs 1 — y^, 1 — c'^y^ ne peuvent s'évanouir en même temps, car cela donnerait rî'^=l, mais ce cas est exclu. On doit donc avoir séparément
(119) l-y*=:r\Q, l-c'y = '-ÎC',
Ti et Tj ëtant des fonctions rationnelles dont le prodiiit est égal à r. On aura également
Or, en ditférentiant les deux équations (119), on en tirera
.^^Q. j — 2y dy = 7-, (;•. d(f -\-2if dr,),
I— 2 c'^y dy = )\ (r, d(f'-\- ^if'dr^),
Mais il est clair que y ne pourra avoir aucun facteur commun, ni avec r,
ni avec r,, donc il faut que le numérateur de la fraction rationnelle -j^ soit
divisible par r, et par r^; mais ces deux fonctions ne pouiTont s'évanouir en même temps, donc on doit avoir
(121) ^ = r,r^v = rv,
V étant une fonction rationnelle de x^ qui ne devient pas infinie en atti-ibuant à x une valeur qui donne r = 0. Soit y = - ? oh p et q sont deux fonctions entières de x sans diviseur connnun, on aura évidemment
q^~!^ =ev = '^^>^^-'
dx dœ
Cela fait voir que v est une fonction entière. Or je dis que v se i-éduira à une constante. Désignons par w et w les degrés des fonctions p et ç, et par fi et y ceux de 0 et ?;. Cela posé, il y a trois cas à considérer:
1) Si m> n. Dans ce cas l'équation
fait voir qu'on doit avoir
mais comme on a
il s'ensuit que
donc
ou, puisque 2 m — ^ = 2,
donc
fi-^v = m-\-v — 1 , y < 2m — /Li — 1,
v = 0, et par conséquent v constant.
2) S? n > m. On aura de la même manière
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v<2n — fi — 1, y<l, 1^ = 0,
donc aussi dans ce cas v sera égal à une constante.
3) Si n=zm. Dans ce cas il peut arriver que le degré de l'une des fonctions
soit moindre que n = m. Soit donc par exemple
oîi le degré de y, que nous désignerons par m — fc, ne pouiTa surpasser m. On aura en vertu de l'équation (123)
4w — k=:2fi-\-4j
d'où
27/^ — ,a = 2-f |fc;
maintenant si Ton substitue la valeur de q=p-\-(Pj on aura
do: lia:
donc
si fc > 0, et
fi-\-y = 7n-\-7n — k — 2 = 2m — k — 2,
si k = 0. Dans le premier cas on a
i/=2m — /* — fc— 1=1 — |A; = 0,
et dans le second
y = 2vi — fi — 2 = 0.
Le degré de la fonction entière o est donc dans tous les cas égal à zéro, et par conséquent v se réduit à une constante. En la désignant par fc, on aura
Cela posé, l'équation donnera celle-ci:
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le problème est ainsi ramené à celui de satisfaire de la manière la plus générale à cette équation en supposant y rationnel en x. En intégrant, on aura
(126) cD(2/,c') = «.cD(x,c) + a
En comparant ce résultat à ce que nous avons démontré dans le chapitre II, on aura ce théorème:
Tliéorhne VIIL „Si Ton a une relation quelconque entre un nombre quelconque de fonctions elliptiques, et qu'on désigne par c le module de Tune d'elles prise à volonté, parmi les autres fonctions on en trouvera au moins une, de module c', et telle qu'on ait entre /<?s fondions de la première es2)èce^ coiTespondantes respectivement aux modules c' et c, cette relation très simple
oii y est une fonction rationnelle de u? et é une quantité constante."
Ce théorème est de la plus grande importance dans la théorie des fonctions elliptiques.
Il s'agit maintenant de trouver toutes les valeurs de y et des modules c et c propres à satisfaire à l'équation (125). Si la fonction y contient des puissances de x supérieures à la première, elle jouira d'une certaine propriété, qui conduira à son expression générale, en supposant connue la solution complète dans le cas oîi y ne contient x qu'à la première puissance. C'est pourquoi nous donnerons d'abord la solution pour ce cas.
éé»
Solution du m'oUhne dans le ata ou uzz. ,~^ \' '
' ^^ a' -^ fi' X
En substituant cette valeur de y dans l'équation
rien n'est plus facile, que de trouver toutes les solutions possibles. Je vais seulement les transcrire:
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IL c' = ± -> ^=±CiC, y = ± — î é = ±C,
On voit que le module c a six valeurs différentes. La fonction, y en aura douze, car à chaque valeur de c répondent deux valeurs différentes de y. Ces formules nous seront utiles pour la solution du problème général.
Fropriéié générale de la /(ynctUnt, rationnelle y y qui satisfait à une éqiutUon (le la forme:
dy dx
Soit pour abréger
y(l _ y«) (1 _ c'',f) = j^y et yi^T— x') (i — c^x') = Jx,
l'équation (125), à laquelle il s'agit de satisfaire, prendra la fonne
OÙ y est supposé fonction rationnelle de x. Soit
la fonction cherchée. Si, en réduisant ifjx à sa plus simple expression, la variable x y entre élevée jusqu'à la ,a"** puissance inclusivement, nous dirons pour abréger que ipx est une fonction rsitionnelle de x du degré fi. Sa forme générale sera donc
(129) ifjx =
Aq -\- Aix + Atx* + • • • + w4^.f^
le numérateur n'ayant pas de diviseur commun avec le dénominateur, et les
deux coefficiens A^ et B^ n'étant pas nuls à la fois.
Cela posé, si Ton considère x comme fonction de y, l'équation y:=:\f)x donnera pour x^ ^ valeurs, qui seront nécessairement inégales, en supposant y arbitraire. Il est évident que toutes ces valeurs de x satisferont également à l'équation différentielle
dy (Lv
J'y Jx
En désignant donc par x et x' deux d'entre elles, on aura en même temps
dy dx*
j'y ~^ Jx^'
Donc, en égalant ces deux valeurs de - ; > on sîura
dx' dx
Jx' Jx
Une telle relation aura donc toujours lieu entre deux racines quelconques de
l'équation
y = xpx.
Il est facile d'en tirer une équation algébrique entre x* et x. En effet l'intégrale complète de cette équation est en vertu de l'équation (36)
/ 1 *xf\\ ^' xJe -\- eJx
(1^0) x — i_,.,Xr« '
e étant une constante. Maintenant x et x' étant tous deux racines de l'équation y=ztpXj on aura
y=ipx, y=\px\ donc
(131) \px'=npx^
et puisque y est variable, cette équation doit nécessairement avoir lieu pour ime valeur quelconque de x. On aura donc immédiatement ce théorème:
Théorhne IX. „Pour qu'une fonction rationnelle y de x^ du degré ^a, puisse satisfaire à. une équation différentielle de la fonne
dy (Le
j'y—'ZÉx'
il faut que cette fonction y reste invariable, en mettant pom- x^ fi valeurs différentes de la forme
xJe-\-eJx 1 — c^e^x*
e étant constant."
Ce théorème nous conduira, comme on va voir, de la manière la plus simple à l'expression générale de y. Il s'agit seulement de déterminer les valeurs convenables de la constante e; car celles-ci étant trouvées, rien n'est plus facile que de déterminer ensuite toutes les autres conditions nécessaires. Occupons-nous d'abord de la recherche de cette constante.
Dêbfirmithaiimi (le tontPs les racines de Vêquatuni. y zz xfKv.
Faisons pour abréger
nous aurons d'après ce que nous venons de voir (131),
(133) \p{ex) = yjx,
où le signe du radical /fx est évidemment arbitraire. Je remarque maintenant que cette équation, ayant lieu pwir une valeur quelconque de x^ subsistera encore en mettant Ox pour x. On aura donc
rfj [0 (Ox) ] = rp (Ox) = ipx.
En metttmt de nouveau Ox au lieu de x et ainsi de suite, on aura
y = tpx = ifj{Ox) = ^p{6^x) =:\p{0^x) := . • . =tp{0''x) = etc.^
oïl l'on a fait pour abréger
e^x=ieex, e^x=ee^x, . . . etc. e''x=ee''-^x.
De là il suit que toutes les quantités de la série
(134) X, Ox^ e^x, . . . d"x, ...
seront des racines de l'équation y = yjx. Maintenant cette équation n'ayant qu'un nombre limité de racines, savoir //, il faut nécessairement que plusieurs des quantités de la série (134) soient égales entre elles. Il s'agit de savoir si cela serait possible. Pour cela il faut d'abord avoir l'expression générale de d'*x en fonction de x et e. Regardons pour le moment e connue variable indépendante. Alors on aura en vertu de l'équation (132),
J(6''a^ J^e^'-Kv) "T" Je
En mettant dans cette équation successivement n — 1 , n — 2 , ... 2, 1 au lieu de Tij et en supposant, ce qui est permis, que les radicaux J^d^'x)^ //(tf"~^-tr) . . . /f{$x)j /tx ont les mêmes signes dans deux équations consécutives, on aura sur le champ
d(B^x) dx j^ de
Cela posé, déterminons d'après les règles du paragraphe 4 du chapitre 1 ime fonction rati(mnelle ^„ de e, telle que
on aiu'a
de.
ile
Je'
die*
rfjr
dfn
Mais si Ton fait
on a
donc
dx' ^ _i_ ^^«
Jx' .Jx ^^ Jen
d(e''x) dx'
Cette dernière équation donne la suivante:
oîi e' est une constante.
Pour déterminer cette constante, faisons e=:0; on aura alors e„ = 0 et //e„=:l. Donc la valeur de x' deviendra: x' = x^ et par suite celle de O'^x sera
^« xJe'-\-e'Jx
Mais ayant dx = Xj on aura encore d"ic = ir, donc
X /âe* + e'Jx
Cette équation devant avoir lieu pour une valeur quelconque de cr, ne
pourra subsister à moins qu'on n'ait séparément ^' = 0, /î/e'=l; donc on
aura
Telle sera l'expression de O^'x pour une valeur quelconque du nombre entier n. Comme on le voit, elle a la forme que doit avoir une racine quelconque de l'équation y = \px.
Cela posé, soient O'^x et O'^'^^'x deux quantités de la série (134), égales entre elles; il en existera toujours d'après la remarque faite plus haut. On aura donc
mais d^+^a: est évidemment la même chose que ^"(^"'a:), donc en mettant x pour d"*a;, il viendra
Une telle équation doit donc toujours avoir lieu, quel que soit x. Si elle a lieu effectivement, il est clair que la série (134) ne contiendra que n termes différens, car, passé d""^cc, les termes se reproduiront dans le même ordre, puisqu'on a 0'^'^^x = Ox^ d'''^^x = 6^x etc. Si l'on suppose, ce qui est permis, que Uj dans l'équation d"x = a:, a la plus petite valeur possible pour la valeur donnée de e, il est clair également que les n quantités
(137) X, ex, e'^x, . . . e'^'x
seront nécessairement différentes entre elles. Car si l'on avait par exemple
il en résulterait 0^*x = x, ce qui est conti-e l'hypothèse, attendu que jti est moindre que n.
Il s'agit donc de satisfaire à l'équation
En y substituant l'expression de ^"a:, donnée par la formule (135), il viendra
i — C^enX^
Or il est impossible de satisfaire à cette équation pour une valeur quelconque de ic, à moins qu'on n'ait séparément les deux équations:
et récipi'oquement, si ces équations sont satisfaites, l'équation O^'x^x le sera également. Or je dis qu'il sera toujours possible de satisfaire à ces deux équations à la fois.
(140) ^6zz= .-,
Je
D'abord si n est impair, les deux quantités «„ et .- seront des fonctions rationnelles de e^ connue nous l'avons vu chapitre I § 4. Si donc on désigne par e une racine quelconque de l'équation
il suffit, pour satisfaire à l'équation //e„ = l, de détenniner le radical Je de telle sorte que
Je
après avoir mis le second membre de cette expression sous la forme d'une fonction rationnelle en e. C'est ce qu'on voit en remarquant que si e„ = 0,
la quantité Je^z=±\{\ — e^)(i — o*e*) ne pourra avoir que l'une des deux valeurs -f- 1 , — 1.
Si au contraire n est un nombre pair, on a vu que Je^ sera inie fonc-
Je tion raiionnelle de e^ de même que \ ^' En désignant (*.ette dernière
par f„, on doit avoir, en vertu des équations (138),
Or je dis que si e est une racine quelconque de cette équation, on aura à la fois fî^ = 0, Je^=i\. En eflFet ayant
v,« yi
c*fl
on en tire en carrant,
\-el=\-c*el,
et cela donne
car r* est différent de l'unité. Or ayant f^„ = 0 et f„ = 1 , on aura évidemment Je^=\'^ donc etc.
On pourra donc satisfaire à la fois aux deux équations
et l'on aura toujours n^ valeurs différentes et convenables de 6, car en vertu des formules (51, 55) les équations <?^ = 0, ^«=1 seront du degré n} en e. Il s'agit maintenant de choisir les valeurs de e qui rendent toutes les n quantités ir, Ox^ . . . 0''~^x différentes entre elles, car cela est une seconde condition à laquelle doit satisfaire e.
Or pour cela il suffit de rejeter toutes les valeurs de e qui pourraient donner d^x = x, oîi fi est moindre que n. On pourra toujours supposer ,a facteur de n. En effet soit h le plus grand commun diviseur de ft et n, on pourra trouver deux nombres entiers /t' et n' tels que
Or réquation^'*x = a3 donne donc
mais en vertu de 0''x=2x^ on a encore
donc enfin
donc, si Of^x = x^ on aura encoi'e 0^x=:^x^ où h est diviseur de n. Donc il suffit de rejeter toutes les valeurs de e qui pourraient satisfaire en même temps à ces deux équations
OÙ ,a est un facteur de w; et il faut nécessairement les rejeter toutes, car si Ton a 0^x=-x^ on a nécessairement 0*'x = x.
Ainsi on déterminera aisément une équation en ^, dont toutes les racines donneront des valeurs convenables de cette constante. Si n est un nombre premier impair, on a /t = 1 ; donc la seule racine qu'il faut rejeter de celles de l'équation e„=:0, est celle-ci
On aura donc n* — 1 valeurs convenables de e. Car l'équation e„ = 0 est du degré 7^*.
Il y a mie remarque essentielle à faire sur les quantités
c'est qu'on aura toujours en même temps Eu eHet, ou a (43)
mais e„ = 0, ^e„=l, donc
Ou aura également (42)
donc à cause de e^_^ = — c„,, on aura
En substituant ces valeurs de e^_„^ ^^n~m dans Téquation
on aura précisément la seconde des équations (142).
Si Ton nmltiplie entre elles les valeurs de O'^x et ô"" '"a:, le produit sera rationnel, et Ton trouvera
On aura de même
Ces formules nous seront utiles dans la suite. D'après ce qui précède, les ^^ quantités
x^ Ox^ d^x^ . . . O'^-^x
sont différentes entre elles, et racines de Téquation y = ipx. Le degré u de cette éciuation est donc égal à w, s'il ne sui^passe pas ce nombre. Nous verrons plus bas qu'il suffira de considérer le cas oîi ^ii = n. On pouira même supposer n premier.
J détermination de tontes letf adears de y qui fyourront répondre atuc mêmes cideurs des raciîieit^
Iwsqnon en œnmitt atie seide.
Pour simplifier la solution du problème général, voyons d'abord si plusieurs valeurs différentes de la fonction y et du module c* pourront répf>ndre aux mêmes racines de l'équation y = ipx. . Kien n'est plus fecile que de dé-
terminer toutes les valeurs de y et c\ En effet, soit ipz= -^ oh p et </
sont des fonctions entières de z sans diviseur commun. En désigiiant par
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toutes les racines de l'équation
on aura
p — qyz=z{a — hy)(z — x){z — x'){z — x'') . . . (z — x^""^^),
oîi a et 6 sont des constantes. Soit maintenant y' une autre valeur de y qui répond aux mêmes valeurs de aj, a?', x" . . . , on aura, en désignant par p et q' les valeurs correspondantes des fonctions p &t q^
p' — q'y' = (a' — Vy') (z — x){z — x') {z — x'') . . . {z — x^-'^), donc
p — qy <t — %
p — qy « — f> y
En attribuant à z une valeur constante, il est clair que cette équation donnera pour y' une expression de la forme
où a, /9, a', /?' sont des constantes. En désignant maintenant par c" le module qui répond à y\ on aura en même temps
dy' / dx dy dx
■/(l_y'«)(l_c"Y«) Ja: J'y ^ Jœ
donc
En substituant l'expression de y' en y, on aura les équations nécessaires pour déterminer y\ c", e\ Ce problème est précisément le même que celui du paragraphe 2. On voit donc qu'une seule solution de l'équation
dy dx
Jy Jx
en donnera sur le champ cinq autres, qui seront en général différentes entre elles. La fonction y aura toujours deux valeurs correspondantes au même
module c', savoir y et —
cy
§ fi.
Solidûm complète du prMènie (luîut le cas où p, zz n.
Supposons maintenant que l'équation y = if;x n'ait d'autres racines que celles-ci :
Xy Oxj B*x^ . . . d*"~^îc,
ce qui arrive toujours lorsque yi est un nombre premier, comme nous le verrons plus bas. On aura aloi's, si p et ^ signifient la même chose qu'au paragraphe précédent,
(147) p — qy = {a — by) {z — x){z — 0x) {z — O^x) . . . (z — O^'-'x).
En attribuant à z une valeur particulière, on aura une expression de y dans laquelle tout est détenniné, excepté trois quantités constantes. Nous allons voir qu'on pourra toujours les déterminer de sorte que l'équation différentielle proposée soit satisfaite. Pour cela considérons deux cas selon que n est un nombre impair ou non.
Cas 1. Si n est un nombre impair. Faisons dans ce cas w=2a-}-l. Alors l'équation (147) donne, eu attribuant à z la valeur particulière zéro,
a' — b'yz=^ — (a — by) x.Ox.O^x . . . O^^^x^ d'où
^ ^ ^ ~ b' + bTx . Bx.B^xTTTB^x '
En remarquant maintenant qu'en vertu de l'équation (143)
1 — cUix^
il est clair que l'expression précédente de y sera une fonction ratioimelle de X du degré 2^-["l; donc, puisque cette fonction reste invariable, en mettant pour X les 2 /i -j- 1 valeurs
X, Bx, O^x . . , e^^Xj
ce qui est évident à cause de $^^'*'^x = x^ on conclura que l'équation (147) a lieu en mettant pour y cette fonction et pour p et q les valeurs correspondantes en z. Cette équation pourra s'écrire comme il suit:
(149) p — qy = {a — by) {z — x) {z — 0x) {z — O^^x) {z — O^x) (z — O^f'-'x) , . .
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Cela posé, faisons
et désignons les valeurs correspondantes de y par
Comme on a pour ces valeurs de x^ ,dx=-0^ il s'ensuit en vertu des deux équations (142) du paragraphe 4, que
d'où Ton voit que les facteurs, du second membre de l'équation (149) seront égaux deux à deux, en faisant abstraction du premier facteur z — x. On a
p — g« = (a — ha) (1 — z) . p*,
p.^q(i = {a-hp){\-\^z).if'\
i^ — ?/="-(« — */) (1 — C2;). (>"% p-qS = {a-hS){l-^cz).ç"^\
où p, ç\ {f'\ (}'^' seront des fonctions entières de z du degré /ti. Mais puisqu'on doit avoir
les équations précédentes font voir que les quatre constantes a, /9, y, â doivent être les mêmes que celles-ci:
et si cette condition a lieu, les quatre équations (150) en donneront évidemment une de la forme (151), et par suite on aura
(152) -f- = €— , ^ ^ J y Jx
en vertu de ce qu'on a vu dans le paragraphe 1 de ce chapitre.
Comme il suffit de connaître une seule valeur de y^ nous pourrons faire par exemple
Cela posé, il nous reste à satisfaire à ces équations. Or si l'on fait
pour un moment
(154) WX=zX.Ox.e^X . . . e^^X= ,,~. \ Y i^n- sf i\ ?ï 2 n «\ '
l'expression de y deviendra
d'oîi l'on déduira, en remarquant que y( — a;) = — (px, et faisant a:=l, _1 1, _1,
a' + ay(l) a'-ay(l) ^._"'-+''y (t) >_^'-°y(v)
donc en vertu des équations (153), on aura
Il est impossible de satisfaire à ces équations à moins que Tune des quantités a\ h' ne soit zéro. Faisons donc a' = 0, on aura en même temps 6 = 0. Donc deux des équations précédentes donneront
d'où Ton tire la valeur de c/^ savoir
La valeur de y deviendra
Quant aux valeurs de y (1) et de y > on aura en vertu de l'expression de yj-,
donc
et
^\c j~ c»''+iy(l)
Pour avoir enfin la valeur du coefficient e, il suffit de faire x = 0^ après avoir dîfférentîé Texpression de y. On aura
mais comme on a
il en résulte, en faisant x=0^ donc on pourra faire
D'après ce qui précède on pourra maintenant énoncer le théorème suiyant:
Théorhae X. „Soit e une racine quelconque de l'équation e^^^^-=0^ mais qui ne puisse être racine d'une autre équation de la même forme ^8w+i = 0, oîi 2w-|-l est diviseur de 2fi-^l. Cela posé, si Ton détermine la fonction y^ le module c', et le coefficient f, d'après les formules
ct^-^k x{e^ — x^) {e\ — œ^) {e\ — x^).., (e^ — x^)
Y', {l—c^e^x^){l—c^e\x^){\—c^e\x^)..,(l — c^elx^)
/ _ ,2^+1 / (1 - e') (1 - ^1) (1 -ji) ^ (1 -^;i)
(1 _ fl»e») (1 _ r*e\) (1 — c.*e\) ... (1 — /^*e«) ] '
6 Oq Oq • • • C^.
on aura toujours
en déterminant convenablement le signe du second membre."
Connaissant ainsi un système de valeurs de y, c', «, on en aura cinq autres, d'après ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent, à l'aide des formules du paragraphe 2. A chaque valeur de e répondent donc six systèmes de valeurs de y, c\ s. On aura même douze valeurs de y, car à chaque valeur de c' répondent deux valeurs différentes de cette fonction. Nous reviendrons plus bas à la question du nombre total des solutions qui répondent à la même valeur de ^.
Pour donner un exemple des formules ci-dessus, soit ij.= l. Puisque
dans ce cas 2^t-|-l =3 est un nombre premier, ou pourra, en vertu de xje qu'on a vu plus haut, prendre pour e une racine quelconque de Téquation 63 = 0, excepté la racine zéro. Cette équation est, en vertu de la formule (53), qui donne l'expression de a^, du huitième degré, savoir:
La quantité e étant une racine quelconque de cette équation, on aura
du dœ
Puisque c* est déterminé en c par une équation du quatrième degré, le module, c' pourra l'être également. Cette équation est
{e' — c)* = 4 y^' (1 —fcc' y.
L'expression générale de y, donnée plus haut (156), est sous fonne de produit. Ilien n'est plus facile que de décomposer cette fraction en fractions
partielles. lîn effet, puisque les racines de l'équation
0 = ''^^*z(3«-«»)(2»-e*) . , . (z»-e^*)+.y(l -cVz») ... . (1 - c»«*z«) sont les 2/i-|-l quantités suivantes
X, ex, e^x ... . e^f'x,
la somme de ces quantités sera égale au coefficient de 2*^, divisé par celui de 2*^+* et pris avec le signe — , donc
donc, en vertu de l'équation
on aura l'expression suivante de y:
.---v' / , 2Je,œ j^ 2Je^,,T . . 2Je^,x \ V'c (—1)^+*
('Ao>) y— ^ir-|-. J-— ^-j^^-j- i_^.8^|^2 -h ••• • "rîZ_~^«^i) ;^y^^ e^êï^^Vf.' Cas II. St n efft un nombre pair. Faisons n=:2fi. Puisqu'on a
1 — c eXx^ 1
1»"' ^ ^ *^ fW
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on aura, en faisant m = fij
1 — c^e^x^ 1 — c^e^tX^
Cîette égalité ne peut subsister, à moins que e^ n'ait une des deux valeurs zéro oîi riniini. Cela donne lieu à considérer séparément ces deux cas:
A. Si e^ = ^, on aura
ex
En substituant <?*« au lieu de a:, ou aura
Las racines de l'équation y = ipx deviendront donc
Xj ±^, ex, e^x, . . . e^^-'x, ô^+^x, «^+*x, . . . e^^-'x,
par conséquent on aura
(158) p-qy = {a-by){z-x){z:ç-}-]{z-dx){z-e"'-'x) . . .
ex
En désignant par a et b' les coefficiens de z*^~^ dans les deux fonctious entières ^ et j, on aura
a' — b'y=~{a — bij)ix± -, + ^a; + e^^-'x -\ 1- d/^'x + df^^'x
f, \ / , 1 I 2Je.x . 2Je^x , , 2Je^_^ix \
= {by-a) [u;±-^ + -._-,^-,^, + -___,_,-| _^.^___^^^_ |.
L'expression qu'on en tire poiu* y sera évidemment une fonction rationnelle de x du degré 2i/, et puisqu'elle reste invariable en mettant pour x les 2fi quantités*)
Xm tf X m C7 X» • • t C/ a^!/*
l'équation (158) aura lieu en mettant pour y cette valeur et pour jj et </ les valeurs con'espondantes en z.
Nous allons voir qu'on aura une valeur convenable de y en faisant
*) On a
y— - - — ^ ' - - 'i - --' ' -— et B^f^x-zix.
h* -\-h{x-\-ex+o^X'{ \-e^^'~^x)
Cela doune
expression qui est évidemment de la forme
(159) y = A -^ :r—. ^ V"^ -!- -r^ ^ tuT ^ = A . ifX.
Pour déterminer la valeur de A^ remarquons que si Ton fait x=l, y
doit avoir une des valeurs: ±1, ± -r* Soit par exemple y=l, pour x=\^ on aura
Cela posé, faisons dans l'équation (158) x=l. En remarquant que a = 0, on aura
q — p = {l — z){l:^cz)if\
ç étant une fonction entière de z, car pour x=l on aura
l — c^el
En changeant le signe de z dans l'équation précédente, on aura, en remarquant que q est une fonction paire et p une fonction impaire,
Cela donne
2» -/>» = (]- 3=-) (l-cV)(p(.')*- Maintenant, puisqu'on doit avoir
cela fait voir que la fonction q^ — g'^P* doit être un carré parfait. Or ou pourra toujours détemiiner c' de manière que cette condition soit remplie. Faisons dans l'équation (158)
on aura donc
Si donc on désigne par a la valeur de y qui répond k x=^ ~i=-^~ ' ^^^ racines de 1 équation a = ^x, c'est-à-dire de
seront égales entre elles deux à deux ; donc p — aq sera un carré parfait. En changeant le signe de z, on aura p-\-ctq^ qui par conséquent sera également un carré; donc en multipliant, on aura
où t est une fonction entière de z. En faisant donc
réquation (161) aura lieu, et par suite on aura
dv dz s p
-77— = €-7-? ou -=zv.
J V Jz q '
c'est-à-dire, en changeant 2 en ce
du dx
Pour déterminer le coefficient e on aura d'abord, en vertti de la dernière équation,
du ^
e = -j— î pour ic = 0.
Mais l'expression de y donnera
donc
Le numérateur de la fraction qui exprime la valeur de rj est décomposé
p' en facteurs; savoir si Ton fait ?^ = ^, on a
p^ = _1 x{l — c'e^x^) (1 — c^eW) ... (1 — c^el^^x').
On pourra facilenient décomposer de la même manière le dénominateur ç*^, comme on va le voir.
En divisant les membres de la fonnule (147) par ?/, il viendra à cause
de a = 0:
^ —q= — b{z — x){z — dx){z — e'x) . . . (z — e'^-'x).
Cela posé, soit â une valeur de x, qui rende y infini, c'est-à-dire une des racines de Téquation ^^' = 0. On aura
q=b{z — â){z — eâ){z—e'â) . . . (z — d'^'â).
Il suffit donc de connaître une valeur de â. Or une telle valeur est - •
En eifet, puisqu'on doit avoir 2/ = ^, et remarquant que
Soit pour une valeur quelconque de x
on aura évidemment, en remarquant que d^^x = Xy
Or je dis que si l'on fait
on aura
Pm = 0,
pour une valeur quelconque de m. En effet on a d'abord
' 1 — c^ela^
donc en mettant d^x au lieu de x, et remarquant que 0f*x = ± — ?
En faisant maintenant
on aura et par suite
On pourra donc faire
En remarquant que g' == 1 pour ic = 0, on aura, en mettant dans l'expression de gr, X au lieu de ^,
D'après ce qui précède on pourra énoncer ce théorème:
TTiéorème XL „Soit e une racine quelconque de Téquation e^ = ^ , mais qui ne satisfait pas en même- temps à deux équations de la forme»e^ = 0, Je„=:lj oïl m est facteur de 2, a. Cela posé, si l'on détermine les trois quantités y^ c\ e par les formules
on aura toujours
V(i— y«)(l— c'VJ ~ V(,i—^^i—c^' Le cas le pFis simple de cette foiiniile est celui oh /i = 1 . On aura
alors
Après avoir déterminé par le théorème précédent un système de valeurs pom; y, c\ 6, on aura cinq autres solutions à l'aide des formules du deuxième paragraphe de ce chapitre.
B. Si e^ = 0, le radical /1e^ ne pourra avoir que Tune des deux valeurs -|- 1 ou — 1; mais il faut ici prendre ^e^ = — 1, car si Ton avait en même temps e^=0, ^6^=1, il en résulterait 0^x=:x^ ce qui n'est pas.
Mais comme on a
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cela donne
'rr —
et en mettant
au
lieu
de X,
Les racines de réqiiation y = tpx seront dans ce cas égales deux à deux, mais de signe contraire, et par conséquent xpx sera une fonction paire de x. En faisant
on aura
(164) p — qy.= {a — hy) (^« — x^) [^* - {Oxy] [z^ — {O^xY] . . . [z* — {e^-'xY].
Si l'on fait 2 = 0, et qu'on désigne les valeurs correspondantes de p et 2 par a' et h\ on aura
a' — b'y = ±{a~by){x.ex.e^x . . . e^'x)%
ce qui donne pour y une expression rationnelle du degré 2, a. Comme dans les deux premiers cas, on démontrera aisément qu'il sera toujours possible de déterminer les constantes a, i, a\ V de telle sorte que l'équation
dy dx
J'y Jx
soit satisfaite, en atti'ibuant au modula c' et au coefficient f des valeurs
convenables. Je vais considérer seulement le cas le plus simple, oh ii = l.
On aura alors
a' — h'y = {—a^hy)x^,
et par suite
En mettant cette valeur dans Téquation
dy dx
J y Jx
on trouvera facilement une solution, savoir
Connaissant ainsi une solution, on en déduira les cinq autres par les formules du deuxième paragraphe, de sorte que Véquation
dy dx
d'y Jx
pouVra être satisfaite des six manières suivantes:
^ ^ .1+^ 1 + Vl— c» cqpVc^ — 1
Iiéducif(yn du problème général au cas où le degré de In fonction raiminelle y est un
nombre 'premier.
Soit maintenant y=zipx une fonction rationnelle quelconque qui satisfait à l'équation différentielle
dy dx
J'y Jx
Comme on l'a vu dans le paragraphe 3, Téquation
y = yjx aura toujours n racines de la forme
(167) X, Ox^ e^x, . . . e^'-^x, où e''x=x.
Cela posé, désignons par ce' une nouvelle racine, différente de celles-ci, de sorte que
ifjx' = xpx = y.
On a
yj{0'^x)=::yjXj
donc aussi
rp{d'^x')=y;x' = y.
Il suit de là que les n quantités
(168) x\ ex\ e^x\ . . . e^^x\
qui sont différentes entre elles, seront racines de l'équation dont il s'agit. Or toutes ces n racines sont différentes des racines (167). En effet, si l'on avait O'^x' =:Of^x^ il en résulterait '
c'est-à-dire
ce (jui est contre l'liyiK)thèse. Le degré n de l'équation y=:yfx est donc
égal à 2n, ou plus gi-and que ce nombre. Dans le dernier cas, si l'on désigne par x" une racine différente des 2w racines précédentes, on aura en même temps celles-ci:
qui seront différentes entre elles et des racines (167, 168). Donc // sera égal à 3w ou plus grand que ce nombre. En continuant jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les racines, on voit que ^ doit être un nmltiple de r?, et si l'on fait en conséquence
les /i racines se distribueront en m groupes de n tenues chacun, savoir
a:, dx^ e^x . . . d"-*ir,
x\ dx' ew . . . e^'-w,
Cela posé, soit
x^™-^), ex^""-'', e'x^'^''^ . . . «"-*a;^"-*>.
wz = - î
p et q étant des fonctions entières de 2, sans diviseur commun. On aura
(170) p — qyz=z{a — hy) {z — x){z — Ox) {z — O^x) . . . {z — O^'-'x)
X{z — x'){z — ex'){z — e'x') . . . (2 — «-V)
X{z — a;^"-'>) {z — «ir^"-'>) {z — «^a:^"-^^>) -- -{z — «»-^a:<— ^>) ,
et d'après ce qui a été exposé dans le paragraphe précédent, on pourra trouver une fonction rationnelle, y^=z\fj^x^ telle que les racines de l'équation
soient les n quantités
ic, dx^ ê^x^ . . . d"-^a:,
et que i/i satisfasse à une équation différentielle de la fonue
(ni) ^yi ^e ^ _^ ^
^ ^ ^ Va-y\)(i-c*y\) V(i - :r») (1 _ «".r»)
Faisons
y et g[' étant des fonctions entières du degré n\ on aura (172) p' - cly, = {a' - h'y,) {z -x){z- Ox) ...{z- d^-'x),
a' &t V étant des constantes.
En mettant au lieu de x successivement les m valeurs
•«/• .C/ • WL/ a • • • »Aj
et puis multipliant entre elles les équations qui en résultent, on obtiendra, en ayant égard. à l'équation (170),
(173) p— gy_p — gyi j' —gy^ . . . 'P_—^y^^
^ ^ a — />y al — l/y^ a' — h'y^ a' — b'yj
OÙ
Vu llzi • • • y m
sont les valeurs de la fonction y^, qui répondent aux valeurs
de ic. *
Cela posé, attribuons à x deux valeurs particulières a, ^, telles que
en désignant par
«1 , «2 , . . . a„ , Pi , />2 , . . . p^
les valeurs de r/i, t/j,, . . . y», respectivement correspondantes aux valeurs a et /5 de a:, Téquation (173) donnera
où A' et 4'' sont deux constantes. En divisant p par ç, on voit que ^ = wz sera fonction rationnelle de -,= w.z. En mettant a; au lieu de 2, on aura
donc
n 7 f;\ ,1— a (^1 ~ ^i) (^1 ~ ^8) (yi_— ^3) . iiCyiji: ««)
A' A = -j^ étant constant.
On voit donc que y pourra être exprimé par une fonction rationnelle de yi du degré m.
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Eu combinant maintenant Téquation (171) avec celle-ci:
(hf (Le
qui doit avoir lieu, on aura
Y{l-y*){\-c'*y*) h V(l-3/;)"(l-cîyî)'
donc la fonction y, rationnelle en y^ et du degré m^ doit satisfaire à cette équation. Kéciproquement, si cette équation a lieu, l'équation
dy diC
J'y =' Jx
subsistera également, car la fonction y^ est détenninée en x de manière à satisfaire à la formule (171). Ainsi le problème général est réduit à satisfaire de la manière la plus générale- à Téquation (176). Or ce problème est précisément le même que celui que nous traitons; seulement le degré de la fonction y en y^ sera m^ tandis que y, comme fonction de x^ est du degré w.w, qui est plus grand que m. On pourra donc appliquer à l'équa-
tion (176) le même procédé qu'à l'équation -p=:€--.~i et il est évident
qu'on parviendra ainsi à l'expression générale de y, car les degrés des fonctions successives vont toujours en décroissant
Supposons maintenant que le degré ^ de la fonction y en x soit un nombre premier. Puisque fi = m.nj on a nécessairement wi=l, fi = ?i. Par suite
yi — «
On connaît l'expression de y^ en x par les formulées du paragraphe précédent. En substituant l'expression de y en yi dans l'équation (176), on déterminera à l'aide des fommles du paragraphe 2 toutes les solutions possibles.
En vertu de ce qui précède on pourra donc énoncer le théorème suivant :
Théorème XII. Soit y une fonction rationnelle de x d'un degré quelconque ^i, qui satisfait à l'équation différentielle
du (Lu
on pourra toujours décomposer jll en deux facteurs n et m, dont l'un n est un nombre premier, tels qu'on ait
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dy^ dx
et
V(i-7^)(i-/v) «1 V(r-e/î)(i-6.îy"î)'
?/ étant une fonction rationnelle de y^ du degré vi^ et ^/i une fonction rationnelle de X du degré n.
Si donc on désigne par n^ n^^ n^^ . . . Uy des nombres premiers dont le produit est fi^ et qu'on fasse pour abréger
on pourra faire
ày _ dyy dy^^x _ ^ <^;yi^ _ ^.^•
^1 étant une fonction rationnelle de x du degré n^
En vertu de ce théorème la solution du problème général est ramenée au cas oh le degré de la fonction y est un nombre premier. On aura toutes les solutions qui répondent à ce cas par les formules du paragraphe précédent, et ainsi le problème que nous nous fournies proposé au conmiencement de ce chapitre pourra être regardé comme résolu.
Sur la forme de la fmdion y, ♦
Désignons par ic, x^ x" . . . x^^~^^ les racines de Téquation
.y = fx.
Si Ton fait tpz=^ — ^petq étant des fonctions entières de 2, on aura
(177) • p — qy = {a — by){z — x){z — x'){z — x'')...{z — x"^'%
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a et h étant des constantes. Cela posé, soit a une racine de lequatioii y = 0, on aura en faisant x=:a,
Soit de même (3 une racine de Téquation y = ^ . Cela donnera, en faisant x = (3 après avoir divisé les deux membres de l'équation (177) par y,
(179) q = b{z-i3){z-.i3')(z-/3'') . . . (2-/î(^^>). Ces valeiu^ de j^ 6* 2 donneront, en mettant x au lieu de z,
OÙ Jl est un coefficient constant, qu'on détermine en remarquant que si l'on
fait x=lj y doit avoir une des valeurs ± 1 , ± -7 •
Mais il y a deux cas à considérer séparément: savoir, il pourra arriver que l'une des deux quantités a et & soit égale à zéro, et dans ce cas l'une des racines des équations y=Oj y= ^ sera imlle ou infinie.
Cds premterj si b = 0. On aura
(181) p — qy = a{z — x) {z — x') . : . (2 — x^-'>),
et p sera du degré ^, et q seulement du degré jti — 1. En égalant le coefficient de z^"^ dans les deux membres, on aura
a' et b' étant des constantes. Maintenant si
, xJe'\-eJx
est une racine de y == i/zx, la quantité
xJe — e Jx
le sera également; donc si ces deux quantités sont différentes entre elles
pour toutes les valeurs de e, ^ sera un nombre impair, et en faisant ^ = 27i-j-l, on aura
/ioo\ / L/ / I 2^z/«. , 2^z/ej , , "ixJe^ \
(183) a -&y = -«[^+i_,«,.',,+i^-,»7l^+ • • • +T^.lï^)- Maintenant si l'on fait a; = ± 1 , ± — , on doit avoir y=±l, y = ±-^,
d'où il est facile de conclure que a' sera égal à zéro. Donc y sera une fonction impaire de x, et de la forme
Cela fait voir que
(l = {\ — c^'e\z') . . . (X — c'elz').
Pour avoir p^ il suffit de faire dans l'équation (181) ir=:0, ce qui donne
^ = «2(2* — ej) . . . (2' — eH), donc on aura {\^T.\ «/ sc{e\ — ^^)(ga x),.,{e\ x^)
Telle est donc la forme de la fonction y dans le cas où le degré de son numérateur est impair et plus grand que celui du dénominateur. Si pour quelque valeur de e les deux quantités
xJe-^eJx Xjde — eJx 1 — c^e^x^ 1 — c^e^x^
étaient égales, on aurait
e = Oy ou e = ^.
Soit d'abord e = ^, on aura a;' = ±-~? et par suite le second membre de
ex
l'équation (182) serait une fonction impaire de x, dont le degré serait un nombre pair. On trouve que cela donne a' = 0; donc en faisant ^=27?,
et par suite y sera exprimé en produit de facteurs comme il suit:
n87^ »- aO—à\œ*){\-ô%x*)...{l-dU*)
y^iot) i>~'x{\—c*e\x''){i—c*e\x'>) . . . (1— c^e*.,*") '
Si au contraire e = 0, on aura en même temps
•C — — ~~ iC.
Donc dans ce cas y sera une fonction paire de x. Mais alors le degré du numérateur doit être le même que celui du dénominateur, comme il est facile de s'en convaincre; par conséquent l'expression (187) appartient à y toutes les fois que le degré du numérateur est un nombre pair et en même
temps plus grand que celui du dénominateur.
Cas second^ si a = 0. On aura alors
En raisonnant comme ci-dessus on trouvera aisément que dans le cas où fi est un nombre impair, y sera une fonction impaire de x de la foniie
Si fi est pair, ;/ sera xme fonction impaire de x de la forme
. , .r(l — ^Vf .r») . . . (l —r«« «_,.,,•«)
^^^^} y - "" - ^T^âî .,•=') ... (1 - d«.r^) ■
De* la fonction x^^i^i.
Nous ayons vu (chapitre I paragraphe 4) que Tequation différentielle
peut être satisfaite, en mettant pour y une fonction impaire de x du degré {2fi-\-\y qui s'évanouit avec x. En la désignant comme nous l'avons fait à l'endroit cité par iCj^t+i, et faisant pour abréger (2//-|-l)* — 1 = 2/1, cette fonction, en vertu de ce que nous venons de voir dans le paragraphe précédent, doit avoir la forme suivante:
y ^i/; ^2^+1 — a ^j _^,^,^^2^ ^j —c'^elœ^) ... (1 - - c^el\r>) '
et on aura en même temps
c*«rt.r*
Pour détenniner les coefficiens a et A. faisons a:=:4. On trouvera alors Si l'on fait x infiniment petit, la première formule donne
mais l'équation différentielle donne dans ce cas par suite
De même si Von fait x infiniment grand, la seconde expression de x^^^i donne X2^^i=^Ax^ mais dans le même cas l'équation différentielle donne
'%tl3=^=(2,«+l)'^-^ donc
Connaissant A^ on aura ensuite
(193) e\e\...el= -^±- , a = o» = 6'"*+*".
Les quantités ^i,. ^2, . . . c„ ont entre elles des relations remarquables que nous allons développer. Considérons Téquation
Les racines de cette équation sont les (2^t-[- 1)* q^ai^tités
X Jei + ei Jx X Je^ + e^ Jx x Je^ + e^ ^x
Soit Ox=^~ — %-ï % Tune quelconque de ces racines, les 2fi-\-\ quantités
X. '~~~ CSX
X, Ox, e^x . . . e^^x
seront encore des racines et différentes entre elles, si Von prend pour e une quantité qui n'est pas racine d'une équation
Oïl 2m-\-l est facteur de 2f^-\-l. Soit de même une autre racine, on aura encore les racines suivantes:
\J\Xm \J \X m • • • Cr I X^
qui seront différentes entre elles.
Cela posé, faisons
on aura en général
quels que soient les nombres entiers m et k. En mettant O'^x pour x^ on aura
y^(e\e^x)=xp{e'-x)=x,^^,',
donc toute quantité de la forme
eXB'^x
sera racine de Féquation y = tpx. Je dis maintenant que si Ton attiîbue à fc et m toutes les valeurs entières moindres que-2ju-|-l, les valeurs qui en résultent pour la fonction dîd*cc, seront toutes différentes entré elles. En effet, si Ton avait
il en résulterait, en mettant 0*^^^~'^'x pour x et remarquant que 6^'*^^x=Xj
eid^'x = 0\'x,
en posant w' = m-j-2ju-j- 1 — m\ Cela donne
en posant fc" = 2/i -|- 1 — fc -|- k\ c'est-à-dire
et par suite
Maintenant, puisque 2u-\-l est un nombre premier, on pourra faire
fcV = (2^ + l)/î+l,
c'est-à-dire que O^x serait une des quantités
x, ex, . . . e^^x,
ce qui est contre l'hypothèse.
L'expression O^d^^x a donc (2,t/ -|- 1)* valeurs différentes et par conséquent ces valeurs seront les racines de l'équation
Soit maintenant
x'=e\x, x''=e\eTx, x'''=e''x.
On aura, en regardant p et e' comme variables,
ilœ' f/.r j , de'
Jœ' ~^j- '^ Je''
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En mettant dans la première fommle x"' au lieu de x, x' se changera en x" ^ donc
dx" _ d^ _\-L^i_
donc
et si Ton fait
(Ix" dx , 7 de' , lie
Jx' Jx • -7e ' Je
, (ié?' <^€fr' (fe de.
Je' Jeu Je Je^ '
dx" dx 1 defe' i^ de„
'j7''~~Jx~'^^/ëi/"^jëi^'
Si donc on fait
on aura
Jx'* Jx ' -ii^a,^*
d'oïl, en supposant que e^ et ej,' s'évanouissent avec e et e\
Toutes les racines de Téquation y^nx^^^^i pourront donc être représentées par cette même formule.
Donc pour connaître toutes les racines, il suffit d'avoir la valeur des deux quantités e et e\ qui sont deux racines de l'équation
Toutes les racines de cette équation
lesquelles, par ce qui précède, sont les (2^-]~l)* quantités
sont donc exprimées par la fommle
en donnant à m et fc toutes les valeurs moindres que 2,u-[-l. Il est facile de voir qu'on pourra exprimer e^ ^ en fonction rationnelle des deux quanti-
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tés e, e'; donc on voit que toutes les racines de l'équation X2^^.i = (), pourl'ont s'exprimer rationnel lenient par deux d'entre elles et par le module c.
Si l'on veut exprimer a^^^+i à l'aide des fonctions O^x et Ox^ liii jxniri'a le faire d'une manière fort simple. En effet, en remarquant que le dernier terme d'une équation est le produit de toutes ses racines, on am'a sur le champ (190) ur,^^, = c'^'+«A* . X . ex . O'x . . . e'^x
xe,x.e^ex.e,e^x . . . e^e^^x Ae\x,e\ex,d\d^x . . . eie^^^x
xoi^x.ei^Ox.ei^e'x . . . o'/e'^x.
On a aussi
JJe têqtuition 4r^^+i = 0,
D'après ce qui précède les racines de l'équation u:g^+i = 0 sont exprimées P^i' ^m,k 6ii donnant à m et fc toutes les valeurs moindres que 2^-j-l- Une de ces valeurs est zéro, savoir ^oo-
En divisant le numérateur de la fi'action ir^^+i par a:, on aura, en galant le quotient à zéro, une équation
du degré 4/i*-j-4^, Je dis que cette équation peut être résolue à l'aide d'équations du degré 2,a-|-2 et du degré 2/i.
Soit p une fonction quelconque symétrique et rationnelle des quantités ^i, e^, . . . ej^^i En mettant pour ^a, ^3, . . . e^^ lem-s expressions en fonction rationnelle de ^i^, p deviendra de même une fonction rationnelle de cette racine. Faisons
(199) . p = (pe,, on aura évidenmient
(200) (pe^ = (pe^ = (pe^= • • • =^(pe^^^ .
équations qui am'ont lieu quelle que soit la racine e. Cela posé, mettons e^^^ au lieu de e, il est clair que
se changeront respectivement en Donc on aura
(201) y««,i = ye,^,2= • • • = w«>2;*.
Formons l'équation
2o5 îi? • • • Qtft+1 seront des fonctions symétriques et ratioimelles de yej, <P^o,i5 . . • <P^2u,i' Or on pourra les exprimer rationnellement en c. En eifet, il suffit d'avoir la valeur de
(203) (ye,)*_}_(yeo,0*H |-(<^Vi)* = P*-
En vertu des équations (200, 201) cette quantité poun-a s'écrire comme il suit :
+ (<^«o,i)* + (<SP«o,î)* + (<^«o,3)* + — l-(y«o,v)'
Or le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et symétrique des racines de l'équation P=zO] donc on pourra exprimer ç^^ rationnellement par les coefficiens de cette équation, c'est-à-dire par c.
On voit donc que les coefficiens de l'équation (202), ^o? în îa^ • • • seront des fonctions rationnelles de c. Donc une fonction symétrique quelconque des racines
^1 , ôg , 63 , . . . e^^
pourra se déterminer par le module c, à l'aide d'une équation du degré 2fi-\-2. Cela posé, faisons
(204) {e — ej) {e — e^)...{e — e,J =
Les coefficiens Po^ Pit p%, • • • Pfi-i seront des fonctions rationnelles et symétriques de ^1, «2, . . . ^2^; donc, comme nous venons de le voir, on pourra
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les déteniiiner à Taide d'équations du degré 2fi-^2. Aînsi, pour avoir les racines de Téquation P=Oj il suffira de résoudre des équations du degré 2,a et 2^-|-2.
Ce qui précède est susceptible d'une application importante. Le module c', exprimé par la formule (156), est, comme on le voit, une fonction rationnelle et symétrique de e, f»,, Cg, . . . e^^. Donc, en vertu de la propriété démontrée précédemment, on pourra déterminer le module c' en c à l'aide d'une équation du degré 2/i-[~2. Cette équation ne paraît guère résoluble algébriquement, excepté lorsque 2/i-|-l=3. Dans ce cas elle sera du quatrième degré.
En appliquant le théorème XII à l'équation
on aura, en remarquant que le degré de la fonction Xg^+i est (2/i -|- 1)*, et 2^-j-l un nombre premier,
y étant une fonction de x du degré 2jU-|-l, et Xg^+i une fonction de y du même degré. On aura
et
y(,'«_y>)(,'|_y2)...(e'«_yî)
''"^^ ~ V~c (1 - ^'*^' V*) (1 - ^'*e'îy«) ... (1 - c'*€' «y«)
l — e% ^* 1 - Ce*
e' est déterminé de la même manière en c/ que e l'est en c. Donc si l'on change c en c', e se changera en e'. De là il suit que l'équation entre les modules c' et c doit rester la même si l'on change simultanément c en c et c' en c.
Puisque c' dépend d'une équation du degré 2/i-j-2, on pourra donner à la fonction y, 2^-j-2 valeurs différentes.
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Des transformatioîis différentes qui réponderU à un même degré de la fonctiofi y, ^
Soit
■A,+AiX + A^x*-\ VA^xt"
y B^-\-'B^x-\-B^x*-{ \-Bf,xf'
et
Supposons /i premier et d'abord /^=1. Dans ce cas le module c\ en vertu des formules du paragraphe 2, aura six valeurs différentes, et la fonction y en aura douze.
Si ^ = 2, on aura toutes les solutions possibles en combinant les deux formules (163, 165) avec les six formules du paragraphe 2, ce qui donne 18 valeurs différentes du module c\
Si Ton fait
ces 18 valeurs s'obtiendront en mettant dans les six fonctions
les trois quantités c^, Cj, Cg au lieu de c.
Si fi est un nombre premier impair 2w-|-l, on aura d'abord 2n-\-2 valeurs du module c' qui répondent à la forme suivante de y:
y~ y7 (1 — c*«*A-*) (1 — c'elx*) ... (1 — c'eja;*) *
Or dé chaque valeur de y de cette forme on déduit, en vertu des six formules du paragraphe 2, cinq autres valeurs de la forme:
cy
l + Vc' l±yVC 1—Ve' l±yVc' l — V^^' l±yV—c'
' l — Vc' l+yVc' l-fVc' 1+yVë' 1-1- y— «' 1+yV-c'
1 + V^^ l+yV—e'
i_y:=c'*i+yy-c''
auxquelles répondent respectivement les modules:
1 /i— y?\«^ ll+^Zy, (liJ^T, i^—y—^' 1-f vV) ' il — Vc'/ ' il— y— c'/ ' li + v— c'
On aura donc an tout 6(2n-[-2) = 6(/i-}- 1) valeurs différentes ixmr le module c\ On en aura un nombre double pour la fonction y.
Résolution de l'équation y^ziffx.
L'équation algébrique i/ = yjXj oh tpx est une fonction raiionnelle quelconque de x^ satisfaisant à une équation différentielle de la forme (205), jouira de la propriété remarquable d'être résoluble par rapport à x à Taide de radicaux. C'est ce qu'il est facile de démontrer à l'aide de la forme des racines de cette équation. D'abord si le degi-é /e est un nombre composé = n . nj . 7^J . . . Wy , on pourra faire comme nous venons de le voir dans le § 7:
^yj ^y-ij • • • V^M V' désignant des fonctions rationnelles respectivement des degrés w^, ^y-i? . . . nj, w, ces derniers nombres étant premiei^s. On aura donc la valeur de x en y k l'aide de la résolution de y -}- 1 équations des degrés n^ n^^ . . . n^ respectivement. Il suffit donc de résoudre l'équation y = ipx dans le cas oh le degré fi est un nombre premier. 8i fi = 2j on aura l'expression de x par les règles connues. Soit donc fi impair =2|f-|-l. A lors les racines de l'équation y=z\f;x seront les 2fi-\-l quantités
X, Ox^ e^x . . . e^^x.
Cela posé, soit (f une racine imaginairQ de l'équation et faisons
v'=x-\-â.e'''x^â\e'^-'x-^ . . . j\^â''\dx.
En substituant pour les quantités ô'^x leurs valeurs
et remarquant que
c^ei„r
il est clair qu'on aura
p et q étant des fonctions rationnelles de x. Cela fait voir que v?/ et ^2^+i_|_^/8/«+i g^j^^ ^çg fonctions rationnelles de a:; or je dis qu'on poun-a
exprimer ces quantités en fonction rationnelle de y. En eifet, en vertu de la fomie de v Qt v'^ il est clair que si Ton fait
vv' = (px, î;*''+^-fv'*^+^=/c,
les deux fonctions (px et fx ne changeront pas de valeur si Ton met pour X les 2^a-f-l quantités
Xm "X^ • » • Cr X»
Donc on aura
fx = j^{fx-\-fex-\- . • . -\-fe*''x) = v*''*'-^v''''*K
Ces expressions des quantités vv\ v*'"+*~|-i;'*^+* sont des fonctions rationnelles et symétrtque^^ des racines de Téquation yz=tpx] donc on pourra les exprimer rationnellement par les coefficiens de cette équation, c'est-àdire en y.
Faisons donc
vv' =i s
S et f seront des fonctions rationnelles de y. On en tire
On connaît donc la fonction v. Cela posé, si l'on désigne par Vq, «, , v^ , . . • Wj^ les valeurs de v qui répondent respectivenient aux racines 1, rJ, tf*, (f\ . . . â''' de l'équation â*''*^ = 1 5 on aura sur le champ
''^ = jfr+î('"o+^~''''+^~"''''-^ h<^-*"''%),
ce qui est Vexpressiim générale des racines.
On aura ainsi une classe très étendue d'équations algébriques de tous les degrés qui seront résolubles algébriquement. Nous n'entrerons pas ici dans des détails sur ce sujet, mais nous renvoyons nos lecteurs à la seconde partie de ce mémoire, oh nous en donnerons des développemens étendus à cause des belles propriétés des fonctions elliptiques qu'on en peut déduire.
Comme cas particulier on pourra remarquer l'équation
^^ = yi
où x^ désigne la fonction rationnelle de x du degré /i*, qui satisfera à l'équation
dxjj, dx
JXf^ ^ Jx
On en pourra donc toujours tirer la valeur de a; en y à l'aide de radicaux. Si /f est un nombre impair, on pourra donner aux racines cette forme très simple:
où ^1, ^2, />3 . . . sont des fonctions entières impaires de y du degré //, et 2i j 52 7 ?8 • • • des fonctions paires de y du degré /ti — 3. p^ et q„ seront déterminés par l'équation
pi-qlii-y')ii-cY)=(i/'-eir,
où e^ est une constante, savoir une racine de l'équation x^ = 0.
CHAPITRE V
ThAorie générale de la transformation des fonctions elliptiques par rapport
au module.
A l'aide des théorèmes que nous avons établis dans les chapitres précédens, nous pouiTons maintenant donner la solution de ce problème:
^jfJtanf proposée une fonction elliptique dCun module quelconquej expn'tner cette Jonction, de la manière la plus générale en d autres fonctions}''
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CmulUlon générale pour la traiisfannution»
Soit proposée une intégrale de la forme
rdx
on demande s'il est possible d'exprimer cette intégrale par des fonctions algébriques, logarithmiques et des fonctions elliptiques, dont les modules sont Cj, Cj,, . . . c„, en sorte qu'on ait:
r cImB
oh Al y A^^ ... A^ sont des constantes, x^, Xg, . . . a:„ des fonctions algébriques de ce, et F une fonction algébrique et logarithmique; tpi^ xp^^ . . . yj„ désignent des fonctions elliptiques ayant respectivement c^, c^, . . . c^ pour modules.
Cela posé, cette équation donnera en vertu de la formule (86):
-=h'y^iyi-\'h'%y2-] h^m-v^m^m+ï^S
les quantités
yii Vt^ y^j • • * ym
de même que
Ja: dx Jx Jx
étant des fonctions rationnelles de x.
Si l'on suppose, ce qui est permis, qu'il soit impossible d'exprimer
rdx Jx
par un nombre moindre des fonctions i/Zj, t/z^, . . . xp^^ il est clair qu'aucune des quantités yi^ y%^ * > > y^ ^^ pourra être constante.
On doit donc avoir séparément, en vertu du théorème démontré dans le premier paragraphe du chapitre précédent,
dy. (Ix dy^ dx dy^ dx
J^y^ "^ Jx J^y^t Jx J^y^ "^ Jx
où «1, «,,... «„ sont des constantes. Cela donne en intégrant,
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sauf une constante qu'il faut ajouter à chacune de ces équations. On pourra donc énoncer ce théorème:
Théorhne XllI. Une relation quelconque entre des fonctions elliptiques, ayant c^ c^^ c^^ . . . c^ pour modules, ne pourra subsister à moins qu'on n'ait entre les fonctions correspondantes de la première espèce, cette relation
(206) G){x,c) = — (D{y,,c,) = — (B{7/^,c^)= • • • = — fij(y«,cj,
OÙ fj, fj, . . . f„ sont des constantes et ?/i, y^, . . . y„ des fonctions rationnelles de la variable x.
On pourra donc encore satisfaire aux équations suivantes:
cD(xi, c) = e'€D(x,Ci),
(D(x,,c) = É^"^aï(a:,c.),
Xj, :C2, . . • x„ étant des fonctions ratioimelles de a:; ou bien, si Ton désigne par c et c' les modules de deux quelconques des fonctions entre lesquelles on a une relation, on poun'a toujours satisfaire à l'équation
en supposant x' fonction rationnelle de ce, ou x fonction rationnelle de x\ Cette équation donne
Soit maintenant x' fonction rationnelle de x\ si / désigne une fonction rationnelle quelconque de x\ on pourra transformer r' en une fonction pareille de x. En la désignant par r, on aura donc r' = r. Donc en multipliant l'équation différentielle ci-dessus par r\ on aura, en intégrant
Quelle que soit la fonction rationnelle r, on pourra toujours, comme on sait, exprimer
rdx
par des fonctions elliptiques des trois espèces avec le module c. On aura donc ce théorème:
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Théorème XIV. Si une fonction elliptique quelconque ipx^ ayant c' pour module, peut être exprimée par d'autres fonctions dont les modules sont 6*1, Cj, ... 6*„, on pouiTa toujours exprimer la même fonction (px par des fonctions elliptiques d'un même module c, c étant l'un quelconque des modules Cj, Ca, . . . c„, et cela de la manière suivante:
OÙ y et /• sont des fonctions rationnelles de x.
La continuation d'après un manuscrit inédit.
En vertu de ce théorème tout ce qui concerne la transfonnation des fonctions elliptiques par rapport au module se réduit à exprimer l'intégrale
/v cLûs -//-;-< par des fonctions elliptiques.
Transfonnation des fonctions de la première et de la seconde espèce.
Supposons d'abord que (px soit une fonction de la première espèce, de
sorte qu'on ait
r dx
Dans ce cas la fonction r se réduit à une constante, et on aura par suite
où y est rationnel en x. Cette équation est la même que celle-ci:
di/ dx
Nous en avons donné la solution dans le chapitre précédent. Passons aux fonctions de la seconde espèce:
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Oïl aura alors
(213) ^oil/,c') = .f^-
Comme y est une fonction rationnelle de x, Tintégrale du second membre paraît contenir des fonctions* de la troisième espèce, mais nous verrons qu'on peut toujours la réduire à une expression de la fonue:
où V est une fonction algébrique de x. Il y a un moyen bien simple de prouver c«la, savoir en différentiant Téquation
par rapport au module c. Cette équation revient à celle-ci:
fdy{l — f/)'' (1 — c/'y')" ' = efdx{l — x')' '{1 — c'x')"\
En la différentiant par rapport à c et remarquant que les trois quantité^s y^ c\ ê contiennent cette quantité, on aura
mais on a
f s*dx _ 1 *(l-lf*) I 1 f(l—a;*)dx
J (1 — c» X») J(jr, c) — c« _ 1 ■ I/(x;^" "■ Y— c*] ."" J(.r, c) ' '
j (1 -c' V)-:/(^,«') — c'* - 1 ". "^0/70 + 1 - c"} J(y, c') " * Eli substituant on aura
et de là en mettant pour â)(?/, c') sa valeur fa)(j^-, c),
(214) (DoO/, ^'0 = Aa}{x^ c) 4- /?t5o(x-, c) +^>, où Ton a fait pour abréger
c'(lc''(i — e'')\ ~"c'dc' ~'
(J1&) { ^^— c'(l-C^")rf7'
(l-^»)rfc % 1 . „.<l-.r«) y(l-y»)
Or on pourra parvenir plus directement à l'expression de û>o(y,c'), savoir en décomposant la fonction rationnelle y* en fractions partielles. Soit X — a «11 facteur du dénominateur de y, on aum
oh A et B sont des constantes. En faisant y = — ? on trouve d'après les règles connues
Or si Ton met dans l'équation
dij dx
- au lieu de ?/, il viendra
(218) (1 — x*){l — c*a-«) (</)'a:)» = f * [(yx)» — 1] [{(fx)' — c'*]
= f »(<px)* — «*(1 + «'*) (ytc)* 4- e'c'*. En y faisant x = a on a' ya; = 0, donc
De ineine si l'on différentie l'équation (218) par rapport à a; et qu'on fasse ensuite x = a, on aura
2{l—a*){l — c*a*)<p'a.(p''a—[2{l-\-c*)a — 4c'a*]((p'ay = 0', on a donc
En vertu de ces valeurs de .4 et de i? il est facile d'avoir l'expression de
fy' -. ^ ,-, • En effet, en multipliant l'expression de y* par , . ,. = e -^ — r i
il viendra
^99m T-y'^^-^ n(l-«»)(l-c»«?),2c«a» -(!+«*)«( <Lr K^^^n j j(j,^c')~'e?*J \ ~ (x — ay "T" x — a \ J(x,
Or si l'on différentie la fonction
on trouvera
donc la première des intégi'ales du second membre de l'équation (220) est la même chose que
f{c*x* — c*a*) --^. — •^-(•'■' ') = -'(•'■' "^ — r*a*ûJ(j-, r) 4- c'fiJoCa-, c).
J ^ ^ J(XyC) œ — a a — .r \ 7 / i «v /
Donc l'expression de / J!: >v deviendra
j-^)-é'\ "^ - «*«•»(-. «) + '■»•(-. ') ! + 'ÏZ
En désignant donc par a,, a,, . . . a^ toutes les racines de l'équation — = 0, on aura
où h est une quantité constante, savoir la valeur de y pour .r = J^.
Cette fonnule répond à une fonction rationnelle y du degré //, savoir
y _ jj. (^ — «1) (^ —3) 0^ — _«3) . ■(■^ — «^) .
*^ (x — a^){x — ^{^ — 03)... (.t: — rt^) '
mais il y a deux cas qu'il faut considérer séparément: il pourra arriver que Tune des quantités a^ et «^ sera infinie. Soit d'abord a^=zl^. Alors on aura fc = 0. Dans ce cas la fonction y sera une fonction impaire de Xy dont le numérateur sera d'un degré moindre que celui du dénominateur. Si fi est pair, on aura en mettant 2/i pour /i,
_ , :<1 - /îî^«) (1 -lt-^^^(l-lij.-,.r') ^~ (1 — Six') (1 — <)|.r«) . . (1 - ()t»,r«) '
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et la formule (221) deviendra
(222) ,cf*m,{y, cf) = 2^c^iD,(x,c) _ 2.» M, + j, + • • • -f- ^^ j a)(;r, e)
Si ju est un nombre impair, on anra en mettant 2^/ -{- 1 pour /i,
/QOQX {l—_c^a^x^){l — c^a|a;*) . . . (1 — c^alx^) a^-a^ . . . a^
et la formule (221) deviendra
(224) ec''G>,(j,,c') = {2fL + iym,{x,c)--2c\a\ + al^ H«^)Sï(x,r)
Supposons maintenant a^ = 0. On aura alors A; = ^. La fonction y sera impaire, mais le dénominateur sera d'un degi'é plus petit que celui du numérateur. Pour avoir les fonnules qui répondent à ce cas, il suffit de mettre
dans les deux équations (222, 224), — au lieu de x. Cela donne
(S(x,r) = -fJ-^^^- = -f fi)(3,c), c'œo{x, c) z= -\-j.-^^^-- = -j_ c»ûîo(z, e) —
Donc en substituant dans la fbnnule (224) et mettant z=^x^
(225) *o'»«)„0/, cf) = {2 II + 1) c*m,{x, c) -2e\a\ + a* -| 1- «r »)(D(a:, c)
+2^.^(^v«) i_-,,<.xï + r^cw + • • • +]--.>««>
L'expression de y sera, en vertu de la formule (223),
_ e x{a\ — ,r ^) (aj — ,r ») ... (a J — ^»)
y a\. al .V. a* ' (1 —~c'^a\x^) (1 — c^alx^) . . *. (1 — c*«^.?;»)
Pour donner un exemple soit
c'= . ,-> y = (l4-<^)i— /^ ;i? fz=l-4-^;
alors on a // = 2, et la fonnule (222) donnera, pour /f=l,
Transfortnation des foiictioti/i (le la froùtième espèce. Hoit maintenant
x^ du ^ (Ix
hin mettant pour ~^ ,\ sa valeur e-rz — ? on aura (226) n(y,c',a')= ^ ''"'
Pour réduire le second membre aux fonctions elliptiques il faut décomposer la fraction rtitionnelle — , en fractions partielles. Soit donc d'abord
où il est clair que k' est une constante. Pour détenninei' A^ A^^ . , . ou aura d'abord
A = — , pour a: = a,
donc
or on a
donc en faisiint a; = (7. et remarquant que la valeur de y deviendra alors a', on aura
et par conséquent
~ eJ(a', r') '
En substitiuiut ou aura par couséqueut
^ ^ a' — y * eJ{a', c') \ a^ — œ ' «g — .r ' ' a^, — x \
En désignant de inênie les racines de l'équation a-\-y=.0 par i^, i^, . . . 6^, on aura
. En ajoutant ces valeurs de .- - et , ,- on aura celle de ,„- — ^« Mais
il suffit de considérer la formule (227). En la nuiltiplîant par -jr—R et intégrant, il viendra
Cela posé, ayant = -?-"t-j, ou eu tire
/(if 1 __ , , 1^ /' ,T(Lt
De même on aura
/dif 1 j- . , f\\^f ydy ia'-y)J(y,c')- a' '^ U^» « > « :> "h J ia'^-y^)J(y,c')- '
Donc la formule (228) donnera en substituant
Aa',c') , , ,, , , , r yibj
Les intégrales (^ui entrent encore dans cette fonnule seront, connue on le voit, exprimables par des logarithmes.
On aura par conséquent
(230) •^^"/'^'^ ri{y,c\a') = Km{:x,c) + 2:^^y^ n{x,c,a)-\-v'.
U (JL
Il est à remarquer que cette fonnule ne contient pas de fonctions de la seconde espèce.
La fonction de la troisième espèce n(ij^c\a) est donc ainsi réduite à la fonction de la première espèce «J(x, rî) et à fi fonctions de la troisième espèce.
Or je dis qu'on pourra toujours exprimer les /t fonctions du second membre par une seule. C'est ce qui est facile à prouver à Taide des fonuules établies dans les chapitres précédens. U'abord si Ton détermine une quantité a de sorte que l'équation
{fxy - {cpxy [J{:x, c)]* = (x* - a?) (x^ - ai) ...{x'- a;|) {x' - a')
soit satisfaite, fx et (px étant des fonctions entières de ce, dont Tune est paire et l'autre impaire, on aura sur le champ, en veiiiu de la formule (104),
Donc en substituant:
Quant aux coefHciens des puissances de x dans les deux fonctions fx et yjc, ils sont détermhiés par les ii équiitions suivantes:
fa^ -\- (pa^ . ^(«8, c) = 0,
auxquelles il faut ajputer celle-ci:
fa -\-(pa.J{ajc) = 0^
pour détenniner le signe du radical ./(a,r;).
On peut encore réduire les fonctions du second membre de l'équation (230) d'une autre manière: on pourra les exprimer par l'une quelconque d'entre elles, conmie nous allons le voir.
Soit a l'une quelconque des quantités a^^ a^^ . . . a^. Alors comme elles seront les racines de l'équation
a'=y = yj{x),
elles auront, en vertu de ce qui a été démontré dans le troisième paragraphe du chapitre précédent, toutes la fonne
aJ(e,c) + ^ K^h^) 1 — c^e^a^
OÙ e est une constante indépendante de a. Soit donc
^ ^ "* l—c*eia*
on aura en vertu de la fonuule (112)
+ /?„ ffi(x, c) + •^^'; ' ''^ fT{x,c, «,„) + log ^„ . La formule (230) deviendra donc en substituant (233) -^^"^ /7(y,c',a') = (fc, + A + /î»+ ' ' • +/?,-,) fi)(^, c)
+ .« ^^y^- n{x, c,a)-\-^ ^'>- n{x, c, e J + y' + logÀ\ + log/S2-| f-log/S^^i.
J(e c) Je dis maintenant que -2* >-'î"-^ /7(a;, c, e„) se réduit à zéro. En effet, si
Texpression de a^ est racine de l'équation a' — yz=0^ elle le sera encore en mettant — e^ pour e„. Si donc ft est un nombre impair, les termes qui
composent l'expression -2* --^'"' - /7(:c, c, e„) sont deux-à-deux égales et de
signas contraires. Si /i est mi nombre pair, l'expression dont il s'agit se réduira
à un seul terme - ' '^ [l{x^c^e)^ où e est zéro ou Inifinî. Si e est nul,
ce terme le sera de même. Si e = ^, la valeur correspondante de a„ est
+ - , donc en vertu de la formule (115)
THEORKMES ET PROBLEMI^ii.
Journal fur die reine and augewandte Mathematik, heraasgofceben von CrfUe, Bd. 2, Berlin 1827.
Théorème. Si la somme de la série infinie
est égale à zéro pour toutes les valeurs de x entre deux limites réelles a et /?, on aura nécessairement
«0 = 0, ajr=iO, «8 = 0, . . . a„ = 0 . . . ,
de sorte que la somme de la série s'évanouira, pour une valeur quelconque de X.
I^ohlhne. En supjK^sant la série
fxT=-(iQ-\-a^X'\-a^x'^'\- • • »
convergente pour toute valeur positive moindre que la quantité positive > a, on propose de trouver la limite vere laquelle converge la valeur de la fonction fx^ en faisant converger x vers la limite a.
Théorème. 8i l'équation différentielle séparée
a dx dy
OÙ cf, /?, /, (T, f, a sont des quantités réelles^ est algébriquement intégrable, il faTit nécessairement que la quantité a soit un nombre rattonncL
Théorèmes et problèmes. f)19
Problème. Tix)uver une intégrale algébrique des deux équations séparées:
dx V3 dy
ys+f ^2 _|_ ^i ~ y^"— 3^2-^:^-4 '
rf^ V3 dy
Joamal fUr dio reine and angewandte Mathematik, herausgegebeu von Cnlle, IM. 3, Berlin 1828.
Problème. Le nombre a^ ^ — 1 peut il être divisible par /i*, ft étant un nombre premier, et a un entier moindre que a et plus grand que l'unité?
ERRATA
Page 50. Dans la première et ravant-dernière formule les signes des seconds membres doivent être changés.
Page 154, dernière ligne, au Imi de , lisez
Page 163, dernière ligne, au Uni de /ry^"*), lisez hy^f*^'K
Page 185, ligne 3, en descendant, au lieu île 3[/'(l 1) -(- 11 . J], lisez 3[/'(ll) -|- 11 . | J.
Page 192, ligne 13, en descendant, au lieu de e , lisez e - •
Page 237, ligne 12, en descendant, au lieti de d':=z — a sin y — | a* sin 2y -(- ^ a* sin 3y — • • • Huez â' =. — (a sin y — J a* sin 2 y -|- J a^ sin 3y — • • • )
Page 239, ligne 6 et 7, en remontant, an lieu de lorsque k est ëgal k zéro ou compris entre 0 et -j- c», et lorsque k est compris entre 0 et — 1, lisez: lorsque k est compris entre 0 et + oo, et lorsque k est égal k zéro ou compris entre 0 et — 1.
Page 265, ligne 13, en remontant, au lieu de Fa^ lisez Fa, Page 277, ligne 3, en descendant, au lieu de (pœ:=z
lisez (fx^z
^ et
Page 313, lignes 3 et 4, en remontant, au lieu de v^ en d-*r^, lisez Vu^ en ^"Vr^ . Page 343, ligne 10, en descendant, le numérateur du dernier facteur doit être
rt«
Page 357, .ligne 8, en descendant, au lieu de --— ' ^ — "^ ^ lUez a^ -\- fj^ — 1.
Page 419, ligne 3 et 4, en descendant. Effacez les exposans 2. Page 458, ligne 9, en remontant, au lieu d-e c', lùez jmrtrnU c" , Page 582, ligne 12, en remontant, au lieu de y(\ — c* e^ z*) . . . (1 — c*^jir*),
lisez {—\y^^y(\—c^e^z^) . . . (i_ ,,«^«^«),
^,' Jim.
Page 582, ligne 7, en remontant, au lieu (le - ^ ^, ,_,*- -^ y,
lisez -- ^, -, ^ V.
Page 582, ligne 3, en remontant^ au lieu de -^ — — — - , lisez —
c C/« > • t t/« C C/^ ... " fx
Page 586, ligne 5, en remontant, au lieu th — -, liriez —
Page 586, ligne 3, en remontant, au lieu de : "* . , lisez
Page 589, ligne 3, en descendant, «m lieu de '"-- - ) - ,_
. 1+yi — c' c+Vc» — 1
Vï + yr— cV ' \ci-]/c* — i Page 613, ligne 9, en descendant, au lieu de a„=:0, lisez a^ = ^.
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