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Comme cet oeuvre touchait à son terme, nous avons eu à déplorer la perte de M. E. F. van de Sande Bakhuyzen qui formait avec nous la Commission chargée de la présente publication. La collaboration du défunt nous avait été d'autant plus précieux qu'il fut jadis l'ami intime de Stieltjes. Il était aussi le notre, et cJ'est à ce titre que nous avons pu appécier les hautes et rares qualités de notre collègue, et que nous tenons à rendre à sa mémoire l'hommage de nos profonds regrets.
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Sur le nombre des pôles à la surface d'un corps magnétique. (Note, présentée par M. Hermite.)
La remarque, due à Gauss, que l'existence de deux pôles Nord à la surface de la Terre entraînerait nécessairement celle d'un pôle neutre, a été généralisée par M. Betti (Teorica délie forze Newtoniane). En considérant un corps magnétique limité par une seule surface fermée simplement connexe, il démontre que le nombre total des pôles est pair.
La méthode la plus simple pour traiter cette question a été donnée par M. Reech dans un article inséré dans le Cahier XXXVIl du Journal de l'Ecole Polytechnique. L'auteur y considère spécialement les maxima et minima de la fonction Vx^ -|- ^^ + ^^ ^ la surface d'un corps , mais le raisonnement est général et, en l'appliquant au cas d'un corps magnétique, le résultat de M. Reech consiste en ce que le nombre total des pôles neutres est surpassé de deux unités par le nombre total des autres pôles. Ce résultat comprend en particulier la proposition de M. Betti.
En modifiant légèrement le raisonnement de M, Reech , on peut aussi traiter par cette méthode le cas où la surface fermée qui limite le corps est 2k-\- 1 fois connexe. On trouve alors que généralement le nombre des pôles neutres diminué du nombre des autres pôles est égal à 2 k — 2. Comme il y a toujours au moins un pôle boréal et un pôle austral , il s'ensuit que le nombre des pôles neutres est au moins égal à 2 A.
(Ann. Sci. Éc. norm. , Paris, sér. 3,3, 1886, 201 — 258.)
Recherches sur quelques séries semi-convergentes. Thèse de doctorat.
Introduction.
Nous allons indiquer en quelques mots le but et les principaux résultats de ce travail qui est consacré à l'étude de quelques séries semiconvergentes , en considérant exclusivement les valeurs réelles et positives de la variable.
On rencontre souvent , en Mathématiques , des développements de la forme
(A) F(a) = mo + ^i+5+5 + ...,
que l'on ne pourrait continuer indéfiniment s'il s'agissait d'un calcul numérique, la série étant divergente. Néanmoins un tel développement a un sens précis et l'on doit regarder la formule (A) comme une manière symbolique d'exprimer que , pour a=: 00,
lim F (a) = Wq , lim a [F (a) — Wq] = Wj , m.
lima^
F(a) — Wo— „
Ce sont les développements qui présentent ce caractère que nous avons en vue. Si l'on veut se servir de la formule (A) pour évaluer F(o), on ne pourra le faire d'une manière sûre, qu'après une discus-
sion du terme complémentaire qu'il faut ajouter à un nombre fini de termes. Mais cette discussion présente presque toujours de très grandes difficultés, si, du moins, on ne veut se contenter d'évaluations trop grossières qui auraient peu d'utilité, et c'est seulement dans quelques cas oh les coefficients m^), Wj, Wg, ..., suivent une loi simple qu'on a pu faire cette discussion.
Notamment on a trouvé, dans plusieurs cas où les coefficients sont alternativement positifs et négatifs, que la valeur exacte de F (a) est comprise toujours entre la somme de w et de n-f- 1 termes de la série, et l'on a introduit, précisément à l'occasion des séries qui présentent cette circonstance particulière, le nom de série semi- convergente. Mais, comme nous venons de l'indiquer, nous avons pris ce terme dans une acception plus générale , et nous avons étudié aussi quelques cas dans lesquels les coefficients wîq, Wj, wig, . . . ont tous même signe.
Pour abréger, nous désignerons par série semi-convergente de première espèce, ou même simplement par série de première espèce, une série telle que (A), dans laquelle le signe des coefficients est alternativement positif et négatif, pour réserver le nom de série de seconde espèce au cas où les coefficients ont même signe.
Les cas de séries de seconde espèce qu'on a déjà traités semblent assez rares, et à la vérité nous n'en avons rencontré qu'un seul dû à M. Schlômilch et sur lequel nous reviendrons. Mais les séries de seconde espèce donnent lieu à quelques remarques générales que nous allons développer, en envisageant pour plus de précision la série suivante, que l'on rencontre dans l'étude du logarithme intégral :
li (e") = e«
= e<»[Ti + Ts -f Ta + . . . + T„ + R„].
Supposons a très grand : les termes diminuent d'abord pour croître ensuite au delà de toute limite. Soit T„ le plus petit terme , alors les termes T„_i, T„_2, . . ., T„_a diffèrent très peu de T„ et
Rn-/c = T„_4-|-i -|" • • • "l~ Tn -|- Rn-
On voit par là qu'au moins une des quantités Rn-*, R» surpassera en valeur absolue ^kT„-k + i ou | kT„, et comme le nombre k peut avoir
une valeur finie quelconque , il est évident qu'en cherchant dans le cas actuel une valeur approchée de R„, il est impossible d'arriver à un résultat aussi simple que celui auquel on est arrivé pour beaucoup de séries de première espèce où le reste R„ est inférieur en valeur absolue à Tn- On voit en effet que , dans le cas actuel , R„ pourra surpasser en valeur absolue un nombre quelconque de fois T„. Ainsi une expression approchée du reste , qui ne ferait pas connaître d'avance le signe de cette quantité , donnera toujours des limites trop étendues et qui ne permettent point de tirer tout le parti possible de la série.
Ces considérations indiquent déjà une autre manière d'envisager la question, et, dans le cas des séries de seconde espèce, nous considérons que le vrai problème à résoudre est la détermination du rang du reste R„ qui , pour la première fois , a changé de signe. Il est évident en effet que R„ varie toujours dans le même sens , en sorte que l'équation R„ = 0 admet une seule racine. Soit n le premier nombre entier supérieur à cette racine : alors il est clair qu'on obtient pour la valeur exacte cherchée deux limites dont la différence est T„. Il serait donc à désirer que ce changement de signe de E» eût lieu dans le voisinage du plus petit terme, et, dans tous les cas que nous avons étudiés, nous avons toujours vu se présenter cette circonstance favorable.
Lorsqu'on réussit à résoudre l'équation transcendante
dans laquelle on considère n comme une variable continue , avec une approximation telle, que l'erreur de la valeur obtenue N soit seulement une petite fraction , on peut aller plus loin et obtenir une valeur approchée dont l'erreur sera seulement une fraction assez faible de T„. Soient en effet
N = n-fA, 0^A<1,
alors cette valeur approchée sera
Ti-f T2-|-... + T„ + AT„+i.
Surtout lorsque n est grand , on peut compter d'obtenir, en procédant ainsi , une réduction notable de l'erreur. On s'en rend compte aisément en observant que la ligne dont l'équation serait y :=Rn doit
présenter un point d'inflexion dans le voisinage de « =N, parce qu'on se trouve en même temps dans le voisinage du minimum de Tn = Rn-i — Rn- La solution approchée de l'équation R„^0 se présente toujours sous la forme
mais souvent il est plus commode de considérer a comme inconnue, et de calculer d'abord les coefficients yS, ^q, ... du développement
(C) a = /Sn + /îo4--^ + ^| + ..-.
On en déduit ensuite facilement le développement (B). Ces séries (B) et (G) présentent le même caractère que la série (A); nous calculons quelques-uns des premiers coefficients: ces coefficients ne suivent aucune loi simple et leur calcul devient bientôt très pénible. Il paraît donc que nous avons réduit ainsi la discussion de la série (A) au problème beaucoup plus compliqué de discuter la série (B). Mais évidemment on ne demande qu'avec une approximation assez faible la racine de Rn = 0, et, comme l'exactitude de la formule (B) croît nécessairement lorsque n augmente , il suffit de se rendre compte par un calcul numérique de l'approximation de ces formules (B) et (C), en attribuant à a ou à n des valeurs beaucoup plus petites que celles pour lesquelles on se servira de la série semi- convergente donnée. L'approximation obtenue est toujours largement suffisante.
Comme nous l'avons dit, nous considérons la solution approchée de R„ = 0 comme le problème principal à résoudre dans le cas d'une série de seconde espèce. Nous obtenons cette solution en considérant en particulier le reste K„ d'un terme T„ dans le voisinage du plus petit terme, et en développant R„ lui-même en série semi-convergente suivant les puissances descendantes de n. Dans quelques cas où l'on aurait besoin d'une exactitude exceptionnelle , on pourrait se servir de ce développement pour calculer avec une grande exactitude la valeur de R„.
Mais , dans la plupart des cas , on n'aura pas à continuer la série jusqu'au point où R„ change de signe, car on obtiendrait ainsi une ap-
proximation beaucoup trop grande. Ou peut souhaiter alors de savoir quelle est à peu près l'erreur en s'arrêtant à un terme quelconque.
Très souvent les ternies que l'on calcule diminuent si rapidement, que l'on peut négliger le reste ; au besoin on calculerait avec une opproximation plus grande qu'on n'en a besoin. Et dans le cas oîi l'on serait obligé de pousser le calcul si loin que les termes ne diminuent plus rapidement, alors la connaissance exacte du terme où il faut arrêter le développement permettra facilement d'évaluer approximativement les termes négligés.
Dans le cas des séries de première espèce, on a ordinairement cherché à déterminer le plus petit terme : mais on peut aussi envisager (comme on l'a déjà fait) la question d'une manière un peu différente et rétablir ainsi, jusqu'à un certain point, l'analogie avec les séries de seconde espèce.
Soit
T1-T2 + . .±T„TR
une telle série, Tj, Tg, . . . , T„, R„ étant positifs Remarquons d'abord que la circonstance que R„ est positif entraîne déjà nécessairement que R„ est inférieur à Tn et T„ + i; car la relation
Rn — 1 -j- R" ^= Tn
montre que R„_i et Rn sont inférieurs à T„.
Maintenant, au lieu de chercher le plus petit terme, on peut se proposer de trouver le minimum de R„, en sorte qu'on est conduit à considérer l'équation transcendante
dRn_^ dn ~ '
qu'on pourra remplacer aussi avec approximation par R„_i = Rn.
La valeur de n qu'on en tire diffère très peu du rang du plus petit terme, circonstance qui permet d'expliquer la remarque suivante qu'on a faite dans quelques cas particuliers. Supposons que la racine
fî Ji de -r " = 0 tombe entre n — 1 et n. Alors on aura, d'une manière dn
approchée, R„_i = R„, et l'erreur sera seulement une fraction faible
de R„. On en conclut qu'on a aussi à peu près R,, ^ ^ T„, en sorte que l'erreur de l'expression
Ti — T2+-±Tn-i + iT„
sera seulement une petite fraction de T„, qui est d'autant plus faible que n est plus grand. Ajoutons qu'on peut aussi , dans le cas actuel , développer R» en série semi-convergente, suivant les puissances descendantes de n; le premier terme de ce développement montre alors qu'on a
lim R„ : T„ = ^ pour n ^ 00 .
Voici maintenant les séries dont nous avons fait l'étude. Nous avons peu insisté sur les séries de première espèce. Le logarithme intégral nous a fourni le premier exemple d'une série de seconde espèce. Nous con-
. , , f^ sinaw , f^ucosau ,
sidérons ensuite les transcendantes / ^i — j — wdu, / -; — j — ^r du, qui
donnent aussi des séries de seconde espèce. On a choisi ces intégrales, parce que le résultat auquel on est conduit nous est utile encore dans la suite.
Nous arrivons maintenant à un exemple tiré de la théorie de la fonction r. Après avoir rappelé en quelques mots le résultat principal des nombreuses recherches auxquelles a donné lieu l'étude de la série qui sert à calculer log r {a), nous considérons une autre série, n'ayant rien à ajouter à un sujet qui est si bien exposé dans la première partie du travail de M. Bourguet sur les intégrales eulériennes. La considération de log V {ai) conduit à une série de seconde espèce, composée des mêmes termes que la série de Stirling dont nous faisons l'étude. Le résultat auquel nous arrivons permet de se faire une idée nette de la
manière dont se comporte la fonction holomorphe -^tt-: , lorsque la variable z décrit l'axe des y.
Nous abordons ensuite l'étude des intégrales de l'équation différentielle
d?z . \ dz . _
dar' a da
qui se présente dans plusieurs questions de physique mathématique.
L'une des intégrales
est holomorphe dans tout le plan. Poisson a donné une série semi-convergente pour calculer J (a) dans le cas où a est très grand. Cette série a été l'objet d'un travail de M. Lipschitz (Journal de Borchardt, t. 56), qui en a donné le premier une théorie rigoureuse. Nous reprenons l'analyse de M. Lipschitz : une modification légère nous permet de préciser encore le résultat auquel était arrivé le savant géomètre allemand. Nous obtenons en même temps une série semi-convergente analogue, qui permet de calculer une seconde intégrale de l'équation différentielle. Toutes ces séries sont de première espèce.
Nous considérons ensuite les deux intégrales de l'équation différentielle dans le cas où l'argument est de la forme ai. On est conduit ainsi à deux séries semi-convergentes données par Riemann , qui avait rencontré ces fonctions dans une question de physique mathématique (Zur Théorie der Nobili'schen Farbenringen , Oeuvres, p. 54, 1855).
L'une de ces séries est de première espèce, et sa discussion n'offre pas de grandes difficultés; mais la fonction J(ai) donne cette série de seconde espèce
Dans ce cas, la résolution approchée de l'équation R„ = 0 présente des difficultés que nous n'avons pu surmonter que par une analyse assez délicate.
Enfin nous étudions un cas intéressant, donné par M Schlomilch en 1861 ; il s'agit d'une série de seconde espèce qui peut servir au calcul de la fonction
et nous obtenons encore dans ce cas la solution approchée de l'équation transcendante R„ = 0,
recherches sur quelques séries semi-convergentes. 9
Étude du logarithme intégral.
1. Le logarithme intégral fournit un exemple très simple d'une série de seconde espèce que nous allons discuter avec soin. Nous partons de la définition
.. , : f' au
j log M '
mais , dans le cas a > 1 que nous avons en vue , cette définition a besoin d'être précisée de la manière suivante
li(a) = Limff^-;-^+r,—
e=0 \J lOgU ' J lOgM,
En remplaçant l'argument a par e" et en posant ensuite u=:e'*^^-''\ il vient
Nous désignons ici , comme toujours dans la suite , par e une quantité positive et infiniment petite. En employant maintenant l'identité
on a évidemment
/i — g /-oo 12 4
et il vient
(2) . . li(e'') = e«
^L _1_ i 4- lil 4. 1 1 • 2 • . • (n - 1) , R L a "•" a2 "f" a^ "^ • • • "^ o" ^" "".
/-1-e v«e-ot! .=c^ng-av
Rn= / -z dv i- / — dv.
Comme on voit, R„ est ce que Cauchy a appelé la valeur principale
/oo fjn /) — av -^ dv, et nous retrouverons dans la suite constamment 1 — v
cette forme du terme complémentaire des séries de seconde espèce. Cette forme même de R„ montre bien que R„ va toujours en diminuant lorsque n augmente.
Nous devons nous occuper maintenant de la résolution approchée de l'équation R„ = 0. Pour cela nous posons a = n-\-T],
et nous développons maintenant R„ en série semi- convergente suivant les puissances descendantes de n. Comme on suppose que rj a une valeur finie , la supposition a ^ n -\- rj indique évidemment que nous considérons le reste d'un terme T„ dans le voisinage du plus petit terme.
Nous aurons à appliquer maintenant les méthodes données par Laplace dans la Théorie analytique des probabilités pour l'évaluation d'intégrales qui renferment des fonctions élevées à une très haute puissance.
2. Comme il s'agit simplement d'un développement suivant les puissances descendantes de n, nous pouvons négliger des quantités qui , par rapport à celles que l'on conserve, décroissent plus rapidement qu'aucune puissance négative de n. C'est pour cette raison que nous pouvons considérer, au lieu de R„, l'expression
i-Mvc-")» _„,, , , /-i+Mt; «-")»_
e-'i^dv,
h et k étant des quantités positives finies , d'ailleurs arbitraires ; car nous verrons bientôt que les parties négligées ainsi
ne jouent aucun rôle dans le développement que nous avons en vue.
Considérons maintenant l'intégrale
La fonction ve-" devient maximum pour v = l, et nous posons
Pour des valeurs suffisamment petites de x, on peut développer t suivant les puissances croissantes de x
et le premier terme est évidemment V2 x On pourrait exprimer Og, Og, ... d'une manière indépendante à l'aide de la série de Lagrange; mais , comme il s'agit ici simplement de calculer quelques uns des premiers coefficients, une relation récurrente semble bien préférable.
On trouve t ~j^~ = 2x(l — t), et, différentiant n fois, puis posant x = 0, ( = 0, il vient
n Oi a„ + (n — 1) Og On -1 + (" — 2) «3 «n -2 + • • • + 1 «n ai = — 2 o„ _ 1
En partant de a^^=V2, on en déduit a^, a^, ... et
t= \-v = V2x-lx^+^VÏa? + ^^^a^, — dv = (V2 — ix+l V2x' + xIb ^) d X,
-~~^=il-^y2x-^a^+^}^V2x^-...)^.
En observant encore que
e-'>'' = e~''e+''' = e-''[l-\-t]V2x+(T—^ri)x'^+{^t,^—lri''-]-^T])V2a?-{-...] il vient
Al, A2, Ag, . . . , étant des polynômes en t]. La limite supérieure L de l'intégrale au second membre dépend de la valeur de la quantité positive h. Nous choisissons maintenant h de manière que la série 1 + Aj a; -j- Ag a;^ -|- . . . reste convergente dans tout l'intervalle d'intégration. De cette manière , h a une valeur positive finie tout à fait indépendante de n. En y regardant de plus près , on voit même que h est une simple constante numérique, indépendante de rj aussi; car le rayon de convergence de la série e'>'=l -\-ri V2 x -j- . . . ne dépend pas de rj.
^YZ^ — e-''" dv d'une manière analogue , nous posons
et nous obtenons d'abord
/ = tti x — a^x^ -\-aQOi? — . . . , aj, «2) ''si • • • ayant les mêmes valeurs que précédemment. En achevant le calcul comme tout à l'heure, il vient
Aj, A2, ... ayant la même signification que dans la formule (4). La quantité k peut être choisie de manière que dans le second membre la limite supérieure de l'intégration est de nouveau L.
En réunissant les deux intégrales (4) et (5) , on voit se détruire les parties qui deviennent infinies pour e = 0. Après cela, on peut prendre £ = 0, et il vient
i =2e-« /'^e-"*'[Ai + A3a;2 + ABX* + ...]da;. l 0
/oo g-nx'^ dx converge vers zéro pour n-
plus rapidement qu'aucune puissance négative de n. La valeur approchée du second membre est donc
r e-"'' Â-^dx — AïC
Il est facile de voir maintenant que les parties que nous avons négligées,
r'^^^^e-v^dv et f -^'^^^e-^^dv, J 1 — V J 1 — V
n'ont, en effet, aucune influence sur le développement de R„ suivant les puissances descendantes de n. En effet, dans la première intégrale, la plus grande valeur de ve -" est égale à &e-^, & étant une fraction positive, inférieure à l'unité. On en conclut
et la fraction 0" décroît plus rapidement qu'aucune pui.ssance négative de n. Quant à la deuxième intégrale, en posant v =^ l -{- u, on voit qu'elle est inférieure en valeur absolue à
f (l + M)»e-"«e-'''*dM.
Soit r la quantité positive supérieure à l'unité, qui satisfait à la relation
alors on a évidemment
l-f-w<«'' pour M>A; et , par conséquent , e-
f'"0-\-ure-«»e~''"du<~^'' r e~""i'~^)~''"du.
Le facteur qui multiplie e"" décroît encore plus rapidement que toute puissance négative de n, et, ainsi, l'équation (6) fournit le développement cherché
OU
1^— ")/ïh-^-(^^-^^+è''+5lô)i
^ Uo^ 24^+72^ 24^ ^288^^6048/ «2^-
On en conclut que la valeur de tj, qui donne R„ = 0, est susceptible d'un développement
dont on détermine les coefficients en substituant dans l'expression pré cédente et en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de
— Nous avons posé a = n + »7, et la racine de l'équation R„ = 0 est
donc égale à
Po= + -Q,
d'où l'on déduit encore
4. Pour juger de l'approximation avec laquelle nous avons résolu ainsi l'équation R„ = 0, nous mettons en regard l'une de l'autre la valeur approchée donnée par la formule (8) pour n = 1 , 2 avec la
valeur exacte de a , calculée à l'aide du développement
li(e«) = a; + loga +
n. Valeur exacte.
On voit que l'approximation obtenue est beaucoup plus grande que cela n'était nécessaire.
En nommant toujours N la valeur approchée de la racine de R„=:0, nous résumons ainsi le résultat obtenu :
Valeur approximative.
Erreur.
li(e'') = e''
Ordre d'approximation e"" [/ —
Nous avons ajouté comme ordre d'approximation une valeur approchée du premier terme qui donnerait une valeur trop grande. C'est donc en même temps la limite de l'approximation que peut donner la série semi- convergente, dans le cas où l'on n'a pas recours au calcul approché de R„. En multipliant par e", on voit qu'on obtient 11(6")
avec une erreur de l'ordre Soit, par exemple,
On doit donc prendre vingt-deux termes de la série et ajouter encore le terme suivant multiplié par A =: 0,692, d'après le procédé que nous avons indiqué dans l'Introduction. On trouve ainsi
li (10000000000) = 455055614,2227 + 0,5246 A = 455055614,585.
En prenant
on obtiendra une exactitude un peu plus grande en calculant R23 par la formule (7); nous obtenons ainsi la valeur exacte
Remarquons que l'emploi de la série semi-convergente présente ici un avantage réel sur l'emploi de la série convergente
6 + loga+ -^^ + 2^+ y^^ + ...;
car, en calculant vingt-trois termes de cette série, on est seulement arrivé au plus grand terme , et il faudrait pousser beaucoup plus loin le calcul pour obtenir l'approximation donnée par la série semi-convergente.
5. La méthode qui nous a permis de résoudre par approximation l'équation transcendante E„ ^ 0 nous sera encore très utile dans la suite; mais nous ne pouvons passer sous silence que dans le cas actuel on peut donner une autre forme très simple au terme complémentaire R„. Cette nouvelle forme va nous donner aussi une autre méthode pour calculer les coefficients du développement
On a , en supposant 0 < 6 < a ,
li(e«) = li(«*)+ r '^du,
et une intégration par parties donne
li(e«) = e«
[1,1, , 1.2...(rt-l) [ a "^ a2 "^ ■ ■ ■ ^ a"
= 1.2.3...w.e-« /" -t-^du
On étant une constante qu'il faut encore déterminer. Mais il est évident que Un n'est autre chose que la valeur de a qui annule R„, et que nous savons calculer avec une grande approximation par la formule (8)
La relation
Rn - 1 = Tn -j- Rn
revient maintenant à
d'où, pour a = a„,
/ — -(iM=— — .
En posant u = n-\-v, il vient, après une légère réduction,
i^Hj (' + -!)"■
en écrivant
En développant maintenant les deux membres de (12) suivant les puissances descendantes de n, on obtient d'abord
^fJ^=■+l■■'X-^'+^'^)i+(^'-^'+i"),:.+-.
puis
En substituant pour p et g leurs valeurs (13), on obtient d'abord , par identification du coefficient de — dans les deux membres,
La comparaison des coefficients de ^> -3, ... permet ensuite de
calculer sans ambigfuïté par des équations linéaires les coefficients ^^ , 11 2
/S.,, • • • . Nous avons retrouvé de cette manière les valeurs déjà données de ^1 et p^.
6. La considération de la fonction li (a), pour une valeur de l'argument inférieure à l'unité , conduit à une série de première espèce. On a
et l'on obtient, par une intégration par parties ou par le développe
ment de
R„= 1 .2.3.. .W6« / — —rr = — ;—,
Cette série ne donne lieu à aucune remarque particulière; en posant a^n + '/i on peut développer R„ suivant les puissances descendantes de w, à l'aide des méthodes de Laplace que nous avons déjà appliquées dans le cas de li (e"); on trouve
+ {h'>'- k'^+ ^'''+ 1*1 + Ê) n'+-- Ce développement présente la plus grande analogie avec la formule
(7); dans les deux cas, e"""]/ — est la valeur asymptotique du terme
T„; mais ici R,i ne s'évanouit pas pour une valeur finie de »;, et le premier terme ^ de la série se retrouve généralement dans le cas d'une série de première espèce.
On déduirait sans peine de cette expression de E„ la solution approchée de —j — =: 0. Le résultat est dn
a = w + ^, 1- . . . ou n^a — „ ...
'6m ba
Etude des intégrales / -r— j — ^du, / -— ; — k- du.
,aui
^_T— 2 du. Au Heu d'intégrer le long de
l'axe des X, de 0 vers A (Fig. 1), on pourra effectuer l'intégration en suivant le chemin OBCA, en ayant soin d'éviter le point i en le laissant
Fig. i.
à gauche , ce qu'on pourra faire en décrivant autour de ce point un demi- cercle dont nous supposons le rayon e infiniment petit. Cette partie de l'intégrale s'évalue à
Vu -\-t/u = i J u — i 2i 2
Les intégrales le long de BC et CA tendent évidemment vers zéro lorsque A et B s'éloignent indéfiniment , en sorte qu'on obtient
I r-FM2 - 2"^ -rj 1-1-2 -r J -[
.00 ie-av ^^,
donc (16)
^ fin au dn r'-« fi-'">dv . f^ e-^^dv
^T-fW ~ I "ï"— -î;2 ~ + J 1 _y2
On trouve d'une manière semblable , ou en prenant la dérivée de (16)
par rapport à a,
f^ucoaau du r'^-^ ve""" dv . /"" ve-"^ dv
(17) . •-/ r:j_it2— — j 1— î;2 +j ~r=^^"
En employant dans le second membre de ces formules l'identité
il vient
sinaM , 1 ,1.2, , 1 . 2 . . .(2n — 2)
.l_e j,2ng-at> -oo^2ng-a«
R«^/ i_^2 rf^+j ^_^2 ^^;
„nx /^^Mcosaw, 1 ,1.2.3. , 1.2...(2w— 1) , p (19) -j T+u^^« = ^ + -^r" + --- + „^» +^"'
/l_ï ^2n + l g— or ^00 |^2n + l g — o»
Nous devons maintenant obtenir d'abord le développement du terme complémentaire suivant les puissances descendantes de n.
Pour embrasser en même temps les deux cas, nous posons
et a = m-\-t].
La méthode à suivre ne se distingue en rien de celle que nous avons déjà développée à l'occasion du logarithme intégral , et il suffira donc d'indiquer brièvement les calculs.
Dans la première intégrale
nous posons
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et l'on obtient
A] , A2 , . . étant des polynômes en t]. Dans la seconde intégrale
nous posons
et l'on obtient
Le développement de Sm se trouve maintenant à l'aide de
= 6-" r e-'»''' (Al -{- A^x^ + A^x^ -\- . . .) dx,
dx
Sm = e-'
S" = l-l/sK + ¥^.i + 2~^.i + ...)
OU bien
On en conclut Sm = 0 pour j; = /îg -f -— + -^ ou
Dans le cas de l'intégrale
/•"" sin aw ^
la résolution approchée de R„ = 0 est donc donnée par les développements
(22) a — ^n g + g^yy ^^ Ï632960 n^'
, . , f" sin au , 1
Pour n= 1, on aurait, d après (22), la racine de / ^1^2"" — ^
approximativement égale à 1,86012. Pour calculer la valeur exacte,
nous observons qu'on déduit de la formule (16), en remplaçant ^ ^2
11,11 par 2 1 _ w + 2 l-\-v'
en sorte que l'équation à résoudre par approximation est
On trouve a = 1,85986 et l'erreur de notre formule approchée dans ce cas extrême 0,00026.
10. En remplaçant, dans la formule (21), m par 2 n + 1 , on trouve que, dans le cas de l'intégrale
r* M CO8 au , — / -^1 2- du,
la résolution approchée de R„ = 0 est donnée par les formules
Ces formules donnent une approximation largement suffisante; en
prenant w = 0 dans (24), on aurait 0,87905 comme valeur approchée de la racine de l'équation transcendante
f^ MCOS «M , , ,. , ,
/ -î-t:^^m = — ie^^liCe") — ICli (e-«) = 0.
La valeur exacte est 0,87964:.
DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE SEMI-CONVERGENTE DE log r{ai).
11. Avant d'aborder le développement de log r (ai), nous croyons utile de résumer ici le résultat auquel on est arrivé par l'étude du développement de logr(a), en renvoyant d'ailleurs pour les démonstrations au travail de M. Bourguet.
Le premier travail rigoureux sur ce sujet, qui est dû à Cauchy, a son point de départ dans cette formule à laquelle Binet était déjà arrivé,
du.
(26)]ogr(a) = (a-i)loga-a+ilog2^-j-/ ^^^^_A + -^
Pour obtenir le terme complémentaire sous forme finie , il est plus avantageux de partir de l'expression
(27)Iogr(a) = (a-i)loga-a+ilog2. + A/"^log(j-A^),
et l'on trouve
!_ r« dM / 1^ \
jtj 1 _f-M2"'^\l _e-2^ott|
r^ = — ,~r^.2 log î o — d u.
71 J 1 -j- M'' ° W — e-2;toH/
M. Bourguet trouve que l'indice du plus petit terme est le premier nombre entier supérieur à ^ra -f — -f ^ — , et il donne comme racine
%. Ou TT et
approchée de R„ — R„_i = 0 l'expression
On conclut de ce qui précède que le reste du plus petit terme est, à fort peu près, égal à la moitié de ce terme. En posant na=:n-\-Tj, on peut développer R« suivant les puissances descendantes de n. Comme nous aurons à exposer plus loin un calcul analogue dans le cas du terme complémentaire d'une série de seconde espèce, nous nous bornerons à donner ici le résultat suivant
_e-2:ta
vnn
1 / 1 , 5 \ 1 J + lYl W n +
On peut en déduire encore sans difficulté la résolution approchée de
1 équation —3 — ^0; nous trouvons
^ dn '
12. Nous allons nous occuper maintenant du développement de logr(aO- Observons d'abord que, d'après la définition de la fonction r adoptée par Gauss, on a
g a t log n
r(ai) = Lira ., , r- (w = 00 ).
En se rappelant la loi de multiplication de deux nombres complexes , on en conclut qu'en posant
(30) r(at) = Re®'.
on aura
R=l:|/aMl+«^)(l + -f)(l + ^).--, c'est-à-dire
(31) R:=1/ZZJZZZ
et puis
(32) 0 = Lira la log n =F ^ — arc tang a — arc tang -^ — ... — arc tang — J
Il faut prendre le signe supérieur ou inférieur selon que a est positif ou négatif, et les arcs doivent être pris entre les limites ± -p-- Dans la
suite nous supposerons toujours que a est positif. Comme l'on a
logr(oî) = logR + 9i,
on voit que nous aurons à nous occuper seulement du développement de la partie imaginaire &. On pourrait, dans cette recherche, partir de l'expression (32), mais il est beaucoup plus simple, comme nous le verrons, de .se servir de la formule de Binet
logr(a) = (a-i)loga-a + ilog2^+|"(^^^^-^ + l)'-Ç"dM.
13. En établissant cette formule , on a en vue ordinairement seulement les valeurs réelles de a. On voit cependant facilement que rien n'empêche d'attribuer à a une valeur imaginaire quelconque , à la condition toutefois que la partie réelle de a soit positive. Les logarithmes qui entrent dans la formule ont une détermination unique par la condition même que la variable ne doit jamais franchir l'axe des y.
Cependant, comme nous voulons changer a en ai, quantité dont la partie réelle est nulle, il est nécessaire de justifier cette opération.
Evidemment, cette application delà formule de Binet sera justifiée si nous faisons voir :
1" Que l'intégrale
J \eu_ 1 u ^ 21
du
a un sens ;
2" Que cette intégrale est la limite vers laquelle tend
lorsque la quantité positive b décroît indéfiniment.
Le premier point est à peu près évident , car la fonction
qui entre dans les intégrales
ri 1 1 , Mcosaw, /•=" / 1 1 1 \ ain au
est positive et décroissante; elle devient infiniment petite pour m = oo, Le second point à établir revient à montrer que les intégrales
: P -^-^'(1 — e-*") cos au du, J u
oïl nous avons posé
N ~ r ^^'{1 — e-*") sin au du,
convergent vers zéro en même temps que b.
Nous remarquons que les fonctions 95 (m) et -^- sont toujours finies , et décomposons M en trois parties
_r 'P^i^Y — e-'"') cos au du,
fi (.
On a évidemment
donc
lira Ml = 0 pour 6 = 0.
Ensuite
IMgi <(l-e-'^*)9'(l)log|/y,
I désignant une valeur entre 1 et 1/ . On en conclut
lim M2 = 0.
Quant à M3, en appliquant le second théorème de la moyenne,
f f{x) y> (x) dx = f{a)j rp {x) dx-\- f{b) f y;{x)dx,
OÙ la fonction f(x) doit varier toujours dans le même sens,
M3 = (1 - e - ^~') C ^^ cos audu+r ^^ cos au du. 'J u ^J u
fi "
Mais l'intégrale j —~ cos au du ayant un sens , les deux intégrales "o qui figurent au second membre convergent vers zéro et lim M3=:0.
On conclut de tout ce qui précède lim M = 0, et la même démonstration s'applique à l'intégrale N; donc aussi lim N = 0.
D'après cela, il est permis de changer a en a* dans la formule de Binet , et nous obtenons ainsi
(33) . ïogR = ^\og2n—l\oga—ljia-{-f ^-^cosawdM,
sm au du.
(34) . . . e = aloga-a-~-f ^
14. Nous avons à transformer d'abord les intégrales qui figurent dans les second membres. Soit
en substituant y. ,,2 1 ^.2 2 au Heu de <p{u), nous trouvons
Nous avons vu déjà (n" 7) qu'il est permis de remplacer, dans l'intégrale
l'intégration le long de l'axe des x, par une intégration le long de l'axe des y , en évitant par un petit demi-cercle de rayon s le point t. On obtient ainsi
et , par conséquent , V = 15- log
, .n/i-ï dv 1 ■ 1 p dv 1 \
(35) . . / -^-^^^ cos au du = -^7^ log:, — ,
^ ' J u 2 1 — e-2:io'
/■"" <p(7«) . , 1 /"i-« dw , 1
/ —^—^ am au du = - z „ log ;j
J u nj 1 — v^ 1 — e-s^io»
, 1 p dv 1
En portant la valeur (35) dans la formule (33), on retombe sur la valeur finie de R déjà donnée [formule (31)].
15. En employant dans le second membre de la formule (36) l'identité
on trouve, en ayant égard à la formule
(37) . ■ Aj%2.-2iog^--l_-^d.= (^^_^^|^^,,_,
(qu'on obtient en développant en série le logarithme) ,
-pW..-.,.., ^«._ fil 1 Bs 1 . B»
(38) /- ^ ,i„ a„ .« = jA.- +^.+ -~ + (2ir^-„|ï-,;,r-^+R..
P _ 1 fi-^v^^dv , 1 , 1 r^ v2»dt? 1
C'est la série semi-convergente que nous avions en vue ; le terme complémentaire se présente sous la forme de la valeur principale de
1 /-°° v^'^dv 1
„ j l_î,2 'Ogl _e-2:Ta.
Il est intéressant de rapprocher de cette formule la forme du terme complémentaire dans le cas de la série de Stirling [formule (28)].
La série étant de seconde espèce , il nous reste à déterminer approxi mativement la racine de l'équation R„ = 0. Pour cela, nous développons d'abord R„ suivant les puissances descendantes de n.
Le premier terme du développement de log .. -2nav étant
e-2nav j nous cousidérons d'abord au lieu de R,j
/l — e ^2n g_2;tot) /» •j;2n g_2jrai)
1_„2 d^ + J l_^2 dV
ou , en posant Jia = n-\- t],
Le développement de S„ n'est plus à trouver, nous pouvons lécrire aussitôt d'après le résultat que nous avons obtenu dans le n" 8. Kn conservant seulement le terme principal , il vient
Nous avons à évaluer maintenant l'erreur qu'on commet en prenant S„ au lieu de R„. Pour cela, nous développons en .série le logarithme;
le A; -j- 1'^™® terme donne lieu à cette partie de R„
V. p. / 5 5 dv
nik+l) "■''■J 1-V^
En développant
1 », 2 n fc
on trouve
"^,r*Î2ïï^ + V. p. j — 1_^2 <^«
en écrivant , pour abréger,
2 7rrt(/c+l) = A.
Les termes diminuent d'abord et l'intégrale est de l'ordre du dernier terme. C'est ce qui résulte , en effet , de la discussion que nous
avons faite de la série semi-convergente pour / YJTt^ ^ " ("" ^)- ^^
quantité à évaluer est donc positive, mais n'atteindra pas tik fois le premier terme ou
nk r(2n4-l)
En remplaçant F (2 w + 1) par sa valeur asymptotique
^^Ht) ■
on trouve , à cause de na^= 7i -\-7],
nk Vnn\ n i^"
71 (A; + l)2»+2 na
ou, si nous remplaçons na par n, I ■ ) par e"^'',
"^ C-o^n l/Z/ _»» e-2»a l/JL.
(;fc_|_l)2«-l-2 « l^w^i^ (A-f l)2'' + l'^ ^'WTI
La somme des termes négligés ne surpasse donc pas
ou
T.e-2jr
\ nn'
T étant une fonction qui converge vers 1 pour n =: c» .
On voit que le facteur qui multiplie e-2;ia L — décroît plus rapidement qu'aucune puissance négative de w; d'où l'on conclut que, pour développer R„, suivant les puissances décroissantes de w, on doit s'en tenir à S», les parties négligées n'ayant aucune influence sur ce développement. A l'aide du n^S, nous obtenons maintenant
iR
''+vè + [\''"-\^"
+ (ro'''-2i'''+i^'''+ï^'''+nl2'' +
On en conclut la solution approchée de l'équation R„ = 0 par l'une ou l'autre des formules
n =zna-\-
12 129607ra
La série étant composée des mêmes termes que ceux de la série de Stirling, l'indice du plus petit terme sera encore, d'après M. Bourguet,
le premier nombre entier supérieur à ^ta -|- — -f- ^ On voit donc
que le changement de signe de R„ s'opère dans le voisinage du plus petit terme, comme cela arrivait aussi dans les autres séries de seconde espèce que nous avons étudiées
17. Pour avoir une idée de l'approximation avec laquelle nous avons résolu l'équation R„^0, nous avons pris w = 3 dans la formule (40),
ce qui fournit cette valeur approchée de a , qui est un peu inférieure à l'unité a = 0,9300. (En prenant w=l, 2, on serait conduit évidemment à des valeurs de a beaucoup trop petites pour songer à appliquer la série semi convergente.) Pour résoudre l'équation R3 = 0 rigoureusement, il nous faut un moyen de calculer 0 avec exactitude. Pour cela, nous remarquons que la série bien connue
log r (a;) = — loga; - 6a; + I Sax'^ — ^ 83*3 + i S,a^ — . . . donne, en remplaçant x par ai,
0 = - |--6«+JS3 a^'-^S.a^+jST «'■••■ Pour augmenter la convergence, nous écrirons
0 = — " — arc tang a + (1 — Ê) «
+ i (S3-l)a«-J(S5- l)a^ + ^(S7 -!)«'-• ••• L'équation à résoudre étant
0_aloga — a- ^ — j^^ 360a3 1260 a^'
nous trouvons que la racine est comprise entre 0,9276 et 0,9277. L'ap proximation est très suffisante; même pour a = 1, la formule (41) donne la racine de R„ = 0 par rapport à n, avec une erreur inférieure à 0,01. Nous résumons ici le résultat que nous avons obtenu :
r [ai) = R e »* ,
y aie"" — e — "") '
(42)/®^'''°^"~"~4~r72rt~3:^^"""-~(2n-l)2«a2''-i R"-
xr_ _l1 JÏ^ ■
g— 2na
Ordre d'approximation — \/~'
Pour a = l, N = 3,22; en appliquant le procédé indiqué dans l'in-
troduction , il vient
On obtient deux limites en prenant A^O, A = l; la valeur A = 0,22 donne une valeur plus approchée
La valeur exacte est
18. Supposons que la variable z décrive la partie positive de l'axe imaginaire, alors nous pouvons indiquer comment se comporte la fonction holomorphe f^r^- En effet , ayant „ . .. = ^ e- ® *, — et — ©sont
les coordonnées polaires du point qui représente =r7 — ^ , et nous voyons
que ce point décrit une spirale , le rayon vecteur se mouvant dans le
sens négatif et croissant rapidement. L'angle de la courbe et du rayon
vecteur, dont la tangente est à peu près égale à — log a, tend vers 90°.
Nous avons dressé la petite Table suivante pour faire connaître la forme de la courbe dans le voisinage de l'origine:
L'angle — 0 commence à croître de 90° jusqu'à un certain maximum , dont voici la détermination
Après avoir dépassé ce maximum , l'angle — 0 décroît constamment.
19. D'après ce qui précède, il est permis de changer a en ai dans la série de Stirling; en arrêtant la série à son plus petit terme, l'erreur est du même ordre que ce terme. L'examen des conditions sous lesquelles on peut se servir de cette série pour des valeurs imaginaires quelconques de la variable se présente naturellement , mais nous ne l'aborderons pas. Nous rappelons seulement que , dans le Tome 56 du Journal de Crelle, M. Lipschitz est arrivé au résultat suivant
logr(c)=|log2. + (.-i)log.-.-|-j-|^--...±^^^_^^^;^^,„_,TRn;
,, . p Bn + i e-\- s' i
z-a-\-bi, ^»-(2« + l)(2n + 2) a2«+i'
e et s' restant compris dans les limites ± 1. On suppose de plus que la partie réelle de ^r, a est positive.
Comme on le voit, cette limitation de R„ devient complètement illusoire lorsqu'on fait tendre a vers zéro ; mais M. Lipschitz n'avait pas à s'occuper du cas a:=0, et la limitation du reste auquel il s'est arrêté suffisait pleinement pour le but qu'il s'était proposé, qui était tout autre que celui de vouloir déterminer avec exactitude quels services cette série pourrait rendre pour l'évaluation de log r (s).
Etude des intégrales de l'équation différentielle
cPz , 1 dz , _
da^ ' a da '
20. Nous rassemblons ici quelques-unes des formes principales sous lesquelles on est arrivé à présenter les intégrales de cette équation différentielle. On trouve d'abord cette intégrale , qui est holomorphe dans tout le plan ,
ou
1 r+icosawdM
Une autre intégrale est de la forme
J(a)log(a) + R(a),
R(a) étant holomorphe dans tout le plan, et, intégrant l'équation différentielle par des séries , on trouve cette seconde intégrale
En désignant par %p{x) la dérivée de log r(a;), l'intégrale générale est donc
[loga — v(n + l) + v(l)];
mais la seconde intégrale dont nous nous occuperons est celle-ci
2 r"' cos au
Km2 — 1
du.
Cette définition n'a un sens que lorsque a est réel. Pour opérer la continuation de cette fonction pour des valeurs imaginaires de l'argument, nous considérons, en supposant a réel et positif, l'intégrale
|. g du. On peut remplacer le chemin d'intégration OABC (Fig. 2).
Fig. 2.
AB
par une intégration suivant la partie positive de l'axe des y, transformation analogue à celle dont nous nous sommes servi dans le n° 7.
En supposant Vu'^ — 1 = -|- î à l'origine, on obtient
dv= ~T . , -z^- du 4- / du,
et la comparaison des parties réelles et imaginaires conduit à ces formules
(47) . . . K (a) = - / ï7= .=. du / ^7^^^= du,
2 r"^ sina2<
dw.
La relation (47) permet de continuer la fonction K (a) dans toute la moitié du plan où la partie réelle de la variable est positive. On vérifie aussi directement que les intégrales
rcc e-au ^1 sinaw ,
/ du, / r^ du
J Vl4-u^ ' J Kl— «2
satisfont l'une et l'autre à l'équation différentielle
d^z , 1 dz , 1
da^ a da a
et que, par conséquent, K(a) est bien une intégrale de l'équation différentielle proposée.
En supposant toujours a réel et positif, nous tirons de l'équation (47)
(49) , . . .K(az) = — / ^^ du / , ^ du.
' ^J Kl +«2 Tlj Kl— m2
Pour simplifier, nous remarquons que l'on peut, dans l'intégrale du, remplacer le chemin d'intégration OA par OBCD (Fig. 3).
|/l+tt2-
On obtient ainsi
.X gau. A g-au r^ g-au
/ . , du = i -7=^:^ : du 4- / ., 1 du.
J Vl+U^ J Fl— ?«2 ^J Km2_1
Kl+,
En changeant i en — i et substituant dans (49), il vient
K {ai)
n J Kl — M^ ^ ^J Km2— 1
c'est-à-dire (50) . . .
K(ai)
Fig. 3.
"ir^
21. Nous nous arrêtons un instant à la détermination des valeurs qu'il faut attribuer dans l'expression de l'intégrale générale (45) à A et à B pour retrouver la fonction K(a). Cette détermination de A et B a été donnée par M. H. Weber dans le Tome 75 du Journal de Borchardt. On peut l'effectuer aussi très simplement ainsi qu'il suit.
D'après la définition, on a
n r* cos vdv r^ cos vdv i f^ cos v dv
2 ^'^'-J V^^^-j V^^^^J VW^7
et
/•i cos, vdv r^ dv r^ 1 — cosu
, /l + Vl — a2\ rn—coav ^
^ K (a) + log a = log (1 + Kl - a^) -j donc
1 1 — cos V
dv + f
"" cos V dv
Lim
1 1 — cos v
jK(a) + loga =\og2-f '-^^"dv + f
* Jo=0 J V J
"^ cos vdv
Le second membre est égal à log 2 — 6 , (S désignant toujours la
î;p - 1 cosvclv = r (p) ces -^ ou
pn
/ î;p-i(1 — cost)dv— / vP-' coswdi;:
i~r(i)-f i)co8^
On en conclut pour jj = 0, à cause de r (jp -f 1) = 1 — 6p + • • ,
/•l 1 — COS « , /■"" C08 V ,
La relation (51) Lira
K (a) -j- log o
= log 2 — 6
donne sur-le-champ la détermination des constantes A et B, et il vient, en se rappelant que v» (1) = — 6,
Uia)=j:
(— l)nrt2n
log-+v(« + l)
En changeant a en ai, il faut remplacer log a par loga-|- o *» ^' '^ comparaison avec (50) conduit au développement
(53) . . / ^=,,== du=2^
J VU" — 1 •*7r
log — + V (n + 1)
donné par Riemann, de l'une des intégrales de l'équation
<fs , 1 dz _
da^ o da dont J {ai) est une autre intégrale.
22. On peut changer en intégrales définies les séries (52), (53). En prenant la dérivée par rapport à 6 de la relation connue
il vient , en posant ensuite a = M-f'i> ^==i>
„ /' 2„l0g(l— m2) 1.3...{2w — 1) r /ix , . -,.-,
et
donc
log — + V (n + 1)
= 2/" p^^Jva)+iog--iog(i-M2)
(iu.
En substituant cette valeur de log — -\-y>{n-{-l) dans les formules (52), (53), il vient, après une légère réduction, si l'on observe que
v(i) = -e-iog4,
'2 /•+! COSOM
Vl — u^
[— 6 — log2a(l — w2)]dM,
23. Nous abordons maintenant le développement en série semi-con-
Fig. 4.
A oaui
vergente de J (a) et de K (a). Considérons l'intégrale f ./ du dont
la partie réelle est y J (a). En intégrant sur le contour fermé OABCDO
(Fig. 4), l'intégrale est nulle. Il est évident aussi que l'intégrale étendue sur CD converge vers zéro lorsque C et D s'éloignent indéfiniment. On voit donc que l'intégrale de 0 vers A est égale à la différence des intégrales sur OD et BC, en supposant que C et D s'éloignent indéfiniment. L'intégrale sur OD s'obtient en posant u = iv, celle sur BC en posant u=zl-\-iv. En ayant soin de donner le signe convenable au radical Kl— M'^ dans le point B, il vient
/•i e«»"< , .r «""" ^ I (<—t)' /"" ^~ *«"'"' w / - du=:i I — du 4-pA *^' I - dv
ou bien , en faisant attention à la formule (47) ,
(56) .... e("~^)*f ^^^-=î^dv = ^lJ(a)-iK(a)l
On en conclut les expressions suivantes de J(a), K (a) où nous avons posé encore av = u
cosfa ~\ ,.x
J(a)= ï7=— / e-^u-il J + ±^.\du
>''-i-: r>+iâ
sin
du,
sinla — — j ^00
K(a) = \,— / e-"M-W ^ •" + _:L^\dM
nV2a \
}l^-'û K'+ll
cosfa — j-j
f-Ta l^' + S
M. Lipschitz développe maintenant les fonctions réelles 1,1 ./ 1 1
f-û f+'û vJ^-u i^'+f:
à l'aide de la formule
i, désignant une fraction positive. Il obtient ainsi
e-"u~i ( — ^^ -| \ du
y^-ii |/'+i^.
:2Vn
+ •••±1 o /^o^ o^ru„^2n-2■'"^''
= 2Vn
On voit qu'on obtient ainsi en même temps le développement de J(a) et de K(a). Quant au terme complémentaire R», la méthode adoptée par M. Lipschitz lui permet d'établir que la valeur absolue de Rn est inférieure à T„+i. De même, R^ est inférieur en valeur absolue à T^^.1. On peut resserrer un peu ces limitations, et faire voir que R„ et R^ sont positifs , ce qui entraîne déjà que Rn est inférieur à T„ et à T„ + i, r; à t; et à t;^.i. En effet, on a
dv 1 2 r dv
d'où l'on conclut
/ e-"M */ \ du = — dv „ du,
.iTe-uu-U—L^ -J^\du=^l
(62)-t/ .-««-i/-^.^=^ ^=i^\d«=:^/ dvl ^~;;^'"^ du.
1 + -r-o sin* V
En employant l'identité
, , «2 . , 4a^ ' \2aJ i i " ■ *
l + ^sm*. : l+^^sm^r
on retrouve les séries semi- convergentes déjà données, mais avec ces expressions des termes complémentaires
24. Lorsque a est grand , l'indice du plus petit terme dans chacune des séries semi convergentes (59), (60) est à peu près égal à a. En posant a=:n-}-r], on peut développer R„ et R; suivant les puissances descendantes de n. Pour faciliter un peu les calculs nous remplaçons M par 2 au, cot^ t; par v, en sorte qu'il vient
Lorsque n est grand , ce sont seulement les parties dans le voisinage de M = 1 , v=:0 qui ont une influence appréciable , et quand il s'agit d'un développement suivant les puissances descendantes de w, on peut borner l'intégration au voisinage de ce point m = 1 , v^O. Considérons Un et partageons l'intégrale en deux parties. Dans la première, m variera de 0 à 1 ; dans la seconde , de 1 à 00 .
Dans la première partie, on posera
ue
-u — g-i-x'^ l — u = V2x — ^x^-}-^gV2a^—..., l-^v = e»',
et l'on trouve un résultat de la forme
les coefficients Or,» étant des polynômes en )?, et ar,s = 0 lorsque s est impair.
Dans la seconde partie , on posera
ue-'* — e-'^-''\ M — l=xK2-f ..., l-\-v = ey',
et l'on trouve cette seconde partie égale à
)/^ f Je- 2« e-2«(x'+y') [2 (_ l)ra^ , a;»- «/»] da; d«/. La réunion des deux parties conduit à l'expression
et le développement de R„, suivant les puissances descendantes de n, est
En nous bornant aux deux premiers termes , nous avons obtenu
(65) . . .R. = e— l/^[A+(i,.+ |, + ^)i...], et , par des calculs tout à fait semblables ,
Dans les deux cas, le reste du plus petit terme est à peu près égal à la moitié de ce terme.
25. Considérons maintenant les fonctions J (ai), K(ai). La première conduit à une série semi- convergente de seconde espèce, dont nous
nous occuperons plus tard. Quant à K(ai), à cause de
on voit que nous avons à nous occuper , en ce moment , seulement de la partie réelle
2 /•» c — au
t; En posant m = 1 -|- — , on trouve
dv
ou bien
j l + ^sin^i.
On en déduit, par le développement
(^1 sm2»M \2al
— = l--^sin2M + ...±(^T sin2"-2M4
1 + Tz— 810^ M -1 + 9;: sin M
(68) âl = e-«y-[l-j;g- + ^^2:(g^2 — ••±1.2...(n-l)(8a)«-^^^"
R» = -oir-,.«..^/ dw/ dv.
2»-ia"K^ l + fsin^u
Ce développement semi- convergent a été donné par Riemann. L'indice du plus petit terme est à peu près égal à 2a, en posant 2a = n + >?, nous trouvons
26. Nous devons nous occuper maintenant de la fonction J (a i) = — / d V.
En posant r = — 1 -|- 2 m , il vient
(70) J(at)=:'-[ -4==-d«,
Le développement de ^. =, suivant les puissances ascendantes
de M, conduit sans aucune difficulté à cette série semi-convergente
' 27ial ^1.8a^ 1 .2.(8a)2 ^
donnée par Riemann , mais on n'obtient point ainsi une expression simple du terme complémentaire.
Pour nous débarrasser du radical Vl — u, nous observons que
en sorte qu'il vient
(71) .... J(ai) = —, V idv -: j — dw.
i p — 2au
L'intégration dans le second membre s'étend sur la bande infinie VOAB (Fig. 5) de largeur OA = 1 , et l'intégration , par rapport à î<, ne s'étend que jusqu'à m= 1. Afin de franchir cette limite et de pouvoir étendre l'intégration sur une bande VOCD d'une largeur arbitraire OC = L , nous observons que
donc
(7a) v.p./ ^^,dv = 0.
Si donc nous excluons du champ d'intégration la bande infiniment étroite limitée par les deux droites parallèles
nous pourrons étendre dans (71) l'intégration sur la bande de largeur L, VOCD; car, en intégrant d'abord par rapport à v, l'équa-
Fig. 5.
tion (72) montre que les parties qu'on ajoute ainsi se détruisent. En faisant croître L indéfiniment , nous écrivons sommairement
(73) .... J(aO = ^v.p.-y j j^^^^^ 3^,
le sens précis qu'il faut attacher à cette formule résultant des explications qui précèdent.
n— l)(8o)' du dv
C'est cette expression du ternie complémentaire, sous forme d'intégrale double singulière, qui va nous permettre de résoudre avec approximation l'équation transcendante R„ = 0.
28. Nous posons 2 a = n + »; et nous développons R„ suivant les puissances descendantes de n. L'intégrale
/ue-^x" e-*?" dîidv
v.p.ff(^:)"
1 — î< -f- V Km V
se décompose naturellement en deux parties P et Q, que nous allons considérer séparément.
Dans la première partie P, qui est positive, on a
[ —îl -\- v'^e, dans la seconde partie négative Q ,
La fonction t~ï_~ devient maximum pour m= 1, v = 0, et l'on ob-
Fig. 6.
tient la partie principale de P en intégrant seulement sur cette partie du champ d'intégration qui forme le voisinage du point A. Toutefois
à cause de la ligne de discontinuité AM , il faut y ajouter une bande le long de cette ligne AM. Il en est de même évidemment pour la partie Q, et il faudrait donc évaluer P et Q en étendant l'intégration sur l'aire indiquée dans la Fig. 6; mais, au lieu de cela, nous intégrons d'abord seulement sur une aire dont la forme est indiquée dans la Fig. 7.
Fig. 7.
Nous négligeons donc de continuer indéfiniment la bande le long de la ligne de discontinuité. Nous verrons plus tard que ce procédé est légitime.
29. L'évaluation de l'intégrale P, étendue sur l'aire indiquée, s'obtient par un changement de variables.
Nous définissons d'abord une fonction <p {x) pour des valeurs positives de X par les relations
en supposant que t varie de 0 à 1. La fonction q> {x) est positive et constamment croissante, ç)(0) = 0, (p{co)=l. Pour des valeurs suffisamment petites de as, on peut développer tp(x) suivant les puissances ascendentes des x; nous avons déjà trouvé (n" 2)
q,{x) = V2x-%x' + ^V2x?-\-jl^x^ -]-....
Nous introduisons maintenant, dans l'intégrale P, les nouvelles variables X, y, en posant
l-fr"~
On voit d'abord que le long de AM (Fig. 7) x est constant et infiniment petit, tandis que y varie de 0 à oo. Ensuite, d'après la définition de 99 (x), on voit que, pour t; = 0, on a aussi ?/ = 0, et, le long de OA, x varie de 00 à 0. Nous avons donc seulement à nous occuper de cette partie de l'intégrale qui correspond à de petites valeurs de x et de y; mais, pour des valeurs suffisamment petites de x et de y, on peut développer u et V suivant les puissances croissantes de a; et de y; ces développements ne contiennent évidemment que les puissances paires de y. En éliminant v, on a
Me-« = [m -}- ç) (x)] e-i-^*-!'".
Le premier terme du développement de u étant 1, on a
M=l-faa; + ^a;2 + y?/2 + ^ar5 + exî/2 + ...,
et l'on détermine sans difficulté les coefficients a, /?, y, ... par la méthode des coefficients indéterminés. Le développement de v se trouve ensuite à l'aide de la relation v^u — l -]- (p (x). On obtient ainsi
M = 1 — 1/2 a; + I a;2 4- 2/2 — J^ 1/2 0^4- K2 a;î/2 - . . . , v = y''[l + V2x + ^x^-\-U V2x^-V2xf- + ...].
Il importe surtout de remarquer que tous les termes de v sont divisibles par y'^, car nous avons observé déjà que v et y s'annulent en même temps. On conclut des développements précédents
Vu= 1 _ 1 1/2 a; + J^ a;2 -f 1 2^2 _|. _L K2 ar» -f 1 1/2 xî/'^ + . . . , Vv = y[l -\.lV2x-{- l-|a;2-fJ^K2a;»--^ 1/2 a; 2/2 +...].
A cause de u=:v -\-l — 99 (x) , on a
du dv
dx dx
dçp dx'
du dv dy~ dy
et
du dv du dv dv dtp
dy dx dx dy dy dx' U
en sorte qu'il vient
J j \l-\-v) l — u-\-v Vuv J J
ax ay Vu
et , par le développement de T ,
J J[l + v) l—ti + v ViTv
r /'e-»(^'+V) -^ [D Or»a3'' 2/*] dx d
L'intégration s'étend de x = e^\ et de y = 0 jusqu'à certaines valeurs positives de a; et de y, que nous pouvons déterminer maintenant par la condition que la série i:.ars x" y^ soit absolument convergente. Il
Fig. 8.
n'est pas même nécessaire d'étendre le champ d'intégration aussi loin que possible, et il reste un grand arbitraire dans cette détermination. La seule chose essentielle à remarquer , c'est que cette détermination ne dépend en aucune façon de n. Les coefficients Ors sont des polynômes en r] et ars=0 lorsque s est impair (Fig. 8).
30. En traitant d'une manière analogue l'intégrale Q, nous définissons d'abord une fonction (p^ (x) pour les valeurs positives de l'argu-
ment en posant
t variant de 1 à oo . Puis nous posons
ue-
1 — U-\- V = — (pi (x).
Le long de AM (Fig. 7) x est positif infiniment petit , ?/ varie de 0 à 00. Le long de AU, y=:0 et x varie de 0 à oo . En achevant le calcul comme tout à l'heure , il vient
e-''" dudv
\J J[l-\-vl 1— « + v Kit^
L'intégration s'étend encore de a; = e }^^ , y = 0 jusqu'à certaines valeurs positives de x et de y. Nous pouvons maintenant , dans les formules (76) et (77), étendre l'intégration jusqu'aux mêmes limites supérieures de x et de y. En réunissant les intégrales, les parties qui deviennent infinies pour « = 0 disparaissent , et il vient
^'"^'J J\l-\-vj 1-u + v Vt^
Dans le second membre, l'intégrale
r Te - » (^' + !/') a;"2 »• j/2 » (i a; d y ne diffère de
r re-''<'^+tnx^''y^'dxdy
que par une quantité qui converge vers zéro plus rapidement qu'aucune
puissance négative de n, et nous obtenons enfin le développement cherché
e *?" du dv n
9n( I ci3,o-\-ah2
Nous n'avons pas intégré, il est vrai, le long de toute la ligne de discontinuité ; mais , comme le résultat auquel nous arrivons reste le même en changeant dans une certaine mesure les limites supérieures de X et de y, on voit par là même que les parties un peu éloignées de A de la ligne de discontinuité n'ajoutent à l'intégrale que des parties qu'on doit négliger tant qu'il ne s'agit que d'un développement suivant les puissances descendantes de n.
31. En exécutant les calculs que nous venons de décrire, nous avons trouvé
et de là nous concluons la résolution approchée de l'équation E„ =: 0 par l'une ou l'autre des formules
^ 3240 a Pour avoir une idée de l'approximation obtenue , nous avons calculé
la racine de l'équation
1 J-^^-L-i'*- _L — ol/ZiZ
pour n=: 1, 2, 3, 4.
Voici les résultats :
, J^ , 1 Ji- 3^..(2w — 3)2 _ ■^ 1 . 8a "*" ■ • ■ "^ 1 . 2 . ..(?( — 1) (8a)»- 1
Racine
Valeur approximative
de R„ = 0.
d'après (80).
Erreur.
Pour de plus grandes valeurs de n, l'erreur diminue encore, et les formules (80), (81) suffisent pleinement à notre but.
Riemann , en donnant la série semi-convergente, écrivait
J(aî)_6 ^2^^ 2^ l.2...n(8aj"~'
et il ajoutait qu'on ne peut calculer ainsi J (ai) qu'en négligeant des parties de l'ordre e-^a vis-à-vis de l'unité. Le résultat auquel nous sommes arrivé confirme et précise ces indications.
Etude de la fonction P (a) = "S^ -^
32. Nous allons étudier maintenant à notre point de vue le développement en série semi-convergente donné en 1861 par M. Schlômilch de la fonction
(Zeitschrift fur Mathem. und Physik , t. VI).
En suivant d'abord l'analyse de M. Schlômilch , nous partirons de ces formules
r" sin m u
(83) ■ ■ -j — ^2^u:^i ^-=im+llog(l-e-'«)-^logJ«,
dont la première se trouve dans les Exercices de Calcul intégral de Legendre (t, II, p. 189). On peut l'obtenir sans difficulté à l'aide du développement
La formule (83) se déduit de (82) par une intégration par rapport à m.
En remplaçant m par — , —,..., — , on déduit de (82)
1 ga _ 1
. r"" du „ / . M , . 2m , , . 2wM\
/ _^'±<* — 2 sin — + sin h--- + sm--—
et
2 sm h . . . -f sm = sin ^ 1 — cos cot ^r--
Va' ' a/ a\ a I 2.a
En ajoutant à cette équation celle-ci, qui est une conséquence de (83),
("^ 2nu
0 = — alog2n + n-f aloga-f a.log\l — e " } — 2a\
2jiu
on obtient
^ -^^^=a(l+2 +--- + 2^-log2MJ + aloga + alogU-e »'j 1 e« — 1
/2nM 1 — cos {2a . u\ a , cot^r- — -— --■ du.
En faisant croître indéfiniment n, l'intégrale
C^ du . 2nu
converge vers \ , et l'on obtient
(84) P(a) = a(loga-f 6) + i-J,,
/2nu 1 — cos 2a . u\ a , cotrr— — s du \u 2al e""''—!
OU
/•*/2 .«\1 — cos2wM,
(85) .... .J„ = aj U-cot^)-^^^^^,rrr^"-
C'est en développant -- — cot h", suivant les puissances croissantes
de M, que M. Schlômilch a d'abord obtenu cette série semi- convergente remarquable
(86) . . Joo = 2:2!a + éTïl^s + • ' • + 2 « . (2«)"! a^»-! + ^"-
Mais il s'est glissé une erreur dans cette analyse , et le résultat obtenu' par M. Schlômilch , que R„ ne surpasserait jamais en valeur ab-
solue ^ T„^-i, est nécessairement mexacte d'après les remarques que
nous avons développées dans l'Introduction. •
Dans le Tome II de son Cours d'Analyse, M. Schlômilch est revenu sur cette série , en la rattachant cette fois à la formule sommatoire de Maclaurin , il arrive à ce résultat que la valeur absolue de R„ ne peut surpasser
33. Pour discuter cette série à notre point de vue, nous nous servirons de cette formule
Nous devons indiquer d'abord comment on peut passer de la formule (85) à la formule (87).
A cause de
u *^ 2 — 2^4^2r2 — u2' on obtient d'abord
"-X/ Id
°° iaudu 1 — cos2nM
"-1.J ir-
'"iavdv 1 — coa4:Jinrv
«2 .ln>ra« -i
Maintenant on a
j'^ iav dv 1 — cos innrv f^~^ \ f"^ m f^^^
] T^r^^ gï.va»_i -J +J +J
et, si nous posons pour abréger 4:nr = b, 4:n^ra=:c, '•^+« iav dv 1 — cos nbv
/•!+« iav di J T^=^2
du
: / 4 a '^^ (1 — cos n 6 m) J M
fj< _
_JL 1
:(!+«) Il
La fonction
est finie et con-
2 _ Mt<;a-«^_1 2 4- î<e'^<i+«' — 1 tinue dans le voisinage de m = 0, et, en appelant M sa valeur pour une certaine valeur de u comprise entre 0 et e, nous avons
sin iji nre \nnr
\ ^ 9 7-T dv= +/ +Ml£
En faisant croître n indéfiniment, les intégrales
f'^-e iav dv cos iji nrv , r=^ iav dv cos innrv
convergent vers zéro ; donc
r^ iav dv 1 — cos 4:71 nrv
p-^iavdv 1 . r^éav dv 1 , „
j 1 — ^2^ g45t'roo ]^ ' j 1 _î;2" g4;i'ro»_i ' ^'
et , en faisant tendre vers zéro s ,
"^iavdv 1 — cos47in?-w , r'^iavdv 1
— — , dv = v. p. / ^, —
Lira / -Tj 9
j;2 g4.T'roi- J
L'équation (88) conduit donc à cette expression de J^,
f-iavdvf^sr^ 1 \ _ „ ^ r^ ««^ ^«^ pf 1__
34. En faisant usage maintenant, dans la formule (87), de l'identité
nous retrouvons la série semi-convergente (86) avec cette expression du terme complémentaire
=° 4at;2»+idi; p/ 1
En effet, on trouve
(90) .... Pz;2*-ip( -J — ]dv =
l _Bi 1 4 2k{2k)\ a?" '
en substituant pour la fonction P la série qui sert de définition et en faisant usage de la relation connue
ce ^2k-\^^ ^B^ 1
,2m nv
35. L'expression du terme complémentaire que nous venons d'obtenir donne facilement la résolution approchée de R„ := 0. On a
inji' av
fin) désignant le nombre des diviseurs de n. Mais, quand il s'agit de développer la racine de R„ = 0, suivant les puissances descendantes de n, on ne doit retenir que le premier terme e"'^"^'"^. Après les explications du n'' 16, où se présentait un cas analogue à l'occasion du développement de logr(ai), il ne semble pas nécessaire d'insister plus longtemps sur ce point, car cela reviendrait à répéter à peu près ce que nous avons dit là. La résolution approchée de
/•" v-" + ^ «-■'"'""du ^
se déduit aussitôt du résultat du n° 8 , par un simple changement de lettres , et il vient
(93) ...... »» = 2^^a-y2-2592Ôl^.
et la valeur approchée de E„ , en posant 2 ji" a =: w + »/ ,
On peut, du reste, négliger le petit terme 2592^^ ^^"^ ^^S), et
prendre ainsi simplement 2n^a — ^g pour valeur approchée de la racine de R„ = 0.
36. Les expressions précédentes montrent l'extrême approximation que la série semi-convergente permet d'obtenir. L'ordre d'approxima-
tion est g"*""" 1/ — , et déjà, pour a= 1, l'erreur ne porterait que sur
la dix-septième décimale. Aussi nous prenons pour exemple cette valeur beaucoup plus petite a= ^. On trouve N = 4,52 : il faut donc prendre quatre termes et ajouter encore le cinquième terme , multiplié par une fraction k approximativement égale à 0,52. On obtient ainsi
et , pour X = 0,52 ,
le valeur exacte est
L'approximation avec laquelle nous avons résolu l'équation R„ = 0 ne laisse rien à désirer.
(Acta Math., Stockholm, 9, 1886, 167 — 176.)
/a e'^ dx.
Lorsque la fonction f{x) devient infinie pour une valeur a; = c comprise entre a et 6, cette circonstance peut ôter toute signification précise à l'intégrale
Çnx)dc
Comme on sait , Cauchy a introduit dans ce cas la considération de l'expression
r~'f{x)dx-\- ( f(x)dx.
Il peut arriver que cette expression tend vers une limite déterminée lorsque la quantité positive e tend vers zéro, cette limite est alors appelée par Cauchy la valeur principale de l'intégrale
/b rc— t fb
f{x)dx = Um / f{x)dx-\- f{x)dx.
Cette extension de la conception d'une intégrale définie n'est pas généralement admise, on l'a souvent rejetée à cause de sa nature trop arbitraire ou artificielle,
Riemann, dans un mémoire célèbre (Werke, p. 226) s'exprimait de la manière suivante :
„Dans certaines recherches particulières , d'autres déterminations de Cauchy sur la conception d'une intégrale définie dans les cas où celle-ci n'existe pas d'après sa définition fondamentale, peuvent être utiles, mais elles ne sont pas généralement admises , leur nature trop arbitraire ne s'y prêtant guère d'ailleurs."
La valeur principale d'une intégrale étant une quantité nettement définie , il semble que l'admissibilité d'une telle idée doive dépendre surtout de l'utilité qu'elle peut avoir. Nous croyons que les développements suivants montrent clairement, par un exemple, que les „recherches particulières" où la conception de Cauchy est de la plus grande utilité (ou plutôt nécessaire , si nous ne nous trompons pas) , ne manquent pas.
Nous considérons la fonction
q){a)= e'^dx
et nous supposons la variable réelle et positive. On trouve facilement ce développement
(1) . . . . cp{a):
= Ti + T2 + T3 + T, + ....
La série est divergente, mais on peut regarder cette formule simplement comme une manière symbolique d'exprimer que pour a ^ oo on a
limae-"' 9?(a) = -^ ,
lima^
etc.
Nous rencontrerons dans la suite encore d'autres développements divergents, on devra toujours les interpréter d'une manière analogue.
Nous nous proposons maintenant d'étudier ce développement et de montrer comment il peut servir à l'évaluation de (p (a).
Une intégration par parties donne
(2) cp{a) = e<^
' ià^'''"'^' 2»a2n-i
= Ti + T2 + ...4-T„ + R„,
«1, Og, ..., Un étant certaines constantes positives parfaitement déterminées. En effet , les fonctions qui figurent aux deux membres de (2) ont même dérivée. Ces deux fonctions seront donc identiques lorsqu'on pourra déterminer On de manière qu'elles soient égales pour une valeur particulière de a. Or si l'on prend a positif mais assez petit pour que
(p{a)<ie<^
il est clair que la formule (2) détermine une valeur unique de a„ qui sera supérieure à cette valeur particulière de a.
Ces constantes Oj , a^, ■ ■ ■ , a„ vont toujours en augmentant , c'est ce qu'on voit en posant a^a„+i dans la relation
/V«..«..=,-^ + îii±i/
— 2n — 2 ex2
dx.
3. Il est clair que si les constantes %, 03, ... étaient connues, rien ne s'opposerait plus à un usage légitime du développement (1). Car supposons que a tombe entre a„_i et a„, alors on aura évidemment
a)>Ti + T2 + ... + T„_i
ç> (a)< Ti + T2 + . . . + T„ _ 1 + T„ ,
et on aura renfermé (p{a) entre deux limites dont la différence est T„. Il résulte de ce que nous trouverons plus tard que T„ est précisément le plus petit terme de la série Tj -j- T2 + • ■ • o" ^^ terme qui précède ce plus petit terme et qui en diffère très peu.
La détermination des constantes a^, 02, ... est donc le problème principal qui doit nous occuper.
4. Il est évident d'abord que «« est la racine positive de l'équation
transcendante
fl , 1 , , 1.3...(2w-3)
(3) . . . ■<Pia)=^^'^[2a^^s-v-r g-a^»"
mais il nous semble à peu près impossible de tirer de là des expressions qui pourraient nous être utiles.
On peut mettre cette équation sous une autre forme plus avantageuse. Remarquons pour cela qu'en développant les deux membres de (2) suivant les puissances croissantes de a, on ne rencontre point de terme sans a dans le premier membre. Il doit en être de même dans le second membre , ce qui montre que Un est une racine de l'équation transcendante
En multipliant par a^»-! et en posant a^ = t, a^ sera donc une racine positive de
Cette équation admet évidemment une seule racine positive, on montre aussi facilement que le premier membre est négatif pour t=n, donc
al<n.
Mais l'équation (4), pas plus que l'équation (3), ne semble nous pouvoir conduire à ce résultat que al est susceptible d'un développement suivant les puissances descendantes de n
Ce développement , quoique divergent , n'en permet pas moins de calculer les a„ avec une grande approximation comme on le voit par ces quelques valeurs ;
n al d'après (5) erreur
Déjà pour n =: 3 l'erreur n'atteint plus une unité du cinquième ordre, et on peut considérer que notre but sera atteint, dès que nous aurons établi le développement (5).
Mais cela nous a été impossible en partant des expressions analytiques que nous avons développées jusqu'ici, et nous avons dû suivre une autre voie. C'est précisément la valeur principale d'une certaine intégrale définie qui se présente ici , et il nous semble que , dans cette occasion , on pourrait difficilement atteindre le but d'une autre manière.
Supposons a ^ 0 alors on a
On établira cette formule en montrant d'abord que pour o > 0 la dérivée de l'expression au second membre est e"^, et ensuite que cette expression devient infiniment petite en même temps que a. Pour abréger nous omettons cette démonstration.
Il est évident d'ailleurs que cette formule suppose bien a^O, car la fonction cp (a) est impaire. Si l'on considère les valeurs imaginaires,
on trouve que a doit être de la forme re^v avec r>Oet — 7<95<-j-
En employant maintenant l'identité
î4^2=i+-^+---+-^"-^+ïS
' ^2* ^«2(1 -x2) -V r — ^ :^- -J^^J^H pa>
X e ax — 2*+ia2*+^ '
on a évidemment
On retrouve ainsi le développement (1) mais avec cette nouvelle expression du terme complémentaire
(7) R„ = p^v.p.J ^^e<^i^-^dx.
En partant de cette formule on peut , après avoir posé (8) a^ = n-\-n
développer R„ suivant les puissances descendantes de w, et l'on obtient
(9) Rn= ^
V2n où Py, Pj, Pg, ... sont des polynômes en »?, Pa étant du degré 2 k -\- \
Ce développement est divergent mais nous avons dit déjà quel sens précis il faut y attacher.
Pour la manière d'obtenir ce développement , nous devons renvoyer à une thèse présentée à la Faculté des sciences de Paris , insérée dans les Annales scientifiques de l'École Normale (3'èmo Série, Tome 3, 1886, p. 201—258).
On conclut de ce développement que R„ s'évanouit pour une valeur finie de t], dont on trouve le développement suivant les puissances descendantes de n égal à
et comme nous avons posé a^=zn -{-tj, il en résulte
««="--6+405 «+••• C'est précisément le développement qu'il fallait obtenir.
6. En considérant , ainsi que nous l'avons fait, la quantité d^ comme racine de l'équation transcendante
^ — 2e«i<i-»-''da^ = 0 1 — X
la restriction que n soit un nombre entier , devient inutile et l'on définit
ainsi une fonction continue de n. Il est certain aussi que le développe ment obtenu donne une valeur fort approchée de cette fonction a^ dès que n est un peu grand , sans être nécessairement entier.
Si l'on regarde, au contraire, la manière dont nous avons défini originairement la quantité a„, on voit d'abord que l'équation (3) n'a un sens que lorsque n est entier. Il n'est pas possible d'étendre cette définition à d'autres valeurs. En regardant au contraire a^ comme la racine positive de l'équation (4)
-<^ (2 n - 2 tn — 1) I w
on peut bien supposer n variable d'une manière continue, mais la fonction a^ qu'on définit ainsi , devient discontinue lorsque la variable est égale à la moitié d'un nombre impair. Il nous semble que ces circonstances rendent à peu près impossible la déduction du développement (5) en partant directement des équations transcendantes (3) ou (4).
Supposons qu'on ait «n-i < a < a„ en sorte que
<p(a)>Ti + T2 + ... + T„-i,
<p (a)< Ti -f Ta + . . . + T„ _ 1 + T„.
Calculons la valeur approchée de
■(2n— l)(2o)2"-ir(n)
en supposant a grand.
Il est visible que la quantité >; = a^ — n reste toujours finie, elle
peut à peine franchir les limites ^ et — w- En désignant donc
par s, e', e", e'" des quantités qui s'évanouissent avec - , on a : r(2//) = (2w)2"e-8"l/^^ (1 -f e) r(rO = n''c-"|/^^(l+6')
et
^'•-2n-l^ (1 + 0(1 +«") aV2
Ainsi le développement (1) permet de renfermer g? (a) entre deux
0,707 limites dont la différence est approximativement — ^
Soit a = 4, on voit que Oig < a < Oj; et nous trouvons
8. Nous ferons voir encore comment on peut pousser plus loin l'approximation et obtenir une valeur très approchée du terme commentaire Rn-
Reprenons la formule
^^1.3...(2n-l)p^_,„^.,^^Ll^i|n_-jUV,._.^.,,
OU
oj-n
En posant
(11) A„=/ ^+idx
ol-n
(12) B=/ -. ^+idx
nous aurons
Il est visible que Â„ est une simple constante numérique qui dépend seulement de l'entier n, et qu'on peut développer de la manière suivante
(14) An = ao + "i + "| + -^ + ...
D'autre part , on voit aisément qu'on a
('^) B = Qo + '^ + | + ^| + ...
Qo» Qi> Q2» • • • étant des polynômes en rj qui s'évanouissent pour i] = Q, Qfc du degré 2A;+ 1 étant divisible par »;*+i. Ces polynômes sont faciles à calculer , et on trouve
lo = V,
r^-'? Uo'' 48 ''^ 8J'
Ce développement de B est convergent sous la condition | »? | < n et comme on peut choisir n toujours de manière que \ ^ \ ^ ^ \a convergence sera rapide et on peut évaluer facilement cette quantité avec toute approximation désirée.
Il est clair qu'en substituant les séries (14) et (15) dans la formule (18) on obtient un développement de R„ qu'on peut rapprocher de la
formule (9). La seule différence est que le facteur r7=- se trouve rem-
placé par ' on + iww+t — ''"' *''' d'après la série de Stirling on a :
1 ^ 1.3...(2n-l) + e V2n 2"+in''+* '
\ 2 jl.2n \ 23 J3.4n3^l 2^ y/ô-enf ■"'
en sorte qu'il est facile de passer de l'une des formules à l'autre.
Mais la forme (13) présente un grand avantage sur la forme (9), d'abord les polynômes Q sont plus simples et plus faciles à calculer que les polynômes P et ensuite nous savons maintenant que la divergence de la série A„ + ^ provient uniquement de la partie A„ qui est indépendante de r).
9. Le moyen le plus simple qui permet de calculer An avec une approximation indéfinie, c'est de prendre ?; = 0 ou a = Vn dans les formules précédentes. Il vient
(17)' .... 9>(KM)=Ti + T2-f ... + T„ + A„T„ + i.
11 faut calculer alors gs {Vn) à l'aide de la série convergente
Nous avons trouvé ainsi
D'autre part les quatres premiers termes de la série divergente (14) donnent les valeurs approchées suivantes (on a ajouté les corrections nécessaires)
On peut juger par là de l'approximation que l'on obtient pour de plus grandes valeurs de n. Dans le calcul de tp (4) on a besoin de la constante Aifj, et on trouve à une unité près du 8'*""" ordre
(Paris, C.-R. Acad. Sci. , 103, 1886, 1243^1246)
Sur les séries qui procèdent suivant les puissances d'une
variable.
(Note, présentée par M. Hermite.)
Considérons une fonction
dans l'intervalle 0^a;^l, la série étant convergente pour x = \ On doit prendre, comme définition de f (l),
f'{X) = \\m ^(^)~^^^> (lim ^ = 1 ). i — X
Mais /" (1) n'existe pas nécessairement, comme le montre l'exemple suivant. On a
log ^3.-) = X ''" ^" ' 8in(logj-— -)=^c„a?'.
Je dis que les coefficients 6„, c„ deviennent infiniment petits. En effet.
SUR LES SÉRIES QUI PROCÈDENT SUIVANT LES PUISSANCES D'UNE VARIABLE
donc
ù„-\-ic„— i.2...n
On en conclut
(n-lf.
lim 6„ = 0 , lim c„ = 0.
Posons maintenant
où an^Cn — Cn-\. Alors on trouve, pour x = l,
f(\) = lim (ai + «2 + • • • + «n) = lim c„ = 0 et évidemment , pour 0 ^ a; < 1 ,
fipc) = (1 — a;) sin ^log j-^^;^) • Par conséquent
Le sinus oscillant entre — 1 et +1, on voit que f (1) n'existe pas L'exemple
f(x) = VY^x = \-\x-~x^-^^^u?-...
est plus simple ; mais , dans ce cas , — \_x — ^''°^'' ^" ^^^^ ^^ toute limite en restant constamment négatif. Il conviendrait alors, peut-être, de dire que la dérivée existe et que /■'(!)=: — co . Mais ici se pose maintenant une question délicate.
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Supposons que f (1) existe et ait une valeur finie , peut-on en conclure que
lira/" (a;);. = i =/•'(!)?
Nous ne le savons pas. Nous n'avons pas rencontré un exemple qui eût montré que cela n'est pas vrai.
En posant
QO
on a
SnX"
oo
Dans le cas où la série ^ s„ est convergente , on a
lim ^2 + 2^3 + .-- + n.„+i
comme M. Kronecker vient de le démontrer *). Or on trouve
^^^^:^-r(a;) = (l-x)[s2 + 2«3X + 3s,ai2 4-...]
et l'on en conclut, d'après une proposition de M. Frôbenius^),
/•'(l)-limr(a;)x = i = 0.
Ainsi, lorsque la série ^ s» est convergente, la fonction f{x) admet
une dérivée qui est continue dans l'intervalle O^a;^ 1. Mais il reste douteux , si cela reste vrai , sous la seule condition que f (1) existe.
') Comptes rendus, t. CllI, p. 980.
^) Journal de Borchardt, t. 89, p. 262.
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Remarquons que, réciproquement lorsque f (x) tend vers une limite A pour x=\, on peut en conclure
lim
Mais cela résulte déjà de la continuité de f(x) et de la supposition relative à f'{x) et ne constitue donc pas une propriété nouvelle, spéciale
aux fonctions qui sont représentées par une série / anX^.
LU
(Acta Math., Stockholm, 9, 1886, 385- 400.),
Sur les racines de l'équation X„ = 0.
1. Nous aurons à invoquer dans la suite une proposition d'algèbre que nous allons établir tout d'abord.
Soit
X = £ i; UikXiXk 1 1
une forme quadratique positive des variables Xj, Xo, . . ■ , Xm.
On sait que les coefficients a,, sont positifs. Nous ajoutons maintenant la condition que les autres coefficients atk soient tous négatifs ou nuls.
Considérons les m équations linéaires
Nous supposons que les quantités |, sont toutes positives ou nulles. Dans ces conditions on peut énoncer la proposition suivante : „ Aucune des valeurs de x^, X2, ..., Xm tirées des équations (1) ne peut être négative, et si les quantités f,- sont toutes positives alors x^, x^, ■•.,Xm le sont aussi."
Dans la démonstration suivante nous ferons abstraction du cas trivial
dans lequel on a aussi
Xi — X^ — ■ . . — Xm — "•
On a
m mm
et il est clair par là qu'au moins un des a?, doit être positif car le second membre est positif.
Mais supposons que
soient négatifs ou nuls, et
^« + l> Xn•^•2| • • • ) Xm
positifs.
Dans la relation
(2) . ^iiXi=:I,I.ai!cXiXk-\- ^ Xi{auX,-^a2iXo-{- . ■ .-\-aniOCi) 1 1 1 «4-1
le premier membre est nul ou négatif. Au contraire dans le second
membre la première partie
£ D aUc XiXk 1 1
est nulle ou positive , et il en est de même de la seconde partie
£ Xi (ai ,• a;i + «2* ajg + . . . + a„i Xn).
Par conséquent les deux membres de la relation (2) sont nécessairement nuls tous les deux, ce qui exige:
La première partie de notre proposition se trouve établie par là. Pour démontrer aussi la seconde partie nous observons qu'en supposant
Xi ^— Xn -^— • . . ^— Xn ^^ U Xn -|- 1 » Xn-\-2i • • • > Xm
positifs les n premiers équations (1) montrent qu'on a
dès que l'un (et seulement un) des indices i, k surpasse n. Et ensuite il est clair qu'on doit avoir
Cette dernière conséquence démontre la seconde partie de notre proposition.
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Les équations (3) font voir que dans le cas exceptionnel que nous considérons on a
n n mm
1 1 H+ln+l
en sorte que X se décompose directement dans la somme de deux
formes quadratiques positives des variables x-^^,X2 a;» et Xn+i, Xn+2,
...,Xm. Le cas a^i = 0:2= . ■ • ^a^^O se présente alors dès qu'on prend f^ = |., = . . . = |„ = 0.
D'après ce qui précède il est clair que lorsque X ne se décompose pas directement dans la somme de deux ou d'un plus grand nombre de formes quadratiques d'un nombre de variables moindre que m , alors Xi, X2, . . . , Xm sont tous positifs, même dans le cas que quelques-uns des f, sont nuls.
Corollaire. Soit D le déterminant de X et désignons par Di* les mineurs de D en sorte qu'on a
D a;< = Il Dii + I2 I>2i + . . . -I- Im Dmi
alors aucun des mineurs Dit ne peut être négatif. Et si le cas exceptionnel examiné plus haut ne se présente pas, tous les Dit sont positifs.
2. Supposons que sur l'axe des abscisses 0 X on ait dans les points A et B dont les abscisses sont — 1 et -|- 1 deux points matériels fixes , la masse du premier en A étant a, celle du second en B, ;5 (a > 0, j8 > 0).
Imaginons encore n points matériels de masse égale à 1, qui peuvent glisser librement sur l'axe et placés entre A et B. Supposons enfin que deux points matériels se repoussent en raison directe de leurs masses et en raison inverse de leur distance. Dans ces conditions il y a une position unique d'équilibre pour les w points placés entre A et B, et si l'on désigne leurs abscisses dans la position d'équilibre par
(4) Xi>X2>Xs> . . .>Xn
ajj, X2, . • , Xn sont les racines d'une équation
(p (x) = 0 qp {x) étant un polynôme du degré n défini par l'équation différentielle (5) . . (l-a;2)<p"(x) + 2[a-^-(a + /î)x]9)'(a;) + Cç>(a;) = 0.
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C est une constante dont la valeur est
M (n + 2 a + 2 /9 — 1) comme on le trouve en cherchant le coefficient de x" dans le premier membre de (5).
C'est là un cas particulier d'un théorème démontré dans ce journal , t 6, p. 321 et suiv. i)
3. Les racines x^, ajg, . . . , ^n dépendent de a et /î et l'on peut les considérer comme fonctions des variables a et /? qui doivent rester toujours positives.
Lorsque a et /5 varient d'une manière continue , a;, varie aussi d'une manière continue et comme deux racines ne deviennent jamais égales, leur ordre de grandeur fixé par les inégalités (4) ne sera jamais changé.
Nous allons démontrer les inégalités
En effet, les quantités Xi, ..., x„ dépendent de n et de j8 par les relations ~r „ 1 T ^ z~ ~r • • • "1 ^. ^ .' ; ~r ~ ^ .TT "i • • •
iï/t~^l Xi^^i. Xi^~' X-1 Xi Xi — i Xi Xi-^\
En prenant les dérivées par rapport à a on obtient pour les -y-^ le système linéaire suivant :
(8) . . . ■ a<i^-^ + «.2-x—^ + -- • + «'>» V =^ L1 ^ ' à a à a ' à a Xi-\- i.
où
"'"~ (Xi + lf^ {Xi-\f^ {Xi- X^f^ '-•'^ {Xi-Xi--^f^ {Xi-Xi + rf^- ■
\Xi Xn)
dik = «Ai —
{Xi — Xkf
Ce système rentre évidemment dans le type des équations (1) car la forme quadratique
est positive , et a^i + 1 est aussi positif.
Les valeurs de -r — , v , • • • > s^ sont donc toutes positives. a a o a va '^
On trouve de la même manière
Ici les seconds membres sont tous négatifs , et il en est donc de même
dXi
des valeurs des
4. Considérons le cas particulier a^ fi, en sorte que Xi est fonction de la seule variable a. Il est clair d'abord qu'on aura
Xi -{- Xn = X2 -\- X„- i = X.^ -\- Xn-2 = . . . = 0.
Ainsi en supposant n^2wi ou n = 2m-\- \ il suffira de considérer les racines positives
Nous allons démontrer qu'on a toujours
dXi
da
ii=l, 2, ..., m) En effet supposons d'abord n = 2m, on aura
"" +^~.+Ar + A^ + -- +
1 OC i "j~ L 00% —^ 1 <j X t 0(/% ^^ CC-t
CCi "^ CCi — 1 CCi ^^ CCi-l-\
OCi Xm OCi ~j~ X^
Xi -p Xi~\ Xi -j- Xi-^i Xi-j-Xfn
d'où l'on déduit
a, \ c* X-i 1 (t Xo I I Cl Xtn
da ' da da
2Xi 1-^?
en posant
aiie^aki = -
(Xi-\-Xkf {Xi — Xkf • (rr ^ •va "T" ■ ■ ■ I /„ „ . \2 "i~ ir,. . ^ . . ,\2 ~r ■ • ■ I
\Xi — X^" (Xi Xi — i) (Xi Xi^\) (Xi — Xm)"
Qi=.^ L^2 + ••■ + ^^ lI ,2 + .^ .l.^2 + ■•-^- ^
' (Xi-\-X^^^ '"^ {Xi-\-Xi-\f (Xi-\-Xi^-if ' ■■■^ (Xi-\-Xmf
Le système (11) rentre encore dans le type des équations (1) car Uik est négatif et la forme quadratique
est positive. Mais les seconds membres dans le système (11) sont tous négatifs et l'on a par conséquent
da Dans le cas w = 2 ?w + 1 on aura a;m+i = 0, et
XiA-l~^ X (12)
Xi ~|~ 1 Xi i ù Xi Xi X-i Xi Xi — \ Xi hvt4-l Xi Xn
"^ Xi-\-Xi'^"'^ Xi + Xi-l'^ Xi-\-Xi+l"'^ Xi + Xm
La seule différence avec les relations (10) consiste, comme on le voit,
dans le terme 75 — qui est venu remplacer le terme ^ Ce terme
2 a;,- ^ ^ 2 Xi
provient de l'action des deux points matériels dont les abscisses sont — Xi et 0.
dXi
da
On trouve les équations linéaires suivantes pour les
diC, , , dXm 2 Xi
"" = {Xi + If + {Xi - If + 2^ + ^' + ^' (i=l, 2, ... m)
a,fc = aki'= ■
{xi + aîfc)^ (a;,- — Xkf et l'on en conclut les inégalités (9) comme tout à l'heure.
5. Les démonstrations des propositions exprimées par les inégalités (6), (7), (9) que nous venons de développer, nous semble la plus simple si l'on n'a en vue que ces inégalités elles-mêmes. Mais nous avons retrouvé ces inégalités encore comme conséquences d'une proposition d'un caractère plus général , à l'occasion d'études sur la quadrature mécanique de Gauss.
6. Nous allons développer maintenant quelques conséquences qui découlent presque immédiatement de ces inégalités (6), (7) et (9).
Supposons d'abord
l'équation (5) devient
ainsi Xi est une racine de l'équation obtenue en égalant à zéro le polynôme X„ de Legendre.
Prenons ensuite
On a
(1 — x^) <p" (x) ■\-{l — 2x)(p' {X) -{-n{n-\-{)cp(x)~Q
ou si l'on pose
95 (X) cos -^<p = y,
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donc
et par conséquent Dans le cas
cos (w + ^) 9' 95 {X) = j '—
cos Y 99
(2i—l)n Xi = cos f— p •
sm-g^ (p
on trouve de la même manière
X = cos g? ,
sin !« + -g j «p
9? ix) = j
in -g
a;, = cos ^ — j—- Mais d'après les iiiéj^alités (6), (7) il est clair que la valeur de .c, qui correspond à 0=0-, ^= ~n doit être plus petite que la valeur de Xi
pour a = -y, /8 = -7 et plus grande que la valeur de Xi pour a = ^,
Ainsi on a la limitation suivante pour la racine .r, de l'équation
Cette proposition est due à M. Bruns qui l'a obtenue dans le tome 90 du Journal de Borchardt, p. 327.
7. Nous pouvons obtenir des limites plus étroites à l'aide de H'inégalité (9).
Prenons en effet
on trouvera
a; = cos 9? ,
cp {x) =:Q.OSn(p,
et en second lieu
on trouve
iCi =: COS ^- '—
X = COS q) ,
, , 8in (w 4- 1) œ> sm <p '
a;,- = COS
D'après les inégalités (9) on en conclut la limitation suivante d'une racine positive de l'équation X„ = 0:
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Pour une racine négative on aurait évidemment Soit n=lO, on a d'après (A)
limites
limites 0,98883 0,95557
I 0,90097 Xç, 0,07473
( 0,73305 iCg 0,10956
( 0,50000 Xi 0,13466
et d'après (B)
limites
I 0,89101 Xo 0,04976
i 0,45399 Xi 0,03857
8. La proposition d'algèbre démontrée dans le n» 1 , ou plutôt le corollaire que nous en avons déduit, se trouve lié étroitement à une question qui se présente dans le problème de la distribution d'électricité sur un système de conducteurs.
Soient Aj, Ag, . . . , Am les conducteurs, e^, pg, • • • , ^'m leurs charges respectives et Vj , Y^, ■ ■ ■ , Vm les potentiels correspondants.
On a
(a) Yi = piie^-\-pi2e2-\- ...-{-pin.em
ii=l, 2, ..., m) et réciproquement
{fi) e.- = gn Vi + g.-2 V2 + . . . + Qim Vto
(Maxwell, Traité d'électricité et de magnétisme, § 87.)
La forme quadratique
l,i:qikXiXk est positive. Le coefficient positif qa est la capacité du conducteur A,tandis que 3,4 est un coefficient d'électricité induit et négatif.
Le système (P) rentre donc dans le type des équations (1), et d'après notre corollaire les coefficients du système (a) sont donc tous positifs, ce qui est bien connu et ce qu'on établit directement à l'aide de la théorie du potentiel.
Mais le système (/?) n'a pas la même généralité que le système (1) car on a entre les coefficients qtk les relations
îtm^O
tandis que dans le système (1) on n'a pas nécessairement les relations correspondantes entre les Uik.
Mais aussi dans le système (a) Xespik ne sont pas seulement positifs , la théorie du potentiel montre qu'on a en outre
Pii'^Pik.
D'après cela il est fort probable que si l'on assujettit dans Je système
(1) anx^-\-ai2X.2-]r ■■ ■-\-aimXm^=èi
{i—l, 2, ..., m) les coefficients Oj* à ces conditions additionnelles :
8i = an + «i2 + • ■ • + a.m^O, il en résultera pour les Dit la conséquence
D.i^Difc.
C'est ce que nous allons prouver en effet.
Supposons d'abord
s.>0 (i=l, 2, ..., m) alors on a
Di,>D.ft.
Il suffira évidemment de faire voir que D^ > Djg- A cause de D aJi = Il Du + ^2 D21 + . . . + I™ D™i cela revient à montrer que pour
fi = + l, ^2 = -l, ^. = 0
la valeur de a^i tirée du système (1) est positive. Or on a
m mm
2 Oîi I,- = Xi — a^a = 2 2 Uik Xi Xk
d'où l'on conclut d'abord que les Xi ne peuvent pas être tous nuls ou négatifs , ou bien tous nuls ou positifs et ensuite
Donc si «i était nul ou négatif, x.j serait négatif. Supposons donc que
Xi, rcg, ..., a;„, (w > n ^ 2)
soient nuls ou négatifs, et
Xn-\-\i Xn-\-2r • • • i ^m
positifs.
On devrait avoir
m n mm
2 ^i Xi = 0 = 'S Xi{an + hi ^n +1 -j- . . . -j- Umi Xm) -\- ^ 2 UikXiXk n+1 1 n+ln+1
ce qui est impossible car le second membre est positif. On a donc nécessairement Xj > 0 ou
I>ll>Di2-
Il est clair maintenant que dans le cas
on doit avoir nécessairement
car un changement infiniment petit des Uik suffit pour rentrer dans le cas Si > 0.
10. Cherchons encore les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on ait
Dii = Di2- D'après ce qui précède il est clair qu'au moins un des Si doit être nul mais cela ne suffit pas.
En prenant comme tout-à-l'heure
fi = +l, l2 = -l, l. = 0
la condition Dj , := Djo revient à x^ = 0, et les inconnues x.2, x-^, . ■ . , x„ se trouvent déterminées par le système
am2 ajg + am3a;g + . .+ûtmma;m= 0.
Deux cas sont à distinguer.
I. La forme
ne se décompose pas directement dans la somme de deux formes quadratiques d'un nombre de variables moindre que m — 1.
Alors Xn, x^, . . . , Xm seront négatifs , d'après ce que nous avons vu dans le n" 1. Et comme on a
2 f ,■ =: 0 = «2 a;2 + *3 X^-\- . . ' -\- SmX„
on en conclut
, Sm = 0.
Réciproquement, si ces relations (a) se trouvent vérifiées, il est clair que le système (1) donnera x^ = 0 ou Du = Di2 car on trouve
et Sj n'est pas nul.
II. La forme
«1 rci = 2 li = 0
2 I,aikXiXk
se décompose directement dans la somme de deux ou de plusieurs formes quadratiques.
Alors les variables
se décomposent en plusieurs groupes. Soit
le groupe dans lequel se trouve x^-
Le système (1') se décompose en deux systèmes relatifs aux deux groupes de variables
^21 "^S' • • • I •'''* > Xn + ly • • • ) -^m
et on voit qu'on aura :
Xn+l = Xn + 2=^ ■ ■ ■=Xm = 0.
La relation
permet donc de conclure:
(b) «'2 = 0, Sq = 0, ..., Sn = 0.
Réciproquement , si les conditions (b) sont vérifiées et qu'en outre on a identiquement :
mm n n mm
^ XaikXiXk-='^ ^ttikXiXk-}- 2 2 OikXiXk
alors le système des valeurs de X2, x^, . . . , x,n tirées des équations (1'), joint à la valeur Xi = 0, satisfait au système (1) et l'on a par conséquent Dii:=Di2- Pour le montrer il suffit évidemment de vérifier la première des équations (1), ou bien l'équation obtenue en prenant la somme des équations (1). Or cette dernière
se trouve vérifiée évidemment.
Nous avons supposé ici w < m , pour n = m on rentre dans le premier cas; et l'on a le résultat suivant.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que
consistent dans ce que , pour une valeur spéciale de n
2 ^ n ^ m on ait i
(I) S2 = 0. Ss = 0, ..., s„ = 0
et
I«2,n4-1 ^ fl2,n + 2 = • • • =«2,m = 0, p3,n + l = Œ3,» + 2 = . . . =rt3,m ^^ 0,
|fln,n + l — 0!n,n + 2 — ... — Cln,m — 0.
Dans le cas w =: m les conditions (II) disparaissent.
11. Supposons les conditions (I) et (II) remplies, il n'est pas permis de conclure que les valeurs de Xq, . . . , Xn sont négatives, car la forme
E I.aikXiX!c 2 2
pourrait encore être décomposable. Mais si cela eut lieu , il est clair que les conditions (I) et (II) seraient encore satisfaites pour une valeur plus petite du nombre n.
Si donc nous supposons que n soit le plus petit nombre pour lequel les conditions (I) et (II) sont satisfaites , on aura
et à cause de
Dxi = Di, — D2,-
nous pouvons donc ajouter :
la condition Dn:=Dio entraîne nécessairement les relations
pour i = 2, 3 , . . . , n , pour i > M.
Dii<D2.
Dh = D2,-
88 sur les racines de l'équation x„ = 0.
Note.
Après avoir terminé la rédaction de cet article, je viens de prendre connaissance d'une note Sur les racines de certaines équations par M. A. Markoff, (Mathematische Annalen, T. 27, p. 177). L'auteur y déduit d'abord la limitation des racines de l'équation X„ ^ 0 déjà obtenue par M. Bruns, et ensuite il obtient aussi et pour la première fois , la limitation plus étroite (B).
La démonstration que j'ai donnée est différente de celle de M. Markoff, mais une seconde démonstration à laquelle j'ai fait allusion seulement dans le n°. 5, ne diffère pas au fond de celle de cet auteur.
LUI
(Bull. Sci. math., Paris, sér. 2, 11, 1887, 46 — 51).
Exemple d'une fonction qui n'existe qu'à l'intérieur d'un cercle.
La notion d'une fonction d'une variable imaginaire pour laquelle le domaine de la variable est nécessairement restreint par la nature même de la fonction est d'une si grande importance qu'il ne semble pas inutile de donner un exemple d'une telle fonction , même dans un Cours où il serait impossible d'exposer les recherches de MM. Weierstrass, Mittag- Leffler, Poincaré sur ce sujet.
Peut-être trouvera-ton l'exemple suivant assez simple pour remplir ce but.
1. Soit a une quantité dont le module est égal à l'unité On a
La série est convergente sous la condition mod ^! = 0 < 1, et le cercle de convergence est un cercle C décrit de l'origine comme centre avec un rayon égal à l'unité.
En remplaçant chaque terme de la série par son module , on voit que
a — z ~ l — Q Prenons maintenant une suite infinie de quantités
dont le module est égal à l'unité, et posons
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En supposant mod « = g < 1 , la série est évidemment convergente et l'on a
Développons suivant les puissances croissantes de ^; , il vient
La série double restant convergente quand on remplace chaque terme par son module, on peut prendre les termes dans un ordre quelconque. En particulier, il est permis d'ordonner suivant les puissances de s ; la fonction f{z) peut se mettre sous la forme
(2) f{z)='^CnZ\
et le rayon de convergence de cette série est égal à l'unité. Il est clair aussi que le module d'un coefficient quelconque Ck ne peut surpasser la
^ 1 constante T^ ~3 = 1»202
2. Nous allons étudier maintenant la manière dont varie la valeur de f{z) lorsque z s'approche d'une certaine manière de la circonférence du cercle de convergence C.
Mais il faut d'abord préciser les valeurs des constantes
Si l'on représente ces quantités dans le plan par des points
"il ■'• 2 ) • • • > ^n > • • •
ces points se trouvent sur la circonférence du cercle C.
Nous prenons a^ , a^ de manière que Pj et Pg se trouvent aux extrémités d'un diamètre du cercle.
Nous choisissons ensuite a^, a^ de manière que la circonférence se trouve divisée en quatre parties égales par les points P^ , Pg , Pg , P4.
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En continuant ainsi, on choisira Oj, ag, «7, a^j, de manière que les points Pj, P.,, . . ., Pg sont les sommets d'un polygone régulier de huit côtés inscrit dans le cercle.
Généralement pour A; = 2"-i, on devra prendre
de manière que la circonférence C se trouve divisée en 2k parties égales par les points Pj , P2, . . . , P2ft.
Ayant défini de cette manière la suite infinie
il est clair qu'on trouvera toujours un nombre infini de points P* sur un arc quelconque de la circonférence, si petit qu'on voudra le choisir. Il importe de trouver une limite inférieure de
mod (or — as) {r>8) Le nombre Or doit se trouver dans une des suites
Ctk + l, CCk + 2, • . ., O2A:,
(A = 2«-i), et il est évident qu'on peut prendre alors pour cette limite inférieure le côté du polygone régulier de 2 A cotés inscrit dans le cercle,
mod {ttr — a.,) ^ 2sin
Us) > 2 sin -^■
et, par conséquent,
mod {ttr
Pour simplifier, nous remarquons que l'on a
2 sin a; > x,
tant que x ne surpasse pas ^ ; donc
mod {(ïr — «s) > (r > 8).
Envisageons maintenant un nombre au quelconque et posons
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M étant réelle et positive. Le point P qui représente z se trouve alors sur le rayon OPa En faisant tendre u vers l'unité, en croissant continuellement, le point P s'approchera indéfiniment du point P^ de la circonférence C.
On a, d'après (1),
ou bien
(4) ^(«/iW)-^(i^^) = F,(M) + Fo(M),
en posant
fc+ 1 " \^^ ~- «* "/
Dans l'intervalle 0 ^ m ^ 1 , la fonction Fi (m) est évidemment finie et continue ; nous allons voir qu'il en est de même de Fg (m). Remarquons pour cela d'abord que
mod(-^*^)<--.,-i ,.
\an — akuj— mod (a„ — ak)
Pour le mettre en évidence , joignons par des droites le point P„ qui
représente a„ avec 0, P et P* et posons P^OPn = (p. A cause de m ^ 1 , on a 4m2 sin2 1 ç' g (1 + uf sin2 |ç, -f (i — m)'-^ cos^ ^<p = 1 — 2m cos ç) + m'^;
Kl — 2m cos ç) + m2 - 2 sin ^ 9?
Mais cela revient à la limitation indiquée , car modafcM = OP ^m.
mod (a„ — a/( m) =PP„ =Kl — 2m cos g^ + w^ mod(a„ — Uk) = PnP* = 2sin |ç).
Dans la série Fo (m) , l'indice w est plus grand que A, et , à l'aide de (3), on trouve , par conséquent ,
ttkU
mod -
n^ \an — a* M,
)^ nn^'
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et cela dans tout l'intervalle 0<m< 1. La série V* — s étant conver-
gante, on en conclut, d'après un théorème de M. Weierstrass (voir Tannery, Théorie des fonctions d'une variable, p. 135), que la série
est absolument et uniformément convergente dans l'intervalle 0 ^«^ 1. La fonction Fg (m) est donc finie et continue dans le même intervalle, et lorsque n tend vers l'unité , Fj (m) et Fg (m) tendent vers les valeurs finies Fi(l) et FgCl). En posant F^ (1) + F2(l) = A, l'équation (4) nous montre donc que
lira
^(«*")-rB''r^)L=r^
On voit par là que , lorsque la variable z s'approche indéfiniment de la valeur au en conservant constamment le même argument que ait, alors la partie réelle de
est positive et croît au delà de toute limite Au contraire, la partie purement imaginaire de f{z) tend vers une limite fixe.
4. Soit maintenant («q, Pq) un point quelconque à l'intérieur de C ; on a
et le domaine de convergence est un cercle Cq décrit de Pq comme centre avec un rayon au moins égal à 1 — mod z^.
Mais il est impossible maintenant que ce rayon soit plus grand que 1 — mod^o. de manière que l'intérieur de Cn tomberait en partie en dehors du cercle C.
En effet , dans cette supposition une partie de la circonférence de C se trouverait à l'intérieur de Cq. Prenons un point (a*, Yk) sur cette partie de la circonférence C (il y en a une infinité). La valeur de f\z) devrait être finie pour 2 = 0* et, lorsque le point z s'approche de P* suivant le
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rayon vecteur, la valeur de f{z) devrait tendre vers cette valeur finie de /'(ai).
Mais nous savons que cela n'a pas lieu, la valeur de f{z) ne tend pas vers une limite finie , parce que sa partie réelle croît au delà de toute limite.
En considérant la fonction f{z) , le cercle G forme donc bien la limite naturelle pour le domaine de la variable z. Il est impossible de continuer cette fonction en dehors de ce cercle.
(Nouv. ann. math., Paris, sér, 3,6, 1887, 210 — 215.)
Note sur la multiplication de deux séries.
Supposons qu'on ait deux séries convergentes
s = Mj -f «2 + «3 + . . . ,
Lorsque ces deux séries sont absolument convergentes , on sait que la série ^UaV^ formée par les produits deux à deux de leurs termes, écrits dans un ordre quelconque , sera absolument convergente et égale à at (Jordan, Cours d'Analyse, t. I , p. 110).
Dans la suite , nous supposons que la série
t = Vi + V2 + V3-^...
est absolument convergente ; mais quant à la série
S = Mi + M2 + «3+ •••>
nous ne supposerons rien de plus que sa convergence.
Dans ces conditions, la série XUaV^ n'est plus nécessairement absolument convergente , et par conséquent il faudra préciser l'ordre dans lequel on effectue la sommation
Écrivons pour cela les termes ««v^ dans le Tableau suivant
Mit),, M0V1
UiV^, ...,
»sv^,
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OU, plus simplement, en indiquant les termes UaVp par des points
Traçons maintenant dans ce Tableau (A) une courbe C qui est coupée en un point seulement par une droite horizontale , et prenons la somme de tous les termes u^vp qui se trouvent du même côté de cette courbe que Mi«i.
Si maintenant la courbe C se déforme d'une manière quelconque en s'éloignant indéfiniment, mais à la condition d'avoir toujours une seule intersection avec une droite horizontale , nous aurons fixé par là l'ordre dans lequel on doit prendre les termes de la série XUaV^. Nous allons faire voir qu'on a alors
Soit L la limite supérieure des modules des sommes
Wl + «2 + W3,
et e„ la limite supérieure des modules des sommes
Un+\,
Mn + 1 + M„ + 2i
Mn + l + Un + 2 + Mm + S,
Mn + 1 + Mn+2 + Mn+3 + M„ + 4,
NOTE SUR LA MULTIPLICATION DE DEUX SERIES
Alors L est finie et s„ converge vers zéro en même temps que - , parce
que la série s = m, -f "2 + «g + • • • est convergente. Soit enfin »;„ la limite supérieure des sommes
mod V n + 1 1
mod v„+i -\- mod v„-\.2,
moà v„ + i -\- mod Vn+2 -{- mod Vn+3,
Comme nous admettons que la série
T = mod Vi + mod ^2 + ^'^^ % + • • •
est convergente, >;„ converge encore vers zéro en môme temps que — Posons maintenant
S„ = «1 4- «2 + • • • + Wn , fn = Vi-\-V2-^...-\-V„,
et prenons dans la série EUaVj} un nombre de termes assez grand pour y retrouver tous ceux du produit Sntn- La courbe G enveloppera alors le carré
Vn
Vn
et, si nous prolongeons le côté horizontal inférieur jusqu'à l'intersection avec C , nous aurons
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(2m„V^)c =Sntn + P + Q.
P= Vi{u„ + i-\-U„ + 2 + .■■) + î>2 ("« + 1 + W n + 2 + • • •) +
Q=- r„ + i(Wi + M2 + M3 + •• )
I. Prenons les deux séries
(1) /'(2) = ao + ai5;4-a2^2 + fl3s5 + ...,
En ordonnant le produit suivant les puissances de z
(3) . . . . f{z)g(z) = CQ-\-c^z-\-CoZ^-\-CsZ^-\- ...,
les courbes C sont des droites inclinées de 45°.
Si les séries (1), (2) sont convergentes pour « = R et que la convergence soit absolue pour l'une de ces deux séries, alors, d'après le théorème démontré , la série (3) sera également convergente pour 2 = R et égale à
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II. Prenons les séries
En multipliant , on peut mettre le produit sous la forme
en posant
hin) = :Lnd)9[fj,
d parcourant tous les diviseurs de n. Les courbes C sont évidemment des hyperboles équilatères.
D'après notre proposition, lorsque la convergence de l'une des séries F (s), G (s) est absolue, alors la série
sera convergente et égale à F (s) G (s).
Nous énoncerons encore la proposition suivante :
Supposons que les séries F (s) , G (s) soient convergentes pour s^a , elles seront encore convergentes pour s^ a. Si maintenant la convergence n'est pas absolue, on pourra cependant déterminer deux nombres positifs /î, y, tels que la série F (s) soit absolument convergente pour s = a -|- /?, et la .série G (s) absolument convergente pour s^^a-{-y.
Alors la série
est convergente et égale à F (s) G (s) pour les valeurs de s ^ a -f
Cette série est aussi convergente et égale à F (s) G (s) pour s'^a -\- ^ •
Lorsque ^ ou / est égal à zéro , on retombe sur la proposition démontrée plus haut.
(Acta Math., Stockholm, lo, 1887, 299 — 302.)
Table des valeurs des sommes Sa = y^ w-^
Dans le Traité des fonctions elliptiques et des intégrales Eulériennes (tome II, pag. 432) , Legendre a donné avec 16 décimales les valeurs de
Cette table de Legendre ne contient pas de graves erreurs , mais la comparaison avec nos résultats montre que dans 6 cas les valeurs de Legendre ont besoin d'une correction d'une unité de la dernière (seizième) décimale ; ce sont les suivants :
"^5) '^Ti '^lO) "^111 ^16» "35»
corrections — 1, -)- 1. + 1. + 1» + l» + L Ces nombres S^ figurent dans le développement
log r(l +x) = -Cx-{-^ ^--^ Skx",
et la table de Legendre a ainsi servi de base au calcul des coefficients du développement de la fonction entière [/^(a;)]"^ entrepris par M. Bourguet. (Acta Mathematica t. 2 , p. 271 et suiv ).
La disposition de la table suivante n'exige aucune explication, mais nous devons indiquer l'approximation des valeurs inscrites dans le tableau.
On a donné le résultat brut d'un calcul fait avec 32 décimales. Chaque nombre est la somme d'un certain nombre (trente au plus) de nombres
TABLES DES VALEURS DES SOMMES S
lOl
calculés à une demi-unité de la 32'""® décimale près. Par conséquent l'erreur d'une des valeurs données sera toujours inférieure à
Mais il va sans dire que l'erreur sera presque toujours notablement inférieure à cette limite, d'abord par suite d'une compensation d'erreurs et ensuite aussi parce qu'à partir de à; = 22 on a obtenu S/t par l'addition de moins de 30 nombres partiels.
Les relations
permettent de contrôler l'ensemble des calculs. La première vérification donne une erreur de 5 unités , la seconde une erreur de 3 unités de la 32emo décimale.
TABLES DES VALEURS DES SOMMES Sfc.
Sfc 3298678780 5050272773 1992596531 0818905125 0850351465 0155482836 5071178983 2533402478 6265972851 3132743241
TABLES DES VALEURS DES SOMMES S/c-
Nous avons mis à profit nos résultats pour calculer la constante Eulérienne d'après la formule
1 4- log 2 - log 3 - ^
^ (2ft + l)4"*'
et nous avons obtenu la valeur suivante qui est exacte avec 33 décimales ; 0 = 0,5772156649 0153286060 6512090082 402.
(Paris, C.-R. ass. franc, avanc. Sci., sess. i6, i, 1887, 168.)
Sur les maxima et minima d'une fonction étendue sur une surface fermée.
Pour une surface fermée simplement connexe, le nombre des maxima et minima surpasse de 2 unités le nombre des cols (points où il y a maximum par rapport à deux angles dièdres opposés, minimum par rapport aux angles dièdres supplémentaires). C'est un résultat qui découle facilement d'un article de M. Reech (Journal de l'École polytechnique, Cah. 37).
En généralisant, pour une surface fermée quelconque , 2k-]-l fois connexe, on trouve 2 — 2k pour la différence entre le nombre des maxima et minima et le nombre des cols.
(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 7, 1888, 26-31.)
Sur une généralisation de la formule des accroissements finis.
1. M. H. A. Schwarz a donné, dans les Annali di Matematica de Brioschi (série II , t. X) le théorème suivant :
Soient f^ («), /"o (t). ■ ■ •,fn (t) des fonctions réelles d'une même variable réelle t. On suppose que ces fonctions , de même que leurs dérivées jusqu'à l'ordre n — 1 inclusivement, sont finies et continues.
Dans ces conditions, si ^j, ^g» • • • > '« sont n valeurs différentes appartenant à l'intervalle a, 6, le quotient
fi(K)Mi) fdk)fAk)
fnik) fn (k)
flitn) Mn) . . . fn{tn)
1 t, tl
1 tntl
n'est pas plus grand que . , g, „. -, — -_^—r^-, et pas plus petit que
w , M désignant la plus grande , m la plus petite des
valeurs du déterminant
n in
fAt')
fnil')
sous les conditions
l(n-\)< fin) g ft.
Comme le remarque M. Schwarz, ce théorème permet d'établir, d'une manière rigoureuse , certaines propositions fondamentales dans la théorie des courbes planes ou gauches. Soit, par exemple, M un point d'une courbe gauche , et prenons sur cette courbe trois points infiniment voisins de M. Le plan osculateur en M est la position limite du plan qui passe par les trois derniers points. A laide du théorème de M. Schwarz, on reconnaît aussi clairement les conditions dans lesquelles cette proposition est exacte.
2. La démonstration que M. Schwarz a donnée de son théorème est extrêmement simple. La circonstance qu'elle exige des intégrations nous a conduit à chercher si l'on ne pourrait pas arriver au but d'une manière plus élémentaire.
Nous avons reconnu alors que le quotient considéré est égal à
A ii')
k in
. . . fn («')
mn
mn
ff-'Ktn
/•{n-D ••-In
où
^") = (<j, ^^, .... tn),
(t^,L, . . ., tk) désignant un nombre compris entre le plus petit et le plus grand des nombres t^, t„, . . ., tk-
3. La démonstration de ce théorème s'appuie principalement sur le lemme suivant.
Si une fonction f{t) s'annule pour n valeurs différentes de la variable
nt,)=o, /-(y^o, ..., nfn) = o,
alors on a
/•("-i)(f) = 0, où
Il faut supposer que la fonction f(t) admet des dérivées f {t\ f" {t\ . . ., f(»-'~){t) qui sont finies et continues et que /'"--'(O admet encore une dérivée finie /'" "'*(0. mais on n'a pas à supposer que /<" ~^>(0 soit continue.
En effet , soit , par exemple , n = 3 et
tl<t2< h-
Ayant on en conclut d'abord
t' étant compris entre ^^ et ^2 (en excluant les limites), et t" entre?., et /g. Ayant donc
on voit ensuite que la fonction f"{l) doit s'annuler pour une valeur de la variable comprise entre t' et t", valeur qui sera comprise aussi entre
tl et /g.
4. En s'appuyant sur ce lemme, la démonstration du théorème énoncé est très facile. Nous supposerons w = 4 , et posons
fiy) 9 (y) h (y) k{y)
fit) g{t) hit) k{t)
l X x^ aP l y y^ y^
Considérons la fonction
^ ^ fiz) g{z) h{z) k{z)
Il est clair qu'on a identiquement
F(a;) = 0, F{y) = 0, et encore, à cause de la valeur A,
On en conclut
où
ce qui revient à
r(0 9"'(0 h"'{C) k"'(0 Soit maintenant
î fix) g(x) h(x) k{x)
f(u) giu) h [il) k{u)
no g"'{!:) h"'{0 /c"'(C)
Il est donc clair qu'on a donc
où
On a , par conséquent ,
f{y) g {y) '^iy) ^iy) rkn) g" {ri) h" M k"[n)
I r'(C) 9"'(C) h"'{i:) k"'(C) Considérons enfin la fonction
g(w) = Il est clair qu'on a
f'iv) g" M h"{f]) k"{n)
no g"'{0 h"'(C) k"'0)
donc
OÙ
Or cela revient à
fix) g{x) h{x) k{x)
f'iS) g'{^) A'(l) k'{^)
firù g" in) h" in) h" in)
no 9"'iC) h"'{c) r'(C)
ce qui est l'expression du théorème annoncé.
On remarquera que cette démonstration suppose seulement que les dérivées secondes
rit), 9"it), h"it), k"it)
admettent des dérivées
nt), g"'it), h"'it), k"'it);
mais il n'est pas nécessaire de supposer que ces dernières fonctions soient continues.
Mais, si l'on ajoute cette dernière condition [la continuité de /"'"(<), g'" it), h'" it), A"'(<)], on conclut directement que, si x, y, z,t tendent vers une même limite a, on a
fia) gia) h {a) A (a)
fia) g'ia) h' ia) A' (a)
ria) g"ia) h" (a) k" (a)
f" (a) g'" (a) h'" ia) k'" (a)
lim A =
(Paris, Bull. Soc. math., i6, 1888, 100—113.)
Sur une généralisation de la formule des accroissements finis.
1. Soient /"(m), g (m), h (m), k (m) quatre fonctions réelles de la variable réelle m. On suppose que ces fonctions sont finies et continues , ainsi que leurs dérivées du premier et du second ordre , et enfin que
f"{u), g"{u), h"{u), k"{u), admettent encore des dérivées
/"'(M), 9"'{u), h"'{u), k"'{u) mais qui ne sont plus nécessairement des fonctions continues.
Si maintenant x, y, z, t sont quatre nombres inégaux, nous allons considérer le rapport des deux déterminants
f{x) g{x) h{x) k(x) f{y) g (y) h (y) k{y) f(z) g{z) h{z) k{z) fit) g{t) hit) kit)
Nous désignerons ce rapport par A
Il est clair que A est une fonction symétrique de x, y,z,t, et nous pouvons supposer
On a ainsi
fix)
ny)
fiz)
hit)
kit)
Remplaçons, dans le premier membre, t par une variable m, on obtiendra une fonction de u qui s'annule pour î^ == s et pour M ^ ^ et dont la dérivée s'annule par conséquent pour une valeur m = Ci ^={z, t), en désignant par (s, t) un nombre compris entre z et l (en excluant les limites).
On a donc
fix) gix) hix) kix)
f{y) g {y) hiy) kiy)
fiz) giz) hiz) kiz)
n^i) g'iC,) h'iCO A'(fi)
2 Cl
Remplaçons, dans le premier membre, s par une variable m: on obtiendra une fonction de m qui s'annule pour m = y et pour m = ^ et dont la dérivée s'annule pour u=:r]j^ = (y, z):
fix) g(x) hix) kix) fiy) g {y) hiy) kiy)
f'iriù g'inù h'ir,,) k'ir],)
/'(Cl) ^'(Ci) A' (Cl) A' (Cl) En continuant ainsi, il vient
fix) gix) hix) kix)
/'(l) g'ii) h'i^) A'(|)
f'ivi) g'ivi) h' in,) k'ir,,)
/'(Cl) ^'(Ci) ^'(Ci) A' (Cl)
Zrii
2fi
3Cf
i.x,y), r), = iy,z), a; < f < »?i < Cl < <
1 2 Cl 3C?
Cl = (0,0.
Remplaçons maintenant Ci par une variable m, on aura dans le premier membre une fonction de m qui s'annule pour u = rj^, « = Ci et
l'on en conclut
0 1 2 ri, Sril
f'ii) g' (S) h'(^) k'm
riVi) 9'ivd h' {ri,) k'ivO
nco) g"{Q h"(c^) k"iC2)
a; < f < >?i < fs < *• En remplaçant encore rj, par une variable u, on trouvera, par le même raisonnement ,
1 X x^ sd^
f{x) g{x) hix) k{x) /■'(l) ?'(f) ^'(1) ft'(f)
f'iv) 9" in) h"{r,) y in)
ri = (S,rii),
Et , si nous remplaçons enfin Co par une variable u , on trouvera
fix)
gix)
g" (ri)
h {X) k (X) h' (è) k' (I) h" {rj) k" iri)
f"'(0 9"'Qi) A"'(a ft"'(a
c'est-à-dire
k(.x) k'm k" (ri)
f" {rj) g" (r,) h" (rj)
f'iO g"'iC) h"'(C) k"'(C)
Ayant f = (a;, y), »?i = (2/, 2) et »? = (^ »h), on en conclut 7? = (a;, z) et l'on trouvera de même ^ = {x, t).
Le résultat que nous avons obtenu peut s'énoncer ainsi :
Le rapport A n'est pas plus grand que jy^rBÏ^^ P^^ plus {;etit que
ÏX2T^ , en désignant par M la plus grande , par m la plus petite des
valeurs du déterminant ,
sous les conditions
C'est là un théorème qui se rapproche beaucoup d'un autre théorème donné par M. H. A. Schwarz (Annali di Matematica de Brioschi, séri II , t. X). La limitation que nous venons d'obtenir est un peu plus resserrée que celle donnée par M. Schwarz.
Notre démonstration suppose seulement que les fonctions
f"{u),g"{u), h"{u), k"(u), admettent des dérivées
Mais supposons maintenant en outre que ces dernières fonctions soient continues, et faisons tendre dans la formule {l) x,y , z et t vers une môme limite a; il viendra
lim A =
fia)
ffia)
fia)
Considérons le cas où les nombres x, y, z, t tendent de telle façon vers la limite a, que a n'est jamais en dehors de l'intervalle {x, t). Nous allons montrer que la formule (2) subsiste alors sous des conditions bien plus larges relatives aux fonctions /"(m), g(u), h(u), k(u).
En effet, il suffît alors que ces fonctions soient finies ou continues II 8
114 SUR UNE GÉNÉRALISATION t)E LA FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS.
ainsi que leurs dérivées du premier et du second ordre , et que les expressions
h" (g + h) — h" (g) k" (g + fe) — k" (g) h ' h
tendent pour /i = 0 vers des limites déterminées que nous désignerons encore par f" (a) , g'" (a) , h'" (a) , k'" (a).
On voit donc que dans la suite nous ne supposerons pas l'existence des dérivées f"'[u)^ g'" (u), h"'(u), k'" (u) pour des valeurs de la variable autres que a: la formule (1) devient donc inapplicable. Mais nous supposerons toujours
3. La démonstration de la proposition que nous venons d'énoncer se compose de deux parties.
D'abord on démontrera que la proposition est exacte dans certains cas particuliers ; ensuite on ramènera le cas général à ces cas particuliers.
Posons
f{x) g{x) h{x) k{x) fiy) g (y) h (y) k{y) riz) g{z) h{z) k{z) fit) g{t) h{t) k{t)
En remplaçant t par une variable u, on conclura
f{x) g{x) h{x) k{x) fiy) g (y) h (y) k(y) f{z) g{z) h{z) k{z) nCi) g' (Cl) h'(C,) A' (Cl) Cl = (2,0- Soit maintenant
Après avoir substitué cette valeur de B dans l'équation (4), on trouvera
f{x) g{x) h{x) k{x) f(y) 9 (y) h (y) k(y) f'iVi) 9' M h'in,) k'ir,,)
r(Ci) 9'{c,) h'ic) k'c,)
Posons
(7) C = iy-x)D
et substituons dans l'équation (6): on conclura encore par le même raisonnement
ni) g'{^) h' (S) A'(f)
f'iVi) 9'(rix) h'irix) k' (rj,) r(Ci) ^'(Ci) h'iC^) A'(f,) S = [x,y).
Soit encore
il viendra
rcf)
g'(^) ft'(l) k'ii)
g'iVi) h'ifj,) k'inx)
g"{0 h"{0 k"{li)
C = (Vi, fi).
et si nous posons enfin
on aura
• ■" vil 'i/ ■• »
nx)
fm
f'iv)
g" (r,) h" (t]) k" ir,)
'? = (!, Vi)>
Les équations (3), (5), (7), (9), (11) montrent qu'on a
et, comme on a
il vient (13) .
(t — z)(z — y) (y — X) (Cl — m) (Vi — S) '
A = it — z){t—y){t — X)
et, d'après l'équation (12), on a
^ /■'(!) g'{^) h'{^) k'ix)
«-^ f'iv) 9"iv) h" h]) k"(r,)
en posant
Remarquons d'abord que , à cause de
Ci = («,0, Vi = iy,z), ^ = {x,y), on aura évidemment
Par conséquent, dans le cas où l'on aura
F lim; = 0,
la formule (13) permettra d'en conclure
lira A = 0.
F Examinons maintenant l'expression ■. donnée par la formule (14)
La valeur de P peut s'écrire
P _ l^^^zl] r"(C)-r(a) _ {>] - a\ f"(r,)-r'(a)
D'après notre supposition , a n'est pas à l'extérieur de l'intervalle {x, t), C Gt ï] sont à l'intérieur de cet intervalle. Par conséquent les va-
et 7 sont inférieures a 1 unité.
leurs absolues de : ,
D'autre part, d'après notre hypothèse,
f"{li)-f"(a) f"(ri)-f"{a) C — a ' tj — a
tendent vers une même limite f" (a).
Par conséquent, lorsque f" (a) = 0, on aura certainement
limP = 0,
et même, lorsque f" (a) n'est pas nulle, P restera toujours fini.
Les mêmes conclusions s'appliquent évidemment aux quantités Q, R, S, et, si l'on remarque que les autres éléments du déterminant (14) tendent vers des limites finies, on arrive à cette conclusion:
I Dans le cas particulier où l'on a
la proposition énoncée est certainement exacte, et l'on a dans ce cas
lim A = 0.
Supposons maintenant que l'on ait seulement
mais k'" (a) ^ 0. I-es quantités P, Q , R tendront vers zéro , S restera fini. Or le coefficient de S, dans le déterminant (14), est
f{x) g{x) h{x) r(f) 9' (S) h'ii)
et les fonctions /"(m), g{u), h{u) étant finies et continues, ainsi que leurs dérivées du premier et du second ordre, ce coefficient tendra vers zéro dans le cas où l'on a
fia) g' {a) h' {a) =0.
On en conclut:
Il sera facile maintenant de traiter le cas général
Pour abréger l'écriture, nous désignerons le déterminant D ainsi
Comme nous avons déjà traité le cas
/ '" (a) = g'" (o) = h'" (a) = k"' (a) = 0 , nous pourrons supposer que l'un au moins de ces quatre nombres ne soit pas nul , soit
Poso
ns
nx)-Ç}^^^k{x)=fAx),
on aura identiquement
D = I A («). 9\ (^) . h (^), fi{x)\, et il est clair qu'on a
/l"(a) = 0, ^i"(a) = 0, M"(a) = Par conséquent, dans le cas où le déterminant
Di =
est nul , on a
lira — = lira A =: 0 ,
d'après le lemme II , ce qui est bien conforme avec la proposition générale.
Nous n'avons donc qu'à considérer le cas Dj ^0. Or, dans ce cas, l'un au moins des mineurs de Dj, qui sont les coefficients des éléments de la dernière ligne horizontale, doit être différent de zéro. Supposons que ce soit
f'x (a) g'i (a) qui n'est pas égal à zéro.
Un au moins des éléments fy{a), g^{a) doit être différent de zéro; supposons que ce soit
qui n'est pas nul.
Calculons encore les constantes
^=d:;' ^^dI' "=^^
On a maintenant identiquement \fiix), gi(x), h,(x), k(x)\=^\ri{x),9Ax),{x — af,k(x)\
+ 1 /i (as), Qi {X), h^ (X) — ^2 (« - «)'» '^ (^) 1 '
1 A (a;), ^1 (X), (X — 0)2, ;t (ic) I = -|- ! A («), {X - a), (a; — af, k (x) \
\fy{x),x — a,(x — af,k{x)\= r ! 1, x — a, (x — af, k(x)\
-\-'fi{x) — r, x — a, {X — af, k {x) \
et par des substitutions successives
■ D = T^ % r j 1, x — a, {x — af, k{.x)\
+ A T \fi^-r, x — a, {x — af, k(x)\
En divisant par A et en passant à la limite, on trouve directement les limites des rapports des déterminants au second membre par les lemmes II et III. En effet , ayant
\\, x — a, {x — af, k(x)' = \\, x, x^, k{x)\ , il vient d'abord, d'après III,
lira 1 1, X, x\ kix)\:A = y-^^^ k"' (a).
Les trois autres rapports sont nuls d'après le lemme II ; en effet on a
-gD3) = 0,
S'il») ^i(a)
^'i(«) '^IW
= Di-
- p Dg = 0.
ff"(a) /î'i'(a)-p
Il vient donc
,. D pqr ^^'^A-l!2!3
jt'" (a) --*'"(«)
Ti (a) A' (a)
ou
lira
f"'(a) g"' (a) h'" (a) kf"(a)
Notre proposition est ainsi démontrée dans toute sa généralité.
Il est clair que la condition que a n'est jamais en dehors de l'intervalle (x, t) sera toujours satisfaite si l'on suppose que l'un des nombres X, y, z, t reste constamment égal à a; les autres peuvent alors tendre vers a d'une manière quelconque.
Nous avons considéré des déterminants du quatrième degré , mais il est à peine nécessaire de dire qu'on peut énoncer un théorème analogue dans le cas d'un nombre quelconque n de fonctions n ^ 2.
5. Pour montrer une application , considérons une courbe gauche
(p(t), yj(t), xi^) étant des fonctions réelles de la variable réelle t.
Soit M un point de la courbe, correspondant à < = 'o- Nous adopterons la définition suivante du plan osculateur en M : le plan osculateur en M est la position limite (s'il y en a une) d'un plan passant par M et par deux autres points de la courbe, qui sont infiniment voisins de M.
Les deux autres points correspondant à t=:t^ et < = <2> l'équation du plan passant par les trois points est
x(to)
<p(to)
xih)
1 V(y Xik)
xitê
-x(to)'] = o.
Supposons maintenant que les trois
fonctions
soient finies et continues , ainsi que le
urs dé
rivées
et enfin que ces dernières fonctions admettent des dérivées , mais pour la valeur particulière t = <o seulement. En divisant alors par
1 tn in
et en faisant tendre t.^ et t^ vers «^ , il viendra
V' («o) X' (to)
v"(to)x"{to)
X' (to) f' (to) x"(to) 9"(to) <P' (to)v' (to) 9"(to)<P"(to) Par conséquent , si cette équation représente un plan déterminé ,
c'est à- dire si les coefficients de X, Y, Z ne s'évanouissent pas à la fois, ce plan sera d'après notre définition, le plan osculateur en M. Et l'on voit que l'existence de ce plan suppose seulement que
'P'(io + h)-<p'(g y- ((„ + /»)- y- (g j^'(t, + h)-x'(to)
tendent vers des limites déterminées pour h = 0.
C'est là un fait analogue à ce qui se présente dans la théorie des courbes planes, lorsqu'on définit la tangente en un point M comme limite d'une sécante passant par M, et par un second point de la courbe infiniment voisin de M. Alors , si l'équation de la courbe est
l'existence d'une tangente en M (a, b) suppose seulement que
a une limite déterminée, mais la fonction f(x) peut très bien ne pas admettre une dérivée pour d'autres valeurs de la variable.
Il est clair que la proposition que nous avons établie permet d'énoncer des propriétés analogues relatives à l'existence du cercle osculateur, de la sphère osculatrice , etc.
(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 7, 1888, 161 — 171.)
Note sur l'intégrale / f{x)G{x)dx.
L'objet de cette Note est la démonstration de la proposition suivante: Soit f{x) une fonction non décroissante entre les limites x = a et
X = b {a <C b). Alors il est toujours possible de déterminer n constantes
a<CXi<X2< . . .<Xn-l<Xn<b,
et w + 1 constantes a^ , a.,, . . ., Un + i qui sont comprises respectivement dans les n 4" 1 intervalles formés par les n + 2 quantités
/■(a), f(XT), f{X^), ..., f{Xn-l), f(Xn), f{b),
de telle façon qu'on ait
l f{x)Qc2n(,X)dX a
Qt2n{x) dx -\- a^ i Gs2n{x)dx
-\-% G2n{x)dx-^...
X3 rXn ,b
+ an/ Qi2n{x)dX-\-an-\.li G2n{x)dX.
Xn—\ Xh
G2n{x) étant un polynôme quelconque en x du degré 2w au plus.
1. La détermination des constantes Xk, Uk est évidemment un problème déterminé car les conditions imposées fournissent 2n-{-l relations entre ces inconnues. Pour les écrire , nous pouvons prendre
en faisant Il vient ainsi
rb
(A+1)/ {x — a)''f{x)dx
= — (ttg — «i) (Xj — a)'^+i — (ttg — a2)(a;2 — a)'^+i
Remplaçons dans cette relation k par A; + 1 et retranchons les deux équations, après avoir multiplié la première par b — a; on aura
f [(6 — a) (A + 1) - (k + 2){x — a)] {x - aff{x) dx\
= — («2 — «l) (^ — ^l) (•'i'i — «)*■'+ ^ — (ttg — Og) (6 3%) (^2 — «)* + '
(ft = 0, 1,2, ..., 2n— 1).
(a„+i — a„) (6 — x„) {x„—af+'^ Pour simplifier, nous posons
(3) (afc+i — Ofc) (6 — %) (a;^ — a) = A^ (A = 1, 2, . . ., w).
et nous remarquons que
jl{b _ a) (A + 1) - (â: + 2) {x - a)] {x - aff{x) dx
= {b — x){x — a)''+'f{x) —J{b — x){x — aY+^f {x) dx.
Les relations (2) peuvent donc s'écrire
i {b — x){x — a)'' + ^f'{x)dx ]
= Ai(ai — a)*4-A2(a:2— a)*+... + A„(a;„ — a)*) et il est clair par là qu'on aura
f {b — x){x — a)f' (x) G2„-i (x) dx
= AiG2n-l (aJi) + A^G2n-l (a^) + . . . + A„G2n-l(X„),
G2n-i (a;) étant un polynôme quelconque en x du degré 2« — 1 au plus.
On reconnaît maintenant que la détermination de x^, x^, . . ., a;,,, A^, A2, . . ., A„ revient à la solution d'un problème bien connu. On sait que Xj, x», . . ., Xn sont les racines de l'équation
(5) P„(a;) = a;« + Cia;"-i + . .. = 0,
P„ (rc) étant le dénominateur du degré n d'une des réduites de la fraction continue
dz
x — aç^ * 3
X — Og -
Ces racines sont réelles, inégales et comprises dans l'intervalle (a, 6), et nous pouvons supposer
a < aji < a;.2 < . . . < Xn < 6.
On connaît aussi l'expression des constantes A* qui sont positives. En posant
Q„(a;) =f{b-z) {z-a)r iz) -^^^ij- dz,
^~-— est une des réduites de la fraction continue , et l'on a P„(a;)
On peut encore se servir de la formule suivante qui n'exige pas la connaissance du numérateur Q„(a;),
(7) A,= ^oAi4^TT {k = l,2,.,.,n).
Les constantes Xk, a^ qui figurent dans la fraction continue et les polynômes Vk(x) se calculent de proche en proche par les relations
Po = l, (8) { P2 = (a;-ai)Pi — Aj,
Pfc + i = (x— at) Pa- — 4 Pa-1 ;
^Q= / (b — z){z — a)f'{z)dz
I (b-z){z-a)r{z)[Pk(s)Tdz
/ {b — z)(z — a)f'{z)[Fk-i(z)Jdz
f (b — z){z — a) f (z) z [Pa {z)Jdz
«ft
j (b — z)(z — a)f(z) \?k (z)f dz
(ft = 0, 1, 2,...).
Il reste à trouver les inconnues Oi, «3, . . . , On+i
On connaît d'abord , par les relations (3), les différences
• • flt + l — (lk^=,
(6 — xé {xt — a)
Pour achever la détermination des ak, il faut recourir à l'une des équations (1). En choisissant, pour plus de simplicité, la première {k = 0), on a
. f{x)dx=(b — a)an+i —
Al
Cette équation fera connaître a„ + i, et l'on trouve ensuite tous les Uk à l'aide de (11).
Des combinaisons et réductions faciles fournissent , du reste , les formules suivantes :
[(6 — a) [ai— /■(«)]
= f {b — x)f' (X) dx ^ ^ . ,
{b — a)[ak + i —fiXk)'] = — r\x — a)f'{x)dx+
Xn — a
Al
.b + / {b — x)f'(x)dx —
fc+i
l.fc + 2
Oft+1 — a Oft+2 — a
b — xk' ){k=l, 2,...,n),
An
{b — a)lf{b) — an+i]
{b-a)lf{Xk) — ak'] \
= 1 '' {x — à) f (x) dx —
~ b — x^ b — Xç. '" b — Xk-1 I (/c=l, 2, .... n). — j {b — x)f'{x)dx +
1 Afc . Afc + i ■ I An
l ' a;& — a'^ajft+i — a ' ■■ aVi — a
3. Le problème proposé est ainsi résolu complètement; il nous reste seulement à démontrer que les constantes a^, a.,, ■ ■ ■, «n + i sont comprises respectivement dans les intervalles formés par fia), fix{),nx^), .... fixn), f{b).
Remarquons d'abord qu'on a évidemment (11)
tti < ttg < «3 < . . . < On < «« + !•
Ensuite nous observons que l'équation qui nous a servi de point de départ peut s'écrire
j f{x) Gon {x)dx = i cp {x) Go» {x)dx,
en désignant par ç)(a;) une fonction discontinue, non décroissante, définie de la manière suivante :
q, (x) = Cl pour a<x<x^,
(p (x) = 02 „ Xj^<X< Xo ,
ç)(a;) = a„ „ x„-i<ix<x„,
On a , par conséquent ,
. f\/^^^x) — <p{x)']x^dx = 0 {k = 0,l,2,...,2n).
On en conclut que la différence
f{x) — <p{x) doit changer de signe au moins 2n-\-l fois dans l'intervalle (a, b).
En effet , si l'on suppose que le nombre l des changements de signe soit inférieur à 2n -f- 1, donc
et que ces changements de signe se produisent pour
il est clair qu'en posant
G (x) = (a; — Xj) (a; - X2) . . . (x — XO, la fonction
[f{x)-cp{x)\G(x) aurait un signe constant dans l'intervalle (a, b). Or, G {x) étant un polynôme de degré 2m au plus, on doit avoir
( [/"(x) — (p (x)] G{x)dx = 0,
ce qui est impossible. La supposition / ^ 2n est donc inadmissible et
doit changer de signe au moins 2n -\- \ fois dans l'intervalle (a, 6). Or, si l'on construit les lignes
et qu'on se rappelle que f(x) est non décroissant, on voit immédiatement que l ne peut pas être supérieur à 2n -|- 1; ensuite, il est clair qu'on a nécessairement
(18) . . . l<piXk — e)<r{Xk)<'p{Xk-\-e) (k=l,2, ...,n),
! <pib)<r(b),
e étant une quantité positive suffisamment petite. Or ces inégalités expriment précisément la propriété qu'il s'agissait de démontrer.
4. D'après ce qu'on vient de voir, les premiers membres des formules (13, (14), (15) et (16) sont positifs. On peut démontrer aussi directement II 9
que les seconds membres sont positifs. C'est là une conséquence immédiate des inégalités
[ Ç'' {x — a)f'(x)dx
^ h — x^^b — Xo^^ ^ rUx — a)f'(x)dx
Afc_
ft-i
b — Xk-i
\ b — Xi "^ b — X2
b — Xh
(fe=l, 2, ...,«+ 1).
{x)dx
Xfc — a «fc+i — a / (6 — a;)/' (a:)da:
A„ Xn — a
k.fc+1
Afc+2 I 1 Ak
(ft = 0,l,2,...,n).
\ ^Xfc+i — a a;fc+2 — a ' ' ' ocn — a (On doit prendre Xç, = a, a;„ + i = 6 dans ces formules). On peut les établir de la manière suivante. Soit
{x) = f {x — a)f'(x)dx.
m(x) sera une fonction non décroissante et m {a) = 0. Définissons ensuite une seconde fonction discontinue et non décroissante , ainsi qu'il suit l fi(x) = Q lorsque a<x<x^y
„ Xi<X<X2,
. . Al , As
A, , , An-l
f^ix) = ^z:^^^+ ■■+b-xn
„ X.2<X<Xs,
Xn <X<b.
tJOTË SUR UKE intégrale.
Par une intégration par parties , on trouve I / (6 — x)''tn{x)dx 1 /•''
et, d'après la définition même de la fonction fi{x), on trouve
l j {b — xfn{x)dx (24) . / «
I = ^-~:3 [A, (/; - x,f + A, (6 - x.^ -I- . . . + A„ (6 - Xnfl
En faisant attention à la formule (4), on en conclut
[ [w {x) — n (a;)] {b — xfdx = 0 (A = 0, 1, 2, . . . , 2w — 1) ;
d'où il suit que la différence
m {x) — /i {x) doit changer de signe au moins 2n fois dans l'intervalle (a, b). Mais, d'après la nature de la fonction fA.{x), on voit facilement que le nombre des changements de signe doit être exactement égal à 2« et qu'on a, en outre,
fiixk — sX m (XkX n (Xk -i- e) (k = 1 , 2 , . . . , m),
Or ce sont là précisément les inégalités (19).
Pour démontrer les inégalités (20), nous posons
(25) n(x) = l {b — x)f'{x)dx
et
I V {x) = - — ^'— + ^ _^„ + • •+ ^ ^ ., Jorsque a < a; < Xj ,
v(x) = — ^2-+... + ^-^^ OOo Cl CCi% Cl
Xn — Il
Xi ^^ X v^ Xi) , >
.r„_i <x<x„, x„<i X <ib.
Les deux fonctions sont non croissantes et
Ensuite on trouve facilement
et
j {X — a)''nix)dx
j {x — a)''v{x)dx (28) ( "
I =^-^[Ai(a;i — a)* + A2(a;o — «)* + ... + A„(.T„ — a)* .
On voit par là qu'on a
I In (X) — V (x)'](x — a)'' dx = 0 (k = 0, 1, 2, . . ., 2n— 1);
d'où il suit que la différence
n(x) — V ix)
doit changer de signe au moins 2n fois dans l'intervalle (a, b). Mais, comme tout à l'heure, il est facile de voir que le nombre des changements de signe doit être exactement égal à 2w, et qu'on a nécessairement
V (Xk + eX n (XkX V {Xk — s) (A = 1 . 2 , . . . , n ,
V (a) -Cn (a).
ce qui équivaut aux inégalités (20).
(Bul. Sci. math., Paris, sér. 2, 12, 1888, 222—227.)
Sur l'équation d'Euler.
L'intégration générale de l'équation
X = «0 a;^ + 4 ttj a;^ -|" 6 ''a ^"^ 4" 4 *3 ^ + *4 > Y = «0 2/* + 4 a, 2/3 ^ 60-2 r + 4 «3 2/ 4- «4,
peut se mettre sous la forme élégante
xy
ttg — 2
VI étant la constante arbitraire.
Cette formule est nouvelle peut être , du moins nous n'avons pas réussi à la retrouver dans les nombreux travaux sur ce sujet.
Toutefois elle découle très facilement d'un Mémoire de Richelot (Journal de Crelle, t 44, p. 277), mais elle ne se trouve pas explicitement dans ce travail. L'analyse suivante diffère très peu de ce qu'on peut lire dans le Mémoire de Richelot.
Considérons une forme quadratique ternaire
ç> = aX2 + 6Y2 + cZ2 + 2dYZ + 2cZX + 2/'XY et la forme adjointe
ç>i = AX2 + BY2 + CZ2 + 2DYZ + 2EZX-f 2FXY,
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qui peut s'écrire aussi
cp^:
Nous suivons maintenant la méthode d'Euler: ainsi nous prenons pour point de départ une équation doublement quadratique et symétrique à deux variables x et y.
Pour cela, nous annulons la forme <p après y avoir effectué les substitutions
oc^y 2 '
Z = xy.
Il vient ainsi
(2) . a + ^ b [x -^ yf -\- cx"y" — dxy {X -\- y) + 2exy - f{x -\r y)==0 ,
ce qu'on peut écrire aussi
0 = Xo 4- Xi y + Xo y' = Yo -f Yja; + Y,x% Xo = a — fx-\-^bx\ Xi = - A + (2 e + i &) x — d x2, X. = \b — dx-\-cx\
Yq, Yj, Y2 étant les mêmes fonctions de y. On en tire l'équation différentielle
^^ __ j, ^Ay =0.
V'X?-4XoXo /y!-4YoY<,
et, si l'on effectue maintenant l'identification
X? - 4 X0X.3 = aoo;^ + 4% x» + 60-00:2 + éago; -f «4,
on trouve
aQ = d^ — bc, ai^=cf—de,
(3) '6ff2 = 4(fc2 — ac)4-2(6e-rf/'),
i 03=: «d — ef,
Il s'agit maintenant d'exprimer a, b, c, d,e,f h l'aide de «q. «i.«2.«s."4 et d'une quantité indéterminée m qui sera la constante arbitraire.
SUR l'Équation d'euler.
Pour cela , nous remplaçons la troisième des relations (3) par celles-ci
ac = a2-{-m,
be — df=a2
On a donc maintenant les six équations
'bc — (P =A = — Uq, \ac — e^ = B ^ — a., — »« , ]ab — /2 = G = — a.i, \ef — ad=D = — a^, \df — 6e = E = — a2-\-2m, \de — cf=F = — «1.
Or la détermination de a, b, c, d, e, /"par ces relations n'offre aucune difificulté: en effet, on sait que la forme adjointe de (p^ est simplement égale à A g?, A étant le déterminant de q>, donc
Aa = BC — D2, Ad = EF — AD,
A6 = AC — E2, Ae = DF — BE,
Ac = AC — F^, A/-=:DE — CF.
On obtient maintenant l'intégrale générale cherchée en substituant ces valeurs de Aa, ... dans l'équation (2), qu'on multipliera d'abord par A.
Il est clair par là que la relation cherchée s'obtient simplement en annulant la forme adjointe de gsj et en effectuant les substitutions (1). Dans la relation ainsi obtenue
il suffit de restituer, au lieu de A, B, tenir le résultat annoncé (o).
. , leurs valeurs (4) pour ob-
3. Supposons que l'on détermine la constante m par l'équation cubique
= — 4m3 + Sw + T = 0,
SUR L'ÉQUATION D'EULER
OÙ
et
S = Oq a^ — 4 Oj O3 -f- 3 al
Un
sont les invariants de X = o^x^ -{- ia^cd^ -}-... -\- a^.
Alors on sait, d'après une propriété connue des déterminants (ou des formes quadratiques) , que le premier membre de (a) est un carré parfait. Ainsi la relation entre x et y se réduit dans ce cas à une équation de cette forme
P + Q{x-\-y) + rxy ou
q -\-rx'
relation qui doit toujours satisfaire à l'équation différentielle.
On obtient ainsi, correspondant aux trois valeurs de m, trois substitutions linéaires qui transforment en elle-même la différentielle ellip-
tique ^ï^—. On voit que cette détermination n'exige pas la résolution
de l'équation X ^ 0.
Pour m = 00, l'équation (a) se réduit à {x —yy^=:0 et l'on obtient ainsi la quatrième substitution linéaire x — y = 0, qui transforme en elle-même la différentielle elliptique. Les trois autres peuvent s'écrire
xy
«2 + in aj — 2 m u^
m étant une racine de l'équation cubique.
4. Considérons encore le premier membre de (a). En posant x=:y et changeant de signe, on trouve facilement
Co 4" "*
x" Qç, — 2 m
= H-f mX,
SUR l'Équation d'euler.
H = («0 «2 ~ *i) ^ + • • • étant le hessien de X. [Voir aussi Darboux , Journal de Liouville, 2« série, t. XVIII, p. 220 ').]
Si l'on détermine encore m par l'équation cubique, H -f- wiX devient un carré parfait, et l'on a, par exemple,
Kh 4-mX =
j/ttoOg — af -\-aQm
Il est clair par ce qui précède qu'on peut énoncer cette proposition : Soit
ax^ + 2^x-{-y
un polynôme du second degré, qui ne diffère que par un facteur constant de VH.-\- mX.
Alors , en posant
axy-\-fi(x-^y)-{-y = 0,
on aura une substitution linéaire qui transforme en elle-même la diffé-
d, or rentielle elliptique . ,— •
5. D'après ce qui précède , le premier membre de (a) changé de signe devient égal à R-{-mX en posant x^y. Or soient h et f les secondes polaires de H et de X respectivement, h-\-mf sera une expression doublement quadratique et symétrique en a; et «/, et qui se réduit à H -f- »î X pour x = y.
Mais d'après une remarque due à M. Halphen et qu'on vérifie directement , deux expressions doublement quadratiques et symétriques en X et y, qui sont égales pour x = y, ne peuvent différer que par un terme X{x — yf.
') Nous profitons de cette occasion pour signaler les corrections suivantes: dans les valeurs de H et de K, formule (7) page 221, il faut remplacer partout Y par — Y, et page 223, ligne 7 en descendant, il faut faire le même changement. Ces corrections ont aussi une légère influence sur les art. V et VI du Mémoire de M. Darboux.
SUR L'ÉQUATION D'EULER
Dès lors , un calcul facile montre que l'on peut écrire la relation (a) sous cette forme
h + mf-\-{^S-m^) (.c - yf = 0.
Cette forme de l'intégrale de l'équation d'Euler est due à M. Cayley ; Laguerre l'a retrouvée de son côté dans le Bulletin de la Société mathématique de France, t. I.
(Paris, C.-R. Acad. Sci , 107, [888, 617—618).
Sur l'équation d'Euler.
(Note, présentée par M. Darboux.)
On a représenté déjà de bien des manières l'intégrale générale de l'équation dx ^ dy
L'une des formes les plus élégantes semble être celle-ci
xy
flo — 2C
xy «2 — 2C Og a^
C étant la constante arbitraire. Sous cette forme, on voit directement qu'en déterminant C par l'équation cubique
Oq tti ttg — 2 C
Oi 03 + C «3 =0,
c'est- à dire
4C3 — se — T = 0,
le premier membre de (A) devient un carré , et la relation entre xety devient de la forme
P + q{x + y) + rxy = 0 ou
^ q-\-rx
SUR L EQUATION D EULER.
On obtient ainsi les trois substitutions linéaires qui changent en elle-même la dififérentielle elliptique. Ces substitutions linéaires peuvent s'écrire, par exemple,
xy tto — 2C ttg I
Si l'on pose ici x = y, le premier membre devient un polynôme du second degré en a; qui ne diffère que par un facteur constant de KH-j-CX,
H = («0 «2 — «i) ^ + • • • étant le hessien de
X = ao a'* + 4 ai a;^ -|- . . . .
L'on voit que, réciproquement, si l'on connaît un polynôme ax^-\-2/ix-^y proportionnel à KH + CX, axy -\-ft{x-\-y)-\-y^^O sera l'une des substitutions linéaires qui chan-
fl OC
gent en elle-même la différentielle elliptique .-,= '
(Paris, C.-R. Acad. Sci., 107, 1888, 651—653.)
Sur la réduction de la différentielle elliptique à la forme normale.
(Note, présentée par M. Darboux.)
1. On effectue ordinairement la réduction de la différentielle dx
à la forme normale
dy
(où S et T sont les invariants de X) , soit en établissant entre a; et y une équation doublement quadratique, soit à l'aide d'une substitution liné-
aire x =
yy ■\-d On peut présenter cette réduction sous la forme suivante :
L'intégrale générale de l'équation différentielle
(1) est
dx
— xy
dy
VÀv^ — Sv — T
hy
— xy
c étant la constante arbitraire.
RÉDUCTION DE LA DIFFÉRPZNTIËLLE ELLIPTIQUE À LA FORME NORMALE
On pourra donner à c une valeur quelconque; en prenant c = 0 ou c^oo, on obtient des formules assez simples.
Pour 2/^00, les deux valeurs de x fournies par la relation (a) se confondent en une seule a; = c, ce qui fait connaître la signification de la constante arbitraire.
2i Mais cette formule {a) donne aussi les substitutions lii.éaires En effet, si l'on détermine c par l'équation biquadralique 0 0 0 — ^ c
= Ofl C* + 4 «i tr* 4" 6 «2 C" + 4 a^ C -f- «4 = 0 )
— xy
le premier membre de (a) est un carré parfait, et la relation entre x et y se réduit à
On obtient ainsi les quatre substitutions linéaires correspondant aux quatre valeurs de c.
3. D'après une remarque due à M. Cayley, on peut déduire l'intégrale générale de l'équation (1) de celle de l'équation d'Euler. On obtient ainsi
cx a2 — 2y
Oi
Des transformations faciles permettent de constater directement que les déterminants qui figurent dans les formules (a) et {b) sont égaux au signe près.
(Ann. Fac. Sci. , Toulouse, 2, 1888, K. i — 26.)
d ce Sur la transformation linéaire de la différentielle elliptique tt^ •
(première partie.)
considérations préliminaires.
En introduisant dans la différentielle elliptique
dx
une nouvelle variable y par la substitution linéaire
yy-\-ô on obtient un résultat de cette forme
dx dy
'X.-:=aQa:^ -\- ^a^a? -{-Qa^x^ -\- ia^x-\-a^, Y = &o 2/^ + 4 6i3/« + 662I/2 +46,1/ + b,. Cette transformation a été déjà traitée maintes fois : cependant il nous a paru qu'on ne l'avait pas encore envisagée sous un certain poini de vue qui ne semble pas sans intérêt.
Nous préférons écrire la relation entre x et y sous la forme p-\-qx-\-ry -]^sxy = 0, et il sera quelquefois plus commode d'écrire X et Y. sous forme homogène
X = aoa^ + ^a^x^x' + Qa^x^x'"^ -\- ^a^xx'^ -\-a^x'* , Y = boy* +ib,y^y' +6b,y^y'^ + ia^yy'^ + b^y'*.
et nous emploierons sans distinction ces formes non homogènes ou homogènes: il faudra toujours supposer dans ces dernières x'=:y' ^=1.
2. Voici deux remarques qui se présentent immédiatement. On constate d'abord que, si l'on considère les invariants de X
S = ffoff4 — ^aiOg + Hal,
T ^ Og «2 «4 -f- 2 ff, «2 % — ^2 û'otts — «1 «4 >
et les invariants correspondants S', T' de Y, on a
C'est là une conséquence immédiate de la propriété caractéristique des invariants. En effet, la valeur de Y se déduit de celle de X en remplaçant
X par ay-\-py', y par 7y-\-ày',
et en divisant ensuite par (ad — Py)"^. Ainsi l'on a
ffo «4 — 4 Oj Og -f- 3 o| = 6o ^4 — 4 6i 63 4- 3 62 = S ,
ffo «1 02
ffo «q
Oo
b(i 61 62 Ôj 62 ^3 62 h N
En second lieu , considérons les racines des équations X = 0, Y = 0. En les désignant par x^, x.,, x^, x^ et y^, y.^, 2/3, 2/4 respectivement, il est clair que
P + qoCi-\-ryi-{-sXiyi = 0 (î=1,2,3, 4),
et par conséquent le rapport anharmonique des racines de X = 0 est égal au rapport anharmonique des racines correspondantes de Y = 0. Si nous désignons, pour abréger, un tel rapport
Xi) ^"^ JCq JL/Q '
par (1,2,3,4),
on a
Ces six valeurs du rapport anharmonique sont différentes en général; il n'y a exception que dans les cas suivants, A. X=: — 1 (ou = 2 , ou = ^) ; alors
B. X = l-\-e (ou =l-f-e^), e étant une racine cubique imaginaire de l'unité
Il faudrait ajouter le cas >l = 0 , 1 , oo , mais ce cas ne peut se présenter que lorsque les racines de l'équation X ^ 0 ne sont pas toutes distinctes et nous en ferons abstraction. Dans ces cas exceptionnels le rapport anharmonique peut même devenir tout à fait indéterminé , par exemple , lorsque x^ ^ a;^ ^ x^.
3. Nous posons maintenant la question suivante: étant donnés deux polynômes du quatrième degré X, Y, quelles sont les conditions né- II 10
cessaires et suffisantes pour qu'il soit possible de satisfaire à l'équation différentielle
dx dy
KX ~ "^ K Y '
par une relation de la forme
p -\- qx-\-ry -{-sxy = 0.
La réponse est presque immédiate. D'après ce qui précède, il est nécessaire certainement que les invariants de X soient égaux aux invariants de Y, mais il est facile à voir que cette condition est aussi suffisante.
En effet , on peut remarquer d'abord que cette égalité des invariants entraîne aussi l'égalité des rapports anharmoniques des racines de X = 0 et des racines de Y ^ 0.
Ce fait bien connu , nous allons le déduire ici des formules qui donnent la résolution de l'équation X = 0, dont nous aurons besoin encore dans la suite.
On a d'abord à calculer les racines u\ u", u'" de l'équation cubique
(1) 4m8 — Sm — T = 0.
Ensuite on a à calculer les racines carrées
(2) m" = fal — ooa^ — aou",
\ m'" = fal — «002 — Oom"' ; mais, à cause de la relation
(3) . . . . w'»î"w"' = — ^(2of — 3a„aifl2 + Oo«3).
on voit qu'on peut exprimer par exemple m'" rationnellement au moyen de m' et m".
Les racines de X = 0 sont alors données par les formules
aoXi = — ai-\-m' -\-m" -^ m'",
,00X2 = — ai-\-m' — m" — m'",
aoXs = — ai — m'-\-m" — m"',
aox^ = — ai — m' — m"-\- m'".
Ces formules conduisent directement à cette conséquence que les rapports Enharmoniques de x^, x^, %, x^ s'expriment rationnellement par les racines u', u", u'". En effet , on trouve , par exemple
ou bien
Or, comme l'équation Y = 0 donne lieu à la même équation résolvante en u, on voit bien que l'égalité des invariants entraîne l'égalité des rapports anharmoniques.
Ce point étant établi , supposons
Xi — Xs . x^ — x^ _ 2/1 — ^3 . Vi — yt . — . >
et supposons qu'on détermine les coefficients p, q, r, s dans la relation
(6) p -\-qx-\rry -{-sxy = 0,
par la condition que , pour
on aura aussi nécessairement , pour x-=x^, y = y^.
La substitution (6) donnera alors nécessairement un résultat de cette forme
dx _d^
où c est une constante. Mais maintenant les invariants de cY doivent encore être égaux à ceux de X ou de Y, ce qui donne
d'où l'on conclut c = + !• •
Nous venons de déterminer les coefficients p, q, r, s (ou plutôt leurs rapports) par la condition de la correspondance des valeurs suivantes de a; et de y:
. iX = Xi, X2, x^, x^,
mais , à cause de
il est clair qu'on aurait pu établir les correspondances suivantes:
. . j a; = a?! , x^, Xq, x^,
/TTi\ (2; = a;i, r»2, 0:3, a;^,
\y = ys> Vi, Vi. V'z)
/jyX tX^Xi, X2, X^, 3/4 ,
Nous obtenons donc le résultat suivant:
Pour qu'il soit possible de satisfaire à l'équation différentielle
dx dy
vx ~ Vf
par une relation de la forme
p-{- qx-{-ry -{-sxy = 0,
il faut et il suffit que les invariants de X soient égaux aux invariants de Y; et, si cette condition est remplie, il existe toujours quatre relations de cette forme qui satisfont à l'équation différentielle.
On peut nommer ces relations des intégrales linéaires de l'équation différentielle , et notre but principal sera maintenant d'approfondir au point de vue algébrique la détermination de ces intégrales linéaires.
Il faut remarquer, en efïet, que, d'après ce qui précède, on peut bien écrire directement ces intégrales linéaires, mais à condition d'avoir résolu d'abord les équations X ^ 0 et Y = 0. Les opérations non rationnelles nécessaires pour cela sont d'abord la détermination des trois racines m', ti", u'" de l'équation cubique en m, et ensuite on a à calculer encore quatre racines carrées.
Mais , comme on vient de reconnaître que le problème admet toujours quatre solutions, la solution doit dépendre d'une seule équation du quatrième degré , et ainsi il doit être possible d'obtenir rationnellement ces intégrales linéaires après avoir calculé les racines d'une équation cubique et deux racines carrées.
Ainsi, au point de vue algébrique, la méthode qui consiste à passer par les racines de X=:0, Y = 0 n'a pas toute la simplicité "possible.
Mais, avant d'aborder le problème que nous venons de poser, il convient de compléter encore par quelques remarques ces considérations préliminaires.
4. Nous avons vu que les rapports anharmoniques des a\, x^, x^, x^ s'expriment rationnellement au moyen des racines m', u", u'" . Or , dans les formules (4), les racines carrées doivent satisfaire à la relation (3) et par conséquent il est permis de changer à la fois le signe de deux de ces racines carrées. Il est clair qu'un tel changement de signes revient à une certaine permutation des racines iCi, x,^, x^, x^ et l'on conclut maintenant que ces permutations sont précisément celles qui laissent invariable le rapport anharmonique.
Il est facile de trouver directement l'équation du sixième degré qui détermine les rapports anharmoniques. Les coefficients de cette équation sont évidemment des fonctions symétriques de m', m", u'" et s'expriment ainsi rationnellement par S et T.
Les équations (5) donnent facilement
et , en substituant ces expressions dans les relations
T= \u'u"u"', il vient
27T = 4 (u' — u"f{l -f A) (— 2 + A) (1 — 2>l); donc
On vérifie directement que le second membre ne change pas en remplaçant A par -y ou par 1 — A.
La résolution de cette équation du sixième degré, nous le savons, ne renferme pas de plus grandes difficultés que la résolution d'une équation cubique. En effet, ses racines s'expriment rationnellement au moyen de m', m", u'" ; mais , comme l'équation (8) ne renferme que le
seul paramètre mg qui est un invariant absolu , il vaut mieux mtroduire
aussi dans l'équation cubique ce seul paramètre. Soit donc S u = T ?; : il vient
iv'-^{v-\-l) = 0,
et , en désignant par v', v", v'" les racines , on a
Lorsque l'équation X = 0 admet une racine double, les valeurs du rapport anharmonique sont
00, 00, 1, 1, 0, 0, et ainsi l'équation (8) doit se réduire à
On voit que cela exige que S^ — 27 T^ = 0 , et l'on sait en effet que le discriminant de X est égal à 256 (S^ — 27 T^). Comme conséquence, on peut écrire, au lieu de (8),
5. Considérons maintenant les cas particuliers que nous avons déjà énumérés dans le n". 2.
A. A = — 1 (ou =2, ou =1^):
Dans ce cas on a A = y II semble donc que, pour transformer au moyen d'une substitution linéaire |^__ en ± |^, on puisse employer
non seulement les correspondances (I), (II), (III), (IV) du n" 3, mais encore les suivantes :
ix = Xi, X2, x^, x^, (1 ) \
'v=Vi, Vt, Vi, ys;
,, J X = a^i , X2, Xg, x^,
(Il ) i
'y=!/2> Vi, y^> Vi)
'y = !/3, 2/4. ^2. yi>
lX = Xi, X^, Xg, x^, 'y =^4» ."3) Vl, .V2-
Faut-il en conclure que dans ce cas exceptionnel il existe huit sub-
.... . , dx du ^ ., ,
stitutions hnéaires qui transforment . . - en it r7=^ r 11 n en est rien
En effet, l'équation (8) montre qu'on a dans le cas actuel T^O. Mais alors les relations (7) se réduisent à
et l'on peut en conclure seulement c= ± 1.
Donc, dans le cas T=:0, il n'existe pas seulement quatre intégrales linéaires de l'équation différentielle
dx dy
Vx~-Vy'
mais il y en a autant qui donnent
dx dy
Les unes seront données par les correspondances (I), (II), (III), (IV) et les autres par les correspondances (I'), (II'), (IH')» (I V)-
Le second cas :
B. A = 1 -f- £ (ou = 1 -|- £2) , donne lieu à des remarques analogues. L'équation (8) montre que S = 0 , et les relations (7) se réduisent à
d'où l'on peut conclure seulement c=l, c = £, c = e^.
Chacune des trois équations
dx dy
VY
dx _ dy dx dy
vl~ vWy
admettra quatre intégrales linéaires. Les unes sont déterminées par les correspondances (I) , (II) , (III) , (IV) et les autres par celles-ci
IjX — Xi, X2, X^, X4 ,
h=yi, Va. Vi, ^2'
/y ^^^ ly /y» /y» ly*
jj — .t/j , X2 , -l'a , ^4 ,
S'=y2. y4. y.s. Vx,
/y ^^— /y rr* /v" IT
y =^3. yi; V2y Vi'i
( x = ajj , X2, Xq, x^,
\y=Vi, ^2. yi. ys;
X — aîj , ^2 , a^ , x^,
y =yi, y*. y2. ys;
j a; ^ ajj , a;2 , aïs , 374 ,
(y =y2. V3, Vi, y*; U=y3> y2. y*> yi;
y=y4, yu ys. y2-
6. Comme application des considérations précédentes, considérons la réduction à la forme normale
dx Kl
^dy
M étant une constante. Le rapport anharmonique de -j- 1 » — 1 , + — -r étant (T^"t) • il faudra déterminer k par la relation
On trouve ainsi deux valeurs réciproques de A;; à chacune d'elles correspondent quatre substitutions linéaires, et, si l'on se souvient que X a six valeurs, il semble qu'on obtient ainsi 48 substitutions
linéaires qui réduisent à la forme normale la différentielle -r-^ ' Mais il faut remarquer que le changement de A en y correspond au change-
ment de A en — k; par suite, le nombre des substitutions linéaires se réduit à vingt-quatre , et le nombre des valeurs de k^ est six , qui sont réciproques deux à deux. Si ± A; est l'une des valeurs du module, les autres sont égales à
±1 , n+yic]' ±(^-^A' ji+iyA' ^(i-iVk''
Les racines de Y = 0 sont 1, 7^2» 0, «. Leur rapport anharmonique
A' -\i-VkJ' -"\l + l/Â/' \l-iVlcj' -\l + iVk) Une autre méthode , plus simple à beaucoup d'égards , consiste à poser d'abord
dx Mdy
est ^ et l'on a ainsi
kl = l
On voit qu'ici la signification de Af est beaucoup plus simple que dans le premier cas. On trouve encore six valeurs de kl et vingt-quatre substitutions linéaires. En posant y = s^, on est ramené à la forme canonique ordinaire. Mais il faut remarquer que , si les coefficients de X sont réels et qu'on veuille avoir une valeur de Aj qui soit réelle et comprise entre 0 et 1 , cette seconde méthode n'est applicable que dans le cas oïl les racines de X =: 0 sont réelles. Mais il n'entre pas dans nos intentions de discuter ces substitutions en ayant égard aux limites entre lesquelles a; et y sont variables ; c'est une discussion qu'on trouve dans les Traités des fonctions elliptiques. Constatons seulement , en terminant ces considérations préliminaires, que les intégrales linéaires de
dx dy
sont
DÉTERMINATION DES INTÉGRALES LINÉAIRES DE l'ÉQUATION r7^ •= ± r^l^-
VX Vy
7. La méthode la plus directe pour résoudre le problème proposé consisterait à effectuer la substitution
p-\-qx-\-ry -^8xij = 0
OU
P + ry
On trouve ainsi par identification
(ps — qrfbi = rsPao — r^{Sps-\-qr)ai-{-3rsips-\-qr)a2~
— s^{ps-\-3qr)as-i-s^qai,
{ps — qrfb2^r^p^aQ — 2rp{ps-^qr)ai-\-{p^s^-\-q^s^-\-ipqrs)a2 —
— 2qs{ps + qr)a^-\-q^s^ai, {ps — qrfbQ = rp^ao — p^ips -\-Sqr)ai + Sp? {ps -\- qr)a2 —
— q^ (3ps + qr) as + ç^sa^,
{ps — qrfbi = p*ao — 4:p^qai-^6p^q'^a2 — ipçî^as + g^ai.
Ces cinq relations , à cause de l'égalité des invariants de X et de Y, se réduisent à trois relations distinctes seulement , et le problème qui consiste à déterminer les rapports des quantités p, q, r, s est déterminé.
Mais c'est une voie bien différente qui nous conduira à la solution du problème.
8. Nous aurons à nous appuyer dans ce qui suit sur certains résultats de la théorie algébrique des formes biquadratiques , pour lesquels nous renvoyons le lecteur aux Mémoires classiques de M. Hermite : Sur la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminés , dans le tome 52 du Journal de Crelle.
Désignons par Rx 1^ hessien de X
Hx =
Ui
dx' t^a;
dx i>x'
Hx := {a,)a2 — a?) œ* + 2 {a^a^ — a^a2)o(^ -{-
+ (aoa4+2o'ia3— 3a|)a;2 + 2 (Oj «4 — «a «a) « + («3 ''4 — «1) . et par J, le covariant du sixième degré qui est le jacobien de X et de Hx
dx ;dx
8 ÔHx èHx
Jx =
Les covariants sont liés par la relation
4 H^ — S Ho; X2 + T X3 = - J2, d'où M. Hermite a tiré cette conséquence importante, qu'en posant
il vient
2dx +du
VX Viu^ — Su-T Désignons maintenant par Hy, J» les covariants de Y; en posant
il viendra de la même manière
2dy _ ±dv
Il est évident par là que la relation u = v, c'est-à-dire
XHj, — YH;, = 0, satisfait à l'équation différentielle
dx dy
Cherchons à approfondir maintenant la nature de cette intégrale particulière.
Pour cela , considérons d'abord le cas particulier
On trouve par un calcul facile
X}iy-YE, = }(l-k^f(x-y){x + y)il-kxy){l-\-kxy)
= i{l—k^f(xy'—yx'){xy'-\-yx')(x'tf' — kxy)(x'y'-\-kxy).
L'intégrale
XHy— YH=. = 0
a donc une nature toute particulière ; on voit qu'elle se décompose ainsi
X — y = 0, a; + «/ = 0, 1 — A;xy = 0, \-\-]ixy^^, et elle résume donc les quatre intégrales linéaires de l'équation différentielle.
9. Il est facile maintenant d'étendre ce théorème au cas général et de montrer que
X n.y Y Ha;
est égal au produit de quatre expressions linéaires de cette forme
j)-\-qxAr'ry-\-sxy, et alors il est clair que notre problème revient simplement à décomposer X Hy — Y Hx en quatre facteurs.
En effet , c'est là une conséquence de ce fait que H , H» , Y, Hj/ sont des covariants.
Nous savons que , par une substitution
X _ ax^-\-^x[ X'~ yXi -j-àx[
on peut réduire
(Ix . , r ■ <^%
Y7= à la forme canonique ,- „ „ =iF '
Par une substitution analogue , on réduira
dy . , r • dyi
■ .— a la lorme canonique ^r===F=^^=^^ VY ^ fc'il-yl){l-k^y\)
et, à cause de l'égalité des invariants de X et Y, on peut faire en sorte qu'on ait la même valeur de k^ dans les différentielles transformées, et alors on a aussi nécessairement C = C. On est ramené ainsi au cas particulier que nous venons de considérer , et , si l'on écrit
C(l-rcf)(l— ft^a;?) = Xi, C{l-yl)il-k''y!) = Y„ on a
^1 Hy, — Yj Hx,
= \ a—k^fCHx^y'i — yiOc^i) (a^2/i + yia^i) (a;i j/i — kx^y^) (x'iy'i + *a;iyi).
Mais Xj s'obtient en remplaçant dans X
X par aXi-\-^afi, x' par yXi-\-ôafi,
et en divisant ensuite par (ad — ^yf. Ainsi l'on peut écrire
et, en vertu de la propriété caractéristique des covariants, on trouve aussi
Hx = (a<5-yîy)2Hx„
On aura de même
Y = (a'<5'-yS'/)2Y,, Uy = (a'ô'-p'Y'fHy,.
Par conséquent , pour avoir X Hy — YBx, il suffit de remplacer dans l'expression de Xj Hy — Yj ]îx,Xi,x[, y^, y[ par leurs valeurs en x, x' , y , y' tirées des relations
X = aXi + jffxi , x'= yx^ + ôx'i ;
y = «' «/i + i^' yi .
y' = /yi + ^' y'i ,
et de multiplier par {ad — /S yf (a' à' — ^' y'f. On aurait même pu supposer égaux à l'unité les déterminants des substitutions. Il est clair que l'expression ainsi obtenue se présente bien sous la forme d'un produit de quatre expressions , telles que
px' y' -\- qxy' -\-ryx' -{-8xy = p -\-qx-\- ry -{-sxy.
Ainsi nous pouvons énoncer la propriété suivante: Lorsque deux formes biquadratiques X, Y ont leurs invariants égaux, alors l'expression
X Hy — Y xîx
est décomposable en un produit de quatre expressions de cette forme
p + qx + ry + sxy,
et, en annulant ces facteurs, on obtient précisément les quatre intégrales linéaires de l'équation différentielle
dx dy
Il faut donc étudier cette décomposition de
X Ht^ — Y six.
Rappelons d'abord les relations identiques
iEl-SExX^ + TX^ = -3l, 4H^-SH,Y2 + TY3 = -J2.
En désignant par u', m", u'" les racines de l'équation
4m3 — Sm — T = 0, on voit par là qu'on a
4 (H^ + u' X) (H=, + u" X) (Hx + W" X) = — J?, 4 (H, + M' Y) (Eî, + u" Y) (H, + u'" Y) = - J^,.
Or , Hx et X n'ayant pas de facteur commun en général , les facteurs Hx + m'X, H» + m' Y, . . . sont nécessairement des carrés parfaits (Hermite, loc. cit., p. 15, 16). Posons donc
iHx + «' X = ç'x , Ha + M"X = 9'x^, '"2 B.X + M X = q>x ;
iUy -\-U' Y = (p'y , Hy-fM"'Y = <pr.
<p'x, <Px , fx seront des polynômes du second degré.
Nous cherchons à résoudre l'équation X H^ — Y H ,: = 0 par rapport à a; en y regardant y comme connu. On a donc
Hx Hx^+M^X _Hx + M^^X_HH^M^X_^a "~ Hv ~ H, + u' Y - H, + M" Y H, + u"' Y
SUR UNE TRANSFORMAIION LINEAIRE.
et , par conséquent , (11)
<Px=îi<Py,
Si nous ajoutons ces équations après les avoir multipliées respectivement par («" — m'") (p'y, (m'" — m') <p'y, (m' — m") q>y', il vient , eu égard aux formules (10),
(m" — M'") (p'x (p'y -f (m'" — M') f'i <Py + («' — «") f'i' V'y = 0-
C'est là une équation du second degré qui doit admettre au moins une racine de XHi, — YHx^O; mais on constate que cette équation du second degré a ses deux racines égales. En effet , la différentielle
(m" — m'") (p'ydq>'x + («'" — IC') (p'y d q^x + («*' — U")ç>'y' d (p'x
se trouve égale à
[{m" — M'") <p'xd<px + (m'" — M') Ç'i' d (p'i + (U' — M") (p'i' d (p'i''\
ou à
2^ [(m" — m'") d ( H:t + m' X) + (m'" — m') d (Hx + m" X) 4- (m' — m") d ( Hx + m"'X)]
et s'annule par conséquent.
Nous obtenons donc ce résultat, qui donne la solution du problème proposé :
L'expression
est, sauf un facteur constant, le carré d'un des facteurs de XH^ — YH^. Sous une forme légèrement modifiée , nous pouvons dire qu'on a d'abord à calculer les fonctions yj', rp", rp'" par les relations V'' =(Hx + M' X)(H, + M' Y),
(Hx + «" X)(H, + M" Y), (Hx + «'"X)(H, + u'"Y);
ensuite on aura les carrés des facteurs linéaires de XH^ — YHi (sauf des facteurs constants) sous la forme
(A) . . . ±{u" — u"')y>' ±{u"' — u')xp" ±{u' — u")y>"'.
lôO SÛR Une transformation linéaire.
Il est clair qu'on obtiendra bien ainsi les quatre facteurs de X Hy — YHx ; car , en changeant à la fois les signes de y', y", y'", on obtient la même intégrale linéaire de l'équation différentielle
dx dy
Quelles sont maintenant les opérations irrationnelles qu'exige cette détermination des intégrales linéaires? D'abord on a à calculer les trois racines de l'équation cubique
4m3 — Sm — T = 0,
et ensuite on voit que la détermination de chacune des fonctions v'> v"» v'" exige le calcul d'une racine carrée. Mais il est à noter qu'on peut multiplier l'expression (A) par un facteur constant quelconque. En multipliant donc par une des racines carrées à calculer , on voit que le calcul de deux racines carrées suffit pour obtenir, sous forme explicite , les intégrales linéaires. On peut remarquer que le coefficient de sd^y*, dans l'expression de ip'\ est
(CoOg — a? 4- a^u') (Ôq ^2 — ^i + *o "') .
et ainsi les fonctions ip', rp", xp'" sont connues après avoir obtenu les racines carrées
/•' = ^(ao 02 — a? + ao m') (&o 62 — 6? + 6o «') ,
r" = y'CaoOg - al + ay')iboh — bl + bou") ,
r"'= ^(a,a^-^l + aou'") {b,b^- bf+b^).
Mais le produit de ces trois racines carrées est égal , au signe près, à
i (agcfg — SaoU^a, + 2a?) (6^63 — Sbob^b.^ + 26?),
et ainsi r'" sera connu dès qu'on connaît r' et r". Toutefois, il peut arriver que le terme avec a;* y* manque dans v'^ v"^ ou v"'^ mais, en tout cas , il est clair , par ce qui précède , que le calcul de deux racines carrées et la connaissance des racines u', u", u'" permettent d'obtenir les intégrales linéaires cherchées. Cette solution jouit donc, au point de vue algébrique , de toute la simplicité compatible avec la nature du problème proposé.
loi
EXAMEN d'un CAS PARTICULIER. ÉQUATION d'eULER.
11. On peut donner une autre forme à la solution du problème et la faire dépendre directement d'une équation du quatrième degré. Mais, pour reconnaître l'intérêt qui s'attache à cette seconde forme, il est utile d'étudier d'abord le cas particulier où l'on a
ai = bi (i = 0, I, 2, ..., 4),
en sorte qu'il s'agit de la détermination des intégrales linéaires de l'équation d'Euler
Il est clair que , dans ce cas particulier , on obtient v''i v", v'" sans avoir à extraire aucune racine carrée , et la connaissance de m', m", m'" suffit.
Prenons pour y>', yj", \p"' les valeurs
v' = (aoOo — a? + ffoM' ) a?y'^ + • • • , v" = (floOg — af + oou" )x^y^-]- ..., V"'= (aoa2 - af -f- ao«"') a^^y' + . . • .
On peut d'abord mettre ces valeurs de xp', v", v " sous une autre forme.
Il est clair que t^', par exemple, est symétrique en x et y, et de plus, si l'on pose y=^x, y' doit se réduire à Rx-{-u'X. Or, si deux polynômes doublement quadratiques et symétriques en x et y coïncident entre eux pour x^y, ils peuvent différer seulement par un terme i.{x — y)^. Il suffit de les écrire explicitement pour reconnaître l'exactitude de cette proposition , qui est due à M. Halphen.
Mais la seconde polaire de H^ + m'X
oè'-^ (Hx + w'X) , _ d2 (H. + u'X) , 02 (H.-f m'X)
da^ "^"^ dxiix' ' da;'2
est d'abord symétrique enajety et se réduit aussi à Hx + m'X pour a; = y. On a, par conséquent,
2^2 (Hx + m'X) , _ d (H. + m' X) , C>2(Hx-f M'X)
dx"
àa; bx'
+ X'ix—y)K
Il reste à déterminer A'. Cette détermination pourrait se faire déjà ici en calculant directement le coefficient de xy dans xp' : on trouverait ainsi
où l'on a supposé
Hr + m' X = Ao a;* + 4 A, ic^ + 6 Ag .-c^ 4- 4 A3 a; + A^.
Mais il existe une expression beaucoup plus simple pour X' qui s'offrira d'elle-même dans la suite. Nous nous bornerons donc à observer que l' doit être une fonction rationnelle de m', et peut dès lors se mettre sous la forme d'un polynôme du second degré en u',
k' = 2au'"-^^u'-\-y.
Posons , pour abréger ,
en sorte que h et f sont les secondes polaires de Ex et de X , on aura , d'après ce qui précède,
y,' =h-\-u'f-\-{2au'^ +/Si«' +}'){x-!/)\ y," = /» 4. M'Y + (2 « m"2 4- (i H" + y) ix - yf, ,p'" = h-{- u"'f-\- (2 a u"'"+ fi u'" + y) (x — yf. Les carrés des facteurs de X Hj, — Y H,: sont , en général . _|_ (« ' _ m'") ,/ -f- (m'" — u') y," + (?V - u") y>"', _|. (m" _ M"') y;' _ (m'" — u') ip" - (m' — u") y/", — (u" — tl"') rp' + (m'" — M') ./<'■ — (m' — M") v'", _ („" _ ti'") ^/ _ (,«'" _ u') yp" + (m' — u") V-'".
La première expression se réduit évidemment à
2 a (m' — m") (u' — m'") (m" — m'") (a; — yf, et donne ainsi la substitution linéaire x — 2/ = 0. Cette solution était évidente a priori.
La seconde expression devient égale à
— 2 a (m' — u") (u' — m'") (m" — m'") (a; — yf-\-2 {u" — ?*'") y'
SUR UNE TRANSFORMATION LINÉAIRE. lÔâ
OU bien, en divisant par 2{u" — m'"),
y,' — a («' — «") {u' — m'") {x — yf, mais on a évidemment
{u' -u"){u' — u"') = ^{u^-\Su — lT)u = u' = Su'^ — l8,
en sorte qu'on obtient
^ + «'/■+(-««'' + /Sm' + y + i«S)(a;-t/f.
Ici se présente maintenant le moyen de déterminer les valeurs de a, fi, y par cette condition que l'expression précédente doit être un carré parfait.
Considérons l'expression
£ = h-\-îi'r-\-C{x~yf, où C est une constante quelconque. On peut écrire £ = Fy^^-}-2qy + R + C{x-yf,
12 dx'
_1_ dHR, + u'X)
ix à«'
„_ 1 y(H. + u'X) "-^12 ôa;'2
et le discriminant A de £ est
(Q_Ca;)2-(P + C)(R4-Cx2), c'est-à-dire
A = Q2 — P R — (P x2 + 2 Q a; 4- R) C. Or il est clair que
Pa;2 + 2Qa; + R = H.r + M'X.
D'autre part, PR — Q*^ est le hessien de H.t-|-m'X et l'on sait qu'en général le hessien de aX-{-bEx est égal à
(voir Hermite, loc. cit., p. 3S — 35); donc
PR-Q2 = (iSu' + iT)X + (u'2_^i2S)H..
Mais Ha; + m' X est un carré : donc le hessien ne s'en distingue que par un facteur constant et
P R — Q2 = (m'2 _ ^g. S) (Hx + m' X). Il vient donc
On voit par là que l'expression £ n'est un carré parfait que pour la seule valeur
et l'on doit avoir
— a tt'2 + ^ m' + y + i a S = — M'2 + ^j S , donc
13. Voici un moyen plus direct pour déterminer X'. Écrivons X' au lieu de C , en sorte que
Mais nous savons que rp' = cp',, <p'y : donc nécessairement
P4-A' = aç)i, Q — A' rc = /8<p; , R + A' a;'-^ = y ç>'x , d'où
<^; = a 2/2 4-2^2/ + ,', La comparaison des deux valeurs de A donne mais on sait que
^2_ay=: — (m' — M") (m' — M'") = - 3m'2 + J S 1) ,
ce qui fournit de nouveau la valeur de X'.
') Cette valeur de l'invariant de <p'^ se trouve sous une forme légèremenfdifférente dans le Mémoire de M. Hermite; voir p. 13, la valeur de A et, p. 15, la relation entre <p et y>. (Voir Clebsch, Binâre Formen, p. 453.)
14. Voici donc le résultat final auquel nous arrivons: Les intégrales linéaires de l'équation différentielle
dx^ dy'^
sont d'abord x — y = 0, et les trois autres s'obtiennent en posant
h + ur+{^S-u^){x-yf = 0,
où il faut déterminer m par l'équation cubique
4tt3 — Sm — T = 0.
Sauf un facteur constant, le premier membre est alors un carré exact, et la relation entre rc et y se réduit donc à cette forme
p + qix-]-y) + rxy = 0.
On peut envisager ce résultat sous un autre point de vue. Quelle est, en effet, l'intégrale générale de l'équation différentielle (12). Cette intégrale a été obtenue déjà par Lagrange (Oeuvres, t. II, p. 18) ; mais M, Cayley l'a mise sous cette forme élégante i)
(13) h-\-Cf+{^S-C'^){x-yf = 0,
C étant la constante arbitraire.
Cette expression se déduit de celle que nous venons d'écrire en remplaçant M par C. En général , le premier membre n'est pas un carré parfait: ainsi à une valeur donnée de x répondent deux valeurs de y, l'intégrale n'est pas linéaire. Mais , si l'on pose C = m', m", m'", on trouve trois intégrales linéaires; la quatrième, x — 2/ = 0, répond à C = oo.
15. En partant de cette intégrale générale, on aurait pu trouver notre détermination des intégrales linéaires d'une manière beaucoup plus simple. En effet , cette intégrale générale peut s'écrire
t/2(aa;2 + 2ha; + g) + 2 y (h a;2 + 2 b a; + f )
+ (ga;- + 2fa; + c) = 0,
*) Voir aussi Laguerre, Bulletin de la Société mathématique de France, t. 1, p. 35,
OÙ
a = a,) 02 — aj -j- C «0 ,
b = -1 (tto 04 + 2 «1 Os — 3 a|) + G a2 — ^ (^V S — C2) ,
c = fla «4 — «3 + C a^ ,
f = I (Oi «4 — Oa Og) + G Og ,
g = J (flo a, + 2 Oi ag - 3 fl|) 4- C Oa + A S - C2 ,
h = i («0 o'a — «1 «2) + G «i- C'est une relation doublement quadratique et symétrique en a; et 2/, que l'on peut écrire sous les deux formes
0 = A., t/2 + 2B.,y -{- C^ = A,j x" + 2By X + G^.
Euler déjà a observé qu'on en tire
dx^ dy^ .
Br-AxGx~B^-AyG/
mais, comme notre relation est 1 mtégrale générale de -j^^- = -y- , on
doit avoir
Bl—kocCx = e^ et de même
B2-AyG, = 0Y.
C'est ce qu'on vérifie facilement, et la valeur de 0 est ^*!~Ai = 0 = c=^ — è S G — i T .
On a les relations identiques
ao0 = h2 — ag, 4 0i 0 = 4bh — 2af — 2gh, 6 02 0 = 4b2 — 2hf - ac — g2, 4o3 0=4bf— 2ch — 2fg, a40 = f2 — cg; d'où l'on tire facilement cette conclusion que, pour 0 = 0,
Ax?/2 + 2B..2/ + C.
est un carré parfait, et l'intégrale générale se réduit alors à une intégrale linéaire qu'on peut écrire ainsi
16. On a retrouvé ainsi, d'une manière très simple, le résultat de tout à l'heure; mais, si cette méthode est simple, elle est, par contre, moins générale que notre première méthode ; car on ne saurait l'appliquer dans le cas général , l'intégrale générale de
^ '"'uo^i^ + éaïajs + 6aox' '+ ia^x + », boV* + ib^y^ + db^y^ + 463?/ + h
n'étant pas connue sous une forme analogue à (13). Cependant il y a un second cas qu'on peut traiter ici en s'appuyant sur une remarque de M. Cayley.
Désignons par Sît le premier membre de la formule (13) et remarquons que 91t est aussi quadratique en C. En considérant C comme variable aussi , on aura
dmi 0911
-^ — dx -\ — ^ — dy 4dx ' dy '^ '
et , d'après ce que nous avons vu ,
dm.
Je
dC = 0
dx dy
et, comme l'a remarqué M. Cayley,
dm.
donc
de
dx
= ± VXY;
dy
„^ dC _
"^VX"^ VY ^vM
En considérant donc C comme variable, y comme une constante arbitraire, la relation (13) ou (14) est l'intégrale générale de l'équation différentielle
dx dC
K4C8_sC — T
et, pour avoir les intégrales linéaires de cette équation, il suffit de résoudre l'équation Y =: 0 ou, ce qui est la même chose, l'équation
X = 0. Ce résultat était à prévoir , car la connaissance des racines de X'= 0 entraîne celle de l'équation 4 C^ — S C — T = 0. En déterminant y par l'équation ¥ = 0, 91^ deviendra un carré parfait.
17. Revenons maintenant au cas général , la détermination des intégrales de (15). D'après l'examen des cas particuliers que nous venons de faire, il est à prévoir qu'il doit exister une liaison intime entre cette détermination et l'intégration générale de cette équation ; mais on ne connaît pas cette intégrale générale sous une forme analogue à (14) et il nous paraît assez difficile de l'obtenir sous cette forme.
Au contraire , la méthode inverse se présente ici.
Ayant obtenu la détermination des intégrales linéaires , si nous faisons dépendre cette solution directement d'une équation du quatrième degré, n'obtiendrons-nous pas en même temps l'intégrale générale sous une forme analogue à (14)?
C'est là une question qu'il nous reste à traiter.
Il faut le remarquer , on peut faire dépendre la détermination des intégrales linéaires d'une équation biquadratique , mais cela est possible d'une infinité de manières. Parmi les équations biquadratiques desquelles dépend ainsi la solution de notre problème existe-t il une classe particulièrement simple.
Ce sont là les questions qui se présentent: les diverses équations biquadratiques sont liées par des transformations de Tschirnhausen.
(J. Math., Paris, sér. 4, 5, 1889, 55—65.)
Sur le développement de l'expression
I R2 — 2Rr [cos m cos m' cos {x — x') + sin m sin u' cos (y — î/')] + ^^) "^
1. La théorie du potentiel a été étendue à un nombre quelconque de variables par Green. Dans le cas de quatre variables il faut considérer l'expression
(^1 - Vif + x^- 2/2)2 + (Z3 - ^3)2 + (X, - y^f qui satisfait à l'équation différentielle
^x\^ }>xl^ ^xl^ }>xl-^-
Posons
ia;i = rcosMcosa;, 1/1 = R cos «' cos a;' ,
)a;2 = rcosM8ina:, 3/2 = R cos m' sin a;',
I Xg = r sin M cos 1/ , 3/3 = R sin u' cos y' ,
^Xi = ramu8iny, 2/4 = R sin m' sin y',
on aura
R2 — 2Rrcosç> + r2
où
(5) . . cos y = cos u cos u' cos (X — a;') + sin M sin m' cos (1/ — y').
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En développant T suivant les puissances croissantes de r, il vient (6) T=£V„^^,.
, . ^ sin (n + 1) 05 , . j j / j ^
Ici Vn = — -^ est un polynôme du degré n en cos gs, dont on
trouve l'expression en écrivant abord
_ 1 -^ ?»(2Rco8y — y)"
R2 — r (2'R coa<p — r)~-^ R2»+2
et en cherchant ensuite le coefficient de r",
En introduisant ici au lieu de cos 93 sa valeur (5^ , Vn deviendra un polynôme du degré n en cos (x — x') et cos {y — y') qu'on pourra développer suivant les cosinus des multiples de x — x' et y — y'. C'est ce développement que nous nous proposons d'obtenir.
2. Cherchons d'abord la transformée de l'équation différentielle (2) après l'introduction des nouvelles variables r, u, x, y. Les relations (3) donnent facilement
do;? + da| + da| 4- dxj = dr^ + r^ du^ + r^ cos^ u dx^ -{- r^ sin^ u dy^ et de là on conclut, d'après un théorème bien connu de Jacobi,
^^(r3smMC08M^) + ^(rsinMC08M^j +
ou bien
1^ . 3rAT+^ +
(8) • • • j àT . 1 Ô2T , 1 d2T
cot 2 M ^ 5— =i — s H — 7—r, — -r^ = U
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En introduisant maintenant au lieu de T le développement (6), on obtient pour V» la relation
^+2cot2M4^ + du^ du '
Ô^Vn , 1
d^Vn
C'est cette équation différentielle linéaire qui permet d'obtenir facilement le développement cherché de Y„ suivant les cosinus des multiples de ic — x' et de y — y'.
3. On reconnaît sans peine, par l'inspection des formules (5) et (7), que ce développement se compose d'une série de termes
C coa i {x — x') coa k (y — y'),
où i,k sont des entiers tels que n — i — A; est pair et non négatif. Ensuite on voit que hs coefficient C est divisible par
(ces u cos u'Y (sin u sin u'f
et que le quotient est un polynôme en sin^ m et sin^ u'. Nous posons
(10) . . . Yn=^'^' iRlkCoai(x — x')coak(y — y'),
avec cette convention que , lorsque l'un des indices i, A; est égal à zéro, il faudra remplacer le coefficient 4 par 2 , et , lorsque i=:k^=0 (ce qui n'arrive que lorsque n est pair) , il faudra remplacer 4 par 1.
En introduisant le développement (10) dans l'équation différentielle (9), on obtient pour E^^^ l'équation différentielle
d M^ du
En posant maintenant
R^j = co8< u sin* M S"t, S"a sera un polynôme entier en
t = sin^ u
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et l'équation (11) nous donne
cP S" d S"
ii4-k — n « = 2—' i±k±n±2 ^ 2
On en conclut
S;;* = C^(a,^,y, sin^M);
a en effet est un nombre entier négatif, en sorte que la série hypergéométrique se réduit à un polynôme.
D'après cela , on doit avoir
r;|j = C cos'' M sin* uS{a, ^,y, sin''' m),
C étant indépendant de u. Mais il est clair que le coefficient R^^j es: symétrique en m et m'; donc
l R"fc = c"a (cos M cos M')' (sin M sin "')*
( X^{a,^, Y, sin^M)^ (a,/S, /.sin^M'),
(^fc étant un coefficient numérique qu'il reste à déterminer.
Pour cela , posons u = u' ; on aura
cos (p = {i — t) cos {x — x')-\-t cos (y — y') , R"fc = C (1 - 0'«*^' («,/». y. 0.
et , à cause de i-\-k — 2a = n, le coefficient de P dans RJ^^. est
Mais, d'autre part, d'après la formule (7), le coefficient de <" dans Vn est
2" [cos {y — y') — cos {x — a;')]"-
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En posant donc pour simplifier ic' = 7r, y' ^0, on doit avoir
[ 2" (cos X + cos y)"
COS i X cos k y.
[y{y-{.l)...{y-a—ly
Mais le développement de
2" (cos X + cos y)" se trouve directement sans difficulté , et le résultat est
12" (cos X -f- cos «/)" = y'y'4 n{n)n(n) ^4- n(»-=A-^->f-L+i+-*)n(=L=l±*)n(^+|^*)
x cos k y.
La comparaison de ces formules (15) et (16) donne la valeur cherchée de cj'^
5. Voici maintenant comment on obtient le développement (16). On a d'abord
2" (cos X + cos 2/)" = ^ (n)r (2 cos x)»-'' (2 cos yY,
en posant
l.2...r et comme on a , d'autre part ,
(2 cos a;)" = ]^' 2 (w)n-r cos r çp ,
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il vient
2» (C08 X + COS y)" = V V' y\'i («)r (W — r)rt-r-i{r)r-k cos i X cos ky, rik 22
et, en écrivant
2" (cos a; + 008 2/)"= ^'^' 4^^ cos i a; cos A «/ ,
on aura
OÙ
Soit "~^~^ = w,^^^ = s; l'expression précédente devient 2 ^
Mais on voit facilement que
= (w)m(Wî)s(W — Wî)„_m -fc-»,
donc
fc»^ = («)^ [{w,)o (n — m)„_m_k+ (»j)j (m — m)n-m-k-\-\- ■ • •]
ou
ce qui fournit le développement (16).
On voit que f"^ est le produit de deux coefficients binomiaux, il en est de même de
(^jij = (m — m)k {n — m — i)*.
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6. Voici donc le résultat de cette analyse : I R2 — 2 R r [cos u cos u' cos (x — x') + sin m sin u' cos {y — «/')] + ^^ | ~ ^
= 2- ^" Rn + 2 '
V„ = ^ ^ 4 c"j (cos M cos m')' (sin u sin ?*'}*
X f (a, /S, j', sin^n)§{a, p, y, sin^ m') cos f (a; — x') cos k {y — y') ,
iA-k — n
M. Tisserand a obtenu d'abord , dans le tome LXXXIX des Comptes
rendus des séances de l'Académie des Sciences, ce résultat, qu'en
j ,, • sin(n4-l)œ posant dans 1 expression r- >
^ ^ sin 97
cos (p = cos^ M cos a; -|- sin^ M cos y
et en développant suivant les cosinus des multiples de a; et de y, le coefficient de cos i x cos k y est égal à
4(^fcC082«Msin2*M^2(Q^^^ y^ sin^M).
Mais la découverte de ce beau résultat a été extrêmement laborieuse, comme on peut le voir par l'analyse compliquée par laquelle M. Tisserand a démontré son résultat.
En réfléchissant sur cette belle formule, nous avons observé d'abord qu'en posant
cos <p = cos M cos m' cos a; -f- sin m sin u' cos y , les coefficients devenaient des produits de fonctions analogues en u et u', et nous avons trouvé ensuite dans l'extension de la théorie du potentiel au cas de quatre variables l'origine vraie de cette formule.
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Nous observons qu'un point essentiel de notre analyse consiste dans ce changement de variables
a;i = rcosMcosaj, X2 = r cos M sin a; , a^ = rsin Mcosî/, Xi = r sin u sin y.
Green, Jacobi et d'autres géomètres, qui se sont occupés de cette extension de la théorie du potentiel, ont introduit d'une autre manière des variables analogues aux coordonnées polaires, en posant
Xi = r cos 61 ,
Xg = ^ sin 01 cos 02 »
rcg = r sin Sj sin 62. cos ^3 1
x^ = r sin 0^ sin 0^ sin ^s-
7. II est clair que notre analyse est parfaitement analogue à celle de Laplace concernant la fonction
X„ (cos 0 cos 0' + sin 0 sin 0' cos 95).
Il serait facile de poursuivre cette analogie et d'arriver, par exemple,
au développement
où
nA-\ [^ , (^"(^"a-, ,sin(w + l)9P , ,
(19) Z*")=^^^/ sinMiCOSMidMi / / %(u^,Xy,yi) ^^^ -dx^dy^,
ces 9» = cos « cos «1 cos (X — Xi) + sin u sin u^ cos {y — y^) ,
f (M, X, y) étant une fonction arbitraire continue, donnée pour les valeurs
0<tt<J,
0<j/<2ji,
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et telle que
§f(0, X, y) est indépendant de y,
^ \2' *' ^) ^^^ indépendant de x,
Mais, au lieu d'insister sur ce sujet, nous croyons être plus utile en appelant l'attention sur quelques autres formules.
Soit
V„=:C0SW9^, QOS(f)=X,
y„ est un polynôme du degré » en a;, et
En posant on trouve
X = C0S2 M + 8in2 M COS v/ ,
j-~ = 2 sin M COS u (COS v — 1) — " ,
dx
-^ = -8in2M8inv^^^,
-5^ = 4sin2Mcos2M(cosv-l)2'^" + 2cos2M(cosv-l)'^
d^ V„ d^ V ri \T
ô^ = sin< M 8in2 V. -— ^ - sin2 m cos v. ^.
f UX dx
En substituant ces valeurs dans l'expression
et en déterminant « et ft par la condition que le coefficient de ^"soit égala 1 -x', on obtient ^*^
4 dM2 '"sin^M d>2 ^2 y ]
~ '^ ~ ^^ ^dï?" ■" 2 ^^^^ ^ " + '^''^ ''' ~ <^^^ 2 M COS V) ^-
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et ensuite
4 d u2 "•" sin^ M d v^ "■ 4 sin u cos M d M dx^ dx '
donc, d'après (20),
.on 1 ^1?4. 1 ^'I?-L 1^ ^I«4-n2V =0
^'^^' ' • 4 dM2 'f'sm^M dv^ "'"2sin2M ôm^
Mais il est clair qu'on peut développer V„ suivant les cosinus des multiples de y> en posant
(22) . . . V„ = 53 2R"cosiv, t = 0, 1, 2, ..., w.
On trouve, en portant ce développement dans l'équation (21), 1 d^Br I 1 dRr I /, . A\B^-n
4 dM2 •" 2 8in 2 M d M ^ \ sin^ u
ou , en posant Rf = (sin m)^' S?, sin^ m = < ,
(28) . .<(l-0^4-(2î + l)a-0^;+(n'-'-i^)Sr = 0;
d'où l'on conclut
Sr = C^(i — w, i + n, 2i + ], 0
et
Rf = C (sin M)2' ^ (z — w , t ■ + " , 2 z 4- 1 , sin^ u).
La détermination de la constante numérique C s'effectue encore sans difficulté en comparant les coefficients de r dans la formule (22). On obtient ainsi le résultat
/ cos (p = 0082 u 4- sin2 u cos v ,
Z' ' , n (n + i — 1) ■ ov.,
,. ^n(n-i)-rn^)'^" "
X S'(î — w , ï + w, 2 1 -f 1 , sin^ M) cos i y>.
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9. On doit à Hansen un résultat analogue qu'il sera bon de rappeler
X„ (cos^ M cos a; -f- sin''^ u cos y) — ^' ^ * ^"* cos2< « sin2* 1
' X ^{i +* — Wi î + ^' + w + l) 2^:4-1, sin^ w) cos ix cos t y.
L'analyse de Hansen est très compliquée, mais M. Tisserand a fait voir (Comptes rendus, t. XCVII, p. 815) qu'on peut obtenir cette formule d'une manière analogue à celle qui vient de nous donner le résultat (24).
Mais , quoiqu'on parvienne ainsi d'une manière élégante à établir ces formules (24) , (25) , il nous semble pourtant que la véritable origine analytique de ces formules et des expressions
cos^ w -j- sin^ u cos v , cos^ M cos rr + sin^ w cos y
reste à trouver. Est-il possible d'arriver à ces résultats par une théorie analogue à celle du potentiel ? C'est là une question que nous avons cru utile de poser au moins.
(Paris, C.-R. Acad. Sci. , io8, 1889, 605-607.)
Sur les dérivées de séc x.
(Note, présentée par M. Hermite.)
Soient f=séGX, « = tangua;: on obtient facilement
f =séca;tanga;, f"=sécx[l-\-2z], /•'"= séc X tang a; [5 + 6«] ,
Il existe, entre les coefficients des polynômes en z que l'on obtient ainsi, des relations remarquables dont nous allons indiquer la nature. Considérons les dérivées d'ordre pair et écrivons
f =:sécx[ao]i
f" = séc X [tti 4- ^1 2] .
f(i)= séc a; [ttg + &2 « + ^2 «^] <
en sorte que
sec a;— 2^ j . a . 3. . .(2n)"
La forme quadratique à une infinité de variables
SUR LES DERIVEES DE SEC a.
est égale à
+ (C2 Xo + .
La considération des dérivées d'ordre impair donne lieu à une proposition semblable.
2. On rencontre de^ relations semblables en considérant les dérivées de tang x, et des fonctions elliptiques sin am x, cos am x, A am x.
Nous ferons connaître prochainement la démonstration de ces propriétés, qui sont liées intimement à certains développements en fraction continue dont voici un exemple :
Soit
cos am X
on aura
e- ^* cos aniaa« = ^ — „ii'T :^
Cq Cl , Cy
x + .. , (2n-lf
La série est divergente , mais la fraction continue est convergente et représente l'intégrale.
(Paris, C.-R. Acad. Sci., io8, 1889, 1297 — 1298.)
Sur un développement en fraction continue. (Note, présentée par M. Hermite.)
Considérons le développement bien connu en fraction continue de l'intégrale
-l' JM
- dz,
où f(z) ne change pas de signe, et posons
/c^ étant la n*«"« réduite.
Alors R„ est le minimum de la forme quadratique
fp \X-^ f Xo I • • • ? Xrt)
==C :l^-\l+x^{x-z)^-x,^x-^f + .. JrXn(x-^fJdz.
La vérification de ce théorème n'offre pas de difficulté. On peut déduire de là facilement
lira R„ = 0 , « = 00 ,
tant que l'intervalle (a, b) est fini.
Mais , dans le cas 6 := 00 , on n'a plus nécessairement lim R» = 0. Ce-
pendant nous avons reconnu que cela a lieu encore dans un grand nombre de cas, notamment lorsque f(z) est de la forme
Il est clair aussi que , lorsqu'on a lim R„ := 0 pour une forme particulière de f{z), cela aura lieu encore en remplaçant f(z) par F (a), où
Y(z)<Af(z),
A étant un nombre fixe.
Enfin ces considérations s'appliquent encore si, au lieu de l'intégrale I , on considère une somme
X — 6i a; — b.2 X — 63 composée d'un nombre fini ou infini de termes.
(Ann. Fac. Sci., Toulouse, 3, 1889, H. i— 17)
Sur la réduction en fraction continue d'une série procédant suivant les puissances descendantes d'une variable.
Soit
une série procédant suivant les puissances descendantes de x. Il est clair qu'on pourra , en général , la transformer en fraction continue de la manière suivante :
En désignant alors par
M fo £2 ''0
Qi ~ a; ' Q2 ~ a; -f Cj '
les réduites de cette fraction continue, le développement de q~ suivant
les puissances descendantes de x donnera une série dont les n premiers termes coïncident avec ceux de S.
La fraction continue F peut se transformer encore en F' (8) .... F' =
Co
a; + Ci
<àC2
CgC*
Pi c P'
et, en désignant par == — ^■', .... —, ... les réduites de cette se-
^ ^ Qi' x + cy' ' q;,'
conde fraction continue, on a identiquement
Pn P2n
2. Il est clair que les coefficients c,,, Cj, . . . , c„, ... sont des fonc-
tions rationnelles de a^, a^, de Oq , Oj , . . . , On.
an , ... ; Cn du reste , ne dépend que
Posons
Bo = l
on aura
Oo
On-
Un ■
. On
On
On+l
Cy ^ fly,
An + l Bn-] A„B„
La démonstration de ces formules ne présente aucune difficulté, et nous ne nous y arrêterons pas , renvoyant le lecteur qui désire plus de détails sur ce sujet aux Mémoires suivants :
Frobenius und Stickelberger, Ueber die Addition und Multiplication der elliptischen Functionen. (Journal de Borchardt, t. 88.)
Frobenius, Ueber Relationen zwischen den NâherungsbrUchen von Potenzreihen. (Journal de Borchardt , t. 90.)
3. Mais le problème de la transformation de la série en fraction continue est susceptible d'une autre solution que nous allons développer.
Envisageons d'abord le problème inverse , c'est-à-dire cherchons à exprimer réciproquement les a„ au moyen des c„. Nous proposons, pour ce problème , la solution suivante :
Calculons d'abord une série de quantités a,,*,, fii^k d'après les formules suivantes
Iao,o = l, ai,fc = 0 lorsque i> k, i8,_fc = 0 lorsque «>*; fio,k = ao,k + C2 a\^k ,
A.k^ai.fc +C4 «2, A.
\^i,k = a«,fc + C2t-f-2a» + l,*i
lao,k + \ = Cl /?(),*,
|ai,i + i = Ca^i.k -\- ^o,k)
/^//x Ia2,fe + l = C5^2,A + /îl,A,
]ai,k+l = C2J + 1 A',fc + /^i-l.fc»
Si l'on dispose ces quantités dans le Tableau suivant:
jSo,2 1*1,2 /*2,2
Pi, S
on voit que chaque colonne verticale se déduit de celle qui la précède, et , en effectuant le calcul , on a
i 1 I 1 1 Cl I Cl + Cg , C? 4- Cl Cg ! C? 4- (| + 2 Cl Cg 4- C2 Cg I . . .
Cl 4- Cg 4- Cs
C, 4- Cg 4- Cs 4- C^
Ceci posé, les quantités cf„, ... s'expriment au moyen des a,,*, ^8^,4, ainsi qu'il est indiqué par le théorème suivant :
I. La forme quadratique à une infinité de variables
y 7 . ui+kXiXk
est égale à
Co K,o ^ + «0, 1 Xi -f ao,2 X2 + ao,3 X3 + . . .J + Co Cl C2 [a, 1 Xj + ai_2 Xg 4- ai^g Xg + . . .J
-j- Cq Cj C2 C3 C4 [Og 2 X2 -f" «2,3 X3 -|- . . .]'-
+ Co Cl Cg Cg C4 ©6 Ce [ag_3 X3 + . . . J
de même la forme quadratique
7 7 , aj + A + i XjXa:
0 0 est égale à
<^0 ^1 [^0,0 Xy + /^O, 1 Xi + ^0,2 X2 4" /^0,8 Xg + • • • J
+ ro Cl C2 C3 [/Si,i Xi + /î,,2 X2 + )ffi,3 X3 + . . P
T" Co Cl C2 Cg C4 C5 [^2 2 X2 + /Î2,3 Xg -f- . . .]'^
+ Cq Cl C2 Cg C^ C5 Cg C; [^3 3 Xg + . . .]^
Pour démontrer ce théorème , soient
^ = Co[«o,oXo + ao,iXi + ...J + CoCiC2[aiiXi-)- . J^
B = CoCi[/8o,oXo + ^o,iXi + ...]2
+ CoCiC2Cg[/Si,l Xi + ...]2
Ce sont là des formes quadratiques qu'on pourra mettre sous les formes suivantes
A = ^^A.,*X.Xfc,
B = ^ y^ Bi,*X<Xft.
Nous remarquons d'abord que
A,-|-i,fc = Bi,4.
En effet, la valeur de A,+i,i est
Co «0,1 + : «o,A + Co Cl Ca ai_, + i Oj^^. + Cq Ci C2 Cg C^ a^^.-^j Oo^^ + . . • , c'est-à-dire, d'après les relations (7"),
(8) Coao,fcCi/So,,-|-CoCiC2ai,i[|8o,< + CsA,<] + CoCiC,C3C,ao,fc[A,i + C5/S2,J+...,
tandis que la valeur de Bi,* est
Co Cl /So,i /8o,A + Co Cl C2 C3 /îi,i /ii,fc 4- Co Cl Co C3 C4 Cg /Sg,,- /Î2,fc + • • • 7
c'est-à dire, d'après les relations (7'),
(9) CoCifio,ii^0.k+C2^\,k]
+ Co Cl C2 Cg /îi,i [oi, A 4- c^ 0-2, ft] -f Co Cl C2 C3 C4 C5 ^2,i [ao,^ + Ce Cg^fc] + . . .
L'identité des expressions (8) et (9) est évidente. 11 est clair qu'on aura de la même façon
A.i,k+ï ^=Bi,fc, donc
Ai+i,* = A<,fc+i;
d'où l'on conclut que généralement
Aj,fc = Ar,s
sous la condition t -|- A = r 4- s-
On voit par là qu'il existe une série de quantités
telles que l'on a identiquement
A = ^ ^ tti+k XiXft,
B = ]^ 7 . gj+fc+iXi-Xfc.
De plus, si l'on remarque que, d'après notre algorithme, on a
a,-,. = /S»,i = 1 , on conclut directement les valeurs des déterminants
On-l On ■
Cln Cln + l
On-l
an
On
ffn+l
Oon — 1
— Cq X CqCjC2 X CqCj C2C3C4 X • • • X CqCiC2' • •'-2n — 2>
— Cq Cj X Cq Cj Co C3 X • • • X Cq 'î ^ " • • ''2 n — 1 >
et les formules que nous avons rappelées dans le n" 2 montrent alors que, en réduisant en fraction continue la série
Cg_ «1 1 02_
on obtient la fraction continue
Le théorème énoncé est ainsi démontré.
5. On voit, par ce qui précède, que l'on pourra écrire immédiatement la fraction continue F, dès que l'on aura obtenu les décompositions en carrés des formes quadratiques
y , 7 . flt + A X,X*, ^^ ^^ tti + ft + l XiXfc.
Nous ajoutons que, en connaissant seulement la décomposition en carrés de
00 ry
7 ■ 7^ fl.+tXiX*,
on pourra écrire immédiatement la fraction continue F'. En effet, dans cette fraction continue figurent seulement les quantités
Cq, C^ C21 C3 C4 , Cj, Cg , ...
et
Les premières sont connues immédiatement. Quant aux autres, il suffit d'observer que
an.n + 1 = C] -(-C.2+ • ■ • 4- C2n + 1, "
pour en conclure
Ci=ao,i, C2 + C3 = ai,2 — «0,1, C4 -)- Cj = 00.8 — ai,o,
Sous une forme légèrement modifiée , nous pouvons dire : II. Si l'on a identiquement
on a en même temps
^ Çfi 1 Çfa ^ _i_
X a^'a^ rc* ' ■ ■ ■ .. , _ Cj : «0
aJ + ya — ^2 — •.
6. Nous allons donner maintenant quelques applications de ces théorèmes. Considérons pour cela le développement
(sécx)'' = ao+ i-^2^ + i . 2%T4^+ • • • •
On trouve facilement
ao = l, a, = k, a.2 = 2k-{-Skr, a;j= 16 A -f- 30*2+ 15 A;^, ....
Généralement a„ est un polynôme du degré n en A; mais la loi de ces polynômes est très compliquée. Nous allons voir que la réduction en
fraction continue de
a; a;2 ' ar' ■ ■ ■
conduit à des expressions très simples pour les c„. Soit
en calculant les dérivées successives /"', f", . . . , on obtient
f =: k (sec »)* tang » ,
f" = (séc xf [A + (A + K') tang-^ a;]',
Posons , pour abréger ,
tang'^ x-^z; on voit facilement que l'on aura généralement
f&m) =(sécxY<p,n,
f&m + l) —. (ggg ^)* Jajjg X tpm ,
ç>m et yjm étant des polynômes du degré m en «. En prenant les dérivées , on trouve les relations
Vm = 2{l-{-s)cp'„,-]-kq}m,
<p„ + l=2 2{l+z)v'„ + [_l + {l + k)z-]Vm-
Nous désignons ici par (p'm , y'm les dérivées de <pm et de v'm par rapport à z. Ces relations permettent de calculer de proche en proche les polynômes 95 et t^, et si nous posons maintenant
«Pm = a».,o + A (A + 1) a„, 1 3 + A (ft + 1) (A + 2) (A 4- 3) a„,2 «2 + . . . ,
V„ = A:/î„,o + A(A: + l)(A4-2)/Sm,i« + /c(A+l)(A+2)(A-f3)(A+4)^„,2«2_|-...,
il en résulte les relations suivantes
fim,o = am,o-\- 2(A; + l)am,i,
fim, 1 = a„, 1 + 4 (A -f- 3) Om, 2 , fim. 2 = «m, 2 + 6 (A -f- 5) Om, 3 ,
Pm.i = a„, , -}- (2 i + 2) (ft + 2 î 4- 1) a„,i+i ;
et _
am + 1,1 = /îm,0 + 3 (A + 2) ^m, 1 ,
am + i,.- = /Sm,i-l + (2 i + 1) (/C + 2 i) ^„,i.
En comparant ces relations avec l'algorithme que nous avons exposé dans le n° 3, on reconnaît que les quantités a,,^, /9,;fr sont exactement celles qu'on aurait obtenues là en partant des valeurs
Ci = l.k, C2 = 2(A;+1), C3 = 3(A;4-2), ..., Cn = n(k + n—l),
et l'on en conclut, sans la moindre difficulté,
'Il 1^
En remarquant que
Ve.+ e-j -""o 1.2'' +1.2.
et que , par conséquent , l'intégrale
donne ce développement (divergent)
on obtient enfin ce résultat
Nous nous bornerons ici à considérer la transformation de la série en fraction continue au point de vue purement formel. Dans une autre
ids
occasion , nous ferons voir que la fraction continue que nous venons d'obtenir est convergente et représente effectivement l'intégrale si l'on suppose a; > 0, A > 0.
Notons, en passant, le cas particulier k = — n, n étant un nombre entier positif. La formule (10) se réduit alors à cette identité algébrique
7. Nous allons donner maintenant une application du théorème II. Considérons pour cela la fonction
/"r^sin ara a:, le module étant k comme d'ordinaire. En calculant les dérivées successives, on voit qu'on a
f =sin ama;[ao], f" = sin am x [oj + ^i ■^l - (11) .... { /^*^ = s\nnmxla2-{-b2Z-\-C2z'^'\,
/ (6> = sin am a; [og -\- b^ s -{- c^ z^ -\- f/3 z^'] ,
où nous avons posé , pour abréger , z = k sivî^ am x. Il est clair ensuite que
smarax = ;^^^ 3 .
et , d'après la série de Taylor , on a
i [sin am (x-\-y)-\- sin am {x - y)\ = f-\- f" ^^ + ^^ ^ ^^^ ^ + c'est-à-dire, d'après les formules (11), (12) . .
. \ [sin am {x-\-y)-\- sin am (x — y)\ = sm ara x
«o + «iï^+«2i,2 3 4 + - •■
+ 2 sin am x
6lïS+&2
-\- z^ sin ara x + . . .
D'autre part , on a , d'après les formules d'addition ,
l [sin am {x-{-y)-\- sin am {x — y)"]
sin am x cos am y A am y
[ — ^2 gi(j2 am X sin''^ am y
= sinama;cosamy Aam2/jl -^-kzsm^amy-^k^z^sm^amy-^.
La composition avec (12) fait voir que
cos am
2/ A am ?/ = Oo + «1 ^72 "^ "^ 1.2.3.4 + * " " '
A; sin'-^ am y cos am ?/ A am ?/ = b^ y^ -^ + h YTâTsTi ''•••'
k?sm* am y cos am y A am y ^
d'où l'on conclut , par intégration ,
sm am
sm"* am 2/ :=
sm" amy =
Si l'on se rappelle que z = A; sin^ am œ, on voit que le second membre de la formule (12) peut s'écrire
ar
.^irr273 + ^2X7273,4.5
2Î.2.3.4.5 tandis que le premier membre est
=1 irT:7Îk+T)C<-+''>""'+(^-*>'"'''i
La comparaison de ces deux expressions donne cette relation remarquable
Ui+k = ai a* -f 3 6< 6fc + 5 c, Cft + • • • ou , ce qui revient au même ,
22^«. + itXiXA = KXo + aiXi-fa2X2 + ...J
QO 00
Ayant ainsi obtenu la décomposition en carrés de V^ ^ Oi+k^iXk,
on peut écrire immédiatement la réduction en fraction continue de la
série -^ — A-\- II suffit pour cela de calculer Uq, Cj ; 61 , b^; c,, Cg, ... ,
ce **/
ce qui n'a aucune difficulté, à l'aide des formules (13).
En modifiant légèrement le résultat ainsi obtenu, nous trouvons que, si l'on écrit
sin am a; = oo a; — a, j— gTs + "2 ^ 2.8 4.5 ~ • • • '
la série (divergente)
qui provient de l'intégrale
!" donne la fraction continue (convergente)
r^A-S^I £Li±^?_*
en posant , pour abréger , 1 + ^^ ^ '•
La considération des dérivées successives de
cos am a: , A am a;
conduit à des résultats analogues , mais qui offrent encore une application du théorème I.
Soit /■(a;) = co8ama;: en introduisant encore la quantité 0 = A; sin^ am a; , les dérivées d'ordre pair se présentent sous la forme suivante
f =008 ama;[ao],
/■" ^= CO8 am X [ai -\-h^z\,
/■<^) ^ C09 am a; [a2 + 62 ■^ + ^ï ■^^l •
/■(S) = cos am x\a.^-\-ho,z-\- C3 ^ -|" ^^ ^T >
et il est clair que
cos am X
Le théorème de Taylor donne ensuite
I [cos am {x + y)-\- cos am (x — y)'] = f + f" ^-^ + f *' j-g^l +
ou bien, en introduisant les valeurs (15), (16) . . . 1^ [cos am (a; 4- «/) + cos am (a; — î/)]
= cos am X
4" 2 cos am X
'il. 2 "^"2 1.2. 3. 4"'"
+ z^ cos am x
D'autre part , les formules d'addition donnent
\ [cos am (x-\-y)-\- cos am {x — y)]
cos am X cos am y
1 — k^ sin2 am x sin^ am y
= cos am xcosSiïay[\ -{-kz sin^ a.my -\-k" z" sin* am j/ + • • •]
La comparaison avec (16) montre que
cos am 2/ = a, + a, ^'^ + a., ^ /^ , + .
]k sin2 am y cos &my= b, ^^ + b.^ ^ - ^^ 3 4 +
[A^sin* am y cos am 2/ =
On voit par là que le second membre de la formule (16) peut s'écrire
^ii%+^-^r:2T3.4 + -
"^.273.4 et le premier membre est égal à
27e 1 7277(27.) t(^ + y^"" + i^-yfl La comparaison de ces deux expressions conduit à la relation
ai +!c = aiak-{-bi bit -\- Ci Ck -{-... , ou , ce qui revient au même ,
<18' • • • ^^2^ «i + *XiXA = [aoXo + aiXi + a,,X,, + ...]2 " ' + [61X1 + 63X2 + ...J
9, La considération des dérivées d'ordre impair de f= cos am x va nous donner une formule analogue. On trouve que ces dérivées se présentent sous la forme suivante
/■' = sin am a; A am X [a{] ,
/jg\ ; /■'" = sin am a; A am a; [«2 -f ^2 ■*] >
/'*^'= sin am a; A am a; [og + 6., ^ + Cg 32] ,
II est à remarquer que a^, a.2, a.^, ... ont ici les mêmes valeurs que dans les formules (15), mais il n'en est pas de même des 6,, c,-, .... Cette remarque est à peu près évidente , car si l'on prend encore aQ=l, on tire des formules (19) le développement
cos am X ■
La formule de Taylor donne
ttnX
Zn
yb
Hcosam(x + 2/)-cosam(x-2/)]==r -?[ +r' j^|73+/^''''ï72-;%;4:5+ et, si l'on introduit les valeurs (19), (20) . I [cos am {x-\-y) — cos am {x — y)]
= sin am a; A am a;
«it+«2r.-2T3 +
-f- s sin am a; A am a;
hi.2.3 ' ^n
yb
f- z- sin
am a; A am a;
or on a
^ [cos am (a; + 2/) — cos am {x — y)']
sin am a; A am a; sin am 2/ A am 3/
i — Â^ sin'^ am x sin'-^ am y
= — sin ara x Aama;sinamy Aara3/[l-}-^2Sin^amy + A^02sin*amy4-'"] donc, par comparaison avec (20),
am ^ A am 2/ = ai -^ + a.^ yT^^'Z + "^ rr273T475 + ' ' ' •
sin i
- k sin^ am 2/ A am 3/ ^ I — A2 sin^ am 2/ A am 1/ =
+ ft;
Le second membre de la formule (20) s'écrit donc
ofi
yd
yô
'1.2.3.4.5"^ tandis que le premier membre est
On en conclut
— ai+k+i = ai+iak + i -{-bi+ibk + i -JrCi+iCk + i + . . ou encore
(22) . — 2S «'<+ft + iXiX& = [aiXo + ff2Xi + a3X2 + ...]2
Les décompositions en carrés données par les formules (18) et (22) permettent maintenant d'écrire immédiatement la fraction continuer, qui résulte de la série
X X^ Ot^
En changeant légèrement les notations , nous écrivons le résultat final ainsi : soit
C08ama; = ^o-^,j^^2 + ^2ï;2^74--- "
alors la série (divergente)
qui provient de l'intégrale
/QO e--'''co8a,mz de,
donne la fraction continue (convergente) (23) ^,
Et une analyse toute semblable conduit encore à ce résultat que, si Ion écrit
A am X = j'o — j'i ^-^ + J'2 i" 2 . 3~4 ~ • • • '
la série (divei'gente)
le _ Zi j_ Z2_ a; o^~^ 0?
qui provient de l'intégrale
donne la fraction continue (convergente)
^'^x^r , (2w — ly-^A^
La démonstration que ces fractions continues convergentes représentent effectivement les intégrales dépend de considérations toutes différentes que nous nous réservons de développer dans un autre Mémoire.
(Bul. Sci. math., Paris, sér. 2, 13, 1889, 170- 172.)
Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite.
Permettez-moi de vous présenter une remarque que m'a suggérée votre résultat
/ b arc CO8
/oo /«OO . l 2Va\
Va
Elle consiste en ce que l'angle
95 = arccos(~=), 0039? = —=, \yacj Vac
qui y figure et qui est compris entre 0 et :t;, est précisément l'angle qu'on rencontre en représentant géométriquement la forme positive ax^ -\- 2bxy -\- cy'^.
Cette remarque m'a conduit à une autre démonstration de votre résultat. Soient (Fig. 1) OU, OV deux axes coordonnées comprenant l'angle q> ,
Fig. 1.
\if,>'.
OA
=xyà
OB
= yVc
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les coordonnées d'un point P ; on aura
OF^ = ax^-\- 2b xy + cy"et , par suite ,
En multipliant par siïKp, sïiKpdudv est l'élément de l'aire plane égale k da; donc
jVac ain (p= I fe-^^da,
l'intégration s'étendant sur l'aire infinie correspondant aux valeurs positives de u et de v.
En introduisant des coordonnées polaires , on aura
do^r dr dO,
jVacsmq} = dO re-'"' dr = \(p,
Cette méthode s'applique avec la même facilité au cas de trois variables
/ / e-'*'dxdy dz,
0 0 "o y) = aa?-\-by'^-\-cz^-\-2aiyz-\-2biZX-\- 2c^xy.
Déterminons d'abord trois angles a, ^, y compris entre 0 et n, par les relations
cosa = Y-^. cos/? = r7i=> coay = j-,L=- Vbc Vca vab
Il est alors possible de construire un trièdre OUVW (Fig. 2) tel, que . VOW = a,
W0U = |8, UOV = y,
EXTRAIT d'une LETTRE ADRESSÉE A M. HERMITE. Fig. 2,
et SI
u = xVa, v = yVb, w = zVc
sont les coordonnées d'un point P, on a
donc
jVabc=f f f" e-'i'dudvd
Mais l'élément de volume de l'espace est
da = k du dv dw, k étant un facteur constant de valeur connue, donc
ikVabc=( f le-'fda.
Introduisons d'autres variables et déterminons la position du point P par 0 P = r et par la position du point V■^ sur la sphère de rayon 1 dont 0 est le centre (Fig. 3).
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Il n'est pas nécessaire de spécifier la nature des coordonnées à introduire pour déterminer la position de Pj ; toujours on aura
da=-r^dQ X dr,
Q étant l'élément de l'aire de la surface de la sphère ; donc
J kVabc= f dQ l" t-^' r-' dr = S X iV^,
S = / de étant l'aire du triangle sphérique ABC dont les côtés sont a, fi, y. En écrivant au lieu de k sa valeur, il vient
J = — Vr=- . D= Cl b «1
4KD
a Cl bi Cl b «1
fcj «1 c
(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 8, 1889, 472 — 478.)
Sur un passage de la théorie analytique de la chaleur.
La méthode suivie par Fourier pour obtenir le développement
(A) . . . 1 =a cosa; -j- ^cos;:Sa; -|- ccos 5.x -|- ^^^s 7a; -|- . . .
est très belle, mais elle manque absolument de rigueur, et l'on peut même s'étonner, au premier abord, qu'un tel procédé puisse conduire à un résultat exact.
Fourier pose x = 0 dans l'équation (A) et dans celles qu'on en déduit par des différentiations successives. Il obtient ainsi les relations
1 =a+ 6+ c+ d + ..., 0 = a4-326-|-52c + 72d4-..., 0:- = a + 3*6 + 5*c + 7*rf4-..., 0 = a -I- 3«6 -f 56c -f 7«d + . . . ,
n de ces équations lui fournissent les n premiers coefficients en annulant tous ceux qui suivent, et, en prenant ensuite n=:oo, on constate que les valeurs obtenues pour a, b, c, d, ... tendent vers des limites déterminées.
C'est ainsi qu'il obtient le résultat cherché
=rcosa; — ,, cos3,T+ r cosôa; — ^ cos 7a; + • - • • 4 3 5 /
Nous nous proposons dé'tudier de plus près cette méthode.
1. Il est clair que la détermination des a, b, c, d, ... d'après Fourier revient à ceci :
Déterminer les coefficients a^, a„, . . . , a» de manière que le développement de
ç)„(a;) = Oi cosx -\- a2Cos3 X -^ . . . -\- a„cos{2n — \)x soit de cette forme
Pour obtenir q)„ {x) et en même temps une expression simple de 1 — (p„ (x), nous remarquons que l'identité
(2i8ina;)2"-i = (e''^ — e-'^)2»-i donne facilement , en développant le second membre ,
(8ina;)2»-i = A„
n — 1 . „ , (n-l)(w — 2) . . 8in X — - -. , SU) 3 a; + ) — , -tH — r -ni sin 5 a; — n-\- \ ' (w + 1) (w + 2)
An —
sin 7x -\-
On en conclut
/ (sin x)^"- M 03 =
1 « — 1 o I 1 (n — l)(n — 2) . = B„ — A„|cos a; — -s- itt-^ cos 3a; + -- )—r-^, — r^ié. cos 5a; —
\5„-j (sina;) «^- 3 . 5 . 7 . . . (2n- 1)
Or il est clair que le développement de
/ (siaxf""^ dx '0 commence par un terme en x^": donc on a nécessairement
cos a; — -77 — 1—1 coa 3 a; -4- 3 n 4- 1
+ -^ -, — . -, ' — ^1— S-' cos 5a; ■
5 (n + l)(n + 2) 1 -(p„(x)=r{Bmx)^''-^dx:f (sina;)^'— ^da;,
Fourier n'a pas donné explicitement l'expression de (pn(x), mais on peut la déduire facilement de ses formules et constater l'identité avec la formule (3). On a notamment
An SKb\7^...(2n — lf
et il est facile de conclure , d'après la formule de Wallis , (6) lim^ = ^.
2. Supposons que x soit compris entre ± ^ (sans atteindre une de ces limites), la formule (4) permettra facilement de conclure
lim[l— 99„(a;)] = 0, n = oo.
En effet, soit
il est clair que
et
donc
C„=r(8ina;)2»-idx,
Cm + 1 < C„8in2x
R - 2n ^ ^» + i-2n--fi^'"
l — (pn + l(x) _ C„ + i . C„ / 1 \ . o
i-<Pn{xr-B;:+, ■ B„<v + 2„)«"^'^'
A étant un nombre fixe compris entre sin2 a; et 1 , le rapport
sera donc constamment inférieur à A à partir d'une valeur suffisamment grande de n, d'où l'on conclut
(6) ]im[l— 9?„(a;)] = 0, n = 00 .
On verra de la même façon que
^7) lim J- /"(gina;)2n-i<ia; = 0.
Or on a
AnJ An \ 8 w+ 1
et
,. Bn Tï
Donc , pour achever la démonstration de la formule
— z= cos X jr cos 3x-\- -^ cos 5x — ...
il suffira de faire voir qu'en posant
S = cos a; — -, cos 3a; + _ cos 5a; — ....
S' = cos X r — r , cos 3a; 4- v r — 1,\ r -r ô cos 5a; — ... ,
on a
lim(S — S') = 0, n = oo.
Remarquons d'abord qu'en écrivant
S' = Oj cos X — ^3 cos 3a; -f- «s cos 5a; — ... , les coefficients Oj, a,, «5, ... sont positifs et vont en diminuant. Soit, m étant un entier impair,
Rm= cosmx ,— ACOs(m '4- 2)a;+ . . . ± - , .^y cos(to -\-2k)x,
B!m = am cosmx — am+2 cos (m -j- 2) a; + . . . ± Om+^k cos (m -\- 2k) x.
On aura
2 R'm cos X =: Om COS (m — ^) X -\- (Om — flm + 2) C08 (w -\- \) X —
— (am+2 — Om + i) ces {m -\- 3) X
T(û'm+2ft -2 — «m +2 a) COS (»i + 2A;— l)a; ±am+2/i;COs(w4-2A:+ 1).t;
d'où l'on conclut qu'en valeur absolue
\2Ein cos X \< Om -\- (Om — «m + 2) +
+ (am + 2 — Clm + i) + • . • 4" (flin + 2A-2 — am + 2k) + (1m+2k,
dm ^ 1
cos X m cos X
et de la même façon
(9) iRmK— ^^
m COS X Cette dernière relation montre que la série S est convergente.
4. Cela étant, soit s un nombre positif donné aussi petit qu'on voudra. Il faut montrer qu'il est possible de trouver un entier N tel que, pour
on ait toujours
Il est bien entendu qu'on suppose que x a une valeur fixe comprise
entre ± -„■•
Voici comment on peut trouver ce nombre N. Décomposons d'abord d'une manière quelconque e en deux parties également positives:
et prenons un nombre entier impair m tel que
e" COS X
En écrivant alors
S = cos a; — ., cos 3 a; + ... ± cos (m — 2)x + 'R„,
S' = ai cos . -c — «3 cos 3 a; + ... ± 0^-2 cos (m — 2) a; ± E^, on aura, d'après les limitations (8) et (9),
I Rm l< 2 ^"' \Kn\<~ b".
D'autre part, en faisant croître indéfiniment l'entier n, l'expression
tti cos a; — ag cos Sx -j- • • ± Om -2 cos {m — 2) a; II 14
tend vers
cos a; — -s- cos 3 a; + . . . ± 5 cos [m — 2) x.
On peut donc déterminer un entier N tel que, pour
la différence de ces deux expressions soit inférieure à «', et il est visible que, pour ces valeurs de w, on aura
La formule
— = C03 a; ^ cos 3 a; + -. cos 5 a; — ...
est ainsi démontrée rigoureusement; il faut supposer x compris entre
On peut obtenir d'une façon analogue le développement
-- a; = -s- sin 2a; sin 4a; -f- -^ sin 6a; — . . .
On déterminera d'abord une expression
^„ {x) = Oi sin 2a; + «2 sin 4a; + . . . + «n sin 2na;,
par la condition que le développement de ^„ {x) soit de cette forme
On obtient immédiatement la valeur de *„ (a;) en remarquant que
^« (a;) — X ne peut différer que par un facteur constant de
f (sina;)2"da;,
et la suite du raisonnement est tout à fait semblable à ce que nous venons d'exposer en détail.
(J. Math., Paris, sér. 4, 5, 1889, 425—444)
Sur le développement de log r (a).
Le but principal de ce travail est de donner une nouvelle déduction de la forinule (formule de Stirling)
log r (a) = (a +
l)loëa — a -{-^]og {2 Ji) +
Bo
et de faire ressortir que le second membre représente asymptotiquement la valeur de logr(a) (dans un sens que nous préciserons plus loin), même dans le cas où la valeur de a est imaginaire, la partie réelle de a étant négative.
Les intégrales définies que l'on a jusqu'ici introduites dans cette théorie présentent toutes cette particularité qu'elles ne sont valables qu'en supposant la partie réelle de a positive et ne conviennent donc pas à notre but.
1. Il n'entre pas dans nos intentions de reprendre toute la théorie de la fonction F; mais, pour mieux caractériser notre point de vue, il semble convenable de donner une déduction rapide de toutes les formules dont nous aurons besoin.
Nous adopterons comme définition cette formule
r (o) = lim
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d'où l'on conclut immédiatement
(2) r(a + l) = ar{a)
et
Par conséquent , la formule (1) peut s'écrire
(n = 00 ) donc
(3) lim^"t^ = l.
^ ' nT (n)
Une autre propriété qui découle immédiatement de la définition adoptée est celle-ci
(4) ria)ra — a) = ~, "
sin {n a) Des formules (2) et (4) on déduit encore
r(a)r(— fl):
a sin (n a)
COS (n a) Remplaçons ici a par ui, u étant réel ; on en conclura
mod r (ui) = 1/-— —
y «(gjru — e-ji-i)
mod r a + Mi) = l/ r-
2. Nous avons à considérer maintenant la fonction log r (a). C'est là une fonction qui n'est pas uniforme comme l'était r (a). Mait il suffira de considérer une branche particulière de logr(a), et, pour la préciser , nous supposerons d'abord que log r (a) est réel lorsque a est
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réel et positif. Ensuite nous limiterons la marche de la variable par la condition qu'elle ne traversera jamais la partie négative de l'axe des abscisses : nous avons ainsi une coupure de 0 à — oo . De cette façon logr(a) a une valeur unique et bien déterminée dans tout le plan, à l'exception des points de la coupure.
Pour ces points particuliers , log r (a) a deux valeurs selon que l'on arrive à un tel point par un chemin tracé dans la motié supérieure ou inférieure du plan. L'axe des abscisses divise le plan en deux parties : nous désignons ici par moitié supérieure du plan cette partie où se trouve le point -}- i- La notation
+ logr(a), logr(a)
servira à distinguer les deux valeurs de logr(a) aux bords de la coupure. Il est clair que la fonction log r(a), telle que nous venons de la définir, prend des valeurs conjuguées pour deux valeurs de a qui sont conjuguées. Par conséquent, la différence
+ logr(a)- logr{a)
sera purement imaginaire. Il est facile d'obtenir cette différence. En supposant
n étant entier et positif, la définition de r (a) permet de conclure immédiatement
(6) log r (a) — log r (a) = — 2 71 i X w.
3. Considérons de même la fonction log a en limitant la marche de la variable comme dans le cas de log r (a) : on a
+ log a — log a = + 2 77 î,
donc
+ (7) . . . (a — i)loga — (a — ^)loga = — 2 7rî[n4- J — I].
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Posons
log r (a) — (a — ^) log a = f{a), on aura
(8) f(a)-f(a)^2nill-f\
On voit que cette différence est indépendante de n et se reproduit ainsi périodiquement le long de la coupure.
Définissons maintenant une fonction d'une variable réelle x ainsi
et posons
(10) J(a) = / -4— dx.
Nous définissons ainsi une fonction qui existe dans tout le plan, mais qui admet comme coupure la partie négative de l'axe des abscisses.
La différence des valeurs de J (a) aux deux bords de la coupure s'obtient immédiatement à l'aide de la formule de M. Hermite (Journal de Borchardt, t. 91, p. 65)
(11) J(a)— J(â) = 27rî[| — I].
L'inspection des formules (8) et (11) conduit à considérer la différence f(a) — J (a); posons donc
(12) 9^(a) = logr(a) — (a— ^)loga — J(a);
on aura
c'est-à-dire que la fonction 93 (a) est uniforme dans le vrai sens du mot, sans limiter la marche de la variable. Il est facile à voir aussi que (p (a) reste toujours finie et est, par conséquent, holomorphe dans tout le plan.
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Mais il n'est pas nécessaire d'insister sur ce point, car nous allons voir qu'on obtient facilement l'expression explicite de cette fonction (p (a).
4. Pour cela, il est nécessaire d'étudier d'abord la fonction J(a). Si l'on écrit
on a, d'après la définition de F(x),
c'est-à dire
(U) . . . J(a) = |^[(a + n + |)log('^|+-i)-l et il est clair qu'on a
(15) .... j(a)-J(a + l) = (« + |)log(~^J-l. L'équation (14) peut donc s'écrire
Ha) = ^IJ {a -\- n) — J (a + n + 1)],
donc (16) .
lim J (a 4- w) = 0.
5. Les formules (15) et (16) nous permettent de reconnaître sans difficulté la nature de la fonction 95 (a). En effet, nous calculons d'abord
95(a + l) — 9p(a) = loga — (a + i)log(a + l) + (a — |)loga — J(a + l)+J(o),
c'est-à-dire, d'après (15),
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Donc , si nous posons
'P (a) = — a + ip (a), c'est-à dire
(17) .... v'(a) = logr(a)- (a— J)loga4-cï — J(a), la fonction \p (a) admettra la période 1
tp(a-\- 1) = v(a).
Soit n un entier positif, on aura
= log r (a + w) — log I' (n) — (a 4- w — |) log {a + n) + + (« — |) log n + a — J (a -|- n) + J (")•
Faisons croître indéfiniment l'entier w, à cause de la périodicité de la fonction y, le premier membre ne varie pas et reste égal à
via) — y (0).
Pour avoir la limite du second membre, il suffit de remarquer que, d'après (3),
lira [log r (a 4" n) — log r (n) — a log w] = 0 (w = co)
et, d'après (16),
lira J {a-\- n) = lira J («) = 0 ,
On obtient ainsi
La fonction y se réduit donc à une constante que nous désignerons par G, et nous obtenons ainsi
(18) .... logr(a) = (a— i)loga — a + C + J(a).
6. Il nous reste à obtenir la valeur de la constante C. Remarquons d'abord que la valeur de C est évidemment réelle. Cela
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étant, remplaçons, dans la formule (18), a par ui, u étant réel et positif, et faisons croître indéfiniment u. C étant réel, on pourra négliger la partie purement imaginaire et l'on aura
C=lim. partie réelle de [log r (ui) — {ui — }) log (ui) — J iui)l
Or nous verrons bientôt que
(19) lira J (Ml) = 0,
et, d'autre part, on a
p. r. (M i — |) log (u i) = p. 1-. (u i — D f log M + -J i\ = _ I log M _ "^ et, d'après la formule (5),
p. r. log r (M i) = ^ log (2 7i) — I log M — I log (e«« — e- « «) ; donc
C = lira I log (2^1) — 1 log (1 — e-2^») = i log (27i) et, définitivement, (20) . . . Iogr(a)=:(a— |)loga — a+ ilog(2^) + J(a).
C'est la formule que nous voulions obtenir et qui servira de point de départ à notre déduction du développement de log r (a). Elle ne se distingue de la formule qu'on emploie ordinairement dans ce but que par la forme sous laquelle s'est présentée la fonction J (a).
En effet, la formule (10)
J(a)= — ,-^dx
est valable dans tout le plan et admet seulement comme coupure la partie négative de l'axe des abscisses , tandis que les formules de Binet
(22) J (g) = lr4g-^ log/ 1 ^ \
nj a^4-x^ ^ \1 — e-2'">
supposent essentiellement que la partie réelle de a soit positive.
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Cette formule (10) est due à M. Bourguet qui l'a obtenue sous une forme légèrement différente dans un travail inédit , mais dont nous avons eu connaissance.
M, Bourguet obtient , en effet , une formule qui , après un changement de variable , peut s'écrire
V-i a + n+x' et remarquons que
/ —7 i — dx= — f 7 dx-{- -
, — dx =
donc
(24) . .Jia) = ±j\i-x)i-:^^^- ' _^)dx
oc
ou
2(i — xfdx
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Supposons d'abord a réel et positif, J (a) l'est aussi , et , à cause de
{a + n -^ x){a -\- n -\- 1 — x) = {a -\- n)(a + n -{- l) -\- x{l — x), on aura
J(«)< É /"* _J{i-xfdx ^ ly. 1
T-i (« + «)(« + " + !) 12^ fa + n)(a + n + l)'
Prenons maintenant, dans la formule (25),
R étant positif, et l'argument 0 compris entre les limites ± n. Il viendra évidemment
modJiReioxY /'* 2{^-xfdx
/ mod(Rei9 + M + a;) (Reie-l-n+l— a;)"
Nous remarquons ici que n + a; et « + 1 — a; sont réels et positifs. Or , b étant réel et positif, on a
mod (R e • e 4. ^,) = K(R + bf coa^ | d -j-jR — hf sin^ p; mod (Re''9 + 6) >(R + 6) cos | 0, donc
mod J (Re*»)< ^l y [^ 2{i-xfdx
c'est-à-dire
modJ(R.iO)<^^^^_^^j(R)
et, à plus forte raison ,
(26) modJ(Re'9)< — -.-i
12 R cos2 1 0
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On voit par là que, lorsque a croît indéfiniment, J(a) tend, en général , vers zéro. Il ne pourrait y avoir exception que dans le cas où l'argument 6 tendrait en môme temps vers la limite -|-7i ou vers — jt. La formule (19) que nous avons admise provisoirement est aussi une conséquence immédiate de la limitation que nous venons d'obtenir.
8. Considérons maintenant le développement de J (o) suivant les puissances descendantes de a. Si dans la formule (10), nous remplaçons P(.x) par son développement en série trigonométrique (23), on aura
te
Bin2n7ix\ dx
nn
et, en intégrant par parties 2k — \ ou 2k fois, on obtient
(2^)-J(«) = lT'2a-87ra« + -- + (-^)*-^ll-i)^^"*-^ + -^*^
le terme complémentaire h{a) se présentant sous l'une des deux formes suivantes :
J.(„, = (-iM.2..,2*-.)i Z2»-r(^
dx (x+"^'
dx (^+"âpTî"
Les nombres de Bernoulli s'introduisent dans la formule (27), par suite de la relation
Posons
sin 2 w 71 a;
on a évidemment
Vk{x+\) = ?h{x),
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et la seconde des formules (28) peut s'écrire
ou encore
(30) . . . . Ma)=fpA.)±^^_^^^^^,,^,dx.
Si l'on remarque que on déduit facilement de (30) cette formule
1 00 ri 11
(31) Jfc(a) = / Pft (x) y^ 7 — i j — TâïTTî — 7 — i f— i rpTjTi dx.
Ces diverses formules présentent la plus grande analogie avec les formules (10), (13), (24). Il faut remarquer, en effet, que dans l'intervalle 0 < a; < 1 , Pfc (x) est un polynôme du degré 2 /c -|- 1 en a; dont l'expression est bien connue.
Il est clair aussi que
Ma)-h{a+l)=f ^-^à+jd
la valeur explicite de cette différence se déduit des formules (27) et (15).
9. Nous allons chercher maintenant une limite supérieure pour le module de Jk{Re'^). La première des formules (28) conduit facilement au but : il suffit de remarquer que
12 (2k-U\^ cog2w7ia; 1 . 2 . . .(2 A;— 1) y^ 1 _
et
mod {x + Re'C) >(» -f R) cos ^ 0
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pour obtenir immédiatement
(32) . . . modJt(Reie)<^-^^— 3^^^^3T(séci0)2^
Pour obtenir une autre limitation , nous déduisons de la seconde des formules (28) par une intégration par parties
(33) J.(a) = (-l)M.2...(2A+iy 2. pM^r(^)2T+2 (^_^a)^^+^' d'où l'on conclut
Htm ie\ ^ 1 -2. ■ .(2A:-4- 1) P "V^ 1 — co82«7ra; da;
moajfc(J:ie j< (cos|0>''+2 .J 2- 22* + Mw^)'-*+M^ + R)'*+''
c'est-à-dire
mod 5k (R c 0) < (cogpp+o raod J* (R).
Mais, lorsque a est réel et positif ^R, la formule (33) montre que Jt(R) a le signe de ( — 1)*, et, à cause de
J/((R) et .1^4.1 (R) ayant signe contraire, il est clair que
mod J. (R) < (2^_^i)Y2V+T) R2Â+T ' donc
Bft+i (sécl0)2*+2
(34) . . . raodJ;t(Reifl)<
Pour A; = 0, on retrouve la limitation (26).
On voit que, R croissant indéfiniment tandis que l'argument 0 reste
constant, on a
liraR"J4Ré'e) = 0, tant que le nombre fixe a est inférieur à 2k -\- \.
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10. Soit f{z) une fonction uniforme dans cette partie du plan où la partie réelle de z est ^ 0. Supposons de plus que f{z) n'ait ni pôles ni points singuliers essentiels dans ce domaine. Alors on aura, la partie réelle de a étant positive ,
l'intégrale étant prise sur un contour C se composant de la partie de l'axe imaginaire de — Rf à -f- Ri et du demi-cercle obtenu en faisant
varier 0 de + ^ ^ — ^ ^^"^ l'expression 2: = Re'^. On doit supposer
ici que le rayon R soit assez grand pour que le point a soit compris à l'intérieur de C. Le point — a étant évidemment en dehors de C, on a
%mj a
et, par suite,
(37) fla) = ^f-%^('\dz.
mJ a^ — z^ (0)
Supposons qu'on ait
(38) . . lim Tmod '^^^ dz = lira ^^ fmod f{z)dz = 0 , R = oo ;
l'intégrale étant prise sur le demi-cercle de rayon R, la formule (87) donnera, en faisant croître indéfiniment R,
la variable u parcourant les valeurs réelles de — oo à + oo .
Dans le cas où la fonction f{z) prend des valeurs conjuguées pour des valeurs conjuguées de la variable, cette formule se simplifie encore, et, en posant
(39) f{ui) = di-\-S!>i,
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on aura
Les formules (35) et (86) donnent encore , par soustraction ,
1 r zf{z) J 0
d'où l'on déduira par un raisonnement semblable
(41) ...... .r{a) = --j ^-,dM;
mais ici il faudra remplacer la condition (38) par celle-ci,
(42) . . ]im fmod^''dz = \im^ fmoôf{z)dz = 0, R = oo,
l'intégrale étant prise encore sur le demi- cercle de rayon R.
Les formules (40) et (41) montrent comment on peut calculer (sous certaines conditions) la valeur de
f{a) partie réelle de a > 0,
en connaissant seulement soit la partie réelle , soit la partie purement imaginaire de f(ui). Elles présentent une certaine analogie avec la formule qui permet de calculer la valeur d'une fonction u de deux variables réelles satisfaisant à
ix^ dy-
en tout point à l'intérieur d'un cercle, si l'on connaît la valeur de u sur le contour du cercle.
La fonction f{z)=::\ogz satisfait à la condition (38): toutefois elle devient infinie pour z = 0; mais, l'intégrale qui figure dans la formule (40) conservant un sens, il est facile de voir que cette formule
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reste applicable dans ce cas. Il en sera de même de la fonction J{z), qui satisfait évidemment à la condition (38) d'après la limitation (26) , la circonstance que, pour « = 0, J {z) devient infini comme log^r n'empêchant pas la formule (40) de rester applicable. A l'aide des formules (20) et (5), on trouve, dans ce cas,
a = jiog(^ — ^^~A>
... l f^ adu , ( 1 \
C'est la formule de Binet , que nous avons rappelée plus haut (22).
11. Pour montrer une autre application de la formule (40), nous considérons la fonction
b étant une quantité réelle , et nous remarquons que le module de cette fonction pour z = iu (m étant réel) s'exprime par les fonctions élémentaires. En effet , ce module est égal à
Kr (6 + iu) r (6 — iu) r (i — T+1m) r ( r-T^ïûj]
tnais
r (6 + im) r ( l - 6 — iu) = ^ — 71-,—-— V '
r{b — iu)r{l — b-{-iu):
d'où l'on conclut la valeur du module
8in n(b — iu)
}/g2nu _|_ g-2nu — 2 COS 2bn
Cela étant , on s'assure facilement que l'on peut prendre dans la formule (40).
«'>=i'«B^^^±^Wn^-*'--
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mais il est clair qu'il faudra supposer
pour que la fonction f(z) reste finie tant que la partie réelle de z est positive. En effet, en introduisant la fonction J{2), on voit que f{z) tend vers zéro lorsque z croît indéfiniment (la partie réelle de z restant toujours ^0), en sorte que la condition (38) se trouve satisfaite. Un calcul facile donne d'ailleurs
-, ,, e2ji"4-e-2^« — 2co8 26w a = — i log -, r, )
donc
ln<, r(a + 6)r(a + l-6) _
1 r=° adu
= i log a — j,~ I ^^ri^^ log
e2nu _|- g-23i« _ 2cos267r
Il est clair que la fonction
e23îu _|_ g— 2aru — 2 cos 2b Jl
reste toujours positive ; en écrivant donc
1— « «3 T- _5 ■■•-t-V U „2i-lT^^ ^/ „2A-1/
et supposant a réel et positif, on obtiendra pour l'intégrale qui figure au second membre de (43) un développement suivant les puissances descendantes de a , qui jouira exactement des mêmes propriétés que la série de Stirling.
Nous écrivons ce développement ainsi
. r{a + b)r{a + i-b)_ nia) <p,{b)
P^°^ r(a)r(a) -iioga-h ^ +3^3 "!:•••
I +(2ft-l)a2*-i "•■"*'
SUR LE DÉVELOPPEMENT DE log F (a). 227
en posant
Ç2anj_^--25ru — 2 C08 2 6?l
dw.
La fonction <P2n + i (b) n'est autre chose que le polynôme de Bernoulli, qu'on peut définir, soit par le développement
soit par la condition que, pour b entier et positif,
La formule (45) montre clairement que <p2„+x{b) a constamment le signe de (— l)»+i dans l'intervalle (0, 1), et est croissante dans l'intervalle (0, i), tandis que
C'est à M. Hermite qu'est due l'idée de faire dépendre les propriétés des polynômes de Bernoulli de leurs expressions par des intégrales définies. La formule qu'il a obtenue dans le tome 79 du Journal de Borchardt
U2" + Idtt
2 C082bn
ç,,„+, (ft) = (_ i)n+i 4 sin^ 6. r (ej^l±ll^^_l] «^::±idi
se déduit de (45) par une intégration par parties. Nous remarquons encore que la série infinie
fAb) ■ iPsib) ■ 9-5(6) 1 a "^ 3 a3 "•" 5 a^ ''" ■ • ■
est divergente. C'est là une conséquence de ce fait , facile à démontrer, qu'en posant
/oo u"f{u)du,
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/■(m) étant une fonction qui reste toujours positive , on a
liin^^^' = + oo.
Cn
Considérons maintenant la fonction
rÇ^ + fr)
6 étant une quantité réelle; nous remarquons que l'on obtient facilement (à un multiple de n près) l'argument de cette fonction dans le cas où 3 = ui. En effet , soit
i ! i — :^reai î — =re— a».
r(i — 6 + iM) ' r(i — 6— îM)
donc
Hft + iu)V{\-h-iu) _
r(6 — tM)r(i — 6 + itt)
c'est-à-dire
sin 71 (6 — iu)
sin 71 (6 + *") On voit que a est égal à l'argument de
8m7r(6 — îu) = sinbnf -^ 1 — icos bn\ — — !•
Supposons 0 < 6 < 1, en sorte que sin 671 est positif, on aura
|c« — e~ "" } j cot 67r> , gjru _|_ g-wu j '
l'arc tang étant pris entre ± ^ ; l'entier k est nul si l'on veut que a
s'annule en même temps que m.
Cela étant, posons
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dans la formule (41). On voit facilement que sur le demi-cercle de rayon R le module de f(z) devient très petit et s'annule pour R := oo : donc la condition (42) se trouve satisfaite. Un calcul facile donne ensuite
2 IB := (^ — b)n — arc tang ( , ■ ^ cot bn
ou,
= I arc tang
Ig^U _|_ g— Wtt
e-2a:Msin(267i)
1 — e-2;iucos(26jï)
SI I on remarque que
{]^ — b)7i = arc tang (cot b n) ,
et, par conséquent.
1 f^ udu / -ô-, —., arc tang
e-2îiusin(26;7i)
1 — e-2^«cos(267i)
(Ogôgl).
L'arc tang qui figure dans cette formule ayant un signe constant , qui est celui de sin {2b7i), on voit que l'on peut déduire encore de cette formule un 'développement en série qui jouira des mêmes propriétés que la série de Stirling
où
i^iogr,^^-^ = (^-i)iog«-
l\n-i ^oo
arc tang
• ■ ■ 2A:a2* e-23tus\n{2bn)
— Rft.
1 — e-2îi:Mcos(2 67ï).
du.
Ici <P2n{b) est le polynôme de Bernoulli, tel que nous l'avons défini précédemment. On voit que
et que dans l'intervalle (0, |), (p2n{b) a le signe de ( — 1)"-^
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14. On peut se convaincre facilement que les fonctions (p qui figurent dans les formules (44), (45), (47) et (48) sont les polynômes de Bernoulli. En effet, la somme de (44) et (47) donne
Or supposons 6 entier et positif; on a
l/^««r/.J_1^ In A- h n h\nonJ
log'^^±^^ = loga(a+ !)...(« + 6 -l)=Moga+^log(l + -^)
et l'on a précisément
On voit aussi , par ce raisonnement , que , lorsque h est entier et positif, le développement (49) est convergent sous la condition
moda > 6 — 1.
De même , si b est entier et négatif, on verra que ce développement est convergent sous la condition
mod a > — b.
Mais, pour toute autre valeur de 6, la série (49) est toujours divergente.
(Paris, C.-R. Acad. Sci. , iio, 1890, 267 — 270.)
Sur la fonction exponentielle.
(Extrait d'une Lettre adressée à M. Hermite.)
Après quelques tentatives , voici la démonstration à laquelle je me suis arrêté pour prouver l'impossibilité d'une relation de la forme
(1) N + 6«Ni + e*No + ... + e"N„ = 0,
a, b, . . . , h étant des nombres entiers, ainsi que les coefficients N, Nj,
Ng, ...,N„.
Soit
F (z) = sfi{2 — ay +*i {z — 6)1" +*2 . . . (« — /i)/' +*»
un polynôme de degré
M = (n + 1)^ + A:, + ^2 + . . . 4- ^n, à coefficients entiers ; fi est l'entier auquel on donnera plus tard une valeur suffisamment grande; Aj, h^, ..., A;„ sont des entiers fixes: on a, du reste, kp=zQ ou =1. J'indiquerai plus loin leurs valeurs qui dépendent uniquement de a, 6, . . . , /j; N^, . . . , N„.
Je n'ai maintenant qu'à reproduire , avec de très légères modifications , vos formules
SUR UNE FONCTION EXPONENTIELLE
n (a;), n^{x), .. . étant des polynômes à coefficients entiers. On en conclut
1%-" F(2) d^r = -Jrq^-^Cn (a;) - e-«- Di (x)],
j\-^'F(z)dz= ~f^^{^ [n (x) -e-o-n^ (x)] ,
et posant x = l, n (1) = P, Ilj (1) = Pj , . . . ,
El =^^ — re-^F(0)d« = e«P — F '■ 1.2 .. .fil
]e^=-:^ — f''e-'F{z)dz = e»F — F, (2) . . . . ( * 1.2...^;
ï-5^* — re-'F{z)dz = e»F-Fn
Les quantités «j , Co, . ., «n tendent vers zéro pour fi= co, et , la relation (1) donnant
Ni £i + N2«2 + • ■ • 4- N„e„ = — (NP + Ni Pi + . . . + N„Pn) = entier, on doit avoir, dès que /j. surpasse une certaine limite,
Ni «1 + Ng «2 + • • • + Nn «n = 0 ;
c'est-à-dire, si l'on introduit les valeurs (2),
Nie» re-*F(8)dz + N2e»/^ e-'F(z)dz + . . . -\-Nne'' f e-''Fiz)dz = 0 0 "o "o
ou bien
(3) / <!b{z)e-'F(z)dz = 0,
SUR UNE FONCTION EXPONENTIELLE
la fonction * (z) étant déterminée ainsi
Cette fonction $(2;), constante par intervalles, n'est pas identiquement nulle , puisqu'elle ne l'est pas dans le premier et dans le dernier des intervalles. Du reste , elle ne s'annule même pas dans aucun des intervalles , puisqu'on peut supposer irréductible l'équation à laquelle satisfait le nombre e.
* («) ne peut changer de signe que pour
Voici maintenant la détermination de k^, k^, . . ., A„. Je prends
k, =\l\ selon que * (z) | ^^ ^Z^e pas I ^^ ^'g"^ P^"'- ^ = « ' k, =\l\ selon que * (.) j ^^ ^T^^J ^^^ j de signe pour z = b, >
*»-= loi ^^^°" ^"^ *(^) Le ctTge'pas! ^^ ^'^"^ P^"*" ^ = ^' A„ =0.
Je dis alors que l'équation (3) est impossible dès qu'on prend pour /u. un nombre pair. En effet , il est clair que , dans l'intégrale
J * {z)e-'[z {z — a)...{z — h}y (z — a)*i (z — b)"' ...(z — gf—\ dz,
la fonction sous le signe / a un signe constant dans tout l'intervalle (0, h).
(Paris, C.-R. Acad. Sci. , iio, 1890, 1026— 1027).
Sur la valeur asymptotique des polynômes de Legendre. (Note, présentée par M. Hermite.)
M. Darboux a donné, dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (3« série, t. IV, p. 39; 1878), une formule qui permet d'obtenir une expression approchée de X„ (cos 6>) , l'erreur commise étant
de l'ordre d'une puissance aussi grande qu'on le voudra de — • Nous avons obtenu le résultat suivant. Soient
n 3.6.7...(2w4-l)' alors on a
X„(cos©)=C
ces (n 04-1 g) , 1 • 1 cos (n 0 -j-j^a) , K28Eë '^2."(2n + 3) V(2iïr0)8
SUR I.A VALEUR ASYMPTOTIQUE DES POLYNÔMES DE LEGENDRE
Mais, que la série soit convergente ou non, on peut toujours énoncer la proposition suivante :
En prenant les k premiers termes de la série , l'erreur commise est inférieure , en valeur absolue , au double du A; + l'«™« terme dans lequel on aurait remplacé par l'unité le cosinus qui figure au numérateur.
Nous nous proposons d'en développer prochainement la démonstration dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse.
(Ann. Fac. Sci., Toulouse, 4, 1890, G. i - 17.)
Sur les polynômes de Legendre.
L'expression remarquable, obtenue d'abord par Laplace pour représenter asymptotiquement les polynômes de Legendre, à été depuis l'objet de plusieurs recherches, et M. Darboux notamment adonné une formule qui permet d'obtenir une expression approchée , l'erreur commise étant de l'ordre d'une puissance aussi grande qu'on le voudra
de — (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3* série, t. IV ;
Nous développons , dans le travail actuel , un résultat plus complet. En effet, nous trouvons qu'on peut exprimer le polynôme de Legendre par une série qui est convergente tant que la variable reste dans un certain intervalle. C'est seulement en dehors de cet intervalle que la série prend le caractère d'une simple expression asymptotique ; mais , même dans ce cas, nous obtenons une expression très simple de l'erreur commise en s'arrêtant à un nombre fini de termes ').
1. En définissant P''(a;) comme coefficient de 2-"-^ dans le développement de
(z^ — 2xz-\-\)-i suivant les puissances descendantes de 2, on obtient immédiatement l'expression par intégrale définie
2niJ J/^s — 2x2-1-1
1) Le résultat principal de ce travail a été énoncé dans une Note insérée aux Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences en mai 1890 (LXXII).
l'intégrale étant prise en sens direct sur un contour fermé C enveloppant les points
qui sont les points critiques du radical. Ce radical doit être pris avec un signe tel que , lorsque \ 2 \ est très grand , on ait , à peu près ,
Vz^ — 2xz-\- 1 -.z égala -f ].
Le contour fermé C peut être remplacé par le chemin abcdefa, les points a et d étant très voisins de l'origine. Pour préciser, nous supposons que f
Fig. 1.
et f-i ne sont pas réels , c'est-à-dire que x^— 1 n'est pas réel et positif. On désignera alors par | celui des points critiques qui est situé audessus de l'axe réel , en sorte que la partie réelle de
est positive.
On voit alors facilement que la valeur du radical en a doit être -}- 1 , et qu'en d elle est — 1. On aura, par conséquent,
d étant la valeur de l'intégrale
f z''dz J Vz^—2xz^\
prise sur un lacet partant de l'origine et enveloppant le point f , 08 la valeur de cette même intégrale sur un lacet partant de l'origine et enveloppant le point f "^ Le sens dans lequel ces lacets sont parcourus est arbitraire; mais la valeur initiale du radical doit être toujours -\- 1 , et l'on a évidemment
J Vz^^ — 2xz4-l J Vz'^ — 2xz+\.
les chemins d'intégration étant rectilignes.
2. Pour préparer le développement en série que nous avons en vue, nous allons transformer ces intégrales d et âB. Posons, dans la première,
z = Hl — u),
en sorte que m prendra les valeurs réelles de 0 à 1 , En remarquant que
{z^ — 2xz-\-l) = (l-Sz){l—S~^z),
il viendra
(4) . . a = 2|" + ^Kl-;fc/V;-J^"l^ k= ^
. a=2i"+^Kn:^r;;-j^"i^_
J Vu(l—kîi)
On pourra prendre ici Vu positif, pour Vl — ku la valeur qui se réduit à 4- 1 pour M:=0; mais alors il faudra adopter, pour Kl-— A, la valeur finale de Vl — ku pour m = 1.
En procédant de la même façon pour la seconde intégrale , on aura l'expression suivante :
J Vu(l—ku) J Vu(l — HiU)
ta t-2
Supposons maintenant x^cos 6>, 0 étant un angle compris entre 0 et 71, on aura
, f cos & -{-i sin 0
~ ^ — J-^ ~ " 2Tsïn6> ou
asm 0
et posant a = 0 — -^•
Il est clair par cette valeur de k que la partie réelle de VT—~k doit être positive , car la partie réelle de Vl — ku ne peut s'évanouir pour aucune valeur de u comprise entre 0 et 1. Il faudra donc adopter la valeur suivante de ce radical
VI
iVk îe*«»
^~r -1/ A iVk
car la partie réelle de cette expression est
_8_inJi^-0)^«^(^^+|) V2 sin & V2 sin 0
On a donc
V2 sin 0 et de même
te — (n 0 + Ja)«
|-»-iKl — Aj =
K2 sin 0
A et Aj étant des quantités imaginaires conjuguées, ainsi que | et $-^. La formule (5) prend donc cette forme
ou, plus simplement,
(6') P»(cos 0) = ~—L=x partie réelle de «(«© + * ai. f\^l~J^l^"L- 7iK2sin 0 "^ J Vua — ku)
3. Le module de A:= ^r—. — ^ étant 7^-- — 7^, ce module sera inférieur
2 sin © 2 sin 6 '
à l'unité tant que l'on a
Dans cette hypothèse , on pourra développer en série convergente le radical
1 =l + i/CM+^A2„2_,....,
Vï^^ku ' ' '2.4
et l'on obtient ainsi
(7) P" (cos 0) = C„
cos (w0 + I a). 1^ 008 (n 0 -}- § g) ,
Ffsîn© '^2"(2w4-3) K(2sin^
+ 2.4(2n + 3)(2n + 5) l/flshTëf "*"
1^ ■ S''^ . 5^ co8(M0+|a) ■
développement convergent même pour 0:= ^ ou 0=-g--
Mais on peut procéder autrement et obtenir le même développement, mais limité à un nombre fini de termes avec un terme complémentaire, et cela pour une valeur quelconque de 0 comprise entre 0 et 71.
Il suffit, pour cela, de remplacer, dans la formule (6'),
1 1 r^ dv
Vl ku ^ ' 1 — ÂMSin^»
et de faire usage ensuite, dans l'intégrale double obtenue, de l'identité
On retrouve ainsi le développement (7), mais limité àses^J premiers termes et avec le terme complémentaire
: . X partie réelle de / / :/ — r^ dudv.
^K2sin0 ^ J J 1-kusm-v
Le module de k étant tt-- — ?ï. on en conclut
2 sin 0 '
Rp!<
1 /-i /-"(l — m)"mp- Jsin^Pt;
7iK(2sm6>)2p
dudv
et , en désignant par M le maximum du module de
1 — ku 8\n^v
on aura , à plus forte raison ,
" 7i2K(2 8in0)2p+
= ^ /^""(l — M)"Mî'-^8in2Pt;dMdv,
(9) Rp <MC,
p)(2n4-3)(2n+5)...(2« + 2p+l)^l/{2sm0)2p+i
Ainsi, en prenant la somme des p premiers termes du développement (7), l'erreur commise est inférieure en valeur absolue, à M fois le terme suivant dans lequel on aurait remplacé d'abord par l'unité le cosinus qui y figure au numérateur.
Quant à la valeur de M , puisque k = ^ {1 — i cot 0), on a
! 1 — /cm sin'" V = l/co82 6 4- , ^ ., ^ (2 8in2 0 — u sin2 vf : d'où l'on conclut
^ = i ûT lorsque 8in2 6> < i ,
I cos 0 i ^ — *
M = 2 sin 0 lorsque 8in2 © ^ J.
Ainsi ce facteur numérique M ne varie qu'entre 1 et 2.
4. Le résultat que nous venons d'obtenir conduit à plusieurs conséquences qu'il est bon de noter. En premier lieu , le raisonnement donne, dans le cas le plus simple p^O,
MC
V2 sin 0
Or on sait que
C„=rr^(l + e),
s tendant vers zéro avec —•
Nous pouvons donc conclure que , lorsque 0 a une valeur fixe comprise entre 0 et n, on a toujours, pour n = oo,
lira P" (cos 0) = 0.
Et il est clair que cette relation subsiste encore , même lorsque 0 tendrait vers zéro avec — , si seulement n 0 croît au delà de toute limite, n
C'est là un résultat important obtenu d'abord d'une façon toute différente par M. Bruns dans le Tome 90 du Journal de Borchardt. On sait , d'autre part , que
lim P» (cos —) = J(0) = 1-2^ + 2^^2-2274^6^+ ••••
En remplaçant 0 par — dans la formule (7) et posant « = oo , on obtient donc
V0 ' 8 KP ' 8 . 16 K
c'est le résultat dû à Poisson (Journal de l'École Polytechnique, XIX® Cahier) ; mais nous pouvons ajouter maintenant qu'en prenant la somme des p premiers termes, l'erreur commise est inférieure en valeur absolue au terme suivant dans lequel on aurait remplacé par l'unité le cosinus qui y figure au numérateur. En effet , il est clair que le facteur numérique M est ici égal à l'unité.
5. En second lieu , nous pouvons maintenant séparer les racines de l'équation P"(cos 0) = O. En effet, prenons p = l et remplaçons, pour simplifier , M par sa limite supérieure , on aura
(12) . . . P»(cos0)= ^"
V'2 sin 0
cos(«0 + ia)+2^_p3^^^j^ K-K + l.
Posons
kn
ou 1
la valeur correspondante de nQ -\- ^a est n: donc
cos(n0 + ia) = (-i) 2 j/A.
D'autre part, la plus petite valeur de 2{2n + 3)sin & pour les valeurs de S que nous considérons est
2(2n + 3)8in^-^>2(2n+l)8in2^-.
Or l'expression 2(2w-f 1) sin ^^aTî "^"^^ avec n, et, pour la plus
petite valeur de « , « = 1 , elle est = 3 Ks > V2. On voit donc que
ko
COS
>a;*>co8 -- — T~A- \2n -\-\i
C'est une limitation obtenue par M Bruns dans le Mémoire déjà cité; on pourrait trouver facilement des intervalles plus étroits pour ces racines, mais nous n'insisterons pas.
Si l'on s'en tenait au premier terme du développement de P" (cos &) ,
(4A— 1);ï on aurait cos -|^ . ^ comme valeur approchée de a;*. On obtient une
approximation bien plus grande par l'expression
{ik — \)n 4n-l-2 '
obtenue en tenant compte aussi du terme suivant :
Val. approchée.
Correction.
Val. approchée.
Correction.
Xg...
Xo. . ■
Xg . . .
6. En ayant égard à la formule (5), on reconnaît facilement que la formule (7) peut s'écrire ainsi
P» (cos 0) = partie réelle de H- f«+iKl— A gF (|, |, n + f, k),
le symbole 'S désignant la série hypergéométrique. Or on a
donc
Kl-A^{J,|,n+f,/c) = ^(i,n + l,«+f,^);
P» (cos 6>) = partie réelle de ~ |«+i ^ (^, w + 1 , w + i, f 2) ,
c'est-à-dire
(18) . . P»(cos0) = C„
sin (n -f 1) 0 +
sin (w 4- 3) 0 +
sin (n + 5) 0 +
C'est là le développement de P" (cos 0) en série de sinus par la formule de Fourier , obtenu par M. Heine (Traité des fonctions sphériques , t. I , p. 19, 89). La série cesse évidemment de représenter la fonction pour 0=:O et 0=:ji, mais elle la représente pour toutes les valeurs de 0 entre ces limites.
Cette déduction de la formule (13) ne saurait être considérée comme entièrement satisfaisante sans de nouveaux éclaircissements, d'abord parce que la série (7) n'est pas convergente dans tout l'intervalle (0, n) et ensuite parce qu'on a considéré la série hypergéométrique sur le contour même du cercle de convergence. Mais nous n'insistons pas, ayant voulu simplement indiquer ce rapprochement entre les deux formules.
7. Le polynôme P"(a;) satisfait à l'équation dififérentielle linéaire (14) .... (l-x2)^'j-2x^^ + n(n + l)2/ = 0, dont une seconde solution est donnée par l'expression
Q»(x) = P«(a.)/^l^^^,,- En effectuant la décomposition en fractions simples , on a
(1— x2)P»(a;)2 2(X+1) 2(X—l)^{X—Xif-^'"^(X — Xnf
car les fractions simples de la forme — doivent disparaître, l'équation différentielle n'admettant que les points singuliers ± 1. Il vient, par conséquent,
(15) Q"(a;) = iP"(a;)log(|i{)-R»(:t),
R**(x) étant un polynôme du degré n — 1.
Il est clair qu'on peut développer Q" (x) en série suivant les puissances descendantes de x, mais une telle série satisfaisant à l'équation différentielle (14) doit commencer par un terme en x" ou en x~"-^. On voit par là que R" (x) est la partie entière de
iP"(.)iogg±-;)=p»(.)(|+3^+,^^+ .
et que, dans ce produit, les termes en a;-\ x~", . . ., x~" manquent.
La fonction Q"(x) n'est pas réelle dans l'intervalle ( — 1, +1), et, comme nous voulons envisager particulièrement les intégrales de l'équation différentielle dans cet intervalle , nous sommes amené à considérer, au lieu de Q"(a;), cette autre solution de (14)
(16) S»(x) = iP»(a;)log(j-±|)-R»(a;).
8. L'expression explicite du polynôme R"(x) est assez compliquée et difficile à obtenir. Dans le Tome 55 du Journal de Borchardt, M. Christoffel a obtenu cette formule
et M. Hermite a donné, il y a plusieurs années, dans son Cours à la Sorbonne , cette expression
qui peut se déduire aussi du Mémoire de M. Christoffel.
Mais c'est une autre formule qui va nous permettre d'obtenir la
limite de S" (cos — j pour n^oo. Rappelons, pour cela, la formule connue
= ^(— n,n+l, 1, -^)' que nous écrirons ainsi
(17) . .P»(a:) = ao4-«,(^^) + a,(^)' + ... + «„(^i)''; alors on a
On obtient cette formule à l'aide de l'équation différentielle à laquelle satisfait R" (a;)
(1 — a?) — - ' ' — 2x — v-^- 4- M (n + 1) R" (x) = 2 — :~-^ • ' da? do; ' ^ ' ' dx
Les formules (16), (17), (18) donnent maintenant
S«(co8|) = -F'(co8|)log(«tang2^J-(l + -^ + ... + - -logn)a,+
d'où l'on conclut , pour n = ao ,
(19) lim S" (cos ^ ) = J (0) log (I) - c + (C - 1) J -
C = 0,577. . . . étant la constante eulérienne.
Nous désignerons cette fonction par K(0), c'est là une solution de l'équation différentielle de Fourier et de Bessel
dont l'intégrale générale est 2/ = Cj J (6>) + Cg K (6>).
9. Nous allons vérifier maintenant à l'aide de la formule (1) que P"(a;) satisfait bien à l'équation différentielle (14). Soit
Vz^ — 2xz-\-l
le chemin d'intégration étant quelconque. Par un calcul facile on obtient
_ g»+i[n — (2n-|- \)xz-{-{n-\- \)z^ _ ~ y(i — 2xz-\-z'^f
On obtient donc une solution de (14) en prenant l'intégrale V sur un contour fermé enveloppant les points | et ^~^, de manière que le radical revienne à sa valeur initiale. C'est la solution P"(a;) qu'on ob-
tient ici; mais il est clair maintenant qu'on a encore une solution en prenant l'intégrale sur un lacet partant de l'origine et enveloppant l'un ou l'autre des points critiques. Par conséquent , les intégrales (SI et ^ considérées dans le n*' 1 satisfont séparément à l'équation différentielle, et l'on pourra les exprimer linéairement à l'aide de P"(x) et de S" (a;). C'est ce que nous nous proposons de faire maintenant.
10. Considérons d'abord l'intégrale V prise en sens direct sur un cercle décrit autour de l'origine comme centre avec un rayon très grand , et posons
(20) ...;... Vz^ — 2xs-fl = — z-\- u
ou
— Jf^ L
Pour 0 = f, on a m = |, et pour s^|-i, m = |-i, il est facile alors à voir qu'on peut écrire la relation entre z et u ainsi
Il vient
f z"dz _ f (m^— 1)»
j Vz^-2xz+\ ~J 2" (M - a;)» + i ''"•
Quant au chemin d'intégration de l'intégrale transformée, puisque \z\ est très grand , on a , d'après (20) , à fort peu près ,
en sorte que u décrit autour du point — x comme centre, et dans le sens direct , un cercle de rayon double de celui décrit par z.
Puisque la fonction intégrée n'a qu'un pôle u = x, on peut en conclure immédiatement la formule de Rodrigues
Par un changement continu , on peut transformer le cercle décrit par la variable z dans le contour abcdefa considéré dans le n" 1. Quel sera le contour correspondant de la variable m? U est clair qu'on
pourra supposer qu'en se transformant le contour décrit par z ne présente jamais un point double. Il en sera de même alors pour le contour décrit par m. En effet, z est une fonction uniforme de m, et un contour fermé décrit par u correspond toujours à un contour fermé décrit par z.
Ainsi, si le chemin de u avait un point double, il en serait de même du chemin décrit par z contre notre hypothèse. Ensuite, en o, z est très petit ou nul , et le radical égal à -f- 1 , donc m := -j- 1 ; de même on verra qu'en d u est égal à — 1. Puisque s reste fini et ne passe point par les points | et l~^, il s'ensuit que u reste toujours à une distance finie de x et des points | et f-^.
On conclut de tout ce qui précède que le chemin de u, correspondant au contour abcdefa, est un contour fermé qui part de -|- 1, passe par — 1 et revient à -{- 1 après avoir enveloppé en sens direct les points X, I et f-^
Mais il est clair que la seule chose essentielle à savoir, c'est que ce chemin enveloppe en sens direct le point x qui est le seul pôle , les points I et |~i ne jouant aucun rôle dans l'intégrale relative à u.
Il est clair maintenant aussi que l'intégrale d se présente sous cette forme nouvelle.
(22) ^ = (^^^~%A:,du
de u = -{- l à « = — 1, mais tous les chemins de -|- 1 à — 1 ne conduisent pas à la même valeur de l'intégrale , et tout ce que nous avons dit jusqu'à présent ne suffit pas pour déterminer avec précision le chemin d'intégration qu'il faut adopter dans cette formule (22). En effet, nous n'avons point fait intervenir encore la circonstance que le point | est au-dessus de l'axe réel, ce qui permet de distinguer les intégrales det SB.
Considérons la droite D dont tous les points sont également éloignés
de ^ et de f -1, droite qui passe évidemment par le point x = -^
Il est clair par la relation (20') que les points correspondants a et « sont toujours du même côté de D. Les trois points 0, ± 1 sont donc du même côté de D. Deux cas sont à distinguer maintenant:
1° Le point f se trouve du même côté de D que les points ± 1.
Dans ce cas, on peut évidemment supposer que le contour abcd ne coupe pas la droite D. Il en sera donc de même du chemin correspondant de M allant de + 1 à — 1. Mais ce chemin peut être tracé maintenant arbitrairement, à la seule condition de ne pas traverser D; car, X étant sur D, on obtiendra toujours la même valeur de l'intégrale (22). 2° Le point i se trouve par rapport à D du côté opposé des points ± 1. Dans ce cas , le point f - 1 se trouve du même côté que les points ± 1, et l'on conclut, maintenant comme tout à l'heure, que le chemin defa de s correspond à un chemin quelconque de u allant de — 1 à + 1 et ne coupant pas la droite D. Cela étant, on peut tracer aussi sans ambiguïté le chemin de u qu'on doit adopter dans l'intégrale d, car on sait que le contour entier abcdefa de z doit correspondre à un contour fermé passant par les points ± 1 et qui enveloppe en sens direct le point x.
Supposons maintenant
a; = cos6>, 0<6><7r,
La droite D se confond avec l'axe réel; le contour abcd peut donc être tracé tout entier dans la moitié supérieure du plan ; il en sera donc de même du chemin dans l'Intégrale transformée
Pour achever le calcul de cette intégrale , nous suivons la méthode donnée par M. Hermite dans son Cours de la Sorbonne (3« édition , p. 173). En intégrant par parties n fois, il vient, en faisant attention à la formule (21),
a =: / — du
ou
r-l du /-^P"(a;) — P"(m) ,
Or, X étant réel et compris entre les limites ±1, et le chemin d'intégration étant tracé dans la moitié supérieure du plan , on a
/~i du . /l+x\ ,
'ogirÉ|)+^«
d, en effet, doit être de la forme a P"(a;) 4-/îS»(a;); on a donc nécessairement
(23) 2^i^.) = r^-^^-^S^au^
(24) ^ = 2S" (x) -{-ni F» (x)
et de même
^ = 2S"(a;) -7riP»(x).
Il est aisé de vérifier la formule (23); car on constate facilement que, P"{x) étant un polynôme quelconque en x, l'intégrale du second membre est toujours la partie entière de
12. Nous pouvons obtenir maintenant un développement en série de S'»(cos 6>) entièrement analogue au développement de P'»(cos 0). En effet , les formules (4) et (24) donnent
S«(cos 6>) = partie réelle de f »+i VY—k C ^^~"^"^- ,
; Vu{l — ku) c'est à-dire
S»(cos 0) = partie réelle de if^!f±ll' f' {l-n)-du .
K2sin0 J Vu{i — ku)' d'où l'on conclut
(25) ~ S» (cos 0) = — C„
'sin (w 0 -f ^ g) 12 8in (n 0 -f | g)
K2sïr0 "^2(2w-f3) l/(^2sln0j8
sin (w 0 -f- f a)
n + 3)(2n4-5) 1/(281^0)5 j 1^3^ 5g sin(n0-f j
"^2.4.6(2«+3)(2n-f5)(2« + 7) Vj2^Yr&f '
Quant à la convergence de ce développement , et l'erreur commise en prenant seulement les p premiers termes , on arrive évidemment à des conclusions parfaitement analogues à celles obtenues précédemment.
En remplaçant 0 par — et passant à la limite pour n= oo, on trouve
in(6>-j) ^ 1,
sin
sin 0
V& ' 8 V&-i On reconnaît encore facilement que
a le signe de (— 1) 2 ; d'où l'on conclut que l'équation
S» (x) = 0 admet n-\- l racines comprises dans les intervalles
cos
cos
4-1/' """ 2w+l (A = 0, 1, 2, .... n) Entre deux racines consécutives de S"(a;) = 0 se trouve une racine de P"(x) = 0, ce qui est bien conforme à un théorème connu dû à Sturm.
Enfin , de même que nous avons pu passer de la formule (7) au développement de Heine (13), on pourra déduire de la formule (25) cet autre développement obtenu aussi par Heine (Fonctions sphér. , t. I, p. 130)
(2) . ^ S»(co8 0) = C„
cos
1.3(n+l)(n4-2) ^^^n^^^0^ + 1.2(2n + 3r(2n~+5) cos (n + 5) 0 + . .
(Ann Fac. Scii, , Toulouse, 4, 1890, J. i — 'lo.)
Sur les racines de la fonction sphérique de seconde espèce.
Nous nous proposons de développer ici quelques Remarques , qui nous ont été suggérées par l'étude du Mémoire de M, Hermite sur le sujet indiqué ci-dessus (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. IV).
Soient donc, en adoptant les notations de M. Hermite, X„ = F(a;) le polynôme de Legendre du degré n, R{x) la partie entière du produit
ensuite
(1) Q»(x)=:|F(a;)log(^i-J)-R(a;)
la fonction sphérique de seconde espèce.
M. Hermite a étudié l'équation Q»(a;) = 0, et pour cela il pose
, rc + l e^' + l
log~^j=., ^ = ,-7±ï'
Il obtient ensuite la distribution des racines de l'équation f{z) = 0 sur le plan des z. Nous nous sommes demandé simplement ce que deviennent ces résultats si l'on revient à la variable originale x, afin de connaître ainsi la distribution des racines de l'équation Q"(a;) = 0 sur le plan des x.
1. La fonction analytique Q" {x) est non uniforme et elle admet une infinité de déterminations. Ces déterminations proviennent de ce que , dans l'expression (1), le logarithme a une infinité de valeurs différant l'une de l'autre par des multiples quelconques de 2ni; les déterminations de Q^(x) différent donc par des multiples de 7iiF(x). Pour une valeur quelconque de a;, il y a en général une détermination du logarithme et une seule , telle que la partie purement imaginaire se trouve comprise entre + ni. Il n'y a exception que dans le cas où cette partie imaginaire serait exactement = ± ni, ce qui n'a lieu que lorsque x est réel et compris dans l'intervalle (— 1 , -j- !)•
Si l'on pose
b a une signification géométrique très simple. Soient , sur le plan des X, P, A, B les points qui représentent les quantités x, -\- 1, —1 respectivement; alors b est égal à l'angle A PB, cet angle étant pris avec le signe 4" lorsque P est au dessous de l'axe des abscisses, avec le signe — lorsque P est au-dessus de cet axe. Pour avoir les autres déterminations de Q"(a;), il faudrait ajouter à l'angle ainsi déterminé, et qui est compris entre ±7i, des multiples quelconques de 2 7t.
Mais appliquons une coupure le long de l'axe des abscisses de — là -|- 1 , et supposons que x ne soit pas sur la coupure. En adoptant alors pour le logarithme la valeur dont la partie purement imaginaire tombe entre ±ni, on a une branche parfaitement déterminée de la fonction analytique que nous considérons, et c'est cette branche particulière que nous désignerons par Q" (xj. C'est cette fonction Q"(a;) qui, lorsque moda; > 1, donne un développement convergent de la forme
car on sait que , dans le produit
les termes avec a;-^, x~% . . . , x~" manquent.
Il est clair , d'après ce qui précède , que l'on a
Q"{x-\-ei) — q»{x — ei) = — niF(x),
X étant sur la coupure et s positif infiniment petit. Car pour x-[-ei la partie imaginaire du logarithme est — ni, pour x — si elle est -j-ni.
Par conséquent , si l'on traverse la coupure en allant de la moitié inférieure du plan dans la moitié supérieure , la fonction analytique Q" (x) prendra une série continue de valeurs , mais on passe ainsi de la branche Q"(a;) à la branche Q"(a;) 4-7nF(xi. Tant qu'on ne franchit pas de nouveau la coupure , on a là encore une fonction continue et uniforme , et qui répond à une détermination du logarithme dans laquelle la partie purement imaginaire est comprise entre -\- ni et -\- 3 ni.
Si l'on revient à la variable
introduite par M. Hermite , on voit que , dans le plan des z, la bande comprise entre les deux droites 2/=: ± ti correspond à la branche Q"(a;) telle que nous venons de la définir. La bande comprise entre y = -\-ni et y=z-\-Sni correspond à la branche Q" (x) -\- n i F (x) , ....
Lorsque x est réel , mais non sur la coupure , la partie imaginaire du logarithme est zéro ou plus généralement = 2kni. Pour la branche Q" (x) elle est nulle , ce qui répond aussi sur le plan des z à l'axe des abscisses. Dès lors on voit facilement que, pour la fonction Q"(a;), la moitié supérieure du plan des x correspond sur le plan des « à la bande comprise entre les deux droites
y=0 et y = — n.
Au contraire, la bande entre y = 0 et y = -{-n (sur le plan des z) correspond à la moitié inférieure du plan des x.
De même, pour la fonction <^" (x) -\- n i F (x) , la moitié supérieure du plan correspond à la bande comprise entre les droites
y = n et y = 2n
sur le plan des z, et la moite inférieure du plan des a; à la bande comprise entre
y = 2n et y=:3n, ....
Si l'on imagine dans le plan des x un cercle tel que le rapport des distances d'un de ses points aux points A et B soit constant, et qu'on parcoure ce cercle constamment dans le même sens, la partie réelle de
restera constante, mais sa partie purement imaginaire variera toujours dans le même sens entre — oo i et -f" °° *•
2. On peut passer maintenant directement des résultats obtenus par M. Hermite, et qui se rapportent au plan des z, aux propositions équivalentes se rapportant au plan des x.
Considérons d'abord, sur le plan des z, la bande comprise entre les droites y = ±7i et qui correspond à la branche Q"(x). La fonction
admet exactement 2n-\-\ zéros dans cette bande , mais il faut remarquer que toutes ces racines sont nulles. En effet , d'après la formule (2),
Q"(::èj)=.(:4-+-i)"^-+..
a déjà un zéro d'ordre de multiplicité n + 1, « = 0; donc f{z) = 0 a la même racine avec l'ordre de multiplicité 2 n -|- 1. Abstraction faite de cette racine multiple « = 0, l'équation f(z)=zO n'admet donc aucune autre racine dans la bande que nous considérons ; et , puisque 2 = 0 correspond à a; = oo , il en résulte que l'équation
n'admet aucune racine (finie).
La bande comprise entre les droites
y = 71 et y =:2n
sur le plan des z ne renferme aucune racine de f(s), et dans la bande comprise entre
y = 2 71 et îy = 37i
se trouvent n racines. On en conclut : l'équation
q»{x)-\-jiiF{x) = 0
n'admet aucune racine dans la partie supérieure du plan, mais elle en a précisément n au dessous de l'axe des abscisses.
Généralement l'équation
Q"(a;) + A;jiiFte) = 0, où k est entier (non nul) , a toujours exactement n racines qui se trouvent au-dessous de l'axe des abscisses lorsque A; est positif, au-dessus lorsque k est négatif.
On remarquera que les zéros ±27rî, ±47i:î, ... de la fonction
n'introduisent point des zéros dans f(z), mais contrebalancent seulement
les pôles de Q"l s_ ■■ ); car, tandis que 2; = 0 est un zéro de Q" ( a _ , )' les valeurs z^ + 2ni, ^ini, ... sont des pôles pour cette fonction.
3. On peut retrouver ces résultats par la méthode suivante. Considérons la fonction Q" (x) dans l'espace annulaire compris entre les
Fig. 1.
Fig. 2.
courbes C et C, C étant un cercle de rayon très grand , C enveloppant étroitement la coupure (Fig. 1). Dans ce domaine Q"(a;) est partout uniforme et régulier, c'est-à-dire développable par la série de Taylor, D'après un théorème de Cauchy, le nombre des racines de Q»(a;)^0 dans ce domaine peut donc s'obtenir en divisant par In l'accroissement total de l'argument de Q"(a;), lorsque x parcourt successivement les contours C et C dans le sens indiqué (Fig. 1). Or , sur le cercle C on a
Co
le module de e restant aussi petit qu'on voudra. La variation totale de l'argument de 1 + e est donc nulle sur le contour G et l'accroissement de l'argument de Q"(a;) sur ce contour est
— 2jiX(«+3).
Pour avoir la variation de l'argument sur C, nous réduirons ce contour à la double droite de — 1-fe à -{-1 — e, et de deux cercles infiniment petits entourant les points A et B et tels que le rapport des distances aux points A et B est constant pour un point sur chacun de ces cercles. Sur le cercle enveloppant le point A , la partie réelle de
log— ^ ° X — 1
est alors constante, positive très grande, tandis que la partie imaginaire est toujours comprise entre ±.Jii. Ensuite, on a sensiblement sur ce cercle F (x) = 1 et R (x) égale à une quantité réelle.
On voit donc que la partie réelle de Q" (x) est constamment positive très grande , tandis que la partie purement imaginaire est très petite par rapport à la partie réelle. La variation de l'argument de Q" {x) est donc insensible , et il en est de même pour le cercle enveloppant le point B. Puisqu'on sait d'avance que la variation totale de l'argument sur C doit être un multiple exact de 2^1 , nous pouvons donc nous borner à calculer la variation de l'argument sur la droite double de — 1 + e à +1 — s, on doit prendre
et en allant de+1 — eà— l-|-£
Mais on voit facilement (parce que la fonction Q^Ca;) est soit paire, soit impaire) que la variation de l'argument est la même dans les deux cas. Il suffira donc de calculer la variation de l'argument de
i-FW
log(L±|) + ..
R(a;) = X-f Yi,
X diminuant de -|-1 — e à — l + « et de doubler le résultat. Or , on a
et l'on reconnaît facilement que l'équation X = 0 admet n -j- 1 racines
1 > 2/i > 2/2 > 2/3 > • • • > 2/n + i > — 1. Dans les intervalles de ces racines se trouvent les n racines de Y = 0,
Il importe de remarquer que l'équation X = 0 ne saurait avoir d'autres racines réelles dans l'intervalle ( — 1, -\-V), car, d'après un théorème de Sturm , on en conclurait pour l'équation Y = 0 plus de n racines, ce qui est absurde. Or on reconnaît maintenant sans difficulté les variations de signes de X et Y lorsque x décroît de 1 — eà — 1 + e, et qu'on peut déduire du Tableau suivant
Signe de X.
Signe de Y
ai
Vs
Xn
yn+i
Pour a; = + 1 — e, X est positif très grand, Y positif fini, l'argument positif très petit. Pour x^=y^ l'argument est -|- y î <^onc l'accroissement de l'argument est , pour l'intervalle (-}- 1 — « à y^,
Il est clair ensuite qu'on a pour les intervalles indiqués les accroissements de l'argument suivants
(2/2 à ys), -\-n,
(Vn à 2/n + l), +^.
(îy„+i à — l+e), +
En faisant la somme et doublant , la variation totale de l'argument sur le contour C, est
et pour le contour C on avait un accroissement
— 2nX(n + l)\ donc l'équation Q»(a;)^0 n'admet aucune racine.
La même méthode s'applique à l'équation
q'*(x)-\-7iiY{x) — 0.
Dans ce cas on a sur le cercle C
Q" (a;) + 71 i F (œ) = C ic» (1 + e) ; donc la variation de l'argument sur C est
Mais il faudra prendre maintenant, en allant de — l-j-eà+l — «>
et en allant de-|-l — «à — !-}-« Y = +l^F(a;).
La variation totale de l'argument sur C devient nulle, les deux parties se détruisant ; donc l'équation
Q»(x) + 7iîF(a;) = 0 admet n racines. D'après le théorème de M. Hermite, ces n racines se trouvent au-dessous de l'axe des abscisses ; on peut retrouver ce résultat en évaluant la variation de l'argument sur le contour abcdefga (Fig. 2). La variation est
Sur abc, -\-n X n,
Sur cd, — "ô" »
Sur ef, +71 X(w + 1),
Sur ga, — y.
en sorte qu'on trouve n racines à l'intérieur du contour. Les mêmes considérations s'appliquent évidemment aux autres branches de la fonction , et l'on pourrait même déterminer le nombre des racines de
q''{x)-\-k7iiF{x) = 0 pour une valeur non entière ou même imaginaire de k.
5. La fonction Q" (as) peut s'exprimer par l'intégrale de M. Neumann
et l'on peut conclure de là, très simplement, que l'équation Q»(a;) = 0 n'a point de racine. Supposons , en effet {x n'étant pas naturellement sur la coupure) ,
on aurait aussi
f+^ F{ufdu_^^ J x — u
car
/•+!„, ,F{u) — F(x), , „, , r+^F(u)du
= F (m) — ^-^ -^ du-\-F(x) / -~=-^
et dans le second membre la première intégrale s'annule en vertu des propriétés de F (m), la seconde en vertu de (3). Or, je dis que la relation (4) est impossible; soit, en effet,
x = a-\-bi,
on devrait avoir
r+l F {Uf
(o — uf + 62
(a — u — bi)du = 0.
La. partie purement imaginaire ne peut être nulle, à moins qu'on n'ait 6 = 0; mais x serait réel et, n'étant pas sur la coupure, x — m ne changerait pas de signe, et la relation (4) est encore impossible.
(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 9, 1890, 479 — 480)
/co
M Méray a montré récemment (Bulletin des Sciences mathématiques, 1889) qu'on peut obtenir la valeur de cette intégrale à l'aide de la formule de Wallis. La déduction suivante se fonde sur la même idée, mais on la trouvera peut être un peu plus simple.
Soit
l„= f u''e-'*'du;
une intégration par parties donne
d'oti l'on conclut ,
l2ft — 2k ^01
L'expression
I„ + i -f 2a! In + a;2 1„ _i = T «"-i (m + xfe-""' du
est évidemment positive pour toute valeur réelle de x, donc
^n <^ In-l In + l
OU, à cause de In + i^ ^ In-i,
t2 ^ ii t2
On a , par conséquent ,
c'est-à-dire
en sorte qu'on peut poser
ou, en exprimant I2A par Iq,
■^ ^" ~[l . 3 . 5 . . . (iJA — 1)]2 (2A; + ])^' ^ ''•
En faisant croître indéfiniment l'entier k, il vient, d'après la formule de Wallis,
ot2 _iL T _ A 1/j^
(Ann. Fac. Sci. , Toulouse, 4, 1890, 1— 103.)
SUR LA DIVISIBILITÉ DES NOMBRES
1. L'idée de nombre a son origine dans la considération de plusieurs objets distincts.
C'est une notion qui s'attache à cette considération , où l'on fait abstraction de la nature des objets, et qui est, d'après notre conviction intime, indépendante de l'ordre dans lequel on envisage successivement les objets donnés.
Ce dernier point est essentiel et constitue , à proprement dire , le seul axiome de toute la science des nombres. Peut-être même est-il possible de ramener cet axiome à quelque chose de plus simple encore.
Si l'on se rappelle, en effet, que l'on peut passer d'une permutation à une autre par une série de transpositions opérées sur deux éléments voisins , il semble qu'au fond il suffît d'adopter l'axiome dans le cas de deux objets.
Mais , sans insister sur cette question , nous nous bornerons à observer que les relations exprimées par les équations
a-\-b=:b -\-a, a-{-b-{-c=:a-{-{b-\-c), ..., abc^bac = c{ab), ..., a{b-\-c) = ab-\-ac, ...,
doivent être considérées comme des théorèmes qui découlent de l'axiome fondamental qui donne naissance à l'idée de nombre.
2. En comparant un nombre a avec les multiples 0,6,26,... d'un second nombre b, deux cas peuvent se présenter. Ou bien a est égal à un multiple de b, alors a est divisible par b , b un diviseur de a, ou bien le nombre a tombe entre deux multiples consécutifs de b. Dans ce dernier cas, il existe un nombre m tel que a = mb -\- c, c étant positif, mais inférieur à b.
3. Etant donnés plusieurs nombres a, b, c, . . . , l, on peut toujours trouver des nombres qui sont en même temps divisibles par a, par b, . . . , par l. Parmi ces nombres qu'on appelle communs multiples de a, b, c, . . . , l, il y en a un nécessairement qui est le plus petit et qui s'appelle le plus petit commun multiple des nombres a, b, c, . . . , l.
Théorème I. — Le plus petit commun multiple m des nombres a, b, c, . . . , l divise exactement tout autre commun multiple M de ces nombres.
En effet, si M n'était pas un multiple de »t, la division de M par m donnerait lieu à une relation
où m' serait positif, mais inférieur à m. Or on reconnaît immédiatement que m' serait encore un commun multiple de a, b, c, . . . , l, ce qui est absurde, puisqu'on suppose qu'il n'existe pas un tel commun multiple inférieur à m.
Il est clair qu'on peut énoncer ce théorème encore de cette manière:
Théorème I". — Si un nombre M admet pour diviseurs les nombres a, b, c, . . . , l, le plus petit commun multiple de a, b, c, . . . , l sera encore un diviseur de M.
Le plus petit commun multiple des nombres
a>b>c> ...>l est évidemment au moins égal à a , et il ne peut être égal à a que dans le cas où b, c, . . . , l sont des diviseurs de a.
5. Un nombre qui divise à la fois a, 6, c, . . . , l s'appelle un commun diviseur de ces nombres. Parmi ces communs diviseurs , il y en a
nécessairement un , plus grand que les autres , et qui s'appelle le plus grand commun diviseur de a, &, c, ..., l.
Théorème II. — Le plus grand commun diviseur ô des nombres a, b, c, . . . , l est un multiple de tout autre commun diviseur ô' de ces nombres.
Soient, en effet, ô, ô', à", ... les communs diviseurs des nombres donnés. Puisque a est divisible par è, ô', ô", . . . , il est encore divisible par le plus petit commun multiple de ô, ô', ô", . . . , et il en est de même pour b, c, . . . , l. Par conséquent, le plus petit commun multiple de ô, ô', ô", ... est encore un commun diviseur de a, b, c, . . . , l. Ce plus petit commun multiple est donc nécessairement égal k ô, et ô', ô", . . . sont les diviseurs de ô. L'ensemble des communs diviseurs de a, b, c, . . . , l est identique avec l'ensemble des diviseurs de ô.
6. Pour chercher le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de a, 6, c, . . . , ^ on peut diviser ces nombres en divers groupes , chercher le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des nombres contenus dans ces groupes , ensuite le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des nombres ainsi obtenus.
On pourra donc ramener le problème toujours au cas où il n'y a que deux nombres a et b, et, dans ce cas, l'algorithme d'Euclide conduit de la façon la plus simple à la connaissance du p. g. c. d. Par une suite de divisions , on obtient les relations
= qb
et r'*+i' est le p. g. c. d. de a et b.
Soit ô le p. g. c. d. de a, 6, c, ..., /, alors les nombres ma, mb, ..., ml sont tous divisibles par mô, leur p. g. c. d. est donc nécessairement divisible par mô, mais on reconnaît immédiatement que ce p. g. c. d. est exactement mô.
Pour abréger , nous emploierons quelquefois les symboles
pour désigner respectivement le p. g. c. d. et le p. p. c. m. de a, b, ..., l. On a donc
{ma, mb, . . . , wO = m X (a, b, . . . , l) et de même
\ma, mb, ..., mi\ = m X ,a, b, ..., l\. De là on peut conclure le lemme suivant qui est souvent utile. Lemme. Soient d le p. g. c. d. (p. p. c. m ) des a nombres
a, a', a", ..., e le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des /î nombres
b, b', b", ..., alors le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des a^ produits
ab, nb', ab", ..., a'b, u'b', ..., a"b, a"b', ...
est de.
En effet , les p. g. c. d. (p. p. c. m.) des divers groupes
ab, ab', ab", . . . ,
sont respectivement ae, a'e, a"e, ..., et le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de ces derniers nombres est de.
7. La recherche du p. p. c. m. peut se ramener toujoiars à celle du p. g. c. d., et réciproquement.
Le p. p. c. m. de a, 6, c est de la forme
abc ,bc , ^ ca ab
-~- = aX -r = b X -r = cx -:rd d d d
donc d doit être un commun diviseur de bc, ca, ab. Pour avoir le p. p. c. m. , il faut évidemment prendre pour d le p. g. c. d. de bc, ca, ab.
Théorèrre III. — Le p. p. c. m. (p. g. c. d.) de a, b,c, . . . ,1 est égal au produit abc. . . l divisé par le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des produits
bc . . .1, ac . . .1, . . . , abc . . . k.
8. Dans le cas de deux nombres a et b, le produit du p. g. c. d. et du p. p. c. m. est ab. Cette relation n'a plus lieu dans le cas où l'on a n nombres. Cependant ou peut rétablir l'analogie, et il faut, pour cela, considérer, non seulement le p. g c. d. et le p. p. c. m., mais une suite de n nombres qui dérivent d'une façon particulière des nombres donnés
Nous allons entrer dans quelques détails sur cette théorie , comprise dans des recherches plus générales de M. Smith dont nous aurons à parler plus loin.
Considérons n nombres
Prenons deux nombres, par exemple a et 6, de ce système et remplaçons-les par leur p. g. c. d. et leur p. p. c. m. On aura ainsi un second système (Aj)
En répétant la même opération sur (Aj) pour en déduire un système (Ag), puis un système (Ag), . . . , on finira toujours par obtenir un système dans lequel deux nombres quelconques sont eux-mêmes leur p g. c. d. et p. p. c. m., c'est-à-dire l'un de ces nombres divise l'autre. Si l'on ordonne les nombres de ce système définitif par ordre de grandeur croissante
Bk divise 6*^.1, et nous dirons que ces nombres forment le système réduit , ek est le A'^"*' nombre réduit. En effet, on verra que ce système réduit est unique et indépendant de la manière dont on a dirigé les opérations.
9. Pour faciliter un peu le langage , nous dirons que deux nombres forment un couple réduit lorsque l'un de ces nombres divise l'autre. Il est clair que , si a et 6 sont un couple réduit , les groupes (A) et (Aj) sont identiques ; on peut donc se dispenser de combiner les couples
réduits. Si tous les couples de (A) étaient réduits , ce groupe serait déjà le système réduit.
Nous allons faire voir qu'en combinant deux nombres qui ne forment pas un couple réduit , on augmente toujours le nombre total des couples réduits.
Considérons , pour cela , les divers couples réduits de (A), On peut distinguer les quatre catégories suivantes :
]° Les couples réduits f, g qui ne renferment ni a, ni 6. Il est bien clair que ces couples réduits se retrouvent dans (Aj).
2° Les couples réduits a, f qui renferment le nombre a et qui soni tels que b, f n'est pas un couple réduit. Dans ce cas , au moins un des couples a', f et h', f sera réduit , et ils peuvent l'être tous les deux. En effet, si f divise a, il est clair qu'il divise aussi 6', et, si /"est multiple de a, il sera aussi multiple de a'. [On suppose a' = (a, b), b'-^\a, b\7\
3° Les couples réduits b, f qui renferment le nombre b et qui sont tels que a, f n'est pas un couple réduit. Il est clair que ce que nous venons de dire pour le second cas s'applique encore ici.
4^ Les couples réduits a, f qui sont tels que 6, /est en même temps un couple réduit. Dans ce cas, on reconnaît facilement que les couples a', f et b', f sont aussi réduits tous les deux. Il suffit d'examiner successivement les trois hypothèses possibles : f divise a et b; f est multiple de a et de 6; /" divise l'un des nombres a, b et est multiple de l'autre.
Nous avons ainsi énuméré déjà dans le système (A^) au moins autant de couples réduits que dans (A). Mais le système (A^) renferme encore le couple réduit a', b', par conséquent le nombre des couples réduits du système (Aj) surpasse au moins d'une unité le nombre des couples réduits de (A).
Par un nombre fini d'opérations , on arrivera donc nécessairement à un groupe de n nombres dont tous les couples sont des couples réduits , et qui est ainsi le système réduit. Il reste à faire voir que ce système réduit est unique.
10. On constate d'abord qu'en remplaçant o et 6 par a' et b', on ne change ni le p. g. c. d, , ni le p. p. c. m. des nombres du système.
Envisageons maintenant les divers produits k k k des nombres (A), pour voir quelles modifications résultent, pour ces produits, par le remplacement de a et 6 par a' et 6'.
Les divers produits A à A se composent :
1° Des produits qui ne renferment ni a, ni b;
2" Des produits qui renferment a et 6;
3° Des produits qui renferment un seul des nombres a et 6.
Il est clair que ce sont les derniers produiis seulement qui sont affectés par le remplacement de a et 6 par a' et b'. Ces produits sont, d'ailleurs , en nombre pair et peuvent être écrits ainsi
aP, aP', aP", a P'", ..., 6P, 6P', 6P", 6P"', ...,
P, P', P", . . . étant les divers produits k — 1 à A — 1 des nombres c,...,l. En remplaçant maintenant a et 6 par a' et b', cela revient évidemment à remplacer chaque couple
(aP, 6P), (oP', 6P'), (aP", 6P"), .••
par son p. g. c. d. et son p. p. c. m. Cette opération, nous l'avons déjà remarqué, n'influe ni sur le p. g. c. d , ni sur le p. p. c. m. des divers produits k k k.
Par conséquent, le p g. c. d. Di et le p p. c. m M^ des divers produits k k k des nombres (A) ne changent pas en passant aux nombres (Al). Dft et Mft sont aussi le p g. c. d. et le p. p c. m. des produits k k k du système réduit
c'est-à-dire
Dft = «1^2- ••<'*) Mk = enen-1. ..Pn-it + l.
De là on conclut les relations suivantes
^1 Uk-i D„ _ 1
'"=■■"■■ '-=1: — =iêi '-=i£-
qui mettent en évidence ce fait que le système réduit est unique et
donnent l'expression des nombres réduits en fonction de a, b, c, . . . , l. Les relations
ej = Di = M„ : M„_i, f„ = Mi = D„ : D„_i reproduisent le théorème III. Puisque ek divise Bk+i, on voit que D| divise Da^ + iD^-i, M| est multiple de M^+iM^-i; on pourrait le démontrer directement en s'appuyant sur le lemme du n° 6. On voit que Dk ne peut être égal à D^ _ i , à moins qu'on n'ait D^ = Dg = . . . = D* = 1.
11. Lemme. a' et b' étant le p. g. c. d. et le p. p. c. m. de a et b, le p g. c. d. et le p. p. c. m. de
{m, a) et {m, b) sont respectivement
{m, a') et {m, b').
De même, le p. g. c d. et le p. p. c. m. de
I w , a i et \m, b\ sont respectivement
I m, a' I et 1 w, 6' |.
Pour démontrer la première partie, on remarque d'abord que le p. g. c. d. de (m, a) et (m, b) est évidemment (m, a, b) = {m, a'). Cela étant, pour démontrer que {m, b') est le p. p. c. m. de (m, a) et (m, b), il suffira de faire voir que
Mais cela est évident; car, d'après le lemme du n° 6, on a
{m , a) X (m , b) = {m\ ma, mb, ab) = {m^, m a', a b) , {m, a')X{'n, b')^{m% ma', mb', a'b')-={m^, ma', a' b'). Pour la seconde partie , on remarque d'abord que le p p. c m. de
I »n, a I et \m,b\ est évidemment \m, a,b\:=\m,b' \; et ensuite il est clair que
On conclut de ce lemme que les nombres réduits de
(m, a), {m, b), (m, c), . . . , {m, l) sont
(m, gj), {m, «a), {m, e^), ..., (w, e„).
De même , les nombres réduits de
|»w,ai, \m,b\, im,c|, ..., \m,l\ sont
l»»,ei|, \m,e^\, \m,e^\, ..., \m,e„\.
12. Nous avons considéré, dans le n" 10, les divers produits k k k des nombres a, b, c, . . . , l. Si, au lieu de cela, on avait considéré simplement les divers groupes khk, non pour en former les produits, mais pour en prendre le p. g. c. d. ou le p. p. c. m., on serait arrivé aux résultats suivants :
«1 est le p.g.c.d. de |a|, |6|, |c|, ..., Ul; *2 „ \a,b\, \a,c\, ..., \k, l\;
*3 » l«> &, c|, la, 6, d|, ,..;
puis aussi
e„ est le p. p. c. m. de (a), (b), ..., (l);
««-2 » ia,b,c), ia, b,d), ...;
Cette recherche n'offre aucune difficulté en s'appuyant sur le lemme du n" 11.
13. On dit que deux nombres sont premiers entre eux (ou bien a est premier avec b) lorsque leur p. g. c. d. est égal à l'unité; leur p. p. c m. est alors égal à leur produit.
Lemme. — On a
(a, bc) = (a, c) X (a, b).
En effet , il est clair que
(a, bc) = (a, bc, ae), or
(bc,ac)=zc X (a, b).
Théorème IV. — Lorsque a et 6 sont premiers entre eux, tout commun diviseur de a et bc est aussi commun diviseur de a et c. Il suffît évidemment de montrer que
(a,bc) = (a,c), II 18
mais cela est évident d'après le lemtne précédent , puisque (a, 6) = 1 par hypothèse.
On déduit de ce théorème les conséquences suivantes : 1" Si c est aussi premier avec a, bc est premier avec a. Il est facile de généraliser ce résultat ainsi. Les nombres
étant tels que chaque nombre a, a', ... est premier avec tous les nombres 6,6',..., le produit aa' a" ... est premier avec b b' b" . . . , a"* est premier avec 6". 2" Lorsque bc est divisible par a (a et 6 étant premiers entre eux) , c est divisible par a.
14. On dit que plusieurs nombres a,b, c, ... ,1 sont premiers entre eux lorsque deux quelconques d'entre eux le sont. On peut remplacer cette définition par la suivante qui lui est équivalente. Plusieurs nombres a, b, c, . . . , l sont premiers entre eux lorsque a est premier avec bc ...l, b avec cd ... l, ..., enfin k avec l.
Le p. p. c. m. des nombres a,b,c, ..., l, qui sont premiers entre eux, est égal à leur produit, et cette propriété est caractéristique. En effet,
ayant
\a, b, c, . . . , l\ =abc . . . l,
il est impossible que deux de ces nombres aient un diviseur commun > 1. Car , si ô divise a et 6 ,
-^Xcd..,l
est un commun multiple de a, 6, c, . . . , Z.
Un nombre admettant les diviseurs a , 6 , c , . . . , Z premiers entre eux, est divisible par leur produit abc . . .1.
On peut dire encore : les nombres a, b,c, ...,l sont premiers entre eux lorsque le (n — l)'^"® nombre réduit e„_i = 1. En effet, e„-\ est le p. p. c. m. des nombres
On a alors aussi
Pour que plusieurs nombres a, b, c, . . . , l soient premiers entre eux, il ne suffit pas que leur p. g. c. d. soit égal à l'unité, il faut que le p. g. c. d. D„_i des produits
bc . . .1, ac . . .1, . . . , abc . . .k soit égal à l'unité. (Voir le théorème III et la fin du n» 10.)
Lemme. — Le p. g. c. d. des nombres m, a, b étant l'unité, on a
(w, aô) = (w , a) X (wî , b).
En effet, d'après le lemme du n'' 6,
{m, a) X {m, 6) = (m^ ma,mb, ab), or
(w^ ma, inb)^m X {m, a, b) = m
d'après l'hypothèse.
Plus particulièrement, on aura
{m , ab) = {m,a)X{m,b) lorsque a et 6 sont premiers entre eux. Ce résultat peut se généraliser immédiatement ainsi.
Théorème V. — Les nombres a, b, c, ..., l étant premiers entre eux , on a
{m,abc...l) = {m,a) X{m,b) X{in,c) X . ■ . X(m,l). Remarque. — Ce résultat est compris aussi comme cas particulier dans les propositions obtenues dans le n*' 11. En effet , le w'*""® nombre réduit de
c'est-à-dire leur p. p c. m. est égal à
En suppo.sant a, b, c, ..., l premiers entre eux , on retrouve le théorème ci-dessus. On peut en tirer la conséquence que voici. Les nombres a, b, c, . . . , l étant premiers entre eux, un diviseur ô de leur produit peut être toujours mis d'une seule façon sous la forme
ô = a'b'c' ...l', où a' divise a, b' divise b, . . . ,1' divise l. En effet, si cette décomposition en facteurs est possible, a' doit diviser a et d, et par conséquent (a , d).
Mais, d'après le théorème V, on a
ô = (a,ô)xib,ô)x...X{l,ô); d'où il est clair que la décomposition est possible , et d'une seule manière.
D'autre part, on obtient toujours un diviseur de a 6c. . .Z, en multipliant un diviseur quelconque a' de a par un diviseur b' de b, etc.
On peut donc conclure:
Théorème VI. — Les nombres a, b, c, . . . , l étant premiers entre eux, on obtient tous les diviseurs de leur produit a 6c ... Z, et chaque diviseur une seule fois , en multipliant chaque diviseur de a par chaque diviseur de 6, ... , par chaque diviseur de l.
Corollaire. — En désignant par f{m) le nombre des diviseurs de tn (ou la somme de ces diviseurs , ou la somme de leurs k^^^^ puissances) , on a
r{abc . . . 0 =/■(«) X m X /•(c) X ... X ni)
lorsque a,b, c, . . . ,1 sont premiers entre eux.
15. Tout nombre a (excepté l'unité) a au moins les deux diviseurs a et 1. Tout nombre qui n'admet pas d'autres diviseurs s'appelle nombre premier. Nous ne compterons pas l'unité parmi les nombres premiers : les plus petits nombres premiers sont
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, .... Tout nombre qui n'est pas premier est dit composé. Un nombre composé a est toujours égal à un produit 6 c dont les facteurs sont > 1 tous les deux.
Soient p un nombre premier, a un nombre quelconque; si p ne divise pas a,aetp seront premiers entre eux.
Lorsqu'un nombre premier p divise le produit abc . . .1, p doit diviser au moins un des facteurs a, 6, c, , . . ,1; car, dans le cas contraire, p serait premier avec a, avec 6, . . . , avec l, par conséquent premier avec a6c . . . i et ne pourrait diviser ce produit.
Théorème VII. — Tout nombre composé admet un diviseur premier.
En effet, il est clair que le plus petit diviseur, surpassant l'unité, d'un nombre composé , est nécessairement un nombre premier.
Théorème VIII. — Tout nombre composé est égal à un produit de facteurs premiers ou, comme on dit, il est décomposable en facteurs premiers. Cette décomposition ne peut se faire que d'une seule manière.
En effet , mettons le nombre composé a sous la forme d'un produit
bc.l
de facteurs > 1, de toutes les manières possibles. Le nombre de ces facteurs sera toujous inférieur à n, en supposant 2" > a. Parmi ces produits égaux à o, il y en aura donc un , au moins , dans lequel le nombre des facteurs est le plus grand. Soit
Pi P2---Pk
un tel produit, il est clair que tous les facteurs sont des nombres premiers ; car, si par exemple p^ était composé , on pourrait obtenir un produit égal à a et renfermant k-\-l facteurs.
Remarque. — Il est clair qu'on obtient toujours par un nombre fini d'essais les divers produits égaux à a que nous considérons. Il suffit d'écrire les nombres
de prendre leurs divers produits un à un , deux à deux , . . . , n — 1 à n — 1 (avec répétitions) et de ne conserver que ceux de ces produits qui sont égaux à a.
La première partie du théorème se trouve ainsi démontrée ; quant à la seconde partie , supposons deux décompositions en facteurs premiers
a = PlP2P3--- = ?l3233---
Il est clair que q^ doit diviser le produit PiP^p^ . . . , et , par conséquent, un des nombres Pi, P2» Ps» • • • • donc q^ est égal à un de ces nombres, par conséquent p^ := q^.
On en conclut
d'où
Le théorème étant ainsi complètement démontré, on voit qu'on
peut mettre un r ombre quelconque, et cela d'une seule manière, sous la iorme
p" q^r^ ..., p, q, r, . .. étant des nombres premiers distincts, a, ^, y, . . . des nombres quelconques.
On peut déduire ce théorème aussi du théorème VIL
16. Pour que deux nombres soient divisibles l'un par l'autre, il faut et il suffit qu'en ayant décomposé les deux nombres en facteurs premiers le diviseur n'ait pas d'autres facteurs premiers que le dividende , et que ces facteurs ne figurent pas dans le diviseur avec de plus grands exposants que dans le dividende. Cela est évident d'après ce qui précède.
A l'aide de ce résultat , on peut reconnaître immédiatement la vérité de tous les théorèmes que nous avons obtenus sur le p. p. c m. , le p. g. c. d. , en supposant tous les nombres décomposés en facteurs premiers. Nous n'insisterons pas sur ce sujet, cependant on doit remarquer que ce n'est là, à proprement parler, qu'une espèce de vérification ; cela devient sensible surtout lorsqu'il s'agit de propositions plus compliquées, comme celles du n° 11 sur les nombres réduits. Mais nous devons expliquer encore comment on obtient immédiatement les nombres réduits dea, b, c, . . . , l, lorsqu'on a décomposé ces nombres en facteurs premiers.
Supposons donc
a = P7PF---Pk''>
'kl
C=plrpl2...pl^,
Pour plus de symétrie, nous avons introduit partout les mêmes nombres premiers Pi,P2, . . . ,pic, ce qui peut se faire en admettant pour les exposants aussi la valeur 0.
Considérons les exposants de pi
«i. (^i) ïi) •••) ^»-
Supposons qu'en les écrivant par ordre de grandeur croissante on ait
ai^bi^Ci^ . . .^ U.
Alors on aura
ei=P?'P?.
■ ■ Pt',
e„ = p*' pS» .
. • Pk",
• • Pic",
■Pi'.
C'est ce qu'on vérifie directement en remarquant, par exemple, que
?! ("2 . . . Ca = Dfc
est bien , avec ces valeurs de e^, eo, ■ . . , e„,\e p. g. c. d. des produits k à k des nombres a, b, c, . . . , l. On vérifie encore sans peine les expressions des Ch que nous avons obtenues dans le n° 12. Les diviseurs de |3" sont
leur nombre est a-\-l, leur somme
Un nombre quelconque admet donc
{a-\-l)X{ft+l)X{Y + l)...
diviseurs , et leur somme est
17. Décomposer un nombre donné en facteurs premiers , c'est un problème dont la solution exige un grand nombre de tâtonnements. On a imaginé de nombreux artifices pour abréger le travail; mais, quoi qu'on fasse , cette décomposition est , en réalité , impraticable pour un nombre un peu grand. Aussi serait-il , par exemple , à peu près impossible d'obtenir de cette façon le p. g. c. d. de deux nombres
de douze à quinze chiffres; l'algorithme d'Euclide conduit sans trop de peine au but.
On voit par là que ce n'est pas seulement en se plaçant au point de vue théorique qu'on peut exiger de ne pas faire intervenir la décomposition en nombres premiers dans des questions où ces nombres premiers ne figurent pas expressément.
Il y a une infinité de nombres premiers. En efifet , p étant un nombre premier, on peut toujours trouver un nombre premier plus grand que/). Soit, pour le montrer,
P = 2 X3 X ... Xp
le produit de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas p. Mettons le nombre P d'une façon quelconque sous la forme d'un produit de deux facteurs
P = AB
alors il est clair que le nombre N = A -j- B n'est divisible ni par 2 , ni par 3, . . . , ni par p. En décomposant donc N en facteurs premiers, on trouvera nécessairement des nombres premiers qui surpassent p.
Remarquons avec M. Cayley que, si l'on prend A = P, B = l, les nombres N -|- 1, N + 2, ..., N -j-p — 1 sont tous composés; d'où l'on voit que la différence de deux nombres premiers consécutifs peut surpasser un nombre donné.
18. Voici une proposition dont on a besoin quelquefois. Il est toujours possible de mettre le p. p. c. m. des nombres a, 6, c, . . . , i sous la forme d'un produit
dont les facteurs sont premiers entre eux et divisent respectivement o, 6, c, . . . , i. Adoptons les notations du n" 16, le p. p. c, m. est
Écrivons les nombres a, 6, c, . . . , i l'un au-dessous de l'autre. Ecrivons ensuite le facteur pj' à côté d'un des nombres a,h, c, . . . ,1 qu'il divise (un au moins de ces nombres est divisible par pj"). Faisons de même pour pg' • • -P**- Alors on prendra pour a' le produit des nombres
qu'on aura écrits à côté de a (a' = 1 lorsque aucun nombre ne se trouverait à côté de a), de même pour 6', c', . . . , l'.
Il est clair qu'on obtiendra toujours au moins une solution ; elle est unique dans le cas où, parmi les nombres a, 6, ...,/, il n'y en a qu'un seul divisible , soit par p^, soit par p^, etc. Dans le cas contraire , le problème admet toujours plusieurs solutions.
19. On peut toujours obtenir une solution , sans décomposer les nombres a, b, c, . . . , l en facteurs premiers et uniquement à l'aide de l'algorithme d'Euclide.
Mais , pour abréger, nous nous bornerons au cas de deux nombres o et 6, d'où il est facile, du reste, de remonter au cas général. Soit (a , 6) = d , et calculons
{^' ")="'■ ii' ")=''■■
a' et b' seront premiers entre eux , puisque ^ et -v le sont ; d sera donc divisible par leur produit , soit
et puis
En continuant ainsi, on finira toujours par arriver à un couple
o(* + i)_i^ 6<* + i) = l, car
d = a'b'd' = a' a" b' b" d" = a' a" a'" b' b" b'" d'" = ... On aura alors
et, pour le p. p. cm.,
ab
Les nombres "j^ et -3- sont premiers entre eux , et , a', a", . . . a<*' étant
des diviseurs de -j, b', b", . . . 6<'> des diviseurs de -3 , il est clair que les deux facteurs
^ X a' a" . . . a<*' et ~ X b' b" . . . 6<*) d d
sont premiers entre eux. Ensuite d<*' est premier avec chacun de ces facteurs, car
l~, (i(*)) = a<* + i) = 1 , (A, d(A)J = 5(* + i) = 1. En prenant donc
A = 4 Xa'a"...ft(*'
B = -^-X6'6"...6<*'Xd<*),
on aura m = AB, A et B seront premiers entre eux , puis A divise a et B divise b. Plus généralement, si l'on a d<** =pq, p et q étant premiers entre eux , on pourra prendre
A = -| Xa'a"...a(*'Xp,
Si l'on suppose a et 6 décomposés en facteurs premiers , on verra facilement que
est le produit des puissances de nombres premiers qui figurent dans la décomposition de a avec des exposants plus grands que dans la décomposition de b, tandis que d^** est le produit des puissances de nombres premiers qui figurent avec le même exposant dans les décompo-
sitions de a et de b. Lorsqu'on a d<*'>l, on obtient toujours deux solutions au moins , en prenant soit p = 1 , ç = d**' , soit p = d'** , g =: 1. Mais, dans ce cas, il peut arriver que le problème admet encore d'autres solutions , et cela a lieu lorsque d<*) est divisible par plus d'un nombre premier. Mais, pour obtenir ces solutions, il faut absolument recourir à la décomposition de d**' en facteurs premiers : l'algoritiime d'Euclide seul ne peut pas les faire connaître.
20. En jetant maintenant un coup d'oeil sur le chemin que nous avons parcouru , on reconnaîtra que la théorie de la divisibilité des nombres repose sur ce fait, qu'étant données deux nombres a et 6, on peut toujours déterminer un nombre m, tel que
a = w6 -{-c, où
.Si l'on considère les nombres complexes a -|- 6 i (i = l^ — 1), on peut établir une relation analogue, et de là découle, pour ces nombres, une théorie de la divisibilité parfaitement analogue à celle des nombres ordinaires. Nous aurons à revenir plus tard sur cette question et d'autres de la même nature.
Les propositions les plus essentielles sur la divisibilité des nombres se trouvent déjà dans les Éléments d'Euclide; notamment on y trouve: l'algorithme pour la recherche du plus grand commun diviseur, la proposition qu'un produit ne peut être divisible par un nombre premier, à moins qu'un des facteurs ne le soit , la proposition qu'il y a un nombre infini de nombres premiers.
DES CONGRUENCES
1. Si la différence des deux nombres a et b est divisible par un nombre M , o et 6 sont dits congrus par rapport à M ; le diviseur M est appelé le module ; a et 6 sont résidus l'un de l'autre suivant le module M. Pour exprimer cette relation , on écrit, d'après la notation de Gauss,
Oz^b (mod M) ;
cette formule est une congruence. Il y a avantage , dans cette théorie , à admettre , pour a et 6 , non seulement les valeurs entières positives , mais aussi les valeurs entières négatives.
Si r est le reste de la division de a par M, on a
a = r (mod M) ;
le reste r est ordinairement un des nombres
mais on pourrait le prendre aussi entre g- et + ^ ! d'où il suit que
tout nombre a un résidu qui ne surpasse pas en valeur absolue la moitié du module. C'est là le résidu minimum.
2. Nous allons indiquer ici les propriétés les plus élémentaires des congruences , il sera à peine nécessaire d'insister sur les démonstrations. Si l'on n'indique pas le module, il sera sous-entendu que ce module est toujours M.
Si l'on a
on aura ainsi
a-\-a'-\-a"-\-... = b + b' + b" + ..., ma^mb.
De même , on aura
et plus généralement
Ainsi
aa'a"... = bb'b" .
f{x,y,z,...) = ^Ar„,n,p,...x>''y'>zP...
étant un polynôme à coefficients entiers , on aura f{a,a',a",...)=r{b,b',b",...).
Supposons qu'on ait
ma^mb (mod M),
ce qui signifie que m {a — b) est divisible par M; soit
-^ [a — b) sera divisible par ^, et, puisque ^ et ^ sont premiers entre
eux, a — b sera divisible par -r : donc
a = 6 (mod — ]•
On peut donc diviser les deux membres d'une congruence par un nombre m, à condition de diviser en même temps le module par le p. g. c. d. de m et M. On aura à appliquer cette proposition le plus souvent dans les cas particuliers suivants: 1° m est premier avec M, alors d = 1 ; 2^ m divise M , alors d = m. Supposons encore qu'on ait
oo' = 66' (mod M), a = & (mod M).
En multipliant la seconde congruence par a', il vient , en faisant attention à la première ,
ba' = bb' (mod M), donc
Ud^^
V dV
où d = (6, M) = (a, M), car il est clair que des nombres congrus ont même p. g. c. d. avec le module.
Si deux nombres sont congrus suivant le module M, ils seront congrus encore en prenant pour module un diviseur de M. Si deux nombres sont congrus suivant plusieurs modules A, B, C, . . . , L, ils seront congrus encore en prenant pour module le p. p. c. m. de ces nombres
M = l A,B,C, ....Lj.
Le cas particulier le plus intéressant est celui où les modules A, B, C, . . . , L sont premiers entre eux , alors M = ABC ... L.
4. On peut distribuer l'ensemble des nombres entiers en M classes , en considérant deux nombres comme appartenant à la même classe ou non , selon qu'ils sont congrus ou non suivant le module M. En prenant dans chaque classe un nombre , on obtient un groupe de M nombres , qu'on appelle un système complet de résidus. Un tel système jouit évidemment de la propriété qu'un nombre quelconque est congru à un et à un seul de ses nombres. Un nombre quelconque a pris dans une classe peut être considéré comme représentant la classe entière qui se
compose des nombres a + Ma;, a; = 0,±l,±2,±3, On désigne
ainsi souvent la classe par un quelconque des nombres qu'il renferme, et l'on peut ainsi remplacer un nombre par un nombre congru.
Tous les nombres d'une classe ont le même p. g. c. d. avec le module M, et ce p. g, c. d. peut être un diviseur quelconque d de M.
On peut , d'après cela , distribuer les classes en familles , en considérant diverses classes comme appartenant à une même famille , si elles ont le même p. g. c. d. avec le module M.
Combien de classes y a-t-il qui sont premières avec M? Il est clair qu'il y en a autant q'on trouve parmi les nombres
des nombres qui sont premiers avec M. Nous désignerons ce nombre par (p (M) , en sorte que
Le nombre des classes qui ont avec M le p. g. c. d. d est évidemment
le même que celui des nombres du groupe (A) qui ont d pour p. g. c d. avec M. Il faudra donc les chercher parmi les nombres
d, 2d, 3d, ..., kd, ..., ^ d.
Or, pour que (Ad, M) = d, il faut et il suffit que k soit premier avec-j- Le nombre cherché indique donc combien , parmi les nombres
il y en a qui sont premiers avec -^ , c'est-à-dire ce nombre est ç» (^)-
Il y a ainsi (p (^j classes qui ont d pour p. g. c d. avec M, le nombre total des classes étant M, on a
d parcourant tous les diviseurs de M. Il est clair qu'on peut écrire cette relation plus simplement ainsi
Il est facile de déduire de là la valeur de cp (M).
5. Supposons généralement que deux fonctions numériques /" et F soient liées par la relation
(i) F(u)=^nd),
d parcourant tous les diviseurs de M. Nous allons exprimer réciproquement la fonction /"au moyen de F.
Soit
la décomposition de M en facteurs premiers. On obtient l'ensemble des diviseurs d de M en développant le produit
et nous pouvons écrire d'une manière symbolique
On doit développer le produit du second membre et remplacer ensuite chaque terme d par f(d). En remplaçant M par M :p (donc a par a — 1) , on aura
En retranchant, il vient, si l'on fait usage dans le premier membre de la même notation symbolique
M En remplaçant M par — et retranchant , il vient ensuite
('-j)('4)l=^K'+.-+-+fJ-('+s+-+„^)l
En continuant ainsi , on obtient finalement
c'est l'expression cherchée ; on peut l'écrire plus explicitement
On rencontre souvent des fonctions numériques qui jouissent de la propriété
(3) f(ab)=f(a)xnb)
lorsque a et 6 sont premiers entre eux (voir Chap. I, n" 14). Il est clair qu'une telle fonction est parfaitement déterminée lorsqu'on connaît sa valeur pour les puissances des nombres premiers , mais ces valeurs-là peuvent être prises arbitrairement.
On voit facilement que, si la fonction /"qui figure dans la relation (1) jouit de cette propriété (3), on aura aussi, a et 6 étant premiers entre eux.
F(o6) = F(a)XF(6),
et l'on reconnaît maintenant par les formules (2) ou (2') que, réciproquement, si deux fonctions /" et F sont liées par la relation (l), et si la fonction F satisfait à la relation (4), la fonction /"satisfera à la relation analogue (3).
Le théorème, souvent utile, de ce numéro est dû à M, Dedekind (Journal de Crelle, t. 54, p. 21). On l'établit ordinairement par une simple vérification. En exprimant au second membre de (2') partout la fonction F par la fonction /", on constate qu'il ne reste que le terme /■(M) : tous les autres termes se détruisent.
6. En revenant au cas particulier de la fonction (p(M), F(M) = M, on trouve
<p OJL) = p"-^ q^-K . . u^-Up — l) iq — l) ■ ■ • (u — 1).
Ayant q}(ab) = q>(a) (p(b) lorsque a et 6 sont premiers entre eux, on peut remarquer que , a étant impair , on a , à cause de ç? (2) = 1 ,
gp (2 a) = g? (a).
A l'exception de ç» (1) = 99 (2) = 1 , q> (a) est toujours pair.
7. Dans la théorie des nombres , on se propose , sur les congruences, des problèmes analogues à ceux qu'on traite en Algèbre sur les équations.
Ainsi on pose la question de trouver les nombres x qui satisfont à une congruence , telle que
f{x) = 0 (modM), où le premier membre est un polynôme à coefficients entiers en x.
Si l'on satisfait à cette congruence en faisant x = Xq, Xq est une racine de la congruence. Il est clair que tout nombre congru à Xq suivant le module M satisfera alors aussi à la congruence , mais on a l'habitude de ne pas considérer comme différentes ces solutions. Aussi, si l'on dit qu'une congruence admet k racines, cela veut dire k racines incongrues, ou encore, ce qui revient au même, l'ensemble des nombres qui satisfont à la congruence se répartit en k classes. Il est clair , n 19
d'après cela, qu'on obtient toutes les racines d'une congruence, en essayant successivement tous les nombres d'un système complet de ré sidus, par exemple les nombres
0, 1, 2, ..., M-1, maïs ce moyen devient impraticable dès que M est un peu grand. Si tous les coefficients du polynôme f{x) sont divisibles par M, la congruence est identique, un nombre quelconque y satisfait. La congruence est impossible évidemment lorsque tous les coefficients de f{x) sont divisibles par M, à l'exception du terme indépendant de x.
Il est clair, du reste, qu'il est permis de remplacer un coefficient quelconque de f{,x) par un nombre congru suivant le module M.
Considérons la congruence du premier degré
ax-\-h = Q (modM).
Supposons d'abord a premier avec M. Pour voir si la congruence admet des racines, mettons pour x successivement les valeurs
ou, si l'on veut, M valeurs quelconques formant un système complet de résidus. Il est clair que les valeurs correspondantes de ax -\-b sont incongrues , car la relation
ax-^b'^ay -\-b
exige qu'on a\X,axziiay ou encore x~:^y, puisque a est premier avec M.
Les valeurs de ax-\-b forment donc également un système complet de résidus, et, parmi ces valeurs, il y en a donc une qui est congrue avec 0. La congruence proposée admet donc une racine.
Supposons maintenant (a,M)=:d. Dans ce cas, il est clair que b doit être divisible par d; dans le cas contraire, la congruence est impossible évidemment. Admettant donc que b soit divisible par d, la condition imposée à x revient à celle-ci
x + ^^0 [mody_
r uisque -r et ^ sont premiers entre eux , nous savons qu il existe une
seule racine par rapport au module -r- Soit Xq cette racine, l'ensemble
des valeurs de x qui satisfont à la question est comprise dans l'expression
Mais il est clair que, suivant le module M, ces nombres se répartissent en cl classes , car les d nombres
,M ,„M ,_M irwn^
sont incongrus suivant le module M, mais un nombre quelconque
M Xq-^ -ry est congru , suivant le module M, avec un de ces d nombres.
Théorème I. — La congruence
a a; + 6 = 0 (mod M)
est possible seulement lorsque b est divisible pard = (a, M). Si cette condition se trouve satisfaite , elle admet exactement d racines.
On voit que cet énoncé renferme aussi le résultat particulier qui a lieu pour d ^ 1.
9. Il nous reste à donner une méthode pour trouver effectivement, sans trop de peine , la racine de la congruence
ax-\-b~0 (mod M).
Il est clair que nous pourrons nous borner au cas où a et M sont premiers entre eux, puisque le cas général se ramène immédiatement à ce cas particulier. Ensuite il suffira de considérer la congruence
ax = l (mod M);
car, la racine de cette congruence étant obtenue , il suffira évidemment de la multiplier par — b pour obtenir la racine de la congruence pro posée. Le problème revient donc à satisfaire à l'équation indéterminée
ax — M t/= 1.
On développe en fraction continue le rapport M : a ou , ce qui revient au môme, on applique à a et M l'algorithme d'Euclide. On peut alors
exprimer de proche en proche comme fonctions linéaires homogènes de a et M tous les restes obtenus et finalement le p. g. c. d. lui-même qui est 1. Comme ce mode de calcul est encore utile dans d'autres circonstances, nous allons l'expliquer avec détails.
Supposons qu'on ait une suite de nombres N , Ni , Ng , . . . liés par les relations
|N =aiNi + N2,
|Ni =a2N2 + N3, (1) N2 =a3N3 + N,,
alors on peut exprimer successivement N par N^ et Ng, par Ng et Ng,
N = (ai02 + l)N24-aiN3,
N = (Oi Og 03 + ai + ag) N3 + («i Og + 1) N4 ,
Introduisons un symbole
[àj, «2» • • • > «*]> déterminé par les relations
[aj] = ai , [oi Og] = «1 Og + 1 ,
[Oj. Cg, . . . , afc]:=[ai, «2» • • • > «A-l ]«* + [«D «2> • • • > «ft-2]i
alors on aura généralement
(3> . . . N = [ai, ttg, . . ., afc]NA; + [ai, a2, . . ., a&_i]Nfc + i.
Il est clair qu'on aura aussi
Ni = [a^, «3, . . . , a;f] N^ + [«2> «3, . . . , a^ _ 1] N^ + 1 , N2 = [«3, • . • , ak]^k + [«3. • • • ) a* - 1] Na: + 1 ,
et, si l'on substitue ces valeurs dans la première relation (1), on obtient une expression de N par N* et Ns + i qui doit être identique avec (3). D'où l'on conclut
(4) . . [«1, 02, ..., a;t] = ai[a2, «3. ■••> «a] + [«3> ■■■> «*]>
ce qui donne un nouveau moyen pour obtenir par récurrence la valeur
du symbole. A l'aide de ces relations (2) et (4), on démontrera facilement cette formule
(5) . . . . [tti, «2, ..., ak'] = lak, Uk-u ..., a^, aj. En joignant à l'équation (3) celle-ci
(6) . . . Ni = [a2, CTs) • ••> «A:]NA; + [a.2, ag, ..., a/,_i]NA + i,
on a deux équations ; d'où l'on pourra tirer la valeur de N/c en fonction de N et Nj. Mais cette valeur s'obtient aussi directement, car on obtient de proche en proche
+ N2 = N-aiNi,
— Ng = Og N — [%, ttg] Nj,
+ N4 = [fls, «J N — [«1, a^, aJi Nj,
Généralement ,
(7) . . (— l)*N4 = [a2, «3. •••,a'fc-i]N — [ai, 02, ...,a/c-i]Ni.
En comparant cette valeur de Ns avec celle tirée de (3) et (6), on a
(8) [tti, a^, ..., ajxfe «3, ,.., a^-i]— [«1, «2, ..., «a^-iIx^. a,j, ..., aA] = (— 1)*.
Ce sont là les formules dont nous aurons besoin; nous en donnons encore quelques autres qui sont quelquefois utiles. On a
Nat =[aA; + i, afc-f-ij, . . . , ak+i] N^+i + [0^ + 1, . . . , ak+i-i]Nk + i-^i,
Ni + l =[afc + 2, . . ., «ft + ONA + i 4-[«*+2, • . • , aA: + (-l]NA:_i_i4-i.
Substituant ces valeurs dans (3), on a l'expression de N par N^+j et Nyt4_i + i, expression qu'on peut obtenir aussi en remplaçant k par k -\-l dans la même formule. On trouve , par comparaison ,
(9) [ai, «2, •••, «4 + 0 =
= [ai, 02, ...,aA:]X[a/(+i, ...,aft + i] + [ai, 02, ...,afc-i]X[aft+2,...,aA+0.
Enfin nous ajouterons la relation suivante
(10) [oi, a.>, .. ., Or; 61, 62. •• •> à,; c^.c^, ..., cj X [61, 62. •••> &J —
— [oi, . .., Ori 61, ..., 6J X [61, ..., &,; Cl, .. ., cj] =
= (— 1)» [Oi , 02 , . . . , «r- 1] X [C2 , C3 , . . . , C(]
qui, pour r = / = l, reproduit la formule (8) et, pour s = 0, la formule (9).
Pour appliquer ces relations à la solution de l'équation
ax — M ?/=: 1 ,
on prendra N = M,Ni = a. Comme ces nombres sont premiers entre eux, on finira par trouver Na: = 1, N^ + i =0, de manière qu'on ait
M = [fli, ffa. • • ■) Cf/J.
a = [02, . • . , a*] , (— l)* = [a2, «3, •••, «A-i] X M — [aj, Og, . . ., «A-i] X a.
On peut donc prendre
« = (— l)*-i[ai,a2, .. . , a^-i],
J/ = (— 1)''~'[«2. a,i. • •• . «A^-i]- Si l'on fait le calcul de la manière ordinaire , le dernier quotient Uk est au moins égal à 2, et l'on peut le remplacer par les deux quotients flA: — 1 et 1 , de manière que le nombre total des quotients est à volonté pair ou impair. Il est à peine besoin de dire que
«s + '-.-L. i-, ttk
On voit sans peine que, aj^, y^ étant une solution particulière de
ax — My = 1 ,
la solution la plus générale sera renfermée dans les formules
a; = Xa + M < )
Il est clair aussi que l'équation indéterminée
ox-j- 62/ = c
sera impossible si c n'est pas divisible par d = (a, b). Mais , si cette condition est satisfaite, il y a toujours une infinité de solutions. Soita;o,2/o une solution particulière , la solution la plus générale sera
X — Xq-\- , ( I
v^yo—^t]
11. Nous allons considérer maintenant le problème suivant, qui se rencontre très souvent :
Trouver tous les nombres x qui satisfont au système suivant de n congruences
x — a (modA), a; = /î (raodB), a; = )'(modC), ..., a; = A(modL),
Soit M le p. p. c. m. des modules A, B, C, . . . , L, il est clair que, si la valeur x = .Cg satisfait aux conditions , il en sera de même de toutes celles comprises dans la formule
ajo 4- M « (< = 0, ± 1 , dz 2, . . .).
Réciproquement, si l'on a deux solutions x^ et x^, la différence x^^ — x^ doit être divisible par M, puisqu'elle est divisible par A, par B, . . . , par L. Il résulte de là que , parmi les nombres
formant un système complet de résidus pour le module M , il y en aura tout au plus un qui satisfait aux conditions , et nous pouvons dire :
Si le problème proposé admet des solutions , ces solutions seront toutes renfermées dans la formule
a; = a (mod M) ,
où a est un nombre déterminé de la série 0, 1 , . . . , M — 1.
Mais , si aucun des nombres 0,1,..., M — Ine satisfait au problème, on sera assuré que le problème est impossible et n'admet aucune solution.
Supposons maintenant d'abord que A, B, C, . . . , L soient premiers entre eux, alors M = ABC . . . L, Si l'on divise maintenant chacun des nombres
par A, par B, . . . , par L, on obtiendra en tout M systèmes de résidus qui seront tous différents. Mais, d'autre part, on ne peut donner à a que A valeurs, à /î B valeurs, etc., en sorte que le nombre total des systèmes de résidus possibles est M.
En divisant donc les nombres
0, 1, 2, ..., M-1 par A, B, C, . . . , L, on obtiendra effectivement tous les systèmes possibles de résidus , et chaque système une seule fois.
Théorème II. — Les modules A, B, C, . . . , L étant premiers entre eux , le système des congruences
XEHa (modA), a5EEE|8 (modB), ..., x^k (modL) admet toujours des solutions, renfermées toutes dans la formule
x^^a (modM), où
12. Lorsque les modules A, B, C, . . . , L ne sont pas premiers entre eux , M est plus petit que le produit A B C . . . L.
Or il y a toujours A, B, C, . . . , L systèmes de résidus possibles (si l'on prend a, fi, y, ..., l arbitrairement). Mais le problème ne sera possible que si le système a, fi, y, . . . , k se trouve parmi les M systèmes de résidus qu'on obtient en divisant les nombres
par A, B, C, . . . , L. On voit donc que, dans ce cas, le problème ne sera pas possible toujours: il faudra, pour cela, que a, fi, . . . , l satisfassent à certaines conditions que nous énoncerons plus bas. Mais toujours, lorsque le problème est possible, la solution est donnée par une formule
33 = a (modM).
13. Revenons au cas où A, B, C, . . . , L sont premiers entre eux pour voir comment on obtiendra la solution x'z^a (modM).
Puisqu'on doit avoir a; = a (modA), on posera
x = a-\- ky, et il viendra
Ay^^fi — a (modB), A y = y — a (mod C).
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La première congruence donnera
on substituera cette valeur dans les autres congruences, etc.
On remplacera cette méthode souvent avec avantage par la suivante indiquée par Gauss.
Déterminons d'abord les nombres auxiliaires a\ /S', . . . A' par les congruences
BCD...La'==l (modA), ACD...L,8'Er;l (modB), ABD...L/=r=l (modC),
AB...KA' = 1 (modL).
alors on aura
x~ BCD...Laa' + ACD...L^j8' + ABD...L7/
+ A B C . . . K A A' (mod M = A B C . . . L).
On vérifie , en effet , immédiatement que cette valeur de x satisfait aux congruences proposées, et il est facile de s'apercevoir que cette méthode revient à résoudre la question successivement dans les cas particuliers où l'un des résidus a, /î, . . . , A est 1 et où tous les autres sontO. On compose ensuite la solution générale avec ces solutions particulières. Il est clair que cette méthode sera surtout avantageuse lorsqu'on aura à résoudre le même système pour diverses valeurs des résidus a , /5 , . . . , A , les modules A , B , . . . , L restant les mêmes. Les mêmes nombres a', /5', . . . , A' servent alors pour les diverses solutions.
14. Revenons maintenant au cas général où les modules A, B, ..., L ne sont pas premiers entre eux. On peut d'abord poser comme tout à l'heure
x = a-\- ky,
et la seconde congruence deviendra
Ay^^ — a (mod B).
Il faudra donc que p — a soit divisible par (A , B) = d. Si cette condition n'est pas satisfaite , le système n'admet aucune solution. Mais , si elle est satisfaite , on aura
et, par conséquent,
AB
a; = a + Aj/o (mod-^j.
et cette congruence remplace maintenant les deux premières x^=a
AB (mod A), a; = j8 (mod B) On remarquera que le module ^ est bien le
p. p. c. m. de A et B.
On pourra combiner maintenant la congruence
ic^a + Aî/o (mod-^-j
avec la troisième
x^^y (mod C) ,
et ainsi de suite. Il est clair qu'on arrivera de cette façon toujours, soit à s'assurer que le problème est impossible, soit à trouver la solution sous la forme
x'^a (mod M) si elle existe.
Cette méthode , toutefois , a l'inconvénient de ne faire souvent connaître l'impossibilité du problème qu'après de longs calculs qui ont été inutiles alors On ne peut remédier à cet inconvénient qu'en donnant le moyen de reconnaître a priori la possibilité ou l'impossibilité du problème C'est là l'objet du théorème suivant:
Théorème III. — Pour que le système des congruences
Xz^a (mod A), a; = /î (modB), ..., x^^X (modL) admette des solutions, il faut et il suffit que les différences
a — p, a — y, (i — y, ..., }c — X soient divisibles respectivement par
(A,B), (A,C), (B,C), ..., (K,L). Que ces conditions sont nécessaires , cela est clair d'après ce qui
précède. Pour montrer qu'elles sont suffisantes , nous supposerons que la proposition est exacte dans le cas de n — 1 congruences , et ferons voir qu'elle est alors exacte aussi dans le cas de n congruences. Puisqu'on sait que , dans le cas n = 2 , le théorème est vrai , il sera ainsi démontré généralement.
En effet , la proposition étant vraie pour n — 1 congruences , on pourra remplacer les n — 1 premières congruences par celle-ci
xs^t (modM') et le système complet par
(1) x~t (modM'), x^k (modL).
Ici M' ^ A , B , C , . . . , K |. Or , d'après notre hypothèse ,
l — a, A — /9, . . ., k — x sont divisibles par
(L,A), (L,B), ..., (L,K) respectivement, et il est clair que
a~t, ft — t, ..., i — t sont divisibles par A, B, C, ..., K respectivement, donc aussi par (L , A) , (L , B) , . . . , (L , K) respectivement. On voit par là que la différence
l — t est divisible par (L, A), par (L, B), . . . , par (L, K) et, par conséquent, aussi par le p. p. c. m. de ces nombres qui est (L, M') (Chap. I , n" 11). Mais cette divisibilité de A — t par (L, M') est précisément la condition nécessaire et suffisante pour que les congruences (1) et par là aussi les congruences proposées admettent une solution.
On peut démontrer ce théorème aussi en faisant voir qu'il y a exactement M systèmes de résidus «, /S, . . . , A qui satisfont aux conditions exigées.
15. On peut réduire le cas général au cas où A, B, . . . , L sont premiers entre eux. Pour cela, mettons le p p. c. m. M des modules sous
la forme
où A', B', C, . . . , L' sont premiers entre eux et divisent respectivement A, B, C, . . . , L (Chap. I, n'MS, 19),
Il est clair que les solutions du problème proposé satisferont aussi aux congruences
x^a (mod A') , a; = /S (mod B') , • • . , xE^k (mod L') ,
mais ce dernier système admet , nous le savons , toujours des solutions renfermées dans la formule
rc = a (mod M).
Si donc on s'est assuré préalablement que le problème proposé admet des solutions, ces solutions sont encore renfermées dans la formule précédente. Mais, si l'on ne savait pas si oui ou non le système proposé admet des solutions, cette valeur rc==a (mod M) pourrait ne pas satisfaire aux conditions imposées , qui seraient alors incompatibles. Considérons , par exemple , le système
a;= 31 (mod 72 = 23.32),
a;= 22 (mod 105 = 3.5.7),
a;= 50 (mod 77 = 7.11),
XEE^SSl (mod 399 = 3.7.19).
On a ici M = 2^.32. 5. 7. 11. 19 = 526680 et ABCD : M = 441. Donc, si les résidus 31, 22, 50, 337 avaient été pris au hasard, il n'y aurait qu'une chance sur 441 que le problème soit possible. Il convient donc de s'assurer d'abord si le problème est possible ou non. Or, les nombres
étant divisibles respectivement par
le problème est possible. La décomposition de M
permet maintenant de remplacer les congruences données par celles-ci
a;= 31 (mod 72),
33= 22 (mod 35),
a;~ 50= 6 (mod 11),
a; = 337 = 14 (mod 19).
En appliquant maintenant la méthode de Gauss, les nombres auxi liaires a', fi', y', ô' se déterminent par les congruences
35, 11. 19 a' = 43 a' =1 (mod72), 72.11.19/Î'es— 2/?'£EEl {mod35), 72 . 'à5 . 19 y' E^ Sy'FEil (mod 11), 72.35. Il <5' = — ô'^l (mod 19), d'où
et, finalement,
+ 17.72.11.19.22 (mod 526 680), + 7.72.85.19. 6 — 72.35.11.14
a; = 323 527 (mod 526 680).
Soient
les q) (a) nombres premiers avec a et ne surpassant pas a,
les (p (6) nombres premiers avec b et ne dépassant pas b,
les (p (a 6) nombres premiers avec a 6 et ne surpassant pas ab. Il est clair que tout nombre y est aussi premier avec a et avec b, et sera par conséquent congru avec un des nombres a suivant le module a, et congru avec un des nombres /î suivant le module b. Mais , si nous supposons maintenant a et 6 premiers entre eux , nous savons aussi qu'en prenant arbitrairement un des nombres a et un des nombres /S, il y a toujours au-dessous de ab un nombre et un seul qui leur sera congru suivant les modules a et 6, respectivement; et ce nombre, étant premier avec a et avec b, sera premier avec a& et figurera donc parmi les nombres y. Ensuite deux nombres y, y' donnant toujours deux systèmes de résidus différents, on conclut
(p (ab) = tp (a) (p (b).
C'est la relation que nous avons déjà rencontrée (n** 6) et qui conduit immédiatement à la détermination de la fonction (p , car on voit facilement que
17. Considérons maintenant une congruence quelconque (1) f{x) = 0 (modM),
et supposons
M = ABC. ..L
les facteurs A, B, C, . . . , L étant premiers entre eux.
Il est clair que chaque racine de la congruence (1) satisfera aussi aux congruences
f(x) = 0 (modA),
f(x) = 0 (mod B) ,
f(x)^0 (modL).
Donc , si une de ces dernières congruences n'admet pas de racines , il en est de même de la congruence (1).
Soient a une racine de f{x)^0 (modA), ^ une racine de /'(.t)e^O (mod B) , etc. , enfin X une racine de f(x) hh 0 (mod L).
Alors on saura trouver toujours un nombre t, satisfaisant aux congruences
< = a (mod A) , tE^^ (modB),
t ^ A (mod L) , et ce nombre t est parfaitement déterminé aux multiples de M près. Mais il est clair qu'on aura fit) = 0 (modA), rit)^0 (modB), ..., f{t)=^0 (modL),
donc aussi f{t) eee 0 (mod M).
On conclut de là que le nombre des solutions de la congruence (1) est égal au produit des nombres des solutions des congruences (2).
On peut évidemment prendre pour A, B L des puis.sances de
nombres premiers.
18. On comprend bien , d'après ce qui précède , que dans la théorie des congruences de degré supérieur, on s'est surtout occupé des cas où le module est un nombre premier ou une puissance de nombre premier. On ne connaît presque aucun théorème général sur les congruences par rapport à un module composé
Ici , où il s'agit seulement de donner les premiers éléments d'une théorie que nous devons développer plus tard, nous nous bornerons à considérer le cas d'un module premier. Lagrange a obtenu dans ce cas quelques propositions très simples , mais fondamentales.
Considérons donc la congruence
f(x) = 0 (mod p) ,
p étant un nombre premier. Le degré n de cette congruence est le degré de la plus haute puissance de x qui figure dans /"(a;), avec un coefficient non divisible par p. Du reste , il n'y aurait aucun inconvénient à supposer ce coefficient égal à 1, car, s'il est a, on pourra toujours multiplier la congruence par un nombre b tel que 06^ 1 (modp) La congruence obtenue est évidemment équivalente à la congruence proposée. ^
Soit maintenant x = a une racine de la congruence. En divisant f(x) par X — a, on aura
fi (x) étant un polynôme du degré n — là coefficients entiers. La congruence donnée peut donc s'écrire
{x-a)f,{x)+r(a)^^-0 (modp),
ou bien, puisque par hypothèse f{a) est divisible par p,
{x — a) /"i (x) ^ 0 (mod p).
Si la congruence proposée admet encore d'autres racines (i , y
on doit avoir
donc /i (;S) — 0, /", (y) =^ 0, etc. , puisque , par hypothèse , /8 — a , y
ne sont pas divisibles par p. On voit donc que ces racines p, y, ... sont aussi racines de la congruence
qui est du degré n — 1.
La congruence du premier degré admet toujours une racine : on peut donc conclure qu'une congruence du second degré admet tout au plus 2 racines, une congruence du troisième degré tout au plus 3 racines ; généralement on peut énoncer le
Théorème IV. — Une congruence de degré n par rapport à un module premier admet tout au plus n racines.
Et nous pouvons ajouter encore :
Théorème V. — Les racines de la congruence de degré n
/■(a;) = 0 (modp) étant a, ^, y, . . . , X, on a identiquement
fix) = {x — a){x — p)...{x — k)f, {X) (mod p), /■, {x) étant un polynôme en x tel que la congruence
/i(x) = 0 (modp) n'admet aucune racine.
On en déduit encore facilement le Théorème VL — Si la congruence de degré n
/"(a;) = 0 (modp) admet n racines et qu'on a
f{x) = f^{x)f„{x) (modp), alors les congruences
A(x) = 0, U(x)^Q (modp) des degrés Wj et Wo, («i + ng = n) admettront respectivement «j et n^ racines.
19. Pour donner , dès à présent, un exemple de la fécondité de ces principes, considérons avec Lagrange le polynôme
(1) x(x->c l)(a; + 2)...(a;4-p— l)=j;P4-Aia;P-i + A^a;p-2-f ... + Ap_ia;.
En changeant x en x -\- 1, on aura aussi
= (x + l)P-\-A,{x + l)P-^ + A,{x-\-iy-^ + ...i-Ap-r{x+l).
Or , il est clair que ces deux polynômes sont congrus entre eux , suivant le module p, que nous supposerons premier car leur différence est
p(x+])te + 2)...(a; + p-l).
En écrivant donc que les coefficients des mêmes puissances de x sont congrus (mod p) , on a
Ai = y + Ai {modp),
^"-'-^ i.2...(ir^ + r:2...(p-T)^i + • • • +t Ap-2 + a,_i,
Oi^l + A. + A2 + ... + Ap_2+Ap_,.
On remarque ici que les coefficients du binôme y, — . — ^— . . .
~r 2 ? — ^TV ^^'^^ ^*^"^ ^^ entiers divisibles par p : on peut les négliger. La seconde congruence montre alors que Ai = 0 modp, ensuite la troisième que Agii^O modp, etc. , jusqu'à l 'avant-dernière, qui montre queAp_2^0. Donc
(2) . . . . Ai = A2 = Ag = . . . 5^ Ap_2 = 0 (modp)
et la dernière congruence donne ensuite
(3) Ap_i4-1 = 0 (modp).
Si l'on se rappelle la signification de Ap_i, on a le
Théorème de Wilson , p étant un nombre premier,
est toujours divisible par p.
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Ensuite nous avons d'après (1) , (2) et (3) la congruence identique
X (a; + 1) (» 4- 2) . . . (a; + p — 1) EEE icP — a; (modi)). Mais , parmi les p nombres consécutifs x, x-\-\ , ..., x-\- p — 1, il y en a toujours un divisible par p; donc
XP — X est toujours divisible par p. En supposant a; = a non divisible par p, on a le
Théorème de Fermât, a étant un nombre entier non divisible par le nombre premier p,
aP-i — 1
est toujours divisible par p.
Autrement, la congruence a;P-^ — l = 0(modp) admet les p — 1 racines l,2,3,...,p — 1.
Le théorème de Fermât est un des théorèmes les plus importants de la théorie des nombres; nous le retrouverons dans le Chapitre IV, où nous traiterons particulièrement des résidus des puissances et de la théorie des congruences binômes.
20. Les systèmes de plusieurs congruences du premier degré à plusieurs inconnues se présentent maintenant naturellement à notre attention, mais nous consacrerons à ce sujet important le Chapitre III tout entier. Ici nous nous bornerons à traiter une question élémentaire et dont on a souvent besoin. La théorie des équations indéterminées est liée évidemment très étroitement à la théorie des congruences; nous discuterons ici l'équation indéterminée
(1) . • . . OiO^ +fl2^2 + «3^3-f •• • + «n + ia;„ + i = M,
Oj, ag, . . . , On-f-i et M étant des nombres donnés, aji, aig, . . . , a;„-|-i étant des inconnues qui doivent avoir des valeurs entières II est clair d'abord que u doit être divisible par le p. g. c. d.
d = (ai, «2. • • -«n + l)
des coefficients «j, ag, . . . , «n+i.
Mais, pour que d ait une valeur déterminée, il faut supposer que les coefficients a^,a^, . . . ,a„-^\ ne soient pas tous nuls. Ce sera là la
seule restriction à laquelle nous soumettons les données du problème. Maintenant, si u est divisible par d, le problème admet toujours des solutions. Cette proposition est vraie dans le cas « = 1 , et il est très facile, en partant de là, et à l'aide d'une induction , de montrer qu'elle est vraie généralement.
Mais nous suivrons une autre voie qui nous donnera en même temps toutes les solutions du problème. Mais ici une explication est nécessaire , si les valeurs
satisfont à la relation (1) ; de même que les valeurs
X-^ — Cj , Xo — ^2 » • • . » Xn -{-l — Cn -\-\ t
ces deux solutions seront considérées comme distinctes si les différences
bk — Ck, k=l, 2, ..,, n+ 1
ne sont pas toutes nulles. Il importe de bien observer cette convention; ainsi, même dans le cas où a„-|-i=:0, les solutions
3îj ^= Oj , X2^=02> •••> Xn^^Oni ^n + 1— — i'n + 1
et
a;i = 6j, T2=:&2. •••> Xn = b„, x„+i = b„+i-\- k
seront considérées comme distinctes, tant que k n'est pas nul.
Les coefficients aj, «2, . . . , «n + i n'étant pas tous nuls, on supposera que «j n'est pas nul. On pourra déterminer alors deux nombres a et y satisfaisant à la condition
et ces nombres seront premiers entre eux , en sorte qu'on pourra ensuite déterminer deux nombres /S et (5 par la condition
aô — ^y = l.
On pourra prendre du reste /î := — ag : (Oj , OgK ^ = + «i : (û^i . »2^ i c'est là une remarque dont, nous profiterons tout à l'heure. Posons
x^ = a xfi-\- fixait ia:fi = ÔXi — fix^,
X2 = yaA-\- ÔX2\ 'a^ = — yXi-\-aûC2,
l'équation (1) deviendra
Il est clair que ces équations (1) et (2) sont équivalentes en ce sens, que si l'une des équations est impossible, l'autre le sera; et que, si l'on connaît une solution de l'une de ces équations , on en déduira une solution de l'autre. A deux solutions distinctes d'une de ces équations correspondent toujours deux solutions également distinctes de l'autre.
Remplaçons maintenant de la même manière les inconnues xx et x^ dans (2) par deux nouvelles inconnues x'^ et x'^ . en posant
(ai , Og) oi 4- Og j-i = (ai , ag , Og) , ai<5i — ^1/1 = 1, a/i = aia/i + /î]a;3, a/i' = ^lai — A^^s, a;3 = j'ia;i'+ ^ia;3, 4 = — na^i + aia;3,
on obtiendra une transformée encore équivalente à (2) et à (1)
(3) . (ai, «2, a3)a;î'+ Ô2a^ + 6s4 + a4a;4 + . . . + a„ + ia;„ + i = M.
On peut continuer ainsi, en opérant maintenant sur x( et x^, etc. Après n transformations, on aura la transformée équivalente que voici
(4) (ai, «2, ..., a„+i)a;i"+ 620:2+ 633/3+ 6424 + ... + 6„ + ia;;+i = M,
et l'on obtient les expressions de Xi Xn-\-] au moyen de substitutions successives sous la forme
a;i = Al a;i"^ + 01,2^2 + 01,34 + «1,4 3:4 + .. • + ai,„ + ia:„ + i,
X2 = A2 oèx + 02,2a^ + 0-2,3 333 + 02,4 O!* + ... + a2,„ + l a4 + l , 0:3 = As Xl" + 03,3 Xs + 03,4 aJ4 + ... + fls,« + l S^n + l ,
iC4 = A4 xi"' + a4,4 a4 + . . . + a4,„ + l x'nJ^\ ,
a:n+i = A„ + ia;i" + fl„+i,„ + ia::;, + i.
Ces formules donneront toutes les solutions du problème, si l'on prend pour a;',"', x'^, x'g, . . . , x'„j^t^ toutes les solutions de (4). Mais on remarque que, si l'on prend pour ^ et S les valeurs que nous avons
indiquées plus haut, on ab2 = 0. En appliquant donc toujours le même procédé , on aura aussi
63 = 64 = . . . = 6„ + 1 = 0. Mais alors les solutions de (4) sont en évidence; il faut évidemment que u soit divisible par d, et l'on obtient toutes les solutions de (4) en prenant xf^ = u : d, et en donnant à
352, ctfa, ..., odi + i toutes les valeurs de — c» à -f- » .
Théorème VII. — On obtient toutes les solutions de l'équation indéterminée (1), et chaque solution, une seule fois, en posant xf^^u : d dans les formules (5) et en faisant parcourir k x'^, ■ ■ . , x'„_^_i toutes les valeurs entières de — 00 à -(- =» •
On voit sans difficulté qu'en procédant comme nous l'avons indiqué, les coefficients «2,2, «3,3, a„+],„ + i ont les valeurs suivantes: «2,2 = «1 : (ai, 02), 03,3 = (ai, «2) : (ai, «2, aa),
a„ + i,n + i =(ai,a2, ... , On) : («i, 02, . . ., a„ + i).
21. Cette solution donne lieu à quelques remarques utiles. Il est clair qu'en ajoutant les équations (5) après les avoir multipliées par Oi, O2, . . . , a„4-i les coefficients de Xg, x'^, . . . , x'„_^_^, s'annulent. On a ainsi des relations homogènes entre Oj, «g. • • • 1 On + i, qui déterminent les rapports de ces quantités. En supposant
Xn + 1
Ol.S
ai,n+i
• On + l,n + l
= MiXi + M2X2+... + M„+iX„ + ,,
on aura
«1 : Og : Og : . . . : a„ + 1 = Mj : M, : M3 : . . . : M„ + ].
Mais il est clair qu'on a
Mi = a2,2 X «3,3 X ... X an + i.n + i = ai : d;
donc, généralement,
Uk = ak:d, /c= 1, 2, . . ., n+ 1.
En multipliant donc , par exemple , la dernière ligne horizontale du déterminant D par d, on obtient un déterminant dont les mineurs ont les valeurs a^, a^, . . . , On + i- On voit par là que l'on peut toujours déterminer n lignes de w -|- 1 nombres entiers telles qu'en ajoutant une (w-f-l)'»™« ligne et formant le déterminant, les coefficients multipliés dans ce déterminant par les différents termes de la {n -\- 1)'*""® ligne, soient des nombres donnés.
C'est là une proposition donnée par M. Hermite (Journal de Crelle, t. 40, p. 264), qui en a fait une application très importante.
22. En cherchant l'expression de icî"*, x^, ..., x'„^i comme fonctions linéaires de x^, X2, . . . , Xn + i, on trouve d'abord , à cause de 62 = h = . . . = 6„ + 1 = 0.
(Oj , «2) X{ = % Xi 4- a2 332,
(«1 , a^, as) a^i' = Oi a;i + ag «g + «3 ^ .
(ai, «2. • • • > »n + l)4"' = «ia;i +«2^2+ • • ■+a„ + ix„+i,
et ensuite on reconnaît que les expressions cherchées se présentent sous la forme
«!"* = («1 »! + «2 3^2 + • . . + ffn+1 a;„ + i) : d, a^ = a2,i xi + 02,2 % ,
X^S = as,l Xl -\- 03,2 X2 -f «3,3 353 ,
aJÎi + 1 =: a„ + 1, 1 Xi + «n 4- 1, 2 ^ + • ■ • 4" «" + 1, n + 1 ^ + !•
Le déterminant des fonctions linéaires au second membre est évidemment ^ 1, comme cela a lieu pour les équations (5), car les déterminants des deux systèmes sont réciproques et en même temps des nombres entiers. Ces déterminants sont donc, tous les deux, soit = +1. soit = — 1 , mais il est facile de voir que c'est la première valeur qui a lieu.
On voit donc que , étant donnés les nombres entiers
on pourra trouver toujours n lignes de n -}- 1 nombres entiers , telles qu'en les ajoutant à la ligne donnée , on obtient un déterminant égal
au p. g. c. d. de Oi , 02 On + i.
C'est là un résultat dont on a souvent besoin. La question a été posée et résolue par M. Hermite (Journal de Mathématiques appliquées, t XIV, 1849). Nous verrons, dans le Chapitre III, qu'il est extrêmement facile de déduire d'une solution particulière de ce problème toutes les solutions possibles.
23. Il convient de considérer plus particulièrement le cas u = 0.
a^ a;i + «2 3:^2 + «3 ^3 + • • • + «n + 1 ^ + 1 = 0. Si l'on a m solutions de cette équation
ki,i A;i,2 Ai,3 ... Ai.n + i (Kj)
fe,! h,2 fC2,3 ■■■ A;2,n + 1 (K2) «m, 1 km, 2 Km, 3 • • ■ «m, n + 1 (Km)
nous dirons que ces solutions sont indépendantes, lorsque les déterminants de degré m dont les éléments sont puisés dans cette matrice (et que nous appellerons les déterminants de ces solutions) ne sont pas tous nuls. Il est clair qu'un système de solutions indépendantes se composera tout au plus de n solutions, car, les nombres a^ta^, ...,a„ + i n'étant pas tous nuls , le déterminant de n + 1 solutions est toujours nul. On peut représenter une solution par un simple symbole (Kj) qui représente ainsi w + 1 nombres entiers, pris dans un ordre déterminé. On peut déduire des solutions (Kj) , (Kg) , . . . , (Km) une nouvelle solution
(Kj <i -}" Ko '2 ~r • • • "r Km 'm) >
dont les éléments sont
*l,r'l + *2,r'2 + ^3,r<3+.. ■ + km.r'm (r = 1 , 2 , . . . , n + 1).
Nous dirons qu'un système de solutions (Kj), (Kg), . . . , (Km) forme un système fondamental de solutions , dans le cas où l'on obtient toutes
les solutions de l'équation proposée, et chaque solution , une seule fois, en donnant à fi, f^, ■ ■ ■ , 'm toutes les valeurs entières de — oo et -j- oo dans l'expression
(Kl 'i + Ko ^2 + • • ■ + Km 'm)
L'existence de ces systèmes fondamentaux ne fait pas de doute; nous avons obtenu déjà (théorème VII) un système fondamental composé de n solutions.
Théorème VIII. — Un système fondamental de solutions se compose nécessairement de n solutions indépendantes.
D'abord, les solutions qui composent un système fondamental (K^, K, , . . . , Km) sont nécessairement indépendantes. En effet , dans le cas contraire, on sait qu'il existe une relation identique
(Kl Mj + Kg «2 + • • ■ + Km Wm) = 0 ,
les Ml, Mg, . . . , Mm n'étant pas tous nuls. On obtiendrait donc la solution
non seulement en prenant mais encore en prenant
'l = Ml , (2 ^^^ M2 , • • • ) 'm ^= Wm ,
ce qui est contraire à la définition d'un système fondamental.
Et en second lieu , on a nécessairement m = n. En effet , la supposition de w < n est inadmissible , car il en résulterait que m-\- l solutions quelconques ne pourraient jamais être indépendantes. Or, le système fondamental que nous avons obtenu se compose effectivement de n solutions indépendantes , dont les déterminants (d'après le n° 21) sont Ok : d {k = ] , 2 , . . . , n -\- \).
24. On s'assure facilement que n solutions indépendantes quelconques (Kl), (Kg), . . . , (K„) ne forment pas toujours un système fondamental de solutions Car si l'on cherche à représenter une solution quelconque par
on trouve bien toujours des valeurs déterminées pour f^, t2, ...,tn, mais ces valeurs seront en général fractionnaires.
Théorème IX. — Un système de n solutions indépendantes, tel que le plus grand commun diviseur de ses déterminants
Ml , Mg , . . . , M„ + 1
est = 1 , forme un système fondamental de solutions.
En effet , si l'on cherche à représenter par
(Kl 'i + K,, ^, -f . . . + K„ '„) une solution quelconque b^, b.^, . . ■ , b„^i, on obtient, pour déterminer t^ft^, . . . ,tn, un système de m -|" ^ équations linéaires, mais ces équations sont compatibles à cause de la relation
fli 6i -f- a.2 62 + • • • + o'» + 1 ^n + 1 = 0- On peut donc , pour déterminer les inconnues, faire abstraction d'une quelconque de ces équations , et l'on obtient ainsi v -{-\ systèmes de n équations dont les déterminants sont Mj, Mg, . . , M„ + i La valeur de tk se présentera donc sous la forme
/ _Pl_P2_ _Pn + l
'*-Mi~M2 M„+i'
PiiP^t • • ■ iPnJti étant des nombres entiers. Mais , si la valeur fractionnaire irréductible de tk est— , s divisera Mi, Mg, . . . , M„ + i. On a donc
s = 1 , c'est à-dire tk a une valeur entière et les solutions indépendantes (Kl, K,, . . ., K„) forment un système fondamental, ce qu'il fallait démontrer. Il est clair que les déterminants de n solutions indépendantes sont proportionnels à a^ Ca. • • • > ^n + i (voir n". 21).
Théorème X. — Les déterminants d'un système fondamental de solutions sont, abstraction faite des signes,
a^: d, a^'. d, . . . , On+i : d. Désignons par (Ai), (Ag), . . . , (An) le système fondamental particulier que nous avons obtenu et dont les déterminants sont (/& :d(/c = 1, 2, ..., n + 1). Alors (Ki), (K2), . . . , (K„) étant un autre système fondamental , on aura
(aiKi + a2K2 + ... + a„K„) = (Ai), (^iKi + /?2K2 + ... + /î„K„) = (A2),
(Al Kl + A2K2 + . . . -f knKn) = {A„).
On voit par là qu'un déterminant quelconque Ok'-d, du système fondamental (Aj), (A2), . . . , (A„) est égal au déterminant correspondant du système fondamental (K^), (Kg), (K„) multiplié par
Qj ag ... a„
/j ^ ... An
On a donc nécessairement A := ± 1-
La liaison des divers systèmes fondamentaux est évidente. On voit que chaque système fondamental fournit une solution du problème que nous avons considéré dans le n" 21.
25. La méthode la plus simple pour obtenir un système fondamental de solutions se fonde sur la remarque suivante.
Supposons que l'un des coefficients a^, 02, . . . , «n + 1 soit égal à
d-=(ai, Og, . . . , a„+i), par exemple an + i = d. Alors il est clair que , pour avoir toutes les solutions de l'équation indéterminée
il suffit de donner kx^, x^, . . . , Xn des valeurs entières quelconques et à x„-\-i la valeur (entière aussi) qui en est une conséquence. On a donc, dans ce cas, immédiatement un système fondamental de solutions correspondant à la solution générale
Xi — f j I 3/2 — '2 ) • • • > •''" — ' w > **''> -)- 1 — j
Si le cas particulier que nous avons considéré ne se présente pas , soit «1 le coefficient non nul , dont la valeur absolue est la plus petite. En posant
fl2 = A;i«i + &2> ''s^^Oi + fta •••> cin + i = k„ai-\-bn+i,
Xi=Xi-{-k^X2-{-k2X3-^ . ..-{-knXn + i,
on aura une équation transformée
Oj rci + *2 ^2 + ''a % + • • ■ + ^n + 1 ^n + 1 = 0- Par un choix convenable de k^, k^, ...,k„ on peut faire en sorte que le
plus petit coefficient de l'équation transformée soit moindre que a^ ou même ne surpasse pas ^ a^. En continuant ainsi , on tombe finalement sur une équation dont un des coefficients est d et dont on peut écrire immédiatement un système fondamental de solutions auquel correspondra un système fondamental de solutions de l'équation proposée. Cette méthode , qui s'applique également à l'équation
aia;i4-«2^2 + • • • + »n + ia;n + i = M, se trouve dans un Mémoire posthume d'Euler. Jacobi l'a rappelée à l'attention des géomètres dans un Mémoire également posthume (Journal de Crelle, t. 69, p. 21).
26. Les nombres a, b, c, . . . , l étant premiers entre eux et
m = abc ... l,
fïl TH fit
nous savons que le plus grand commun diviseur des nombres— , -7-, ..., y
est ^1. N étant un nombre quelconque, on pourra donc toujours satisfaire à l'équation
c'est-à-dire on aura
abc.l a'^ b^'"'^ l'
N On verra facilement que la fraction —7 -, peut se mettre d'une
seule manière sous la forme
E étant un entier positif ou négatif et
Ogo2<«. Og6.2<6, 0^l2<l.
La solution de l'équation indéterminée ax — My=:l a été donnée en Europe , pour la première fois , par Bachet de Méziriac (Problèmes plaisants et délectables , qui se font par les nombres. 2« édition ; 1624. 5® édition, par Labosne; 1884). Les anciens géomètres hindous, Bhascara et Brahmagupta connaissaient aussi déjà la solution de ce problème.
Le problème du n" 11 se trouve traité complètement dans d'anciens
Livres d'Arithmétique chinois. On y trouve non seulement la méthode de Gauss (n° 13), mais aussi la réduction du cas général au cas où les modules sont premiers entre eux (n° 15) On peut voir sur cette question
Biernatzki , Journal de Crelle , t. 52.
J. Bertrand , Journal des Savants , 1869.
Matthiessen, Journal de Crelle, t 91.
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Considérons le système des congruences
Oi,! x\ -f 0^2 a;2 + • • • + «•> ^n ^ "'■ (niod M). Soit A = \aiit\ le déterminant formé avec les coefficients des inconnues, puis a,ft le coefficient de a,i dans A. On obtient immédiatement
A Xi e:; Ml ai,i4-"2 02,1+ ... + «"«»,* (modM).
Supposons que A soit premier avec le module M, alors cette dernière
relation détermine une valeur unique de Xi par rapport au module M ;
et ensuite il est facile de voir que les valeurs de x-^, x^, . . . , Xn ainsi
obtenues satisfont bien aux conditions proposées. En effet, on trouve
A(ai,ia;i -{-ai,2X2 + • • • + ai,nXn)^^ AM< (modM) et, puisque A est premier avec M, on peut diviser par A.
Le système des congruences admet donc une solution unique dans le cas particulier que nous considérons. On peut ajouter que les valeurs de Xi, «a, . . . , Xn satisfont encore à la relation
an + i,ia;i +a„+i,2a;2 + • • ■ + «n + i.na;,,^- m„+i (modM) si l'on a
... ai,„ Ml
; 0 (mod M).
Oin,l ' • • Cln,n Mjj
On + 1,1 ••• an + l,n Mn + 1
En effet, il est facile de voir que cette dernière congruence peut s'écrire sous cette forme
A(m„ + i — a„+i,ia;i — û'n+i,2a;2— • • . — an+i,nXn)^0 (modM).
2. Les résultats précédents sont ceux qui s'offrent immédiatement lorsqu'on poursuit l'analogie évidente qui existe entre la théorie des congruences et la théorie des équations. Mais si A n'est pas premier
avec M, une étude plus approfondie est nécessaire. Elle a été faite pour la première fois par M. H.-J.-S. Smith, et nous allons exposer sa théorie. Les considérations suivantes interviennent non seulement dans des questions de la théorie des nombres , mais elles sont encore utiles dans beaucoup de théories d'analyse pure ; aussi plusieurs résultats isolés ont été obtenus antérieurement par d'autres géomètres.
Nous commencerons par étudier les équations linéaires indéterminées, mais il convient d'abord de fixer le sens de quelques expressions dont nous ferons usage.
En adoptant une expression introduite, croyons nous, par M. Sylvester, nous appellerons matrice un Tableau de forme rectangulaire
O-n, 1 ftn, 2 . • ■ On,m
contenant mn quantités données, et nous dirons que cette matrice est du type nXm. Si l'on a un système quelconque d'équations linéaires, les coefficients des inconnues constituent la matrice de ce système. Si les équations ne sont pas homogènes, on peut ajouter à cette matrice une dernière colonne formée par les termes connus. On obtient ainsi la matrice complétée du système. Les mêmes expressions s'emploieront dans le cas d'un système de congruences. Les éléments ai,k seront toujours des nombres entiers.
Les déterminants d'une matrice sont les déterminants de degré le plus élevé que l'on peut former avec les lignes ou les colonnes de la matrice; ainsi , dans le cas m ^ n, ces déterminants renferment n^ éléments et leur nombre est
m{m — l)...im — n-]r\)_,^^ 1.2. ..M - ^'"^"•
Le plus grand diviseur d'une matrice est le plus grand commun diviseur des déterminants de cette matrice , en supposant que ces déterminants ne soient pas tous nuls. Dans le cas m = n, ce plus grand diviseur est le déterminant même du système des n^ éléments.
Nous désignerons une matrice souvent par le symbole
IIAII
et , dans le cas où elle est du type n x n, | A | sera le déterminant. Deux matrices
!|A|| et ||B||
des types m X (m-{-n) et n X (w -f- w) sont de types complémentaires. Il est clair que ces matrices ont le même nombre de déterminants, et l'on peut faire correspondre à chaque déterminant de |j A || un déterminant de II B II et réciproquement, de la manière suivante.
En écrivant la matrice j| B || en dessous de la matrice || A i| on obtient une matrice
qui sera du type (m -f w) X (m + «) et à un déterminant de || A || on fera correspondre le déterminant de || B || avec lequel il se trouve multiplié dans le déterminant des (m -\- n)^ éléments
AI B i
Souvent il n'y a pas d'intérêt à faire attention au signe d'un déterminant d'une matrice, mais dans le cas actuel il convient de faire en sorte que le produit des déterminants correspondants se retrouve avec son signe dans le déterminant des (m -|- nf éléments.
3. Les déterminants d'une matrice ne sont pas indépendants; il existe en général un grand nombre de relations identiques entre eux. Nous allons nous rendre compte d'abord de la nature de ces relations et du nombre des déterminants qui sont indépendants. On pourra con sidérer dans ce numéro les éléments de la matrice comme des quantités arbitraires. Considérons la matrice
Ol.l
fll,2 • .
• fl'l,m + n,
flm.l
am,2 •
Cm,m-\-n
du type »t X (w -f- n). Le nombre des déterminants est
mais nous allons montrer qu'il y en a seulement mn-\- 1 qui sont indépendants. Tous les déterminants peuvent s'exprimer à l'aide de mn-\-l d'entre eux.
Soit
(2) A = \ai,ic\ {i,k = l,2, ...,m)
le déterminant formé par les m premières colonnes de la matrice. Le déterminant obtenu en remplaçant dans A la i'^™" colonne par la w + A'*""® colonne de la matrice sera désigné par Ai,m+k. On déduit ainsi de A mn nouveaux déterminants, i variant de 1 à m, A; de 1 à m. On pourra les disposer dans le Tableau
Ai,m + 1 Ai,m + 2 ••• Al, m + n, - . i^2,m + l A2, m + 2 ••• A2,ni + «>
Aj)j,m-|-1 Am,m-\-2 • • • Am,m-{-n-
Les mn+1 déterminants A, At^^ + k sont indépendants; on peut trouver une matrice pour laquelle ces déterminants ont des valeurs données d'avance. Prenons d'abord arbitrairement les éléments a<,A de A, avec la seule restriction de vérifier la relation (2). On a ainsi les m premières colonnes de la matrice. On peut déterminer ensuite la m _[. liième colonne par la condition que les déterminants Ai,m + ft(î= 1 , 2, . .. , m) prennent des valeurs données. En effet, on obtient ainsi m équations linéaires pour déterminer
Ol,m-fft) Cl2,m + k, ■■■> Om,m + k-
Le déterminant de ce système est A^-i, mais, en le résolvant, on trouve simplement
(4) . aî,m f A: = (a«,l Ai,m + A: + *t,2 ^2,m + A: + • • • + «i.m Am,»n + fc) : A,
La vérification de ces valeurs est du reste immédiate , et l'indépendance des mw -f- 1 déterminants A, Ai^m + k est manifeste.
Considérons maintenant un autre déterminant A' de la matrice. Il contiendra k colonnes appartenant aux n dernières colonnes de la matrice (A ^ 2) ; soient
m -{- kl, m -\- 2-2, ■ ■ . , 'm-\-h
les rangs de ces colonnes. Les autres m — k colonnes de û' appartiendront aux m premières colonnes de la matrice, c'est-à-dire, ce sont des colonnes de A. Soient
les rangs des colonnes de A qui ne figurent pas dans A'. En remplaçant alors dans A' les éléments ai,m+k par leurs valeurs (4), on obtient, à l'aide des propriétés élémentaires des déterminants , la formule
Ainsi tous les déterminants de la matrice s'expriment rationnellement au moyen des mn-\- 1 déterminants A, Ai,m+ft. On voit que A' est égal à un déterminant mineur du degré k, puisé dans la matrice (3), divisé par A*-^ Le nombre des déterminants tels que A' est
Équations linéaires indéterminées.
Considérons d'abord le système linéaire et homogène
Nous supposerons que ces équations sont linéairement indépendantes, c'est-à-dire que tous les déterminants de la matrice de ce système ne sont pas nuls. Le plus grand diviseur de la matrice a alors une signification précise; soit d ce plus grand diviseur.
Le moyen que nous emploierons pour trouver toutes les solutions en nombres entiers consiste dans l'introduction de nouvelles inconnues.
Au lieu de a?!, a;2, . . . , Xm+n, on peut introduire de nouvelles inconnues , en posant
Xi = CyiXi -\-Ci,2X2 4" • • • + Ci,m + nX'm + n-
Les c,,i seront des nombres entiers, et nous n'emploierons que des substitutions dont le déterminant | c,-,a; ; = ± 1-
On peut alors exprimer réciproquement les %[ par des fonctions linéaires à coefficients entiers des Xi et , comme nous ne considérons que les solutions en nombres entiers , le système transformé sera absolument équivalent au système donné, c'est-à-dire à deux solutions distinctes d'un des systèmes correspondront toujours deux solutions également distinctes de l'autre.
Parmi les déterminants de la matrice de (I) qui ne sont pas nuls , il y en aura au moins un dont la valeur absolue est le plus petit. Nous pouvons supposer, en adoptant la notation du n°3, que A soit ce déterminant minimum. Supposons d'abord que tous les déterminants A,-,m+A: soient divisibles par A. Alors il est clair que l'on obtient la solution la plus générale de (I) en donnant à Xm+i, oCm+2, ■ ■ ■ , Xm+n des valeurs entières absolument quelconques et en déterminant ensuite x^, X2, . . . , Xm par les formules
Xi = — {Ai^m + lXm + l-^ ^i,m + 2Xm + 2-\- ■ ■ • -{- Aj.w-f n^Jm + n) : A,
On voit, du reste, par la formule (5) du n*'3, que, lorsque A divise tous les Ai^m+h, il divisera tous les déterminants de la matrice, en sorte que l'on doit avoir A = ± d.
Mais supposons que A ne divise pas tous les Ai^m+k et, par exemple, ne divise pas Ai,m + i- Alors, on peut toujours trouver un entier c tel que la valeur absolue de
Ai,m-fl — C A
soit inférieure à celle de A. La substitution de déterminant -\- 1
Xi =Xi {i=l,2,S,...,m,m-\-2,m-}-3,...,m-\-n},
Xm-^l ^— Xm-\-l CXi
transformera alors le système (1) dans un autre système dans lequel un des déterminants est Ai,m + i — cA. Le déterminant minimum du système transformé est donc plus petit (en valeur absolue) que A. Si ce déterminant minimum ne divise pas tous les autres déterminants , on pourra encore le diminuer par le même procédé. Il est clair que l'on finira par trouver un système transformé dans lequel le déterminant mini-
mum divise tous les autres déterminants , et dont on peut écrire alors immédiatement la solution la plus générale. Cette solution renferme, comme nous l'avons vu , n indéterminées auxquelles on peut donner toutes les valeurs entières de — oo à -|- oo .
Théorème I, — On obtient toutes les solutions du système (I) , et chaque solution une seule fois, par les formules
,jj. ( Xi = ^i,i ti -\- p2,i t2-\- ■ ■ -\- ^n,i tn,
en donnant kti, t2, ■ ■ ■ , tn toutes les valeurs entières de — oo à + «> •
Il est clair qu'en substituant les expressions (II) dans le système (I) , les coefficients de t-^, t2, ■ . , f„ doivent s'annuler.
On obtiendrait donc encore des solutions de (I) en donnant ht^ft^, .. ., tn des valeurs fractionnaires. Mais il est clair que l'on ne peut jamais obtenir, de cette façon, une solution de (I) en nombres entiers , car toute solution entière correspond à un système unique de valeurs entières de ti, t^, . ■ . , tn-
Pour obtenir , dans un cas donné , la solution générale sous la forme (II), il .sera plus pratique de procéder autrement. On cherchera , par exemple, par la méthode d'Euler (Chap. II , 25) , la solution générale de
«1,1 Xi -\-ai,2X'i + . . . -\-ai,m+nXm-\-n^O,
qui renfermera m -\-n — 1 indéterminées , puis on introduira ces valeurs dans la seconde équation
«2,1 a:i -f- «2,2 3:2 + . . . -f-a2,m + na:m + „=0,
etc. , jusqu'à ce que l'on ait épuisé les m relations données.
Si l'on transforme , comme nous l'avons fait , le système (I) , il est clair que tout déterminant du système transformé est une fonction linéaire à coefficients entiers des déterminants de(I),et réciproquement. On voit par là que le plus grand diviseur des deux matrices est le même et, par conséquent , dans le procédé que nous avons employé plus haut, on trouvera finalement un système dont la matrice a un déterminant minimum égal à ± d.
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Considérons r solutions du système (I
«r,l, ar,2, • • • , ar,m + n,
que nous désignerons quelquefois aussi par de simples lettres A^, Ag, . . . , Ar. Ces solutions sont indépendantes si tous les déterminants de degrés r ne sont pas nuls. Il est clair que l'on peut trouver tout au plus n solutions indépendantes, car, puisque toutes les solutions sont comprises dans les formules (II) (n*' 4) qui ne renferment que n indéterminées, n -{• 1 solutions ne sont jamais indépendantes. En multipliant les solutions précédentes par <i, ^2» •••>'»■ ^^ en ajoutant, on obtient une nouvelle solution
Aj <i + -A.2 <2 + • • • + Ar <r
dont les éléments sont
aJi = ai,,- <i 4" «2,! fe + ■ . . + «r,,- ^r-
Nous dirons que les solutions
forment un système fondamental de solutions, lorsque l'on obtient toutes les solutions possibles, et chaque solution une seule fois, en donnant à t-^^t^, • • ■ ,tr les valeurs de — oo à -)- <» • L'existence de ces systèmes fondamentaux de solutions ne fait pas de doute, car nous savons , par le théorème I , que
Pi,l , A',2, • • • , Pi,m + n (i=l, 2, ..., n)
est un tel système.
Théorème II. — Un système fondamental de solutions se compose de n solutions indépendantes.
Ce théorème est une généralisation du théorème VIII du Chapitre II; la démonstration est exactement la même.
La matrice formée par n solutions indépendantes , ou par un système fondamental de solutions, est du type w X (w + w), donc du type complémentaire de la matrice du système (I).
Considérons la matrice du système (I) et la matrice formée par n solutions indépendantes
Les relations qui existent entre ces nombres se réduisent à ceci : que la somme obtenue en multipliant les éléments d'une quelconque des m premières lignes par les éléments correspondants d'une des n dernières lignes est nulle.
On voit donc qu'il y a une réciprocité complète entre les deux matrices , et si l'on considère le système indéterminé
«i,ia;i4- «1,2 372 + . .. +a.-m+na;m + n = 0
{i=l,2,...,n), les nombres
««, 1 , «»,2 , • • • , di, m + n
{i=l,2, ...,m), en donneront m solutions indépendantes.
D'après ce que nous avons dit dans le n" 2, on peut faire correspondre à chaque déterminant de la matrice î| Cj,* || un déterminant de la matrice i| a^k \\ d'un système de n solutions indépendantes.
Théorème III. — La matrice d'un système fondamental de solutions a l'unité pour plus grand diviseur.
Considérons , en effet , les formules
Xi = ^1,1 h -\- P2,i k -{--.. -\- fin,i tn ,
[i = 1 , 2 , . . . , (m + n)] qui renferment la solution la plus générale. II est clair d'abord que
(A,lA,2. •• A,»n + n)= 1,
car , si ces nombres étaient tous divisibles par c > 1 , on trouverait une solution entière en posant <j = - , ce qui , on le voit facilement d'après
ce que nous avons dit plus haut, est contraire à la nature d'un système fondamental de solutions.
Ensuite , je dis que les déterminants de la matrice
/îl,l, A,2, ■••, Pl,m + n, P2,\, ^2,2, • • • , ^2,»n + n
ont aussi 1 pour plus grand commun diviseur. Car si ces déterminants étaient tous divisibles par c > 1, c ne divisera pas tous les éléments de la première ligne, par exemple c ne divisera pas j8],i; mais alors on trouverait encore une solution entière en posant
ce qui est impossible.
Ensuite , je dis que le plus grand commun diviseur de la matrice
/^l,l, A,2, • • • , P\,m + n, /Î2,li ^2,2, ..-, ^2,m+n, /Î3,l, ^3,2, ..., h,m + n
est encore := 1. Car si ce plus grand diviseur était c>l, c ne diviserait pas , par exemple , le déterminant
et, en posant
/^8,1 As, 2
on trouverait encore une solution entière, ce qui est impossible.
Il est clair que l'on peut continuer ainsi , pour arriver au théorème énoncé.
En cherchant à exprimer une solution quelconque
par un système fondamental de solution A, a, on est amené à déterminer n inconnues t-^^, t^, . ■ ■ , tn par m-\-n équations
«i = ^l,itl + ^2,» <2 4" • • • 4" ^n,i tn
On sait d'avance qu'il existe une solution unique et en nombres entiers ; ce système linéaire doit donc présenter certaines circonstances
particulières. Nous allons montrer qu'elles se réduisent à ceci : d'abord le plus grand diviseur de la matrice du système est = 1 , ensuite tout déterminant de la matrice complétée se compose de n -(- 1 solutions.
Théorème IV. — Un système de m -|- n équations entre n inconnues
a» = ft,» h + ^2,i <2 + • • • + ^n,i '»
admet toujours une solution unique et en nombres entiers , lorsque le plus grand diviseur de la matrice du système est = 1 et que tous les déterminants de la matrice complétée sont nuls.
Nous ajouterons un théorème analogue sur les congruences.
Théorème V. — Un système de m-{-n congruences entre n inconnues
ai~Pi,ih -\-^2,it2 + ■ ■ . + l^n,it„ (modM), (î = l, 2, ...,m + n)
admet toujours une solution unique , lorsque le plus grand diviseur de la matrice du système est premier avec M et que tous les déterminants de la matrice complétée sont ^0 (modM).
Il suffira de démontrer ce dernier théorème ; nous pouvons écrire les congruences données ainsi
A, = ai (modM), (î= 1, 2, . . . , w -}- w),
les A, étant des fonctions linéaires en t^ft^, ..., tn- Considérons le déterminant minimum A de la matrice de ce système. Si A divise tous les autres déterminants , il sera premier avec M d'après notre hypothèse. Les n congruences correspondantes admettront alors une solution unique et cette solution satisfera aussi à toutes les autres congruences (voir le n° 1).
Mais si
A = !y?sft| (i,A=l,2,...,n)
ne divise pas tous les autres déterminants , il ne divisera pas , par
exemple , le déterminant
ft,3 ^2,3
Mais alors on pourra remplacer le système donné par le système équivalent
A, = aî {i=l,2,...,n,n-{-2,n-\-S,...,n-\-m), A„ + i — cAi = a„ + i — cai,
et ce nouveau système aura, pour une valeur convenable de c, un déterminant minimum plus petit que A. On pourra ainsi diminuer le déterminant minimum jusqu'à ce qu'il soit devenu égal au plus grand diviseur de la matrice donnée. Il divisera alors tous les autres déterminants et l'on est ramené au cas que nous avons considéré d'abord.
Le théorème IV peut se démontrer d'une façon toute semblable , ou encore par le raisonnement que nous avons fait dans la démonstration du théorème IX (Chapitre II).
Nous indiquerons encore une autre démonstration du théorème V.
Si l'on écrit
M = PXQXRX ...,
où P, Q, R, . . . sont des puissances de nombres premiers distincts, on reconnaît facilement que les congruences données admettent une solution unique, par rapport à chacun des modules P, Q, R, . . . , d'où l'on peut conclure qu'elles en admettent aussi une par rapport au module M.
Multiplication des matrices. - Soit
/j=l,2,...,n >l"''*ll U=l,2,...,m + «;'
ou II A II une matrice du type n X (m-j-n), {m'^ 0),
||c<,fc|| {i,k = l,2,...,n),
ou II C||, une matrice du type n X «, nous représenterons par
une matrice du même type que |j A |i et dont les éléments sont
u'i,k = Ci,l «1,4 + C,-,2 «2,* + • • •+ Ci^nCln,k
\A; = 1 , 2 , , . . , m -\- nj Lorsque || Cj || est encore du type n X n, nous écrirons
||Cil|X|lA'|| = l|CillX!|C||XjA||, et il est facile de voir que
!iCi!!xllC||xiiA|j = }i|Ciiix!ICiiixllA!|.
Mais on ne peut pas permuter les deux matrices dans un produit, et si l'on considère un produit de plusieurs facteurs
„C„tlXi|C„_i||X...Xi|C!|xl!Ai|,
on suppose toujours que toutes les matrices i C^ |î sont du type n X n: seule la matrice ||A|| peut être du type nX{m-\-n), le produit est toujours du même type que j| A IJ.
Il est clair que , lorsque
||A'|l = IIC||XliA!|,
tout déterminant de || A' || est égal au déterminant correspondant de Il A II multiplié par le déterminant | C |. Les déterminants correspondants de II A II et II A' Il seront proportionnels et si, en particulier, le plus grand diviseur de | A | est = 1 , le plus grand diviseur de || A' || sera la valeur absolue de ! C |.
Dans le cas où le déterminant
Cl,l Ci,2 ... Ci,„ C2,l C2,2 ••• C2,n
Cn, 1 Cn, 2 • • • Cn,
nous désignerons par || C ||~i la matrice
en,\, ey2,i, ....
«Kl
Yi^k étant le coefficient de Cj,* dans le déterminant | C
On voit que
|C||XllCil-i = ||C|i-txliCîi =
et de la relation on peut conclure
||A'!i = l|C|lxllA!i,
i|A|| = ||C||-iX||A' IL
8. Soit li A|| la matrice formée par n solutions indépendantes, j|B|| la matrice formée par un système fondamental de solutions.
Puisque les solutions de || A || peuvent se déduire du système fondamental Il B II, cela revient , avec notre nouvelle notation , à dire que
Il est clair que le plus grand diviseur de || A || est = ± | C | , et, dans le cas I C I = ± 1 , Il A 11 est évidemment aussi un système fondamental de solutions , car
||B|| = ||C||-iXl|A||.
Si l'on considère plusieurs systèmes de n solutions indépendantes , ou de systèmes fondamentaux, les déterminants correspondants seront toujours proportionnels.
Théorème VI. - Lorsque le plus grand diviseur de la matrice
Il B II du type n X (m -)- w)
est ^ 1 , et que les déterminants d'une matrice
Il A II du type n X (m -\-n)
sont proportionnels aux déterminants correspondants de || B || , on a toujours
et la matrice || C || est unique.
En effet, on obtient pour déterminer c,,i, Ci,2, •> Ci^n les équations
Un déterminant quelconque de la matrice complétée de ce système , tel que
bn
bï,n
bn,n + l ft»,n + l
est nul, car d'après la proportionnalité supposée entre les déterminants de il A li et de || B ||, il est permis de remplacer partout ô,,* par at^k, à condition de diviser après par un certain nombre entier le facteur de proportionnalité.
Mais on obtient ainsi un déterminant avec deux colonnes identiques. Donc , d'après le théorème IV, il existe un système et un seul de valeurs Ci, 1, Ci, 2, ... , c,,„ qui satisfont à la question.
On voit qu'une matrice du type n X {m -{- n) dont les déterminants (non tous nuls) sont proportionnels aux déterminants de la matrice j B|| formée avec un système fondamental (ou avec n solutions indépendantes) est nécessairement composée avec n solutions indépendantes.
Théorème VII. — Les déterminants d'une matrice formée par n solutions indépendantes, du type n X (.m-\-n), sont proportionnels aux déterminants correspondants de la matrice du type m X (m -\- n) du système indéterminé donné (I). En particulier, un déterminant d'un système fondamental de solutions est égal au déterminant correspondant du système (I) , divisé par d.
Il suffira de faire voir que le théorème se trouve vérifié pour un système particulier de n solutions indépendantes. Un tel système peut se déduire des considérations du n'^ 8. Supposons que le déterminant A ne soit pas nul , alors on a le système suivant de n solutions indépendantes
Al
Am
En effet , ce sont là bien n solutions , car on a [form. (4) du n" 3]
«i,! Ai,m + fc + a«,2 A2,m+& + ■ • + ''' i,m ^m^m-^k — ai,m + k^ = 0.
Ces solutions sont indépendantes , car l'un des déterminants est ( — A)".
Et si l'on considère maintenant les déterminants de cette matrice qui correspondent aux mn-\-l déterminants que nous avons considérés dans le n^ 3, on reconnaît immédiatement qu'ils n'en diffèrent que par le facteur (— l)»A"-\ et cette proportionnalité s'étend aisément aux autres déterminants.
Plus généralement, on peut obtenir n solutions indépendantes ainsi. Soit
«m, 1 Cl,l
«l.m+n Cl, m +»
Cn, 1 • • • Cfi, m-\-n
Puisque tous les déterminants de la matrice donnée ne sont pas nuls , on pourra choisir les nombres Ci^h, de manière que D ne soit pas nul. Désignant alors par Ci,^ le coefficient de c,,& dans D, il est clair que l'on a le système suivant de n solutions
Cn,l,
• > '-'n, m-\-nt
et , d'après un théorème connu , un déterminant quelconque de cette matrice est égal au déterminant correspondant de la matrice ] a,,ft || multiplié par D"-^.
9. Nous allons résoudre maintenant le problème suivant. Étant donnée une matrice
llAil, .
du type nX(m-\-n), dont d est le plus grand diviseur, trouver toutes les solutions de l'équation
IÎAl| = ||C|iX|iBi|,
le déterminant | C j étant ± d. Il est clair que le plus grand diviseur de
!l B II est 1, et si l'on a trouvé une matrice dont les déterminants sont proportionnels à ceux de ,| A ;; et dont le plus grand diviseur est = 1 , on pourra la prendre pour p B jl; la matrice jj C || s'en déduit d'après le théorème VI.
On peut obtenir une telle matrice || B î| en considérant le système indéterminé dont la matrice est |- A ,1 On cherchera m solutions indépendantes formant une matrice [j A' Ij. Ensuite, on cherche un système fondamental de solutions du système indéterminé dont la matrice est Il A' jj. La matrice formée par ce système fondamental satisfait évidemment aux conditions.
Mais voici une autre méthode qui sera préférable ordinairement. Divisons d'abord la première ligne horizontale de jAjj par le plus grand commun diviseur des nombres qu'elle renferme, on aura ainsi la matrice
bl,ï, 6l,2, •••, 6l,m+«, «2,1, «2,2, • • • , a2,m-)-n,
«n,l, ^n,2, • • • I ûfn,m-|-n-
Soit maintenant d^ le plus grand commun diviseur de la matrice formée avec les deux premières lignes. Je dis que l'on pourra déterminer un nombre x satisfaisant aux congruences
a;6i,< = 02,t (moddj), i=l,2,...m-f-w.
C'est ce qui résulte du théorème V. En retranchant donc de la seconde ligne, la première multipliée par x, elle deviendra divisible par dj et, après la division , on aura une matrice
blA, 6i,2, .... 6i,m-fn.
&2,1, &2,2. • • • . b2,m + n, a.3,1. «3,2, • • • , as,m + n,
et le plus grand diviseur de la matrice des deux premières lignes est = 1.
Soit dg le plus grand diviseur de la matrice des trois premières lignes , les congruences
xbi,i-\-yb2,i^ as, . (mod d^) , (i=l,2,...,m + n)
admettent encore une solution , d'après le théorème V. En retranchant de la troisième ligne la première multipliée par x et la seconde ligne multipliée par y, on pourra diviser par dg et , dans la matrice obtenue
bl,\, 61,2, • • • ) èl,m+n,
le plus grand diviseur de la matrice partielle formée par les trois premières lignes est =1. Il est clair que l'on peut continuer ainsi, on finira par trouver une matrice
ll&all = l|B||
dont le plus grand diviseur est = 1 , et il est clair que ses déterminants seront proportionnels à ceux de |' A ||. On peut remarquer que ce procédé donne , dans le cas w = 0, une nouvelle méthode pour la construction d'un déterminant = ± 1.
Ayant ainsi obtenu une solution particulière
!|A|| = |iCi|X|!B||, il est facile de voir que la solution la plus générale sera comprise dans les formules
où
= l|Co||X||Bo||,
Bol
On peut obtenir la solution du système
âS6
encore par une autre méthode, un peu différente de celle que nous avons exposée dans le n''4, et qui conduit à un résultat dont nous aurons besoin plus loin.
Nous avons vu , dans le Chapitre II, que par une substitution linéaire de déterminant + 1 , on peut tranformer l'expression
en dix'i, di étant le plus grand commun diviseur des coefficients 01,1,
Ci,2, • • • > Ol,m + 7i-
A l'aide de cette transformation , on déduira de (1) un système équivalent dont la matrice affectera la forme
di 0
fl2,m + n
«m, 1 Om,2 • • • Om,m-{-n-
Les coefficients «2,2, «2,3, . . . , a2,m+n ne peuvent pas être tous nuls, car tous les mineurs du second degré des deux premières lignes seraient nuls; la même chose aurait lieu pour la matrice de Ui^k, ce qui est contre l'hypothèse admise. En opérant donc sur les variables x!^, a^, • • • > x'm + n, on pourra transformer encore le système de manière à obtenir un nouveau système dont la matrice affecte la forme
dz
as, 2
Mm, m ■\-n
^2 étant le p. g. c. d. de 02,2, 02,8, ••• , a2,m + n En continuant ainsi, on sera amené finalement à une matrice de la forme
dj 0 h,\ ^3,2
/îm,S
Pm, m — 1
iièè SUR LA THÉORIE DES NOMBRES.
Il est clair qu'on aura d = rfi do ''s ■ • • ^m, et si les nouvelles inconnues sont î/i, ?/2) • . • , l/m+n, la solution la plus générale s'obtient en posant
tandis que ym + i,ym + 2, ■ • ■ , ^m + n peuvent prei dre toutes les valeurs entières de — œ à -[- =0 ■
On peut simplifier encore le tableau (A). En remplaçant d'abord «/g par j/2 — c2/i, il est clair qu'on peut faire en sorte que le coefficient /Î2,i devient positif, mais inférieur à d^. En remplaçant ensuite y^ par Va — ^2/2 — '^'Vi' on peut assujettir les coefficients ^a^i, ^^,2 aux limitations
Og/53,l<C/3, 0^/53,2<d8-
On voit, en définitive, qu'il existe toujours une substitution de déterminant ± 1 5 tel que le système transformé a une matrice de la forme particulière (A), où les coefficients dj, dj» , dm sont positifs et
Ogj8,-.A<d, [A;=l,2, ...,(î — 1)]
(voir Hermite , Journal de Crelle , t. 41 , p. 192). On verra facilement que cette forme réduite (A) est unique. La nature invariantive des coefficients du tableau (A) s'aperçoit aisément. D'abord il est clair que di est la plus petite valeur (sauf 0) que peut avoir l'expression
Xi, X2, . . .,Xm + n étant liés par les relations
ak,lXi -{■ ak,2X2. + . . . 4- ak,m + nXm + n=^^i
Ensuite /S2,i est la plus petite valeur que peut avoir la fonction linéaire
X1 -f- ■••-{- 0'2,m + nXm\-n
Xi, X2, ■ . • , Xm + n étant liés par la relation
<i\,\ Xi -\- . . . -\- a\^m + nXm + n = di .
Ensuite ^53,1, ^03,2 sont les plus petites valeurs de
03,\Xi -\- ... -^as^m i-nXm + n,
x^, X2, • ■ ■ , Xm+n étant assujettis, dans le premier cas, aux relations
ai,lX]. -{-...-{- ai,m + nXm + n = di «2, 1 iCl -^ •■.-{- a2,m + nXm + n = (^2,1
et , dans le second cas , aux relations
«1,1 aîl + • • • + Ct-[,m + nXm + n'=0, 02,1X1+ . . . ■j-a2,m + nXm + n^=d2,
ainsi de suite.
Considérons maintenant le système non homogène
(III) .... ai,iXi-{-ai,2X2-\- . ■-^ai,m + nXm + n=^Ui
Soit d le plus grand diviseur de la matrice de ce système , d' le plus grand diviseur de la matrice complétée , il est clair que d' divise d. Mais, en éliminant m — 1 des inconnues, on reconnaît que tout déterminant de la matrice complétée , qui n'est pas en même temps un déterminant de la matrice non complétée , doit être divisible par d. Pour que le système (III) admette des solutions, il est donc nécessaire que l'on ait d ^ d'. Mais cette condition est aussi suffisante.
Théorème VIII. — Pour que le système (III) admette des solutions, il faut et il suffit que le plus grand diviseur de la matrice du système soit égal au plus grand diviseur de la matrice complétée.
En effet, dire que le système (III) admet une solution , c'est la même chose que de dire que le système homogène
UiXo-{- ai,i xi + a,-,2a;2 + • • • + ai-,m+na3m+n = 0 admet une solution où Xq = — 1. Or la solution générale du système homogène est
Xi = Po.i to-\- ^l,itl -}-... -|- /?„,, tn ,
En supposant d=:d' les déterminants de la matrice des || fii^k \\ qui renferment les coefficients /?o,o, /?i,o, . . • , /?n,o sont égaux aux déterminants correspondants de la matrice du système homogène , divisés par d. Mais ces déterminants sont simplement des déterminants du système (III), et en les divisant par d on obtient des nombres dont le p. g. c. d. est = 1. Il est clair par là que le p. g. c. d. de /ffo,o, A.o, . . • , Pn,o est aussi = 1 , et , par conséquent , on peut donner à tQ,ti, ..., fm des valeurs telles que Xq = — 1. On reconnaîtrait aussi facilement la vérité U 22
de ce théorème à l'aide de la méthode de réduction du n° 4. On voit , d'après ce théorème , que si l'on considère l'ensemble des solutions du
système homogène (I), la plus petite valeur de a;* (sauf 0) est -r, dk
étant le plus grand diviseur de la matrice obtenue en supprimant la
^ième colonue. Cette valeur -r- est donc, dans tout système fondamental
de solutions
le p. g. c. d. de ^i,k, ^2,k, . . . , ^n,k-
Il est clair que pour obtenir la solution la plus générale du système non homogène (III), il suffit d'ajouter à une solution particulière la solution la plus générale du système homogène (I).
12. Si le système (III) admet une solution pour certaines valeurs de Mj, «2, . . . , Mm, il en sera de même encore si l'on remplace ces nombres par «1, V2, ...,Vm,oiL
M, = v, (modd), i=: 1, 2, . . ., m.
La possibilité ou l'impossibilité du système ne dépend donc que des résidus de Mj , Wg , . . . , Mm , par rapport à d. Le nombre total de ces systèmes de résidus est de d"*, mais pour d"*~^ de ces systèmes seulement, les équations (III) admettent une solution. Pour le reconnaître, il suffit de recourir à la transformation du n" 10, qui donne un système équivalent de la forme
Ui = diyi,
«3 = /53,i yi + /53,2 j/2 + dsys,
Mm = /?m,l 2/1 + /îm,2«/2 + ••• "f"/'»«. ">-!?'"» -1 + (^mym, dj dg . . . dm = d.
Il est clair d'abord que Mj ne peut avoir que -j- valeurs par rapport au module d. A chacune de ces valeurs de Mj correspond une valeur déterminée de y. et ensuite évidemment -j- valeurs de «g par rapport
au module d. A chaque système de valeurs de m^ et Mg correspondent
ensuite des valeurs déterminées de y^ et y^ et ensuite -r- valeurs de Wg par rapport au module d, etc. Le nombre total des systèmes de résidus de «1, Mgj • • • I Wm, par rapport au module d, est donc
"l «2 dm
Parmi les valeurs admissibles pour m< figure toujours la valeur m,=0, et si l'on se donne d'avance
= Uk = 0,
les Mfc + i, . . . , Mm ne peuvent plus représenter que d"*"* systèmes de résidus par rapport au module d. Mais , en raisonnant comme tout à l'heure , on voit que , parmi ces systèmes , il n'y en a que
dk + i, dic + 2> ' • • , di
= did2...dicXd"'-''-\
pour lesquels le système (III) admet des solutions. Il est clair que d^d^. . .dk est ici le plus grand diviseur de la matrice des k premières des équations (III).
13. Ces propositions ont lieu encore dans le cas n = 0, lorsque le nombre des équations est égal au nombre des inconnues , et nous allons en faire une application dans un cas de cette nature.
Prenons un système de m^ nombres entiers
Hk {i,k=l,2,...,m),
dont le déterminant
à = \ai,k\ est positif > 0.
Si l'on considère les équations
Oai,l oa«,2 Otti^m
le déterminant est A^-^ et, d'après ce qu'on vient de voir, il y a ^(m-i)« systèmes de résidus m, par rapport au module A^-^ pour lesquels
le système (A) admet une solution entière. Mais la solution de ce système est donnée par les formules
i = 1 , 2 , . . . , wî.
On voit donc que si le système a une solution entière pour un système de valeurs de m^, «3, ..., «m, il en aura encore une en remplaçant M,par Vi = M, (mod A). Soit k le nombre des systèmes de résidus des m, par rapport au module A , pour lesquels les équations (A) admettent une solution, un tel système en engendrera évidemment a'"(">-2) par rapport au module A"» - 1 ; donc
Il est clair, du reste , que ce nombre k est simplement le nombre des solutions des congruences
ai,iMi 4-«2,<«2 + • • -|-«»i,<w»i^O (mod A), et , d'après un théorème que nous rencontrerons plus loin , on peut conclure de là aussi cette valeur A; = A. Ce résultat peut s'énoncer ainsi :
Théorème IX. — ^ Il y a exactement A systèmes de nombres entiers Xi, X2, . . . , Xm qui satisfont aux inégalités
^^ ÔA , ÔA , , ÔA . ^
— da,-,i ^ ' oa,-,2 àai,m
Dans les cas m = 2,m = 3, ce théorème admet une interprétation géométrique très simple. Considérons dans l'espace trois axes rectangulaires OX, OY , OZ et le réseau de tous les points dont les trois coordonnées X, y, s sont des nombres entiers. Soient
A (»! , 2/1 , «i), B (a;2, 2/2, Sg), C {x^, y^, s^) trois points du réseau ; nous supposerons que
Xi 2/1 2i
soit différent de zéro et positif. Alors A est le volume d'un parallèle-
pipède dont trois arêtes sont 0 A , 0 B , 0 C. Soient Oj , Aj , Bj , C^ les sommets du parallélépipède opposés à 0, A, B, C. L'équation de la face 0 B C est
àx^ ^2/i à^i
et l'équation de la face opposée 0, B^ C^ passant par le sommet Oj est
Les trois inégalités
dx2 02/2 022
daJa àî/g à^g
expriment donc que le point X, Y, Z est à l'intérieur du parallélépipède ou sur l'une des faces passant par 0, mais non sur une des faces passant par Oj. Le théorème IX exprime donc qu'il y a exactement A points du réseau qui satisfont à ces conditions. Une légère attention suffit pour reconnaître que, dans ce dénombrement, il ne faut compter qu'un des huit sommets de parallélépipède : c'est le sommet 0. Quant aux points sur les arêtes (mais qui ne sont pas des sommets) , il ne faut compter que les points qui sont sur les trois arêtes passant par 0. Enfin, pour les points sur les faces (mais non sur une arête) , il ne faut compter que ceux qui sont sur les trois faces passant par 0 , mais non ceux qui sont sur les trois autres faces.
Il est clair qu'on obtiendrait le même nombre A, en comptant tous les points sur les faces, arêtes, sommets, si l'on adopte cette règle de compter un sommet pour ^ , un point sur une arête pour l , un point sur une face pour ^.
Il serait extrêmement facile de démontrer directement ce résultat en prolongeant les arêtes OA, OB, OC jusqu'en A', B', C, de telle manière que
OA' = ft.OA, OB' = A:.OB, OC' = k.OC,
k étant un entier, et en considérant alors le parallélépipède avec les arêtes OA', OB', OC. Le rapport des volumes des deux parallélépipèdes est k^, et l'on reconnaît aussi que le rapport des nombres des points du réseau à l'intérieur des deux parallélépipèdes (comptés d'après la règle indiquée) est aussi exactement A^. Or , d'après la définition même du volume , le rapport du volume et du nombre des points à l'intérieur du parallélépipède 0 A'B'C doit tendre vers 1 pour A: = oo . Mais puisque ce rapport ne varie pas , il est toujours = 1.
On peut se placer à un point de vue un peu différent. Considérons dans l'espace le réseau des points dont les coordonnées sont des multiples de -TT, A étant un nombre entier. Le volume d'une certaine
partie de l'espèce peut être défini alors (d'après Lejeune-Dirichlet) comme la limite du rapport
M: Ar»
pour A; = 00 , M étant le nombre des points du réseau qui appartiennent à la partie de l'espace que l'on considère. Adoptant cette définition de volume , on peut conclure directement du théorème IX que le volume du parallélépipède OABC est exprimé par le déterminant A.
On comprendra maintenant, que M. Smyth a pu déduire de ces considérations une démonstration arithmétique de la formule de transformation des intégrales multiples.
Solutions de quelques problèmes sur les matrices.
Étant donnée une matrice
Cj, ttg, ..., a„ + i ou II A II
du type 1 X (w + 1), dont d est le plus grand diviseur, nous avons vu (Chap. II , 22) qu'on peut trouver toujours une matrice
^.11 ou |1B„ »,= i,2,...,n+l
du type w(n+ 1), telle que le déterminant
Proposons-nous maintenant de trouver la solution la plus générale de ce problème. Il est clair, en divisant tous les éléments de || A || par d, qu'on peut supposer d =: 1. Cela étant , si l'on a
Il C II étant une solution quelconque, nous savons, par le théorème VI, qu'il existe toujours une matrice || E || du type {n -{• l) X {n -\- 1) (et une seule) , telle que
où II E II = ± 1. Mais il est clair que la matrice || E || doit avoir ici la forme particulière
Pi Cl,l Cl, 2 ••• Ci,n P2 «2,1 «2,2 ••• e2,n
Pn en,i e„,2
PiiP^t • • -iPn étant arbitraires et ki,fc | =: ± 1. Avec cette expression de II E II, la formule (1) renferme donc toutes les solutions du problème et chaque solution une seule fois. On peut mettre cette solution sous une autre forme en remarquant que la matrice || E || peut se mettre sous la forme
0 ci,i
ei,n
?i» ?2» • • • > ?n étant des nombres qui peuvent avoir des valeurs arbitraires. En substituant cette expression dans la formule (1), on obtient sans difficulté la matrice la plus générale ||G|| qui satisfait au problème, sous la forme
\\C\\ = \\ei,k\\X\\bi,k + qiaH\\, Il B II := Il bi,ic II étant une solution particulière.
Plus généralement, soit
lia;,* Il ou il A II
une matrice donnée du type w X (m + n) , dont d est le plus grand diviseur. Proposons-nous de trouver toutes les matrices
\Ci,k\
ou
du type complémentaire n X (m-{- n) telles que
On peut remarquer d'abord qu'on peut supposer d = 1 , car nous savons qu'on peut trouver une matrice || A' || du même type que II A || , dont les déterminants sont proportionnels à ceux de || A|| et dont le plus grand diviseur est = 1 (n" 9). Cette matrice j! A' || étant obtenue, il est clair que les deux conditions
sont absolument équivalentes. Nous supposerons donc d = l, et de plus qu'on ait obtenu déjà une solution particulière
cil ou
IIBII
Ayant
on en conclut encore par le théorème VI
Il E II étant une matrice du type (m -\- n) X (.m -\- n) dont le déterminant est = ± 1. Mais il est clair que cette matrice || E || doit avoir ici la forme particulière
Pl,l Pl,2
Pn,\ Pn,2
Pi, m «1,1 ei,2
Pn,m Sn.l f„,2
Cette formule (1) renferme ainsi déjà la solution la plus générale du problème , mais on peut la mettre encore sous une autre forme en remarquant que la matrice ||Eli peut se mettre sous la forme d'un produit
1 0 0 fi.i
ei.n
îl,l îl,2
Qn,l ?n,2 . . . qn,m 0 0
Ql.m 1 .
OÙ les qi,it peuvent avoir des valeurs quelconques. On obient facilement
Cii =
«1,1 en,i
X II 6i,fc + g«,iai,4-{-Ç»,2a2,k+ • • + Çi,mam,ftl
où les Bi^k doivent satisfaire à la relation | e,,A | = ± 1.
Pour obtenir la solution particulière ||B||, on prendra d'abord une matrice quelconque \\mi^k\\ ou i| M || du type nX(m-\-n), telle que le déterminant de la matrice
ne soit pas nul. Par le procédé du n" 9 on pourra , sans changer les m premières lignes, en déduire une autre matrice du même type (m -j- n) X (»J -j- M) et dont le déterminant est ± 1.
16. Nous avons vu (Chap. II , n" 21) qu'on peut toujours trouver une matrice du type n X (w + 1) dont les déterminants ont des valeurs données , non toutes nulles. On peut se proposer d'obtenir toutes les matrices qui satisfont à ces conditions , mais nous traiterons directement le problème plus général ;
Trouver toutes les matrices du type w X (♦» + «) dont les déterminants ont des valeurs données.
A cause des relations identiques entre les déterminants , les valeurs données ne peuvent pas être quelconques. Adoptons les notations du n" 3 et supposons que le déterminant A ne soit pas nul : on pourra se borner à considérer les mn-\-l déterminants A, A,,w+ft- Ces déterminants-là ne peuvent pas même être des nombres arbitraires , il faut que les autres déterminants A' qu'on en déduit par la formule (5) du n" 3 soient aussi des entiers. Mais , cela étant , nous allons voir que le problème est toujours possible et admet une infinité de solutions.
En effet , prenons d'abord arbitrairement les m premières colonnes avec la seule condition
lai,4| = A (i,k=\,2, ...,m),
alors on pourra déterminer les autres colonnes comme au n^ 3 ; il est vrai que ces autres éléments
ai,m + k = (ai,l Ai,TO + A + «1,2 ^2,»» + * + • • • +0«,m àm,m + k)' A
ne seront pas des entiers; toujours est-il vrai que la matrice ainsi formée admettra pour déterminants les valeurs données, qui sont toutes entières. En multipliant les lignes horizontales par A, on obtiendra une matrice dont les déterminants sont proportionnels aux valeurs données. On peut alors déduire de là (par le procédé du n" 9) une autre matrice dont les déterminants sont encore proportionnels aux valeurs données, mais dont le plus grand diviseur est 1, Soit
cette matrice, si d est le p. g. c. d. de tous les déterminants de la matrice cherchée , l'expression la plus générale de cette matrice sera
IICIIXIIBII, où lie II est une matrice quelconque du type m X m, dont le détermi-
nant est = ±d. En prenant en particulier pour les Ot,* (t, k= ] ,2,. les valeurs suivantes
«1,1 = 02,2= • • • ^ «m — 1,»« — 1 = 1 ) ûfjn,»» = ^>
on trouve que les déterminants de la matrice
A 0 ... 0 Ai,m + i Ai,„i + 2 . 0 A ... 0 Aii,m+1 ^Z,m+2 •
Ai,,H-|-n A 2, m 4- Il
sont proportionnels aux déterminants de la matrice cherchée ; on pourra donc en déduire la matrice || B ||.
Si l'un des déterminants donnés divise exactement tous les autres , on le prendra pour A ; dans ce cas , on peut écrire la matrice || B || sans aucun calcul.
Une autre méthode pour trouver cette matrice ||B!I est la suivante; considérons le système d'équations linéaires homogènes dont la ma-
trice est
Al, ,«4-1 A2,ot4-i
Ai,m + 2 A2,)n + 2
La matrice formée par un système fondamental de solutions de ces équations sera une matrice du type m X (w + 1); ses déterminants seront proportionnels aux valeurs données et le plus grand diviseur de cette matrice est = 1. C'est ce qui résulte immédiatement des propositions établies précédemment , si l'on se rappelle le théorème VII et sa démonstration.
17. Soit li A II = Il a,,fc|| une matrice du type m X {m -\- n) , dont le plus grand diviseur est d, ||C|[ = lici,ft|| une matrice du type complémentaire n X (wt -|- n), telle que
Ol,l • • • ai,m4-n
Cl,l Cn,l
Om,m4-»»
Cl,m4-n
Nous savons qu'il existe de telles matrices (voir n" 15), Soit ensuite || B li = || 6,,^ !| une matrice du type n X (m + w), formée par un système fondamental de solutions des équations linéaires homogènes
Cli,lXi -f- . . . -]r ai,m + nXm + n^^O
Les matrices l!B|| et ||C|| sont du même type; à un déterminant As de la première on peut faire correspondre un déterminant A c de la seconde , en supposant que deux déterminants correspondants sont formés avec M colonnes de même rang (et prises dans le même ordre) dans les deux matrices. Cela étant , on a
]^A6Ac=± 1,
la sommation s'étendant à toutes les paires de déterminants correspondants. Pour le montrer, remarquons que le plus grand diviseur de la matrice |! B || est l'unité : on peut donc former une matrice 11 D || = || di,k !l du type »i X (w + »)i telle que
dm,l
Kl
• • Cfm, »» + "
On,! • • • On,m + n
En multipliant les deux déterminants (1) et (2), il vient Ai,i ,,. Aot,i 0 ,.. 0
• A.m,m " . Um,l Vl,l
Vl,n
A,-,fc = aft,idi,i +aft,2di,2 + Vi,k =bi,iCh,i ■j-bi,2Ck,2 -{■
Vn.l
Vn
• ■ "T" et fc, m -j- n O», K» + n >
• • -p bi^m + n Ck.m + m
c'est-à-dire
loi, l
Via
Vl,n
Vn,l
Vn,n
Or, Aa et Ad étant deux déterminants correspondants des matrices Il A II et iJDil de même type, on a, d'après une propriété élémentaire des déterminants,
Afljj j
et de même
Ai,i
Vn,l
= ^ Aa Ad.
= 7 . Afc Aç.
Vl,n ... Vn,n
Mais tous les déterminants A» sont divisibles par d; on a donc nécessairement
^^aAd=±Ô, ^A6Ac = ±l,
18. A l'aide de ce résultat, nous pouvons résoudre facilement le problème suivant : Etant donnée une matrice || A il du type m X (w -f- w);, dont le plus grand diviseur est ô, trouver toutes les matrices ||D|| du même type et telles que
^AaAd=±(5,
Ao et Ad étant deux déterminants correspondants des deux matrices. En effet, déterminons deux matrices ||BÎ| et ||C|| comme dans le numéro précédent. Si nous déterminons ensuite une matrice || D || par la condition
nous savons que cette matrice fournit une solution de notre problème. Mais je dis qu'on obtient ainsi toutes les solutions du problème. Soit, en effet, ||D || une solution quelconque, et posons
On en conclut
= ±A<î = (]^A„Ad)x (^ AtAo);
or on a , puisque || D || est une solution ,
]^A„Ad=±<5,
et , d'après la proposition du n^ 17 ,
]^A6Ao = ±l; donc
Il est clair par là que le problème proposé est identique avec le suivant que nous avons déjà résolu dans le n** 15: Trouver toutes les matrices |!Dj|, telles que
On obtient ces résultats aussi en s'appuyant sur le théorème VII , car la relation (1) du n** 17 peut s'écrire
^AaA.= ±(5.
Or, d'après le théorème cité, le rapport Aa : A;, est constant et égal k ±ô; donc
5^AftAo = ±l, et , ensuite , il est évident que les relations
sont équivalentes.
19. Nous terminerons ces considérations par quelques remarques sur le plus grand commun diviseur d'une matrice.
Dans le cas d'une matrice du type 1 X n, le plus grand diviseur peut être défini aussi comme la plus petite valeur (sauf 0) que peut prendre la fonction linéaire ,
ai »! + «'2 ^2 4" ••• + *" ^" >
pour les valeurs entières de Xi,X2, ...,«„. Il existe une proposition
analogue pour une matrice |iai,fc|| du type »i X (m + «)• Considérons les m fonctions linéaires
et m systèmes de valeurs de ces fonctions
le déterminant | Ai,fc| est toujours divisible par ô, le plus grand diviseur de la matrice liaj,fc|i; mais nous savons, par l'analyse précédente, qu'on peut toujours choisir les di^k de manière que ce déterminant devient égal à ± ^.
Par conséquent , ô est aussi la plus petite valeur (sauf 0) que peut avoir le déterminant formé par m systèmes de valeurs des m fonctions linéaires Xi.
20. Soient l!o,-,ft|| ou ||A|| une matrice du type m X (m -\- n) , ||Ap|| la matrice du type m Xp formée par p colonnes de l! A||. Nous supposons^ < m. Désignons encore par dp le plus grand diviseur de II Ap || , et par D le plus grand commun diviseur de tous les déterminants de Il A il qui renferment les p colonnes de || Api|. Il est clair que D est un multiple de dp. Nous allons montrer que tous les déterminants de i| A ||
sont divisibles par -r-dp
Pour simplifier un peu la démonstration, nous supposerons que || Ap || est formée par les p premières colonnes de || A ||. Nous avons à démontrer qu'un déterminant quelconque A de || A || est divisible par
-j-- Si ce déterminant A a un certain nombre r de colonnes communes dp
avec II Ap !i, nous pouvons encore supposer que ce sont les r premières colonnes de || Ap ||. Cela étant , nous désignerons un déterminant quelconque de II A II par le symbole
LAj, Ag, . . . , /»ij,
où Aj, ^2, . . . , Am indiquent les rangs des colonnes de || A i! qui figurent dans le déterminant.
En ajoutant à la matrice une (m -f l)ff^ ligne
Oi,li Cti,2j •••> 0»,»« + n)
on obtient une matrice du type (m -{- 1) X (m -\- n) , dont tous les déterminants sont nuls. En développant un tel déterminant comme fonction linéaire des éléments de la dernière ligne, on aura, par exemple,
[2, 3, ...,p, ^j, ^2, ...,AOT-p+i]ai,i-j-...+[l»2, ■■.,p — l,Aj,^, ...,A„j_p4.i]a,;p
+ [1,2,.. ,i?,^,Ag, ..., Am_p+i]flj;^ -}"... -|-[1, 2, ...,^,^1,^2, ...,km-p](li,m-p+l = 0.
Les indices ^i, ^, . . . sont ici et dans la suite toujours >p.
D'après notre notation , dp est le plus grand diviseur de la matrice Il Ap II , formée par les p premières colonnes de || A ||. Il est clair, d'après cela, que ce qu'il faudra entendre par dp_i, dp_2, . . . , dj, ce sont les plus grands diviseurs de matrices que nous pouvons désigner par !! Ap_i II, Il Ap_2!l, . . . , Il Aj II, Dans l'identité que nous venons d'écrire, on peut prendre i = 1 , 2 , . . . , m.
Si l'on élimine alors entre p des équations ainsi obtenues les quantités qui multiplient o,, i, 0^,2, . . . , ai,p-i, il viendra il , 2, . . . , p — 1 ; Aj, ^2, . . . , X,„-p+i] Ap -j- + [l,2,...,p,>l2,A8,...,A,„_p+,]A^ + ...4-[l,2,...,p,Ai,>l2,...,A,„_p]A;»-''+^=0.
Ici Ap est un des déterminants de || Ap||, et il est clair que A^, A,, ..., Ap~*'+^ sont tous divisibles par dp_i. Donc
[1, 2, . . . , p — 1, Aj, ^2, . . . , Xm-p l-l] ^P
est divisible par D Xdp_i Mais Ap peut être un déterminant quelconque de llApll; par conséquent,
\_l , 2 , . ■ . , p 1 , /j , X2> • • 1 ) ^«M — p + ij dp est aussi divisible par D X dp-i, c'est-à-dire
[_1 , 2 , . . . , p 1 , A^ , /2) • • • > *»« — P + lJ
est divisible par , ^~ •
En laissant de côté maintenant la p'^™^ colonne de || A||, on a les identités
[2,3,...,p— l,Ai,A2,...,A,„_p+2]a<,i + ...4-[l>2,...,p— 2,^i,A2,...,A,„_p+2]ai,p_i + -f-[l,2,,..,p— 1,^2,^3, ...,A,„_p+2]ffi,;ij + ... + [l,2,...,2?— 1,^1,^2, ...,A„,_p+i]a,-,;^_^^^ =0,
En éliminant entre p — 1 de ces relations les coefficients de a,,i, ai,2, ..., a,-.p_2, il vient
[1, 2, ...,i? — 2, Aj, ^2, •••« ^-p+2]l^p-l-{-
4-[l,2,...,p-l,;2,A3,...,A„_p+2]A^_i + ... + [l,2,...,iJ-l,>li,A2,...,^„_p+i]A;'ri''+' = 0,
où Ap_i est un des déterminants de !|Ap_i|| et où Ap_i, Ap_i,..., A'^lf'^^ sont divisibles par dp_2. On voit donc que
[l,2,...,p — 2, II, k^, ... , A„, -p+2] Ap-i
,...,, D X dp-i X dp-2 ^ . . ^ .^ , ,
est divisible par -3 , et, puisque Ap_i peut être un déterminant quelconque de 1! Ap_i ||, on en conclut que
[l , 2, . . . , p 2, A^, ^2, . , . , A.m—p + 2jdp -i,
doit être aussi divisible par le même nombre, c'est-à-dire
[1, 2, . . . , p — 2, ^1, ^21 • • • . ^m-p+2] est divisible par ■, ^~ . En continuant ainsi, on reconnaît que
Up
|_1 , <a ,...,/■, Xj , A2 )•••> *»K — rj
est divisible par — ^ — "- , et enfin que [^i, ^2» • • • > ^»n] ^^t divisible par
dp
-^. La proposition énoncée est démontrée.
D'après la démonstration, on voit facilement que, si l'on suppose que tous les déterminants de '1 A !' ne sont pas nuls, les déterminants de ||A!I qui renferment les p colonnes de J! Ap|| ne peuvent pas être tous nuls, à moins que tous les déterminants de || Ap|| ne soient tous nuls. D et dp sont alors indéterminés tous les deux.
Corollaire I. — Lorsque dp = 1 , D est le plus grand diviseur de la matrice il A||.
Corollaire IL — Lorsque le plus grand diviseur de la matrice || A ||
est =: 1 , on a
D = dp.
Considérons une matrice
ilBil ou \\bi,H\\,
formée par un système fondamental de solutions de
Soient i|Bp|i une matrice formée par p des colonnes de ||B!|, en supposant p< w, dp le plus grand diviseur de ||Bpi|. Soient ensuite ô le plus grand diviseur de la matrice des a,,k, et ôp le plus grand diviseur de la matrice obtenue en suppprimant, dans la matrice des a;,*, les p colonnes qui correspondent aux colonnes de || Bp ||. Alors on peut énoncer le
Théorème X. — Le plus grand diviseur dp est égal à -^ •
En effet, soient A, A', A", ... les déterminants de |iB|| qui renferment les p colonnes de |! Bp |i. Leur plus grand commun diviseur est dp, d'après le corollaire II du n" 20. Mais on a d'autre part, d'après le théorème VII,
®, 3)', ®", . . . étant les déterminants de la matrice des o<,ft qui correspondent aux déterminants A, A', A", .... Mais il est évident que ces déterminants 3), ®', 3)", . . . sont précisément ceux dont le plus grand commun diviseur est ôp, d'où la relation annoncée.
Il faut remarquer pourtant que tous les déterminants de la matrice Il Bplj peuvent s'annuler: dp devient indéterminé alors. Mais il est clair que , dans ce cas , on a aussi
en sorte que ôp devient indéterminé en même temps. Réciproquement, si ôp devient indéterminé, il en est de même de dp.
Nous avons supposé p <Cn, mais le théorème reste encore vrai dans le cas p^n, on retrouve alors un résultat connu (théorème VII)
L'énoncé du théorème se simplifie un peu dans le cas ô^l, et si l'on se rappelle l'espèce de réciprocité que nous avons signalée dans le n" 5, on verra que, dans ce cas, p peut avoir une valeur quelconque plus petite ou plus grande que n.
Systèmes de congruences linéaires.
22. Etant donné un système de m congruences entre n inconnues
(1) . . . Xi = a<,ia;i + ai,2a;2 + ... + o<,„a;„ = 0 (modM),
on peut en déduire un système équivalent, soit en opérant une substitution de déterminant ± 1 sur les inconnues Xi, X2, . . . , x„, soit en remplaçant les m congruences données par m combinaisons
(2) . . X'i = pi,iXi+pi,2X2 + ...+Pi,mX,n = 0 (modM),
i = 1 , 2 , . . . , m , le déterminant des entiers pi^i, étant encore ± 1 , en sorte qu'on peut exprimer réciproquement les X,- par les X^.
En étudiant les équations linéaires indéterminées, nous avons employé exclusivement le premier moyen , la substitution de nouvelles inconnues ; mais ce n'est qu'en opérant à la fois par les deux méthodes qu'on peut obtenir la plus grande simplification possible.
En multipliant, dans le système (1), les premiers nombres par yi, y^, . . . , ym et ajoutant , on obtient la forme bilinéaire
F='^'^ai,icXkyi /i = l,2,...,m\ \k=l,2 nj'
Nous dirons que cette forme bilinéaire correspond au système de congruences donné.
Une substitution linéaire sur les x, dans le système (1), conduira à un système transformé (1'), et il est clair que la forme bilinéaire qui correspond à ce système (1') s'obtient simplement en effectuant directement la même substition sur les x, dans la forme F.
D'autre part, si l'on remplace le système (l) par le système (2), on constate que la forme bilinéaire correspondant au système (2) s'obtient simplement en opérant dans la forme F la substitution
yi = Pi,iyi + P2,iy'2 + . . . +Pm,iy'm (t= 1, 2, ..., m).
On voit par là que nous avons à étudier les différentes formes que peut prendre la forme F en opérant sur les variables x, y des substitutions de déterminants ± 1.
23. On appelle , en général , forme en Arithmétique un polynôme homogène de plusieurs indéterminées x, y, z, .. . à coefficients entiers. Si une telle forme F prend une certaine valeur m , pour certaines valeurs entières des indéterminées , on dit qu'elle représente le nombre m.
En effectuant dans F la substitution à coefficients entiers
x = aix' + biy' -\- c^z' + . . . , z = a^x' + bsy' + C32' -f . . . ,
on obtiendra une nouvelle forme F', et l'on dit que F renferme F', ou bien encore F' est contenue dans F. Il est clair que tout nombre m qui peut être représenté par F' peut être représenté aussi par F, mais le réciproque n'a pas lieu nécessairement.
Le cas particulier où le déterminant de la substitution que nous venons d'effectuer est égal à ± 1 est le plus important.
On peut alors exprimer réciproquement x', y', z', . . . comme fonctions linéaires à coefficients entiers de x, y, z, . . . et F est contenue aussi dans F'; on dit alors que les formes F et F' sont équivalentes.
Il est évident que deux formes équivalentes représentent les mêmes nombres.
Ce qui caractérise une forme F dans ces considérations , ce sont ses coefficients; la notation des inconnues, au contraire, n'a aucune importance et l'on peut ainsi remplacer dans F' les lettres x', y', z', . . . de nouveau par x, y, z, . . .
L'un des problèmes les plus importants qu'on a à résoudre est maintenant le suivant : Etant données deux formes F et F', décider si elles sont équivalentes ou non. Et, pour compléter la solution, il faudra encore trouver, dans le cas où il y a équivalence , toutes les substitutions qui transforment F en F'.
Plus généralement , on peut demander à reconnaître si F' est contenue dans F, mais nous nous bornerons ici à ajouter quelques remarques sur les conditions d'équivalence seulement.
Dans certains cas, la solution complète de ce problème se présente sous la forme suivante :
Pour que la forme F soit équivalente à F', il faut et il suffit que l'on ait
Ici II, Ig, . . . , Ifc sont certains nombres qui dépendent d'une manière déterminée des coefficients de la forme F, et Ij, Ig, . . . , Ij dépendent de la même façon des coefficients de F'.
On peut dire alors que I^ , Ig , . . . , I* forment un système complet d'invariants de la forme F, et , pour que deux formes soient équivalentes, il faut et il suffit qu'elles aient les mêmes invariants.
On peut étendre facilement ces considérations au cas où la forme F dépend de plusieurs séries d'indéterminées , comme cela a lieu pour la forme bilinéaire du n" 22. Et l'on peut aussi considérer simultanément plusieurs formes F, G, . . . qui dépendent des mêmes indéterminées.
24. Pour en donner immédiatement un exemple, considérons m fonctions linéaires
Xi = ai,iXi + a,-, 2a;2 + • . • -\-ai,m+nXm + n
(z = l, 2,..., m), et un second système analogue
Xi = ai,lZi + a,',2a;2 + . . . -{- a'i^m + nXm+n
Comment pourra-t-on reconnaître si les deux systèmes sont équivalents ou non , c'est-à-dire s'il est possible oui ou non de les transformer l'un dans l'autre par une substitution de déterminant ± 1 ? La réponse est ici immédiate d'après les développements du n" 10. En effet, nous savons que , par une substitution de déterminant ± 1 , on peut transformer les Xi dans les Y,
Y2 = ^2,iyi -\-d2y2,
Y», ■= Pm,\yi +^m,2j/2 + • • • -{- f^m.m-l Vm-l -\- dmym,
OÙ d^, d2, ■ . . , dm sont des nombres positifs , et
0^pi,k<di lk=l,2 (i-l)].
Ces nombres di, ^i^u forment maintenant un système complet d'invariants, et, pour que deux systèmes soient équivalents, il faut et il suffit qu'ils admettent les mêmes invariants
En effet , si les deux systèmes sont équivalents , ils représentent les mêmes systèmes de m nombres , et dès lors leurs invariants sont égaux, car nous avons remarqué (n" 10) que ces invariants dépendent uniquement des divers systèmes de nombres représentés par les formes linéaires. Cette condition de l'égalité des invariants est donc nécessaire pour l'équivalence, mais elle est aussi suffisante manifestement.
On voit que la solution a été obtenue ici en transformant les formes linéaires X, dans les Y, qui affectent une forme particulièrement simple. Ce système des Yj pourrait s'appeler un système réduit; il est unique et le même pour tous les systèmes équivalents.
Revenons maintenant à la forme bilinéaire
En opérant sur les a;*, yi des substitutions de déterminants ± 1, on obtiendra une forme équivalente
F'= ^^oUa;*y<-
Nous allons montrer que , parmi ces formes équivalentes , il y en a toujours une , parfaitement déterminée , qui affecte la forme très simple
fi aà 2/i + ^2 a;2 j/2 + • • • + fp ^p Vp < et que nous appellerons la forme réduite. Ici e^, e^, ■ ■ • , ep sont des entiers positifs, ek-i divise e*, et p est tout au plus égal au plus petit des nombres m et n. Ensuite on reconnaîtra facilement que la condition nécessaire et suffisante pour l'équivalence de deux formes bilinéaires consiste en ce qu'elles admettent la même forme réduite. On peut donc considérer les nombres e^, €2, . . . , ep comme un système complet d'invariants de la forme bilinéaire F.
Considérons la matrice
liai,* Il ou II A II,
formée par les coefficients de F. Nous désignerons par d^ le plus grand commun diviseur (pris positivement) des coefficients ai,k, par d^ le plus grand commun diviseur des déterminants du second degré tels que
Ot,fc ai,i
Cir,k UrJ
de même, par d^ le p. g. c. d. des déterminants du troisième degré, etc. Si tous les déterminants du degré p ne sont pas nuls , mais si tous les déterminants du degré p-{-l sont nuls, on aura ainsi la suite des p nombres
Oj , «2 t • • • I ^P>
et nous supposerons alors dp+k = 0. Il est clair que dk-i divise d* et nous posons
Ces nombres e sont des entiers , nous les appellerons déjà les invariants de F; nous verrons plus loin que ek—i divise e*; p est tout au plus égal au plus petit des nombres m et n.
Soit maintenant
llaUll ou II A' Il
la matrice formée par les coefficients de la forme F' équivalente à la forme F, et djj, le p. g. c. d. des déterminants de degré A; de cette matrice. Il est clair que tout déterminant de degré k de la matrice || A'|| est une fonction linéaire et homogène de divers déterminants de degré A; de la matrice || A!l. Donc d'^ est nécessairement divisible par d* et tous les déterminants de degré p -\- 1 de || A'II sont nuls. Mais, pour la même raison , dk doit être divisible par d'^ ; donc
d'k = dk,
et tous les déterminants du degré p de || A' || ne peuvent pas être nuls. On voit par là que les deux formes bilinéaires équivalentes F et F' ont les mêmes invariants e^, €2, . . . , ep.
L'égalité des invariants est donc une condition nécessaire pour
l'équivalence de deux formes; qu'elle est aussi une condition suffisante, cela résulte ensuite immédiatement de la proposition que nous avons énoncée déjà , d'après laquelle la forme F est équivalente à la forme réduite
<?1 ^i î/l + ''2 ^ ^2 + • • ■ + «P ^P VV
En effet, d'après cela deux formes, dont les invariants sont égaux, sont équivalentes à une même forme réduite , et , par conséquent , aussi équivalentes l'une à l'autre.
26. Nous avons à montrer maintenant comment on peut opérer cette réduction de F à la forme réduite. Considérons la matrice
«l,ni «2, m • • • I
0»i, 1 dm, 2 «)«, 3
Par une substitution sur les Xh, on peut d'abord réduire la première
ligne à
^1 étant le p. g. c. d, de ai,i, 01,2, . . . , ai,„. (Il va sans dire que nous n'employons que des substitutions de déterminants = ± 1.)
Si après cela ô^ divise tous les autres coefficients de la première colonne , on pourra , en remplaçant y^ par une expression de la forme
î/l + C2 2/2 + • • • + Cm y m ,
sans changer 2/21 2/3» ■■ •» y m > obtenir une matrice transformée de la forme
0 6m, 2 bm,S • • • bm, n-
Mais si Sy ne divisait pas les coefficients de la première colonne , on pourrait diminuer ce coefficient ô^ , et le remplacer par ôg , le p. g. c. d. des coefficients de la première colonne , en opérant une substitution sur les y, et annuler en même temps les autres coefficients de la première colonne. Si ô^ divise maintenant tous les coefficients de la pre-
mière ligne, on obtiendra encore une matrice de la forme (A), en remplaçant Xi par une expression
Xi -p C2 X2 "T . . . -p Cn Xn ,
sans changer X2, x^, ... , Xn. Au contraire , si Ô2 ne divise pas ces coefficients, on pourra le diminuer encore par une substitution sur les x. Il est clair qu'après un nombre fini d'opérations on obtiendra toujours une forme équivalente, dont la matrice affecte la forme particulière (A); mais on peut simplifier encore et obtenir une matrice (A), dans laquelle ^1 divise exactement tous les coefficients bt^k-
En effet, supposons que ô^ ne divise pas exactement un des coefficients bi,k. Il suffira de remplacer Xk par Xk-\-x^ pour voir paraître ce coefficient &,•,& dans la première colonne avec d-^. En reprenant alors les opérations de tout à l'heure, on obtiendra un Tableau du type (A), mais dans lequel le coefficient ô^ a une valeur moindre. On voit donc qu'on peut diminuer ce coefficient tant qu'il ne divise pas tous les bi,k, et , après un nombre fini de transformations , on tombera nécessairement sur une forme équivalente à F du type suivant
• Xn
ym
bm,i
Om, n
et dans laquelle le coefficient e^ divise tous les autres coefficients 6,,^. Et il est clair immédiatement que e^ est le p. g. c. d. des coefficients a,,fc. Si maintenant les bi,k ne sont pas tous nuls, on pourra continuer la même réduction en opérant seulement sur les variables x^, x^, ..., Xn, yztVs) ■ • ■ > y m- On obtiendra ainsi une forme équivalente
rcg .
Cm, 3 •
Cm, n
OÙ 63 est un multiple de c^ et divise tous les c,-,
En continuant ainsi , on obtiendra finalement la forme réduite
^1 »1 2/1 + <'2 ^ ?/2 + • • • «P «P yP-
Puisque ek-i divise ek, il est immédiatement clair que le p. g. c. d. des déterminants de degré k de la matrice correspondante à cette forme réduite est
6162- . .ek^dk,
d'où l'on voit que les e* ont bien les valeurs indiquées précédemment.
27. Dans la pratique , et s'il s'agit seulement de calculer les invariants, on pourra remplacer souvent avec avantage le procédé que nous venons d'indiquer par le suivant. Après avoir obtenu une forme équivalente
Xs .
. Xn
. bs.n
ym
bm,3 ■
. bm,n
dans laquelle ô^ ne divise pas nécessairement les bi,k, on continuera la même transformation sur les indéterminées x^, x^, . . . , Xn, y2, Vst ■ • > Vm- De cette façon , on finira par obtenir une forme équivalente
^1 ^1 !/i + ^2 «2 ^2 + • • • + ^P a;p 2/p , dans laquelle d^, d^, . . . , Sp sont des nombres positifs, et qu'on pourrait appeler une forme normale. Il est clair que le p. g. c. d. des déterminants de degré k de la matrice correspondante , qui doit être égal à dk, est ici simplement le p. g. c. d. des divers produits kk k des nombres
d'où l'on conclut , d'après les explications du Chap. I (n°^ 8 — 10) , que les invariants e^, $2, . . . , ep sont simplement les nombres réduits de ô^, 62, . . . , dp. Ayant ainsi obtenu une forme normale, on en conclut donc sans difficulté les invariants. On voit aussi que cette forme normale n'est pas unique comme la forme réduite, mais il existe toujours un nombre fini de formes normales équivalentes à une forme donnée F.
SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 3d8^
On peut montrer facilement , d'une façon directe , que la forme normale est équivalente à la forme réduite. Considérons pour cela une forme
F = diXi 2/1 + ^2^1/2.
et posons
On peut maintenant transformer directement F en F' par les substitutions
Xi = ax!x-\-fioif2, yi = a'yi + P'y'2, X2 = yx[-{-ôa^, y2 = Y'y'i+ ô'y'2,
(1) aô-fiy=l,
(2) a'd'-fi'Y'=l,
En effet , les conditions du problème sont
(3) ô,aa' + Ô2Yy' = d,
(*) ô,afi'-[.Ô2Yd' = 0.
(5) ô,^a'-[.d2Ôy' = 0,
(6) ô^pfi'-\-Ô2dd' = m.
Pour y satisfaire , on prendra , pour a', y', deux nombres premiers entre eux , soumis à cette seule restriction que
Cela peut se faire évidemment d'une infinité de manières ; le plus simple c'est de prendre a' = y' = 1.
On cherchera ensuite deux nombres a et y qui satisfont à la relation (3), puis on prendra
en sorte que la relation (5) se trouve vérifiée et en même temps la relation (1), car
Par suite de ces valeurs de /S et ^, la relation (6) revient à
c'est-à-dire elle rentre dans la formule (2), car ô^ 62 = m d. Il suffit donc, pour achever la solution , de déterminer /?' et d' par les relations (2) et (4) qui donnent
Il est clair maintenant que , par une application répétée de la transformation que nous venons d'indiquer, on pourra transformer une forme normale
^1 ^1 2/1 + ''2 «2 ^2 + • • • + ^p ^p yp
dans la forme réduite
^i^Vi'T' ^■^'iV^'T • • • \ ^p-'^p Vp-
28. On peut énoncer le résultat principal que nous venons d'obtenir sous une forme un peu différente ; mais , pour simplifier, nous supposerons w = M et le déterminant |a,,t| différent de zéro, en sorte que
La forme bilinéaire
F = ^^ ai,k iCt î/i = Xi t/i + Xg j/2 + • • • + X" 2/n, 1 1
Xi =:ai, 1X1 -\-ai^'2.0O>.-\- . . . -\-ainXn
est réductible à la forme réduite
Y' = eiofi y i-\- €2 cck y z-\- ■•• -\- e» x'n y'n par les substitutions
Xi=^ei,k x'k , y. = ^ A, k y'k.
Supposons qu'on ait
c'i = ^Pi,kXk, y'i=^qi,kyk.
Si l'on substitue ces valeurs des yj dans F', le coefficient de yi est nécessairement égal à X,: donc
X, = Cl qi,ix'i + €2 q%iai-\- . . . + e»ç»,,tc'n ou bien
si l'on pose
(II) . . . . t\ ^=eiod\, h^^e^afi, . . . , ^„ = en a/n-
On voit donc que toute substitution
X, = a,-, 1 a;i + ai,2 a^ + • • • + a»,n aîn (z = l,2,...,n)
peut être remplacée par trois substitutions successives , la première (I), de déterminant ± 1 introduisant les variables <i, <2> • • • > ^n, la seconde affectant la forme particulière (II), tandis que la troisième
III
sc!i = ^Pi,kXk
a encore un déterminant égal à + 1-
Il est à peine nécessaire de dire que , dans cet énoncé , on pourrait remplacer les invariants e-^, e^, . . . , e.n par les coefficients d^, d^, . . . , an d'une forme normale équivalente à F. Et le cas p < n n'apporte non plus une modification; on aura seulement alors «4 = 0 ou 6* = 0 pour k>p.
Le nombre p que nous avons vu s'introduire dans l'étude de la forme bilinéaire
s'appelle le rang de la forme bilinéaire ou de la matrice des aj,*;.
Nous dirons quelquefois aussi que e^, e^, . . .e^ sont les invariants de cette matrice.
29. L'invariant eu a été défini d'abord par le quotient dk'dk-i; M. Smith a obtenu encore une autre expression remarquable de cet invariant.
Considérons un déterminant quelconque du degré k de la matrice. Divisons ce déterminant par le p. g. c. d. de ces propres mineurs, soit Eft enfin le p. g. c. d. de tous les quotients qu'on obtient ainsi ; alors le théorème de M. Smith consiste en ce qu'on a
Et = ek.
Pour éviter toute ambiguïté , ajoutons que , lorsqu'un des déterminants de degré k est nul , on doit adopter toujours la valeur zéro pour le quotient obtenu en divisant le déterminant par le p. g. c. d. de ses mineurs , même si ces derniers étaient tous nuls.
Il convient du reste, dans ces considérations, de regarder zéro comme le p. g. c. d. de plusieurs nombres qui sont tous nuls. C'est seulement avec cette convention que le principe du n" 6 (Chap. I) reste applicable au cas où l'on n'exclut pas la valeur zéro pour les nombres a,b,c, ...,l.
Nous allons démontrer d'abord un cas particulier du théorème de M. Smith. Supposons n^m dans la matrice
«1,1 am,i
= liAl
nous ferons voir que Em = fm = dm : dm-i- Nous pouvons supposer que dm n'est pas nul, car on aurait, dans le cas contraire, Em^=em=0, et l'on peut écrire (voir n° 9)
l|Ai| = i|B||x|iC!|,
Il B II étant une matrice du type w X »w, || C || une matrice du même type que II A II dont le plus grand diviseur est l'unité. On reconnaît aisément que les matrices || A|| et || B || ont les mêmes invariants, car la forme bilinéaire de Xj , iCg » • • • > ^» » 2/i > ^2 > • • • i 2/>" > dont la matrice est || B || complétée par n — m colonnes de zéros , est équivalente à la forme bilinéaire dont la matrice est |[ A ||. Nous savons de plus qu'on peut écrire
gj 0 0 .
BÎ| = |iul|X
. em
où |«| = Iv| = ±l, donc
XllDI
Il D I! ^ Il i> Il X !l C !l étant une matrice du type »» X w dont le plus grand diviseur est l'unité.
Si l'on considère les divers déterminants du degré m — 1 de || A !l qui renferment m — 1 colonnes données de cette matrice , on constate que le p. g. c. d. de ces déterminants ne change pas si l'on multiple la matrice par II m||~^ On en conclut que le nombre Em est le même pour les deux matrices
!A|i et
XllAi
il suffira donc de prouver l'égalité Em =:Cm dans le cas de la matrice
Cl 0 0 0 62 0
XllDII,
obtenue en multipliant par «i, Cg, . . . , e». les m lignes de || D ||.
Soient ||0i!l, Ii02lli"' '^ diverses matrices du type m y, m contenues dans ||D||; ©i, ©21 • • • leurs déterminants; !Pi le p. g. c. d. des mineurs de ||6il| qui ne renferment pas la dernière ligne; en sorte
que -^ est entier. Enfin , désignons par o), le quotient obtenu en divisant le déterminant de
x!ie.-l
par le p. g. c. d. de ses mineurs ; il s'ensuivra
Mais il est clair que le p. g. c. d. des mineurs de (1) est divisible par Cj «2 • • • «m-i = dm-i , et , d'autre part , ce p. g. c. d. est un diviseur de dm-i X îfi (car dm-xY, % est le p, g. c. d. des mineurs qui ne ren-
ferment pas la dernière ligne). Donc, œi divise Cm ©t et est divisible par "l„ ' ^=— ^- On a donc nécessairement
et, d'autre part, Cm est le p. g. c. d. des nombres emOi = ct)i^i
((«IjSl, C0,/?2, ...) = '?»»•
Le nombre Em = (a>i, «'2> • • •) ^oit donc être un multiple de N X «m et un diviseur de em , ce qui exige
N=l, Em = e„. C.Q.F.D.
A l'aide de ce cas particulier, il est facile d'arriver au théorème général.
Si , dans une matrice quelconque du type m X n, on se propose de calculer le nombre Ea, on peut commencer par choisir k colonnes verticales , puis diviser chacun des déterminants du degré k de cette matrice partielle du type m X k{m'^k) par le p. g. c. d. de ses propres mineurs. Soit A< le p. g. c. d. des quotients ainsi obtenus; alors, d'après ce que nous venons de voir, A, est le A'^"^ invariant de la matrice partielle. Par conséquent, A, ne changera pas en effectuant sur j/i, 2/2, ..., ^m une substitution de déterminant ± 1. Mais Et est évidemment le p. g. c d. des divers nombres k^, ^, ... correspondant aux divers groupes de k colonnes; donc Ek ne change pas par cette substitution de y^, y^, ...,ym- Par le même raisonnement , on voit que E* ne change pas en effectuant sur les a;i, a;2> • • • > ^h ""^ substitution de déterminant ± l. E* est donc le même pour toutes les formes équivalentes à F et , en considérant la forme réduite ou une forme normale, on constate que Efc = eu.
30. La nouvelle expression des invariants conduit à plusieurs conséquences importantes. Soient
Cj , ^2 , ...» fip
les invariants d'une matrice || a,,* Il ou || A ||. Supprimons dans H A || une
colonne ou une ligne, désignons par ||A'!| la matrice ainsi obtenue, et par
ses invariants. Il est clair que g^p et ensuite 4 est divisible par e*.
Si, au lieu de supprimer une colonne, on avait multiplié les éléments
de cette colonne par un nombre entier N, les invariants de la nouvelle
matrie ||A"|| seraient
et e'k est divisible par e*. Soient en effet P* le p. g. c. d. des déterminants du degré k de ij A!! qui ne renferment pas la colonne que l'on change, Q* le p. g. c. d. des déterminants qui renferment cette colonne, on aura
d* = (P*,Q*), d'M = Tk, rf2 = (Pfc,NQfc),
riA_i = (PA_i,Qft_i), d'k-x = Pk-u rfA-i = (Pft-i,NQ;t-i): donc
d^ _ (Pt,NQfc) _ (Pfc,NQfc,NPfe) _ (Pfe,Ndft) _ /P^
dic de même
Puisque
dk
dk
dh
?^ nV
dk-i ^ /Pfc-i jg^\ dk-i \dt_i' /
dk dk — i est entier, il en est de même de
= t^k:ek
dk . dk—i „
li est facile maintenant d'établir les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une forme bilinéaire
^=Y^hkX'ky\
soit contenue dans une forme
F = ^^ai,fca;Aî/,.
En effet , soient
yi = ^fi,kyk
les deux substitutions qui transforment F en G. On reconnaît d'abord que le rang de G ne peut pas surpasser le rang de F, car un déterminant quelconque de la matrice ||6t,fcll est une fonction linéaire et homogène des déterminants de liai,* II. Chacune des substitutions qui transforment F en G peut être remplacée par une suite de trois substitutions comme au n" 28. Les substitutions de déterminants ± 1 ne changent pas les invariants , mais une substitution telle que
a évidemment pour effet de multiplier les invariants par certains nombres entiers. Les invariants de G sont donc divisibles par les invariants correspondants de F. On reconnaît facilement que cette condition , qui est nécessaire , est aussi suffisante.
Théorème XL — Pour qu'une forme bilinéaire G soit contenue dans la forme F, il faut et il suffît que le rang de G ne surpasse pas le rang de F, et que les invariants de G soient divisibles par les invariants correspondants de F.
Ce résultat comprend aussi le cas de l'équivalence.
31. Considérons maintenant les systèmes de congruences linéaires
\ai,iXi-i-ai,zX2-\- ■ . . -\-ai,„x„ = Ui (modM) ()■■••{ (^ = l,2,...,n).
Désignons par
di ôi /-il. \
ei = - , £. = ^ 0=1, 2, ...,w)
les invariants de la matrice du système et ceux de la matrice complétée. Nous supposons que d„ ne soit pas nul.
Posons
c< = (M,Cj), y, = (M,e.),
alors on peut énoncer
Théorème XII. — Pour que le système (1) admette des solutions, il faut et il suffit qu'on ait
Si cette condition est satisfaite , le nombre des solutions est exactement = C.
En effet, d'après le théorème VIII, le système (I) admettra des solutions seulement dans le cas où les plus grands diviseurs des deux matrices
M 0 0 ... 0 ai,i ... ai,,
MO
et
. 0 ai,i
. Ol.n Ml • 02,n «2
sont égaux.
Mais le premier de ces nombres est évidemment égal à
(M», M"-idi,M"-2d2,...,Md„_i,rf„)
= (M", M»-i «1 , M« -2 ^1 rg, . . . M «1 '2 • ■ • ''n - 1 . fi '2 . . . <?«) = (M,ei)X(M,e2)X ..X(M,f„) = C,
et le second de ces nombres est pour la même raison = F. La première partie du théorème est ainsi démontrée. Pour obtenir le nombre des solutions dans le cas C= P, il suffit de rappeler que, par une substitution de déterminant ± 1
y^.ai,kVk,
et, en remplaçant les équations (I) par des combinaisons convenables, on peut obtenir un système équivalent de la forme
e,- «,=/■; (modM).
Or le nombre des solutions de ce dernier système est évidemment
(M, ei) X (M, <'2) X . . . X (M, e„) = C.
Il est à remarquer que j'j = (M, «,) divise c,= (M, e,), car «< divise et. La condition C =: r exige donc qu'on ait
Ci= n ii=l,2, ...,n).
32. On peut donner au théorème XII une autre forme en supposant décomposé en facteurs premiers le module M.
Soient ju, Uk, ak les exposants des plus hautes puissances d'un nombre premier p, qui divisent respectivement M, dk, àk. Alors on a
(1) . . . . a„ — a„_i^a„_i — a«_2^- . .^Oi — ao,
(2) . . . . a„ — a„_i^a„_i — a„_2^...^ai — Oq, (3) Uk^Ok,
(4:) . ak — ttk-i^ak — «A-i,
car nous savons que les rapports
ek+i'^k, £k + i'-ek, dk'.àk, Ck'.Ek
sont des entiers.
La condition
(d„, d„_, M, d„_2M2 M») = ((5„, <5„-iM, Ôn-^^ M»)
devient maintenant pour chaque nombre premier p qui divise M
Supposons que, dans la série (2), le premier terme plus petit que fi soit a^ — a„_i; alors la relation (5), qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les congruences admettent une solution pour le module p/* , devient
et le nombre des solutions est alors p"<T+("-°'^. C'est ce que l'on trouvera par une discussion facile en s'aidant des inégalités (1), (2), (3), (4).
D'après cela, si l'on avait ^y^an — «n-i, la condition devient an = an et le nombre des solutions est p"». Ainsi, dans ce cas, il suffisait de calculer dn et 5„.
On voit facilement que si , dans la série
ttk — oik est le premier terme égal à zéro, 2j«* + i-«* est la plus haute puissance de p pour laquelle, comme module, le système des congruences admet des solutions.
C'est seulement pour préciser les idées que nous avons supposée au n° 31 que le déterminant dn du système (I) n'était pas nul.
Et aussi , à proprement parler, ce n'est pas là une restriction , car, en ajoutant des multiples de M aux coefficients, on peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi.
Mais la plus légère attention suffit pour reconnaître que le théorème XII est général et reste vrai même dans le cas où l'on aurait dp+i = 0, à condition seulement de se conformer à notre convention de prendre dans ce cas
et de même pour les invariants de la matrice complétée 33. Considérons maintenant le système
0<,i iBi + ai,2X2 4- • • • + d'i.m^n Xm+n = «i (mod M)
Désignons comme au n" 31 par
di ôi
les invariants de la matrice complétée , puis posons
Ci = (M,ej), )'i = (M,«i).
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait des solutions est alors encore
mais le nombre des solutions est C X M". En effet, on obtient un système équivalent
eiVi^fi (modM), i= 1, 2, . . . , w
et v„ + i, tn+2, . . . , Vn+m restent arbitraires,
Soit enfin le système
ai,\X\-\-ai,<iX2-\- ■ ■ ■-\-ai,nXn^Ui (modM), (i=l, 2, ....M + m),
et désignons toujours par
ei = ^ (î=l,2,...,n+l)
les invariants de la matrice complétée.
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait des solutions s'obtient à l'aide du théorème VIII sous la forme
(M»+"', M»+"'-idi, M»+'"-2d2, ■•.. M"*d„)
^"^ ■ ■ ■| = (M»+'»,M"+"'"i^i, M"+'»-2<52, ...,M'»-'<J„ + i) ou , après une réduction facile ,
MX (M, fil) X (M, ft,) X . . . X (M, en)
Mais puisque (M, e*) divise (M, ek), on a nécessairement (1) £„ + i = 0 (modM).
Par conséquent M"» <î„ divise M^-Mn+i, et au lieu de (a) on peut
écrire
(M"+'", M»+'"-idi, .... M^d») = (M»+'",M"+"'-i(5i, ....M"»^»),
ce qui revient encore à
si l'on pose comme précédemment
C = (M,OX(M,^2)X ... X(M,p„),
Pour qu'il y ait des solutions, les conditions (1) et (2) sont nécessaires et suffisantes. Le nombre des conditions s'obtient sans difficulté ; il est égal à C.
36. Les méthodes développées à partir du n** 22 permettent de retrouver avec facilité la plupart des résultats obtenus dans la première Partie de ce Chapitre. Nous nous bornerons à déduire de cette façon le théorème VIII sous une forme plus générale. Considérons donc les équations non homogènes
ai,ixi -\-ai,2X2-{- . . . +a'.-,na;„-f ai,n+i = 0
sans faire aucune hypothèse sur m et n. Soient |i A !! et !| A' |! la matrice du système et la matrice complétée. Si l'on prend A; des m équations et que l'on considère tous les déterminants du degré k qu'on peut former avec leurs coefficients , ces déterminants appartiennent en partie à la matrice ||A'|!. Mais, si le système (I) admet une solution, on pourra remplacer les aj,n+i par leurs valeurs
— (ai,iXi-^ai,2X2-\-. . -\-ai,„x„), en sorte que chaque déterminant de || A' || s'exprime en fonction linéaire homogène des déterminants de |i A ||. Dans tous les k équations , le p. g. c. d. des déterminants de i| A |! est donc égal au p. g. c. d. des déterminants de || A' ||. D'où l'on conclut le p. g. c. d. de tous les déterminants du degré k est le même pour les deux matrices || A || et |(A'||. Ce sont là des conditions nécessaires pour que le système (I) admette des solutions. Mais ces conditions ne sont pas toutes indépendantes, comme cela résulte du théorème suivant:
Théorème XIII. — Pour que le système (I) admette une ou plusieurs solutions, il faut et il suffit que le rang p de |i A|! soit égal au rang de II A' Il , et que le p, g. c. d. des déterminants du degré p soit le même pour les matrices || A || et || A' ||.
Nous avons à démontrer seulement que ces conditions sont suffisantes. Or, par une substitution
Xi = 7 . a»,fcyfc,
et en remplaçant les équations (I) par des combinaisons convenables , on peut obtenir un système absolument équivalent
(«iVi4-Mi = 0. e^V2-\-U2 = Q, ..., epVp + Up = 0,
Dans cette transformation les rangs de |î A \\ et de i| A' || se conservent, de même que les p. g. c. d. des déterminants du degré k. Puisqu'on suppose que le rang de || A'|| est =p, les déterminants du degré p + 1
6^62. . .epUp+i, Pj pg . . . epMp4.2. ..., eie2. . .fpUm
doivent s'annuler ; donc
Mp + i:=Mp+2 = • ■ ■ = Mm = 0,
ce qui montre que les équations (II) ne sont pas incompatibles. De plus, les déterminants du degré p de la matrice I| A'!l transformée
e^e^-'-ep, Uie^e^.-.ep, e-^u^e^. . .ep, ..., Cj «2 • • • «p-iMp
doivent être divisibles par e^ e^... ep. Donc «i , «21 • ■ • , Wp sont divisibles par pj, ("2, • • • , ^p respectivement, en sorte que les équations (II) sont satisfaites par des valeurs entières de v^, î'g, ...,Vp- C. Q. F. D.
La plupart des résultats de ce Chapitre sont dus à M. Smith ; un seul, le théorème VIII avait été obtenu antérieurement par M. I. Heger. Le même sujet a été repris ensuite par M. Frobenius qui a introduit la forme bilinéaire. Le Mémoire de M. Frobenius contient encore d'autres applications intéressantes à la théorie algébrique des formes bilinéaires.
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Sur quelques intégrales définies et leur développement en fractions continues.
Je vais considérer d'abord l'intégrale
(l) . . . . / (cosM + «sinu)'"sin"Me-*"dM = /"(>w, n),
rw et n étant des entiers ^0.
En développant
(cos M + ûs sin m)"* sin" m,
suivant les sinus et cosinus des multiples de m , il faut distinguer deux cas , selon que m-\-n est pair ou impair.
Dans le premier cas on obtient une expression de la forme
a + a' cos 2 M + a" cos 4 M + ... -|- a^^^ COS {m-]-n)u /8' sin 2 M + /î" sin 4 M + . . . + p^^^ sin (m + w) u ,
et dans le second cas une expression de la forme
a cos M + «' cos 3 M + . . . + «^^^ cos {m-\-n)u, + /S sin M + /î' sin 3m + . . . + /SW sin (m + n) u.
Ayant ensuite
y*cospue-»=»dM = ^^-2. y""sin2JMC-*"dM = ^-^^. 0 0
on reconnaît que f{m,n) est une fonction rationnelle en x, dont le
dénominateur est du degré m-\-n-\-i , et le numérateur d'un degré inférieur km-\-n-\- 1. Ce dénominateur est pour m-\-n pair = a; (a^ + 22) (a?2 _)- 42) . . . |a:2 _j_ (^ _|_ „)2j ^
et pour m -\-n impair
On voit par là que f(m, n) est développable en série convergente suivant les puissances descendantes de x, tant que x est suffisamment grand (x>»n + n). Or pour obtenir directement ce développement, il suffit d'écrire
{coau-\-asinuy"ain"u = u"-\-a^u'' + ^ -f «2W''+2 + - ■ • , d'où l'on conclut
f(^ «^_, 9 q «il (w+l)ai ■ («+l)(n + 2)aa j
Par conséquent le numérateur de f{m, n) est du degré m et le coefficient de 35" est 1 . 2 . . . n. En écrivant
(2) où
i B = a; (a^ + 2^) (^^ + *^) • • • 1^^ + (w* + ^f\ lorsque m -\- n pair,
B = {31? -\- 1^) (a;^ + 3^) • • • J^^ + (*>* + w)^5 lorsque m -\-n impair,
le numérateur A est par conséquent un polynôme du degré m en x, le coefficient de a;*" étant l'unité.
Voici maintenant ce qui paraît être la manière la plus simple de définir ce polynôme A.
A est le dénominateur de la fraction continue
1 (m—]){n + 2)ia^+ 1) (tm — 2) (n + 3) (a2 + 1)
Ainsi pour
2. Pour établir ce résultat, je remarque d'abord que l'intégration par parties donne
(cos M + a sin «)"• sin»Me-*~ dM = (cos m + a sin m)" sin" u +
-f — Te- =«« [n (cos M 4- « sin m)" sin" - 1 m cos m + -f- m (cos M + a sin m)*"-^ sin" u (a cos u — sin u)']du. La quantité entre [ ] qui multiplie e-*" sous le signe j dans le second membre peut s'écrire
(cos « 4- a sin m)"*-i sin" -i u \n (cos u-{-asin uf + 4- a (m — w) sin u (cos m + o sin «) — »» («^ + 1) sin^ i*\ > en sorte qu'on obtient
\xf{m, n) = a(m — n)f(m, n)-\-nf{m-{- 1, «— 1) —
lorsque M > 0 , et pour n = 0 ,
(5) . . . xf(m,0) = amf{m,0)-\-l — m(a^ + l)fim—l,l).
On voit que la relation (4) reste encore vraie pour n = 0, si l'on adopte cette convention de remplacer alors
nf(.m-{-l,n — 1) par l'unité ; c'est ce que nous ferons désormais. On a ainsi
(6) lx + a(n — m)]f(m,n) = nf(m+l,n — l) — m{a^+l)f(m — l,n-{-l), et cette relation reste vraie même pour n = 0 ou m = 0.
Posons
1 in /"(w — l,n+l)
la relation (6) pourra s'écrire
d'où l'on conclut pour w = 0 la valeur explicite de (p{0, n) et dans le cas général :
La valeur de g? (m , n) est donc de cette forme
P(»n,n) = .'c'»+ .., Q(»n, w)=a;"' + i + ..., étant des polynômes des degrés m et m -\- l respectivement Lorsque w = 0 , la formule (7) donne directement la valeur de l'intégrale
/ {coa u -\- a sinu)"' e-^^ du
sous la forme d'une fraction continue. Mais il est facile maintenant d'obtenir l'expression générale de fim, n). En effet ayant
f{m, n) = nq>{m, n)f{,m-{- 1, «— 1), on en déduit
f(m,n) = 1.2.3...n.<p(m,n)(p(m-\-i,n—l)...(p(m-\-n—l,l)f(m-\-n,0), = 1.2 n.(p{m,n)(pim-\-l,n — l)...q>{m + n—l, i)(p{m-\-n,0),
ou encore / (m , «) = 1 . 2 . . . n . ^^^'"^ X f(^ + l.n-l) V(m + n,0)
Mais si l'on écrit les fractions continues, on reconnaît immédiatement que
Q (m , n) = P (w 4- 1 , M — 1), en sorte que l'expression précédente se réduit ^
Q{OT + n,0) Q(OT + n,0)
C'est là le résultat que nous avons annoncé; il est à peine nécessaire de dire que Q (m + n , 0) = B.
3. On obtient des résultats analogues en considérant l'intégrale
(coshM + asinhM)*" sinh"Me-''"dM = F(m, n),
et il suffira d'indiquer ici les résultats auxquels on est conduit ,
F(m,n) _ 1 OT(n-f l)(a^— 1)
1 nFf) (10)
mF (»n +1 , « — 1) a; + (M — m) a + a; + (n — w + 2) a -f (m — 1) (w + 2) (a2 — 1) 1 (M 4- w) (g^ — 1)
» + (w — »n4-4)a+ V a; + (« + »«) a et si l'on représente cette fraction continue par
on a
la valeur
de Q (m + n , 0) étant
(m + nfi
selon que m -j- w est pair ou impair.
Il est à remarquer toutefois que la condition que wi et n sont des entiers, n'est point nécessaire ici, car si l'on suppose a ^ — 1, cosh u-{-a sinh m, ne s'annule jamais et m peut même être négatif. Ainsi si l'on prend n = 0 et qu'on remplace m par —m, la formule (10) donnera
, rco e-'"*du __ 1 »w(l — a^)
\ J (cosh M + a sinh m)"" x-\-m.a -\- a; -f (w + 2) « -f (14) . ./ 0
Il serait facile de démontrer que cette fraction continue est convergente si l'on suppose
mais ici nous laisserons de côté systématiquement les questions de convergence , sur lesquelles nous reviendrons dans une autre occasion.
Dans la suite nous aurons besoin d'un cas particulier de la formule (14), posons a = 0 , m := 2 ,
on bien
ce qui peut s écrire encore
(15) .f tgh«--d^* = ^+V^^4^
4. Nous chercherons maintenant le développement en fraction continue de l'intégrale
" sinh (a m) sinh (6 m) _
Il est clair d'abord qu'on a sinh (au) sinh (bu)
sinh (eu)
= ab
sinh (c u)
'du.
et l'on reconnaît facilement que a* est un polynôme homogène du degré k en o^, b^, &. On en déduit
_ai a2_a3 ,
et l'on pourra par conséquent développer I en fraction continue de la manière suivante
ah
Ml
IH
C'est ce développement que nous voulons obtenir.
Voici une première observation dont nous aurons besoin. Lorsque a
... , . sinh (au) ,
est un multiple exact de c, a-=^nc, on sait que —^77 — \ est un polynôme du degré n — 1 en cosh c , ou encore
-— — — - = a cosh (» — 1) eu -\- a' cosh (n — 3) eu + a" cosh (n — 5) eu -)- . . . ,
Pn
et il est très facile de conclure qu'en ce cas I est de la forme ^r-,
P„ étant un polynôme du degré n — 1 , Qn un polynôme du degré n en x^. Ainsi dans ce cas on doit avoir fi„ = 0 et la fraction continue est finie. Il est clair qu'il en est de même lorsque b = nc.
D'après la formule (16) il s'agit de réduire en fraction continue la série
^""o^ X" ^ a^ a^ "•"■•■■ Pour cela on calculera d'abord
et d'après ce que nous avons dit des aj, il est clair qu'aussi Pk sera un polynôme homogène du degré k en a^, b^, â. Mais nous venons de voir que pour (x- = c^ ou b^ = c^, /Sg, /?3> /*4. • • • s'annulent. Donc /?,, fia, Pi, •■■ sont tous divisibles par (c^ — a^) (t^ — b^) et d'ailleurs p^ ne peut s'en distinguer que par un facteur constant.
En posant donc
\:Q = x' + P,-p^^, on aura
yk étant homogène et du degré k en a?, b^, cl On en déduit l:S, = a;^ + ^-^ + |^-^ + ....
dk étant encore du degré k en aP; b^, cK Or d'après ce que nous avons dit ^2. ^3' ^4) •••) doivent s'annuler pour «2 — 45^ ou è^ — 452. Ces coefficients sont donc tous divisibles par (4 c^ — a^) (4 c^ — 6^) et ^2 ne peut en différer que par un facteur constant. En posant donc
l:Si = ic2 + (5i-<Î2S2, on aura
Ek étant encore homogène et du degré k en a\ b\ <?.
II est clair que l'on peut continuer ce raisonnement , pour arriver à ce résultat que dans la fraction continue (17) on a nécessairement (si l'on fait encore attention à la symétrie par rapport à a et 6) ,
A„ = p„ c^ -f- qn (a^ + ô'-^) , /x „ = fn (n^ (? — a') (n^ c^ — b'^) ,
Pn, Çnt fn étant des quantités purement numériques. Pour les obtenir je pose d'abord c = 0, ce qui donne
/•* sinh(a«)8inh(6M)
/ Il
e-^«dM =
"^ oif+ îo (^+ P) — x^'-fq^ (a2 + 62) — x^ + q^ (a^ + b^) — "'
mais l'intégrale définie est égale à
^pco8h(^4-j)j^--J^_,,^^^^_^/-co8h(a-6)u^l^_,,^^^^
et en développant les cosh suivant les puissances de u on trouve sans difficulté que la valeur de l'intégrale est
j (^^ — a^ — f>^-\-^ab\ ^^''^W-a^-b^-2abl'
Or le développement en fraction continue de ce logarithme se déduit par un simple changement de lettres de celui bien connu de
Mm
et l'on obtient ainsi
ab^ |_a262 {%aH^
par conséquent
în = — 1 , Tn
4n2— 1 Pour obtenir p„ posons « = 6=1, c = 2, il viendra
J ■ af-^4po~2 — a;2-f4pi — 2 — ar-j-épg — 2 —
et la comparaison avec la formule (16) donne
4jo„ — 2 = 2(2»»+ 1)'^ donc p„ = 2n2 + 2n+ 1. II 25
Ainsi nous avons
( '^ sinh (g u) sinh (b u) .^^ ab A«i _^2_
^^^> ■ I ^ sinh (CM) i'-i + Ao - x2 + Al - ^ + Àa - ' ' " '
A ce résultat j'ajouterai le suivant qu'on obtient d'une manière analogue :
(19) . . . Ch ?!î^! .- « du = ^_r -V -V A • • ■ -
J sinh (6 M) x-\- x-\- x-\- x-\-
Pour a= 1 , î» ^ 2, on obtient un résultat qu'on déduit aussi comme cas particulier de notre formule (14).
U/ OC
et il en est de même de l'intégrale (18) dans le cas particulier c=a-\-b. Nous allons indiquer les résultats qu'on obtient ainsi , mais pour abréger, nous omettons la déduction qui, du reste, n'offre pas de difficultés. Considérons d'abord l'intégrale
.■«sinh|f26-l)M^_,„„^ / smh u
elle est égale à
Le développement en série suivant les puissances descendantes de X est
~x "^ rr> "^ «6 -r a;T -r • • • •
On a introduit ici les polynômes de BernouUi
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Le développement en fraction continue est
(20) . i^{x + b)-iy>{x+l-b) = ^-^ \ J^ \...^
En second lieu l'intégrale
/•* 2 sinh (bu) sinh (l—b)u , .1 Sinh M ^ ""'
est égfale à
Le développement en série est
_ ?ii*) _ fsJb) _ <P5(6) _
x^ xf :(fi • ■ ■ '
et le développement en fraction continue
(21) \b(i—b) Pi jïi_ P2_ _?2_ Pa %
x+ 1+ ^-+ 1+ x'-{- 1+ .-cq:---'
_Hin-\-b)[n-\-i-b) ^" 2(2n-\- 1) ■
Si, dans la formule (20) on divise par b ~ ^ et qu'on pose ensuite 6= J, il viendra, en écrivant
■4(2« — 1)(2m + 1)' le développement en série est
oîl Bi = J , Bj = ^, . . . sont les nombres de Bernoulli.
On peut déduire de la formule (21) d'une façon analogue le résultat
(23) . .^(<?^ÔT-4-^-^^-^=^-T-\-hi-~Â--j:---'
^ ' ^ {x-\-nf x-\-x-^x-\-x-\-x-{-
nin -\- 1 )^
«"— ^n + ii '
le développement en série étant
8 El __ 5B2 7 Bj _ 9B4
Nous allons considérer encore l'intégrale
(24) . /■(a,/5,Â;)= f (sinhMCOshM)''F(a, /?, }', — 8lnh2M)e-^«dM.
désigne la série hypèrgéométrique. Cette série n'est convergente que tant que « est < 1 tandis que dans la formule (24) l'argument de la série hypergéométrique varie de 0 à — 00 . Mais on sait que
(25) . . . F{a,p,Y,-z) = a-\-z)-<'F{a,y-fi,y,j^^,
et un argument négatif est ainsi ramené à un argument positif et inférieur à l'unité. A la vérité il aurait fallu appliquer cette formule (26) dans l'expression (24), c'est simplement pour abréger l'écriture que nous ne l'avons pas fait.
Enfin dans le premier membre de (24) nous n'avons pas indiqué le paramètre y puisqu'il faudra supposer toujours
Une intégration par parties donne
(27) . . . . a;/'(a, j5, A)=^1;sinhMC08hM)*L.e-^"dM,
L = ft (cosh^M + sinh2 „) p („^ ^^ y) _ ^^sinh^ u cosh^ m f (a + 1, jô + 1, >- rf- 1),
le quatrième élément dans les séries hypergéométriques étant toujours — sinh^ u.
On a d'autre part
+ a/8 sinh^ M cosh^ m F (a + J , /î -f 1, y -|- 1) , ou si l'on introduit la valeur >' = J (« + /î + 1),
(cosh'-^ u + sinh» u) F (a, /î, j/) = F (a — 1, /î — 1, y — l) +
+ J-^~f^smhHcOBh^uF{a+l,/i^2,y-{-l).
A l'aide de cette relation on peut éliminer F (a, fi, y) de l'expression L, et l'on obtient ainsi cette relation
/ xr{a,fi,k) = kf{a — l,fi — i,k—l) —
Il faut supposer dans cette formule A>0, elle reste encore exacte pour A; = 0 , à condition de remplacer alors
kf{a-l,^-l,k-i) par l'unité.
On obtient maintenant sans difficulté le dé\^eloppement en fraction continue
f29> /•(«, /?, fe) _ ] Jo_ Ji_ Ja.
^ f • ■ kf(a — l,^—[,k—l)~x-{-x+x-\-x-\-""
X„ — (a + n)(/9 + w)(fe + «+l)(«-h^ — ^ + w— 1) ^
et en particulier pour A; = 0,
(30) . Tf \a, ^, ^ (a + ;S + 1), _ sinh^ MJ e — dw = -L J^ Jl- A
On pourra en déduire un grand nombre de formules plus particulières, dont quelques unes ont été obtenues déjà d'une autre façon.
Soit en dernier lieu
(31) . f(a,ft,y) = j sinhî'-i Mcosh"-» ^-;MF(a,/î, j', — sinh2tt)e-*"dM,
les paramètres «, fl, y étant arbitraires.
Une intégration par parties donne d'abord
X j sinh»' M cosh'^ u F («, ft, y) e"'" du = / sinh»'-' m cosh'^-i wLt;- •^» dw,
L = (cosh- M 4- g sinh^ m) V (n, fi, y) — 2 -^ sinh''^ m cosh'-^ m F (a -f 1 , /? + 1 , y 4 I )•
Mais on a
[y—l-\-(a-\-fi— 1) Sinh" ?«] F (a, /?, J',) = (}' — 1) I-M" - 1, /^ - 1. !' — i) +
+ "f- 8inh2 M C08h2 m F (a + 1, /i + 1, y + 1). Or en introduisant les valeurs
on a
p cosh^ M + g sinh^ m = 7— l + (a-f/i — 1) sinh' m,
donc
L = (}' — l)F(a — 1,^— l,j' — 1)— "^8inh^MC08h2»F(a + l,/;+l, ;'4-l),
d'où l'on conclut
(32) . xr{a,^,y)={y-i)na-l,p-l,y-l)-'^f(a-\-l,f)-\-l,y + l), et si l'on pose
en sorte qu'on obtient le développement en fraction continue
Le rapport
fJPjJ^)
est donc indépendant de y. Pour obtenir alors la valeur de ce rapport sous une forme plus simple on pourra poser 7 =r/i, ce qui donne
F (a, fi, Y, — sinh" u) = cosh - •^" m ,
et l'on trouve
/ sinhP -^u cosh-" ue-^" du (34) /(«i/^- /) _ 0
(y — l)f{a—],ft—l,Y — l) (^_i)psinh/'-2Mcoshi-''Me-^«dM
"o Si l'on substitue cette valeur dans la formule (33) on obtient un résultat qui se déduit aussi de la formule (10) en prenant a = 0, ?« = — «, rt=zf} — 1.
Note sur quelques fractions continues.
(Q. J. Math., London, 25, 1891, J. 198—200.)
1. M. Hermite obtient dans son Cours de la Sorbonne (4'*"» Edition , p. 116) ce résultat élégant
(0<e<i) En posant
n) ~y\nn(p{n
nous trouvons que <p{n) peut s'exprimer par une fraction continue convergente d'une loi très simple
Pour w = l, ?'(l) = — = 1.27324...
Réduites.
Corrections.
2. Le résultat que nous venons d'énoncer, se déduit sans difficulté de cette formule
En effet pour a=^\,
lr(a; + i)/ - ' "^-s^::^ + 0- , 3 .5
d'où l'on conclut l'expression donnée pour <p{n). On a encore
r(a: — io4-i)r(a; + ja + j) ^ r(a;-ia-ff)r(a;+èaH-î)
«* +-8^ + ..., d'où pour a = 0,
\r{x-fî;j 4.r + ô
3. Nous indiquerons maintenant la déduction de ces formules (I) et (II) Dans notre article Sur quelques intégrales définies et leur développement en fractions continues (ce Journal, t. 24, 1890), nous avons obtenu la formule suivante
/ sinh^-' ucosh"" u. (;-="'</«
iP— 1) r8inh/î-2t<co8hi-« u . e-'» du ^ + ^4:i*-iil^iLD(a-|-2)(^4-2)
En remplaçant ici
n par 1 — a ,
fi par \-{- a,
X par 4:c, on verra facilement par la substitution e ^" = v que les intégrales s'ex* priment par la fonction r et l'on obtiendra après quelques réductions faciles la formule (I).
La formule (II) s'obtient d'une manière analogue, en remplaçant
o par l — rt ,
fi par J +a,
X par 4;r,
et substituant e^^" = ('. Les calculs n'offrant point de difficulté nous croyons inutile d'insister. La fonction F s'introduit toujours par la formule connue
(Paris, C.R. Acad. Sci,, ii8, 1894, 1315— 1317)
Sur une application des fractions continues.
(Note, présentée par M. Picard.)
Soit
*' («) = Co + Cl 5! + Cg «^ + . . . ,
une série à coefficients réels. Admettons que tous les déterminants
Ca
• Cn - 1
Cn- 1 Cn
, Bn =
Ch
soient positifs. On peut conclure de là :
1". Que tous les coefficients c» sont positifs; 2^. Que le rapport
Cn + l C,,
va toujours en croissant avec n.
Deux cas peuvent se présenter, ou bien ce rapport croît avec n audelà de toute limite, ou bien ce rapport tend vers une limite finie. Admettons encore que ce soit le second cas qui arrive et que
Cn
La fonction F (z) est alors définie par la série d'abord pour les valeurs
SUR UNE APPLICATION DES FRACTIONS CONTINUES
Mais cette fonction F (s) existe en réalité dans tout le plan et y est partout régulière. Elle admet seulement comme ligne singulière le
segment de l'axe réel entre a; = -r et x= oo.
C'est ce qui résulte de nos recherches sur les fractions continues dont nous avons terminé la rédaction. En effet , on a
boz
OÙ
On démontre que cette fractipn continue est convergente dans tout le plan et y représente une fonction analytique avec le caractère que nous venons d'indiquer.
En général, c'est à-dire tant qu'on n'introduit pas de nouvelles conditions restrictives relatives aux coefficients Cn, la partie de l'axe réel
entre x = j et x = oo est une véritable ligne singulière et l'on ne peut pas
continuer analy tiquement la fonction F («) en traversant cette ligne. Mais, dans des cas particuliers , les choses peuvent se simplifier» et c'est précisément sur un cas de cette nature que nous voudrions appeler l'attention ici.
L'étude du beau Mémoire Sur les équations de la Physique mathématique, que M. Poinçaré vient de faire paraître (Comptes rendus de la Société mathématique de Palerme, t. VIII), nous a suggéré l'idée de poser cette question : dans quel cas la fonction F (2) est-elle méromorphe dans tout le plan ?
La réponse est d'une simplicité inattendue.
Pour que la fonction F (a) soit méromorphe dans tout le plan, il faut et il suffit que l'on ait , pour w = 00 ,
lira b2n-i = lira ftan = 0.
SUR UNE APPLICATION DES FRACTIONS CONTINUES
Si ces conditions se trouvent vérifiées , on a
Les pôles a„ sont naturellement tous réels et ^ . , le premier d'entre
eux est «, = y • Les coefficients m,, sont positifs , G est une constante positive ou nulle dont la valeur peut s'exprimer ainsi :
C = lim(A„+,:^%i±i]
(Paris, C.-R. , Acad. Sci. , ii8, 1894, 1401 — 1403).
Recherches sur les fractions continues.
(Mémoire, présenté par M. Hermite.) (Extrait par l'auteur.)
(Renvoi à la Section de Gréométrie.)
aiZ -^ l : a2-\- \ : a^z -\- ] : n
où z est une variable imaginaire et a^, a.,, ff.,, . . . sont des nombres réels positifs.
Deux cas sont à distinguer selon que la série
(S) fj, -f frj 4- Cl., 4- a, -f . . .
est convergente ou divergente.
L'étude du premier cas est de beaucoup la plus simple et conduit aux résultats suivants.
Dans le cas où la série (S) est convergente , les réduites d'ordre pair et les réduites d'ordre impair tendent vers deux limites différentes
P (?) et ^-'~^q (2) ' «1 («)
Ici p(z), q{z), p^ (z), «7i (z) sont des fonctions holomorphes dans tout
le plan, ce sont des fonctions entières de z du genre zéro Ces fonctions
n'admettent que des zéros simples qui sont réels et négatifs , et
Piz) _ /^i_ , Jh |_ ^a
qYz) z ^- k,'^ z + l,'^ z -\- Xs" "
Pli?) _ ''0 . _ Il |_ . 3__
q,{z]~ z ^z-\-e,^zi-6,- ■■
2. Avant d'aller plus loin, considérons le développement de la fraction continue suivant les puissances descendantes de z. Ce développement se présente sous la forme
les coefficients c„ étant positifs et le rapport
coït constamment avec w. Deux cas peuvent se présenter: ou bien ce rapport tend vers une limite finie l et alors la série (S,) est convergente pour 2 > A, on bien ce rapport croît au delà de toute limite, et alors la série (SJ est toujours divergente
Nous trouvons que le premier cas a lieu lorsque les nombres
sont limités supérieurement. Dans le cas contraire , c'est le second cas qui a lieu.
3. Considérons le cas où la série (S) est divergente Nous trouvons d'abord que les réduites d'ordre pair ou impair tendent vers une même limite F (a), la fraction continue est convergente, et cela pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de 2 : il faut faire exception .seulement pour les valeurs réelles négatives.
La partie négative de l'axe réel est ainsi une ligne singulière.
La fonction F (2) est une fonction analytique holomorphe dans tout le domaine que nous venons d'indiquer.
Pour obtenir ce résultat nous nous appuyons surtout sur un théorème de la théorie des fonctions qu'on peut énoncer ainsi. Soit
U{Z\ f,(z\ f^{z),...Jn{z),...
une suite infinie d*; fonctions analytiques holomorphes dans un domaine S limité par un contour s. Si le module de la somme
admet une limite supérieure L, indépendante de n, tant que z est dans S ou sur s; si ensuite la série
est uniformément convergente dans un cercle quelconque C compris entièrement dans S , alors on peut affirmer que cette même série est uniformément convergente dans tout le domaine S, etF(«) est holo morphe dans le même domaine.
4. Le résultat précédent laisse obscure la nature de la ligne singulière ; pour éclaircir ce dernier point nous montrons que la fonction F («) peut se mettre sous cette nouvelle forme analytique
d<^{u) _ r^ <iu(du) z-\-u ./ (z -|- m)'^
Ici * (u) est une fonction réelle et croissante
mais elle peut avoir des sauts brusques dans tout intervalle, et aussi elle n'est nullement assujettie à être une fonction analytique. Cela suffit pour montrer qu'en général la ligne essentielle met un obstacle infranchissable à la continuation analytique de F(«).
Lorsque le rapport Cn.\\ : Cn tend vers une limite finie A, la fonction * (m) est constante à partir de m = A et l'expression de F («) se réduit à
formule dans laquelle * (m) peut être une fonction croissante absolument quelconque.
5. Dans la dernière partie de notre travail , nous faisons quelques applications de la théorie qu'on vient de résumer.
L'étude, au point de vue de la convergence, de la fraction continue qui provient d'une intégrale
f^ dy>(u)
yj (m) étant une fonction croissante quelconque , n'offre plus de difficultés.
Comme résultat particulier, nous montrons qu'il suffit de transformer la série de Stirling
en fraction continue
INTRODUCTION
L'objet de ce travail est l'étude de la fraction continue
dZn + ï S-\-
dans laquelle les a, sont des nombres réels et positifs, tandis que z est
une variable qui peut prendre toutes les valeurs réelles ou imaginaires.
P (z) En désignant par p." . . la n'*™® réduite qui ne dépend que des n pre-
miers coefficients a<, nous chercherons dans quels cas cette réduite tend vers une limite pour n ^ 00 et nous aurons à approfondir la nature de cette limite considérée comme une fonction de z.
Nous allons résumer le résultat le plus essentiel de cette étude. Il y a deux cas à distinguer.
Premier cas. — La série ^^ ^n ^^^ convergente.
Dans ce cas, on a, pour toute valeur finie de z,
limP2„(s) = p(3),
limQ2„(2) = g(a), limP2„+i(3) = Pi(«), limQ2„+i(5!) = gi(«),
p(z), ç[(^),Pi («), 3i («) étant des fonctions holomorphes dans tout le plan qui satisfont à la relation
q (z) pi (z) — 9i (z) p(z) = -\-l.
Ces fonctions sont du genre zéro et n'admettent que des zéros simples qui sont réels et négatifs.
Les réduites d'ordre pair et les réduites d'ordre impair tendent donc chacune vers une limite, mais ces limites sont différentes et peuvent se mettre aussi sous la forme d'une série de fractions simples
Pi (g) _ ''O I *'l I ^2 I I ^k ■
f^k, h,vk, Bk étant des nombres réels et positifs. Second cas. — La série ^^ a„ est divergente.
^ÊÊmt
Dans ce cas , les réduites tendent vers une limite finie quelle que soit la valeur de 2; il faut excepter seulement les valeuis réelles et négatives de 0, et considérer ainsi la partie négative de l'axe réel comme une coupure. Cette limite est une fonction analytique de z qui peut se mettre sous la forme
4> {u)du / =° d * (m)
J (z+uf-J 7+1*
Ici $ (m) est une fonction réelle et croissante (non analytique , en général) qui croît de *(0) = 0 jusqu'à <I)(oo) = — Cette fonction 4»(m)
peut d'ailleurs présenter des sauts brusques en nombre fini ou infini. La coupure sera ainsi une ligne de singularités essentielles dans le cas où *(«) présente des discontinuités dans tout intervalle (ce qu'il faut considérer comme le cas général) ou même lorsqu'elle est seulement non analytique.
On rencontre souvent sous des formes un peu différentes des frac-
lions continues qui rentrent réellement dans le type (I) et auxquelles on peut ainsi appliquer nos théorèmes. D'abord, en posant
«1 Ctndn + l
la fraction continue (I) peut s'écrire
et pour tz = l (P) ....
bot
1+ — hi
A l'aide de l'identité
la fraction continue (P) pourra se transformer en (P)
ne) h
la n'^^^ réduite de (P) est identique avec la 2n'*'"® réduite de (I) ou de (P). Cette fraction (I") est de la forme
avec des valeurs positives des A,, a,. Cette forme (P) se rencontre assez souvent; dès lors , il y a de l'intérêt à savoir si elle peut se mettre sous
la forme (P) avec des valeurs positives des 6,-, en sorte que nos théorèmes soient applicables. En identifiant on a
d'oii l'on tire successivement 60, 61, 62, ... , et généralement
An
«1 ' puis 62n-l = An : 62n-
Cependant, il peut arriver que le calcul de ces 6» devienne compliqué et , puisqu'il s'agit seulement de savoir si ces quantités sont toutes positives ou non , on pourra quelquefois avec avantage se servir de la proposition suivante.
Les quantités bi sont certainement toutes positives si l'on peut trouver une fonction positive de n, P„(P] =0), telle que
En effet , 62 =: — est positif et ne surpasse pas '-p- ^ Pg. Or , si
62n-2 est compris entre 0 et P„, on en conclura à cause de
que 62» est positif, plus petit que ^ ^Pn+i.
Donc on aura généralement
0<62„gP„+i, et puis 62n-i =A„ : 62». est aussi positif.
En particulier les 6, sont tous positifs dans les deux cas suivants:
1" Lorsque a„^l-|-An, puisque la proposition énoncée s'applique alors en prenant P„ = 1 ;
2° Lorsque on+i^l + ^n, il suffit alors de prendre P„ = An-i.
Considérons, par exemple, la iractioii continue étudiée par Laguerre qui est de la forme (H) avec les valeurs suivantes des coefficients
Q = 1, kn — n^ (w^l
Le calcul des bi n'offi-e ici aucune difficulté et l'on trouve
puis
Laguerrc, en supposant z réel positif, a montré que la fraction continue est convergente et égale à
Il résulte maintenant de notre théorie que cette proposition s'étend à toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z, en faisant exception pour les valeurs réelles et négatives.
Considérons , en second lieu , la fraction continue que nous avons rencontrée dans ces Annales, t. III, et qui est encore de la forme P, abstraction faite du changement de z en 2^. On a
Ao = l, A„ = (2n — l)(2n)2(2w + l)A;2, a„ = (2n-l)2(l+A'), k"^ étant une quantité positive. Le calcul des 6< se complique ici. Mais si l'on prend
l'inégalité
On — Pn
se réduit à
et se trouve donc satisfaite. La fraction continue considérée appartient donc encore au type que nous avons étudié.
CHAPITRE I
ÉTUDE DES POLYNOMES Ptii^), Qn (a).
1. Considérons une suite de nombres N, Nj, Ng, ..., liés parles relations
Ni = a2N2 4-N3,
Nft _ 1 = a fc Nft + Nft + 1.
On pourra exprimer successivement N par N^ et Ng, par Ng et Ng, par Ng et N4, etc.
N = (ai02 + 1) Ng + OiNg = (ai «2 «3 + «i + «s) Ng + (aj Og + 1) N^ = . . . . Introduisons un symbole
[«i> «2> • • » «ft]> déterminé par les relations
'[«1. «2. •••>aA] = [ai. «2. •••, aft-i]oft + [ai,a2, ...,aft_2], on aura
(2) . . . N = [ai,a2, ..., afc]Nft + [ai,a2, ...,a4_i]Nfc + t.
Il est clair que N, N*, Na+j sont liés par une relation linéaire et homogène. Il est facile d'obtenir cette relation. Multiplions (2) par Uk + i et remplaçons ak+i Na+i par Na — Na+2, on aura
[ai + i]N = [ai, aa, .. ., a* + i]Nfc — [ai, a2, ..., ak-i]Nk+2;
multiplions par ak+2 et ajoutons, membre à membre, à (2), il vient
[o*+i, aA+2]N = [ai,a2, ..., afc+2]NA + [ai, 02, ..., aic-i]'!^k+a,
et il est clair qu'on aura généralement
(3) . [oa + i, aft+2, ..., Ofc4.j_i]N =
= [ai, tta, . . . , ak+i-i] N* + (— 1)' + ^ K, «g, • . • , a*_i] N*+j.
De là, nous allons déduire une identité dont nous aurons besoin dans la suite. En remplaçant k par a , l par ^ -\-y -\-l, on a
(i) • • [«a + l.---.aa+/î + y]N =
= K. •■aa + ^ + y]N„ + (-l)'' + ''[ai,.-.,aa-i]N„4-^ + y + i. D'autre part, en éliminant Na + ^ + i entre les formules [a„ + i,...,a„ + ^]N = [a'i,...,a„ + ^]N„ + (— l)^[ai,...,a„_i]N„_,.^ + i,
[a„ + ^ + 2.--7aa + ^ + j']N = COi,...,aa+/î + y]N„+^ + l+(— l)'"''^[ai,---,0'a+/î]Na+;î+y+l.
on obtient la relation entre N, N„, N„ + ^ + j,^i sous la forme (5) AN = [ai, ...,a„ + ^]|[al,...,a„ + ^ + ,,]N„ + (-l/ + ''[al,...,a„_l]N„+^ + y^.lj , où
+ (— O^^'Cttl, •••.««-!] XK+^ + 2.---. ^a+Z^ + y]-
La comparaison de (4) et (5) montre qu'on a identiquement
A = [Oi, ..., Wa+iîlXK + i, .... Ca + jS + y]-
Nous avons donc cette relation
(A) . . K, ...,aa + ^4.,,]X[aa + i, ..., «„+/?] =
= [«1, •••iaa+/î] X[a„+i, ...,a„ + ^ + j,]
+ (— l)^[«n •••,Oa-l3 X["„+;î + 2, ...,a„+;î + y]-
Il est utile de noter certains cas particuliers. Pour /î = 0, on a
(B) [('i, ...,aa + j,] = ["i, ••,«„] X
XK + i. •••.aa+y] + [ai "a-i] X[a„+2, •••. «a + y^'
et pour a = y = 1,
(C) K,...,a^+2]XK.---.a^ + i] = K'-"'«^ + i]><t''2'--''*/'+2] + ("^)'*- Pour y = l, la relation (B) reproduit la loi de récurrence (1); pour
a = 1, il vient
(6) . . . K, ..., 0'j,+ l] = ai[''2, •••> 'V+l] + t"3>' Oy + ll-
On en conclut facilement
tandis que, d'après (1),
«1 D'après ce qui précède , cette dernière fraction continue est aussi
ésrale à r -■ , d'où il est facile de conclure
s [aft_i, ...,ai]'
(7) [«1,02 ak'] = lak,Ok-u ..., a{].
Il est clair que le symbole [«fj , . . . , a^, . . . , a„] est linéaire par rapport à un quelconque des éléments a^ et, à l'aide de (B), on trouve facilement
(8) . . [«1, ..., a„] = [ai, . . ., at-i] X [«fc+i, ..., a„]aA + âl, où âl est indépendant de a& et peut se mettre sous les formes Sl = \_n^, ...,aic-i,0,ak+i, ...,a„]=[ai, ...,aic-2,ak-i-{-ak+i,"k+2,---,On']- Enfin, on s'assure encore facilement des relations suivantes, où m est un nombre quelconque,
ma,,~, rnoo, -*, .... ma2n-i, — ^'m' "" m ' 'm
ma^, —, mos, —, ..., ma2n-i, -—,«202», + 1 7W ?w m
= mX[0i,a2, ...,a2n+\]
2. Il est clair, d'après ce qui précède, que les numérateurs et les dénominateurs des réduites de notre fraction continue s'expriment de la façon suivante à l'aide du symbole [a^, . . ., a„] que nous avons introduit
P2n(2) = [ff2> «3^) «4» • • • » a2n-lS, a2n],
P2n + 1 (Z) = [û'2i %^> '*4> • • • ' û!2n, «2n4-l «], Q2n + l(2) = [aiS, "2. •••) a2n + ïS]-
Nous désignerons par P*(2!), Q*(a) ce que deviennent P„(a), Qn(2) lorsqu'on remplace partout o, par at+k- Les formules du n" 1 donneront ainsi des relations identiques entre ces polynômes en changeant ai en o,«, lorsque i est impair. On a ainsi les formules
Q2n(a) = a2«Q2n_lfa) + Q2n-2(a), Q2n + l(2) = a8n + l«Qan(«) + Qzn-l (2)-
On s'aperçoit facilement qu'on a généralement
P2„ (s) = do + Si « + . . . + a„-i a" -\
Qa» (0) = âBo + ^1 a + . . . + a» s" ,
P2„+i(z) = eo+eia + ... + en3",
les coefficients étant des polynômes des a^ La loi générale de ces coefficients est un peu compliquée ; elle ne nous serait d'ailleurs d'aucune utilité, mais on reconnaît facilement les quelques expressions suivantes qui nous seront utiles.
<Slo = «2 + «4 + • • • ^^n,
£ln-l^^«2% • • • '''Sn,
oBn — 1 = oBnl r • • • H Z — '
eo=i,
Si = ^ (aa + a^ + . . . + fflafc) aak + i,
^ 10102 «2 03 ainOzn + ll
A cause de la relation identique
on a
3. Nous allons établir maintenant quelques propositions sur les racines des équations qu'on obtient en annulant les polynômes P et Q. Les polynômes P, du reste, ne diffèrent pas essentiellement des polynômes Q, et nous insisterons surtout sur ces derniers. Dans la relation (A) du n° 1 , posons
a = 2M — 3, /3 = 1, y = 2, il viendra, en changeant toujours ai en a,z lorsque i est impair,
a2n-2Q2n(2) = [a2n-2,Û(2»-l2, a2n]Q2n-2(s) — Cl2n^2n-i{s)',
on voit que
Q2n(3), Q2n-2(S), Q2n-i{z)- ••Q2(«), Qo ('2') = 1
forment une suite de Sturm. Pour s = — oo , cette suite présente n variations de signe , pour 2 = 0 il n'y a aucune variation. On en conclut que les n racines de
sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de Q2n-2(2) = 0. Lorsque 2 passe en croissant par une racine de Q2„(a) = 0, le rapport Q2m-2(2) : Q2n(2) saute de ^ — 00 à -f- 00. Posons maintenant dans la relation (A),
a = 2n — 2, ^=1, y = 2, on aura
Q2« + l(g)_r^ « » « lQ2n-l(g) ^ Q2«-3(g). 02n-l — L*2»-l, «2n2f, «2)1 *• ij ;, «2n + l 1 »
donc
Q2« + l(g) Q2n-l(g) Qi(g) _
z forment une suite de Sturm. Les n racines de
e sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de ■ — = 0.
Le rapport Q2n-i (2) : Q2n + i («) saute toujours de — 00 à -|- * • Prenons maintenant
on aura
r^ / X r TQ2n-l(«) Q2n-3(2). a2n-l y2n(Z) = L''2n-lS> «2»J " >
donc
Q2n-l(g) Q2n-3(g) Ql («) _ „
forment une suite de Sturm: les racines de Q2n(2) = 0 sont séparées par celles de -l?-îL=i — = o. Posons enfin
a = 2w— 1, /î=l, y=l, il viendra
«2«Q2n + l(a) = [a2.i, «2n + lZ]Q2n(3) — Q2n-2(3);
donc
Q2n + 1(S),Q2«(2), Q2»-2(S), •••, Q2 (■S) . Qo («) = ^
forment une suite de Sturm. Les racines de Q2« + i(2) = 0 sont séparées par celles de Q2n{e) = 0.
Nous venons de voir que les racines de
= [ai,a2Z, «3, ..., a2n-2 3,a2n-l] = 0
séparent les racines de
Q2n(2î) = [ai, «2») «8. • • •» «2n-l, rt2n2] = 0.
Donc aussi les racines de
sépareront les racines de
ce qui revient à dire que les racines de P2„(z) = 0 séparent les racines de Q2„(2) = 0.
De même, on verra que la proposition que les racines de Q2„(a)=0 séparent les racines de Q2n + i(«) = 0 ne diffère pas au fond de celle-ci: les racines de P2n+i(8) = 0 séparent les racines de Q2n + i(«) = 0.
Il résulte de là que dans les décompositions en fractions simples
P2n(g) ^ Ml Mg M„ ^
P2n4-1 (g) _ _No , _Ni__ , Ng , , Nn .
Q2n+i(«) 2 'z-^x^ a + rcg ■2 + a;«'
les quantités M,-, N,- sont toutes positives. (Il va sans dire que les a;, ne sont pas les mêmes dans les deux formules.)
4. Les racines de l'équation Q„ (x) = 0 sont évidemment des fonctions des n premiers nombres a,. Peut-il arriver cependant qu'une telle racine ne dépende point d'un de ces a,? C'est ce que nous allons examiner. On a d'après la formule (B) du n" 1, en employant la notation que nous avons expliquée au commencement du n^' 2,
(1) . . . Q2„ + 2n'(z) =Q2n{z) ql"niz) + Qsn-l (^î) P1:|'(2) ,
(2) . . . Q2„-^2„'+i(2)=Q2„(a)Qi;:'+i(g)+Q2«-i(2)Pi:;'+i(2).
Nous savons que les deux polynômes Qn («),?« (3) ne s'annulent jamais pour une même valeur de z, de même Qn(g) et Q„_i(a). Cela étant, il est facile de conclure de la formule (1):
Si x = a annule deux des fonctions (^2n+2n'{s), Q2n(«), Pl"'(2), cette valeur x^a annulera aussi la troisième de ces fonctions.
Si x = a annule deux des fonctions Q2n+2n'iz), Q2n-i (2), Qln'i^) cette valeur a; = a annulera aussi la troisième de ces fonctions.
Dans le second membre de (1), c'est le polynôme Q|^'(2) seul qui dépend de a2n-i-i; en mettant en évidence ce coefficient, il vient
(3) . . . . Q2„ + 2n'(2:=a2„.fl2Q2n(z)P2"'(g) + R(2),
OÙ R(z) est un polynôme qui ne dépend point de a2n+i- H est clair maintenant que les racines de Q2n-f2n'(3) = 0 qui ne dépendent point de azn+i doivent satisfaire aux équations
Q2n{z)n«iz) = 0, R («) = 0.
Une telle racine doit donc annuler l'un des deux polynômes Q2n(3), P2"'(3), mais, d'après ce qu'on vient de voir, elle annule alors aussi l'autre. Réciproquement, une valeur z^a qui annule Q2n(2) et Flniz)
annulera aussi Q2n+2n'(s) d'après la formule (1), puis aussi R (3) d'après la formule (3), et sera par conséquent une racine de Q2n+2n'(2)=:0 qui est indépendante de a2n+i- Ainsi les racines de Q2n+2n'(2!) = 0 qui sont indépendantes de a2n+i coïncident avec les racines communes des deux équations
Et il est clair que ces équations peuvent , en effet , avoir des racines communes, car la première ne dépend que des paramètres a^, «2, . . . , a2n, la seconde des paramètres a2n+2, (t2n+3, ■ • ■ , a2n+2n'- Mais on voit aussi qu'en général, c'est à-dire lorsque les Ui ne satisfont pas à certaines conditions particulières , ces racines n'existent pas.
On établira de la même façon que les racines de Q2n+2n'(z) = 0 qui sont indépendantes de a2n coïncident avec les racines communes des deux équations
La formule (2) donne lieu à des conclusions analogues qu'il suffira d'énoncer.
Les racines de Q2n+2n'-i-i(^') = 0 qui sont indépendantes de a2n coïncident avec les racines communes des deux équations
Les racines de (^2n+2»' +ii2) = 0 qui sont indépendantes de aon + i coïncident avec les racines communes des deux équations
5. Nous allons établir maintenant les propositions suivantes qui complètent celles obtenues au n"' 3.
Les racines de Q2n-i-2n'(«) = 0 sont séparées par celles de
et également par celles de
Q2„-i(^)Ql;;'(«):« = 0.
Les racines de Q2n+2n' + i(2) : z^O sont séparées par celles de
Q2„-i(0)Ql2'+i(^):^2^O.
Les racines de Q2n+2n'+i(^') = 0 sont séparées par celles de
Q2»(^)Pi;;'+i(^)=o.
Pour n' = 0 ou ^ 1 on retrouve les propositions du n° 3.
Il suffira de développer la démonstration de la première proposition
Reprenons la relation
Q2» + 2n'(2) = Q2„(2) qlliz) + Q2„-l (z) P|^'(2),
et désignons les racines de (^2n{z) = 0 rangées par ordre de grandeur croissante par
a-Ca' <:a" < a'" < . . . ; de même les racines de Fl"'{z):=0 par
et l'ensemble des racines a et p par
Cela étant, la proposition énoncée revient à ceci : la suite des quantités
OÙ «0 = — 00 et a;„+„' = 0, ne présente que des variations de signe.
D'abord Q2»i+2n'(a:o) a le signe de ( — !)«+«'; quant à Q2n+2n'(Xt) deux cas sont à distinguer selon qu'on a Xj = a ou aji = /?.
Dans le premier cas ,
Q2„+2»'(a;i) = Q2n-t(a)Pi:.(a); dans le second cas ,
Or, on voit facilement que dans le premier cas Q2n- i (a) a le signe de (— 1)» et Po^'la) le signe de (— 1)»'+S car a est plus petit que la plus petite racine de Q2w-i(2) = 0 et aussi plus petit que /3.
Dans le second cas , on voit de même que Q2n (/?) a le signe de ( — 1)", Ql^'C/î) le signe de ( — l)»'+\ car p est compris dans l'intervalle des
deux plus petites racines de Q|^ {z) = 0. On voit que , dans tous les cas, Q2/.+2n'(a3]) a le sig-ne de (— ij^ + n' + i; ainsi Q2„+2n'(a;o), Q2n+2n'(a;i) présentent une variation.
Supposons maintenant que, dans la suite des Xi, deux racines consécutives Xk et Xk + \ soient des racines a. On aura
Q2n + 2n'(a;fc) = Q2« - 1 (a) ?!"' (a) , Q2n + 2«'(a3ft + l) = Q2n-l(a')P2n'(«')-
Or, a et a' étant deux racines consécutives de Q2n(z)^0 comprennent une racine et une seule de Q2n-i(2) = 0: donc Q2n-i(a) et Q2n-i(a') ont des signes contraires.
D'autre part, entre a et a' il n'y a par hypothèse aucune racine ^ de Pl^'{z) = 0. Donc Pli- (a) et Pi"' (a') ont même signe, et il s'ensuit que (^2n+2n{Xk) et (^2n+2n(Xk + i) présentent encore une variation Dans le cas où Xk^fi, Xk + \ = P\ on aura
Q2n + 2n'(aJA:) = Q2 n (^) Q2 n (/?) ) Q2n + 2«'(a;A+l) =Q2n(;8')Qi;;'(A
Q2n (/»') et Q2„ f/î') ont même signe, Q|^ (^) et Q|»' {§') ont des signes contraires; Q2n+2n' (a;*) et Q2n4-2n'(a;A:+i) présentent encore une variation.
On arrive à la même conclusion dans les deux cas qui restent à discuter, Xk = a, Xk+\ = /5 et Xk=: P, Xk + i = a; dans le premier cas
Q2n + 2n'{Xk) = Q2n - 1 («) FIIÎ' (a) , Q2n + 2n'(^A; + i; = Q2n(/?) Q2"' C^)-
Q2n-i (3):z a. par rapport à Q2n («) les propriétés de la dérivée Q2„(«); ensuite Q2n(/5) a le signe de Q2n(a + «), Q2n-i (a) le signe deQ2n-i(a+e) (e positif très petit).
On en conclut aisément que le rapport Q2n-i (a) : Q2n (P) est négatif. Ensuite Pfn'C'^) ^ P^'' rapport à Ql"' i^) les propriétés de la dérivée; Pi^fa) a le signe de p2»,(^_.); Q|»,(^) le signe de Qf^'C^-e). Le rapport Pf"- (a) : Q|^' (/î) a donc le signe de
et ce signe est -}- ? si l'on remarque que p est une racine de Pi"- {z) = 0 qui est comprise entre deux racines consécutives de Q2n'('^) = 0. Ainsi Q2n+2n'(a;*), Q2n+2n'(a;ft+i) présentent encore une variation. Enfin , si l'on a
Q2«+2»'tet) =Q2„(^) QiS'f/S),
Q2n + 2n'(a;ft+i) = Q2«-l (a) P|^' (a),
on constate que Q2n(/5) : Q2»-i (a) est positif, puis Qlîl'(i8) : P^;;'(a) est négatif.
Les n-\-n' premiers termes de la suite
Q2n4-2n'te,)
ne présentent donc que des variations et l'avant-dernier terme est donc négatif, tandis que le dernier terme est positif La proposition énoncée se trouve ainsi établie.
Nous avons supposé dans ce raisonnement qu'aucune racine a n'est égale à une racine /S. C'est ce qui arrive en général , mais la nature même de la proposition montre qu'il peut en être autrement dans des cas exceptionnels. En effet , d'après notre proposition , chacun des n-\-n' — 1 intervalles formés par les racines de
renferme une racine a ou bien une racine /S. Mais on ne saurait dire a priori quels sont les intervalles qui renferment une racine a et quels sont ceux qui contiennent une racine /î. En effet , cette distribution des racines a et /5 dans les différents intervalles varie d'un cas à l'autre selon les valeurs des ai.
Les coefficients a,- variant d'une façon continue (tout en restant positifs), il doit donc arriver des cas exceptionnels, au moment où la distribution des racines a et ^ dans les intervalles subit un changement. Et il est clair que cela ne peut arriver que de la façon suivante : deux intervalles consécutifs renfermant le premier une racine a, le second une racine p, la racine a peut passer dans le second intervalle, tandis qu'en même temps la racine /J entre dans le premier intervalle. Au II 27
moment critique , les racines a et /î sont confondues avec une racine de
C'est, on le voit, le cas exceptionnel étudié au n^ 4.
6. Nous pouvons établir maintenant, très facilement , la proposition suivante. Soit Xk une racine de
Qn {2) = 0.
Xk peut être considérée comme une fonction de «< et la dérivée partielle
^Xk
ne peut jamais être négative.
Pour la démonstration , il faut distinguer quatre cas selon la parité de M et de t: il suffira de développer le raisonnement dans un seul cas. Supposons
<^2n + 2n'{Xk) = a2n + l XkQ^n («fc) P2n'(«*) + ^ (aîft) = 0,
d'où
^Xk _ _ XkQ2n{Xk)Fl'^'{Xk) àa2n + l Q2n + 2«'(a;fc)
Or, nous avons démontré que Q2n(z)Fl^'{z) a par rapporta (^2n+2n'iz) les propriétés de la dérivée ; donc
Q2«{Xk)-Pl:iXk)
est positif et, puisque Xk n'est pas positif, la propriété énoncée se trouve démontrée dans le cas de n pair, i impair. Exceptionnellement, la dérivée peut être nulle.
La formule
P„ + l(g) Pn(g)_ (—1)"
Q„ + l(^) Q„(^) Qn(2)Q„ + l(2)'
OÙ Q„(^!) Qn+i(2) est un polynôme du degré n-\-\, montre qu'en développant les réduites
Pn (g) ^ Pn + l(g)^
Qn(2)' Q„+i(2)'
suivant les puissances descendantes de z, les w premiers termes de ces développements sont les mêmes. En écrivant
Pn(g)_Co Cl , C2 I ( l'yn-l^»-! 1 I 1 \n °" 1 I l-,n-n"»-H |
on définira donc une suite de quantités
qui sont parfaitement déterminées et qu'on pourra prolonger aussi loin que l'on voudra. Les a sont évidemment des fonctions rationnelles des a,-, et, si l'on introduit les 6,- (voir l'Introduction), les a sont des polynômes à coefficients entiers et positifs des hi.
La manière la plus élégante pour obtenir les expressions des c, par les hi nous paraît être la suivante , que nous avons obtenue dans le Mémoire publié dans le tome III de ces Annales.
On calcule d'abord les quantités a,,^, ^<,i par les formules
ao,o = l, ai,o = 0 lorsque i >0; /?o,fc = ao,* + ^2 «i,ft,
^l,ft = «],* + 64 «2,*,
/Î2,* = a2,A -j- hf, a3,t,
^i.k = «i,/t + b2i + 2ai + I,fc;
02,k + l = 65^2,* + Pl,k,
ai,* + l = b2i + l^i,k-\- ^i-l,k-
Il en résulte qu'on a a,-,^ =: /î,;i ^ 0 lorsque i > A. Les expressions a,,*, /îf,^ obtenues, on peut calculer un coefficient Cn quelconque de plusieurs manières par l'une ou l'autre des formules
Ci+k =6oao,«ao,A + 60^1 6201,4 oj,* + 6061 62686402,102,* + • • • 1 Ci+k+i = bobi ^o,i ^o,k -\- 60616263/31,1^,4 + 6061 62636465/52,(^2,* + ••• •
Les coefficients Cn étant définis , nous considérons la série infinie
^ ^_i_^ Si i
et nous dirons que c'est là le développement de la fraction continue suivant les puissances descendantes de z. C'est une définition purement formelle ; nous verrons bientôt que la série est souvent divergente quelle que soit la valeur de 2: aussi ne faut-il l'envisager pour le moment que sous le point de vue purement formel.
Les Cn sont des fonctions rationnelles des a»; nous donnerons un peu plus loin les formules qui expriment réciproquement les a„ au moyen des c„. A l'aide de ces formules, on pourra donc réduire formellement une série procédant suivant les puissances descendantes de z en une fraction continue.
VJ^__J, L.__ , I
Q„(0) Qo(0)Qi(2) Qi(2,Q,(0)'^---"^Q„_i(2)Q„(2)'
et , en développant suivant les puissances descendantes de z les termes du second membre :
1 eï
Qo(2)Qi(«) z
■Qi{«)Q2{«)~ «' "^ «" a* "^ «' '■''
1 f3 fS fS
1 _ _Aj_*6
En ajoutant les n premières séries , on obtient le développement de Q y V • Or , si l'on remarque que
Q,n-l{z)Qn(z) = CZ {z -{- Xi){z -\- X^) . . .{z -\- Xn-l),
OÙ c, ooi, X2, . . . , Xn-1 sont des nombres positifs, on voit facilement que tous les coefficients «^ sont positifs , et l'on en conclut que , dans le développement (1) de
Pn(£) Q«(«)'
les n premiers coefficients Cq, Cj, . . . , Cn-i sont positifs, et que les coefficients suivants a", aJJ^j, a"^2» ••• sont plus petits que c„, c„+i, Cn+2, ... respectivement.
On peut obtenir le développement d'une réduite en la décomposant d'abord en fractions simples. Posons, comme au n°3,
Pz» (2) _ Ml , M2 , , Mn^
Q2n(«) Z-\-Xi^ Z-\-X^^ "'^ Z-{-X„
on en conclura
Ck
= ^Mia;? CA = 0, l,2,...(2n-l)].
Ensuite , en considérant une réduite d'ordre impair
P2n + 1 (Z) ^ No , Ni , Ng , , _Jin_ ^
Q2n + l(2) Z '^ Z-\- Xi' Z+ X^'^" ~^ Z-fXn'
d'où
CA=^Nia;? (k = 0,l,2,...,2n)(Xo — 0),
ces expressions donnent lieu à la conséquence suivante: La forme quadratique
tn — 1 m — 1 /. ^Cp + i + fcX.-Xfc 0 0
est une forme définie et positive, en sorte que le déterminant
Cp Cp4-i Cp-i-2 ••. Cp + m-l
Cp+i Cp + 2 .Cp + 3 ■•■ Cp^m
Cp-f m — 1 Cp-l-2m — 2
est positif.
En effet , si nous prenons un nombre n tel que
il est clair que la forme quadratique considérée peut s'écrire
D'après ce qu'on vient de voir, on a
Cn + l ^ Cn + 2
c'est-à dire le rapport c„ + i : c„ croît avec w. Deux cas peuvent donc
se présenter: ou bien ce rapport croît au delà de toute limite, et alors
la série
<^o fL_|_ £2
est toujours divergente; ou bien ce rapport tend vers une limite finie X, et alors la série est convergente pour | 2; | > A.
D'autre part , nous savons que la plus grande racine de
croît aussi avec n. Nous allons montrer que, dans le premier cas, cette racine croît aussi au delà de toute limite, et, dans le second cas, elle tend vers la limite X.
Posons , sans distinguer les valeurs paires ou impaires de n
Q„ (2) ^ Z-\-Xi'
n = -g- ou — p — et Xn' étant la plus grande racme , on aura
w Cn-2 .r-^
2^ niix^-^
Donc, si -^^^ croît au delà de toute limite, il en sera de même de Xn'
Cn
Mais supposons
Cn
la limite de Xn- ne pourra pas être < A: je dis qu'elle est égale à L Pour cela, il suffira de montrer que a;»- ne peut pas devenir plus grand que X. Supposons en effet Xn==X-\-e, e étant positif, et considérons les deux séries
/i\ ^ ÎL j. Si.
Nous savons que la série (2) est convergente pour \z\ y Xn' = X-\- e, mais divergente pour | a | < Xn-, et donc en particulier pour
Or, puisque lim — — =:X, la série (1) est convergente pour ]«| >A et,
puisqu'on a a|î < Cn, aû + i < c„ + i, . . . , la série (2) sera aussi convergente pour les mêmes valeurs de z et , en particulier , pour
La même série (2) serait donc en même temps convergente et divergente pour A < I 2 < A -)- e. Cette contradiction montre que la supposition que Xn- peut croître au delà de A est inadmissible et l'on a bien
lira Xn' = A C. Q. F. D.
10. Mais la fraction continue étant donnée , comment peut-on reconnaître si c„4-i : Cn croît au delà de toute limite ou tend vers une limite finie? La réponse est très simple. Considérons les nombres
«nCfn + l
si ces nombres ne sont pas limités supérieurement, Cn + i : Cn croîtra au delà de toute limite. iMais, si ces nombres ont une limite supérieure l, le rapport Cn+i : Cn tendra vers une limite finie qui ne peut pas surpasser il.
Les nombres 6„ n'ayant pas de limite supérieure , cela veut dire , quelque grand que soit un nombre M, on pourra trouver toujours un entier m tel que
«mOm + l
Posons , selon le cas , m=:2n ou m = 2n-\- l, et rangeons par ordre de grandeur croissante les racines des équations
en les désignant par
P\, ^2' ••• Pn + 1,
OU aura, d'après le n" 2,
"l + «2 + --- + «" =6i + *2+ • • • + ^2n-li j8l + /S, + • • • + /5n + 1 = &i + «'2 + • • • + &2 n + 1 ,
d'où l'on conclut
/?n + l — (a„— /?„) — («n-l — /9„-l) — . . . — (tti — Pi) = bin -{- b2n + l.
Les différences a^ — /9j , . . . , a„ — /?„ étant positives , il est clair que
/Sn+l > 62»+ 62n + l > M.
On voit donc que la plus grande racine deQ2n( — z) = 0, et, par conséquent, aussi le rapport c„ + i : c„, croît au delà de toute limite.
Si les nombres b^, b^, b^, . . ■ ont une limite supérieure l, choisissons un nombre C tel que Ci > 60 et considérons la fraction continue
Les c„ étant des polynômes à coefficients positifs des b„, il est clair que si l'on réduit en série cette fraction continue , les coefficients seront plus grands que les coefficients correspondants de la série
Or, on s'assure facilement que la série obtenue est identique à celle qu'on obtient en développant la fonction algébrique
qui est convergente pour j 2 | > 4 Z. Donc le développement
sera aussi convergent pour | 2 | > 4Z, d'où l'on conclut que le rapport Cn+i : Cn tend vers une limite finie qui ne peut pas surpasser il.
Le développement
Cq Cl , c.
L JL. ZjL
P„ (z) et celui de g" . . ne diffèrent que par les termes en
On en conclut que le développement de
ne diffère de P„ {z) que par des termes en
yn-n' + l :
n' étant le degré de Q„ (z). Par conséquent , dans le prod
les termes en
manquent. Cette condition détermine Qniz), à un facteur constant près. Supposons d'abord n pair et posons
en écrivant que les termes en
manquent dans le produit de Q,2n{ — z) par
il vient
(1) . . . aoCfc + aiCft + i + . . . +a„C/(-f.„^0 (A = 0,l,2,
et, si l'on remarque que Q2n{0) = 1 , on obtient
Cn — 1 Cn Cn-f-1
Cn
Cn + 1
Cn + 1
Pour exprimer plus simplement les formules (1), nous introduirons un symbole S /"(m) dont voici la définition: f(u) étant un polynôme, S /"(M) sera le résultat obtenu en remplaçant dans /"(m) les diverses puissances de u, u% u\ m2, . . . par co, Cl, C2, . . . respectivement. On aura
donc (3)
espectivement. On aura S I M* Q2n (- u)\ = 0 (k = 0, 1, 2, . . . , w— 1).
Dans le cas de n impair , soit
Q2» + i (- «) = A a + /S2«' 4- • • • + /«« + 1 «" "■'. il viendra
Le terme constant dans le produit de Q2n + i ( — «) par
est égal au terme constant de — P2n + 1 ( — 3), c'est-à-dire =: — 1 , donc (5)
çj >Q2» + l(— M)( _ ,
Cette relation détermine le facteur constant que les formules (4) laissaient indéterminé et
Cn + i
Cn Cn + l
Cn + 2
co
Cl •
Cn
■ Cn + 1
Cn + 1 ■■
Les coefficients des plus hautes puissances de z dans Q,2n{z), Q2n+i(«) sont connus d'après les formules du n" 2.
La comparaison avec (2) et (6) donne dès lors
aïO^. ■ ■a2n =An:Bn, «102. . . a2n+i =B„ : An+i;
si nous introduisons les notations
Co c.
Cn-l Cn
Cn — 1 Cn • • • C2n — 2
on en conclut
» Bn^
Cj C2 ... Cn C2 C3 ... Cn + t
Cn Cn + 1 . ■ • C2n-1
(Ao=Bo=l).
BnB„_i A„An+l
Ce sont les formules qui expriment les ai par les c,-.
Le coefficient de z dans Q2n+i (») étant aj + Og + . . . + a2n+i (voir n" 2), il vient, d'après la formule (6),
en posant
An+l
Cs ..
. Cn + l
. Cn+2
Cn + l
Cn + 2 • •
Cn=l.
12. Les expressions des numérateurs P2„{z), P2n+i(») sont un peu plus compliquées, mais s'obtiennent encore aisément par cette remarque que la partie entière de
s exprime par
Il suffit de vérifier cela dans le cas f(£) = »*. On aura ainsi
P.(-,)^-s|^-'-'jI„^-'^|.
Des formules (2) et (6) on déduit alors facilement les expressions suivantes. Posons
Rq = Cq,
Rl = Co2 + Ci,
R2 = Co«2-f-Cia + C2,
Rfc=Co«* + Ci«*-^ + ... + Ct,
on aura
0 Ro
Co Cl
. . Cn
Cl C2
Cg .
• Cn + l
Cn-1 Cn
: Bn,
Ro Rj
Cn + l Cn -1-2
Pour 2 = 0, on conclut de la formule (9)
• An
0 Co .
Co Cl .
. C„-i Cn
Cn — 1 Cn • • • C2n — 1
:Br
A l'égard du symbole S, nous ferons cette remarque à peu près évidente que , V« (m) étant un polynôme du degré n , la valeur de
S|V„(M)J est égale au coefifîcîent de — dans le développement de
Pm(M) Qm(M)'
en supposant w ^ n -f ] , ce que nous écrivons
S|V.(„| = Rés.|v.(-„)|^;}.
D'après cela , on a , par exemple ,
S|QU-»)| = Eé,.JQ|.M|^;-^Jj
= Eé».|Q,.(»)L+%i'%tl(îO{
= Rés.|^"M_',=^—
Nous rassemblons ici quelques formules de ce genre
S|mQL(-w)1 =a^;:^U„a2„+i'^«2„+ia2«+2)' s! — Qi„+i(-M)i=^— ' s|^QL+i(-w)j=«i4-»3+ ••+a2„+i,
Voici enfin une dernière remarque : supposons
P2k (g) _ V^ Mj ^ Q2n(2) -^Z + Xi'
on aura
S(V„(w)!=^MiV„(a;.),
d'où l'on voit que, si le polynôme V„(m) ne devient pas négatif pour M > 0, la valeur du symbole
SlV„(M)| est toujours positive.
CHAPITRE III
OSCILLATION ET CONVERGENCE d'uNE FRACTION CONTINUE, CAS OU LA PARTIE RÉELLE DE Z EST POSITIVE.
13. Supposons «=1 et écrivons Pn, Qn au lieu de Pn(l), Qn(l)- Les relations
P„ = a« Pn — 1 -|- Pn — 2 ( Q„= flnQn — 1 -f- Qn — 2
montrent que l'on a
Pi < Pa < P^ < . . . , Po < P2 < P4 < . . . , Qi < Q3 < Qô < • • • ,
Qo < Q2 < Qé < • • • ,
en sorte que dans le second membre de
Q«^Q^~QrQ2'^Q^~''^Q«-iQn'
les termes vont en diminuant.
On en conclut que les réduites d'ordre impair vont en diminuant , sans devenir jamais plus petites qu'une réduite quelconque d'ordre pair. Les réduites d'ordre pair vont en augmentant sans surpasser jamais une réduite quelconque d'ordre impair. Ainsi les réduites d'ordre impair tendront toujours vers une limite finie , et il en est de même des réduites d'ordre pair.
Iim ^ ^ =Li,
lim|^" = L,
Vtan
et
Li^L.
Si la quantité croissante Qn-iQn croît au delà de toute limite, on aura
Li = L:
si, au contraire, Q„-iQ„ tend vers une limite k, on aura Or on voit facilement que Q,2n > 1, donc
Q2»i + l = «2n + lQ2n + Q2n-l > Q2n-1 -|-a2n + l,
d'où
Q2n + 1 >ai4-«3 + - • -|-«2n + l.
Ensuite on conclura
Q2» = a2nQ2n-l + Q2n-2> Q2n-2 + "l '''2n.
d'où
Q2n > Cl (a, + «4 + • • • + «2n).
Donc , si la série
est divergente, l'une au moins des quantités Q2«, Q2n + i croîtra au delà de toute limite et
Li = L.
Nous dirons , dans ce cas , que la fraction continue est convergente. D'antre part , ayant
Qn = «nQn-l + Qn-2,
on en conclut
Q„-l + Q„ = (l+an)Qn-l + Q«-2<(l +a«)(Q«-2 + Q»-l),
donc
Q„-i + Q»<(l+»i)(i+«2)-(l+«»)- Or , si la série
est convergente , le produit
l'est aussi et ne croît pas au delà d'une limite finie.
Dans ce cas donc, Q2n et Q2n+i tendront aussi vers des limites finies
et l'on aura
Li>L.
La fraction continue, dans ce cas, est oscillante. Si l'on pose, dans ce cas,
on aura
Q»-i + Q«<e», Q„-iQ„>ie2% Li — L>4e-2».
Les propositions sur la convergence et l'oscillation de la fraction continue ont été obtenues depuis longtemps par M. Stern (Journal de Crelle , t 37).
Dans le cas d'oscillation nous venons de voir que Qan et Qan + i tendent vers des limites finies; il est clair qu'il en est de même de P2„
et P2n + 1.
14. Supposons maintenant z^=.x réel et positif On aura, d'après ce qui précède ,
lim^^-^-îg = F,(x).
Fi {x) ^ F (a;).
Il y aura oscillation ou convergence selon que la série
Oj a; + «2 + «3 ^ + «4 + • • • est convergente ou divergente. Mais il est clair que cela ne dépend en aucune façon de la valeur particulière de a;, et l'on arrive à cette conclusion : si la série
est convergente , la fraction continue est oscillante pour toute valeur positive de a^, et l'on a
Fi(a;)>F(a;);
si au contraire la série est divergente, la fraction continue est convergente, et l'on a
Fi {x\ = F (a;) = lira
15. Passons aux valeurs imaginaires de z. Pour étudier séparément les réduites d'ordre pair et celles d'ordre impair, nous remarquerons que
P2n(2) «2 1 ^4 1 1 «ïan
Qo (3) Qa {z) ^ Q2 (s) Q4 (2)
floS
ar.z
fl2n+l2
Q2„ + l(2r) r/i2 Qi(Z)Q3(2) Q3(^î)Q5(«) "" Q2n-l(2)Q2« + ](2)
ïl s'agit donc de l'étude de la convergence des séries
QO
Q2fc-2(2) Q2fc(2)
«2 fc + 1 g
Î2ft-1 (s)Q2fc + l (2)
Supposons s = a; + ?/î, la partie réelle de z étant positive, et considérons un domaine quelconque S dans lequel x admet une limite inférieure X qui soit positive. Je dis que dans ce domaine la série (1) est uniformément convergente ; en effet
02fc
Q2fc-2(S) Q2ft(2)
ffl2A
Or il est clair que
Q2ft-2 (S) Q2* (S) = C (a + a^) (a -f og) . . . (2 -f «2^-1), C et oj, og, ..., a2k-i étant des constantes positives. Pour z^x-{-yi, X étant positif, on a évidemment
|2-j-a,j yx-^-ai,
donc
|Q2ft-2(2)Q2fc(2)i > Q2A-2(a;)Q2fc(«),
et puisque a;^^, à plus forte raison
I Q2fc-2(2)Q2&(2) 1 > Q2ft-2W)Q2*U);
donc
^iL Q2A
Or la série
«2fc
Q2A-2a)Q2fcU) P2n a)
= F U) = lim
est convergente ; par conséquent on peut déterminer un nombre v t,el que pour w ^ v
Q2A-2 W Qaft (A)
quel que soit «', £ étant aussi petit qu'on le voudra. Pour les mêmes valeurs de n on aura donc aussi
Cl2k
et puisque s est un point quelconque du domaine S, cela montre que la série (1) est uniformément convergente dans S. Comme, d'autre part, les termes de cette série sont holomorphes dans S , il s'ensuit , d'après un théorème connu, que
Q2fe-2(S) Q2t(2)
:= iim
est aussi holomorphe dans S.
On voit facilement que les mêmes raisonnements s'appliquent presque sans modification à la série (2), et il suffira d'énoncer le résultat suivant. La série
F, (.) = ^--y K ?fS-^^-rT = '™ ^S
est uniformément convergente dans S et Fj (z) est holomorphe dans ce même domaine.
Ainsi , dans toute la partie du plan où la partie réelle de 2 est positive , on a
"-Sfh^'"-
F (a), Fi(0) étant des fonctions holomorphes. Ces fonctions ne sont pas identiques dans le cas où la série
est convergente; elles sont identiques dans le cas où cette série est divergente. Supposons z^x réel positif, et faisons tendre x vers zéro.
4â6 RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES.
oo conclut aisément des expressions de F(x), Fi(x) par les séries
lim F{x)= «2 + «4 + «6 + • • • I lim a; Fi{a;) = 1 : («1 + ag + Og + . . .)•
Si la série
est divergente, F (a;) croît au delà de toute limite. Si la série
est divergente , x F^ {x) tend vers zéro. Remarquons que
~ I^ I X a;^ ^■•■^^ ' xP ^^ ' xP(x-
XP(X-\-Xk)\
(0<l<]) on aura donc aussi
(0 < f < 1) et de même
16. Il faut étendre maintenant ces résultats au cas où la partie réelle de z est négative. On y arrive facilement à l'aide d'une proposition de la théorie des fonctions que nous établirons plus loin. Mais, avant d'aborder cette étude , nous allons examiner le cas où la série
est convergente. On peut traiter ce cas par une méthode particulière , grâce à cette circonstance que les polynômes
P2n(«), Q2n(aj), P2n + l(a;), Q2n + l(a;)
tendent vers des limites finies.
On a identiquement
/ ,a2feP2fc-i
+ 7 ,a2kQ,2k-
+ ^a2* + iaPi
2ft(2),
Par conséquent ,
en supposant que la série
soit convergente
, les séries
a2*Q2ft-i (a),
sont convergentes lorsque z est réel et positif.
Considérons un domaine quelconque S dans lequel le module de z admet une limite supérieure k qui soit finie. Je dis que les séries précédentes sont uniformément convergentes dans S, et puisque leurs termes sont holomorphes dans S, il s'ensuit qu'elles représentent
dans S des fonctions holomorphes. Il suffira de considérer la première série. On a
^a2kP2k-l{2) < ^ 02*! P2fc-l(2)|n n
Or P2ft_i(2) est un polynôme à coefficients positifs; donc
1 P2fc_l (Z) 1 < P2fc-1 ( 1 S I ) g P2ft-1 W,
puisque
donc
^«2ftP2A-l(3) <^02ftP2fc-lW.
Or, la série
co
7 a2fcP2fc— 1 W étant convergente, on peut déterminer un nombre v tel que, pourn^v,
2_. a2fcP2fc-i W <«}
quel que soit »', s étant aussi petit qu'on le voudra. Pour les mêmes valeurs de n, on aura donc aussi
^ «2ftP2ft-l(2)
et, puisque s est un point quelconque du domaine S, cela montre que la série considérée est uniformément convergente dans S. D'après cela , nous avons
p(z)= ^«2* P2fc-l(2)=limP2n{2),
g (2)= 1 4- ^02ftQ2ft-l(a)=limQ2n(s),
Pj(3)=l 4- ^a2fc + lSP2A(3) = limP2„ + l(s),
5i('^)= ^a2fc+i2Q2fc(s) = limQ2n+i(s),
les quatre fonctions p{z), qiz), Pi{s), Qiiz) étant holomorphes dans tout le plan. Elles sont liées évidemment par la relation
Pi (2) qi2) — P (2) 9i (s) = + 1- 18. Il est clair, d'après ce qui précède, que la série
^a2fcP2fc-l(s)
est absolument convergente, et même que la nouvelle série, obtenue en remplaçant P2ft_i (z) par son expression comme polynouie de z, est absolument convergente. Dès lors, dans la nouvelle série, il est permis d'ordonner suivant les puissances de 0, ce qui donnera
Pi«)=^ «* «'
et le coefficient a/, sera la limite du coefficient â/^ de z'' dans P2n(z) (n" 2). Les mêmes conclusions s'appliquent évidemment à q{z), Piiz), qiiz).
Nous venons de voir que P2n{z) tend uniformément vers p{z), et il est clair que p (2) est une fonction continue de z. On peut en conclure que,
étant une suite infinie de nombres et lim Zn^Z (pour n = 00 ) , on aura aussi
limP2»(^;„)=p(Z).
En effet , entourons le point limite Z (supposé fini) par un cercle C. A partir den'^v, z„ sera à l'intérieur du cercle et, à cause de la convergence uniforme , on aura
pour n'^v', z étant un point quelconque situé à l'intérieur de C. D'autre part , z„ tendant vers Z , on aura aussi
\piz„)-piZ)\<e,
à partir de n ^ v". Or,
\F2„{Zn)-p{Z)\<\Pi„iZ„)-p{Z„)\ + \p{Z„)-piZ)\,
et dans la première formule il est permis de remplacer z par Zn ; dès lors , on conclut
pour w ^ N, N étant le plus grand des nombres v, v', v". Enfin on trouvera facilement , par la considération de la série
p{Z-\-h)= 2_. C^2fc P2fc - 1 (g + ^)>
qu'il est permis d'ordonner le second membre suivant les puissances de h, et d'en tirer la conclusion qu'il est permis de différentier autant de fois qu'on le voudra la série
P{'^)= ^a2fcP2A-l(2);
on a donc
p'{z) = limP'.„{z),
et la convergence de 'P'zniz) vers p' (z) est uniforme dans tout domaine S oîi l^l est limité. Supposant lim 2„ = Z, on aura aussi
limP^„(2„)=p'(Z).
19. Nous allons obtenir maintenant les fonctions p{z), etc., sous forme de produits infinis , en nous bornant à développer le raisonnement dans le cas de
Les polynômes P ne diffèrent pas au fond des polynômes Q, on a remarqué déjà (n" 3, à la fin) que
P2«(2) = yQ2„_l(3), P2„ + l(2) = QL(«),
et dès lors il sera facile d'étendre le résultat que nous allons établir pour q (z) aux fonctions p (z) , Pi (z) , q^ {z). On a
Nous supposerons les Xk rangés par ordre de grandeur croissante ,
^ + f + -.- + J" = ^i<^n ^1 étant le coefficient de z dans le développement
CD
q(z)=^PkzK
Lorsqu'on remplace n par n -}- 1 , nous avons que x^, X2, .-., Xk décroissent , mais il est clair qu'on aura toujours
Xk>-^-
Pi
Par conséquent, pour n^= x>, Xk tendra vers une limite positive que nous désignerons par Xk, et
Je dis d'abord que la série
Aj /.2 /g
est convergente. En effet , soit k un nombre fini quelconque , en prenant w > A, on aura
-L + J__|....4.i->JL + i_ + ... + ±,
Aj A2 f-k iCj X2 Xk
pui.sque Xi tend vers Xi en diminuant toujours. Mais, d'autre part, Xi étant la limite de Xi, on peut supposer n assez grand pour que la différence
soit inférieure à e, et alors
Ceci prouve que la série V* -j- est convergente et que la somme de
cette série ne saurait surpasser /îj.
Puisque Xk tend vers A^, on a
lira Q2„ (— a;*) = 0 = g (— A^) ; les Afc sont des zéros de la fonction g (— z).
20. Peut-il arriver que plusieurs l soient égaux, qu'on ait par exemple
lu étant < Afc+i, A^+i+i > Aa: + i? Il faut d'abord remarquer que i sera nécessairement fini puisque la série
est convergente. Ensuite, nous pouvons prendre n assez grand pour que
aJi, . . . , «A, flîA+i, . . . , aîfc+i, Xft+i+i diffèrent aussi peu qu'on le voudra de leurs limites
^U'-'J^Ai ^A + l» • • • » Afc + i» ^A + t + l-
Nous pouvons donc supposer que
soient tous dans l'intervalle Ut + i, Aft+i+i).
Ensuite, nous pourrons trouver un nombre n' tel que les racines
ai+i, ai+2, •••, iCA+i de
se trouvent toutes dans l'intervalle
(Afc+i, a;A:+i), ajjfc+j^-i restant toujours supérieur à Xk-^i^i-
De cette façon , on voit que l'intervalle
de deux racines consécutives de Q2n + 2n'(— 2) = 0 renferme les racines
Xk + l, Xk + 2, ■■•, Xk + i
de Q2„ (— z) = 0. Or nous avons vu (n'' 5) que, dans l'intervalle de deux racines consécutives de
il se trouve soit une racine de Q2»(— 2) = 0, soit une racine de P2n (— 2) = 0. On a donc nécessairement î = 1, c'est-à-dire parmi les nombres
il n'y en a point qui soient égaux.
21. Soit e un nombre positif aussi petit qu'on le voudra; le produit
étant convergent pour toute valeur finie de z, il est possible de déterminer un nombre m tel que
Nous supposons ici que z ait quelque valeur finie fixe. Soit
il est clair que
et puis aussi
A cause de
^=n('+i)xn('+^)'
on en conclut facilement
le module de e' étant inférieur à e.
Considérons, d'autre part, pour n>m l'expression
Q.n(^)=ni+^xnK
Xk
il est clair qu'on aura encore
d'oîi l'on conclut
le module de e" étant inférieur à e.
En faisant croître n indéfiniment ,
tendra vers
Dès lors la comparaison des formules (2) et (3) montre que l'on a
limQ2n(a) = ^, c'est-à-dire la fonction holomorphe q {z) peut se mettre sous la forme
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Ainsi, la fonction q{s) est du genre zéro, elle n'admet point d'autres zéros que les — ik qui sont des zéros simples. On arrive pour p{z),p^{z), Çi (z) à des conclusions toutes semblables.
22. Pour toute valeur de z qui n'annule pas q{z) ou q^ (z), on a
Q2n + l(2) îi (s)
Nous allons obtenir ces limites encore sous la forme d'une série de fractions simples. Pour cela , considérons la décomposition en fractions simples
P2n(g) _ Ml Ma , . M
Pour n = oo, Xk tend vers Xh, il s'ensuit que M* tendra aussi vers une limite finie /xk^O,
Il est clair que fik est positif, car, à cause de la relation
Pi («) 3 (2) — iJ (2) 9i (^) = + 1 , les fonctions p (2) et q (z) ne peuvent pas s'annuler pour une même valeur z =: — Xk- La série
i"l + /^ + /*3 + • • • est convergente En effet, prenant w suffisamment grand,
i"i + /"2 4- • • • + /^fc différera aussi peu qu'on le voudra de
M1 + M2 + ... + MA; donc
/^i + • . . + /^fc < Ml + M2 + . . . + Mt + e,
^1 + . . . + ^i < Ml + _|- M„ + £ = 4- + «•
Il s'ensuit que la série
est convergente et que la somme de cette série ne saurait surpasser — Cela étant , et puisque les nombres
croissent au delà de toute limite , il est clair que la série
uu
kk
définit une fonction méromorphe dans tout le plan.
Soit E un nombre positif aussi petit qu'on le voudra, puisque Xk croît au delà de toute limite, on pourra trouver un entier m tel que
Xm^X — \ si >— .
et l'on aura alors , à plus forte raison ,
d'où l'on conclut
\X,n + i-\-z\>Xm + i — \z\>-^ ,, ^ , .|<e (/=1,2,3,...).
En écrivant
on aura
donc
^- 2^J~+Xk^ 2^ z+Xk' 1 m-hl
ao 00 00
le module de e' étant inférieur à e.
D'autre part ,
Z + Xk'
et, si l'on se souvient que a;* > ^t, on conclut
^Z + Xk m + l
donc
P2n(g) ^ y Mk , e;^ ^
Q2n(3) ^^ Z -\- Xk a^ '
le module de e" étant inférieur à e.
Or, pour n ^ 00 , on a
L^z-\-Xk ^z-\ri.k'
et dès lors la comparaison des formules (4) et (5) montre qu'on a
Nous venons de voir que la série
est convergente ; plus généralement , on a
D'abord la série considérée est bien convergente, car la somme
diffère aussi peu qu'on le voudra de
M,x\+M,xi -]-... -\-UkxU par conséquent, elle sera inférieure à
et, à plus forte raison, inférieure à Ci-J-£, puisque
Ci=^M.kxi.
Soit donc
on aura o < d. Déterminons un nombre m tel que
e étant un nombre positif aussi petit qu'on voudra, on aura
(6) . a=^fik^l-{-e',
e' étant plus petit que e. En effet ,
^mf Àm + Ï^^^ ^m-\-\*^ Am + 1
D'autre part , on a
et il est clair que
.*^ Am + l'*^ Am + l
(7) Ci=^MkX\ + E",
e" étant plus petit que «.
Or, pour n = 00 , on a
dès lors la comparaison des formules (6) et (7) montre qu'on a
a = Ci C.Q.F.D.
24. Il suffira d'énoncer les conclusions analogues résultant de l'étude de la formule
F2n + l(g) _ Nq , Ni , , _ N„ ^
Q,2n+\(z) 2 ' 2 + a;i ■ ■ ■ ' 2 -|-a;„' en cherchant ce qu'elle devient pour n = oo . On aura
VA = limNt (4 = 0,1,2,3,...),
ek = \\mxk (k= 1,2,3,...),
Q2„ + i(3) q^iz) 2 *Àmrz-\-tik
Considérons sur une droite infinie OX . . . une distribution de masse (positive), la masse nii se trouvant concentrée à la distance !< de l'origine 0. La somme
peut être appelée le moment d'ordre k de la masse par rapport à l'origine.
Il résulte alors des formules précédentes que le système des masses
a pour moment d'ordre A; la valeur Ck (A; = 0, 1, 2, 3, . . .). De même , le système des masses
{vi,9i) (/ = 0, 1,2,3,...),
où 00 = 0, aura les mêmes moments c*.
Nous appellerons problème des moments le problème suivant:
Trouver une distribution de masse positive sur une droite (Ooo), les moments d'ordre A (4 = 0, 1, 2, 3, . . .) étant donnés.
Désignons ces moments par Ck, et remarquons d'abord que ces données de la question doivent satisfaire à certaines inégalités.
En effet, nous supposons qu'il soit possible de trouver des m<, I,-, tels que
il s'ensuit (voir la fin du n" 8) que tous les déterminants
Cp + l
Cp + l Cp + 2
Cp-\-m — l Cp-{-m
Cp + m-1 Cp-\-m ••• Cp + 2m — 2
doivent être positifs et, en particulier, les déterminants A„, B„ du n" 11. On en conclut que, si l'on réduit en fraction continue la série
on doit obtenir une fraction continue du type que nous étudions avec des valeurs positives des a,.
Cela étant , nous distinguerons deux cas dans le problème des moments le cas déterminé et le cas indéterminé.
Le cas indéterminé a lieu lorsque les données c* sont telles que la
série
Un
est convergente.
Il est facile de justifier cette dénomination : en effet, nous venons de voir que dans ce cas le problème admet au moins deux solutions , soit par le système des masses (/*,-, Xi), soit par le système des masses (v,, Oi), et, dès lors, il est facile de voir qu'il y a une infinité de solutions. Nous montrerons plus loin qu'il y a même toujours une infinité de solutions dans lesquelles la masse est distribuée sur l'axe d'une façon continue avec une densité finie en chaque point.
Le cas déterminé a lieu lorsque la série
est divergente. Nous montrerons en effet que, dans ce cas, le problème des moments admet toujours une solution et une seule.
Soit
A(2). fli^)' /3(«). •••
une suite infinie de fonctions analytiques, toutes holomorphes dans un cercle G tracé autour de l'origine avec un rayon R. On aura donc
ces séries étant convergentes tant que | z | < R. Considérons la série
GO
nous la supposerons uniformément convergente pour \z\ ^Rj, c'est-àdire à l'intérieur et sur le contour d'un cercle C^ tracé autour de l'origine avec un rayon Rj plus petit que R.
Soit encore R' un nombre plus petit que R, mais pouvant différer de R aussi peu qu'on le voudra. Nous supposerons encore que le module de la somme
admet une limite supérieure L, quel que soit n et quelle que soit la valeur de z à l'intérieur ou sur le contour du cercle C, tracé autour de l'origine avec le rayon R'. Il peut arriver, du reste, que ce nombre fini L croisse au delà de toute limite lorsque R' tend vers R.
Dans ces conditions , nous allons démontrer le théorème suivant :
La série
est uniformément convergente pour | z | ^ R'.
Et l'on peut ajouter, d'après un théorème connu de M. Weierstrass , que nous avons appliqué déjà plus d'une fois (n°^ 15, 17), que cette série représente une fonction holomorphe dans le cercle C. C'est du reste ce qui résultera aussi de notre démonstration.
Rappelons d'abord ce lemme
Si la série
est uniformément convergente pour i « | = R , on aura
M étant le maximum du module de f{z) pour { 0 j = R.
Et l'on sait que l'uniformité de convergence de la série pour |2l = R est assurée , lorsque le rayon de convergence de la série surpasse R. On aurait pu considérer une série
la limitation
aura lieu alors pour les valeurs positives et négatives de i. La série
étant uniformément convergente pour | « i ^ Ri, cela veut dire qu'étant donné un nombre e aussi petit qu'on le voudra, il est possible de trouver un entier n tel que
quel que soit n', et cela pour toutes les valeurs de s dont le module ne surpasse pas R^.
Cette somme
est une somme d'un nombre fini de séries
toutes convergentes dans le cercle C. Elle pourra donc se mettre aussi sous la forme d'une telle série
En appliquant à cette série le lemme rappelé plus haut , en posant 1 2! I ^ R^ , il vient
Cette limitation montre que la série
est convergente ; nous posons
A l'intérieur, ou sur le contour du cercle C, on a
mais cette somme
peut se mettre encore sous la forme d'une série
lHl<
convergente dans le cercle C. En appliquant le lemme pour \z\=R,
on conclut
^ Tî'i
Cette limitation a lieu quel que soit n. Or nous savons déjà qu'en fai sant croître indéfiniment n,
tend vers une limite finie a. On en conclut et l'on voit par là que la série
est convergente dans le cercle C, puisqu'elle l'est dans le cercle C qui diffère aussi peu qu'on le veut de C.
28. Soit e un nombre aussi petit qu'on le voudra ; nous avons vu qu'on peut déterminer un nombre n tel que
<ii
donc aussi
et puisque
on aura
TA
29. Nous allons démontrer maintenant le théorème énoncé, en faisant voir en même temps que la somme de la série est F (z). Pour cela considérons l'expression
et soit R" un nombre un peu inférieur à R', la différence R' — R" étant d'ailleurs aussi petite qu'on le voudra.
Soit e un nombre aussi petit qu'on le voudra ; nous allons faire voir qu'on peut trouver toujours un entier n tel que
quel que soit n' et quelle que soit la valeur de z dont le module seulement ne doit pas surpasser R".
Voici en effet comment on obtiendra ce nombre n. Déterminons d'abord un entier p tel que
/R"np-M 1 1
Cela est possible puisque R" < R'. Soit ensuite
" /R"\2 lR"\P
et choisissons un nombre positif e' tel que
Ce nombre e' obtenu, on détermine enfin n par la condition
tant que | 2 i ^ Ri- Cette détermination est encore possible parce qu'on suppose que la série
J^niz)
est uniformément convergente pour ] z | ^ Rj. D'après les n°^ 26 et 28 on peut en conclure
hn'-J-l
Or on a
F(z)-^n{z)=Y,z'U-'^Ai
c'est-à-dire, si l'on se rappelle la définition de a,
On en conclut, tant que | 2 | ^ R",
Cette limite supérieure est égale à
Y^U"< £ Af
et, par conséquent, inférieure à
L^-'^ni+t^-'w
c'est-à-dire inférieure à
R' c'est-à-dire enfin inférieure à e.
Notre théorème se trouve ainsi démontré, car la substitution de R"
au lieu de R' n'a aucune importance.
Considérons maintenant une suite infinie de fonctions
holomorphes dans une aire quelconque S, dont nous désignerons le contour par s. Nous supposerons que la série
^fkiz)
soit uniformément convergente à l'intérieur et sur le contour d'un cercle Cj décrit autour d'un point z^ de S comme centre avec un rayon Rj , ce domaine de convergence n'ayant aucun point commun avec s. Nous supposerons ensuite que le module de la somme
rA^)+rA^) + ---+rn{z)
admet une limite supérieure indépendante de n dans toute aire S' intérieure à S et sans point commun avec s.
La série
est uniformément convergente dans S' et représente une fonction holomorphe dans S.
II est aisé de déduire ce théorème de celui qu'on vient de démontrer. Décrivons autour de Zq, comme centre , un cercle C avec le plus grand rayon possible qui ne déborde point en dehors de S. Soient R > Rj le rayon de ce cercle, R' < R le rayon d'un cercle concentrique C qui ne déborde pas en dehors de S'. Il est clair alors que nous pouvons appliquer le théorème démontré et conclure que la série considérée est uniformément convergente dans C, et représente une fonction holomorphe dans C. De cette façon on a étendu le domaine de convergence de la série du cercle Cj au cercle C. Soit maintenant «é "" point quelconque à l'intérieur de C, décrivons autour de ce point un cercle Cj avec un rayon R( qui soit entièrement à l'intérieur de C. Alors on voit que la série est uniformément convergente pour | z — z'o j ^ R'^. On pourra donc répéter le même raisonnement que nous avons fait pour le point Zq et le cercle Cj , et , en continuant de cette façon , il est clair qu'on finira par reconnaître que la série
est uniformément convergente dans toute aire S" intérieure à S' et sans point commun avec le contour de S'. En même temps il est évident que F (z) est holomorphe. C'est là le théorème énoncé, la substitution de S" au lieu de S' étant sans conséquence.
On sait que le maximum du module de f^{z)-\- . . . -\- fn{z) dans S' a toujours lieu sur le contour de S'. Dans l'énoncé de notre théorème on aurait donc pu exiger seulement que le module /j (s) -}- . . . -\- fniz) sur le contour de S' reste inférieur à un nombre fixe.
Enfin, il serait facile de généraliser notre théorème au cas où il s'agit d'une série dont les termes sont des fonctions de deux variables imaginaires.
31. On peut donner à notre premier théorème une forme un peu plus générale en considérant une suite de fonctions
holomorphes pour r < J z 1< R et par conséquent développables en séries
f,{z) = J^Afz\
convergentes pour
Quoique les raisonnements soient absolument analogues à ceux que nous avons exposés, nous devons cependant les indiquer rapidement, parce qu'ils donnent lieu à une remarque qui nous sera indispensable dans la suite.
Nous supposerons que la série
soit uniformément convergente pour rj ^ | 2 | ^ Rj
et ensuite si r' est un nombre quelconque surpassant r, R' un nombre quelconque inférieur à R,
nous supposerons que pour r' ^\z\^R' le module de la somme
admet une limite supérieure indépendante de n. Cela étant, on peut affirmer que la série
F(2) = £^AW
est uniformément convergente pour r' ^ | 2 | ^ R'.
En même temps F (2) est holomorphe pour r < | 2 | < R. On peut d'abord déterminer un nombre n tel que
pour ri ^ 1 i
! 1 ^ Rj. On en conclut
La?
d'où l'on voit que la série
est convergente.
Pour r' g I z 1 ^ R', on a
d'où
et ensuite
<pi
Ci|<^ et \ci\<jri-
On voit par là que la série
est convergente pour r < | z | < R puisqu'elle est convergente pour r'<|z|<R'.
Ensuite il est facile de voir que, e étant un nombre aussi petit qu'on le voudra, on aura
E Af
puis aussi
< — . et
Ri
< ï.r et
^ Af
32. On pourra maintenant , par un choix convenable de n et pour
r" ^ I z I ^ R" (r' < r", R" < R') , rendre
Pour cela on déterminera d'abord les entiers p et g par les conditions
Soit ensuite M le plus grand des deux nombres
,+_çi+(_^:j+...+f_.r-r.
Rj \ Rj / \ Rj
-^/- + (^J + • • • + (-777-) et choisissons un nombre positif e' tel que
2Me'<4f-
Ce nombre e' obtenu , on détermine enfin n par la condition
tant que r^^z^ Rj.
Pour faire voir que ce choix de n satisfait, en effet, à la condition énoncée , remarquons d'abord qu'on aura
L Af
puis aussi
£ Af
Ensuite il vient
<^ et Ri'
£ Af
Pour ? " ^ j 2 I ^ R", on aura donc
F(^)-^A(^) <^^"' 2^ Af
Cette limite supérieure est égale à
£r"^ £ Af
+ 2^r"* ^ Af
et , par conséquent , inférieure à
c'est-à-dire inférieure à
c'est- à dire inférieure à s.
Il résulte de cette démonstration que dans le développement
F(z) = 2^Ci2',
le coefficient c, est la limite du coefficient de z* dans le développe ment de
pour n = 00 . Cette remarque nous sera utile plus tard.
33, Nous avons vu (n" 15) que, tant que la partie réelle de z est positive , la réduite
tend pour m = oo vers une limite F(z) qui est une fonction holomorphe de 2. La série
azk
Q2*:-2(2) Q2ft (2)
est uniformément convergente dans tout domaine S dans lequel la partie réelle de 2 admet une limite inférieure qui soit positive. Posons
on aura
c'est-à-dire
Admettons que 2 ait une valeur quelconque non sur la coupure , on
aura
Ui
2 + Xi
Je désigne par (2) le minimum du module de 2 -f" " lorque u varie de 0 à 00 en passant par toutes les valeurs réelles et positives II est clair que, lorsque la partie réelle de 2 est positive ou nulle, on aura
{z) = \z\, mais si , dans z^a -\- (ii^ a est négatif, on aura
(z) = 'J'- On voit que (2) est positif, non nul tant que le point 2 n'est pas sur la coupure. Puisque , par définition , on a
\Z + Xi\^{z),
il viendra
c'est-à-dire
^mz)
ai(z)
iQi
Considérons maintenant un domaine quelconque S qui reste à distance finie de la coupure; dans ce domaine (z) aura une limite inférieure A qui sera positive. Dans tout le domaine S on aura alors
et cette limite supérieure est indépendante de «.
Soit maintenant a un point quelconque du plan non sur la coupure ; nous allons montrer que la série
^fk(z)
est convergente pour z = a, et que la convergence est uniforme dans le voisinage de a, c'est à-dire dans un cercle G décrit autour de a avec un rayon assez petit pour n'avoir pas de point commun avec la coupure.
Prenons arbitrairement un point z^ et un cercle Ci dont Zq est le centre et qui soit tout entier dans la partie du plan où la partie réelle de z est positive.
Nous pouvons alors construire encore d'une infinité de manières un domaine S englobant les cercles C et Cj et qui reste à distance finie de la coupure. Dans ce domaine S le module de la somme
admet une limite supérieure indépendante de n, comme on vient de le voir. D'autre part, nous savons que dans le cercle Cj la série
F{z) = ^fk(z)
est uniformément convergente. Nous pouvons donc appliquer le théorème du n" 30 et affirmer que cette série est uniformément convergente dans S et partant dans Cj. Et, en même temps, nous savons que F (2) est holomorphe dans S.
Cela revient donc à dire que les réduites
tendent vers une fonction holomorphe F (2), tant que 2 n'est pas sur la coupure.
L'étude des réduites d'ordre impair
Q2n + l(2) a^Z W Q2fc-l(2) Qofc + i (2)
se fait de la même manière et conduit au même résultat. Nous savons que la série
P (2) = i y" (>2k+iz
est uniformément convergente dans tout domaine S où la partie réelle de 2 admet une limite inférieure positive. Or, à l'aide du théorème du n" 30, on peut conclure que la série est convergente dans tout le plan hors de la coupure, et représente une fonction holomorphe. Ce théorème, en effet , s'applique grâce à la limitation
Q,2n + liz)
qu'on obtient sans difficulté.
Dans tout ce qui précède , nous n'avons pas eu à distinguer les deux cas où la série
est convergente ou divergente. Dans le premier cas, les fonctions F(z) et Fj (2) sont distinctes , mais nous n'apprenons rien de nouveau , ce cas ayant été déjà étudié d'une manière plus approfondie.
Mais, dans le second cas, les fonctions F (2) et F^iz) sont évidemmment identiques et l'on peut écrire pour un point quelconque du plan non sur la coupure
la convergence étant uniforme dans le voisinage du point considéré.
La nature de la fonction F (z) se trouve ainsi mise en lumière ; le seul point obscur qui reste à éclaircir, c'est la nature de la coupure. n ' 80
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Pour cela , nous allons obtenir pour cette fonction F (s) une autre expression analytique, plus explicite que la série par laquelle nous l'avons définie jusqu'ici. Mais cette recherche rencontre encore de sérieuses difficultés et exige des considérations assez délicates.
35. Étudions d'abord un cas particulier dans lequel un segment de la coupure ne présente aucune espèce de singularité pour la fonction
Soit
une suite infinie de nombres entiers, positifs, croissants On aura évidemment, n parcourant la suite de ces nombres,
ii'"H^!=^(^)'
et la convergence sera encore uniforme dans le voisinage du point z. Soient a et 6 (a < b) deux nombres positifs , nous supposons que pour n = vfc l'équation
n'admet jamais une racine comprise entre — 6 et — a.
Considérons un cercle C dont le centre est le point — —^ — et dont
le rayon R est un peu inférieur à — g— • On constate facilement que
pour tous les points à l'intérieur ou sur le contour de ce cercle , on aura
en supposant toujours n^vi^. Il est aisé d'en conclure, d'après notre théorème, que si l'on pose (n = vic)
la série
est uniformément convergente dans tout le cercle C et représente une
fonction holomorphe. Donc la fonction F (z) est holomorphe dans ce cas, même dans un domaine qui comprend à son intérieur une partie de la coupure , et sur le segment de la coupure entre — 6 et — a la fonction F (z) n'a point de singularités. Cependant il faut remarquer que, dans ce cas, si z est sur la coupure entre — 6 et — a, la relation
lim|^! = F(z)
n'a lieu que tant que n parcourt les nombres Vk.
Soient r^, Rj {r^ < Rj) deux nombres compris entre a et b. Les fonctions fie (z) sont toutes holomorphes pour
ensuite pour rj ^ 2 ^ Rj la série
£aw
est uniformément convergente , comme cela résulte aisément de ce qui
vient d'être dit et de ce que nous avons démontré déjà antérieurement.
Dès lors il est facile de voir que nous sommes dans les conditions
exigées par le théorème du n" 31, et nous pouvons conclure: la série
représente pour a < | z i < 6 une fonction holomorphe qui peut se mettre sous la forme
Fiz) = ^CiZ\
— ce
et, d'après la remarque à la fin du n° 32, le coefficient a est la limite du coefficient de z* dans le développement de
La valeur de c_i est donc la limite du coefficient de z-' dans le développement de
P2„(2)_ M, , Mg , , M
Q2n(z) z + x, z + Xg ' ■ ■ ■ ' z+a;,,
Si l'on suppose Xp^a, Xp + i'^b, ce coefficient est évidemment
Mi + Ms + .-. + Mp, car on a pour a < 1 2 | < 6
36. Nous allons exprimer ce résultat un peu autrement en introduisant une fonction croissante, discontinue q>„{u) qui jouera un rôle important dans la suite de nos raisonnements.
Ayant posé
Q2„(z) ^ 2 -fa;*'
nous définissons la fonction (p„(u) de la manière suivante 99„(m) = 0, 0^u<Xi,
(p„{u) = M.^, Xi^U<X2,
9J„ (m) = Ml -f M2 , x^^u<Xs,
95„(m) = Mi + M2 + M3, X3^u<x^,
99„(m) = Mi 4- ^2 + .. ■ + M„-l, Xn-i^U<CXn,
97„ (m) = Ml 4- M2 -f . . . + M„ , a;„ ;g M < 00 .
Soit c un nombre compris entre a et 6, on aura
Ml + Mg -f . . . + Mp = ?'» (c)- Ainsi dans le cas particulier que nous considérons on a
tant que a < | « | < 6 et la valeur de c_i s'exprime par
c-i = \im(p„{c), n parcourant toujours les nombres Vk.
REMARQUES SUR LES FONCTIONS CROISSANTES ET LES INTÉGRALES DÉFINIES
37. Le problème des moments que nous avons posé au n" 24 nous conduira à considérer une distribution de masse quelconque sur une droite Ox. Une telle distribution sera parfaitement déterminée si l'on sait calculer la masse totale, répandue sur le segment Ox. Ce sera évidemment une fonction croissante de x, et réciproquement, étant donnée une fonction croissante de a;, on pourra toujours imaginer quelle représente, de la manière indiquée, une distribution de masse. Ceci nous amène à faire quelques remarques sur les fonctions croissantes. Soit donc q>{x) une fonction croissante définie dans l'intervalle (a, b),
une suite infinie de nombres positifs décroissants , tendant vers zéro. Les nombres
q>{x-\-Sn) (w = 1 , 2 , 3 , . . .)
seront aussi décroissants , mais ils resteront ^ (p (x). Ces nombres tendent donc vers une limite déterminée A. Soit
une autre suite infinie de nombres positifs décroissants , tendant vers
zéro , on aura encore
lim ç> (a; 4- ei) = B (n= 1, 2, 3, . . .).
Mais il est facile de voir que A = B, et nous pourrons dire que (p{x-\-e)
tend vers une limite déterminée , dès que la quantité positive e tend
vers zéro, d'une façon quelconque. Nous écrirons
+ lim q) (x -\- e) := <p {x),
et il est clair que de même ç>{x — e) tend vers une limite que nous désignerons par <p {x). On a évidemment
Lorsque ç; (rr) = 97 (x) , nous dirons que x est un point de continuité ;
lorsque 93 (a;) > 95 (x) , x est un point de discontinuité , et 99 (x) — 95 (x) est
la mesire de la discontinuité.
Dans tout intervalle (a, /S), il y a des points de continuité.
En effet , soit
et choisissons quatre nombres p, q, r, s, de façon que
a <P<Ç[<r <s<^; il est clair que l'une au moins des deux différences
q>{q) — V>{p), 9{s) — <p(r) sera < ^ • Supposons , par exemple , que ce soit la première de ces
différences qui soit plus petite que ^ •
Ecrivons p = a', g = /J', nous aurons maintenant un intervalle (a', fi'), tel que
et
De même, en partant de l'intervalle (a', /?'), on pourra trouver un intervalle (a", ji"), tel que
En continuant ainsi, on obtient une infinité d'intervalles
(a,^), (a',/^'), («",n, ..., («'"'. i»*"'), ..., tels que
On pourra faire en sorte que
lim aC' = lim /8("> ^ y pour n = 00 . Or il est clair que y sera nécessairement un point de continuité , car
ne peut pas être plus grand que (p (/S'">) — 9 (a'"'), quel que soit n: cette
différence est donc nulle. Il est à peu près évident que la somme des discontinuités que peut présenter cp {x) à l'intérieur de l'intervalle (a, b) ne peut jamais surpasser (p(b) — (p{a). Donc le nombre des discontinuités qui surpassent un nombre donné est fini , et il est clair par là qu'on peut ranger les discontinuités par ordre de grandeur décroissante.
Les points de discontinuité de l'intervalle [a, b) peuvent donc être rangés dans une suite simplement infinie à indices entiers positifs
iCj , X2, X-^, x^, ....
Cela est vrai même lorsque l'intervalle considéré s'étend à l'infini; on le divisera en intervalles
On trouvera une suite infinie de discontinuités pour chaque intervalle; l'ensemble des discontinuités constituera une suite à double entrée, qu'on sait ranger comme une suite simple. De là on peut conclure de nouveau , d'après un théorème de M. Cantor, qu'il y a des points de continuité dans tout intervalle. A la vérité , ce théorème se trouve démontré par les considérations précédentes.
38. Si maintenant, à cette notion d'une fonction croissante, on veut associer l'image d'une distribution de masse , on sera conduit à dire qu'en un point de discontinuité il y a une condensation d'une masse
finie. Un tel point est un point matériel de masse q>{x) — <p{x); et, superposé à ces masses condensées dans des points , il y aura une distribution continue de masse. Il convient de regarder toujours 97(6) — q> (a) comme la masse comprise dans l'intervalle (a, b). L'intervalle (0, a;) contient alors la masse qj{x) — (p{0) ou q){x) simplement,
si l'on suppose (p (0) = 0. On voit alors que (p{x) — cp (x) est la partie de la masse concentrée au point x, qui est censée faire partie de l'intervalle (0, x) , tandis que la masse <p{x) — çj (x) est censée faire partie de l'intervalle {x,x'), (x' y x). En changeant donc la valeur de (p{x)
dans un point ,de discontinuité [naturellement il faut qu'on ait toujours
<p(x)^q> (x) ^ (p {x}\ , on ne change en rien la distribution de masse , on fait seulement une nouvelle convention , relative à la façon de compter
une masse concentrée en x, comme appartenant aux intervalles (0, x) et {x, x').
Considérons maintenant le moment d'une telle distribution de masse par rapport à l'origine. Posons a = XQ, b = Xn, et intercalons entre Xq et Xn,n — 1 valeurs
Xq <C X^ <i X^ < . . . < X„ -i < Xn.
Ensuite prenons n nombres f j , fg > • • • > In , tels que
Xk-l^^k^Xk.
La limite de la somme
Il [.<P («l) — <P (a;o)] + ^2 1<P i^ê — V (^l)] -\r--- + ^n[_<P {Xn) — (p (Xn-li]
sera le moment, par définition. Considérons plus généralement la somme
(A) . Afl)[9'W- 9'M+/(l2[?'(^2)-9'(a;i)]+...+Afn)[9'(^n)-9'(^n-l)],
elle aura encore une limite que nous désignerons par
Nous aurons à considérer seulement quelques cas très simples comme /" (m) = M *,/■(«) = — r—-, et il n'y a pas intérêt à donner toute sa généralité à la fonction f(u). Ainsi il suffira, par exemple, de supposer la fonction f(u) continue, et alors la démonstration ne présente aucune difficulté , et nous n'avons pas besoin de la développer , puisqu'elle se fait comme dans le cas ordinaire d'une intégrale définie.
La valeur d'une telle intégrale ne change pas, si l'on change la valeur de <p (x) aux points de discontinuité qui se trouvent a l'intérieur de l'intervalle (a, b). Et, en effet, puisqu'il y a des points de continuité dans tout intervalle, rien n'empêche de supposer que x^, X2, . .., Xn-i soient toujours des points de continuité. II faut remarquer seulement que a et 6 aussi pourront être des points de discontinuité, mais un changement de valeur de 93 (x) dans ces points-là affecte la valeur de l'intégrale , puisque 99 (a) et cp (b) figurent explicitement dans la définition de l'intégrale comme limite de l'expression (A).
Posons 0 = ^0, b = in + i, l'expression (A) peut s'écrire f(b) <p (6) — fia) cp{a) — <p {x^) [/^(Ij ) — r(Q']
— «?(»«) [/■(!« + l)— /(In)],
et l'on a
En passant à la limite, on a donc
/ f(u)d(p(u)=f{b)<p(h) — f{u)<p(a) — \ (p(u)df(u).
Dans le cas /■ (7/) = — ; — , a^O = (p(0), u-\-x
r'>dq){v) (p{b) . r'' (p(u)du
J u-\-x b-\-x'J (u-{-xf
Faisons croître b indéfiniment, en supposant que 9? (6) reste finie, on aura
/°°d 99 (M) r'"(p(u)du
J u-\rx~j (u-\-xf'
Il importait de ne laisser subsister aucun doute sur la légitimé de l'intégration par parties dans les circonstances actuelles.
Soit toujours 9? (m) une fonction croissante
ç>(0) = 0, <p(oo) = c, et posons
On définit ainsi une fonction holomorphe dans tout le plan , excepté la coupure, qui se compose de la partie négative de l'axe réel. Cette fonction cp (m) caractérise une certaine distribution de la masse totale c sur une droite OX.
Soit ç^i (m) une fonction de même nature que 95 (w),
9'i{0) = 0, 9Ji(ûo) = Ci,
et posons
Nous allons montrer que, si les fonctions F (s) et Fj (s) sont identiques, on peut en conclure que les fonctions 9? (m) et (Pi{u) caractérisent la même distribution de masse; ces fonctions ne peuvent différer qu'aux points de discontinuité, et peuvent être considérées comme identiques si l'on n'a en vue que la distribution de masse. Il est aisé d'abord de voir qu'on peut écrire
^ ' J (z + uf
puisque F{z)^<t>'(z) si l'on pose
^{z)=zl — J- j — ](p(îi)du.
Soient maintenant x un nombre positif, e un nombre positif que nous allons faire tendre vers zéro ; considérons , d'après l'exemple de M Hermite , la différence
Nous allons voir que, pour lim£ = 0, cette expression a une limite finie. Décomposons l'intégrale en deux
/■^ 2ei(p(u)du . r'' 2si(p{u)du J ^^^xf + e^-rJ (M_a;)2 + £2-
Je dis qu'on aura
/■* 2ei(p(u)du . -. ,
/•"= 2Eifp(u\du . + .
En effet, écrivons
/•=" e(p{u)du i^x-^e s(p{u)du I r* e<p{u)du
on aura
r^-''^ ^ Ew(u)du ^ f ^ ^ eau l ^ x 1
/ ; SïT-i — 9 < c / ,- rs— j s =c arc tang — arc tang —,
J (m — xf-{-e^^J (m — xf-{-e^ \ ^£ ^[/
donc
D'autre part , dans l'intégrale
ecp
/■■* e(p{u)du
la fonction q>{u) pour a; — \^e ^ m < a; prend des valeurs qui sont infiniment voisines de (p (x). Il est vrai que la valeur de 93 (x) peut surpasser g)(x) d'une quantité finie, mais cette valeur de (p(x) n'a aucune influence sur la valeur de l'intégrale. Il est aisé de voir alors que cette valeur diffère infiniment peu de
donc
,. /-^ eq)(u)du ^ ~t \ 1- r eq>{u)du
On trouvera de même sans difficulté
,. /" eq}{u)du n + ,
et nous aurons donc
lim [* (— a; -f- « i) — * (— x — £ i )] ^ 7t i [çj (x) + 93 (x)].
Posons maintenant
on aura Fj {z) ^=. «l'I (2) , et , puisque nous supposons F (z) ■=■ Fj (a) , les
fonctions * (z) et 4>i (z) ne pourront différer que par une constante. On
aura donc
*( — x-{- ei) — *{— X — £z) = $1 ( — x-\-ei) — 4>i(— a; — si),
et , faisant tendre e vers zéro , on en conclut
(p{x)-{-(p {x) = <Pi {x) + <Pi {x).
Cette relation a lieu pour toute valeur positive de x tandis que nous supposons 99 (0) = q^i (0) = 0. On peut en conclure que les fonctions q){u) et 9?i (m) caractérisent la même distribution de masse. En effet , tant qu'il ne s'agit que de caractériser une distribution de masse , on peut prendre arbitrairement les valeurs de (p{u), (Pi{u) aux points de discontinuité Rien n'empêche donc de prendre toujours
De cette façon , on voit qu'on a pour toute valeur positive de x
(p{x)-=<p^(x), et , puisque 93 (0) = g?j (0) = 0, les deux fonctions sont identiques.
Soit
une suite infinie de nombres ; nous supposerons que ces nombres sont limités supérieurement et inférieurement.
Il en sera de même alors des nombres
et ces nombres admettent donc un maximum, ou limite supérieure L„, et également un minimum, ou limite inférieure In. Ce nombre L„ jouira alors des propriétés suivantes :
1° Aucun des nombres
W», Mn + l, M„-(-2, ...
ne peut être plus grand que L„.
2° Au moins un de ces nombres- est égal à L„, ou, si cela n'a pas lieu, on pourra en trouver au moins un qui surpasse L„ — e, s étant un nombre positif quelconque. Lorsque n augmente , L„ ne peut que diminuer, de même l„ ne peut qu'augmenter. Dès lors il est clair que, pour n = ao , on aura
limL„ = L,
lim l„ = l,
Voici maintenant les propriétés du nombre L : I. Les nombres
à partir d'un certain rang, sont tous inférieurs à L-\-e, e étant un nombre positif quelconque.
En effet , puisque L„ tend vers L en diminuant , on peut toujours
déterminer n de façon que L„ soit plus petit que L-\-e; or aucun des nombres
ne surpasse L„, ils sont donc aussi tous < L -|- « .
Parmi les nombres
«j , «2 > % > • • • il y en a toujours un qui est, soit =: L^, soit > Lj — e. Soit Uk ce nombre, il est visiblement plus grand que L — « puisque Lj ^ L.
Ensuite , parmi les nombres
Uk + l, MA; + 2, Uic + 3, •••
il y en aura un qui est, soit = L^ + i, soit > L/c + i — e. Soit Mj ce nombre, il sera encore plus grand que L — s. De même, parmi les nombres
Mi + l, Mi+2, Mi+3, ...
il y en aura toujours un Um, qui est plus grand que L( + i — s, et, par conséquent , aussi plus grand que L — s.
En continuant ainsi , il est clair que , dans la suite
Mj , 14,2, % > • • • >
on peut trouver une infinité de nombres
Mfc, M«, Mm, ...
qui sont tous plus grands que L — e. Les indices k, l, m, . . . vont en augmentant ; or nous savons déjà que tous les nombres de la suite
à partir d'un certain rang , sont inférieurs à L + e. Il en sera de même pour la suite
Uic, Ui , Mxî) • • • j
et nous arrivons à ce résultat :
II. Dans la suite
il existe toujours une infinité de nombres qui sont compris entre L — e et L-j-«, e étant un nombre positif quelconque.
On verra de la même façon F. Les nombres
Mj , M., } '^S > • • • >
à partir d'un certain rang, sont tous supérieurs à l — e. 11°. Dans la suite
il existe toujours une infinité de nombres qui sont compris entre l — e et i 4- e.
La considération de ces nombres L et l est due à M. du Bois-Reymond, qui l'a exposé dans un livre paru en 1882 et qui a été traduit en français par MM. Milhaud et Girot. M. du Bois-Reymond appelle L et l les limites d'indétermination des nombres u„; on voit en effet que, pour n infini , u„ finit par osciller entre ces limites Et il est évident aussi que les nombres m„ ne tendent vers une limite déterminée que lorsqu'on a L = i.
La première application qu'on a faite de cette considération nous paraît due à M. Hadamard qui a remarqué que, dans le cas
Cn
le rayon de convergence de la série
est égal à 1 : L.
Cn ^
41. Je reviens maintenant à la fonction <p„{u) défini au n" 36. C'est une fonction croissante qui est bien déterminée, même aux points de discontinuité.
Elle ne varie qu'entre les limites
Soit maintenant u un nombre fixe, positif ou nul, et considérons la suite infinie
<Pi{u), <pA»)i Ç'sW. •••.
Ces nombres sont limités ; je désignerai les limites correspondantes L et l par
en sorte qu'on aura
yj (u) ^ X (W)-
Il est clair du reste que y (0) = ;^ (0) = 0. et si pour quelque valeur particulière de m on a
nous pourrons en conclure , d'après ce qui précède , que , pour « = » ,
lim (p„ (u) = yj(u) = x (M).
La fonction ç}„ (u) étant croissante, on reconnaît immédiatement que les fonctions tp (m) et x (") sont aussi croissantes. Ainsi , sous la condition a <i b, on aura
A ces inégalités, nous allons en ajouter une autre d'une très grande importance : c'est celle-ci
(3) via)^xif>).
Mais la démonstration de cette inégalité exige quelques préparatifs
Calculons d'abord l'intégrale
fli"^»'
,(M) . Itt,
Sa valeur est évidemment
ît* cl u.
-^^(Mi + M2 + M3 + ... + M„)xî + i
c'est à- dire égale à ainsi
On aura de même
f - — 9?„+„'(/<) M*rfM = |q*~ (A = 0, l,2,3,...,2w + 2n' — 2)
et , par suite ,
f [ç'n(M) — 9'« + n'(M)]M*dM = 0 (A; = 0, 1 , 2, 3, . . ., 2 w — 2).
D'après un raisonnement bien connu, dû à Legendre, on en conclut que la fonction
doit changer de signe au moins 2w — 1 fois. Or, <pn(u) et g?„+n'(u) sont des fonctions croissantes l'une et l'autre, puis q>„{u) est constant dans chacun des intervalles
(a>i , X^l , (X2 , X^ , . . . , (Xn — 1 , Xn).
Dans chacun de ces intervalles, qpn(u) — Ç'n+n'lw) peut changer de signe une fois au plus. Ensuite, il peut y avoir un changement de signe pour les points de discontinuité x-^x^, ...,Xn, cela donne au plus n changements de signe; en tout on en a ainsi 2n — 1 au plus. Mais, à cause de i
ç'n(O) =(pn-i.n' (0) =0,
gp„(oo)=9)„+„'(oo)= — .
on reconnaît immédiatement qu'il ne peut pas y avoir d'autres changements de signe. Donc, effectivement, il doit y avoir un changement de signe dans chaque intervalle
(Xi , X^) , . • • ( (Xn — 1 > ^n) >
et un changement de signe pour
u = Xk (A = 1 , 2 , . . . , «).
Pour une valeur u:=Xk, il faut donc que l'on ait
<Pn{Xk)<(Pn + n'{Xk)<<Pn(Xk),
et même dans le cas où la fonction q)n + n'{u) aurait aussi une discontinuité pour u = Xk (ce qui peut arriver exceptionnellement lorsque les équations
ont des racines communes) , on aurait
q>n{Xk)< q'n+n'(Xk) < 9n + n'(Xk) < q>n(Xk)-
Remarquons ensuite que, puisque
doit changer de signe dans l'intervalle {xk, Xk + ï) ^^ q^^ 9n{u) est constant dans cet intervalle, (p„^„'{u) doit effectivement croître dans cet intervalle. Or, cette fonction ne croît que par sauts brusques , les points de discontinuité étant les racines de
On en conclut que, dans l'intervalle {Xk,Xk + i), il doit y avoir au moins une racine de cette équation.
On retrouve ainsi une proposition que nous avons déjà obtenue d'une façon plus complète (voir n" 5).
43. Pour démontrer maintenant l'inégalité (3), plaçons-nous dans l'hypothèse contraire; supposons qu'on ait
on pourra trouver un nombre positif s tel que
Cela étant, d'après les propriétés des limites d'indétermination , nous savons qu'il existe une infinité d'indices croissants
tels que q)„ (a) pour w = Vk est toujours > y (a) — e. Et il existera aussi une seconde suite d'indices croissants
tels que cpn (6) pour w = v^ est toujours < x (^) + *•
Je dis maintenant que, pour « =: v^ et aussi pour n = v'^, l'équation
ne pourra jamais avoir une racine comprise entre a et 6. En effet, supposons que pour n = Vk cette équation ait une racine c comprise entre a et 6. Alors la fonction ?'„(«) aura encore une discontinuité pour u = c, et , puisque cpn (a) est déjà supérieur à ip (a) — e, on aura
Vn (c) > V (a) — « Or, dans la suite
+ fpn (C) >y)(a) — e.
Vl, V2 , . . . , Vft , . . , ,
nous pourrons toujours trouver un nombre r^=n' supérieur à n^^v/t. Dès lors , on devrait avoir
<PfiiC)<(pn'{C)<(pn{.C).
Mais c'est là évidemment une absurdité , car
'Pn{c)^<Pn'(b)<x(b) + e, tandis que
9n (C) > V (a) — « > Z (6) + «• Il est ainsi prouvé que l'équation
ne peut avoir aucune racine entre a et 6 lorsque n=:vk, et l'on verra de la même façon que cela est vrai encore pour n = v^.
Puisque donc, pour une infinité de valeurs n=:vie, l'équation
Q2«(— 2) = 0 n'admet aucune racine entre a et 6, nous savons (voir n°^ 35, 36) que la fonction F (s) admet un développement
convergent pour a < | z | < 6, et la valeur de c_i est la limite de <p„(c), c étant un nombre fixe entre a et 6, n parcourant les valeurs
Vl, "2, »'3
Mais on peut appliquer le même raisonnement en faisant parcourir à n les valeurs
et puisque, dans les deux cas, la fonction F (s) est la même, on devrait avoir
c_i = lim 9? (c) = lim <p (c).
Or cela est une absurdité évidente , car tous les nombres cp (c) surpassant %p(a) — e et tous les nombres q> , (c) sont inférieurs à
Z (*) + «< V (a) — «• La contradiction qui se manifeste ici montre que l'hypothèse d'où on l'a déduite , et qui consistait à admettre que
V (a) > Z (ft) ) doit être rejetée. L'inégalité (3) se trouve démontrée.
44. Ce point important établi , nous pourrons introduire une fonction qui joue le rôle principal dans notre théorème fondamental. Posons
il résulte immédiatement des inégalités (1), (2), que c'est là une fonction croissante; on a d'ailleurs $(0) = 0, et la fonction ne peut pas
croître au delà de — comme y)(u) tt ;f (m). Il est clair que
$ (M + «) ^ ;^ (M + e) ^ V» (W), donc
De même
Ainsi, lorsqu'on a v^(m) >;k(m), $ (m) est discontinue et la mesure de la discontinuité n'est pas moindre que y (m) — x (")> mais elle peut être plus grande. Aussi $ (m) peut être discontinue même en des points pour lesquels ip{u) = x (m). Mais , * (m) étant une fonction croissante , nous savons qu'elle a des points de continuité dans tout intervalle.
Or, si l'on a
on conclut v(m) = z(M) = lim9)n(«) pour w^oo. Donc, dans tout intervalle , il y a des points u tels que (p„ («) tend vers une limite finie pour n = 30 .
Voici maintenant une propriété de la fonction <I> {u) qui nous sera très utile. Considérons la fonction ç'n(M); elle est discontinue pour u = Xk et pour w' > w on a
<Pn (Xk) < q>n' {Xh) < (Pn {Xk).
Il s'ensuit évidemment que yj{xk} et x{Xk), les limites d'indétermination des qT„' (xk) pour n' = oo , sont aussi comprises entre <pn (Xk) et
+ q>n{xk): donc
-t- 9?» {Xk) ^ $ (a;*) ^ <Pn {xk).
Considérons maintenant les équations
et un intervalle quelconque (a, 6),
Deux cas peuvent se présenter :
Ou bien les équations
Qan(— «) = 0,
pour lesquelles il n'y a aucune racine entre a et b, sont en nombre fini; ou bien ces équations sont en nombre infini.
Dans le premier cas, nous dirons que l'intervalle (a, b) est de première espèce; dans le second cas, il est de seconde espèce.
Lorsque l'intervalle (a, b) est de première espèce il existe un nom bre V, tel que pour w > v l'équation
a toujours au moins une racine entre a et b, et cette propriété est évidemment caractéristique pour un intervalle de première espèce. Ainsi, lorsque, pour une valeur particulière de n, l'équation a deux racines entre o et 6, l'intervalle est toujours de première espèce , car les équa
lions suivantes de degrés supérieurs auront toujours au moins une racine entre ces deux racines-là.
Supposons que l'intervalle (a, b) soit de seconde espèce et, en outre, que les points a et 6 soient des points de continuité de * (m) et de toutes les fonctions q>„ (m). Il résulte de cette dernière hypothèse que :
* (a) = lim <p„ (a) ,
n = oo $ (6)=: lim (pn(b).
Je dis qu'on a nécessairement <{>(«) = * (6). En effet , supposons
<I.(a)<<l>(6), on pourra déterminer un nombre positif e tel que
D'autre part , pour toutes les valeurs de n au-dessus d'une certaine limite n > r, on a
I cpn (a) — $ (a) î < e , i cp„ (6) _ $ (6) |< £.
Il s'ensuit que, pour ces mêmes valeurs de w, on a
<Pn (a) < <Pn (b).
La fonction q>n (m) doit donc augmenter effectivement lorsque m croît de a jusqu'à b. Cela n'est possible que si l'équation
a au moins une racine entre a et b. Comme cela doit arriver pour toutes les valeurs de n qui surpassent v, on en conclut que l'intervalle (a, b) est de première espèce , contrairement à l'hypothèse admise. On a donc bien
Pour « > r, on aura toujours
mais , puisque ^ (a) = 4> (b) , il est évident qu'il s'ensuit
pour toutes les valeurs
C'est là un résultat important; il suppose que l'intervalle (a, b) soit de seconde espèce et que a et 6 soient des points de continuité de ^(m) et de toutes les fonctions q>n{'u). Dans le cas a = 0, l'intervalle (0, b) peut être de seconde espèce, mais voici dans quelles circonstances seulement. L'équation
ne doit jamais avoir une racine égale ou plus petite que b; car, si cela arrive, l'équation
a toujours pour n' > n une racine dans l'intervalle (0,6), qui serait ainsi de première espèce. Donc, si l'intervalle {0, 6) est de seconde espèce , on a toujours
et par conséquent * (b) = 0. Les fonctions çj» (m) et $ (m) sont identiquement nulles dans tout l'intervalle
46. Soit L un nombre positif quelconque et considérons l'intégrale
<Pn{'U)— $ (m)| du.
Entre 0 et L, j'intercale k — 1 nombres u^, u^, ..., Ma_i
Mo = 0 < «1 < «2 < . . . < Mft -1 < M* = L ,
d'une façon quelconque. Je désigne par e l'étendue du plus grand des intervalles (m,_i, m,), (î= 1 , 2, . . . , /f).
Pour simplifier un peu les raisonnements , je supposerai qu'aucun point Mi (i = 1 , 2 , . . . , A) ne soit racine d'une équation
Q2«(-«) = 0, ou un point de discontinuité de $ (m). Puisque l'ensemble des racines et des points de discontinuité de $ (m) peut se ranger sous la forme d'une suite infinie, il existe de tels points m, dans tout intervalle. Le point M(| = 0 n'est pas une racine, mais il peut être un point de discontinuité pour * (m). Cependant , cela ne peut jamais arriver lorsque l'intervalle (m,,, Mj) est de seconde espèce, car alors $ (m) est nulle dans tout l'intervalle.
A chaque intervalle («,_i, m,) j'associe maintenant un nombre entier V, de la façon suivante. Si l'intervalle est de première espèce, je suppose que le nombre r,- est tel que, pour n > Vj, l'équation
a au moins une racine dans l'intervalle.
Si l'intervalle est de seconde espèce, je suppose que, pour «>»>, et
Ui-i^V ^ Mi,
on ait
i <Pn (M) — $ (M) i < «',
e' étant un nombre positif arbitraire , le même pour tous les intervalles de seconde espèce.
Cela étatJt, soit N le plus grand des nombres
Vl, "2. •••. »'*.
je supposerai désormais n > N, et je cherche une limite supérieure de l'intégrale
/ \<pn{U) — $(M)!dM.
Pour cela, je la décompose dans une somme de k intégrales
V f '\(p„(.u) — ^(u)\du.
Si l'intervalle (M<_i,Mi) est de première espèce, la fonction <pn(u) aura au moins un saut brusque dans l'intervalle pour m = c et
Les deux intervalles
l(pn(Ui-l),(pn (Mi)] et [* (M ,• _ 1) , $ (M.)]
auront donc au moins un point de commun , par conséquent
ip„(Ui)^^(Ui-i), * (Mi)^9P„(Mi_i).
Dans tout l'intervalle, on a évidemment
Tn (M,_l) — * (M,) g <pn («) — $ (m) ^ (fn (Mi) — * (Mf-l),
et à plus forte raison
(pn(u)— * (u) ^ qjn (Ui) — <p H {l'i-l) -\- * («i) — * (".-]), 95„(m) — $(M)^9?„{Mi_i) — 9?„(Mi)4- $ (Mi_i) — * (m,),
c'est-à-dire
l?'» (")—*(") ^rn("i)— ?>«(». -1)+ * (M|)— 1'(Mi_i).
On en conclut
/ I <pn (m) — * (m) i dZ< ^ e { çJn (W,) — g9„ (m j_i) -f $ (Wj) — * («,• _ ])|.
Le facteur qui multiplie e est la somme des variations de fonctions ipn(u) et 4>(m) dans l'intervalle (Mi_i, «<). La somme de toutes les intégrales
/li ■
"il
pour lesquelles (m,_i, Ui) est un intervalle de première espèce, a donc pour limite supérieure
Oj étant la somme des variations de q>n(u) dans ces intervalles, o^ la somme des variations de * (m). Il est clair que a^ est inférieur à la variation totale de çj» (m) i c'est-à-dire à
<p„(oo) — (p„(0) = ---- "1
De même a^ est inférieure à la variation totale de $ (m) qui , elle aussi,
ne peut pas surpasser On peut donc adopter pour limite supérieure
2e de la somme considérée l'expression —
Si l'intervalle (m,_i,m,) est de seconde espèce, on aura dans tout l'intervalle, à cause de la valeur de w > N ^ v,,
/ \q>n(u) — ^(u)\du<e'(Ui — Ui-i). «•1-1
La somme de toutes les intégrales de cette espèce sera donc infé-
Heure à Le', puisque la somme des intervalles est évidemment inférieure à L.
D'après cela , il est clair que nous pouvons énoncer la proposition suivante :
L,e,e' étant des nombres positifs arbitraires, il existe un nombre entier N tel que , pour » > N ,
[''\<P„(u)-<P{u)\du<^ + Le'.
Il est évident que
P2n(g) _ r" d(pn{u) _ /•" <Pn{u)dU
Q2»(«)~/ z + ^^ -j {z-\-uf '
P2n(g) _ r 1> (m) du _ /•» y» (m) — ^ (") ...
Q2„(g) j (z-\-uf~} {Z + Uf ""'
z étant un point quelconque non sur la coupure. On en conclut
P2n(g) _ r ^ (m) du I p \(pn{u)—<i'{u)\ ,
Q2„(g) j {z-\-nf\^J |a + M|^
La limite supérieure peut s'écrire
Adoptons deux nombres positifs s, e' et déterminons N comme dans le n" 46 , on aura , pour » > N ,
r^W.iu)-nu)\^^^lj2e_X
(z) étant, comme au n" 33, le minimum de 12;-|-m|, lorsque u varie de 0 à 00.
Pour l'intégrale entre limites L et 00, j'observe que
i<P«(M) — *(m)|<— « et pour « = a + /?»>
donc
vn («) - 1» («) I ^„ ^ 1 r du^ _ l_
du <
2 4-„|2 "'"^«1./ (u-\-af — a,(L-\-a)
en supposant que L -j- a soit positif. Il vient donc
P2n(g) r^^{u)du 1 /2£ I .A I 1
Q2„ (^) i (^ + «)' i^f Ui ra,(L + a)'
Or les nombres L, e, c' étant arbitraires (ou à peu près), il est clair que la limite supérieure peut être rendue aussi petite qu'on le voudra. Il est ainsi démontré que pour tout point z non sur la coupure, on a
lim P2n(g) ^ r *** (m) dM ^ P d $ (m)
n = ao Q2»(2) J {Z + Uf J a + M 0 0
Nous savions déjà que
tend vers une fonction holomorphe F (2); nous voyons maintenant que cette fonction peut se mettre sous la forme
Quant à l'uniformité de la convergence, il résulte de la limitation obtenue que la convergence est uniforme dans tout domaine S oïl la
partie réelle de — s et , -. est limitée supérieurement. Un tel domaine peut s'étendre à l'infini.
48. De la même façon que nous avons étudié les réduites d'ordre pair, on peut étudier les réduites d'ordre impair, et l'on trouvera
*i (m) étant encore une fonction croissante qui caractérise une certaine distribution de masse sur un axe OX.
Mais il est à peine récessaire de faire cette recherche, car le seul cas qui nous intéresse est celui où la série
est divergente; mais alors nous savons que F{z)=:F^{z), et il devient inutile de faire une recherche spéciale pour obtenir une forme analytique plus explicite de Fj (s). Les fonctions * (m) et $i (m) caractérisent alors nécessairement la même distribution d'après le théorème du n" 39. Dans le cas où la série
est convergente , il est clair que les distributions de masse caractérisées par les fonctions # (u) et ^^ (m) sont celles données par les systèmes
{vi,ei), i = 0,l,2,3,...
considérées au n" 24. Les intégrales
se réduisent alors aux séries
Nous avons vu (nO 15) que x étant réel positif, on a
(1) . F(a.)=|-| + ... + (-i)»-i^-|^^ + (-i)"Jrïï (0<^<i);
or, on a
xF{x) = r -^ d $ (m).
Il est aisé de voir que , pour a; = + oo , le second membre a pour limite
f d «> (m) = <ï' (oo ).
En effet, cette intégrale ayant une valeur finie, on peut choisir un nombre L de façon que
/co d * (m) = Cl ,
«1 étant plus petit qu'un nombre arbitraire e. On aura alors
«i étant plus petit que e. Ensuite il est clair qu'on peut prendre x assez grand pour que
ei étant plus petit que e. On aura donc
f ^^ "^ * (") =1'' d 4» (m) + e{ - e'{ =f d<^ (m) _ ,1 4- el _ «',';
or, d'après la formule (1), on a
donc
lim X F (a;) = Cq = — »
/ d*(M)=Co.
Ce point établi , nous pouvons écrire
FW=/ [ï
d * (m) = ^0 — — / — *^ (i <!. (m) , ^ ' X xj x-{-u ^ "
(2) xAF{x) — ^ = —r—r-ud^{u).
[ xi J x-^u ^ '
Nous savons que , pour x ^ oo ,
lima;2
On peut en conclure que l'intégrale (3) rud^iu)
a une valeur finie et que cette valeur est Cj. En effet, si
iid<P{u)
croît au delà de toute limite avec L, le second membre de (2) croîtrait aussi au delà de toute limite pour x=x>, ce qui ne doit pas avoir lieu. L'intégrale (3) a donc une valeur finie, et pour obtenir cette valeur il suffit de faire croître x indéfiniment dans la formule (2). En continuant ces raisonnements , on voit que généralement
/OO M* d * (m) = Ck-
La distribution de masse caractérisée par la fonction <I> (m) constitue donc une solution du problème des moments. Dans le cas où la série
est divergente, nous n'obtenons ainsi qu'une solution de ce problème, et. en effet, nous démontrerons bientôt que ce problème n'en admet pas d'autres dans ce cas.
Nous avons vu (n" 42) que
— <Pn(u)
""'^" = 1+1 [fe = 0, l,2,...,(2«-2)].
et du résultat que nous venons d'obtenir on conclut aisément
(ft = 0.1,2,3,. .);
on en conclut que
doit changer de signe au moins 2n — 1 fois. Soit Xk un point de dis continuité de «PnCw); il est facile de conclure
q>n (Xk) < * (Xk) ^ <ï> (Xk) <q>n (Xk).
Ce résultat précise celui obtenu à la fin du n° 44.
Il est clair aussi que, dans un intervalle où la fonction *{m) est constante, l'équation
ne peut avoir plus d'une racine.
49. Je reviens à la proposition du n° 46; pour h > N on a / |ç'n(w) — 4>(M)|dM< |-Le'.
Nous venons de voir que <l> (oo ) = ç;„ («3 ) := Cq, par conséquent
Co — <Pn(u) et Co — *(") ne sont jamais négatifs , et à cause de
(pn 00 — <I> (M) = Cq — $ (") — [Co — rn (")],
on aura
I (pn (U) — <P(U)\^\ Co — 4> (M) 1 + I Co — (fn («) I ;
or il est facile de voir que
|Co — 9'n(M)!<-^> |Co-<I>(M)|<-^.
En effet , considérons la distribution de masse caractérisée par <P (u) [ou 9P„(u)]. Le moment du second ordre est Cj, la masse totale comprise dans le segment de u k ce est Cq — <P{m), le moment du second ordre de cette masse est inférieur à c^; si l'on concentre cette masse au point M, on diminue encore le moment du second ordre; donc
«2 I Co — 4> (M) |< Cg.
Il vient donc
et
puis
f \<Pn{U)—^(U)\dll<
/■" I ç,„ (M) - * (M) I dti < - + L e' + ^
Par un choix convenable de L, e, e' on peut rendre la limite supérieure plus petite qu'un nombre donné, par conséquent
/oo IÇ'nC") — 4>(M)|dM= 0.
Voici comment on peut interpréter ce résultat
Désignons par les symboles D» et D les distributions de masse caractérisées par les fonctions çj„ (m) et <I> (m). On peut passer de la distribution D„ à la distribution D par un certain transport de masses. Convenons de dire que le transport d'une masse m sur une longueur / exige un travail mesuré par ml. Alors on voit, sans difficulté, que le travail total minimum nécessaire pour passer de D„ à D (ou réciproquement) est mesuré par
Ç'n(M) — <I>(M) I du.
Nous désignerons ce travail minimum aussi par fD„, D|, et il semble naturel de dire que la distribution Dn diffère infiniment peu de D lorsque |D„, D} est infiniment petit.
.Ainsi D peut être considérée comme la limite de D„.
En général, lorsqu'on a une suite infinie de distributions
et qu'il existe une distribution D telle que
devienne inférieure à s dès que n surpasse une certaine limite , on dira que D est la limite de D„.
On peut reprocher à cette définition de faire intervenir la limite D elle-même, et puisque
on serait porté à adopter la définition suivante : la suite
^1 > ■L'2 > ^8 > • • • tend vers une limite s'il existe un nombre n tel que
e étant un nombre positif arbitraire.
Mais il est clair que cette définition manque de sens précis, tant qu'on n'aura pas démontré qu'il existe effectivement une distribution D telle que |Dn, D{ devienne infiniment petit. Nous avons voulu indiquer seulement cette question , que nous n'examinerons pas ici.
Puisque
Q2„(3) Ws + x/
on voit qu'on peut considérer cette réduite elle-même comme une espèce de moment paramétrique (dépendant du paramètre z) de la distribution D„. Et le résultat principal de nos recherches revient donc à ce que le moment paramétrique de D» a pour limite le moment paramétrique de D.
Or, si l'on considère l'intégrale définie par laquelle s'exprime le moment paramétrique de D, et si l'on se rappelle la définition d'une intégrale définie comme limite d'une certaine somme, on verra que, pour cette somme , on peut justement prendre le moment paramétrique de D„, c'est-à-dire la 2n'*'°* réduite de la fraction continue. On peut donc dire que la fraction continue est une transformation identique de l'intégrale définie. Cette singulière réduction l'une à l'autre de deux expressions analytiques si différentes, une intégrale définie et une fraction continue, nous l'avons remarquée pour la première fois dans le cas particulier où Q2n(«) est un polynôme X„ de Legendre. (Voir Comptes rendus, t. XCIX, p. 508; 1884).
C'est le désir d; généraliser ce résultat qui nous a fait entreprendre les recherches que nous exposons ici.
CHAPITRE VIII
ÉTUDE DE l'intégrale '
51. Soit yf{u) une fonction croissante quelconque [v(0) = 0], nous supposerons seulement que la distribution de masse quelle représente a des moments finis d'ordre quelconque , et nous poserons
/QO u''dyj{u).
Considérons maintenant l'intégrale
/■"" dy (m)
qui représente une fonction holomorphe dans tout le plan , excepté la coupure. Si la fonction \p (m) est constante à partir de m = a, l'intégrale se réduit à
'•"alpin)
et la coupure ne s'étend que de « = 0 jusqu'à m ^ — a. Tous les moments sont alors finis dès que cela est le cas pour Cq = ip (a). L'intégrale admet évidemment un développement asymptotique
qui est divergent en général et convergent pour | « | > a dans le cas particulier que nous venons de mentionner.
Mais on a toujours , lorsque z=:x est réel positif,
1^' = ^-^+ ■ +(-i)"-"|i'+(-ir^ (0<f<i).
Le développement en fraction continue de cette intégrale , ou , à proprement parler, de son développement asymptotique, a fait l'objet des recherches de Tchebicheff , Heine , Darboux.
Nous allons reprendre ici cette étude , en nous attachant surtout à la question de la convergence , qui n'a guère été considérée dans les travaux antérieurs que nous venons de rappeler, et dans lesquels on a pris toujours la fraction continue sous la forme (I ^) (voir l'Introduction).
Pour réduire la série en fraction continue , on n'a qu'à appliquer les formules du n" 11 , les déterminants A» et B„ seront positifs comme déterminants des formes quadratiques positives
r (Xo + «Xi + ît2X2+...+M«-lX„_i)2dv(M),
ru{Xo + mXi + «■■^Xg + . . . + u»-iX„ -i)2 d v(w)-
On trouvera donc une fraction continue du type que nous avons étudié, les Ui étant positifs.
Dès lors , nous pouvons appliquer les résultats obtenus par l'étude directe de la fraction continue.
Deux cas sont à distinguer :
1" La série V^ a„ est convergente.
Dans ce cas on a
lim
P2»(g) _y/,v_J>(g)_ V f^i ^f-d^Piu)
q2„{z) ~'^^'~ q{z)~^ 2 + Xi J z + u
Q2« + lU) ^ ' ?i(2) ^^ Z + Bi l Z-\-
20 La série V^ a„ est divergente.
Dans ce cas , on a
Qn(e) ^ ' J z+u
I qui a été l'origine de la fraction continue ? "
52. Pour répondre à cette question, supposons d'abord z = x réel et positif. On a alors ce théorème (voir Comptes rendus, t. CVIII p. 1297 ; 1889) :
Le minimum de l'expression
est égal à
dxp(u) Pan (a;)
et l'on a donc nécessairement
r^ dxpju) Pa» (g;)
La vérification est facile ; posons
£ = 1 + Xi (a; + m) + X2 (a; + M)2 + . . . + X „ (a; + M)« ; les conditions du minimum sont
(1) r {x-[-u)''Sld^p(u) = 0 [A = 0, 1,2, ...,(w-l)].
Ces relations sont visiblement équivalentes à celles ci
r u''2dyjiu) = 0 [A = 0, ],2,...,(w— 1)],
ou bien, si l'on se souvient le symbole S introduit au n" 11 ,
SjM*£|=0 [A = 0, 1,2, ...,(w— 1)].
D'après la formule (3) du n" 11, le polynôme £ dans le cas de minimum, ne diffère donc que par un facteur constant de Q2n( — m), et, puisque £ se réduit à l'unité pour m = — x, on aura
Q2n(a;) Le minimum est
f'^^=f'^m+^,<.+u)+.^.+x.i.+«ri
ce qui, à cause des formules (1), se réduit à
f^dy>(u)^_ f^dipiU) 1 rQ2n(X) — Q2„(— M) , ,,
La dernière intégrale est évidemment égale à
ce qui achève la démonstration.
On vérifiera aussi aisément ce second théorème :
Le minimum de l'expression
est égal à
P2n + 1 iX) Q2n
1 te) r
dtp{u) a;-j- '*
et l'on a donc nécessairement
Pzn+ijx) r* di^ju)
A ces théorèmes, j'ajouterai la remarque suivante:
Dans le cas du premier théorème, 2 est le polynôme en u le plus
j est aussi un tel
polynôme; on aura donc
dy)(u) P2n{x) . f" u^^dif'.n)
c'est-à-dire
Q2n {x) X sfi ' a^ et l'on trouvera de même
Q2»+i(a;)^ X af -r ■ ■ ■ -r ^2r,+i-
Ces inégalités , nous les avions obtenues déjà (n° 15) , mais rappro chons-les maintenant de celles-ci
Pour calculer numériquement l'intégrale
r"" dtp (M) ' x-\-u '
on peut se servir de la série (même divergente)
la somme d'un nombre pair de termes donnera toujours une limite inférieure , la somme d'un nombre impair de termes une limite supérieure.
Mais on peut aussi réduire la série en fraction continue : les réduites successives donneront encore alternativement des limites supérieures et inférieures.
Nous voyons maintenant qu'il y a toujours avantage à réduire la série en fraction continue : les limites données par les réduites sont plus rapprochées que celles données par la série.
La limite de l'approximation que peut donner la fraction continue est caractérisée par ces inégalités
53. Il est facile maintenant de répondre à la question posée à la fin du n" 51.
Dans le premier cas , lorsque la série
est convergente , nous savons que le problème des moments est indéterminé (n° 24). C'est dire qu'il existe une infinité d'intégrales dyj(u) i'" dipi (M) r" d v>2 (M)
p dy)(u) ^ I " d w\ m f
qui sont des fonctions holomorphes distinctes de z, qui donnent le même développement asymptotique
0 «2 T gS • • ■
et, par conséquent, aussi la même fraction continue.
Le calcul des réduites de cette fraction continue conduit à deux limites
mais on ne peut établir évidemment aucun lien précis entre ces deux fonctions parfaitement déterminées et une intégrale telle que
dxp (m)
puisque cette fonction est susceptible de varier.
La seule chose qu'on peut affirmer c'est que, pour a = a;, on aura
toujours
p(x)^r°°dv;(M)^Pi(a:) 5 (a;)-; a; + M--gi(a;)
Les fonctions <I> (m) et ^j (m) figurent d'ailleurs aussi parmi les déterminations possibles de ip (u).
On ne peut pas avoir, pour une valeur particulière x=^Xç^,
p{XQ)_i'"dy-'(u)
îK)
Xo + tt
sans qu'on ait identiquement dans tout le plan
p (z) r°° dy (m) r=" d<P{u)
et les fonctions yj{u), <ï>(m) peuvent être considérées comme identiques, puisqu'elles caractérisent la même distribution de masse. En effet nous avons vu que
dif>{u) 'P2n{xo)_ r°° dipju)
Xq+u Q2»(a;o)
Xo+M
Or , si le second membre tend vers zéro pour ?i = oo , comme nous le supposons ici , cela aura lieu à plus forte raison lorsqu'on remplace X(, par un nombre plus grand. Par conséquent , on aura
p (s) r"' dy (M)
dès que z est réel , positif, plus grand que Xq.
Mais alors cette égalité aura lieu dans tout le plan. On verra de même que l'égalité
entraîne l'identité
Pl (gp) _ /•* drpju)
Pi («) _ r dyi (M)
q^iz) j z-\-u
Tant que la distribution de masse, caractérisée par xpiu) n'est pas identique à une de celles représentées par $ (m) et *i(m), on aura
pix) p dyju) p^ix) ^ gix)"^] x-\-u qi(x)'
l'égalité étant exclue.
54. Dans le second cas , la fraction continue est convergente et l'on aura , pour z=:x,
car , dans ce cas , F (a;) = Fj (x). Il s'ensuit que l'on a
dxp{u) ['"d^iu)
car cette égalité ne peut avoir lieu pour 2 = x sans avoir lieu dans tout le plan. Les fonctions tp (m) et 4> (m) seront identiques ou elles représenteront au moins la même distribution de masse.
On voit aussi que le problème des moments est déterminé dans le cas actuel , et qu'il n'admet pas d'autre solution que celle caractérisée
par la fonction $ (m) ou y)(u). En effet, si le problème avait une autre solution caractérisée par ViW» l'intégrale
donnerait toujours la même fraction continue, et il s'ensuivrait
d Vi (w) / °° d V (m) / * d * (m)
/•■" a yi {u) /-^ ay>(u) /
Il est à remarquer que ce second cas peut arriver, même lorsque le
développement
So ^ j_ _^
est toujours divergent. En effet , la série est dans ce cas lorsque
croît au delà de toute limite. Nous savons que, pour cela, il faut et il suffit que les nombres
O-ndn + l
ne soient pas limités supérieurement. Or, il est clair que cela n'empêche nullement la série
d'être divergente. On pourrait , par exemple , prendre arbitrairement tous les a,, exceptés ceux d'une certaine suite infinie
et déterminer ensuite ceux-ci de façon que les nombres
croissent au delà de toute limite.
55, Pour donner un exemple de la théorie que nous venons d'exposer, considérons l'intégrale
-k_J 1^ U dM
«-f-tt
OÙ — l^A^l. Puisque
dy; (</) = [l + A sin (I^m)] e- "^ «dM , nous avons affaire ici à une distribution de masse à densité finie. Cette distribution varie d'ailleurs avec le paramètre L Mais , si l'on calcule les moments, on trouve
Ck=ru^e-^^du (4=0,1,2,3,...);
ils ne dépendent pas du paramètre i. ; en effet , on vérifie sans peine que les intégrales
pM*8in(l^M)e-'*'»dM = 4r°°M**+3sinMe-«dM (4 = 0,1,2,3,...) "o 0
sont toutes nulles. Le problème des moments a donc manifestement une infinité de solutions; nous sommes dans le cas indéterminé, et il est certain que des valeurs des a,- seront telles que la série
est convergente. La fraction continue donnera deux limites
q{z) ^z+ii' q,{z) Z^z + Oi
et les distributions de masse (j«,-, Xi), (vt, Oi) constitueront encore deux solutions particulières du problème des moments. Mais on ne peut établir aucun lien précis entre la valeur de l'intégrale et les limites fournies par la fraction continue. Toutefois , lorsque z = x est réel positif, on pourra toujours obtenir des limites supérieures et inférieures de l'intégrale en calculant les réduites. Mais, puisque les c* et les as ne dépendent point de X, on voit qu'on ne tient aucun compte de la partie
Puisque X peut varier de — 1 à -|- 1 , on en conclut nécessairement Qiix) q{x)
La fraction continue ne peut donner qu'une approximation limitée , comme c'est le cas aussi du développement en série. En calculant o^ , Og, ..., on voit que ces nombres suivent une loi très compliquée, en sorte qu'on ne peut pas vérifier directement la convergence de la série
ou
56. Je donnerai encore un autre exemple dans lequel cette vérification peut se faire.
Soit /"(m) une fonction impaire et périodique de u,
alors l'intégrale
f M*M-l<'8»/'(l0gW)dM,
oh k est un entier quelconque, positif nul ou négatif, est toujours nulle.
Pour le voir , il suffit de remarquer que
/" "e-'^/^(v)dt? = 0
et de faire la substitution
v = ^+log!<.
Ainsi, dans le cas /"(u) = sin(27iM),
i M*M-'°8»sin(27ilogM)du = 0.
Je considère maintenant l'intégrale
1 /■* 1 -\-Xsin{2n\ogu) z-\-u
— Ig/lg-f 1.
M-">B»dM,
OÙ
On voit que les choses se passent comme dans l'exemple précédent ; la valeur de
1 /■* 1 /•+* -Ik4-\y
vnJ VnJ
est indépendante du paramètre î..
La fraction continue doit donc être oscillante; cela se vérifie ici directement, puisqu'on a
02n+l — -, ^TT 7 ^8\ 7 _n\'
il — e V(l — e-^)\l — e V.--[i — e V A cause de e > 1 , la convergence des séries
est manifeste. Pour abréger, je supprime le calcul qui donne les valeurs des Ob (et qui reste valable sans qu'on ait besoin de supposer que e ait la valeur particulière 2,71828 . . .).
Dans le cas actuel , la différence
doit surpasser nécessairement
2 /■■" sin (27ilogM) ,„„.,, n _^>i/- i«„^ VnJ x + u
57. Comme exemple du cas déterminé, je rappellerai d'abord la fraction continue étudiée par Laguerre, dont nous avons parlé dans l'Introduction. Puisque , dans ce cas ,
a2n — 1=1, fl2n = — »
n la fraction continue est convergente et représente dans tout le plan , excepté sur la coupure, l'intégrale
*° e-«dM
La masse s'étend ici à l'infini , et, en effet, les nombres 6„^
,. . , , . anOn + l
ne sont pas limités supérieurement.
Dans le cas où la masse ne s'étend pas à l'infini, la fraction continue est naturellement toujours convergente, car le développement en série est alors même convergent pour des valeurs suffisamment grandes de 2.
Comme exemple de ce cas, considérons une fraction continue périodique telle que
On connaît, dans ce cas, immédiatement la fonction F{z) F U) = ^^'"+2(j> + g)g + (P -qf-z + p-q
et
(pV" 1 /?^"
ql ' ---^^- p \p) ' l'une des deux séries
sera toujours divergente. Mais la fonction F (s) doit pouvoir se mettre
sous la forme
et l'on a vu, dans le n" 39, comment on peut mettre ¥{3) sous cette forme , si l'expression explicite de F (2) est connue.
Ce calcul conduit ici aux résultats suivants. Deux cas sont à distinguer selon que p^q.
Premier cas : p > g.
Posons
fi = (Vp + V-qr, on aura
F(^)^^^ I 1 r^V{u-a){p-u) du ^ ' z '* 2nJ M z-\-u
Ainsi il y a, à l'origine, une concentration de masse égale à Vafi=p — q, puis une distribution continue de masse dans l'intervalle (a, /S).
Second cas : p < q- On trouve simplement
PM- 1 (PV{H-a)(fi-u) du .
la masse concentrée à l'origine du premier cas a disparu. Dans le cas particulier: p = g,onaa = 0,et l'on peut appliquer l'une ou l'autre des formules trouvées. Il n'y a pas de masse concentrée à l'origine, mais la densité y devient infinie.
Dans le premier cas , la série
est convergente , et sa somme est 1 : (p — q).
58. Nous allons montrer que, toujours dans le cas déterminé , la masse concentrée à l'origine est
a2fc+tî
elle est nulle lorsque la série est divergente. Dans le cas indéterminé ,
est le maximum de la masse qui peut être concentrée à l'origine ; elle s'y trouve , en effet , dans la distribution
{yi, Oi), puisque
mais , dans toute autre distribution , la masse concentrée à l'origine est moindre.
Je rappelle la limitation
nous savons (nO 15) que
lirn a; Fj (j;) = 1 : 7 ggt+i.
Nous allons montrer que
•i" / — tt;— = lini V («) = M-
en désignant par fx la masse concentrée à l'origine. En effet ,
r"" xdyj{u) r''' xdyj (m) , f^" xdyj(u) . r" xdyj(u)
j x-\-u J x-\-u 'J x-\-u 'J aj + M '
êlt
et il est évident que
x-\-u 1 -|- la;
r" xdrf>(u) ^ Vx r , , n/~M
la première intégrale tend vers n, les deux autres vers zéro. Dans le cas déterminé , on a
= Fi(x);
il vient donc
Dans le cas indéterminé , on peut conclure seulement
et cela pour toutes les distributions équivalentes qui donnent les mêmes
moments et la même fraction continue.
Nous savons d'ailleurs que, pour la distribution caractérisée pai $j (M), on a
Je dis maintenant que , pour toute autre solution du problème des moments, on a
En effet, admettons que, pour *] (h) et ^(m), on ait
Si , dans chacune de ces deux distributions (supposées différentes) , on enlève la masse fi concentrée à l'origine , il restera deux systèmes de masses donnant encore les mêmes moments, c'est-à-dire équivalentes. II existe alors une troisième distribution de masse, équivalente à ces deux-là et qui a, à l'origine, une masse finie ju'. Cette distribution est caractérisée par une fonction ^[ (u) analogue à ^^ (m). En rétablissant maintenant la masse ju, on aurait une solution du problème des moments primitifs , avec une masse /^ + /*' à l'origine qui serait supérieure à
Cela est impossible, d'où la proposition énoncée. 59. Dans le cas oh la série
est divergente , nous avons vu que la fraction continue est convergente et que la limite des réduites est
Il est clair maintenant que la fonction * (m) qui figure ici n'est assujettie dans un intervalle quelconque (0,6), à aucune autre condition restrictive que celle d'être croissante. Il s'ensuit qu'en général la coupure est bien une ligne singulière à travers laquelle il est impossible de continuer analytiquement la fonction F {z). En effet , pour que cette continuation analytique soit possible à travers l'intervalle ( — a, — b) de la coupure , il faut que la fonction $ (m) soit une fonction analytique de m dans l'intervalle (a, b). Or c'est là une condition très restrictive qui ne sera point satisfaite en général.
Mais, si l'on veut donner des exemples particuliers, on ne peut guère commencer par se donner les a*, ou cela n'est possible que dans des cas très restreints. Il faudra bien se résigner à prendre pour $ (m) quelque fonction analytique , ainsi s'explique qu'en réalité nous n'avons pu donner aucun exemple du cas général dans lequel la coupure est une ligne singulière. Dans tous nos exemples, la coupure est seulement une coupure artificielle.
60. La fonction rp (m) étant donnée , ou la distribution de masse qu'elle représente, comment peut-on savoir si la fraction continue pour
dyj{u) z-\- u
est convergente ou divergente.? C'est là un problème qui présente quelques analogies avec celui qui consiste à décider de la convergence ou de la divergence d'une série donnée. On n'en peut guère donner une solution générale; tout ce qu'on peut faire, c'est donner quelques règles qui permettent de répondre à cette question dans un certain nombre de cas particuliers. Lorsque la fraction continue est convergente , le problème des moments n'admet qu'une seule solution; nous dirons aussi, dans ce cas, que la distribution de masse représentée par v'(m) est déterminée. On ne peut guère faire varier cette distribution , sans introduire des masses négatives, si l'on veut conserver les moments. Or les masses négatives seront toujours exclues. La distribution de masse est indéterminée, au contraire, lorsque la fraction continue n'est pas convergente , mais oscillante.
Voici d'abord quelques remarques qui sont à peu près évidentes. Si , à une distribution de masse indéterminée , on ajoute de nouvelles masses , on restera toujours dans le cas indéterminé. Si , à une distribution déterminée on enlève une partie de la masse (toujours sans introduire des masses négatives) , on restera dans le cas déterminé.
Dès qu'on trouve deux distributions équivalentes qui ne sont pas identiques, on est certainement dans le cas indéterminé.
Qu'on veuille bien se reporter maintenant aux formules (8) et (11) des n°^ 11, 12, par lesquelles les sommes
s'expriment au moyen des Ck.
On trouve facilement que ,
/ / Ci, fc Xi Xft = de (Xq , Xj, X2, . . • , Xn)
étant une forme quadratique définie et positive, le minimum de
s'exprime par
Co,0 Co,l . . . Co,n Cl,o Ci,i . . . Ci,n
Cl,l . . . Ci,n Cn, 1 • • • Cn,n
Cn,0 Cn, 1 • ■ • Cn,n
Dès lors, on reconnaît que le minimum de
r(l+XiM + ...+X„M")2dv(M)
est égal à
ai+«8 + • • • +«2n + l
et le maximum de
|°°[l-(l + XiM-fX2«2+... + X„M")2]-^'^^
est égal à
On trouve, du reste, facilement que, dans le premier cas, on a
— mQ2„-|-i(0)
et , dans le second ,
1 4- Xj M -f . . . + X„ M" = Qo„ (— u).
Pour abréger, nous écrivons le premier résultat ainsi
|dV'(M)}n= 1 :(«! + «3+ .■ + a2n + l).
Remarquons que l'intégrale, dont \dy){u)\n est le minimum, a pour M = 0, un élément égal à la masse f^ concentrée à l'origine; on a donc
lLi< \dviu)\n, en sorte qu'on retrouve, de cette façon, la limitation
Lorsque n augmente, \dy>{u)l„ ne peut que diminuer; pour n = oo, cette expression tend vers une limite positive ou nulle que nous représenterons par
61. Considérons d'abord le cas où il n'y a point de masse concentrée à l'origine. Nous savons que, dans le cas déterminé, la masse concentrée à l'origine est égale à
donc
Mais, dans le cas indéterminé, la série
est convergente et par conséquent
{dv'(M)L >o.
Ainsi , s'il n'y a point de concentration de masse à l'origine, la fraction continue sera convergente ou oscillante selon que
est nul ou positif.
Si la distribution 3> représentée par i;; (m) a , à l'origine , une masse /x, enlevons cette masse et soit 3)' la distribution ainsi modifiée. Supposons que, d'une manière ou d'autre (par exemple, à l'aide de la proposition précédente) , on sache si la distribution 3)' est déterminée ou indéterminée , qu'est ce qu'on en peut conclure pour S) ?
Si la distribution S' est indéterminée, S) est aussi indéterminée. Si, au contraire, 3)' est déterminée, je dis que 3) est aussi déterminée, en général ; il faut faire exception seulement pour un cas singulier que nous indiquerons. En effet , voici comment on peut conclure dans le cas où 3) serait indéterminée, 3)' déterminée. Soit 3)i la distribution équivalente à 3) , mais qui a, à l'origine, la plus grande concentration de masse possible , cette masse étant /uy Elle est donnée par une fonction $^
I z-\-u q^{z) i^z-\-Qi'
et vo = jMi. Tant que 3) n'est pas identique à 3)^, on a
Enlevons à 3)^ la masse fx (ce qui peut se faire sans introduire une masse négative) , on aura une distribution 3)( équivalente à 3)'. Donc , si 3)' est déterminée, 3)( et 3)' doivent être identiques, et, par exemple, aussi 3) et '3>y
On peut donc dire, si 3)' est déterminée, 3) l'est aussi en général; il y a exception seulement lorsque 3) est une distribution du type (r,, Qi)
62. Je vais supposer maintenant, comme cela arrive dans les exemples particuliers qu'on peut traiter,
dy){u):=f{u)du,
f{u) étant une fonction positive et généralement continue. On a ici
)/■(«) dM}„ = minimum de / f{u)\l + Xi m + . . . + X„t<"|2dM.
D'abord , dans certains cas particuliers, on sait calculer ce minimum, ou obtenir la fraction continue. Ainsi , par exemple , dans le cas
du,
on trouve
aj — 1 , (ï2n+l —
Puisque a > 0, on voit que la série Y" «2*4-1 est divergente, donc
|M«-ie-''«dM|„ = 0.
Il est clair que, c étant une constante positive, on a
)f{cU)duln= -)f{u)du\n,
if{cu)du\^= -]f{u)diii^.
D'autre part , si
reste inférieur à un nombre fixe , on aura
}A(»)dML=0.
dès qu'on sait que
\r{u)du]^=0.
Si , au contraire , le rapport
est constamment supérieur à un nombre positif, on aura certainement
)/i (tt) d M|^ >0, dès qu'on sait que
l/-(M)dMJ„>0.
63. On peut aller plus loin dans cette voie, et nous démontrerons cette proposition.
Supposons que
et que le rapport f^{u) : f{u) a un maximum fini M„ dans l'intervalle (a, ce) (ce nombre M„ pouvant d'ailleurs croître indéfiniment lorsque a tend vers zéro) , alors , je dis qu'on aura aussi
Pour le démontrer, soit e un nombre positif aussi petit qu'on le voudra. Je détermine d'abord un nombre positif a par cette condition
j" f,{u)du> ^e.
Soit ensuite f{u) une fonction qui est nulle dans l'intervalle (0, a) et égale à f{u) pour m > a.
On aura
\f{u)dU\n=r fîÛ) 2 {Uf dU=r f{u)Sl {Uf d M ,
2 (m) étant un certain polynôme du degré w en M et qui se réduit à l'unité pour m = 0.
D'autre part , si l'on a
\f{u)du\n = l f{u)Z{ufdu,
on aura
\f{u)du\n=rf{u) £{ufdu=rf{u)£{uYdn< ]f{u)d7i\„.
Donc, puisque nous supposons
)nu)dui^=o,
on aura aussi
)r{û)du\^ = o.
J'observe ensuite que
!/; {u)du\n < I 7i {u)Z{ufdu=rf^{u) Sl{ufdu-\- j Vi (") 2(«)-dM.
Or, le polynôme 2 (m) est déterminé à un facteur près par les conditions
pf{u)£{u)u''du = 0 {k = l,2,...,n),
rf{u)Sl(u)u''du = 0.
II s'ensuit que toutes les racines de
sont positives, plus grandes que a. Et puisque 2(0)= 1, on voit que, dans l'intervalle (0, a), on a
0 < 2 (M) g 1 , et , par conséquent ,
yVi (M) £ (uf du <l"ri {u)du<^f..
Ensuite
y7i(w)2{M)2dM<M„^7(M)2Wd« = M„ \r{û}du\„,
donc
)A(M)d«U< Je4-MJ/(M)dM{„.
Or , il existe un nombre v tel que , pour n > v , on a
M„ }/■(«) dM|„<|e,
et il est clair d'après cela qu'on a
IA(")du}^=0. ' C.Q.F.D.
Dans le cas
g2nVM .— 2wi/«
la fraction continue (voir plus loin n" 86) .s'obtient avec des valeurs simples des a*
par conséquent
( ili* I =0
et aussi , c étant une constante positive
du
/co
Cela étant , posons
où rt>0,6>0,A^^, tandis que nous supposons c < 6. Ensuite ê (m) sera une fonction positive de u, qui dans tout intervalle (a, oo) reste inférieur à un nombre fixe. On a
et l'on voit que ce rapport tend vers zéro pour u =: oo .
Nous pouvons appliquer la proposition démontrée et conclure
|M«-ie-'"''ê(M)|^ = 0.
Ainsi l'intégrale
donne une fraction continue convergente, tant que A^^. Supposons ê (M) = 1 , la fraction continue sera oscillante pour A < ^ ; pour abréger, je supprime la démonstration.
6i. Appliquons ce résultat à la série de Stirling. On sait qu'en posant
log r iz) = (^ — ^j log 2 — 2 + 2- log (2 7t) + j (z),
on a
,, ^ ] f^ zdu , ,' 1
ou
1 r^ zW^ du , / 1
^, , 1 r'^«M-*dM , / 1 \
C'est là une intégrale telle que nous l'avons étudiée; on a seulement remplacé z par £- et multiplié par z. Le développement en série prend ainsi la forme
Bi B2
et la
fraction
continue devient
On a ici
in 1/u
S (M) tend ici vers l'unité pour m = oo et satisfait ainsi à la condition imposée à cette fonction dans notre énoncé. Il suffit donc de transformer la série de Stirling (A) dans la fraction continue (B), pour avoir une expression convergente qui représente J {z) tant que la partie réelle de z est positive.
La fraction continue change de signe avec z comme l'intégrale de Binet ; dont elle est une transformation identique ; mais , lorsqu'on change ainsi le signe de z, ces expressions donnent — J(2), mais pas J( — z); l'axe imaginaire est une coupure, au.ssi bien pour l'intégrale que pour la fraction continue.
Le calcul des a* est très pénible ; on trouve
a,-\Z, ff2-2-' "3-53' «4-2340' "^ ~ Ï2Ï8947 ' •••*
la loi de ces nombres paraît extrêmement compliquée. 65. Nous terminons ici cette étude de l'intégrale
par l'énoncé des propositions suivantes, dont la démonstration se déduit
aisément des formules que nous donnerons plus loin (n°' 76, 77, 78).
I. Si l'intégrale
dyj (u)
donne une fraction continue convergente, on aura de même une fraction continue convergente pour
fi étant une constante positive, excepté dans un cas singulier. Ce cas singulier se présente lorsque la distribution de masse caractérisée par V (M) est identique à celle donnée par une fonction $i (m)
(Vi, 0.)
à laquelle on aurait enlevé la masse Vq concentrée à l'origine. IL Si l'intégrale
/■°° et y (M) 1 2 + M
donne une fraction continue convergente , l'intégrale
/•" udy)(u) J z-\-u
donnera aussi une fraction continue convergente , excepté dans un cas singulier.
Le cas singulier exceptionnel est le même que pour la proposition (1)
IIL Si l'intégrale
dy (M) z-\-u
donne une fraction continue convergente , l'intégrale
r'" dy (M — A)
où A est une constante positive , donnera aussi une fraction continue convergente , excepté dans un cas singulier.
Ce cas singulier a lieu lorsque la distribution de masse caractérisée par xp (M) est celle ci
c'est-à dire si cette distribution s'obtient en rapprochant de la quantité Aj, de l'origine, les masses d'une distribution (/i,, A,) provenant d'une fonction * (m)
Pi')-
CHAPITRE IX
ÉTUDE DES TROIS CAS PARTICULIERS. SUR LE PROBLÈME DES MOMENTS DANS LE CAS INDÉTERMINÉ.
66. Le résultat auquel nous sommes arrivé dans le n'^ 47 est parfaitement général et embrasse tous les cas possibles. Cependant , il peut arriver que la fonction $ (u) prenne une forme particulière : c'est ce qui arrive déjà dans le cas où la fraction continue est oscillante. Nous allons étudier ici quelques nouveaux cas de ce genre.
Supposons s = a; réel positif; dans quels cas P2n(a;) et (^2n{x) tendentils vers une limite finie pour n^=oo? Puisque
o8i = ^(ai + 03 + . . . 4-«2fc-i)a2*, il faut certainement que SBi reste fini : la série
a= /.(«i + ^3 + • • ■ + a2ft-i)a2A,
doit être convergente. Mais cette condition nécessaire est aussi suffisante, car, puisque les racines de <^2n{z) = 0 sont réelles et négatives, on a
La série o étant convergente , il s'ensuit que la série
^a2k est aussi convergente. Quant à la série
elle peut être aussi bien convergente que divergente,
Mais , dans le premier cas , on retombe sur le cas déjà examiné , où aussi
restent finis Nous aurons un cas nouveau en supposant: 1° La série
7 Cl2k-1
est divergente ; 2° La série
est convergente.
Par des raisonnements absolument analogues à ceux développés dans le Chapitre IV, on arrivera aux conclusions suivantes.
Dans tout le plan on a
limP2»(0)=g(2), hmq2„{z)=a{z),
S{z)et€l{z) étant des fonctions holomorphes. Ces fonctions sont du genre zéro et n'ont que des zéros simples , qui sont réels négatifs. On a par exemple
où a* est limite de la /c'«™« racine de
pour « = 00 .
La fraction continue converge vers
S (^) _ y" Yk ^
(2.(2) I^z-\-ak'
et la distribution (/*, as) est la solution du problème des moments qui est déterminé et n'en admet point d'autres. Puisque
Q2n + l(2) _aigQo(g) + a3gQ2(z)-f ■.■+a2n + l.sQ2n(z)^
«l + "8-f •••+a2n + l ai + «8 + -«' + «2n+l
et que Q2n(«) tend vers €l{z) tandis que la série
est divergente, on voit facilement que
de même
lira --_%hAM = ^S(^).
Ainsi se vérifie donc la convergence de la fraction continue , puisqu'on a aussi
n = oo Q2n+l(2) û(«)
67. Voyons maintenant dans quel cas F^n + i {x) et Qin + \{s) tendent vers des limites finies. Puisque
il faut certainement que la série
o' = ^(fl2 + «4 + • ■ • + «2*) «2*4-1
soit convergente. Mais cette condition est aussi suffisante. La convergence de o' entraîne celle de
quant à la série
elle peut être convergente ou divergente; mais, dans le premier cas, on retombe sur un cas déjà étudié.
En supposant au contraire:
1° La série
est divergente ; 2** La série
7 , («2 + «4 + • • • + Ût2*) «2* + !
est convergente.
On a un cas particulier nouveau, qui conduit aux résultats suivants Dans tout le plan on a
]imP2n+i{z)=S,{3), lim(^2u+i{z) = 6ii{z),
^1 (z) et Q,^ (z) étant holomorphes dans tout le plan.
Ces fonctions sont du genre zéro et n'ont que des zéros simples qui sont réels négatifs. On a par exemple
OÙ fik est la limite de la A'*™» racine de
Qzn+i{—z):z = 0, pour n := 00 .
La fraction continue tend vers
et la distribution {àk, fik) {^o = 0) est la solution du problème des moments.
On a ensuite
lim lim
= SAz), = <ai(0),
ce qui met en évidence la convergence de la fraction continue.
• Ct2n + i ;
68. Je reprends les formules du n'' 2, mais pour ordonner maintenant les polynômes P„, Q„ suivant des puissances descendantes de la variable
P2„ (z) = z"~'(l-\-az-^ + a'«-2 4- . . .) X ff2 «3 •
Q2„(«) = s» (l+y?2-'+/3'2-2 + ...) Xa^tto^.
P2n+i(2) = '^" (i + yz-' + /2-2 + ..,)Xa2a3.
q.„+i(z) = 2» + m -{- ÔZ-' + ô' z-'- -\- . . .) X a^a^ .
on aura, en introduisant les bk,
Posons aussi tz= ï , puis
on aura
P2n^(2) _ . , U2 n Q2„(2)~ " Va"»'
et il est clair que les U„ : V« sont les réduites de la fraction continue
bot
en sorte qu'on a
En supposant donc d'abord t positif, les U„ et V„ vont en augmentant. Pour qu'ils tendent vers des limites finies , il faut évidemment que les quantités a, p, y, ô restent finies. Cette condition revient évidemment à celle-ci : la série
doit être convergente. Ensuite on reconnaît facilement que cette condition nécessaire est aussi suffisante, et qu'elle conduit à cette conséquence : pour toute valeur réelle ou imaginaire de <, on a
limU„ = M(Oi \imYn = v{t),
u{t) et v{t) étant deux fonctions holomorphes. On a donc
limP^) = limP^"+i(^)
La fraction continue est donc convergente, et en effet il est clair que la série
ak
doit être divergente, puisque nous supposons que la série
CO
^0- akUit + i est convergente.
69. Posons w=:2>n ou n = 2m -\- 1 selon que n est pair ou impair, on aura
Vn = (l-\-X,t)(l-\-X.j)...(l-\-X„,t),
OÙ nous supposerons
Xj ^ Xo^ X^^ . . . ^ Xm ;
ce sont là les racines de
Q2n{— i?) = 0 ou de (^2n + \{—z)--Z = 0,
rangées par ordre décroissant. Lorsque n croît, une racine Xk de rang déterminé k croît aussi, et elle tend pour k = oo vers une limite déterminée. Et , en effet , elle ne saurait croître indéfiniment puisque la somme de toutes les racines reste finie.
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Si nous posons
on aura
ri > ri > rg > r^ > . . . ,
et deux r^ ne peuvent pas être égaux (voir le raisonnement du n*" 20). La série
est convergente et l'on a
v{t) = {l-{-r,t){l + r^t){l + rst)....
Considérons la décomposition en fractions simples
OÙ C„ = 0 lorsque n est pair, C2m + i>0
C„ + 9ni4-SÎ^2 + --- + 9ï^"=l.
+ Xkt
Pour n = oo, la constante positive 911* tend vers une limite Sk et l'on démontre aisément, en passant à la limite pour n = oo,
u{t) _ , _ y^ TkSkt ^
u{t) _ , _ y^ TkSkt v{t)~ L^ \+rkt
ou encore
en sorte qu'il vient finalement
l-^Sk
lim
Q„ (0) ai 2 "i ai W 2 + rfc
On voit donc qu'il y a une masse égale à concentrée à l'origine ; on a donc nécessairement
1 — ^ Sij :ai = l :^a2*-].
Cette masse sera nulle ou positive selon que la série
est divergente ou convergente. Il est à remarquer que ce second cas est en effet possible; il exige seulement que les 02 k croissent rapidement afin que la série
puisse être convergente.
Ensuite il y a les masses- concentrées aux points rk, qui pour A; = 00 se rapprochent indéfiniment de l'origine , la série
étant convergente. On voit donc que la fonction
F («) = lira
a une infinité de pôles dans le voisinage de z = 0, et ce point z = 0 peut être un pôle ou non selon les cas.
70. L'une des premières fractions continues que l'on ait considérée en Analyse fournit un exemple du cas que nous venons d'étudier. C'est
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la fraction continue de Lambert
Pour la ramener à notre type , nous écrirons
Va p K»
r* = 4:(2ft— l)27i2, S/fc = 8:(2A:— 1)2 7^2.
On a ici
et la série j est bien convergfente ; en même temps la série
L^ OkOk + l *' '
est divergente , il n'y a point de masse concentrée à l'origine. Ensuite on a
Des formules que nous donnerons plus loin (n" 76) permettent de
réduire en fraction continue
H étant une constante positive. On aurait ainsi un exemple du cas où l'origine est un pôle ; il s'y trouve concentrée la masse n.
Nous allons revenir maintenant au cas où la série
est convergente , pour faire une étude plus complète du problème des moments qui est indéterminé.
Soit t un paramètre positif; je considère la fraction continue
ai«H T
Cl2n + lS -\- -j-
qui est évidemment égale à
En développant suivant les puissances descendantes de 2, on a évidemment
e étant le premier coeflficient qui dépend de t. Posons
3in{e) = <^2n{e) -{- t(^2n+iiz) = [aiZ, a^, ... a2n + lZ, i], les racines de
din{z) = 0
seront réelles, inégales et négatives; en effet, 3{.„{z) est simplement ce que devient Q2n + 2(2) pour a2n+2 = t. Comparons maintenant les racines de
3in{z) = 0 à celles de 5C„ + i(2) = 0. On a
3in + l{z) = [ciiZ, ttg, . . . , a2n + lZ, 02n + 2, Ctin+SZ, <]•
Or, il est facile de voir que si l'on pose
le second membre se réduit à 5C„(3). Les racines de
3in + i(z)=zO
sont au nombre de n -j- 2; si maintenant on fait décroître a2n+2, diu+s de leurs valeurs actuelles jusqu'à zéro, ces racines ne peuvent que décroître, d'après la proposition du n" 6. Une de ces racines deviendra — 00 , les autres vont coïncider avec les racines de
Ce résultat peut s'exprimer ainsi : si l'on range par ordre de grandeur croissante les racines positives de
une racine de rang déterminé Xk décroît lorsqu'on change n en n -f- !• Pour n = 00 on a
lim 3in{z) = q{z) + tq^iz),
Xk tend vers une limite finie 1* et
En effet , on peut répéter tous les raisonnements des n"' 19 et 21. Il est clair que les f/t vont en croissant, mais peut-il arriver que ik = ik + i? Le raisonnement du n" 20 ne peut pas s'appliquer ici ; mais on peut procéder ainsi. Si l'on avait lt = fjt + i, on aurait, pour une même valeur finie et réelle de z,
q{z) + tq,{z) = 0,
q'(z} + tq',{z) = 0, donc
q(z)çti{z) — q,{z}q'{z) = 0.
L'expressi on
déviait do ic s'annuler pour w =: oo , ce qui est manifestement impossible puisqu'elle est égale à
hk4-lQlk(l
La transformation que nous venons d'indiquer résulte de l'identité bien connue
— Z — U ~ Zm- "2*4-1 ^2* (2) Q2a(m).
On a donc bien 1* < f* + i.
Les nombres |/t sont des fonctions décroissantes du paramètre t ; en effet ik est la limite de a;^ qui , elle même est une fonction décroissante de t. Nous avons
où
Pour i ^ 0, ^k devient égal à X^ et l'on a ainsi Pour < =: 00 , on doit évidemment avoir
lim<li= — I lA+i = 0k,
donc
1*^ ^*-ij et 0fc est compris entre X^ et A/t + i.
En définitive , si l'on considère les quantités croissantes
on voit que les |/t sont compris dans les intervalles
on n'en trouve aucun dans les intervalles
(Q) {^,&i),(k,OêAh.o^,---'
On trouvera facilement
P{z) + tpi(z) _ y- Vk î(z) + tq,(z) ^z + ik'
et la distribution des masses
(ri,, h), (k=l,2,3,...)
est encore une solution du problème des moments , dépendante cette fois du paramètre t.
La considération de la fraction continue
P2n-l{z) +tzF2n(z)^ 1
conduit à des résultats analogues, que nous nous contenterons d'énoncer
q^(z)^tzq(z) = lc + f]z(^l+jr^l^l + f,^il + j^---.
Pi{z) + tzp(z) _ ^ , Y" n'k
q,{z) + tzq{z) z '^ L^z-\-k'
On a ici Iq ^ ^ et
^k ^ i'k ^ fiches 1^ sont encore des fonctions décroissantes de t; pour t = 0,è'ic = 9 ; pour <==oo, IJ^^A/t, lesjy^ sont positifs, »;q= 1 : c -}-< s'annule pour < = 00. La distribution des masses
iv'k.rk): (A = 0. 1,2,3,...)
donne encore une solution du problème des moments; cette fois- ci , les I sont dans les intervalles
(Aj , 0^) , (A2 , ^2) . (^3 > ^3)-
On voit donc que le problème des moments a toujours une solution dans laquelle il y a une concentration de masse finie en un point donné arbitrairement. En effet, les résultats précédents font connaître toujours une solution tant que le point donné n'est pas à l'origine. Dans ce dernier cas, nous avons une infinité de solutions par les systèmes
(v*,0ft) et (vLl*);
le premier système donne la masse maxima qui peut être concentrée à l'origine
Nous allons montrer maintenant qu'un système tel que
est celui où la masse rjk concentrée au point 1^ est un maximum. De même dans le système (t]'^, 1^), la masse ij'^ concentrée au point f'^ est un maximum pour k=l, 2, 3, . . . . Nous venons de remarquer que cela n'est plus vrai pour A; = 0, le système (vk, dk) donnant alors la concentration maxima à l'origine.
Soit a un nombre positif quelconque ; pour chercher une limite supérieure de la masse qui peut être concentrée dans ce point dans une solution quelconque du problème des moments, je vais considérer les intégrales
r [1 + Xi(M — a) + X2(M — af + . . . + X„(M — a)»]2dv(M),
r [1 + Xi (M — a) + Xo (M — af +
-^X„{u-a)"Y-dyj{u).
Ces intégrales ne changent point de valeur si l'on remplace la fonction ip (m) , qui caractérise une distribution de masse qui .satisfait au problème des moments , par une autre fonction de même nature. On peut donc supposer que la fonction y" (m) caractérise la distribution qui, au point a, admet la plus grande concentration de masse possible D'autre part, ces intégrales ont pour M = a un élément égal à cette masse concentrée au point a. Les intégrales sont donc des limites supérieures du maximum cherché. Pour avoir les limites les plus proches possibles, nous allons calculer le minimum de ces intégrales considérées comme des fonctions de Xj, Xg, . . . , Xn, et ensuite nous poserons
Posons, dans le cas de la première intégrale,
2=l + Xi(M-o)-+-...-f X„(M — a)»;
les conditions du minimum sont
/"*£(« — o)*dv(M) = 0 (k=l,2,...,n)
ou
r£(M— a)M*dv(M) = 0 [k = 0, 1, 2, ..., (w— 1)].
On en conclut facilement
(M — a) £ = aQ2„+i(— M) + i8Q2n(— M), et , pour déterminer les constantes a et /S ,
0 = aQ2„+i(— a) + y3Q2«(— o), — 1 = a Q^„ + i (— o) 4- /3 Q^„ (— a).
Soit , pour abréger ,
A = Q2„(— a)Q2n+i(— a) — Q2n+i(— a)Q2«(— a); on aura
OU
£ = — 2^a2t + iQ2*(— w)Q2t(— a).
La valeur du minimum est
r Z'^dw{v) = f Zdw{u)= -^^a2fc + iQ2fc(— a)/ Q2fc(— «)dv(w);
dans le second membre tous les termes s'annulent , excepté celui qui répond à k^=0', le minimum se trouve ainsi égal à
et, puisque £ = 1 pour u^=a,
n ^ = J^«2t + lQ2*(— «)•
En faisant croître n indéfiniment, on obtient donc, comme une limite supérieure de la masse pouvant être concentrée au point a, l'expression
a) gî (— a) — Çi (— a) 3' (— o
Soit Aj ce que devient A lorsqu'on remplace Ck parck + i', le minimum de la seconde intégrale sera
oAi'
Or, par ce changement de Ck en Ck + i,
02*4-1 devient (Oj -|-a2 + . . . + «2fc+i)^a2t+2,
Q2ft(2) devient
(ai + 03+... + 02t + l)2
comme on le verra plus loin n" 77.
On a donc
■Q2fc+i(— a)!^
et l'on voit facilement que
aAj = A -| Q2«+i(— o)Q2n+2( — a).
En faisant croître n indéfiniment, on en déduit cette limite supérieure de la masse pouvant être concentrée au point a
q (— a) q[ (— a) — q^ (— a) g' (— a) + — g (— a) qy (— a)
Or , lorsque o est dans l'un des intervalles
(O.^l), (Oy,^), {B„l,), ...,
le produit q( — a}qy( — o) est négatif; on adoptera donc comme limite supérieure
1 :lq(—a)q'i{—a) — qi{—a)ç^(—a)']; mais , si a est dans l'un des intervalles
(Aj, flj), (^2, 6^), (-I3, 63), ...,
q( — a)qi (— a) est positif; la limite supérieure la moins élevée sera
q (— a) qfi (- a) — q^ (— a) q'(—a) + -^q (— 0) Çj (— a)
Il est très facile maintenant de voir que les systèmes
{Vk,h) et (»?'*, ft)
sont ceux qui possèdent les concentrations maxima aux points 1*, lit. En effet, si a est dans l'un des intervalles
(0 , Aj) , (6i , Ag) , (02 , h)> • • > on aura a = ^k pour une valeur convenable de t. Cette valeur de t se déterminera par la condition
Çl{—a)+.iQA—a) = 0; elle est positive. La valeur correspondante de j^* est
p (— g) 4- tp^ (— g)
q'{-a) + tq[(-ay
et un calcul facile montre que cette valeur est précisément égale à
a)9Î(— a) — gi(— a)3'(— g
qui est la limite supérieure obtenue plus haut. Si , en second lieu, a est dans un des intervalles
on aura g = 1^ en déterminant t par la condition
qi{—a) — atq(—a) = 0,
et la valeur correspondante de t]'k est
Pi(—a) — aip(—a) ^
q'i ( — a) — atq'{ — a) + < g (— g) '
ce qui est égal à la limite supérieure 1:
75. Considérons une distribution dans laquelle la masse /n concentrée au point a est maxima. Supprimons cette masse ju; je dis que le nouveau système qui reste après cette suppression est un système déterminé. En effet, s'il était indéterminé, on pourrait toujours trouver un système équivalent ayant en g une concentration de masse finie. En rétablissant fi, on aurait donc en g une concentration de masse supérieure à /x, ce qui est impossible. On voit aussi qu'il n'y a pas
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deux distributions différentes qui donnent le maximum de masse dans un point donné.
Nous avons vu que le système
correspondant à la limite
Pi (g) Qi (g) '
est celui où la masse vq concentrée à
l'origine est maxima. On peut caractériser d'une façon analogue la distribution
correspondant à la limite — ,-r , en disant que c'est la distribution pour
laquelle l'intervalle (0, Aj), qui ne contient point de masse, est le plus grand possible. On peut dire aussi que c'est la distribution pour laquelle le moment d'ordre — 1
"1 est minimum. Cela se déduit aisément de certaines formules que nous donnerons plus loin (n°^ 77, 78). Si l'on a plusieurs solutions du problème des moments , on peut en déduire une nouvelle en multipliant ces solutions par des facteurs positifs dont la somme est 1 , et en les superposant ensuite. En partant des solutions
qui dépendent du paramètre t, on pourra obtenir ainsi des solutions dans lesquelles la masse est répandue d'une manière continue sur l'axe. Nous croyons inutile d'écrire les formules explicites qui renferment évidemment des intégrales.
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SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS DE LA FRACTION CONTINUE
76. Supposons qu'à une distribution de masse donnant les moments
on ajoute une masse fi concentrée à l'origine. Il est clair que Cq se changera en Cq + /^ ; les autres moments ne changent pas. Pour voir ce que devient la fraction continue après cette modification , il suffit de se reporter aux formules des n°^ 11 et 12. On voit alors que le déterminant A„ devient A„-|-/*C„_i, les déterminants B„, C„ ne changent pas. Il s'ensuit que
Al
Bn Bn — 1
deviendra
(A„ + ^C„_i)^ ^ A^ L Cn-l\^ .
BnBn_i BnBn — 1 V An /
or
donc 02 n se changera en
[1 + /* («1 + «3 + . . . + a2n-l)P 02„ = aîn-
Ensuite, on voit par un calcul analogue que a2n + i devient 02„+i:[l+/i(ch+a3 4-... + a2n-i)]X[l+i"(«i+a3+ •• + «2n+i)]=a2„+i. Ces relations , on peut les écrire aussi
«i + a8 + ---+«2* + i ai + a34-- ■+ 02*+i
(oi + as 4- • ■ • + a2*-i)^ «2* = (tti + Og + . . . + a2k-\f a^k- Sous cette forme , elles sont presque évidentes , puisque
(fli 4-ag + ... + a2t-i)^a2* =
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Si le problème des moments est indéterminé dans le cas des données
il sera évidemment aussi indéterminé dans le cas des moments
''O T i" > ''Il ^-2 > ^3 > ■ • • ■
Mais si l'on est d'abord dans le cas déterminé, pourra t-il arriver qu'on soit dans le cas indéterminé après avoir ajouté le masse /« à l'origine ? Nous avons déjà annoncé (n" 65) que cela ne peut arriver que dans un cas exceptionnel.
En effet, on suppose la série
divergente et les séries
os
a'2ic 1 1
convergentes l'une et l'autre. La première série est toujours convergente mais , pour que
soit convergente , il faut et il suffit que
^(«1 + 03+ ■••+a2k-if
soit convergente. Il s'ensuit que la série
est convergente aussi ; donc
sera divergente, tandis que
sera convergente évidemment. On est donc dans le cas particulier étudié au n9 66, et la solution du problème des moments est donnée par le système
Mais, en ajoutant la masse ,« à l'origine, on obtient un système indéterminé. Mais je dis que la solution formée par les masses ju et (yic, a*) est la solution qui donne la plus grande concentration à l'origine et est, par conséquent , du type
En effet, il y aurait autrement une solution avec une masse fi -}- fi' k l'origine, et, en ôtant la masse ju, on aurait un système équivalent au système {y/c, o/t), mais qui ne serait pas identique avec ce système déterminé , ce qui est impossible.
77. Supposons maintenant que l'on remplace Ck par Ck + i- De chaque solution (rrii, Xi) du problème des moments (co, Cj, Co, . . .) on déduira évidemment la solution (wiX,, xi) pour le cas des moments (cj, c^, Cg, . . .). Ainsi, si l'on est d'abord dans le cas indéterminé, on restera toujours dans ce cas indéterminé. Mais nous avons annoncé déjà (n° 65) que , lorsqu'on est d'abord dans le cas déterminé , il pourra arriver , dans un cas exceptionnel , que le second problème soit indéterminé.
C'est ce qu'on déduira sans difficulté des formules que nous allons donner.
Il est clair que, par le changement dec* en C/c + i, A» deviendra B„, B„ deviendra C„.
Donc, si a le se change en d^, on aura
0'2„_1 = p "~^ = a2n K + as + . . . + Uin-if- Uniin — l
Ensuite, on voit facilement que Q2n(2) devient
aQ2«+i(0)
Voici maintenant les formules pour la transformation inverse. En réduisant la série
en fraction continue
oi 2 +
on aura
ai = — »
Cén + l = a2n: (>W — «2 — «4 — • • • — 0 2n-2) (Wl — Cfg — «4 — • • • — f 2n),
a2„ =a2n-i(m — ag — a4 — . . . — a2„_2f.
78. En dernier lieu étudions l'effet d'une translation sur un système de masses. Cela revient à développer, suivant les puissances descendantes de a, l'expression
En supposant qu'on obtienne
Co z
Cl 1 C2 7^ + —
on aura
4 = C* + yACA_i4-^^^^^A2Cfc_2+...+^*Co.
Un calcul facile montre qu'en remplaçant c* par 4 le déterminant A„ ne change point, le déterminant B„ devient B„Q2nW, d'où l'on déduit
a'in =-02n : Q2n-2(^)Q2n(^).
Si A > 0, un système indéterminé restera toujours indéterminé, mais un système déterminé peut se changer en système indéterminé dans un cas singulier , comme cela à été déjà énoncé au n" 65.
EXEMPLES PARTICULIERS
79. Je vais donner maintenant quelques exemples : dans tous les cas la fraction continue sera convergente.
Pour abréger, je supprime toujours les artifices qu'il faut employer pour obtenir la transformation de l'intégrale définie en fraction continue.
Soit A un paramètre positif, je considère d'abord la fraction continue
On a ici
l'une des deux séries
oo
,a2*+ii 7 «2*
^as
sera donc toujours divergente , et pour A =: 1 elles le sont toutes les deux ; la fraction continue est toujours convergente. Mais il y a lieu de distinguer les cas A < 1 , A > 1. Lorsque A < 1 , on a
L'intégrale
se réduit ainsi à une série; il y a sur l'axe une infinité de points matériels
|;(l_;i)An-i,„(i_A)].
Pour A > 1 , on a
L'intégrale définie se décompose encore en série ; la distribution de masse est
On voit que, lorsque A diffère infiniment peu de l'unité, les masses sont infiniment petites et infiniment rapprochées. Pour A = 1, on a une distribution continue de masse , car on retrouve alors la fraction continue de Laguerre
La distribution de masse doit être regardée comme variant d'une façon continue avec L
On a encore cette expression analytique
d'où l'on déduit en effet , lorsque A < 1 ,
et , lorsque A > 1 ,
n^,^)=f^(^-^)e--t'-'''-'"-'''-'''''^=tzT^i^y
80. On peut rattacher à l'exemple précédent la réduction en fraction continue de la série
considérée par M. Poincaré (Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste , t. II , p. 3).
Si , dans le cas A < 1 , on pose
il vient
, 1-A W '-- À, fi-^ ^
Dans le cas A > 1 , on posera
On obtient ainsi les fractions continues
qp{W,fl)=l +
l — tr -\ ^
<p{fV,f.) = -
En supposant 0 < te < 1 , elles sont convergentes pour toute valeur réelle ou imaginaire de /i, à l'exception des valeurs /i = — -— ; on s'assure facilement qu'il y a encore convergence pour toute autre valeur négative de ft.
81. On peut généraliser l'exemple précédent en introduisant deux nouveaux paramètres. Ainsi soit
on aura
,00 g-iu 1 .=0 ^^a-l e bu F(z,l,a,b)= -, — rTT^<^w= TT?-^ / i ^'"5
pour A < 1 ,
F{zJ.a,b) = ^
_ y- a(a + l) ■ ■ ■ (r> + » — 1) _ {l — XYV"' _ 1 . 2 . 3 . . . w " z + (« -f a) (1 — >l) '
pour A > 1,
tandis que la fraction continue est
aw
mA*
2»iA''
où l'on a posé
3wA*
82. Je vais étudier maintenant , au point de vue de leur convergence, les fractions continues qu'on obtient pour les intégrales
F^iz, k)=f cri(?/, A-)e-««dM, F^iz, k)= f dn{u, k)e-''*dv,
•' F3{z,k) = l sn{îi,k)i:-^''(hi,
Fi{z,k)=l 8r)^(u,k)e-"'(hi.
Kn substituant pour les fonctions elliptiques leurs développements suivant les puissances de m, on obtient les développements suivant les puissances descendantes de z. Ces développements sont de la forme
n I ^2 IS I
dans le cas de Fj {z, k) et Fg {z,k); de la forme
dans le cas de F3(2, k) et Fi{z, k). Dans tous les cas les coefficients c, sont des polynômes en A; à coefficients positifs.
Voici maintenant les fractions continues qui sont de la forme
ou de la forme
selon les deux formes du développement suivant les puissances descendantes de z. Dans le cas du second développement les valeurs des o„ sont très compliquées; mais, en se bornant à considérer les réduites d'ordre pair [voir la forme (H) de l'Introduction] , on a une fraction continue de la forme
avec des valeurs simples des i„, a„.
Dans le cas de Fj {z,k), on a,
6o = l. 62n-i = (2n-l)2. b2n = {2nkf, d'où
«1 = 1, fl2 = 1 »
n— 1)J Dans le cas de F3(«, A;), on a
Ao=l, >l„ = (2n — l)(2w)2(2n+ 1)A2, a,. = (2n — 1)2(1 + ftS). Dans le cas de F4 (» , A) , on a
^0 = 2, l„ = 2n{2n-{-lf{2 7i-{-2)k'-, «„ = (2/0^ (1 + A^). La démonstration de ces formules , au point de vue purement formel se trouve dans un Mémoire que j'ai publié dans le tome III de ces Annales. J'ai ajouté ici seulement la réduction en fraction continue de
83. Les fractions continues pour Fj (z, k), ¥2(2, k) sont convergentes
pour toute valeur positive de k". Dès lors elles doivent se mettre sous
la forme
mais nous allons voir que cette intégrale définie se réduit encore à une série. Substituons en effet, aux fonctions elliptiques, leurs développements en séries périodiques, on trouve sans peine
Fi(^.A)-^g2^^_^^2„^i
„ , \2n+ï)nf^
^2 («'*) = ai
nn K
On reconnaît ainsi que les fractions continues pour Fq{z, k) et F^{z, k) sont aussi du type que nous avons étudié. C'est ce que nous avons déjà vérifié d'une autre façon dans l'Introduction pour FQ{z,k).
Mais les réduites des fractions continues pour Fg {s, k), F4 {z, k) tendentelles vers les expressions de ces fonctions que nous venons de donner? Pour répondre affirmativement, il faudrait savoir qu'on est dans le cas déterminé du problème des moments.
8i. Supposons A; < 1 , g < 1 , l'expression de F^{z,k) montre qu'en posant
le système des masses
{wr,, x„) (n = 0. 1,2.3,...)
est un système déterminé. Ensuite le système
(Wn Xn, Xn)
sera aussi déterminé; car, pour qu'il en fût autrement, il faudrait que la série
soit convergente (voir n". 77); or, on constate que la série
est déjà divergente.
On en conclut que, M étant une constante quelconque, le système des masses
Wn— J_^g2n + 1 *^ ^n —
2K est un système déterminé. Or, si l'on prend
1 l_Lo2n+l
>2^^lï±j^ (n = 0,1.2,...)
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on reconnaît immédiatement que le système
sera aussi déterminé. Cela prouve que la fraction continue pour F3 {z, k) est bien dans le cas déterminé; la limite est bien égale à "P^iz, k). Considérons la fraction continue pour F^iZyk). La série
est convergente (il y a une concentration de masse à l'origine). Si i'on remplace Ck par Ct+i, on aura (n° 77)
En changeant de nouveau c* en c^ + i, on aura
a2„_i = a2„(oi + a3 + . • . 4-«2n-i)'^
donc
f'2n-l > ff2n02n-l > — 2«2n+ 1 «j»
Or la série
2;a2n + ia2n est manifestement divergente; il en est de même de la série
ce qui prouve que le système des masses
est un système déterminé. En prenant
n 1 — g2n' on reconnaît que le système
e£t également déterminé, c'est-à-dire la fraction continue pour F4 (a, A) tend bien vers F4 (a, A).
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Nous avons supposé A < 1 , mais on voit facilement que
F^{z,^) = kF,{kz,k),
F,{z,~) = k'F,(kz,k),
F,{z,^) = k^F,{kz,k), ce qui montre que cette restriction est inutile.
85. Les distributions de masses correspondant aux fonctions F{z, k) présentent toutes cette particularité que, lorsque k tend vers l'unité, les masses deviennent infiniment petites , mais aussi infiniment rapprochées.
Pour A; = l on obtient, comme limite, une distribution continue de masse sur l'axe. C'est le même phénomène que nous avons rencontré déjà (n" 79).
Il ne semble pas sans intérêt d'obtenir directement la distribution correspondant à A; = l, comme limite de celle qui correspond à A;= l — e, s étant infiniment petit. Faisons le calcul pour Fj {z, k). Posons
ô sera infiniment petit, et l'on aura q^e-^ avec une approximation suffisante. Ensuite
kK ~ n ' et la masse $ (u) comprise dans l'intervalle (0, m) sera
iô l e ^ , e ^
si l'on suppose que l'entier w est déterminé par la condition qu'on doit
avoir sensiblement
\(2n-\-l)nf 2K
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en sorte que
(2n+ \)à = ny'u.
A la limite , e et ^ tendant vers zéro , on aura
Remarquons que, dans le cas A = 1 , les fractions continues pour Fg(a, A), F4(a, ft), qui sont de la forme (I*^), se ramènent facilement à la forme (I") , ou (I) , et l'on reconnaît alors qu'elles sont encore convergentes dans ce cas.
86. Je vais donner maintenant la fraction continue dans quelques cas où les moments Cn s'expriment très simplement par les polynômes de Bernoulli, définis par la relation
en sorte que <po (^) = ■^ — h ^" supposera dans ce qui suit 0 < A < 1. Considérons d'abord la série
«2 zi «6 ^8 -I----.
elle donne la fraction continue
"'"-^-^ 2(2n-l) . _n{n-\-jHn-{-l—i) /"^"- 2(2»+ 1) '
OU bien
Comme on le voit , la fraction continue est convergente, et elle repré sente, tant que la partie réelle de z est positive, l'intégrale
udu /e"" + e-''"\
. „ , , /•» M dît /e"" -4-e~''"\
e^'^ + e-^"" — 2cos{2A7i) qui s'exprime aussi par
V («) étant la dérivée de log r («).
Une autre expression de cette fraction est celle-ci
•shfâshl''-"»
du,
sh| ô e" — e-'
ou sh u =
On trouvera la démonstration de ces formules dans le Quarterly Jour nal of Mathematics , vol. XXIV, p. 370; 1890.
Pour ^ ^ J, on retrouvera facilement la fraction continue qui nous a servi au n". 63.
Considérons en second lieu la série
elle donne la fraction continue
OÙ
H -2-1 _nHn - l + 2 k}{n-\- 1-21)
Oo-A. ^, On— 4(2„- i)(2n+l)
Les valeurs des a^n, a2„+i sont un peu compliquées, mais on voit
encore facilement que les séries
sont divergentes l'une et l'autre.
Tant que la partie réelle de z est positive , les réduites tendent vers
/» — 2g du
sin {2kn)
c^"" ^ e-^"" — 2cos(2X7i)
Cette limite s'exprime aussi par
|V'(2 + 'l)-iv(2+l-'l) et par l'intégrale
1 /•*sh(A-i)M
ah i M
e-^^'dii.
87. On obtient des formules analogues si l'on considère une nouvelle suite de polynômes, définis par la relation
^ = ;:oW + .iW^ + .-. + znWp^£— „ + .... La série
donne la fraction continue
où
bo=l, b2„ = n^, b2n+i = (n-\-k)(n-\-l—k). La fraction continue est convergente , et , puisque
on voit que ( — ï)" X2n(X) est un polynôme du dej^ré n à coefficients entiers et positifs en A(I - X). Ainsi, ce polynôme est constamment positif et croissant de ^ = 0 à ^ = ^.
La limite de la fraction continue s'exprime ainsi
4 si
in{?.n)j
z du
3tu I „ — nu
(e"« _|- c-""*)^ — 4 cos2 (A 71)
ou encore
Nous avons posé ici
La série
ch(M) = COS(îM) = g-
n* • S' enfin donne la fraction continue
où
La limite de la fraction continue s'exprime par
M du
,, . r u au -icoaiXn)j ^2^^
ou encore par
f,nu _g-7tu
(e"« _|_ e-"«)2 _ 4 cos2 (Ati)
y«^Mî.-..,„=i[,(i±i)+.('±|^i)
on a
par conséquent (— l)"x2n-i (A) est positif dans l'intervalle (0, |), négatif dans l'intervalle (|, 1).
88. On connaît le rôle que les polynômes de BernouUi jouent dans la théorie de la formule sommatoire d'Euler et de Maclaurin Les polynômes xnW jouent un rôle analogue dans la formule de Boole (Treatise on differential équations, Chap. IV, p. 13; 1859):
+ cRn»
âln =
7(2^)1 nn{u)f<^^ + '^(X^hu)du,
Nous avons vu (n""" 68 — 70) que, lorsque la série
est convergente , la fonction F (z) est égale au quotient de deux fonctions entières de / = 1 : a.
Nous nous proposons actuellement de trouver tous les cas dans lesquels F (z) est une fonction de t qui est méromorphe dans tout le plan.
Puisque
_ r» d<i>(u) _ /■" td<i>{u)
il est clair que, pour cela, il faut et il suffit que la distribution de masse représentée par 4> (m) se réduise à une concentration de masses
{mi, Si) (1 = 1,2,3,...)
en des points
Il > ^2 > ^3 > ^4 > • • • > l'"l f« = 0.
se rapprochant indéfiniment de l'origine, à laquelle peut s'ajouter encore une masse finie C placée à l'origine. Les w< sont seulement assujettis à la condition que la série
doit être convergente.
Nous avons remarqué (n". 48) que , lorsqu'un intervalle (a, b) ne contient point de masse dans la distribution représentée par $ (m) , l'équation
ne peut jamais avoir deux racines dans cet intervalle : le nombre des racines dans cet intervalle ne peut être que 0 ou 1 . Il s'ensuit que, dans le cas actuel, le nombre des racines plus grandes qu'un nombre quelconque positif l reste toujours fini et ne peut pas surpasser le nombre fini des nombres
Su «2> *8> • • •
qui surpassent /.
2. Avant d'aller plus loin , faisons quelques remarques sur la manière dont se comportent les racines
de l'équation
et cela dans le cas général. Nous supposons ces racines rangées par ordre de grandeur décroissante: x^ sera la plus grande racine, et x^, Xn, ■ ■■ croissent avec n.
Il peut arriver que x^ croît au delà de toute limite , mais alors Xg, x^, . . .,Xk croissent aussi au delà de toute limite nécessairement.
En eflfet , supposons d'abord
lima;i=oo, limXa^A,
X étant un nombre fini. Il est clair d'abord que la masse Mj correspondant à la racine Xj tendra vers zéro, car
Ml Xy<Cy
D'autre part, X2, x^, • • • restent toujours inférieurs à A: on aurait donc
et
lim<p„(X) = ^H) = ^- _
La fonction <P{u) serait donc constante dans tout l'intervalle {X, 00), mais alors aucune racine de
Q2n(— 2) = 0 ne peut être plus grande que X. Cette contradiction montre qu'il n'est pas po.ssible que Xi seule croisse au delà de toute limite. Et, de la même façon, on verra qu'il est impossible qu'un nombre fini de racines croisse au delà de toute limite , en sorte qu'on aurait
lim Xi = lira .Tg = . . . = lim Xk = ». lima;A+i ^X.
Nous pouvons donc dire que le nombre des racines qui croissent au delà de toute limite ne peut être que 0 ou 00.
Supposons maintenant
lim Xj = A , X étant un nombre fini. Il peut arriver que x, soit la seule racine qui tende vers X, en sorte que
lim ^2 = A' < X.
Maïs nous allons montrer que , lorsque
lim ^2 = A ,
alors nécessairement x^, x^, x^, . . . , tendent aussi vers A. Autrement, le nombre des racines qui tendent vers k ne peut être que 1 ou oc. Supposons en effet
lim ajj = lim aîg = . . • = lim ojfc := A ,
lima;fc4-i =:A' < A.
On peut prendre d'abord n assez grand pour que les k plus grandes racines de
soient toutes comprises entre A' et A. Ensuite on pourra prendre n' assez grand pour que les k plus grandes racines de
soient comprises entre la plus grande racine de
Q2„(-a) = 0, et A. Mais il est clair qu'alors les k plus grandes racines de
Qo„(— g) = 0 seraient toutes comprises dans l'intervalle de deux racines consécutives de
Q2ti + 2n'(— JS) = 0.
Or nous savons que cela est impossible, à moins qu'on n'ait A = 1. Si Xi est la seule racine qui tend vers A , on aura
lim a52 = ^' < ^ ,
et l'on verra de la même façon que le nombre des racines qui tendent vers A' ne peut être que 1 ou a. Dans le premier cas, on aura
lim Xa = A" < A',
et l'on voit encore que le nombre des racines qui tendent vers A" ne peut être que 1 ou 00 , et ainsi de suite.
3. Revenons maintenant au cas du n». 1, c'est-à-dire supposons que la fonction $ (m) affecte la forme particulière que nous avons indiquée. Nous allons montrer qu'on a alors nécessairement
lim 62»!— 1 = lim &2n = 0.
Soit , en effet , e un nombre positif aussi petit qu'on voudra. Parmi les nombres
il y en a seulement un nombre fini k qui soient plus grands que e. Parmi les racines de
x^, x^, . . ,, Xit seules peuvent surpasser e, mais Xu+i est certainement inférieur à ft4-i<«. Ensuite ces racines x^, x^, ■•., Xh^n nombre fini tendent certainement pour n = oo vers des limites finies. Désignons maintenant par Xj , x^, . . -, ic^+i les racines de
Q2n + 2(— «) = 0, on aura
aJÎ + a;2 + . . . + a;A+i = 61 + 62 4- • • • + &2n+i ,
Xi-\-X2-\-...-\-X„ =6i4-62 + --- + ft2n-i, donc
^ {X'r — Xr) + ^ {X'r — Xr) + X^ + l = 62» + &2n + l. 1 k + l
Or, si l'on se rappelle que les racines Xk sont séparées par les racines Xk, il est clair que
^{X'r — Xr) + X'n + i < s,
car
^ {x'r — Xr)-\-^ {Xr — x'r+i) +X'„ + i = x'k + i < e,
et Xr — Xr-f-i est positif. D'autre part, la somme
"^{X'r — Xr)
peut être rendue aussi petite qu'on voudra, par exemple inférieure à e, en prenant n suffisamment grand ; il vient donc
b2n-\-b2n + i < 2e, et les quantités 6„ tendent vers zéro.
Ainsi , pour que la fonction F (z) soit méromorphe en t^ — , il faut certaine-
ment que 6„ tende vers zéro.
4. Nous allons montrer maintenant que cette condition est aussi suffisante et que , toutes les fois qu'on a
lim 62»-! = lim 62n = 0,
F (z) est bien méromorphe en z~^.
Pour cela, nous allons faire voir d'abord que ces conditions entraînent cette conséquence :
Le nombre des racines de
qui surpassent un nombre positif quelconque l, ne croît pas au delà de toute limite, mais reste invariable dès que w surpasse une certaine limite. Considérons la suite des fonctions
(a) Qo(3), Q2(2), Q4(^). •••. Q2«(3), ...,
il s'agit de faire voir que le nombre des racines d'une équation
qui sont comprises entre — l et — 00 , finit par être constant.
Or, ce nombre est égal au nombre des variations perdues, en posant, dans la suite ,
Qo(«), Q2(«), ..., Q2„(2),
d'abord z=^ — 00, ensuite z^ ^ l. Mais, pour z^ — 00, on n'a que des variations ; tout revient donc à montrer que , pour z =z — l^ la suite (a) n'a qu'un nombre fini de permanences , c'est-à-dire qu'on ne rencontre que des variations dès que n surpasse une certaine limite.
Pour cela, revenons à la relation entre trois fonctions consécutives; on peut l'écrire
bzn-l Q2n(3) = (« + i2n-2 + 62n-l) Q2n-2(3) — 62n-2 Q2n-4 («).
Posons
il viendra
D'après l'hypothèse , on a
lim 62n-2 =: Hm 62n-l = 0;
donc, dès que n surpasse un certain nombre v, on aura certainement
parce que le nombre positif l n'est pas nul. Nous supposerons maintenant w > i".
On voit alors que si A„_i ^ 1 certainement k„ sera positif et compris entre 0 et 1, c'est à-dire qu'on aura aussi ^n < 1. et, par suite, tous les nombres
seront positifs, plus petits que l'unité.
Mais supposons la valeur de A„_i quelconque et calculons la suite des quantités
An — 1, An, /n-{.i, /n4-2) ..•.
Nous distinguons divers cas qui épuisent tous les cas possibles.
L'un des nombres Afc est infini, Xm = oc, alors km + i=0 < 1, et, par conséquent tous les nombres
Xm + 2, ^m + 3i ^m + 4, •••
sont positifs , plus petits que l'unité.
Si aucun des nombres At n'est infini , ils seront tous finis , et ils seront : Ou bien tous > 1 ; alors il est évident qu'ils sont aussi tous positifs. Ou bien on en trouvera un A „ ^ 1 , et alors nous avons vu que
Xm + l, Am + 2) An> + 3> •••
sont tous positifs, plus petits que l'unité
Ainsi, dans tous les cas, les nombres A* sont constamment positifs dès que k surpasse une certaine limite. Il est évident, d'après ce qui précède, que nous avons établi ainsi la proposition que le nombre des racines de
qui surpassent un nombre positif quelconque l, ne croît pas au delà de toute limite , mais reste invariable dès que n surpasse une certaine limite.
5. Il est facile maintenant d'achever la démonstration. La racine Xi tendra vers
une limite finie fj, et c'est la seule racine qui tend vers cette limite, car le nombre
des racines qui tendent vers Ij est 1 ou oo, mais il ne peut être oc, parce que nous
savons que le nombre des racines qui surpassent un nombre / est fini. Ensuite Xg
tendra vers une limite I2 <^ ^i > ^^ ^^ ^^^^ '^ seule racine qui tend vers fgi et ainsi
de suite. Généralement, on a
lim xi, = fi et
La masse Mj correspondante à Xj tendra vers une limite »?, ^ 0 en diminuant toujours, mais il est facile de voir qu'on ne peut pas avoir m^ = 0.
En effet, on voit facilement que, dans ce cas, la fonction $ (m) serait constante à partir de m = ^2 <C ^i» mais alors aucune racine ne surpasserait I2, et la racine qui tend vers |^ n'existerait pas. De même, la masse Mj correspondante à x^ tendra vers
une limite rWg qui n'est pas nulle. En effet, nous savons que Mj -|- M2 diminue toujours; cette somme tend donc vers une limite, et il en est donc de même de Mg. On ne peut pas avoir Wg = 0, car, alors, il est aisé de voir que la fonction $ (m) serait constante dans tout l'intervalle (f^, f j), et cet intervalle ne pourrait pas renfermer les deux racines x^ et X2 qui tendent respectivement vers f j et I2. et ainsi de suite. Il est clair que (pn (m) tend toujours vers une limite finie pour m = 00 et cette limite est dès lors = $ (m). Et cette fonction $ (u) affecte bien la forme particulière indiquée plus haut (n" ] ), en sorte que F ( — j est une fonction méromorphe de t.
Ainsi, pour que FI — ) soit une fonction méromorphe dans tout le plan, il faut et il suffit qu'on ait
Iim62n-i^lini62n = 0.
(Article rédigé d'après un manuscrit inédit.)
Sur la loi de réciprocité de Legendre.
t 1. Supposons que p et g sont des nombres positifs , impairs et premiers entre eux. D'après le lemme de Gauss on sait que
où k désigne le nombre des restes , compris entre les limites — — 0
et ^—g — , qui sont négatifs , de la série
p — 1 q, 2q, Sq, ..., ^^-g- q-
D'après cela k indique aussi combien parmi les quantités
q 2q Sq (p— l)g
il y en a dont la partie fractionnaire surpasse -„-•
Or, en introduisant le symbole E(a) pour assigner le plus grand entier qui ne surpasse pas a , on aura
E(a + 1)-E(a)=l quand la partie fractionnaire de a est supérieure à ^ . On en conclut
En considérant de la même manière
on aura
Posons maintenant
alors on a
A' = B' — A' et il s'agit de démontrer la congruence
B + B' — A — A' = ^^ ■ ^^ (mod 2)
pour obtenir la loi de réciprocité
Pour y arriver nous démontrerons d'abord
B + B' = 0 (mod2) et ensuite
Pour établir le premier point on peut démontrer que B est un nombre pair. C'est ce que fait Gauss. Voici la démonstration de M. Kronecker d'après les leçons de Dirichlet (Dedekind, 2'''">« Édition, p. 97). Soit
pE(!^ + |)-„ = ., (,= .,2.3 £^)
il est évident que Ty sera compris entre ± ^ , car E (— + 'k] ^^^ '^ nombre entier qui diffère le moins de . Les nombres ry sont tous dif-
donc
férents et la somme de deux d'entre eux ne peut être nulle Donc dans leur ensemble ces nombres ry sont
quelques uns étant afïFectés du signe -|- > les autres du signe — . Or, on a
B = 2^(2/-r,) = 0 (mod2).
2. Mais on peut se dispenser de démontrer que B est pair , car on a B =: B'. Cette remarque avait échappé aux premiers chercheurs. En effet E (o) exprime combien il y a de termes positifs dans la série
à condition de pousser assez loin cette série. D'où l'on conclut que B indique combien il y a de nombres positifs dans le groupe des --„ — — 0 — nombres
^ + l-z ou 2yq-(2x-l)p
X on voit que ces nombres résultent
En remplaçant x par -—" — aussi de l'expression
2px-\-2qy—pq
La symétrie de cette expression met en évidence la relation B ^ B'. Voici comment on peut interpréter géométriquement ce résultat. Sur
deux axes OX et OY prenons 0A = ^, 0B=2 et complétons le rectangle OABC. Considérons en même temps le réseau des points x, y dont les coordonnées sont
et qui sont à l'intérieur du rectangle. L'équation de la diagonale AB étant 2px-\-2qy — pq^O, il est clair que B = B' est le nombre des points du réseau qui se trouvent à l'intérieur du triangle ABC, ce que nous indiquerons ainsi
Le nombre B étant pair on a
Ae=^e(^) (mod2).
Supposons que parmi les nombres E ( — j il y en ait l qui sont impairs, k et / seront de même parité. Mais il y a plus, car on a A; = i, ainsi :
Si l'on divise les nombres
» — 1 q,2q,Sq, ...,^^-^q
par p, on trouvera autant de quotients impairs que de restes qui sur-
P passent -g--
Pour le faire voir , je remarque d'abord que E (a) 4- E (î — a) = î — 1 par suite les quotients de m g et (p — m) g par p sont toujours de même parité , car leur somme est q — 1. Il en résulte que si je considère les deux groupes de nombres
(a) 2q, iq, 6q, ..., (p — l)q
et si je divise tous ces nombres par p, le groupe (a) donnera autant (A) de quotients impairs que le groupe (/î). Le groupe
q, 2q, Sq, ..., {p — l)q
donnera par conséquent 2 A; quotients impairs, et par suite chacun
des groupes
» — 1 (y) q, 2q, Sq, ..., — 2 ?
iJL^ JP+1 P + 3 p + 5 , ,,
id) . . . . ^?^^g, ^-r_^, ^fl^Ç, ..,, (p_l)g
en donnera k.
Donc les groupes (y) et (6) ou
yq et 2yq (t/ = 1, 2, 3, . . . , ^^)
donnent le même nombre de quotients impairs. Maïs il est clair qu'en divisant 2yq par p le quotient sera pair ou impair selon que le reste
obtenu en divisant yq par p sera inférieur ou supérieur à -^ , d'où la proposition énoncée.
III) = (IV
Pour la démontrer je cherche une expression du nombre (IV) qui indique combien il y a des points du réseau satisfaisant aux conditions
2px-{-2qy—pq>0, px — qy>0.
Pour une valeur donnée de y on doit avoir
Tant que y < ^ on n'a qu'à faire attention à la première limitation, et pour y > y c'est la seconde limitation qu'il faut seulement envisager. Pour y < . on aura donc
valeurs de a;, et pour y > -^ ce nombre sera
On a donc
Or , dans la première somme 2 y parcourt les nombres pairs inférieurs à 9 . dans la seconde p — 2 y parcourt les nombres impairs inférieurs à ^ ; on peut donc écrire simplement
et l'on trouvera de la même façon
A cause de
E(a) + E(a + ~) = E(2o) on en conclut
III) = (IV
Il se confirme ici de nouveau que B ^= (III) + (IV) est pair. Ensuite on obtient cette nouvelle expression de k
c-à-d. en divisant les nombres yq par 2p, il arrive A; fois que le reste obtenu surpasse p, ou bien, ce qui est la même chose, en divisant
les nombres y q par p il arrive k fois que le quotient E y- — j obtenu est impair. On retrouve ainsi la proposition de tout à l'heure.
5. On obtient une expression de k qui conduit rapidement à la loi de réciprocité par le raisonnement suivant Pour que la partie fractionnaire de -" soit supérieure à -^ il faut et il suffit qu'on ait
x-i<^<x ou ^^ — f^<y<Y'
Pour une valeur donnée de x on obtient ainsi
V qj q
valeurs de y, d'où Ton conclut
*=Zl'=(f)-'=(^^)|
et l'on s'assure facilement qu'il faut prendre a; = l,2,3,..., — k^- En écrivant dans la seconde somme — "C a; au lieu de x on trouve
donc
*-zi^rf)+>=(i-?)! (™^2)- ■
Mais il est clair que
est égal à n— ou à ^—^ — — 1 selon que la partie fractionnaire de — est inférieure ou supérieure à ^ , donc
k=P^.^-k' (mod2).
On voit en même temps que la somme
qui se présente ici est le nombre • •
(AOB) = (I) + {II).
(Article rédigé d'après un manuscrit inédit.)
Étude sur l'intégrale f x''-^e*dx.
Soit
(1) , F(a)=/"V-ie»da;
oïl nous supposons
0^a< + oo, 0<A;<1.
En développant l'exponentielle on obtient
k ' A + l^ 1.2.A; + 2^1.2.3,A; + 3^"" Cette formule permet de calculer F (a) avec une approximation in définie pour toute valeur de a. Mais dès que a est un peu grand ce calcul devient impraticable à cause des longueurs du calcul, et dans ce cas on devra préférer souvent d'autres formules, même si elles ne permettraient pas d'obtenir F (o) avec une approximation indéfinie.
On obtient un premier développement de ce genre par l'intégration par parties qui donne
iF(a)=a>--4 + ^ + ^'^^' + ...+''-*''^-fh'''-'-*'|+R.
I =Ti + T2 + ....+Tn + R„,
(4) B.n = (l — k){2 — k)...(n — k)fx''-»-U='dx.
Cn étant une constante indépendante de a.
En effet les deux membres de l'équation (3) ont même dérivée par rapport à o, par conséquent ils seront égaux si l'on peut déterminer c„ de manière que l'équation soit exacte pour une valeur particulière de a. Or si l'on prend a positif mais assez petit pour que
F(a)<Ti4-T2 + ... + T„,
il est clair que l'équation (3) détermine une valeur unique de cn qui sera supérieure à cette valeur particulière de a. On a évidemment
d'où l'on voit , en posant a =: c„ + 1 , que les constantes positives
^U ^2> ''8» • • ■ > Cn • • '
vont toujours en augmentant. On peut ajouter que c„ croît au delà de toute limite. En effet dans le cas contraire on aurait c„ < 6 pour toute valeur de n, 6 étant un nombre fini. Il en résulterait d'après (3)
6 ' •■• ' ftn-l
quel que soit n, ce qui est évidemment impossible.
2. Il est clair que si l'on connaissait la série des constantes
^H ''2 > ^Z> • • • » Cn » • • •
rien ne s'opposerait à un usage légitime du développement (3). Supposons que la valeur de a tombe entre c„_i et c„, on aura F(o)>Ti + T2 + ... + T„_i, F (a)< Ti + T2 + . . . -f- T„.
Mais il reste ici la difficulté qu'il faudrait connaître les constantes Cj, Cg, C;,, . . . au moins d'une manière assez approchée pour déterminer l'entier n.
Nous reviendrons tout-à-l'heure sur cette question, mais remarquons d'abord que lorsque a est grand les termes de la série
Ti-f-T2 + T8+...
vont en diminuant d'abord pour croître ensuite indéfiniment.
L'indice du plus petit terme T„ se trouve égal à
& étant déterminé par la condition que n doit être entier. Dans le cas 0^0, il y a deux termes consécutifs égaux, plus petits que tous les autres , n= -{• k est alors l'indice du premier de ces deux termes.
En supposant a grand , on obtient facilement une valeur approchée de ce plus petit terme T„, en effet
_(1 — A:)(2 — A:)...(w — 1 — A) „_r(n — A:) ^^ _r(a4-0) fc" "~~" " a»-* " ~"r(l— A)"a"-* r(\ — k)'a'' + ^'
Or on a, £ et s' désignant des quantités qui tendent vers zéro
avec — a
donc
ou plus simplement
<«' ■'•-TïàTi fi <'+•'■
3. Examinons maintenant la détermination des constantes q, a, Cg, ... Il est évident d'abord que Cn est la seule racine positive de l'équation transcendante
(7) F(0 — i*-it'
mais le calcul de c„ de cette manière est toujours laborieux et devient tout à-fait impraticable dès que n est un peu grand, ce qui est justement le cas le plus important. En effet pour résoudre l'équation (7) il faudra calculer F(<) par la formule (2) et il est clair que, si l'on ne trouve pas un autre moyen pour calculer c», il vaudrait mieux renoncer à l'emploi du développement (3) et s'en tenir à la formule (2).
On peut mettre l'équation (7) sous une autre forme qui permet de voir plus clairement de quelle manière Cn dépend de n et de k. Développons les deux membres de (8) suivant les puissances de a, comme
il n'y a pas de terme sans a dans le premier membre il doit en être de même dans le second membre. On en conclut d'abord que c„ est une racine de l'équation transcendante
^lc — n ^k — n + l fk — n + 2
(8) • 'y'^'^ = F^ + r.k-n-^i + l.2.k-n + 2+--- = '^ et ensuite qu'on a identiquement
I -\-{l — k)(2 — k)...(n — k)tp (a
Il est clair que l'équation (8) n'admet qu'une seule racine positive = Cn car les termes ne présentent qu'une seule variation de signe.
L'équation (8) ne renfermant que le seul paramètre k — n, il est naturel de considérer c„ comme fonction de ce paramètre , mais nous préférons poser
(il) c„ = x(m)
en sorte que t=:x{in) est racine de
(12) yii) = YZ^ + 2Z^ + r.2.(S-m) + 1.2.3.{i-m)+- = ^-
Le nombre n pouvant avoir les valeurs 1, 2, 3, . . . et A; étant compris entre 0 et 1 , nous n'avons qu'à considérer les valeurs de m qui sont supérieures à 1 sans être entières. On constate d'abord que la fonction x (w») est constamment décroissante , en effet on a
dt 'dm '
dt
du» fl — "» ^2 — m <8 — »n
dm ^^"^^(l— mf^ {2 — mf^ 1.2. {3 — mf
j • d xp è w . .-
et a cause de 1/^ = 0» on voit que -\— et ^j — sont positifs tous les
, , dt dxim) , ..
deux , donc -, — = C* negratif. ' dm dm "
Mais d'autre part nous avons vu que les constantes
Cn, Cn + l, Cn + 2, • • • C. a. d.
vont toujours en augmentant. L'explication de cette contradiction apparente se trouve dans ce fait que la fonction x (w) ^st discontinue dans le voisinage des valeurs entières de la variable. Une discussion facile montre qu'en désignant par e une quantité positive et infiniment petite , on a
x{n + e) = -\-oo, «=1,2,3,...
La nature si compliquée de la fonction x (»») = c„ qui vient de se montrer ici , ne semble guère permettre d'obtenir d'une manière simple et commode une valeur suffisamment approchée de c„ comme l'exigerait l'emploi du développement (3). Il faut en conclure que ce développement n'a aucune valeur au point de vue du calcul numérique.
NOUVELLE EXPRESSION DE LA FONCTION F (a).
4. Nous allons considérer maintenant une fonction G (a) définie de la manière suivante
b Oga<c3o, 0<Â;<1.
L'intégrale définie
n'a pas de sens à cause de la discontinuité pour a; = 1 , mais dans la définition de G (a) figure la valeur principale de cette intégrale d'après la définition de Cauchy
/"> Irl — e r"
= lim / +/
D'après cette définition , il vient
Oia-\-h) — Q{a)_ 1 ^oo ^-Agoo-a) gha-x)_i
dx.
Dans le second membre on a pu omettre ici l'indication v. p. car la fonction sous la signe / reste finie pour a; = 1. Mais on a
ph{l—x) 1
donc
G(a-\-h)-G{a)_ 1 r .ja^iu^-r^ .^ h ~T(1-A)j ^ ^ ^^•
Ici f est une fonction inconnue de x mais qui reste toujours comprise entre 0 et h.
Par des raisonnements qui sont trop faciles pour qu'il soit nécessaire de les développer , on conclut de là
h tendant vers zéro , soit par des valeurs positives , soit par des valeurs négatives. Mais cela suppose essentiellement a > 0, et comme on a
on arrive à cette conclusion :
la fonction G (a) est continue tant que a est positif et elle admet pour ces valeurs de a une dérivée G'(a) = a*~^ e".
5. Mais il faut encore une recherche particulière pour savoir si la fonction G (o) est continue dans le voisinage de a = 0. Pour cela , remarquons que
OÙ e est une quantité positive que nous ferons tendre vers 0.
Décomposons l'intégrale en deux parties
où l = e-^ croîtra au delà de toute limite. Ayant
eji-* , 6*.e'
il est
clair
que
- dx<ee
-*da; =
donc
lim r X-
da;=0.
Quant à la seconde intégrale il est clair qu'on aura à partir du moment où l est devenu supérieur à l'unité
(i-x) i ,co ^ dx f" dx 1^
^ donc
Um f ic-* ^ , „ dx = 0.
On conclut
limG(e) = G(0).
La fonction G (o) est donc continue même pour o = 0, et nous pouvons écrire
G(a) = G(0)-f /""aj^-ie^'da;.
La valeur de G (0) est facile à trouver
1 r iC-* , — ?lCOtg kn_ p/r.x„„al._
(v. Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques, pag. 145) et comme résultat
de cette analyse nous pouvons donc écrire cette nouvelle expression de la fonction F (a)
. F(a) = r(A)cosA;i + ^^v.p.y ^ ^'_^ dx.
AUTRE DÉVELOPPEMENT DE F (a).
6. La nouvelle expression de F (a) que nous venons d'obtenir donne facilement un nouveau développement en série. En effet à l'aide de l'identité
1 — x on obtient aussitôt le résultat suivant
(14)F(a)=r(A)cosA;T+a*-ie«
(16) .... Sn=^^,^j---^v.p.y -^-
oo n-n — kpa(l — x)
dx.
On voit , ce développement se distingue de notre premier développement (8) seulement par le terme r{k) cos /cjt et un changement correspondant du terme complémentaire. Il est clair que
(16) S„4-r(A;)cosA;7t = R„,
d'oîi il suit que
4^ = ^ = (1 - A) (2 - A) . . . (n - ft) a*-»-i e«. da da ^ '^ ' ^ '
S„ est donc une fonction croissante de a, or il est clair que pour a positif, très petit S„ est négatif. Par conséquent S„ s'annule pour une seule valeur positive de a que nous désignerons par a„ et alors
(17) . . . S„ = (l— A)(2 — *)...(« — Aj/^x*-»- ^É^dx. Les constantes
ûl» «2» «3> ••• ) On.. ■
que nous venons d'introduire, vont continuellement en augmentant et
finissent par dépasser toute limite fixe , c'est ce qu'on voit exactement de la même manière que dans le cas des constantes Cj, Cg, . . . , c», . . . Supposons que a tombe entre an-i et a„, on aura
F (a) > r (A) cos A ^ + Ti + Ta + . . . + T„ _ 1 , F (a)< r (A;) cos kn-^- 1\ + Tg + . . . + T„. Mais tandis qu'il n'est pas possible d'avoir aisément une valeur approchée de c„, nous verrons dans la suite qu'on obtient facilement une valeur très approchée de a„ à l'aide du développement
""-"*" 3 + 405 m^bWàm^--'
(m = n + 1 — k) dont nous aurons à nous occuper dans la suite.
La comparaison des formules (9) et (16) donne encore cette expression de S„
S„ = (1 — k)(2 — k) . . .{n — A) V (a) — I' (k) cos k n. En remarquant que
cos A 71 =: ( — 1)" COS (A — W) 71
il vient , en introduisant le nombre m^=n-{-l — k
(18) . . S„ = (l — A)(2 — A)...(n — A)[v'(o)+ r(l— w)cosm7r].
7. On peut ici déjà se rendre compte de l'avantage qu'il y a à substituer les constantes o„ aux constantes Cn-
En effet les formules (15), (18) montrent que a„ s'obtient comme racine d'une équation transcendante qu'on peut écrire
1 /-Qo /«.m — 1 g((l — r)
(19) . . v'(()-f r(l — m)cos»27r=~~v.p.j j— -^ — dx = 0
tandis que Cn=^x (ni) était racine de
il — m /2 — m i^ — m
Comme on le voit on peut considérer aussi a„ comme fonction de m simplement et nous écrirons a„ = Xi (w).
Les discontinuités de x (w) avaient leur origine dans ce fait que y> (t)
est une fonction discontinue de m. Ici au contraire on constate directement que
V (0 + r (1 — m) cos m n
considérée comme fonction de m, ne présente aucune discontinuité, c'est même une fonction holomorphe dans tout le plan , les discontinuités polaires de v'(0 et de r(l —m)cmmn se détruisant.
Pour mettre ce fait dans son vrai jour, posons pour simplifier < =: 1 , et écrivons a au lieu de 1 — m, la formule (19) donnera
(20) r(a)cosa. = i- + ^^-, + ï^^-2 + r;^3V+3
dx.
Il y a Heu de rapprocher ce résultat du suivant qui est bien connu et qu'on doit à M. Prym
q(a)=f a;"-ie-^da;.
La formule (21) ne définit la fonction G (o) que tant que la partie
;ellede a est inféri on trouve aussitôt
réelle de a est inférieure à 1, mais à l'aide de l'identité :; = 1 + q
Cette relation permet de calculer G (a) lorsqu'on connaît G (a — 1) et l'on peut continuer ainsi la fonction G (a) dans tout le plan , c'est une fonction qui est holomorphe dans tout le plan, comme la fonction Q(a) de M. Prym. Du reste ce résultat était évident à priori , par le théorème de M. Mittag-Leffler.
Posons
-1 gta-or)
dx
l'équation L = 0 déterminera la valeur de a„ = ;çj(m). Or on trouve
dL , . dL ,. - -T — dm A- -^-—di = 0,
dm ' dt
dL
Dm
ÔL
^ = f a;"-U"i-*»dx.
On voit que -n — est négatif, -ry- positif donc
dt _ djci (m) ^ ^
dw dm
La fonction Xi (wi) est donc constamment croissante, elle ne présente aucune espèce de discontinuité.
Il nous reste à faire voir comment on peut évaluer avec une grande approximation cette fonction Xi (wi). Pour cela il est nécessaire d'établir une expression asymptotique de S»-
EXPRESSION ASYMPTOTIQUE DE S„. CALCUL DE a».
Notre point de départ sera la formule (16) où nous posons
n — k = m — 1=^ et a^/n-^t] en sorte que
ou
gft + V
dv
Sn=p(r-^[/ L_J_e-..d.+y L^^e-^M.
\l^J-e-'i'dv-\- ^^ ' '-' l—v ' J
en désignant par « une quantité positive et infiniment petite.
D'après les résultats obtenus p. 14, n" XLIX on a immédiatement cette expression asymptotique
On en conclut que la valeur de r] qui donne S„ = 0, est susceptible d'un développement
V — Po~\ r •• •
dont on détermine les coefificients en substituant dans l'expression précédente et en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances
de — . Nous avons posé a^=fx-\-r}, la racine a» de l'équation S„ = 0 est donc égale à
fA /A,
Pl =
25515 ou , en remplaçant n par m — 1
m — 1 ' (m — If Or, m étant un nombre très grand on obtient le développement
cherché
ou
an — m g -f- ^Qg îw'^5103 m^ "^
(Article rédigé d'après un manuscrit inédit.)
Sur certaines inégalités dues à M. P. Tchebychef.
1. Dans le Journal de Liouville (2* Série, t. 19, 1847) dans un mémoire „Sur les valeurs limites des intégrales" M. Tchebychef a énoncé sans démonstration la proposition suivante
. <p(s) . f^ f(x) „Si — pr est une des fractions convergentes de / dx, que l'on
trouve en développant cette expression en fraction continue _i_- 1
«i« + Pi + '
et que
Z\, Zi,. • • , Zl, Zl + \ , • • . , Zn-1 , Zn, ■ ■ • , Zm
soient les racines de l'équation
v{z) = 0, rangées suivant leur grandeur : toutes les fois que f{x) reste positive entre les limites z=:a, z:=b, la valeur de l'intégrale
f"nz)dz
surpasse la somme
y {Zl + l) 1 y (gt + 2) , _j_ <p{Zn-2) 1 <p{Zn-l)
et reste au-dessous de celle-ci
<P{ZÙ j_9>ill + l)i I y(gn-l) I <p{Zn) "
V'{zi) V'CS'i + l) V'(«n-l) V'(«n)
M. Markoff a publié le premier une démonstration de ce théorème dans
le mémoire „Sur certaines inégalités de M. Tchebychef " (Mathematische AnLialen , t. 24. 1884).
Ayant retrouvé de mon côté et indépendamment ce théorème, j'en ai donné aussi la démonstration dans un mémoire „Quelques recherches sur la théorie des quadratures dites mécaniques." (Annales de l'École normale, b^ Série, t. 1. 1884). Cette démonstration ne diffère pas de celle donnée par M. Markoff, je me propose maintenant d'en présenter une autre.
2. Le principal fondement de la nouvelle démonstration est le lemme suivant , qui certainement n'est pas nouveau , mais dont les développements suivants montreront mieux toute l'utilité.
Lemme. „Si la fonction F (x) satisfait aux m relations
rb
x''F{x)dx = 0, k = 0,l,2,...,m — l
alors la fonction F{x), si elle n'est pas constamment égale à zéro dans l'intervalle (o, b), change de signe au moins m fois dans cet intervalle." Il est clair que F {x) change au moins une fois de signe dans l'intervalle (a, b). Supposons que le nombre total l de ces changements de signe soit plus petit que m, donc
l^l^m — 1 il faut montrer que cela n'est pas possible. En effet soient
les valeurs de x pour lesquelles F {x) change de signe , et posons f(x) = {x — Xi){x — Xz)...(x — Xi).
Il est clair alors que
nx)F(x)
conserve constamment le même signe dans l'intervalle (a, b). Or f{x) étant un polynôme du degré m — 1 au plus , on devrait avoir d'après les conditions imposées à la fonction F {x)
Ç f{x)F{x)dx = 0
ce qui est impossible. La supposition l < m est donc inadmissible et le lemme est démontré.
Ce lemme se trouve déjà en germe dans une démonstration donnée par Legendre relative aux racines de l'équation X„ = 0. On sait que
/ a;*X„da; = 0, /c = 0, 1, 2, . . .,n— 1
'—1 donc Xn doit changer de signe au moins n fois dans l'intervalle (— 1, -f 1). Mais X„ étant un polynôme du degré n, on en conclut que les racines de Xn = 0 sont réelles, inégales et comprises entre — 1 et + 1.
Cette démonstration ne diffère pas au fond de celle de Legendre, mais en la présentant de cette manière , on met plus en évidence le véritable nerf du raisonnement '),
Mais ce lemme, nous allons le voir, conduit encore delà manière la plus simple aux inégalités de M. Tchebychef, ou plutôt aux suivantes
9'(^i) I I 'P(Xk)
v(iCi) y (xk) J
\y>'{Xi)^ ^y>'{Xk-i) J
dont le théorème de M. Tchebychef est une conséquence directe.
3. Pour simplifier l'énoncé de ces inégalités (A) nous introduisons deux fonctions F{x), Q{x) de la manière suivante. Soit d'abord
F(x)=iy{z)dz.
Écrivons pour simplifier
«) Soit
F (a;) r= Co Xo + Cl Xj -f c, Xj 4- . . .
— 1 gig+l le développement d'une fonction quelconque suirant les polynômes X», alors la différence
F(x)— (coXo-f ciXi -f... + c»_iX»-i) change de signe au moins n fois dans l'intervalle (—1, +1).
et définissons maintenant la fonction G (a;) dans l'intervalle (a, b) de la façon suivante :
Q(a;) = 0 de x = a jusqu'à x^=Xi,
G(x)=:Ai de a; = a:i jusqu'à x = X2,
G (a;) = Aj + Ag de a; =: 0:2 jusqu'à x^x^, •••••••• ,
G(a;)=:Ai-|- A2 4--- • + A.m-1 de a; = a;m_i jusqu'à x^Xm, G (a;) = Aj -f Aj + • • • + -A^m àe x = Xm jusqu'à x-=b.
Il est clair qu'au lieu de (A) on peut écrire plus simplement
(AO G(a;*-f£)>F(a;fc)>G(a;ft — £) k=l,2,...,m
e étant une quantité positive et suffisamment petite.
F {x) est une fonction croissante ou mieux non décroissante car c'est ainsi qu'on doit l'entendre toujours dans la suite. De même G {x) est une fonction croissante mais ses accroissements se font par des sauts brusques. Les valeurs extrêmes de F (a;), G(a;) sont les mêmes, en effet
F(a) = 0, F{b)=l''f{g)dz = a,
si l'on pose
(1) aH=j\''f(z)dz,
et
G(a) = 0, G(6) = Ai + A24-... + A„ = ao
car on a comme l'on sait
(2) . . Aixî+A2X2+---4-An,Xm = afc pour A; = 0,l,2,. ..,2m — 1.
Considérons maintenant la fonction
et portons notre attention sur les changements de signe qu'elle peut avoir dans l'intervalle (a, b).
Un changement de signe peut se produire soit pour une valeur de x
pour laquelle Q(x) est discontinue; soit à l'intérieur d'un des w -f 1 intervalles
{Xi -\- s , x^ *) ,
{Xm-\-e, b).
Il est clair que dans le premier cas, qui peut se présenter m fois au plus , le signe de F(x) — G {x) se change de -f en — , car G {x) augmente brusquement d'une quantité finie. (Nous supposons qu'on fait croître a; de a à b).
Au contraire, dans le second cas G{x) reste constant, tandis que F(x) croît toujours. Le signe — se change donc en -f-, et dans chacun des m-\- l intervalles un tel changement de signe ne peut avoir lieu qu'une fois au plus. Mais on constate que dans le premier intervalle (o, Xi — e)
et dans le dernier {Xm -\-b, b)
Ces deux intervalles ne fournissent donc pas des changements de signe , et le second cas peut se présenter au plus m — 1 fois.
Le nombre total des changements de signe dans l'intervalle (a, b) est donc 2m — 1 au plus, et il est toujours impair car vers la fin de l'intervalle (a, Xi — e) F {x) — G(a;) est positif, et au commencement de l'intervalle (xm + e, b) F(x) — G{x) est négatif
Pour que le nombre des variations de signe soit égal à 2 m — 1 il est nécessaire d'après ce qui précède qu'il se produise un changement de signe pour chacune des valeurs x^, X2, . . . , Xm, c'est dire qu'on ait
(A') G(x,-{-e)>F{Xk)>G(Xk-e) k = l,2,...,m
et cette condition est aussi suffisante , car entre deux changements de signe de -j- en — il y a nécessairement un changement de signe de — en -f .
5. Dans ce qui précède nous avons supposé implicitement que la fonction F(x) est continue, comme cela arrivera en général. Mais, comme cas limite, on pourrait discuter le cas que F (a;) aussi comme (i{x), présente des sauts brusques. On se convaincra facilement que les conclusions auxquelles nous sommes arrivés relatives au nombre des changements de signe de F (a;) — G (x) restent encore vraies dans ce cas.
Considérons maintenant les intégrales
/ x''{F(x) — Q((x)]dx.
Une intégration par parties donnant
jx" F {X) dx = j-^ a;* + i F (x) — -r^ fx>'f(x) dx il vient, en introduisant les quantités a^ définies par la formule (1)
(x)dx =
ao6* + i — 0*4-1
Ensuite d'après la définition même de G (x) J x''G{x)dx = Ai
rpk + l ^k + l
+ (Al 4- A2 + . . . + Am-i) -'" k+ l"*^ + (Ai + A2 + ... + A«) J^^TT"
ou bien
et définitivement en ayant égard aux formules (2)
(4) . . / "x" Q{x)dx = ""— ^' r^"* "^' • A = 0, l,2,...,2w~2.
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Les équations (3) et (4) montrent que
/ x*[F(a5) — G(a;)]da; = 0. A = 0, 1, 2, . . ., 2»i — 2
On en conclut que le nombre des changements de signe de Y{x) — G(a;) dans l'intervalle (a, b) est au moins égal à 2m — 1.
Mais nous venons de voir que ce nombre est 2 w — 1 ou plus ; il est donc exactement égal à 2w — 1, et de là on conclut les inégalités (A')' qui sont équivalentes aux inégalités (A).
7. Les quantités A, et la fonction G(a;) dépendent encore du nombre entier m. Pour mettre en évidence cette dépendance nous écrirons maintenant AJ" et G" (a;) au lieu de A, et G (a;). D'après cela la signification de
Ar+^ t = l, 2, ...,m-}-l
et de
G'» + Ma:) est claire. Quant aux quantités qui doivent remplacer
en changeant m en m -f 1 , nous les désignerons par On sait alors que
(6) a<Xi<Xi<iX2<X-2... <Xm<x'm + \<b.
Au lieu des équations (4) nous aurons
Çx" G" {x) dx = "" ^"^^r^"^^ A = 0,l,2,...2»w -2,
/•*a;fcQm+i(a;)da; = °oft'' +' — «<=+! ft = 0,l,2,...,2m.
On en conclut que
doit présenter au moins 2 m — 1 changements de signe dans 1 intervalle (a, b) et ensuite, exactement de la même manière que tout à l'heure G"- (Xfc + «) > G" - ' (Xk) > G™ (xa — £)
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OU bien
Ar + Ar + . . . + Ar > Ar+' + Af+' + ...+ Ar+' Ar + Ar + . . . + Ar_i< Ar+^ + Ar+' + . . . + Ar+^
Ce sont les inégalités que j'ai données sans démonstration dans les Annales de l'École normale (3« Série, t. 2 pag. 184).
On remarquera sans peine que , dans ce raisonnement , il n'est pas nécessaire de s'appuyer sur les inégalités (5). Au contraire, le raisonnement fournit une nouvelle démonstration de ces inégalités.
8. Dans le mémoire „Sur les valeurs limites des intégrales" M. Tchebychef a proposé une question intéressante relative à certains maxima et minima.
Plus tard il a exposé plus complètement les résultats qu'il a obtenus dans un mémoire publié en russe dans l'appendice au tome 51 des Annales de l'académie des sciences de St. Pétersbourg (1885). On doit une traduction française de ce mémoire à M"" Kowalevski. (Acta mathematica t. 9. 1886).
De son côté M. Markoff s'est occupé de la même question en la généralisant encore, à la suite de son travail sur les inégalités de M. Tchebychef. Son mémoire „Sur quelques applications des fractions continues algébriques" (1884) a été publié en russe.
Plus récemment M. Markoff a encore donné à sa solution plus de généralité dans les Acta mathematica t. 9 (1886). (Sur une question de maximum et de minimum proposée par M. Tchebychef.)
Pour compléter les renseignements bibliographiques sur cette question , nous devons citer encore :
le livre de M. C. Possé „Sur quelques applications des fractions continues", St. Pétersbourg 1886 (en français), où l'auteur a reproduit, quant aux traits principaux, la solution donnée par M. Markoff dans son premier mémoire russe,
et enfin r„Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite par M. Markoff." (Annales de l'École normale 3« Série t. 3. 1886).
M. E. F. van de Sande Bakhuyzen nous a signalé que ce Mémoire, dont les résultats avaient été obtenus dès 1875, fut publié en 1876, par le père de Stieltjes et à l'insu de ce dernier (C).
Pour un autre exemple, on peut consulter Tannery, Introduction à la théorie des fonctions d'une variable, p. 285. Dans son cours à la Faculté des Sciences de
Toulouse, Stieltjes traitait l'exemple simple, consistant à déterminer / x^f/x,
en intercalant entre a et 6 des moyens formant constamment une progression géométrique (C).
Note de l'auteur.
Des formules (12) et (14) on déduit encore
1 roog — aruyp— 1
0 1 + e~ 2 et
Lim V (ic .iî)p = o = a; — |.
Pour plus de développements voir N^. VIII.
Ch. Hermite, Sur la formule d'interpolation de Lagrange (J. Math. Berlin, 84, 1878, 70) (C).
Rapport sur ce mémoire par M.M. Grinwis et Schols (Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., Sér. 2, 17, 1882, 206).
Lettres 2, 3, 4, 5.
G. Frobenius, Ueber die Leibnitzsche Reihe (J. Math. Berlin, 89, 1880, 262—264) (C).
Voir Bul. Sci. math., Paris, Sér. 2, 5, I™ part. 1881, 157, 181 (C). Les manuscrits de Stieltjes, contiennent une suite de calculs sur différentes algorithmes, p. e.
62 = Kai6,
«i + ôi
VI
a, = vrb ^ = -^^'
Lettre 323.
Lebesgue, Suite des recherches sur les nombres p. 51, 52, Remarque 1° (J. Math. Paris, 4, 1839) (C).
Rapport sur ce mémoire par M. M. Bierens de Haan et Grinwis (Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., Sér. 2, 17, 1882, 331).
Pour plus de développements voir N". LXIV.
La démonstration de Stieltjes a été reproduite par Tisserand dans son Traité de Mécanique Céleste t. I p. 448. Voir aussi Poincaré, Leçons de Mécanique Céleste T. 2. 1™ Partie p. 81.
Lettres 1, 6.
Lettres 6, 7, 9.
Extrait d'une lettre adressée à M. E. F. van de Sande Bakhuyzen par Stieltjes.
(Traduction).
Paris 10 Dec. 1885. Si je ne me trompe Jordan's Taschenbuch der praktischen Géométrie est en votre possession. C'est pourquoi je vous prie de vouloir m'informer si dans ce livre,
en traitant du problème de Pothenot on a déjà donné un critère pour la possibilité de ce problème. Il parait que Gauss a remarqué le premier que le problème n'est pas toujours possible ; mais quoiqu'il en parle dans sa correspondance avec Schumacher III p. 46 — 50, il ne donne point de critère. Dans son Handbuch
der Vermessungskunde I p 321 a'^""* Ed. Jordan, en traitant de cette question donne un critère bien simple Malheureusement ce critère est inexact. Pour s'en convaincre on n'a qu'a considérer l'exemple suivant. Soit Pj Po Pg un triangle équilatéral, a = 1°, (8 = 170° ; dans ce cas y = 60° et a -f /? + j- < 360° et pourtant le problème est impossible. En effet d'après la •^ _ _ , ^ I valeur de a, P serait situé sur une circonférence C de rayon très grand et d'après la valeur de fi sur une circonférence Cj. Ces circonférences ne se couperont à l'exception du point Pg qu'en un point P' qui ne convient pas, mais qui correspond avec la direction P Pg opposée à la direction donnée PPg. Je n'ai pu trouver nullepart le critère exact; et s'il n'est pas connu je voudrais bien le donner dans une communication à l'Académie des Sciences.
Lebesgue, Suite des recherches sur les nombres p. 51, 52, Remarque V (J. Math., Paris, 4, 1839) (C).
Lettre 9.
Voir une note de M. E. Cesaro. Sur un théorème de M. Stieltjes (Paris, C.-R. Acad. Sci., 96, 1888, 1029—1031).
Lettres 10, 11.
Cette note dépassant la limite réglementaire de trois pages d'impression a été divisée en deux parties, de sorte que cette note n'est que la première partie et le N''. XIX la seconde partie de la note originale.
Lettre 19.
Lettres 13, 14.
Lettres 19—25.
Lettres 14—17, 27, 28.
Lettres 33, 35—39.
Lettre 41.
A. Hurwitz, Sur la décomposition des nombres en cinq carrés (Paris, C.-R.
Acad. Sci., 98, 1884, 504) (C).
Lettre 41.
G. Oltramare, Sur la transformation des formes linéaires des nombres premiers
en formes quadratiques (Paris, C.-R. Acad. Sci., 87, 1878, 734) (Cj.
p. 339. Cette autre démonstration a été donnée par l'auteur N*^ X p. 274 de
ce recueil.
Ici l'auteur rencontre un théorème d'Algèbre qu'il a développé dans le
N» XXXVIII
La note de M. Hurwitz se trouve aux C.-R. Acad. Sci. 98, 1884, 504 et l'article de M. Liouville dans le J. Math. Paris, Sér. 2, 4, 1859. Lettres 8, 42, 47.
Voir E. Borel et J. Drach, Introduction à l'étude de la théorie des nombres et de l'Algèbre supérieure, p. 85 et suivantes (C).
F. Lindemann, Ueber die Dififerentialgleichung der Functionen des elliptischen Cylinders (Math. Ann., Leipzig, 22, 1883, 117) (C).
Tchebychef, Sur les valeurs limites des intégrales (J. Math. Paris, Sér. 2, 19, 1874, 137) (C).
A. Markoff, Démonstration de certaines inégalités de M. Tchebychef (Math. Ann., Leipzig, 24, 1884, 172) (C).
Voir plus loin la Note à l'occasion de la réclamation de M. Markoff (N"
XXXVII) (C
Lettres 48—53.
Le lecteur pourra se reporter à la fin de la page 497 du Mémoire : Recherches sur les fractions continues (N'^ LXXXl) (C).
Les inégalités (1) se déduisent des équations (4) du N" XXXI p. 388 de ce recueil.
Ce travail a un rapport intime avec les recherches de M. A. Markoff, Sur une question de maximum et de minimum proposée par M. Tchebychef (Acta Math., Stockholm, 9, 1886, 57) (C).
On trouvera dans le Traité de Mécanique céleste de M. Tisserand (t. II, p. 227 et suivantes) une démonstration due à M. Radau, de quelques-uns des résultats de Stieltjes (C).
Rapport sur ce Mémoire par M.M. Kamerlingh Onnes et D. J. Korteweg (Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., Sér. 3, I, 188i, 268—271).
E. Netto, Ueber orthogonale Substitutionen (Acta Math., Stockholm, 9, 1887, 295 — 300). Zur Théorie der orthogonalen Determinanten (Acta Math., Stockholm, 19, 1895, 105—114) (C).
H. Taber. On a Twofold Generalization of Stieltjes' Theorem (London, Proc. Math. Soc, 27, 1896, 613—621).
Lettres 61—63.
F. Klein, Ueber Lamé'sche Functionen (Math. Ann. Leipzig, 18, 1881, 237). Heine, Traité des fonctions sphériques 2" édition, t. I, p. 472 et suivantes (C).
G. Polya. Sur un théorème de Stieltjes (Paris, C.-R. Acad. Sci. 155, 1912, 767). E. B. van Vleck. On the polynomials of Stieltjes (New York, Bul. Amer.
Math. Soc, Sér. 2, 4, 1898, 426—438).
Lettres 64—66, 347.
Les polynômes U„ sont ceux que Hermite a rencontrés en cherchant la dérivée
„ième de la fonction e~ - (Paris, C.-R. Acad. Sci. 58, 1864, 93, 266). Lettre 66.
Lettre 67.
G. Darboux, Sur la série de Laplace (Paris C.-R. Acad. Sci., 68, 1869, 324) (C). Note de l'auteur.
SoitAX) = A„+A,^;' + A,(^; + ...
Multipliez par (p*" ^X), dififérentiez m fois par rapport à X, puis posez X:^x. Il vient ainsi
j D^f(x) ç)"* {X) = A„ D» (p™ (x) -f w Al D»' - 1 9^»» - 1 (x) + ^' • • • j-|-m(m — l)A2D»-V"~Ma;) + ... + m(m — l)...2.1Am.
Multipliez par mq)"'-'^ (X) g?' (X), différentiez m — 1 fois par rapport à X, puis posez X =: a;, il vient
+ A2 m (/« — 1) (/« — 2) D^ -3 99'" -3 9,' + . . . + A„ _i wt (w — 1) . . . 2 . 1 çp' ou
I D™-i mçs'» -1 (a;) y' (a;) /•(a) = A,) D« ç™ -f w Aj D^-1 7)'» -1 + ^^ ■ ■ • î + m(OT— DA^D^'-^ç.™ -2 4....^^ (,„_!)... 2A,„_iD,,ç>. En retranchant les deux équations (1) et (2) on obtient
1 . 2 . 3 . . . w A,„ = D^ f{,x) (f'" (X) — D;? - 1 m(p'" - 1 (x) 7/ (a;) f{x) ou
m A,„ = D»'-!/' (a;) «p'" [xi
Au sujet de l'origine de cette intégrale, on pourra lire par exemple, dans le Bulletin astronomique (t. II, p. 573 et suivantes), l'analyse, faite par M. Radau, d'un Mémoire de M. Schols. (C).
Ch. Hermite. Note au sujet de la communication de M. Stieltjes „Sur une fonction uniforme". (Paris, C.-R., Acad Sci. 101, 1885, 112—115) (C).
Dans son raisonnement sur la convergence de la série 1 : f (5) = ^ — ^
pour s > I Stieltjes admet sans démonstration, d'après la lettre 79, que
9 M ^ fJ})+JÎ(2)±_- • +/(^ reste comprise entre deux limites fixes. On Vu Vn
trouve dans les papiers laissés par Stieltjes un table de g (n) pour les valeurs 1 jusqu'à 1200, 2000 jusqu'à 2100 et 6000 jusqu'à 6100. Apparemment l'hypothèse de Stieltjes s'est fondée sur l'examen de cette table.
Voir aussi R. Daublebsky von Sterneck Empirische Untersuchung Uber den Verlauf der zahlentheoretischen Function a (n) (Wien Sitz. Ber. Ak. Wiss. 106
E. Cahen. Sur un théorème de M. Stieltjes (Paris, C.-R. Acad. Sci., 116, 1893, 490).
Pour le théorème II on peut consulter le N'^ LIV. Le résultat cité de Dirichlet contient un signe fautif; en effet n\.)+r&)-\-...-\-f(n) — n\ogn — (2C — \)n Vn reste comprise entre deux limites finies (Dirichlet, Abh. Berl. Ak. 1849, 73),
Pour plus de développements on peut consulter la lettre 86 où la première formule {y') de III est démontrée au moyen des propriétés fondamentales de la fonction & et des sommes de Gauss.
Voir aussi Appendice, lettre 3.
La communication de Septembre 1885 est reproduite dans le N** XLVI de la présente édition.
Lettre 84, ou l'on voit comment l'auteur obtient les formules (C) et (D).
Lettres 85, 86.
Voir aussi Appendice, lettre 3.
Lettres 93, 94.
Thèse de doctorat.
Lettres 88—90, 92.
La thèse de doctorat, citée par l'auteur p. 64 est le N" XLIX de ce recueil.
Lettre 99.
LUI
Lettres 101, 102.
LTV.
D'après l'Encyclopadie der mathematischen Wissenschaften I. 1. p. 96 ce théorème a été démontré antérieurement par F. Mertens (J. Math., Berlin, 79, 1875, 182) et par W. V. Jensen (Nouv. Corr. math., 1879, 430).
Voir N<» XLVIII de ce recueil.
H. A. Schwarz, Verallgemeinerung eines analytischen Fundamentalsatzes (Ann. mat, Milano, Sér. 2, 10, 1881, 129) (C).
La proposition de cette note se relie à des recherches précédentes (N^ XVIII, XIX, XXXI) (C).
Richelot, Einige Bemerkungen zum Eulerscher. Additionstheorem der elliptischen Intégrale (J. Math , Berlin, 44, 1852, 277) (C). Voir N" LXI, LXII, LXIII de ce recueil. Lettre 130.
Ch. Hermite, Sur la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminées (J. Math., Berlin, 52, 1856, 1—38) (C). Lettres 120—125.
Lettres 133, 171.
Lettres 177, 184.
Lettres 222, 223.
Lettres 180, 194, 196—198.
Lettres 185, 187.
Lettres 200.
Note de l'auteur.
<P2n + dl + ai) _ (-1)" + ' /- [1 +e-2.-r(« -«)][! + «-2..,,-+„,]
du
/M_/ ,.„_i„(r2n+l)\sin(27i6) sin^^ft) sin(6^6)
r(2n4- 1)) 1 -cos(27rb) , 1 -cos(47i6) , 1 - cos(6;r6)
OgÔgl.
Dans les manuscrits de Stieltjes se trouve encore une autre application des
formules (40) et (41). En posant f{z) = C ^dt et f{z) = H —^ dt, il ob-
tient respectivement
que l'on rencontre dans la lettre 157.
On trouve dans ce mémoire l'origine de quelques fractions continues insérées dans le mémoire LXXXI.
Ch. Hermite, Sur la fonction exponentielle (Paris, C.-R. Acad. Sci. 77, 1873, 18, 74, 226, 285) (C).
Lettre 238.
Pour plus de développements on peut consulter N^ LXXIII. Lettres 55, 56, 250, 251, 254, 255.
G. Darboux, Mémoire sur l'approximation des fonctions de très grands nombres et sur une classe étendue de développements en série (J. Math., Paris, Sér. 3, 4, 1878, 5) (C).
Lettres 257—262.
Ch, Hermite, Sur les racines de la fonction sphérique de seconde espèce (Ann. Fac. Sci., Toulouse, 4, 1890, I, 1) (C). Lettres 272—274.
Ch. Méray, Valeur de l'intégrale défini / e~'^'dx déduite de la formule de
'o Wallis (Bul. Sci. Math., Paris, Sér. 2, 12, 1888, I™ Part. 174) (C).
Ce mémoire a été édité à part sous le titre : Essai sur la Théorie des Nombres ; premiers éléments ; sur la divisibilité des nombres. Des congruences. Équations linéaires indéterminées. Systèmes de congruences linéaires (Paris, Gauthier — Villars et fils, 1895).
M. J. Perott a donné une analyse du premier chapitre (Bul. Amer. Math. Soc, 1, 1895, 217—232).
Ch. Hermite, Cours de la Faculté des Sciences de Paris, p. 116, 4'®"* édition, 1891 (Cl.
Voir N" LXXXI p. 556.
Lettre 297.
Pour plus de développements voir N" LXXXI.
Cette note est un extrait du mémoire N" LXXXI par l'auteur. .
Rapport sur ce mémoire par M. H. Poincaré (Paris, C.-R. Acad. Sci. 119, 1894, 630—632).
Ce mémoire a été inséré dans le Recueil des Savants étrangers T. 82 N*' 2. H. Lebesgue, Sur intégrale de Stieltjes et sur les opérations fonctionnelles linéaires (Paris, C.-R. Acad. Sci. 150, 1910, 86—88).
H. Padé, Sur la fraction continue de Stieltjes (Paris, C.-R. Acad. Sci. 182, 1901, 911—912).
A. Adamow, Beweis eines Satzes von Stieltjes (Kazanï, Izv. fiz.-mat. Obic, Sér. 2. 11, N» 1, 1901, 1—12).
Lettres 172, 173, 178, 194, 196—198, 325, 329, 349, 351—353, 385, 387—389, 396, 399, 400, 422, 426.
Lettres 130, 221.
Lettre 286.
Voir le N" XXXVII de ce recueil.
ERRATA
T. I p. 319 Lisez f{2.1)-^f(2.b)-\-...-\-f{2.n)
au lieu de /'(2 . 1) +/'(2 . 5) + . . . + (2 . n)
p. 395 Lisez û =
au lieu de Î2 =
p. 437 Lisez et
Xk — a^ Xk — a-y Xk — ap K(Xk)
\2y'Jx = xi Xk — Xi Xk—Xk~\ Xk—Xk+i
au lieu de
Xk — Oq a;* — Oi ■ ■ ■ X* — ap A (a;*)
et
Xk—Xn
\2y/x = *i Xk — X-y Xk — Xk-lXk—Xk^l"'^Xk —
Xn
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