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AVERTISSEMENT
» si connu , de vouloir bien se charger de surveiller cette nou-
» velle édition. »
M"'*' la Marquise de Colbert , nièce du Général et petite-fille du grand Astronome, voulant que le témoignage de vénération rendu à la mémoire de son aïeul fût complet, a mis à la disposition de l'Académie la somme importante qu'exigeait la publication de son Œuvre entière.
M. Élie de Beaumont, Secrétaire perpétuel de l'Académie pour les Sciences mathématiques, étant décédé avant l'ouverture du testament du Général Marquis de Laplace, son successeur, M. J. Bertrand, se trouvait naturellement appelé à le remplacer dans une œuvre de surveillance pour laquelle une haute et particulière compétence le désignait d'ailleurs.
Les soins qu'exigeait ce travail considérable , long et délicat , rendaient indispensable l'active coopération de collaborateurs dévoués et offrant à la Science toutes les garanties nécessaires.
M. Puiseux, Membre de l'Académie des Sciences, et M. Houël, professeur à la Faculté des Sciences de Bordeaux, ont saisi avec empressement l'occasion de donner à la mémoire de I^aplace un témoignage de leur vénération. C'est à leurs soins respectueux et à leur profonde intelligence des questions sur lesquelles s'est exercé le génie de Laplace que les astronomes et les géomètres devront reporter toute leur gratitude, lorsqu'ils reconnaîtront avec quelle scrupuleuse fidélité les textes ont été arrêtés, après des études et des comparaisons qui ont toujours permis de remonter à la vraie pensée de l'Auteur.
La partie matérielle de cette importante publication a été confiée à M. Gauthier- Villars. L'habile et consciencieux éditeur
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n'a rien négligé pour que l'œuvre fût digne de la grandeur du sujet, de la gloire de l'Auteur et du sentiment pieux de la famille.
L'Académie, sur le Rapport de la Section d'Astronomie et de la Commission administrative, après avoir pris connaissance des conditions dans lesquelles devait s'accomplir ce travail et des soins dont il était entouré, a décidé, dans la Séance du i6 juillet 1877, que la nouvelle édition serait publiée sous ses auspices et sous sa responsabilité. Les deux Secrétaires perpétuels demeurent, en conséquence, chargés de poursuivre officiellement désormais une mission confiée d'abord à titre privé, par le Général Marquis de Laplace , à l'affection de MM. Dumas et Elie de Beaumont.
LE GÉNÉRAL MARQUIS DE LAPLACE
Le Général Marquis de Laplace (Charles-Émile-Pierre- Joseph), né à Paris, le i5 avril 1789, fils de l'illustre astronome, avait choisi la carrière militaire. Élève de l'École Polytechnique et de l'École de Metz, il entrait en 1809, à l'âge de vingt ans, au 2^ régiment d'artillerie.
La haute situation de son père , entouré du respect universel , chancelier du Sénat et considéré par Napoléon P"" comme l'une des gloires de son époque et de son Empire, lui aurait rendu facile l'accès des voies paisibles et sans péril de la diplomatie ou de l'administration ; il préféra le métier des armes avec les privations, les fatigues et les dangers que ne devaient pas lui épargner les campagnes d'Allemagne, de Russie et de France, pendant lesquelles il s'élevait, par ses services, du grade de sous-lieutenant à celui de chef d'escadron.
Son âme ferme, son amour du devoir et son respect pour la discipline l'avaient préparé à rechercher les périls et à comprendre les obligations de la vie des camps, dans laquelle il avait débuté muni des témoignages de l'affection éclairée et prévoyante de son père :
« C'est avec bien du regret, mon ami m, lui écrivait celui-ci, le 17 juin 1809, « que je te vois partir de Metz sans que je puisse t'em-
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» brasser et te donner ma bénédiction. J'espère que tu te feras hon- » neur dans la noble carrière que tu vas parcourir.
» Tu seras ma consolation et celle de ta mère. Je prie Dieu qu'il » veille sur tes jours. Aie-le toujours présent à ta pensée, ainsi que » ton père et ta mère. Songe que de toi dépend principalement notre » bonheur.
» Malheureusement, retenu à Paris par mes fonctions, je ne puis » te témoigner que par écrit combien je t'aime et combien je désire M que tu te distingues en servant utilement ton pays. »
Sous tous les rapports, les vœux du grand Astronome furent exaucés, et lorsque, à sa mort, son fils lui succédait à la Chambre des Pairs, en 1827, il était déjà parvenu au grade de colonel dans l'arme de l'artillerie.
Après avoir exercé divers commandements, et notamment à l'École de la Fère et à Vincennes, il fut nommé Général de division en i843. A partir de cette époque, soit par les inspections générales dont il était chargé chaque année, soit par sa coopération active aux travaux du Comité d'Artillerie, dont il était Membre, il contribua avec une ardeur patriotique et convaincue à toutes les améhorations qui ont successivement transformé le matériel de l'artillerie, l'armement de nos places fortes et la défense de nos côtes.
Jusqu'à la fin de sa carrière, le Général de Laplace a consacré sa vie au culte de la mémoire de son glorieux père, aux soins qu'il rendait à sa mère, parvenue aux dernières limites de l'âge avec toute la vivacité de son rare esprit et toutes les bienveillances de son cœur généreux, à l'armée enfin, à laquelle, au milieu des troubles politiques, il se rattachait toujours en serviteur fidèle et dévoué.
A la Chambre des Pairs et au Sénat, si son rang dans l'armée l'appelait souvent à prendre part à la discussion des projets ayant trait à la constitution militaire de la France ou à l'organisation de nos troupes, son nom le signalait naturellement, dès qu'il s'agissait de questions de nature à intéresser les Sciences.
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Si le Système métrique français , à la création duquel son illustre père avait pris une part prépondérante, s'est établi définitivement dans notre pays et s'il s'est étendu chez la plupart des nations civilisées, il serait injuste d'oublier qu'on le doit en grande partie à ses soins persévérants. Mettant tour à tour en jeu l'influence que sa situation élevée dans l'État lui assurait auprès des représentants des pouvoirs publics, et la confiance qu'il inspirait aux représentants de la Science, excitant les uns et soutenant les autres, il parvint à garantir au Système métrique sa place définitive dans nos lois et à faire passer son usage habituel dans nos mœurs.
Les rapports qui existent entre le Système métrique et le Système monétaire avaient amené le Général de Laplace à porter une attention particulière sur toutes les questions que soulèvent la fabrication et la circulation des monnaies. Sa parole sur ces sujets, considérés pendant longtemps comme entourés de mystère, était toujours écoutée avec faveur et souvent décisive dans le débat. Il s'attachait avec une persévérance infatigable à maintenir le système monétaire en concordance absolue avec le système décimal.
Le Général de Laplace était l'homme du devoir. Ses habitudes simples, son caractère bienveillant, la douceur et la sûreté de son commerce l'avaient entouré dans l'armée, à la Chambre des Pairs et au Sénat, d'un respect qui, provoqué par son nom d'abord, s'adressait bientôt plus particulièrement à sa personne. Dans ce milieu du monde de la guerre ou de la politique, où sa destinée l'avait conduit, le nombre des admirateurs compétents des immortelles OEuvres de son père n'était pas grand ; mais le culte intérieur qu'il portait à sa mémoire n'avait pas besoin d'être entretenu par des manifestations étrangères. Il aimait à se retirer dans cette maison d'Arcueil et à se recueillir près de ce modeste cabinet de travail, témoins respectés de tant de labeurs et de veilles, point de départ de tant de sublimes conceptions.
Après les événements de 1870, le Général de Laplace s'était éloigné du monde et s'était concentré dans ses souvenirs ; il fut enlevé à sa famille et à ses amis le 27 octobre 1874, à la suite d'une longue maladie
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M™^ de Laplace avait voulu, en 1842, consacrer une part de son patrimoine à publier une édition des Œuvres de son illustre époux ; le Gouvernement ne permit pas ce sacrifice ; il jugea qu'il appartenait à la France, assez riche alors pour payer sa gloire, d'acquitter la dette de la Science et celle de la Nation. L'édition fut publiée aux frais de l'État.
Le Général Marquis de Laplace n'a pas accepté que, trente ans après, une semblable libéralité fut imposée au pays épuisé par ses malheurs ; il n'a pas voulu cependant que les nouvelles générations fussent privées des grands enseignements que les Œuvres de son père offrent aux intelligences élevées, et, par une disposition qui atteste quelles furent les préoccupations constantes de sa vie, il a confié à sa famille et à deux de ses amis le soin d'élever encore une fois un monument à la mémoire de son glorieux père, par la publication complète de ses Œuvres, mais à ses frais et sur ses propres ressources. L'Académie s'est empressée de réclamer sa part dans l'accomplissement de ce devoir.
La Science, dans sa reconnaissance, n'oubliera jamais que c'est au Général de Laplace et à M"* la Marquise de Colbert qu'elle doit de pouvoir contempler dans leur ensemble les travaux de l'émule de Newton.
TRAITÉ
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DES LOIS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIBRE ET DU MOUVEMENT
Chapitre I. — De l'équilibre et de la composition des forces qui agissent sur un point matériel '. 5
Du mouvement, de la force, de la composition et décomposition des forces. N°' J et 2. 5 et 9 Équation de l'équilibre d'un point sollicité par un nombre quelconque de forces agissantes dans des directions quelconques. Méthode pour déterminer, lorsque le point n'est pas libre, la pression qu'il exerce sur la surface ou sur la courbe à laquelle il est assujetti. Théorie des moments. N° 3 11
Chapitre II. — Du mouvement d'un point matériel
De la loi d'inertie, du mouvement uniforme et de la vitesse. N° 4. 16
Recherche de la relation qui existe entre la force et la vitesse : dans la nature, cette relation est la proportionnalité. Résultats de cette loi. N°' S et 6 17 et 20
Équations du mouvement d'un point sollicité par des forces quelconques. N° 7 21
Expression générale du carré de sa vitesse. Il décrit la courbe dans laquelle l'intégrale du produit de sa vitesse par l'élément de cette courbe est un minimum. N" 8 aS
Méthode pour déterminer la pression qu'un point mû sur une surface ou sur une courbe exerce sur elle. De la force centrifuge. N" 9 26
Application des principes précédents au mouvement d'un point libre animé par la pesanteur, dans un milieu résistant. Recherche de la loi de la résistance nécessaire pour que le mobile décrive une courbe donnée. Examen particulier du cas où la résistance est nulle. N° 10 28
Application des mômes principes au mouvement d'un corps pesant dans une surface sphérique. Détermination de la durée des oscillations du mobile. Les oscillations trèspetites sont isochrones. N° H 3i
Chapitre in. — De l'équilibre d'un système de corps
Conditions de l'équilibre de deux systèmes de points qui se choquent avec des vitesses directement contraires. Ce que l'on entend par la quantité de mouvement d' un corps et par points matériels semblables. N° 13 4 '
De l'action réciproque des points matériels. La réaction est toujours égale et contraire à l'action. Équation de l'équilibre d'un système de corps, d'où résulte le principe des vitesses virtuelles. Méthode pour déterminer les pressions exercées par les corps sur les surfaces ou sur les courbes auxquelles ils sont assujettis. N° i 4 4'^
Application de ces principes au cas où tous les points du système sont invariablement unis ensemble ; conditions de l'équilibre pour un pareil système. Du centre de gravité. Méthode pour déterminer sa position : i° par rapport à trois plans fixes et rectangulaires; 2° par rapport à trois points donnés dans l'espace. N° d5 48
Conditions de l'équilibre d'un corps solide de figure quelconque. N° 16 5i
Chapitre FV. — De Véquilibre des fluides
Équations générales de cet équilibre. Application à l'équilibre d'une masse Huidc homogène dont la surface extérieure est libre, et qui recouvre un noyau solide fixe, de figure quelconque. N° 17 53
Chapitre V. — Principes généraux du mouvement d'un système de corps 5-j
Équation générale de ce mouvement. N° 18 57
Développement des principes qu'elle renferme. Du principe des forces vives. 11 ne subsiste que dans le cas où les mouvements des corps changent par des nuances insensibles. Moyen d'évaluer l'altération que la force vive éprouve dans les variations brusques des mouvements du système. N" 19 58
Du principe de la conservation du mouvement du centre de gravité. Il subsiste dans le cas même où les corps du système exercent les uns sur les autres une action finie dans un instant. N° 20 62
Du principe de la conservation des aires. Il subsiste, comme le précédent, dans le cas d'un changement brusque dans le mouvement du système. Détermination du système do coordonnées dans lequel la somme des aires décrites par les projections des rayons vecteurs est nulle sur deux des plans rectangulaires formés par les axes de ces coordonnées. Cette somme est un maximum sur le troisième plan rectangulaire; elle est nulle sur tout autre plan perpendiculaire à celui-ci. N° 21 G3
Les principes de la conservation des forces vives et des aires ont encore lieu, en supposant à l'origine des coordonnées un mouvement rectiligne et uniforme. Dans ce cas, le plan passant constamment par ce point, et sur lequel la somme des aires décrites par les projections des rayons est un maximum, reste toujours parallèle à lui-même. Les principes des forces vives et des aires peuvent se réduire à des relations entre les coordonnées des distances mutuelles des corps du système. Les plans passant par chacun des corps du système, parallèlement au plan invariable mené par le centre de gravité, jouissent de propriétés analogues. N° 22 69
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Principe de la moindre action. Combiné avec celui des forces vives, il donne l'équation générale du mouvement. N° 23 72
Chapitre VI. — Des lois du mouvement d'un système de corps, dans toutes les relations mathématiquement possibles entre la force et la vitesse 74
Principes nouveaux qui, dans ce cas général, correspondent à ceux de la conservation des forces vives, des aires, du mouvement du centre de gravité et de la moindre action. Dans un système qui n'éprouve point d'actions étrangères : 1° la somme des forces finies du système, décomposées parallèlement à un axe quelconque, est constante ; 2° la somme des forces finies pour faire tourner le système autour d'un axe est constante; 3° la somme des intégrales des forces finies du système, multipliées respectivement par les éléments de leurs directions, est un minimum. Ces trois sommes sont nulles dans l'état d'équilibre. N° 24 74
Chapitre VII. — Des mouvements d'un corps solide de figure quelconque 80
Équations qui déterminent les mouvements de translation et de rotation du corps. N°' 25 et 26 80 et 83
Des axes principaux. En général, un corps n'a qu'un système d'axes principaux. Des moments d'inertie. Le plus grand et le plus petit de ces moments appartiennent aux axes principaux, et le plus petit de tous les moments d'inertie a lieu par rapport à l'un des trois axes principaux qui passent par le centre de gravité. Cas où le solide a une infinité d'axes principaux. N° 27 85
Recherche de l'axe instantané de rotation du corps : les quantités qui déterminent sa position par rapport aux axes principaux donnent en même temps la vitesse de rotation. N° 28 go
Équations qui déterminent, en fonction du temps, cette position et celle des axes principaux. Application au cas où le mouvement de rotation est dû à une impulsion qui ne passe point par le centre de gravité. Formule pour déterminer la distance de ce centre à la direction de l'impulsion primitive. Exemple tiré des planètes, et en particulier de la Terre. N° 29 92
Des oscillations d'un corps qui tourne à fort peu près autour d'un des axes principaux. Le mouvement est stable autour des axes principaux dont les moments d'inertie sont le plus grand et le plus petit; il ne Test pas autour du troisième axe principal. N° 30. 97
Du mouvement d'un corps solide autour d'un axe fixe. Détermination du pendule simple qui oscille dans le même temps que ce corps. N° 3i 100
Chapitre VIII. — Du mouvement des fluides
Équations du mouvement des fluides; condition relative à leur continuité. N" 32 102
Transformation de ces équations ; elles sont intégrables lorsque , la densité étant une fonction quelconque de la pression, la somme des vitesses parallèles à trois axes rectangulaires, et multipliées chacune par l'élément de sa direction, est une variation exacte. On prouve que cette condition sera remplie à tous les instants, si elle l'est dans un seul. N" 33 io5
Application des principes précédents au mouvement d'une masse fluide homogène, douée ^ d'un mouvement uniforme de rotation autour d'un des axes des coordonnées. N° 34. 108
Détermination des oscillations très-petites d'une masse fluide homogène, recouvrant un sphéroïde doué d'un mouvement de rotation. N° 3S 110
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Application au mouvement de la mer, en la supposant dérangée de l'état d'équilibre par l'action de forces très-petites. N° 36 1 13
De l'atmosphère terrestre considérée d'abord dans l'état d'équilibre. Des oscillations qu'elle éprouve dans l'état de mouvement, en n'ayant égard qu'aux causes régulières qui l'agitent. Des variations que ces mouvements produisent dans les hauteurs du baromètre. N° 37 117
LIVRE II
DE LA LOI DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE ET DU MOUVEMENT DES CENTRES DE GRAVITÉ DES CORPS CÉLESTES.
Chapitre I. — De la loi de la pesanteur universelle, tirée des phénomènes iiS
Les aires décrites par les rayons vecteurs des planètes, dans leur mouvement autour du Soleil, étant proportionnelles au temps, la force qui sollicite les planètes est dirigée vers le centre du Soleil, et réciproquement. N" 1 19,5
Les orbes des planètes et des comètes étant des sections coniques, la force qui les anime est en raison inverse du carré de la distance du centre de ces astres à celui du Soleil. Réciproquement, si la force suit cette raison, la courbe décrite est une section conique. N° 2 1 26
Les carrés des temps des révolutions des planètes étant proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites, ou, ce qui revient au même, les aires décrites en temps égal, dans différentes orbites, étant proportionnelles aux racines carrées de leurs paramètres, la force qui sollicite les planètes et les comètes serait la même pour tous ces corps placés à égale distance du Soleil. N" 3 1 29
Le mouvement des satellites autour de leurs planètes présentant à peu près les mômes phénomènes que celui des planètes autour du Soleil, les satellites sont sollicités vers leurs planètes et vers le Soleil par des forces réciproques au carré des distances. N° 4. i3i
Détermination de la parallaxe lunaire, d'après les expériences sur la pesanteur, et dans riiypothèse de la gravitation en raison inverse du carré des distances. Le résultat obtenu par cette voie se trouvant parfaitement conforme aux observations , la force attractive de la Terre est de la môme nature que celle de tous les corps célestes. N° 5. 182
Réflexions générales sur ce qui précède : elles conduisent à ce principe, savoir, que toutes les molécules de la matière s'attirent en raison directe des masses, et en raison inverse du carré des distances. N' G 1 35
Chapitre II. — Des équations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leur attraction mutuelle 189
Équations différentielles de ce mouvement. N° 7 1 89
Développement des intégrales que l'on a pu jusqu'à présent en obtenir, et qui résultent
des principes de la conservation du mouvement du contre de gravité, des aires et des
forces vives. N" 8 i4i
Équations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leur attraction
mutuelle, autour de l'un d'eux, considéré comme le centre de leurs mouvements;
développement des intégrales rigoureuses que l'oo sait en déduire. N° 9 i48
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Le mouvement du centre de gravité du système d'une planète et de ses satellites autour du Soleil est à très-peu près le môme que si tous les corps de ce système étaient réunis à ce point, et le système agit sur les autres corps à très-peu près comme dans cette hypothèse. N" 10 148
Recherches sur l'attraction des sphéroïdes : cette attraction est donnée par les différences partielles de la fonction qui exprime la somme des molécules, divisées par leurs distances au point attiré. Équation fondamentale aux différences partielles à laquelle cette fonction satisfait. Diverses transformations de cette équation. N° 41 iSa
Application au cas où le corps attirant est une couche sphérique : il en résulte qu'un point placé dans l'intérieur de la couche est également attiré de toutes parts, et qu'un point placé hors de la couche est attiré par elle comme si sa masse était réunie à son centre. Ce résultat a encore lieu pour les globes formés de couches concentriques d'une densité variable du centre à la circonférence. Recherche des lois d'attraction dans lesquelles ces propriétés subsistent. Dans le nombre infini des lois qui rendent l'attraction très-petite à de grandes distances, celle de la nature est la seule dans laquelle les sphères agissent sur un point extérieur, comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres. Cette loi est aussi la seule dans laquelle l'action d'une couche sphérique sur un point placé dans son intérieur est nulle. N" 12 i55
Application des formules du n" H au cas où le corps attirant est- un cylindre dont la base est une courbe rentrante, et dont la longueur est infinie. Lorsque cette courbe est un cercle, l'action du cylindre sur un point extérieur est réciproque à la distance de ce point à l'axe du cylindre. Un point placé dans l'intérieur d'une couche cylindrique circulaire d'une épaisseur constante est également attiré de toutes parts.
Équation de condition relative au mouvement d'un corps. N° 14 i63
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Intégration des équations différentielles qui déterminent le mouvement relatif de deux corps qui s'attirent en raison des masses et réciproquement au carré des distances. La courbe qu'ils décrivent dans ce mouvement est une section conique. Expression du temps en série convergente de sinus et de cosinus du mouvement vrai. Si l'on néglige les masses des planètes relativement à celle du Soleil , les carrés des temps des révolutions sont comme les cubes des grands axes des orbites. Cette loi s'étend au mouvement des satellites autour de leur planète. N° 16 171
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de sinus et de cosinus de Fanomalie moyenne. Expressions en séries convergentes de la longitude, de 4a latitude et de la projection du rayon vecteur sur un plan fixe, peu
incliné à celui de l'orbite. N" 22 196
Expressions convergentes du rayon vecteur et du temps, en fonctions de l'anomalie vraie, dans une orbite fort excentrique. Si l'orbite est parabolique, l'équation entre le temps et l'anomalie vraie est une équation de troisième degré, que l'on résout au moyen de la Table du mouvement des comètes. Correction à faire à l'anomalie vraie calculée dans la parabole, pour avoir l'anomalie vraie, correspondante au môme
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TRAITÉ
DE
Newton publia, vers la fin du dernier siècle, la découverte de la pesanteur universelle. Depuis cette époque, les Géomètres sont parvenus à ramener à cette grande loi de la nature tous les phénomènes connus du Système du monde, et à donner ainsi aux théories et aux Tables astronomiques une précision inespérée. Je me propose de présenter sous un même point de vue ces théories éparses dans un grand nombre d'ouvrages, et dont l'ensemble, embrassant tous les résultats de la gravitation universelle sur l'équilibre et sur les mouvements des corps solides et fluides qui composent le système solaire et les systèmes semblables répandus dans l'immensité des cieux, forme la Mécanique céleste. L'Astronomie, considérée de la manière la plus générale, est un grand problème de Mécanique, dont les éléments des mouvements célestes sont les arbitraires; sa solution dépend à la fois de l'exactitude des observations et de la perfection de l'Analyse, et il importe extrêmement d'en bannir tout empirisme et de la réduire à n'emprunter de l'observation que les données indispensables. C'est à remplir, autant qu'il m'a été possible, un objet aussi intéressant, que cet Ouvrage est destiné. Je désire qu'en considération de l'importance et des difficultés de la matière, les Géomètres et les Astronomes le reçoivent avec in-
OEuvres de L. — I. » I
dulgence, et qu'ils en trouvent les résultats assez simples pour les employer dans leurs recherches. Il sera divisé en deux Parties. Dans la première, je donnerai les méthodes et les formules pour déterminer les mouvements des centres de gravité des corps célestes, la figure de ces corps, les oscillations des fluides qui les recouvrent, et leurs mouvements autour de leurs propres centres de gravité. Dans la seconde Partie, j'appliquerai les formules trouvées dans la première aux planètes, aux satellites et aux comètes: je la terminerai par l'examen de diverses questions relatives au Système du monde et par une Notice historique des travaux des Géomètres sur cette matière. J'adopterai la division décimale de l'angle droit et du jour, et je rapporterai les mesures linéaires à la longueur du mètre, déterminée par l'arc du méridien terrestre compris entre Dunkerque et Barcelone.
CHAPITRE PREMIER
DE l'équilibre et DE LA COMPOSITION DES FORCES QUI AGISSENT SUR UN POINT MATÉRIEL.
1 . Un corps nous paraît se mouvoir, lorsqu'il change de situation par rapport à un système de corps que nous jugeons en repos; mais, comme tous les corps, ceux même qui nous semblent jouir du repos le plus absolu, peuvent être en mouvement, on imagine un espace sans bornes, immobile et pénétrable à la matière : c'est aux parties de cet espace réel ou idéal que nous rapportons par la pensée la position des corps, et nous les concevons en mouvement lorsqu'ils répondent successivement à divers lieux de l'espace.
La nature de cette modification singulière, en vertu de laquelle un corps est transporté d'un lieu dans un autre, est et sera toujours inconnue : on l'a désignée sous le nom Aq force, on ne peut déterminer que ses effets et les lois de son action. L'effet d'une force agissant sur un point matériel est de le mettre en mouvement, si rien ne s'y op-
pose; la direction de la force est la droite qu'elle tend à lui faire décrire. Il est visible que, si deux forces agissent dans le même sens, elles s'ajoutent l'une à l'autre, et que, si elles agissent en sens contraire, le point ne se meut qu'en vertu de leur différence. Si leurs directions forment un angle entre elles, il en résulte une force dont la direction est moyenne entre celles des forces composantes. Voyons quelle est cette résultante et sa direction.
Pour cela, considérons deux forces x et y, agissant à la fois sur un point matériel M et formant entre elles un angle droit. Soient z leur résultante, et 6 l'angle qu'elle fait avec k direction de la force x; les deux forces xety étant données, l'angle 6 sera déterminé, ainsi que la résultante z, en sorte qu'il existe entre les trois quantités ^r, 5 et 9 une relation qu'il s'agit de connaître.
Supposons d'abord les forces x et y infiniment petites et égalées aux différentielles dx et dy; supposons ensuite que, x devenant successivement dx, 2dx, 3c&r,.. ., j devienne dy, idy, Zdy,...\ il est clair que l'angle 6 sera toujours le même, et que la résultante z deviendra successivement dz, 2dz, Zdz,...; ainsi, dans les accroissements successifs des trois forces x, y et z, le rapport de ir à s sera constant et pourra être exprimé par une fonction de 6, que nous désignerons par ç(ô); on aura donc x = 2(p(Ô), équation dans laquelle on peut changer x en j, pourvu que l'on y change semblablement
l'angle ô dans 0, r étant la demi-circonférence dont le rayon est
l'unité.
Maintenant, on peut considérer la force x comme la résultante de deux forces x' et x'\ dont la première x' est dirigée suivant la résultante Zy et dont la seconde x" est perpendiculaire à cette résultante. La force x, qui résulte de ces deux nouvelles forces, formant l'angle 6
avec la force x' et l'angle - — 8 avec la force x", on aura
on peut donc substituer ces deux forces à la force x. On peut substi-
X- y- 3cy xy
les deux dernières, agissant en sens contraire, se détruisent; les deux premières, agissant dans le même sens, s'ajoutent et forment la résultante z\ on aura donc
d'où il suit que la résultante des deux forces ^ et j est représentée, pour la quantité, par la diagonale du rectangle dont les côtés représentent ces forces.
Déterminons présentement l'angle 0, Si l'on fait croître la force x, de la différentielle dx, sans faire varier la force y, cet angle diminuera d'une quantité infiniment petite d^ ; or on peut concevoir la force dx décomposée en deux, l'une dx' dirigée suivant s, et l'autre dx" perpendiculaire à s; le point M sera donc alors sollicité par les deux forces z -t- dx' et dx" perpendiculaires entre elles, et la résultante de ces deux forces, que nous nommerons z\ fera avec dx" l'angle
- — </8; on aura ainsi, par ce qui précède,
dx"^z' <^{^- - (¥j\\
la fonction cpf^ — <^B) est par conséquent infiniment petite et de la
forme —kd^, k étant une constante indépendante de l'angle 0; on a donc
dx"
z' est, à un infiniment petit près, égal k 2; de plus, dx" formant avec
dx l'angle - — 0, on a
partant
kz-
Si l'on fait varier la force y de dy, en supposant x constant, on aura la variation correspondante de l'angle 6, en changeant dans l'équation
précédente x en y, y en x, et 6 dans ^ — 6; ce qui donne
kz-
en faisant donc varier à la fois x et y, la variation totale de l'angle 6
a:dr — ydx . ,, sera — ^-7—^7 5 et 1 on aura
xdy — ydx
kdB.
Substituant pour z^ sa valeur x"^ -^-y"^ et intégrant, on aura
p étant une constante arbitraire. Cette équation, combinée avec celle-ci
x^ -h-y^ = c^, donne
Il ne s'agit plus que de connaître les deux constantes ^ et p; or, si l'on suppose y nul, on a évidemment z = x et 6 = o; donc cosp = i et X = zcosk^. Si l'on suppose x nul, on a z=y et G = ^tc; cos^O étant alors égal à zéro, k doit être égal k 211 -h i, n étant un nombre entier, et dans ce cas x sera nul toutes les fois que 0 sera égal à
— - — ; mais, X étant nul, on a évidemment 6 = -x; donc 271 -h i = i,
ou /i = o, et, par conséquent,
x = zcosO.
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De là il suit que la diagonale du rectangle construit sur les droites qui représentent les deux forces oo ety représente non-seulement la quantité, mais encore la direction de leur résultante. Ainsi l'on peut, à une force quelconque, substituer deux autres forces qui forment les côtés d'un rectangle dont elle est la diagonale; et il est facile d'en conclure que l'on peut décomposer une force en trois autres qui forment les côtés d'un parallélépipède rectangle dont elle est la diagonale.
Soient donc a, b, c les trois coordonnées rectangles de l'extrémité de la droite qui représente une force quelconque, et dont l'origine est celle des coordonnées; cette force sera exprimée par la fonction \l a^ -'- b'^ -Y- c^ , et, en la décomposant parallèlement aux axes des a, des b et des c, les forces partielles seront exprimées respectivement par ces coordonnées.
Soient a', b' , c' les coordonnées d'une seconde force; a h- a' , b -h 6', c + c' seront les coordonnées de la résultante des deux forces, et représenteront les forces partielles dans lesquelles on peut la décomposer parallèlement aux trois axes; d'où il est aisé de conclure que cette résultante est la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces.
En général, a, b, c; a', b', c' ; a", b'\ c";... étant les coordonnées d'un nombre quelconque de forces, a -+- a' -h a"+ . . . , è -f è'+ è"-h . . . , c + c'-h c"-h . . . seront les coordonnées de la résultante, dont le carré sera la somme des carrés de ces dernières coordonnées ; on aura donc ainsi la grandeur et la position de cette résultante.
2. D'un point quelconque de la direction d'une force S, point que nous prendrons pour l'origine de cette force, menons au point matériel M une droite, que nous nommerons s; soient se, y, z les trois coordonnées rectangles qui déterminent la position du point M, et a, b, c les coordonnées de l'origine de la force; on aura
\^[x —- ay^-r- [y — b\^-\- [z — c]
Si l'on décompose la force S parallèlement aux axes des œ, des y et
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des z, les forces partielles correspondantes seront, par le numéro précéident,
j: — a ^ y — b ^z—.c ds ds ùs
s s s Ox ôy^ OZ
--■> j-y -T- exprimant, suivant la notation reçue, les coefficients des
variations ^x, Sj, ^z, dans la variation de l'expression précédente de s.
Si l'on nomme pareillement s' la distance de M à un point quelconque
de la direction d'une autre force S', pris pour l'origine de cette force,
S'-r- sera cette force décomposée parallèlement à l'axe des x, et ainsi
de suite; la somme des forces S, S', S", . . ., décomposées parallèlement
ds
à cet axe, sera donc 2S-— ? la caractéristique 1 des intégrales finies
exprimant ici la somme des termes S -r- ^ S' -r- , — * Ox Ox
Soient V la résultante de toutes les forces S, S', . . . , et w la distance
du point M à un point de la direction de cette résultante, pris pour son
origine ; V -^ sera l'expression de cette résultante décomposée parallèlement à l'axe des x; on aura donc, par le numéro précédent.
ox Ox
On aura pareillement
àr-
Ojr Oz Oz
d'où l'on tire, en multipliant respectivement ces trois équations par ^x, fyf ^z, et en les ajoutant ensemble,
[a] ' \du~lS$s;
cette dernière équation ayant lieu, quelles que soient les variations ^o?, 8y, Sjz, elle équivaut aux trois précédentes. Si son second membre est la variation exacte d'une fonction ç, on aura V^m = Sç, et par conséquent
du _ ')© _ Ox Ox''
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c'est-à-dire que la somme de toutes les forces S, S, . . ., décomposées parallèlement à l'axe des x, est égale à la différence partielle -p- Ce cas
a généralement lieu lorsque ces forces sont respectivement fonctions de la distance de leur origine au point M. Alors, pour avoir la résultante de toutes ces forces, décomposée parallèlement à une droite quelconque, on prendra l'intégrale 2/SS.y, et, en nommant 9 cette intégrale, on la considérera comme une fonction de x et de deux autres droites perpendiculaires entre elles et à ^r; la différence partielle -— sera la résultante des forces S, S', . . . , décomposée parallèlement à la droite x.
3. Lorsque le point M est en équilibre en vertu de toutes les forces qui le sollicitent, leur résultante est nulle, et l'équation [a] devient
[h] o = 2SoX
c'est-à-dire que, dans le cas de l'équilibre d'un point sollicité par un nombre quelconque de forces, la somme des produits de chaque force par l'élément de sa direction est nulle.
Si le point M est forcé d'être sur une surface courbe, il éprouvera de sa part une réaction, que nous désignerons par R. Cette réaction est égale et directement contraire à la pression que le point exerce sur la surface; car, en le concevant animé des deux forces R et — R, on peut supposer que la force — R est détruite par la réaction de la surface, et qu'ainsi le point M presse la surface avec la force — R. Or la force de pression d'un point sur une surface lui est perpendiculaire; autrement elle pourrait se décomposer en deux, l'une perpendiculaire à la surface, et qui serait détruite par elle, l'autre parallèle à la surface, et en vertu de laquelle le point n'aurait point d'action sur cette surface, ce qui est contre la supposition; en nommant donc r la perpendiculaire menée par le point M à la surface, et terminée à un point quelconque de sa direction, la force R sera dirigée suivant cette perpendiculaire : il faudra donc ajouter RSr au second membre de l'équation [h], qui devient ainsi
(c) o^iSc)5 + Rôr;
— R étant alors la résultante de toutes les forces S, S',..., elle est perpendiculaire à la surface.
Si l'on suppose que les variations arbitraires ^x, Sj, ^z appartiennent à la surface courbe sur laquelle le point est assujetti, on a, par la nature de la perpendiculaire à cette surface, §r=o, ce qui fait disparaître RSr de l'équation précédente : l'équation (b) a donc encore lieu dans ce cas, pourvu que l'on élimine l'une des trois variations ^x, Sj, ^z au moyen de l'équation à la surface; mais alors l'équation {b), qui dans le cas général équivaut à trois équations, n'équivaut plus qu'à deux équations distinctes, que l'on obtient en égalant séparément à zéro les coefficients des deux différentielles restantes. Soit m = o l'équation de la surface ; les deux équations V = o et ^u = o auront lieu en même temps, ce qui exige que Srsoit égal à N(^m, N étant fonction de x,y, z. Pour la déterminer, nommons a, b, c les coordonnées de l'origine de r;
on aura
,, , ,, ,. /dr\2 (drY (dry
d OU 1 on tire (^1 -H (^) +(t") = i, et par conséquent
en faisant donc
le terme RSr de l'équation (c) se changera dans l^u, et cette équation deviendra
équation dans laquelle on doit égaler séparément à zéro les coefficients des variations }ix, fy, Sz, ce qui donne trois équations; mais elles n'équivalent qu'à deux équations entre x, y, z, à cause de l'indéterminée X qu'elles renferment. On peut donc, au lieu d'éliminer de l'équation (b) une des variations Ix, Sj, Iz au moyen de l'équation différentielle à la surface, lui ajouter cette équation multipliée par une indéterminée 'k,
et considérer alors les variations ^cc, Sj, ^z comme indépendantes. Cette méthode, qui résulte encore de la théorie de l'élimination, réunit à l'avantage de simplifier le calcul celui de faire connaître la pression — R que le point M exerce contre la surface.
Concevons ce point renfermé dans un canal à simple ou à double courbure; il éprouvera de la part de ce canal une réaction que nous désignerons par k, et qui sera égale et directement contraire à la pression que le point exerce contre le canal , et dont la direction sera perpendiculaire au côté du canal. Or la courbe formée par ce canal est l'intersection de deux surfaces dont les équations expriment sa nature ; on peut donc considérer la force k comme la résultante des deux réactions R et R' que le point M éprouve de la part de chacune des surfaces, puisque, les directions des trois forces R, R' et k étant perpendiculaires au côté de la courbe, elles sont dans un même plan. En nommant ainsi c5r et §r' les éléments des directions des forces R et R', directions respectivement perpendiculaires à chaque surface, il faudra ajouter à l'équation {b) les deux termes R^retR'^r', ce qui la change dans celle-ci
[d) o=r2SÔ5 + Rôr+R'(3r'.
Si l'on détermine les variations §^, ly, Iz de manière qu'elles appartiennent à la fois aux deux surfaces, et par conséquent à la courbe formée par le canal, Sr et Sr' seront nuls, et l'équation précédente se réduira à l'équation (b), qui par conséquent a encore lieu dans le cas où le point M est assujetti à se mouvoir dans un canal ; pourvu qu'au moyen des deux équations qui expriment la nature de ce canal, on fasse disparaître deux des variations ^x, ly, '^z.
Supposons que m == o et w' = o soient les équations de deux surfaces dont l'intersection forme le canal; si l'on fait
-^ \Tz)
\ \àx)
(du' Y
l'équation [d, deviendra
o = 2 Soi -i- \èu + V eu',
équation dans laquelle on égalera séparément à zéro les coefficients de chacune des variations ^, fy, Sz; on aura ainsi trois équations au moyen desquelles on déterminera les valeurs de 1 et de 1\ qui donneront les réactions R et R' des deux surfaces; et, en les composant, on aura la réaction k du canal sur le point M, et par conséquent la pression que ce point exerce contre le canal. Cette réaction, décomposée parallèlement à l'axe des x, est égale à
t^ Or n,àr' y . ()« ., du'
R -T — h R -7- î ou a / -r h >. -T- ;
ox ox Ox ux
les équations de condition u = o, m' = o, auxquelles le mouvement du point M est assujetti, expriment donc, au moyen des différences partielles des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations, les résistances que le mobile éprouve en vertu des conditions de son mouvement. On voit, par ce qui précède, que l'équation {h) de l'équilibre a généralement lieu, pourvu que l'on assujettisse les variations Ix, ^j, Sz aux conditions de l'équilibre. Cette équation peut se traduire dans le principe suivant :
Si l'on fait varier infiniment peu la position du point M, en sorte qu'il reste toujours sur la surface ou sur la courbe qu'il doit suivre s'il n'est pas entièrement libre, la somme des forces qui le sollicitent, multipliées chacune par l'espace que le point parcourt suivant sa direction, est égale à zéro, dans le cas de l'équilibre.
Les variations ^x, ^y, %z étant supposées arbitraires et indépendantes, on peut dans l'équation [a] substituer aux coordonnées x,y, z trois autres quantités qui en soient fonctions, et égaler les coefficients des variations de ces quantités k zéro. Nommons ainsi p le rayon mené de l'origine des coordonnées à la projection du point M sur le plan des X et des y, et ct l'angle formé par p et par l'axe des x; nous aurons
j; = pcosiij, / = psincj.
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En considérant donc, dans l'équation (a), u, s, s , . . . comme fonctions de p, X3 et z, et comparant les coefficients de Sa, on aura
dm
dm'
p ôm
est l'expression de la force V décomposée suivant l'élément pScr.
Soit V cette force décomposée parallèlement au plan des x et des j, et p la perpendiculaire abaissée de l'axe des z sur la direction de Y',
parallèlement au même plan; ^— sera une seconde expression de la
force y décomposée suivant l'élément pScy; on aura donc
du
dm
Si l'on conçoit la force V appliquée à l'extrémité de la perpendiculaire p, elle tendra à la faire tourner autour de l'axe des z ; le produit de cette force par la perpendiculaire est ce que l'on nomme moment de
la force V par rapport à l'axe des z; ce moment est donc égal à V~;
et il résulte de l'équation (e) que le moment de la résultante d'un nombre quelconque des forces est égal à la somme des moments de ces forces.
DU MOUVEMENT D UN POINT MATERIEL
4. Un point en repos ne peut se donner aucun mouvement, puisqu'il ne renferme pas en lui-même de raison pour se mouvoir dans un sens plutôt que dans un autre. Lorsqu'il est sollicité par une force quelconque, et ensuite abandonné à lui-même, il se meut constamment d'une manière uniforme dans la direction de cette force, s'il n'éprouve aucune résistance. Cette tendance de la matière à persévérer dans son état de mouvement ou de repos est ce que l'on nomme inertie. C'est la première loi du mouvement des corps.
La direction du mouvement en ligne droite suit évidemment de ce qu'il n'y a aucune raison pour que le point s'écarte plutôt à droite qu'à gauche de sa direction primitive; mais l'uniformité de son mouvement n'est pas de la même évidence. La nature de la force motrice étant inconnue, il est impossible de savoir a priori si cette force doit se conserver sans cesse. A la vérité, un corps étant incapable de se donner aucun mouvement à lui-même, il paraît également incapable d'altérer celui qu'il a reçu; en sorte que la loi d'inertie est au moins la plus naturelle et la plus simple que l'on puisse imaginer; elle est d'ailleurs confirmée par l'expérience : en effet, nous observons sur la Terre que les mouvements se perpétuent plus longtemps, à mesure que les obstacles qui s'y opposent viennent à diminuer; ce qui nous porte à croire que, sans ces obstacles, ils dureraient toujours. Mais l'inertie de la matière est principalement remarquable dans les mouvements célestes, qui, depuis un
grand nombre de siècles, n'ont point éprouvé d'altération sensible. Ainsi nous regarderons l'inertie comme une loi de la nature, et, lorsque nous observerons de l'altération dans le mouvement d'un corps, nous supposerons qu'elle est due à l'action d'une cause étrangère.
Dans le mouvement uniforme, les espaces parcourus sont proportionnels aux temps; mais les temps employés à décrire un espace déterminé sont plus ou moins longs, suivant la grandeur de la force motrice. Ces différences ont fait naître l'idée de vitesse, qui, dans le mouvement uniforme, est le rapport de l'espace au temps employé à le parcourir; ainsi,
s représentant l'espace, t le temps et v la vitesse, on a ç^ = -• Le temps
et l'espace étant des quantités bétérogènes, et par conséquent incomparables, on choisit un intervalle de temps déterminé, tel que la seconde, pour unité de temps; on choisit pareillement une unité d'espace, telle que le mètre; et alors l'espace et le temps sont des nombres abstraits, qui expriment combien ils renferment d'unités de leur espèce, et qui peuvent être comparés l'un à l'autre. La vitesse devient ainsi le rapport de deux nombres abstraits, et son unité est la vitesse du corps qui parcourt un mètre dans une seconde.
5. La force n'étant connue que par l'espace qu'elle fait décrire dans un temps déterminé, il est naturel de prendre cet espace pour sa mesure; mais cela suppose que plusieurs forces, agissant dans le même sens, feront parcourir un espace égal à la somme des espaces que chacune d'elles eût fait parcourir séparément, ou, ce qui revient au même, que la force est proportionnelle à la vitesse. C'est ce que nous ne pouvons pas savoir a priori, vu notre ignorance sur la nature de la force motrice; il faut donc encore, sur cet objet, recourir à l'expérience; car tout ce qui n'est pas une suite nécessaire du peu de données que nous avons sur la nature des choses n'est pour nous qu'un résultat de l'observation.
Nommons v la vitesse de la Terre, commune à tous les corps qui sont à sa surface. Soit/ la force dont un de ces corps M est animé en vertu de cette vitesse, et supposons que v =fy{/) soit la relation qui existe
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entre la vitesse et la force, o(/) étant une fonction de/, qu'il faut déterminer par l'expérience. Soient a, b, c les trois forces partielles dans lesquelles la force /se décompose parallèlement à trois axes perpendiculaires entre eux. Concevons ensuite le mobile M sollicité par une nouvelle force/', qui se décompose en trois autres a, b' , c , parallèles aux mêmes axes. Les forces dont ce mobile sera animé suivant ces axes seront a -h a', b-\-b' , c-f-c'; et, en nommant F la force unique qui en résulte, on aura, par ce qui précède.
Si l'on nomme U la vitesse correspondante à F, ^ " ' - sera cette
vitesse décomposée parallèlement à l'axe des «; ainsi la vitesse relative du mobile sur la Terre sera, parallèlement à cet axe,
^ p-^ j, ou (aH-a')<p(F)-a9i/).
Les forces les plus considérables que nous puissions imprimer aux corps à la surface de la Terre étant beaucoup plus petites que celles dont ils sont animés en vertu du mouvement de la Terre, nous pouvons considérer a! y b', c' comme des quantités infiniment petites relativement à/; nous aurons ainsi
_, - aa' -i- bb' -+■ ce' ^ ,„, , ^. iaa' -h bb' -^ ce' ) ,,-, F=/h j , et <p{F)==9(/) + ^ j -9 if h
<p'(/) étant la différentielle de (p(/) divisée par df. La vitesse relative de M, suivant l'axe des a, deviendra ainsi
a'<f{f] + j{aa'+bb'+cc']<f'{f].
Ses vitesses relatives, suivant les axes des b et des c, seront
c'cf{f]+^{aa'+bb' + ce')^'{f).
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La position des axes des «, des b et des c étant arbitraire, nous pouvons prendre la direction de la forée imprimée pour l'axe des a, et alors b' et c' seront nuls; les vitesses relatives précédentes se changent dans celles-ci
Si <p'(/) n'est pas nul, le mobile, en vertu de la force imprimée a! , aura une vitesse relative perpendiculaire à la direction de cette force, pourvu que /^ et c ne soient pas nuls, c'est-à-dire, pourvu que la direction de cette force ne coïncide pas avec celle du mouvement de la Terre. Ainsi, en concevant qu'un globe en repos sur un plan horizontal trèsuni vienne à être frappé par la base d'un cylindre droit, mù suivant la direction de son axe supposé horizontal, le mouvement relatif apparent du globe ne serait point parallèle à cet axe dans toutes les positions de l'axe par rapport à l'horizon. Voilà donc un moyen simple de reconnaître par l'expérience si <p'(/) a une valeur sensible sur la Terre; mais les expériences les plus précises ne font apercevoir, dans le mouvement apparent du globe, aucune déviation de la direction de la force imprimée; d'où il suit que sur la Terre <p'(/) est nul à très-peu près. Sa valeur, pour peu qu'elle fût sensible, se manifesterait principalement dans la durée des oscillations du pendule, durée qui serait différente suivant la position du plan de son mouvement par rapport à la direction du mouvement de la Terre. Les observations les plus exactes ne laissant apercevoir aucune différence semblable, nous devons en conclure que <p'(/) est insensible et peut être supposé nul sur la Terre.
Si l'équation ç'(/) = o avait lieu quelle que soit la force/, 9(/) serait constant, et la vitesse serait proportionnelle à la force; elle lui serait encore proportionnelle si la fonction 9 (/) n'était composée que d'un seul terme, puisque, autrement, <p'(/) ne serait jamais nul,/ ne l'étant pas; il faudrait donc, si la vitesse n'était pas proportionnelle à la force, supposer que, dans la nature, la fonction de la vitesse qui exprime la force est formée de plusieurs termes, ce qui est peu probable; il faudrait supposer, de plus, que la vitesse de la Terre est exactement
celle qui convient à l'équation o'(/; ^ o, ce qui est contre toute vraisemblance. D'ailleurs la vitesse de la Terre varie dans les diverses saisons de l'année : elle est d'un trentième environ plus grande en hiver qu'en été. Cette variation est plus considérable encore si, comme tout paraît l'indiquer, le Système solaire est en mouvement dans l'espace; car, selon que ce mouvement progressif conspire avec celui de la Terre, ou selon qu'il lui est contraire, il doit en résulter, pendant le cours de l'année, de grandes variations dans le mouvement absolu de la Terre, ce qui devrait altérer l'équation dont il s'agit et le rapport de la force imprimée à la vitesse absolue qui en résulte, si cette équation et ce rapport n'étaient pas indépendants du mouvement de la Terre : cependant l'observation n'y fait apercevoir aucune altération sensible.
Voilà donc deux lois du mouvement : savoir, la loi d'inertie et celle de la force proportionnelle à la vitesse, qui sont données par l'observation. Elles sont les plus naturelles et les plus simples que l'on puisse imaginer, et sans doute elles dérivent de la nature même de la matière ; mais, cette nature étant inconnue, elles ne sont pour nous que des faits observés, les seuls, au reste, que la Mécanique emprunte de l'expérience..
6. La vitesse étant proportionnelle à la force, ces deux quantités peuvent être représentées l'une par l'autre, et tout ce que nous avons établi précédemment sur la composition des forces s'applique à la composition des vitesses. Il en résulte que les mouvements relatifs d'un système de corps animés de forces quelconques sont les mêmes, quel que soit leur mouvement commun; car ce dernier mouvement, décomposé en trois autres parallèles à trois axes fixes, ne fait qu'accroître d'une même quantité les vitesses partielles de chaque corps parallèlement k ces axes; et comme leur vitesse relative ne dépend que de la différence de ces vitesses partielles, elle est la même, quel que soit le mouvement commun à tous les corps : il est donc impossible alors de juger du mouvement absolu d'un système dont on fait partie, par les apparences que l'on y observe, et c'est ce qui caractérise la loi de la proportionnalité de la force à la vitesse.
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Il résulte encore du n° 3 que, si l'on projette chaque force et leur résultante sur un plan fixe, la somme des moments des forces composantes ainsi projetées, par rapport à un point fixe pris sur le plan, est égale au moment de la projection de la résultante : or, si de ce point on mène au mobile un rayon que nous nommerons rayon vecteur, ce rayon, projeté sur le plan fixe, y tracerait, en vertu de chaque force agissant séparément, une aire égale au produit de la projection de la ligne qu'elle ferait décrire par la moitié de la perpendiculaire abaissée du point fixe sur cette projection : cette aire est donc proportionnelle au temps. Elle est encore, dans un temps donné, proportionnelle au moment de la projection de la force; ainsi la somme des aires que tracerait la projection du rayon vecteur en vertu de chaque force composante, si elle agissait seule, est égale à l'aire que la résultante fait décrire à cette projection. Il suit de là que, si un mobile, projeté d'abord en ligne droite, est ensuite sollicité par des forces quelconques dirigées vers le point fixe, son rayon vecteur décrira toujours autour de ce point des aires proportionnelles aux temps, puisque les aires, que feraient décrire à ce rayon les nouvelles composantes, seraient nulles. Réciproquement, on voit que, si le mobile décrit autour du point fixe des aires proportionnelles aux temps, la résultante des nouvelles forces qui le sollicitent est constamment dirigée vers ce point.
7. Considérons maintenant le mouvement d'un point sollicité par des forces qui semblent agir d'une manière continue, telles que la pesanteur. Les causes de cette force et des forces semblables qui ont lieu dans la nature étant inconnues, il est impossible de savoir si elles agissent sans interruption, ou si leurs actions successives sont séparées par des intervalles de temps dont la durée est insensible ; mais il est facile de s'assurer que les phénomènes doivent être à très-peu près les mêmes dans ces deux hypothèses; car, si l'on représente la vitesse d'un corps sollicité par une force sans cesse agissante, par l'ordonnée d'une courbe dont l'abscisse représente le temps, cette courbe, dans la seconde hypothèse, se changera dans un polygone d'un très-grand nombre de
côtés, et qui, par cette raison, pourra se confondre avec la courbe. Nous adopterons la première hypothèse avec les Géomètres, et nous supposerons que l'intervalle de temps, qui sépare deux actions consécutives d'une force quelconque, est égal à l'élément dt du temps que nous désignerons par t. Il est clair qu'il faut alors supposer l'action de la force d'autant plus considérable, que l'intervalle qui sépare ses actions successives est supposé plus grand, afin qu'après le même temps t la vitesse soit la même; l'action instantanée d'une force doit donc être supposée en raison de son intensité et de l'élément du temps pendant lequel elle est supposée agir. Ainsi, en représentant par P cette intensité, on doit supposer, au commencement de chaque instant dt, le mobile sollicité par une force Vdt, et mû uniformément pendant cet instant. Cela posé : On peut réduire toutes les forces qui sollicitent un point M à trois forces P, Q, R, agissant parallèlement à trois coordonnées rectangles ^' J' ^» qui déterminent la position de ce point; nous supposerons ces forces agir en sens contraire de l'origine de ces coordonnées, ou tendre à les accroître. Au commencement d'un nouvel instant dt, le mobile reçoit, dans le sens de chacune de ces coordonnées, les accroissements de force ou de vitesse Vdt, Qdt, ^dt. Les vitesses du point M, parallèles à ces coordonnées, sont -^^ -n-' jt; car, dans un instant infmi-
dt dt dt
ment petit, elles peuvent être censées uniformes, et par conséquent égales aux espaces élémentaires divisés par l'élément du temps. Les vitesses dont le mobile est animé au commencement d'un nouvel instant sont par conséquent
OU
dx ,dx ,dx _ ,
-T- -hc? j d-j- -hVdt,
dt dt dt
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Mais, dans ce nouvel instant, les vitesses dont le mobile est animé parallèlement aux coordonnées x, y, z sont évidemment
les forces
dx dt
dx dt
,dx dr
dz
lu
^dt,
d^ dt
Qdt,
jdz
dt
idz „ , d-j- + ^dt dt
doivent donc être détruites, en sorte que le mobile M, en vertu de ces forces seules, serait en équilibre. Ainsi, en désignant par %x, %y, ^z les variations quelconques des trois coordonnées x, y, z, variations qu'il ne faut pas confondre avec les différences dx, dy, dz qui expriment les espaces que le mobile décrit parallèlement aux coordonnées durant l'instant dt, l'équation [b] du n° 3 deviendra
dx
Vdt\-^^y\d
dy TÎt
Qdt
§z{d^-Kdt
Si le point M est libre, on égalera séparément à zéro les coefficients de ^x, ^y et ^z, et l'on aura, en supposant constant l'élément dt du temps, les trois équations différentielles
d^x 'di^
dt^
d^z dF
Si le point M n'est pas libre, en sorte qu'il soit assujetti à se mouvoir sur une surface ou sur une ligne courbe, on éliminera de l'équation (/), au moyen des équations à la surface ou à la courbe, autant de variations '^x, '^y, ^z qu'il y aura d'équations, et l'on égalera séparément à zéro les coefficients des variations restantes.
8. On peut supposer dans l'équation (/) les variations ^x, Sj, ^z égales aux différentielles dx, dy, dz, puisque ces différentielles sont nécessairement assujetties aux conditions du mouvement du mobile M. En faisant cette supposition, et en intégrant ensuite l'équation (/), on
aura
dx^ + Jj^ + dz^
dt^
— = c + 9.f{Vdx -i Qdy \Rdz),
c étant une constante arbitraire. -^— ^--^-t_jL est le carré de la vi-
dt-
tesse de M, vitesse que nous désignerons par v\ en supposant donc que Vdx -^(^dy -^^dz soit la différence exacte d'une fonction <p, on aura
Ce cas a lieu lorsque les forces qui sollicitent le point M sont fonctions des distances de leurs origines à ce point, ce qui comprend à peu près toutes les forces de la nature. En effet, S, S', . . . représentant ces forces, et s, s',... étant les distances du point M à leurs origines, la résultante de toutes ces forces, multipliée par la variation de sa direction, sera, par le n° 2, égale à iSS*; elle est encore égale à P Sa7 -h Q ^y -;- R (^5 ; on a donc
P ôx -4- Q ôj + R ôz = 2 S Ô5 ;
ainsi, le second membre de cette équation étant une différence exacte, le premier membre l'est pareillement.
Il résulte de l'équation (g) : 1° que, si le point M n'est sollicité par aucune force, sa vitesse est constante, puisque alors <p = o; c'est ce dont il est facile de s'assurer d'ailleurs, en observant qu'un corps mû dans une surface ou sur une ligne courbe ne perd, à la rencontre de chaque plan infiniment petit de la surface ou de chaque côté infiniment petit de la courbe, qu'une partie infiniment petite du second ordre de sa vitesse; 2° que le point M, en partant d'un point donné avec une vitesse donnée pour arriver à un autre point, aura, en parvenant à ce dernier point, la même vitesse, quelle que soit la courbe qu'il aura décrite.
Mais, si le mobile n'est point assujetti à se mouvoir sur une courbe déterminée, la courbe qu'il décrit jouit d'une propriété singulière, à laquelle on a été conduit par des considérations métaphysiques, et qui n'est au fond qu'un résultat remarquable des équations difl'érentielles précédentes. Elle consiste en ce que l'intégrale fvds, comprise entre les deux points extrêmes de la courbe décrite, y est moindre que sur toute autre courbe, si le corps est libre, ou sur toute autre courbe assu-
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jettie à la même surface sur laquelle il doit se mouvoir, s'il n'est pas entièrement libre.
Pour le faire voir, nous observerons que, Vdœ -^Qdy -i-Rdz étant supposé une différentielle exacte, l'équation {g) donne
vdv :^Pdx -\- Qèy-T-Kàz;
l'équation (/) du numéro précédent devient ainsi
o=.ox.d-^ — \- àr.d -^ -^~ èz.d-j vdt.èv.
dt -^ dt dt
Nommons ds l'élément de la courbe décrite par le mobile; nous aurons
partant
vdt=^ ds, ds = sjdx'^ -\- dy- -v- dz'^ ,
o -~- §x.d-j — I- ôy.d-j — f- §z.d -j- — ds.dv;
dt -^ ' dt dt
en différentiant par rapport à S l'expression de ds, on a
^èds=.'l;'§dx^^ôdr-^'^^dz.
dt dt dt -^ dt
Les caractéristiques d et ^ étant indépendantes, on peut les placer à volonté l'une avant l'autre; l'équation précédente peut ainsi prendre cette forme
. , didxèx -T- dr èy -- dz èz) ^ jdx ^ ,dr > , dz
vods^- -j — ■' — ôx.d , or .d -; dz.d -,- :
dt dt -^ dt dt ^
en retranchant du premier membre de cette équation le second membre de l'équation (A), on aura
. , , , d { dx èx -h dy or -T- dz dz)
d \ V ds ; --= — ^5 : •
' dt
Cette dernière équation, intégrée par rapport à la caractéristique d,
donne
dx dx -h dr ô.r -'- dz ^2
àjvds=^ const.
dt
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Si l'on étend l'intégrale à la courbe entière décrite par le mobile, et si l'on suppose les points extrêmes de cette courbe invariables, on aura ^fvds = o; c'est-à-dire que, de toutes les courbes suivant lesquelles le mobile assujetti aux forces P, Q, R peut parvenir d'un point donné à un autre point donné, il décrira celle dans laquelle la variation de l'intégrale fvds est nulle, et dans laquelle, par conséquent, cette intégrale est un minimum.
Si le point se meut dans une surface courbe, sans être sollicité par aucune force, sa vitesse est alors constante, et l'intégrale fi^ds devient vfds; ainsi la courbe décrite par le mobile est, dans ce cas, la plus courte que l'on puisse tracer sur la surface, du point de départ au point d'arrivée.
9. Déterminons la pression qu'un point, mù dans une surface, exerce contre elle. Au lieu d'éliminer de l'équation (/) du n° 7 une des variations 8a7, (J)', ^z, au moyen de l'équation à la surface, on peut, par le n° 3, ajouter à cette équation l'équation différentielle de la surface, multipliée par une indéterminée —\dt, et considérer ensuite les trois variations ^x, ty, tz comme indépendantes. Soit donc m — o l'équation de la surface; on ajoutera à l'équation (/) le terme —\^udt, et la pression que le point exerce contre la surface sera, par le n*^ 3, égale à
//dM\* (àuyi (duv^
Supposons d'abord que le point ne soit sollicité par aucune force, sa vitesse ç'sera constante; si l'on observe ensuite que çdt = ds, l'élément dt du temps étant supposé constant, l'élément ds de lia courbe décrite le sera pareillement, et l'équation (/), augmentée du terme — "k^udt, donnera les trois suivantes
^d-x .du __ ^d-r ds- dx ds-
.du » d'^z .. du dy ds^ dz
d'où Ton tire
wm'-^i^y-^m'-
v^ s/{d'*xy^ -h {d-^xY^ -h {d-^zY^ ds^
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Mais, ds étant constant, le rayon osculateur de la courbe décrite par le mobile est égal à
ds^
en nommant donc r ce rayon, on aura
c'est-à-dire que la pression exercée par le point contre la surface est égale au carré de sa vitesse , divisé par le rayon osculateur de la courbe qu'il décrit.
Si le point se meut dans une surface sphérique, il décrira la circonférence du grand cercle de la sphère qui passe par la direction primitive de son mouvement, puisqu'il n'y a pas de raison pour qu'il s'écarte plutôt à droite qu'à gauche du plan de ce cercle : sa pression contre la surface, ou, ce qui revient au même, contre la circonférence qu'il décrit, est donc égale au carré de sa vitesse, divisé par le rayon de cette circonférence.
Concevons le point attaché à l'extrémité d'un fil supposé sans masse, et dont l'autre extrémité soit fixe au centre de la surface ; il est visible que la pression exercée par ce point contre la circonférence est égale à la tension qu'éprouverait le fil, si le point n'était retenu que par lui. L'effort, que ce point ferait pour tendre le fil et pour s'éloigner du centre de la circonférence, est ce que l'on nomme force centrifuge; ainsi la force centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon.
Dans le mouvement d'un point sur une courbe quelconque, la force centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon osculateur de la courbe, puisque l'arc infiniment petit de cette courbe se confond avec la circonférence du cercle osculateur; on aura donc la pression que le point exerce contre la courbe qu'il décrit, en ajoutant au carré de sa vitesse, divisé par le rayon osculateur, la pression due aux forces qui sollicitent ce point.
Dans le mouvement d'un point sur une surface, la pression due à la
force centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon osculateur de la courbe décrite par ce point, et multiplié par le sinus de l'inclinaison du plan du cercle osculateur sur le plan tangent à la surface; en ajoutant à cette pression celle qui est due à l'action des forces qui sollicitent le point, on aura la pression totale qu'il exerce contre la surface. Nous venons de voir que, si le point n'est animé d'aucune force, sa pression contre la surface est égale au carré de sa vitesse, divisé par le rayon osculateur de la courbe décrite; le plan du cercle osculateur, c'est-à-dire le plan qui passe par deux côtés consécutifs de la courbe décrite par le point, est donc alors perpendiculaire à la surface. Cette courbe, relativement à la surface de la Terre, est celle que l'on a nommée perpendiculaire à la méridienne, et nous avons prouvé (8) qu'elle est la plus courte que l'on puisse mener d'un point à un autre sur la surface.
10. De toutes les forces que nous observons sur la Terre, la plus remarquable est la pesanteur; elle pénètre les parties les plus intimes des corps, et sans la résistance de l'air elle les ferait tomber avec une égale vitesse. La pesanteur est à fort peu près la même sur les plus grandes hauteurs où nous puissions nous élever, et dans les plus grandes profondeurs où nous puissions descendre; sa direction est perpendiculaire à l'horizon, mais dans les mouvements des projectiles on peut supposer, sans erreur sensible, qu'elle est constante et qu'elle agit suivant des droites parallèles, vu le peu d'étendue des courbes qu'ils décrivent, relativement à la circonférence de la Terre. Ces corps étant mus dans un fluide résistant, nous nommerons € la résistance qu'ils en éprouvent, et qui est dirigée suivant le côté de la courbe qu'ils décrivent, côté que nous désignerons par ds; nous nommerons, de plus, g la pesanteur. Cela posé :
Reprenons l'équation (/) du n° 7, et supposons que le plan des œ et des y soit horizontal, et que l'origine des z soit au point le plus élevé; la force ê produira, suivant les coordonnées x,y, z, les trois forces
„ dx dy ladz
ds ds ds ^
on aura donc, par le n° 7,
ds
et l'équation (/) devient
Si le corps est entièrement libre, on aura les trois équations
j da: ^dx j , dr ^dy , , dz ^ dz j ,
dt ds
Les deux premières donnent
dy j dx dx , dy
dt dt dt dt
d'où l'on tire, en intégrant,
dx -^ fdy.
/étant une constante arbitraire. Cette équation est celle d'une droite horizontale; ainsi le corps se meut dans un plan vertical. En prenant ce plan pour celui des x et des z, on aura j = o; les deux équations
, dx ^ dx , J dz cdz , ,
oz=. a —, — x-^-r- dt, o 1= a -^ — ;- o -r~ dt — ^dt dt ds dt ds °
donneront, en faisant dx constant,
dsdH dt-^
d^z dzd^t „dz dt dt'^ ^ lis
■> o =: --r. T.-; '^^zn: ^^ — ^^^f
d'où l'on tire gdt^ — d^z, et, en différentiant,
'igdtd^t=d^z;
en substituant pour d^t sa valeur -;/j-' et pour dt^ sa valeur — ~, on
aura
ds ê dsd^z
2(rf22)a
Cette équation donne la loi de la résistance ê, nécessaire pour faire décrire au projectile une courbe déterminée.
Si la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse, ê est égal
à A^, A étant constant dans le cas où la densité du milieu est uniforme. On a alors
ê hds^ _ hds^
g gdt'^ d'^z '
partant kds = —77-; ce qui donne, en intégrant,
2ac
2/tS
a étant une constante arbitraire, et c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Si l'on suppose nulle la résistance du milieu, ou A = o, on aura, en intégrant, l'équation à la parabole
z = ax^ H- bx + e,
6, e étant des constantes arbitraires.
L'équation différentielle d^z = gdt^ donnera dt"^ = — dœ^, d'où l'on
tire t = X y — -^/'- Supposons que x, z et t commencent ensemble; qn aura e — o, /'— o, et par conséquent
î z = ax^ -+- bx,
ce qui donne
z=z^^-^bt
Ces trois équations renferment toute la théorie des projectiles dans le vide; il en résulte que la vitesse est uniforme dans le sens horizontal, et que dans le sens vertical elle est la même que si le corps tombait suivant la verticale.
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Si le mobile part de l'état du repos, b sera nul, et l'on aura
dz dt
gt, z.^^gt^;
la vitesse acquise croît donc comme le temps, et l'espace croît comme le carré du temps.
Il est facile, au moyen de ces formules, de comparer la force centrifuge à la pesanteur. On a vu précédemment que, ç étant la vitesse d'un corps mû dans une circonférence dont le rayon est r, la force centrifuge
est — • Soit h la hauteur dont il devrait tomber pour acquérir la vitesse v; on aura, par ce qui précède, v^ = 2gh; d'où l'on tire
Si h -- r,r, la force centrifuge devient égale à la pesanteur^; ainsi un corps pesant attaché à l'extrémité d'un fil fixe par son autre extrémité, sur un plan horizontal, tendra ce fil avec la même force que s'il était suspendu verticalement, pourvu qu'il se meuve sur ce plan avec la vitesse qu'il acquerrait en tombant d'une hauteur égale à la moitié de la longueur du fil.
1 1 . Considérons le mouvement d'un corps pesant dans une surface sphérique. En nommant r son rayon, et fixant à son centre l'origine des coordonnées oc, y, z, on aura r' — x"' —y^ — ^3^ = o ; cette équation, comparée à celle-ci w = o, donne u —r' — x^ —y^ — z"^-, en ajoutant donc à l'équation (/) du n"" 7 la fonction Sw, multipliée par l'indéterminée — \dt, on aura
o--^ hx\d~ -v-ilxdn -A-^yid-^-vo.lydn -t-ôz id— -^-ilzdt — gdt
équation dans laquelle on pourra égaler séparément à zéro les coefficients de chacune des variations lœ, ^j, ^z, ce qui donne les trois équa-
lions suivantes
I O :^ d -j — - it.x dt,
! A t o-^d -^ — h ■i'krdt,
\ dt -^
\ o -= d ~j — f l'kz dt — gdt.
\ ut
L'indéterminée X fait connaître la pression que le mobile exerce contre la surface. Cette pression est, par le n" 9, égale à
elle est par conséquent égale à 2>.r; or on a, par le n^ 8,
dx'^ H- dr^ -'- dz^' C + 9.^Z= ^p ,
c étant une constante arbitraire : en ajoutant cette équation aux équations (A) divisées par dt, et multipliées respectivement par x, y, z\ en observant ensuite que, l'équation différentielle de la surface étant o =r^ xdx -^rydy -{- zdz, on a
o = xd^x -i-yd'^y -r z d'^z ~- dx- h- dy"^ -h dz^,
on trouvera
. c -^ 3fi-z
aXr=r 5 —
Si l'on multiplie la première des équations (A) par — j, et qu'on l'ajoute à la seconde multipliée par x, on aura, en intégrant leur somme,
xdy — rdx _ , ~~~dt~""'''
c étant une nouvelle arbitraire.
Le mouvement du point est ainsi ramené aux trois équations diffé-
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rentielles du premier ordre
xdx +ydy ^=^ — z dz,
X df — ydx =^ c'dt,
dx^ + dy"^ -^ dz"^ _ Sa "
C 4- ^gZ.
En élevant chaque membre des deux premières au carré et en les ajoutant, on aura
si l'on substitue au lieu de x'^-^y'^ sa valeur r'* — s^ et au lieu de
dx'^-^dr'^ , rfz2 , ,
- — 'fjpr^-' sa valeur c -^ :2gz — -j—-, on aura, en supposant que le
corps s'éloigne de la verticale, dt =
'dz
v/(r2 — ^2) [c-\--2.gz) — c'2 La fonction sous le radical peut être mise sous la forme
[a-z)[z-~b){igz-\-f), a, ^,/ étant déterminés par les équations
^gir^ — a^-^ab — b^)
On peut ainsi substituer aux arbitraires c et c' les nouvelles arbitraires a et b, dont la première est la plus grande valeur de z, et dont la seconde est la plus petite valeur. En faisant ensuite
sin 9 r---
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^ l'équation différentielle précédente deviendra
ry/a (« + b)
dt =
\l g[\a -r- by ^ r- — 6-] y/i — y- sin-Ô
Y^ étant égal à - , ,.,
L'angle 6 donne la coordonnée z au moyen de l'équation
z = acos-0 -\- bsin'^0,
et la coordonnée z, divisée par r, exprime le cosinus de l'angle que le rayon r fait avec la verticale.
Soit cj l'angle que le plan vertical qui passe par le rayon r fait avec le plan vertical qui passe par l'axe des x; on aura
^ n= y /•- z- coscj, X ~'~ sl""'^ "" ^' sincT,
ce qui donne
xdy — ydx^zj. {r^ — z- ) dxs ;
l'équation xdy —ydx — c'dt donnera ainsi
, c'dt drs — —- r-
En substituant pour z et dt leurs valeurs précédentes en 0, on aura l'angle cj en fonction de 6; ainsi l'on connaîtra, pour un temps quelconque, les deux angles 8 et cr, ce qui suffit pour déterminer la position
du mobile.
Nommons demi-oscillation du mobile le temps qu'il emploie à parvenir de la plus grande à la plus petite valeur de s; soit ^T ce temps. Pour le déterminer, il faut intégrer la valeur précédente de dt depuis 0 = 0 jusqu'à 8 = ^r, t: étant la demi-circonférence dont le rayon est l'unité; on trouvera ainsi
Concevons le point suspendu à l'extrémité d'un fil sans masse, et fixe
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par son autre extrémité; si la longueur du fil est r, le mobile sera mù exactement comme dans l'intérieur d'une surface sphérique; il formera avec le fil un pendule dont le cosinus du plus grand écart de la verticale
sera -• Si l'on suppose que dans cet état la vitesse du mobile soit nulle,
il oscillera dans un plan vertical, et l'on aura dans ce cas
La fraction ■~':^ est le carré du sinus de la moitié du plus grand angle
que le fil forme avec la verticale ; la durée entière T de l'oscillation du pendule sera donc
Si l'oscillation est très-petite, est une très-petite fraction que
l'on peut négliger, et alors on a
les oscillations fort petites sont donc isochrones, ou de même durée, quelle que soit leur étendue; et l'on peut facilement, au moyen de cette durée et de la longueur correspondante du pendule, déterminer les variations de l'intensité de la pesanteur dans les divers lieux de la Terre. Soit z la hauteur dont la pesanteur fait tomber les corps pendant le temps T; on aura, par le n*^ 10, 2z — ^T^ et par conséquent z = i-V; on aura donc ainsi, avec une grande précision, au moyen de la longueur du pendule à secondes, l'espace que la pesanteur fait parcourir aux corps dans la première seconde de leur chute. Des expériences trèsexactes ayant fait voir que la longueur du pendule à secondes est la même, quelles que soient les substances que l'on fait osciller, il en résulte que la pesanteur agit également sur tous les corps, et qu'elle tend, dans le même lieu, à leur imprimer dans le même temps la même vitesse.
12. L'isochronisme des oscillations du pendule n'étant qu'approché, il est intéressant de connaître la courbe sur laquelle un corps pesant doit se mouvoir, pour arriver dans le même temps au point où son mouvement cesse, quel que soit l'arc qu'il aura décrit depuis le point le plus bas. Mais, pour embrasser ce problème dans toute sa généralité, nous supposerons, conformément à ce qui a lieu dans la nature, que le mobile se meut dans un milieu résistant. Soient s l'arc décrit depuis le point le plus bas de la courbe, z l'abscisse verticale comptée de ce point, dt l'élément du temps et g la pesanteur. La force retardatrice le long de l'arc de la courbe sera : i° la pesanteur décomposée suivant
dz l'arc ds, et qui devient ainsi égale à g~r-'-, 2° la résistance du milieu,
que nous exprimerons par «pf^iy)' rff étant la vitesse du mobile, et
? idt) ^^^"^ ^^^ fonction quelconque de cette vitesse. La différentielle
de cette vitesse sera, par le n^ 7, égale ^^ ~ g ^-^f' — 9 \~[i) '■< on aura donc, en faisant dt constant,
, .. d^s dz fds\
fds\ ds ds"^
Supposons ç|— j = m~ -^ ^-m'> ^i s=^^(s')\ en désignant par ^j^'f*')
la différence de ^(s) divisée par ds\ et par Y{^') ^^^^^ ^® ^ (*') divisée par ds', on aura
ds ds' , ,.
ifs d^s' ,,, ,, ds'' ,,,, ,,
dF^dô'^'^-^di^ri''].
et l'équation (t) deviendra
II] o-^^^^ , ^^'' , ds'^ V{s')+n[^'{s']]-^ , gdz_
^ > dt^ '^ ""dt ^"dF' ^'[s')' ' "'' 'ds'l'Y[s')Y
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On fera disparaître le terme multiplié par -.^ au moyen de l'équation
d'où l'on tire, en intégrant,
h et q étant des arbitraires. Si l'on fait commencer s' avec s, on aura hg" = I, et si l'on fait, pour plus de simplicité. A— i, on aura
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; l'équation différentielle (/) devient alors
d^s' ds' . dz , ,,, df-" dt ^ ds' ' '
En supposant s' très-petit, nous pourrons développer le dernier terme de cette équation dans une suite ascendante par rapport aux puissances de s', et qui sera de cette forme h' -h //' + ..., i étant plus grand que l'unité; ce qui donne
d^s' ds' , , ,,.
o = -J-— + m-, — h ks' 4- /*'' H- . . . . dt^ dt
mt
Cette équation, multipliée par c ^ (cosy^ -f- \[— i siny^) , et ensuite intégrée, devient, y étant supposé égal à i/ ^— -r--,
c'^(cosy^4-s/^sinyO| ^ + (^ -yv"-')^'!
/' mt s'^dt.c'^ (cosy/+ \l—i siny^) —
En comparant séparément les parties réelles et les parties imaginaires,
on aura deux équations au moyen desquelles on pourra éliminer t-; mais- il nous suffira ici de considérer la suivante
c ^ ~j- smyt -i- c ^ s I — smy^ — ycosy^j --- -l j s^dt.c'^ sinyf — . . .,
les intégrales du second membre étant supposées commencer avec t. Nommons T la valeur de f à la fin du mouvement, où -j- est nul; on aura, à cet instant,
— (m \ r — c^ 5' ( — sinyT--ycosyTj ~ — l J s''clt.c'^ sinyt —
Dans le cas de s' infiniment petit, le second membre de cette équation se réduit à zéro par rapport au premier, et l'on a
0=^ — sinyT — y cosyT,
d'où l'on tire
tangyT."^-^; ' m
et, comme le temps T est, par la supposition, indépendant de l'arc parcouru, cette valeur de tangyT a lieu pour un arc quelconque, ce qui donne, quel que soit s\
/> me
s'^dt.c'^ sin y /-+-.. .,
l'intégrale étant prise depuis f = o jusqu'à ^ == T. En supposant s' trèspetit, cette équation se réduit à son premier terme, et elle ne peut être
mr
satisfaite qu'en faisant /= o; car, le facteur c ^ siny^ étant constamment positif depuis ^ — o jusqu'à / = T, l'intégrale précédente est nécessairement positive dans cet intervalle. Il ne peut donc y avoir de tautochronisme que dans la supposition de
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ce qui donne pour l'équation de la courbe tautochrone
, kds , ,
Dans le vide, et lorsque la résistance est proportionnelle à la simple vitesse, n est nul, et cette équation devient
gdz -— ksds,
équation à la cycloïde.
Il est remarquable que le coefficient n de la partie de la résistance, proportionnelle au carré de la vitesse, n'entre point dans l'expression du temps T, et il est visible, par l'analyse précédente, que cette expression serait la même, si l'on ajoutait à la loi précédente de la résistance
I , ds^ ds''
les termes » -r^ -+- a -j— -+-....
^ dt^ ^ dt'
Soit, en général, R la force retardatrice le long de la courbe; on aura
d-^s ''=dt^-'^'
s est une fonction du temps t et de l'arc total parcouru, qui par conséquent est fonction de t et de s. En différentiant cette dernière fonction, on aura une équation différentielle de cette forme
dt" '
V étant une fonction de t et de s, qui doit être nulle, par la condition du problème, lorsque t a une valeur déterminée et indépendante de l'arc total parcouru. Supposons, par exemple, Y == ST, S étant fonction de s seul, et / étant fonction de T seul; on aura
dt^ ~ ds dt~^ dt "^^ ^ds dt^ dt ' mais l'équation -j- — ST donne t, et par conséquent -,y égal à une fonc-
ds • fls^ / fis \
tion de ^-tt-) fonction que nous désignerons par ëy^,^ 'i IsT//) ' ^" ^^^^
donc
Telle est l'expression de la résistance qui convient à l'équation diffé-
ds rentielle -3- — ST; et il est facile de voir qu'elle embrasse le cas de la
résistance proportionnelle aux deux premières puissances de la vitesse, multipliées respectivement par des coefficients constants. D'autres équations différentielles donneraient d'autres lois de résistance.
DE L EQUILIBRE D UN SYSTEME DE CORPS
13. Le cas le plus simple de l'équilibre de plusieurs corps est celui de deux points matériels qui se choquent avec des vitesses égales et directement contraires; leur impénétrabilité mutuelle anéantit évidemment leur vitesse, et les réduit à l'état du repos.
Concevons présentement un nombre m de points matériels contigus, disposés en ligne droite, et animés de la vitesse ii dans la direction de cette droite. Concevons pareillement un nombre w' de points contigus, disposés sur la même droite, et animés de la vitesse v! directement contraire à M, en sorte que les deux systèmes viennent à se choquer. Il doit exister, pour leur équilibre à l'instant du choc, un rapport entre u et a', qu'il s'agit de déterminer.
Pour cela, nous observerons que le système m, animé de la vitesse u, ferait équilibre à un seul point matériel animé de la vitesse mu dirigée en sens contraire; car chaque point du système détruirait dans ce dernier point une vitesse égale à w, et par conséquent ses m points détruiraient la vitesse entière inu\ on peut donc substituer à ce système un seul point animé de la vitesse mu. On peut semblablement substituer au système m! un seul point animé de la vitesse m!u!\ or, les deux systèmes étant supposés se faire équilibre, les deux points qui en tiennent lieu doivent pareillement se faire équilibre, ce qui exige que leurs vitesses soient égales; on a donc pour la condition de l'équilibre des deux systèmes mu=^m'u. \
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La masse d'un corps est le nombre de ses points matériels, et l'on nomme quantité de mouvement le produit de la masse par la vitesse; c'est aussi ce que Ton entend par la force d'un corps en mouvement. Pour l'équilibre de deux corps ou de deux systèmes de points qui viennent à se choquer en sens contraire, les quantités de mouvement ou les forces opposées doivent être égales, et par conséquent les vitesses doivent être réciproques aux masses.
La densité des corps dépend du nombre des points matériels qu'ils renferment sous un volume donné. Pour avoir leur densité absolue, il faudrait pouvoir comparer leurs masses à celle d'une substance qui n'aurait point de pores; mais on n'en connaît point de semblables; on ne peut donc avoir que la densité relative des corps, c'est-à-dire, le rapport de leur densité à celle d'une substance donnée. Il est visible que la masse est en raison du volume et de la densité; en nommant donc M la masse d'un corps, U son volume et D sa densité, on a généralement M = DU, équation dans laquelle on doit observer que les quantités M, D et U expriment des rapports à des unités de leur espèce.
Ce que nous venons de dire suppose que les corps sont composés de points matériels semblables, et qu'ils ne diffèrent que par la position respective de ces points. Mais, la nature des corps étant inconnue, cette hypothèse est au moins précaire, et il est possible qu'il y ait des différences essentielles entre leurs molécules intégrantes. Heureusement la vérité de cette hypothèse est indifférente à la Mécanique, et l'on peut, sans craindre aucune erreur, en faire usage, pourvu que j^at points matériels semblables on entende des points qui , se choquant avec des vitesses égales et contraires, se font mutuellement équilibre, quelle que soit leur nature.
14-. Deux points matériels, dont les masses sont m et m\ ne peuvent agir l'un sur l'autre que suivant la droite qui les joint. A la vérité, si les deux points sont liés par un fil qui passe sur une poulie fixe, leur action réciproque peut n'être point dirigée suivant cette droite. Mais on peut considérer la poulie fixe comme ayant à son centre une masse
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d'une densité infinie, qui réagit sur les deux corps m et m , dont l'action l'un sur l'autre n'est plus qu'indirecte.
Nommons p l'action que m exerce sur rrî au moyen d'une droite inflexible et sans masse, qui est supposée unir ces deux points. En concevant cette droite animée de deux forces égales et contraires/? et — p, la force —p détruira dans le corps m une force égale à/?, et la force p de la droite se communiquera tout entière au corps rrî . Cette perte de force dans m, occasionnée par son action sur rrî , est ce que l'on nomme réaction de rri \ ainsi, dans la communication des mouvements, la réaction est toujours égale et contraire à l'action. L'observation fait voir que ce principe a lieu dans toutes les actions de la nature.
Imaginons deux corps pesants m et m' attachés aux extrémités d'une droite horizontale, inflexible et sans masse, qui puisse tourner librement autour d'un de ses points. Pour concevoir l'action de ces corps l'un sur l'autre lorsqu'ils se font équilibre, il faut supposer la droite infiniment peu rompue à son point fixe, et formée de deux droites faisant à ce point un angle qui ne diffère de deux angles droits que d'une quantité infiniment petite œ. Soient/et/' les distances de m et m' au point fixe; en décomposant la pesanteur de m eh deux forces, l'une agissant sur le point fixe, l'autre dirigée vers m , cette dernière force
sera —Cv •/ , g étant la pesanteur. L'action de m' sur m sera pareil-
lement — ^ • .7"' — -\ en égalant donc ces deux forces, en vertu de l'équilibre, on aura m/-— m'f'\ ce qui donne la loi connue de l'équilibre du levier, et fait en même temps concevoir l'action réciproque des forces parallèles.
Considérons présentement l'équilibre d'un système de points m, m', m", . . . sollicités par des forces quelconques, et réagissant les uns sur les autres. Soient/ la distance de m à m\ f la distance de m à m", /" la distance de m à m", ... ; soient encore p l'action réciproque de m sur rn , p celle de m sur ml' , p" celle de m! sur m", ... ; enfin, soient mS, m' S', m" S",... les forces qui sollicitent m, m', m%..., eis, s\ s\...
les droites prises depuis leurs origines jusqu'aux corps m, m\ m",
Cela posé, le point m peut être considéré comme étant parfaitement libre, et en équilibre en vertu de la force wS et des forces que lui communiquent les corps m', m", ... ; mais, s'il était assujetti à se mouvoir sur une surface ou sur une courbe, il faudrait ajouter à ces forces la réaction de la surface ou de la courbe. Soit donc %s la variation de s, et désignons par S^y la variation de y, prise en regardant rrî comme fixe. Désignons pareillement par S /' la variation de /', prise en regardant m" comme fixe, etc. Soient R, R' les réactions de deux surfaces qui, par leur intersection, forment la courbe sur laquelle le point m est assujetti à se mouvoir, et Sr, %r' les variations des directions de ces dernières forces. L'équation [d) du n° 3 donnera
o — mS hs + p ô,f-i- p' à,f' 1- . . . -H R ôr + R' èr' .
Pareillement m' peut être considéré comme un point parfaitement libre, en équilibre en vertu de la force m' S', des actions des corps m, m", . . . , et des réactions des surfaces sur lesquelles il peut être assujetti à se mouvoir, réactions que nous désignerons par R" et R". Soient donc ^s' la variation de s\ %^^f la variation de/ prise en regardant m comme fixe, S/" la variation de/" prise en regardant m" comme fixe, etc. Soient de plus ?5r", Sr"' les variations des directions de R", R"'; l'équilibre de m' donnera
o r--: m'S' a*' -i- p à„f'\-p" à,f" -i- . . . -i- R" d>" -i- R'" ôr'".
On formera de semblables équations relatives à l'équilibre de m", m",...; en les ajoutant ensuite, et observant que
¥=sj'-Kf, a/' ô,/'-i ô,/',...,
y, y, . . . étant les variations totales de /, /', . . . , on aura [h] orr_-2mS5* + 2j3Ô/ I 2Rôr,
équation dans laquelle les variations des coordonnées des différents corps du système sont entièrement arbitraires. On doit observer ici qu'au lieu de mSh, on peut, en vertu de l'équation (a) du n** 2, sub-
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stituer la somme des produits de toutes les forces partielles dont m est animé par les variations de leurs directions respectives. Il en est de même des produits m' S' h', m"S"h'\ ....
Si les corps m, m', m", . . . sont liés entre eux d'une manière invariable, les distances/, /',/', . . . sont constantes, et l'on a pour la condition de la liaison des parties du système
Les variations des coordonnées étant arbitraires dans l'équation {k), on peut les assujettir à satisfaire à ces dernières équations, et alors les forces p, p , p", . . . , qui dépendent de l'action réciproque des corps du système, disparaissent de cette équation; on peut même en faire disparaître les termes Rfîr, R'Sr', ..., en assujettissant les variations des coordonnées à satisfaire aux équations des surfaces sur lesquelles les corps sont forcés de se mouvoir; l'équation {k) devient ainsi
(/) o-~-ltin^às;
d'où il suit que, dans le cas de l'équilibre, la somme des variations des produits des forces par les éléments de leurs directions est nulle, de quelque manière que l'on fasse varier la position du système, pourvu que les conditions de la liaison de ses parties soient observées.
Ce théorème, auquel nous sommes parvenus dans la supposition particulière d'un système de corps liés entre eux d'une manière invariable, est général, quelles que soient les conditions de la liaison des parties du système. Pour le démontrer, il suffît de faire voir qu'en assujettissant les variations des coordonnées à ces conditions, on a dans l'équation {k)
or il est clair que Sr, Sr', . . . sont nuls en vertu de ces conditions; il ne s'agit donc que de prouver que l'on a o = 2.p^/, en assujettissant aux mêmes conditions les variations des coordonnées.
Concevons le système animé des seules forces p, p', p", . . . , et sup-
posons que les corps soient forcés de se mouvoir sur des courbes qu'ils puissent décrire en vertu des mêmes conditions. Alors ces forces se décomposeront en d'autres, les unes q, q , q", . . . , dirigées suivant les droites/, /',/", . . . , et qui se détruiront mutuellement sans produire d'action sur les courbeâ décrites; les autres T, T', T", . . . , perpendiculaires aux courbes décrites; les autres, enfin, tangentielles à ces courbes, et en vertu desquelles le système sera mû. Mais il est aisé de voir que ces dernières forces doivent être nulles; car, le système étant supposé leur obéir librement, elles ne peuvent produire ni pression sur les courbes décrites, ni réaction des corps les uns sur les autres; elles ne peuvent donc pas faire équilibre aux forces — />, —p', —p'\ .. .\ q, q' , q", . . . ; T, T', . . . ; il faut donc qu'elles soient nulles, et que le système soit en équilibre en vertu des seules forces —p, —p\ —p"-> • • • î Ç*» 5' »
çf", ... ; T, T', Soient ??, %i' , ... les variations des directions des
forces T, T', . . . ; on aura, en vertu de l'équation [k),
o = l{q—p)df^-lTài;
mais le système étant supposé en équilibre en vertu des seules forces q, q',..., sans qu'il en résulte aucune action sur les courbes décrites, l'équation {k) donne encore o — ^q^^'^ partant
o = lpdf—nèi.'
Si l'on assujettit les variations des coordonnées à satisfaire aux courbes décrites, on a U =^ o, S« = o, . . . ; on a donc alors
o = lpàf;
et, comme les courbes décrites sont elles-mêmes arbitraires et ne sont assujetties qu'aux conditions de la liaison des parties du système, l'équation précédente a lieu, pourvu que ces conditions soient remplies, et alors l'équation {k) se change dans l'équation (/). Cette équation est la traduction analytique du principe suivant, connu sous le nom de principe des vitesses virtuelles.
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Si l'on fait varier infiniment peu la position d'un système de corps, en l' assujettissant aux conditions qu'il doit remplir, la somme des forces qui le sollicitent, multipliées chacune par l'espace que le corps auquel elle est appliquée parcourt suivant sa direction, doit être égale à zéro dans le cas de l'équilibre du système.
Non-seulement ce principe a lieu dans le cas de l'équilibre, mais il en assure l'existence. Supposons, en effet, que, l'équation (/) ayant lieu, les points m, m' , . . . prennent les vitesses v, v' , . . . en vertu des forces mS, m' S', . . . qui leur sont appliquées. Ce système serait en équilibre en vertu de ces forces et de celles-ci — mv, — m'v', ... ; désignons par ^v, ^v' ,... les variations des directions de ces nouvelles forces; on aura, par le principe des vitesses virtuelles,
mais on a, par la supposition, o=-IlmS^^; on a donc o — Imv'^v. Les variations "^v, tv' , . . . devant être assujetties aux conditions du système, on peut les supposer égales à v dt, v'dt, . . . , et alors on a
équation qui donne v ~- o, ç''— o, . . .; c'est-à-dire que le système est en équilibre en vertu des seules forces mS, m'S', . . . .
Les conditions de la liaison des parties d'un système peuvent toujours se réduire à des équations entre les coordonnées de ses différents corps. Soient M = o, m'= G, m"=o,... ces diverses équations; on pourra, par le n° 3, ajouter à l'équation (/) la fonction X (^w + V W h- . . . , ou l\^u, 1, 1', . . . étant des fonctions indéterminées des coordonnées des corps; cette équation deviendra ainsi
o = 2 /nS (5* + 2 X ÔM ;
dans ce cas, les variations de toutes les coordonnées seront arbitraires, et Ton pourra égaler leurs coefficients à zéro, ce qui donnera autant d'équations au moyen desquelles on déterminera les fonctions 1,1',....
Si l'on compare ensuite cette équation à l'équation {k), on aura
d'où il sera facile de conclure les actions réciproques des corps m, m',... et les pressions — R, — R, . . . qu'ils exercent contre les surfaces auxquelles ils sont assujettis.
15. Si tous les corps du système sont fixement attachés ensemble, sa position sera déterminée par celle de trois de ses points qui ne sont pas en ligne droite; la position de chacun de ces points dépend de trois coordonnées, ce qui produit neuf indéterminées; mais, les distances mutuelles des trois points étant données et invariables, on peut, à leur moyen, réduire ces indéterminées à six autres qui, substituées dans l'équation {D, introduiront six variations arbitraires; en égalant à zéro leurs coefficients, on aura six équations qui renfermeront toutes les conditions de l'équilibre du système. Développons ces équations.
Pour cela, soient ce, y, z les coordonnées de m; x\y\ z celles de m'; x" , y", z" celles de m", etc. ; on aura
= sl{x"-
= sj[x"~
Si l'on suppose
èx--ox'—èx"^--...,
8z r_z àz' :-- ÔZ" — . . . ,
on aura ^f~ o, ^/ — o^, ^/"= o, . . . ; les conditions à satisfaire seront donc remplies, et l'on aura en vertu de l'équation (/)
(m o=r:Z/nS-r-» O — z/mS^t-' o = zm» ,-;
dx dy ôz
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on aura ainsi trois des six équations qui renferment les conditions de l'équilibre du système. Les seconds membres de ces équations sont les sommes des forces du système, décomposées parallèlement aux trois axes des x, des y et des z ; chacune de ces sommes doit donc être nulle dans le cas de l'équilibre.
Les équations S/= o, ^/'= o, ^f"= o, . . . seront encore satisfaites si l'on suppose z, z', z", . . . invariables, et si l'on fait
ô;r = j èm, â/ = — X àvs,
Scy étant une variation quelconque. En substituant ces valeurs dans l'équation (/), on aura
-^ a , as ds
^•^ dx ôy
Il est visible que l'on peut changer, dans cette équation, soit les coordonnées X, x\ x", ..., soit les coordonnées y, y', y", ..., en z, z\ z", . . . , ce qui donnera deux autres équations qui, réunies à la précédente, formeront le système suivant d'équations
o = 2/nS [y
dx
El.
ôy
Zmo\ z -. x-T-
Ox oz
-, „ , ds ds^
Im^y^-z^j,
ds
la fonction ImSy-r- est, par le n° 3, la somme des moments de toutes les forces parallèles à l'axe des x, pour faire tourner le système autour de Taxe des z. Pareillement, la fonction ImSx^ est la somme des moments de toutes les forces parallèles à l'axe des j, pour faire tourner le système autour de l'axe des z, mais en sens contraire des premières forces; la première des équations {n) indique, par conséquent, que la
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somme des moments des forces est nulle par rapport à l'axe des z. La seconde et la troisième de ces équations indiquent semblablement que la somme des moments des forces est nulle, soit par rapport à l'axe des y, soit par rapport à l'axe des x. En réunissant ces trois conditions à celle-ci, savoir, que les sommes des forces parallèles à ces axes soient nulles par rapport à chacun d'eux, on aura les six conditions de l'équilibre d'un système de corps invariablement unis ensemble.
Si l'origine des coordonnées est fixe et attachée invariablement au système, elle détruira les forces parallèles aux trois axes, et les conditions de l'équilibre du système autour de cette origine se réduiront à ce que les sommes des moments des forces pour le faire tourner autour des trois axes soient nulles relativement à chacun d'eux.
Supposons que les corps m, m', m\ ... ne soient animés que par la pesanteur. Son action étant la même sur tous ces corps, et les directions de la pesanteur pouvant être supposées les mêmes dans toute l'étendue du système, on aura
ds
ds'
ds"
dx
" dx'
~ dx"
ds
ds'
ds"
dy
-dy'
- dy"
ds
ds'
ds"
dz
~ dz'
~ dz"
Les trois équations (n) seront satisfaites, quelle que soit la direction de s ou de la pesanteur, au moyen des trois suivantes
[o] o=^imx, o^^lmy, o^-lmz.
L'origine des coordonnées étant supposée fixe, elle détruira parallèlement à chacun des trois axes les forces S-r~lm, S-.! m, S-r-2m;
dx dy Oz
en composant ces trois forces, on aura une force unique égale k Slm, c'est-à-dire, égale au poids du système.
Cette origine des coordonnées, autour de laquelle nous supposons ici
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le système en équilibre, est un point du système très-remarquable, en ce qu'étant soutenu, le système animé par la pesanteur reste en équilibre, quelque situation qu'on lui donne autour de ce point, que l'on nomme centre de granité du système. Sa position est déterminée par la condition que, si l'on fait passer par ce point un plan quelconque, la somme des produits de chaque corps par sa distance à ce plan est nulle; car cette distance est une fonction linéaire des coordonnées ce, y, z du corps; en la multipliant donc par la masse du corps, la somme de ces produits sera nulle en vertu des équations (o).
Pour fixer la position du centre de gravité, soient X, Y, Z ses trois coordonnées par rapport à un point donné ; soient x, y, z les coordonnées de m, rapportées au même point; x', y' , z' celles de m', et ainsi de suite; les équations (o) donneront
mais on a 2mX — X2m, Im étant la masse entière du système; on a donc
On aura pareillement
Zm 2tm
ainsi, les coordonnées X, Y, Z ne déterminant qu'un seul point, on voit que le centre de gravité d'un système de corps est unique. Les trois équations précédentes donnent
équation que l'on peut mettre sous cette forme :
X2 + Y2 4- Z2 = ^rri[x^+y-^^z^) _ lmm'[_{x'--xY-\^{r' ~rY~^~[^' -z)^ ^
l'intégrale finie 1mm' [{x — xy + {y' — yY 4- {z'— z)^] exprimant la somme de tous les produits semblables à celui qui est renfermé sous la
caractéristique 2, et que l'on peut former en considérant deux à deux tous les corps du système. On aura donc ainsi la distance du centre de gravité à un point fixe quelconque, au moyen des distances des corps du système à ce même point fixe, et de leurs distances mutuelles. En déterminant de cette manière la distance du centre de gravité à trois points fixes quelconques, on aura sa position dans l'espace; ce qui donne un nouveau moyen de le déterminer.
On a étendu la dénomination de centre de gravité à un point d'un système quelconque de corps pesants ou non pesants, déterminé par les trois coordonnées X, Y, Z.
16. Il est facile d'appliquer les résultats précédents à l'équilibre d'un corps solide de figure quelconque, en le concevant formé d'une infinité de points liés fixement entre eux. Soit donc dm un de ces points, ou une molécule infiniment petite du corps; soient x, y, z les coordonnées rectangles de cette molécule; soient encore P, Q, R les forces dont elle est animée parallèlement aux axes des x, des y et des z; les équations (m) et (n) du numéro précédent se changeront dans les suivantes
o=:fPdm, o=fQdm, o^fKdm, o=f{Vy — Qx) dm, o^=f[Pz — ^x)dni, o=f{Ry^ — Qz)dm,
le signe intégral / étant relatif à la molécule dm, et devant s'étendre à la masse entière du solide.
Si le corps ne peut que tourner autour de l'origine des coordonnées, les trois dernières équations suffisent pour l'équilibre.
DE L ÉQUILIBRE DES FLUIDES
17. Pour avoir les lois de l'équilibre et du mouvement de chacune des molécules fluides, il faudrait connaître leur figure, ce qui est impossible; mais nous n'avons besoin de déterminer ces lois que pour les fluides considérés en masse, et alors la connaissance des figures de leurs molécules devient inutile. Quelles que soient ces figures et les dispositions qui en résultent dans les molécules intégrantes, tous les fluides pris en masse doivent off'rir les mêmes phénomènes dans leur équilibre et dans leurs mouvements, en sorte que l'observation de ces phénomènes ne peut rien nous apprendre sur la configuration des molécules fluides. Ces phénomènes généraux sont fondés sur la mobilité parfaite de ces molécules, qui peuvent ainsi céder au plus léger effort. Cette mobilité est la propriété caractéristique des fluides; elle les distingue des corps solides et sert à les définir. Il en résulte que, pour l'équilibre d'une masse fluide, chaque molécule doit être en équilibre en vertu des forces qui la sollicitent et des pressions qu'elle éprouve de la part des molécules environnantes. Développons les équations qui résultent de cette propriété.
Pour cela, considérons un système de molécules fluides formant un parallélépipède rectangle infiniment petit. Soient x, y, z les trois coordonnées rectangles de l'angle de ce parallélépipède le plus voisin de l'origine des coordonnées. Soient dx, dy, dz les trois dimensions de ce parallélépipède; nommons/? la moyenne de toutes les pressions qu'é-
prouvent les différents points de la face dydz du parallélépipède la plus voisine de l'origine des coordonnées, et/?' la même quantité relative à la face opposée. Le parallélépipède, en vertu de la pression qu'il éprouve, sera sollicité, parallèlement à l'axe des x, par une force égale à [p —p')dydz\ p' ~ p est la différence de p prise en ne faisant varier que X', car, quoique la pression/?' agisse en sens contraire de/?, cependant, la pression qu'éprouve un point du fluide étant la même dans tous les sens, /?'—/? peut être considéré comme la différence de deux forces infiniment voisines et agissant dans le même sens; on a donc
p' — p= ~- dx, el {p — p) dfdz = — -— dxdydz.
Soient P, Q, R les trois forces accélératrices qui animent d'ailleurs les molécules fluides parallèlement aux axes des x, des y et des z\ si l'on nomme p la densité du parallélépipède, sa masse sera ^dxdydz, et le produit de la force P par cette masse sera la force entière qui en résulte pour la mouvoir; cette masse sera par conséquent sollicitée, parallèlement à l'axe des x, par la force
pP— -p| dxdydz.
Elle sera pareillement sollicitée, parallèlement aux axes des j et des s, par les forces
(pQ — ^) dx djr dz el (pR — ^ j dx dy dz ; on aura donc, en vertu de l'équation (b) du n° 3,
o=(pP-|)a..(pQ-|).^.(pR^|)e,
OU
a/? = p (P ôa: + Q ôj + RÔz ).
Le second membre de cette équation doit être, comme le premier, une
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variation exacte ; ce qui donne les équations suivantes aux différences
partielles
d.pP _ d.pQ d.pV _ d.pR ().pQ _ d.pR
d'où l'on tire
dz dz ^ df dy ~^ dx ôx
Cette équation exprime la relation qui doit exister entre les forces P, Q, R, pour que l'équilibre soit possible.
Si le fluide est libre à sa surface ou dans quelques parties de cette surface, la valeur de/? sera nulle dans ces parties; on aura donc ^jo = o, pourvu que l'on assujettisse les variations ^œ, Sy, Sz à appartenir à cette surface; ainsi, en remplissant ces conditions, on aura
o = Pôa;H-Qar+RÔ2.
Soit ^u -- o l'équation différentielle de la surface ; on aura
Vèx ^- Q^j-i- Raz :rr I8u,
\ étant une fonction de x, y, z; d'où il suit, par le n° 3, que la résultante des forces P, Q, R doit être perpendiculaire aux parties de la surface dans lesquelles le fluide est libre.
Supposons que la variation P S^ -h Q ^y -F- R ^z soit exacte, ce qui a lieu, par le n*^ 2, lorsque les forces P, Q, R sont le résultat de forces attractives. Nommons alors ^9 cette variation : on aura S/? = p(î<p; p doit donc être fonction de p et de <p, et, comme en intégrant cette équation différentielle on a 9 en fonction de /?, on aura p en fonction de p. La pression p est donc la même pour toutes les molécules dont la densité est la même; ainsi S/? est nul relativement aux surfaces des couches de la masse fluide, dans lesquelles la densité est constante, et l'on a, par rapport à ces surfaces.
Il suit de là que la résultante des forces qui animent chaque molécule
fluide est, dans l'état d'équilibre, perpendiculaire à la surface de ces couches, que l'on a nommées pour cela couches de niveau. Cette condition est toujours remplie si le fluide est homogène et incompressible, puisque alors les couches auxquelles cette résultante est perpendiculaire sont toutes de même densité.
Pour l'équilibre d'une masse fluide homogène dont la surface extérieure est libre, et qui recouvre un noyau solide fixe et de figure quelconque, il est donc nécessaire et il suffit : i** que la diff'érentielle P ^ -h Q Sj H- R Sjs soit exacte; 2° que la résultante des forces à la surface extérieure soit dirigée vers cette surface et lui soit perpendiculaire.
PRINCIPES GENERAUX DU MOUVEMENT D UN SYSTEME DE CORPS
18. Nous avons ramené, dans le n° 7, les lois du mouvement d'un point à celles de l'équilibre, en décomposant son mouvement instantané en deux autres, dont l'un subsiste, et dont l'autre est détruit par les forces qui sollicitent ce point; l'équilibre entre ces forces et le mouvement perdu par le corps nous a donné les équations différentielles de son mouvement. Nous allons faire usage de la même méthode pour déterminer le mouvement d'un système de corps m, m', m", Soient
donc mP, mQ, mR les forces qui sollicitent m parallèlement aux axes de ses coordonnées rectangles Xy y, z; soient m'P', m'Ç^, m'R' les forces qui sollicitent m' parallèlement aux mêmes axes, et ainsi de
suite, et nommons t le temps. Les forces partielles m—-, rn-j--, m-^^ du
corps m, à un instant quelconque, deviendront dans l'instant suivant
m-j — V md -r- — md—, — \- mVdt, dt dt dt
m-r- -\- md —- — md-~- + mQdt, dt dt dt
dz jdz jdz „ ,
m^ — h md -^ md^ — h mRdt:
dt dt dt
et, comme les seules forces
dx jdx dy ,c?r dz ,dz
dt dt dt dt dt dt
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subsistent, les forces
d^ fiy* dz
— md-j — hmVdt, — md-y- -\- mQdt, —md-, — i-mRJ/ at dt dt
seront détruites. En marquant dans ces expressions successivement d'un trait, de deux traits, ... les lettres m, x, j, z, P, Q, R, on aura les forces détruites dans les corps w', m", Gela posé, si l'on multiplie respectivement ces forces par les variations tx, %y, %z, %x\ . . .• de leurs directions, le principe des vitesses virtuelles, exposé dans le n° 14, donnera, en supposant dt constant, l'équation suivante
On éliminera de cette équation, au moyen des conditions particulières du système, autant de variations qu'il y a de ces conditions; en égalant ensuite séparément à zéro les coefficients des variations restantes, on aura toutes les équations nécessaires pour déterminer le mouvement des différents corps du système.
19. L'équation (P) renferme plusieurs principes généraux du mouvement, que nous allons développer. On assujettira évidemment les variations %x, tiy, %z, %x' , ... à toutes les conditions de la liaison des parties du système, en les supposant égales aux différences dx, dy, dz, dx\ .... Cette supposition est donc permise, et alors l'équation (P) donne, en l'intégrant,
c étant une constante arbitraire introduite par l'intégration.
Si les forces P, Q, R sont le résultat de forces attractives dirigées vers des points fixes, et des forces attractives des corps les uns vers les
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autres, la fonction lfm{Pdoo + Qdy-^ IXdz) est une intégrale exacte. En effet, les parties de cette fonction, relatives aux forces attractives dirigées vers des points fixes, sont, par le n° 8, des intégrales exactes. Cela est également vrai par rapport aux parties qui dépendent des attractions mutuelles des corps du système; car, si l'on nomme/ la distance de m à m', et m'¥ l'attraction de m' sur m, la partie de m[Vdx -\- Qdy-\-Rdz), relative à l'attraction de m' sur m, sera, par le numéro cité, égale à —mm'¥d/, la différence df étant prise en ne faisant varier que les coordonnées ^, y, z. Mais, la réaction étant égale et contraire à l'action, la partie de m! (Vdx' -h Q^dy' -t- '^dz'), relative à l'attraction de m sur m\ est égale à — mm'Ydf, en ne faisant varier, dans/, que les coordonnées x' , y', z' -, la partie de la fonction lm(V dx + (^dy -\-^dz) , relative à l'attraction réciproque de m et de nï , est donc — mm'Ydf, tout étant supposé varier dans/ Cette quantité est une différence exacte lorsque F est une fonction de / ou lorsque l'attraction est comme une fonction de la distance, ainsi que nous le supposerons toujours; la fonction ^m[Vdx + Qdy -\-^dz) est donc une différence exacte, toutes les fois que les forces qui agissent sur les corps du système sont le résultat de leur attraction mutuelle, ou de forces attractives dirigées vers des points fixes. Soit alors d<^ cette différence, et nommons v la vitesse de m, V celle de m', etc. ; on aura
(R) ^mi'S =: c -f- 2Cp.
Cette équation est analogue à l'équation {g) du n*' 8; elle est la traduction analytique du principe de la conservation Aes forces vives. On nomme force vive d'un corps le produit de sa masse par le carré de sa vitesse. Le principe dont il s'agit consiste en ce que la somme des forces vives, ou la force vive totale du système, est constante, si le système n'est sollicité par aucune force; et, si les corps sont sollicités par des forces quelconques, la somme des accroissements de la force vive totale est la même, quelles que soient les courbes décrites par chacun de ces corps, pourvu quêteurs points de départ et d'arrivée soient les mêmes. Ce principe n'a lieu que dans les cas où les mouvements des corps
changent par des nuances insensibles. Si ces mouvements éprouvent des changements brusques, la force vive est diminuée d'une quantité que l'on déterminera de cette manière. L'analyse qui nous a conduits à l'équation (P) du numéro précédent donne alors, au lieu de cette équation, la suivante
-^-TT' -^TTT et A j^ étant les différences àe —•> 4t ^i ^ d'un instant dt dt dt dt dt dt
à l'autre, différences qui deviennent finies lorsque les mouvements des
corps reçoivent des altérations finies dans un instant. On peut supposer
dans cette équation
èx^=dx -t- \ dx, df=zdf-\- à dy, èz r=: dz ■+■ \ dz,
parce que, les valeurs de dx, dy, dz se changeant, dans l'instant suivant, dans dx -+- \dx, dy-h AcÇy, dz -h ^dz, ces valeurs de ^x, fy, '^z satisfont aux conditions de la liaison des parties du système ; on aura ainsi
dt/^ dt) dl\ ^dz)'].
Cette équation doit être intégrée comme une équation aux différences finies relative au temps t, dont les variations sont infiniment petites, ainsi que les variations de x, y, z, x\ . . . . Désignons par 2, les intégrales finies résultant de cette intégration, pour les distinguer des intégrales finies précédentes, relatives à l'ensemble des corps du système. L'intégrale de mV[dx -ir ù^dx) est visiblement la même que fmVdx; on aura donc
eo„s..=..^i±|-:^...,..4(.^^)V(.|:)'.(4)"]
~2lfm[Vdx + Qdy-}-Kdz].
r/dx
. dx\ . dx
^ \dt
.dr\
K^y '■^dt
dx-\-Adx]
3(rfr+
Ady)+:
K[dz
En désignant donc par ç, v\ r", ... les vitesses de m, m', m",..., on aura
.™.=co„s..^.,..4(.^)v(a|)v(4)^]
-h22/m(P</x-f-Qc?/ + Rc?z). . •
La quantité renfermée sous le signe 2, étant nécessairement positive, on voit que la force vive du système diminue par l'action mutuelle des corps, toutes les fois que, durant le mouvement, quelques-unes des va-
(13C dy* m • rw\
nations ^-rri A -—■>-- sont finies. L'équation précédente offre de plus
un moyen fort simple d'avoir cette diminution.
A chaque variation brusque du mouvement du système, on peut concevoir la vitesse de m décomposée en deux autres, l'une i^ qui subsiste dans l'instant suivant, l'autre V détruite par l'action des autres corps;
or la vitesse de m étant — — ~~zn avant cette décomposition,
et se changeant, après, dans
\^/[dx-ir Adx)- + {dy-{- Adr]^ -+- [dz + Ac?z)- ~~dt ' '
il est facile de voir que l'on a
l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme : 2m(;2 = consl. — 2, .^mV^ + al/m (Pc?^ + Q </j + R</z). 20. Si dans l'équation (P) du n** 18 on suppose
àx"=: èx + ôv; , èx"= ^r -^ Yt » ^^"= ^^ + ^A »
en substituant ces variations dans les expressions des variations ^, y\ y", . . . des distances mutuelles des corps du système, dont on a donné
les valeurs dans le n° 15, on voit que les variations S^r, ^j, ^z disparaissent de ces expressions. Si le système est libre, c'est-à-dire, si aucune de ses parties n'a de liaison avec les corps étrangers, les conditions relatives à la liaison mutuelle des corps ne dépendant que de leurs distances mutuelles, les variations Sa?, ^y, ^z seront indépendantes de ces conditions ; d'où il suit qu'en substituant, au lieu de ^x', ^y\ Sz', Sa?",..., leurs valeurs précédentes dans l'équation (P), on doit égaler séparément à zéro les coefficients des variations ^œ, ^y, Iz ; ce qui donne les trois équations
Supposons que X, Y, Z soient les trois coordonnées du centre de gravité du système; on aura, par le n° 15,
partant
le centre de gravité du système se meut donc comme si, tous les corps m, m',... étant réunis à ce centre, on lui appliquait toutes les forces qui sollicitent le système.
Si le système n'est soumis qu'à l'action mutuelle des corps qui le composent et à leurs attractions réciproques, on aura
o = 2 mP, o t:.z 2 mQ, o 2 m R ;
car, en exprimant par/? l'action réciproque de m et de m\ quelle que soit sa nature, et désignant par/ la distance mutuelle de ces deux corps, on aura, en vertu de cette action seule,
^p^£(£-^^ „Q,^Kr_-r:), „R=£(ipi:),
Imz 2/n '
d^Y ImQ
~ dt^ 2 m '
''=' dt^ -
2mR
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d'où l'on tire
o=:mP + /n'P', o = mQ + m'Q', o = mR 4- m'R';
et il est clair que ces équations ont lieu dans le cas même où les corps exerceraient les uns sur les autres une action finie dans un instant. Leur action réciproque disparaît donc des intégrales ImV, ImQ, 21 mR, qui par conséquent sont nulles lorsque le système n'est point sollicité par des forces étrangères. Dans ce cas, on a
et, en intégrant,
dt^
a, b, a\ b\ a", h" étant des constantes arbitraires. En éliminant le temps ty on aura une équation du premier ordre, soit entre X et Y, soit entre X et Z; d'où il suit que le mouvement du centre de gravité est rectiligne. De plus, sa vitesse étant égale à
dt
dY\-' dt
dt
ou à y/b^-hb'^-^b"-^,
elle est constante, et le mouvement est uniforme.
Il est clair, d'après l'analyse précédente, que cette inaltérabilité du mouvement du centre de gravité d'un système de corps, quelle que soit leur action mutuelle, subsiste dans le cas même où quelques-uns de ces corps perdent dans un instant, par cette action, une quantité finie de mouvement.
Si l'on fait
àx.,
X"àx
» —xix - 5, , —x'$x . , . ,, —x"8x - ,,
la variation tx disparaît encore des expressions de ^/, y, y", ... ; en
supposant donc le système libre, les conditions relatives à la liaison des parties du système n'influant que sur les variations ^/, y, . . . , la variation ^x en est indépendante, et elle est arbitraire; ainsi, en substituant dans l'équation (P) du n"* 18, au lieu de ^x\ ^x", ..., ly, ^y\ ^j", . . . , leurs valeurs précédentes, on doit égaler séparément à zéro le coefficient de ^x, ce qui donne
o = lm -^ i-2/n(Pj — Qar),
d'où l'on tire, en intégrant par rapport au temps t,
c étant une constante arbitraire.
On peut, dans cette intégrale, changer les coordonnées y, y'. • • • dans z, z\..., pourvu que l'on y substitue, au lieu des forces Q, Q', . . ., parallèles à l'axe des y, les forces R, R', . . . , parallèles à l'axe des z, ce qui donne
c' = Iém -j- \-I,fm{Pz—Ra:]dtf
c' étant une nouvelle arbitraire. On aura de la même manière
c" étant une troisième arbitraire.
Supposons que les corps du système ne soient soumis qu'à leur action mutuelle et à une force dirigée vers l'origine des coordonnées. Si l'on nomme, comme ci-dessus, p l'action réciproque de m et de m', on aura, en vertu de cette action seule,
o = m{Vx — Qx)-hm'[V'y' — Q'x');
ainsi l'action mutuelle des corps disparaît de l'intégrale finie lm{Vy — Qx). Soit S la force qui sollicite m vers l'origine des coor-
données; on aura, en vertu de cette force seule,
la force S disparaît donc de l'expression de Vy — Qœ; ainsi, dans le cas où les différents corps du système ne sont sollicités que par leur action et leur attraction mutuelle et par des forces dirigées vers l'origine des coordonnées, on a
,„. ^ xdr—rdx , „ xdz — zdx ,, „ y^dz — zdr
Z c— Zm — - — ï ■) c -- 1 m j > c z^lni- r '—•
' dt dt dt
Si l'on projette le corps m sur le plan des x et des y, la différentielle
— sera l'aire que trace, durant l'instant dt, le ravon vecteur
mené de l'origine des coordonnées à la projection de m; la somme de ces aires, multipliées respectivement par les masses de ces corps, est donc proportionnelle à l'élément du temps; d'où il suit que, dans un temps fini, elle est proportionnelle au temps. C'est en cela que consiste le principe de la conservation des aires.
Le plan fixe des x et des y étant arbitraire, ce principe a lieu pour un plan quelconque, et, si la force S est nulle, c'est-à-dire, si les corps ne sont assujettis qu'à leur action et à leur attraction mutuelle, l'origine des coordonnées est arbitraire, et l'on peut placer à volonté le point fixe. Enfin il est facile de voir, par ce qui précède, que ce principe subsiste dans le cas même où, par l'action mutuelle des corps du système, il survient des changements brus(|ues dans leurs mouvements.
Il existe un plan par rapport auquel c' et c" sont nuls, et qu'il est» par cette raison, intéressant de connaître; car il est visible que l'égalité de c' et de c" à zéro doit apporter de grandes simplifications dans la recherche du mouvement d'un système de corps. Pour déterminer ce plan, il est nécessaire de rapporter les coordonnées a?, j, z à trois autres axes ayant la même origine que les précédents. Soient donc 8 l'inclinaison du plan cherché, formé par deux de ces nouveaux axes, au plan
OEmres de L. ~ l. g
des œ et des r, et ^ l'angle que forme l'axe des x avec l'intersection de
ces deux plans, en sorte que - — 6 soit l'inclinaison du troisième axe
nouveau sur le plan des x et des y, et que ^ soit l'angle que sa
projection sur le même plan fait avec l'axe des œ, - étant la demi-circonférence.
Pour fixer les idées, imaginons que l'origine des coordonnées soit au centre de la Terre, que le plan des x et des j soit celui de l'écliptique, et que l'axe des z soit la ligne menée du centre de la Terre au pôle boréal de l'écliptique; concevons, de plus, que le plan cherché soit celui de l'équateur, et que le troisième axe nouveau soit l'axe de rotation de la Terre, dirigé vers le pôle boréal; 0 sera l'obliquité de l'écliptique, et <]/ sera la longitude de l'axe fixe des x, relativement à l'équinoxe mobile du printemps. Les deux premiers axes nouveaux seront dans le plan de l'équateur, et, en nommant 9 la distance angulaire du premier de ces axes à cet équinoxe, .9 représentera la rotation de la Terre,
comptée du même équinoxe , et - + o sera la distance angulaire du
second de ces axes au même équinoxe. Nous nommerons axes principaux ces trois nouveaux axes. Cela posé :
Soient x^, /,, z les coordonnées de m rapportées : i** à la ligne menée de l'origine des coordonnées à l'équinoxe du printemps, les x^ positifs étant pris du côté de cet équinoxe; 2° à la projection du troisième axe principal sur le plan des x et des y; 3° à l'axe des z ; on aura
X—-X, COS41 -1-j, sinil, y -^ y, cos^]/ — x, sin 4^, z ~z,.
Soient a:, , y, , z^^ les coordonnées rapportées : i** à la ligne de l'équinoxe du printemps; 2** à la perpendiculaire à cette ligne dans le plan de l'équateur; 3° au troisième axe principal; on aura
^/ ~ ^u ' Ti ~ Tn cos 5 -+- ^„ sin 9, r, = r„ ces d — y„ sin B.
Enfin, soient o?^,,. y„, z^, les coordonnées de m rapportées au premier, au second et au troisième axe principal ; on aura
X., — x„ COS9 - 7„. sin 9, y„ = y,„ COS9 H- x,„ sin 9, z„ = z,„.
LIVRE I
x--^x„.(cos6 sirn]; sin9 -+- cos4' coscp) h-j^„,(cos6 sirn]; coscp — cos'j' sincp) -^ z,„ sin0 sirn|>, y-^ x,,.'cosO cos']) sintp— sin^» coscp) -;-j„,(cos0 cos^j; coscp h- sinij' sintp) -(-z„, sinôcosij^, z = z„ ces 9 — j,., sin 0 cos 9 — ^„, sin 6 sin 9.
En multipliant ces valeurs de x, y, z respectivement par les coefficients de 00^,, dans ces valeurs, on aura, en les ajoutant,
a:„^ r_ j; (cos 6 sin 4* sincp-i- cos 4* coscp) -\-x{cos6 cosc|> sin cp — sine]; coscp) — z sin0sincp.
En multipliant pareillement les valeurs de œ, j, z respectivement par les coefficients de j,„ dans ces valeurs, et ensuite par les coefficients de z„, on aura
y,,^z^x{cos9 sin^ coscp — cos 4^ sin 9) ^-/(cosôcos^ coscp -1- sin 4» sin 9) — z sin6cos9, z,„ = X sin 6 sin 4 -^- jsinô 0054" -1- z cos 5.
Ces diverses transformations des coordonnées nous seront très -utiles dans la suite. En marquant d'un trait en haut, de deux traits, etc. les coordonnées x, y, z, a?,,,, y^^,, s^,, on aura les coordonnées correspondantes aux corps rrî , m", ....
De là, en substituant c, c\ c" au lieu de
xdr — ydx „ xdz — z dx „ ydz — zdr
dt
il est facile de conclure
2 m -'^'-JjL^^JJi — i" .= c cos 0 — c' sin 0 cos 4^ -' c" sin ô sin 4^ ,
2 m —"L—.'H- — E — 'Ji — c sin 0 cos 9 -f - c' ( sin 4» sin 9 -\- cos Q cos 4* cos 9 ) + c"(cos4 sin 9 - cosôsin4'COS9),
— csin0sin9 h- c'{sin4'C0S9 — cos 0 cos 4» sin 9] +- c"(cos4'COS9 + cos0sin4'sin9).
dt
Si Ton détermine ^J; et ô de manière que l'on ait
sin 5 sin 4> — sin^cos^^ - -^=
\C'^ -\- C'- -\- c"' yC-
ce qui donne
on aura
cosQ
sjc-^
^mdrM,~rmdx„,
at *
dt ~ '
les valeurs de c et de c" sont donc nulles par rapport au plan des a?^, et des j;, déterminé de cette manière. Il n'existe qu'un seul plan qui jouisse de cette propriété ; car, en supposant qu'il soit celui des x et des y, on aura
1 m -^^ '^'" ~ ^'"' '^''"' r. c sin e cosy,
2 m-" ^"^Z^** "^"^ ~ — csinôsiny.
En égalant ces deux fonctions à zéro, on aura sin8 = o, c'est-à-dire que le plan des x^ et des y^ coïncide alors avec celui des x et des y.
La valeur de ^m^-——~~—^ étant égale à V^-* -i- c"^ h- c"^ , quel
que soit le plan des x et des j, il en résulte que la quantité c- + c"^ h- c'"* est la même, quel que soit ce plan, et que le plan des a;^„ et des j,,, déterminé par ce qui précède, est celui relativement auquel la fonction
';^jYi-!Ë-Jjs^ ij'. — » est le plus grande; le plan dont il s'agit jouit donc
de ces propriétés remarquables, savoir ; i° que la somme des aires tracées par les projections des rayons vecteurs des corps, et multipliées respectivement par leurs masses, y est le plus grande possible; 2° que la même somme, relativement à un plan quelconque qui lui est per-
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pendiculaire, est nulle, puisque l'angle 9 reste indéterminé. On pourra, au moyen de ces propriétés, retrouver ce plan à un instant quelconque, quelles que soient les variations survenues par l'action mutuelle des corps dans leur position respective, de même que l'on peut facilement retrouver dans tous les temps la position du centre de gravité du système; et, par cette raison, il est aussi naturel de rapporter à ce plan les a? et les y que de rapporter au centre de gravité l'origine des coordonnées.
22. Les principes de la conservation des forces vives et des aires ont encore lieu, en supposant à l'origine des coordonnées un mouvement rectiligne et uniforme dans l'espace. Pour le démontrer, nommons X, Y, Z les coordonnées de cette origine, supposée mobile, par rapport à un point fixe, et supposons
a:=z\-}~:r,, j=Y-l-jj, 2=Z-r-2(,
ûOf, j, , s,, x\,... seront les coordonnées de m, m',... relativement à l'origine mobile. On aura, par l'hypothèse.
mais on a, par la nature du centre de gravité, lorsque le système est
libre,
o ^ 2 m(rf2X 'r d-'x,) -^mVdr-,
o -s^lm [d'Y 4- d'y^ ] — 1 niQdr-,
o --^z Imid'Z -+- d'z,)—lm^dr-.
L'équation (P) du n° 18 deviendra ainsi, en y substituant f>X-h^a?,,
f^Y -+- cîy, , . . . au lieu de ^œ, ^y, . . . ,
id'
o..-2,noV.(^-P)H-2mar.(^--Q)H-2ma..^^-RJ, équation exactement de la même forme que l'équation (P), si les forces
P, Q, R ne dépendent que des coordonnées ^,, Jo ^i» oo\, . . . . En lui appliquant donc l'analyse précédente, on en tirera les principes de la conservation des forces vives et des aires par rapport à l'origine mobile des coordonnées.
Si le système n'éprouve point l'action de forces étrangères, son centre de gravité aura un mouvement rectiligne et uniforme dans l'espace, comme on l'a vu dans le n° 20 ; en fixant donc à ce centre l'origine des coordonnées x, y, z, ces principes subsisteront toujours. X, Y, Z étant alors les coordonnées du centre de gravité, on aura, par la nature de ce point,
ce qui donne
_ xdy — ydx XrfY — Y</X „ ^ xidrK —Y\
dx
dt dt -."-." ^^ î • • '
_ dx^ -^ dr^ -:- dz^ d\^ -^ dY^ ^ dZ^ ^ _ dx^. -f- rfr? -^ dz^.
Ainsi les quantités résultantes des principes précédents se composent : 1° des quantités qui auraient lieu si tous les corps du système étaient réunis à leur centre commun de gravité; 2° des quantités relatives au centre de gravité supposé immobile; et, comme les premières de ces quantités sont constantes, on voit la raison pour laquelle les principes dont il s'agit ont lieu par rapport au centre de gravité. En fixant donc à ce point l'origine des coordonnées x, y, z, œ',... des équations (Z) du numéro précédent, elles subsisteront toujours; d'où il résulte que le plan passant constamment par ce centre, et relativement auquel la
fonction Im^-^-,-— — est un maximum, reste toujours parallèle à
lui-même pendant le mouvement du système, et que la môme fonction relative à tout autre plan qui lui est perpendiculaire est nulle.
Les principes de la conservation des aires et des forces vives peuvent se réduire à des relations entre les coordonnées des distances mutuelles des corps du système. En effet, l'origine des œ, des y et des z étant
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toujours supposée au centre de gravité, les équations (Z) du numéro précédent peuvent être mises sous la forme
c D m :rr 2 mm
, (^' — x] [dy' — df] — [x' — y) [dx' — dx )
,„ ^ ,{x—x]{dz—dz] — [z—z){dx—dx]
c lim=:Z mm ■ ■ ■ — — ï— ^- — ~ —
dt
, (j' — x) \d^' — dz) — (s' — z) [dx' — dx)
c"Ié m r- 2t mm
dt
On peut observer que les seconds membres de ces équations multipliées par dt expriment la somme des projections des aires élémentaires tracées par chaque droite qui joint deux corps du système, dont l'un est supposé se mouvoir autour de l'autre considéré comme immobile, chaque aire étant multipliée par le produit des deux masses que joint la droite.
Si l'on applique aux équations précédentes l'analyse du n° 21, on verra que le plan passant constamment par l'un quelconque des corps du système, et relativement auquel la fonction
2 mm
, [x' — x] [dx' — dx) — ix' — T) \dx' —-- dx
est un maximum, reste toujours parallèle à lui-même dans le mouvement du système, et que ce plan est parallèle au plan passant par le
ûc dy V doc
centre de gravité, et relativement auquel la fonction im — •^—.j
est un maximum. On verra encore que les seconds membres des équations précédentes sont nuls relativement à tout plan passant par le même corps et perpendiculaire au plan dont il s'agit. L'équation fQ) du n° 19 peut être mise sous la forme
„ , [dx' — dxY -^ [dy' — dy)' ^' [dz' — dz\^ . „ „^ ,„ ...
2i mm ' ^2 "" ~ const. az m . zj mm Fdj,
équation relative aux seules coordonnées des distances mutuelles des corps, et dans laquelle le premier membre exprime la somme des car-
rés des vitesses relatives des corps du système les uns autour des autres, en les considérant deux à deux, et en supposant l'un des deux immobile, chaque carré étant multiplié par le produit des deux masses que l'on considère.
23. Reprenons l'équation (R) du n° 19; en la différentiant par rapport à la caractéristique S, on aura
l'équation (P) du n° 18 devient ainsi
o:^lniièx.d-, — ï- dy.d-j- -t- èz.d--r^\ - Imdt.vêv.
Soient ds l'élément de la courbe décrite par m, ds' l'élément de la courbe décrite par m\ ... ; on aura
t' dt -=■■ ds, v'dt ds',. . ., ds :^ ^x- -f df- -r dz- , . . . ,
d'où l'on tirera, en suivant l'analyse du n° 8,
_ ^ , j , „ j dx dx -i- dy ôr -^ dz èz
J,mèivds) -zslmd ~—
^ dt
En intégrant par rapport à la caractéristique différentielle d, et en étendant les intégrales aux courbes entières décrites par les corps m, m',..., on aura
_. , /. , ^ dx$x-i' dy ôr -+ dz $z 1 ofmv ds =-- consl. -i 2 m ^-- •>
les variations ^, ^y, ^z, . . . étant, ainsi que la constante du second membre de cette équation , relatives aux points extrêmes des courbes décrites par m, m\ ....
Il suit de là que, si ces points sont supposés invariables, on a
o ^^làjmvds,
LIVRE I
c'est-à-dire que la fonction l^Jmvds est un minimum. C'est en cela que consiste le principe de la moindre action, dans le mouvement d'un système de corps, principe qui, comme l'on voit, n'est qu'un résultat mathématique des lois primordiales de l'équilibre et du mouvement de la matière. On voit en même temps que ce principe, combiné avec celui des forces vives, donne l'équation (P) du n° 18, qui renferme tout ce qui est nécessaire à la détermination des mouvements du système. Enfin on voit, par le n^ 22, que ce principe a lieu encore quand l'origine des coordonnées est mobile, pourvu que son mouvement soit rectiligne et uniforme, et que le système soit libre.
OEuvres de L. — I.
lO
CHAPITRE VI
DES LOIS DU MOUVEMENT d'un SYSTÈME DE CORPS, DANS TOUTES LES RELATIONS MATHÉMATIQUEMENT POSSIBLES ENTRE LA FORCE ET LA VITESSE.
24. Nous avons observé, dans le n° 5, qu'il y a une infinité de manières d'exprimer la force par la vitesse, qui n'impliquent point contradiction. La plus simple de toutes est celle de la force proportionnelle à la vitesse, et nous avons vu qu'elle est la loi de la nature. C'est d'après cette loi que nous avons exposé, dans le Chapitre précédent, les équations différentielles du mouvement d'un système de corps; mais il est facile d'étendre l'analyse dont nous avons fait usage à toutes les lois mathématiquement possibles entre la vitesse et la force, et de présenter ainsi, sous un nouveau point de vue, les principes généraux du mouvement. Pour cela, supposons que, F étant la force et v la vitesse, on ait F = <p(f ), <p(t') étant une fonction quelconque de ç; désignons par (p'(^') la différence de <^{v) divisée par di^. Les dénominations des numéros précédents subsistant toujours, le corps m sera animé, parallèlement
à l'axe des x, de la force ?(^) j-* Dans l'instant suivant, cette force deviendra
, .dx ,/ , . dx\ . . dx i(<î>{v) dx
ds y^'dsj " ' ds \ V dt
parce que -r- -~v. Maintenant, P, Q, R étant les forces qui animent
le corps m parallèlement aux axes des coordonnées, le système sera, par le n° 18, en équilibre en vertu de ces forces et des différentielles
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\'dt ^^)^ \'it^~^)^ yit — )' prises avec un signe contraire ; on aura donc, au lieu de l'équation (P) du même numéro, celle-ci
H<fr^)-''^-A<i''~^y'''^'^M%'^)-H-
fi T* (ly* fi "^
qui n'en diffère qu'en ce que -j--> -j:^ jr y sont multipliés par la fonc-
tion ^— . qui, dans le cas de la force proportionnelle à la vitesse, peut
être supposée égale à l'unité. Mais cette difTérence rend très-difficile la solution des problèmes de Mécanique. Cependant on peut tirer de l'équation (S) des principes analogues à ceux de la conservation des forces vives, des aires et du centre de gravité.
Si l'on change ^x en dx, '^y en dy, "^z en dz, etc., on aura
et par conséquent
const. -^lfm[Vdx-\-Qd)^-h R(
En supposant lm(Vdx -+-Qdy^~B.dz) une différentielle exacte égale k dl, on aura
(T) If mvdv(Ç)'{v] = const. -h 1,
équation analogue à l'équation (R) du n° 19, et qui se change en elle dans le cas de la nature, où (s^'(v) = i. Le principe de la conservation des forces vives a donc lieu dans toutes les lois mathématiquement possibles entre la force et la vitesse, pourvu que l'on entende paryôrce vive d'un corps le produit de sa masse par le double de l'intégrale de sa vitesse multipliée par la différentielle de la fonction de la vitesse qui exprime la force.
Si l'on fait, dans l'équation (S),
àx' - àx ^- èx', , ôj ' ^ 0/ + èf', , ôz' = èz^èz[, èx" — àx -h ô< , . . . ,
on aura, en égalant séparément à zéro les coefficients de ^x, ^y, Iz,
Ces trois équations sont analogues à celles du n** 20, d'où nous avons conclu la conservation du mouvement du centre de gravité, dans le cas de la nature, lorsque le système n'est assujetti à d'autres forces qu'à l'action et à l'attraction mutuelle des corps du système. Dans ce cas, 2mP, ImQ, 2mR sont nuls, et l'on a
^ dx o v) -, dr olv) ^ dz o\v]
const. — 2 /n -7- -, consl. = 2 m -^ -^ — j consl. =--zm-jr
dt V dt V dt K>
m-^ 9iv) ^^^ ^^^j ^ ;;j(p(^j^, et cette dernière quantité est la force
finie du corps décomposée parallèlement à l'axe des x, la force d'un corps étant le produit de sa masse par la fonction de la vitesse qui exprime la force. Ainsi la somme des forces finies du système, décomposées parallèlement à un axe quelconque, est alors constante, quel que soit le rapport de la force à la vitesse ; et ce qui distingue l'état du mouvement de celui du repos est que, dans ce dernier état, cette même somme est nulle. Ces résultats sont communs à toutes les lois mathématiquement possibles entre la force et la vitesse; mais ce n'est que dans la loi de la nature que le centre de gravité se meut d'un mouvement rectiligne et uniforme.
Supposons encore, dans l'équation (S),
la variation %x disparaîtra des variations des distances mutuelles/,/',... des corps du système, et des forces qui dépendent de ces quantités. Si le
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système est libre d'obstacles étrangers , on aura , en égalant à zéro le coefficient de ^œ,
d'où l'on tire, en intégrant,
a^dy — ydx cp(i^]
dt
-\-lfm[Vf-~Qx)dt,
On aura pareillement
c, c\ c" étant des constantes arbitraires.
Si le système n'est soumis qu'à l'action mutuelle de ses parties, on a, par le n*^ 21 ,
2m(Pj- Q.r) " o, 2m(P2 — R^)— o, 2m(Q3 — Rj^) = o;
d'ailleurs, m[x-~ —y-rr^ ^^^^
est le moment de la force finie dont
le corps m est animé, décomposée parallèlement au plan des x et des j, pour faire tourner le système autour de l'axe des z; l'intégrale finie
-, xdy — ydx ©fc] dt V
est donc la somme des moments de toutes les forces finies des corps du système, pour le faire tourner autour du même axe; cette somme est par conséquent constante. Elle est nulle dans l'état d'équilibre; il y a donc ici la même différence entre ces deux états que relativement à la somme des forces parallèles à un axe quelconque. Dans la loi de la nature, cette propriété indique que la somme des aires, décrites autour d'un point fixe par les projections des rayons vecteurs des corps, est
toujours la même en temps égal; mais cette constance des aires décrites n'a point lieu dans d'autres lois.
Si l'on différentie par rapport à la caractéristique ^ la fonction I,fm<^{ç)ds, on aura
èléfmcfîv) ds = I,fmcf'v] dds -\- ^fmèv(^'[i>) ds;
mais on a
^ , dxàdx -- drodr -^ dz èdz \ [ dx ,- dr ,, dz ,. \
^ds = -^ i -^ = - -T- ddx + -j- dèr i- -77 dèz ;
ds V \dt (It " at !
on aura donc, en intégrant par parties,
î V /• I \ j V nioiv] {dx 5, dr ^ dz ^
dt dt '' dt
ymôi'ç'(i') d!j
Les points extrêmes des courbes décrites par les corps du système étant supposés fixes, le terme hors du signe / disparaît dans cette équation; on aura donc, en vertu de l'équation (S),
Mais l'équation (T), difîérentiée par rapport à (5, donne
l^fmhv <^'{i>)ds :r lfmdt{Vèx -\- Qôj -h Rèz); on a donc
o z= àléfm 9^') ds.
Cette équation répond au principe de la moindre action dans la loi de la nature. m(p(f) est la force entière du corps m; ainsi ce principe revient à ce que la somme des intégrales des forces finies des corps du système, multipliées respectivement par les éléments de leurs directions, est un minimum : présenté de cette manière, il convient à toutes les lois mathématiquement possibles entre la force et la vitesse. Dans
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l'état de l'équilibre, la somme des forces multipliées par les éléments de leurs directions est nulle, en vertu du principe des vitesses virtuelles; ce qui distingue donc, à cet égard, l'état d'équilibre de celui du mouvement, est que la même fonction différentielle, qui est nulle dans l'état d'équilibre, donne, étant intégrée, un minimum dans l'état de mouvement.
DES MOUVEMENTS D UN CORPS SOLIDE DE FIGURE QUELCONQUE
25. Les équations différentielles des mouvements de translation et de rotation d'un corps solide peuvent se déduire facilement de celles que nous avons développées dans le Chapitre V; mais leur importance dans la théorie du Système du monde nous engage à les développer avec étendue.
Imaginons un corps solide dont toutes les parties soient sollicitées par des forces quelconques. Nommons x, y, z les coordonnées orthogonales de son centre de gravité; x -^ x\ y -h y', z -h z' les coordonnées d'une molécule quelconque dm du corps, en sorte que x', y', z' soient les coordonnées de cette molécule, rapportées au centre de gravité du corps. Soient de plus P, Q, R les forces qui sollicitent la molécule parallèlement aux axes des x, des y et des z. Les forces détruites à chaque instant dans la molécule dm, parallèlement à ces axes, seront, par le n° 18, en considérant l'élément dt du temps comme constant,
i dm -\- Vdtdm,
dt
"^ — . — '^— dm + Qdtdm,
dm -f- ^dtdm.
dt
Il faut donc que toutes les molécules animées de forces semblables se
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tassent mutuellement équilibre. On a vu dans le n° 15 que, pour cela, il est nécessaire que la somme des forces parallèles au même axe soit nulle, ce qui donne les trois équations suivantes
d^ X -\- d^ x' S ^-; dm = S P dm,
a — ^— ^-^ — ■ — dm = S Q dm,
S -j-^ dm = S R dm,
la lettre S étant ici un signe intégral, relatif à la molécule dm, et qui doit s'étendre à la masse entière du corps. Les variables x, y, z sont les mêmes pour toutes les molécules; on peut donc les faire sortir hors du signe S; ainsi, en désignant par m la masse du corps, on aura
^^dm = m^..
S-^dm = m^,
S-^dm = m-^
On a de plus, par la nature du centre de gravité,
Sx' dm = o, Sj'd'm = o, Sz' dm:=:o;
partant
S j dm := o, S-77;^a/w = o, S^titt dm=^o.
dt^
dV-
dt^
On aura donc
d'^x m-f-- =SPc?/n,
w^ =SQdm,
SRdm.
Ces trois équations déterminent le mouvement du centre de gravité du corps; elles répondent aux équations du n° 20, relatives au mouvement du centre de gravité d'un système de corps.
On a vu, dans le n° 15, que, pour l'équilibre d'un corps solide, la
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somme des forces parallèles à l'axe des x, multipliées respectivement par leurs distances à l'axe des z, moins la somme des forces parallèles à l'axe des y, multipliées par leurs distances à l'axe des s, est égale à zéro; on aura ainsi
Or on a
?>[xd'^y — yd^x)dm-^ m[xd^y — yd^x);
on a pareillement
S (Q:r — Pj) É?m rr= :r.SQ^m — 7.SPc?/n; enfin on a
S [x'd'^y + xd^y' — /d^x — yd-x' ) dm
=^d^y.%x'dm — d'^x.^y'dm -\- x.Sd-y'dm — y.Sd'^x'dm;
et, par la nature du centre de gravité, chacun des termes du second membre de cette équation est nul; l'équation (i) deviendra donc, en vertu des équations (A),
S'^:^-^-jJ:l^^-dm^S{Qx' ^?y')dm; en intégrant cette équation par rapport au temps /, on aura ^"^"^^ 7/^^ <im = Sf{Qx'-^y')dtdm,
le signe intégral / se rapportant au temps t. De là il est facile de conclure que, si l'on fait
Sf[Qx'~Vy')dtdm = l^, Sf{Rx'--Vz')dtdm:^^W, Sf{^y'~Qz']dt dm '^ N",
PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE I
on aura les trois équations suivantes
/ :r'Jr' — y'dx'
dt x'dz' — z'dx'
dm = N,
dt
-dm = K,
\ dt
Ces trois équations renferment le principe de la conservation des aires; elles suffisent pour déterminer le mouvement de rotation du corps autour de son centre de gravité; réunies aux équations (A), elles déterminent complètement les mouvements de translation et de rotation du corps.
Si le corps est assujetti à tourner autour d'un point fixe, il résulte du n° 15 que les équations (B) suffisent pour cet objet; mais alors il faut fixer à ce point l'origine des coordonnées œ', y' , z' .
26. Considérons particulièrement ces équations, en supposant cette origine fixe à un point quelconque, différent ou non du centre de gravité. Rapportons la position de chaque molécule à trois axes perpendiculaires entre eux, fixes dans le corps, mais mobiles dans l'espace. Soit 6 l'inclinaison du plan formé par les deux premiers axes sur le plan des £17 et des y\ soit 9 l'angle formé par la ligne d'intersection de ces deux plans et par le premier axe; enfin, soit ^j^ l'angle que fait avec l'axe des y la projection du troisième axe sur le plan des x et des y. Nous nommerons axes principaux ces trois nouveaux axes, et nous désignerons par x", y", z" les trois coordonnées de la molécule dm, rapportées à ces axes. On aura, par le n° 21,
x' =1 x" [cosQ s\n<i^ sin9 -h cos'j^ COS9, -h j"^cos0 siinj' C0S9 — cos^|> sincp) + z"smO sin4', j'-=:r'''(cos0cos4'sincp — sin4' costp) 4-j"(cos9cos'v{^cos9-h sirnp sinç) +2"sin0cos4>, z' '=z"ç,osQ — j"sin9cos9 ~ x" smQsmc^.
Au moyen de ces équations, on pourra développer les premiers mem-
bres (les équations (B) en fonctions de 6, <|^ et 9 et de leurs différentielles. Mais on simplifiera considérablement le calcul, en observant que la position des trois axes principaux dépend de trois arbitraires, que l'on peut toujours déterminer de manière à satisfaire aux trois
équations
Sa:y"dm=zo, ^x"z"dm^o, ^x"z"dm = o.
Soit alors
Six"- -h z"-') dm = A, S[x"-^-{-z"-^]dm = 'B, S{x"'^ -hx""") dfn:=C,
et faisons, pour abréger,
<f<p — d^ CCS 9 = pdt,
d^sind sincp — dO cos<f = qdt,
d^ sin9 COS9 + dO sinç = rdt.
Les équations (B) se changeront, après toutes les réductions, dans les trois suivantes
Agsinôsinç ^- Brsinôcos^ — C;>cos0 = — N, (C) l cos4'(Agcos9sin(}>4-Brcos9cos(pH-C/?sin0) -Hsin4'(Brsin(p — A^cosç) = — N', ' costj^lBrsinç — A^eoscp) — sin4'(Agcos0sin<p-i-Brcos0cos<pH-C/?sin0) = — N".
Ces trois équations donnent, en les différentiant, et en supposant <\i — o après les différentiations, ce qui revient à prendre l'axe des œ' infiniment près de la ligne d'intersection du plan des x' et des y' avec celui des iv" et des y",
dQ cos 9 . [Br coscf -h A q sin(f) +sinô.c?(Brcos9 + A^sinç) — d{Cpcos9] — — rfN,
rf4'(Brsin9 — A^cosç) — dfôsin9.(Brcos(p + A^sincp)
-+■ cos9.c?(Brcos9 -h Aqsincf] -{- d[Cpsin9] = — </N',
É?(Brsin9 — Agcos9) — c?^cos9.(Brcos9 -f- Agsin9) — Cpd'\>sin9=^ — dW.
Si l'on fait
Cp=p', Aq = q', Br=r',
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ces trois équations différentielles donnent les suivantes
dp' ^-
AB
q'r'dt=dN ces 9 — dN'smB,
D] { dq' ■+- ~j^^~ r'p'dt= — [d^sind -h dl>i'cos9)sm<f -i-dWcoso,
dr
CB
-^~- p'q'dt= — (JNsin0 + JN'cosÔ)cos9--</N"sin9.
Ces équations sont très -commodes pour déterminer le mouvement de rotation d'un corps, lorsqu'il tourne à fort peu près autour de l'un des axes principaux, ce qui est le cas des corps célestes.
27. Les trois axes principaux auxquels nous venons de rapporter les angles 0, ^j/ et 9 méritent une attention particulière; nous allons déterminer leur position dans un solide quelconque. Les valeurs de oc' ,y' , z' du numéro précédent donnent, par le n° 21, les suivantes
x" = x"^Q,osO sint]; 8109 + coB'^» COS9) + j'(cos9 cosi|^ sincp — sin^' costp) — z' smQ sin o, y" =. x' [cosQ sin^ COS9 — ces 4* sincp) +/'(cos9cos4' coso + sin^' sin9) -— z' smQ coscp, z."=:^'sin9sin4' + j'sin9 cos4' + z'cosS;
d'où l'on tire
x" zosa^ — y" sincp ::— ^'cos<|' — j'sinc];,
x" sincp H- j" coscp — jc'cosQ sin^ +/'cos9 0054^ — z' sin9.
Soit
on aura
^x'^dm^a"', ^x"^dm = b^, Sz'^dmz=c'^, ?)x'f'dm=^f, èx'z'dm = g, Sy'z'dm= h]
cos(^. ^ x"z" dm — sin(f.^X"z" dm = (a2 — 62j sinôsin^j^cos^ +/sin0(cos24' — sin^tj;) H- cos0(g-cos4' -- Asinij^),
sin <p . S a7"z"Jm -h ces 9 . S j"z"J/n = sin9cos0{a2sin2 4' + 62cos2 4 — c2+2/sin4'C0s4) + (cos^ô — sin^ô) (g- sin tj; 4-7* ces 4^).
En égalant à zéro les seconds membres de ces deux équations, on aura
h sin (]> — £■ cos d> tang B ~ ^ ^ ~
itt"- — b'-] sind/ cos'J> -t-/ cos-^}/ — sin^vj;!
itang2 9 ^ g-sin-j;^Acos4> .
^ ° c- — a- sin-!^,— Z>- cos-t]; — a/sin^^ cos^ '
mais on a
, . tango
ilang2 0— : r^:;
^ *^ I — iang2 6 '
en égalant ces deux valeurs de |tang2 0, et en substituant dans la dernière, au lieu de tangO, sa valeur précédente en '|; en faisant ensuite, pour abréger, tangi^/^, on trouvera, après toutes les réductions, l'équation suivante du troisième degré
Cette équation ayant au moins une racine réelle, on voit qu'il est toujours possible de rendre nulles à la fois les deux quantités
cos cj>.èx"z" dm — sin (^.Sx"z" dm, sin 9 .'èx"z"dm -'r- cos<p.Sj"z"rfm,
et par conséquent la somme de leurs carrés {Sx"z"dmy n- {Sy'z"dm/, ce qui exige que l'on ait séparément
La valeur de u donne celle de l'angle <]), et par conséquent celle de tangO et de l'angle 6. Il reste maintenant à déterminer l'angle 9, ce que l'on fera au moyen de la condition '^x'y'dm — o, qui reste à remplir. Pour cela, nous observerons que, si l'on substitue dans 'èx'y'dm, au lieu de x", y", leurs valeurs précédentes, cette fonction deviendra
de cette forme
H sin 2 9 -f- L ces 2 9,
H et L étant fonctions des angles 6 et «^ et des constantes «^ è% c^/,
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g^ h\ en égalant cette expression à zéro, on aura
tang2(p
Les trois axes déterminés au moyen des valeurs précédentes de 9, i/ et 9 satisfont aux trois équations
S x"Y"dm = 0, S x"z"dm -^ o , %y"z"dm = o.
L'équation du troisième degré en u semble indiquer trois systèmes d'axes principaux semblables au précédent; mais on doit observer que u est la tangente de l'angle formé par l'axe des x et par l'intersection du plan des x et des y' avec celui des x" et des y"-, or il est clair que Ton peut changer les uns dans les autres les trois axes des x" , des y" et des z" , puisque les trois équations précédentes seront toujours satisfaites; l'équation en u doit donc également déterminer la tangente de l'angle formé par l'axe des x' et par l'intersection du plan des x' et des j', soit avec le plan des x" et des y\ soit avec le plan des x" et des z" , soit enfin avec le plan des y" et des z" . Ainsi les trois racines de l'équation en u sont réelles, et elles appartiennent à un même système d'axes.
Il suit de là que généralement un solide n'a qu'un seul système d'axes qui jouissent de la propriété dont il s'agit. Ces axes ont été nommés axes principaux de rotation, à cause d'une propriété qui leur est particulière, et dont nous parlerons dans la suite.
On nomme moment d'inertie d'un corps, relativement à un axe quelconque, la somme des produits de chaque molécule du corps par le carré de sa distance à cet axe. Ainsi les quantités A, B, C sont les moments d'inertie du solide que nous venons de considérer par rapport aux axes des x" , des j" et des z" . Nommons présentement C le moment d'inertie du même solide par rapport à l'axe des z' \ on trouvera, au moyen des valeurs de x' et de j' du numéro précédent,
C :- A sin2 B sin2 <p ;- B sin2 B cos^ 9 -i C ces* B
Les quantités sin^6sin^cp, sin^ôcos^cp et cos^6 sont les carrés des cosinus des angles que font les axes des x'\ des j" et des z" avec l'axe des z' \ d'où il suit en général que, si l'on multiplie le moment d'inertie relatif à chaque axe principal de rotation par le carré du cosinus de l'angle qu'il fait avec un axe quelconque, la somme de ces trois produits sera le moment d'inertie du solide relativement à ce dernier axe.
La quantité G' est moindre que la plus grande des trois quantités A, B, C; elle est plus grande que la plus petite de ces trois quantités; le plus grand et le plus petit moment d'inertie appartiennent donc aux axes principaux.
Soient X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité du solide, par rapport à l'origine des coordonnées, que nous fixons au point autour duquel le corps est assujetti à tourner, s'il n'est pas libre ; a;' — X, j— Y et 2'— Z seront les coordonnées de la molécule dm du corps, relativement à son centre de gravité; le moment d'inertie, relatif à un axe parallèle à l'axe des z' et passant par le centre de gravité, sera donc
S[(^'-X)2 + (r'-Y)2]rfm; or on a, par la nature du centre de gravité,
Sj:'<//n = wX, ^jr'dm = niY; le moment précédent se réduit donc à
On aura ainsi les moments d'inertie du solide, relativement aux axes qui passent par un point quelconque, lorsque ces moments seront connus par rapport aux axes qui passent par le centre de gravité. On voit en même temps que le plus petit de tous les moments d'inertie a lieu par rapport à l'un des trois axes principaux qui passent par ce centre. Supposons que, par la nature du corps, les deux moments d'inertie A et B soient égaux; on aura
C' = Asin2 0-f-Ccos2 9;
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en faisant donc 6 égal à l'angle droit, ce qui rend l'axe des z' perpendiculaire à celui des z" , on aura C'= A. Les moments d'inertie relatifs à tous les axes situés dans le plan perpendiculaire à l'axe des z" sont donc alors égaux entre eux. Mais il est facile de s'assurer que l'on a dans ce cas, pour le système de l'axe des z" et de deux axes quelconques perpendiculaires entre eux et à cet axe,
^x'y' dm :=^o, S^'z'Wm = o, Sj'z"c/m = o;
car, en désignant par x" et y" les coordonnées d'une molécule dm du corps, rapportées aux deux axes principaux, pris dans le plan perpendiculaire à l'axe des z\ et par rapport auxquels les moments d'inertie sont supposés égaux, nous aurons
S [x'"^ + z"-^)dm = S [x'"" + z"-')dm,
ou simplement
S x"'^ dm = S j""^ dm ; mais, en nommant t l'angle que l'axe des oo' fait avec l'axe des x", on a
^' = .r" ces e + /" sin e,
y' =f" cose — ^''sins; on a donc
Sxy dm =^ Sx" r" dm. [cos"^ s — sin^e) 4- S{y"^ — x'"^] «/m.sinecoss = o.
On trouvera semblablement
Sx'z"dm^^o, Sj'2'Wm = o;
tous les axes perpendiculaires à celui des z" sont donc alors des axes principaux, et, dans ce cas, le solide a une infinité d'axes semblables. Si l'on a à la fois A = B = C, on aura généralement C'= A, c'està-dire que tous les moments d'inertie du solide sont égaux; mais alors on a généralement
Sx'j''dm=: o, Sx'z'dm=:o, Sy'z'dm:~o, quelle que soit la position du plan des x' et des j', en sorte que tous
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les axes sont des axes principaux. C'est le cas de la sphère : nous verrons dans la suite que cette propriété convient à une infinité d'autres solides dont nous donnerons l'équation générale.
28. Les quantités/?, q, r, que nous avons introduites dans les équations (G) du n*' 26, ont cela de remarquable, qu'elles déterminent la position de l'axe réel et instantané de rotation du corps, par rapport aux axes principaux. En effet, on a, relativement aux points situés dans
l'axe de rotation,
dx'-=o, df' = o, dz' ^= o.
En différentiant les valeurs de ^'.y', z' du n° 26, et en faisant sin<]; — o
» après les différentiations, ce qui est permis, puisque l'on peut fixera
volonté la position de l'axe des x' sur le plan des ce' et des y', on aura
dx'=^x"[d^ cos9 sinç — dcf sinç) -i-x"{ddi cosO ces 9 — rfcp coscp) -r- z"d^ s'mO -- o,
dy =^ x" [d(f cosB coscf — dO sinOsincf — d^cosc^)
-I- j"(fl?4'sin<p — (/(pcosôsiiKp — rf0sin9cos<p) -\- z"dQcosO = 0,
dz' = — oc" [dd CCS 6 sin <p -+- d<f sin 9 cos 9) — /" [dd ces 9 ces 9 — 6^9 sin 0 sin 9 — z"d9 sin 0
Si l'on multiplie la première de ces équations par —sin 9, la seconde par cos6cos<p, et la troisième par — sinOcos9, on aura, en les ajoutant,
o =zpx" — qz".
Si l'on multiplie la première des mêmes équations par COS9, la seconde par cosOsinç, et la troisième par — sinOsin9, on aura, en les ajoutant,
o =z py" — rz" .
Enfin, si l'on multiplie la seconde des mêmes équations par sinO, et la troisième par cosO, on aura, en les ajoutant,
o =: qy" — rx" .
Cette dernière équation résulte évidemment des deux précédentes; ainsi les trois équations dœ' = o, dy' = 0^ dz' :=:= o se réduisent à ces deux
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équations, qui sont à une ligne droite formant avec les axes des x\ des y" et des z" des angles dont les cosinus sont
\jp^^-q^-\-r^ \/p'--+-q^-\-r^ s/p- -h q^ -+- r'^
Cette droite est donc en repos, et forme l'axe réel de rotation du corps. Pour avoir la vitesse de rotation du corps, considérons le point de l'axe des z" éloigné de l'origine des coordonnées d'une distance égale à l'unité. On aura ses vitesses parallèlement aux axes des œ\ des y' et des z' en faisant x"=o, y"=o, z"=i dans les expressions précédentes de dao', dy', dz\ et en les divisant par dt, ce qui donne, pour ces vitesses partielles.
sin(
dt
cos(
dB
dt
sinô;
dt ■
la vitesse entière du point dont il s'agit est donc
ou V q^ -r- r'^ • En divisant cette vitesse par la distance du point à l'axe instantané de rotation, on aura la vitesse angulaire de rotation du corps; or cette distance est évidemment égale au sinus de l'angle que l'axe réel de rotation fait avec l'axe des z", angle dont le cosinus est
^ — ; on aura donc \J p^ -\- q^ -\- r^ pour la vitesse angulaire ^p'^^q^-V-r^
de rotation.
On voit par là que, quel que soit le mouvement de rotation d'un corps autour d'un point fixe ou considéré comme tel, ce mouvement ne peut être qu'un mouvement de rotation autour d'un axe fixe pendant un instant, mais qui peut varier d'un instant à l'autre. La position de cet axe par rapport aux trois axes principaux et la vitesse angulaire de rotation dépendent des variables/?, q, r, dont la détermination est très-importante dans ces recherches, et qui, exprimant des quantités indépendantes de la situation du plan des a?' et des j', sont ellesmêmes indépendantes de cette situation.
29. Déterminons ces variables en fonction du temps t, dans le cas où le corps n'est sollicité par aucune force extérieure. Pour cela, reprenons les équations (D) du n° 26 entre les variables/?', q' , r' , qui sont aux précédentes dans un rapport constant. Les différentielles o?N, dW et dW sont alors nulles, et ces équations donnent, en les ajoutant en- ^ semble, après les avoir multipliées respectivement par/?', q' et r',
o =p'dp' -+- q'dq' -i- r'dr\
et, 'en intégrant,
k étant une constante arbitraire.
Les équations (Dj, multipliées respectivement par AB/?', BCq' et ACr', et ensuite ajoutées, donnent, en intégrant leur somme,
A3p'^ + BCg'2 + AC/ '2 = H2,
H étant une constante arbitraire : cette équation renferme le principe de la conservation des forces vives. On tirera de ces deux intégrales
ACA-2-H2 + A(B-C
"^ = CJT^:=B) '
ainsi l'on connaîtra q' et r' en fonction du temps t, lorsque p' sera déterminé. Or la première des équations (D) donne
\Bdp'
partant
s/[\Ck^ _ H2 H- A(B - C)p'^] [H2 - BC/f2 - B^A - C)/>'*]
équation qui n'est intégrable que dans l'un des trois cas suivants, B = A, B = G, A=-C.
La détermination des trois quantités p', q', r' renferme trois arbitraires H'*, P, et celle qu'introduit l'intégration de l'équation diflTéren-
PREMIERE PARTIE. - LIVRE I
tielle précédente. Mais ces quantités ne donnent que la position de l'axe instantané de rotation du corps sur sa surface ou relativement aux trois axes principaux, et sa vitesse angulaire de rotation. Pour avoir le mouvement réel du corps autour du point fixe, il faut connaître encore la position des axes principaux dans l'espace, ce qui doit introduire trois nouvelles arbitraires relatives à la position primitive de ces axes, et ce qui exige trois nouvelles intégrales, qui, jointes aux précédentes, donnent la solution complète du problème. Les équations (C) du n° 26 renferment trois arbitraires N, N', N"; mais elles ne sont pas entièrement distinctes des arbitraires H et k. En effet, si l'on ajoute ensemble les carrés des premiers membres des équations (G), on a
ce qui donne
Les constantes N, N', N" répondent aux constantes c, c', c" du n° 21, et la fonction {t\p'^ -r- g'^ -r- r"^ exprime la somme des aires décrites pendant le temps t par les projections de chaque molécule du corps sur le plan relativement auquel cette somme est un maximum. N' et N" sont nuls relativement k ce plan; en égalant donc à zéro leurs valeurs trouvées dans le n^ 26, on aura
o =: Brsincp — A^ coscp,
A^cosôsinç -;- Breosô cos<p -i- C/?sin
d'où l'on tire
008 6/ = — rr
sin9sin(p
sin9cos9
sjp"'
Au moyen de ces équations, on connaîtra les valeurs de 9 et de «p en fonction du temps, relativement au plan fixe que nous venons de consi-
(lérer. Il ne s'agit plus que de connaître l'angle ï|/, que l'intersection de ce plan et de celui des deux premiers axes principaux fait avec l'axe des œ', ce qui exige une nouvelle intégration. Les valeurs de q et de r du n*^ 26 donnent
d^ sm-6 ^=qdt sindsin<f) + rdt sin 6 coscf,
d'où l'on tire
-~kdt[Bq'^-hAr'^)
or on a, par ce qui précède, on aura donc
ABiq'^
Bq-
H2^-AB
kdt'n^-ABp'^-^ ABC(A-2-/2)
Si l'on substitue, au lieu de dt, sa valeur trouvée ci-dessus, on aura la valeur de ^ en fonction de p'; les trois angles 6, 9 et ^j/ seront ainsi déterminés en fonction des variables/?', q', r\ qui seront elles-mêmes déterminées en fonction du temps /. On connaîtra donc à un instant quelconque les valeurs de ces angles par rapport au plan des x' et des y' que nous venons de considérer, et il sera facile, par les formules de la Trigonométrie sphérique, d'en conclure les valeurs des mêmes angles relatives à tout autre plan; ce qui introduira deux nouvelles arbitraires qui, réunies aux quatre précédentes, formeront les six arbitraires que doit renfermer la solution complète du problème que nous venons de traiter. Mais on voit que la considération du plan dont nous venons de parler simplifie ce problème.
La position des trois axes principaux étant supposée connue sur la surface du corps, si l'on connaît à un instant quelconque la position de l'axe réel de rotation à cette surface et la vitesse angulaire de rotation, on aura à cet instant les valeurs de /?, q, r, puisque ces valeurs, divisées par la vitesse angulaire de rotation, expriment les cosinus des angles que l'axe réel de rotation forme avec les trois axes principaux ;
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on aura donc les valeurs de/?', q' , r' ; or ces dernières valeurs sont proportionnelles aux sinus des angles que les trois axes principaux forment avec le plan des oc' et des y' , relativement auquel la somme des aires des projections des molécules du corps, multipliées respectivement par ces molécules, est un maximum; on pourra donc alors déterminer à tous les instants l'intersection de la surface du corps par ce plan invariable, et par conséquent retrouver la position de ce plan par les conditions actuelles du mouvement du corps.
Supposons que le mouvement de rotation du corps soit dû à une impulsion primitive qui ne passe point par son centre de gravité. Il résulte, de ce que nous avons démontré dans les n*^* 20 et 22, que le centre de gravité prendra le même mouvement que si cette impulsion lui était immédiatement appliquée, et que le corps prendra autour de ce centre le même mouvement de rotation que si ce centre était immobile. La somme des aires décrites autour de ce point par le rayon vecteur de chaque molécule projetée sur un plan fixe, et multipliées respectivement par ces molécules, sera proportionnelle au moment de la force primitive projetée sur le même plan; or ce moment est le plus grand relativement au plan qui passe par sa direction et par le centre de gravité; ce plan est donc le plan invariable. Si l'on nomme/ la distance de l'impulsion primitive au centre de gravité, et v la vitesse qu'elle imprime à ce point, m étant la masse du corps, mfv sera le moment de cette impulsion, et, en le multipliant par |^, le produit sera égal à la somme des aires décrites pendant le temps t; mais cette
somme, par ce qui précède, est - \lp'^ + q'^ -i- r'^ ; on a donc
\lp'^ + q'- + r"^ r= mfv.
Si l'on connaît à l'origine du mouvement la position des axes principaux relativement au plan invariable, ou les angles ô et <p, on aura à cette origine les valeurs de />', q' et r', et par conséquent celles de/?, q, r; on aura donc à un instant quelconque les valeurs des mêmes quantités.
Cette théorie peut servir à expliquer le double mouvement de rotation et de révolution des planètes par une seule impulsion primitive. Supposons, en effet, qu'une planète soit une sphère homogène d'un rayon R, et qu'elle tourne autour du Soleil avec une vitesse angulaire U ; /• étant supposé exprimer sa distance au Soleil , on aura ç = r\] ; de plus, si l'on conçoit que la planète se meut en vertu d'une impulsion primitive dont la direction a passé à la distance / de son centre, il est clair qu'elle tournera sur elle-même, autour d'un axe perpendiculaire au plan invariable; en considérant donc cet axe comme le troisième axe principal, on aura 0 = o, et par conséquent q'=o, r' — o; on aura donc p' = m/ç, ou Cp = mfrU. Mais dans la sphère on a C = l/7iR^, partant
ce qui donne la distance/ de la direction de l'impulsion primitive, au centre de la planète, qui satisfait au rapport observé entre la vitesse angulaire p de rotation et la vitesse angulaire U de révolution autour
du Soleil. Relativement à la Terre, on a ^ = 366,25638; la parallaxe
du Soleil donne — = 0,000042665, et par conséquent/— j^R, à fort
peu près.
Les planètes n'étant point homogènes, on peut les considérer ici comme étant formées de couches sphériques et concentriques, d'inégale densité. Soit p la densité d'une de ces couches dont le rayon est R, p étant fonction de R; on aura
2m /pR*</R 3 ' fpK^d\{'
m étant la masse entière de la planète, et les intégrales étant prises depuis R = o jusqu'à sa valeur à la surface; on aura ainsi
J ~' Z r\i */pR=»</R Si, comme il est naturel de le supposer, les couches les plus voisines du
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centre sont les plus denses, la fonction y^^rt^r ^^^^ moindre que fR^; la valeur de /sera donc moindre que dans le cas de l'homogénéité.
30. Déterminons présentement les oscillations du corps, dans le cas où il tourne à très -peu près autour du troisième axe principal. On pourrait les déduire des intégrales auxquelles nous sommes parvenus dans le numéro précédent; mais il est plus simple de les tirer directement des équations différentielles (D) du n° 26. Le corps n'étant sollicité par aucune force, ces équations deviennent, en y substituant au lieu de p , q\ r' leurs valeurs C/?, kq et Br,
B- A , , C B , , A- C , dp H -, — qrdt -^ o, dq h . — rp dt --z o, dr -\ _ — pqdt ~— o.
Le solide étant supposé tourner à fort peu près autour de son troisième axe principal, ^ et r sont de très-petites quantités, dont nous négligerons les carrés et les produits; ce qui donne dp---o, et par conséquent p constant. Si dans les deux autres équations on suppose
<7 =^ M sin ( nf f y ) , r :i= M' ces ( nt -\- y ] ,
on aura
/Vc
AB
M et y étant deux constantes arbitraires. La vitesse angulaire de rotation sera \J p^ -\- q^ ^- r^ , ou simplement/?, en négligeant les carrés de ^ et de r; cette vitesse sera donc à très-peu près constante. Enfin le sinus de l'angle formé par l'axe réel de rotation et par le troisième
axe principal sera -- — ^■
Si à l'origine du mouvement on a q - o et /•-- o, c'est-à-dire si l'axe réel de rotation coïncide à cet instant avec le troisième axe principal, on aura M = o. M' — o; ^ et r seront donc toujours nuls, et l'axe de rotation coïncidera toujours avec le troisième axe principal ; d'où il suit que, si le corps commence à tourner autour d'un des axes principaux,
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il continuera de tourner uniformément autour du même axe. Cette propriété remarquable des axes principaux les a fait nommer a^ce^/^rmc/paux de rotation : elle leur convient exclusivement; car, si l'axe réel de rotation est invariable à la surface du corps, on a c^ — o, </^ r- o, dr— o; les valeurs précédentes de ces quantités donnent ainsi
^ - rq = o, -^ rp = o, ^ pq == o.
Dans le cas général où A, B, C sont inégaux, deux des trois quantités /?, q, r sont nulles en vertu de ces équations, ce qui suppose que l'axe réel de rotation coïncide avec l'un des axes principaux.
Si deux des trois quantités A, B, C sont égales, par exemple si l'on a A — B, les trois équations précédentes se réduisent à celles-ci
rp = o, pq -- o,
et l'on peut y satisfaire par la supposition seule de p égal à zéro. L'axe de rotation est alors dans un plan perpendiculaire au troisième axe principal; mais on a vu (n° 27) que tous les axes situés dans ce plan sont des axes principaux.
Enfin, si l'on a à la fois A r^ B -- C, les trois équations précédentes seront satisfaites, quels que soient p, q, r; mais alors, par le n° 27, tous les axes du corps sont des axes principaux.
Il suit de là que les seuls axes principaux ont la propriété d'être des axes invariables de rotation; mais ils n'en jouissent pas tous de la même manière. Le mouvement de rotation autour de celui dont le moment d'inertie est entre les moments d'inertie des deux autres axes peut être troublé d'une manière sensible par la cause la plus légère, en sorte qu'il n'y a point de stabilité dans ce mouvement. . On nomme état stable d'un système de corps un état tel que le système, lorsqu'il en est infiniment peu dérangé, ne puisse s'en écarter qu'infiniment peu , en faisant des oscillations continuelles autour de cet état. Concevons, cela posé, que l'axe réel de rotation s'éloigne infiniment peu du troisième axe principal; dans ce cas, les constantes M
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et M' sont infiniment petites; et, si /i est une quantité réelle, les valeurs de 5^ et de r resteront toujours infiniment petites, et l'axe réel de rotation ne fera jamais que des excursions du même ordre autour du troisième axe principal. Mais, si n était imaginaire, sin(/ijf-hY) et cos(n^-4-y) se changeraient en exponentielles; les expressions de q et de r pourraient donc alors augmenter indéfiniment, et cesser enfin d'être infiniment petites; il n'y aurait donc point de stabilité dans le mouvement de rotation du corps autour du troisième axe principal. La valeur de n est réelle, si G est la plus grande ou la plus petite des trois quantités A, B, C; car alors le produit (G — A)(C — B) est positif; mais ce produit est négatif, si G est entre A et B, et dans ce cas n est imaginaire ; ainsi le mouvement de rotation est stable autour des deux axes principaux dont les moments d'inertie sont le plus grand et le plus petit; il ne l'est pas autour de l'autre axe principal.
Maintenant, pour déterminer la position des axes principaux dans l'espace, nous supposerons le troisième axe principal à fort peu près perpendiculaire au plan des x' et des y\ en sorte que 6 soit une quantité très-petite dont nous négligerons le carré. Nous aurons, par le
c?cp - d'^ ^ pdt,
ce qui donne, en intégrant,
^ -- ^ ~ pt z,
£ étant une constante arbitraire. Si l'on fait ensuite
sin Q sin cp t-:: s, sin 0 coscp - u, les valeurs de q et de r du n*^ 26 donneront, en éliminant «?]/,
ds du
et en intégrant,
s -- B sin{pt ^'"k) -^, sin(n/-i y),
Ur~ &COS [pt 4- /) -- -p -• C0S(W^ +- y)>
ê et X étant deux nouvelles arbitraires : le problème est ainsi complètement résolu, puisque les valeurs de ^ et de m donnent les angles 9 et <p en fonction du temps, et que <]; est déterminé en fonction de 9 et de t. Si ê est nul, le plan des x et des y' devient le plan invariable auquel nous avons rapporté, dans le numéro précédent, les angles 6, 9 et f
31. Si le solide est libre, l'analyse des numéros précédents donnera son mouvement autour de son centre de gravité ; si le solide est forcé de se mouvoir autour d'un point fixe, elle fera connaître son mouvement autour de ce point. Il nous reste à considérer le mouvement d'un solide assujetti à se mouvoir autour d'un axe fixe.
Concevons que x soit cet axe, que nous supposerons horizontal : dans ce cas, la dernière des équations (B) du n** 25 suffira pour déterminer le mouvement du corps. Supposons, de plus, que l'axe des y' soit horizontal, et qu'ainsi l'axe des z' soit vertical et dirigé vers le centre de la Terre; supposons enfin que le plan qui passe par les axes des j' et des z' passe par le centre de gravité du corps, et imaginons un axe passant constamment par ce centre et par l'origine des coordonnées. Soit 6 l'angle que ce nouvel axe fait avec celui des s'; si l'on nomme y" et z" les coordonnées rapportées à ce nouvel axe, on aura
y: =j"cos9 -f- s"sin9, z' -2"cos9- j"sin0,
d'où l'on tire
g .rV/.' z'dr' ^^^. _^ d^ g^^ ,, ,
dl dt ^-^
Sdm{y"^ H- z"'^) est le moment d'inertie du corps relativement à l'axe
des x' : soit G ce moment. La dernière des équations (B) du n'* 25
donnera
_ rfa^ dW dt^ '"' df '
Supposons que le corps ne soit sollicité que par l'action de la pesan-
dW dt
— w/iRsinô,
— mARsinQ
dt^ ~
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teur; les valeurs de P et de Q du n'^ 25 seront nulles, et R sera constant, ce qui donne
dW
-j r= S ^x'dm -:--:- R cos 9 . ^y"dm i R sin 9 . S z"dm.
L'axe des z" passant par le centre de gravité du corps, on a %y"dm -- o ; de plus, si l'on nomme h la distance du centre de gravité du corps à l'axe de x , on aura 'èz"dm — mh, m étant la masse entière du corps; on aura donc
et par conséquent
Considérons présentement un second corps, dont toutes les parties soient réunies dans un seul point, éloigné de la distance / de l'axe des x' \ on aura, relativement à ce corps, C - m'P, m' étant sa masse; de plus, A. sera égal à /; partant
dH -R . .
Ces deux corps auront donc exactement le même mouvement d'oscillation, si leur vitesse initiale angulaire, lorsque leurs centres de gravité
sont dans la verticale, est la même, et si l'on a /= — ,-• Le second corps
dont nous venons de parler est le pendule simple dont on a considéré les oscillations dans le n** 11; on peut donc toujours assigner, par cette formule, la longueur / du pendule simple dont les oscillations sont isochrones à celles du solide que nous considérons ici, et qui forme un pendule composé. C'est ainsi que l'on a déterminé la longueur du pendule simple qui bat les secondes, par des observations faites sur les pendules composés.
DU MOUVEMENT DES FLUIDES
32. Nous ferons dépendre les lois du mouvement des fluides de celles de leur équilibre, de même que, dans le Chapitre V, nous avons déduit les lois du mouvement d'un système de corps de celles de l'équilibre de ce système. Reprenons donc l'équation générale de l'équilibre des fluides, donnée dans le n° 17,
la caractéristique S ne se rapportant qu'aux coordonnées œ, y, z de la molécule, et n'étant point relative au temps /. Lorsque le fluide est en mouvement, les forces en vertu desquelles ses molécules seraient en équilibre sont, par le n° 18, en supposant dt constant,
il faut donc substituer ces forces, au lieu de P, Q, R, dans l'équation précédente de l'équilibre. En désignant par ^\ la variation P^^tH Q?5/4- RSz, que nous supposerons exacte, on aura
cette équation équivaut à trois équations distinctes, puisque, les variations tx, %y, %z étant indépendantes, on peut égaler séparément à zéro leurs coefficients.
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Les coordonnées x, y, z sont fonctions des coordonnées primitives et du temps /; soient a, b, c ces coordonnées primitives; on aura
- dx ^ dx -,
aa 00
da
dy db
- - de,
^r=Làa-^^èb-i-~^^~dc,
- dz ^ dz ^, dz .
ôz --- -,- àa + -r â6 H- -r- àe.
da ob oc
En substituant ces valeurs dans l'équation (F), on pourra égaler séparément à zéro les coefficients de ^a, Ib, le, ce qui donnera trois équations à différences partielles entre les trois coordonnées œ, y, z de la molécule, ses coordonnées primitives a, b, c, et le temps t.
Il nous reste à remplir les conditions de la continuité du fluide. Pour cela, considérons à l'origine du mouvement un parallélépipède fluide rectangle, dont les trois dimensions soient da, db, de. En désignant par (p) la densité primitive de cette molécule, sa masse sera (p)dadbdc. Nommons (A) ce parallélépipède : il est aisé de voir qu'après le temps t il se changera dans un parallélépipède obliquangle; car toutes les molécules situées primitivement sur une face quelconque du parallélépipède (A) seront encore dans un même plan, du moins en négligeant les infiniment petits du second ordre : toutes les molécules situées sur les arêtes parallèles de (A) se trouveront sur de petites droites égales et parallèles entre elles. Nommons (B) ce nouveau parallélépipède, et concevons que par les extrémités de l'arête formée par les molécules qui, dans le parallélépipède (A), composaient l'arête de, on mène deux plans parallèles à celui des oo et des j. En prolongeant les arêtes de (B) jusqu'à la rencontre de ces deux plans, on aura un nouveau parallélépipède (G), compris entre eux et égal à (B); car il est clair qu'autant l'un des deux plans retranche du parallélépipède (B), autant l'autre lui ajoute. Le parallélépipède (G) aura ses deux bases parallèles au plan des X et des y : sa hauteur comprise entre ses bases sera évidemment
égale à la différence de z, prise en n'y faisant varier que c; ce qui donne -^ de pour cette hauteur.
On aura sa base, en observant qu'elle est égale à la section de (B)
par un plan parallèle à celui des x et des y, nommons (s) cette section.
Par rapport aux molécules dont elle sera formée, la valeur de z sera la
même, et l'on aura
dz , dz „ dz , o ^= -;— da-r vr db f -r de.
da db de
Soient S/? et ^q deux côtés contigus de la section (s), dont le premier soit formé par des molécules de la face dbdc du parallélépipède ■ A), et dont le second soit formé par des molécules de sa face dadc. Si par les extrémités du côté ^p on imagine deux droites parallèles à l'axe des X, et que l'on prolonge le côté du parallélogramme 3), parallèle à ^p, jusqu'à la rencontre de ces droites, elles intercepteront entre elles un nouveau parallélogramme {\) égal à (s), et dont la base sera parallèle à l'axe des x. Le côté ^p étant formé par des molécules de la face dbdc, relativement auxquelles la valeur de z est la même, il est aisé de voir que la hauteur du parallélogramme [\) est la différence de y, en supposant a, z ti t constants, ce qui donne
dz „ dz j D =:= -T-,- Éf 0 -h :r- de, db de
d'où l'on tire
dy dz dy dz
j db de de db ,
de
c'est l'expression de la hauteur du parallélogramme (1). Sa base est égale à la section de ce parallélogramme par un plan parallèle à l'axe des x\ cette section est formée par des molécules du parallélépipède (A) par rapport auxquelles z ei y sont constants; sa longueur est
donc égale à la différentielle de x, prise en supposant z, y et t constants, ce qui donne les trois équations
ax =z -r- aa -h -rr- do oa 00
da
da
dx ôb
db
dx te
de, de,
dz j ôz „ dz j o=-T— a«-f--r7-ao + -— de.
oa ôb de
Soit, pour abréger,
dx df dz dx dy dz dx dj dz dx dy dz dx df dz dx dy dz
da db de da de db db de da db da de de da db de db da '
eda
dy dz db de
dy dz 'de db
c'est l'expression de la base du parallélogramme (X); la surface de ce parallélogramme sera donc — ^ Cette quantité exprime encore la
de
dz
surface du parallélogramme (e); en la multipliant par y-cfc, on aura
^dadbdc pour le volume des parallélépipèdes (C) et (B). Soit p la densité du parallélépipède (A) après le temps t; on aura ^^dadbdc pour sa masse; en l'égalant à sa masse primitive (^)dadbdc, on aura
pour l'équation relative à la continuité du fluide.
33. On peut donner aux équations (F) et (G) une autre forme d'un usage plus commode dans quelques circonstances. Soient u, ç et w les vitesses d'une molécule fluide, parallèlement aux axes des a?, des jet des z; on aura
dx dr
â7=="' df = ''
dz^ dt
= tv.
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Différentions ces équations, en regardant u,vetw comme fonctions des coordonnées x, y, z de la molécule, et du temps t-, nous aurons
d^x df^
du du dl dx
du du
■+- V-. hiV-T-j
djr dz
df'
dv dv dt dx
dv dv dy dz
d'-z df^
dw dw dt dx
dw dw
■+- P-r HW-T—
dy dz
L'équation (F) du numéro précédent deviendra ainsi
'E=èx P
(du du du du^ \dt dx dy dz ^
+ ày
(dv dv dv dv \dt dx dy dz
+ èz
( dw dw dw dw \dt dx dy dz
Pour avoir l'équation relative à la continuité du fluide, concevons que, dans la valeur de ê du numéro précédent, a, b, c soient égaux à x, y, z, et que Xj y, z soient égaux di x -\-udt, y + vdty z -\-wdt, ce qui revient à prendre les coordonnées primitives a, b, c infiniment près de
X, y, z\ on aura
« _ , (au dv^ dw\
~ \dx dy dz } "*
l'équation (G) devient
,Jdu dv dw\ . ,
Si l'on considère p comme fonction de Xj j, z et de /, on a
^^' ^ dt dx dy dz *
l'équation précédente se change ainsi dans la suivante
,ir\ àp à. pu d.pv d.pw
dt dx dy Oz '
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c'est l'équation relative à la continuité du fluide, et il est aisé de voir qu'elle est la différentielle de l'équation (G) du numéro précédent, prise par rapport au temps t.
L'équation (H) est susceptible d'intégration dans un cas fort étendu, savoir, lorsque u%x + vty -+- w'^z est une variation exacte de x, y, z\ P étant d'ailleurs une fonction quelconque de la pression p. Soit alors ^9 cette variation; l'équation (H) donne
ÔV
'dt
d'où l'on tire, en intégrant par rapport à S,
J p dt 2.\_\dx
d9^2 dz
Il faudrait ajouter à cette intégrale une constante arbitraire, fonction de t; mais cette constante peut être censée renfermée dans la fonction cp. Cette dernière fonction donne la vitesse des molécules fluides, parallèlement aux axes des a?, des y et des z ; car on a
dcp
ày
dx dy dz
L'équation (K) relative à la continuité du fluide devient
dt dx dx dy dy
dp dy ^ /d^-<f dz dz ^\d^2
d^ ày'^
dz-^
ainsi Ton a relativement aux fluides homogènes
d^ dx-^
ày'^
dz'^
On peut observer que la fonction utx ^ v'hy -\- w%z est une variation exacte de x, y, z sl tous les instants, si elle l'est à un seul histant. Supposons, en eff'et, qu'à un instant quelconque elle soit égale à Sy; dans l'instant suivant, elle sera
- j l'du ^ dv ^ dw . \
elle sera donc encore, à ce nouvel instant, une variation exacte, si -r-Sa? H- jrfy + ^^^ ^^^ ^"^ variation exacte au premier instant; or l'équation (H) donne à cet instant
>-pr^'i^^^-^--f-m)H^ï-{m-'
le premier membre de cette équation est par conséquent une variation exacte en œ, y, z; ainsi la fonction u'^ac -}- v^y -}- w^z est une variation exacte dans l'instant suivant, si elle l'est dans un instant; elle est donc alors une variation exacte à tous les instants.
Lorsque les mouvements sont très-petits, on peut négliger les carrés et les produits deu,vetw; l'équation (H) devient alors
-„ 8p du , dv . div . p dt dt -^ dt
ainsi, dans ce cas, u^x + v'^y -{- w'^z est une variation exacte, si, comme nous le supposons,/? est fonction de p; en nommant donc encore S(p cette différence, on aura
ô/> _ ddf
et, si le fluide est homogène, l'équation de continuité deviendra
()2m d'^O d^CÛ
âx^ ây^ ôz-*
Ces deux équations renferment toute la théorie des ondulations trèspetites des fluides homogènes.
34. Considérons une masse fluide homogène douée d'un mouvement uniforme de rotation autour de l'axe des x. Soit n la vitesse angulaire de rotation, à une distance de l'axe que nous prendrons pour unité de distance; on aura ç ~ — nz^ w = ny; l'équation (H) du numéro précédent deviendra ainsi
^ =è\-hn^{y$y-\-zdz).
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équation possible, puisque ses deux membres sont des différences exactes. L'équation (K) du même numéro deviendra
o-~dt-~- 4- udt -r- + vdt~ •- wdt—--, ot ox ay oz
et il est visible que cette équation est satisfaite, si la masse fluide est homogène. Les équations du mouvement des fluides sont donc alors satisfaites, et par conséquent ce mouvement est possible.
La force centrifuge à la distance \Jy^ -- z'^ de l'axe de rotation est égale au carré n'^{y^ -i- z"^) de la vitesse, divisé par cette distance; la fonction n^iy^y -^ z^z) est donc le produit de la force centrifuge par l'élément de sa direction; ainsi, en comparant l'équation précédente du mouvement du fluide avec l'équation générale de l'équilibre des fluides, donnée dans le n° 17, on voit que les conditions du mouvement dont il s'agit se réduisent à celles de l'équilibre d'une masse fluide, sollicitée par les mêmes forces et par la force centrifuge due au mouvement de rotation, ce qui est visible d'ailleurs.
Si la surface extérieure de la masse fluide est libre, on aura Sjo= o à cette surface, et par conséquent
d'où il suit que la résultante de toutes les forces qui animent chaque molécule de la surface extérieure doit être perpendiculaire à cette surface; elle doit être, de plus, dirigée vers l'intérieur de la masse fluide. Ces conditions étant remplies, une masse fluide homogène sera en équilibre, en supposant même qu'elle recouvre un solide de figure quelconque.
Le cas que nous venons d'examiner est un de ceux dans lesquels la variation u^x ■+■ vfy [- w^z n'est pas exacte; car alors cette variation devient — n{z^y —y^z); ainsi, dans la théorie du flux et du reflux de la mer, on ne peut pas supposer que la variation dont il s'agit est exacte, puisqu'elle ne l'est pas dans le cas très-simple où la mer n'au-
rait d'autre mouvement que celui de rotation qui lui est commun avec la Terre.
35. Déterminons, maintenant, les oscillations d'une masse fluide recouvrant un sphéroïde doué d'un mouvement de rotation nt autour de l'axe des x, et supposons-la très-peu dérangée de l'état d'équilibre, par l'action de forces très-petites. Soit, à l'origine du mouvement, r la distance d'une molécule fluide au centre de gravité du sphéroïde qu'elle recouvre, et que nous supposerons immobile; soit 6 l'angle que le rayon r forme avec l'axe des a?, et u l'angle que le plan qui passe par l'axe des X et par ce rayon forme avec le plan des x et des y. Supposons qu'après le temps t le rayon r se change dans r + a*, que l'angle 6 se change dans G + aw, et que l'angle vs se change dans 7iZH-u4-ar, a^, aw et aç^ étant de très-petites quantités dont nous négligerons les carrés et les produits; on aura
a;= (r-f- a5)cos(0 4-aM),
/= (r-i- eus) sin(0 -+- aM)cos(w/-hGJ-+- av),
z =-[r-\- cLs) sin(0 + aw) sin{nf H- nT + at').
Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (F) du n^ 32, on aura, en négligeant le carré de a,
(xr^hQ l 7)72 2nsmÔcos0-r-)
„^/.ar^^''<' ./, r.àu 2nsin!»0 ds\
\ dt^ dt r at )
= — ô[(r4-a«)sin(0 + «M)p + ÔV-^.
A la surface extérieure du fluide, on a Sp = o; on a de plus, dans l'état d'équilibre,
o = — Ô[(r4- a^) sin(ô -\- au)p -+- (ÔV),
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(SV) étant la valeur de ^Y qui convient à cet état. Supposons que le fluide dont il s'agit soit la mer; la variation (W) sera le produit de la pesanteur multipliée par l'élément de sa direction. Nommons g la pesanteur, et cny l'élévation d'une molécule d'eau de sa surface, au-dessus de sa surface d'équilibre, surface que nous regarderons comme le véritable niveau de la mer. La variation (SV) croîtra par cette élévation, dans l'état de mouvement, de la quantité — ccg^y, parce que la pesanteur est à fort peu près dirigée dans le sens des aj et vers leur origine. En désignant ensuite par aSV la partie de W relative aux nouvelles forces qui, dans l'état de mouvement, sollicitent la molécule, et qui dépendent soit des changements qu'éprouvent par cet état les attractions du sphéroïde et du fluide, soit des attractions étrangères, on aura
à la surface
àY = [àV] — ccgôy -h ixd\' .
La variation— S [(r-(-(X5)sin (Oh- aa)]^ croît de la quantité a/i^ô/.rsin-ô,
en vertu de la hauteur de la molécule d'eau au-dessus du niveau de la mer; mais cette quantité peut être négligée relativement au terme
— v.gty, parce que le rapport — de la force centrifuge à l'équateur,
à la pesanteur, est une très-petite fraction égale à ^. Enfin le rayon r est à fort peu près constant à la surface de la mer, parce qu'elle diffère très-peu d'une surface sphérique; on peut donc y supposer tr nulle. L'équation (L) devient ainsi, à la surface de la mer.
r2ô9(^-2/isin0cos9$^
r^cv3[sm^9-;rrr + 2nsm0cosô-T — i
dp
dt
dt
les variations ^y et SV étant relatives aux deux variables ô et a.
Considérons, présentement, l'équation relative à la continuité du fluide. Pour cela, concevons, à l'origine du mouvement, un parallélépipède rectangle dont la hauteur soit t/r, dont la largeur soit rcfosinO, et dont la longueur soit rc?8. Nommons r', 9' et ct' ce que deviennent r,
H et cT après le temps t. En suivant le raisonnement du n° 32, on trouvera qu'après ce temps le volume de la molécule fluide est égal à un
dr' parallélépipède rectangle dont la hauteur est -r- dr, dont la largeur est
dr
r' sin 9' ( -r— drs -\ — c— dr ÔTH or
en éliminant dr au moyen de l'équation
dr , dr , o = 3— drs -h -T— dr; drs dr
enfin , dont la longueur est
,:dB' j de'. dO' ,
en éliminant dr et dtj, au moyen des équations
En supposant donc
dr' dr
j dr ,- dr , dr -\- -rpr de -^ -r— dvs, dQ dxs
dis' dr
dr H- -r^r- dO + - — dm.
dQ dm
dr'
de'
drs'
dr' dB' dm' dr' de'
dm'
dr
de
dxs
dr dm dB ' dB dm
dr
dr'
dd'
dm'
dr' dB' dm' dr' dB'
dm'
de
dr
dxa
"^ dm dr dB dm dB
dr '
le volume de la molécule après le temps t sera ^'r'"^ ^\w^'drd^dvs\ ainsi, en nommant (p) la densité primitive de cette molécule, et p sa densité correspondante à ;, on aura, en égalant l'expression primitive de sa masse. à son expression après le temps t,
pê'r'2 sine' 1= (p)r2 sine ; c'est l'équation de la continuité du fluide. Dans le cas présent, r'=r-f-a5, B'=^B-\-ot.u, m' =^nt -^m -^ a.v\
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on aura ainsi, en négligeant les quantités de l'ordre a^.
-, ds du dv
dr dd duy
Supposons qu'après le temps t la densité primitive (p) du fluide se change en (p) -i-ap'; l'équation précédente, relative à la continuité du fluide, donnera
âv MCOS(
dus sin 9
36. Appliquons ces résultats aux oscillations de la mer. Sa masse étant homogène, on a p'= o, et par conséquent
d.r^s ^ { du dv ucos9 ôr \dd dm smQ
Supposons, conformément à ce qui paraît avoir lieu dans la nature, la profondeur de la mer très-petite relativement au rayon r du sphéroïde terrestre; représentons -la par y, y étant une fonction très-petite de 6 et de cy, qui dépend de la loi de cette profondeur. Si l'on intègre l'équation précédente, par rapport à r, depuis la surface du solide que la mer recouvre jusqu'à la surface de la mer, on voit que la valeur de s sera égale à une fonction de 6, zj et t, indépendante de r, plus à une très-petite fonction qui sera, par rapport ku et kç, du même ordre de
petitesse que la fonction ^; or, à la surface du solide que la mer recouvre, lorsque les angles 9 etcr se changent dans ^-\-y.u et nt-hu-i-a.ç', il est aisé de voir que la distance d'une molécule d'eau, contiguë à cette surface, au centre de gravité de la Terre ne varie que d'une quantité très-petite par rapport à olu et ccç, et du même ordre que les produits de ces quantités par l'excentricité du sphéroïde recouvert par la mer : la fonction indépendante de r, qui entre dans l'expression de s, est donc très -petite du même ordre; ainsi l'on peut négliger généralement s vis-à-vis de u et de v. L'équation du mouvement de la mer à sa surface,
OEuvresde L. — l. l5
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donnée dans le n° 35, devient par là
/•2Ô9 3-^-2nsin9cos0^ I \ dt- ot
\ H-r2Ô5j^sin20^ + 2nsm0cosô^W-g-â/+«5V'.
L'équation (L) du même numéro, relative à un point quelconque de l'intérieur de la masse du fluide, donne, dans l'état d'équilibre,
(?5V) et C^p) étant les valeurs de W et ^p qui, dans l'état d'équilibre, conviennent aux quantités r-+-ts, 6 -h km et ct + v.v. Supposons que, dans l'état de mouvement, on ait
ÔV=:(ÔV)+aaV', dp--=[dp)-hccèp'; l'équation (L) donnera
— 5-^ =-r— — 2nrsm2 9 — .
Or dt^ ot
L'équation (M) nous montre que /i-r- est du même ordre que y ou s,
et par conséquent de l'ordre ~-, la valeur du premier membre de cette
équation est donc du même ordre; ainsi, en multipliant cette valeur par dr, et en l'intégrant depuis la surface du sphéroïde que la mer recouvre jusqu'à la surface de la mer, on aura V— -^ égal à une fonction
très-petite, de l'ordre —•> plus à une fonction de 6, xs et t, indépendante de r, et que nous désignerons par X; en n'ayant donc égard, dans l'équation (L) du n° 35, qu'aux deux variables 6 et ct, elle se changera dans l'équation (M), avec la seule difl^érence que le second membre se changera dans t\. Mais, >. étant indépendant de la profondeur à laquelle se trouve la molécule d'eau que nous considérons, si l'on suppose cette
molécule très- voisine de la surface, l'équation (L) doit évidemment coïncider avec l'équation (M); on a donc Sx = SV— g'^y, et par conséquent
la valeur de W dans le second membre de cette équation étant relative à la surface de la mer. Nous verrons, dans la théorie du flux et du reflux de la mer, que cette valeur est à très-peu près la même pour toutes les molécules situées sur le même rayon terrestre, depuis la surface du solide que la mer recouvre jusqu'à la surface de la mer; on a donc, relativement à toutes ces molécules,
ce qui donne jo' égal à pgy, plus une fonction indépendante de 6, ct et r. Or, à la surface du niveau de la mer, la valeur de cep' est égale à la pression de la petite colonne d'eau aj qui s'élève au-dessus de cette surface, et cette pression est égale à ap^j; on a donc, dans tout l'intérieur de la masse fluide, depuis la surface du sphéroïde que la mer recouvre jusqu'à la surface du niveau de la mer, p'=pgy; ainsi un point quelconque de la surface du sphéroïde recouvert par la mer est plus pressé que dans l'état d'équilibre, de tout le poids de la petite colonne d'eau comprise entre la surface de la mer et la surface du niveau. Cet excès de pression devient négatif dans les points où la surface de la mer s'abaisse au-dessous de la surface du niveau.
Il suit de ce que nous venons de voir que, si l'on n'a égard qu'aux variations de 6 et de ct, l'équation (L) se change dans l'équation (M) pour toutes les molécules intérieures de la masse fluide. Les valeurs de u et de v, relatives à toutes les molécules de la mer situées sur le même rayon terrestre, sont donc déterminées par les mêmes équations différentielles; ainsi, en supposant, comme nous le ferons dans la théorie du flux et du reflux de la mer, qu'à l'origine du mouvement les valeurs de M, ^' ^» ;47 oiit été les mêmes pour toutes les molécules si-
tuées sur le même rayon, ces molécules resteront encore sur le même rayon durant les oscillations du fluide. Les valeurs de r, uetv peuvent donc être supposées les mêmes, à très-peu près, sur la petite partie du rayon terrestre comprise entre le solide que la mer recouvre et la surface de la mer; ainsi, en intégrant, par rapport à r, l'équation
dr
on aura
dm
ucos9\
sinô j'
du
dv
ucosO
de
din
sin9
, „ , „ /du dv ucos9\ ^ ' ' \dQ doj sinô /
(r^s) étant la valeur de r^* à la surface du sphéroïde recouvert par la mer. La fonction r^s — {r^s) est égale à très-peu près à /'-[^ — (*)] -'r2ry{s), {s) étant ce que devient * à la surface du sphéroïde; on peut négliger le terme 2ry{s), vu la petitesse de y et de (s); on aura ainsi
r-is-{r^s]--r^[s-{s)].
Maintenant, la profondeur de la mer, correspondante aux angles O-i-aM et nt + T3 -h af, est y -f- a [5 — [s)] : si l'on fixe l'origine des angles 0 et nt -r CT à un point et à un méridien fixes sur la surface de la Terre, ce qui est permis, comme on le verra bientôt, cette même profondeur
sera y -i- aM-r| -f- aç^-r^? plus l'élévation aj de la molécule fluide de la
surface de la mer au-dessus de sa surface de niveau; on aura donc
I \ dy dy
^ ' •' d9 dTs
L'équation relative à la continuité du fluide deviendra, par conséquent.
PREMIÈRE PARTIE. — LIVRE I
- à l'axe des ip et à un plan qui, passant par cet axe, aurait autour de lui un mouvement de rotation égal à n; or cet axe et ce plan ne sont pas fixes à la surface de la Terre, parce que l'attraction et la pression du fluide qui la recouvre doivent altérer un peu leur position sur cette surface, ainsi que le mouvement de rotation du sphéroïde. Mais il est aisé de voir que ces altérations sont aux valeurs de aw et de a^» dans le rapport de la masse de la mer à celle du sphéroïde terrestre; ainsi, pour rapporter les angles 0 et /^^ ^- cj à un point et à un méridien invariables à la surface de ce sphéroïde dans les deux équations (M) et (N),
il suffît d'altérer u et v de quantités de l'ordre -- et ^•. quantités que
nous nous sommes permis de négliger; on peut donc supposer, dans ces équations, que a m et clv sont les mouvements du fluide en latitude et en longitude.
On peut observer encore que, le centre de gravité du sphéroïde étant supposé immobile, il faut transporter en sens contraire aux molécules fluides les forces dont il est animé par la réaction de la mer; mais, le centre commun de gravité du sphéroïde et de la mer ne changeant point en vertu de cette réaction, il est clair que le rapport de ces forces à celles dont les molécules sont animées par l'action du sphéroïde est du même ordre que le rapport de la masse fluide à celle du sphéroïde,
et par conséquent de l'ordre -^ on peut donc les négliger dans le calcul de Vi' . <
37. Considérons de la même manière les mouvements de l'atmo- , sphère. Nous ferons, dans cette recherche, abstraction de la variation de la chaleur à diff'érentes latitudes et à diverses hauteurs, ainsi que de toutes les causes irrégulières qui l'agitent, et nous n'aurons égard qu'aux causes régulières qui agissent sur elle, comme sur l'océan. Nous supposerons conséquemment la mer recouverte d'un fluide élastique d'une température uniforme; nous supposerons encore, conformément à l'expérience, la densité de ce fluide proportionnelle à sa pression. Cette supposition donne à l'atmosphère une hauteur infinie;
mais il est facile de s'assurer qu'à une très-petite hauteur sa densité est si petite, qu'on peut la regarder comme nulle.
Cela posé, nommons s', u' et v', pour les molécules de l'atmosphère, ce que nous avons nommé s, u ^i v pour les molécules de la mer; l'équation (L) du n*" 35 donnera
("■^'^^^{—r^. 2nsin0cos6-r-
\ ot^ dt
-'- ccr^dvs{sin^9-—— + ansmôcosô-; !- — — — -
\ ôt^ ôl r ôt
-\-aor{—— 2nrsin^6-—]
= — ô[(r^-a5')sin(eH-aM')p4-ÔV- ^.
Considérons d'abord l'atmosphère dans l'état d'équilibre, dans lequel s\ u', v' sont nuls. L'équation précédente donne alors, en l'intégrant,
— r» sin2 e -h V - / -^ -- const.
La pression/? étant supposée proportionnelle à la densité, nous ferons p=^lgf)i g étant la pesanteur dans un lieu déterminé, que nous supposerons être l'équateur, et / étant une quantité constante qui exprime la hauteur de l'atmosphère, supposée partout de la même densité qu'à la surface de la mer : cette hauteur est très-petite par rapport au rayon du sphéroïde terrestre, dont elle n'est pas la 720* partie.
L'intégrale / -^ est égale à /^logp; l'équation précédente de l'équilibre de l'atmosphère devient, par conséquent,
Iglogp -- consl. -^ V H r» sin^ô.
A la surface de la mer, la valeur de V est la même pour une molécule d'air que pour la molécule d'eau qui lui est contiguë , parce que les forces qui sollicitent l'une et l'autre molécule sont les mêmes; mais la
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condition de l'équilibre des mers exige que l'on ait
V H r2 sin^ B = consl.;
on a donc, à cette surface, p constant, c'est-à-dire que la densité de la couche d'air contiguë à la mer est partout la même, dans l'état d'équilibre.
Si l'on nomme R la partie du rayon r comprise entre le centre du sphéroïde et la surface de la mer, et r' la partie comprise entre cette surface et une molécule d'air élevée au-dessus, r' sera, aux quantités
près de l'ordre ^ ? la hauteur de cette molécule au-dessus de la
surface de la mer : nous négligerons les quantités de cet ordre. L'équation entre p et r donnera
Iglogp = const. -T- V -f- r
ôr
2 dr-
K^s'm^d-hn^-Rr'sm^e,
les valeurs de V, 3— et -r-— étant relatives à la surface de la mer, où or dr-
l'on a
const. =:V
R2sin2(
dW
\ La quantité -. /i^Rsin^6 est la pesanteur à cette même surface:
dr
aav ,
nous la désignerons par g' . La fonction -^-^ étant multipliée par la
quantité très-petite r'^, nous pouvons la déterminer dans la supposition de la Terre sphérique, et négliger la densité de l'atmosphère relativement à celle de la Terre; nous aurons ainsi, à fort peu près,
dV dr
m étant la masse de la Terre; partant
d^-\ _ 9. m dr'^ ~ R3
on aura donc
Iglogp == const. - r'g'-i.- -^ g',
d'où l'on tire
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et II étant une constante, visiblement égale à la densité de l'air à la surface de la mer. Nommons h et h' les longueurs du pendule à seconde à la surface de la mer, sous l'équateur, et à la latitude de la molécule aérienne que
nous considérons; on aura ^ = ^, et par conséquent
p = nc ""^ «/.
Cette expression de la densité de l'air fait voir que les couches de même densité sont partout également élevées au-dessus de la mer, à la quantité près ^ , _; mais, dans le calcul exact des hauteurs des montagnes par les observations du baromètre, cette quantité ne doit point être négligée.
Considérons présentement l'atmosphère dans l'état de mouvement, et déterminons les oscillations d'une couche de niveau, ou de même densité dans l'état d'équilibre. Soit a(p l'élévation d'une molécule d'air au-dessus de la surface de niveau à laquelle elle appartient dans l'état d'équilibre; il est clair qu'en vertu de cette élévation la valeur de <ÎV sera augmentée de la variation différentielle — a^^ç; on aura ainsi
ÔV:^^(ÔV)-ag-<5(p-;-aôV',
(SV) étant la valeur de W qui, dans l'état d'équilibre, correspond à la couche de niveau et aux angles 9 -\- ccu et nt -i- ts -+- a.ç; et ^V étant la partie de SV due aux nouvelles forces qui, dans l'état de mouvement, agitent l'atmosphère.
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Soit p = ( p) -4- ap', (p) étant la densité de la couche de niveau dans l'état d'équilibre. Si l'on fait jK =y', on aura
of on a, dans l'état d'équilibre,
o = ^ è[{r-hocs) sin[9 + ocu)f + [èY] - MM;
l'équation générale du mouvement de l'atmosphère deviendra donc, relativement aux couches de niveau, par rapport auxquelles Sr est nul à très-peu près, %
r^èSi -^r-, insmOcosd-rr + r^àm [sm-d -^— -h 2nsm0cosô-; 1 -— -)
\ dt'^ ot I \ dt^ dt r dt )
= ôV' — g-ô<p — g-ôj'+nVsin2 9ô[5'— [s'')],
cl(s') étant la variation de r correspondante, dans l'état d'équilibre, aux variations clu' et clv' des angles G et ct.
Supposons que toutes les molécules d'air situées à l'origine sur le même rayon terrestre restent constamment sur un même rayon dans l'état de mouvement, ce qui a lieu, par ce qui précède, dans les oscillations de la mer, et voyons si cette supposition peut satisfaire aux équations du mouvement et de la continuité du fluide atmosphérique. Pour cela, il est nécessaire que les valeurs de u' et de v' soient les mêmes pour toutes ces molécules; or la valeur de SV est à très -peu près la même pour ces molécules, comme on le verra lorsque nous déterminerons, dans la suite, les forces d'où résulte cette variation; il est donc nécessaire que les variations Sep et ^y' soient les mêmes
ds' pour ces molécules, et, de plus, que les quantités 2/irScjsin^6-y- et
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7i-rsin^8 S[/— (*')] puissent être négligées dans l'équation précédente.
A la surface de la mer, on a <p = j, ay étant l'élévation de la surface de la mer au-dessus de sa surface de niveau. Examinons si les suppositions de o égal à y, et de y constant pour toutes les molécules d'air situées sur le même rayon, peuvent subsister avec l'équation de la continuité de fluide. Cette équation, par le n^ 35, est
\p'+ip)
du'
m' ces 9'' sinO
ô .r-s' dr
du' W
dv' ^^'cos( dxn sin 9
r ■+- xs' est égal à la valeur de r de la surface de niveau, qui correspond aux angles 0 4- aw et cy H- olç, plus à l'élévation de la molécule d'air au-dessus de cette surface ; la partie de ces' qui dépend de la variation
des angles 9 et ct étant de l'ordre
(xn^u
on peut la négliger dans l'ex-
pression précédente de j', et, par conséquent, supposer dans cette expression /— 9; si l'on fait ensuite 9^7, on aura --^ =0, puisque
la valeur de 9 est alors la même relativement à toutes les molécules situées sur le même rayon. De plus, y est, par ce qui précède, de
l'ordre /ou — ; l'expression de y' deviendra ainsi
ôv u cosO drs sinô
ainsi, u' et t^' étant les mêmes pour toutes les molécules situées primitivement sur le même rayon, la valeur dey' sera la même pour toutes ces molécules. De plus, il est visible, par ce que nous venons de dire,
ds'
que les quantités 2nrSCTsin'^0-T- et 7i^rsin''0S[j — (/)] peuvent être
dt
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négligées dans l'équation précédente du mouvement de l'atmosphère, qui peut alors être satisfaite en supposant que u' et v' sont les mêmes pour toutes les molécules de l'air situées primitivement sur le même rayon; la supposition que toutes ces molécules restent constamment sur un même rayon, durant les oscillations du fluide, peut donc subsister avec les équations du mouvement et de la continuité du fluide atmosphérique. Dans ce cas, les oscillations des diverses couches de niveau sont les mêmes, et se déterminent au moyen des équations
,_ /Z*^"' ^^' m'cos9\
Ces oscillations de l'atmosphère doivent produire des oscillations analogues dans les hauteurs du baromètre. Pour déterminer celles-ci au moyen des premières, considérons un baromètre fixe à une hauteur quelconque au-dessus de la surface de la mer. La hauteur du mercure est proportionnelle à la pression qu'éprouve sa surface exposée à l'action de l'air; elle peut donc être représentée par Ig^; mais cette surface est successivement exposée à l'action de diverses couches de niveau, qui s'élèvent et s'abaissent comme la surface de la mer; ainsi la valeur de p à la surface du mercure varie : i° parce qu'elle appartient à une couche de niveau qui, dans l'état d'équilibre, était moins élevée de la quantité aj; 2° parce que la densité d'une couche augmente, dans
l'état de mouvement, de ap' ou de ^y^ . En vertu de la première cause, la variation de p est — aj^ ou ?i^^-^; la variation totale de la densité p, à la surface du mercure, est donc a(p)= — ~— • Il suit de là que,
si l'on nomme k la hauteur du mercure dans le baromètre, relative à l'état d'équilibre, ses oscillations, dans l'état de mouvement, seront
exprimées par la fonction l^ *"/ !. gHgg gQjj^ ({onc semblables à
toutes les hauteurs au-dessus de la mer, et proportionnelles aux hauteurs du baromètre.
Il ne s'agit plus maintenant, pour déterminer les oscillations de la mer et de l'atmosphère, que de connaître les forces qui agitent ces deux masses fluides, et d'intégrer les équations diff'érentielles précédentes; c'est ce que nous ferons dans la suite de cet Ouvrage.
DE LA LOI DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE, TIRÉE DES PHÉNOMÈNES
1. Après avoir développé les lois du mouvement, nous allons, en partant de ces lois et de celles des mouvements célestes, présentées avec détail dans l'Ouvrage intitulé : Exposition du Système du Monde, nous élever à la loi générale de ces mouvements. Celui de tous les phénomènes qui semble le plus propre à la faire découvrir est le mouvement elliptique des planètes et des comètes autour du Soleil ; voyons ce qu'il donne sur cet objet. Pour cela, nommons ^ et j les coordonnées rectangles d'une planète, dans le plan de son orbite, et fixons leur origine au centre du Soleil; nommons, de plus, P et Q les forces dont cette planète est animée, dans son mouvement relatif autour du Soleil, parallèlement aux axes des x et des y, et supposons que ces forces tendent vers l'origine des coordonnées; enfin, soit dt l'élément du temps, que nous regarderons comme constant; on aura, par le Chapitre II du premier Livre,
Si l'on ajoute la première de ces équations, multipliée par --y, à la seconde, multipliée par ce, on aura
dhcdy — ydx)
dt^
xQ -yV.
Il est aisé de voir que xdy —ydx est le dduble de Taire que le rayon vecteur de la planète décrit autour du Soleil dans l'instant dt; cette aire est proportionnelle à l'élément du temps, suivant la première loi de Kepler, en sorte que l'on a
xdy — ydx --cdt,
c étant une constante; la différentielle du premier membre de cette équation est donc nulle, ce qui donne •
xQ — yP ^= o.
11 suit de là que les forces P et Q sont entre elles dans le rapport de œ à j, et qu'ainsi leur résultante passe par l'origine des coordonnées, c'est-à-dire par le centre du Soleil. D'ailleurs, la courbe décrite par la planète étant concave vers le Soleil, il est visible que la force qui la fait décrire tend vers cet astre.
La loi des aires proportionnelles aux temps employés à les décrire nous conduit donc à ce premier résultat remarquable, savoir, que la force qui sollicite les planètes et les comètes est dirigée vers le centre du Soleil.
2. Déterminons maintenant la loi suivant laquelle cette force agit à différentes distances de cet astre. Il est clair que, les planètes et les comètes s'approchant et s'éloignant alternativement du Soleil à chaque révolution, la nature du mouvement elliptique doit nous conduire à cette loi. Reprenons, dans cette vue, les équations différentielles (i) et (2) du numéro précédent. Si l'on ajoute la première, multipliée par dûc, à la seconde, multipliée par dy, on aura
dxd^x -h drd^r _ , „ ,
•' -^ ^y- Pdx -\~ Qdy,
df^
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et, en intégrant.
dx- H- df-
dt-
-i-',f{Vdx + Qdr),
la constante arbitraire étant indiquée par le signe intégral. En substi-
'Y* f/y* y* (TJC
tuant, au lieu de dt, sa valeur — - — ■-— — -, donnée par la loi de la proportionnalité des aires aux temps, on aura
._ c^-[dx^-hdy''^]
[xdy — fdx
4 + ?./(PJ^H-Qc?7).
Transformons, pour plus de simplicité, les coordonnées a? et j en rayon vecteur et en angle traversé, conformément aux usages astronomiques. Soit r le rayon mené du centre du Soleil à celui de la planète, ou son rayon vecteur; soit v l'angle qu'il forme avec l'axe des x', on aura
X ^= rco'iv, y'=^r?,\nv, r =: sj x'^ -\- y- ^
d'où l'on tire
dx- H- dy^ = r^dv- + dr-, xdy — ydx = r^ dv.
Si l'on désigne ensuite par «p la force principale qui anime la planète, on aura, par le numéro précédent.
C9 qui donne on aura donc
d'où l'on tire
P = <pcost', Q = cpsint^, 9 = v/P^H-Q^,
Vdx 4- Qdy^= (^dr; c-^ { r"- dv^ -^ dr^-
r^ dv'^
dv
cdr
r\J— c'^ — xr-Jd^dr
Cette équation donnera, au moyen des quadratures, la valeur de v en r, lorsque la force 9 sera connue en fonction de r; mais si, cette force
étant inconnue, la nature de la courbe qu'elle fait décrire est donnée, alors, en différentiant l'expression précédente de 2j(s^dr, on aura, pour déterminer 9, l'équation
, ,> c"^ c- r^ dv- '
(4) ^ = H-T-dr-
Les orbes des planètes sont des ellipses dont le centre du Soleil occupe un des foyers; or si, dans l'ellipse, on nomme ts l'angle que le grand axe fait avec l'axe des a?; si, de plus, on fixe au foyer l'origine des x, et que l'on désigne par a le demi-grand axe et par e le rapport de l'excentricité au demi-grand axe, on aura
i -4- ecosiv — GJ
équation qui devient celle d'une parabole, lorsque e = i et que a est infmi, et qui appartient à l'hyperbole, lorsque e surpasse l'unité et que a est négatif. Cette équation donne
dr^
r* dv^ ar[i — e''^) r'^ a-[i—e''^}
et par conséquent
ainsi, les orbites des planètes et des comètes étant des sections coniques, la force 9 est réciproque au carré de la distance du centre de ces astres à celui du Soleil.
On voit, de plus, que, si la force 9 est réciproque au carré de la distance ou exprimée par —1 h étant un coefficient constant, l'équation précédente des sections coniques satisfera à l'équation différentielle (4) entre r et v, que donne l'expression de 9, lorsqu'on y change 9 dans — •
On a alors h = — — , ce qui forme une équation de condition entre
les deux arbitraires a et e de l'équation aux sections coniques; les trois
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arbitraires a, e et ts de cette équation se réduisent donc à deux seules arbitraires distinctes, et, comme l'équation différentielle entre r et i' n'est que du second ordre , l'équation finie aux sections coniques en est l'intégrale complète.
Il suit de là que, si la courbe décrite est une section conique, la force est en raison inverse du carré des distances; et réciproquement que, si la force suit la raison inverse du carré des distances, la courbe décrite est une section conique.
3. L'intensité de la force cp, relativement à chaque planète et à chaque comète, dépend du coefficient - — 7^ ; les lois de Kepler donnent encore le moyen de le déterminer. En effet, si l'on nomme T le temps de la révolution d'une planète, l'aire que son rayon vecteur décrit pendant ce temps étant la surface même de l'ellipse planétaire, elle sera Tza^ \/i — e'- , 7û étant le rapport de la demi -circonférence au rayon; mais l'aire décrite pendant l'instant dt est, par ce qui précède, {cdt; la loi de la proportionnalité des aires aux temps donnera donc la proportion
Udt : 7Ta2 ^— "iï \\ df.l,
ra2 V^ — e
Relativement aux planètes, la loi de Kepler, suivant laquelle les carrés des temps de leurs révolutions sont comme les cubes des grands axes de leurs ellipses, donne T^ —k'a^, k étant le même pour toutes les
planètes; on a donc
2a(i — e^) est le paramètre de l'orbite, et dans diverses orbites les valeurs de c sont comme les aires tracées par les rayons vecteurs en temps égal; ces aires sont donc comme les racines carrées des paramètres des orbites.
OEm
de L. - I.
Cette proportion a également lieu relativement aux orbites des comètes, comparées soit entre elles, soit aux orbites des planètes; c'est un des points fondamentaux de leur théorie, qui satisfait si exactement à tous leurs mouvements observés. Les grands axes de leurs orbites et les temps de leurs révolutions étant inconnus, on calcule le mouvement de ces astres dans un orbe parabolique, et, en exprimant par D
leur distance périhélie, on suppose c = ^^^-r^— ' ce qui revient à faire
e égal à l'unité et a infini, dans l'expression précédente de c; on a donc encore, relativement aux comètes, T^ = k-a^, en sorte que l'on peut déterminer les grands axes de leurs orbites, lorsque leurs révolutions sont connues.
Maintenant, l'expression de c donne
on a donc
Le coefficient %-^ étant le même pour toutes les planètes et les comètes,
il en résulte que, pour chacun de ces corps, la force 9 est réciproque au carré des distances au centre du Soleil, et qu'elle ne varie d'un corps à l'autre qu'à raison de ces distances; d'où il suit qu'elle est la même pour tous ces corps supposés à égale distance du Soleil.
Nous voilà donc conduits par les belles lois de Kepler à regarder le centre du Soleil comme le foyer d'une force attractive qui s'étend à l'infini dans tous les sens, en décroissant en raison du carré des distances. La loi de la proportionnalité des aires décrites par les rayons vecteurs aux temps employés à les décrire nous montre que la force principale qui sollicite les planètes et les comètes est constamment dirigée vers le centre du Soleil; l'ellipticité des orbes planétaires et les mouvements à très-peu près paraboliques des comètes prouvent que, pour chaque planète et pour chaque comète, cette force est réciproque au carré de la distance de ces astres au Soleil; enfin, de la loi de la
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proportionnalité des carrés des temps des révolutions aux cubes des grands axes des orbites, ou de celle de la proportionnalité des aires décrites en temps égal par les rayons vecteurs, dans différentes orbites, aux racines carrées des paramètres de ces orbites, loi qui renferme la précédente et qui s'étend aux comètes, il résulte que cette force est la même pour toutes les planètes et les comètes placées à égales distances du Soleil, en sorte que, dans ce cas, ces corps se précipiteraient vers lui avec la même vitesse.
4. Si des planètes nous passons aux satellites, nous trouvons que, les lois de Kepler étant à peu près observées dans leurs mouvements autour de leurs planètes, ils doivent graviter vers les centres de ces planètes, en raison inverse du carré de leurs distances à ces centres; ils doivent pareillement graviter à peu près comme leurs planètes vers le Soleil, afm que leur mouvement relatif autour des planètes soit le même à peu près que si ces planètes étaient immobiles. Les satellites sont donc sollicités, vers les planètes et vers le Soleil, par des forces réciproques au carré des distances. L'ellipticité des orbites des trois premiers satellites de Jupiter est peu considérable; mais l'ellipticité du quatrième est trèssensible. Le grand éloignement de Saturne a jusqu'ici empêché de reconnaître l'ellipticité des orbes de ses satellites, à l'exception du sixième, dont l'orbe paraît sensiblement elliptique. Mais la loi de la gravitation des satellites de Jupiter, de Saturne et d'Uranus se fait principalement sentir dans le rapport de leurs moyens mouvements à leurs moyennes distances au centre de ces planètes. Ce rapport consiste en ce que, pour chaque système de satellites, les carrés des temps de leurs révolutions sont comme les cubes de leurs moyennes distances au centre de la planète. Concevons donc qu'un satellite décrive une orbite circulaire d'un rayon égal à sa moyenne distance au centre de la planète principale; soit a cette distance, T le nombre de secondes que renferme la durée de sa révolution sidérale; t: exprimant le rapport de la demi-circonférence au rayon, — p- sera le petit arc que décrit le satellite pendant une seconde. S'il cessait d'être retenu dans son orbite par la force attractive
de la planète, il s'éloignerait de son centre par la tangente, d'une
quantité égale au sinus verse de l'arc ^^? c'est-à-dire de la quantité
^^Tp^; cette force attractive le fait donc descendre de cette quantité vers
la planète. Relativement à un autre satellite dont à est la moyenne distance au centre de la planète et T' la durée de sa révolution, réduite en
secondes, la chute dans une seconde serait —,,^'r- ; oiN si l'on nomme 9
et 9' les forces attractives de la planète aux distances a et a , il est clair qu'elles sont comme les quantités dont elles font descendre les deux satellites pendant une seconde; on a donc
La loi des carrés des temps des révolutions, proportionnel aux cubes des moyennes distances des satellites au centre de leur planète, donne
de ces deux proportions il est facile de conclure
ainsi, les forces «p et ç' sont réciproques aux carrés des distances a et à .
5. La Terre n'ayant qu'un satellite, l'ellipticité de l'orbe lunaire est le seul phénomène céleste qui puisse nous faire connaître la loi de sa force attractive; mais le mouvement elliptique de la Lune est très-sensiblement troublé par les forces perturbatrices, et cela peut laisser quelques doutes sur la loi de la diminution de la force attractive de la Terre, en raison du carré des distances à son centre. A la vérité, l'analogie qui existe entre cette force et les forces attractives du Soleil, de Jupiter, de Saturne et d'Uranus nous porte à croire qu'elle suit la même loi de diminution; mais les expériences terrestres sur la pesanteur offrent un moyen direct de constater cette loi.
Pour cela, nous allons déterminer^la parallaxe lunaire, d'après les
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expériences sur la longueur du pendule à secondes, et la comparer aux observations célestes. Sur le parallèle dont le c^rré du sinus de la latitude est i, l'espace que la pesanteur fait décrire dans une seconde est, d'après les observations de la longueur du pendule, égal à 3™, 65548, comme on le verra dans le troisième Livre : nous choisissons ce parallèle, parce que l'attraction de la Terre sur les points correspondants de sa surface est à très-peu près, comme à la distance de la Lune, égale à la masse de la Terre, divisée par le carré de sa distance à son centre de gravité. Sur ce parallèle, la pesanteur est plus petite que l'attraction de la Terre, des deux tiers de la force centrifuge due au mouvement de rotation à l'équateur; cette force est ^ de la pesanteur; il faut donc augmenter l'espace précédent de sa 4^^* partie, pour avoir l'espace entier dû à l'action de la Terre, qui, sur ce parallèle, est égale à sa masse divisée par le carré du rayon terrestre : on aura ainsi 3'", 0630)4 pour cet espace. A la distance de la Lune, il doit être diminué dans le rapport du carré du rayon du sphéroïde terrestre au carré de là distance de cet astre, et il est visible qu'il suffît pour cela de le multiplier par le carré du sinus de la parallaxe lunaire; en désignant donc parlée sinus sous le parallèle que nous considérons, on aura x^ . 3"", 663()4 pour la hauteur dont la Lune doit tomber dans une seconde, par l'attraction de la Terre. Mais nous verrons, dans la théorie de la Lune, que l'action du Soleil diminue sa pesanteur vers la Terre, d'une quantité dont la partie constante est ~ de cette pesanteur; de plus, la Lune, dans son mouvement relatif autour de la Terre, est sollicitée par une force égale à la somme des masses de la Terre et de la Lune, divisée par le carré de leur distance mutuelle; il faut donc diminuer l'espace précédent de ^, et l'augmenter dans le rapport de la somme des masses de la Terre et de la Lune à la masse de la Terre; or on verra, dans le quatrième Livre, que les phénomènes du flux et du reflux de la
mer donnent la masse de la Lune égale à >-ô— de celle de la Terre; on a donc ■~^' ^^ • X- . 3™, 66394» pour l'espace dont la Lune descend vers la Terre, dans l'intervalle d'une seconde.
Maintenant, si l'on nomme a le rayon moyen de l'orbe lunaire, et T la durée de la révolution sidérale de la Lune, exprimée en secondes,
-7j~- sera, comme on l'a vu, le sinus verse de l'arc qu'elle décrit pendant une seconde, et il exprime la quantité dont la Lune descend vers la Terre, dans cet intervalle. La valeur de a est égale au rayon terrestre sous le parallèle que nous considérons, divisé par le sinus de a?; ce rayon est égal à 63695i4 mètres; on a donc
Mais, pour avoir une valeur de a indépendante des inégalités du mouvement de la Lune, il faut prendre, pour sa parallaxe moyenne dont le sinus est ce, la partie de cette parallaxe qui est indépendante de ces inégalités, et que l'on nomme pour cela constante de la parallaxe. Ainsi, en prenant pour - le rapport de 355 à ii3, et en observant que T — 2732 iGG', l'espace moyen dont la Lune descend vers la Terre
sera
(iî3)-. 57.(2732166)-
En égalant les deux expressions que nous venons de trouver pour cet espace, on aura
d'où l'on tire io536", 2 pour la constante de la parallaxe lunaire sous le parallèle dont il s'agit. Cette valeur est très-peu différente de la constante 10540,7, que Triesnecker a conclue par la comparaison d'un grand nombre d'observations d'éclipsés et d'occultations d'étoiles par la Lune; il est donc certain que la force principale qui retient la Lune dans son orbite est la gravité terrestre, affaiblie en raison du carré de la distance; ainsi, la loi de diminution de la pesanteur, qui, pour les planètes accompagnées de plusieurs satellites, est prouvée par la comparaison des temps de leurs révolutions et de leurs distances, est dé-
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montrée, pour la Lune, par la comparaison de son mouvement avec celui (les projectiles à la surface de la Terre. Il en résulte que c'est au centre de gravité des corps célestes que l'on doit fixer l'origine des distances, dans le calcul de leurs forces attractives sur les corps placés à leur surface ou au delà, puisque cela est prouvé pour la Terre, dont la force attractive est, comme on vient de le voir, de la même nature que celle de tous les corps célestes.
6. Le Soleil et les planètes qui ont des satellites sont, par conséquent, doués d'une force attractive qui, en décroissant à l'infini, réciproquement au carré des distances, embrasse dans sa sphère d'activité tous les corps. L'analogie nous porte à penser qu'une pareille force réside généralement dans toutes les planètes et dans les comètes; mais on peut s'en assurer directement de cette manière. C'est une loi constante de la nature, qu'un corps ne peut agir sur un autre sans en éprouver une réaction égale et contraire; ainsi, les planètes et les comètes étant attirées vers le Soleil, elles doivent attirer cet astre suivant la même loi. Les satellites attirent, par la même raison, leurs planètes; cette propriété attractive est donc commune aux planètes, aux comètes et aux satellites, et par conséquent on peut regarder la gravitation des corps célestes les uns vers les autres comme une propriété générale de cet univers.
Nous venons de voir qu'elle suit la raison inverse du carré des distances; à la vérité, cette raison est donnée par les lois du mouvement elliptique, auxquelles les mouvements célestes ne sont pas rigoureusement assujettis; mais on doit considérer que, les lois les plus simples devant toujours être préférées, jusqu'à ce que les observations nous forcent de les abandonner, il est naturel de supposer d'abord que la loi de la gravitation est réciproque à une puissance de la distance, et l'on trouve, par le calcul, que la plus légère différence entre cette puissance et le carré deviendrait extrêmement sensible dans la position des périhélies des orbes planétaires, dans lesquels l'observation n'a fait apercevoir que des mouvements presque insensibles dont nous déve-
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lopperons la cause. En général, on verra, dans le cours de cet Ouvrage, que la loi de la gravitation réciproque au carré des distances représente avec une extrême précision toutes les inégalités observées des mouvements célestes : cet accord, joint à la simplicité de cette loi, nous autorise à penser qu'elle est rigoureusement celle de la nature.
La gravitation est proportionnelle aux masses ; car il résulte du n" 3 que, les planètes et les comètes étant supposées à la même distance du Soleil et abandonnées à leur gravité vers cet astre, elles tomberaient en temps égal d'une égale hauteur; en sorte que leur pesanteur serait proportionnelle à leur masse. Les mouvements presque circulaires des satellites autour de leurs planètes nous prouvent qu'ils pèsent, comme ces planètes, vers le Soleil, en raison de leurs masses; la plus légère différence à cet égard serait sensible dans le mouvement des satellites, et les observations n'ont fait découvrir aucune inégalité dépendante de cette cause. On voit donc que les comètes, les planètes et leurs satellites, placés à la même distance du Soleil, pèseraient vers cet astre, en raison de leurs masses; d'où il suit, en vertu de l'égalité de l'action à la réaction, qu'ils attireraient dans la même raison le Soleil, et qu'ainsi leur action sur cet astre est proportionnelle à leurs masses divisées par le carré de leurs distances à son centre.
La même loi s'observe sur la Terre; on s'est assuré par des expériences très-précises, faites au moyen du pendule, que sans la résistance de l'air tous les corps se précipiteraient vers son centre avec une égale vitesse; les corps terrestres pèsent donc sur la Terre, en raison de leurs masses, ainsi que les planètes pèsent vers le Soleil et les satellites vers leurs planètes- Cette conformité de la nature avec elle-même, sur la Terre et dans l'immensité des cieux, nous montre de la manière la plus frappante que la pesanteur observée ici -bas n'est qu'un cas particulier d'une loi générale répandue dans l'univers.
La propriété attractive des corps célestes ne leur appartient pas seulement en masse; mais elle est propre à chacune de leurs molécules. Si le Soleil n'agissait que sur le centre de la Terre, sans attirer particulièrement chacune de ses parties, il en résulterait, dans l'océan, des
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oscillations incomparablement plus grandes et très-différentes de celles que l'on y observe ; la pesanteur de la Terre vers le Soleil est donc le résultat des pesanteurs de toutes ses molécules, qui par conséquent attirent le Soleil en raison de leurs masses respectives. D'ailleurs, chaque corps sur la Terre pèse vers son centre, proportionnellement à sa masse; il réagit donc sur elle, et l'attire suivant le même rapport. Si cela n'était pas, et si une partie quelconque de la Terre, quelque petite qu'on la suppose, n'attirait pas l'autre partie comme elle en est attirée, le centre de gravité de la Terre serait mû dans l'espace en vertu de la pesanteur, ce qui est impossible.
Les phénomènes célestes, comparés aux lois du mouvement, nous conduisent donc à ce grand principe de la nature, savoir, que toutes les molécules de la matière s'attirent mutuellement en raison des masses, et réciproquement au carré des distances. Déjà l'on entrevoit dans cette gravitation universelle la cause des perturbations que les corps célestes éprouvent; car, les planètes et les comètes étant soumises à leur action réciproque, elles doivent s'écarter un peu des lois du mouvement elliptique, qu'elles suivraient exactement, si elles n'obéissaient qu'à l'action du Soleil. Les satellites, troublés dans leurs mouvements autour de leurs planètes par leur attraction mutuelle et par celle du Soleil, s'écartent pareillement de ces lois. On voit encore que les molécules de chaque corps céleste, réunies par leur attraction, doivent former une masse à peu près sphérique, et que la résultante de leur action à la surface du corps doit y produire tous les phénomènes de la pesanteur. On voit pareillement que le mouvement de rotation des corps célestes doit altérer un peu la sphéricité de leur figure, et l'aplatir aux pôles, et qu'alors, la résultante de leurs actions mutuelles ne passant point exactement par leurs centres de gravité, elle doit produire dans leurs axes de rotation des mouvements semblables à ceux que l'observation y fait apercevoir. Enfin, on entrevoit que les molécules de l'océan, inégalement attirées par le Soleil et la Lune, doivent avoir un mouvement d'oscillation pareil au flux et au reflux de la mer. Mais le développement de ces divers effets de la pesanteur universelle exige une pro-
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fonde analyse. Pour les embrasser avec la plus grande généralité, nous allons donner les équations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leur attraction mutuelle, et rechercher les intégrales rigoureuses que l'on peut en obtenir. Nous profiterons ensuite des facilités que les rapports des masses et des distances des corps célestes nous présentent, pour avoir des intégrales de plus en plus approchées, et pour déterminer ainsi les phénomènes célestes avec toute l'exactitude que les observations comportent.
CHAPITRE IL
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT D UN SYSTEME DE CORPS SOUMIS A LEUR ATTRACTION MUTUELLE.
7. Soient m, m', m!\ ... les masses des différents corps du système, considérés comme autant de points; soient^, y, z les coordonnées rec- I tangles du corps m; x , y' , z' celles du corps m', et ainsi du reste. La distance de m' à m étant
sl[x' — xY ^ [f — XY -^ [z' - zY , son action sur m sera, par la loi de la pesanteur universelle, égale à
Si l'on décompose cette action parallèlement aux axes des x, des y et des z, la force parallèle à l'axe des x et dirigée en sens contraire de leur origine sera
ou
mm*
_i_ ' s^{x' — xY-^ (/'— rl^' + l-g' — -g)'^
rr\ dx
On aura pareillement
mm
î ^ sfix''"— xY+ [r"— rV + ( z"-^^ m dx
pour l'action de m" sur m, décomposée parallèlement à l'axe des x, et ainsi du reste. Soit donc
y mm
mm"
si ( x"—xY-^ [r" — tY -^ [^" — ^Y
sl[x"-x'Y- + [y'"-fY + {z"-z'Y
\ étant ainsi la somme des produits deux à deux des masses m, m ,
m", . . . , divisés par leurs distances respectives ; — -p exprimera la
somme des actions des corps m', m",... sur m, décomposées parallèlement à l'axe des x, en sens contraire de l'origine des coordonnées. En désignant donc par dt l'élément du temps, supposé constant, on aura, par les principes de Dynamique exposés dans le Livre précédent.
On aura pareillement
dt^ dx
dW dl
''='-'^dà--d^'
Si l'on considère de la même manière l'action des corps m, m", . . . sur m'; celle des corps m, m', . . . sur m", et ainsi du reste, on aura les équations
,d^x' dl ,d^r' dl ,d^z' dl
dt^ dx' dt^ djr dt^ dz
„d^x" r)X „d^r" àl „d^z" dl
""-"^ -d^ " Tx"' '' = "'-SÏ^-W'' "'^'^-di^-W
La détermination des mouvements de m, m! , m' , . . . dépend de l'intégration de ces équations différentielles; mais il n'a été possible jus-
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qu'ici de les intégrer complètement que dans le seul cas où le système n'est composé que de deux corps. Dans les autres cas, on n'a pu obtenir qu'un petit nombre d'intégrales rigoureuses, que nous allons développer.
8. Pour cela, considérons d'abord les équations différentielles en x, x , x", ... ; en les ajoutant ensemble, et en observant que, par la nature de la fonction >^, on a
on aura
da; dx' dx"
o r=2ém—rir'
On aura pareillement
dt' dr-
Soient X, Y, Z les trois coordonnées du centre de gravité du système ; on aura, par la propriété de ce centre,
zm zm 2àm
on aura donc
""^-dt^' ""--W °-"rf^'
d'où l'on tire, en intégrant,
a, b, a, b', a", b" étant des constantes arbitraires. On voit par là que le mouvement du centre de gravité du système est rectiligne et uniforme, et qu'ainsi il n'est point altéré par l'action réciproque des corps du système ; ce qui est conforme à ce que nous avons vu dans le Chapitre V du premier Livre.
Reprenons les équations différentielles du mouvement de ces corps.
Si l'on multiplie les équations différentielles en y, y', y", . . . respectivement par œ, x\ x" , . . . , et qu'on les ajoute aux équations différentielles en X, x , x", . . ., multipliées respectivement par ~ y, —y', — y", . . ., on aura
xd-y — rd'^x ,x'd-r' — r'd-x'
dt^ dt-
~^^ dx~^^ ôx' ' ■■•
ày dy' '"'
mais la nature de la fonction 1 donne
""""^dx ' ^ dx' ^"' ^ dy ^dj'~"'*' on aura donc, en intégrant l'équation précédente,
^ xdr — ydx
c = Zm — - — r-^
dt
On trouvera semblablement
, „ xdz — zdx ,, _ rdz — zdr
c =zm -j- •> c' = 1 m , 1
dt dt
c, c\ c" étant des constantes arbitraires. Ces trois intégrales renferment le principe des aires, que nous avons exposé dans le Chapitre V du premier Livre.
Enfin, si l'on multiplie les équations différentielles en x, x\ x", . . . respectivement par dx, dx', dx", ... ; celles en y, y\ . . . respectivement par dy, dy', ... ; celles en z, z\. . . respectivement par dz, dz\ . . ., et qu'on les ajoute ensemble, on aura
_, dxd^x -\- drd'^r-\- dzd^z ,.
et, en intégrant,
, - dx^ + c/r2 -1- dz^ . ^'=^'" ^5 ^^'
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h étant une nouvelle arbitraire. Cette intégrale renferme le principe de la conservation des forces vives, exposé dans le Chapitre V du premier Livre.
Les sept intégrales précédentes sont les seules intégrales rigoureuses que l'on a pu obtenir jusqu'à présent : dans le cas où le système n'est composé que de deux corps, elles réduisent la détermination de leurs mouvements à des équations différentielles du premier ordre, que l'on peut intégrer, comme on le verra dans la suite; mais, lorsque le système est formé de trois ou d'un plus grand nombre de corps, il faut nécessairement recourir aux méthodes d'approximation.
9. Comme on ne peut observer que des mouvements relatifs, on rapporte les mouvements des planètes et des comètes au centre du Soleil, et les mouvements des satellites au centre de leurs planètes. Ainsi, pour comparer la théorie aux observations, il faut déterminer le mouvement relatif d'un système de corps autour d'un corps considéré comme le centre de leurs mouvements.
Soit M ce dernier corps, m, m', m", . . . étant les autres corps dont on cherche le mouvement relatif autour de M ; soient '(,, n et y les coordonnées rectangles de M; C + ^, n+j, Y + z celles de m; (^ + ^7', n 4-7', y -h z' celles de ml , etc.; il est visible que x, y, z seront les coordonnées de m par rapport à M; que x\ y', z' seront celles de m' par rapport au même corps, et ainsi du reste. Nommons r, r, . . . les distances de m, m\ ... au corps M, en sorte que
et supposons
mm
mm"
sj[x" - x)-^ -^ [y" — yY -^ [z" — z)'^ m'm"
sl{x"-x'Y-^[y"-y'Y-^{z"-z'Y
Cela posé, l'action de m sur M, décomposée parallèlement à l'axe des x et en sens contraire de leur origine, sera -^; celle de m' sur M, décomposée suivant la même direction, sera — jj-, et ainsi du reste. On aura donc, pour déterminer ^, l'équation différentielle
c?2Ç mx
on aura pareillement
d^li ^ mr d^y „ mz
L'action de M sur m, décomposée parallèlement à l'axe des œ, et dirigée en sens contraire de leur origine, sera — — j-5 et la somme des actions des corps m\ m", . . . sur w, décomposées suivant la même
direction, sera — r-; on aura donc m ôx
en substituant au lieu de -j— sa valeur 1^^ on aura
dt^ r»
_ d^x Mx ^'^^ ' ^.
(>) ^ ~ ~di^ ^~ 1^ ^ r^ ~ m dx'
on aura pareillement
d'^r Mr V fny i d\
\^) dt^ r^ r^ m dy
d^z Mz y^?__ L ^A ^^t ^ ~ 'dt^ ^ 7^ '^ r^' mdz'
Si l'on change successivement, dans les équations (i), (2), (3), les quantités m, x, y, z dans celles-ci, m', x', y\ z' \ m", x'\ y\ z", etc.,
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et réciproquement, on aura les équations du mouvement des corps m', m", . . . autour de M.
Si l'on multiplie l'équation différentielle en C par M-hlm, celle en X par m, celle en x' par m', et ainsi du reste; en les ajoutant ensemble, et en observant que, par la nature de la fonction >., on a
dl dl
on aura
âx dx'
I ■«■■ ir» \ t* L* ^1 (/ %A/
d'où l'on tire, en intégrant.
léinx
« et 6 étant deux constantes arbitraires. On aura pareillement
\\.= a' -hh' t y =a"-^h"t
à , b\ a", h" étant des constantes arbitraires : on aura ainsi le mouvement absolu de M dans l'espace, lorsque les mouvements relatifs de m, ni , . . . autour de lui seront connus.
Si l'on multiplie l'équation différentielle en x par
my + m
et l'équation différentielle en y par
mx — m
2 my
M + Iim
M H-2m' si l'on multiplie pareillement l'équation différentielle en a?' par
, 2 my
M -+-lm
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et l'équation différentielle en y' par
, , , lémx
et ainsi du reste; si l'on ajoute ensuite toutes ces équations, en observant que la nature de la fonction \ donne
OrzzZX-. 2. r -r— 7 O :- 2. -r— ? O - Z — - ?
oy ax ôx dy
on aura
„ xd^y — rd^x Imx „ d^r Imr ^ o r- 2 m ^-,-r .r -t — ^rn-j±- -i- ï, =^ — Zm
d'^x dt^ M-v2/n "'" <//=« ' U-^lm"'"!!^
équation dont l'intégrale est
„ xdr — rdx 2,mx .-, dr 2émy' „ dx
dt M 4- z m dt M -^~ Zm dt
ou
I /^ m, V xdr — rdx ^ ,[x'--x)[dr'--dr)—{r'-y')[d.T' dx] (4) c -- M 2 m — "^j^ — ■ i^ 2 mm ^- '-^^ fît '
c étant une constante arbitraire. On parviendra de la même manière aux deux intégrales suivantes :
1,-^ , «« «. xdz — zdx „ Ax'x\[dz'—dz\ — [z'—z\[dx'—dx\ ( 5 ) c— M 2. m -r • 2 mm - - — A* — '
^c\ * Mv rdz—zdy _ , (r'— r) (rf^'— rf-z) (2' z) [dr' dy]
c\ c" étant deux nouvelles arbitraires.
Si l'on multiplie l'équation différentielle en x par
, Itmdx
imdx 2 m ïT ï^ — ■)
l'équation différentielle en y par
, Imdy-
imdr 2m ^ v^ — :
•^ M -t-im
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l'équation différentielle en z par
, liindz
•i-inaz — 9. m v. — ^é^ — ;
si l'on multiplie pareillement l'équation différentielle en x' par
làindx
■xm' dx' — 'im!
l'équation différentielle en y' par
, 1 , , làTTidy
o.m dr -2m ^-j ^^ —
'' M -him
l'équation différentielle en z' par
im'dz' — im'
2 m dz
et ainsi du reste; si l'on ajoute ensuite ces diverses équations, en observant que
^dl ^ âl „ r)>.
ox oy oz
on aura
„ dxd'^x ~\- dyd'^r y- dzd'^z o.lmdx ^md'^x o = 2 2r /n '-T---'- rr ~-^. — 2é
df^
M hiw ^ C?f2
■?.lmdr ^ md'^r o.lmdz ^md-z ^.^mdr ,.
2 — ,rT^ TT ^^ 2, — î-:; h 2M 2 2é//,
M + 2m rf^^ Mh-2w c?^2
ce qui donne, en intégrant,
dx''- ~^- dr^ -k~ dz"^ ilmdx]^-v['LmdrY-^[lmdz)^ ,, ^ w
const. "2m
dt-
m + lm]dr-
ou
, -,„ dx'-\-dr^+dz^ „ ,[dx—dx)^-+[dY—dY]^->r{dz—dz]dt- dt^
-(2M2y +2Aj(M + 2m),
h étant une constante arbitraire. Nous sommes déjà parvenus à ces diverses intégrales, dans le Chapitre V du premier Livre, relativement
à un système de corps qui réagissent les uns sur les autres d'une manière quelconque; mais, vu leur utilité dans la théorie du système du monde, nous avons cru devoir les démontrer ici de nouveau.
10. Ces intégrales étant les seules que l'on ait obtenues dans l'état actuel de l'Analyse, on est forcé de recourir aux méthodes d'approximation, et de profiter des facilités qu'offre pour cet objet la constitution du système du monde. Une des principales tient à ce que le système solaire est partagé en systèmes partiels, formés par les planètes et par leurs satellites : ces systèmes sont tels, que les distances des satellites à leur planète sont considérablement plus petites que la distance de la planète au Soleil : il en résulte que, l'action du Soleil étant à peu près la même sur la planète et sur ses satellites, ceux-ci se meuvent à peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à l'action de la planète. Il en résulte encore cette propriété remarquable, savoir, que le mouvement du centre de gravité d'une planète et de ses satellites est, à fort peu près, le même que si tous ces corps étaient réunis à ce centre.
Pour le démontrer, supposons que les distances mutuelles des corps m, ni, m", . . . soient très- petites par rapport à la distance de leur centre commun de gravité au corps M. Soit
x'—\-hx',, jr'^^Y-hf,, ^'^--Z-i-s;,
X, Y, Z étant les coordonnées du centre de gravité du système des corps m, m', m",...; l'origine de ces coordonnées étant, ainsi que celle des coordonnées x, y, z, x\ y\ s', . . . , au centre de M. Il est clair que iT,, y^, z,, x , . . . seront les coordonnées de m, m', . . ., relativement à leur centre commun de gravité; nous les supposerons trèspetites du premier ordre par rapport à X, Y, Z. Cela posé, on aura, comme on l'a vu dans le premier Livre, la force qui sollicite le centre de gravité du système parallèlement à une droite quelconque, en prenant la somme des forces qui animent les corps parallèlement à cette
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droite , multipliées respectivement par leurs masses , et en divisant cette somme par la somme des masses. On a vu de plus, dans le même Livre, que l'action mutuelle des corps liés entre eux d'une manière quelconque n'altère point le mouvement du centre de gravité du système, et, par le n° 8, l'attraction mutuelle des corps n'influe point sur ce mouvement; il suffit donc, dans la recherche des forces qui animent le centre de gravité du système, d'avoir égard à l'action du corps M, étranger à ce système.
L'action de M sur m, décomposée parallèlement à Taxe des x et en
sens contraire de leur origine, est —\ la force entière qui sollicite
parallèlement à cette droite le centre de gravité du système des corps
m, m' y. . . est donc
mx
ItTH
En substituant au lieu de ^ et de r leurs valeurs, on a
Si l'on néglige les quantités très-petites du second ordre, c'est-à-dire les carrés et les produits des variables ^, , J, , ^, , œ\, . . .; que l'on désigne par R la distance \/X^ -r- Y^ -{- Z^ du centre de gravité du système au corps M, on aura
_^ \ , Xj__ 3X(X.r, + Yr, -4-Zz,l
En marquant successivement d'un trait, de deux traits, etc., dans le second membre de cette équation, les lettres a?,, y,, 5,, on aura les
valeurs de -y^? >7'*" ? lïiais on a, par la nature du centre de gravité.
o~jz^mx,, o rliiny^, o .Smz ;
on aura donc, aux quantités près du second ordre,
,- „ mx
r-* MX _
ainsi le centre de gravité du système est à très-peu près sollicité parallèlement à l'axe des x par l'action du corps M, comme si tous les corps du système étaient réunis à ce centre. Le même résultat a évidemment lieu relativement aux axes des y et des z ; en sorte que les forces dont le centre de gravité du système est animé parallèlement à ces axes par
1 action de M sont ^— et -- -jr^-
Lorsque l'on considère le mouvement relatif du centre de gravité du système autour de M, il faut lui transporter en sens contraire la force qui sollicite ce corps. Cette force résultante de l'action de m, m , m' ,... sur M, et décomposée parallèlement aux x en sens contraire de leur
origine, est 2 -y-; si l'on néglige les quantités du second ordre, cette
fonction est, par ce qui précède, égale à
Pareillement, les forces dont M est animé par l'action du système parallèlement aux axes des j et des z, en sens contraire de leur origine,
sont
On voit ainsi que l'action du système sur le corps M est à très-peu près la même que si tous les corps de ce système étaient réunis à leur centre commun de gravité. En transportant à ce centre, et avec un signe contraire, les trois forces précédentes, ce point sera sollicité parallèlement aux axes des x, des y et des z, dans son mouvement relatif autour de M, par les trois forces suivantes :
-{M + 2m)^, -{M4-2m)-j^, --(M i I/nj^p-
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Ces forces sont les mêmes que si tous les corps m, m' , m", . . . étaient réunis à leur centre commun de gravité ; ce centre se meut donc, aux quantités près du second ordre, comme si tous ces corps y étaient réunis.
Il suit de là que, si l'on a plusieurs systèmes dont les centres de gravité soient fort éloignés les uns des autres relativement aux distances respectives des corps de chaque système, ces centres seront mus, à fort peu près, comme si les corps de chaque système y étaient réunis; car l'action du premier système sur chaque corps du second système est, par ce qui vient d'être dit, la même à très-peu près que si les corps du premier système étaient réunis à leur centre commun de gravité ; l'action du premier système sur le centre de gravité du second sera donc, parce qui précède, la même que dans cette hypothèse; d'où l'on peut' généralement conclure que l'action réciproque des différents systèmes sur leurs centres de gravité respectifs est la même que si les corps de chaque système y étaient réunis, et qu'ainsi ces centres se meuvent comme dans le cas de cette réunion. Il est visible que ce résultat a également lieu, les corps de chaque système étant libres, ou liés entre eux d'une manière quelconque; parce que leur action mutuelle n'influe point sur le mouvement de leur centre commun de gravité.
Le système d'une planète agit donc à très-peu près sur les autres corps du système solaire comme si la planète et ses satellites étaient réunis à leur centre commun de gravité, et ce centre est attiré par les différents corps du système solaire comme dans cette hypothèse.
Chaque corps céleste étant la réunion d'une infinité de molécules douées d'un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très-petites relativement à sa distance aux autres corps du système du monde, son centre de gravité est à très-peu près attiré comme si toute sa masse y était réunie, et il agit lui-même sur ces différents corps comme dans cette supposition; on peut donc, dans la recherche du mouvement des centres de gravité des corps célestes, considérer ces différents corps comme autant de points massifs placés à leurs centres de gravité. Mais la sphéricité des planètes et de leurs satellites rend cette supposition,
déjà fort approchée, beaucoup plus exacte encore. En effet, ces divers corps peuvent être considérés comme étant formés de couches à trèspeu près sphériques, d'une densité variable suivant une loi quelconque, et nous allons faire voir que l'action d'une couche sphérique sur un corps qui lui est extérieur est la même que si sa masse était réunie à son centre. Pour cela, nous allons établir sur les attractions des sphéroïdes quelques propositions générales qui nous seront très-utiles dans la suite.
11. Soient x, y, z les trois coordonnées du point attiré, que nous désignerons par m\ soient dM une molécule du sphéroïde, et x' , y', z' les coordonnées de cette molécule; si l'on nomme p sa densité, p étant une fonction de x\ y', z\ indépendante de x, y, z, on aura
dM :^pdx'df'dz'.
L'action de dM sur m, décomposée parallèlement à l'axe des x et dirigée vers leur origine, sera
pdx'dy'dz'[x — x'-)
et par conséquent elle sera égale à
pdx'dy'dz'
dx en nommant donc V l'intégrale
pdx'dy'dz'
sl{x — x']-^-^[y — y']'i-^[z — z')
étendue à la masse entière du sphéroïde, on aura — .— pour l'action
totale du sphéroïde sur le point m, décomposée parallèlement à l'axe des X et dirigée vers leur origine.
V est la somme des molécules du sphéroïde divisées par leurs distances respectives au point attiré ; pour avoir l'attraction du sphéroïde
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sur ce point parallèlement à une droite quelconque, il faut donc considérer V comme fonction de trois coordonnées rectangles, dont l'une soit parallèle à cette droite, et différentier cette fonction relativement à cette coordonnée; le coefficient de cette différentielle, pris avec un signe contraire, sera l'expression de l'attraction du sphéroïde parallèlement à la droite donnée, et dirigée vers l'origine de la coordonnée qui lui est parallèle.
Si l'on représente par ê la fonction [{x—x'Y ^ [y—y'Y ^ [z—z'Y]~^, on aura
L'intégration n'étant relative qu'aux variables x' , y', z\ il est clair que l'on aura
.y'p^.'Jr'j.'(£| + p + ^);
mais on a
on aura donc pareillement
ày^
ày^
ôz-^ •
cette équation remarquable nous sera de la plus grande utilité dans la théorie de la figure des corps célestes. On peut lui donner d'autres formes plus commodes dans diverses circonstances; concevons, par exemple, que de l'origine des coordonnées on mène au point attiré un rayon, que nous nommerons r; soit 9 l'angle que ce rayon fait avec l'axe des x, et ct l'angle que le plan formé par r et par cet axe fait avec le plan des x et des j; on aura
^ = rcos0, j = rsm9cosciT, z = rsmd smnj,
d'où l'on tire
r= \Jx'^ -hy'^ + z^, cos(
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y langcj = —
On pourra ainsi avoir les différences partielles de r, 0 et or relativement
aux variables a:, y, z, et l'on en conclura les valeurs de ^—,5 -—-5 -,— r
•^ ÔX' ôf- ôz-
en différences partielles de V relatives aux variables r, 0 et V5. Comme nous ferons souvent usage de ces transformations des différences partielles, il est utile d'en rappeler ici le principe. En considérant V comme fonction des variables oc, y, z, et ensuite des variables r, 6 et cy, on a
d\ dr
ÔY ôrn ■
ôx
dr ôx
""" 06 ôx
ôuj ôx
Pour avoir les différences partielles -r-? -r-^ -t--, il ne faut faire varier
^ ôx ôx ôx
que X dans les expressions précédentes de r, cos6 et tangrj; en diffé-
rentiant donc ces expressions, on aura
ôr ^ ô9 sinô âis
-—- = CCS y, ^- = ) --— — - o,
ôx ôx r ôx
ce qui donne
^V .ô\ smO ÔY
OX ôr r 09
On aura donc ainsi la différence partielle .—^ en différences partielles de la fonction V, prises par rapport aux variables r, 0 et ct. En différen-
tiant de nouveau cette valeur de -r-i on aura la différentielle partielle
-r-^1 en différences partielles de V, prises par rapport aux variables r,
8 et CT. On aura, par le même procédé, les valeurs de y-- et j-^-
On transformera, de cette manière, l'équation (A) dans la suivante
. _ô^Y cos^ ^V <)ct=^ ô^.rY
et, si l'on fait cos6 = a, cette équation deviendra
,^, ^^' ^ ^ ou. ÔTs-^ ô^.rY
^ ' Ofi I — ju.-* ôr^
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12, Supposons maintenant que le sphéroïde soit une couche sphélique dont le centre soit à l'origine des coordonnées; il est clair que Y ne dépendra que de r, et qu'il ne renfermera ni a ni w; l'équation (C) donnera donc
dr'^
d'où l'on tire, en intégrant,
Ah-
A et B étant deux constantes arbitraires. On a donc
^V dr
dN
— -T- exprime, par ce qui précède, l'action de la couche sphérique sur
le point m, décomposée suivant le rayon r et dirigée vers le centre de la couche; or il est clair que l'action totale de la couche doit être dirigée suivant ce rayon; — -r- exprime donc l'action totale de la couche
sphérique sur le point m.
Supposons d'abord ce point placé au dedans de la couche. S'il était au
centre même, l'action de la couche serait nulle; on a donc
ou
o, lorsque r--o, ce qui donne B — o, et par conséquent
. — o, quel que soit /■; d'où il suit qu'un point placé dans l'intérieur de la couche n'en éprouve aucune action, ou, ce qui revient au même, il est également attiré de toutes parts.
Si le point m est situé au dehors de la couche sphérique, il est visible qu'en le supposant infiniment éloigné de son centre, l'action de la couche sur ce point sera la même que si toute la masse de la couche était réunie à ce centre; en nommant donc M la masse de cette
couche, r- ou — deviendra, dans ce cas, égjal à — ? ce qui donne
B = Ai; on a donc généralement, par rapport aux points extérieurs,
dV M
Or r-
c'est-à-dire que la couche sphérique les attire comme si toute sa masse était réunie à son centre.
Une sphère étant une couche sphérique dont le rayon de la surface intérieure est nul, on voit que son attraction sur un point placé à sa surface ou au delà est la même que si sa masse était réunie à son centre.
Ce résultat a encore lieu pour les globes formés de couches concentriques d'une densité variable du centre à la circonférence suivant une loi quelconque, puisqu'il est vrai pour chacune de ces couches : ainsi, le Soleil, les planètes et les satellites pouvant être considérés, à trèspeu près, comme des globes de cette nature, ils attirent, à fort peu près, les corps extérieurs comme si l'on supposait leurs masses réunies à leurs centres de gravité, ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé par les observations, dans le n" 5. A la vérité, la figure des corps célestes s'écarte un peu de la sphère ; mais la différence est trèspetite, et l'erreur qui en résulte sur la supposition précédente est du même ordre que cette différence, relativement aux points voisins de leur surface; et, relativement aux points éloignés, l'erreur est du même ordre que le produit de cette différence par le carré du rapport des rayons des corps attirants à leurs distances aux points attirés; car on a vu, dans le n° 10, que la considération seule de l'éloignement des points attirés rend l'erreur de la supposition précédente du même ordre que le carré de ce rapport. Les corps célestes s'attirent donc, à très-peu près, comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres de gravité, non -seulement parce qu'ils sont fort éloignés les uns des autres relativement à leurs dimensions respectives, mais encore parce que leurs figures différent très-peu de la sphère.
La propriété dont les sphères jouissent dans la loi de la nature, d'attirer comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres, est très-remarquable, et l'on peut être curieux de savoir si elle a lieu dans d'au-
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très lois d'attraction. Pour cela, nous observerons que, si la loi de la pesanteur est telle qu'une sphère homogène attire un point placé au dehors comme si toute sa masse était réunie à son centre, le même résultat doit avoir lieu pour une couche sphérique d'une épaisseur constante; car, si l'on enlève à une sphère une couche sphérique d'une épaisseur constante, on formera une nouvelle sphère d'un plus petit rayon, mais qui aura, ainsi que la première, la propriété d'attirer comme si toute sa masse était réunie à son centre; or il est évident que ces deux sphères ne peuvent avoir cette propriété commune qu'autant qu'elle l'est encore à la couche sphérique qui forme leur différence. Le problème se réduit donc à déterminer les lois d'attraction suivant lesquelles une couche sphérique d'une épaisseur infiniment petite et constante attire un point extérieur comme si toute sa masse était réunie à son centre.
Soit r la distance du point attiré au centre de la couche sphérique, u le rayon de cette couche , et du son épaisseur. Soit 6 l'angle que le rayon u fait avec la droite r, vs l'angle que le plan qui passe par les deux droites r et w fait avec un plan fixe passant par la droite r; l'élément de la couche sphérique sera u^dudud^ûn^. Si l'on nomme ensuite / la distance de cet élément au point attiré, on aura
pz=zr^ — irucose + u^.
Représentons par <p(/) la loi de l'attraction à la distance/; l'action de l'élément de la couche sur le point attiré, décomposée parallèlement à r et dirigée vers le centre de la couche , sera
u^dudm dB sin Q 7. — '—- 9 (/) ;
mais on a
r— M CCS 9 df
ce qui donne à la quantité précédente cette forme
u^dudxssdQs\nQ-^^[f);
partant, si l'on désigne /((f^if) P^i' ?,(/)» on aura l'action entière de la couche sphérique sur le point attiré, au moyen de l'intégrale u^du fdrs d^ sinbo^(f), différentiée par rapport à r et divisée par dr.
Cette intégrale doit être prise relativement à cr, depuis ct — o jusqu'à t7 égal à la circonférence, et après cette intégration elle devient
2 7ï u- du JdQ sin 0 9, ( /) ,
t: étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Si l'on différentie la valeur de /par rapport à 0, on aura
dBsïnB
._ fdf
ru
et par conséquent
'y.T:ic^-dufd6s\nO^,{f) = ^tt"^-"//^/?,!/)-
L'intégrale relative à 6 doit être prise depuis 8 — o jusqu'à 9 == tu, et à ces deux limites on a/— r — u ei/=^ r-\- u; ainsi l'intégrale relative à/ doit être prise depuis/— r — u jusqu'à /-- r+ w; soit donc ffdh.{f)--=^{f)'-> on aura
Le coefficient de dr, dans la différentielle du second membre de cette équation prise par rapport à r, donnera l'attraction de la couche sphérique sur le point attiré, et il est facile d'en conclure que dans la nature, où 9(/) -= -J-» cette attraction est égale à 2£!f__il, c'cst-à-dirc
qu'elle est la même que si toute la masse de la couche sphérique était réunie à son centre, ce qui fournit une nouvelle démonstration de la propriété que nous avons établie précédemment sur l'attraction des sphères.
Déterminons maintenant 9 (/) d'après la condition que l'attraction de la couche est la même que si sa masse était réunie à son centre.
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Cette masse est égale à [\-w-du, et, si elle était réunie à son centre, son action sur le point attiré serait l\~u^duo[r)', on aura donc
( D ) iTzudu ~ ^t: u- du<f>{r);
en intégrant par rapport à r, on aura
^[i'-\- u) — 'j;(r — u) = irufdrQ^[r) + rU,
U étant une fonction de u et de constantes, ajoutée à l'intégrale 2ufdr(!^(r). Si l'on représente ^{r-i- u) — ^r-— u) par R, on aura, en différentiant l'équation précédente,
(PR , , , do{r) ()2R <)2U
mais on. a, par la nature de la fonction R,
dr- du-
partant
ou
2<p(r) dcp{r) I d'-\]
r . dr 0.U du-
Ainsi, le premier membre de cette équation étant indépendant de w, et le second membre étant indépendant de r, chacun de ces membres doit être égal à une constante arbitraire, que nous désignerons par 3 A; on a donc
r dr *
d'où Ton tire, en intégrant,
qjfr] = Ar H ->
B étant une nouvelle constante arbitraire. Toutes les lois d'attraction dans lesquelles une sphère agit sur un point extérieur placé à la distance r de son centre comme si toute sa masse était réunie à ce centre sont donc comprises dans la formule générale
kv
il est aisé de voir qu'en effet cette valeur satisfait à l'équation (D), quels que soient A et B.
Si l'on suppose A = o, on aura la loi de la nature, et l'on voit que, dans le nombre infini des lois qui rendent l'attraction très-petite à de grandes distances, celle de la nature est la seule dans laquelle les sphères ont la propriété d'agir comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres.
Cette loi est encore la seule dans laquelle un corps placé au dedans d'une couche sphérique, partout d'égale épaisseur, est également attiré de toutes parts. Il résulte de l'analyse précédente que l'attraction de la couche sphérique, dont l'épaisseur est du, sur un point placé dans son intérieur, a pour expression
zTzudu
dr
Pour que cette fonction soit nulle, on doit avoir
^/(a-f-r) — ^[u — r] = rU,
U étant une fonction de u indépendante de r, et il est facile de voir que
cela a lieu dans la loi de la nature où (p(/) = ^rj- Mais, pour faire voir
que cela n'a lieu que dans cette loi, nous désignerons par ^'[f) la différence de ^{f) divisée par df-, nous désignerons encore par Y(f) la différence de '}'(/) divisée par df, et ainsi de suite; nous aurons ainsi, en différentiant deux fois de suite l'équation précédente par rapport à r,
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Cette équation ayant lieu, quels que soient u et r, il en résulte que Y'.f) doit être égal à une constante, quel que soit/, et qu'ainsi -yv/) — o; or on a, par ce qui précède,
d'où l'on tire on a donc
^'[f)=fo,{f],
ce qui donne, en intégrant, <p(/) = jr^-, et par conséquent la loi de la nature.
13. Reprenons l'équation (C) du n° 11. Si l'on pouvait intégrer généralement cette équation, on aurait une expression de V qui renfermerait deux fonctions arbitraires, que l'on déterminerait en cherchant l'attraction du sphéroïde sur un point situé dans une position qui facilite cette recherche, et en comparant cette attraction à son expression générale. Mais l'intégration de l'équation (C) n'est possible que dans quelques cas particuliers, tels que celui où le sphéroïde attirant est une sphère, ce qui réduit cette équation aux différences ordinaires; elle est encore possible dans le cas où ce sphéroïde est un cylindre dont la base est une courbe rentrante, et dont la longueur est infinie : on verra, dans le troisième Livre, que ce cas particulier renferme la théorie des anneaux de Saturne.
Fixons l'origine des r sur l'axe même du cylindre, que nous supposerons d'une longueur infinie de chaque côté de cette origine. En nommant r' la distance du point attiré à l'axe, on aura
H est visible que V ne dépend que de r' et de ci, puisqu'il est le même pour tous les points relativement auxquels ces deux variables sont les mêmes; il ne renferme donc ]j. qu'autant que r' est fonction de cette
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variable, ce qui donne
'd]j. ~" dr' d[i " y/i — fz2 dr'' l'équation (C) devient ainsi
,â^\ d2v ,av
dr^ dcj- or
d'où l'on tire, en intégrant,
V=i=(^(r'cosnT+ r' \/—i sincr) + ^'('''coscj — r' y — i sincj),
(p(r') et ^j^(r') étant des fonctions arbitraires de r', que l'on pourra déterminer en cherchant l'attraction du cylindre lorsque tr est nul , et lorsqu'il est égal à un angle droit.
Si la base du cylindre est un cercle, V sera évidemment une fonction de r', indépendante de u; l'équation précédente aux différences partielles deviendra ainsi
,,^'V ,dV dr'^ dr'
ce qui donne, en intégrant.
dV H
dr' ^ r'
H étant une constante. Pour la déterminer, nous supposerons r' extrêmement grand par rapport au rayon de la base du cylindre, ce qui permet de considérer le cylindre comme une ligne droite infinie. Soit A cette base, et z la distance d'un point quelconque de l'axe du cylindre au point où cet axe est rencontré par r'; l'action du cylindre, considéré comme concentré sur son axe, sera, parallèlement à r', égale à
kr'dz
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l'intégrale étant prise depuis ^ = — oo jusqu'à z = ce , ce qui réduit cette intégrale à -^-r'^ c'est l'expression de — y-7? lorsque r' est trèsconsidérable. En la comparant à la précédente, on a 11=: 2 A, et l'on voit que , quel que soit r\ l'action du cylindre sur un point extérieur
est —rr
Si le point attiré est au dedans d'une couche cylindrique circulaire, d'une épaisseur constante et d'une longueur infinie, on a encore
— ~ -^ -~-^ et, comme l'attraction est nulle lorsque le point attiré est
sur l'axe même de la couche, on a H — o, et par conséquent un point placé dans l'intérieur de la couche est également attiré de toutes parts.
14. On peut étendre au mouvement d'un corps les équations (A), (B) et (G) du n° 11, et en tirer une équation de condition très-utile, soit pour vérifier les calculs de la théorie, soit pour vérifier la théorie même de la pesanteur universelle. Les équations différentielles (i), (2), (3) du n° 9, qui déterminent le mouvement relatif de m autour de M, peuvent être mises sous cette forme
àQ
àQ
df^
dx
dt'^
" àf'
df' "
' dz
Q étant égal à
m [xx -\-yy
zz')
et il est facile de \oit que l'on a
dx^ ■ dj2 "^ dz-^ ''
si les variables x', y', z\ x", . . . , que Q renferme, sont indépendantes des X, y et z.
Transformons les variables x, y, z en d'autres plus commodes pour les usages astronomiques, r étant le rayon mené du centre de M à celui
de m, nous nommerons v l'angle que la projection de ce rayon sur le plan des x et des j fait avec l'axe des x, et 6 l'inclinaison de r sur le
même plan; on aura
^= /•cos9cos(',
j = rcos5 siiK', z = rsin9.
L'équation E) rapportée à ces nouvelles variables sera, par le n° 11,
o = r2 — -^ + or-
àr cos'-'
d2Q sinO dÇ^ dQ- cos6 ~ôô
Si l'on multiplie la première des équations (i) par cosOcos^', la seconde par cosOsinç', la troisième par sin8, et si, pour abréger, on fait
rdv'i ,^ rdB"^ cos^O —
dt^
dt^
on aura, en les ajoutant.
dr
Pareillement, si l'on multiplie la première des équations [i) par — reosOsint', la seconde par rcosOcos^^, et qu'ensuite on les ajoute, et que l'on suppose
d{r^~ COS2 0
dt
on aura
dt
dQ
Enfin, si l'on multiplie la première des équations (i) par — rsinôcosf', la seconde par — rsinôsinç', qu'on les ajoute à la troisième, multipliée par rcosB, et que l'on fasse
d^d dv^
dv^ . ^ r2-j— sm0cos( dt^
o.rdrdQ ~dF"
on aura
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dQ
Les valeurs de r, ç^ et 0 renferment six arbitraires introduites par les intégrations. Considérons trois quelconques de ces arbitraires, que
nous désignerons par a, h, c; l'équation M suivantes
dr'^ da dr- de
d'-Q ôv d2Q ÙB
drdv da
(r-Q dv_ drdv db
d^-Q di> drdv de
drde da
d'-Q de drdQ db
(J2Q dQ_ drdQ de
dQ dr
dW da
dW "dT'
dM' de '
donnera les trois
d-O On tirera de ces équations la valeur de -—^ et si l'on fait
db de
dv_ de_
de da
dr^
dv_ dl de db
dv^ de_
da de
dv_dQ_ dv_dB_ da db db da
^'}^àB__&r^dv_dB dr dv dQ dr dv dQ dr dv_dQ dr dv_d6^ da db de da de db db de da db da de de da db de db da
on aura
d2Q dr''
dW
dM'
'^-Ta'-''-db
dM'
Si l'on fait pareillement
dr_ dQ_ de 'db
dr_ dQ_ da de
dr^ dQ_ db da
dr^ de_ db de'
dr_ dQ_ de da
dr de_ da db
réquation N' -- ~ donnera
Enfin, si l'on fait
dv- oa 00 '^ oc
„ f)/' dv dr dv
"" db de de db
,, dr dv dr dv
~~ 5c da da de
„ dr dv dr dv
P ~'dâ db ~db dâ'
l'équation P — ^ donnera
L'équation (F) deviendra ainsi
o r= mr 2 cos^ô-^ -+■ nr^cos^O^- r pr^-cos^6^ da db ^ de
^ , dN' ,dN' ^ ,t)N' da db ^ de
(dP' dP' dP'
m" cos2 0 3^-;- n" cos2 6 -^ -i- d" coss 0 4da do '^ de
r S { 2 rM' cos2 Ô — P' sin 0 ces 6 ) .
Dans la théorie de la Lune, on néglige les perturbations que son action produit dans le mouvement relatif du Soleil autour de la Terre, ce qui revient à regarder sa masse comme infiniment petite. Alors les variables oo', y', z , relatives au Soleil, sont indépendantes de Xy y, z, et l'équation (G) a lieu dans cette théorie; il faut donc que les valeurs trouvées pour r, v eiBy satisfassent, ce qui donne un moyen de vérifier ces valeurs. Si les inégalités observées dans le mouvement de la Lune sont le résultat de l'attraction mutuelle de ces trois corps, le Soleil, la Terre et la Lune, il faut que les valeurs de r, v et 0, tirées des observations, satisfassent à l'équation (G), ce qui donne un moyen de véri-
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fier la théorie de la pesanteur universelle; car les longitudes moyennes de la Lune, de son périgée et de son nœud ascendant entrent dans ces valeurs, et l'on peut prendre pour a, b, c ces longitudes.
Pareillement, si, dans la théorie des planètes, on néglige le carré des forces perturbatrices, ce qui est presque toujours permis, alors, dans la théorie de la planète dont les coordonnées sont x, y, z, on peut supposer que les coordonnées x , y', z' , x", . . . des autres planètes sont relatives à leur mouvement elliptique, et par conséquent indépendantes de X, y, z; l'équation (G) a donc encore lieu dans cette théorie.
Les équations différentielles du numéro précédent
rdv-
cos^ô — r
dd^dt-
Hi
d{r^-~cos''-d "'dt
dQ
d-^9 dv^- , ^
~TTr -^ '■ -TTT sin&cos6> dt^ dt^
o.rdrdQ ~'~di^
dQ
ne sont qu'une combinaison des équations différentielles [i) du même numéro, mais elles sont plus commodes et plus adaptées aux usages astronomiques. On peut leur donner d'autres formes qui peuvent être utiles dans diverses circonstances.
Au lieu des variables r et 6, considérons celles-ci u et s, u étant égal
à - — ^ ou à l'unité divisée par la projection du rayon vecteur sur le
plan des x et des y, et s étant égal à tangO ou à la tangente de la latitude de m au-dessus du même plan. Si l'on multiplie la seconde des équations (H) par rVt^cos^O, et qu'ensuite on l'intègre, on aura
dv
u'^dt
çdq dv^
h étant une constante arbitraire; on a donc
dv
dt
Si l'on ajoute la première des équations (H), multipliée par — cosd,
sinQ
à la troisième, multipliée par — —i on aura
dt- ^ u dt'^
àQ
=- u- — ^ + us au
ds
^ du , dj^ ^ ^^,^^ (^ + £ ^\ u-dt ' udt \du ' u ()s I
En substituant pour dt sa valeur précédente et regardant dv comme
constant, on aura
dQ du _àQ _ s^dQ d'^u ~
dv-
ôv u-dv du u as
roQ d^
J dv u-i
La troisième des équations (H) deviendra de la même manière, en y traitant d{> comme constant,
dv-
ds dQ .,, r)0 ^)0
-y- -r-^ — r + 52 -r^ — US -^
dv ôv ' us (lu
Wao CàQ dv
On aura donc, au lieu des trois équations différentielles (H), les suivantes
'•f>Q dv
dt =
o //. / '>Q di'
dQ du _ <]Q _ iàQ d^u ôv u'^dv Ou u Os
I ""^-d^-^"-" :; — rw'd'v —
Oz=z -—— -h S
dv^
ds ÔQ ÔQ , ^.ÔQ
dv dv
du
Si l'on veut éviter les fractions et les radicaux, on pourra donner à ces
équations la forme suivante
l av^ uav^ dv dv^
] _/^ \/ ±C^^\ ï (àQ. du dQ 5 ()Q\ ^^^ \''~\dv^ ^"'jV'^li-'J di> u^)~^ hA^di> u-'di> du û ôs)'
d^s dv^
En employant d'autres coordonnées, on formerait de nouveaux systèmes d'équations différentielles : supposons, par exemple, que l'on change les coordonnées ce et y des équations [i] du n*^ 14 en d'autres relatives à deux axes mobiles situés sur le plan de ces coordonnées, et dont le premier indique la longitudç moyenne du corps m, tandis que le second lui est perpendiculaire. Soient oo^ et y, les coordonnées de m relativement à ces axes, et désignons par nt -h t la longitude moyenne de m ou l'angle que l'axe mobile des x^ fait avec l'axe des x-, on aura
:r =z X, Qos' nt 4- e) — r, sinfnf -f- e), j- = jr, sin(n^ + e) + j, cos(n^ + e), d'où l'on tire, en supposant dt constant,
d^xcos[nt 4- e) + d^x sin(/i^4- e) — d'-x, — n'-x, dt- — -^ndy, dt, d'-y cos [nt -h e] — d'^ x sin [nt -Jn z) = d^r, — n-y, df^ -h '?.ndx,dt.
En substituant dans Q, au lieu de x et de j, leurs valeurs précédentes,
on aura
dQ dQ
dx
dQ
cos [nt
sin (nt -h e]
dQ . s
dQ
cos [nt
dx, -"^— ' '' ' dx.
Cela posé, les équations différentielles {i) donneront les trois suivantes
d-^x, df^
df^
'dt^
dQ
dz '
dr, dt
dx, ^""df-
dx.
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Après avoir donné les équations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leur attraction mutuelle, et après en avoir déterminé les seules intégrales exactes que l'on ait pu obtenir jusqu'à présent, il nous reste à intégrer ces équations par des approximations successives. Dans le système solaire, les corps célestes se meuvent à peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à la force principale qui les anime, et les forces perturbatrices sont peu considérables; on peut donc, dans une première approximation, ne considérer que l'action mutuelle de deux corps, savoir, celle d'une planète ou d'une comète et du Soleil dans la théorie des planètes et des comètes, et l'action mutuelle d'un satellite et de sa planète dans la théorie des satellites. Nous commencerons ainsi par donner une détermination rigoureuse du mouvement de deux corps qui s'attirent : cette première approximation nous conduira à une seconde dans laquelle nous aurons égard à la première puissance des forces perturbatrices; ensuite nous considérerons les carrés et les produits de ces forces; en continuant ainsi, nous déterminerons les mouvements célestes avec toute la précision que les observations comportent.
CHAPITRE III
PREMIERE APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CELESTES, OU THEORIE DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE.
16. Nous avons déjà fait voir, dans le premier Chapitre, qu'un corps attiré vers un point fixe par une force réciproque au carré de la distance décrit une section conique; or, dans le mouvement relatif du corps m autour de M, ce dernier corps étant considéré comme en repos, il faut transporter en sens contraire à m l'action que m exerce sur M; ainsi, dans ce mouvement relatif, m est sollicité vers M par une force égale à la somme des masses M et m divisée par le carré de leur distance; le corps m décrit donc une section conique autour de M. Mais l'importance de cet objet dans la théorie du système du monde exige que nous le reprenions sous de nouveaux points de vue.
Pour cela, considérons les équations (K) du n" 15. Si l'on fait M + w = [7., il est visible, par le n*" 14, qu'en n'ayant égard qu'à
l'action réciproque de M et de /w, Q est égal à ^ ou à
équations (K) deviennent ainsi
dt ~
les
dv
dv^
d^s dv^
L'aire décrite pendant l'élément de temps dt par la projection du rayon
dv
vecteur étant égale à — ^^ la première de ces équations nous apprend
que cette aire est proportionnelle à cet élément, et qu'ainsi, dans un
temps fini, elle est proportionnelle au temps. La dernière équation
donne, en l'intégrant,
* = y sin(p — Q),
Y et 9 étant deux arbitraires. Enfin la seconde donne par son intégration
"=Aa(^^y.) y^-^s-^-^ecos{i>-r;5)]
e et ts étant deux nouvelles arbitraires. En substituant dans cette expression de u, au lieu de s, sa valeur en v, et substituant ensuite cette
expression dans l'équation dt = y-—^ l'intégrale de cette équation donnera t en fonction de ^'; on aura donc ainsi v, w et * en fonction du temps.
On peut simplifier considérablement ce calcul, en observant que la valeur de s indique que l'orbite est toute dans un plan dont y est la tangente d'inclinaison sur le plan fixe, et dont 6 est la longitude du nœud, comptée de l'origine de l'angle v. En rapportant donc à ce plan le mouvement de m, on aura * = o et y = o, ce qui donne
M=^ = ^[i + ecos(i;-r3)].
Cette équation est à une ellipse dans laquelle l'origine des r est au foyer; — r— - — ^ est le demi -grand axe, que nous désignerons par a; e est le rapport de l'excentricité au demi -grand axe; enfin rj est la longitude du périhélie. L'équation dt — ~ devient ainsi
v/;:x[n~ ecos(v -'ijs)y
Développons le second membre de cette équation dans une série de
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cosinus (le l'angle p — rr et de ses multiples. Pour cela, nous commencerons par développer — - — — ^- dans une série semblable.
' ' ^ I + ecos(i' — cj)
Si l'on fait
i-\- \ji — e'^ on aura
i + ecos(v — cj) ^iI_ea\^i4->,c(''-^)v/-< n_ Xc-(''~f')v'-«
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. En développant le second membre de cette équation en série, savoir, le premier terme relativement aux puissances de c^^-^)^\ et le second terme relativement aux puissances de c-'^^-^^sJ-^ ^ et en substituant ensuite, au lieu des exponentielles imaginaires, leurs expressions en sinus et cosinus, on trouvera
— ; ] r= -ri--2AC0S(t^ — 5T]4-2>i^C0S2(t^ — ro) -- aX^ cosSft' — Gj) 4-...'|.
Nommons ç le second membre de cette équation, et faisons y= -; nous aurons généralement
[n-ecos(f — d)]"*"*"* 1.1.3. . .mdq'"
dq étant supposé constant, et les signes + ou — ayant lieu, suivant que m est pair ou impair. De là il est aisé de conclure que, si l'on fait
ITT—T^T n^=(i — ^^) ''ri + E(Ocos((^-cj)+E(2)cos2(p-nj)+E(3>cos3(t/--CT) +...],
ln-ecos(t' — GJJj^ V / L \ i \ } \ I !■>
on aura, quel que soit i,
le signe + ayant lieu si i est pair, et le signe — ayant lieu si i est
impair; en supposant donc n^=^a "^ vV' ^^ ^^^'^
ndt=.dv\\ H-E^'^cos^t- — îD; + E^^) cos2(t' — cj) + E^^^ cos3(i' — gï; +..•],
et, en intégrant,
rt/-{-e = t^ + E('^sini> — Gi) +^E(2;sin2f t' — gt) +^E^3)sin3{i' — cj) 4-. . .,
£ étant une arbitraire. Cette expression de nt-\-t est fort convergente lorsque les orbites sont peu excentriques, telles que les orbites des planètes et des satellites; et l'on peut, par le retour des suites, en conclure la valeur de ^' en ^ : nous nous occuperons de cet objet dans les numéros suivants.
Lorsque la planète revient au même point de son orbite, v est augmenté de la circonférence, que nous représenterons toujours par ax; en nommant donc T le temps d'une révolution, on aura
Cette expression de T peut être immédiatement déduite de l'expression différentielle de dt, sans recourir aux séries. Reprenons, en effet,
l'équation dt= v-^? ou c?i = ~a~' ^^"^ donne T= ^^-'^; jr'^dv est le double de la surface de l'ellipse, et par conséquent il est égal à 2r«* y/i — «*; de plus, h^ est égal à \j.a{\ — e^); on aura ainsi la même expression de T que ci-dessus.
Si l'on néglige les masses des planètes relativement à celle du Soleil, on a ^(J^ = v^î la valeur de y/^ est alors la même pour toutes les jph-
nètes; T est donc proportionnel alors à a-, et par conséquent les carrés des temps des révolutions sont comme les cubes des grands axes des orbites. On voit que la même loi a lieu dans le mouvement des satellites autour de leur planète, en négligeant leurs masses relativement à celle de la planète.
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17. On peut encore intégrer de cette manière les équations du mouvement de deux corps M et m, qui s'attirent en raison réciproque du carré des distances. Reprenons les équations (i), (2) et (3) du n° 9; elles deviennent, en ne considérant que l'action des deux corps M et m, et faisant M 4- m ^ [x,
/ d'^x fxx
dt-
d-^z ~dt^
Les intégrales de ces équations donneront, en fonction du temps t, les trois coordonnées x, y, z du corps m, rapportées au centre de M; on aura ensuite, par le n° 9, les coordonnées C, H et y du corps M, rapportées à un point fixe, au moyen des équations
Ç ^ : a -r ht —
mx
mz
Enfin, on aura les coordonnées de m par rapport au même point fixe, en ajoutant œ k ^, y k U, et z k y; on aura ainsi le mouvement relatif des corps M et m et leur mouvement absolu dans l'espace. Tout se réduit donc à intégrer les équations différentielles (0).
Pour cela, nous observerons que, si l'on a, entre les n variables x^'K , x'"\ et la variable t dont la différence est supposée con-
stante, un nombre n d'équations différentielles données par la suivante
d^x'^') dti'
di
dt'
dans laquelle on suppose s successivement égal à i, 2, 3,..., n-, A, B, . . ., H étant des fonctions des variables ^ '^ x^'^\ ... et de t, symétriques par rapport aux variables x^^\ x^^', . . ., x^"\ c'est-à-dire telles qu'elles restent les mêmes lorsque l'on y change une quelconque de
ces variables dans une autre et réciproquement, on peut supposer
a^*\ U*\ . . ., A''^; œ^\ U^\ . . . étant des arbitraires dont le nombre est i{n — i). Il est clair que ces valeurs satisfont au système proposé d'^s équations différentielles; de plus, elles réduisent ces équations à «équations différentielles entre les t variables x^"~'^^\ a?'""'^^ , . . . , x^"K Leurs intégrales introduiront r nouvelles arbitraires, qui, réunies aux i(n — i] précédentes, formeront les in arbitraires que doit donner l'intégration des équations différentielles proposées.
Si l'on applique ce tbéorème aux équations (0 , on voit que z ~ aœ ■+- by, a et b étant deux arbitraires. Cette équation est celle d'un plan passant par l'origine des coordonnées: ainsi l'orbite de m est tout entière dans un même plan.
Les équations (0) donnent
dt^
lidx,
= dlr^
d'^y dr^
F-dj\
d^z dt^
lidz.
Or, en différentiant deux fois de suite l'équation rdr=xda-{-ydy-\-zdz, on a
rd^r-\-'idrd'^rrzzzxd^x -hyd^y + zd'^z -+- 3{dxd^x -h dyd'^yn-dzd-z,
et par conséquent
En substituant dans le second membre de cette équation, au lieu de
PREMIERE PARTIE. - LIVRE II
d^x, d^y, d^z, leurs valeurs données par les équations (0'), et ensuite, au lieu de d^x, d^y, d^z, leurs valeurs données par les équations (0), on trouvera
Si l'on compare cette équation aux équations (0'), on aura, en vertu
, ., , , ' • 1 . -, . . dx dr dz dr
du théorème expose ci-dessus, en considérant -t-^ -jp -iri -t. comme
autant de variables particulières a?^'', x^^\ x^^\ a?^*^ et r comme fonction du temps t,
dr=^ldx -\~ydy,
X, Y étant des constantes, et, en intégrant,
étant une constante. Cette équation, combinée avec celles-ci
z = ax -\- by,
donne une équation du second degré, soit en x et y, soit en x et z, soit Qw y Qi z-, d'où il suit que les trois projections de la courbe décrite par m autour de M sont des lignes du second ordre, et qu'ainsi, cette courbe étant toute dans un même plan, elle est elle-même une ligne du second ordre ou une section conique. Il est facile de s'assurer, par la nature de ce genre de courbes, que, le rayon vecteur r étant exprimé par une fonction linéaire des coordonnées x, j, l'origine de ces coordonnées doit être au foyer de la section. Maintenant l'équation
r = v-lx -hyr
donne, en vertu des équations (0),
dt^
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En multipliant cette équation par dr et en l'intégrant, on aura
a étant une constante arbitraire. De là on tire
rdr
dt =
cette équation donnera r en fonction de t\ et, comme x, y, 5 sont donnés, par ce qui précède, en fonction de r, on aura les coordonnées de m en fonction du temps.
18. On peut parvenir à ces diverses équations par la méthode suivante, qui a l'avantage de donner les arbitraires en fonction des coordonnées X, y, z et de leurs premières différences, ce qui nous sera très-utile dans la suite.
Supposons que V = const. soit une intégrale du premier ordre des
flic flv* Cm %
équations (0), V étant une fonction de x, y, s, -j-t — j -t-\ nommons
x\ y', z' ces trois dernières quantités. L'équation V~ const. donnera par sa différentiation
â\_dx à\_dr àW^dz^ J^^ ^^ ^^i.'. ~~ dx dt dy dt dz dt dx' dt dy' dt ôz' dt '
mais les équations (0) donnent
dx' ^x dy' yiy dz' yiz
IF ~~"r^^ ~dr ~ ~ ~r^' ~di'~~7^^
on a donc l'équation identique aux différences partielles
' dx -^ ôy dz r^\ dx' -^ dy' dz' j
Il est clair que toute fonction de x, y, z, x' , y', z' qui, substituée
PREMIERE PARTIE. - LIVRE II
pour V dans cette équation, la rend identiquement nulle devient, en l'égalant à une constante arbitraire, une intégrale du premier ordre des équations (0).
Supposons
U étant fonction des trois variables se, y, z; U' étant fonction des six variables ce, y, z, se', y', z' , mais du premier ordre relativement à x' , y' , z' ; U" étant fonction des mêmes variables, et du second ordre relativement à x' , y', z'; et ainsi de suite. Substituons cette valeur dans l'équation (I), et comparons séparément : i° les termes sans x', y', z'; 2° ceux qui renferment la première puissance de ces variables; 3° ceux qui renferment leurs carrés et leurs produits, et ainsi de suite; nous aurons
dx
dU' au'
-^ dy' dz'
,d\J dx
dU ,dU dy dz
Ij. ( dW d\}" dW\ " r^X^'àx' ' ^ dy' ' '^ dz' )'
dx
d\}' , r)U' dy^ dz
fj. ( dW" d\}"' dm\ r^X" dx' ^ ^ dy' ' ^ dz'T
, dU" dx
d\]" ^, au"
dy " dz
r'^ \ dx' dy' " dz' / '
L'intégrale de la première de ces équations est, comme Ton sait par la théorie des équations à différences partielles,
U' = fonct. (^j' — ;^^', xz' — zx'., yz' — zy', x, y, z).
La valeur de U' devant être linéaire en x', y', z', nous la supposerons de cette forme
l}' = A[xy'~yx') ^Blxz' — zx') -h C{yz' — zy'),
A, B, G étant des constantes arbitraires. Arrêtons ensuite la valeur de V au terme U", en sorte que U", U'"", . . . soient nuls; la troisième des
équations (F) deviendra
,dU' ,d\]' ,dV' ox oy oz
La valeur précédente de U' satisfait encore à cette équation. La quatrième des équations (F) devient
, d\]" , d\}" , dV>"
OX oy oz
équation dont l'intégrale est
\]''=z{onQX.[xy' — yx' , xz' — zx' , yz' — zy' , x' , y' , z').
Cette fonction doit satisfaire à la seconde des équations (T), et le premier membre de cette équation multipliée par dt est évidemment égal à d\]\ le second membre doit donc être la différentielle exacte d'une fonction de x, y, z. Or il est facile de voir que l'on satisfait à la fois à cette condition, à la nature de la fonction U", et à la supposition que cette fonction doit être du second ordre en œ\ y', z', en faisant
\]"={Dy'-.Ex'){xy'--yx')-^{î)z'-¥x'){xz'-zx') -h (Ez' - ¥y') [yz' - zy') + G(^'2 -\-y'^ + z'^),
D, E, F, G étant des constantes arbitraires, et alors, r étant égal à ^a?'H-/'-+-z', on a
U~- ^ (Da;-[-E/ + Fz-i-2G);
on aura donc ainsi les valeurs de U, U', U", et l'équation V - const. deviendra
const. = — ^ (Da: + Ej-f- Yz h- 2G) H- (A -H D7' — E^') [xy' --yx')
+ (Bh-Dz'— Fo:') [xz'—zx']-\~[C-\-'E.z'—¥r') [yz'-'Zy')-\-(j[x'^^y'^ + z"'
Cette équation satisfait à l'équation (I), et par conséquent aux équations différentielles (0), quelles que soient les arbitraires A, B, C, D,
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E, F, G. En les supposant toutes nulles, i*" à l'exception de A, 2*^ à l'exception de B, 3" à l'exception de C, etc., et restituant -7-5 -4-i -.j au lieu de x\ y', s', on aura les intégrales
xdy— rdx , xdz — zdx „ ydz — zdy
dy"^ -\- dz-\ ydfdx zdzdx
dt^
dt'^
dp
„, ( u. dx^ -^ dz'^\ xdxdr zdzdr
-.„ l'fx dx^ -i' dy^\ xdxdz ydydz ^=-^ "'" ^ Vr ~ - dt^' ^ dfr -"' —di^'
2jUt. dx^ -h df"^ -[ dz"^
c, c\ c", f, f\ f" et a étant des constantes arbitraires.
Les équations différentielles (0) ne peuvent avoir que six intégrales distinctes du premier ordre, au moyen desquelles, si l'on élimine les différences dx^ dy, dz, on aura les trois variables œ, y, z en fonction du temps t; il faut donc qu'au moins l'une des sept intégrales précédentes rentre dans les six autres. On voit même a priori que deux de ces intégrales doivent rentrer dans les cinq autres. En effet, puisque l'élément seul du temps entre dans ces intégrales, elles ne peuvent pas donner les variables x, y, z en fonction du temps, et par conséquent elles sont insuffisantes pour déterminer complètement le mouvement de m autour de M. Examinons comment ces intégrales n'équivalent qu'à cinq intégrales distinctes.
Si l'on multiplie la quatrième des équations (P) par — û — ' ^^
qu'on l'ajoute à la cinquième multipliée par -," » on aura
.zdy — ydz ., xdz ~ zdx
dt
dt
xdy — ydx / fx dx- h dy-\ xdy — ydx I xdxdz ydy^dz
, . ,. , xdy — rdx xdz — zdx rdz — zdy , En substituant, au lieu de ——jf- — -^ j^ ' ' J^ — ^' leurs valeurs données par les trois premières des équations (P), on aura
fc' — fc" (ix _ dx'^-^dY-\ xdxdz rdydz
° "- '' V" ^ ^ \r df^ / '^ df^ ' dt^
Cette équation rentre dans la sixième des intégrales (P), en y faisant f"=^ • ^ ~ ^ ou o^=fc"—f'c-\-f"c. Ainsi la sixième des intégrales (P) résulte des cinq premières, et les six arbitraires c, c', c", /'/'/' sont liées entre elles par l'équation précédente.
Si l'on prend les carrés des valeurs de/,/ ,/ ', données par les équations (P), qu'ensuite on les ajoute ensemble, et que, pour abréger, on fasse p +/'- +/"^ = /^ on aura
o _ r 2 ^"^^ '^ ^T^ ^~ ^^' (rdr\'^~^ fdx- + dy'^ + dz^ _->.u.
mais, si l'on carre les valeurs de c, c', c" , données par les mêmes équations, qu'ensuite on les ajoute, et que l'on fasse c^ -h c''^ -hc"^ = A-,
2 dx"^ -hdr'^-^-dz^ ( rdr
dt^ \ dt
l'équation précédente devient ainsi
_ dx^ -f- dy"^ -hdz^ _'yfx fx- — f^
En comparant cette équation à la dernière des équations (P), on aura l'équation de condition
La dernière des équations (P) rentre conséquemment dans les six premières, qui n'équivalent elles-mêmes qu'à cinq intégrales distinctes, les sept arbitraires c, c , c", / /', /" et a étant liées par les deux équations de condition précédentes. De là il résulte que l'on aura l'exprès-
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sion la plus générale de V qui satisfasse à l'équation (I), en prenant pour cette expression une fonction arbitraire des valeurs de c, c', c\ f et/' données par les cinq premières des équations (P).
19. Quoique ces intégrales soient insuffisantes pour déterminer x\ y, z en fonction du temps, elles déterminent cependant la nature de la courbe décrite par m autour de M. En effet, si l'on multiplie la première des équations (P) par z, la seconde par —y, et la troisième par X, on aura, en les ajoutant.
Or=CZ
cy
équation à un plan dont la position dépend des constantes c, c', c" .
Si l'on multiplie la quatrième des équations (P) para?, la cinquième par y, et la sixième par z, on aura
o . fx -i-/y -:- /"z + fx r - r2 mais on a, par le numéro précédent,
dx"^ + dy'^ + dzdF
'dF~'
dx^ -+- fi?j2 _4_ dz^ r^dr^ _ . ^ — -- Il ;
df^
dt
partant,
o =r: |:xr - A2 -vfx 4-/'j -\-f"z.
Cette équation, combinée avec celles-ci
o=zc"x — c'y-\-cz, r"^ -— x^ -\- y^ -\- z"^ ,
donne l'équation aux sections coniques, l'origine des r étant au foyer. Les planètes et les comètes décrivent donc à très-peu près, autour du Soleil, des sections coniques dont cet astre occupe un des foyers, et ces astres s'y meuvent de manière que les aires décrites par les rayons vecteurs croissent comme les temps. En effet, si l'on nomme dv l'angle infiniment petit intercepté par les rayons r et r 4- dr, on aura
dx"^ ->rdy^-\-dz^ ----- r^dv"^ + dr^\
l'équation
df^ df^
deviendra ainsi r'^dv'^ = h'^dt'^, partant
, hdt
dv — -~- .
On voit par là que l'aire élémentaire {r'^dv, décrite par le rayon vecteur r, est proportionnelle à l'élément de temps dt; l'aire décrite pendant un temps fini est donc proportionnelle à ce temps. On voit encore que le mouvement angulaire de m autour de M est, à chaque point de l'orbite, réciproque au carré du rayon vecteur; et comme on peut, sans erreur sensible, prendre des intervalles de temps très-courts pour des instants infiniment petits, on aura, au moyen de l'équation précédente, les mouvements horaires des planètes et des comètes dans les divers points de leurs orbites.
Les éléments de la section conique décrite par m sont les constantes arbitraires de son mouvement; ils sont par conséquent fonctions des
arbitraires précédentes c, c\ c",/,/',/" et ^; déterminons ces fonctions. Soit 6 l'angle que forme avec l'axe des a: l'intersection du plan de l'orbite avec celui des x et des j, intersection que l'on nomme ligne des nœuds; soit (p l'inclinaison mutuelle des deux plans. Si l'on nomme x' et y' les coordonnées de m, rapportées à la ligne des nœuds comme axe des abscisses, on aura
On a d'ailleurs on aura donc
jr' ---- y CCS Q — X sin 6.
z ~j' tang<jp;
z =:/cos0lang(p — xsin0lang(p.
En comparant cette équation à celle-ci
o -- c"x — c' y : cz,
on aura
d'où l'on tire
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c' = ccosôtangtp, c"— c sinôtangcp,
langô = —,
tango
Ainsi la position des nœuds et l'inclinaison de l'orbite sont déterminées en fonction des constantes arbitraires c, c\ c". Au péribélie, on a
rdr-=o, ou x dx -\- y dy -\- z dz ^=^ o ',
soient donc X, Y, Z les coordonnées de la planète à ce point; la quatrième et la cinquième des équations (P) du numéro précédent donneront
Mais si l'on nomme I la longitude de la projection du périhélie sur le plan des x et des y, cette longitude étant comptée de l'axe des x, on a
;^=:langl, parlant, tangl=^;
ce qui détermine la position du grand axe de la section conique. Si de l'équation
df^ dt'i
on élimine - --.^ ^^ au moyen de la dernière des équations (P),
dp
on aura
OEuvres de L. \.
mais dr est nul aux extrémités du grand axe; on a donc à ces points
aho = r^ — 9.ar ^
La somme des deux valeurs de r dans cette équation est le grand axe de la section conique, et leur différence est le double de l'excentricité; ainsi a est le demi-grand axe de l'orbite ou la distance moyenne de m
à M, et 1/ r est le rapport de l'excentricité au demi-grand axo.
Soit e ce rapport; on a, par le numéro précédent,
a lion aura donc ^e = l. On connaîtra ainsi tous les éléments qui déterminent la nature de la section conique et sa position dans l'espace;
20. Les trois équations finies trouvées dans le numéro précédent entre x, j, 2 et r donnent x, y, z en fonction de r; ainsi, pour avoir ces coordonnées en fonction du temps, il suffit d'avoir le rayon vecteur r dans une fonction semblable, ce qui exige une nouvelle intégration. Pour cela, reprenons l'équation
ar- r^dr- ,„ 7.1X1' — ' ,— -: «2;
on a, par le numéro précédent, on aura donc
rdr
dt =
ar ai
Pour intégrer cette équation, soit r= a(i — ecosw); on aura
, d' du ,
dt — __ I ecosM),
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d'où l'on tire, en intégrant,
S f -;- 1= _ ^ M — e sm u
T étant une constante arbitraire. Cette équation donne u, et par conséquent r en fonction de /; et comme x, j, z sont donnés en fonction de r, on aura les valeurs de ces coordonnées pour un instant quelconque.
Nous voilà donc parvenus à intégrer complètement les équations différentielles (0) du n*^ 17, ce qui a introduit les six arbitraires a, e, I, 6, 9 et T : les deux premières dépendent de la nature de l'orbite, les trois suivantes dépendent de sa position dans l'espace, et la dernière est relative à la position du corps m à une époque donnée, ou, ce qui revient au même, elle dépend de l'instant de son passage au périhélie.
Rapportons les coordonnées du corps m à des coordonnées plus commodes pour les usages astronomiques, et pour cela nommons v l'angle que le rayon vecteur r fait avec le grand axe, en partant du périhélie; l'équation à l'ellipse sera
I -^ ecosf
L'équation r = a(i — ecosu) du numéro précédent indique que u est nul au périhélie, en sorte que ce point est l'origine des deux angles u et (^, et il est facile de s'assurer que l'angle u est formé par le grand axe de l'orbite et par le rayon mené de son centre au point où la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre est rencontrée par l'ordonnée menée du corps m perpendiculairement sur le grand axe. Cet angle est ce que l'on nomme anomalie excentrique, et l'angle (^ est Vanomalie vraie. En comparant les deux expressions de r, on a
r- e cos t
Si l'on fixe l'origine du temps t à l'instant même du passage du corps w
par le périhélie, T sera nul, et, en faisant pour abréger '^ = n, on
aura nt = u — e?>mu. En rassemblant ces équations du mouvement
de m autour de M, on aura
nt~u — e€\x\u, r = a{i-' ecosu),
tang^t' — \/ lang^^f ,
Vr
l'angle nt étant ce que l'cm nomme anomalie moyenne. La première de ces équations donne u en fonction du temps t, et les deux autres donneront r et (^, lorsque u sera déterminé. L'équation entre u ei t est transcendante, et ne peut être résolue que par approximation. Heureusement les circonstances des mouvements célestes donnent lieu à des approximations rapides. En effet, les orbes des corps célestes sont ou presque circulaires, ou fort excentriques, et dans ces deux cas on peut déterminer u en t par des formules très-convergentes que nous allons développer. Pour cela, nous donnerons sur la réduction des fonctions en séries quelques théorèmes généraux qui nous seront utiles dans la suite.
21. Soit u une fonction quelconque de a, que l'on propose de développer par rapport aux puissances de a. En représentant ainsi cette suite,
u~u^ ocg, -h oc^q-i -f- cc^q^ h-. . .h- aJ^qn -\- oi"^'q,i+i -+-•.,
u, q,, q.2,.. . étant des quantités indépendantes de a, il est clair que u est ce que devient u lorsqu'on y suppose a = o, et que l'on a, quel que soit n,
-r-y- ;= 1.2.3. . .nq„ -i- 2.3. . .(n h- r) ocqn^i -+-...,
la différence -r-^ étant prise en faisant varier tout ce qui dans u doit
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varier avec a. Partant, si l'on suppose après les différentiations a = o d"u doc"
dans l'expression de -t-^, on aura
qn
Si u est fonction des deux quantités a et a', et que l'on propose de le développer par rapport aux puissances et aux produits de % et de x, en représentant ainsi cette suite,
-^ oc'qa.i H- c(.c^'q^,^ — . . .
le coefficient qn,n' du produit %"yf sera pareillement égal à
a et a' étant supposés nuls après les dilTérentiations.
En général, si u est fonction de a, a', a/, . . . , et qu'en le développant dans une suite ordonnée par rapport aux puissances et aux produits
de 50, x' , %",..., on représente par a"a'"a"" . . .qn,n',n",... ^^ terme de
II' II" cette suite qui a pour facteur le produit a"a' a" ..., on aura
^n-^u'-^n"+-- Il
da'^dc^:"'ôa"""... _
qn.ii'.n".... ^ -^ 3; - Y^ ^ 3 ,,'.,. 2. :i. . . ^:, . '
pourvu que l'on suppose a, a', a", . . . nuls après les ditférentiations.
Supposons maintenant que u soit fonction de a, a, a", ... et des variables /, t\ t",...; si, par la nature de cette fonction ou par une équation aux différences partielles qui la représente, on parvient à obtenir
()n+>i'-^...ll
'dcc"'doL'"'T7.
en fonction de u et de ses différences prises par rapport \t,t,...\ en nommant F cette fonction lorsqu'on y change u dans u, u étant ce que devient u lorsqu'on y suppose a, a', . . . égaux à zéro, il est visible que l'on aura ç'^j, „'..., en divisant F par le produit i.2.3.../i.i.2.3...7i'...; on aura donc la loi de la série dans laquelle u est développé.
Soit d'abord u égal à une fonction quelconque de ^-t-a, /'-f-^a', /" + a", ..., que nous désignerons par 9(^-1- a, /' h a', /'-i- a", . . .); dans ce cas, la différence quelconque i'^™* de w, prise par rapport à a et divisée par dy}, est évidemment égale à cette même différence prise par rapport à / et divisée par dt. La même égalité a lieu entre les différences prises par rapport à a' et t\ ou par rapport à a" et t" , etc. ; d'où il suit que l'on a généralement
doc"d<x"' doc"" . . . dt"di'" dt""". . .
En changeant dans le second membre de cette équation w en u, c'està-dire en 9(^ /', /",...), on aura, par ce qui précède,
dt''dt'"'di'^"'~
gii.n'.ii",... -~
Si n est seulement fonction de /-ha, on aura
partant
' ^ ^' ^^ ' dt ï.j. dt^ 1.2.3 dt^
Supposons ensuite que w, au lieu d'être donné immédiatement en a et t comme dans le cas précédent, soit une fonction de x, x étant donné
par l'équation aux différences partielles |^"^ ^ ^' «l^ns laquelle z est
une fonction quelconque de x. Pour réduire u dans une suite ordonnée
par rapport aux puissances de a, il faut déterminer la valeur de ^"
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dans le cas de y. — o; or on a, en vertu de l'équation proposée aux différences partielles,
du du ôx du dx
ôa. dx d<x dx dt '
on aura donc
du d.fzdu
doc " dt
En différentiant cette équation par rapport à a, on aura
d-u d- . fzdu dx- dxdt
or l'équation [k) donne, en y changeant u en Jzdu^
d.fzdu d.fz^du
dx ""^ ~'^t '
partant,
dx' ' d7'
En différentiant encore par rapport à a, on aura
d^u dKfz^du dx^ ~" ~ dxdf'^ '
or l'équation [k] donne, en y changeant u en Jz'^du,
d.fz^du _ d.fz^du dx ~ di '
partant,
d^H _ dK/z^du dx^ " dt'^
En suivant ce procédé, il est aisé d'en conclure généralement
-, du d^u _ dn.fz^du _ _ __<^ fJa« " dt»^ ~ dt"-*
Supposons maintenant qu'en faisant a = o on ait x \\ T étant
une fonction de /; on substituera cette valeur de x dans z et dans u. Soient Z et u ce que deviennent alors ces quantités; on aura, dans la supposition de a =^ o,
d'^u __ dt
et par conséquent on aura, par ce qui précède,
_ dt
ce qui donne
rfZ^^ d^ Z=' —
, , ^rfu «2 "^"^ dt oC^ "^ ^ dt
Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer la fonction de / et de a que x représente, en intégrant l'équation aux différences partielles -^ =z z-x- Pour cela, on observera que
da. dt
, dx j <)x j dx ^=^ -T-r dt -{- -T- dix ; ôt da
en substituant, au lieu de -c- 5 sa valeur z-r-? on aura
ax Ot
^(rf/ + zrf«) = ^k/ + a.)-a^
on aura donc
dx
-, dit -+- az' dt ^
dz dx
dx dt
ce qui donne, en intégrant, ic = ç(/ -1- as), 9(z + as) étant une fonction arbitraire de t-hccz, en sorte que la quantité que nous avons nommée T est égale à c^{t). Ainsi, toutes les fois que l'on aura entre x et a une équation réductible à cette forme x = a^ (t -]- olz) , la valeur
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de u sera donnée par la formule (/?), dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de a.
Supposons maintenant que u soit une fonction des deux variables x et œ\ ces variables étant données par les équations aux différences
partielles
dx dx dx' , dx'
dans lesquelles z et z' sont fonctions quelconques de x et x'. Il est facile de s'assurer que les intégrales de ces équations sont
X =^<^[t -{- xz), x' --=^[t' -+- oc' z'),
(p(/-t- a^) et <|/(?'+ a'^') étant des fonctions arbitraires, l'une de t-hcLz, et l'autre de t' -+- cc'z'. On a de plus
du _^ du du , du
di ''^dt' d^' ~~^ dF'
Gela posé, si l'on conçoit x' éliminé de ï^ et de s au moyen de l'équation x' =^i{t' -h ol'z'), u et z deviendront des fonctions de x, a' et t', sans a ni ^; on aura donc, par ce qui précède,
^ , du
d"-*.z''-çd"u dt
dôc" ~~ d;«-'
Si l'on suppose a ^ o après les différentiations, et si, de plus, on fait dans le second membre de cette équation x~ (p(^-4-a2''), et par conséquent x^ = ^'';ï7' on aura dans ces suppositions
et par conséquent
^ , du d" u doc
doc" " '&P^-^ '
f)n-^ à ce'
d"-*-"' U doc
doc" doc'"' àtn-^
OEtwres de L. — I.
On aura pareillement
d"'u dot!
doc'"' dt"
en supposant a' nul après les différentiations, et en supposant de plus, dans le second membre de cette équation, x' ~ ^]^ (f -{- ce' z'" ) ; on aura donc
d"-^"'u ôxôx'
doc" doc'"' dt'^-'dt'"'"'
pourvu que l'on fasse a et a' nuls après les différentiations, et que, de plus, on suppose dans le second membre de cette équation
x = (f{t + az"), x'=^{t'-\-a'z'"'),
ce qui revient à supposer dans ce second membre, comme dans le premier,
X = (f[t-hOCZ), X'=:^{t'-i- OC'Z'),
et à changer, dans la différence partielle -, — j-^ de ce second membre,
z en z" et z' en z'" . On aura ainsi dans ces suppositions, et en changeant de plus z en Z, z' en Z', et u en u,
qii. n'
docdoc'
En suivant ce raisonnement, il est facile d'en conclure que, si l'on a les r équations
x -- (f{t -\- ocz), x' ■=. '^[t' -\- oc'z')f x"=U{t"~hoc"z"),
z, z', z", . . . étant des fonctions quelconques de œ, x\ x", . . . , et si l'on
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suppose u fonction des mêmes variables, on aura généralement
_________ dondcf! dot." . . .
qn.n'.n"....— ^^^ .n.i.2.3. . . n'. 1 . 2 . 3 . . . n". ..()<«-< df'"'"' d/""""'. ..'
pourvu que, dans la différence partielle „ — , on change z en z",
z' en z'" , . . . , et qu'ensuite on change z en Z, z' en Z', z" en Z", ... et m en u.
S'il n'y a qu'une variable Xy on aura
35=^37; P"'™' ^"=^',... 3... „.<)<-.• S'il y a deux variables x et a?', on aura
du du
en différentiant cette équation par rapport à a', on aura
d'^u dz du d'^u
dadoc' doc' dt dx'dt'
or on a ^ = z' -r-7 ; et, en changeant dans cette équation u en z, on a
dz ,dz ,
gj=2g^; donc
d^u _ dï' , dz_ du
â^dZ ~ ^ '^dt ^ "^ dt' dt '
En supposant dans le second membre de cette équation a et a! nuls, et en y changeant z en Z", z' en Z'"', et m en u, on aura la valeur de
j-j-r dans les mêmes suppositions, ce qui donne
/ n' d-^xx r„n'à.l" dn ^ f).Z"'' d\x\
o...-.[znz- ^^ -hz- -^ ^ -'-z"-^ ^)
En continuant ainsi, on aura la valeur de qn,n',n",... pour un nombre quelconque de variables.
Quoique nous ayons supposé u, z, z', s",... fonctions de œ, œ', x", . . . , sans t, t' , t", . . . , on peut cependant supposer qu'elles renferment ces dernières variables; mais alors, en y désignant ces variables par ?, , t\ , f , . . . , il faudra supposer t^, t[ , /',... constants
dans les différentiations, et restituer après ces opérations t, t' au
lieu de ^,, ( ,
22. Appliquons ces résultats au mouvement elliptique des planètes. Pour cela, nous reprendrons les équations (/) du n° 20. Si l'on compare l'équation
nt -- u — e sin u, ou u = ni -f e sin u
avec celle-ci
X = <û(t -+- ccz).
X se changera en m, i en nt, a en e, z en sinw, et (p(/ + a^) en nt-^ eûwu\ la formule [p] du numéro précédent deviendra donc
\q) 'i^[u) = 'if[nt)'\-e^'[ni)^\Vint-v
e"^ d\^"\nt]%\xi''-nt\ e» d"-\^'[nt]^\n^nt\
ndt
n^dt^
^'(nt) étant égal à \jf ■ Pour développer cette formule, nous observerons que , c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, on a
sin'wi = f — ==;:: )î cos'n/
.nt\f~~i _^ c-«^/
i étant quelconque. En développant les seconds membres de ces équations et en substituant ensuite, au lieu de c''"'^-' et de c~'«'v^' , leurs
valeurs cos mt -}- y/— i sïnrnt et cosrnt— \/— i sinm^, r étant quelconque, on aura les puissances i de sïnnt et de cosnt développées en
sinn/ cos2n^ — i
sin3n? — 3sinn^l
„ , ^ .. sin 5 n^ — 5 sin 3/1? -h ^^"'^ sin «^^
o / /- /• ^ COSD/lf — DC0S4w? H C0S2Wf ^
Soit P cette fonction; on la multipliera par ^'{nt), et l'on différentiera chacun de ses termes, par rapport à t, un nombre de fois indiqué par la puissance de e qui le multiplie, dt étant supposé constant; on divisera ces différentielles par la puissance correspondante de ndt. Soit P' la somme de ces différentielles ainsi divisées; la formule {q) deviendra
^[u] = ']^[nt) -h-eP'.
Il sera facile d'obtenir par cette méthode les valeurs de l'angle u et des sinus et cosinus de cet angle et de ses multiples. En supposant, par exemple, '|(w) - sinm, on aura ^'(/i^) = icosmif. On multipliera la valeur précédente de P par icosm/, et l'on développera ce produit en sinus et cosinus de l'angle nt et de ses multiples. Les termes multipliés par les puissances paires de e seront des sinus, et les termes multipliés par les puissances impaires seront des cosinus. On changera ensuite un terme quelconque de la forme ILe"^^ ^rnsnt dans ±: ILe^'' s-'' ûnsnt , le signe -h ^yant lieu si r est pair, et le signe — ayant lieu si r est impair. On changera pareillement un terme quelconque de la forme Ke^'^^' co^snt dans h= Ke-'"^'.?^'^' %msnt, le signe — ayant lieu si /• est
pair, et le signe -+- ayant lieu si r est impair. La somme de tous ces termes sera la valeur de P', et l'on aura
sin/« = sin/nf H- eP'.
Si l'on suppose ^{u) = u, on aura '^'{nt) = i, et l'on trouvera
M = w/-hesinn/-t 2sin2n/+ „ — - (S^sinSn/ — Ssinn^i
^^ sin^nt — ^.9.^ sin-int]
'5*sin5n; — 5.3*sin3n/+ — ^sinn/
Cette série est fort convergente pour les planètes. Ayant ainsi déterminé u pour un instant quelconque, on en tirera, au moyen des équations (/) du n° 20, les valeurs correspondantes de r et de p; mais on peut avoir directement ces dernières quantités en séries convergentes, de cette manière.
Pour cela, nous observerons que l'on a, parle n°20, r — «(i — ecosu); or si, dans la formule (q), on suppose <)/(«) = i — ecosw, on aura 'ii'{nt) — es'mnt, et par conséquent
„ . „ e' ds'm^nt e'> d'-H\x\'>nt
I — e cosa = 1 — e cosnt -\- e- s\n-nt h , \ — :-7-. 1- . . . .
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Considérons présentement la troisième des équations (/) du n^ 20; elle donne
sin^
CCS
e sin^M e cos^a
En substituant dans cette équation, au lieu des sinus et des cosinus, leurs valeurs en exponentielles imaginaires, on aura
«yZ-l _ ,
en supposant donc
on aura
et par conséquent
log(i — lc~'^\/'> ) — logfr -- Xc^v'-i
d'où l'on tire, en réduisant les logarithmes en séries,
V = u -}- 2.1 s'm u -\ sin2a h — — - sin3M h — — sinAu -4-
On aura, par ce qui précède, w, sinw, sin2w, ..., en séries ordonnées par rapport aux puissances de e, et développées en sinus et cosinus de l'angle nt et de ses multiples; il ne s'agit donc, pour avoir v exprimé dans une suite semblable, que de développer les puissances successives de X en séries ordonnées par rapport aux puissances de e.
L'équation m = 2 donnera, par la formule (/>) du numéro précédent,
et, comme on a u -- i -i- y i — e , on aura
Cela posé, on trouvera, en ne portant l'approximation que jusqu'aux quantités de l'ordre e^ inclusivement,
/ I 5 \ . /5 „ II , 17 \ . /r3 43 \
vz.-nt H- ( 2e — -j e^-T- -^ e5 \ smnt -i- ( y e^ - --j e'' + —'- e» 1 sma «/ -; I — e^ — i^e^ sinSn^
^- — Tï-e' — ^hr-e'^ sin4«^-i Ti^-e^ smont -\ — -tî— e» smont.
Les angles ^ et nt sont ici comptés du périhélie; mais, si l'on veut compter ces angles de l'aphélie, il est clair qu'il suffit de faire e négatif dans les expressions précédentes de r et de v. Il suffirait encore d'augmenter, dans ces expressions, l'angle nt de la demi -circonférence, ce qui rend négatifs les sinus et les cosinus des multiples impairs de nt; ainsi, les résultats de ces deux méthodes devant être identiques, il faut que, dans les expressions de r et de p, les sinus et les cosinus des multiples impairs de nt soient multipliés par des puissances impaires de e, et que les sinus et cosinus des multiples pairs du même angle soient multipliés par des puissances paires de cette quantité. C'est, en effet, ce que le calcul confirme a posteriori.
Supposons qu'au lieu de compter l'angle v du périhélie on fixe son origine à un point quelconque; il est clair que cet angle sera augmenté d'une constante, que nous désignerons par tj, et qui exprimera la longitude du périhélie. Si, au lieu de fixer l'origine de ^ à l'instant du pasvsage au périhélie, on la fixe à un instant quelconque, l'angle nt sera augmenté d'une constante, que nous désignerons par e — ct; les expressions précédentes de - et de p deviendront ainsi
-=i + -e2— ( e — ô^^l cos(n/ 4- e — cr) - ( -e-— -^e* \ cost. [nt 1- e — cj) — i; =: nt -h t -i- lae — j e^\ sin {nt -\- e — m) -i- (7^' 7^1 s'in 2 [nt -\- e — m] -h
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(^ est la longitude vraie de la planète, etnt-+-t est sa longitude moyenne, ces deux longitudes étant rapportées au plan de l'orbite.
Rapportons maintenant le mouvement de la planète à un plan fixe, peu incliné à celui de l'orbite. Soit <p l'inclinaison mutuelle de ces deux plans, et 6 la longitude du nœud ascendant de l'orbite, comptée sur le plan fixe; soit ê cette longitude comptée sur le plan de l'orbite, en sorte que 9 soit la projection de ê; soit encore (^, la projection de ç sur le plan fixe. On aura
tang(t', — 6) = cos<plang(c' -— ê).
Cette équation donne ç^ en ç', et réciproquement; mais on peut avoir ces deux angles l'un par l'autre, en séries fort convergentes, de cette manière.
On a conclu précédemment la série
^v = ^u -h AsinwH sin2« + -^ sm3u -t-. . .
Si l'on change {v en c, — 0, {u en c — ê, et x/ _ en cos<p, on aura
COS<p 4-1 ° ^^
l'équation entre {v et {u se changera dans l'équation entre t», — 6 et r — ê, et la série précédente donnera
>', — 9 =: v — e — tang2{<p sina (t^ — 6) + ^lang*^(p sin4 (f — ê) — {tang'^cp sin6(f — 6) + Si dans l'équation entre ^v et {u on change {v en v — ê, {u en c, — 6 et
en ? on aura
— e COS9
>. = tang2|(p,
OEuvres de L. — \. 26
et
i^ — g = (;, — 5-i-lang2^9sin2(c', — 9)+^tang*f(psin4(^',~0) H-|tang8icp sin6(v,— 0) +...,
On voit ainsi que les deux séries précédentes se changent réciproquement l'une dans l'autre, en changeant le signe de tang^^cp et en changeant l'un dans l'autre les angles (^, — 9 et t^ — G. On aura v^ — ^ en fonction de sinus et de cosinus de nt et de ses multiples, en observant que l'on a, par ce qui précède,
V = nt ■+- e -i- eQ,
Q étant une fonction des sinus de l'angle nt -h e — cr et de ses multiples, et que la formule (i) du n^ 21 donne, quel que soit i,
s\ni{v — 6) =:sin/(n^H-e — ê-heQ) =- ( i— - -i — — ... i sin/(nM-£ — ê)
Enfin, s étant la tangente de la latitude de la planète au-dessus du plan
fixe, on a
s = lang^sin{v, — 9),
et, si l'on nomme r^ le rayon vecteur r projeté sur le plan fixe, on aura
on pourra donc ainsi déterminer r,, s et r, en séries convergentes de sinus et de cosinus de l'angle nt et de ses multiples.
23. Considérons présentement les orbites fort excentriques, telles que celles des comètes, et pour cela reprenons les équations du n° 20
i H- e cos V
langui' — \/ ^— — lang^M.
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Dans le cas des orbites fort excentriques, e diffère très-peu de l'unité; nous supposerons ainsi i — e = a, a étant fort petit. Si l'on nomme D la distance périhélie de la comète, on aura D = a(i — e) -- %a; l'expression de r deviendra donc
2cos-^^' — acosv
cos^^t^ ( I H tang2^(;
ce qui donne, en réduisant en série,
--^\ I ?L_tang2±p-f-(— ^^) lang^v— ... .
is^^t^ L 2 — a ^ ^ \2 — <xJ ^ J
cos-^
Pour avoir le rapport de v au temps t, nous observerons que l'expression de l'arc par la tangente donne
u = 2lang^M(i — ^lang2la -+- ^tang^a — . . .) ;
or on a
on aura donc
lang
langii^;
" = ' sJt^-o: ''"s^" [■ ~ 5 r^ «""S"" -*- 5
tangHt'-..];
on a ensuite
smw — ^ ."^^„" — 2lang|M(i — tang^^w + tang^^a
i-i- tang^^a
d'où l'on tire
esin
a=.2{i-a)4/_^tang^c'[i-^^lang4(;-i-(^^^j lang'4i'-...j
En substituant ces valeurs de u et de esin m dans l'équation
nt=:u — csiriM,
on aura le temps t en fonction de l'anomalie v, par une suite très-con-
vergente; mais, avant que de faire cette substitution, nous observerons que l'on a, par le n° 20, w = a 2 y/^., et, comme D =-^ 'j.a, on aura
On trouvera, cela posé,
t— lang^
Si l'orbite est parabolique, a = o, et par conséquent
COS^^^f
VF
Le temps /, la distance D et la somme [a des masses du Soleil et de la comète sont des quantités hétérogènes qui, pour être comparables, doivent être divisées chacune par des unités de leur espèce. Nous supposerons donc que la moyenne distance du Soleil à la Terre est l'unité de distance, en sorte que D est exprimé en parties de cette distance. Nous observerons ensuite que, si l'on nomme T le temps d'une révolution sidérale de la Terre, que nous supposerons partir du périhélie, on aura, dans l'équation
n/ = a — e sin M,
M= G au commencement de la révolution, et m = 27u à la fin, % étant la demi-circonférence dont le rayon est l'unité; on aura donc nT=^ 2%;
mais on a w = a'^sf^. — y^, à cause de a = i; partant
La valeur de \i n'est pas exactement la même pour la Terre que pour
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la comète, puisque, dans le premier cas, elle exprime la somme des masses du Soleil et de la Terre; au lieu que, dans le second cas, elle exprime la somme des masses du Soleil et de la comète; mais, les masses de la Terre et de la comète étant beaucoup moindres que celle du Soleil, on peut les négliger, et supposer que [x est le même pour tous ces corps, et qu'il exprime la masse du Soleil. En substituant
donc au lieu de Vp- sa valeur -=r dans l'expression précédente de ty on aura
tang^(^~i- ^lang'^p'
Cette équation ne renferme plus que des quantités comparables entre elles ; elle donnera facilement t lorsque v sera connu ; mais, pour avoir v au moyen de t^ il faut résoudre une équation du troisième degré, qui n'est susceptible que d'une seule racine réelle. On peut se dispenser de cette résolution en faisant une Table des valeurs de v correspondantes à celles de t, dans une parabole dont la distance périhélie est l'unité, ou égale à la moyenne distance de la Terre au Soleil. Cette Table donnera le temps correspondant à l'anomalie v, dans une parabole quel-
conque dont D est la distance périhélie, en multipliant par D^ le temps qui correspond à la même anomalie dans la Table. On aura l'anomalie v
correspondante au temps t, en divisant t par D% et en cherchant dans la Table l'anomalie qui répond au quotient de cette division.
Supposons maintenant que l'on cherche l'anomalie v correspondante au temps t dans une ellipse fort excentrique. Si l'on néglige les quantités de l'ordre a-, et que l'on remette i — e au lieu de a, l'expression précédente de t en v, dans l'ellipse, donnera
t=, ll!i^ [langif ; ^tang^t^ -i- (i - e) tangic({ - jlangHt^ - itang4i^)].
On cherchera, par la Table du mouvement des comètes, l'anomalie qui répond au temps t dans une parabole dont D serait la distance péri-
hélie; soit U cette anomalie, et U -r- a? l'anomalie vraie dans l'ellipse, correspondante au même temps, x étant un très- petit angle. Si l'on substitue dans l'équation précédente U + a? au lieu de v, et que l'on réduise le second membre en série ordonnée par rapport aux puissances de a?, on aura, en négligeant le carré de x et le produit de x par I — e,
/-î^[tangiU + ilang3iU + ^^^^H-^langaMi--tang4U--itang4U^^ mais on a, par la supposition,
/— — -y^ (tang^U +^lang4U); sillon aura donc, en substituant au lieu du petit arc x son sinus,
sin^ = Vô (i — e) lang^U(4 — 3cosHU - 6cosUU). Ainsi, en formant une Table des logarithmes de la quantité VôlangiU (4 — 3cos2lU - 6cos*^U),
il suffira de leur ajouter le logarithme de i — e pour avoir celui de sino;; on aura par conséquent la correction à faire à l'anomalie U, calculée dans la parabole, pour avoir l'anomalie correspondante dans une ellipse fort excentrique.
24. Il nous reste à considérer le mouvement dans une orbite hyperbolique. Pour cela, nous observerons que, dans l'hyperbole, le demigrand axe a devient négatif, et l'excentricité e surpasse l'unité. En
faisant donc, dans les équations (/) du n° 20, a — — a' et u — —_—?
et en substituant au lieu des sinus et des cosinus leurs valeurs en exponentielles imaginaires, la première de ces équations donnera
t J UL e , , ,. ,
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La seconde deviendra
enfin, si l'on prend convenablement le signe du radical de la troisième équation pour que v croisse avec t et, par conséquent, avec w', on aura
tang
Supposons dans ces formules u'= logtang(|7r 4- ^cr), 7: étant la demicirconférence dont le rayon est l'unité, et le logarithme précédent étant hyperbolique; on aura
-^ =etangGj— loglang({Tr 4-^cj),
\COSCJ
lang^(;= Y/^^lang^to.
L'arc -^ est le moyen mouvement angulaire durant le temps t du
corps m, supposé mû circulairement autour de M, à la distance a'. Cet arc est facile à déterminer, en le réduisant en parties du rayon : la première des équations précédentes donnera par des essais la valeur de l'angle cr correspondante au temps t; les deux autres équations donneront ensuite les valeurs correspondantes de r et de ç^.
25. T exprimant la révolution sidérale d'une planète dont a est la moyenne distance au Soleil, la première des équations (/) du n" 20
donnera nT =- 277; mais on a par le même numéro ^ -- «; on aura
donc
27ra
Si l'on néglige les masses des planètes par rapport à celle du Soleil,
y. exprimera la masse de cet astre, et cette quantité sera la même pour toutes les planètes; ainsi, pour une seconde planète dont a' et T' seraient la distance moyenne au Soleil et le temps de la révolution sidérale, on aura encore
on aura donc
c'est-à-dire que les carrés des temps des révolutions de différentes planètes sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites, ce qui est une des lois découvertes par Kepler. On voit par l'analyse précédente que cette loi n'est pas rigoureuse, et qu'elle n'a lieu qu'autant que l'on néglige l'action des planètes les unes sur les autres et sur le Soleil.
Si l'on prend pour mesure du temps le moyen mouvement de la Terre, et pour unité de distance sa moyenne distance au Soleil, T sera dans ce cas égal à 2?^, et l'on aura a = i; l'expression précédente de T donnera donc i/^ = i; d'où il suit que la masse du Soleil doit alors être prise pour unité de masse. On peut ainsi, dans la théorie des planètes et des comètes, supposer y. = i, et prendre pour unité de distance la moyenne distance de la Terre au Soleil; mais alors le temps t est mesuré par l'arc correspondant du moyen mouvement sidéral de la Terre.
L'équation
donne un moyen fort simple de déterminer les rapports des masses des planètes qui ont des satellites à la masse du Soleil. En effet, M représentant cette masse, si l'on néglige la masse m de la planète vis-à-vis de M, on aura
~ /if '
Si Ton considère ensuite un satellite d'une planète quelconque m'; que
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l'on désigne par/? la masse de ce satellite, par A sa moyenne distance au centre de m', et par t le temps de sa révolution sidérale, on aura
partant,
m'+ p A» /TV
Cette équation donne le rapport de la somme des masses de la planète m' et de son satellite à la masse M du Soleil; en négligeant donc la masse du satellite eu égard à celle de sa planète, ou en supposant le rapport de ces masses connu, on aura le rapport de la masse de la planète à celle du Soleil. Nous donnerons, en traitant de la théorie des planètes, les valeurs des masses de celles autour desquelles on a observé des satellites.
OEuvres de L. — \. ^7
DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE
26. Après avoir exposé la théorie générale du mouvement elliptique et la manière de le calculer par des suites convergentes, dans les deux cas de la nature, celui des orbes presque circulaires et le cas des orbes fort allongés, il nous reste à déterminer les éléments de ces orbes. Si les circonstances des mouvements primitifs des corps célestes étaient données, on pourrait facilement en conclure ces éléments. En effet, si l'on nomme V la vitesse de m dans son mouvement relatif autour de M, on aura
dx^ -h df^ -]- dz-
et la dernière des équations (/?) du n° 18 donnera
Pour faire disparaître (a de cette expression, nous désignerons par U la vitesse que m aurait, s'il décrivait autour de M un cercle d'un rayon égal à l'unité de distance. Dans cette hypothèse, on a r = a = i, et par conséquent U^ — ;;.; donc
Cette équation donnera le demi-grand axe a de l'orbite au moyen de la
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vitesse primitive de m et de sa distance primitive à M; a est positif dans l'ellipse, il est infini dans la parabole, et négatif dans l'hyperbole; ainsi l'orbite décrite par m est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que V est moindre, égal ou plus grand que Ut/-- Il est
remarquable que la direction du mouvement primitif n'influe point sur l'espèce de la section conique.
Pour déterminer l'excentricité de l'orbite, nous observerons que, si l'on nomme s l'angle que fait la direction du mouvement relatif de m avec le rayon vecteur r, on a
^z=:V2COS2e.
dt- En substituant au lieu de Y^ sa valeur |x ( - — - ] » on aura
dt'^ ^\r a mais on a, par le n° 19,
on aura donc
a[\ — e^\ = r2sin2È(
ce qui fera connaître l'excentricité ae de l'orbite. L'équation aux sections coniques
donne
«fi — «2) — r
cosv =
er
On aura ainsi l'angle v que le rayon vecteur r fait avec la distance périhélie, et par conséquent on aura la position du périhélie. Les équa-
tions (/) du n° 20 feront ensuite connaître l'angle u, et par son moyen l'instant du passage par le périhélie.
Pour avoir la position de l'orbite par rapport à un plan fixe passant par le centre de M, supposé immobile, soit 9 l'inclinaison de l'orbite sur ce plan, et ê l'angle que le rayon r forme avec la ligne des nœuds; soit de plus z l'élévation primitive de m au-dessus du plan fixe, élévation supposée connue; on aura
rsinêsincp = js,
en sorte que l'inclinaison 9 de l'orbite sera connue lorsque l'on aura déterminé ê. Pour cela, nommons \ l'angle, supposé connu, que fait avec le plan fixe la direction primitive du mouvement relatif de m; si l'on considère le triangle formé par cette direction prolongée jusqu'à la rencontre de la ligne des nœuds, par cette dernière ligne et par le rayon r, en nommant / le côté de ce triangle opposé à l'angle ê, on aura
" sin(ê-f-e)' on a ensuite j = sinX; on aura donc
-o zsine
tangê r= — ^—
rsml — zcose
Les éléments de l'orbite de la planète étant déterminés par ces formules en fonction des coordonnées r et 2, de la vitesse de la planète et de la direction de son mouvement, on peut avoir les variations de ces éléments correspondantes à des variations supposées dans la vitesse et dans sa direction, et il sera facile, par les méthodes que nous donnerons dans la suite, d'en conclure les variations différentielles de ces éléments dues à l'action de forces perturbatrices. Reprenons l'équation
Dans le cercle, a = r, et par conséquent V= U t/--, ainsi les vitesses
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des planètes dans des cercles différents sont réciproques aux racines carrées de leurs rayons.
Dans la parabole, a = co , partant V = U i/--, les vitesses dans les
différents points de l'orbite sont donc alors réciproques aux racines carrées des rayons vecteurs, et la vitesse à chaque point est à celle qu'aurait la planète, si elle décrivait un cercle d'un rayon égal au rayon vecteur r, comme v/2 : i .
Une ellipse infiniment aplatie se change en ligne droite, et dans ce cas V exprime la vitesse de m, s'il descendait en ligne droite vers M. Supposons que m parte de l'état du repos, et que sa distance primitive à M soit r; supposons de plus que, parvenu à la distance r', il ait acquis la vitesse V; l'expression précédente de la vitesse donnera les deux équations suivantes :
c'est l'expression de la vitesse relative acquise par m, en partant de la distance r et en tombant vers M de la hauteur r— r'. On déterminera facilement, au moyen de cette formule, de quelle hauteur le corps m, mû dans une section conique, devrait tomber vers M, pour acquérir, en partant de l'extrémité du rayon vecteur r, une vitesse relative égale à celle qu'il a à cette extrémité; car, V étant cette dernière vitesse, on a
mais le carré de la vitesse acquise en tombant de la hauteur r—r' est 2U'^^~,^ ; en égalant ces deux expressions, on aura donc
r[ia — r]
Dans le cercle, a -~ r, et alors r — r'=|/'; dans l'ellipse, on a r~r'<C{r; a étant infini dans la parabole, on a r — r'~ ^r; et dans l'hyperbole, où a est négatif, on a r — r' > ^r.
L'équation
dt^ n-r-a
est remarquable en ce qu'elle donne la vitesse indépendamment de l'excentricité de l'orbite. Elle est renfermée dans une équation plus générale qui existe entre le grand axe de l'orbite, la corde de l'arc elliptique, la somme des rayons vecteurs extrêmes, et le temps employé à décrire cet arc. Pour parvenir à cette dernière équation, nous reprendrons les équations du mouvement elliptique, données dans le n** 20, en y supposant, pour plus de simplicité, {a — i . Ces équations deviennent
ainsi
I -f- ecosi
r:=a[\ — ecosM ,
ayu — esinu).
Supposons que r, v, u Qi t correspondent à la première extrémité de l'arc elliptique, et que r', v , u' et tf correspondent à l'autre extrémité; on aura
r' = a(i — ecosu'),
/'=:a^ (m' — esina'l-
Soient
si l'on retranche l'expression de / de celle de t', et si l'on observe que sina' — sinw = 2sin6cos6',
on aura
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T~id^ (ê — esinêcosê').
Si l'on ajoute l'une à l'autre les deux expressions de r et de r' en u et u\ et si l'on observe que
on aura
ces m' h- ces m = 2 cosê ces 6',
R = 2a(r — ecos6cos6').
Maintenant soit c la corde de l'arc elliptique ; on a
c2 = r^ + r'2 — 2rr' cos(f — t^') ;
mais les deux équations
ai — e^ . ,
r:= — ^5 rr-a I— ecoSM
i + ecosv ^
donnent celles-ci
cosa — e . adi—e'^sinu cosf = a— ) sin('=— ï
On a pareillement
a (ces a' — e) , , adi — e'^sinu'
COSV = — ^^ r -•> Smf =— '^ r— :
on aura donc
rr' cos{v — i^') — a2(e — cosm) (e — cosm') + «2(1 — e2) sinwsinM',
et par conséquent
c2 = 2a2(, _ e-) (i — sinMsinM'— cosMCOSw') -+ a'e-[cosu — cosu')'^;
or on a
partant
sinMsina'-f- cosmcosm'= acos^S - i, CCS u — ces m' = 2 sin 6 sin 6' ;
c2 = 4^2 sin26(i — e2 cos2g
2fiM.
on a donc ainsi les trois équations suivantes :
R = 2a(i — ecosêcos6'),
T — 2a'' (6 — esinêcosê'), c2 = 4a2sin2ê(i — e2cos26').
La première de ces équations donne
-, 2rt — R
ecosê = s;
aacosb
en substituant cette valeur de ecosê' dans les deux autres, on aura
T =2a^(êH tangê).
c^ = /^a^xang^ëïcos^B-l^^^-\ ].
Ces deux équations ne renferment point l'excentricité e, et, si dans la première on substitue au lieu de ê sa valeur donnée par la seconde, on aura t en fonction de c, R et a. On voit ainsi que le temps t ne dépend que du demi-grand axe, de la corde c et de la somme R des rayons vecteurs extrêmes.
Si l'on fait
la dernière des équations précédentes donnera
COSaê = 22' + v^(l — 22) (i_a'2),
d'où l'on tire
2ê = arccos2' — arccos2,
arccosz désignant ici l'arc qui a z pour cosinus; on a par conséquent
sin farccos2') — sin(arccos2]
tangê
on
a ensuite z + z'= ; l'expression de t deviendra donc, en
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observant que, si T est la durée de la révolution sidérale de la Terre, dont la moyenne distance au Soleil est prise pour unité, on a, par le nM6, T = 2x,
[a] T= — - [arccos^' — arccosz — sin (arccos^') -{- sin (arccosz)].
Les mêmes cosinus pouvant appartenir à plusieurs arcs, cette expression de T est ambiguë, et il faut bien distinguer les arcs auxquels répondent les cosinus z et z' .
Dans la parabole, le demi-grand axe a est infini, et l'on a
. , ,, I /R-+-c\^ arccosz — sm (arceosz ) = ^ • I ^j •
En faisant c négatif, on aura la valeur de arccos^ — sin(arccosz); la formule [a) donnera donc, pour le temps t employé à décrire l'arc sous-tendu par la corde c,
= ^[[r+r' + cfzp[r-r-r'-cf].
le signe — ayant lieu lorsque les deux extrémités de l'arc parabolique sont situées du même côté de l'axe de la parabole, ou lorsque, l'une d'elles étant située au-dessous, l'angle formé par les deux rayons vecteurs est tourné vers le périhélie; il faut employer le signe -f- dans les autres cas. T étant égal à 365J, 25638, on a
Dans l'hyperbole, a est négatif; z et z' deviennent plus grands que l'unité; les arcs arccos^ et arccos^' sont imaginaires, et l'on a en logarithmes hyperboliques
arccos2 = — =r= log(2 + v/2^^~— ^),
OEuvres de L.— V
arccosz'= -= Iog(z'+ s/^'^» -i);
la formule (a) devient ainsi, en y changeant a dans — a,
^ [^z'-' - i^s/z' -i -\og{z' + s/z"^ - i)±log{z -h s/z-' -l)].
La formule {a) donne le temps qu'un corps emploie à descendre en ligne droite vers le foyer, en partant d'une distance donnée, avec une vitesse donnée; il suffît pour cela de supposer l'ellipse qu'il décrit alors infiniment aplatie. Si l'on suppose, par exemple, que le corps parte de l'état du repos, à la distance 2a du foyer, et que l'on cherche le temps t, qu'il emploie à s'en approcher de la distance c, on aura dans
ce cas R= 2a H- r, r~ 2a — c, ce qui donne z' = — i, z — — -- -, la formule (a) donnera donc
a^T / c — a l-xac — c-
1 7r — arecos h i/ :,—
Il y a cependant une différence essentielle entre le mouvement elliptique vers le foyer et le mouvement dans une ellipse infiniment aplatie. Dans le premier cas, le corps, parvenu au foyer, passe au delà et s'en éloigne à la même distance dont il était parti; dans le second cas, le corps, parvenu au foyer, revient au point d'où il était parti. Une vitesse tangentielle à l'aphélie, quelque petite qu'elle soit, suffit pour produire cette différence, qui n'influe point sur le temps que le corps emploie à descendre vers le foyer.
28. Les observations ne faisant pas connaître les circonstances du mouvement primitif des corps célestes, on ne peut pas déterminer par les formules du n** 26 les éléments de leurs orbites. Il est nécessaire pour cet objet de comparer entre elles leurs positions respectives observées à différentes époques, ce qui présente d'autant plus de difficultés que l'on n'observe point ces corps du centre de leurs mouvements. Relativement aux planètes, on peut, au moyen de leurs oppositions ou de leurs conjonctions, avoir leur longitude telle qu'on l'observerait du
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centre même du Soleil. Cette considération, jointe à la petite excentricité et au peu d'inclinaison de leurs orbites à l'écliptique, donne un moyen fort simple d'avoir leurs éléments. Mais, dans l'état actuel de l'Astronomie, les éléments de ces orbites n'ont besoin que de corrections très-légères; et, comme les variations des distances des planètes à la Terre ne sont jamais assez grandes pour les dérober k nos regards, on peut les observer sans cesse, et rectifier, par la comparaison d'un grand nombre d'observations, les éléments de leurs orbites et les erreurs mêmes dont les observations sont susceptibles. Il n'en est pas ainsi des comètes; nous ne les voyons que vers leur périhélie : si les observations de leur apparition sont insuffisantes pour déterminer leurs éléments, nous n'avons alors aucun moyen de suivre ces astres par la pensée dans l'immensité de l'espace, et, quand la suite des siècles les ramène vers le Soleil, il nous est impossible de les reconnaître; il est donc important de pouvoir déterminer, par les seules observations de l'apparition d'une comète, les éléments de son orbite; mais ce problème, pris en rigueur, surpasse les forces de l'Analyse, et l'on est obligé de recourir aux méthodes d'approximation pour avoir les premières valeurs des éléments, que l'on peut corriger ensuite avec toute la précision que les observations comportent.
Si l'on faisait usage d'observations éloignées entre elles, les éliminations conduiraient à des calculs impraticables; il faut donc se borner à ne considérer que des observations voisines, et avec cette restriction même le problème présente encore de grandes difficultés. Après y avoir réfléchi, il m'a paru qu'au lieu d'employer directement les observations, il est plus avantageux d'en tirer des données qui offrent un résultat exact et simple, et je me suis assuré que celles qui remplissent le mieux cette condition sont la longitude et la latitude géocentriques de la comète à un instant donné, et leurs premières et secondes différences divisées par les puissances correspondantes de l'élément du temps; car au moyen de ces données on peut déterminer rigoureusement et avec facilité les élém.ents, sans recourir à aucune intégration, et par la seule considération des équations différentielles de l'orbite.
Cette manière d'envisager le problème permet d'ailleurs d'employer un grand nombre d'observations voisines, et de comprendre ainsi un intervalle considérable entre les observations extrêmes, ce qui est trèsutile pour diminuer l'influence des erreurs dont ces observations sont toujours susceptibles, à cause de la nébulosité qui environne les comètes. Je vais d'abord présenter les formules nécessaires pour conclure les différences premières de la longitude et de la latitude d'un nombre quelconque d'observations voisines; je déterminerai ensuite les éléments de l'orbite d'une comète au moyen de ces différences; enfin j'exposerai le moyen qui m'a paru le plus simple pour corriger ces éléments par trois observations éloignées entre elles.
29. Soient, à une époque donnée, a la longitude géocentrique d'une comète, et 0 sa latitude boréale géocentrique, les latitudes australes devant être supposées négatives. Si l'on désigne par s le nombre des jours écoulés depuis cette époque, la longitude et la latitude géocentrique de la comète après cet intervalle seront exprimées, en vertu de la formule {i) du n^ 21, par les deux suites
d9\ s^ id^e\ j3 /d^e
On déterminera les valeurs de a, (;/')» f-r?)'
ds^ dac\ /d^<x\ r. (de
moyen de plusieurs longitudes et de plusieurs latitudes géocentriques observées. Pour y parvenir de la manière la plus simple, considérons la suite infmie qui exprime la longitude géocentrique. Les coefficients des puissances de s, dans cette suite, doivent être déterminés par la condition qu'elle doit représenter chaque longitude observée, en y substituant pour s le nombre de jours qui lui correspond ; on aura ainsi autant d'équations que d'observations, et, si le nombre de celles-ci est /i, on ne pourra déterminer à leur moyen, dans la suite infmie, que
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n quantités a, \-J- )•>"•' Mais on doit observer que, s étant supposé fort
petit, on peut négliger les termes multipliés par s"", s"^\ . . ., ce qui réduit la suite infinie à ses n premiers termes, que l'on pourra déterminer par les n observations. Ces déterminations ne seront qu'approchées, et leur exactitude dépendra de la petitesse des termes que l'on néglige; elles seront d'autant plus précises que s sera plus petit et que l'on emploiera un plus grand nombre d'observations. La théorie des interpolations se réduit donc à trouver une fonction rationnelle et entière de s, qui soit telle, qu'en y substituant pour s le nombre des jours qui correspondent à chaque observation, elle se change dans la longitude observée.
Représentons par ê, ê', ê", ... les longitudes observées de la comète, et par i, i , i" , ... les nombres des jours dont elles suivent l'époque donnée; ces nombres doivent être supposés négatifs pour les observations antérieures à cette époque. Si l'on fait
^' —^ ^£ ^" — ^' ^s' ^"' ~" ^" — Ai?"
la fonction cherchée sera
ê + (^ - i)Be-ï-{s-i){s~ i'] Ô2ê + [s-i){s- i') (5 - i") 536 -+-... ;
car il est facile de s'assurer que, si l'on fait successivement s = i,
s= i', s = i", . . , elle se changera dans ê, ê', ê",
Maintenant, si l'on compare la fonction précédente à celle-ci
fdcc\ s^ (d^cc
on aura, en égalant les coefficients des puissances semblables de s,
a = g - i Ô6 -4- ii' Ô2 6 — ii'i"è^ g -f- • . . ,
!i^^ == ôê _ {i-^i'] Ô2ê + [ii' + //"+ i'i'^) Ô3i
les différences ultérieures de a nous seront inutiles. Les coefficients de ces expressions sont alternativement positifs et négatifs; le coefficient de ?5'"ê est, abstraction faite du signe, le produit r à r des r quantités i, i', i", ..., i''^"'^ dans la valeur de a; il est la somme des produits des
mêmes quantités r—i à r— i dans la valeur de (t^); enfin il est
ds
la somme des produits de ces quantités r — 2 |à r — 2 dans la valeur
, 1 / d- <x\ 2 \ ds- 1
Si l'on nomme y, y', y"»--- les latitudes géocentriques observées de la comète, on aura les valeurs de 6, {j-y (^)'* "' ^" changeant, dans
les expressions précédentes de a, ( ^ ) 5 ( -^) ' • - • » les quantités ê, ê', b ,..., en y, y , y ,
Ces expressions sont d'autant plus précises qu'il y a plus d'observations et que les intervalles qui les séparent sont plus petits; on pourrait donc employer toutes les observations voisines de l'époque choisie, si elles étaient exactes; mais les erreurs dont elles sont toujours susceptibles conduiraient à un résultat fautif; ainsi, pour diminuer l'influence de ces erreurs, il faut augmenter l'intervalle des observations extrêmes, à mesure que l'on emploie plus d'observations. On pourra de cette manière, avec cinq observations, embrasser un intervalle de 35 ou 4o degrés, ce qui doit conduire à des valeurs très-approchées de la longitude et de la latitude géocentriques et de leurs premières et secondes différences.
Si l'époque que l'on choisit est telle qu'il y ait un nombre égal d'observations avant et après, de manière que chaque longitude qui la suit
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ait une longitude correspondante qui la précède du même intervalle,
cette condition rendra les valeurs de a, l-^) et (-j^) plus approchées,
et il est facile de s'assurer que de nouvelles observations, prises à égales distances de part et d'autre de l'époque, ne feraient qu'ajouter à ces valeurs des quantités qui seraient, par rapport à leurs derniers termes,
du même ordre que le rapport de s'^ ( ^-r) ^ *• Cette disposition symétrique a lieu lorsque, toutes les observations étant équidistantes, on fixe l'époque au milieu de l'intervalle qu'elles comprennent; il y a donc de l'avantage à employer de semblables observations. En général, il sera toujours avantageux de fixer l'époque vers le milieu de cet intervalle, parce que, le nombre de jours qui la séparent des observations extrêmes étant moins considérable, les approximations sont plus convergentes. On simplifiera encore le calcul en fixant l'époque à l'instant même d'une des observations, ce qui donnera immédiatement les valeurs de a et de 9.
Lorsque l'on aura déterminé, parce qui précède, [-?-]•' ['ifT)'' \'t] et [-rr]'» on 6n conclura de cette manière les différences premières et
secondes de a et de 0, divisées par les puissances correspondantes de l'élément du temps. Si l'on néglige les masses des planètes et des comètes vis-à-vis celle du Soleil, prise pour unité de masse; si, de plus, on prend pour unité de distance sa moyenne distance à la Terre, le moyen mouvement de la Terre autour du Soleil sera, par le n*" 23, la mesure du temps t. Soit donc \ le nombre de secondes que la Terre décrit dans un jour, en vertu de son moyen mouvement sidéral ; le temps t correspondant au nombre s de jours sera \s\ on aura donc
\dt)~l\ds)' [dt'^J- l'^\ds'^)'
Les observations donnent, en logarithmes des Tables, Iog>> — 4,0394622 ; de plus, logX^ = logX -f-logvr^ R étant le rayon du cercle, réduit en
secondes; d'où résulte log"X^ = 2,275o444; partant, si l'on réduit en
secondes les valeurs de l-^) et de (-jr)' ®^^ ^"**^ ^^^ logarithmes de d(x\ ,1 / d-
-^\ et de ( -j^ \ •> en retranchant des logarithmes de ces valeurs les logarithmes l\,oZc)l\Ç>i-2 et 2,275o444- 0" aura pareillement les logarithmes de ( -TT-) et de (^77)' en retranchant respectivement les mêmes logarithmes des logarithmes de leurs valeurs réduites en secondes. C'est de la précision des valeurs de a, \-^]-> \ -ïw) ' ^' ( jt ) et ( -7-7- )
que dépend l'exactitude des résultats suivants, et, comme leur formation est très-simple, il faut choisir et multiplier les observations, de manière à les obtenir avec le plus de précision qu'il est possible. Déterminons présentement, au moyen de ces valeurs, les éléments de l'orbite de la comète, et, pour généraliser ces résultats, considérons le mouvement d'un système de corps animés par des forces quelconques.
30. Soient x, y, z les coordonnées rectangles du premier corps; x', y', z celles du second corps, et ainsi de suite. Concevons que le premier corps soit sollicité, parallèlement aux axes des x, des y et des z, par les forces X, Y et Z, que nous supposerons tendre à diminuer ces variables. Concevons pareillement que le second corps soit sollicité, parallèlement aux mêmes axes, par les forces X', Y', Z', et ainsi de suite. Les mouvements de tous ces corps seront donnés par les équations différentielles du second ordre
0^-^4-X, 0=.^+Y, 0=:^-HZ,
Si le nombre de ces corps est n, ces équations seront au nombre 3/i, et leurs intégrales finies renfermeront Ç)n arbitraires, qui seront les éléments des orbites des différents corps.
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Pour déterminer ces éléments par les observations, nous transformerons les coordonnées de chaque corps en d'autres dont l'origine soit à l'observateur. En supposant donc un plan passant par l'œil de l'observateur, et dont la situation soit toujours parallèle à elle-même, tandis que l'observateur se meut sur une courbe donnée, nous nommerons p, p', p", ... les distances de l'observateur aux différents corps, projetées sur ce plan; a, a', a",... les longitudes apparentes de ces corps, rapportées au même plan, et 0, 6', 6",... leurs latitudes apparentes. Les variables x, y, z seront données en fonction de p, a, H et des coordonnées de l'observateur. Pareillement, 5?', y', z' seront données en fonction de p', a, 0' et des coordonnées de l'observateur, et ainsi de suite. D'ailleurs, si l'on suppose que les forces X, Y, Z, X', Y', Z', . . . sont dues à l'action réciproque des corps du système et à des attractions étrangères, elles seront données en fonction de p, p', p",...; a, a , a",...; 0, 6', 0", ... et de quantités connues; les équations différentielles précédentes seront ainsi entre ces nouvelles variables et leurs premières et secondes différences. Or les observations font connaître, pour un instant donné, les valeurs de a, (^f), (^); 0, (^1), {^)'^^'^ ("^)'"'' il ne restera donc d'inconnues que les valeurs de p, p', p", . . . , et leurs premières et secondes différences. Ces inconnues sont au nombre de 3/i, et, comme on a 3n équations différentielles, on pourra les déterminer. On aura même cet avantage, que les premières et secondes différences de p, p', p", ... ne se présenteront dans ces équations que sous une forme linéaire.
Les quantités a, 0, p, a. G', p', . . . et leurs premières différences divisées par dt étant connues, on aura, pour un instant donné, les valeurs de X, y, z, x\ y\ z',,.. et de leurs premières différences divisées par dt. Si l'on substitue ces valeurs dans les "dn intégrales finies des équations précédentes et dans les différences premières de ces intégrales, on aura 6n équations, au moyen desquelles on pourra déterminer les 6n arbitraires de ces intégrales, ou les éléments des orbites des diff'érents corps.
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31. Appliquons cette méthode au mouvement des comètes. Pour cela, nous observerons que la force principale qui les anime est l'attraction du Soleil; nous pouvons ainsi faire abstraction de toute autre force. Cependant, &i la comète passait assez près d'une grosse planète pour en éprouver un dérangement sensible, la méthode précédente ferait connaître encore sa vitesse et sa distance à la Terre; mais, ce cas étant excessivement rare, nous n'aurons égard, dans les recherches suivantes, qu'à l'action du Soleil.
Si l'on prend pour unité de masse celle du Soleil, et pour unité de distance sa moyenne distance à la Terre; si, de plus, on fixe au centre du Soleil l'origine des coordonnées x, y, z d'une comète, dont nous nommerons r le rayon vecteur, les équations différentielles (0) du n" 17 deviendront, en négligeant la masse de la comète vis-à-vis de celle du Soleil, ,
\ ^ ~' di^ ~ r» "
Supposons que le plan des ce et des j soit le plan même de l'écliptique; que Taxe des x soit la ligne menée du centre du Soleil au premier point d'Ariès, à une époque donnée; que l'axe des j soit la ligne menée du centre du Soleil au premier point du Cancer, à la même époque; enfin, que les :; positifs soient du même côté que le pôle boréal de l'écliptique. Nommons ensuite x' et y' les coordonnées de la Terre, et R son rayon vecteur. Cela posé :
Transformons les coordonnées x,y, z en d'autres relatives à l'observateur, et, pour cela, nommons a la longitude géocentrique de la comète, 0 sa latitude géocentrique, et p sa distance au centre de la Terre, projetée sur l'écliptique; nous aurons
X — x' ^~ pcoscc, y-'-y' -V- psma., z--p\2iX\^0.
Si l'on multiplie la première des équations (/•) par sina, et que l'on en retranche la seconde multipliée par cosa, on aura
d-x d^r .rsina — vcosa
dt- dt- v^ '
d'où l'on tire, en substituant pour x ety leurs valeurs précédentes,
d-x' d-y' ^'sina — r'cosa f dû\ f doi\ /d-a'\
o :=: Sin a -rr- COS X -i'-- -! - - - ?. 1 — ^- Il -r- ) — p — -.- •
dt-
dt-
dl ] \ dt
La Terre étant retenue dans son orbite, comme la comète, par l'attraction du Soleil, on a
dt^ R=«
dt- ' R3
ce qui donne
d^x' d-r' y' cosa — x' sina '•"^^- "- "^'^-JZ^ ^^ ^ -R3
on aura donc
Soit k la longitude de la Terre vue du Soleil ; on aura
^'::RcosA, j^' = RsinA;
partant
y' cosa. — ^'sina =:Rsin(A — a); l'équation précédente donnera ainsi
fd^-a'
^ \ — Rsin(A — g) /j i_\ _ ^SA^I
dtl-~'~Jdax \R^ W J± "^[Wl \dt
dp
Cherchons maintenant une seconde expression de ( j? ) • Pour cela, nous
multiplierons la première des équations {k} par tangOcosa, la seconde par tangO sina, et nous retrancherons la troisième équation de la somme
de ces deux produits; nous aurons ainsi
^/ d'X . d'^y\ , :r cosa -r rsina d-z z o = lange (cosa^ -^^"«^j -^«ng^^ -r " " ^dW '' l^^'
Cette équation deviendra, en y substituant pour x, y, z leurs valeurs,
A(d^x' x'\ Id-^r' r'\ . "1
« = tango L^^^ + h] ^«^^+ [-W- -"^ ;^j ^^"^J -
dQ\ /dp 'dtj \dt CCS- 9
or on a
-7—- H- — cosa+ -7—- + ^ sina = (.r'ccsa + r'sina) — — 77^
RcosfA — a]
partant
dt - -P
rig) L©
rfôv +M^,- tangô +
aty \
dt)
RsinôcosôcosfA — a) / i
si l'on retranche cette valeur de ( ^ 1 de la première, et que l'on suppose
(da\(d-^9\ (dQXtd-ioLX '^ \^ l\ dl^j \dt]\dt^ j"^"
2i-r-l(-77 tango + (-77-1 sinôcosô
dt \dt
on aura
sin9cos9cos(A — a]
di)''''
dt
l/.' \ra R3
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La distance projetée p de la comète à la Terre étant toujours positive, cette équation fait voir que la distance r de la comète au Soleil est plus petite ou plus grande que la distance R du Soleil à la Terre, suivant que [j.' est positif ou négatif; ces deux distances sont égales, si }j.'= o. On peut, par l'inspection seula d'un globe céleste, déterminer le signe de [//, et, par conséquent, si la comète est plus près ou plus loin que la Terre du Soleil. Pour cela, imaginons un grand cercle qui passe par deux positions géocentriques et infiniment voisines de la comète. Soit y l'inclinaison de ce cercle à l'écliptique, et >. la longitude de son nœud ascendant; on aura
d'où l'on tire
tangysin(a — 1) = tango.
dBs\n[x — À) = docsmBcosB ces (a — X);
en différentiant encore, on aura
d-'B, dt-
dB\ fd^-oc dt ) \ df^
+ M^)(^) tango +
-r-\ sinQcosy,
é/^6 étant la valeur de â?-0 qui aurait lieu si le mouvement apparent de la comète continuait dans le grand cercle. La valeur de fx devient
. . 1 .. . 7A 1 Jasinôcos0cos(a — X) ainsi, en y substituant pour rfO sa valeur sin(« — >)
' cîn fl nrtçL ft cîn i A
sm a
sinB eosÔsiniA — 1]
La fonction
^^^ — y est constamment positive ; la valeur de v/ est donc sin&cosôi ^
positive ou négative, suivant que (^j — f -^j est de même signe ou
d'un signe contraire à sin(A — >.); or A — "X est égal à deux angles droits, plus à la distance du Soleil au nœud ascendant du grand cercle; d'où il est facile de conclure que ]j! sera positif ou négatif, suivant que dans une troisième position géocentrique de la comète, infiniment voisine des deux premières, la comète s'écartera du grand cercle du même
côté où se trouve le Soleil, ou du côté opposé. Concevons donc que, par deux positions géocentriques très-voisines de la comète, on fasse passer un grand cercle de la sphère; si, dans une troisième position géocentrique consécutive et très-voisine des deux premières, la comète s'écarte de ce grand cercle du mêmje côté que le Soleil ou du côté opposé, elle sera plus près ou plus loin du Soleil que la Terre; elle en sera également éloignée, si elle continue de paraître dans ce grand cercle ; ainsi les diverses inflexions de sa route apparente nous éclairent sur les variations de sa distance au Soleil.
Pour éliminer r de l'équation (3), et pour réduire cette équation à ne renfermer que l'inconnue p, nous observerons que l'on a
en substituant au lieu de x, r, z leurs valeurs en p, a et 0, on aura
r2r-:r'2 + r'24- 20(57' cosa 4-r'sina' -i ^-r-r;
mais on a x'= ReosA, y'— RsinA; partant
r' = — ^— 7- -+- aRp ces f A — a ! -h R2. ces- 6 ^
Si Ton carre les deux membres de l'équation (3) mise sous cette forme
r3(fz'R2p + i) -^R5, on aura, en substituant au lieu de r^ sa valeur, ^^^ [^ H2Rpcos(A-a)4-R2]'(^'R2p-,-i)2 = Ro,
équation dans laquelle il n'y a que p d'inconnue, et qui monte au septième degré, parce que, le terme tout connu du premier membre étant égal à R®, l'équation entière est divisible par p. Ayant ainsi déterminé p, on aura ( jt) au moyen des équations (r) et (2). En substi-
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tuant, par exemple, dans l'équation (i), au lieu de Ar — —, sa valeur ^: donnée par l'équation (3), on aura
L'équation (4) est souvent susceptible de plusieurs racines réelles et positives : en faisant passer son second membre dans le premier et en la divisant ensuite par p, son dernier terme sera
2lV5[^/'R3H-3cos{A-a^];
ainsi, l'équation en p étant du septième degré ou d'un degré impair, elle aura au moins deux racines réelles positives, si [/R*-h 3cos(A — a) est positif; car elle doit toujours, par la nature du problème, avoir une racine positive, et elle ne peut alors avoir ses racines positives en nombre impair. Chaque valeur réelle et positive de p donne une section conique différente pour l'orbite de la comète; on aura donc autant de ces courbes qui satisfont à trois observations voisines que p aura de valeurs réelles et positives, et, pour déterminer la véritable orbite de la comète, il faudra recourir à une nouvelle observation.
32. La valeur de p, tirée de l'équation (4), serait rigoureuse, si a,
(?//)' (w^")' ^^' (t/") ^^ \rlri') étaient exactement connus; mais ces quantités ne sont qu'approchées. A la vérité, on peut en approcher de plus en plus par la méthode exposée précédemment, en faisant usage d'un grand nombre d'observations, ce qui donne l'avantage de considérer d'assez grands intervalles et de compenser les unes par les autres les erreurs des observations. Mais cette méthode a l'inconvénient analytique d'employer plus de trois observations dans un problème où trois suffisent. On peut obviera cet inconvénient de la manière suivante, et rendre notre solution aussi approchée que l'on voudra, en ne considérant que trois observations.
Pour cela, supposons que a et 0 repi'ésentent la longitude et la latitude géocentrique de l'observation intermédiaire ; si l'on substitue dans les équations [k) du numéro précédent, au lieu de oc, y, z, leurs valeurs
a7'-f- pcoso,, y'-h-psina et ptangO, elles donneront ( jtI)' (777?^) ^^
-T-^j en fonction de p, a et 6, de leurs premières différences et des quantités connues. Si l'on différentie ces fonctions, on aura ( jt|)'
\--T^\ et (7-r ) en fonction de p, a, 0 et de leurs premières et secondes
différences. On pourra en éliminer la seconde différence de p au moyen de sa valeur, et sa première différence au moyen de l'équation (2) du numéro précédent. En continuant de difîerentier successivement les
valeurs de (^7^)' ( W)' ^' ^^ éliminant les différences de a et de 0
supérieures aux secondes différences, et toutes les différences de p, on
aura les valeurs de (^-^j, (-^)'--^ y-^y (^jv, en fonction de p,
Soient a,, a, a' les trois longitudes géocentriques observées de la comète; f), , 6, 8' ses trois latitudes géocentriques correspondantes; soient i le nombre des jours qui séparent la première de la seconde observation, et i' celui des jours qui séparent la seconde observation de la troisième; enfin, soit \ l'arc que la Terre décrit dans un jour par son moyen mouvement sidéral; on aura, par le n° 29,
\dt) ~^ 1.2 \df^ ) " 1.2.3 [df-^
' [dt I "^ 1.2 W/a j ~^' V.2.3\dt->
e'=6-hi'l
dt ) 1.2 \dt'i j 1.2.3 \J/' dB\ i'^l^ /d^e\ i'n^ (d^e
dt / 1.2 \dt'^ / 1.2.3 \rf/«
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Si Ton substitue dans ces séries, au lieu de
IF
IF
dt^
(d'9 \ dt'
■: leurs valeurs obtenues par ce qui précède, on aura quatre
da
équations entre les cinq inconnues p, (^)' {~17t]^ l^)' 1^7^)' ^^^ équations seront d'autant plus exactes, que l'on aura considéré un plus grand nombre de termes dans ces séries. On aura ainsi (^)' ('^77')'
(717) ^^ ( 77^) ^^ fonction de p et de quantités connues; et, en les substituant dans l'équation (4) du numéro précédent, elle ne renfermera plus que l'inconnue p. Au reste, cette méthode, que je n'expose ici que pour montrer comment on peut obtenir des valeurs de plus en plus approchées de p en n'employant que trois observations, exigerait des calculs pénibles dans la pratique, et il est à la fois plus exact et plus simple d'en considérer un plus grand nombre, par la méthode du n° 29.
33. Lorsque les valeurs de p et de (-t^) seront déterminées, on aura
dt celles de X, y, z, (~,^)' (77) 6M77)' ^^ moyen des équations
^z=: RcosA H-pcosa, j = RsinA -i- psina, z=ptang0, et de leurs différentielles divisées par dt,
dx lit
§)cosA-R(§UinA
(da.' cosa — P \ 777 1 sina,
(da.\ sina + p I j7- ) cosa,
\dt
dd_
dp\ . ^\dt
-,M tango H ^— ,
dt / ° cos-9
Les valeurs de (-~tt) et de (-77) sont données par la théorie du mouvement de la Terre : pour en faciliter le calcul, soient E l'excentricité de l'orbite terrestre et H la longitude de son périhélie; on a, par la
OEitvres de L. — \. " » 3o
nature du mouvement elliptique,
dtl~~ K^ ' i-i^Ecos(A-H:
Ces deux équations donnent
dK\ _Esin(A-H),
soit R' le rayon vecteur de la Terre, correspondant à la longitude A de cette planète, augmentée d'un angle droit; on aura
d'où l'on tire
partant
Esin(A-H
i-Esin{A-H)
^ \ _ R^ -^ E2 - I d^ ) ~ RVi - E^
Si l'on néglige le carré de l'excentricité de l'orbite terrestre, qui est
très-petit, on aura
(dA.\ _ j_ (dK' \dt)~li^' \dt
les valeurs précédentes de ( -i^) et l-^] deviendront ainsi
j da:
sinA _ [dp di
= (R' — 0 cosA ;;^ *~ l j7 ) (^osx — p I -77 1 sina,
(-jrj = (R'— 0 sinA h ^- — i- (^) sina + p( ^ | cosa.
R \dt
\dt
R, R' et A étant donnés immédiatement par les Tables du Soleil, le
f da:\ (dy\ , ( dz'
calcul des six quantités x, y, z, [-^\-> \-fr] ^^ (77) sera facile, lors-
' dp''
que p et ( ^ J seront connus. On en tirera les éléments de l'orbite de la comète, de cette manière.
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Le secteur infiniment petit, que la projection du rayon vecteur de la comète sur le plan de l'écliptique décrit durant l'élément du temps dl,
est — ^ ', et il est visible que ce secteur est positif ou négatif,
suivant que le mouvement de la comète est direct ou rétrograde; ainsi, en formant la quantité ^ (^) "7(^)' ^ll^ indiquera par son signe le sens du mouvement de la comète.
Pour déterminer la position de l'orbite, nommons 9 son inclinaison à l'écliptique, et I la longitude du nœud qui serait ascendant si le mouvement de la comète était direct; nous aurons
z : :^cosItang(p — ^sinltangç.
Cette équation, combinée avec sa différentielle, donne
tangl
tangcp
dz dt
dx dit
r(^\-zl^'
sini
i dx
y\Tt
flp devant toujours être positif et moindre qu'un angle droit, cette condition détermine le signe de sinI; or, la tangente de I et le signe de son sinus étant déterminés, l'angle l est entièrement déterminé. Cet angle est la longitude du nœud ascendant de l'orbite, si le mouvement est direct; mais il faut lui ajouter deux angles droits pour avoir la longitude de ce nœud, si le mouvement est rétrograde. Il serait plus simple de ne considérer que des mouvements directs, en faisant varier l'inclinaison ç des orbites depuis zéro jusqu'à deux angles droits; car il est visible qu'alors les mouvements rétrogrades répondent à une inclinaison plus grande qu'un angle droit. Dans ce cas, tangcp est du même
signe que ^(77-) ~y (^)» ce qui détermine sinI, et par conséquent
di j -^ \dt ,
l'angle I, qui exprime toujours la longitude du nœud ascendant.
a et ea étant le demi-grand axe et l'excentricité de l'orbite , on a , par les n°M8 et 19, en y faisant [x = i,
« " 7 \dt ]
dt
dzy-
a LU'/ ' \^'
dz\ dt]
La première de ces équations détermine le demi-grand axe de l'orbite, et la seconde détermine son excentricité. Le signe de la fonction
^(t") '^y\lT! ~^^(^) fsiit connaître si la comète a déjà passé par son périhélie; car elle s'en approche, si cette fonction est négative; dans le cas contraire, la comète s'éloigne de ce point.
Soit T l'intervalle de temps compris entre l'époque et le passage de la comète par le périhélie; les deux premières des équations (/) du n" 20 donneront, en observant que, p. étant supposé égal à l'unité.
on a « = a 2
r^=a[i — ^cosa), T = a" (a — esina'
La première de ces équations donne l'angle u, et la seconde fait connaître T. Ce temps, ajouté ou retranché de l'époque, suivant que la comète s'approche ou s'éloigne du périhélie, donnera l'instant de son passage par ce point. Les valeurs de ^ et de y déterminent l'angle que la projection du rayon vecteur r fait avec l'axe des x, et, puisque l'on connaît l'angle I formé par cet axe et par la ligne des nœuds, on aura l'angle que forme cette dernière ligne avec la projection de r, d'où l'on tirera, au moyen de l'inclinaison <p de l'orbite, l'angle formé par la ligne des nœuds et par le rayon r. Mais, l'angle u étant connu, on aura, au moyen de la troisième des équations (/) du n° 20, l'angle r que forme ce rayon avec la ligne des apsides; on aura donc l'angle compris entre les deux lignes des apsides et des nœuds, et par conséquent la position du périhélie; tous les éléments de l'orbite seront ainsi déterminés.
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34. Ces éléments sont donnés, par ce qui précède, en fonction de p,
-^\ et des quantités connues; et, comme [~] est donné en p par le
n*^ 31, les éléments de l'orbite seront fonctions de p et de quantités connues. Si l'un d'eux était donné, on aurait une nouvelle équation, au moyen de laquelle on pourrait déterminer p; cette équation aurait un diviseur commun avec l'équation (4) du n° 31, et, en cherchant ce hdiviseur par les méthodes ordinaires, on parviendrait à une équation du premier degré en p; on aurait, de plus, une équation de condition entre les données des observations, et cette équation serait celle qui doit avoir lieu pour que l'élément donné puisse appartenir à l'orbite de la comète.
Appliquons maintenant cette considération à la nature. Pour cela, nous observerons que les orbites des comètes sont des ellipses trèsallongées, qui se confondent sensiblement avec une parabole, dans la partie dans laquelle ces astres sont visibles; on peut donc supposer
sans erreur sensible a =^ co , et par conséquent - = o; l'expression
de - du numéro précédent donnera ainsi
?. dx"^ + dr^ -^ dzr dt'^
Si l'on substitue ensuite, au lieu de (^i^)' ['Tf) et (77)' leurs valeurs
trouvées dans le même numéro, on aura, après toutes les réductions et en négligeant le carré de R'— i ,
.,(|)[,R-.,cos(A--.)---^'l(V:---?lj
dà
'P^dt
1) sin(A — a) +
ces (A — a)
en substituant dans cette équation , au lieu de ( ^ ) ' sa valeur
dp
trouvée dans le n** 31; en faisant ensuite
imgO ( j^ ) + H-' lange sin ( A
""'[dt) \dt) cos^ô J '
-\- u.' sin ( A — a
rsin(A — a] ,„, . , . ,"]
1^— ^-^— ^-^R -i)cos(A~a)J
. . ,. . CCS (A — a
on aura
Or=:BpÎH Cp-i-^-^»
(Bp^-f-Cp-^Y--=4;
et par conséquent
cette équation n'est que du sixième degré, et, sous ce rapport, elle est plus simple que l'équation (4) du n° 31; mais elle est particulière à la parabole, au lieu que l'équation (4) s'étend à toute espèce de section conique.
35. On voit par l'analyse précédente que, la détermination des orbes paraboliques des comètes conduisant à plus d'équations que d'inconnues, on peut, en combinant diversement ces équations, former autant de méthodes différentes pour calculer ces orbes. Examinons celles dont on doit attendre le plus de précision dans les résultats, ou qui participent le moins aux erreurs des observations.
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C'est principalement sur les valeurs des différences secondes ( -j~
et (^) que ces erreurs ont une influence sensible; en effet, il faut,
pour les déterminer, prendre les différences finies des longitudes et des latitudes géocentriques de la comète, observées dans un court intervalle de temps; or, ces différences étant moindres que les différences premières, les erreurs des observations en sont une plus grande partie aliquote; d'ailleurs, les formules du n^ 29, qui déterminent, par la
comparaison des observations, les valeurs de a, 0,
et
dt-
dt-
■) donnent avec plus de précision les quatre premières de ces quantités que les deux dernières; il y a donc de l'avantage à s'appuyer le moins qu'il est possible sur les différences secondes de a et de 6; et, comme on ne peut pas les rejeter toutes deux à la fois, la méthode qui n'emploie que la plus grande doit conduire aux résultats les plus précis. Gela posé :
Reprenons les équations trouvées dans les n°* 31 et 34,
PM
dp
|)[(R'-.)cosiA-
Ide
CCS
sinf A — a
cosfA — a]
Si l'on veut rejeter (-777)' on ne considérera que la première, la seconde et la quatrième de ces équations; en éliminant (-^j de la dernière au moyen de la seconde, on formera une équation qui, délivrée de fractions, renfermera un terme multiplié par r"p^ et d'autres termes affectés des puissances paires et impaires de p et de r. Si l'on met dans un membre tous les termes affectés des puissances paires de r, et dans l'autre membre tous les termes affectés de ses puissances impaires, et que l'on carre chacun de ses membres pour n'avoir que des puissances paires de r, le terme multiplié par r^p^ en produira un multiplié par r'^p*; en substituant donc, au lieu de r^, sa valeur donnée par la première des équations (L), on aura une équation finale du seizième degré en p.. Mais, au lieu de former cette équation pour la résoudre ensuite, il sera plus simple de satisfaire par des essais aux trois équations précédentes.
Si l'on veut rejeter \-j^)y il faudra considérer la première, la troisième et la quatrième des équations (L). Ces trois équations conduisent encore à une équation finale du seizième degré en p, et l'on peut facilement y satisfaire par des essais.
Les deux méthodes précédentes me paraissent être les plus exactes que l'on puisse employer dans la détermination des orbes paraboliques des comètes; il est même indispensable d'y recourir, si le mouvement de la comète en longitude ou en latitude est insensible, ou trop petit pour que les erreurs des observations n'altèrent pas sensiblement sa seconde différence : dans ce cas, il faudra rejeter celle des équations (L) qui contient cette différence. Mais, quoique dans ces méthodes on n'emploie que trois de ces équations, cependant la quatrième est utile pour déterminer, parmi toutes les valeurs réelles et positives de p qui satisfont au système des trois autres équations, celle qui doit être admise.
36. Les éléments de l'orbite d'une comète, déterminés par ce qui précède, seraient exacts, si les valeurs de a, 6 et de leurs premières et secondes différences étaient rigoureuses; car nous avons eu égard.
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d'une manière fort simple, k l'excentricité de l'orbe terrestre, au moyen du rayon vecteur R' de la Terre, correspondant à son anomalie vraie augmentée d'un angle droit; nous nous sommes permis seulement de négliger le carré de cette excentricité, comme une trop petite fraction pour que son omission puisse influer sensiblement sur les résultats. Mais 6, a et leurs différences sont toujours susceptibles de quelque inexactitude, soit à cause des erreurs des observations, soit parce que nous n'avons tiré ces différences des observations que d'une manière approchée. Il est donc nécessaire de corriger les éléments au moyen de trois observations éloignées entre elles, ce que l'on peut faire d'une infinité de manières; car, si l'on connaît à peu près deux quantités relatives au mouvement d'une comète, telles que les rayons vecteurs correspondants à deux observations, ou la position du nœud et l'inclinaison de l'orbite; en calculant les observations, d'abord avec ces quantités, et ensuite avec d'autres quantités qui en soient très-peu différentes, la loi des différences entre les résultats fera aisément connaître les corrections que ces quantités doivent subir. Mais, parmi les combinaisons deux à deux des quantités relatives au mouvement des comètes, il en est une qui doit off'rir le calcul le plus simple, et qui par cette raison mérite d'être recherchée : il importe, en effet, dans un problème aussi compliqué, d'épargner au calculateur toute opération superflue. Les deux éléments qui m'ont paru présenter cet avantage sont la distance périhélie et l'instant du passage de la comète par ce point;
non -seulement ils sont faciles à déduire des valeurs de p et de (^J»
mais il est très-aisé de les corriger par les observations, sans être obligé, à chaque variation qu'on leur fait subir, de déterminer les autres éléments correspondants de l'orbite.
Reprenons l'équation trouvée dans le n** 19,
a dp '
a{i — e-] est le demi-paramètre de la section conique dont a est le demi-grand axe et ea l'excentricité; dans la parabole, où a est infini
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et e égal à l'unité, a[\ - ^ e^) est le double de la distance périhélie; soit D cette distance : l'équation précédente devient, relativement à cette courbe,
-,- est ésral à '^ ', ; en substituant au lieu de r^ sa valeur dt ^ dt
-^- -t- 2Rpcos(A — y. -" R-, et au lieu de (-^- J et de \-^] leurs valeurs trouvées dans le n*^ 33, on aura
t,n/ \ IL \ sin(A — ail „ (R'— i)cos(A — a) ^-g^ H-pR
sin(A — ail ^ l dct.\ , . , „,„, , -j-\ sm A X i R(R— -i]
Soit P cette quantité; si elle est négative, le rayon vecteur /va en diminuant, et par conséquent la comète tend vers son périhélie; mais elle s'en éloigne, si P est positif. On a ensuite
D = r-iP2;
la distance angulaire v de la comète à son périhélie se déterminera par l'équation polaire de la parabole
Enfin, on aura le temps employé à décrire l'angle v, par la Table du mouvement des comètes. Ce temps, ajouté ou retranché de celui de l'époque, suivant que P est négatif ou positif, donnera l'instant du passage de la comète par le périhélie.
37. En rassemblant ces divers résultats, on aura la méthode suivante, pour déterminer les orbes paraboliques des comètes.
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Méthode générale pour déterminer les orbes des comètes.
Cette méthode sera divisée en deux parties : dans la première, nous donnerons le moyen d'obtenir à peu près la distance périhélie de la comète et l'instant de son passage au périhélie; dans la seconde, nous déterminerons exactement tous les éléments de l'orbite, en supposant ceux-ci à peu près connus.
Détermination approchée de la distance périhélie de la comète et de l'instant de son passage au périhélie.
On choisira trois, quatre, ou cinq,... observations de la comète, également éloignées les unes des autres, autant qu'il sera possible; on pourra embrasser, avec quatre observations, un intervalle de 3o°; avec cinq observations, un intervalle de 36^ ou l\o°, et ainsi du reste; mais il faudra toujours que l'intervalle compris entre les observations soit d'autant plus considérable qu'elles sont en plus grand nombre, afin de diminuer l'influence de leurs erreurs. Cela posé :
Soient G, ê', G", ... les longitudes géocentriques successives de la comète; y, y', y", ... les latitudes correspondantes, ces latitudes étant supposées positives ou négatives suivant qu'elles sont boréales ou australes. On divisera la différence ê'— ê par le nombre des jours qui séparent la première de la seconde observation; on divisera pareillement la diff'érence ê"— ê' par le nombre des jours qui séparent la seconde de la troisième observation; on divisera encore la différence ê'"— ê" par le nombre des jours qui séparent la troisième de la quatrième observation, et ainsi de suite. Soient Se, Se', SG", ... ces quotients.
On divisera la différence Se — Se par le nombre des jours qui séparent la première observation de la troisième; on divisera pareillement la différence Se"— SS' par le nombre des jours qui séparent la seconde observation de la quatrième; on divisera encore la différence Se' — Se"
par le nombre des jours qui séparent la troisième observation de la cinquième, et ainsi de suite. Soient c)^ê, ^'^ê', S^ê", . . . ces quotients.
On divisera la différence §^ê'— ^-ê par le nombre des jours qui séparent la première observation de la quatrième; on divisera pareillement S'^ê"— S^ê' par le nombre des jours qui séparent la seconde observation de la cinquième, et ainsi de suite. Soient S^ê, S^ê', . . . ces quotients. On continuera ainsi, jusqu'à ce que l'on parvienne à c)"-'g, n étant le nombre des observations employées.
Cela fait, on prendra une époque moyenne ou à peu près moyenne entre les instants des deux observations extrêmes; et, en nommant i, i', i", i", ... le nombre des jours dont elle précède chaque observation, i, i, i", . . . devant être supposés négatifs pour les observations antérieures à cette époque, la longitude de la comète, après un petit nombre z de jours comptés depuis l'époque, sera exprimée par la formule suivante :
/ g _^- / ôê ^_ ii' Ô2 g _ ii'i" â» g + . . .
p I -,- z[ô6 " J-+-i') <5-ê+ ;/«'+ zV"+ i'i") ^36 — ;;»'/"+ ii'i'"^ ii"i"'-\- i'i"i"') ô^ ê , . . . | l -:- z» [Ô2 6 - ; / + /'+ i" ; 5» ê + ( H' + ii"+ ii'"-^ i'i"-^ i'i"'+ i"i"' ; ô » ê - . . . ] .
Les coefficients de — ^^, -+-^*ê, — 8'ê,..., dans la partie indépendante de z, sont : i° le nombre i; 2° le produit des deux nombres i et i'\ 3° le produit des trois nombres i, i', i", etc.
Les coefficients de — S*ê, -h ^'ê, — %%, . . . , dans la partie multipliée par s, sont : i° la somme des deux nombres i et i ; n^ la somme des produits deux à deux des trois nombres i, i\ i"-, 3*^ la somme des produits trois à trois des quatre nombres i, i', i", i'", etc.
Les coefficients de —?>'€, -i-^^ê, — ^^ê, ..., dans la partie multipliée par z^, sont : i° la somme des trois nombres i, i , i ; 2° la somme des produits deux à deux des quatre nombres i, i , i', i"; 'i° la somme des produits trois à trois des cinq nombres i, i\ i", i"\ i'", etc.
Au lieu de former ces produits, il est aussi simple de développer la fonction
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en rejetant les puissances de z supérieures au carré, ce qui donnera la formule précédente.
Si l'on opère d'une manière semblable sur les latitudes géocentriques observées de la comète, sa latitude géocentrique, après le nombre z de jours comptés depuis l'époque, sera exprimée par la formule [p], en y changeant ê en y. Nommons (q) ce que devient cette formule par ce changement. Cela posé :
X sera la partie indépendante de z dans la formule (/?); 6 sera la partie indépendante de z dans la formule [q).
En réduisant en secondes le coefficient de z dans la formule [p], et en retranchant du logarithme tabulaire de ce nombre de secondes le logarithme 4*0394622, on aura le logarithme d'un nombre que nous désignerons par a.
En réduisant en secondes le coefficient de z^ dans la même formule, et en retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le logarithme 1,9740144» on aura le logarithme d'un nombre que nous désignerons par b.
En réduisant pareillement en secondes les coefficients de z et de zdans la formule iq), et en retranchant respectivement des logarithmes de ces nombres de secondes les logarithmes 4*0394622 et 1,9740144» on aura les logarithmes de deux nombres que nous nommerons h et /.
C'est de la précision des valeurs de a, b, h, l que dépend l'exactitude de la méthode, et, comme leur formation est très-simple, il faut choisir et multiplier les observations, de manière à les obtenir avec toute la précision que les observations comportent. Il est aisé de voir que ces
valeurs ne sont que les quantités f^pj, (7/7?)' \'dT)^^[li^r^^^^^^^ avons exprimées, pour plus de simplicité, par les lettres précédentes. Si le nombre des observations est impair, on pourra fixer l'époque à l'instant de l'observation moyenne, ce qui dispensera de calculer les parties indépendantes de z dans les deux formules précédentes; car il est visible que ces parties sont alors respectivement égales à la longitude et à la latitude de l'observation moyenne.
Ayant ainsi déterminé les valeurs de a, a, b, 0, h et /, on déterminera la longitude du Soleil à l'instant que l'on a choisi pour époque. Soit E cette longitude, R la distance correspondante de la Terre au Soleil, et R' la distance qui répond à E augmenté d'un angle droit; on formera les équations suivantes :
i] r--^ -r -2Rj;cos(E — a r R2,
. . __Rsin(E — a) / I j_\ bx
^ y.2 ^ «2^.+ (yun^B + -^^^)'-:- v[-^^^ -~- - (R'-i) cos(E- a)J
ï m, \ t ity \ cos(E — a) 1 I \ax\ (R'— i)sin(E— a) -\ -^ M" ir^ —
Pour tirer de ces équations les valeurs des inconnues ^7,^ et r, on considérera d'abord si, abstraction faite du signe, b est plus grand ou plus petit que /. Dans le premier cas, on fera usage des équations (i), (2) et (4)- On formera une première hypothèse pour a?, en le supposant, par exemple, égal à l'unité, et l'on en conclura, au moyen des équations (i) et (2), les valeurs de r et de y. On substituera ensuite ces valeurs dans l'équation (4)» et, si le reste est nul, ce sera une preuve que la valeur de ic a été bien choisie; mais, si ce reste est négatif, on augmentera la valeur de x, et on la diminuera si le reste est positif. On aura ainsi, au moyen d'un petit nombre d'essais, les valeurs de x, y et r; mais, comme ces inconnues peuvent être susceptibles de plusieurs valeurs réelles et positives, il faudra choisir celle qui satisfait exactement ou h peu près à l'équation (3).
Dans le second cas, c'est-à-dire si l'on a />è, on fera usage des équations (i), (3) et (4). et alors ce sera l'équation (2) qui servira de vérification.
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Ayant ainsi les valeurs de x, y et r, on formera la quantité
- R«^sin(E — a)4-R(R'-i).
La distance périhélie D de la comète sera
le cosinus de son anomalie i^ sera donné par l'équation
cosHi^ 1 /'
et l'on en conclura, par la Table du mouvement des comètes, le temps employé à parcourir l'angle ç. Pour avoir l'instant du passage au périhélie, il faudra ajouter ce temps à l'époque si P est négatif, et l'en soustraire si P est positif, parce que, dans le premier cas, la comète s'approche du périhélie, au lieu que, dans le second cas, elle s'en éloigne.
Ayant ainsi à peu près la distance périhélie de la comète et l'instant de son passage au périhélie, on pourra les corriger par la méthode suivante, qui a l'avantage d'être indépendante de la connaissance approchée des autres éléments de l'orbite.
Détermination exacte des éléments de l'orbite, lorsque l'on connaît à peu près la distance périhélie de la comète et l'instant de son passage au périhélie.
On choisira d'abord trois observations éloignées de la comète; en partant ensuite de la distance périhélie de la comète et de l'instant de son passage au périhélie, déterminés par ce qui précède, on calculera les trois anomalies de la comète et les rayons vecteurs correspondants aux instants des trois observations. Soient v, v', v" ces anomalies, celles qui précèdent le passage au périhélie devant être supposées négatives;
soient de plus r, r', r" les rayons vecteurs correspondants de la comète; v — ç, v"— V seront les angles compris entre r et r' et entre r et r"; soient U le premier de ces angles, et U' le second. Nommons encore a, a', a" les trois longitudes géocentriques observées de la comète, et rapportées à un équinoxe fixe; 6, 0', 0" ses trois latitudes géocentriques, les latitudes australes devant être supposées négatives; soient ê, ê', é" ses trois longitudes héliocentriques correspondantes, et w, tj', vs" ses trois latitudes héliocentriques. Enfin, nommons E, E', E" les trois longitudes correspondantes du Soleil; R, R', R" ses trois distances au centre de la Terre.
Concevons que la lettre S indique le centre du Soleil, T celui de la Terre, C le centre de la comète, et C sa projection sur le plan de l'écliptique. L'angle STC est la différence des longitudes géocentriques du Soleil et de la comète; en ajoutant le logarithme du cosinus de cet angle au logarithme du cosinus de la latitude géocentrique de la comète, on aura le logarithme du cosinus de l'angle STC; on connaîtra donc dans le triangle STC le côté ST ou R, le côté SC ou /•, et l'angle STC; on aura ainsi, par la Trigonométrie, l'angle CST. On aura ensuite la latitude héliocentrique cj de la comète, au moyen de l'équation
sinSsinCST
smcT
sinCïS
L'angle TSC est le côté d'un triangle sphérique rectangle dont l'hypoténuse est l'angle TSC, et dont un des côtés est l'angle ci; d'où l'on tirera facilement l'angle TSC, et par conséquent la longitude héliocentrique ê de la comète.
On aura de la même manière u', ê', cj", ê", et les valeurs de ê, €', ê" feront connaître si le mouvement de la comète est direct ou rétrograde.
Si l'on imagine les deux arcs de latitude rj et vs' réunis au pôle de Técliptique, ils y feront un angle égal à ê— €, et dans le triangle sphérique formé par cet angle et par les côtés cr et - — cy', x étant la
demi-circonférence, le côté opposé à l'angle €'— ê sera l'angle au Soleil, compris entre les deux rayons vecteurs r et r' . On le déterminera
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aisément par la Trigonométrie sphérique ou par la formule suivante
sin^iy — cos2 4(cj + ct') — cos2|(6'— 6) coscjccsct',
dans laquelle V représente cet angle; en sorte que, si l'on nomme A l'angle dont le sinus carré est cos^{(ê'— ê) costrcoscy', et que l'on obtiendra facilement par les Tables, on aura
Sin^^rVr CCS [^TJ3 + ^Cj'4- A) COS(^CT H- ttvs'— A).
Si l'on nomme pareillement Y l'angle formé par les deux rayons vecteurs r et r", on aura
sin2i-V'=cos(^cj-i-|Gî"H-A')cos(^cy + ^c7"-A'),
A' étant ce que devient A, lorsque l'on y change vs' et ê' dans o" et ê".
Maintenant, si la distance périhélie de la comète et l'instant du passage de la comète au périhélie étaient exactement déterminés, et si les observations étaient rigoureuses, on aurait
mais, comme cela n'arrivera presque jamais, on supposera
Nous observerons ici que le calcul du triangle STC donne pour l'angle CST deux valeurs différentes : le plus souvent, la nature du mouvement de la comète fera connaître celle dont on doit faire usage, surtout si ces deux valeurs sont fort différentes; car alors l'une d'elles placera la comète plus loin que l'autre de la Terre, et il sera facile de juger, par le mouvement apparent de la comète à l'instant de l'observation, laquelle doit être préférée; mais, s'il reste de l'incertitude à cet égard, on pourra toujours la lever, en observant de choisir la valeur qui rend V et V peu différents de U et de U .
On fera ensuite une seconde hypothèse, dans laquelle, en conservant le même instant du passage par le périhélie que ci -dessus, on fera
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varier la distance périhélie d'une petite quantité, par exemple, de la cinquantième partie de sa valeur, et l'on cherchera, dans cette hypothèse, les valeurs de U — V et de U — V; soit alors
Enfin on formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en conservant la même distance périhélie que dans la première, on fera varier d'un demi-jour ou d'un jour, plus ou moins, l'instant du passage par le périhélie. On cherchera, dans cette nouvelle hypothèse, les valeurs de U - V et de U'- V. Soit alors
Cela posé, si l'on nomme u le nombre par lequel on doit multiplier la variation supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable, et t le nombre par lequel on doit multiplier la variation supposée dans l'instant du passage par le périhélie pour avoir le véritable instant, on aura les deux équations suivantes
d'où l'on tirera u et t, et par conséquent la distance périhélie corrigée et le véritable instant du passage de la comète au périhélie.
Les corrections précédentes supposent que les éléments déterminés par la première approximation sont assez approchés pour traiter comme infiniment petites leurs erreurs; mais, si la seconde approximation ne paraissait pas encore suffisante, on pourrait recourir à une troisième, en opérant sur les éléments déjà corrigés comme on l'a fait sur les premiers; il faudrait seulement avoir l'attention de leur faire subir de plus petites variations. Il suffira même de calculer par ces éléments corrigés les valeurs de U ~ V et de U' — V; en les désignant par M et M', on les substituera pour m et m' dans les seconds membres des deux équations précédentes; on aura ainsi deux nouvelles équations,
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qui donneront les valeurs de u et de t relatives aux corrections de ces nouveaux éléments.
Ayant ainsi la vraie distance périhélie et le véritable instant du passage de la comète au périhélie, on en conclura de cette manière les autres éléments de l'orbite.
Soienty la longitude du nœud qui serait ascendant si le mouvement de la comète était direct, et 9 l'inclinaison de l'orbite; on aura, en comparant la première et la dernière observation,
. langer sine"— langcj" sin€ ^•^ ~ tangcj cos 6"— langer" ces ê'
langer" lang9 —
sm(ê"-y)
Comme on peut comparer ainsi deux à deux les trois observations, il sera plus exact de choisir celles qui donnent aux fractions précédentes les plus grands numérateurs et les plus grands dénominateurs.
Tangy pouvant appartenir également aux deux angles / et r.+j, j étant le plus petit des angles positifs auxquels appartient sa valeur, pour déterminer celui des deux angles qu'il faut choisir, on observera que 9 est positif et moindre qu'un angle droit, et qu'ainsi sin(€" — y) doit être du même signe que tangci". Cette condition déterminera l'angle j, et cet angle sera la position du nœud ascendant, si le mouvement de la comète est direct; mais, si ce mouvement est rétrograde, il faudra ajouter deux angles droits à l'angle y pour avoir la position de ce nœud.
L'hypoténuse du triangle sphérique dont ê" — y et vs" sont les côtés est la distance de la comète à son nœud ascendant dans la troisième observation, et la différence entre v" et cette hypoténuse est l'intervalle entre le nœud et le périhélie, compté sur l'orbite.
Si l'on veut donner à la théorie d'une comète toute la précision que les observations comportent, il faut l'établir sur l'ensemble des meilleures observations, ce que l'on pourra faire ainsi. Marquons d'un trait, de deux traits, etc., les lettres m, n, p, relatives à la seconde
observation, à la troisième, etc., comparées toutes à la première observation ; on formera les équations
[m — n] u -h [m — p) t =^ m, [m'—n']u + [m' — p')tz=m\ { m"— n")u-^[ m"—p" ) t = m", etc.
En combinant ensuite ces équations de la manière la plus avantageuse
pour déterminer u et t, on aura les corrections de la distance périhélie
et de l'instant du passage au périhélie, fondées sur l'ensemble de ces
observations. On en conclura les valeurs de ê, €', ê",. . . , cy, cr', rs"
et l'on aura
. _ tanggy(sin6' h- sin6''+. . .)— sinê(tangro' + langnî"H- . . . ) °"' " tangcj(cos6'-4- cosê"-h • • • ) — ces ê (langcj^+ langer" -f- . . . ) '
__ langer' -f- langci" -h . . .
^^^ ~ sin(ê' —j) + (sin6"- 7) + • . 7 '
38. Il existe un cas, à la vérité fort rare, dans lequel l'orbite d'une comète peut être déterminée d'une manière rigoureuse et simple : c'est le cas où la comète a été observée dans ses deux nœuds. La droite qui joint ses deux positions observées passe alors par le centre du Soleil, et se confond avec la ligne des nœuds. La longueur de cette droite est déterminée par le temps écoulé entre les deux observations; en nommant T ce temps, réduit en décimales de jour, et en désignant par c la droite dont il s'agit, on aura, par le n° 27,
Soit maintenant ê la longitude héliocentrique de la comète au moment de la première observation ; soient r son rayon vecteur, p sa distance à la Terre, et a sa longitude géocentrique. Soient encore R le rayon de l'orbe terrestre au même instant, et E la longitude correspondante du Soleil; on aura
rsinê = psina — RsinE,
r cos6 = p cosa — R cosE.
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TC -f- ê sera la longitude héliocentrique de la comète à l'instant de la seconde observation, et, si l'on marque d'un trait les quantités r, a, p, R et E, relatives à ce même instant, on aura
r' sine — R' sinE' — p' sina', r'cos6= R'cosE'— p'cosa'.
Ces quatre équations donnent
_ psina — RsinE p'sina' — R' sinE'
tangê = ■- jr -^ — ^, , — — — ,
pcosa— RcosE pcosa— RcosE
d'où l'on tire
RR'sin(E — E) -R'psin(a-E')
psin^a'— x) — Rsin(a' — E) On a ensuite
[r-r- r') sine =p sina — p' sina' — RsinE -i- E'sinE', '/•H- r') cosê = pcosa — p'cosa'— RcosE + R'cosE'.
En carrant ces deux équations, en les ajoutant ensuite, et substituant c au lieu de r -+- r', on aura
c2,,-_R2_2RR'cos(E'-E)h R'2
+ 2p[R'cos(a— E') — Rcos(a— E)] -h2p'[R cos(a'— E) -R'cos(a'— E')] + p2— 2pp'cos(a'— a) + p'2.
Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de p', sa valeur précédente en p, on aura une équation en p, du quatrième degré, que l'on pourra résoudre par les méthodes connues; mais il sera plus simple de supposer à p une valeur quelconque, d'en conclure la valeur de p', de substituer ces valeurs de p et de p' dans l'équation précédente , et de voir si elles y satisfont. Un petit nombre d'essais suffira pour déterminer avec précision p et p'.
Au moyen de ces quantités, on aura ê, r et r'. Si l'on nomme v l'angle que le rayon r fait avec la distance périhélie, que nous désignerons par D, TT — ç' sera l'angle formé par cette même distance et par le
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rayon /-'; on aura ainsi, par le n° 23,
cos-4^p sin-'^t'
ce qui donne
r rr'
On aura donc l'anomalie v de la comète à l'instant de la première observation, et sa distance périhélie D, d'où il est facile de conclure la position du périhélie et l'instant du passage de la comète par ce point. Ainsi, des cinq éléments de l'orbite de la comète, quatre sont connus, savoir : la distance périhélie, la position du périhélie, l'instant du passage de la comète par ce point et la position du nœud. Il ne restera plus à connaître que l'inclinaison de l'orbite; mais pour cela il sera nécessaire de recourir à une troisième observation, qui servira d'ailleurs à choisir, parmi les différentes racines réelles et positives de l'équation en p, celle dont on doit faire usage.
39. La supposition du mouvement parabolique des comètes n'est pas rigoureuse; elle est même infiniment peu probable, vu le nombre infini des cas qui donnent un mouvement elliptique ou hyperbolique, relativement à ceux qui déterminent le mouvement parabolique. D'ailleurs une comète mue dans un orbe soit parabolique, soit hyperbolique, ne serait visible qu'une fois; ainsi l'on peut supposer avec vraisemblance que les comètes qui décrivent ces courbes, s'il en existe quelques-unes, ont depuis longtemps disparu, en sorte que nous n'observons aujourd'hui que celles qui, mues dans des orbes rentrants, sont ramenées sans cesse, à des intervalles plus ou moins grands, dans les régions de l'espace voisines du Soleil. On pourra par la méthode suivante déterminer, à quelques années près, la durée de leurs révolutions, lorsque l'on aura un grand nombre d'observations très-précises, avant et après le passage au périhélie.
Pour cela, supposons que l'on ait quatre ou un plus grand nombre de bonnes observations qui embrassent toute la partie visible de l'or-
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bite, et que l'on ait déterminé par la méthode précédente la parabole qui satisfait à peu près à ces observations. Soient ç^, ç^', ç", v'\. . . les anomalies correspondantes; r, r', r", r'", ... les rayons vecteurs correspondants. Soit encore
Cela posé, on calculera par la méthode précédente, avec la parabole déjà trouvée, les valeurs de U, U', U", . . . , V, V, V", Soit
On fera ensuite varier d'une très-petite quantité la distance périhélie dans cette parabole; soit, dans cette hypothèse,
rtr:rU- V, Il r:= U — V , n"^-^\]" — \'\ n'" ~ \]"' - \ '" , ....
On formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en conservant la même distance périhélie que dans la première, on fera varier d'une très-petite quantité l'instant du passage par le périhélie; soit alors
Enfin, on calculera, avec la distance périhélie et l'instant du passage de la comète au périhélie de la première hypothèse, l'angle v et le rayon vecteur r, en supposant l'orbe elliptique, et la différence i — e de son excentricité d'avec l'unité égale à une très-petite quantité, par exemple à 5^^. Pour avoir la valeur de l'angle v dans cette hypothèse, il suffira, par le n^ 23, d'ajouter à l'anomalie ç', calculée dans la parabole de la première hypothèse, un petit angle dont le sinus est
:nî(i — e) tang4-f (4 — Scos^^t^ — 6cosH(^].
En substituant ensuite dans l'équation
au lieu de v, cette anomalie ainsi calculée dans l'ellipse, on aura le rayon vecteur r correspondant. On calculera de la même manière c', r\
i^", r", v", r", . . . , d'où l'on tirera les valeurs de U, U', U", U'% . . . , et, par le n° 37, celles de V, V, Y", V", Soit, dans ce cas,
Nommons enfin u le nombre par lequel on doit multiplier la variation supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable, t le nombre par lequel on doit multiplier la variation supposée dans l'instant du passage par le périhélie pour avoir ce véritable instant, et* le nombre par lequel on doit multiplier la valeur supposée pour i - e pour avoir la véritable; on formera les équations
On déterminera, au moyen de ces équations, les valeurs de u, t, s, d'où l'on tirera la vraie distance périhélie, le véritable instant du passage de la comète au périhélie, et la vraie valeur de i - e. Soient D la distance
périhélie, et a le demi-grand axe de l'orbite; on aura « -- — ; le temps de la révolution sidérale de la comète sera exprimé par un
nombre d'années sidérales égal à a- ou à (-— — 1 î la moyenne distance du Soleil à la Terre étant prise pour unité. On aura ensuite, par le n° 37, l'inclinaison de l'orbite et la position du nœud.
Quelque précision que l'on apporte dans les observations, elles laisseront toujours de l'incertitude sur la durée de la révolution des comètes. La méthode la plus exacte pour la déterminer consiste à comparer les observations d'une comète dans deux révolutions consécutives; mais ce moyen n'est praticable que lorsque la suite des temps ramène la comète vers son périhélie.
CHAPITRE V
METHODES GÉNÉRALES POUR DÉTERMINER PAR DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES LES MOUVEMENTS DES CORPS CÉLESTES.
40. Nous n'avons considéré, dans la première approximation des mouvements des corps célestes, que les forces principales qui les animent, et nous en avons déduit les lois du mouvement elliptique. Nous aurons égard, dans les recherches suivantes, aux forces perturbatrices de ce mouvement. L'action de ces forces ne fait qu'ajouter des petits termes aux équations différentielles du mouvement elliptique, dont nous avons donné précédemment les intégrales finies : il faut maintenant déterminer par des approximations successives les intégrales des mêmes équations augmentées des termes dus à l'action des forces perturbatrices. Voici, pour cet objet, une méthode générale, quels que soient le nombre et le degré des équations différentielles dont on se propose de trouver des intégrales de plus en plus approchées.
Supposons que l'on ait, entre les n variables y, y\ y", ... et la variable t dont l'élément dt est regardé comme constant, les n équations différentielles
P, Q, P', Q, • • • étant des fonctions de t, y, y', • . . et de leurs différences jusqu'à l'ordre i — i inclusivement, et a étant un très-petit
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coefficient constant, qui, dans la théorie des mouvements célestes, est de l'ordre des forces perturbatrices. Supposons ensuite que l'on ait les intégrales finies de ces équations, lorsque Q, Q', . . . sont nuls; en les différentiant chacune i — i fois de suite , elles formeront avec leurs différentielles in équations, au moyen desquelles on pourra déterminer par l'élimination les arbitraires c, c , c" , . . . , en fonction de t, y, y\ y", ... et de leurs différences jusqu'à l'ordre t ~ i . En désignant donc par V, V, V", . . . ces fonctions, on aura
Ces équations sont les in intégrales de l'ordre i — i que les équations
différentielles doivent avoir, et qui, par l'élimination des différences
des variables, donnent leurs intégrales finies.
Maintenant, ei l'on différentie les intégrales précédentes de l'ordre
« ~ 1 , on aura
o = </V, o^dy, o=^d\"
Or il est clair que, ces dernières équations étant différentielles de l'ordre i, sans renfermer d'arbitraires, elles ne peuvent être que les sommes des équations
multipliées chacune par des facteurs convenables pour que ces sommes soient des différences exactes. En nommant donc Ydt^ Y'di, ... les facteurs qui doivent multiplier respectivement ces équations pour former la suivante o = dY; en nommant pareillement Rdt, E'dt, . . . les facteurs qui doivent multiplier respectivement les mêmes équations pour former celle-ci o -- dY\ et ainsi du reste, on aura
dV=Hrf<(§+p)+H'd<(^ + P'
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F, F',..., H, H',..., etc. sont des fonctions de t, j, y\ y",... et de leursdifférences jusqu'à l'ordre i ~\\ il est facile de les déterminer lorsque
V, V, . . . sont connus; car F est évidemment le coefficient de -^ dans
la différentielle de V; F' est le coefficient de
dans la même diffé-
rentielle, et ainsi de suite. Pareillement, H, H', . . . sont les coefficients de -—■, ■—-, • • • dans la différentielle de V, etc. Ainsi, puisque l'on est supposé connaître les fonctions V, V, . . . , en les différentiant uniquement par rapport à , ._y^ . ,_:, ? • • • 5 on aura les facteurs par lesquels on doit multiplier les équations différentielles
O =: -T^ 4- P, O:^-^:-; hP, ...,
dt' dt'
pour avoir des différences exactes. Cela posé : Reprenons les équations différentielles
° = 7sf+P-^-Q. °-^ + P'+-Q''
dti
Si l'on multiplie la première par Ydt, la seconde par Y'dt, et ainsi du reste, on aura, en les ajoutant,
o = JV -f- a</f (FQ + F' 0' + ...);
on aura de la même manière
o ^^ rfV -h arff (HQ + H'Q' H- . . . ),
d'où l'on tire, en intégrant,
c-a/rff(FQ-t-F'Q' + ...)=V, c'-a/rff(HQ + H'Q'+...)=V',
On aura ainsi in équations différentielles qui seront de la même forme
que dans le cas où Q, Q, . . . sont nuls, avec la seule différence que les arbitraires c, c', c", . . . doivent être changées dans
Or, si, dans la supposition de Q, Q', . . . égaux à zéro, on élimine des in intégrales de Tordre i — i les différences des variables j, j', . . . , on aura les n intégrales finies des équations proposées; on aura donc ces mêmes intégrales, lorsque Q, Q', . . . ne sont pas nuls, en changeant dans les premières intégrales c, c\... dans c — xfdt{YQ-+- . . .), c'-xfdt{EQ+ ...),....
Si les différentielles
dt{VQ-{-¥'Q' \-.,.], dtUQ + UQ^.., ...
sont exactes, on aura par la méthode précédente les intégrales finies des équations différentielles proposées; mais cela n'a lieu que dans quelques cas particuliers, dont le plus étendu et le plus intéressant est celui dans lequel ces équations sont linéaires. Supposons ainsi P, P',... fonctions linéaires de y, j', . . . et de leurs différences jusqu'à l'ordre i — I, sans aucun terme indépendant de ces variables, et considérons d'abord le cas dans lequel Q, Q', . . . sont nuls. Les équations différentielles étant linéaires, leurs intégrales successives seront pareillement linéaires, en sorte que, c-=V, c' — V, ... étant les in intégrales de i — I des équations différentielles linéaires
V, v, . . . peuvent être supposés des fonctions linéaires de j, y' , ... et de leurs différences jusqu'à l'ordre i — r . Pour le faire voir, supposons, dans les expressions de j, j', . . . , la constante arbitraire c égale à une quantité déterminée, plus à l'indéterminée Se; la constante arbitraire c' égale à une quantité déterminée, plus à l'indéterminée Se', etc.; en réduisant ces expressions en séries ordonnées par rapport aux puis-
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sances et aux produits de Se, }ic',..., on aura, par les formules du
'' de de 1.2 dv^
, ^, . ÔY' . , dY' ac2 d'-Y'
"^ de de 1 . 2 dc^
dY Y, Y', -:— 5 • • • étant des fonctions de t sans arbitraires. En substituant
de
ces valeurs dans les équations différentielles proposées, il est clair que, Se, Se', . . . étant indéterminés, les coefficients des premières puissances de chacun d'eux doivent être nuls dans ces diverses équations. Or, ces équations étant linéaires, on aura évidemment les termes affectés des
dY dY
premières puissances de Se, Se', . . . , en y substituant -y- Se + -p- Se'+ . . .
au lieu de y, -^ — Se4- -r-r Se'n- ... an lieu de j', etc. Ces expressions
de y, y', ■ ' ' satisfont donc séparément aux équations différentielles proposées, et, comme elles renferment les m arbitraires Se, Se', ... , elles en sont les intégrales complètes. On voit ainsi que les arbitraires existent sous une forme linéaire dans les expressions de y, y', . . . , et par conséquent aussi dans leurs différentielles; d'où il est aisé de conclure que les variables y, y', ■ • - et leurs différences peuvent être supposées sous une forme linéaire dans les intégrales successives des équations différentielles proposées.
Il suit de là que, F, F', . . . étant les coefficients de -~y ~jfr^'" ^^"^
la différentielle de V; H, H', . . . étant les coefficients des mêmes différences dans la différentielle de V, et ainsi du reste, ces quantités sont fonctions de la seule variable t. Partant, si l'on suppose Q, Q', . . . fonctions de t seul, les différences
fl?/(FQH-F'Q' + ...), rf/(BQ-i-H'Q'+...], ...
seront exactes.
De là résulte un moyen simple d'avoir les intégrales d'un nombre
quelconque n d'équations différentielles linéaires de l'ordre «', et qui renferment des termes quelconques aQ, aQ', . . . , fonctions de la seule variable t, lorsque l'on sait intégrer les mêmes équations dans le cas où ces termes sont nuls ; car alors, si l'on différentie leurs n intégrales finies i— i fois de suite, on aura in équations qui donneront, par l'élimination, les valeurs des in arbitraires c, c\... en fonction de t,y,y' ,... et des différences de ces variables jusqu'à l'ordre « — i. On formera ainsi les in équations
Cela posé, F, F', . . . seront les coefficients de , ._f ? , ._^ ^ • • ^ dans V;
H, H',... seront les coefficients des mêmes différences dans V, et ainsi du reste ; on aura donc les intégrales finies des équations différentielles linéaires
en changeant, dans les intégrales finies de ces équations privées de leurs derniers termes aQ, aQ', . . . , les arbitraires c, c', . . . dans
. c-aJ'dt{FQ-^¥'Q'-i-...), c- a/É?^(HQ + H'Q'-+-. . .),
Considérons, par exemple, l'équation différentielle linéaire
L'intégrale finie de l'équation o = -^ -h a^y est
r=: - sm«/ H cosaf,
c et c' étant arbitraires. Cette intégrale donne, en la différentiant,
-f - :_; C cQsat — c' sina/.
at
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Si l'on combine cette différentielle avec l'intégrale elle-même, on formera les deux intégrales du premier ordre
dy c = aysmat -h ~ cosa/,
c'=: aycosat — -^ sin«?;
ainsi l'on aura dans ce cas
F = cosaf, H =; — sin«f.
L'intégrale complète de la proposée sera donc
c . c' ^ acsmat ^^ ,, , ucosat ^^ ,, .
Il est facile d'en conclure que, si Q est composé de termes de la forme K . ' (mt-r- s), chacun de ces termes produira dans la valeur de y
le terme correspondant
aK sin , , ,
mt -+- Ê .
sîn
Si m est égal à a, le terme K. {mt -+- 1) produira dans j : i** le
terme — j-^ ■ [at h- e), qui, étant compris dans les deux termes
c . ^ c' ^ . .. ' 1- ' ,, 1 ^ _i_ aK' COS. ^ ,
- sinaf H — cosa^, peut être neeli^e; 2" le terme ± • , [at-\- 1),
a a ^ o o ' 2 a sm ^ ''
le signe -f ayant lieu si le terme de l'expression de Q est un sinus, et le signe — ayant lieu si ce terme est un cosinus. On voit ainsi comment l'arc t se produit hors des signes sinus et cosinus dans les valeurs de j, j', . . . , par les intégrations successives, quoique les équations différentielles ne le renferment point sous cette forme. Il est clair que cela aura lieu toutes les fois que les fonctions FQ, F'Q', . . . , HQ, H'Q', . . . renfermeront des termes constants.
42. Si les différences c?^(FQ +...), c?/(HQ -h ...),.. . ne sont pas exactes, l'analyse précédente ne donnera point leurs intégrales rigou-
reuses; mais elle offre un moyen simple d'avoir des intégrales de plus en plus approchées, lorsque a est fort petit et lorsque l'on a les valeurs de y, y',.. . , dans la supposition de a nul. En différentiant ces valeurs i — i fois de suite, on formera les équations différentielles de l'ordre i— 1
C=rV, C'=V', ....
Les coefficients de
étant les valeurs de F, F', .
fonctions différentielles
<//(FQ-+-F'Q'^-..
• 5 dans les différentielles de V, Y\ .... H, H, . . . , on les substituera dans les
Ensuite on substituera dans ces fonctions, au lieu de y, y', . . . , leurs
premières valeurs approchées, ce qui rendra ces différences fonctions
de t et des arbitraires c, c\ Soient Tdt, Tdt, ... ces fonctions. Si
l'on change, dans les premières valeurs approchées de y, y', . . . , les
arbitraires c, c, . . . , respectivement dans c — ce f Tdt, c — ccJTdt, . . . ,
on aura les secondes valeurs approchées de ces variables.
On substituera de nouveau ces secondes valeurs dans les fonctions
différentielles
rf/;FQ-f-...), dt{EQ-
or il est visible que ces fonctions sont alors ce que deviennent celles-ci Idty Tdt, . . . , lorsque l'on y change les arbitraires c, c, . . . dans
c — cLjTdt, c — xfTdt, Soient donc T,, T , . . . ce que deviennent
T, T', . . . par ces changements : on aura les troisièmes valeurs approchées de y, y', ... , en changeant , dans les premières, c, c', . . . respectivement dans c — ot/T, dt, c — a/T dt, . . . .
Nommons pareillement T,^, T^,-.. ce que deviennent T, T', . . . , lorsque l'on y change c, c',... dans c — ccfT^dt, c'—oLfTdt,... : on aura les quatrièmes valeurs approchées de y, y', ... , en changeant, dans les premières valeurs approchées de ces variables, c, c, . . . dans c — ccfT^^dt, c'— xJT^dt, . . . , et ainsi de suite.
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Nous verrons ci-après que la détermination des mouvements célestes dépend presque toujours d'équations différentielles de la forme
Q étant une fonction rationnelle et entière de 7, de sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps représenté par /. Voici le moyen le plus facile d'intégrer cette équation.
On supposera d'abord a nul, et l'on aura, par le numéro précédent, une première valeur de y.
On substituera cette valeur dans Q, qui deviendra ainsi une fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus d'angles proportionnels à t. En intégrant ensuite l'équation différentielle, on aura une seconde valeur de j, approchée jusqu'aux quantités de l'ordre a inclusivement. , On substituera de nouveau cette valeur dans Q, et, en intégrant l'équation différentielle, on aura une troisième valeur approchée de j, et ainsi de suite.
Cette manière d'intégrer par approximation les équations différentielles des mouvements célestes, quoique la plus simple de toutes, a cependant l'inconvénient de donner, dans les expressions des variables y, y',..., des arcs de cercle hors des signes sinus et cosinus, dans le cas même où ces arcs n'existent point dans les valeurs rigoureuses de ces variables; on conçoit en effet que, si ces valeurs renferment des sinus ou des cosinus d'angles de l'ordre vJ, ces sinus ou cosinus doivent se présenter sous la forme de séries dans les valeurs approchées que l'on trouve par la méthode précédente, puisque ces dernières valeurs sont ordonnées par rapport aux puissances de a. Ce développement en séries des sinus et cosinus d'angles de l'ordre cet cesse d'être exact lorsque, par la suite des temps, l'arc cet devient considérable; les valeurs approchées de j, y',... ne peuvent donc point s'étendre à un temps illimité. Comme il importe d'avoir des valeurs qui embrassent les siècles passés et à venir, le retour des arcs de cercle, que renferment les valeurs approchées, aux fonctions qui les produisent par leur développement en
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séries, est un problème délicat et intéressant d'Analyse. Voici, pour le résoudre, une méthode générale et fort simple.
43. Considérons l'équation différentielle de l'ordre i a étant très-petit, et P et Q étant des fonctions algébriques de y,
dy
di-iy
rf-, et de sinus et de cosinus d'angles croissant proportion-
dt ' ' dt^-^
nellement à t. Supposons que l'on ait l'intégrale complète de cette équation différentielle, dans le cas de a = o, et que la valeur de y, donnée par cette intégrale, ne renferme point l'arc t hors des signes sinus et cosinus; supposons ensuite qu'en intégrant cette équation par la méthode précédente d'approximation, lorsque a n'est pas nul, on ait
X, Y, Z, .. . étant des fonctions périodiques de /, qui renferment les I arbitraires c, c', c", . . . , et les puissances de t, dans cette expression de y, s'étendant à l'infini par les approximations successives. Il est visible que les coefficients de ces puissances décroîtront avec d'autant plus de rapidité que a sera plus petit. Dans la théorie des mouvements des corps célestes, x exprime l'ordre des forces perturbatrices, relativement aux forces principales qui les animent.
Si l'on substitue la valeur précédente de / dans la fonction
d'y dt'
ocQ,
elle prendra cette forme
X:, k\ k', . . . étant des fonctions périodiques de /; mais, par la supposition, la valeur de y satisfait à l'équation différentielle
On:=
dt
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on doit donc avoir identiquement
Si k, k', k',... n'étaient pas nuls, cette équation donnerait, par le retour des suites, l'arc / en fonction de sinus et de cosinus d'angles proportionnels à /; en supposant donc a infiniment petit, on aurait t égal à une fonction finie de sinus et de cosinus d'angles semblables, ce qui est impossible; ainsi les fonctions k, k',,.. sont identiquement nulles.
Maintenant, si l'arc t n'est élevé qu'à la première puissance sous les signes sinus et cosinus, comme cela a lieu dans la théorie des mouvements célestes, cet arc ne sera point produit par les différences successives de r; en substituant donc la valeur précédente dey dans la
fonction -r^ -^ P + aQ, la fonction k ~h k't -^ . . . , dans laquelle elle
se transforme, ne contiendra l'arc t, hors des signes sinus et cosinus, qu'autant qu'il est déjà renfermé dans j; ainsi, en changeant, dans l'expression de y, l'arc t, hors des signes périodiques, dans / — 0, 6 étant une constante quelconque, la fonction k-\-k't -+-... se changera dans k -;- k[t — 0) -h ... , et, puisque cette dernière fonction est identiquement nulle, en vertu des équations identiques k ~ o, k'^^ o, . . , il en résulte que l'expression
satisfait encore à l'équation différentielle
Quoique cette seconde valeur de y semble renfermer i -h i arbitraires, savoir les i arbitraires c, c\ c\ ... et l'arbitraire 0, cependant elle ne peut en contenir que le nombre «qui soient distinctes entre elles. Il est donc nécessaire que, par un changement convenable dans les constantes c, c\ c", . .., l'arbitraire Ô puisse disparaître de cette seconde expression de j, et qu'ainsi elle coïncide avec la première. Cette considération va
nous fournir le moyen d'en faire disparaître les arcs de cercle hors des signes périodiques.
Donnons à la seconde expression de y la forme suivante
Puisque nous supposons que ô disparaît de y, on aura -^^ = o, et par conséquent
de
En différentiant successivement cette équation, on aura
de
de-^ de^ '
,dn\ ' de-i'
d'où il est facile de conclure, en éliminant R et ses différentielles de l'expression précédente de y,
d^ (t-ev^ d^\ it-e]^ d^x
de
de-^
r.2.3 de^
X est fonction de t et des constantes c, c' , c", . . . , et, comme ces constantes sont fonctions de 6, X est une fonction de t et de ô, que nous pouvons représenter par (p(ï, 9). L'expression de j est, par la formule {i) du n° 21, le développement de la fonction (p(^ 9 + ^—6) suivant les puissances de jf — 9; on a donc j - cp(^, 9); d'où il suit que l'on aura y, en changeant 9 en ^ dans X. Le problème se réduit ainsi à déterminer X en fonction de t et de 9, et par conséquent à déterminer c, c' , c", ... en fonction de 9.
Pour cela, reprenons l'équation
Puisque la constante 9 est supposée disparaître de cette expression de 7,
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on aura l'équation identique
En appliquant à cette équation le raisonnement que nous avons fait sur celle-ci, o -- k -\- k't -h k"t'^ h- . . . , on voit que les coefficients des puissances successives de f — 6 doivent se réduire d'eux-mêmes à zéro. Les fonctions X, Y, Z,... ne renferment ô qu'autant qu'il est contenu dans c, c',..., en sorte que, pour former les ditférences
partielles -j^^ —^ M^""' ^^ suffit de faire varier c, c',.., dans ces
fonctions, ce qui donne
dd ~
ÔX de âX de' ÔX ~ de de ^ de' de "^ de"
de"
de '^•••'
dY
dY de dY de' dY
de"
~ de de^ de' de "^ de"
de "■••'
Maintenant il peut arriver que quelques-unes des arbitraires c, c , c" ,... multiplient l'arc t dans les fonctions périodiques X, Y, Z, ... ; la différentiation de ces fonctions relativement à 0, ou, ce qui est la même chose, relativement à ces arbitraires, développera cet arc et le fera
sortir hors des signes des fonctions périodiques; les différences ^5
^TTî -v^' ••• seront alors de cette forme
de de
^--Y'+tY"
de '^ ^ '
de " -^ + '^ '
X', X", Y' , Y", Z', Z", . . . étant des fonctions périodiques de t, et renfermant de plus les arbitraires c, c\ c' , ... et leurs premières diffé-
rences divisées par â?0, différences qui n'entrent dans ces fonctions que sous une forme linéaire. On aura donc
dY de
^ =Z' -h6Z" + {t-0)Z'\ ad
En substituant ces valeurs dans l'équation (a), on aura
d'où l'on tire, en égalant séparément à zéro les coefficients des puissances de / — 6,
o = Y'+ôY" + X"-2Z, o-^-U -\-BT' -hY'' 3S,
Si l'on diff'érentie la première de ces équations i — i fois de suite par rapport à /, on en tirera autant d'équations entre les quantités c, c', c" , ... et leurs premières diff'érences divisées par c?0; en intégrant ensuite ces nouvelles équations par rapport à G, on aura ces constantes en fonction de 0. Presque toujours l'inspection seule de la première des équations précédentes suffira pour avoir les équations diff'érentielles en c, c', c", . . . , en comparant séparément les coefficients des sinus et des cosinus qu'elle renferme; car il est visible que, les valeurs de c, c,... étant indépendantes de t, les équations diff'érentielles qui les déterminent doivent pareillement en être indépendantes. La simplicité que cette considération apporte dans les calculs est un des principaux avantages de cette méthode. Le plus souvent, ces équations ne seront
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intégrables que par des approximations successives, qui pourront introduire l'arc 6 hors des signes périodiques, dans les valeurs de c, c'
alors même que cet arc ne se rencontre point ainsi dan^ les intégrales rigoureuses; mais on le fera disparaître par. la méthode que nous venons d'exposer.
Il peut arriver que la première des équations précédentes et ses i — I différentielles en t ne donnent point un nombre i d'équations distinctes, entre les quantités c, c , c", ... et leurs différences. Dans ce cas, il faudra recourir à la seconde équation et aux suivantes.
Lorsque l'on aura ainsi déterminé les valeurs de c, c' , c\ ... en fonction de 6, on les substituera dans X, et, en y changeant ensuite 0 en t, on aura la valeur de j, sans arcs de cercle hors des signes périodiques, lorsque cela est possible. Si cette valeur en conservait encore, ce serait une preuve qu'ils existent dans l'intégrale rigoureuse.
44. Considérons présentement un nombre quelconque n d'équations différentielles
P. Q, P'» Q, • . . étant des fonctions de y, y', . . . de leurs différentielles jusqu'à l'ordre i — \, et de sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnellement à la variable t dont la différence est supposée constante. Supposons que les intégrales approchées de ces équations soient
X, Y, Z, . . . , X,, Y,, Z, étant des fonctions périodiques de /, et renfermant les in arbitraires c, c' , c", On aura, comme dans le numéro
précédent,
O=nY'H-0Y"H-X"-2Z,
La valeur de -y' donnera pareillement des équations de cette forme
"^ o = y; + eY;'+x;-o,z„
Les valeurs de y"., y'", . . . fourniront des équations semblables. On déterminera par ces diverses équations, en choisissant les plus simples et les plus approchées, les valeurs de c, c', c", ... en fonction de 6 : en substituant ces valeurs dans X, X,, ... , et en y changeant ensuite 6 en t, on aura les valeurs de j, /',..., sans arcs de cercle hors des signes périodiques, lorsque cela est possible.
45. Reprenons la méthode que nous avons exposée dans le n^ 40. Il en résulte que, si, au lieu de supposer les paramètres c, c', c", . . . constants, on les fait varier en sorte que l'on ait
de - - adt[¥Q -i-F'(^^-h . . .), dc'=: - arf/(HQ+ H'Q -h . . . ,
on aura toujours les m intégrales de l'ordre i — i
comme dans le cas de a nul; d'où il suit que non-seulement les intégrales finies, mais encore toutes les équations dans lesquelles il n'entrera que des différences inférieures à l'ordre i conserveront la même forme, dans le cas de a nul et dans celui de a quelconque, .puisque ces équations peuvent résulter de la comparaison seule des intégrales précédentes de l'ordre i — i. On pourra donc également, dans ces deux cas, différentier i— i fois de suite les intégrales finies, sans faire varier c, c,'..., et, comme on est libre de faire varier tout à la fois, il en résultera des équations de condition entre les paramètres c, c, . . . et leurs différences.
Dans les deux cas de a nul et de a quelconque , les valeurs de y, j, . . . et de leurs différences jusqu'à l'ordre i — i inclusivement sont
PREMIERE PARTIE. - LIVRE IL
les mêmes fonctions de t et des paramètres c, c' , c", ... ; soit donc Y une fonction quelconque des variables y, y' , y", ... et de leurs différentielles inférieures à l'ordre i — i, et nommons T la fonction de t dans laquelle elle se change, lorsque l'on y substitue, au lieu de ces variables et de leurs différences, leurs valeurs en /. On pourra difTérentier l'équation Y = T, en y regardant les paramètres c, c', c",... comme constants; on pourra même ne prendre que la différence partielle de Y relativement à une seule ou à plusieurs des variables y, j, . . . , pourvu que l'on ne fasse varier dans T que ce qui varie avec elles. Dans toutes ces différentiations, les paramètres c, c', c", . . . peuvent toujours être traités comme constants, puisqu'en substituant, pour j, j',... et leurs différences, leurs valeurs en t, on aura des équations identiquement nulles, dans les deux cas de a nul et de a quelconque.
Lorsque les équations difierentielles sont de l'ordre i — i, il n'est plus permis, en les différentiant, de traiter les paramètres c, c', c", . . . comme constants. Pour différentier ces équations, considérons l'équation (p = o, <p étant une fonction différentielle de l'ordre « — i, et qui renferme les paramètres c, c', c", ... ; soit Sç la différence de cette fonction, prise en regardant c, c, . . . comme constants, ainsi que les
différences d^^^y, d'-*y', Soit S le coefficient de ^-^ dans la dif-
férence entière de o; soit S' le coefficient de -7:7— ■ dans cette même différence, et ainsi du reste. L'équation 9 = 0, différentiée, donnera
En substituant au lieu de -j-^ sa valeur —<//(? 4- aQ), au lieu de -3-^ sa valeur — o?/(P'-i- aQ), etc., on aura
'/) or.^Ô9H--^-î^c+|'?-</c'-+-...-c//(SP+S'P'+...)-arf/(SQ + S'Q'-t-...).
ôc de'
Dans la supposition de a nul, les paramètres c, c', c",... sont constants; on a ainsi
o = acp-rff(sp-f-s'P'+...)-
OEiiiTes de L. — i. • -35
Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de c, c', c" , . . . , leurs valeurs V, V, V",..., on aura une équation différentielle de Tordre 2 — 1, sans arbitraires, ce qui est impossible, à moins que cette équation ne soit identiquement nulle. La fonction
ô(p- Jf(SP-f-S'P'+...)
devient donc identiquement nulle , en vertu des équations c = V, c' = V', ..., et, comme ces équations ont encore lieu lorsque les paramètres c, c', c", . . . sont variables, il est visible que, dans ce cas, la fonction précédente est encore identiquement nulle; l'équation (/) deviendra donc
' de de ^ ^ ,
On voit ainsi que, pour différentier l'équation <p = o, il suffît de faire varier dans <p les paramètres c, c', . . . et les différences ^'~'y, </'"'/',..., et de substituer, après les différentiations, — aQ, — aQ',...,
au lieu des quantités -^» -— -
Soit t}; = o une équation finie entre j, y', ... et la variable t\ si l'on désigne par ^, S^(|^,... les différences successives de ^j^, prises en regardant c, c ,... comme constants, on aura, par ce qui précède, dans le cas même où c, c, . . . sont variables, les équations suivantes
en changeant donc successivement, dans l'équation [x), la fonction 9 en vl, S^l^, S^tj^, ..., on aura
oc de
o -- —^ de H- -T-j- de -+-..., de de
de de' \ df dy' )
Ainsi, les équations 4' = o» <j/'=o,... étant supposées être les n inté-
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grales finies des équations différentielles
on aura les in équations au moyen desquelles on pourra déterminer les paramètres c, c, c", . . . , sans qu'il soit nécessaire de former pour cela les équations c =V, c'—y, ... ; mais, lorsque les intégrales seront sous cette dernière forme, la détermination de c, c' ,... sera plus simple.
Cette méthode de faire varier les paramètres est d'une grande utilité dans l'Analyse et dans ses applications. Pour en montrer un nouvel usage, considérons l'équation différentielle
IF
P étant fonction de t, y, de ses différences jusqu'à l'ordre i — \ et des quantités q, q',. . . ■, qui sont fonctions de t. Supposons que l'on ait l'intégrale finie de cette équation différentielle, dans la supposition de q, q, . . . constants, et représentons par 9 = 0 cette intégrale, qui renfermera i arbitraires c, c', . . . ; désignons par §9, S'^ç, S'<p, ... les différences successives de ©, prises en regardant q, q\ . . . comme constants, ainsi que les paramètres c, c', Si l'on fait varier toutes ces
quantités, la différence de 9 sera
fen faisant donc
-^ dc+ -T^rfc'+.
oc oc
-^ dc+ ^ de' de de'
^Hg + I^dg-^..
(^9 sera encore la première différence de 9, dans le cas de c, c , . q, q', . . . variables. Si l'on fait pareillement
de de' dq ^ dq' ^
()ô'-<9 , dô'-*© , ,
o = — T — i de -\ -^-r^ dc'-^
de de'
de'-* dq'
dq'-
S^<p, S'(p,..., S'(p seront encore les différences seconde, troisième,..., jièœe jg ç^ lorsque c, c, . . . , q, q',. . . sont supposés variables.
Maintenant, dans le cas de c, c', . . . , q, q',... constants, l'équation
différentielle
est le résultat de l'élimination des paramètres c, c, . . . au moyen des
équations
(jp = o, ôcp -- o, ô2(p = o, ..., ô'9 = o;
ainsi, ces dernières équations ayant encore lieu lorsque q, q,... sont supposés variables, l'équation <p = o satisfait encore dans ce cas à l'équation différentielle proposée, pourvu que les paramètres c, c', . . . soient déterminés au moyen des i équations différentielles précédentes; et, comme leur intégration donne i constantes arbitraires, la fonction <p renfermera ces arbitraires, et l'équation <p = o sera l'intégrale complète de la proposée.
Cette manière de faire varier les arbitraires peut être employée avec avantage, lorsque les quantités q, q',. .. varient avec une grande lenteur, parce que cette considération rend, en général, beaucoup plus facile l'intégration par approximation des équations différentielles qui déterminent les paramètres variables c, c',
CHAPITRE VI
SECONDE APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CÉLESTES, OU THÉORIE DE LEURS PERTURBATIONS.
46. Appliquons maintenant les méthodes précédentes aux perturbations des mouvements célestes, pour en conclure les expressions les plus simples de leurs inégalités périodiques et séculaires. Reprenons pour cela les équations différentielles (i), (2) et (3) du n° 9, qui déterminent le mouvement relatif de m autour de M. Si l'on fait
m' [ xx'-\- fx'-h zz' ) m" [ xx" -\- yy" -\- zz"
{-r/'i ^v"-^ -V- 7"-iV
\ étant, par le numéro cité, égal à
mm
mm
si, de plus, on suppose
M-4-m=a, et r= y/^2 _|_ j2 _|_ 32^ f' =. ^ x"^ -^ y"^ -\- z' '^ , ...,
on aura
d'^x fxx dR
d^y fxy dR
°^ 'dt^'^J^'^ d^'
d^z az dR dt^ ^ r^ ^ dz
La somme de ces trois équations, multipliées respectivement par dx, dy, dz, donne, en l'intégrant,
la différentielle dR étant uniquement relative aux coordonnées x, y, z du corps m, et a étant une constante arbitraire qui, lorsque R est nul, devient, par les n°* 18 et 19, le demi-grand axe de l'ellipse décrite par m autour de M.
Les équations (P), multipliées respectivement par x, j, z, et ajoutées à l'intégrale (Q), donneront
Maintenant on peut concevoir les masses perturbatrices m\ m", . . . multipliées par un coefficient a, et alors la valeur de r sera fonction du temps / et de a. Si l'on développe cette fonction par rapport aux puissances de a, et que l'on fasse a = i après ce développement, elle sera ordonnée par rapport aux puissances et aux produits des masses perturbatrices. Désignons par la caractéristique ^, placée devant une quantité, la différentielle de cette quantité, prise par rapport à a et divisée par dx. Lorsque l'on aura déterminé ?)r dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de a, on aura le rayon r en multipliant cette suite par dx, en l'intégrant ensuite par rapport à a, et en ajoutant à cette intégrale une fonction de t indépendante de a, fonction qui est évidemment la valeur de r dans le cas où les forces perturbatrices sont nulles et où le corps m décrit une section conique. La détermination de r se réduit donc à former et à intégrer l'équation différentielle qui détermine ^r.
Pour cela, reprenons l'équation différentielle (R), et faisons, pour
plus de simplicité,
ÔR dR dR dx '^ dy dz
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en la différen liant par rapport à a, on aura
(S) 0= -^^ - 4- I^-i-o./ôdR + ô.rR.
Nommons dv l'arc infiniment petit intercepté entre les deux rayons vecteurs retr-hdr; l'élément de la courbe décrite par m autour de M sera \/dr^ -+- r^ dv"^ ; on aura ainsi
dx"^ + dy^' + dz^- = dr^ + r^dv^,
et l'équation (Q) deviendra
r^dv'-\-dr- iix u .,_,
" = sr V + « -*- "•^'"'-
En éliminant - de cette équation, au moyen de l'équation (R), on aura
r^dv- rd-r ^.
dt'^
-^— H- ^ + rR', dt^ r
d'où l'on tire, en différentiant par rapport à x, 9.r^dvdèv rd'^àr—àrd^r "àu.ràr
rôR'-R'ôr.
df^ dt^ r-i
Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de ^^-5— ? sa valeur tirée de l'équation (S), on aura
d{drèr-^9.rddr]+dt^3fèdK-\-9.rèR'^-Wèr)
dài>
'•"dv
On pourra, au moyen des équations (S) et (T), avoir aussi exactement que l'on voudra les valeurs de ^r et de ^ç^; mais on doit observer que, dv étant l'angle intercepté entre les rayons r et r + rfr, l'intégrale v de ces angles n'est pas dans un même plan. Pour en conclure la valeur de l'angle décrit autour de M par la projection du rayon vecteur r sur un plan fixe, désignons par ^, ce dernier angle, et nommgns s la tan-
gente de la latitude de.m au-dessus de ce plan; r(i -hs^)'^ sera l'ex-
pression du rayon vecteur projeté, et le carré de l'élément de la courbe décrite par m sera
fifr2 +
mais le carré de cet élément est f^dv^ h- rfr^; on aura donc, en égalant ces deux expressions.
dv.
On déterminera ainsi dv^ au moyen de dvy lorsque s sera connu.
Si l'on prend pour plan fixe le plan de l'orbite de m à une époque
ds . . ,
donnée, * et -r- seront visiblement de l'ordre des forces perturbatrices;
en négligeant donc les carrés et les produits de ces forces, on aura V ~ V. Dans la théorie des planètes et des comètes, on peut négliger ces carrés et ces produits, à l'exception de quelques termes de cet ordre, que des circonstances particulières rendent sensibles, et qu'il sera facile de déterminer au moyen des équations (S) et (T). Ces dernières équations prennent une forme plus simple, lorsque l'on n'a égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices. En effet, on peut alors considérer %r et Sç' comme les parties de r et de ç' dues à ces forces; ^R, ^.rR' sont ce que deviennent R et rR', lorsque l'on y substitue, au lieu des coordonnées des corps, leurs valeurs relatives au mouvement elliptique; nous pouvons les désigner par ces dernières quantités assujetties à cette condition. L'équation (S) devient ainsi
Le plan fixe des œ et des y étant supposé celui de l'orbite de m à une époque donnée, z sera de l'ordre des forces perturbatrices, et, puisque
l'on néglige le carré de ces forces, on pourra négliger la quantité z -r-
De plus, le rayon r ne diffère de sa projection que de quantités de l'ordre 2^. L'angle que ce rayon fait avec l'axe des x ne diffère de sa
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projection que de quantités du même ordre; cet angle peut donc être supposé éi^al à v, et l'on a, aux quantités près du même ordre.
rcost', /=:/'SJnr
d'où l'on tire
dR
dx
dR
- y — = r ■^ df dr
et par conséquent rR'= ^rr • H est facile de s'assurer par la différen-
tiation que, si l'on néglige le carré de la force perturbatrice, l'équation différentielle précédente donnera, en vertu des deux premières des équations (Pj,
rèr
X fxdt (../dR + r ^) - j fxdt (2/dR
dr
xdy — Y dx dt
Dans le second membre de cette équation; les coordonnées peuvent se
_ , , ^ dy* — y* doc
rapporter au mouvement elliptique, ce qui donne , -^ — constant
et égal, par le n° 19, à \j\ha{i — e-j, ae étant l'excentricité de l'orbite de m. Si l'on substitue dans l'expression de r^r, au lieu de x et de y,
leurs valeurs rcosç' et rsin^', et, au lieu de — j__TJ^^ \^ quantité \J]jm[\ — é^)\ enfin, si l'on observe que, par le n° 20, p- -- w'■*«^ on aura
a cosr / ndtr sin v 2 /"dR + r -^r-\ — a sine / ndtr cost' (2 TdR + /'-r-
(X) ar= l ^-~ ^ L Ll ^
/tx y' I — e 2
L'équation (T) donne, en l'intégrant et en négligeant le carré des forces perturbatrices.
ôt; =
-irddr^drèr 3a
«2 n dt fj.
ffndtdR-] / ndtr
dR
dr
cette expression donnera facilement les perturbations du mouvement de m en longitude, lorsque celles du rayon vecteur seront déterminées.
Œuvres de L. — \. 36
Il nous reste à déterminer les perturbations du mouvement en latitude. Pour cela, nous reprendrons la troisième des équations (P); en l'intégrant comme nous avons intégré l'équation (S), et faisant z=^^rh, nous aurons
M dz
Z) as
J àz J
h est la latitude de m au-dessus du plan de son orbite primitive : si Ton veut rapporter le mouvement de m sur un plan peu incliné à cette orbite, en nommant s sa latitude lorsqu'il est supposé ne point quitter le plan de cette orbite, s -{-h sera à très -peu près la latitude de m au-dessus du plan proposé.
47. Les formules (X), (Y) et (Z) ont l'avantage de présenter sous une forme finie les perturbations, ce qui est très-utile dans la théoril' des comètes, dans laquelle ces perturbations ne peuvent être déterminées que par des quadratures; mais le peu d'excentricité et d'inclinaison respective des orbites des planètes permet de développer leurs perturbations en séries convergentes de sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps, et d'en former des Tables qui peuvent servir pour un temps indéfini. Alors, au lieu des expressions précédentes de ^r et de h^ il est plus commode de faire usage des équations différentielles qui déterminent ces variables. En ordonnant ces équations par rapport aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons des orbites, on peut toujours réduire la détermination des valeurs de Sr et de h à l'intégration d'équations de la forme
dt^
équations dont nous avons donné les intégrales dans le n° 42. Mais on peut donner immédiatement cette forme très-simple aux équations différentielles précédentes, par la méthode suivante.
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Reprenons l'équation R; du numéro précédent, en y faisant, pour abréger,
Q ^ a/dR -i- r
dr
elle devient ainsi
fR')
2 clt^ r a
Dans le cas du mouvement elliptique, où Q —o, r- est, par le n° 22, fonction de e cos {nt -h s. — vs), ae étant l'excentricité de l'orbite et nt 1- £ — CI étant l'anomalie moyenne de la planète m. Soit ecos{nt-+- £ — tr) = M, et supposons r^ = ?(^^ ? on aura
dt^'
Dans le cas du mouvement troublé, nous pouvons supposer encore jr^ — ^)(i^j; mais u ne sera plus égal à ecos(nt-\- 1 — u); il sera donné par l'équation différentielle précédente augmentée d'un terme dépendant des forces perturbatrices. Pour déterminer ce terme, nous observerons que, si l'on fait m - ^(r^), on aura
~dr-
dV-
dt-
^|/'(r^) étant la différentielle de J'(r^) divisée par </.r% et '^"{r'^) étant la
d- r^ différentielle de <J'(r^) divisée par d.r'-. L'équation (R) donne ' égal
à une fonction de r, plus à une fonction dépendante de la force perturbatrice. Si l'on multiplie cette équation par 2rdr, et qu'ensuite on l'in-
tëgre, on aura — tt^- égal à une fonction de r, plus à une fonction dépendante de la force perturbatrice. En substituant ces valeurs de \'
et de . dans l'expression précédente de ■jtt H'*""» la fonction de r indépendante de la force perturbatrice disparaîtra d'elle-même, puisqu'elle est identiquement nulle lorsque cette force est nulle; on
aura donc la valeur de -j-^ h- n^Uy en substituant dans son expression,
au lieu de -^ et de , ■> les parties de leurs expressions qui dépendent de la force perturbatrice. Or, en n'ayant égard qu'à ces parties, l'équation (R'j et son intégrale donnent
~^^ = -8fQrdn
partant
^^ + n'u= ~ 9.Q^' [r^] - S'])" {r^)fQrdr,
Maintenant, de l'équation u--<\>{r^) on tire du — ^rdr^^r"^); celle-ci r^ = (P(m) donne irdr= du^'{u), et par conséquent
En différentiant cette dernière équation, et substituant cp'(M) au lieu
j j.rdr
de — î — 1 on aura du
(P"(m) étant égal à ^^ ■ de même que <p'(w) est égal à —^-^. Cela
posé, si l'on fait
u = e ces [nt -h t — Tjj) -+- du,
l'équation différentielle en u deviendra
^~ ^ïTT- -f-n-'ÔM — ^-^,-^fQduo'iu) 4- ~^-
et, si l'on néglige le carré de la force perturbatrice, u pourra être supposé égal à ccos(n^-h t — xs) dans les termes dépendants de Q.
AT
en Sm, et que l'on restitue au lieu de Q sa valeur 2/dR + r^^
et ecos(«? 4- £ — cj) au lieu de m, on aura, aux quantités près de l'ordre e%
d'eu
dK
X') -; ——.\ [i-'f-|e2 — ecos(n^H-£ — ïn)— {e2cos(2«/H-2£ — 2Gj)] ( a/dR -t- /• -y-; j
— ^ / wf/; sin(n/
£ — ct) [i+ ecos(w/ + £ — ^J)](?./dR^-/•
f)RY
Lorsque l'on aura déterminé ^u au moyen de cette équation différentielle, on aura (V en différentiant l'expression de r par rapport à la caractéristique (i, ce qui donne
drz= — aôa[i+ ^e- + 2ecos(n^ + £ — nr) -l-fe^ ces (^n/H- ?.€ — -Ara)].
Cette valeur de ^r donnera la valeur de ^v, au moyen de la formule (Y) du numéro précédent.
Il nous reste à déterminer h; or, si l'on compare les formules (X) et (Z) du numéro précédent, on voit que ^r se change en h en chan-
â1{ dît
géant, dans son expression, 2/dR + r — en -r-i d'où il suit que, pour
avoir h, il suffit de faire ce changement dans l'équation différentielle en 8w, et de substituer ensuite la valeur de ^m, donnée par cette équation
et que nous désignerons par W, dans l'expression de ^r. On aura ainsi
iZ')
[i-\-iè- — e CCS ^nt ^- e — gt ' — -fe- cos ' -iiit - 2 e — 2 eu il -^ -
— 1 n</f sin{«/-f-e — nr [1-1 e cos z^/ £ -cc ]
Ô5= — aôa'[n-f e2-^-2ecos;n/ + e — cî' -i-'e^ cos(2n/ 4-2£ — 2iîj)].
Le système des équations (X'), (Y), (Z') donnera d'une manière fort simple le mouvement troublé de m, en n'ayant égard qu'à la première puissance de la force perturbatrice. La considération des termes dus à cette puissance étant à très-peu près suffisante dans la théorie des planètes, nous allons en tirer des formules commodes pour déterminer le mouvement de ces corps (').
48. Il est nécessaire, pour cela, de développer la fonction R en série. Si l'on n'a égard qu'à l'action de m sur m', on a, par le n" 46,
_ _ m' [xx -\-yy' ^ zz") m'
(]ette fonction est entièrement indépendante de la position du plan
des X et des j; car, le radical v .^ — ^f ~^\y' ~yf "+ l^ ~~^)'' exprimant la distance de m à m', il en est indépendant; la fonction
^2 -\-yi -I- z2 _^_ ^'2 -x.y'i -+- z'2 .._ '},xx' - lyy' — IZZ'
en est donc pareillement indépendante; mais les carrés x^ H.r^ -t- z^ et œ'^ i .x"* -î z"^ des rayons vecteurs ne dépendent point de cette po-
(•1 Dans l'édition publi(^e {)ar le Gouvcrnomeat français, on trouve à la fin du tome V, pour le n° 47 du Livre II, une correction indiquée par r Auteur dans les termes suivants :
« L'équation iZ') du dernier alinéa de ce numéro n'est exacte qu'en négligeant l'excentricité et le carré de l'inclinaison de l'orbite. C'est avec cette restriction qu'elle a été employée dans tout l'Ouvrage. 11 faut sujjprimer cet alinéa et y substituer ces mots : L'équation (Z) du numéro précédent donnera, d'une manière fort simple, la valeur de ^.v. »
( Note de t' Éditeur. 1
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sition; la quantité œw' -i- yv' ^ zz' n'en dépend donc pas, et par conséquent la fonction R en est indépendante. Supposons dans cette fonction
a: = r.cos v, y =: r sin v, ^'=: r'cost'', j''=r'sinf';
) H- zz''\ m!
on aura
in\ rr' cosfi^'
[r^ — irr' cos(f'— v) + r'^ +
Les orbes des planètes étant presque circulaires et peu inclinés les uns aux autres, on peut choisir le plan des x et des y de manière que z et z' soient très-petits. Dans ce cas, r et r' diffèrent très-peu des demigrands axes a et a' des orbes elliptiques; nous supposerons donc
r=«{iH-M,), r'=:a'(t+M|),
M et m' étant des petites quantités. Les angles v eiv' différant peu des longitudes moyennes nt 4- £ et n't H- s', nous supposerons
V = lit -+- e -\- c,, v'=2 n't + £'+ f| ,
v^ et ^'' étant des angles peu considérables. Ainsi, en réduisant R dans une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de m ,
v^, z, û , v^ çX z', cette série sera fort convergente. Soit
—r; cosfn'^ — nt -^ z' — e^
\^a- — laa' GOs{n't — nt -V- z' — z) -^- a"^\ -
:^^A(o)-i- AO ) ces (n'^ — n^ + £'—£) -^ k.^^-^ cosi[n' t — nt + t — e) + A(3)cos3(w7 — w^-f-e'— s) +. . .;
on peut donner à cette série la forme
|2A(') cosi[n't — nt-h s'— s),
la caractéristique 1 des intégrales finies étant relative au nonjbre i, et devant s'étendre à tous les nombres entiers, depuis i = —- oo jusqu'à i = cc , la valeur {~- o étant comprise dans ce nombre infini de valeurs; mais alors il faut observer que A^~'^ = A''^ Cette forme a l'avan-
tage de servir à exprimer d'une manière fort simple, non-seulement la série précédente, mais encore le produit de cette série par le sinus ou le cosinus d'un angle quelconque // i- ct; car il est facile de voir que ce produit est égal à
i2A(') ^*" [i[n't - ni -f- s'- s) -hft + crr].
Cette propriété nous fournira des expressions très-commodes des perturbations du mouvement des planètes. Soit pareillement
[a- — laa! cos[n't — nt -\- e'—e] -+- a'-l '^ = ^2B(') cos/(/i7 — /// -+- e — e), B^~'^ étant égal à B^'K Cela posé, on aura, par les théorèmes du n° 21,
R— — 2A(''cos/>'f - n/H-£'— e)
-\ u.za — r — cosiin t —- nt -+■ e - e
2 ' da ^
m' ,^ ,dA(') ., , , ,
H uza ^ , cosiin t — nt -h s — e^
[v', — v,)2i iA(''> sin i[n' t — nt + t — e )
+ -T- uf Za^ . ., cosi'/i t — nt -\- e — e)
-\ u,u,2taa -^ — t— t- cosï « t — nt + e — e i
2 ' dada ^
-f- -7- «/za 2 - cosi n 7 — «/ + e — e
4 aa -^
[v, — v,]u,2iia -^ — sm 1 1 n i — «^ H- e — £
2 ^ ' " oa
[v, — v,\ u,Zia , , smi{n t -- nt-^ t — e)
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Si l'on substitue dans cette expression de R, au lieu de u^, u\, v, v\, z et z, leurs valeurs relatives au mouvement elliptique, valeurs qui sont fonctions de sinus et de cosinus des angles nt -h e, n't -\- s' et de leurs multiples, R sera exprimé par une suite infinie de cosinus de la forme
m'kcos[i'n't — int -h A),
i et /' étant des nombres entiers.
Il est visible que l'action des corps m", m"',... sur m produira dans R des termes analogues à ceux qui résultent de l'action de m', et que l'on obtiendra, en changeant dans l'expression précédente de R tout ce qui est relatif à m' dans les mêmes quantités relatives à m", m'",
Considérons un terme quelconque m' k cos {i' n' t — int -h A) de l'expression de R. Si les orbites étaient circulaires et dans un même plan, on aurait i'= i; donc i' ne peut surpasser i ou en être surpassé qu'au moyen des sinus ou des cosinus des expressions de w , ç^, , z, ù, v\ , z' , qui, en se combinant avec les sinus et les cosinus de l'angle Tï!t — nt-\-t — t et de ses multiples, produisent des sinus et des cosinus d'angles dans lesquels /' est différent de i.
Si l'on regarde les excentricités et les inclinaisons des orbites comme des quantités très-petites du premier ordre, il résulte des formules du n*' 22 que, dans les expressions de m,, v^, z ou rs, s étant la tangente de la latitude de m, le coefficient du sinus ou du cosinus d'un angle tel que f[nt-\- e) est exprimé par une série dont le premier terme est de l'ordre /, le second terme de l'ordre /-h 2, le troisième terme de l'ordre f-\-l\, et ainsi de suite. Il en est de même du coefficient du sinus ou du cosinus de l'angle /'(w'^ H- s'), dans les expressions de u\, v\, z'. Il suit de là que, i et i' étant supposés positifs, et i' plus grand que i, le coefficient k dans le terme m'kcos{i'n't — int + A) est de l'ordre i'— i, et que, dans la série qui l'exprime, le premier terme est de l'ordre i — i, le second terme est de l'ordre i'~ i -+- 2, et ainsi de suite, en sorte que cette série est fort convergente. Si i était plus grand que i\ les termes de la série seraient
OF.uvres de L. — 1. S'y
successivement des ordres i — i', i ~ i-\- 2, — Il en serait de même si i était négatif dans le premier cas, ou i' dans le second (*).
Nommons nr la longitude du périhélie de l'orbite de m, et 9 celle de son nœud; nommons pareillement w' la longitude du périhélie de Torbite de m', et ô' celle de son nœud, ces longitudes étant comptées sur un plan très-peu incliné à celui des orbites. Il résulte des formules du n" 22 que, dans les expressions de m,, ç», et z, l'angle nt-\- t est toujours accompagné de — ct ou de — 0, et que, dans les expressions de u, , v, et z', l'angle n't ■+- s' est toujours accompagné de — cj' ou de — 9'; d'où il suit que le terme m'kcos{i'n't — int -{- A) est de cette forme
m'kcos'i'n't — int -+- i'e'~~ iz — gxjs — g' rs' — g" Q ~ g"'0'),
gf g', g", g'" étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et tels que l'on a
Cela résulte encore de ce que la valeur de R et ses différents termes sont indépendants de la position de la droite d'où l'on compte les longitudes. De plus, dans les formules du n" 22, le coelficient du sinus et du cosinus de l'angle ct a toujours pour facteur l'excentricité e de l'orbite de m; le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle 2cy a pour facteur le carré e^ de cette excentricité, et ainsi de suite. Pareillement, le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle 9 a pour facteur tang^<p, (p étant l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan fixe; le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle 29 a pour facteur tang^^ç, et ainsi du reste; d'où il résulte que le coefficient k a pour
facteur
e^e'^' lang^'^9 tang^^'^ç',
les nombres g, g% g", g'" étant pris positivement dans les exposants de ce facteur. Si tous ces nombres sont positifs en eux-mêmes, ce fac-
(*) La phrase : Il en serait de môme, etc., qui termine cet alinéa, ne se trouve pas dans rédition de l'an Vil; elle a été ajoutée dans l'édition de 1829.
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teur sera de l'ordre i'— i, en vertu de l'équation
mais, si l'un d'eux, tel que g, est négatif et égal à — ^, ce facteur sera de l'ordre i'— i-\- 2g. En ne conservant donc, parmi les termes de R, que ceux qui, dépendant de l'angle i'n't — int^ sont de l'ordre i'— «, et en rejetant tous ceux qui, dépendant du même angle, sont des ordres i'— i-\- 1, i' — i -\- ^, . . . , l'expression de R sera composée de termes de la forme
He^e'S"'tang^"^9tangS'"'^(p'cos(i'n7 — m/ + /'£' — /£ — §• cj — g- V — g-'^ô— g-'" 0'),
H étant un coefficient indépendant des excentricités et des inclinaisons des orbites, et les nombres g, g\ g", g'" étant tous positifs, et tels que leur somme soit égale à i'— i.
Si l'on substitue, dans R, «(i + m,) au lieu de r, on aura
<?R dR or oa
Si, dans cette même fonction, on substitue, au lieu de m,, t', et z, leurs valeurs données par les formules du n*^ 22, on aura
dv de
pourvu que l'on suppose e — cy et e — 9 constants dans la différentielle de R prise par rapport à s; car alors m,, v^ et z sont constants dans cette différentielle, et, comme on a ç z= nt -h t -h v^^ il est clair que l'équation précédente a lieu. On pourra donc obtenir facilement les
valeurs de r-^ et de -r- qui entrent dans les équations différentielles
des numéros précédents, lorsque l'on aura la valeur de R développée en série de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps t. La différentielle dR sera pareillement très -facile à déterminer, en observant de ne faire varier dans R que l'angle nt^ et de supposer l'angle n't constant, puisque dR est la différence de R, prise en supposant constantes les coordonnées de m', qui sont fonctions de n't.
49. La difficulté du développement de R en série se réduit à former les quantités A^'^ B^'^ et leurs différences prises soit relativement à a, soit relativement à a'. Pour cela, considérons généralement la fonction
(a' — 2 «a' ces 9 + a' a)--',
et développons-la suivant les cosinus de l'angle 9 et de ses multiples.
Si l'on fait — = a, elle deviendra a
a'-is ( I _ 2 a ces Q + a" )-t.
Soit
(i— 2acos0 + a2)-f=^6j"^ + b['^ cos9 + ôf ^ cosaô + 6f ^ cos39 + . ..,
hs , bs , bs' ,. .. étant des fonctions de a et de s. Si l'on prend les
différences logarithmiques des deux membres de cette équation par rapport à la variable 9, on aura
— isasmB _ — b\*^ smO — ib^"^^ smiQ — . . .
1—1 oc ces Q -\- «2 '~ p^)+l>pT^ 5^+6(2) COS2 0 H- . . . '
En multipliant en croix et comparant les cosinus semblables, on trouve généralement
ia) ^(i)_{i-i){i + a')bi'-'^-{i + s-i)abi^~'\
on aura ainsi o, , 6j , . . . lorsque 1 on connaîtra bs et bs •
Si l'on change s en * + i , dans l'expression précédente de (i— 2acos9 + a^)-*, on aura
{i-2acos9 + x^)-s--> = ^b'';^,-hbi\!, cose-hbl^J, cosiO-hbl'^, cos3ô-f-. . . .
En multipliant les deux membres de cette équation par i — 2a cos9 -\- «', et en substituant, au lieu de (i — 2acos9 -f- 0,^)"^ sa valeur en série, on aura
ib['^-+-b^s^ COSen-éf C0S2ÔH-...= (l-2a cosÔH-a«) (|Al+\-t-*^.Vi C08Ô + 6it\ co32Ô+ôii\cos3ô-
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d'où l'on tire, en comparant les cosinus semblables,
La formule (a) donne
'■^' a -s) oc '
l'expression précédente de bs deviendra ainsi
En changeant i en i -h i dans cette équation, on aura
et, si l'on substitue au lieu de bs+, sa valeur précédente, on aura
^(«•-M )^ s{i -{- s)oc{i-h oc^) bJi/^-h s[-i{i — s) ot^ - i(i-h a^)^libl^, ^ . •* [i — s] {i ~ s -+-i](x-^ ,
Ces deux expressions de bs et de bs ^ donnent
( iH- a2 ) 6, — 2 txb:
en substituant au lieu de bs sa valeur tirée de l'équation (a), on
aura
„v ,//) l[l-\-S — Il ,(i~\) i+a2 ô^'^H > —^ ocby '
expression que l'on peut conclure de la précédente, en y changeant i dans — i, et observant que b'^'' = b^~'K On aura donc, au moyen de
cette formule, les valeurs de èj+,, è^+i, èj+,, . . . , lorsque celles de
Os y Os y Os , . . . seront connues.
Nommons, pour abréger, \ la fonction i — 2acos6 -\- cl^. Si l'on différentie, par rapport à a, l'équation
l-s = ^b';'^b';' C0S6 -+- b'/' COS20 -h. . . .
ia — COS0 )/-*-•= 3^^ 1 j^— COS0 H j^— COS
2 ax doc doc
mais on a
on aura donc
a -+- cosô
2 dcc dx
d'où l'on tire généralement
En substituant au lieu de hs+\ sa valeur donnée par la formule (h), on aura
db^s^ _ f'+ (t'-t- 2^)«' ,(/) _ 2(/ — J+l) .(iV,)
Si l'on différentie cette équation, on aura
cfi b]i ' / -I- [i-^is] a» db^p ( 1 \i-\-s ) ( I -^aS) i \ , (,•) 2 (/— .ï -f- 1 ) dh^ï^^^ 4 ( /— .f ^ i
//a* ad — a* ) da.
En différentiant encore, on aura
/2(/-t-.y)(iH-a«) _ jr_\ .(,)_ 2(/— .y-t- \ (i — a»)« aV * 1 — a»
</cc
— aSi» *
da.^
I — a* rfa*
(i — a«)« dx
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On voit ainsi que, pour déterminer les valeurs de bs et de ses différences successives, il suffit de connaître celles de hs et de hs . On déterminera ces deux quantités de la manière suivante.
Si l'on nomme c le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, on pourra mettre l'expression de \~^ sous cette forme
Ji-^ = ( I - a c^ -v^^^)-^ ( I — a c-9 \^=^)-^
En développant le second membre de cette équation par rapport aux puissances de c^^ et de c-^^'~\ il est visible que les deux exponentielles c'^v^~' et c"'^^-* auront le même coefficient, que nous désignerons par k. La somme des deux termes kd^"^ et X;/?""'^^-' est 2^cosi6;
ce sera la valeur de bs cosî9; on aura donc bs = 2k. Maintenant l'ex pression de >.~^ est égale au produit des deux séries
en multipliant donc ces deux séries l'une par l'autre, on aura, dans le cas de i = o,
et, dans le cas de ï = i ,
k-—-oc[s-\-s
partant
b, :^2[i + 5^a^+^-i^)a^ + ( ^ ^^;^^^3 ^)ae+...J,
Pour que ces séries soient convergentes, il faut que a soit moindre que l'unité; c'est ce que l'on peut toujours faire, en prenant pour a le rapport de la plus petite des distances a et a' à la plus grande; ainsi,
ayant supposé a = — ? nous supposerons a plus petit que a! .
Dans la théorie du mouvement des corps m, m' , m", . . . , on a besoin
de connaître les valeurs de bs et de bs , lorsque s = { et ^ = |. Dans ces deux cas, ces valeurs sont peu convergentes, si a n'est pas une petite fraction. Ces séries convergent avec plus de rapidité, lorsque * = — ^, et l'on a
.(0) /iV , /ï-A- , /I.I.3V „ /I.I.3.5V .
Dans la théorie des planètes et des satellites, il suffira de prendre la somme des onze ou douze premiers termes, en négligeant les termes suivants, ou plus exactement, en les sommant comme une progression géométrique dont la raison est a^. Lorsque l'on aura ainsi déterminé b_i_ et b t, on aura bt , en faisant i = o et s= —^ dans la formule {b), et l'on trouvera
Si, dans la formule (c), on suppose i = i et 5 = — ^, on aura
b^'> - IL II.
Au moyen de ces valeurs de bi et de bi , on aura, par les formules précédentes, les valeurs de b± et de ses diff'érences, quel que soit le nombre 1, et l'on en conclura les valeurs de bs et de ses différences.
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Les valeurs de èi et de 63 peuvent être déterminées fort simplement par les formules suivantes :
Maintenant, pour avoir les quantités A^"\ A^^^... et leurs différences, on observera que, par le numéro précédent, la série
^A(o) + A«) COS0 + A(2) COS29
résulte du développement de la fonction
acosO
— («2 _ 2rt«' cosô + «'2) '^
dans une suite de cosinus de l'angle 6 et de ses multiples; en faisant
— = a, cette même fonction se réduit à
a rr
^b\'^] cose - -^ b\^Uos2d a i J a' i
ce qui donne généralement
lorsque i est zéro ou plus grand que i, abstraction faite du signe. Dans le cas de î — I , on a
On a ensuite
dk^i)
r f da
da ~
a' doc da
doc I
or on a -r- = — ^ da a
partant
dk^i)
db\''
da ~
OEuvres de L. —
et, dans le cas de i = i, on a
dAC) I
da a"^ \ da.
Enfin on a, dans le cas même de e = i ,
da2 a' 3 daC^
dH'^'^
Pour avoir les différences de A^'^ relatives à a', on observera que, A^'' étant une fonction homogène en a et a\ de la dimension — i, on a, par la nature de ce genre de fonctions,
a -3 h a' -^-r = — AO,
da da'
a -3-7- =— A(0 — a— - — , da' da
, d^Af') dA(') d^AC)
dada da da-«
da =» da da-*
da'^da da da^ da^
„d3A(') ^...> o dA(0 d^AC) d3A('>
On aura B^'^ et ses différences en observant que, par le numéro précédent, la série
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on a donc généralement
b[^^ cos6 + b[^^cos2e
d'où l'on tire
dm da
db
a"^ doc
da-
dH
a'^ dot?
De plus, B''^ étant une fonction homogène de a et de à , de la dimension — 3, on a
da
da'
d'où il est facile de conclure les différences partielles de B^'^ prises relativement à a\ au moyen de ses différences partielles en a.
Dans la théorie des perturbations de m' par l'action de m, les valeurs de A^'^ et de B^'^ sont les mêmes que ci-dessus, à l'exception de àS*\
qui dans cette théorie devient — ^ ^< • Ainsi le calcul des valeurs
de A''\ B^'^ et de leurs différences sert à la fois pour les théories des deux corps m et m'.
50. Après cette digression sur le développement de R en série, reprenons les équations différentielles (X'), (Y) et (Z') des n°'46 et 47, et déterminons à leur moyen les valeurs de Ir, ^ç^ et Is, en portant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre des excentricités et de& inclinaisons des orbites.
Si, dans les orbes elliptiques, on suppose
V =znt -[-&■+■ V,, v' =^n't -\-t' -\-v\ ,
on aura, par le n° 22,
«,=: — ecos(n/-+- e — cj), u\=. — e' cos[n' t -\- e'— gt'), t', = 2esin(/i^H- e — cj), ♦'^ = 2e'siii(/i7H- e'— a?'),
nt-^- £, n't-r- z étant les longitudes moyennes de m et de m'; a et a' étant les demi-grands axes de leurs orbites; e et e' étant les rapports des excentricités aux demi-grands axes; enfin, ct et cj' étant les longitudes de leufs périhélies. Toutes ces longitudes peuvent être rapportées indifféremment aux plans mêmes des orbites ou à un plan qui leur est fort peu incliné, puisque l'on néglige les quantités de l'ordre des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons. En substituant les valeurs précédentes dans l'expression de R du n*' 48, on aura
m' R = — 2 A('> cosi («'/ - nt + e'— e)
m' „r dA('^ •4/,il r-i lA A • \ A -\ 2 a-- H- 21 A(" ccos[z(w7 — «Y + e — e) -+- w/ + e — nrj
-— 2ra'^^^-2(i-i)A('-')le'cos[i{/i7-/i/+6'-e)+n/ + e-CT')],
le signe 1 des intégrales finies s'étendant à toutes les valeurs entières, positives et négatives, de i, en y comprenant la valeur i = o. De là on tire
H 2 «—r ! r A('> cosi «7 — n/ + e — e
2 L da n — » J '
«' -T-;; — *- 3a — ; — ecos(«/-f- e — cr
2 L "''f da \ ^ '
m' ( ,d2A(«) dA(«) ' , dX(') , .,\ , , , ,,
[aa -r—T-r ■+■ 2a —r h 2a -^-, — h iA(*ne cosint ■+- g — cj'
2 \ dada da da ) ^ '
2 L <^« "^ /(n — /t)— n\ da /J
X ecos[i(re'/ - nt -h e'— t) -h nt-h e — gj]
2 L dada ^ da i[n — n)—n\ oa ^ ' /J
X e' cos\_i{n't — nt -h e'— e) -^ nt -h e — gt'],
le signe intégral 1 s'étendant, comme dans ce qui suit, à toutes les
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valeurs entières, positives ou négatives, de ?, la seule valeur i=o étant exceptée, parce que nous avons fait sortir hors de ce signe les termes dans lesquels i = o; m' g est une constante ajoutée à l'intégrale /dR. En faisant donc
C = éa'
dA«»
da da'
da
+ aa
aaAfO,
C(')=ia
, d2A(') 2?+i „ dAC'^ /(n — n') — 3n / , dA('^ an
da-*
Va da ' /i — w'
i —\]n I „ dA^'^
d2A(''-') « dAC'-o
i[n — n') — n\ da [i—i)n ( ,dA('-')
aA(') +-2iaA(''M,
daOà
da iin — n'] — n
aa
da!
2(/ — i)aA('-0 ;
en prenant ensuite pour unité la somme des masses M + m, et observant que, par le n** 20, — ^ — = ^^ l'équation (X') deviendra
^- n?' hu — in"^ m'ag
2 da
„ / , dA('^ 2/1 . ,.A ., , • ^ , ,
2 a2 -— 1 aA^'Mcosi n # — n/ + £ — e
\ da n — n ) ^ '
-î- /i2^'Gecos(n; + e — gj) + n'^m'Jie' cos[nt + e — tct') + n-m' 2C(') e cos[^i[n't — nt -\- s! — t) + nt + t — rs^ -\- n-m' 1W^^ e' cos[i(n7 — n/ H- e'— e) + nf + e — cj'],
et, en intégrant,
m' „ dAO) m' ou=^i m ag
dA(0 in ....
— T \ — 7 aA('^
da n — n
— ces iin' t - nt-\-z' — i]
-Jr m'/, ecos{ nt -h e — ni) + m'f,' e' cos [nt -h e — gt') Cntesinint-i- e — xs) Bnte' sin(n/ + e — cj' )
m' 2î^^7 n t; r« cosrifn'f — n; + e'— e) + «/ + e — eu
[i{n — n) — ny — n^ ^ ^
+ m' Ir-T-, n rr : e' cos[i{n't— nt + e'— s) + nt h- e — w'I,
[i 71 — n' — nj^ — n- '^
/ et/' étant deux arbitraires. L'expression de Sr en ^m, trouvée dans le n° 47, donnera
«5r , m , dAi»> 'w „ „ da n — n , , , , ,
— m'fe CCS ( wf + e — Gj) — m'f'e' cos [nt -\- z — xs' ) H- {m' QjTite sm[nt -^ e — nr) H- ^m'Dnte' sin(n; + e — gt')
— «l'n^J pr- ; =r- e' cos\ iin't — nt-\-t'—z]-\-nt + z — gj'1
[i(n — » j — nJ2 — «2 •- ^ ' J
f^if étant des arbitraires dépendantes de/ et/' .
Cette valeur de <^r, substituée dans la formule (Y) du n° 46, donnera Sv ou les perturbations du mouvement de la planète en longitude; mais on doit observer que, nt exprimant le moyen mouvement de m, le terme proportionnel au temps t doit disparaître de l'expression de tv. Cette condition détermine la constante g^ et l'on trouve
àa .
Nous aurions pu nous dispenser d'introduire dans la valeur de ^r les arbitraires / et /', puisqu'elles peuvent être censées comprises dans les éléments e et ct du mouvement elliptique; mais alors l'expression de %v aurait renfermé des termes dépendants de l'anomalie moyenne, et qui n'auraient point été compris dans ceux que donne le mouvement elliptique : or il est plus commode de faire disparaître ces termes de l'expression de la longitude, pour les introduire dans l'expression du rayon vecteur; nous déterminerons ainsi/ et/' de manière à remplir
cette condition. Cela posé, si l'on substitue au lieu de a' , sa
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valeur — A^'~*^ — a — ^ — , on aura
„ , dA(05 , â^AW oa da^
dAO ()2AM)
»—«(/? — ») n — i[n~ n) da ^ da'^
. 2 _dA(o) , ,d2A(o)
Soit, de plus, 3«
.... «2(n — /i')[/n-/(n — n')]-3w2/ dAW an ,,,,\ , , d2A(')
da n — n'
/• N — \n-\-i[n — n']'\ — Zn'^, .,,., . „_,,.,
J'-) = -^ V- «A(') H ^- ^— «2 — r \ y aAC) r :- rTYl '
n — n i^[n — n]^ — n^ \ oa n — n j n^ — \n — i[n—n)Y
WÊÊ' dA('-')
If"^ [i-\){ii—i)nak^i-'^ + [i—i)na'^
yo=
/l2— [»— /(nt_;i')]2>
on aura
dA(') an
fîr m' ^ dkW m'n^^ da n — n
aA«
cos«(n7 — nf + e'— e)
a 6 " da i i^[n — n')2 — n2
— /n'/ecos(n; + t — xs) — m' f'e' cos [nt -\- e - cr') H-é^/n'Cnïesinfnf + e — th) + ^m' Tinte' sin(n? + e — cj'
-;; — r- w TTvT e cos [«{»'' — «'H-e'—e)H-n^H-e — cri 1
+ -T — P ^ TvT. «'cos[i(n'/ — n^+e'— e) + n^+e — ct'1 \
n2— n— i n — n 2 l \ / jj
+ m' C w^e'cos ( «/ h- e — gt ) h- m' D nf e' cos ( n/ + e — gt' )
wm' 2
7-r e sin [i (w'^ — nf + e' — e) + /if h- £ — ci] i 7y e' sin \i[jn! t — nt-{- 1' — e) + ni + £ — ro] l
le signe intégral 2 s'étendant dans ces expressions à toutes les valeurs entières, positives et négatives, de i, la seule valeur ? = o étant exceptée.
On doit observer ici que, dans le cas même où la série représentée
par 2A^'^cosi(/i'i-f- «/ -h e'— s) est peu convergente, ces expressions
de — et de %v le deviennent par les diviseurs qu'elles acquièrent. Cette
remarque est d'autant plus importante que, sans elle, il eût été impossible d'exprimer analytiquement les perturbations réciproques des planètes dont les rapports des distances au Soleil diffèrent peu de l'unité. Ces expressions peuvent être mises sous la forme suivante, qui nous sera utile dans la suite; soit
A = esincj, A'=e'sinnT', /=ecoscj, /'=e'coscj'; on aura
or m „ dA(») m n^ „ da n — n ., , , ,
— — -^ «2 — r 1 2à :- yr- COSZ [n t — Ht -r- S. — i \
« o aa 2 i^[n — n]^ — n-
-m'{hf-hh'f')sin{nt-^&)-m'(lf^l'f')cos{ni^£)
H ^7C-i-/'D)/i^sin(/i/ + e) { hC -h h' D] nt cos {nt-+-e]
l -V— r -, rr^ Sin \ i[nt — nt + e — e) -h nt -\'e\ l
,^1 n^ ~\ n — lin — n]\^ ^ ^ ' -^ f
f . I — T F -, rr^-, cos \ i{n t — nt-hz — e] -ï-nt-^r e\ }
LIVRE II
da
raAC^'J
/(« — n')[i2(/i — «')2 — «2] m' ( A C + A' D) /i^ sin ( n< + s ) + m' ( /C 4- /' D) n? cos ( nf H- e )
sin iin't — nt -i- e' — e 1
nm'lt
rr sin[i(n'^ — n^ + e'— e) + nf H-e]
-7- cos[i{n7 — n/4-e — e) + n^ + ej
En réunissant ces expressions de Br et de tv aux valeurs de r et de p relatives au mouvement elliptique, on aura les valeurs entières du rayon vecteur de m et de son mouvement en longitude.
51. Considérons présentement le mouvement de m en latitude. Pour cela, reprenons la formule (Z') du n° 47. Si l'on néglige le produit des inclinaisons par les excentricités des orbites, elle devient
d^-àu' ,» , I ^R
l'expression de R du n'' 48 donne, en prenant pour plan fixe celui de l'orbite primitive de /w,
dz
2R(') cosiin't — nt + e'— e),
la valeur de i s'étendant à tous les nombres entiers positifs et négatifs, en y comprenant même « = o. Soient y la tangente de l'inclinaison de l'orbite de m' sur l'orbite primitive de m, et II la longitude du nœud ascendant de la première de ces orbites sur la seconde; on aura, à trèspeu près,
2'=a'ysin(n7 + e'— H),
ce qui donne
dR m
-— = — - y sinin't -t- e'- H) «',R(<)ysin(n/ + e — II)
a' 2R('-0y sm{i[n't — nt -h e'— t] -h nt -h e — H],
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la valeur de i s'étendant ici, comme dans ce qui va suivre, à tous les nombres entiers positifs et négatifs, la seule valeur i= o étant exceptée. L'équation différentielle en Sm' deviendra donc, en multipliant la
valeur de -r- par n^a^, qui est égal à l'unité,
o= — j-^ h n^6u'~m'n--j^ y sin(« / + e'— H) H a«'B(')7sm(Ai^ -he - U]
+ ^^^ oa' 2B('-')y sin[i («7 - n^ -t- e'— e) + n^ + e — H] ;
d'où l'on tire, en intégrant et en observant que, par le n° 47, ^^ = — a tu\
05= ;,— — — -^ysmin't-he —U) -, B^^^nt.y cosint -^ e — Il
H ^-i; — f n MTïï ysinf/ n7 — n/-f-e'— £ +n^ + £ — n |.
2 n- — in — i[n — n)j-' ^ ^ ' -•
Pour avoir la latitude de m au-dessus d'un plan fixe peu incliné à celui de son orbite primitive, en nommant 9 l'inclinaison de cette orbite sur le plan fixe, et 0 la longitude de son nœud ascendant sur le même plan, il suffira d'ajouter à h la quantité tangcp sin(ç' — 8) ou tang(psin(/i/ -f-6 — 0), en négligeant l'excentricité de l'orbite. Nommons (p' et 6' ce que deviennent ç et 0 relativement à m'. Si m était en mouvement sur l'orbite primitive de m', la tangente de sa latitude serait tang(p'sin(/i/ + e — 6'); elle serait tang9 sin(/î^ + e — 6), si m continuait de se mouvoir sur son orbite primitive. La différence de ces deux tangentes est à très-peu près la tangente de la latitude de m audessus du plan de son orbite primitive, en le supposant mû sur le plan de l'orbite primitive de m'; on a donc
tartgcp' sin(n/ -{-e — 6')— tang9 sin [nt + e -- 9) = y sin («; -f- e — H).
Soit
langcp sin9=/?, tangç' sinô'=:^',
langfjpcosô = ^, tang9' cos0'=ç';
on aura
ysinU=p' — p, ycos'n = q'—q,
et par conséquent, si l'on désigne par s la latitude de m au-dessus du
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plan fixe, on aura, à très-peu près,
m'a^a' $ = ^sin(nf + e) — p QOs[nt -{- e) -;; — ip'—p) B(*^wf sin{/i/ + e)
[ —r — -? ^:, r\-n: sm 1 1( n' t — nt -h £ — e) -h nt -h^sli
f — T — -w t^tt cosTi w / — nt-+-z — e 4-nf -f-ej \
m ti-a^a „ ,
52. Rassemblons présentement les formules que nous venons de trouver. Nommons [r) et [v) les parties du rayon vecteur et de la longitude V sur l'orbite, qui dépendent du mouvement elliptique; on aura
r— (r)-f-ôr, v=^[v) -\- àv.
La valeur précédente de s sera la latitude de m au-dessus du plan fixe; mais il sera plus exact d'employer, au lieu de ses deux premiers termes, qui sont indépendants de m! , la valeur de la latitude qui aurait lieu dans le cas où m ne quitterait point le plan de son orbite primitive. Ces expressions renferment toute la théorie des planètes, lorsque l'on néglige les carrés et les produits des excentricités et des inclinaisons des orbites, ce qui est le plus souvent permis. Elles ont d'ailleurs l'avantage d'être sous une forme très -simple, qui laisse facilement apercevoir la loi de leurs différents termes.
Quelquefois on aura besoin de recourir aux termes dépendants des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons, et même des puissances et des produits supérieurs. On pourra déterminer ces termes par l'analyse précédente; la considération qui les rend nécessaires facilitera toujours leur détermination. Les approximations dans lesquelles on y aurait égard introduiraient de nouveaux termes, qui dépendraient de nouveaux arguments. Elles reproduiraient encore les arguments que donnent les approximations précédentes, mais avec des coefficients de plus en plus petits, suivant cette loi, qu'il est aisé de con-
dure du développement de R en série, donné dans le n° 48 : Un argument qui, dans les approximations successives, se trouve pour la première fois parmi les quantités d'un ordre quelconque r, n est reproduit que par les quantités des ordres r4-2, r-f-4'----
Il suit de là que les coefficients des termes de la forme t int-h s),
^ ces ^ '
qui entrent dans les expressions de r, v et s, sont approchés jusqu'aux quantités du troisième ordre, c'est-à-dire que l'approximation dans laquelle on aurait égard aux carrés et aux produits des excentricités et des inclinaisons des orbites n'ajouterait rien à leurs valeurs; elles ont donc toute la précision que l'on peut désirer, ce qu'il est d'autant plus essentiel d'observer, que de ces coefficients dépendent les variations séculaires des orbites.
Les divers termes des perturbations de r, v, s sont compris dans la
forme
» sin r ., ,^ , , T
k \i[n t — nt-i- 1 — z) -h rnt-\- rt],
CCS'
r étant un nombre entier positif ou zéro, et k étant une fonction des excentricités et des inclinaisons des orbites de l'ordre r ou d'un ordre supérieur. On peut juger par là de quel ordre est un terme dépendant d'un angle donné.
Il est clair que l'action des corps m", ni", ... ne fait qu'ajouter aux valeurs précédentes de r, v ei s des termes analogues à ceux qui résultent de l'action de m', et qu'en négligeant le carré de la force perturbatrice, les sommes de tous ces termes donneront les valeurs entières de r, V et s. Cela suit de la nature des formules (X'), (Y) et (Z), qui sont linéaires relativement aux quantités dépendantes de la force perturbatrice.
Enfin, on aura les perturbations de m', produites par l'action de m, en changeant, dans les formules précédentes, a, n, h, l, e, ct, p, q et m' en a', n\ h', /', e', vs', p' , q' et m, et réciproquement.
DES INEGALITES SECULAIRES DES MOUVEMENTS CÉLESTES
53. Les forces perturbatrices du mouvement elliptique introduisent,
dans les expressions de r, jt et * du Chapitre précédent, le temps t*
hors des signes sinus et cosinus, ou sous la forme d'arcs de cercle qui, en croissant indéfiniment, doivent à la longue rendre ces expressions fautives; il est donc essentiel de faire disparaître ces arcs, et d'avoir les fonctions qui les produisent par leur développement en série. Nous avons donné pour cet objet, dans le Chapitre V, une méthode générale, de laquelle il résulte que ces arcs naissent des variations des éléments du mouvement elliptique, qui sont alors fonctions du temps. Ces variations s'exécutant avec une grande lenteur, elles ont été désignées sous le nom d'inégalités séculaires. Leur théorie est un des points les plus intéressants du Système du monde; nous allons la présenter ici avec l'étendue qu'exige son importance.
On a, par le Chapitre précédent,
r = a i — hsin{nt -{- e) — l cos {nt -\- e) — . . .
+ ■ — (/G + /'D)wf sin(n; + e) (ACh- h' B) nt cos {nt-+- e) -h m' S
dt
n -r 'i.nlis\n[nt + e) h- q. ni cos [nt + e) -f-. . .
m'(/C + Z'D) n"^ t s'm [nt -h e) H-m'(AC + A'D) n^tcos[nt-{- e) + m'T,
s -- q sin[nt '[- e)— pcos{nt -h £) -h m
j- a"^ a' [p' — p)B(^^ nt sin [nt -]- e) y- a^a'iq' - q) Bf')«fcos(ni + e) H-m');;,
S, T, X étant des fonctions périodiques du temps t. Considérons d'abord l'expression de -t-? et comparons-la à l'expression de j du n'^43. L'arbitraire n multipliant l'arc t sous les signes périodiques dans l'expression de -J-» on doit alors faire usage des équations suivantes, trouvées dans le n° 43,
o=zY'4-9Y"-hX"-2Z,
Voyons ce que deviennent ici X, X', X", Y, . . . : en comparant l'expression de ^ à celle de j^ du numéro cité, on trouve
X=:n - inhs\n{nt-\-t) -k- ^nlcos[nt-\- e) -t- m'T, Y=:m'/»2(AC + A'D)cos(nf H-e) — m'n2{/C + /'D)sin(/i;-4- e).
Si l'on néglige le produit des différences partielles des constantes par les masses perturbatrices, ce qui est permis, puisque ces différences sont de l'ordre de ces masses, on aura, par le n*' 43^
X'= T^ [n- ihs\n[nt H- e) H- 7.lcos{nt + e)]
dt 4- 2 n -T^ [ A ces {nt -h e) — / sin { «/ -t- e )]
dh . , , dl I
-\- in-7^ sm[n/ h- e) -+- a/i^ cos(n/ + e.,
\"= ^n-r^ [h cos{nt -h e) — /sin(/if 4-e)]. L'équation o = X'-i- 6X' — Y deviendra ainsi 0= -j^ \_i -h 7.hsm{nt -h e) -h 2lcos{nt + e)]
dh . . , dl ,
-i- 2n-j^ sinint -h t] + an-r^ cos [nt -+-e^
^"'\^77n "^ 7fl) [^cos(/if + e) — /sin(/i/ + e)] m'n^'hC -h h'D) cos{nt -h e) -h m'n^[lC 4- /D) sin(n/
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En égalant séparément à zéro les coefficients des sinus et des cosinus semblables, on aura
dn
dh . de m'n ,.^ ,,_,, dl , dz m'n , , „ ,,_^.
Si l'on intègre ces équations, et si dans leurs intégrales on change 0 en t, on aura, par le n° 43, les valeurs des arbitraires en fonctions
de t, et l'on pourra effacer les arcs de cercle des expressions de -J- et
de r; mais, au lieu de ce changement, on peut tout de suite changer 0 en t dans ces équations différentielles. La première de ces équations nous montre que n est constant, et, comme l'arbitraire a, de l'expression de r, en dépend, en vertu de l'équation /i^ = — , « est pareillement constant. Les deux autres équations ne suffisent pas pour déterminer h, l, £. On aura une nouvelle équation, en observant que
l'expression de -^ donne, en l'intégrant, ^ndt pour la valeur de la longitude moyenne de m; or nous avons supposé cette longitude égale à 71^ + £ ; on a donc w^ -f- e = /n dt, ce qui donne
dn de
'dt^m='''
et, comme on a ^ — o, on aura pareillement -r == o. Ainsi les deux
arbitraires n et e sont constantes; les arbitraires h et l seront par conséquent déterminées au moyen des équations différentielles
La considération de l'expression de -r- nous ayant suffi pour déterminer les valeurs de n, a, h, l et e, on voit a priori que les équations différentielles entre les mêmes quantités, qui résultent de l'expression de r, doivent coïncider avec les précédentes. C'est ce dont il est facile de s'assurer a posteriori, en appliquant à cette expression la méthode du n° 43.
Considérons maintenant l'expression de s. En la comparant à celle de y du numéro cité, on aura
X — gsin(«^H- e) — pQ,os{nt -\- e) -h m'Xf
Y = ^ a^a'B(*){p -p')sm{nt h- e) + ^ a^a'BO [q - q'] cos{nt + e).
n et e étant constants, par ce qui précède, on aura, par le n° 43,
X'= -jI sin(«<4-e) — -^ cos(nf H-e), X"= o.
L'équation o = X'-+- 6X' — Y devient ainsi
o= t| sin{nt-he) — -^ cos[nt -{- e)
_ ^aaa'B(*)(^_|,')sin(n/ + e)- ^ a^a"R(')[q-q')cos{nt-^ t);
d'où l'on tire, en comparant les coefficients des sinus et des cosinus semblables, et en changeant 6 en t, pour avoir directement /> et q en fonctions de /, ^
(4) ^ = i^a.«'BO.(;,-p').
Lorsque l'on aura déterminé p et q par ces équations, on les substi-
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tuera dans l'expression précédente de s, en effaçant les termes qui contiennent des arcs de cercle, et l'on aura
5= ^ sinfnf H- s) — pcos[nt + e) +,w'%.
54. L'équation -y- = o, que nous venons de trouver, est d'une
grande importance dans la théorie du Système du monde, en ce qu'elle nous montre que les moyens mouvements des corps célestes et les grands axes de leurs orbites sont inaltérables; mais cette équation n'est approchée que jusqu'aux quantités de l'ordre m'h inclusivement. Si les quantités de l'ordre m'h^ et des ordres suivants produisaient
dans -T- un terme de la forme 2 /et, k étant une fonction des éléments at
des orbites de m et de m', il en résulterait dans l'expression de (^ le
terme kt-, qui, en altérant la longitude de m proportionnellement au
carré du temps, deviendrait à la longue extrêmement sensible. On
n'aurait plus alors -!j = o; mais, au lieu de cette équation, on aurait,
par le numéro précédent, ~ = 2k; il est donc très-important de savoir s'il existe dans l'expression de (^ des termes de la forme kt^. Nous allons démontrer que, si l'on n'a égard qu'à la première puissance des masses perturbatrices , quelque loin que l'on porte d'ailleurs les approximations relativement aux puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites, l'expression de v ne renfermera point de termes semblables.
Reprenons pour cela la formule (X) du n" 46,
a CCS
V 1 ndt.rs'mvUfdK-hr-y-\—asmv / nr//.rcosi^( 2/dR + r — j
ix^i
Considérons la partie de ^r qui renferme des termes multipliés par /^ ou, pour plus de généralité, considérons les termes qui, étant multipliés par le sinus ou par le cosinus d'un angle cet -h ê, dans lequel a
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est très-petit, ont en même temps a^ pour diviseur. Il est clair qu'en supposant a = o, il en résultera un terme multiplié par t^, en sorte que ce second cas renferme le premier. Les termes qui ont a^ pour diviseur ne peuvent évidemment résulter que d'une double intégration; ils ne peuvent donc être produits que par la partie de §rqui renferme le double signe intégral /. Examinons d'abord le terme
2 a ces (' /n <// ( r sin t' /dR )
Si Ton fixe l'origine de l'angle v au périhélie, on a dans l'orbite elliptique, par le n° 20,
I 4- e ces V et par conséquent
cosv— -i—
er
d'où l'on tire, en differentiant.
„ , . a I — c2 r2 dv sm v — — i '- dr;
mais on a, par le n° 19,
on aura donc
andt.r sinv rdr
T 4 'i.acosv fndtirsinv fd^] i • i • • Le terme ^^ — ^ — ^ deviendra ainsi
ay'i — e'^ ■^/(rrfr/dR), ou S^ [r^fdK -fr-dK).
Il est visible que, cette dernière fonction ne renfermant plus de doubles intégrales, il ne peut en résulter aucun terme qui ait x^ pour diviseur.
asïni> fndt[r — a{\ — e^]] fdR [J.e \l\ — e
On a, par le n° 22,
■^ étant une suite infinie de cosinus de l'angle nt + 1 et de ses multiples; on aura donc
-fndt[r - a(i - e^jJ/dR --^= afndt[^,e + x'j/dR.
Nommons /" l'intégrale Jy'ndt\ on aura
aJndt[U -+- x' ) /dR = UefndtfdR + ax"/dR - «A" dR.
Ces deux derniers termes ne renfermant point le double signe intégral, il ne peut en résulter aucun terme qui ait a- pour diviseur; en n'ayant donc égard qu'aux termes de ce genre, on aura
et le rayon r deviendra
(;.) et (-^^ étant les expressions de r et de j^- relatives au mouvement elliptique. Ainsi, pour avoir égard, dans l'expression du rayon vecteur, à la partie des perturbations qui est divisée par a^ il suffit
(l'augmenter de la quantité — JndtfdR la longitude moyenne nt-{-t
de cette expression relative au mouvement elliptique.
Voyons comment on doit avoir égard à cette partie des perturbations, dans l'expression de la longitude (^. La formule (Y) du n° 46
donne, en y substituant — j- JndtféK au lieu de Sr, et en n'ayant
fJ- fit (XL
égard qu'aux termes divisés par a^,
ird-r-h dr^ 01'— ^ — JndtfdR;
or on a, par ce qui précède,
j aendt sinv „ , „ , ,
ar=^ — -, ? r^dv=.a^ndt\l\^e^,
d'où il est facile de conclure, en substituant pour cost^ sa valeur précédente en r,
"y.rd-r-h dr-
ndi
a'^n'-dt- dv
yji — e-'
en n'ayant donc égard qu'à la partie des perturbations qui a pour diviseur v?, la longitude v deviendra
[v] et ( — ^ J étant les parties de v et de — ^ relatives au mouvement elliptique. Ainsi, pour avoir égard à cette partie des perturbations dans l'expression de la longitude de m, on doit suivre la môme règle que nous venons de donner pour y avoir égard dans l'expression du rayon vecteur; c'est-à-dire qu'il faut augmenter, dans l'expression elliptique de la longitude vraie, la longitude moyenne nt -^- 1 de la
quantité — Jndlfdli.
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La partie constante de l'expression de (—77)' développée- en série de
cosinus de l'angle nt + z et de ses multiples, se réduisant à l'unité, comme on l'a vu dans le n^ 22, il en résulte, dans l'expression de
la longitude, le terme — fndtfôR. Si dR renfermait un terme con-
stant km'ndt, ce terme produirait, dans l'expression de la longitude ^>,
le suivant kn'^t^. L'existence de semblables termes dans cette
expression se réduit donc à voir si dR renferme un terme constant.
Lorsque les orbites sont peu excentriques et peu inclinées les unes aux autres, on a vu (n° 48) que R peut toujours se réduire dans une suite infinie de sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps t. On peut les représenter généralement par le terme km' cos [i'n't-\- int + X),'i et i' étant des nombres entiers positifs ou négatifs, ou zéro. La différentielle de ce terme, prise uniquement par rapport au moyen mouvement de m, est — ikm'ndtûxi[i'n't -hint-\- X)\ c'est la partie de dR relative à ce terme; elle ne peut pas être constante, à moins que l'on n'ait o = i'n'^ in, ce qui suppose les moyens mouvements des corps m et m' commensurables entre eux; et, comme cela n'a point lieu dans le système solaire, on doit en conclure que la valeur de dR ne renferme point de termes constants, et qu'ainsi, en ne considérant que la première puissance des masses perturbatrices, les moyens mouvements des coi'ps célestes sont uniformes, ou, ce qui revient au
même, -^ = o. La valeur de a étant liée à celle de n au moven de dt
l'équation n- = -^^ il en résulte que, si l'on néglige les quantités périodiques, les grands axes des orbites sont constants.
Si les moyens mouvements des corps m et m\ sans être exactement commensurables, approchent cependant beaucoup de l'être, il existera, dans la théorie de leurs mouvements, des inégalités d'une longue période, et qui pourront devenir fort sensibles, à raison de la petitesse du diviseur a^. Nous verrons dans la suite que ce cas est celui de Jupiter et de Saturne. L'analyse précédente donnera d'une manière fort
simple la partie des perturbations qui dépend de ce diviseur. Il en résulte qu'il suffit alors de faire varier la longitude moyenne nt -\- e ou
jndt, de la quantité — /nr/^/dR; ce qui revient à faire croître /^,
dans l'intégrale jndl, de la quantité jdR; or, en considérant l'orbite de m comme une ellipse variable, on a /i^ — _ -i^; la variation précédente de n introduit donc dans le demi-grand axe a de l'orbite la vanation =^
Si l'on porte dans la valeur de -r- la précision jusqu'aux quantités
de l'ordre des carrés des masses perturbatrices, on trouvera des termes proportionnels au temps; mais, en considérant avec attention les équations différentielles du mouvement des corps m, m\ . . . , on s'assurera facilement que ces termes sont en même temps de l'ordre des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites. Cependant, comme tout ce qui affecte le moyen mouvement peut à la longue devenir fort sensible, nous aurons dans la suite égard à ces termes, et nous verrons qu'ils produisent les équations séculaires observées dans le mouvement de la Lune.
55. Reprenons maintenant les équations (j) et (2) du n" 53, et suj)posons
elles deviendront
^= (O, I;/-|Vl]/',
^ =— (o, i)AH-[o,-r|A'.
Les expressions de (o, i) et de [o, t] peuvent être déterminées fort simplement de cette manière. En substituant, au lieu de C et <le 1),
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leurs valeurs déterminées dans le n*^ 50, on aura
m'n( ^ dk.W d^XW
2 \ d« ' oa-
tn n
aA(0 — «2 2 \ ôa
a^AC)
da2
On a, par le n° 49,
, (JAO)
oa
dH\
dcx,^
db\'^ dn\'^
on obtiendra facilement, par le même numéro, -~- et , ' en fonc-
*■ dix dcL^
tions de ^± et de h\_ , et ces quantités sont données en fonctions linéaires de 6_^ et de h_i\ on trouvera, cela posé,
da
da"' 2(1 — «2)2'
partant
Soit
Sm'na^b
(«2 _ 2. aa' cos 9 H- «'2)2 = («, «') -|- («, «')'cos9 + ;a, a')"cos29 on aura, par le n° 49,
iva(o;
on aura donc
'im'na'^a' [a, a')'
On a ensuite, par le n*' 49,
da - oa^
Ab[^^
db
da
en substituant, au lieu de 6^ et de ses différences, leurs valeurs en b'^l et ^i'i, on trouvera la fonction précédente égale à
partant
3ocm'n[{i-^ oi^]b['l -i-^al/'ll
ou
I T 3m'a/î[(«2 -1- a"^) {a, a"]' -h aa' [a, a')]
on aura donc ainsi des expressions fort simples de (o, i) et de | o, i] , et il est facile de se convaincre, par les valeurs en séries de b_i et de b_±, données dans le n" 49, que ces expressions sont positives si n est
positif, et négatives si n est négatif. Nommons (o, 2) et |o, 2| ce que deviennent (o, i) et [o, ij , lors-
que l'on y change à' et m dans a" et m". Nommons pareillement (o, 3) et |o, 3| ce que deviennent ces mêmes quantités, lorsque l'on y change
a' et m' en a" et m"\ et ainsi de suite. Désignons, de plus, par h", l"; h"\ /'", ... les valeurs de A et de / relatives aux corps m", m"', ... ; on aura, en vertu des actions réunies des différents corps m\ m", m",... sur m,
^ = [(o, .) 4- (o, 2) + (o, 3) + . . 0 / - [ôTT] /' - [^ r --. . .,
dt '~
dh' dl' dh" dl" Il est clair que -7-> ^7-5 -7-5 -jj^-" seront déterminés par des expres-
[(o, i) + (o, 2) + (0, 3) +. . .]A + |o, i]A'+|o, -y^li"
dt' dt' dt' dt dh
sions semblables k celles de -j- et de -v-j et qu'il est facile de conclure
PREMIERE PARTIE. - LIVRE II
de celles-ci, en y changeant successivement ce qui est relatif à m dans ce qui a rapport à m', m", . . . , et réciproquement. Soient donc
ce que deviennent
lorsque l'on y change ce qui est relatif à m dans ce qui est relatif à m', et réciproquement; soient encore
ce que deviennent
lorsque l'on y change ce qui est relatif à m dans ce qui est relatif à m", et réciproquement; et ainsi de suite. Les équations différentielles précédentes, rapportées successivement aux corps m, w', m", . . . , donneront, pour déterminer A, /, A', /', A", /", . . . , le système suivant d'équations
/ dh
Jl = [{o, i)-i (o, 2
dl d't
dt
(A) \dl dt
dh'
-ÂT^ [{i,o) + (i,
dh"
-Jf -^ [(2, o) + (2, I
dl^ dt
o, 3) + . . .] A -f- |o, i| h'+ |o, 2| /j"+ [oTT-TI A'"+ . . . , 1,3)+...]/' -[T;^/ -[771]/" -[Ts]/'"-..., 1, 3) + . . .] A' 4- [T7o\ h + [T[T] A"+ [TTT]^'"-^-- • • • 2,3)+...]/"-[^/ -[27]]^' -EZl^'" -••• 2, 3) + . . .] /i"+ [^7^ A + |1~T] A' + [^7T| h"'-\- ...,
OE livres de L. -- 1.
ont entre elles des rap-
et
Les quantités (o, i) et (i, o), ports remarquables qui peuvent en faciliter le calcul, et qui nous seront utiles dans la suite. On a, par ce qui précède,
3m'na-a'{a, a'
Si, dans cette expression de (o, i), on change m' en m, ii en n', a en a', et réciproquement, on aura l'expression de (i,o), qui sera par conséquent
3mn'a'^a{a', a]'
mais on a (a, «')'= {a', a)', puisque l'une et l'autre de ces quantités
± résulte du développement de la fonction («'— 2a«'cos6 h- a'^)'^ dans
une série ordonnée suivant les cosinus de l'angle 6 et de ses multiples;
on aura donc
(o, i) mn'a' =: (i, o) m'na;
or on a, en négligeant les masses m, m', . . . vis-à-vis de M,
partant
(o, i) /ny^ = (i,o) w' ^ ,
équation d'où l'on tirera facilement (i,o), lorsque (o, i) sera déterminé. On trouvera de la même manière
I o, 1 1 m si a -- |i, o I m' \fcî! .
Ces deux équations subsisteraient encore dans le cas où n et n' auraient des signes contraires, c'est-à-dire si les deux corps m et m' circulaient en différents sens; mais alors il faudrait donner le signe de n au radical \/a, et le signe de n' au radical Va'.
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Des deux équations précédentes résultent évidemment celles-ci
[0,1) m s/ a = (2, oj m" \a" ,
m \^la rzir.
■}., o| m" \Ja" ,
' 1 , 2 ) m' si a' = ( 2, \)m" y a", 1 1 , ?. | m' \Ja' ■^= 2, i m" sja" ,
56. Maintenant, pour intégrer les équations (A) du numéro précédent, nous ferons
A— N sin(g-?+6), / = N cos{g-; + ê), A'=N'sin(g-f-i-ê), /'r=N'cos(g-^ + ê),
en substituant ces valeurs dans les équations (A), on aura
/ Ng- =[(0, i) + (o,2)+...]N -[^N'-[^N"-...,
N"g-=[(2,o) + (2, i)+...]N"-[^N -[^TlJN'-...,
Si l'on suppose le nombre des corps m, m\ m", . . . égal à «, ces équations seront en nombre i, et, en éliminant les constantes N, N', . . . , on aura une équation finale en g, du degré i, que l'on obtiendra facilement de cette manière.
Nommons cp la fonction
2Nm yâ i[^N'+[^;T|y^^4-...|
2N'mV^|[T7T|N-+[T73lN-+.--i •2lSVs/^iFr3]N-+...j
Les équations (B) se réduisent, en vertu des relations données dans le numéro précédent, à celles-ci
dcp d(o do
dN"*"' dw^""' dîr"°' •••'
en considérant donc N, N', N",... comme autant de variables, <p sera un maximum. De plus, <p étant une fonction homogène de ces variables, de la seconde dimension, on a
on a donc cp = o, en vertu des équations précédentes.
Présentement, on peut déterminer ainsi le maximum de la l'onction <p. On différentiera d'abord cette fonction relativement à N, et l'on
substituera dans 9, au lieu de N, sa valeur tirée de l'équation -^ = o,
valeur qui sera une fonction linéaire des quantités N', N", ... ; on aura de cette manière une fonction rationnelle, entière et homogène, de la seconde dimension en N', N", . . . : soit ç''^ cette fonction. On différentiera <p^'^ relativement à N', et l'on substituera dans cp''^ au lieu de N',
sa valeur tirée de l'équation -—7- = o; on aura une fonction homogène
et de la seconde dimension en N", N'", ... : soit 9^^^ cette fonction. En continuant ainsi, on parviendra à une fonction 9'*"'^ de la seconde dimension en N^'~'^ et qui sera par conséquent de la forme (N''~*^)^^, k étant une fonction de g et de constantes. Si l'on égale à zéro la différentielle de 9^'"^'^ prise par rapport à N^'~'^ on aura k = o, ce qui donnera une équation en g du degré i, et dont les diverses racines donneront autant de systèmes différents pour les indéterminées N, N', N",...; l'indéterminée N^'-'^ sera l'arbitraire de chaque système, et l'on aura sur-le-champ le rapport des autres indéterminées N, N',... du même système à celle-ci, au moyen des équations précédentes, prises dans un ordre inverse, savoir
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Soient g, ^,, ^2» • • • les i racines de l'équation en g-, soit N, N', N", . - . le système des indéterminées relatif à la racine g\ soit N,, N'^, N'^, . . . le système des indéterminées relatif à la racine g^, et ainsi de suite : on aura, par la théorie connue des équations différentielles linéaires,
A :=:N sin(g-;+ ê) -FNisinfg-f^H-êi) +N2 sin(g-2^+ 62) +• • ., A' = N'sin{g-/ + ê)H-N',sin(g-,; + ê,)+N'oSin(g-2^ + ê2) +•• -, A"= N"sin (g-f + ê) + N'; sin (g-, / + êi ) + N'^ sin (g-a f + 62 ) + • • - ,
ê, ê<, ^2,... étant des constantes arbitraires. En changeant, dans ces valeurs de h, h\ h",..., les sinus en cosinus, on aura les valeurs de /, /', /", Ces différentes valeurs renferment deux fois autant d'arbitraires qu'il y a de racines g, gs, g^,...; car chaque système d'indéterminées renferme une arbitraire, et, de plus, il y a « arbitraires ê, ê<, êa, . . . ; ces valeurs sont par conséquent les intégrales complètes des équations (A) du numéro précédent.
Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer les constantes N, N, , . . . ; N', N'^ , . . . ; ê, ê< , Les observations ne donnent point immédiatement ces constantes; mais elles font connaître, à une époque donnée, les excentricités e, é ,... des orbites, et les longitudes w, ct', . . . de leurs périhélies, et par conséquent les valeurs de A, A', ...,/,/',... ; on en tirera ainsi les valeurs des constantes précédentes. Pour cela, nous observerons que, si l'on multiplie la première, la troisième, la cinquième,... des équations différentielles (A) du numéro précédent respectivement par Nw ^a, N'm' sja' ,..., on aura, en vertu des équations (B) et des relations trouvées dans le numéro précédent entre (o, i) et (i, o), (o, 2) et (2, o),. ..,
N ^ m v'â + N' ^ m' v^-f N'' ^- m" ^V + . . . = g- ( N /m v/« + N7' w' v/^ + ^"i"ni" y'"^ + . . . ) . Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de h, h',..., l, /',..., leurs
valeurs précédentes, on aura, en comparant les coefficients des mêmes
cosinus,
o = NN, m v/â -+■ N'N', m'v/«^ + N"N'; m" sR' + . ■ ■ ,
o = NNa m sfa H- N'N'aw' v/«^+ ^"^\m" sfaT ^
Cela posé, si l'on multiplie les valeurs précédentes de A, h' , . .. respectivement par Nm v^, N'm'sfâ' , ... , on aura, en vertu de ces dernières équations,
N mA v^ H- N'm'A' s/'^ + N"m"A" y/V' -+-...
On aura pareillement
N m/ /â + N'mT y/^ h- N"m"/" y^ h- . . .
= (N^m v/^ -f- N'2m' v/^+ N''5/n'V«^+ . . .) cos(g-^ + 6).
En fixant l'origine du temps / à l'époque pour laquelle les valeurs de h,
/, A', /',... sont supposées connues, les deux équations précédentes
donnent
N /im /â H- N'A'm V«^ + N"A"'w" v^' -h . . .
langé —
N Im si a + N7'm' sl'a' + N'7"m" v/«" + • • •
Cette expression de tangê ne renferme point d'indéterminée; car, quoique les constantes N, N', N",... dépendent de l'indéterminée W-*\ cependant, comme leurs rapports à cette indéterminée sont connus par ce qui précède, elle disparaît de l'expression de tang€. Ayant ainsi déterminé ê, on aura N''"'^ au moyen de l'une des deux équations qui donnent tang€, et l'on en conclura le système des indéterminées N, N', N", ... relatif à la racine g. En changeant, dans les expressions précédentes, cette racine successivement en ^, , ^2» ^3» • • • . on aura les valeurs des arbitraires relatives à chacune de ces racines.
Si l'on substitue ces valeurs dans les expressions de A, /, A', /',..., on en tirera les valeurs des excentricités e, e',. . . des orbites, et des
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longitudes ct, ct', . . . de leurs périhélies, au moyen des équations
tangcj=^5 langnT=y-5 •••; on aura ainsi
e2 =^ N2 + N? + N^ + . . . H- 2NN, cos[(g-, - g-) ^ + ê< - g]
+ 2NN2COs[(g-2— g-)f + S2 — ê] + 2N,N2C0s[(g-2— g-O^ + êa — o,]-^.. .
Cette quantité est constamment plus petite que (N + N, + Nj + . . .)^» lorsque les racines g, g\y • sont toutes réelles et inégales, en prenant positivement les quantités N, N, , — On aura pareillement
_ Nsin(g-^-Ho) + N< sin(g-<^ + ê<) +N2 sin(g-2 ^+ 62) + • • -, angGT— ]\rcQs^g.^_^gj _^_]v,cos(g-iiH- êO +N2Cos(g-2 < + 62) +• • • '
d'où il est facile de conclure
tan^(„_o-,_ ^^ N.sin[(g-,-g-)f + g,-6] + N2sin[(g-2-g-)fH-g2-ê)-t-... idug^nj ^t ''^~N+N<cos[(g-,-g-)f + g^-g]+N2COs[(g-2-g-)^+g2-g]-+-...
Lorsque la somme N, + N2-l-... des coefficients des cosinus de ce dénominateur, pris tous positivement, est moindre que N, tang(r7 — gt — ^) ne peut jamais devenir infini; l'angle x:s ~ gt — ^ ne peut donc jamais alors atteindre le quart de la circonférence, en sorte que Ip vrai moyen mouvement du périhélie est, dans ce cas, égal à gt.
57. Il suit de ce qui précède que les excentricités des orbites et les positions de leurs grands axes sont assujetties à des variations considérables, qui changent à la longue la nature de ces orbites, et dont les périodes, dépendantes des racines g, ^,, ^2»---» embrassent, relativement aux planètes, un grand nombre de siècles. On peut ainsi considérer les excentricités comme des ellipticités variables, et les mouvements des périhélies comme n'étant pas uniformes. Ces variations sont trèssensibles dans les satellites de Jupiter, et nous verrons dans la suite
qu'elles expliquent les inégalités singulières observées dans le mouvevement du troisième satellite. Mais les variations des excentricités ont-elles des limites, et les orbites sont-elles constamment peu différentes du cercle? C'est ce qu'il importe d'examiner. Nous venons de voir que, si les racines de l'équation en g sont toutes réelles et inégales, l'excentricité e de l'orbite de m est toujours moindre que la somme N + N, -h Na + . . . des coefficients des sinus de l'expression de h, pris positivement; et, comme ces coefficients sont supposés fort petits, la valeur de e sera toujours peu considérable. En n'ayant donc égard qu'aux variations séculaires, on voit que les orbites des corps m, m', m", ... ne feront que s'aplatir plus ou moins, en s'éloignant peu de la forme circulaire; mais les positions de leurs grands axes éprouveront des variations considérables. Ces axes seront constamment de la même grandeur, et les moyens mouvements qui en dépendent seront toujours uniformes, comme on l'a vu dans le n° 54. Les résultats précédents, fondés sur le peu d'excentricité des orbites, subsisteront sans cesse, et pourront s'étendre à tous les siècles passés et à venir; en sorte que l'on peut alors affirmer que, dans aucun temps, les orbites des planètes et des satellites n'ont été et ne seront considérablement excentriques, du moins si l'on n'a égard qu'à leur action mutuelle. Mais il n'en serait pas de même si quelques-unes des racines g, g,, gi, . . ' étaient égales ou imaginaires; les sinus et les cosinus des expressions de A, /, h' y /',..., correspondants à ces racines, se changeraient alors en arcs de cercle ou en exponentielles, et, comme ces quantités croissent indéfiniment avec le temps, les orbites finiraient, à la longue, par être fort excentriques; la stabilité du système planétaire serait alors détruite, et les résultats que nous avons trouvés cesseraient d'avoir lieu. Il est donc très-intéressant de s'assurei'que les racines g, gtf gn,... sont toutes réelles et inégaks. C'est ce que l'on peut démontrer d'une manière fort simple pour le cas de la nature, dans lequel les corps m, m\ m", ... du système circulent tous dans le même sens.
Reprenons les équations (A) du n** 55. Si l'on multiplie la première par m si a. h, la seconde par m^a.l, la troisième par m'sja'.h', la
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quatrième par m \]a' ./',..., et qu'ensuite on les ajoute ensemble, les coefficients de hl, h'l\ h"l'\ . . . seront nuls dans cette somme; le coefficient de h'I—hl sera | o, 1 1 m y^a — 1 1 , o | m' y^ , et il sera nul, en
vertu de l'équation | o, i ] m sja = \i,o\m' sja' , trouvée dans le n° 55
Les coefficients de h"l—hl% h"l'~ lil" ,. .. seront nuls par la même raison; la somme des équations (A) ainsi préparées se réduira donc à l'équation suivante
hdh-hldl r- li'dh'^l'dl' , r-y
— ^^— mva-i ^^— m v/«+...-o,
et par conséquent à celle-ci
o = ede.m y a -\- é de' . m' sjà + . . . .
En intégrant cette équation et en observant que, par le n° 54, les demigrands axes a, a\ . . , sont constants, on aura
( M ) e2 m \la + e' - m' si a! 4- e"'^ m" y/ a" + ... = consl.
Maintenant, les corps m, m' , m", . . . étant supposés circuler dans le même sens, les radicaux \a, \jà , sJa",... doivent être pris positivement dans l'équation précédente, comme on l'a vu dans le n° 55; tous les termes du premier membre de cette équation sont donc positifs, et par conséquent chacun d'eux est moindre que la constante du second membre; or, en supposant à une époque quelconque les excentricités très-petites, cette constante sera fort petite; chacun des termes de l'équation restera donc toujours fort petit, et ne pourra pas croître indéfiniment; les orbites seront toujours à fort peu près circulaires.
Le cas que nous venons d'examiner est celui des planètes et des satellites du système solaire, puisque tous ces corps circulent dans le même sens, et qu'à l'époque où nous sommes leurs orbites sont peu excentriques. Pour ne laisser aucun doute sur ce résultat important, nous observerons que, si l'équation qui détermine g renfermait des
Œuvres de L. — \. ^7.
racines imaginaires, quelques-uns des sinus et des cosinus des expressions de h, /, A', /',... se changeraient en exponentielles; ainsi l'expression de h contiendrait un nombre fini de termes de la forme Pc-^% c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et P étant une quantité réelle, puisque h ou esincj est une quantité réelle. Soient Qc^^ P'c-^', Q'c-^', P"c-^S... les termes correspondants de /, A', /', h",...; Q, P', Q', P",... étant encore des quantités réelles : l'expression de e^ renfermera le terme (P^ h- Q^)c^-^'; l'expression de é^ renfermera le terme (P'^h-Q'^)c^^S et ainsi de suite; le premier membre de l'équation (u) renfermera donc le terme
[(Pa -i- Q2) m v/^ + (P'2 4- Q'2) m' v^4- (P"2 -+- Q''^) m" y/^ + . . .] c^A.
Si l'on suppose que c^' soit la plus grande des exponentielles que contiennent h, l, h\ /',..., c'est-à-dire celle dans laquelle /est le plus considérable, c^^^ sera la plus grande des exponentielles que renfermera le premier membre de l'équation précédente; le terme précédent ne pourra donc être détruit par aucun autre terme de ce premier membre; ainsi, pour que ce membre se réduise à une constante, il faut que le coefficient de c^^ soit nul, ce qui donne
Lorsque \[â, >Ja\ ^' , . . . ont le même signe, ou, ce qui revient au même, lorsque les corps m, m', m",... circulent dans le même sens, cette équation est impossible, à moins que l'on ne suppose P ~ o, Q = o, P'= o, . . . ; d'où il suit que les quantités /^, /, A', /',... ne renferment point d'exponentielles, et qu'ainsi l'équation en g ne contient point de racines imaginaires.
Si cette équation avait des racines égales, les expressions de A, /, A', /',... renfermeraient, comme l'on sait, des arcs de cercle, et l'on aurait dans l'expression de h un nombre fini de termes de la forme P^'". Soient Q^, PT, QT, ... les termes correspondants de /, A', /', . . . , P, Q, P', Q',... étant des quantités réelles; le premier membre de l'équation (m)
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renfermera le terme
Si i'' est la plus haute puissance de t que contiennent les valeurs de A, /, A', /',..., i^^ sera la plus haute puissance de t renfermée dans le premier membre de l'équation [ii)\ ainsi, pour que ce membre puisse se réduire à une constante, il faut que l'on ait
o = (P2 + Q2)mv/« + {P'- + Q'-)m'vV+...,
ce qui donne ? = o, Q = o, ?'= o, Q' = o,.... Les expressions de h, l, h', /',... ne renferment donc ni exponentielles, ni arcs de cercle, et par conséquent toutes les racines de l'équation en g sont réelles et inégales.
Le système des orbites de m, m', m",... est donc parfaitement stable relativement à leurs excentricités; ces orbites ne font qu'osciller autour d'un état moyen d'ellipticité, dont elles s'écartent peu, en conservant les mêmes grands axes; leurs excentricités sont toujours assujetties à cette condition, savoir, que la somme de leurs carrés, multipliés respectivement par les masses des corps et par les racines carrées des grands axes, est constamment la même. " ^
58. Lorsque l'on aura déterminé, par ce qui précède, les valeurs de e et de cj, on les substituera dans tous les termes des expressions
de r et de y-? données dans les numéros précédents, en effaçant les
termes qui renferment le temps t hors des signes sinus et cosinus. La partie elliptique de ces expressions sera la même que dans le cas de l'orbite non troublée, avec la seule différence que l'excentricité et la position du périhélie seront variables; mais les périodes de ces variations étant fort longues, à raison de la petitesse des masses m, m\ m",... relativement à M, on pourra supposer ces variations proportionnelles au temps pendant un grand intervalle qui, pour les planètes, peut s'étendre à plusieurs siècles avant et après l'époque où l'on fixe l'origine
du temps. Il est utile, pour les usages astronomiques, d'avoir sous cette forme les variations séculaires des excentricités et des périhélies des orbites; on peut facilement les conclure des formules précédentes. En effet, l'équation e^ = h^+l^ donne e de = h dh-[- Idi; or, en n'ayant égard qu'à l'action de m', on a, par le n'^ 55,
dt
dl dt
partant
mais on a h'I— hl'= ee' sin(cy'— cr) ; on aura donc
-r- =T I o, 1 1 e sm (cj — GJ) ;
ainsi, en ayant égard à l'action réciproque des différents corps m, m',. .., on aura
-3- = I o, 1 1 e'smjgT — ct) + lo, 2| e^'sm(ro — gt )+...,
de dt
d^ dt
de" dt
-jy = |i.o| e sm(Gj — cj ) + l_ij_2 c"sm(Gj' — rn ) 4-. . .,
■%'fcin /— "
[2. o| e sin(cT — cj") -4- [âTj] e' sin(Gj' — ro") +. . .,
L'équation tango = 7- donne, en la différentiant,
e^dra— Idh — hdl.
En n'ayant égard qu'à l'action de m\ et substituant pour dh et dl leurs valeurs, on aura
î^=r(o,r){/i»-h/».) \Z7T\{hh+ll'),
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ce qui donne
ans , ,
o, I j — cos GT — cî ;
on aura donc, en vertu des actions réciproques des corps m, m', m",....
dT
dw' dt
dm" dt
= (o, i) -+- (o, 2) +...— [o, ij — cos(cî'— eu)
— CCS rn — Tir
H- (i, 2) H-...— |i, o I — cos(cT — rn')— 1 1, 2 I — cos(to"— m)
(2, o) + (2, i) +...— 1 2, o I — cos(cj — ct")— I^Tj] — , cos(cî' — cî") —
Si l'on multiplie ces valeurs de -1-5 —-, - • - •> -^> -|^3 ••• par le
temps t, on aura les expressions différentielles des variations séculaires des excentricités et des périhélies, et ces expressions, qui ne sont rigoureuses que lorsque t est infiniment petit, pourront cependant servir pendant un long intervalle, relativement aux planètes. Leur comparaison avec des observations précises et éloignées entre elles est le moyen le plus exact de déterminer les masses des planètes qui n'ont point de satellites. On a, pour un temps quelconque t, l'ex-
centricité e égale à e 4- ^
de
de d- e
-T-r-> ' • ' étant
P d^e Tt ''~ TTô. It^ ' " ' ' ^' dt' dt'^
relatifs à l'origine du temps z ou à l'époque. La valeur précédente de
■j- donnera, en la différentiant et en observant que a, a,
stants, les valeurs de
sont con-
Hfi ' ^/3 ' ' ^^ pourra donc continuer aussi loin que l'on voudra la série précédente, et, par le même procédé, la série relative à ct; mais, relativement aux planètes, il suffira, dans la comparaison des observations les plus anciennes qui nous soient parvenues, d'avoir égard au carré du temps, dans les expressions en séries de e, e', . . . , cT, ny', . . . .
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59. Considérons présentement les équations relatives à la position des orbites. Reprenons pour cela les équations (3) et (4) du n*" 53,
'dp m'n „ ,„,,w ,, dq m'n ,i,/,w n
On a, par le n° 4-9,
on a ensuite, par le même numéro,
on aura donc
Le second membre de cette équation est ce que nous avons désigné par (o, i) dans le n° 55; on aura ainsi
^ = io,i){q'-q], § = {o,r)[p-p').
De là il est aisé de conclure que les valeurs de q, /?, q', p' ,. .. seront déterminées par le système suivant d'équations différentielles
df =-[(o,i) + (o,2)-i-.
'•Iq +[o,i)q' +
dq' r, ^ , ^ -^= [(i,o) + (i,2)-+-.
dq" V, s , ^
dp" r/ N / ^
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Ce système d'équations est semblable à celui des équations (A) du n" 55; il coïnciderait entièrement avec lui si, dans les équations (A), on changeait h, l, h', V en q, p, q' , /,..., et si l'on supposait
(i,o), ...; ainsi, l'analyse dont nous avons
fait usage dans le n'^ 56 pour intégrer les équations (A) s'applique aux équations (C). On supposera donc
q =Ncos(g-i+ g) +N, cos(g-, ;4-êi) /? =N sin(g-/ + ê) 4-N, sin(g-, ; + g,' ^'=N'cos(g-<H-ê) -{-N',cos(g-<^ + ê,) p'= N' s\n[gt + ê) + N', sin (g-, ^ + ê,]
■No sin(g-2 1 -\-^2\ N;cos(g-. ^ + 62; N'o sin(g-2< + g2;
et l'on aura, par le n° 56, une équation en g du degré i, et dont les diverses racines seront g, gf, g2,.... Il est facile de voir qu'une de ces racines est nulle; car il est clair que l'on satisfait aux équations (G) en y supposant/?, y, y,... égaux et constants, ainsi que q, q', q",..., ce qui exige que l'une des racines de l'équation en g soit zéro, et ce qui l'abaisse au degré i — i. Les arbitraires N, N< , N', . . . , ê, ê, , . . . se détermineront par la méthode exposée dans le n° 56. Enfin on trouvera, par l'analyse du n° 57,
const. = {p- -(- q-) m \j a + (p'- h- q'-) m \fci! -\- . . .;
d'où l'on conclura, comme dans le numéro cité, que les expressions de />, q, p' , q\'.. ne renferment ni arcs de cercle ni exponentielles, lorsque les corps m, m', m",... circulent dans le même sens, et qu'ainsi l'équation en g a toutes ses racines réelles et inégales. -
On peut obtenir deux autres intégrales des équations (C). En effet, si l'on multiplie la première de ces équations par m y/a, la troisième par m'sja', la cinquième par m" v/«'' > • • • » on aura, en vertu des relations trouvées dans le n° 55,
"^-fa
dt
dq , /— —rr m Ja ■ dt *
ce qui donne, en intégrant,
(i) const. = qm y'a -\- q'm' \Jà h- . . . .
On trouvera de la même manière
2) const. =^ pm \l a -i- p' m' sj à -\- . . . .
Nommons «p l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan fixe, et 6 la longitude du nœud ascendant de cette orbite sur le même plan; la latitude de m sera à très-peu près tang(psin(/ii -1- e — ô). En comparant cette valeur à celle-ci y sin(/if -f- e) — /?cos(7i/ 4- s), on aura
y? =:lang(psin0, ^^langçcosô,
d'où l'on tire
tang9 = \J'p^-^^' , lang Q—~\
on aura donc l'inclinaison de l'orbite de m et la position de son nœud, au moyen des valeurs de p et de q. En marquant successivement d'un trait, de deux traits, etc., relativement à m , m", . . . , les valeurs de tang<p et de tangO, on aura les inclinaisons des orbites de m', m",. . . , et les positions de leurs nœuds, au moyen des quantités/?', q', p' , q",.... La quantité \p^-hq^ est moindre que la somme N H- N, -h N2 -+- . . . des coefficients des sinus de l'expression de p; ainsi, ces coefficients étant fort petits, puisque l'orbite est supposée peu inclinée au plan fixe, son inclinaison sur ce plan sera toujours peu considérable, d'où il suit que le système des orbites est aussi stable relativement à leurs inclinaisons que par rapport à leurs excentricités. On peut donc considérer les inclinaisons des orbites comme des quantités variables comprises entre des limites déterminées, et les mouvements des nœuds comme n'étant pas uniformes. Ces variations sont très-sensibles dans les satellites de Jupiter, et nous verrons dans la suite qu'elles expliquent les phénomènes singuliers observés dans l'inclinaison de l'orbite du quatrième satellite.
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Des expressions précédentes de petdeq résulte ce théorème :
Que l'on imagine un cercle dont l'inclinaison au plan fixe soit N, et dont gt-h^ soit la longitude du nœud ascendant ; que sur ce premier cercle on imagine un second cercle qui lui soit incliné de N,, et dont g^t -{-^, soit la longitude de son intersection avec le premier cercle ; que sur ce second cercle on imagine un troisième cercle qui lui soit incliné de Na, et dont ^2 ^ + ^2 soit la longitude de son intersection avec le second cercle, et ainsi de suite; la position du dernier cercle sera celle de l'orbite de m.
En appliquant la même construction aux expressions de A et de / du n° 56, on voit que la tangente de l'inclinaison du dernier cercle sur le plan fixe est égale à V excentricité de V orbite de m, et que la longitude de l'intersection de ce cercle avec le même plan est égale à celle du périhélie de l'orbite de m.
60. Il est utile, pour les usages astronomiques, d'avoir les variations différentielles des nœuds et des inclinaisons des orbites. Pour cela, reprenons les équations du numéro précédent,
tangcp= v//'2_._g2^ tang0=^-
En les différentiant, on aura
e?(p = dp sin B ^ dq ces B,
dp cos B — dqs'mB
dB = : ~
tangcp
Si l'on substitue pour dp et dq leurs valeurs données par les équations (G) du numéro précédent, on aura
^ = (0,1) langcp' sin(9 -B') + (o, 2) lang^'^sin [B-B") + ..., dt Ll"»'i • i > ; ^ j V > / tangtp ^ 1 \ 1 ta^gcp
OEuvres de L. — I.
on aura pareillement
^^- = (i, o) langcpsin(9'- 9) -f- (i, 2) langç''"sin{0'- 9") 4- ... ,
dt L^ ' ; V ' / j ^ ' ; iang9 ^ 1 \ ' ! langcp • ^ '
Les astronomes rapportent les mouvements célestes à l'orbite mobile de la Terre; c'est, en effet, du plan de cette orbite que nous les observons; il importe donc de connaître les variations des nœuds et des inclinaisons des orbites relativement à l'écliptique. Supposons ainsi que Ton veuille déterminer les variations différentielles des nœuds et des inclinaisons des orbites relativement à l'orbite de l'un des corps m, m\ m",..., par exemple, à l'orbite de m. Il est clair que
^sin(n'/-H e') — />cos(/i7 -h e')
serait la latitude de m' au-dessus du plan fixe, s'il était en mouvement sur l'orbite de m. Sa latitude au-dessus du même plan est
^' sin ( n7 -f- e' ) — />' CCS ( n7 + e' ) ;
or la différence de ces deux latitudes est à très- peu près la latitude de m' au-dessus de l'orbite de w; en nommant donc 9^ l'inclinaison, et 6' la longitude du nœud de l'orbite de m' sur l'orbite de m, on aura, par ce qui précède,
tang<p; = v/(^'- />)» + ( V'~7)^. lange; - P^^.
Si l'on prend pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée, on aura à cette époque /> = o, ^ = o; mais les différentielles dp et dq ne seront pas nulles; ainsi l'on aura .
d<^\ = [dp'— dp) sin9'-f- [dq'— dq) cos6',
dff — ^^P'~ ^P^ cosQ'— [dq'— dq )smd' ' " tang<p'
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En substituant pour dp, dq, dp' , dq\ . . . leurs valeurs données par les équations (C) du numéro précédent, on aura
^ = [{i, 2) - (o, 2)] langcp" sin(0'- Q")
+ [(i,3)-(o,3)]tang9"'sin(e'-ô'")+...,
+ [('»=^)-(o,2)]^^cos(e'-e'')
+ [(i,3)-(o,3)]1^2;'cos(9'-ô'") + ....
Il est facile de conclure de ces expressions les variations des nœuds et des inclinaisons des orbites des autres corps m", m!\ . . . sur l'orbite mobile de m.
61. Les intégrales trouvées précédemment des équations différentielles qui déterminent les variations des éléments (^es orbites ne sont qu'approcbées, et les relations qu'elles donnent entre tous ces éléments n'ont lieu qu'en supposant les excentricités des orbites et leurs inclinaisons fort petites. Mais les intégrales (4), (5), (6) et (7), auxquelles nous sommes parvenus dans le n° 9, donnent ces mêmes rapports, quelles que soient les excentricités et les inclinaisons. Pour
cela, nous observerons que --^ , '^ ^ est le double de l'aire décrite
durant l'instant dt par la projection du rayon vecteur de la planète m sur le plan des x et des y. Dans le mouvement elliptique, si l'on néglige la masse de la planète vis-à-vis de celle du Soleil, prise pour unité, on a, par les n°^ 19 et 20, relativement au plan de l'orbite de m.
Pour rapporter au plan fixe l'aire sur l'orbite, il faut la multiplier par le cosinus de l'inclinaison 9 de l'orbite à ce plan; on aura donc, par
rapport à ce plan,
xdy — rdx .—. — ^ /a i — e*
dt ^^ ^ V i+tang-'icp'
on aura pareillement
x'dy'—fdx'_ /a'[i — e'^)
-dT—^y.
tang2(p
etc.
Ces valeurs de xdy —ydx, x'dy' — y'dx\ . . . peuvent être employées lorsque l'on fait abstraction des inégalités du mouvement des planètes, pourvu que l'on considère les éléments e, e', . . . , <p, ç', . . . comme variables en vertu des inégalités séculaires; l'équation (4) du n° 9 donnera donc alors
/ai — e=» , /a' 1 — e'a _ Ax' —x)[dY'—dy\ — [Y ~Y)[dx' —dx)
V i-i-tang'*9 V iH-lang-'ç dt
En négligeant ce dernier terme, qui reste toujours de l'ordre mm! , on aura
cz=m\ — ^- -^ -^m' \ — \ — f H-
V n-tang''9 V' n-lang2(p
Ainsi, quels que soient les changements que la suite des temps apporte aux valeurs de e, e',..., 9, <p',... en vertu des variations séculaires, ces valeurs doivent toujours satisfaire à l'équation précédente.
Si l'on néglige les quantités très-petites de l'ordre e^ ou e'^cp^, cette équation donnera
c = m\ja -4- m' sfâ' 4- . . . — ^m v'a («' + tang^ç) — {m' sja' [e"^ H- tang2<p' )—...,
et par conséquent, si l'on néglige les carrés de e, e' , 9, . . . , on aura myja -\- m' sfci' -\- . . . constant. On a vu précédemment que, si l'on n'a égard qu'à la première puissance de la force perturbatrice, a, «', . . . sont constants séparément; l'équation précédente donnera donc, en négligeant les quantités très-petites de l'ordre e* ou e^cp'^
const. — m v^a (e^» 4- tang^ç) -\- m' ^a' [e'^ -f- tang^cp') -i- —
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Dans la supposition des orbites presque circulaires et peu inclinées les unes aux autres, les variations séculaires des excentricités des orbites sont, par le n° 55, déterminées au moyen d'équations différentielles indépendantes des inclinaisons, et qui par conséquent sont les mêmes que si les orbites étaient dans un même plan; or on a, dans cette hypothèse, cp = o, <p'= o,...; l'équation précédente devient ainsi
const. =z e^m \fâ + e'-m' ^ a' ^ e"-m"y'V'-h. . .,
équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le n° 57.
Pareillement, les variations séculaires des inclinaisons des orbites sont, par le n** 59, déterminées au moyen d'équations différentielles indépendantes des excentricités, et qui par conséquent sont les mêmes que si les orbites étaient circulaires; or on a, dans cette hypothèse, e =r o, e=. o, . . . ; partant, on aura
const. = m y/atang^o + m' \ja' lang^cp'-;- m" sj a" tang2<p"+. . .,
équation à laquelle nous sommes parvenus dans le n° 59. Si l'on suppose, comme dans ce dernier numéro,
/? = tang9 sinô, ^ =: lang^cosô,
il est facile de s'assurer que, l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan des X et des/ étant 9, et la longitude de son nœud ascendant, comptée de l'axe des Xy étant G, le cosinus de l'inclinaison de cette orbite sur le plan des x et des z sera
En
\l I + lang^ xdf — ydx
multipliant cette quantité par —^—ff — ou par sa valeur va(i — e^),
on aura la valeur de -r ; l'équation (5) du n^ 9 donnera donc,
en négligeant les quantités de l'ordre w^
^ V n-lang^'cp ^ V «H-tang-'cp
On trouvera pareillement que l'équation (6) du n° 9 donne
/aii — e^) , , /«'(i — e'2)
Si dans ces deux équations on néglige les quantités de l'ordre e^ ou e^ç, elles deviennent
consl. =: mq \[a 4- m'q' \Ja' -+-...,
const — mp sja h- m'p' y'a' -f- . . . ,
équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans le n° 59.
Enfin, l'équation (7) du n° 9 donnera, en observant que, par le n** 18,
et en négligeant les quantités de l'ordre mm',
Ces diverses équations subsistent eu égard aux inégalités à très-longues
périodes qui peuvent affecter les éléments des orbites de m, m\
Nous avons observé, dans le n° 5i, que les rjapports des moyens mouvements de ces corps peuvent introduire dans les expressions des grands axes des orbites, considérées comme variables, des inégalités dont les arguments proportionnels au temps croissent avec beaucoup de lenteur, et qui, ayant pour diviseurs les coefTicients du temps t dans ces arguments, peuvent devenir sensibles. Or il est visible qu*en n'ayant égard qu'aux termes qui ont de semblables diviseurs, et en considérant les orbites comme des ellipses dont les éléments varient à raison de ces termes, les intégrales (4), (5), (6) et (7) du n° 9 donneront toujours les relations que nous venons de trouver entre ces éléments, parce que les termes de l'ordre mm\ que nous avons négligés dans ces intégrales pour en conclure ces relations, n'ont point pour diviseurs les trèspetits coefficients dont nous venons de parler, ou du moins ils ne les
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renferment que multipliés par une puissance des forces perturbatrices supérieure à celle que l'on considère.
62. Nous avons observé, dans les n°^ 21 et 22 du premier Livre, que, dans le mouvement d'un système de corps, il existe un plan invariable ou conservant toujours une situation parallèle, qu'il est facile de retrouver dans tous les temps, par cette condition, que la somme des masses du système, multipliées respectivement par les projections des aires décrites par leurs rayons vecteurs dans un temps donné, est un maximum. C'est principalement dans la théorie du Système solaire que la recherche de ce plan est importante, vu les mouvements propres des étoiles et de l'écliptique, qui rendent très-difficile aux astronomes la détermination précise des mouvements célestes. Si l'on nomme y l'inclinaison de ce plan invariable sur celui des x et des y, et n la longitude de son nœud ascendant, il résulte de ce que nous avons démontré, dans les n°* 21 et 22 du premier Livre, que l'on aura
tangy sinn rz^ — 5 tangycosll— - —
et, par conséquent.
. „ m Jaii—e'^) sino s'inO -h m' Ja (i — e'^)sino sinS ■
tan g y smll = ^ ^ — — ' ^ _ ^ ^,
m^a{i— e'^) cos(p H- m'\Ja' [i — e'^) coscp'-f-.. .
„ m Jaii— e'^] sincpcosô + m Ja' [i — e -) sm© cos0 -;-...
langy ces II — — ^ ^ , L^^ "^ ' , '-- ^-
mv/«(i — e^) cosç + m'sja [i — e^) cosç -h...
On déterminera facilement, au moyen de ces valeurs, les deux angles y et n. On voit que, pour déterminer le plan invariable, il faudrait connaître les masses des comètes et les éléments de leurs orbites; heureusement ces masses paraissent être fort petites, en sorte que l'on peut, sans erreur sensible, négliger leur action sur les planètes; mais le temps seul peut nous éclairer sur ce point. On peut observer ici que, relativement à ce plan invariable, les valeurs de/?, q, p\ q\ . . . ne renferment point de termes constants; car il est visible, par les équations (G) du
n** 59, que ces termes sont les mêmes pour /?, p' p", . . . , et qu'ils sont encore les mêmes pour q, q\ q"y ... ; et comme, relativement au plan invariable, les constantes des premiers membres des équations (i) et (2) du n° 59 sont nulles, les termes constants disparaissent, en vertu de ces
équations, des expressions de p^ p', . .., q, q',
Considérons le mouvement de deux orbites, en les supposant inclinées l'une à l'autre d'un angle quelconque; on aura, par le n'' 61,
c' — sin(pcos9./n ^/«(i — e*) -;- sin9'cos0'./n'v/«'(i — e"^].
c"= sin9 s\nd.m\/a{i~e^) -;- sin<p' sin9'.m\'a' [i — e'^).
Supposons que le plan fixe auquel on rapporte le mouvement des orbites soit le plan invariable dont nous venons de parler, et par rapport auquel les constantes des premiers membres de ces équations sont nulles, comme on l'a vu dans les n°^ 21 et 22 du premier Livre. Les angles ç et ç' étant positifs, les équations précédentes donnent les
suivantes
m\Ja[i — e'^) sinç ^ m'isja' [\ — e'^) sincp',
sin 6 = — sin 0', ces ô = — cos B' ,
d'où l'on tire 6'= 6 -+- la demi-circonférence; les nœuds des orbites sont par conséquent sur la même ligne; mais le nœud ascendant de l'une coïncide avec le nœud descendant de l'autre, en sorte que l'inclinaison mutuelle des deux orbites est égale à 9 -f <p'. On a, par le n° 61,
C-- tn\J[a\ — e'^) COS9 + m'\Ja' [\ — e"^) cos
en combinant cette équation avec la précédente entre sin 9 et sin 9', on aura
2/nccos9 v/«(r^^^7â) rr: c^ + m'fl(i — c2) _ ,n'2a' (i — e'2).
Si l'on suppose les orbites circulaires, ou du moins assez peu excentriques pour que l'on puisse négliger les carrés de leurs excentricités, l'équation précédente donnera 9 constant; par la même raison, 9' sera
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constant; les inclinaisons des plans des orbites sur le plan fixe et sur elles-mêmes seront donc alors constantes, et ces trois plans auront toujours une intersection commune. Il en résulte que la variation moyenne instantanée de cette intersection est toujours la même, puisqu'elle ne peut être qu'une fonction de ces inclinaisons. Lorsqu'elles sont fort petites, on trouvera facilement, par le n" 60 et en vertu de la relation précédente entre sino et sin^', que, pour le temps /, le mouvement de cette intersection est — [(o, i) -t- (i, o)| i.
La position du plan invariable, auquel nous venons de rapporter le mouvement des orbites, est facile à déterminer pour un instant quelconque; car il ne s'agit que de partager l'angle de l'inclinaison mutuelle des orbites en deux angles o et ç', tels que l'on ait l'équation précédente entre sin9 et sinç'. En désignant donc par r? cette mutuelle inclinaison, on aura
tang(p
l'sjà
m yja[\ — e'^) + m'\ja' [i
'-) sinm e'
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SECONDE METHODE D APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CÉLESTES
63. On a vu, dans le Chapitre II, que les coordonnées des corps célestes, rapportées aux foyers des forces principales qui les animent, sont déterminées par des équations différentielles du second ordre. Nous avons intégré ces équations dans le Chapitre III, en n'ayant égard qu'aux forces principales, et nous avons fait voir que, dans ce cas, les orbites sont des sections coniques dont les éléments sont les constantes arbitraires introduites par les intégrations. Les forces perturbatrices n'ajoutant que de petites inégalités au mouvement elliptique, il est naturel de chercher à ramener aux lois de ce mouvement le mouvement troublé des corps célestes. Si l'on applique aux équations différentielles du mouvement elliptique, augmentées des petits termes dus aux forces perturbatrices, la méthode d'approximation exposée dans le n° 45, on pourra encore considérer les mouvements célestes dans les orbites rentrantes comme étant elliptiques; mais les éléments de ce mouvement seront variables, et l'on aura leurs variations par cette méthode. Il en résulte que, les équations du mouvement étant différentielles du second ordre, non -seulement leurs intégrales finies, mais encore leurs intégrales infiniment petites du premier ordre sont les mêmes que dans le cas des ellipses invariables, en sorte que l'on peut différentier les équations finies du mouvement elliptique, en traitant les éléments de ce mouvement comme constants. Il résulte encore de la même méthode que les équations de ce mouvement, différentielles du premiei" ordre, peuvent être différentiées, en n'y faisant varier que les éléments des orbites et les premières difîerences des
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coordonnées, pourvu qu'au lieu des différences secondes de ces coordonnées on ne substitue que la partie de leurs valeurs due aux forces perturbatrices. Ces résultats peuvent être immédiatement tirés de la considération du mouvement elliptique.
Pour cela, concevons une ellipse passant par une planète et par l'élément de la courbe qu'elle décrit, et dont le centre du Soleil occupe le foyer. Cette ellipse est celle que la planète décrirait invariablement, si les forces perturbatrices cessaient d'agir sur elle. Ses éléments sont constants pendant l'instant dt, mais ils varient d'un instant à l'autre. Soit donc V= o une équation finie à l'ellipse invariable, V étant fonction des coordonnées rectangles a?, j, z, et des paramètres c, c',..., qui sont fonctions des éléments du mouvement elliptique. Cette équation aura encore lieu pour l'ellipse variable; mais les paramètres c, c' ,... ne seront plus constants. Cependant, puisque cette ellipse appartient à l'élément de la courbe décrite par la planète durant l'instant dt, l'équation V= o aura encore lieu pour le premier et le dernier point de cet élément, en regardant c, c' ,... comme constants. On peut donc différentier cette équation une première fois, en n'y faisant varier que ccy y, z, ce qui donne
-^— dx -\- -^r- dr due of *^
dz
dz.
On voit ainsi la raison pour laquelle les équations finies de l'ellipse invariable peuvent, dans le cas de l'ellipse variable, être différentiées une première fois, en traitant les paramètres comme constants. Par la même raison, toute équation différentielle du premier ordre à l'ellipse
invariable a également lieu pour l'ellipse variable; car soit V'= o
dx dy dz une équation de cet ordre, V étant fonction de a?, J' ^' ^' ^' ^ ^t
des paramètres c, c', Il est clair que toutes ces quantités sont les
mêmes pour l'ellipse variable que pour l'ellipse invariable qui coïncide avec elle pendant l'instant dt.
Présentement, si nous considérons la planète à la fin de l'instant dt ou au commencement de l'instant suivant, la fonction V ne variera de l'ellipse relative à l'instant dt à l'ellipse consécutive que par la varia-
tion des paramètres, puisque les coordonnées a?, y, z, relatives à la tin du premier instant, sont les mêmes pour ces deux ellipses; ainsi, la fonction V étant nulle, on a
I o=^ --— de H- — 7 de -I- ....
^ ' de de
Cette équation peut se déduire encore de l'équation V - o, en y faisant varier à la fois x, y, 2, c, c', . . . ; car, si l'on retranche l'équation {i) de cette différentielle, on aura l'équation [i').
En différentiant l'équation [i], on aura une nouvelle équation en de, de',..., qui, avec l'équation [i'), servira à déterminer les paramètres c, c , . . . . C'est ainsi que les géomètres qui se sont occupés les premiers de la théorie des perturhations célestes ont déterminé les variations des nœuds et des inclinaisons des orbites; mais on peut simplifier cette différentiation de la manière suivante.
Considérons généralement l'équation différentielle du premier ordre V'= o, équation qui, comme on vient de le voir, convient également à l'ellipse variable et à l'ellipse invariable qui, dans l'instant dt, coïncide avec elle. Dans l'instant suivant, cette équation convient encore aux deux ellipses, mais avec cette différence, que c, c' , . . . restent les mêmes dans le cas de l'ellipse invariable, au lieu qu'ils changent avec l'ellipse variable. Soit V" ce que devient V lorsque l'ellipse est supposée invariable; soit V) ce que devient cette même fonction dans le cas de l'ellipse variable. Il est clair que, pour avoir V", il faut changer, dans V, les coordonnées x, y^ z, qui sont relatives au commencement du premier instant dt^ dans celles qui sont relatives au commencement du second instant; il faut ensuite augmenter les différences premières dx, dy, dz respectivement des quantités d'^x, d^y, d^z, relatives à l'ellipse invariable, l'élément dt du temps étant supposé constant.
Pareillement, pour avoir V, il faut changer dans V les coordonnées x,y, z dans celles qui sont relatives au commencement du second instant, et qui sont encore les mêmes dans les deux ellipses; il faut ensuite augmenter dx, dy, dz respectivement des quantités d^x, d^y, d'^z; enfin, il faut changer les paramètres c, c',... dans c-hdc,c -+- de',
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Les valeurs de d^x, d-y, d^z ne sont pas les mêmes dans les deux ellipses; elles sont augmentées, dans le cas de l'ellipse variable, des quantités dues aux forces perturbatrices. On voit ainsi que les deux fonctions V" et Y,' ne différent qu'en ce que, dans la seconde, les paramètres c,c' ,... croissent de de, de' ,..., et les valeurs de d^x, d^y, d^z, relatives à l'ellipse invariable, y sont augmentées des quantités dues aux forces perturbatrices. On formera donc \[ —V" en diff'érentiant V dans la supposition de x, y, z constants, et de dx, dy, dz, c, c' , . . . variables, pourvu que, dans cette diff'érentielle, on substitue pour d^x, d^y, d^z les parties de leurs valeurs uniquement dues aux forces perturbatrices.
Maintenant, si dans la fonction Y' — V on substitue, au lieu de d'-x, d^y, d^z, leurs valeurs relatives au mouvement elliptique, on aura une
ri "T* il V* Ci '^
fonction de a?, j, s, -t--> ---, -^•> c, c, . . . , qui, dans le cas de l'ellipse
invariable, est nulle; cette fonction est donc encore nulle dans le cas de l'ellipse variable. On a évidemment, dans ce dernier cas. Y'— Y'= o, puisque cette équation est la diff'érentielle de l'équation Y'=o; en en retranchant l'équation Y" — Y ^v^ o, on aura V — Y"^- o. Ainsi l'on peut, dans ce cas, diff'érentier l'équation Y = o, en n'y faisant varier que
dx, dy, dz, e,c pourvu que l'on substitue, pour d'^x, d^y, d^z,
les parties de leurs valeurs relatives aux forces perturbatrices. Ces résultats sont exactement les mêmes que ceux auxquels nous sommes parvenus dans le n° 45, par des considérations purement analytiques; mais, vu leur importance, nous avons cru devoir les déduire ici de la considération du mouvement elliptique. Cela posé,
Reprenons les équations (P) du n
d-x fxx
dR
'dF ^~T^ '
ôx
df' ' r«
dR
" ày
d^z , uz
dt^ r»
' ôz
Si l'on suppose R = o, on aura les équations du mouvement elliptique, que nous avons intégrées dans le Chapitre III. Nous sommes parvenus, dans le n° 18, aux sept intégrales suivantes :
xdy—Ydx , xdz — zdx
dt
dt
xdz — zdy Tft
- , a dr^ -\- dz^\ ydydx zdzdx
dV^
dt^
ip)
dx- -r- dz- ^ xdxdy zdzdy df^ j "" " "
Il dx^- + </r-
dtxdxdz
o=il
r dt- j dt-
?-j^u dx^ 4- rfj^ + dz^ T"^ df'
dty'dy'd<
^es intégrales donnant les arbitraires en fonctions des coordonnées et de leurs premières différences, elles sont sous une forme très-commode pour déterminer les variations de ces arbitraires. Les trois premières intégrales donnent en les différentiant, et en ne faisant varier, par le numéro précédent, que les paramètres c, c , c", et les premières différences des coordonnées.
de
xd^y — yd'^x
dc'.= -
xd^z — zd'^x
dt
de"
yd'^z ~ zd'-y dt
En substituant, au lieu de d^Xy d^y^ d^z, les parties de leurs valeurs dues aux forces perturbatrices, et qui, en vertu des équations différentielles (P), sont — dt""
dx
dt^-^, -dt' ày
dz
dc.^dt(y^-x^y
de' = dt(z
dR
dx
Oz )
. „ ,, / dR dR \
On a vu, dans les n*** 18 et 19, que les paramètres c, c\ c" déterminent
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trois éléments de l'orbite elliptique, savoir, l'inclinaison ç de l'orbite sur le plan des ce et des j, et la longitude 6 de son nœud, au moyen des équations
lang<p=:^^ ? Iang9=— ^
et le demi-paramètre a(i — e-) de l'ellipse au moyen de l'équation
ua[i — e-) — c- -\- c'- -+■ c"'-.
Ces mêmes équations subsistent encore dans le cas de l'ellipse variable, pourvu que l'on détermine c, c\ c" au moyen des équations différentielles précédentes. On aura ainsi le paramètre de l'ellipse variable, son inclinaison sur le plan fixe des x et des j, et la position de son nœud.
Les trois premières des équations [p) nous ont donné , dans le n° 19, l'intégrale finie ç>=^c"x — c'y ^ cz\ cette équation subsiste encore dans le cas de l'ellipse troublée, ainsi que sa première différence o :-- c"dx — c'dy -^ cdz, prise en regardant c, c , c" comme constants.
Si l'on différentie la quatrième, la cinquième et la sixième des intégrales (p), en n'y faisant varier que les paramètres/,/',/" et les différences dx, dy, dz-, si l'on substitue ensuite, au lieu de d'-x, d-y,
d^z, les quantités — dt^ -x-^ — dt- -^^ — di^ ^, on aura
/ - / \y ^^ àfj' \ dx dz j
OR , , , . ()R
' ôx ^ "^ ' dz
[xdy-ydx] ~ + [zdy-xdz]
+ [xdz - zdx) — + [ydz -zdy) -^-
Enfin, la septième des intégrales (/>), différentiée de la même manière, donnera la variation du demi-grand axe a, au moyen de l'équation
la différentielle dR se rapportant aux seules coordonnées ne, y, z du corps m.
Les valeurs de/,/',/" déterminent la longitude de la projection du périhélie de l'orbite sur le plan fixe, et le rapport de l'excentricité au demi-grand axe; car, I étant la longitude de cette projection, on a,
par le n" 19,
f langl— ^»
et, e étant le rapport de l'excentricité au demi -grand axe, on a, par le même numéro.
Ce rapport peut encore être déterminé en divisant le demi -paramètre a(i — e^) par le demi-grand axe a; le quotient, retranché de l'unité, donnera la valeur de c'.
Les intégrales (p) ont donné par l'élimination, dans le n° 19, l'intégrale finie o---^r — K^ -\-fx -^f'y -\-f"z\ cette équation subsiste encore dans le cas de l'ellipse troublée, et elle détermine à chaque instant la nature de l'ellipse variable. On peut la différentier en regardant/,/',/" comme constants, ce qui donne
o — ^dr-\- fdx -\-f'dy -y-f'dz.
Le demi -grand axe a donne le moyen mouvement de m, ou, plus
exactement, ce qui dans l'orbite troublée répond au moyen mouve-
-1 _ ment dans l'orbite non troublée; car on a, par le n" 20, n = a %/(x;
de plus, si l'on désigne par C, le moyen mouvement de m, on a dans
l'orbite elliptique invariable dX, -- ndt; cette équation a également lieu
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dans l'ellipse variable, puisqu'elle est différentielle du premier ordre. En la différentiant, on aura d'^X, — dndt; or on a
partant
et, en intégrant,
, 3a/i ,u 3«ndR
an ■= a — =
2fi a p.
, 3andtdR
Ç= --ffandtdR.
Enfin, on a vu, dans le n° 18, que les intégrales (p) n'équivalent qu'à cinq intégrales distinctes, et qu'elles donnent entre les sept paramètres c, c\ c", /, /', /" et e les deux équations de condition
o-^fc"-f'c'-^f"c,
ces équations ont donc encore lieu dans le cas de l'ellipse variable, pourvu que les paramètres soient déterminés par ce qui précède. On peut d'ailleurs s'en assurer facilement a posteriori.
Nous venons de déterminer cinq éléments de l'orbite troublée, savoir, son inclinaison, la position de ses nœuds, son demi-grand axe qui donne son moyen mouvement, son excentricité, et la position du périhélie. Il nous reste à déterminer le sixième élément du mouvement elliptique, celui qui, dans l'ellipse non troublée, répond à la position de m à u«e époque donnée. Pour cela, reprenons l'expression de dt du n« 16,
dtsj^i dv[i — e^)^
V fi + e ces [v —.■uj]\^
Cette équation, développée en série, nous a donné, dans le numéro cité.
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En intégrant cette équation dans la supposition de e et de ct constants,
on aura
E(2) Jndt -j- £ = f H- EC^ sin(i^ — ro) H sinai^i' — cj) +. . .,
£ étant une arbitraire. Cette intégrale est relative à l'ellipse invariable; pour l'étendre à l'ellipse troublée, il faut qu'en y faisant tout varier jusqu'aux arbitraires s, e et cr qu'elle renferme, sa différentielle coïncide avec la précédente ; ce qui donne
ae=rae\ — r— siruc — rn) H 1 — sin?. (i^ — cr) -t-. . .
— </gï[E(')COS(v — CJI -+-E(-)cos2(c' — gt) +...].
ç' — cj est l'anomalie vraie de m comptée sur l'orbite, et cr est la longitude du périhélie comptée pareillement sur l'orbite. Nous avons déterminé précédemment la longitude I de la projection du périhélie sur le plan fixe; or on a, par le n*' 22, en changeant ç» en ct, et v, en 1 dans l'expression de v — ^ de ce numéro,
CT — o~I — 9-+-tang49sin2(I — 0) -4-
En supposant ensuite i> et v^ nuls dans cette même expression, on a
g = 0 H- tang2^9 sin 2 & H- . . . ;
partant
îjj--r- 1-+- tang2{cp[sin2 0 -+- sin 2(1 — !?)]-+-.. .,
ce qui donne
rfcy— fi?I[i-T-2lang2i<pcos2(I— 9)-f-...]4-2rfôtang2i<p[cos2 0— cos2(I— 0)-+-...]
-f-^?ii^[sin2e + sin2(l-9)-K..j.
cos-^9 *- \ / .1
Ainsi, les valeurs de d\, db et rfç étant déterminées par- ce qui précède, on aura celle de dvs, d'où Ton tirera la valeur de dz.
Il suit de là que les expressions en séries du rayon vecteur, de sa
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projection sur le plan fixe, de la longitude rapportée soit sur le plan fixe, soit sur l'orbite, et de la latitude, que nous avons données dans le n° 22 pour le cas de l'ellipse invariable, ont également lieu dans le cas de l'ellipse troublée, pourvu que l'on y change nt en Jndt, et que l'on détermine les éléments de l'ellipse variable par les formules précédentes. Car, puisque les équations finies entre r, ç, s, x,y, z et Jndt sont les mêmes dans les deux cas, et que les expressions en séries du n° 22 résultent de ces équations par des opérations analytiques entièrement indépendantes de la constance ou de la variabilité des éléments, il est clair que ces expressions ont encore lieu dans le cas des éléments variables.
Lorsque les ellipses sont fort excentriques, telles que les orbites des comètes, il faut changer un peu l'analyse précédente. L'inclinaison ^ de l'orbite sur le plan fixe, la longitude 6 de son nœud ascendant, le demi-grand axe a, le demi-paramètre a{i— e^), l'excentricité eet la longitude I du périhélie sur le plan fixe pourront être déterminés par ce qui précède. Mais, les valeurs de cr et de dxs étant données en séries ordonnées par rapport aux puissances de tang^ç, il faut, pour les rendre convergentes, choisir le plan fixe de manière que tang^ç soit peu considérable, et ce qu'il y a de plus simple pour cet objet consiste à prendre pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée.
La valeur précédente de dz est exprimée par une série qui n'est convergente que dans le cas où l'excentricité de l'orbite est peu considérable; on ne peut donc pas l'employer dans le cas présent. Pour y suppléer, reprenons l'équation
dt \J iJ. _ dvW—e'^Y
I " [n-ecos(t' — GTJP
Si l'on fait i— <? = », on a par l'analyse du n° 23, dans le cas de l'ellipse invariable.
tangi(p - cï) 1^1+ ^— -| tang4(i^ - GTj + . . . J ,
aY-sll>.
T étant une arbitraire. Pour étendre cette équation à l'ellipse variable, il faut la différentier, en ne faisant varier que T, le demi-paramètre a{i — e-), a et ny. On aura ainsi une équation différentielle qui déterminera T, et les équations finies qui ont lieu dans le cas de l'ellipse invariable subsisteront encore dans le cas de l'ellipse troublée.
65. Considérons particulièrement les variations des éléments de l'orbite de m, dans le cas des orbites peu excentriques et peu inclinées les unes aux autres. Nous avons donné, dans le n"* 48, la manière de développer alors R en série de sinus et de cosinus de la forme m k cos {i' n' t — int -h A), k et A étant des fonctions des excentricités et des inclinaisons des orbites, des positions de leurs nœuds et de leurs périhélies, des longitudes des corps à une époque donnée, et des grands axes. Lorsque les ellipses sont variables, toutes ces quantités doivent être supposées varier conformément à ce qui précède; il faut, de plus, changer dans le terme précédent l'angle i'n't — int en i'Jn'dt — ijndty ou, ce qui revient au même, en {%'-■ i^.
Maintenant on a, par le numéro précédent,
K —fndt = ^- J'fan dt dR.
La différence* dR étant prise uniquement par rapport aux coordonnées X, y, z du corps m, on ne doit faire varier, dans le terme m'A;cos(i'^'-- /^ -h A) de l'expression de R, développée en série, que ce qui dépend du mouvement de ce corps; d'ailleurs, R étant une fonction finie de x, y, z, x\ y', z', on peut, par le n"* 63, supposer les éléments de l'orbite conslants dans la différence dR; il sufïît donc de faire varier ^ dans le terme précédent, et, comme la différence de ^ est ndt, on aura im'.kndt.s'ini'^'- i^-\-A), pour le terme de dR qui correspond au terme précédent de R. Ainsi, en n'ayant égard qu'à
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ce terme, on aura
-= J f(ndtsm[iç, — i^-h A),
Ç ^ ^J!^^ffakn^-dt^ sin(i'Ç'- /Ç + A).
Si l'on néglige les carrés et les produits des masses perturbatrices, on pourra, dans l'intégration de ces termes, supposer les éléments du mouvement elliptique constants, ce qui change '( en nt, et C en n't: d'où l'on tire
I yJm'nk
a ij.[i n — in)
3im'an-k
lj.[i n — in]
cos[i'n't — int + A), sinii'n't — int + A).
On voit par là que, si i' n — in n'est pas nul, les quantités a et C ne renferment que des inégalités périodiques, en n'ayant égard qu'à la première puissance de la force perturbatrice ; or, i et i' étant des nombres entiers, l'équation i'ri — in = o ne peut pas avoir lieu, quand les moyens mouvements de m et de m' sont incommensurables, ce qui est le cas des planètes, et ce que l'on peut admettre généralement, puisque, n et n' étant des constantes arbitraires susceptibles de toutes les valeurs possibles, leur rapport exact de nombre à nombre est infiniment peu vraisemblable.
Nous sommes donc conduits à ce résultat remarquable, savoir, que les grands axes des orbites des planètes et leurs moyens mouvements ne sont assujettis qu'à des inégalités périodiques dépendantes de leur configuration entre elles, et qu'ainsi, en négligeant ces quantités, leurs grands axes sont constants et leurs moyens mouvements sont uniformes, résultat conforme à celui que nous avons trouvé par une autre méthode, dans le n" 5i.
Si les moyens mouvements nt et n't, sans être exactement commensurables, approchent beaucoup d'être dans le rapport de i' à i, le diviseur i'n— in est fort petit, et il peut en résulter dans ^ et l' des iné-
galités qui, croissant avec une grande lenteur, pourront donner lieu aux observateurs de penser que les moyens mouvements des deux corps m et m' ne sont pas uniformes. Nous verrons, dans la théorie de Jupiter et de Saturne, que cela est arrivé relativement à ces deux planètes : leurs moyens mouvements sont tels que deux fois celui de Jupiter est à fort peu près égal à cinq fois celui de Saturne, en sorte que ^n'— 2n n'est pas la soixante-quatorzième partie de n. La petitesse de ce diviseur rend très-sensible le terme de l'expression de K dépendant de l'angle Sn't — int, quoiqu'il soit de l'ordre V — i ou du troisième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites, comme on l'a vu dans le n° 48. L'analyse précédente donne la partie la plus sensible de ces inégalités; car la variation de la longitude moyenne dépend de deux intégrations, tandis que les variations des autres éléments du mouvement elliptique ne dépendent que d'une seule intégration; il n'y a conséquemment que les termes de l'expression de la longitude moyenne qui puissent avoir le carré [i'ri—inf pour diviseur; en n'ayant donc égard qu'à ces termes qui, vu la petitesse de ce diviseur, doivent être les plus considérables, il suflTira, dans les expressions du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, d'accroître de ces termes la longitude moyenne.
Quand on a les inégalités de ce genre, que l'action de m' produit dans le moyen mouvement de m, il est facile d'en conclure les inégalités correspondantes que l'action de m produit dans le moyen mouvement de m'. En effet, si l'on n'a égard qu'à l'action mutuelle des trois corps M, m et m', la formule (7) du n° 9 donne
consl. = — i -+- — ,-^ '
dl^ df^
[mdx -¥- m'dx')^ ■+- {mdr-h m'dr')^ -+■ [mdz + m'dz')^ [M-]- m-i- m'] dt-
iMm 7.Mm' imm'
La dernière des intégrales [p) du numéro précédent donne, en y sub-
stituant pour ^ l'intégrale 2/dR,
dx- -^ df^ -{- dz- 2 ( M + m ;
dt^
\Jx-^+X'
/dR.
Si l'on nomme ensuite R' ce que devient R lorsque l'on considère l'action de m sur m', on aura
m xx' -\- fy-
'+zz')
dx'
■ -+- dx'
^- + dz'^-
df^
sj[x'-xY--^ly-fY + [z'-zY
\lx''^ -+- y'- + z"-
la caractéristique différentielle d' ne se rapportant qu'aux coordonnées
x', y\ z du corps m . En substituant, au lieu de ~ y^ et
dx' ' I dv' ^ I dz'^ de \— 5 ces valeurs dans l'équation (a), on aura
dt-
w/dR H- m'/d' R' = const.
[mdx -\- m' dx'Y -{- [mdf + m' df'Y -\- nidz + m' dz' ]'-
i[M-{-m-hm')dt'^ m'2
sjx'^-^y'^-^z^ ^x'--\-f'-+z'- si{x' — x)--{-{x'—y]-+[z'—z'^
11 est visible que le second membre de cette équation ne renferme
point de termes de l'ordre des carrés et des produits des masses m
et m', qui aient pour diviseur i'n'—in-, en n'ayant donc égard qu'à
ces termes, on aura
m/dR + m'/d'R'=o;
ainsi, en ne considérant que les termes qui ont pour diviseur {i'n'— in)'\
3ffa'n'dtd'K' _ _ /n(M 4- /n)g'/i' 3ffandtdR m' [M -h m' ' an M -h m '
or on a
SffandtdK Sffa'n'dtd'R'
on aura donc
m' (M -i- m')an^'-h m (M -;- m)a'n"Ç -
On a ensuite
en négligeant donc m et m' vis-à-vis de M, on aura
w v/«. Ç + m! \ia! . 'C= o,
ou
?" — _ ^t y <^< V m \ja
Ainsi les inégalités de ^ qui ont pour diviseur [i'n'— in)- feiont connaître celles de "Cj qui ont le même diviseur. Ces inégalités sont, comme Ton voit, affectées de signes contraires, si n et n' sont de même signe, ou, ce qui revient au même, si les deux corps m et m' tournent dans le même sens; elles sont d'ailleurs dans un rapport constant; d'où il suit que, si elles paraissent accélérer le moyen mouvement de m, elles paraîtront retarder celui de m' suivant la même loi, et l'accélération apparente de m sera au retardement apparent de m' comme m' sfâ' est à m\/a. L'accélération du moyen mouvement de Jupiter et le ralentissement de celui de Saturne, que la comparaison des observations mo- <lernes aux anciennes avait fait connaître à Halley, étant à fort peu près dans ce rapport, je conclus du théorème précédent qu'ils sont dus à l'action mutuelle de ces deux planètes, et, puisqu'il est constant que cette action ne peut produire dans les moyens mouvements aucune altération indépendante de la configuration des planètes, je ne balançai point à croire qu'il existe dans la théorie de Jupiter et de Saturne une grande inégalité périodique, d'une fort longue période. En considérant ensuite que cinq fois le moyen mouvement de Saturne, moins deux fois celui de Jupiter, est à très-peu près égal à zéro, il me parut vraisemblable que le phénomène observé par Halley avait pour cause une iné-
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galité dépendante de cet argument. La détermination de cette inégalité vérifia cette conjecture.
La période de l'argument i'n't — int étant supposée fort longue, les éléments des orbites de m et de m! éprouvent dans cet intervalle des variations sensibles, auxquelles il est essentiel d'avoir égard dans la double intégrale f f akn^ dt^ sïn (i' n' t — int -\- A) . Pour cela, nous donnerons à la fonction k s'in [i' n' t — int -+- A) la forme Q aïn [i' n' t — int + i' s' — « s ) + Q' cos ( i n't — int H - i' e — it), Q et Q' étant fonctions des éléments des orbites ; nous aurons ainsi
Jiahi"^ dfi sin {i'n't — int -+- A)
_ _ n^a sin{i'n't — int-hi'i—iz) / _ leiQ' 3d^Q jd^Q' \
~~ Jj'n'—ïrî)^ V^ ~" [i'n'—in)dt ~~ [i'/i'— in^ dfi '^ [i'n'—inYdfi ^')
n^ a cos (i'n't — int -+- iW— i e) / a^Q ^d'^Q' 4^Q \
/>7^^2 V^ "^ (/'«'— in) dt [i'n'— in)^ dt^ [i'n'— in)^ dt^^")'
Les termes de ces deux séries décroissant très-rapidement, vu la lenteur des variations séculaires des éléments elliptiques, on peut dans chaque série s'en tenir aux deux premiers termes. En y substituant ensuite, au lieu des éléments des orbites, leurs valeurs ordonnées par rapport aux puissances du temps, et ne conservant que sa première puissance, la double intégrale précédente pourra être transformée dans un seul terme de la forme
(F + E^)sin(/'n7 — int-h k + YLt).
Relativement à Jupiter et à Saturne, cette expression pourra servir pendant plusieurs siècles avant et après l'instant que l'on aura choisi pour époque.
Les grandes inégalités dont nous venons de parler en produisent de sensibles parmi les termes dépendants de la seconde puissance des masses perturbatrices. En effet, si dans la formule
Ç= ?i^//aÂ-/i2rf/2sin(rÇ'-iÇ
OF.uvres de L. — \.
on substitue pour C et ^' leurs valeurs
Sim'an^.k . , -, , ■ . ^
nt T^r-; -. — - sin [int — lîit + A ,
3iman-.k sjo, . , •, ,. • . »n
n /H TT-, r— - -~ syna n t -- int-h a],
a[in — in]^ ^a'
il en résultera parmi les termes de l'ordre m"^ le suivant
qi^m'^a^n*k^ im' Jâ' -h i'mJ^ . , ., . . .,
— -^ — ^r--, 7-T = — ^!— sin ?. [i n t — mt H- A .
La valeur de C renferme le terme correspondant qui est au précédent dans le rapport de m \/ a h — m'\/a\
qi^m'^a^n^k^ f . , — ., -smsja . ., ,^ . ^ ..
,V . , ., , T-r- [im \!a -^ i mJa) , . ; sin?. / n t — int ■+■ A .
66. 11 peut arriver que les inégalités du moyen mouvement les plus sensibles ne se rencontrent que parmi les termes de l'ordre des carres des masses perturbatrices. Si l'on considère trois corps m, m\ m", circulant autour de M, l'expression de dR relative aux termes de cet ordre renfermera des inégalités de la forme kûïï[int—i'n't-^i"n"t~hX)\ or, si l'on suppose les moyens mouvements nt, n't, n"t tels que in — i'n'-{-î"n" soit une fraction extrêmement petite de /i, il en résultera une inégalité très-sensible dans la valeur de ^. Cette inégalité peut môme rendre rigoureusement nulle la quantité in — i'n\-i"n", et établir ainsi une équation de condition entre les moyens mouvements et les longitudes moyennes des trois corps m, m', m". Ce cas très-singulier ayant lieu dans le système des satellites de Jupiter, nous allons en développer l'analyse.
Si l'on prend M pour unité' de masse, et si l'on néglige m, m', m" vis-à-vis de M, on aura
On a ensuite
partant, dK
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rfÇ = ndt, d'C ^ n'dt, c?Ç"= n"dt;
dt
_ 3 J da
— — on —X-'.
dK' dt
À da'
dK" ___
dt --2« ^
i da"
On a vu dans le n° 61 que, si l'on n'a égard qu'aux inégalités qui ont de très-longues périodes, on a
ce qui donne
const. = 1 r H JT'
da , da' ,,da"
On a vu dans le même numéro que, si l'on néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons des orbites, on a
ce qui donne
const. =1 m \fâ -\- m' y/a' + m" \l a" ,
da , da' ,, da"
sja \jd \J a"
De ces diverses équations il est aisé de conclure
d^K _ .{da
dt ^ a-
dK' 3 rnn'^ n
-n" da
dt ^ m'n jï
dK" 3 rnn"^
n — n' da
Enfin l'équation ^ = 2/dR du n° 64 donne
Il ne s'agit donc plus que de déterminer dR.
On a par le n° 46, en négligeant les carrés et les produits des inclinaisons des orbites,
R = — ^^ cos(c' — v) — m' [r^ — ar/-' cos[f' — t') + r'2] -
-+- ~ cos(i/'- i') - m"[r^ - o.rr" cosiy- v) -h r"2] -.
Si l'on développe cette fonction dans une série ordonnée par rapport aux cosinus de v'—v, de v"—v et de leurs multiples, on aura une expression de cette forme
H = — (r, ^)«» -4- m' (/•,/•)(») coslf'— »») + /»' (r, /•')(») C0ii[v' — v) -^ m'{r, /)(3) cos3(p' — r/)-^. -H — [r, r")(o) + w"(r, r")(») cos{i'''—i>)-i-m''{r, r")(«) C0S2[v''-t>)-hm"{r, /•")(») COS 3 (c"- ^) 4- .
d'où l'on tire
dR = rfr -^ h m' ^ \ ' — cosiv —v]-hm r-^ — cosilv —v)-h...
L 2 dr or ^ ôr ^ '
^ ' h m" ---V-^ — cos v"— v -+- m" -^-î^—
-H ^ -^-^ï— +m" -y\__ ' cos(v"- v]-hm" ~~^~ - cos2 (/'- v) +... 1
-H</v[m'{r, r')(*>sin(f' — vj-t-a/n'fr, r')(2)sin?.(y'— f)H-...
+ m";r, r'^jC) sin >"- f) + 2m"'r, r" (2) sin2 (t;//_ t;) _^,.,].
Supposons, conformément à ce que les observations indiquent dans le système des trois premiers satellites de Jupiter, que n — 2n' et n'—2n" soient des fractions très-petites de n, et que leur différence n — 2n') — n' — in!' ) ou /i — 3/i'-t- in!' soit incomparable-
ment plus petite que chacune d'elles. Il résulte des expressions de — et de %v du n° 50 que l'action de m' produit dans le rayon vecteur et <lans la longitude de m une inégalité très-sensible, dépendant de l'argument i' n!t — nt-\-î—i). Les termes relatifs à cette inégalité ont pour diviseur [\[n!— nf — n^ ou [n — in)\'6n — in), et ce diviseur est très-petit, à raison de la petitesse du facteur n — m' . On voit encore, par la considération des mêmes expressions, que l'action de m
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produit dans le rayon vecteur et dans la longitude de m' une inégalité dépendante de l'argument n'i — nt-^z'—i, et qui, ayant pour diviseur [n'— n)' — n!'^ ou n[n — in'), est fort sensible. On voit pareillement que l'action de m" sur m' produit dans les mêmes quantités une inégalité considérable, dépendant de l'argument i{n"t — n't + i"-—t'.. Enfin on voit que l'action de m' produit dans le rayon vecteur et dans la longitude de m!' une inégalité considérable, dépendant de l'argument n"t — n't -f- t— t . Ces inégalités ont été reconnues d'abord par les observations; nous les développerons avec étendue dans la théorie des satellites de Jupiter; leur grandeur par rapport aux autres inégalités permet de négliger celles-ci dans la question présente. Nous supposerons donc
àr = m' E' C0S2(n7 -- nt H- e' — e),
^v — m' F' sin2(n'f — nt + e' — e),
ôr' — /n"E"cos2(/i'7— n't -+- z"— s') + mGcos [n't — nt -{- e'— e],
dv' z= m"W sin?. [n"t~n't + e"— e' ) + mH sin n't — nt -h e'— e),
dr"= m' G' cos 'n"t -- n' t +- e" — e' ] ,
dv"= m' H' sin [n"t — /i7 + e" - e' ) .
Il faut maintenant substituer dans l'expression précédente de dR, au lieu de r, {>, r', v' , r", v", les valeurs de a 4- Sr, wz -h s + %v, a'+ Ir', n't -f- e'-i- V, a"+ Ir", n't -f- s" 4- Iv" , et ne conserver que les termes dépendants de l'argument nt — 3/i'i -h in"t + e — 3e' 4- 2e"; or il est facile de voir que la substitution des valeurs de Ir, Iv, Ir", V ne peut produire aucun terme semblable. Il n'en est pas ainsi de la substitution des valeurs de Ir' et de V; le terme Tn[r, r'^^dv^miy'— v) de l'expression de dR produit la quantité suivante
_ rn!m"ndt V^„ à[a,a:)(^ _ ^„,, H ^.^ , ^ 3 ^, ^ _^_ ^ „.^ _^ , _ 3 ,- _^ ^ ,.) .
c'est la seule quantité de ce genre que renferme l'expression de dR. Les expressions de — et de ^v du n° 50, appliquées à l'action de m"
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sur m', donnent, en ne conservant que les termes qui ont n'—2,n" pour diviseur, et en observant que /i" est à très-peu près égal à {n' ,
oa n — n ^
{n'—9.n"){3n'~in") '
on aura donc
dR- ^.^.,p.^.>>, _^v-.-r ]sinint-3n't-h'in"t-he-3e'-h2£") = --^.
mm"ndt^,,fi(a,aY*i d{a,aY*>\ . . ^ _ . ,. „ ,
— E" _j — ^, ^' , ' — ]sm{nt — 3nt-]-'2.n"t-he — 3e
2 ' a da / ^
En substituant cette valeur de -v dans les valeurs de -r^-> — rr- et —jf-;
a-» dt dt dt
et faisant, pour abréger.
& = \w\i[a,a'Y'^~a: ^*i^lil? U|-m'm"+ | mm"-h -^mm'\.
4rt'
on aura, à cause de /i à très-peu près égal à in', et de n' à très-peu près égal à 2/i",
J2r ^2^' Jaî"'
-T-j- — 3-jj:r -•- "^ ~zrrr =ên»sin(n/ — 3»'/ + an"/ + e — 3e'+ 2e"),
ou, plus exactement,
rf't rf't' d^t"
^-3^4-2^=6/1» sin(Ç- 3Ç'+ 2?"+ e - 3e'+ 2e"),
en sorte que, si l'on suppose
V= Ç - 3Ç'H- 2Ç"+ e - 3e' -4- 2e", on aura
d^\ Les moyennes distances a, a', a" variant très-peu, ainsi que la quan-
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tité n, on peut, dans cette équation, considérer ê/i^ comme une quantité constante. En l'intégrant, on a
dt
sjc — 2ê/i2cOSV
c étant une constante arbitraire. Les différentes valeurs dont cette constante est susceptible donnent lieu aux trois cas suivants.
Si c est positif et plus grand que ±2^71"^, l'angle V croîtra sans cesse, et cela doit arriver si, à l'origine du mouvement, {n — ?>n'-^2n"f est plus grand que ± 2ê/i^(iq- cosV), les signes supérieurs ou inférieurs ayant lieu suivant que ê est positif ou négatif. Il est facile de s'assurer, et nous le ferons voir particulièrement dans la théorie des satellites de Jupiter, que ê est une quantité positive relativement aux trois premiers satellites de Jupiter; en supposant donc q=cy=:7r— V, TC étant la demi-circonférence, on aura
dt ^^
>Jc -I- 2ê/l2C0S5J
Dans l'intervalle depuis tj = o jusqu'à Z5 = -1 le radical ^c-t- sê/i^coscï
est plus grand que \J 2^n^ , lorsque c est égal ou plus grand que 2e w^; on a donc, dans cet intervalle, vsy> nts] 2^; ainsi le temps t, que l'angle u emploie à parvenir de zéro à l'angle droit, est moindre que
=: La valeur de ê dépend des masses m, m', m"; les inégalités ob-
servées dans les mouvements des trois premiers satellites de Jupiter, et dont nous avons parlé ci-dessus, donnent entre leurs masses et celle de Jupiter des rapports d'où il résulte que — ^^ est au-dessous de
deux années, comme on le verra dans la théorie de ces satellites; ainsi l'angle m emploierait moins de deux ans à parvenir de zéro à l'angle droit; or les observations des satellites de Jupiter donnent, depuis leur découverte, vs constamment nul ou insensible; le cas que nous examinons n'est donc point celui des trois premiers satellites de Jupiter. Si la constante c est moindre que i- 2ê7i^ l'angle V ne fera qu'os-
ciller; il n'atteindra jamais deux angles droits, si ê est négatif, parce qu'alors le radical sjc— 26/1''' cosV deviendrait imaginaire; il ne sera jamais nul, si ê est positif. Dans le premier cas, sa valeur sera alternativement plus grande et plus petite que zéro; dans le second cas, elle sera alternativement plus grande et plus petite que deux angles droits. Toutes les observations des trois premiers satellites de Jupiter nous prouvent que ce second cas est celui de ces astres; ainsi la valeur de G doit être positive relativement à eux; et, comme la théorie de la pesanteur donne ê positif, on peut regarder ce phénomène comme une nouvelle confirmation de cette théorie.
Reprenons l'équation
dm
dt
sjc -+- 2ê/li»COSl0
L'angle vs 'étant toujours très-petit, suivant les observations, nous pouvons supposer costr --i — ^ny'*; l'équation précédente donnera, en
l'intégrant,
Gj = X sin ( n< y S H- y / ,
X et Y étant deux constantes arbitraires, que l'observation peut seule déterminer. Jusqu'ici elle n'a point fait reconnaître cette inégalité, ce qui prouve qu'elle est très-petite.
De l'analyse précédente résultent les conséquences suivantes. Puisque l'angle nt — "in't -\- inl't -f- e — 3e' -f- as" ne fait qu'osciller de part et d'autre de deux angles droits, sa valeur moyenne est égale à deux angles droits; on aura donc, en n'ayant égard qu'aux quantités moyennes, n — v3/i'+- 2/1"= o; c'est-à-dire que le moyen mouvement du premier satellite, moins trois fois celui du second, plus deux fois celui du troisième, est exactement et constamment égal à zéro. Il n'est pas nécessaire que cette égalité ait eu lieu exactement à l'origine, ce qui serait infiniment peu vraisemblable; il suffit qu'elle ait été fort approchée, et que n — 3/i'-f- 2n" ait été moindre, abstraction faite du signé, que \n\IÇ», et alors, l'attraction mutuelle des trois satellites a suffi pour rendre cette égalité rigoureuse.
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On a ensuite e — 3£'+ 2s" égal à deux angles droits; ainsi la longitude moyenne du premier satellite, moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisième, est exactement et constamment égale à deux angles droits. En vertu de ce théorème, les valeurs précédentes de tr' et de V se réduisent aux suivantes :
èr'= (mG — tn"W] cos{n't ~ nt -{- e'— e),
àv'=[mn — m"T')sm[n't — nt-\-z'—z).
Les deux inégalités du mouvement de m', dues aux actions de m et de m,", se confondent par conséquent dans une seule, et seront constamment réunies. Il résulte encore du même théorème que ces trois premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés à la fois; ils^ie peuvent être ensemble vus de Jupiter, ni en opposition, ni en conjonction avec le Soleil; car les théorèmes précédents ont également lieu par rapport aux moyens mouvements synodiques et aux longitudes moyennes synodiques des trois satellites, comme il est facile de s'en assurer. Ces deux théorèmes subsistent malgré les altérations que les moyens mouvements des satellites reçoivent, soit par une cause semblable à celle qui altère le moyen mouvement de la Lune, soit par la résistance d'un milieu très-rare. Il est clair que ces diverses causes ne font qu'ajouter à la valeur de -j— une quantité de la forme -^ et qui ne peut devenir sensible que par les intégrations; en supposant donc 'N=T.'- cT, et cj très-petit, l'équation différentielle en V deviendra
dt- dt^
La période de l'angle nt\l^ étant d'un très-petit nombre d'années, tandis que les quantités renfermées dans -^ sont ou constantes, ou embrassent plusieurs siècles, on aura à très -peu près, en intégrant l'équation précédente,
C3=: >>sin(n^ V^ + y)
Bn'-dt-
OEuvres de L.— \. 4?
Ainsi la valeur de ct sera toujours très -petite, et les équations séculaires des moyens mouvements des trois premiers satellites seront toujours coordonnées par l'action mutuelle de ces astres, de manière que l'équation séculaire du premier, plus deux fois celle du troisième, soit égale « trois fois celle du second.
Les théorèmes précédents donnent entre les six constantes n, n\ n' , e, e', t" deux équations de condition, qui réduisent ces arbitraires à quatre; mais les deux arbitraires >. et y de la valeur de ny les remplacent. Cette valeur se distribue entre les trois satellites, de manière qu'en nommant />, p', p" les coefficients de sin(w/v/ê -f-y) dans les expressions de Vy v', v", ces coefficients sont dans le rapport des valeurs précédentes de ^i -t-J- et -^» et de plus on a /? — i/) -t- 2/? = X.
De là résulte, dans les moyens mouvements des trois premiers satellites de Jupiter, une inégalité qui ne diffère pour chacun d'eux que par son coefficient, et qui forme dans ces mouvements une espèce d«» libration dont l'étendue est arbitraire. Les observations ont fait voir qu'elle est insensible. ^
67. Considérons présentement les variations des excentricités et des périhélies des orbites. Pour cela, reprenons les expressions de df, df, df", trouvées dans le n° 64; en nommant r le rayon vecteur de m, projeté sur le plan des x et des y, v l'angle que cette projection fait avec l'axe des a?, et s la tangente de la latitude de m au-dessus du même plan, on aura
a:=rcosf, jK=rsint', z-=^rs, d'où il est facile de conclure
dR
dR
y dx ~
dz
aR
-'dlc-^
^ ' ds
dR dR
— r^casv -; — h s sint'-r— dr dv
dR
dR
.^ . àR (m-,«)sm.^^
. dR dR
— rs smv-3 *cosf-r-
dr dv
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On a de plus, par le n*" 64,
xdy—ydx = cdt, xdz — zdx = c'dt, ydz — zdy = c"dt;
les équations différentielles en/,/',/" deviendront ainsi
df^~dy
dz\ fn-52] cost^
dR dK
-3— — rs cos V -r h s sin
os or
aRl
, / . dR cost^ (3R ssmv dR\ c'dt dR
\ or r ov r as J r ds
,., , dR , r, ,. . dR . dR dRT
at ^^ dx --- — «2 I + 52 sint^ -r rs sin i' -r 5 cos v -v-
•^ di» L^ ^ ds dr dv }
j^i dK sin(^ dK .«cost^ dR
cdt{ cosv-^ — -r —
or r ov r os
c"dt dR r ds
«7 = dx\ (\ -h S-) cos f -T rs cos t' -^ + 5 sin t' ^r-
■^ L^ ' ds dr df J
+ ar 1+ 5- sin t- -r- — rs sin i' -r s cos c' -r—
, , , dR sint' dR «cosi^ dR\
c dt 1 cos i> —^ r r—
or r ov r os J
c dt sin V -3— \ or
cost' dR *sint' dR r dv r ds
Les quantités c\ c" dépendent, comme on l'a vu dans le n° 64, de l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan fixe, en sorte que ces quantités se réduiraient à zéro, si cette inclinaison était nulle; d'ailleurs,
dR il est aisé de voir, par la nature de R, que -r- est de l'ordre des inclinaisons des orbites; en négligeant donc les carrés et les produits de ces inclinaisons, les expressions précédentes de dfei de df deviendront
df = -
, dR , / . dR cos(^ dR\ — dr-^ c«^ sint' -r — 1 -r- 5
"^ ov \ or r ov )
df'=
, dR , / dR sinv dR\
dx-^ \- cdtl cos V -T ,— :
dv \ dr r de/'
or on a
dx = d[rcosv), dy — d[rs'mv), cdt = xdy--ydx=zr^dv;
on aura donc
df ^^ — l ar sm f 4- 2 rav ces v — r- dv sin v -^— ?
•' ' ov ar
df'=^ Idrzosv — irdv sinv) -^^ h r^ dvcosv^—-
^ ' ' Ov or
Ces équations seront plus exactes, si l'on prend pour plan fixe des x et des y celui de l'orbite de m à une époque donnée; car alors c\ c" et s sont de l'ordre des forces perturbatrices; ainsi les quantités que l'on néglige sont de l'ordre des carrés des forces perturbatrices multipliés par le carré de l'inclinaison respective des deux orbites de m et de m'.
Les valeurs de r, dr, dv, -^-, -3- restent visiblement les mêmes,
or ov
quelle que soit la position du point d'où l'on compte les longitudes; mais, en diminuant v d'un angle droit, sini^ se change dans — cos*', et co?,v se change dans sint^; l'expression de d/sQ change, par conséquent, dans celle de df'\ d'où il suit qu'ayant développé la valeur de df dans une suite de sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps, on aura la valeur de df' en diminuant dans la première les angles e, e', w, tr', 6 et 6' d'un angle droit.
Les quantités/ et/' déterminent la position du périhélie et l'excentricité de l'orbite; en effet, on a vu dans le n° 64 que
tangl=^,
I étant la longitude du périhélie, rapportée au plan fixe. Lorsque ce plan est celui de l'orbite primitive de m, on a, aux quantités près de l'ordre des carrés des forces perturbatrices multipliés par le carré de l'inclinaison respective des orbites, I = u, ct étant la longitude du périhélie sur l'orbite; on aura donc alors
ce qui donne
langer = ^î
sinBy= ^ •' > coscT — '--
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On a ensuite, par le n° 64,
fze=z:v//^+/'2+/"S /
ainsi, c' et c" étant, dans la supposition précédente, de l'ordre des forces perturbatrices, f" est du même ordre, et, en négligeant les termes de l'ordre du carré de ces forces, on aura ^u.e == \[p^\^J^ . Si l'on substitue, au lieu de \[p +/'% sa valeur ]j.e dans les expressions de sincî et de coscy, on aura
/Liesinn7=/', (Jie cosxn=f;
ces deux équations détermineront l'excentricité et la position du périhélie, et l'on en tirera facilement
^^ede=fdf+f'df, i.^e'^dT^=fdf'~f'df.
En prenant pour le plan des x et des y celui de l'orbite de m, on a, par les n°^ 19 et 20, dans le cas des ellipses invariables,
ai — e-
I + e cosk — cj;
r'^dv.es\n[v — m)
r^-dv = a'^ndt.sj\ — e'^,
et, par le n° 63, ces équations subsistent encore dans le cas des ellipses variables; les expressions de dfG,i de df deviendront ainsi
andt r o . I \T ^R o 7^ / ô . ^R
df =:z =r=r2COS(^ + 4ecoscT+-^ecos 2t^ — 5T -T a^ndtJi — e^ smv-^—i
-' i/i_e2^ ^ " ^ '^ dv ^ dr
df = =z=[2smf +fesmcj+^e sin^at^ — cj)]-^ — 'ra^ndt \/i — e^cosv -y-;
partant
edrsde
andt . / ^^ / \-i^^ , ^^^^^s/^—^^^^^i ^^^
sm(f — GT) [2 4- e cosft' — sT/J-p H ~ cos(i' — gj
andt
fx v/i — e''
_ , . „. ., dR a^ndt
[2 ces {i> — xn)-he-\-e cos^ [v — m] J -y-
i/l — C'^SmU' — GJ -r-
Cette expression de de peut être mise sous une forme plus commode dans quelques circonstances. Pour cela, nous observerons que
dr-^ = àiK — dv^\ en substituant pour r et dr leurs valeurs précédentes, on aura
r^dv.esmiv — xs-^- z=a[i — e-]dî^ — ail — e'^]di-^-\
Or ^ ' ^ ' dv
or on a
partant
a^ndtsji — e^ sm [v — xs]-t- = — dR [\ + e cos [v — cj)]^ -r- ;
or e e^i — e^ ^^
l'expression précédente de de donnera ainsi
^^^ ^ andtsjx-e^ dR _ a[x-e^) ^^ [j. dv {M '
On peut parvenir fort simplement à cette formule, de la manière suivante. On a, par le n"* 64,
de _ âK _ ^ _. _ ^ .
37 dx ôy dv ^
mais on a, par le même numéro, c= ^^.a{\ — é^), ce qui donne
, da^ixa(î — e-) edey/fia
partant
- andtJi — e^ dR , „, da
ede =z ï -r aii — e^] — - :
[X. ov ^ ' 2a*^
on a ensuite, par le n° 64,
on aura ainsi pour ede la même expression que ci-dessus.
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68. Nous avons vu dans le n" 65 que, si l'on néglige les carrés des forces perturbatrices, les variations du grand axe et du moyen mouvement ne renferment que des quantités périodiques dépendantes de la configuration des corps m, m', m", . . . entre eux. Il n'en est pas ainsi des variations des excentricités et des inclinaisons : leurs expressions différentielles contiennent des termes indépendants de cette configuration, et qui, s'ils étaient rigoureusement constants, produiraient, par l'intégration, des termes proportionnels au temps, qui rendraient à la longue les orbites fort excentriques et très -inclinées les unes aux autres; ainsi, les approximations précédentes, fondées sur le peu d'excentricité et d'inclinaison respective des orbites, deviendraient insuffisantes et même fautives. Mais les termes constants en apparence, qui entrent dans les expressions différentielles des excentricités et des inclinaisons, sont fonctions des éléments des orbites, en sorte qu'ils varient avec une extrême lenteur, à raison des changements qu'ils y introduisent. On conçoit qu'il doit en résulter, dans ces éléments, des inégalités considérables, indépendantes de la configuration mutuelle des corps du système, et dont les périodes dépendent des rapports des masses m, m', . . . à la masse M. Ces inégalités sont celles que nous avons nommées précédemment inégalités séculaires, et que nous avons considérées dans le Chapitre VII. Pour les déterminer par cette méthode, reprenons la valeur de df à\x numéro précédent.
df.^
andt
dR
dR
[2COSv+|ecoscT4-|ecos(2(^— GT)]-t a-ndtsji — e^ sinvy--
Nous négligerons dans le développement de cette équation les carrés et les produits des excentricités et des inclinaisons des orbites, et parmi les termes dépendants des excentricités et des inclinaisons, nous ne conserverons que ceux qui sont constants; nous supposerons ensuite, comme dans le n° 48,
Cela posé, si l'on substitue pour R sa valeur trouvée dans le n*' 48; si l'on considère ensuite que l'on a, par le même numéro,
dR _ a dR _ dK
dr~r da~^' ^'' 'd^'
enfin, si l'on substitue, au lieu de m,, u , v, et v\ , leurs valeurs
— e cos(n^ H-e— cï), — e'cos(n'< -+- e'— rn') , 2e sin( n/ -4- e — gt), 2e'sin(n'/-4- e'— cj'),
données par le n** 22, en ne conservant que les termes constants parmi ceux qui dépendent de la première puissance des excentricités des orbites, et en négligeant les carrés des excentricités et des inclinaisons, on trouvera
jj, am'ndt . ( dA(«) , , df:= esincj (a — r \-{a^
da ^ da^
H-a/n n a/. esmcT Ai'^H-^a— r \-^a —r—, — \-\aa -r — r—r
\ * da ^ da dada )
— am'ndt. J, (/A('>-|- ^a-^ — j sin[i («7 — nt -\- 1' — e) + n/ H- e].
le signe intégral 2 s'étendant dans cette expression, comme dans la valeur de R du n° 48, à toutes les valeurs entières positives et négatives de I, en y comprenant même la valeur i = o.
On aura, par le numéro précédent, la valeur de df, en diminuant dans celle de <^les angles e, e', cr et xs' d'un angle droit; d'où l'on tire
,., am'ndt { dkW . ,d^\W
'' 2 \ da da^
— am'/ifl/.e coscj' A("-+-4a— rj H 4a -1-7 — \-i:aa' -. — r-r
\ ^ da ^ da dada
I dA(''>\
-+- am'ndt. 1 liA^'' -hT^a—^ — | cos[i{n't — n/ + e'— e) 4- n/-f- e].
Nommons, pour abréger, X la partie de l'expression de df renfermée sous le signe 2, et Y la partie de l'expression de df renfermée sous
ia
da^
aA^*) — «2 — ;^ — .
2 \ oa
Observons ensuite que le coefBcient de e'c^^sinc?', dans l'expression de df, se réduit à
, lorsque l'on y substitue, au lieu des différences partielles de A^'^ en a', leurs valeurs en différences partielles relatives à a; enfin, supposons, comme dans le n° 50,
e sinvs = h, e's'mm'-~h',
ce qui donne, par le numéro précédent, /= |jJ,/'= p- A, ou simplement/= /, /'= h, en prenant pour unité de masse M, et négligeant m eu égard à M; nous aurons
dh dt
dl
o, i) l~ I o, 1 1 /' + am'nY, -^= — (o, i)A +
h'— am'nX.
De là il est aisé de conclure que, si l'on nomme (Y) la somme des termes analogues à am'nY, dus à l'action de chacun des corps m', m",... sur m; si l'on nomme pareillement (X) la somme des termes analogues à —am'nX, dus aux mêmes actions; enfin, si l'on marque successivement d'un trait, de deux traits, etc., ce que deviennent les quantités (X), (Y), A et /, relativement aux corps m', m", . . . , on aura le système suivant d'é-quations différentielles,
dh
dl dt
dt
^ = - [{I, o) + (I, 2) + . . .]A'+ [TTçOA + im] h"-
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Pour intégrer ces équations, nous observerons que chacune des quantités h, /, A', /',... est formée de deux parties : l'une dépendante de la configuration mutuelle des corps m, m', . . . , l'autre indépendante de cette configuration, et qui renferme les variations séculaires de ces quantités. On aura la première partie en considérant que, si l'on n'a égard qu'à elle seule, A, /, A', /',... sont de l'ordre des masses perturbatrices, et par conséquent (o, i)A, (o, i)/, ... sont de l'ordre des carrés de ces masses; en négligeant donc les quantités de cet ordre, on aura
partant
A=/(Y)rf/, l=:f{\)dt, h'=f{Y')dt, ....
Si l'on prend ces intégrales, en n'ayant point égard à la variabilité des éléments des orbites, et que l'on nomme Q ce que devient alors f{Y)dt; en nommant SQ la variation de Q due à celle des éléments, on aura
f{Y)dt = Q~fdQ;
or, Q étant de l'ordre des masses perturbatrices, et les variations des éléments des orbites étant du même ordre, ?5Q est de l'ordre des carrés de ces masses; ainsi, en négligeant les quantités de cet ordre, on aura
On peut donc prendre les intégrales /(Y) dt, /(X) dt, f{Y')dt, ..., en supposant les éléments des orbites constants, et regarder ensuite ces éléments comme variables dans les intégrales; on aura ainsi d'une manière fort simple les parties périodiques des expressions de h, /, h'
Pour avoir les parties de ces expressions qui renferment les inégalités séculaires, on observera qu'elles sont données par l'intégration des équations différentielles précédentes privées de leurs derniers termes (Y), (X), ... ; car il est clair que la substitution des parties périodiques
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de h, /, h , ... en fera disparaître ces termes. Mais, en privant ces équations de leurs derniers termes, elles retombent dans les équations différentielles (A) du n" 55, que nous avons considérées précédemment avec beaucoup d'étendue.
69. Nous avons observé dans le n*' 65 que, si les moyens mouvements nt et n! t des deux corps m et m! sont à fort peu près dans le rapport de i' à i, en sorte que i'ri — in soit une très-petite quantité, il peut en résulter dans les moyens mouvements de ces corps des inégalités fort sensibles. Ce rapport des moyens mouvements peut aussi produire des variations sensibles dans les excentricités des orbites et dans la position de leurs périhélies. Pour les déterminer, nous reprendrons l'équation trouvée dans le n*' 67,
, andtJi — e- dR a[\ — e^] ,_ ede = — ; dR.
Il résulte de ce que nous avons dit dans le n° 48 que, si l'on prend pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée, ce qui permet de négliger dans R l'inclinaison o de l'orbite de m sur ce plan, tous les termes de l'expression de R dépendants de l'angle i'n't — int seront compris dans la forme suivante
m'k cos{i'n't — int -+- i'e' — ie — gr^j — g'^' — g" ^')^
i, i', g, g', g" étant des nombres entiers tels que l'on a
Le coefficient k a pour facteur e^e'^ (tang^çp'f , g, g\ ^" étant pris positivement dans ces exposants; de plus, si l'on suppose i et i' positifs, et i' plus grand que i, on a vu dans le n° 48 que les termes de R qui dépendent de l'angle i'n't — int sont de l'ordre i'—i, ou d'un ordre supérieur de deux, de quatre, etc. unités; en n'ayant donc égard qu'aux termes de l'ordre i'— i, k sera de la forme e^e'^{tang|çp')"''Q, Q étant une fonction indépendante des excentricités et de l'inclinaison
respective des orbites. Les nombres^, g\ g", renfermés sous le signe cosinus, sont alors positifs; car, si l'un d'eux, g par exemple, était négatif et égal à — /, k serait de l'ordre/-!-^' -h g"; mais l'équation
donne
ainsi k serait d'un ordre supérieur à i'— i, ce qui est contre la supposition. Cela posé, on a, par le n** 48, .— = -r-? pourvu que dans cette
dernière différence partielle on fasse e — cr constant; le terme de -y-' correspondant au terme précédent de R, est donc
m'{i -i- g] ksin{i'n't — int 4- l'e'— h ~ gm — g'xjs' — g"0').
Le terme correspondant de dR est
m'inkdtsin{i'n'i — int -+- i'e — ie — grs — g'm' — g"ô');
en n'ayant donc égard qu'à ces termes, et en négligeant e^ vis-à-vis de l'unité, l'expression précédente de ede donnera
de= ^- sin{i'n t~int-\- l'e —le - gm — grs — g'O );
or on a
on aura donc, en intégrant,
m' an ôk ,;,, ■ -, , - , , „^,^
ix{in-~in) de ^ o o & /
Maintenant, la somme de tous les termes de R qui dépendent de l'angle i'n't — int étant représentée par la quantité suivante,
m'Psin(i'n'/ — int -\- ii ■ ii] -\- m'I?' cos [i'n't — int + e'e'— je),
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la partie correspondante de e sera
m an
uii'n' — in] de
l'dV . . . . dP' .
-^s\n[i'n't — int-hi'e' — /s) ^ — ^— cos{i'n't —int-hi'e —ie]
de
Cette inégalité peut devenir fort sensible, si le coefFicient i'n'— in est très-petit, comme cela a lieu dans la théorie de Jupiter et de Saturne. A la vérité, elle n'a pour diviseur que la première puissance de i'n'— in, tandis que l'inégalité correspondante du moyen mouvement a pour diviseur la seconde puissance de cette quantité, comme on l'a vu dans le
. c)P ÔP'
n*' 65; mais -r- et —— étant d'un ordre inférieur à P et F', l'inéfija-
de Oe 'S
lité de l'excentricité peut être considérable, et même surpasser celle du moyen mouvement, si les excentricités e et e' sont très-petites; nous en verrons des exemples dans la théorie des satellites de Jupiter. Déterminons présentement l'inégalité correspondante du mouvement du périhélie. Pour cela, reprenons les deux équations
auxquelles nous sommes parvenus dans le n° 67. Ces équations donnent
df=r.udecosrn — [/.edxssinrn;
ainsi, en n'ayant égard qu'à l'angle i'n't — int+i'e'—it — gvs -g''^'— g"^' , on aura
dk df=m'andt-^C0STjasin[i'n't — int+i'e'—i£—gxs~g'uj'-g''9')-^ed7nsinm.
Représentons par
/ ôk \
— m' an dti-:^ — h- /f' j cos ( i'n' t — int + /'e' — iz - - gm — g' vs' — ^" 9' )
la partie de ii.edts qui dépend du même angle; on aura
/ ôk \
df-- m'andt {- f-|/r' J sin[/'n'/ — int + i'e'— iz -- [g~ï)m — g'rs' - g"B' \
m'andt , , . p., , • -, , • k' i3\ï\\i n t — int -\- 1 £ — n— (g•^-I) rs — g rs' g" 0' ].
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Il est aisé de voir, par la dernière des expressions de df données dans le h° 67, que le coefficient de ce dernier sinus a pour facteur e^^'e'" (tanglç')" ; h' est donc d'un ordre supérieur de deux unités à
celui de -t-\ ainsi, en le négligeant vis-à-vis de -p? on aura
m'andt dk ... , . ., , . , , „^,v -p Q,os[i n t — int-\- i e — it — gm — g ts — g B ),
pour le terme de edvs qui correspond au terme
m'kcos{i'n't — int + i'z — it ~ gns — g'ns' - g"Ô')
de l'expression de R. Il suit de là que la partie de o, qui correspond à la partie de R exprimée par
m'Psin{i'n't — int -+- /'e'— ie]-i- m'V cos{i'n't — int -h i't — ie),
est égale à
m' an fdP ,., . . ^ ., , . . dV . ,., . . ^ ., , . ,1
-—■r—, r—-\ -r- ces I n t — mt -\-i z —it] c— sin u n t — mt -^ i z - it] \;
(l'i n —in]e\_de ^ ' de ^ 'J
on aura donc ainsi, d'une manière fort simple, les variations de l'excentricité et du périhélie dépendantes de l'angle î'n t — int ■+- i't'— ii. Elles sont liées à la variation ^ du moyen mouvement, qui y correspond , de manière que la variation de l'excentricité est
3 in ôeOt
et la variation de la longitude du périhélie est
î'n' — in dÇ 3 ine de
La variation correspondante de l'excentricité de l'orbite de m', due
à l'action de m, sera
^i_ dK'
3 î'n' de'dt'
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et la variation de la longitude de son périhélie sera
i'n' — in dt,' ^i'n'e' de' '
et, comme on a, par le n° 65, C
msja d-t
3i'n'm's/a' <^^'àt
et
mJâ y ... ,
— —=. C, ces variations seront m' \Ja'
i'n' — in) m \^/a d^
3i'n'e'm'sja' àe'
Lorsque la quantité i'n'— in est fort petite, l'inégalité dépendante de l'angle i'n't — int en produit une sensible dans l'expression du moyen mouvement, parmi les termes dépendants des carrés des masses perturbatrices; nous en avons donné l'analyse dans le n^ 65. Cette même inégalité produit, dans les expressions de de et de des, des termes de l'ordre du carré de ces masses, et qui, n'étant fonctions que des éléments des orbites, ont une influence sensible sur les variations séculaires de ces éléments. Considérons, en effet, l'expression de de dépendante de l'angle i'n't — int. On a, par ce qui précède.
, m andt fdP ,.,,.. ., , . ,
ae=: -T— cosii n t — int -\- 1 î — iz]
-^— sinff n t — int-\- 1 t — i î) Par le n° 65, le moyen mouvement nt doit être augmenté de
3m'an-i
[P cos[i'n't — int + i'e — it) — P' sin{i'n't — int -+- i'e' — /e)],
[in — in)'' [Ji
et te moyen mouvement n't doit être augmenté de
3m'an'^i mJa ^-^ ci, • , , v - • v «/ • /v ,, • ^ , , • ^■^ _ y__ [y cos[i n t — int -\- 1 z —iZj—v s\n[i n t — mt -\- 1 t — u)].
[i'n'— in) -[M in'^a'
En vertu de ces accroissements, la valeur de de sera augmentée de la fonction
?yfn'a^-in^dt / • , /— -, r\/j^à^' j^> àP 7=—. ~":~r [lin \Ja -V- 1 msJa) [V — P'
1^/? ^a' [i'n' — in)"^ \
de
de
et la valeur de drs sera augmentée de la fonction
1l^.^^^'a'[in'—inYe " ' \de de
On trouvera pareillement que la valeur de de' sera augmentée de la fonction
3ma^sf^.in^dt /. ,y— ., r-\ /n ^^ t>' ^^
aja-'a [in — inj et que la valeur de cfo' sera augmentée de la fonction 3ma^^a. in^dl
\fj.^a [i n ~ in]
^(im^/a+imv/«)(^P^+P^j
Ces différents termes sont sensibles dans la théorie de Jupiter et de Saturne, et dans celle des satellites de Jupiter. Les variations de e, e\ CT et ct', relatives à l'angle i'n't — inty peuvent encore introduire quelques termes constants de l'ordre du carré des masses perturbatrices dans les différentielles r/e, dé y dvs, dxs\ et dépendants des variations de e, c', xs et xs' relatives au même angle; il sera facile d'y avoir égard par l'analyse précédente. Enfin il sera facile, par notre analyse, de déterminer les termes des expressions de e, cy, é et ct' qui, dépendant de l'angle i'n't — int-{- i'i'—hy n'ont point i'n'~in pour diviseur, et ceux qui, dépendant du même angle et du double de cet angle, sont de l'ordre du carré des forces perturbatrices. Ces différents termes sont assez considérables dans la théorie de Jupiter et de Saturne pour y avoir égard : nous les développerons avec l'étendue qu'ils exigent, lorsque nous nous occuperons de cette théorie.
70. Déterminons les variations des nœuds et des inclinaisons des orbites, et pour cela reprenons les équations du n° 64,
de =
= dt Y-
dz )
dc"=
y dz-y
r — —x^--=:m [x z — xz ) ox oz
dR dK ,, ,
Soit maintenant
les deux variables o et ^ détermineront, par le n° 64, la tangente de l'inclinaison 9 de l'orbite de m et la longitude 9 de son nœud, au moyen des équations
tang<p = v//>^ + ^^, tango =
Nommons/)', q, p", q",-.. ce que deviennent/? et q relativement aux corps m', m", ... ; on aura, par le n° 64,
z^^^qy — px, z'=^q'y — p'x' , ....
La valeur précédente de/), difFérentiée , donne
dp _ I dc"~ pdc dï ~ c di ~ '
en substituant au lieu de de et de de" leurs valeurs, on aura
^ ^ ^- [[q-Q')rr'-^{p'-p)^'r}
on trouvera pareillement
;^'2+/2 + 2'2jï [(^'-a:)2 + (/-j)2H-(2'_z)2]^
^ = '^[.{p'-p)^^'Mq-q')^r'']( -
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a+z'2)2 [_[x' -x)^-h[x' -xYM^
'-zYfJ
Si l'on substitue pour œ, y, x\ y' leurs valeurs rcos^», rsinç', r'co^v'.
r siDf' , on aura
[Ç —g')x/-^{p'~'P)^'X = ^/r'[cos(p'-f-<') — cos(<''— «»)]-+- - — ^rr'[sin(p'-f-<') — sm(p'— c)],
[p'— p)xx'-h [q —q') xy= — — f- rr' [cos(c'-f- v) -+- cos [v'— v]] -^ ^ • rr' [sin (p'-f- v) -+■ sin (c'— <>]].
En négligeant les excentricités et les inclinaisons des orbites, on a
r=:a, V = nt ^ e, r'=:a', v' = n' t -\- &' , ce qui donne
on a de plus, par le n° 48,
î j=^lB('^cosi{n't — nt-he'—e),
[a^ — :taa'cos{n't — nt-ht' — e)-+-a'^Y
le signe intégral 1 s'étendant à toutes les valeurs entières, positives et négatives, de i, en y comprenant la valeur i=o; on aura ainsi, en négligeant les termes de l'ordre des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites,
^ = J—:L —.[cos{n't-hnt-hi'-^t)-c03{n't-nt-^t -t)]
-t- - — - — yr- [ sm [n't ->t-nt->r t'-\- «i -- sin [nt — nt-^ «'— «)1
-H^— ^mW2B(^)|(»8[(/-)-i)(/7'; — /7f-i-ï'— f)] — cos[(/H-i)(/i'^ — nr-i-s'— s)-+-2«^-+-2e]j
-+- ^7^ /w'tfa' ïB(') I ein [(/■ H- 1 ) (/iV — «/ -f- e'— j )] — sin [(i r4- 1) («V — /î^ -I- €— «) H- 2 /i/ -H 2 s] j ,
^ — ^c^ ^ [cos (n'r -H «r 4- «'->-«)-+- cos (/i'/ — /7/-f-c'—«)] -!- -^ — ^ -TT [ sin ('ï'' -H «/ -H i'-+- 1 ) -H sin («V —nt-\-t'— e)l
-^- ^v^ 'w'^^' 2 B(' ) I COS [(/ H- 1 ) (/i V — nr -H e'— e)] -H COS [(/ -f- 1 ) («'/ — rtf -I- e'— e) -I- 2 «/ -f- 2 ï] i -+--^j^wW'ZB(')J8in[(/-Hi)(/iV— «/-Hi'— «)]-4-8in[(/-f-i)(/î'/— w/-i-e'— î)-f-2«/+-2î]j.
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La valeur i= —i donne dans l'expression de -~ la quantité constante ^, ^ m'aa'B^'*^; tous les autres termes de l'expression de -^
sont périodiques; en désignant par P leur somme, et observant que ^i-i) ^ B(i) par le no 48, on aura
^ = ^^w'aa'BO) + p.
dt ^c
On trouvera par le même procédé que, si l'on désigne par Q la somme de tous les termes périodiques de l'expression de -Ay on aura
^= P~P'. m'aa'B(*^ + Q.
dt /\c ^
Si l'on néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons des orbites, on a, par le n° 64, c = \i\i.a; en supposant ensuite (x = i, on a
n^a^ = iy ce qui donne c= — ; la quantité — -, devient ainsi
y -, ce qui, par le n° 59, est égal a (o, i); on aura ainsi
^ = {o,i)(^'-g)+P, dq
dt
Il suit de là que, si l'on désigne par (P) et (Q) la somme de toutes les fonctions P et Q, relatives à l'action des différents corps m' , m", . . . sur m; si l'on désigne pareillement par (P'), (Q'), (P"), (Q"),... ce que deviennent (P) et (Q) lorsque l'on y change successivement les quantités relatives à m dans celles qui sont relatives à m\ m", . . . , et réciproquement, on aura, pour déterminer les variables/?, q,p', q',
p" , q", . . . , le système suivant d'équations différentielles
L'analyse du n°68 donne, pour les parties périodiques de/?, q, p\ y',...,
p=f[V)dt, q=f{Q)dt, p'=S[V')dt, q'--=f{Q')dt,
on aura ensuite les parties séculaires des mêmes quantités, en intégrant les équations différentielles précédentes, privées de leurs derniers termes (P), (Q), (P'), . . . , et alors on retombera dans les équations (G) du n° 59, que nous avons considérées avec assez d'étendue pour nous dispenser de revenir sur cet objet.
Reprenons les équations du n
tang9 = ^ » tangy = — »
d'où résultent celles-ci
— =tang(pcos0, — = tang<jpsin0.
En les différentiant, on aura -^'yfi' A'n ,v >
(/tang(p= - (</c'cos9-hrfc*sin9 — c?c lang^),
dQ lang9 = - (Jc^cosô — de' sinôy.
de de' de" dt dt dt
de de' de" Si l'on substitue dans ces équations, au lieu de -t-» -rr-> -?-■> leurs
valeurs
^R ()R aR dR dR dK
*^ d^ oy ax az oy az
et au lieu de ces dernières quantités leurs valeurs données dans le n° 67; si l'on observe, de plus, que s = tangç sin(ç' ~ 6), on aura
rftang(p = ^T \ L\ r—-s\x\[v—Q)-{-~cos[v—Q] — ^ '■ — c,os[v—0)-^-,
,,^ </nang(psin((;— 0)r dR . , .. dR . ,.1 [i-^s^]dt . . , rfôtangfp = 2jr V y ;. sin(t^— ô)+ -^cos(i'— Ô) — ^ -^— sin(^'— &
,dR
ds
Ces deux équations différentielles détermineront directement l'inclinaison de l'orbite et le mouvement des nœuds. Elles donnent
sin(t' — 0) c?lang(p — J5cos(t' — 0)lang(p := o, ^
équation qui peut se déduire encore de celle-ci, ^ = tang(psin{(' — 6); en effet, cette dernière équation étant finie, on peut, par le n° 63, la différentier, soit en regardant 9 et 6 comme constants, soit en les traitant comme variables, en sorte que sa différentielle prise en ne faisant varier que <p et 8 est nulle, d'où résulte l'équation différentielle précédente.
Supposons maintenant que le plan fixe soit extrêmement peu incliné à l'orbite de m^ en sorte que nous puissions négliger les carrés de s et de tangcp; on aura
</tang(p=- _cos((^-5)— ,
jfl , dt . i , , <^R
rf0tang<p = -— sin(t;-0)— ;
en faisant donc, comme précédemment,
/? = tangcp sinô, ^ — tang 90056,
on aura, au lieu des deux équations différentielles précédentes, les suivantes
, dt d^
dq— ces V -3- 5
^ c os
, dt . dVi
dp — sin V -r~ :
or on a 5 = y sin ç^ —p cosç>, ce qui donne
dR _i_^ dR_ L_ ^.
ds sin V dq ds ces v dp"*
partant
,^dR d — — — — ^ c dp^ ^ c dq
On a vu dans le n** 48 que la fonction R est indépendante de la position du plan fixe des x et des j'; en supposant donc tous les angles de cette fonction rapportés à l'orbite de m, il est visible que R sera fonction de ces angles et de l'inclinaison respective des deux orbites, inclinaison que nous désignerons par çp) . Soit 6) la longitude du nœud de l'orbite de w' sur l'orbite de m, et supposons que /n'X:(tangcp])^cos(fV/ — mf -h A — g^^) soit un terme de R, dépendant de l'angle i'r^t — int\ on aura, par le n° 60,
langç; sine; =/>'—;>, lang9; cos0; — q'—q,
d'où l'on tire
(lang(p;)^cosê-0;= ^ — ^ — -^ — ^^-^ ^ ^^ ^ ^^ — ^^^^ ^ •
En n'ayant donc égard qu'au terme précédent de R, on aura
— = — g-ltangç^j^^-'m'A- sin[rn7 — m/ + A — (g- — 1)0;], ^ = - g-ltang^; )^-' m'/f cos[i'n7 — m/ 4- A - (g- — 1)0; ].
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Si l'on substitue ces valeurs dans les expressions précédentes de dp et de dq^ et si l'on observe que l'on a, à très-peu près, c=: -^5 on aura
p= ~f,y-, r— tang© ^-* sin fi'/i'/ — zni + A — le— 1)6' 1,
^ yL[in — in) ^'' *- \o / /j
gm'kan (tangy; )^-' cos[r^7 - m^ + A - (g--i) g;]. En substituant ces valeurs dans l'équation s = qsïnv —pcosi^, on aura
* = TjJ^rn^hi) ^^^^'^' ^ sm[i'n7 - z«.; _ ç; + A - (g--i) 0,].
Cette expression de s est la variation de la latitude, correspondante au terme précédent de R; il est clair qu'elle est la même, quel que soit le plan fixe auquel on rapporte les mouvements de m et de m', pourvu qu'il soit peu incliné au plan des orbites; on aura donc ainsi la partie de l'expression de la latitude que la petitesse du diviseur i'n'— in peut rendre sensible. A la vérité, cette inégalité de la latitude ne renfermant ce diviseur qu'à la première puissance, elle est sous ce rapport moins sensible que l'inégalité correspondante de la longitude moyenne, qui renferme le carré de ce diviseur; mais, d'un autre côté, tangcp) s'y trouve élevé aune puissance moindre qu'une unité, remarque analogue à celle que nous avons faite, dans le n° 69, sur l'inégalité correspondante des excentricités des orbites. On voit ainsi que toutes ces inégalités sont liées entre elles et à la partie correspondante de R par des rapports très-simples.
Si l'on différentie les expressions précédentes de p et de ^, et si,
dans les valeurs de -^ et de ^ qui en résultent, on fait croître les
angles nt et n't des inégalités des moyens mouvements dépendantes de l'angle i'n't— int^ il en résultera dans ces différentielles des quantités qui seront uniquement fonctions des éléments des orbites, et qui peuvent influer d'une manière sensible sur les variations séculaires des inclinaisons et des nœuds, quoique de l'ordre des carrés des masses
perturbatrices, ce qui est analogue à ce que nous avons dit dans le n° 69 sur les variations séculaires des excentricités et des périhélies.
72. Il nous reste à considérer la variation de la longitude s de l'époque. On a, par le n° 64,
dt=:de\
— rfGj[E(Ocos(f-cj)+E(2)cos2(v — cT) +...];
en substituant pour E^**, W\ . . . leurs valeurs en séries ordonnées suivant les puissances de e, séries qu'il est facile de conclure de l'expression générale de E^'^ du n° 16, on aura
de = — 'idesin{v — gj) -f- T.edvscosv — rn)
-hedel^-h^e^-\-. . .] sinafi/ — gï) — e^dTn{^-\- \e^ -h . . .) C0S2(v — gï) ^ — e'rfefn-. . .)sin3(i' — Gj) + e»É?GT(i4-. . .) cos3(p — gj)
Si l'on substitue pour dt et eda leurs valeurs données dans le n° 67, on trouvera, en ne portant la précision que jusqu'aux quantités de l'ordre e^ inclusivement,
(lt=z ^i — e^\^7. — \ecos[v~rj5) H- e'»C0S2(f — gt)J -r-
-...._^.?Sin(v-Gj)[l+icCOS(f-GT)]-r-.
ja ^i — e-* "*'
L'expression générale de dt contient des termes de la forme
m'kndtcos[i'n't — int -\- A),
et par conséquent l'expression de e en contient de la forme
m'kn . , .. , -q—, — — sm [i n t — int H- A ) ; in— in ^ '
mais il est facile de se convaincre que le coefficient k dans ces termes
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est de l'ordre i'~ ?, et qu'ainsi ces termes sont du même ordre que ceux de la longitude moyenne qui dépendent du même angle. Ceux-ci ayant pour diviseur le carré de i'n — in, on voit que l'on peut négliger à leur égard les termes correspondants de e, lorsque i'n' — in est une très-petite quantité.
Si, dans les termes de l'expression de dz qui sont uniquement fonctions des éléments des orbites, on substitue, au lieu de ces éléments, les parties séculaires de leurs valeurs, il est clair qu'il en résultera des termes constants, et d'autres termes affectés des sinus et des cosinus des angles dont dépendent les variations séculaires des excentricités et des inclinaisons des orbites. Les termes constants produiront dans l'expression de t des termes proportionnels au temps et qui se confondront avec le moyen mouvement de m. Quant aux termes affectés de sinus et de cosinus, ils acquerront par l'intégration, dans l'expression de £, de très-petits diviseurs du même ordre que les forces perturbatrices, en sorte que, ces termes étant à la fois multipliés et divisés par ces forces, ils pourront devenir sensibles, quoique de l'ordre des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons. Nous verrons, dans la théorie des planètes, que ces termes y sont insensibles; mais ils sont très-sensibles dans la théorie de la Lune et des satellites de Jupiter, et c'est de ces termes que dépendent leurs équations séculaires.
On a vu, dans le n° 65, que le moyen mouvement de m a pour expression-//a/iûf^dR, et que, si l'on n'a égard qu'à la première puissance des masses perturbatrices, dR ne renferme que des quantités périodiques. Mais, si l'on considère les carrés et les produits de ces masses, cette différentielle peut contenir des termes qui sont uniquement fonctions des éléments des orbites. En y substituant, au lieu de ces éléments, les parties séculaires de leurs valeurs, il en résultera des termes affectés des sinus et des cosinus des angles dont dépendent les variations séculaires des orbites. Ces termes acquerront par la double intégration, dans l'expression du moyen mouvement, de très-petits diviseurs, qui seront de l'ordre des carrés et des produits des masses
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perturbatrices, en sorte que, étant à la fois multipliés et divisés par les carrés et les produits de ces masses, ils pourront devenir sensibles, quoiqu'ils soient de l'ordre des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites. Nous verrons encore que ces termes sont insensibles dans la théorie des planètes.
73. Les éléments de l'orbite de m étant déterminés par ce qui précède, on les substituera dans les expressions du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, que nous avons données dans le n** 22; on aura ainsi les valeurs de ces trois variables au moyen desquelles les astronomes déterminent la position des corps célestes. En réduisant ensuite ces valeurs en séries de sinus et de cosinus, on aura une suite d'inégalités, dont on formera des Tables, et l'on pourra ainsi calculer avec facilité la position de m à un instant quelconque.
Cette méthode, fondée sur la variation des paramètres, est très-utile dans la recherche des inégalités qui, par les rapports des moyens mouvements des corps du système, acquièrent de petits diviseurs et par là deviennent fort sensibles. Ce genre d'inégalités affecte principalement les éléments elliptiques des orbites; en déterminant donc les variations qui en résultent dans ces éléments, et en les substituant dans l'expression du mouvement elliptique, on aura, de la manière la plus simple, toutes les inégalités que ces diviseurs rendent sensibles.
La méthode précédente est encore utile dans la théorie des comètes; nous n'apercevons ces astres que dans une très- petite partie de leur cours, et les observations ne font connaître que la partie de l'ellipse qui se confond avec l'arc de l'orbite qu'elles décrivent pendant leurs apparitions; ainsi, en déterminant la nature de l'orbite considérée comme une ellipse variable, on aura les changements que cette ellipse subit dans l'intervalle de deux apparitions consécutives de la même comète; on pourra donc annoncer son retour et, lorsqu'elle reparaît, comparer la théorie aux observations.
Après avoir donné les méthodes et les formules pour déterminer par des approximations successives les mouvements des centres de gravité
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des corps célestes, il nous reste à les appliquer aux différents corps du Système solaire ; mais, l'ellipticité de ces corps influant d'une manière sensible sur les mouvements de plusieurs d'entre eux, il convient, avant que d'en venir aux applications numériques, de nous occuper de la figure des corps célestes, dont la considération est d'ailleurs aussi intéressante par elle-même que celle de leurs mouvements.
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