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OEuvres de Fourier
L'édition des Œuvres de Fourier, dont nous publions aujourd'hui le premier \ olume, était réclamée depuis longtemps pa r les physiciens el les géomètres; entreprise avec l'appui bienveillanl du Ministère de l'Instruction publique, elle prendra place dans la collection des Documents inédits, à rote des Œuvres de l.aplaee, de Lagrange, de Lavoisier, de Fresnel et de Cauchy. Par l'importance de ses découvertes, par l'influence décisive qu'il a exercée sur le développement de la Phj sique mathématique, Fourier méritait l'hommage qui est rendu aujourd'hui à ses travaux el à sa mémoire. Son nom figurera dignement à côté des noms, illustres entre tous, dont la liste, destinée à s'accroître avec les années, constitue dès à présent un véritable titre d'honneur pour notre pays.
La Théorie analytique de la Chaleur, qui forme à elle seule ce premier Volume, a paru en [822. Ce bel Ouvrage, que Ton peut placer sans injustice à côté des écrits scientifiques les plus pai laits (le tous les temps, se recoiiiinande par une exposition intéressante el originale des principes fondamentaux;
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il éclaire de la lumière la plus vive et la plus pénétrante toutes les idées essentielles que nous devons à Fourier et sur lesquelles doit reposer désormais la Philosophie naturelle; mais il contient, nous devons le reconnaître, beaucoup de négligences, des erreurs de calcul et de détail que Fourier a su éviter dans d'autres écrits. Guidé par les conseils de notre éminenl éditeur, M. Gauthier- Villars , nous nous sommes appliqué à faire disparaître les incorrections typographiques. Nous avons refait les calculs, corrigé avec le plus grand soin les renvois inexacts, les erreurs de notation et d'impression, mais en nous attachant toujours à respecter la forme si élégante et si pure que Fourier donne habituellement à sa pensée. Un membre distingué de rEnseignement supérieur, M. Paul Morin, professeur à la Faculté des Sciences de Rennes, nous a beaucoup aidé dans cette partie essentielle de notre tâche : nous nous plaisons à lui adresser ici nos plus vifs remerciements. 31. Morin veut bien nous continuer son concours pour le second Volume, dont l'impression est déjà commencée.
Les recherches de Fourier relatives à la théorie de la chaleur remontent à la fin du xvme siècle; elles ont été communiquées à l'Académie des Sciences le -il décembre 1807. Cette première publication ne nous est pas parvenue; on ne la connaît que par un extrait de quatre pages inséré en [808 au Bulletin de la Société philomathique ; elle a été lue et déposée, mais a, sans doute, été retirée par Fourier dans le courant de l'année 18 io.
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I . académie ayanl mis au concours, pour 181 i , la question
>uix a nt i* :
8 Donner la théorie mathématique des lois de la propaga- » tion de la chaleur el comparer le résultat de cette théorie à des expériences exactes »,
Fourier envoya, le 28 septembre 181 1 , un travail très ('tendu, tonne, d'après ses propres déclarations, du Mémoire primitivemenl soumis à l'Académie et des notes qu'il y axait successivement ajoutées. Ce nouveau travail fui couronné dans la séance publique du 6 janvier iKi*>.. Les juges du concours étaient Lagrange, Laplace, Malus, Haiïy et Legendre. Leur Rapport nous a été conservé. Toutes les appréciations, sauf une peut-être, x sonl d'une rigoureuse exactitude, et, cependant, il est permis de penser que, dans son ensemble, il ne rend pas pleine justice aux eflbrts et aux découvertes de Fourier.
« Cette pièce, dit le Rapporteur en parlant du Mémoire de
» Fourier, renferme les véritables équations différentielles de
» la transmission de la chaleur, soit à l'intérieur des corps.
» soit à leur surface; et la nouveauté du sujet, jointe à son
1 importance, a déterminé la Classe à couronner cet Ouvrage,
» en observant cependant que la manière dont l' \uteur pai-
» vient à ses équations n'est pas exempte de difficultés, e1 «pie
» son analyse, pour les intégrer, laisse encore quelque chose
mu \\ ^NT-PROPOS.
» à désirer, soit relath emenl a la généralité, soil même du
» côté de la rigueur. »
Le manuscrit de Fourier fait partie, aujourd'hui encore, des archives de V académie. Le grand géomètre, devenu Secrétaire perpétuel après la mort de Delambre, la fait imprimer, sans v apporter aucun changement, dans les ^ olumes de Mémoires pour 1 819-1820 et 1 821-1822, deux ans après la publication de la Théorie de la Chaleur. Fourier désirait, sans doute, établir ainsi d'une manière incontestable ses droits de priorité; car la première Partie du Mémoire de 181 1, celle qui a paru dans le Volume pour 1819-1820, ne diffère qu'en des points tout à fait secondaires de la rédaction définitive à laquelle il s'est arrêté dans la Théorie de la Chaleur. Nous avons donc renoncé à reproduire cette première Partie; mais la seconde, qui a été imprimée en 182G, dans le Volume des Mémoires pour 1821-1822, offre le plus vif intérêt; elle commencera notre second Volume et sera, croyons-nous, bien accueillie de tous.
Il y a aujourd'hui quatre-vingts ans que Fourier fit à l'Académie des Sciences sa première Communication sur les études <iui ont occupé toute sa vie. Les méthodes dont l'illustre savant a enrichi la Science trouvent maintenant devant elles un champ vaste et presque inexploré d'applications nouvelles dans la théorie moderne de l'électricité. Puisse notre édition les répandre encore, puisse-t-elle maintenir et accroître dans
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notre pays et parmi nos jeunes géomètres le goûl de la Physique mathématique, a L'étude approfondie de la nature esl !,i source la plus féconde des découvertes mathématiques. Non seulemenl cette étude, en offranl aux recherches un but déterminé, a l'avantage d'exclure les questions vagues e1 les calculs sans issue, elle est encore nu moyen assuré de former I analyse elle-même, et d'en découvrir les éléments qu'il nous importe le pins de connaître et que cette science doit toujours consen er : ces éléments fondamentaux sont ceux qui se reproduisent dans tons les effets naturels. » C'est par ces réflexions, empruntées à I admirable Discours préliminaire que Ton mi lire, que nous terminerons ces quelques lignes dans lesquelles nous nous proposions surtout de remercier tous ceux qui ont piis part a notre publication on qui l'ont rendue possible.
.'i déceml ri i v~~
Gaston DARBOt \.
demie des Scii tu i
DISCOURS PRÉLIMINAIRE
Les causes primordiales ne nous sont point connues, mais elles sont assujetties a des lois simples ci constantes que l'on peut découvrir par l'observation, et donl l'étude est l'objet de la Philosophie naturelle.
La chaleur pénètre, comme la gravité, toutes les substances de l'univers; ses rayons occupent toutes les parties de l'espace. Le but de notre Ouvrage est d'exposer les luis mathématiques que suit cet élément. One théorie formera désormais une des branches les plus importantes de la Physique générale.
Les c laissances que les plus anciens peuples avaient pu acquérir
dans la Mécanique rationnelle ne nous sont point parvenues, et l'histoire de cette science, si l'on excepte les premiers théorèmes sur l'harmonie, ne remonte point au delà des découvertes d'Archimède. Ce grand géomètre expliqua les principes mathématiques de l'équilibre des solides et des fluides, il s'écoula environ dix-huit siècles avant que Galilée, premier inventeur des théories dynamiques, découvrit les lois du mouvement des corps graves. Newton embrassa dans cette science nouvelle tout le système de l'univers. Les successeurs de ces philoso phes ont donne à ces théories une étendue et une perfection admira blés; il> n "M- ont appris que les phénomènes les plus divers sont soumis à un petit nombre de lois fondamentales, qui se reproduisent dan- tons les actes de la nature. On a reconnu que les mêmes principes règlent tous les mouvements des astres, leur forme, les inégalités
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de leurs cours, l'équilibre cf les oscillations des mers, les vibrations harmoniques de l'air el des corps sonores, la transmission de la lumière, les actions capillaires, les ondulations des liquides, enfin, les effets les plus composés de toutes les forces naturelles; et Ton a confirmé cette pensée de Newton : Quod tam paucis tam multa prœslet (ie<>metria gloriatur (').
.Mais, quelle que soit l'étendue des théories mécaniques, elles ne s'appliquent point aux effets de la chaleur. Ils composent un ordre spécial de phénomènes qui ne peuvent s'expliquer par les principes du mouvement et de l'équilibre. On possède depuis longtemps des instruments ingénieux propres à mesurer plusieurs de ces effets; on a recueilli des observations précieuses; mais on ne connaît ainsi que des résultats partiels, et non la démonstration mathématique des lois qui les comprennent tous.
J'ai déduit ces lois d'une longue étude et de la comparaison attentive des faits connus jusqu'à ce jour; je les ai tous ohscrvésde nouveau, dans le cours de plusieurs années, avec les instruments les plus précis dont on ait encore fait usage.
Pour fonder cette théorie, il était d'abord nécessaire de distinguer et de définir avec précision les propriétés élémentaires qui déterminent l'action de la chaleur, .l'ai reconnu ensuite que tous les phénomènes qui dépendent de cette action se résolvent en un très petit nombre de faits généraux et simples; et, par là, toute question physique de ce genre est l'amenée à une recherche d'Analyse mathématique. J'en ai conclu que, pour déterminer en nombre les mouvements les plus variés de la chaleur, il suffit de soumettre chaque substance à trois observations fondamentales. En effet, les différents corps ne pos-
i'i Philosophiez naturalh principia mathemalica. Prcefatio ad lectorem. Ac glorialur Geometria quod tam paucis principes aliunde petitis tam multa pra - G. D,
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sèdenl point an même degré la faculté de contenir la chaleur, de la voir ou de la transmettre à travers leur superficie, et de la conduire dans l'intérieur de la masse. Ce ^< » n ( trois qualités spécifiques que notre théorie distingue clairement el qu'elle apprend à mesurer.
Il est facile de juger combien ces recherches intéressent les sciences physiques el l'économie civile, el quelle peut être leur influence sur les progrès des arts qui exigent l'emploi et la distribution du feu. Elles ont aussi une relation nécessaire avec le Système du monde, et l'on connaît ces rapports si l'on considère 1rs grands phénomènes i|iii s'accomplissent pré-- di1 la surface du globe terrestre.
En effet, le rayon du Soleil dans lequel celte planète est incessamment plongée pénètre l'air, la terre et les eaux; ses éléments se divisent, changent de directions dans ions les sens; et, pénétrant dans la masse du globe, ils en élèveraient de pins en [dus la température moyenne, si cette chaleur ajoutée n'était pas exactement compensée par celle qui s'échappe en rayons de tous les points de la superficie, et se répand dan- les cieux.
Les divers climats, inégalement exposés à l'action de la chaleui solaire, ont acquis, après un temps immense, des températures propres a leur situation. Cet effet esi modifié par plusieurs causes accessoires telles que l'élévation et la figure >\u sol, le voisinage el l'étendue des continents el des mers, l'état de la surface, la direction des vents.
L'intermittence des jours el des nuits, les alternatives des saisons
asionnent, dans la terre solide, des variations périodiques <|ni se renouvellent chaque jour ou chaque année; mais ces changements sont d'autant moins sensibles que le point où <m le» mesure esl pins distant de la surface. <m ne peut remarquer aucune variation diurne à la pri fondeur d'environ 3m; et les variations annuelles cessent d'être appré ciables à une profondeur beaucoup moindre que 6om. La température
uni DISCOURS PRÉLIMIN VIRE.
des lieux profonds esi donc sensiblement fixe dans un lieu donné : mais elle n'est pas la même pour tous les points d'un même parallèle; en général, elle s'élève lorsqu'on s'approche de l'équateur.
La chaleur que le Soleil a communiquée au globe terrestre, et qui ;i
produit la diversité des climats, est assujettie maintenant à un mouvement devenu uniforme. Elle s'avance dans l'intérieur de la masse qu'elle pénètre tout entière, et en mémo temps elle s'éloigne du plan de l'équateur, et va se perdre dans l'espace à travers les contrées polaires.
Dans les hautes régions de l'atmosphère, l'air, très rare et diaphane. ne retient qu'une faible partie de la chaleur des rayons solaires : c'est la cause principale du froid excessif des lieux élevés. Les couches inférieures, plus denses et plus échauffées par la terre et les eaux, se dilatent et s'élèvent; elles se refroidissent par l'effet même de la dilatation. Les grands mouvements de l'air, comme les vents alizés qui soufflent entre les tropiques, ne sont point déterminés par les forces attractives de la Lune et du Soleil. L'action de ces astres ne produit sur un fluide aussi rare, à une aussi grande distance, que des oscillations très peu sensibles. Ce sont les changements des températures qui déplacent périodiquement toutes les parties de l'atmosphère.
Les eaux de l'Océan sont différemment exposées par leur surface aux rayons du Soleil, et le fond du bassin qui les renferme est échauffé très inégalement depuis les pôles jusqu'à l'équateur. Ces deux causes, toujours présentes, et combinées avec la gravité et la force centrifuge, entretiennent des mouvements immenses dans l'intérieur des mers. Elles en déplacent et en mêlent toutes les parties, et produisent ces courants réguliers et généraux que les navigateurs ont observés.
La chaleur rayonnante qui s'échappe de la superficie de tous les corps et traverse les milieux élastiques ou les espaces vides d'air a des lois spéciales, et elle concourt aux phénomènes les plus variés. On
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connaissait déjà l'explication physique de plusieurs de ces faits; la théorie mathématique que j'ai formée en donne la mesure exacte. Elle consistef en quelque sorte, dans une seconde catoptrique, qui a ses théorèmes propres, et sert à déterminer par le calcul tous les effets de la chaleur directe ou réfléchie.
Cette énumération des objets principaux de la théorie fait assez connaître la nature des questions que je me suis proposées. Quelles sont [ualités élémentaires que, dans chaque substance, il est nécessaire d'observer, et quelles expériences sont le-> plus propres à les déterminer exactement? si des lois constantes règlent la distribution de la chaleur dans la matière solide, quelle est l'expression mathématique de ces lois? et par quelle analyse peut-on déduire de cette expression la solution complète «les questions principales?
Pourquoi les températures terrestres cessent-elles d'être variables à une profondeur si petite par rapport au rayon du globe? Chaque inégalité du mouvement de celte planète devant occasionner au-dessous de la surface une oscillation de la chaleur solaire, quelle relation y a-t-il entre la durée de la période et la profondeur où les températures deviennent constantes?
Quel temps a dû s'écouler pour que les climats pussent acquérir les températures diverses qu'ils conservent aujourd'hui; et quelles causes peuvent fane varier maintenant leur chaleur moyenne? Pourquoi les seuls changements annuels de la distance du Soleil à la Terre ne causent-ils pas à la surface tic cette planète des changements très considérables dans lc> températures?
A quel caractère pourrait-on reconnaître que le globe terrestre n'a entièrement perdu -a chaleur d'origine, et quelles sont les lois exactes de lu déperdition?
Si .etie chaleur fondamentale n*esi point totalement dissipée,
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comme nndiquenl plusieurs observations, elle peu! être immense à de grandes profondeurs, el toutefois elle n'a plus aujourd'hui aucune influence sensible sur la température moyenne des climats : les effets que l'on v observe sont dus à l'action «1rs rayons solaires. Mais, indépendamment de ces deux sources de chaleur, l'une fondamentale el primitive, propre au globe terrestre, l'autre due à la présence du Soleil, n'y a-t-il point une cause plus universelle, qui détermine la température du ciel, dans la partie de l'espace qu'occupe maintenant le système solaire? Puisque les faits observés rendent cette cause nécessaire, quelles sont, dans cette question entièrement nouvelle, les conséquences d'une théorie exacte? comment pourra-t-on déterminer cette valeur constante de la température de r espace, et en déduire celle qui convient à chaque planète?
Il faut ajouter à ces questions celles qui dépendent des propriétés de la chaleur rayonnante. On connaît très distinctement la cause physique de la réflexion du froid, c'est-à-dire de la réflexion d'une moindre chaleur; mais quelle est l'expression mathématique de cet effet?
De quels principes généraux dépendent les températures atmosphériques, soit que le thermomètre qui les mesure reçoive immédiatement les rayons du Soleil, sur une surface métallique ou dépol.e. soit que cet instrument demeure exposé, durant la nuit, sous un ciel exempt de nuages, au contact de l'air, au rayonnement des corps terrestres, et à celui des parties de l'atmosphère les plus éloignées et les
plus froides.
L'intensité des rayons qui s'échappent d'un point de la superficie des corps échauffés variant avec leur inclinaison suivant une loi que les expériences ont indiquée, n'y a-t-il pas un rapport mathématique nécessaire entre cette loi et le fait général de l'équilibre de la chaleur: et quelle est la cause physique de cette inégale intensité?
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Enfin, lorsque la chaleur pénètre les masses Quides el y détermine îles mouvements in le rieurs, par les changements continuels «le température el de densité de chaque molécule, peut-on encore exprimer par de-- équations différentielles les lois d'un effet aussi composé; el quel changement en résulte-t-il dans les équations générales de l'Hydrod\ namique '.'
Telles sont les questions principales que j'ai résolues, el qui n'avaient point encore été soumises au calcul. Si l'on considère, <le plu-*, les rapports multipliés de celle théorie mathématique avec les ii-, tue- civils el le- art- techniques, on reconnaîtra toute l'étendue de - - applications. Il est manifeste qu'elle comprend une série entière de phénomènes distincts, et qu'on ne pourrait en omettre l'étude sans retrancher une partie notable «le la science «le la nature.
Les principe- de celle théorie -uni déduits, comme ceux de la Mécanique rationnelle, d'un très petit nombre de faits primordiaux, donl les géomètres ne considèrent point la cause, mais qu'ils admettent comme résultant des observations communes et confirmées par toutes les expériences.
Les équations différentielles de la propagation de la chaleur expriment les conditions les plus générales, et ramènent les questions physiques ii des problèmes d'Analyse pure, ce qui est proprement l'objet de la théorie. Elles ne sont pas moins rigoureusement démontrées que les équations générales de l'équilibre el du mouvement. C'est pour rendre cette comparaison plus sensible que nous avons toujours préféré des démonstrations analogues à celles des théorèmes qui servent de rondement ii la Statique el à la Dynamique. Ces équations subsistent encore, mais elles reçoivent une forme différente, si elles expriment la distribution <\r la chaleur lumineuse dans les corps diaphane-, ou les mouvements que les changements de température et de densité occa-
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sionnent dans l'intérieur des fluides. Les coefficients qu'elles renferment sont sujets it des variations dont la mesure exacte n'esl pas encore connue; mais, dans toutes les questions naturelles qu'il nous importe le plus de considérer, les limites (\t'> températures sont assez peu différentes pour que l'on puisse omettre ces variations des coefficients.
Les équations du mouvement de la chaleur, comme celles qui expriment les vibrations des corps sonores, ou les dernières oscillalions des liquides, appartiennent a une des branches de la Science du calcul les plus récemment découvertes, et qu'il importait beaucoup de perfectionner. Apres avoir établi ces équations différentielles, il fallait en obtenir les intégrales; ce qui consiste à passer d'une expression commune à une solution propre, assujettie à toutes les conditions données. Cette recberche difficile exigeait une analyse spéciale, fondée sur des théorèmes nouveaux dont nous ne pourrions ici faire connaître l'objet. La méthode qui en dérive ne laisse rien de vague et d'indéterminé dans les solutions; elle les conduit jusqu'aux dernières applications numériques, condition nécessaire de toute recherche, et sans laquelle on n'arriverait qu'à des transformations inutiles.
Ces mêmes théorèmes qui nous ont fait connaître les intégrales des équations du mouvement de la chaleur s'appliquent immédiatement à des questions d'Analyse générale et de Dynamique dont on désirait depuis longtemps la solution.
L'étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des découvertes mathématiques. Non seulement cette étude, en offrant aux recherches un but déterminé, a l'avantage d'exclure les questions vagues et les calculs sans issue : elle est encore un moyen assuré de former l'Analyse elle-même, et d'en découvrir les éléments qu'il nous importe le plus de connaître, el que cette science doit toujours cou-
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server : ces éléments fondamentaux sonl ceux qui se reproduisent dans tous les effets naturels.
On voit, par exemple, qu'une même expression, donl 1rs géomètres avaient considéré les propriétés abstraites el qui, sous ce rapport, appartient à l'Analyse générale, représente aussi le mouvement de la lumière dans l'atmosphère, qu'elle détermine les lois de la diffusion de la chaleur dans la matière solide, el qu'elle entre dans toutes les questions principales de !;i Théorie des probabilités.
Les équations analytiques, ignorées des anciens géomètres, que D scartes a introduites le premier dans l'étude des courbes et des surfaces, oe sont pas restreintes aux propriétés des figures et à celles (|ui sonl l'objet de la Mécanique rationnelle; elles s'étendent à tous les phénomènes généraux. Il ne peul y avoir de langage plus universel et plus simple, plus exempt d'erreurs el d'obscurités, c'est-à-dire plus digne d'exprimer les rapports invariables des êtres naturels.
Considérée sous ce point de vue, l'Analyse mathématique est aussi étendue que la nature elle-même; elle définit tous les rapports sensibles, mesure les temps, les espaces, les forces, les températures; eette science difficile se forme avec lenteur, mais elle conserve tous les principes qu'elle a une fois acquis : elle s'accroît et s'affermil sans . au milieu de tant de variations et d'erreurs de l'esprit humain.
Son attribut principal est la clarté; elle n'a point de signes pour exprimer les notions confuses. Elle rapproche les phénomènes les plus divers el découvre les analogies -édites qui les unissent. Si la matière nous échappe, comme celle de l'air et de la lumière, par son extrême ténuité, si les corps sont placés loin de nous, dans l'immensité de l'espace, si l'homme veut connaître le spectacle des cieux pour des époques successives que séparent un grand nombre de siècles, si les actions de la gravité el de la chaleur s'exercent dans l'intérieur du globe solide à
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des profondeurs qui seronl toujours inaccessibles, L'Analyse mathématique peut encore saisir 1rs lois de ces phénomènes. Elle nous les rend présents et mesurables, et semble cire nue faculté de la raison humaine destinée à suppléer à la brièveté de la vie et à l'imperfection îles sens; et, ce qui csi plus remarquable encore, elle suit la même marche dans l'étude de tous les phénomènes; elle les interprète par le même langage, comme pour attester l'unité et la simplicité du plan de l'univers, et rendre encore plus manifeste cet ordre immuable qui préside à toutes les causes naturelles.
Les questions de la Théorie de la chaleur oflrent autant d'exemples de ces dispositions simples et constantes qui naissent des lois générales de la nature; et, si l'ordre qui s'établit dans ces phénomènes pouvait être saisi par nos sens, ils nous causeraient une impression comparable à celles des résonances harmoniques.
Les formes des corps sont variées à l'infini; la distribution de la chaleur qui les pénètre peut être arbitraire et confuse; mais toutes les inégalités s'effacent rapidement et disparaissenl à mesure que le temps s'écoule. La marche du phénomène, devenue plus régulière et plus simple, demeure enfin assujettie à une loi déterminée, qui est la même pour tous les cas et qui ne porte plus aucune empreinte sensible de la disposition initiale.
Toutes les observations confirment ces conséquences. L'analyse dont elles dérivent sépare et exprime clairement : i° les conditions générales, c'est-à-dire celles qui résultent des propriétés naturelles de la chaleur; 20 l'effet accidentel, mais subsistant, de la figure ou de l'état des surfaces; 3° l'effet non durable de la distribution primitive.
Nous avons démontré dans cet Ouvrage tous les principes de la Théorie de la chaleur, et résolu toutes les questions fondamentales. On aurait pu les exposer sous une forme plus concise, omettre les
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questions simples, el présenter d'abord les conséquences 1rs plus générales; mais on a voulu montrer l'origine même de la Théorie el ses progrès successifs. Lorsque cette connaissance esl acquise, el que 1rs principes sont entièrement fixes, il est préférable d'employer immédiatement les méthodes analytiques les plus étendues, c me nous
l'avons faii dans les recherches ultérieures. C'est aussi la marche que nous suivrons désormais dans les Mémoires qui seront joints à cel Ouvrage, el qui en tonnent en quelque sorte le complément, et par là nous aurons concilié, autant qu'il peut dépendre de nous, le développement nécessaire des principes avec la précision qui convient aux applications de I' analyse.
Ces Mémoires auront pour objet la théorie de la chaleur rayonnante,
la question t\ii> températures terrestres, celle de la température des
habitations, la comparaison des résultats théoriques avec ceux que nous avons observés dans diverses expériences, enfin la démonstration dr> équations différentielles du mouvement de la chaleur dans les fluides.
L'Ouvrage que nous publions aujourd'hui a été écrit depuis longtemps; diverses circonstances en ont retardé et souvent interrompu l'impression. Dans cet intervalle, la Science s'est enrichie d'observations importantes; les principes de notre Analyse, que l'on n'avait pas saisis d'abord, ont été mieux connus; on a discuté et confirmé les résultats que non- en avions déduits. Nous avons appliqué nousnoiiie ces principes à des questions nouvelles, et changé la forme de quelques démonstrations. Les retards de la publication auront contribué ii rendre l'Ouvrage plus clair et plus complet.
Nos premières recherches analytiques sur la communication de la
chaleur ont eu pour objet la distribution entre des masses disjointes ;
on les a conservées dans la Section II du Chapitre IV. Les questions
relatives aux corps continus, qui forment la théorie proprement dite, F. d
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ont été résolues plusieurs années après; cette théorie a été exposée, pour la première fois, dans un Ouvrage manuscrit remis à l'Institut de France à la fin de l'année 1 807, et dont il a été publié un extrait dans le Bulletin des Sciences (Société philomathique, année 1808, p. 1 12-1 16). Nous avons joint à ce Mémoire et remis successivement des Notes assez étendues, concernant la convergence des séries, la diffusion de la < lialenr dans un prisme infini, son émission dans les espaces vides d'air, les constructions propres à rendre sensibles les théorèmes principaux, et l'analyse du mouvement périodique à la surface du globe terrestre. Notre second Mémoire sur la propagation de la chaleur a été déposé aux Archives de l'Institut, le 28 septembre 181 1. Il est formé du précédent et des Notes déjà remises ; on y a omis des constructions géométriques et des détails d'Analyse qui n'avaient pas un rapport nécessaire avec la question physique, et l'on a ajouté l'équation générale qui exprime l'état de la surface. Ce second Ouvrage a été livré à l'impression dans le cours de 1821, pour être inséré dans la Collection de l'Académie des Sciences. 11 est imprimé sans aucun changement ni addition; le texte est littéralement conforme au Manuscrit déposé, qui fait partie des Archives de l'Institut.
On pourra trouver dans ce Mémoire et dans les écrits qui l'ont précédé un premier exposé des applications que ne contient pas notre Ouvrage actuel; elles seront traitées dans les Mémoires subséquents avec plus d'étendue, et, s'il nous est possible, avec plus de clarté. Les résultats de notre travail concernant ces mêmes questions sont aussi indiqués dans divers articles déjà rendus publics. L'extrait inséré dans les Annales de Chimie cl de Physique fait connaître l'ensemble de nos recherches (t. III, p. 35o-376, année 1816). Nous avons publié dans ces Annales deux Notes séparées, concernant la chaleur rayonnante (t. IV, p. 128-145, année 181 7, et t. VI, p. 2D()-3o3, année 1817 ).
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Divers autres articles du même Recueil présentent les résultats les plus constants de la théorie el des observations; l'utilité el l'étendue «le- connaissances thermologiques ne pouvaient être mieux appréciées que par les célèbres rédacteurs de ces Annales i ' ).
On trouvera dans le Bulletin des Sciences (Société philomathique, année i S i S. p. 1-1 1 . el année 1 820, p. 58-70 > l'extrait d'un Mémoire su r la température constante ou variable des habitations, et l'exposé des principales conséquences de noire analyse des températures terrestres.
SI. Alexandre de Humboldt, dont les recherches embrassent huiles les grandes questions de la Philosophie naturelle, a considéré, sons un point de vue nouveau et très important, les observations des températures propres aux divers climats : Mémoire sur les lignes isothermes
• iété d'Arcueii, t. III, p. $2-602, année 1817); Mémoire sur la limite inférieure des neiges perpétuelles ( Annales de chimie et de Physique, I. V, p. 102-] î 2, année i S r - . et t. XIV, p. ">-*>7, année [820).
Quant aux équations différentielles du mouvement de la chaleur dans les liquides, il en a été l'ait mention dans l'histoire annuelle de l'Académie des Sciences. Cet extrait de notre Mémoire en montre clairement l'objet et le principe (Analyse des travaux de l'Académie des Sciences, par. M. Delambre, année 1820) (2).
L'examen des forces répulsives que la chaleur produit, et qui déterminent le^ propriétés statiques des gaz, n'appartient pas au sujet analytique que nous avons considéré. Cette question, liée à la théorie de la chaleur rayonnante, vient d'être traitée par l'illustre auteur de la Mécanique céleste, à qui toutes les branches principales de l'Analyse mathématique doivent des découvertes importantes (Connaissance des Tt nais pour /' s années 1 82 i et 1 82 5 t.
1 1 -Lu»-ac et Ar • G. D.
Ci Ce .Mémoire a été imprimé en 1 83 I publié dans le Tome II. G. I).
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Les théories nouvelles expliquées dans notre Ouvrage sont réunies pour toujours aux Sciences mathématiques el reposent comme elles sur des fondements invariables; elles conserveront tous les éléments qu'elles possèdent aujourd'hui, et elles acquerront continuellement plus d'étendue. On perfectionnera les instruments et l'on multipliera les expériences. L'analyse que nous avons formée sera déduite de méthodes plus générales, c'est-à-dire plus simples et plus fécondes, communes à plusieurs classes de phénomènes. On déterminera, pour les substances solides ou liquides, pour les vapeurs et pour les gaz permanents, toutes les qualités spécifiques relatives à la chaleur, et les variations des coefficients qui les expriment. On observera, dans les divers lieux du globe, les températures du sol à diverses profondeurs, l'intensité de la chaleur solaire et ses effets, ou constants ou variables, dans l'atmosphère, dans l'Océan et les lacs; et l'on connaîtra cette température constante du Ciel, qui est propre aux régions planétaires. La théorie elle-même dirigera toutes ces mesures et en assignera la précision. Elle ne peut faire désormais aucun progrès considérable qui ne soit fondé sur ces expériences; car l'Analyse mathématique peut déduire, des phénomènes généraux et simples, l'expression des lois de la Nature; mais l'application spéciale de ces lois à des effets très composés exige une longue suite d'observations exactes.
INTRODUCTION
BX POSITION Dl l'n i:.iii m: CET OUVBAGK.
Les effets de la chaleur son! assujettis à des lois constantes que l'un ni- peul découvrir sans le secours de l'Analyse mathématique. La
Théorie que nous allons exposer ;i | r objet de démontrer ees lois;
elle réduit toutes le- recherches physiques sur la propagation de la chaleur à des questions de Calcul intégral dont les éléments sont donnés par l'expérience. Aucun sujet n'a des rapports plus étendus avec les progrès de l'industrie et ceux des sciences naturelles; car l'action de la chaleur est toujours présente; elle pénètre tous les corps ri le- espaces; elle influe -m- les procédés de- arts et concourl a tous le- phénomènes de l'univers.
Lorsque la chaleur est inégalement distribuée entre les différents points d'une masse solide, (die tend à se mettre en équilibre et passe lentement des partie- plu- échauffées dans celle- qui le -uni moins; en
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même temps elle se dissipe par l;i surface et se perd dans le milieu ou dans le vide. Celle tendance à une distribution uniforme el cette émission spontanée qui s'opère à la surface des corps changenl continuellement la température des différents points. La question de la propagation de la chaleur consiste à déterminer quelle est la température de chaque point d'un corps à un instant donné, en supposant <jiie les températures initiales sont connues. Les exemples suivants feront connaître plus clairement la nature de ces questions.
Si l'on expose à l'action durable et uniforme d'un loyer de chaleur une même partie d'un anneau métallique d'un grand diamètre, les molécules les plus voisines du foyer s'échaufferont les premières et,
après un certain temps, chaque point du solide aura acquis presque entièrement la plus haute température à laquelle il puisse parvenir. Cette limite ou maximum de température n'est pas la même pour les différents points; elle est d'autant moindre qu'ils sont plus éloignés de celui où le foyer est immédiatement appliqué.
Lorsque les températures sont devenues permanentes, le foyer transmet, a chaque instant, une quantité de chaleur qui compense exactement celle qui se dissipe par tous les points de la surface extérieure de l'anneau.
Si maintenant on supprime le loyer, la chaleur continuera de se propager dans l'intérieur du solide; mais celle qui se perd dans le milieu ou dans le vide ne sera plus compensée comme auparavant par le produit du foyer, en sorte que toutes les températures varieront et diminueront sans cesse, jusqu'à ce qu'elles soient devenues égales à celle du milieu environnant.
Pendant que les températures sont permanentes el que le loyer subsiste, si l'on élève, en chaque point de la circonférence moyenne de l'anneau, une ordonnée perpendiculaire au plan de l'anneau et dont la longueur soit proportionnelle à la température lixe de ce point, la
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ligne courbe qui passerait par les extrémités de ces ordonnées représentera l'état permanent des températures, et il est liés facile de déterminer par le calcul la nature <l<' cette ligne. Il faut remarquer que l'on suppose à l'anneau une épaisseur assez petite pour que tons le> point» d'une même section perpendiculaire à la circonférence moyenne aient des températures sensiblemenl égales. Lorsqu'on aura enlevé le foyer, la ligne qui termine les ordonnées proportionnelles aux températures des différents points changera continuellement de forme. La question consiste à exprimer par nue équation la forme variable de cette courbe, et ii comprendre ainsi dans une seule formule tous les étals successifs
du solide.
Soient £ la température fixed'unpointmdela circonférence moyenne, x la distance de ce point au foyer, c'est-à-dire la longueur de l'arc de la circonférence moyenne, compris entre le point /// et le point o, qui correspond à la position du foyer; c est la plus liante température que le point m puisse acquérir en vertu de l'action constante du lover, et cette température permanente ~ est une fonction/" x de la distancer. La première partie de la question consiste à déterminer la fonction / \x qui représente l'étal permanent du solide.
On considérera ensuite l'état variable qui succède au précédent aussitôt que l'on a éloigné le foyer; ou désignera par / le temps écoulé depuis cette suppression du foyer et par v la valeur de la température du point m après le temps /. I.a quantité v sera une certaine fonction I" r. / de la di-lalire r et du temps /; l'objet de la question est
de découvrir cette fonction ¥(x,t) dont un ne connaît encore que la valeur initiale (|ni est /' / . en sorte que l'on doit avoir l'équation de condition
si l'on place nue masse solide homogène, de forme sphériqm
cubique, dans un milieu entretenu à une température constante, et
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qu'elle y demeure très longtemps plongée, <1 1<- acquerra dans i<m^ ses points une température très peu différente de celle du fluide. Supposons qu'on l'en relire pour la transporter dans un milieu plus froid, la chaleur commencera à se dissiper par la surface : les températures des différents points de la masse ne seront plus sensiblement les mêmes, et, si on la suppose divisée en une infinité de couches par des surfaces parallèles ii la surface extérieure, chacune do ces couches transmettra. dans un instant, une certaine quantité de chaleur à celle qui l'enveloppe. Si l'on conçoit que chaque molécule porte un thermomètre séparé qui indique à chaque instant sa température, l'état du solide sera continuellement représenté par le système variable de toutes ces hauteurs thermométriques. Il s'agit d'exprimer les états successifs par des formules analytiques, en sorte que l'on puisse connaître, pour un instant donné, la température indiquée par chaque thermomètre et comparer les quantités de chaleur qui s'écoulent, dans le même instant. entre deux couches contigués ou dans le milieu environnant.
Si la masse est sphérique, et que l'on désigne par .r la distance d'un point m de cette masse au centre de la sphère, par / le temps écoulé depuis le commencement du refroidissement et par v la température variable du point m, il est facile de voir que tous les points placés à la même distance x du centre ont la même température r. Cette quanlité v est une certaine fonction F r, / du rayon r et du temps écoulé /: (die doit être telle qu'elle devienne constante quelle que soit la valeur de r, lorsqu'on suppose celle de / nulle; car, d'après l'hypothèse, la température de tous les points est la même au moment do Pémersion. La question consiste à déterminer la fonction de x et de / qui exprime la valeur de v.
On considérera ensuite que, pendant la durée du refroidissement, il s'écoule ii chaque instant, par la surface extérieure, une certaine quan-
i II M'II KK I. INTRODT CTION. 5
tité de chaleur qui passe dans le milieu. La valeur de cette quantité n*esl pas constante; elle esl plus grande au commencement du refroidissement, si l'on se représente aussi l'étal variable de la surface sphérique intérieure dont le rayon esl x, on reconnaît facilement qu'il doit 3 avoir, à chaque instant, une certaine quantité •!»> chaleur qui traverse cette surface ci passe dans la partie de la masse qui esl plus éloignée du centre. Ce tlu\ continuel de chaleur esl variable comme celui de la surface extérieure, et l'un et l'autre sont des quantités comparables entre elles; leurs rapports sont des nombres dont les valeurs variables sonl <\>-> fonctions de la distance x et du temps écoulé /. Il s'agit de déterminer ces fonctions.
Si la masse, échauffée par une longue immersion dans un milieu, el dont un veut calculer le refroidissement, esl de forme cubique et si l'on détermine la position de chaque poinl /// par trois coordonnées rectangulaires x, v. t. en prenant pour origine le centre du culte et pour - les lignes perpendiculaires aux laces, on voit que la température v du point ///, après le temps écoule /, est une fonction des quatre variables x, y, s et t. Les quantités de chaleur qui s'écoulent à chaque instant, par toute la surface extérieure du solide, sont variables el comparables entre elles; leurs rapports sonl des fonctions analytiques qui dépendent du temps / el dont il faut assigner l'expression.
Examinons aussi le cas où un prisme rectangulaire d'une assez ide épaisseur et d'une longueur infinie, étant assujetti par son extrémité à une température constante, pendant que l'air environnant conserve une température moindre, esl enfui parvenu à un état fixe qu'il s'agit de connaître. Tous les point- de la section extrême qui sert de base au prisme ont, par hypothèse, une température commune el permanente. Il n'en est pas de même d'une section éloignée du foyer: chacun des points de cette surface rectangulaire, parallèle à la base, a acquis une température fixe, mais qui n'esl pas la même pour les dif-
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férents points d'une même section el qui doii être moindre pour les points les pins voisins de la surface exposée à l'air. On voit aussi qu'il s'écoule à chaque instant, à travers une section donnée, une certaine quantité de chaleur qui demeure toujours la même, puisque l'état du solide est devenu constant. La question consiste à déterminer la température permanente d'un point donné du solide et la quantité totale de chaleur qui, pendant un temps déterminé, s'écoule à travers une section dont la position est donnée.
Prenons pour origine des coordonnées oc, y, z le centre de la hase du prisme, et pour axes rectangulaires l'axe même du prisme et les deux perpendiculaires sur les faces latérales : la température permanente v du point m dont les coordonnées sont.r, y, z est une fonction de trois variables ¥(oc,y,z); elle reçoit, par hypothèse, une valeur constante lorsque l'on suppose x nul, quelles que soient les valeurs de y et de z. Supposons que l'on prenne pour unité la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, sortirait d'une superficie égale à l'unité de surface si la masse échauffée que cette superficie termine, et qui est formée de la même substance que le prisme, était continuellement entretenue à la température de l'eau bouillante et plongée dans l'aii' atmosphérique entretenu à la température de la glace fondante. On voit que la quantité de chaleur qui, dans l'état permanent du prisme rectangulaire, s'écoule, pendant l'unité de temps, à travers une certaine section perpendiculaire à l'axe, a un rapport déterminé avec la quantité de chaleur prise pour unité. Ce rapport n'est pas le même pour toutes les sections; il est une fonction <?(oc) de la distance a? à laquelle une section est placée; il s'agit de trouver l'expression analytique de la fonction '-?(■*').
Les exemples précédents suffisent pour donner une idée exacte des diverses questions que nous avons traitées.
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La solution de ces questions nous a fa.il connaître < j u t * les effets de la propagation de la chaleur dépendent, pour chaque substance solide, de trois qualités élémentaires (|iii sont : la capacité de chaleur, la conducibilité propre el la conducibilité extérieure. <>u a observé que, si tlcii\ corps de même volume el de nature différente onl des températures égales el qu'on leur ajoute une même quantité de chaleur, 1rs accroissements de température ne sont pas les mêmes; le rapporl de
- accroissements est celui des capacités de chaleur. Ainsi le premier des trois éléments spécifiques qui règlent l'action de la chaleur est exactement défini, et les physiciens connaissent depuis longtemps plusieurs moyens d'en déterminer la valeur. Il n'en esi pas de même des deux autres; i n en a souvent observé les effets, niais il n'y a qu'une théorie exacte qui puisse les bien distinguer, les définir et les mesurer avec précision. La conducibilité propre ou intérieure d'un corps exprime la facilité avec laquelle la chaleur s'y propage en passant d'une molécule intérieure à une autre. La Conducibilité extérieure, ou relative, d'un corps solide dépend de la facilité avec laquelle la chaleur en pénètre la surface et passe de ce corps dans un milieu donné, ou passe du milieu dans le solide. Cette dernière propriété est modifiée par l'étal plus ou moins poli de la superficie; elle varie aussi selon le milieu dans lequel le corps est plongé; mais la conducibilité propre ne peut changer qu'avec la nature du solide.
('..■s trois qualités élémentaires sont représentées dans nus formules par des nombres constants, el la théorie indique elle-même les expériences propres ii en mesurer la valeur. Dis (ju'ils sont déterminés, toutes les questions relatives à la propagation de la chaleur ne dépendent que de l'analyse numérique. La connaissance de ces propriétés spécifiques peut cire immédiatement utile dans plusieurs applications des sciences physiques; elle est d'ailleurs un élément de l'étude et de la description des diverses substances, (.'est connaître très imparfaitement les corps «pie d'ignorer les rapports qu'ils ont avec nu des principaux agents de la nature. En général, il n'\ a aucune théorie mathématique qui ait plus de rapport que celle-ci avec l'économie publique,
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puisqu'elle peut servir à éclairer el à perfectionner l'usage des arts nombreux qui sont fondés sur l'emploi de la chaleur.
La question des températures terrestres offre une «1rs plus belles
applications de la théorie de la chaleur; voici l'idée générale que l'on peul s'en former. Les différentes parties de la surface du globe sont inégalement exposées à l'impression des rayons solaires; l'intensité de cette action dépend de la latitude du lieu; elle change aussi pendant la durée du jour et pendant celle de l'année, et est assujettie à d'autres inégalités moins sensibles. Il est évident qu'il existe, entre cet état variable de la surface et celui des températures intérieures, une relation nécessaire que l'on peut déduire de la théorie. On sait qu'à une certaine profondeur au-dessous de la surface de la Terre, la température n'éprouve aucune variation annuelle dans un lieu donné : cette température permanente des lieux profonds est d'autant moindre que le lieu est plus éloigné de l'équateur. On peut donc faire abstraction de l'enveloppe extérieure, dont l'épaisseur est incomparablement plus petite que le rayon terrestre, et regarder cette planète comme une masse presque sphérique dont la surface est assujettie à une température qui demeure constante pour tous les points d'un parallèle donné, mais qui n'est pas la même pour un autre parallèle. Il en résulte que chaque molécule intérieure a aussi une température Hxe déterminée par sa position. La question mathématique consisterait à connaître la température fixe d'un point donné et la loi que suit la chaleur solaire en pénétrant dans l'intérieur du globe.
Cette diversité des températures nous intéresse davantage, si l'on considère les changements qui se succèdent dans l'enveloppe même dont nous habitons la superficie. Ces alternatives de chaleur et de froid, qui se reproduisent chaque jour et dans le cours de chaque année, ont été jusqu'ici l'objet d'observations multipliées. On peut aujourd'hui les soumettre au calcul et déduire d'une théorie commune Ions les faits particuliers que l'expérience nous avait appris.
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Celle question se réduit à supposer que 1 1 » 1 1 — les [ >< > i 1 1 1 s. de la surface d'une sphère immense sonl affectés de températures périodiques; l'Analyse fail ensuite connaître suivant quelle loi l'intensité des variations décroît à mesure que la profondeur augmente; quelle est, pour une profondeur donnée, la quantité des changements annuels ou diurnes, l'époque de ces changements, el comment la valeur fixe de l.i température souterraine se déduit des températures variables obser-
\ ées ii la surface.
Les équations générales de la propagation de la chaleur sonl aux différences partielles, et, quoique la forme en soit très simple, les méthodes connues ne fournissent aucun moyen général <l<' les inté- : .mi h,' pourrait (lune pas m déduire les valeurs îles températures après un temps déterminé, ("elle interprétation numérique <les résullats «lu calcul est cependant nécessaire, el c'esl un degré de perfection qu'il serait très important île donner ii toutes les applications île l'Analyse aux Sciences naturelles. On peut dire que, tant qu'on ne Ta pas obtenu, les solutions demeurent incomplètes ou inutiles, et que la vérité qu'on se proposait de découvrir n'est pas moins cachée dans les formules d'Analyse qu'elle ne l'était dans la question physique ellemême. Nous nous sommes attaché avec beaucoup de soin et nous
sommes parvenu à Surmonter cette difficulté dans toutes les questions
que nous avons traitées et qui contiennent les éléments principaux de la Théorie de la chaleur. Il n'y a aucune de ces questions dont la solution ne fournisse des moyens commodes et exacts de trouver les valeurs numériques des températures acquises, ou celles des quantités de chaleur écoulées, lorsqu'on connaît les valeurs du temps et celles des coordonnées variables. Ainsi l'on ne donnera pas seulement le- équations différentielles auxquelles doivenl satisfaire les fonctions qui expriment les valeur- des températures; on donnera ces fonctions elles-mêmes -mu- une forme qui facilite les applications numériques.
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Pour que ces solutions fussenl générales et qu'elles eussent une étendue équivalente à celle de la question, il était nécessaire qu'elles I Hissent convenir avec l'état initial des températures qui esl arbitraire. L'examen de cette condition l'ait connaître que l'on peut développer en séries convergentes, ou exprimer par des intégrales définies, les fonctions qui ne sont point assujetties à une loi constante et qui représentent les ordonnées des lignes irrégulières ou discontinues. Cette propriété jette un nouveau jour sur la Théorie des équations aux différences partielles et étend l'usage des fonctions arbitraires en les soumettant aux procédés ordinaires de l'Analyse.
Il restait encore à comparer les faits avec la Théorie. On a entrepris, dans cette vue, des expériences variées et précises dont les résultats sont conformes à ceux du calcul et lui donnent une autorité qu'on eût été porté à lui refuser dans une matière nouvelle et qui paraît sujette à tant d'incertitudes. Ces expériences confirment le principe dont on est parti et qui est adopté de tous les physiciens, malgré la diversité de leurs hypothèses sur la nature de la chaleur.
L'équilibre de température ne s'opère pas seulement par la voie du contact; il s'établit aussi entre les corps séparés les uns des autres et qui demeurent longtemps placés dans un même lieu. Cet effet est indépendant du contact du milieu; nous l'avons observe dans des espaces entièrement vides d'air. Il fallait donc, pour compléter notre Théorie, examiner les lois que suit, la chaleur rayonnante en s'éloignant de la superficie des corps. 11 résulte des observations de plusieurs physiciens et de nos propres expériences que l'intensité des différents rayons qui
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sortent, dans tous les sens, de chaque poinl de la superficie d'un corps échauffé dépend de l'angle que fail leur direction avec la surface dans ce même point. Nous ayons démontré que l'intensité de chaque rayon est d'autant moindre qu'il fail avec l'élé ni de la surface un plus petit
gle, et qu'elle est proportionnelle au sinus de cet angle. Cette loi générale de l'émission de la chaleur, que diverses observations avaient déjà indiquée, est une conséquence nécessaire du principe de l'équilibre des températures fi des lois de la propagation de la chaleur dans les corps solides.
relies sont les questions principales que l'on a traitées dan- cel Olivia-.': elles sont toutes dirigées vers un seul but, qui est d'établir clairement les principes mathématiques de la Théorie de la chaleur et
de conc ii' ainsi aux progrès do arts utiles et à ceux de l'étude de la
nature.
On aperçoit, par ce qui précède, qu'il existe une classe très étendue de phénomènes qui ne sonl point produits par des forces mécaniques, mais <|ui résultent seulement de la présence et de l'accumulation de la chaleur. Cette partie de la Philosophie naturelle ne peut se rapporter aux Théories dynamiques; elle a des principes qui lui sont propres, et
«•lie est fondée sur une méthode semblable à celle des autres sciences exactes. Par exemple, la chaleur solaire qui pénètre l'intérieur du globe s'j distribue suivant une loi régulière, qui ne dépend point de celles du mouvement et ne peut être déterminée par les principes de la M( canique. Les dilatations que produit la l'orée répulsive *\r la < h;i leur et dont l'observation sert a mesurer 1rs températures sont, à la vérité. «1rs effets dynamiques; mais ce ne sont point ces dilatations que Ton calcule lois, pi', ,n recherche 1rs lois <\<- la propagation de la chaleur.
is.
Il y a d'autres effets naturels plus composés qui dépendent a la lois de l'influence <\f la chaleur ri des forces attractives : ainsi les varia-
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lions de température, que les mouvements du Soleil occasionnent dans l'atmosphère et dans l'Océan, changent continuellement la densité «1rs différentes parties de l'air et des eaux. L'effel des forces auxquelles ces masses obéissent es! modifié à chaque instanl par nue nouvelle distribution de la chaleur, et l'on ne peut douter que cette cause ne produise les vents réguliers el les principaux courants de la nier; les attractions solaire et lunaire n'occasionnent dans l'atmosphère que <\r> mouvements peu sensibles et non des déplacements généraux. Il était donc nécessaire, pour soumettre ces grands phénomènes au calcul, de découvrir les lois mathématiques de la propagation de la chaleur dans l'intérieur des masses.
On connaîtra, par la lecture de cet Ouvrage, que la chaleur affecte dans les corps une disposition régulière, indépendante de la distribution primitive que l'on peut regarder comme arbitraire.
De quelque manière que la chaleur ait d'abord été répartie, le système initial des températures, s'altérant de plus en plus, ne tarde point à se confondre sensiblement avec un état déterminé qui ne dépend que de la ligure du solide. Dans ce dernier état, les températures de tous les points s'abaissent en même temps, mais conservent entre elles les mêmes rapports; c'est pour exprimer cette propriété que les formules analytiques contiennent des termes composés d'exponentielles et de quantités analogues aux fonctions trigonométriques.
Plusieurs questions de Mécanique présentent des résultats analogues, tels que l'isochronisme des oscillations, la résonance multiple des corps sonores. Les expériences communes les avaient fait remarquer, et le calcul en a ensuite démontré la véritable cause. Quant à ceux qui dépendent des changements de température, ils n'auraient pu être reconnus que par des expériences très précises, mais l'Analyse mathématique a devancé les observations; elle supplée à nos sens et nous rend en quelque sorte témoins des mouvements réguliers el harmoniques de la chaleur dans l'intérieur des corps.
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• es considérations offrent un exemple singulier des rapports qui existent entre la science abstraite des nombres el les causes naturelles.
Lorsqu'une barre métallique est exposée par son extrémité à l'action constante d'un foyer el que tmi-> ses points ont acquis leur plus haut degré de chaleur, le système des températures fixes correspond exactement ii une lablede logarithmes; les nombres sont les élévations des thermomètres placés aux différents points, et les logarithmes sonl les distances de ces points au foyer. En général, la chaleur se répartit d'elle-même dans l'intérieur des solides, suivant une loi simple exprimée par une équation aux différences partielles, commune à des questions physiques d'un ordre différent. L'irradiation de la chaleur a une relation manifeste avec les Tables de sinus; car les rayons, qui sortent d'un même point d'une surface échauffée, différent beaucoup entre eux, et leur intensité est rigoureusement proportionnelle au sinus de l'angle que fait leur direction avec l'élément de la surface. Si l'on pouvait observer pour chaque instant, et en chaque point d'une masse solide homogène, les changements de température, on retrouverait dans la série de ces observations les propriétés des séries récurrent s, les des sinus el des logarithmes; on les remarquerait, par exemple, dans les variations diurnes ou annuelles dt>> températures des différents point- du globe terrestre <jui sont voisins de la surface.
On reconnaîtrait encore les mêmes résultats et tous les éléments principaux de l'Analyse générale dans le> vibrations îles milieux élastiques, j proj tés - _ s ou des surfaces courbes, dans les mouvements des astres et dans ceux de la lumière ou des fluides. C'esl ainsi « i n •• les fonctions obtenues par des différentiations successives, et qui servent au développement des séries infinies el à la résolution numérique des équations, correspondent aussi à des propriétés ph\siques. La première de ces fonctions, ou la Quxion proprement dite, exprime, dans la Géométrie, l'inclinaison de la tangente des lignes
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courbes, et, dans la Dynamique, la vitesse <lu mobile pendant le mouvemenl varié : elle mesure, dans la Théorie de la chaleur, la quantité
qui s'écoule en chaque point d'un corps à travers une surface donnée L'Analyse mathématique a donc des rapports nécessaires avec les phénomènes sensibles; son objet n'est point créé par l'intelligence de l'homme; il est un élément préexistant de l'ordre universel et n'a rien de contingent et de fortuit; il est empreint dans toute la nature.
Des observations plus précises et plus variées feront connaître par la suite si les effets de la chaleur sont modifiés par des causes que l'on n'a point aperçues jusqu'ici, et la Théorie acquerra une nouvelle perfection par la comparaison continuelle de ses résultats avec ceux des expériences; elle expliquera des phénomènes importants que l'on ne pouvait point encore soumettre au calcul; elle apprendra à déterminer tous les effets thermométriques des rayons solaires, les températures tixes ou variables que l'on observerait à différentes distances de l'équateur, dans l'intérieur du globe ou hors des limites de l'atmosphère, dans l'Océan ou dans les différentes régions de l'air. On en déduira la connaissance mathématique des grands mouvements qui résultent de l'influence de la chaleur combinée avec celle de la gravité. Ces mémo principes serviront à mesurer la conducibilité propre ou relative des différents corps et leur capacité spécifique, à distinguer toutes les causes qui modifient l'émission de la chaleur à la surface des solides et à perfectionner les instruments thermométriques. Cette théorie excitera dans tous les temps l'attention des géomètres, par l'exactitude rigoureuse de ses éléments et les difficultés d'Analyse qui lui sont propres, et surtout par l'étendue et l'utilité de ses applications; car toutes les conséquences qu'elle fournit intéressent la Physique générale, les opérations des arts, les usages domestiques ou l'économie civile.
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N riONS GÉNÉRALES il DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES.
On ne pourrai! former que des hypothèses incertaines sur la nature 'If l.i chaleur; mai- la connaissance des lois mathématiques auxquelles si - effets -oui assujettis est indépendante de toute hypothèse; elle exige seulement l'examen attentif des faits principaux que les observations communes ont indiqués et qui oui été confirmés par des expériences précises.
Il est donc nécessaire d'exposer, en premier lieu. 1rs résultats généraux '!<•- observations, <!<■ donner îles définitions exactes de tous les éléments du calcul et d'établir les principes sur lesquels ce calcul doit tire fondé.
L'action de la cbaleur tend à dilater tous les corps solides, ou liquides, ou aériformes; c'esl cette propriété qui rend sa présence sensible. Les solides et les liquides augmentent de volume si l'on augmente la quantité de chaleur qu'ils contiennent; ils se condensent -i "ii la diminue.
Lorsque tout.'- les parties d'un corps solide homogène, par exemple celles d'un.' masse métallique, -ont également échauffées <■( qu'elles conservent, sans aucun changement, .•.•lie même quantité do chaleur, .•II.-- ont aussi et conservent une même densité. On exprime coi état en disant que, dans toute l'étendue do la masse, 1rs molécules ont une température commune et permanente.
I..- thermomètre est un corps dont on peut apprécier facilement les moindres changements de volume; il -mi à mesurer 1rs températures par la dilatation des liquides ou par celle do l'air. Non- supposons ici
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que l'on connaît exactement la construction, l'usage et les propriétés ,1,. ces instruments. La température d'un corps dont toutes les parties sonl également échauffées, et qui conserve sa chaleur, est celle qu indique le thermomètre, s'il est et s'il demeure en contact parfait avec le
corps dont il s'agit.
Le contact est parfait lorsque le thermomètre est entièrement plonge dans une masse liquide et, en général, lorsqu'il n'y a aucun point de la surface extérieure de cet instrument qui ne touche un des points de la masse solide ou fluide dont on veut mesurer la température. Il n'est pas toujours nécessaire, dans les expériences, que cette condition soit H-oureusement observée; mais on doit la supposer pour que la déûni-
tion soit exacte.
On détermine deux températures fixes, savoir : la température de la -lace fondante qui est désignée par o, et la température de l'eau bouillante que nous désignerons par i; on suppose que l'ébullition de l'eau a lieu sous une pression de l'atmosphère représentée par une certaine hauteur du baromètre (7Goram), le mercure du baromètre étant à la
température o.
On mesure les différentes quantités de chaleur en déterminant combien de fois elles contiennent une quantité que l'on a fixée et prise pour unité. On suppose qu'une masse de glace d'un poids détermine (i*«) soit à la température o, et que, par l'addition d'une certaine quantité de chaleur, on la convertisse en eau a la même température o : cette quantité de chaleur ajoutée est la mesure prise pour unité. Ainsi la quantité de chaleur exprimée par un nombre C contient un nombre C de fois la quantité nécessaire pour résoudre iks de glace qui a la température o en une masse d'eau qui a la même température o (').
(i) Le* unités définies ici par Fourier nom pas été adoptées, on le sait, parles physiciens. Mais on verra plus loin ( art. lut : que les équations do la chaleur sonl établies d une manière générale h subsistent, quelles que soient les unités choisies. 11 est d autan! plus
CHAPITRE I. INTRODUCTION
Pour élever une masse métallique d'un certain poids, par exemple iks de fer, depuis la température o jusqu'à la température i . il est nécessaire d'ajouter une nouvelle quantité de chaleur à celle qui él til déjà contenue dans cette masse. Le nombre ('. qui désigne celte quani té 'le chaleur ajoutée, esl la capacité spécifique de chaleur du fer; le nombre C a «!•■> valeurs très différentes pour les différentes substances.
Si un corps d'une nature el d'un poids déterminés tkg de mercure upe le volume V, étanl à la température o, il occupera un volume |iImn grand V-f-A, lorsqu'il aura acquis la température r, c'est-à-dire lorsqu'on aura augmenté la chaleur qu'il contenait, étanl à la température o, d'une nouvelle quantité C0, égale à sa capacité spécifique de chaleur. Mais si, au lieu d'ajouter celle quantité C0, on ajoute sC„ ani un nombre positif ou négatif ,1e nouveau volume sera V-t-o\ au lieu d'être V — A. <>r les expériences fonl connaître que, si s esl égal ii '. l'accroissement de volume S esl seulemenl la moitié de l'accroissement total A. ei qu'en général la valeur de § esl sA lorsque la quantité de chaleur ajoutée esl sC0.
rapport s des uVu\ quantités de chaleur ajoutées sC0 el C0, qui esl aussi celui «les deux accroissements de volume S et A, est ce que l'on nomme la température; ainsi le nombre qui exprime la tempéraremarque que, dans les applications I s en c cl ont, l'un la lempi ■ l'autre la température i S l lurier, l;i diffén nde p mr
entre les deux corps fût réglé parla loi de Newton. Mais si l'on lit ii l'avance aucune hypothèse, ni sur l'origine de l'échelle des températures, ni sur rature, il esl clair : sissanl convenable nt celte ori-
gine - primer deux températures difféi
nombres <> et i. G. D.
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ture actuelle d'un corps représente l'excès de son volume actuel sur le volume qu'il occuperait à la température de la glace fondante, l'unité représentant l'excès total du volume qui correspond à l'ébullition de l'eau sur le volume qui correspond à la glace fondante.
Les accroissements de volume des corps sont en général proportionnels aux accroissements des quantités de chaleur qui produisent
les dilatations; il faut remarquer que cette proposition n'est exacte que dans les cas où les corps dont il s'agit sont assujettis à des températures éloignées de celles qui déterminent leur changement d'état. On ne serait point fondé à appliquer ces résultats à tous les liquides; et, à l'égard de l'eau en particulier, les dilatations ne suivent point toujours les augmentations de chaleur.
En général, les températures sont des nombres proportionnels aux quantités de chaleur ajoutées et, dans les cas que nous considérons, ces nombres sont aussi proportionnels aux accroissements du volume.
Supposons qu'un corps terminé par une surface plane d'une certaine étendue (i,ni) soit entretenu d'une manière quelconque à une température constante i, commune à tous ses points, et que la surface dont il s'agit soit en contact avec l'air maintenu à la température o : la chaleur qui s'écoulera continuellement par la surface, et passera dans le milieu environnant, sera toujours remplacée par celle qui provient de la cause constante à l'action de laquelle le corps est exposé; il s'écoulera ainsi par la surface, pendant un temps déterminé (une minute), une certaine quantité de chaleur désignée par //. Ce produit //, d'un llux continuel et toujours semblable à lui-même, qui a lieu pour une unité de surface à une température fixe, est la mesure de la eonducibilité extérieure du corps, c'est-à-dire de la facilité avec laquelle sa surface transmet la chaleur à l'air atmosphérique.
I II MM I RE I. INTRODI CI ION. I
On suppose que l'air esl continuellement déplacé avec une vitesse uniforme e( donnée: mais, si la vitesse du couranl augmentait, la quantité de chaleur qui se communique au milieu varierai! aussi; il en serait de même si l'on augmentait la densité de ce milieu.
Si l'excès de la température constante du corps sur la température des corps environnants, au lieu d'être égal à r, comme on l'a supposé, avait une valeur moindre, la quantité de chaleur dissipée serait moindre que h. Il résulte des observations, comme on le verra par la suite, que cette quantité de chaleur perdue peut être regardée comme sensiblement proportionnelle à l'excès de la température du corps sur celle de l'air et des corps environnants. Ainsi, la quantité A ayant été déterminée par une expérience dans laquelle la surface échauffée esl à la température i et le milieu à la température »>, on en conclut qu'elle aurait la valeur liz si la température de la surface était s, toutes les au t les circonstances demeurant les mêmes. On doit admettre ce résultat lorsque r rst une petite fraction.
La valeur // de la quantité de chaleur qui se dissipe à travers la surface échauffée e>t différente pour les différents corps; el elle varie pour un même corps suivant les divers états de la surface. L'effel de l'irradiation esl d'autant moindre que la surface échauffée est plus polie, de sorte qu'en faisant disparaître le poli de la surface, on augmente considérablement la valeur de //. In corps métallique échauffé se refroidira beaucoup plus vite, si l'on couvre sa surface extérieure d'un enduit noir, propre à ternir entièrement l'éclat métallique.
Les rayons de chaleur qui s'échappent de la surface d'un corps parcourent librement les espaces vides d'air; ils se propagent aussi dans
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l'air atmosphérique; leur direction n'est point troublée par les agitations de L'air intermédiaire : ils peuvent être réfléchis et se réunissent ;iUx foyers des miroirs métalliques. Les corps dont la température est élevée, et que Ton plonge dans un liquide, n'échauffent immédiatement que les parties de la masse qui sont en contact avec leur surface. Les molécules dont la distance à cette surface n'est pas extrêmement petite ne reçoivent point de chaleur directe; il n'en est pas de même des fluides aériformes; les rayons de chaleur s'y portenl avec une extrême rapidité à des distances considérables, soit qu'une partie de ces rayons traverse librement les couches de l'air, soit que celles-ci se les transmettent subitement sans en altérer la direction.
Lorsque le corps échauffé est placé dans un air qui conserve sensiblement une température constante, la chaleur qui se communique à l'air rend plus légère la couche de ce fluide voisine de la surface; cette couche s'élève d'autant plus vite qu'elle est plus échauffée, et elle est remplacée par une autre masse d'air froid. Il s'établit ainsi un courant d'air dont la direction est verticale, et dont la vitesse est d'autant plus grande que la température du corps est plus élevée. C'est pourquoi, si le corps se refroidissait successivement, la vitesse du courant diminuerait avec la température, et la loi du refroidissement ne serait pas exactement la même que si le corps était exposé à un courant d'air d'une
vitesse constante.
Lorsque les corps sont assez échauffés pour répandre une très vive lumière, une partie de leur chaleur rayonnante, mêlée à cette lumière, peut traverser les solides ou les liquides transparents; et elle est sujette à la force qui produit les réfractions. La quantité de chaleur qui jouit de cette faculté est d'autant moindre que les corps sont moins enflammés; elle est, pour ainsi «lire, insensible pour les corps lies obscurs, quelque échauffés qu'ils soient. Une lame mince et dia-
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phane intercepte presque toute la chaleur directe qui sort d'une masse métallique ardente; mais elle -'ce ! khi lie à mesure (|ii»' les rayons interceptés s') accumulent, ou, si elle esl formée d'eau glacée, elle devienl liquide; si cette lame <le glace esl exposée aux rayons d'un (lambeau, elle laisse passer avec la lumière une chaleur sensible.
Nous avons pris pour mesure de la conducibilité extérieure d'un corps solide un coefficient h, exprimant la quantité de chaleur qui passerait, pendant un i « ■ r 1 1 1 > — déterminé une minute , de la surface de ce corps dans l'air atmosphérique, en supposant que la surface ait une étendue déterminée i"" . que la température constante du corps -"ii i. que celle de l'air soit o el que la surface échauffée soi i exposée à uu courant d'air d'une vitesse donnée invariable. On détermine cette valeur de h par les observations. La quantité de chaleur
exprimée par le coefficient se for de deux parties distinctes <|iii ne
peuvent être mesurées que par des expériences lies précises. L'une esl l.i chaleur communiquée par voie de contact à l'air environnant; l'autre, beaucoup moindre que la première, est la chaleur rayonnante émise. <m doit supposer, < 1 .1 n s les premières recherches, que la quande chaleur perdue ne change point si l'on augmente d'une quantité commune el assez petite la température du corps échauffé el celle du milieu.
Les s ibstances solides diffèrent encore, comme nous l'avons dit, par la propriété qu'elles ont d'être plus ou moins perméables à la chaleur ; cette qualité e^i leur conducibilité propre : nous en donnerons la définition et la mesure exacte, après avoir traité de la propagation uni-
l'ori ■{ linéaire de la chaleur. Les substances liquides jouissent aussi
de la faculté de transmettre la chaleur de molécule à molécule, el la valeur numérique de leur conducibilité varie suivant la nature de ces substances; mais on en observe difficile m l'effet dans les liquides,
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parce que leurs molécules changent de situation en changeant de température. C'est de ce déplacement continuel que résulte principalement l;i propagation de la chaleur, toutes les fois que les parties inférieures de la masse sont les plus exposées à l'action du foyer. Si, au contraire, on applique le foyer à la partie de la masse qui est la plus élevée, comme cela avait lieu dans plusieurs de nos expériences, la transmission de la chaleur, qui est très lente, n'occasionne aucun déplacement, à moins que l'accroissement de la température ne diminue le volume, ce que l'on remarque en effet dans des cas singuliers voisins des changements d'état.
A cet exposé des résultats principaux des observations, il faut ajouter \\\\q remarque générale sur l'équilibre des températures : elle consiste en ce que les différents corps qui sont placés dans un même lieu, dont toutes les parties sont et demeurent également échauffées, y acquièrent aussi une température commune et permanente.
Supposons que tous les points d'une masse M aient une température commune et constante a, qui est entretenue par une cause quelconque; si l'on met un corps m en contact pariait avec la masse M, il prendra la température commune a. A la vérité, ce résultat n'aurait lieu rigoureusement qu'après un temps infini; mais le sens précis de la proposition est que. si le corps /«avait la température a avant d'être mis en contact, il la conserverait sans aucun changement. Il en serait de même (rime multitude d'autres corps //, p, y, /■, ..., dont chacun serait mis séparément en contact parfait avec la masse M; ils acquerraient tous la température constante a. Ainsi le thermomètre étant successivement appliqué aux différents corps ///, //, p, q, r, ... indiquerait cette même température.
L'effet dont il s'agit esl indépendant du contact, et il aurait encore lieu, si le corps /// était enfermé de toutes parts dans le solide .M, comme
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dans une enceinte, -ans toucher aucune il»* ses parties. Par exemple, si ce solide était une enveloppe sphérique d'une certaine épaisseur, entretenue par une caus • extérieure à la température a, el renfermanl un espace entièrement vide d'air, el si le corps m pouvait être placé «la m s une partie quelconque de cet espace sphérique, sans qu'il louchât aucun point de la surface intérieure de l'enceinte, il acquerrait la température commune a. ou plutôt il la conserverait >'il l'avait déjà. Le résultat serait le même pour tous les autres corps n, />. y, r, soit qu'on les plaçât séparément ou ensemble dans cette même enceinte, et quelles que fuss 'nt d'ailleurs leur espèce el leur figure.
in.
De toutes les manières de se représenter l'action de la chaleur, celle qui parait la plus simple el la plus conforme aux observations consiste a comparer cette action à celle de la lumière. Les molécules éloignées les unes des autres se communiquent réciproquement à travers les espaces vides d'air leur- rayons de chaleur, comme les corps éclairés se transmettent leur lumière.
Si. dans une enceinte fermée de toutes parts el entretenue par une cause extérieure à une température fixe a, on suppose que divers corps sont placés ». m- qu'il- louchent aucune des parties de l'enceinte, on observera des effets différents suivant que les corps introduits dans cet espace vide d'air sont plus ou moins échauffés. Si l'on place d'abord un seul de ces c >rps, el qu'il ail la température même de l'enceinte, il enverra par tous les points de sa surface autant de chaleur qu'il en lit du solide qui l'environne, el c'est cet échange de quantités égales t|ui le maintient dans >«ui premier étal .
Si l'on introduit un second corps dont la température b soit moindre que a. il recevra d'abord, des surfaces qui l'environnent de toutes parts -an- L- toucher, une quantité de chaleur plus grande que celle •pi il envoie : il s'échauffera de pin- mi plu- et il perdra par -a surface plus '\r chaleur qu'auparavant. La température initiale A, -'élevant
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continuellement, s'approchera sans cesse de la température fixe a, en sorte qu'après un certain temps la différence sera presque insensible. L'effel si'iwii contraire si l'on plaçait dans la même enceinte un tmisième corps donl la température sérail plus grande que a.
Tous les corps ont la propriété d'émettre la chaleur par leur surface;
ils en envoient d'autant plus qu'ils sont (dus échauffés; l'intensité des lavons émis change très sensiblement avec l'état de la superficie.
Toutes les surfaces, qui reçoivent les rayons de la chaleur des corps environnants, en réfléchissent une partie et admettent l'autre : la chaleur qui n'est point réfléchie, mais qui s'introduit par la surface, s'accumule dans le solide; et, tant qu'elle surpasse la quantité qui se dissipe par l'irradiation, la température s'élève.
Les ravons qui tendent à sortir des corps échauffés sont arrêtés vers la surface par une force qui en réfléchit une partie dans l'intérieur de la masse. La cause qui empêche les ravons incidents de traverser la superficie, et qui divise ces rayons en deux parties, dont l'une est réfléchie et dont l'autre est admise, agit de la même manière sur les ravons qui se dirigent de l'intérieur du corps vers l'espace extérieur.
Si, en modifiant l'état de la surface, on augmente la force avec laquelle elle réfléchit les ravons incidents, on augmente en même temps la faculté qu'elle a de réfléchir vers l'intérieur du corps les ravons qui tendent à en sortir. La quantité des rayons incidents qui s'introduisent dans la niasse, et celle des rayons émis par la surface, sont également diminuées.
Si l'on plaçait ensemble dans l'enceinte dont nous avons parlé une multitude de corps éloignés les uns des autres et inégalement échauf-
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fés, 1 1 s recevraienl el se transmettraient leurs rayons de chaleur, en sorte que dans ce! échange leurs températures varieraient continuellement ci tendraient toutes à devenir égales à la température fixe de l'enceinte.
('ci effet est précisément celui qui a lieu lorsque la chaleur se propage dans les corps solides; car les molécules qui composent les corps sont séparées par des espaces vides d'air et ont la propriété de recevoir, d'accumuler et d'émettre la chaleur. Chacune d'elles envoie ses rayons de toutes parts et en même temps elle reçoit ceux des molécules
t|ni l'environnent.
La chaleur envoyée par un [>< > i 1 1 1 situé dans l'intérieur d'une masse solide ne peut se porter directement qu'à une distance extrêmement
petite; elle est, pour ainsi dire, interceptée par les particules les plus
voisines; s il ces dernières seules qui la reçoivent immédiatement et qui agissent sur les points plus éloignés. Il n'en est pas de même des fluides aériformes; les effets directs de l'irradiation y deviennent sensibles à des distances très considérables.
Ainsi l,i chaleur qui sort dans toutes les directions d'une parlie d'une surface solide pénètre dans l'air jusqu'à des points fort élois; mais elle n'est émise que par les molécules du corps qui sont extrêmement voisines de la surface. In point d'une masse échauffée, place ii une ires petite distance de la superficie plane qui sépare la masse de l'espace extérieur, envoie à cet espace une infinité de rayons; mais ils n'y parviennent pas entièrement : ils sont diminues de tonte la quantité de chaleur qui s'arrête sur les molécules solides intermédiaires. La parti" du rayon qui se dissipe dans l'espace est d'autant moindre qu'elle traverse un pins long intervalle dans |;, masse. Ainsi le rayon <|ui sort perpendiculairement à la superficie a plus d'intensité • pic celui qui, parlant du même point, suit une direction oblique, el les rayons les plus obliques sont entièrement interceptés.
La même conséquence s'applique à tous les points qui sont assez voisins de la superficie pour concourir à l'émission de la chaleur; il en résulte nécessairement que la quantité totale de chaleur qui sort de la surface sous la direction perpendiculaire est beaucoup plus grande que celle dont la direction est oblique. Nous avons soumis celle question au calcul, et l'analyse que nous en avons faite démontre que l'intensité du rayon est proportionnelle au sinus de l'angle que ce rayon l'ait avec l'élément de la surface. Les expériences avaient déjà indiqué un résultat semblable.
Ce théorème exprime une loi générale qui a une connexion nécessaire avec l'équilibre et le mode d'action de la chaleur. Si les rayons qui sortent d'une surface échauffée avaient la même intensité dans toutes les directions, le thermomètre que l'on placerait dans un des points de l'espace terminé de tous côtés par une enceinte entretenue à une température constante pourrait indiquer une température incomparablement plus grande que celle de l'enceinte. Les corps que l'on enfermerait dans cette enceinte ne prendraient point une température commune, ainsi qu'on le remarque toujours; celle qu'ils acquerraient dépendrait du lieu qu'ils occuperaient, ou de leur forme, ou de celles des corps voisins.
On observerait ces mêmes résultats, ou d'autres effets également contraires à l'expérience commune, si l'on admettait entre les rayons qui sortent d'un même point des rapports différents de ceux que l'on a énoncés. Nous avons reconnu que cette loi est seule compatible avec le fait général de l'équilibre de la chaleur rayonnante.
Si un espace vide d'air est terminé de tous côtés par une enceinte solide dont les parties sont entretenues à une température commune et constante a, et si l'on met en un point quelconque de l'espace un thermomètre qui ait la température actuelle a, il la conservera sans aucun changement. Il recevra donc à chaque instant de la surface inté-
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rieure de l'enceinte autant de chaleur qu'il lui en envoie. *'.ei effet des rayons de chaleur cl;ms mi espace donné est, à proprement parler, la mesure de la température : mais cette considération suppose la théorie mathématique de la chaleur rayonnante. Si l'on place maintenant entre le thermomètre et une partie de la surface de l'enceinte un corps M dont la température soit a, le thermomètre cessera de recevoir les rayons d'une partie de cette surface intérieure; mais ils seront remplacés par ceui qu'il recevra du corps interposé M. Un calcul facile prouve que la compensation est exacte, en sorte que l'état du thermomètre ne sera point changé. Il n'en est pas de même si la température du corps M n'est pas égale à celle de l'enceinte. Lorsqu'elle est plus grande, les rayons, que le corps interposé M envoie au thermomètre et qui remplacent les rayons interceptes, ont plus de chaleur que ces derniers; la température du thermomètre doit dune s'élever.
Si. au contraire, le corps intermédiaire a une température moindre que a. celle du thermomètre devra s'abaisser; car les rayons que ce corps intercepte -ont remplacés par ceux qu'il envoie, c'est-à-dire par des rayons plus froids que ceux de l'enceinte; ainsi le thermomètre ne recuit pas toute la chaleur <|ui serait nécessaire pour maintenir sa température a.
On a t'ait abstraction jusqu'ici de la faculté qu'ont toutes les surfaces de réfléchir une partie des rayons qui leur sont envoyés. Si l'on ne considérait point cette propriété, on n'aurait qu'une idée très incomplète de l'équilibre de la chaleur rayonnante.
Supposons donc que, dans la surface intérieure de l'enceinte entretenue a une température constante, il y ait une portion qui jouisse ;(
III) certain degré de la faculté dont il s'a-il : i diacjiie point de la surface
réfléchissante enverra clan- l'espace deux espèces de rayons : les uns sortent de l'intérieur même de la substance dont l'enceinte est formée. les autres sonl seulement réfléchis par cette même îurface à laquelle ils ont été envoyés. Mais eu même temps que la surface repousse a
l'extérieur une partie des rayons incidents, «die retient dans l'intérieur
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une partie de ses propres rayons. Il s'établit à cet égard une compensation exacte, c'est-à-dire que chacun des rayons propres, dont la surface empêche l'émission, est remplacé par un rayon réfléchi d'une égale intensité.
Le même résultat aurait lieu si la faculté de réfléchir 1rs rayons affectait à un degré quelconque d'autres parties de l'enceinte, ou la superficie des corps placés dans le même espace et parvenus à la température commune.
Ainsi la réflexion de la chaleur ne trouble point l'équilibre des températures et n'apporte, pendant que cet équilibre subsiste, aucun changement à la loi suivant laquelle l'intensité des rayons qui partent d'un même point décroît proportionnellement au sinus de l'angle d'émission.
Supposons que dans cette même enceinte, dont toutes les parties conservent la température a, on place un corps isolé M et une surface métallique polie R qui, tournant sa concavité vers le corps, réfléchisse une grande partie des rayons qu'elle en reçoit; si l'on place entre le corps M et la surface réfléchissante R un thermomètre qui occupe le lover de ce miroir, on observera trois effets différents, selon que la température du corps M sera égale à la température commune a, ou sera plus grande, ou sera moindre.
Dans le premier cas, le thermomètre conserve la température a; il reçoit : i° des rayons de chaleur de toutes les parties de l'enceinte qui ne lui sont point cachées par le corps M ou par le miroir; 2° des rayons envoyés par le corps; 3° ceux que la surface R envoie au foyer, soit qu'ils viennent de la masse même du miroir, soit que la surface les ait seulement réfléchis; et parmi ces derniers on peut distinguer ceux qui sont envoyés au miroir par la masse M et ceux qu'il reçoit de l'enceinte. Tous les rayons dont il s'agit proviennent des surfaces qui, d'après l'hypothèse, ont une température commune a, en sorte que le thermomètre est précisément dans le même état que si l'espace terminé par l'enceinte ne contenait point d'autre corps que lui.
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Dans le second cas, le thermomètre placé entre le corps échauffé VI et le miroir doit acquérir une température plus grande que </. En effet, il reçoit les mêmes rayons «pu* dans la première hypothèse; mais il y a deux différences remarquables : l'une provient de ce que 1rs rayons envoyés par le corps M au miroir el réfléchis sur le thermomètre contiennent plus de chaleur que dans le premier cas. L'autre différence provient des rayons que le corps M envoie directemenl au thermomètre
et i|in ont plus de chaleur qu'auparavant. L'u •! l'autre cause, el
principalement la première, concourent à élever la température du thermomètre.
Dan» le troisième cas, c'est-à-dire lorsque la température de la masse M est moindre que '/. le thermomètre doit prendre aussi nue température moindre que a. En effet, il recoil encore tontes les espèce- de rayons que nous avons distinguées pour le premier cas; mais M y en a den\ sortes qui contiennent moins de chaleur que dans cette première hypothèse, savoir ceux qui, envoyés par le corps M, sont réfléchis par le miroir sur le thermomètre, el ceux que le même corps .M lui envoie directement. Ainsi le thermomètre ne reçoit pas tonte la chaleur qui lui est nécessaire pour conserver sa température primitive a. Il envoie plus de chaleur qu'il n'en reçoit. Il faut donc que sa température s'abaisse jusqu'à ce que les rayons qu'il reçoit suffisenl pour compenser ceux qu'il perd. C'esl <-c dernier effet que l'on a nomme la réflexion du froid e\ qui, à proprement parler, consiste dans la réflexion d'une chaleur trop faible. Le miroir intercepte une certaine quantité de chaleur el la remplace par une moindre quantité.
Si l'on place dans l'enceinte entretenue à nue température constante '/ un corps M dont la température a' -oit moindre que a, la présence de ci' corps fera baisser le thermomètre exposé a ses rayons, et l'on doit remarquer ((n'en général ce- rayons envoyés an thermomètre par la surface du corps M -ont de deux espèces, savoir ceux qui -"lient de l'intérieur de |,, masse M. ci ceux qui, venant de- diverse-
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parties de l'enceinte, rencontrent la surface M et sont réfléchis sur le thermomètre. Ces derniers ont la température commune a: mais ceux qui appartiennent au corps M contiennent moins de chaleur, et ce sont ces lavons qui refroidissent le thermomètre. Si maintenant, en changeant l'état de la surface du corps M, par exemple en déduisant le poli, mi diminue la faculté qu'elle a de réfléchir les rayons incidents, le thermomètre s'abaissera encore et prendra une température a" moindre que a'. En effet, toutes les conditions seront les mêmes que dans le cas précédent, si ce n'est que la masse M envoie une plus grande quantité de ses propres rayons et réfléchit une moindre quantité des rayons qu'elle reçoit de l'enceinte; c'est-à-dire que ces derniers, qui ont la température commune, sont en partie remplacés par des rayons plus froids. Donc le thermomètre ne reçoit plus autant de chaleur qu'auparavant.
Si, indépendamment de ce changement de la surface du corps M, on place un miroir métallique propre à réfléchir sur le thermomètre les layons sortis de 31, la température prendra une valeur a" moindre que a". En effet, le miroir intercepte au thermomètre une partie des rayons de l'enceinte qui ont tous la température a, et les remplace par trois espèces de rayons, savoir : i° ceux qui proviennent de l'intérieur même du miroir et qui ont la température commune; 2" ceux que diverses parties de l'enceinte envoient au miroir avec cette même température et qui sont réfléchis vers le foyer; 3° ceux qui, venant de l'intérieur du corps M, tombent sur le miroir et sont réfléchis sur le thermomètre. Ces derniers ont une température moindre que a; donc le thermomètre ne reçoit plus autant de chaleur qu'il en recevait avant que l'on plaçât le miroir.
Enfin, si l'on vient à changer aussi l'état de la surface du miroir, et qu'en lui donnant un poli plus parfait on augmente la faculté de réfléchir la chaleur, le thermomètre s'abaissera encore. En effet, toutes les conditions qui avaient lieu dans le cas précédent subsistent. Il arrive seulement que le miroir envoie une moindre quantité de ses propres ravons, et il les remplace par ceux qu'il réfléchit. Or, parmi ces derniers, tous ceux qui sortent de l'intérieur de la masse M ont moins
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d'intensité que s'ils venaient de l'intérieur du miroir métallique; 'lune le thermomètre reçoit encore moins de chaleur qu'auparavant; il prendra donc mu' température a" moindre que a .
(Ki explique facilement par les mêmes principes ions les effets connus de l'irradiation de la chaleur ou du froid.
I - effets de la chaleur ne peuvent nullement rire comparés à ceux d'un fluide élastique dont les molécules sont en repos. Ce serait inutilement que l'on voudrait déduire de celle hypothèse les luis de la propagation que nous expliquons dans cet Ouvrage et que toutes les expériences ont confirmées. L'état libre de la chaleur est celui de la lumière; l'habitude de cet élément est donc entièrement différente de celle des substances aériformes. La chaleur ay,it de la même manière dans le vide, dans les fluides élastiques et dans les masses liquides ou solides; elle ne >'\ propage que par voie d'irradiation, mais ses effets sensibles diffèrent selon la nature des corps.
La chaleur est le principe de toute élasticité; c'est sa force répulsive qui conserve la figure des masses solides et le volume des liquides. Dan-- les substances solides, les molécules voisines céderaient ii leur attraction mutuelle si son effet n'était pas détruit par la chaleur qui les sépare.
Cette force élastique est d'autant plus grande que la température est plus élevée; c'est pour cela que les corps se dilatent ou se condensent, lorsqu'on élève ou lorsqu'on abaisse leur température.
L'équilibre <|ui subsiste dans l'intérieur d'une masse solide entre la
force répulsive de la chaleur et l'attraction moléculaire est stable;
lire qu'il se rétablit de lui-même lorsqu'il est troublé par une
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cause accidentelle. Si les molécules sont placées à la distance qui convenait ;i l'équilibre, et si une force extérieure vient à augmenter cette distance sans que la température soit changée, l'effet de l'attraction commence à surpasser celui de la chaleur et ramène les molécules à leur position primitive, après une multitude d'oscillations qui deviennent de plus en plus insensibles.
Un effet semblable s'opère en sens opposé lorsqu'une cause mécanique diminue la distance primitive des molécules; telle est l'origine des vibrations des corps sonores ou flexibles et de tous les effets de leur élasticité.
Dans l'état liquide ou aériforme, la compression extérieure s'ajoute ou supplée à l'attraction moléculaire et, s'exerçant sur les surfaces, elle ne s'oppose point au changement de figure, mais seulement à celui du volume occupé. L'emploi du calcul ferait mieux connaître comment la force répulsive de la chaleur, opposée à l'attraction des molécules ou à la compression extérieure, concourt à la composition des corps solides ou liquides formés d'un ou plusieurs principes et détermine les propriétés élastiques des fluides aériformes; mais ces recherches n'appartiennent point à l'objet que nous traitons et rentrent dans les théories dynamiques.
On ne peut douter que le mode d'action de la chaleur ne consiste toujours, comme celui de la lumière, dans la communication réciproque des l'avons, et cette explication est adoptée aujourd'hui de la plupart des physiciens; mais il n'est point nécessaire de considérer les phénomènes sous cet aspect pour établir la théorie de la chaleur. On reconnaîtra, dans le cours de cet Ouvrage, que les lois de l'équilibre de la chaleur rayonnante et celles de la propagation dans les masses solides ou liquides peuvent, indépendamment de toute explication physique, être rigoureusement démontrées comme des conséquences nécessaires des observations communes.
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PRIRCIPl l' l Iv COMMUNICATION in U CHALEUR.
^ < ' « i ^ allons présentemenl examiner ce que les expériences nous apprennent sur la communication de la chaleur.
Si <lni\ molécules égales sonl formées de la même substance cl oui la même température, chacune d'elles reçoil «le l'autre autanl «le chaleur qu'elle lui eu envoie; leur action mutuelle doit donc être regardée comme nulle, parce que le résultai de cette action ne peul apporter aucun changement dans l'étal des molécules. Si au contraire la première est plu- échauffée que la seconde, elle lui envoie plus de chaleur qu'elle n'eu recuit : le résultai de l'action mutuelle est la différence de ces deux quantités de chaleur. Dans tous les cas nous faisons abstraction des quantités égales de chaleur que deux points matériels quelconques s'envoient réciproquement; nous concevons que le point le plu- échauffé agit seul sur l'autre, et qu'en vertu de cette action le premier perd une certaine quantité de chaleur qui est acquise par le second. Ainsi l'action de deux molécules, ou la quantité de chaleur que la plus échauffée communique à l'autre, est la différence des deux quantités qu'elles -'envoient réciproquement.
Supposons que l'on place dan- l'air un corps solide homogène dont le- différents point- ont actuellement des températures inégales; chacune des molécules dont le mips est composé commencera à recevoir de la chaleur «le celles qui en sont extrêmement peu distantes, un leur en communiquera. Cette action s'exerçanl pendant le même instant entre tous les puni- de la masse, il en résultera un changement infiniment petit pour toutes le- températures: le solide éprouvera à chaque
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instanl des effets semblables, en sorte que 1rs variations de température deviendront de plus en plus sensibles. Considérons seulement le système de doux molécules égales et extrêmement voisines m el n, e! cherchons quelle est la quantité de chaleur que la première peut recevoir de la seconde pendant la dure.' d'un instant; on appliquera ensuit. • le même raisonnemenl à tous les autres points qui sont assez, voisins du point m pour agir immédiatement sur lui dans le premier instant.
La quantité de chaleur communiquée par le point n au point m dépend de la durée de l'instant, de la distance extrêmement petite de ces points, de la température actuelle de chacun et de la nature de la substance solide; c'est-à-dire que, si l'un de ces éléments venait à varier, tous les autres demeurant les mêmes, la quantité de chaleur transmise varierait aussi. Or les expériences ont fait connaître à cet égard un résultat général : il consiste en ce que, toutes les autres circonstances étant les mêmes, la quantité de chaleur que l'une des molécules reçoit de l'autre est proportionnelle à la différence de température de ces deux molécules. Ainsi cette quantité serait double, triple, quadruple si, tout restant d'ailleurs le même, la différence de la température du point n à celle du point m était double ou triple ou quadruple. Pour se rendre raison de ce résultat, il faut considérer que l'action de n sur m est toujours d'autant plus grande qu'il y a plus de différence entre les températures des deux points; elle est nulle si les températures sont égales; mais, si la molécule n contient plus de chaleur que la molécule égale m, c'est-à-dire si, la température de m étant e, celle de n est v -+- A, une portion de la chaleur .excédante passera de n à m. Or, si l'excès de chaleur était double ou, ce qui est la même chose, si la température de n était v + 2A, la chaleur excédante serait composée de deux parties égales correspondantes aux deux moitiés de la différence totale des températures 2A; chacune de ces parties aurait son effet propre comme si elle était seule : ainsi la quantité de chaleur communiquée par n à m serait deux fois plus grande que si la différence des températures était seulement A. C'est cette action simultanée des différentes parties de la chaleur excédante qui constitue le prin-
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cipe tlf la communication de la chaleur. Il en résulte que la somme des aciions partielles ou la quantité totale de chaleur que m reçoit de // e>t proportionnelle a la différence des deux températures.
En désignant par v el v' les températures des deux molécules égales /// el //. pal/» leur distance extrêmement petite et par cfc la durée infiniment petite de l'instant, la quantité de chaleur que m reçoit de //, pendant cet instant, sera exprimée par [t/ — v) y /> dt. On désigne par -. /> une certaine fonction de la distance p qui, dans les corps — • ■ 1 i « I » ■ — el dans les liquides, devient nulle lorsque /> a une grandeur sensible. Cette fonction est la même pour i<>n> les points d'une même substance donnée: elle varie avec la nature de la substance.
La quantité de chaleur que les corps perdenl par leur surlace est assujettie au même principe. Si l'on désigne par a rétendue ou finie ou infiniment petite de la surface dont tous les points ont la température e. et si a représente la température de l'air atmosphérique, le coefficient h étant la mesure de la COnducibilité extérieure, on aura -:// v — d di pour l'expression de la quantité de chaleur que cette surtare a transmet à l'air pendant l'instant dt.
Lorsque les deux molécules, dont l'une transmet directement à l'autre une certaine quantité de chaleur, appartiennent au même solide, l'expression exacte de la chaleur communiquée est celle que nous avons donnée dans l'article précédent parée que, les molécules étant extrêmement voisines, la différence des températures est extrê- M mu t petite. Il n'en est pas de même lorsque la chaleur passe d'un ps solide dan- un milieu aériforme. Mais (es expériences nous apprennent ijue. h la différence est une quantité assez petite, la chaleur transmise est sensiblement proportionnelle à cette différence et que le nombre // peut, dat - les premières recherches, être considéré comme
ayant une valeur constante, propre à chaque étal de la surface, mais indépendante de la température.
Ces propositions relatives à la quantité de chaleur communiquée ont été déduites de diverses observations. On voit d'abord, comme une conséquence évidente des expressions dont il s'agit, que, si l'on augmentait d'une quantité commune toutes les températures initiales de la masse solide et celle du milieu où elle est placée, les changements successifs des températures seraient exactement les mêmes que si l'on ne faisait point cette addition. Or ce résultat est sensiblement conforme aux expériences; il a été admis par les premiers physiciens qui ont observé les effets de la chaleur.
Si le milieu est entretenu à une température constante et si le corps échauffé qui est placé dans ce milieu a des dimensions assez petites pour que la température, en s'abaissant de plus en plus, demeure sensiblement la même dans tous ses points, il suit des mêmes propositions qu'il s'échappera à cbaque instant, par la surface du corps, une quantité de chaleur proportionnelle à l'excès de sa température actuelle sur celle du milieu. On en conclut facilement, comme on le verra dans la suite de cet Ouvrage, que la ligne dont les abscisses représenteraient les temps écoulés et dont les ordonnées représenteraient les températures qui correspondent à ces temps, est une courbe logarithmique : or les observations fournissent aussi ce même résultat, lorsque l'excès de la température du solide sur celle du milieu est une quantité assez petite.
Supposons que le milieu soit entretenu à la température constante o. et que les températures initiales des différents points a, h, c, d. ... d'une même masse soient «, (3, y, à, .... qu'à la fin du premier instant
i II Vl'l I RE I. [NTRODI CTION. 37
elles soient devenues x . y. • • . 8 [u'à la fin du deuxième instant
elles soient x . . - . ?i ainsi de suite. On peut facilement conclure des propositions énoncées que, si les températures initiales des même- points avaient été g x, g$, _ ■ . g$, . . . g étant un nombre quelconque . elles -riaient devenues, en vertu de l'action îles différents
points, à la fin du premier instant, gx\ g$', gy, gft à lit fin du
second instant g , g$", g^% gl ainsi de suite. En effet, comparons le cas où les températures initiales de- points '/, b, c, '/,... étaienl . . • . \ ... avec celui OÙ elles sont 27., 2(3, 2y, ->.<), ..., le mi lien conservant, daus l'un et l'autre cas, la température <>. Dans la seconde hypothèse, les différences des températures des deux points quelconques sont doubles de ce qu'elles étaient dans la première, et l'excès de la température de chaque point sur celle de chaque molécule du milieu est aussi double; par conséquent la quantité de chaleur qu'une molécule quelconque envoie à nue antre, ou celle qu'elle en reçoit, est, dans la >nde hypothèse, double de ce qu'elle était dans la première. Le changement que chaque point subit dans sa température étant proportionne] ;i la quantité de chaleur acquise, il s'ensuit «pic, dans le second cas, ce changement est double de ce qu'il était dans le premier. Or on a supposé que la température initiale du premier point, qui était -/, devient x' ;i la tin du premier instant; donc, si celle température initiale eût ete j.7. et si toutes les autres eussent clé doubles, elle serait devenue •.>-/. Il en serait de même de toutes les autres molécules h, c,
d et l'on tirera nue conséquence semblable si le rapport, au lieu
d'être t, est un nombre quelconque g. Il résulte donc du principe de la
communication de la chaleur que, si l'on augmente ou si l'on diminue dan- une raison donnée tonte- le- températures initiales, on augmente ou l'on diminue dan- la même rai-on toutes le- températures successives.
Ce résultat, comme les deux précédents, est confirmé par les observations. Il ne pourrait point avoir lieu ,-i la quantité de chaleur qui passe d'une molécule ii une autre n'était point, en effet, proportionnelle a la différence <\*^ températures.
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On a observé, avec des instruments précis, les températures permanentes des différents points d'une barre ou d'une armille métallique, <>l la propagation de la chaleur dans ces mêmes corps el dans plusieurs autres solides de forme sphérique ou cubique. Les résultats de ces expériences s'accordenl avec ceux que l'on déduit des propositions précédentes. Ils seraient entièrement différents si la quantité de chaleur transmise par une molécule solide à une autre, ou à une molécule de l'air, n'était pas proportionnelle à l'excès de température. Il est d'abord nécessaire de connaître toutes les conséquences rigoureuses de cette proposition ; par là on détermine la partie principale des quantités qui sont l'objet de la question. En comparant ensuite les valeurs calculées avec celles que donnent des expériences nombreuses et très précises, on peut facilement mesurer les variations des coefficients et perfectionner les premières recherches.
I)l MOUVEMENT UNIFORME KT LINÉAIRE DE LA CHALEUR.
On considérera, en premier lieu, le mouvement uniforme de la chaleur dans le cas le plus simple, qui est celui d'un solide infini compris entre deux plans parallèles.
On suppose qu'un corps solide formé d'une substance homogène est compris entre deux plans infinis et parallèles; le plan inférieur A est entretenu par une cause quelconque à nue température constante a; on peut concevoir, par exemple, que la niasse est prolongée el que le plan A est une section commune au solide et à cette masse intérieure échauffée dans tous ses points par un lover constant; le plan supérieur B est aussi maintenu par une cause semblable à une température lixe b, dont la valeur est moindre que celle de a : il s'agit de déterminer quel serait le résultat de cette hypothèse si elle était continuée pendant un temps infini.
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Si l'on suppose que I.» température initiale tic toutes les parties de cr corps soil /'. on voil que la chaleur qui sort du loyer A se propagera de | > 1 1 1 ^ en plus ci élèvera la température des molécules comprises entre les deux plans; mais, celle du plan supérieur ne pouvant, d'après l'hypothèse, être pins grande que />, la chaleur se dissipera dans la masse pins froide donl le contact relient le plan H à la température constante b. Le système des températures tendra de pins en plus a nn étal final qu'il ne pourra jamais atteindre, mais qui aurait, comme on va le prouver, la propriété Ai' subsister lui-même cl de se conserver sans aucun changemenl s'il était nue fois formé.
Dans cet ttai final et fixe que nous considérons, la température permanente d'un point du solide esl évidemment la même pour ions les points d'une même section parallèle à la hase: et nous allons démontrer que cette température fixe, qui est commune à ions les points d'une section intermédiaire, décroît en progression arithmétique depuis la base jusqu'au plan supérieur, c'est-à-dire qu'en représentant les températures constantes a el l> par les ordonnées A-/ cl B(3 [fig* i),
élevées perpendiculairement sur la distance AB des deux plans, les
températures fixes des c mes intermédiaires seront représentées par
les ordonnées de la droite xjî qui jouit les extrémités -/. ri ;>; ainsi, m désignanl par r la hauteur d'une section intermédiaire on la distance perpendiculaire an plan A. par e la hauteur totale on la distance \M el par v la température de la section donl la hauteur esl s, on doit avoir l'équation
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lui effet, si les températures étaient établies d'abord suivanl cette loi el si les surfaces extrêmes A et B étaient toujours retenues aux températures <( et I), il ne pourrait survenir aucun changement dans l'étal <lu solide. Pour s'en convaincre, il suffira de comparer la quantité de chaleur qui traverserait une section intermédiaire A' à celle qui, pendant le même temps, traverserait nue autre section B'.
En se représentant que l'état final du solide est formé et subsistant, on voit que la partie de la masse qui est au-dessous du plan A' doit communiquer de la chaleur à la partie qui est au-dessus de ce plan, puisque cette seconde partie est moins échauffée que la première.
Imaginons que deux points du solide m et m', extrêmement voisins l'un de l'autre et placés d'une manière quelconque, l'un m au-dessous du plan A' et l'autre m' au-dessus de ce plan, exercent leur action pendant un instant infiniment petit : le point le plus échauffé m communiquera à m! une certaine quantité de chaleur qui traversera ce plan A . Soient a?, y, z les coordonnées rectangulaires du point m, et se', y', z' les coordonnées du point m'; considérons encore deux points n et n' extrêmement voisins l'un de l'autre et placés par rapport au plan B', de même que m et m' sont placés par rapport au plan A' : c'est-à-dire qu'en désignant par » la distance perpendiculaire des deux sections A' et B', les coordonnées du point n seront se, y, z + £ et celles du point n' seront se', y, z'-t-£. Les deux distances mm' et //// seront égales; de plus, la différence de la température v du point m à la température v du point m' sera la même que la différence des températures des deux points n et n'. En effet, cette première différence se déterminera en substituant z, et ensuite s', dans l'équation générale
i retranchant la seconde équation de la première. On en conclura
on trouvera ensuite, par les substitutions de ; -+- 'C et s' -+- £, que l'excè
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de la température «lu point // sur celle du point n' a aussi pour expression s : . Il Miit de là que la quantité de chaleur envoyée par
le point /// au point ///' sera la même que la quantité de chaleur envoyée par le point n au point //': car ton- les éléments qui concourent à déterminer cette quantité de chaleur transmise sont les mêmes.
Il esl manifeste que l'on peut appliquer le même raisonnement à tous les systèmes de deux molécules qui se communiquent de la chaleur à travers la section A ou la section B'; donc, si l'on pouvait recueillir toute la quantité de chaleur qui s'écoule, pendant un même instant, à travers la section A ou la section B', on trouverait que cette quantité esl la même pour les deux sections.
Il en résulte que la partie du solide comprise entre A' et B' reçoit toujours autant de chaleur qu'elle en perd; et comme cette conséquence s'applique à une portion quelconque de la masse comprise entre deux sections parallèles, il est évident qu'aucune partie du solide ne peut acquérir une température plus élevée que celle qu'elle a présentement. Ainsi il est rigoureusement démontré que l'état du prisme subsistera continuellement tel qu'il était d'abord.
Donc les températures permanentes des différentes sections d'un solide compris entre les deux plans parallèles infinis sont représentées par le> ordonnées de la ligne droite a(3 et satisfont à l'équation linéaire
On voit distinctement, parce qui précède, en quoi consiste la propagation de la chaleur dans nn solide compris entre deux [dans parallèles et infinis, dont chacun est maintenu à une température constante. La chaleur pénètre successivement dans la masse à travers la base inférieure; les températures des sections intermédiaires s'élèvent et ne peuvent jamais surpasser, ni même atteindre entièrement, une certaine limite dont elles s ;ip piochent de phi- en plus ; celle liniili
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température finale est différente pour les différentes couches intermédiaires, el elle décroît, en progression arithmétique, depuis la température fixe du plan inférieur jusqu'à la température fixe du plan supérieur.
Les températures finales sont celles qu'il faudrait donner au solide pour que son état fût permanent; l'état variable qui le précède peut cire aussi soumis au calcul, comme on le verra par la suite; mais nous ne considérons ici que le système des températures finales et permanentes. Dans ce dernier état, il s'écoule, pendant chaque division du temps, à travers une section parallèle à la hase ou une portion déterminée de cette section, une certaine quantité de chaleur, qui est constante si les divisions du temps sont égales. Ce flux uniforme est le même pour toutes les sections intermédiaires; il est égal à celui qui sort du foyer et à celui que perd, dans le même temps, la surface supérieure du solide en vertu de la cause qui maintient la température.
Il s'agit maintenant de mesurer cette quantité de chaleur qui se propage uniformément dans le solide, pendant un temps donne, à travers une partie déterminée d'une section parallèle à la hase : elle dépend, comme on va le voir, des deux températures extrêmes a et h et
Fig. 2.
de la distance e des deux hases; elle varierait si l'un quelconque de ees éléments venait à changer, les autres demeurant les mêmes. Supposons un second solide, formé de la même substance que le premier,
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el compris entre deui plan- parallèles inlinis dont la distance perpendiculaire est - fis, i : la base inférieure est entretenue ii la température liv a . el la base supérieure à la température fixe /> : l'un el l'autre solides sont considérés dans cel étal final el permanenl qui a la propriété de se conserver lui-même dès qu'il esl formé. Ainsi, v étanl dans li' premier solide, ci // dans le second, la température de la section dont : esl la hauteur, la loi des températures esl exprimée, pour le premier corps, par l'équation
an
et. pour h1 second, par l'équation
II ■< -z.
Cela posé, mi comparera la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, traverse une étendue égale à l'unité de surface prise mm- une -.•■ tion intermédiaire I. du premier solide à celle qui, pendant le même
temps, traverse nue égale étendue prise sur la section L' du second,
: étant la hauteur commune de ces deux sections, c'est-à-dire la distance de chacune d'elles a la base inférieure. <>n considérera dans le premier corps deux point- // et // extrêmement voisins, dont l'un // est audessous du plan I. el l'autre n' au-dessus de ce plan; a?, v, ; sont les coordonnées de //, et *', v', -' les coordonnées de //', : étant moindre que - et plus grand que -. On considérera aussi dans le second solide l'action instantanée de deux points /> et p qui sont placés, par rapport
il la Section I.'. île même que les points /' et // par l'apport il la section I.
du premier solide. Ainsi le- même- coordonnées a , r, z el .1 , y . s', rapportées a trois axes rectangulaires dan- le second corps, fixeront aussi la position >\<^ points /> el />'.
Or la distance du point // au point // est égale a la distance du point p au point /> . et, comme le- deux corps -uni lui nie- de la même substance, on en conclut, suivanl le principe de la communication de la chaleur, que l'action de n sur //. ou la quantité de chaleur donnée
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par // à // , et l'action «le /> sur// ont entre elles le même rapport que les différences de températures v — v' et // — u'.
En substituante, et ensuite v', dans L'équation qui convient au premier solide et retranchant, on trouve
On a aussi, au moyen de la seconde équation,
donc le rapport des deux actions dont il s'agit est celui de
On peut concevoir maintenant plusieurs autres systèmes de deux molécules dont la première envoie à la seconde, à travers le plan L, une certaine quantité de chaleur, et, chacun de ces systèmes choisis dans le premier solide pouvant être comparé à un système homologue placé dans le second et dont l'action s'exerce à travers la section [.'. on appliquera encore le raisonnement précédent pour prouver que le
rapport des deux actions est toujours celui de - - à - — —
Or la quantité totale de chaleur qui, pendant un instant, traverse la section L résulte de l'action simultanée d'une multitude de systèmes dont chacun est formé de deux points; donc cette quantité de chaleur et celle qui, dans le second solide, traverse pendant le même instant
la section L' ont aussi entre elles le rapport de - - à : —
Il est donc facile de comparer entre elles les intensités des tlux constants de chaleur qui se propagent uniformément dans l'un et l'autre solide, c'est-à-dire les quantités de chaleur qui, pendant l'unité de temps, traversent l'unité de surface dans chacun de ces corps. Le rapport de ces deux intensités est celui des deux quotients - et ' Si les deux quotients sont égaux, les tlux sont les mêmes, quelles que
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soient d'ailleurs les valeurs <(. />. t\ <i . b\ ë\ en général, en désignant l>;ir F le premier Qux, et par F' le second, on aura
Supposons que, dans le second solide, la température permanente a du plan inférieur soi( celle de l'eau bouillante i: que la température h du plan supérieur suit celle de la glace fondante o; que la distance ë îles deux plans soil l'unité de mesure un mètre); désignons par K le llii\ constant de chaleur <|iii. pendant l'unité de temps une minute), traverserait l'unité de surface dans ce dernier solide, s'il était formé d'uni' substance donnée. K exprimant un certain nombre d'unités de chaleur, c'est-à-dire un certain nombre de fois la chaleur nécessaire pour convertir en eau un kilogramme de glace; on aura, en général, pour déterminer le flux constant F, dans un solide formé de cette même substance, l'équation
=7 = - ou r = K -
La valeur de F est celle de la quantité de chaleur qui, pendant l'uni te de temps, passe à travers une étendue égale à l'unité de surface, prise sur une section parallèle à la base.
Unsi l'état thermométrique d'un solide compris entre deux bases
parallèle- infinies, dont la distance perpendiculaire est e et qui sont
maintenues à des températures fixes a et b, est représenté par les deux
équations
A a h I- ih
I h mi F = — K ,
e az
La première de ces équations exprime la loi suivant laquelle les températures décroissent depuis la base inférieure jusqu'à la f;i<c opposée; la seconde fait connaître la quantité de chaleur qui traverse,
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pendant un temps donné, une partie déterminée d'une section parallèle
à la hase.
Nous avons choisi ce même coefficient K, qui entre dans la seconde équation, pour la mesure de la conducibilité spécifique de chaque substance; ce nombre a des valeurs très différentes pour les différents corps.
Il représente, en général, la quantité de chaleur qui, dans un solide homogène formé d'une substance donnée et compris entre deux plans parallèles infinis, s'écoule, pendant une minute, à travers une surface d'un mètre carré prise sur une section parallèle aux plans extrêmes, en supposant que ces deux plans sont entretenus, l'un à la température de l'eau bouillante, l'autre à la température de la glace fondante, cl que tous les plans intermédiaires ont acquis et conservent une température permanente.
On pourrait employer une autre définition de la conducibilité; comme on pourrait estimer la capacité de chaleur en la rapportant à l'unité de volume, au lieu de la rapporter à l'unité de masse. Tontes ces détinitions sont équivalentes, pourvu qu'elles soient claires et précises.
Nous ferons connaître par la suite comment on peut déterminer par l'observation la valeur K de la conducibilité ou conductibilité dans les différentes substances.
Pour établir les équations que nous avons rapportées dans l'article 68, il ne serait pas nécessaire de supposer que les points qui exercent leur action à travers les plans sont extrêmement peu distants. Les conséquences seraient encore les mêmes si les distances de ces points avaient une grandeur quelconque; elles s'appliqueraient donc aussi au cas où l'action immédiate de la chaleur se porterait dans l'intérieur de la masse jusqu'à des distances assez considérables, tontes
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les circonstances qui constituent l'hypothèse demeurant d'ailleurs les mêmes.
Il faut seulement supposer que la cause qui entretient les températures ;i la superficie du solide n'affecte pas seulement la partie de la masse qui est extrêmement voisine de la surface, mais que son action s'étend jusqu'à une profondeur finie. L'équation
représentera encore dans ce ras les températures permanentes <ln solide. Le vrai sens de cette proposition est que, si l'on donnait à tous les points de la masse les températures exprimées par l'équation, et si. de plus, une cause quelconque agissant sur les deux tranches extrêmes retenait toujours chacune de leurs molécules à la température que cette même équation leur assigne, les points intérieurs du solide conserveraient sans aucun changement leur étal initial.
Si l'on supposai] que l'action d'un point de la masse piïl s'étendre jusqu'à une distance Unie i, il faudrait que l'épaisseur des tranches extrêmes, dont l'étal est maintenu par la cause extérieure, fût au moins égale ;i :. Mais la quantité e n'ayant en effet, dans l'étal naturel des solides, qu'une valeur inappréciable, on doit l'aire abstraction de cette épaisseur, et il suffit que la cause extérieure agisse sur chacune des deux couches extrêmement petites qui terminent le solide. C'est toujours ce que l'on doit entendre par cette expression : entretenir la température constante de la surface.
Nous allons encore examiner le cas où le même solide serait exposé, par Tune de ses faces, à l'air atmosphérique entretenu à une température constante.
Supposons donc que ce plan inférieur conserve, en vertu d'une causi extérieure quelconque, la température li\<' <i, et que le plan supérieur, au lieu d'être retenu, comme précédemment, à une température
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moindre b, est exposé à l'air atmosphérique maintenu à cette température l>, la distance perpendiculaire des deux plans étant toujours désignée par e : il s'agit do déterminer les températures finales.
En supposant que, dans l'état initial du solide, la température commune de ses molécules est b ou moindre que h, on se représente facilement que la chaleur qui sort incessamment du foyer A pénètre la masse et élève de plus en plus les températures des sections intermédiaires; la surface supérieure s'échauffe successivement et elle laisse échapper dans l'air une partie de la chaleur qui a pénétré le solide. Le système des températures s'approche continuellement d'un dernier état qui subsisterait de lui-même s'il était d'abord formé; dans cet état final, qui est celui que nous considérons, la température du plan B a une valeur fixe mais inconnue, que nous désignerons par Jî, et, comme le plan inférieur A conserve aussi une température permanente a, le système des températures est représenté par l'équation
générale
v désignant toujours la température fixe de la section dont la hauteur est ;. La quantité de chaleur qui s'écoule pendant l'unité de temps, à
travers une surface égale à l'unité et prise sur une section quelconque,
est K — — -t K désignant la conducibilité propre.
11 faut considérer maintenant que la surface supérieure B, dont la température est [3, laisse échapper dans l'air une certaine quantité de chaleur qui doit être précisément égale à celle qui traverse une section quelconque L du solide. S'il n'en était pas ainsi, la partie de la niasse qui est comprise entre cette section L et le plan B ne recevrait point une quantité de chaleur égale à celle qu'elle perd; donc elle ne conserverait point son état, ce qui est contre l'hypothèse; donc le llux constant de la surface est égal à celui qui traverse le solide : or la quantité de chaleur qui sort, pendant l'unité de temps, de l'imite de surface prise sur le plan B, est exprimée par h^ — b), b étant la tem-
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pératurc fixe <l«' l'air el h la mesure de la conducibilité de la surface B, oa il"ii donc former l'équation
qui fera connaître la valeur de
( Mi en iloliiii
— b) fie K
équation donl le second membre esl connu; car les températures a el I' son! données, ainsi que les quantités //. K, e.
En mettant o tte valeur de a p dans l'équation générale
on aura, pour exprimer les températures de toutes les sections <lu >"lwlr. l'équation
dans laquelle il n'entre que des quantités connues et les variables cori espondantes v el r.
Nous ;i\<>n- déterminé jusqu'ici l'état final el permanent des températures dans un solide compris entre deux surfaces planes, infinies el parallèles, entretenues à des températures inégales. Ce premier ca* <>t, ,i proprement parler, celui de la propagation linéaire el uniforme, car il d'j .i poinl de transport de chaleur dans le plan parallèle aux bases; celle qui traverse le solide s'écoule uniformément, puisque la valeur du lln\ esl la même pour tous les instants el pour toutes les sections.
Nous allons rappeler !<•- trois propositions principales qui résultent ■ I»- l'examen de cette question; elles sont susceptibles d'un grand nombre d'applications el formenl les premiers éléments de notre théorie.
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i" Si l'on élève aux deux extrémités de la hauteur e du solide deux perpendiculaires qui représentent les températures a e! b des deux bases, el si l'on mène une droite qui joigne les extrémités de ces doux premières ordonnées, toutes les températures intermédiaires seront proportionnelles aux ordonnées de cette droite; elles sont exprimées par l'équation générale
v désignant la température de la section dont la hauteur est r.
2° La quantité de chaleur qui s'écoule uniformément, pendant l'unité de temps, à travers l'unité de surface prise sur une section quelconque parallèle aux bases est, toutes choses d'ailleurs égales, en raison directe de la différence a — b des températures extrêmes, et en raison inverse de la distance e qui sépare ces bases. Cette quantité de
chaleur est exprimée par K — - — ou --K -r> en déduisant de l'équation générale la valeur de -r-, qui est constante; ce flux uniforme est
toujours représenté, pour une substance donnée et dans le solide dont il s'agit, par la tangente de l'angle compris entre la perpendiculaire e et la droite dont les ordonnées représentent les températures.
3° Si, l'une des surfaces extrêmes du solide étant toujours assujettie ;i la température a, l'autre plan est expose à l'air maintenu à une température fixe b, ce plan en contact avec l'air acquiert, comme dans le cas précédent, une température fixe p plus grande que b, et laisse échapper dans l'air, à travers l'unité de surface, pendant l'unité de temps, une quantité de chaleur exprimée par // ';> l> . h désignant la conducibilité extérieure du plan.
Ce même flux de chaleur // (3 — b) est égal à celui qui traverse le prisme et dont la valeur est K(a — (3); on a donc l'équation
qui donne la valeur de (3.
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On appliquera facilement les principes qui viennent d'être exposés ;i la question suivante, (|iii est très simple en elle-même, mais dont il importait «If fonder la solution sur une théorie exacte.
Une barre métallique, dont la forme est celle d'un parallélépipède rectangle d'une longueur infinie, est exposée à l'action d'un lover de chaleur qui donne a lous les points de son extrémité A une température constante. Il s'agit de déterminer les températures fixes des différentes Sections de la liane.
On suppose que la section perpendiculaire à l'axe esl un carré donl le .aile -il ■ ■ / petit pour que l'on puisse, sans erreur sensible,
regarder comme égales les températures des différents points d'une même section. L'air dans lequel la barre est placée est entretenu à une température constante o, et emporté par un courant d'une vitesse uniforme.
La chaleur pass ira successivement dans l'intérieur du solide: toutes
ses parties situées à la droite du foyer, et qui n'étaient point exposée*
immédiatement à son action, s'échaufferont de plus en pins; mais la
température de chaque point ne pourra pas augmenter au delà d'un
erlain terme. Ce maximum de température n'est pas le même pour
liaque section; il esl en général d'autant moindre que cette section
esl plus éloignée <\<- l'origine; on désignera par v la température fi
d'une section pi rpendiculaire à l'axe et placée à la distance x de l'o-
_ ne A.
Vvanl que chaque point du solide ait atteint son plus liant degré de chaleur, le système des températures varie continuellement et s'approche de plu- en plu- d'un étal fixe, qui esl celui que I' :onsidère.
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Cel état final se conserverait de lui-même s'il était formé. Pour que le système des températures soit permanent, il esl nécessaire que la quantité de chaleur qui traverse, pendant l'unité de temps, une section placée à la distance a? de l'origine compense exactement toute la chaleur qui s'échappe, dans le même temps, par la partie de la surface extérieure du prisme qui est située à la droite de la même section. La tranche dont l'épaisseur est dx, et dont la surface extérieure est Sldx, laisse échapper dans l'air, pendant l'unité de temps, une quantité de chaleur exprimée par Shlvdx, h étant la mesure de la conducibilité extérieure du prisme. Donc, en prenant l'intégrale JShlv dx depuis v o jusqu'à x == qo , on trouvera la quantité de chaleur qui sort de toute la surface de la barre pendant l'unité de temps; et, si l'on prend la même intégrale depuis x = o jusqu'à r = x, on aura la quantité de chaleur perdue par la partie de la surface comprise entre le foyer et la section placée à la distance x. Désignant par C la première intégrale dont la valeur est constante et par fiïhhdx la valeur variable de la seconde, la différence C—JBhlvdx exprimera la quantité totale de chaleur qui s'échappe dans l'air à travers la partie de la surface place à la droite de la section. D'un autre cote, la tranche du solide, comprise entre deux sections infiniment voisines placées aux distances x et x + dx, doit être assimilée à un solide infini, terminé par deux plans parallèles assujettis à des températures fixes v et v + dv, puisque, selon l'hypothèse, la température ne varie pas dans toute retendue d'une même section. L'épaisseur du solide est dx et retendue de la section est l\l- : donc la quantité de chaleur qui s'écoule uniformément, pendant l'unité de temps, à travers une section de ce solide est,
d'après les principes précédents, — \l-K ~, K étant la conducibilité
spécifique intérieure ; on doit donc avoir l'équation
— 4Z2K^=C — fShlvcijc ou K/-4 = 2/*r.
i n \ri i i;i: i.
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(>n obtiendrai! le même résultai en considérant l'équilibre de la chaleur dans la seule tranche infiniment petite comprise entre les deux sections donl les distances sonl x ci x + dx. En effet, la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, traverse la première section
placée à la distance x, esl — i/aE , • Pour trouver celle <ini s'écoule
pendant le même temps, à travers la section suivante placée à la distance i \-dx, il faut, dans l'expression précédente, changer x en
Si l'on retranche cetti
' • '/; . ce (|iu donne — î laK V +• rfl i
1 il i
»nde expression de la première, on connaîtra combien la tranche que terminent les deux sections acquiert «le chaleur pendant l'unité de 1 1* m j»> : et, puisque l'état de cette tranche est permanent, il faudra que toute cette chaleur acquise suit égale à celle qui se dissipe dans l'ail à travers la surface extérieure Sida; de celle même tranche; 01 cette dernière quantité de chaleur esl $hlvdx;on obtiendra donc la même équation
s/,/, ■,/.,■ = \l*Kd
OU
De quelque manière que l'on forme celle équation, il est nécessaire de remarquer que la quantité de chaleur qui traverse la face de la tranche dont la distance 1 -1 c a une valeur Unie, el que son expression
te est |/2K -:-• Cette tranche étant comprise entre deux surface*
ii 1 i
donl la première a la température * et la seconde une températun moindre i . on aperçoit d'abord que la quantité de chaleur qu'elle reçoit par la première surface dépend de la différence v — v' et lui esl proportionnelle; mais cette remarque ne suffit pas pour établir le calcul. La quantité donl il s'agit n'est point une différentielle : elle a un râleur finie, puisqu'elle équivaut à toute la chaleur qui sort par la
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partie de la surface extérieure du prisme qui es! située à la droite de la section. Pour s'en former une idée exacte, il faul comparer la tranche ilnnl l'épaisseur est dx à un solide terminé par deux plans parallèles, donl la distance esi e el qui sont retenus à des températures inégales, a el h. La quantité de chaleur qui pénètre dans un pareil prisme, à travers la surface la plus échauffée, est en effet proportionnelle à la différence a — b des températures extrêmes; mais elle ne dépend pas seulement de cette différence : toutes choses d'ailleurs égales, elleesl d'autant moindre que le prisme a pins d'épaisseur, et, en général, elle
est proportionnelle à
C'est pourquoi la quantité de chaleur qui
pénètre par la première surface dans la tranche dont l'épaisseur est da
11 ■ «'—«'' est proportionnelle a — -,
Nous insistons sur cette remarque, parce que l'omission que l'on en avait faite a été le premier obstacle à l'établissement de la théorie. En ne Faisant point une analyse complète des éléments de la question, on obtenait une équation non homogène; et, à plus forte raison, on n'aurait pu former les équations qui expriment le mouvement de la chaleur dans des cas plus composés.
11 était nécessaire aussi d'introduire dans le calcul les dimensions du prisme, afin de ne point regarder comme générales les conséquences que l'observation avait fournies dans un cas particulier. Ainsi l'on a reconnu par l'expérience qu'une barre de fer, dont on échauffait l'extrémité, ne pouvait acquérir, à (1 pieds de distance du foyer, une température d'un degré (octogésimal); car, pour produire cet effet, il faudrait que la chaleur du foyer surpassât beaucoup celle qui mettra le fer en fusion; mais ce résultat dépend ^\r l'épaisseur du prisme que l'on a employé. Si elle eût été plus grande, la chaleur se sérail propagée à une plus grande dislance; c'est-à-dire que le point de la barre qui acquiert une température fixe d'un degré est d'autant plus éloigné du foyer que la banc a plus d'épaisseur, toutes les autres conditions demeurant les mêmes. On peut toujours élever d'un degré la température de l'extrémité d'un cylindre de 1er en échauffant ce solide par son
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autre extrémité; il ne Paul que donner au rayon de la hase une longueur suffisante; cria est, pour ainsi dire, évident, el d'ailleurs on en trouvera la preuve dans la solution de la question étudiée plus loin
..ii 7i
L'intégrale de IV [uation précédente esl
\ el l> étant deux constantes arbitraires; or, si l'on suppose la distance t infinie, la valeur de la températures doil rire infiniment petite; donc
rVs
le terme l>< K ne subsiste poinl dans l'intégrale; ainsi l'équation
représente l'étal permanenl du solide; la température à l'origine esl désignée par la constante \, puisqu'elle esl la valeur doc lorsque x
esl nulle.
Cette même loi suivant laquelle les températures décroissenl esl donnée aussi par l'expérience; plusieurs physiciens ont observé les températures fixes des différents points d'une barre métallique exposée par s, Mi extrémité à l'action constante d'un foyer de chaleur, el ils onl reconnu que les distances à l'origine représentenl les logarithmes, el les températures les nombres correspondants.
La valeur numérique du quotienl constant de deux températures consécutives étanl déterminée par l'observation, on en déduit facilement celle du rapport , : car. en désignant parc,, c, les températures qui répondent aux distances vt, x3, on aura
Il = t y
mi
\ ii
logi
Quant aux valeurs séparées de h el de K, on ne peul les déterminer par des expériences de ce genre : il fa u t observer aussi le mouvement
varié de la chaleur.
Supposons que deux barres de même matière et de dimensions inégales soient assujetties vers leur extrémité à une même température A; soient /, le côté de la section dans la première barre et la le côté de la section dans la seconde; on aura, pour exprimer les températures (lices deux solides, les équations
ie
en désignant, dans le premier solide, pare, la température de la section placée à la distance xt, et, dans le second solide, par v.2 la temperature de la section placée à la distance x.2.
Lorsque ces deux barres seront parvenues ii un état fixe, la température d'une section de la première, placée à une certaine dislance du lover, ne sera pas égale à la température d'une section de la seconde, placée à la même distance du foyer; pour que les températures fixes fussent égales, il faudrait que les distances fussent différentes. Si l'on vent comparer entre elles les distances xs et x2t comprises depuis l'origine jusqu'aux points qui parviennent dans les deux barres a la même température, on égalera les seconds membres des équations et
l'on en conclura
■Il =lJ.
Ainsi les distances dont il s'agit sont entre elles comme les racines
carrées des épaisseurs.
Si i\vu\ barres métalliques de dimensions égales, mais formes de substances différentes, sont couvertes d'un même enduit qui puisse leur donner une même conducibilite extérieure, et si elles sonl assujetties dans leur extrémité à une même température, la chaleur se
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propagera plus facilement ri à une plus grande distance de l'origine dans celui des deux corps qui jouit d'une plus grande conducibilité. Pour comparer entre elle- les distances a?, el a?2, comprises depuis l'origine commune jusqu'aux points qui acquièrent une même température fixe, il faut, en désignant parK, et Ka les conducibilités respectives des ileu\ substances, écrire l'équation
TK , ,-
Ainsi le rapport de deux conducibilités est celui des carrés <l<- <l istances comprises entre l'origine commune et les points qui atteignent nue même température fixe.
SI
Il est facile de connaître combien il s'écoule de chaleur pendant l'unité de temps par une section de la barre parvenue à son état fixe : cette quantité a pour expression
et. -i mi la prend a l'origine, on aura l\X\-iKhli pour la mesure de la quantité de chaleur qui passe du foyer dans le solide pendant l'unité de temps; ainsi la dépense de la source de chaleur est, toutes choses d'ailleurs égales, proportionnelle à la racine carrée du cube de l'épaisseur. <>n trouverait le même résultat, en prenant l'intégrale / %hlvdx depuis c nulle jusqu'à x infinie.
DE I I Ml M M Mil M 1)1 - I SPA( I - I I "-.
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Nous ferons encore usage des théorèmes de l'article ~rl dans la <|nc>tion suivante dont la solution présente do applications mile-: elle consiste a déterminer le degré d'échauffement <\'^ espaces clos.
On suppose qu'un espace «l'une forint' quelconque, rempli d'air atmosphérique, est fermé de toutes parts, et que toutes les parties de l'enceinte sont homogènes et ont une épaisseur commune e, assez petite pour que le rapport de la surface extérieure à la surface intérieure diffère peu de l'unité. L'espace que cette enceinte termine est échauffé par un foyer dont l'action est constante : par exemple, au moyen d'une surface dont l'étendue est <j, et qui est entretenue à la température permanente a.
On ne considère ici que la température moyenne de l'air contenu dans l'espace, sans avoir égard à l'inégale distribution de la chaleur dans cette masse d'air; ainsi l'on suppose que des causes subsistantes en mêlent incessamment toutes les portions et rendent leur température uniforme.
On voit d'abord que la chaleur qui sort continuellement du foyer se répandra dans l'air environnant et pénétrera dans la masse dont l'enceinte est formée, se dissipera en partie par la surface et passera dans l'air extérieur, que l'on suppose entretenu à une température moins élevée et permanente n. L'air intérieur s'échauffera de plus en plus; il en sera de même de l'enceinte solide : le système des températures s'approchera sans cesse d'un dernier état qui est l'objet de la question, et qui aurait la propriété de subsister de lui-même et de se conserver sans aucun changement, pourvu que la surface du foyer a fût maintenue à la température a et l'air extérieur à la température //.
Dans cet état permanent que l'on veut déterminer, l'air intérieur conserve une température fixe m; la température de la surface intérieure s de l'enceinte solide a aussi une valeur fixe a : enfin la surface extérieure s, qui termine cette enceinte, conserve une température h moindre que a, mais plus grande que n. Les quantités <7, oc, s, e et // sont connues, et les quantités ///, a et b sont inconnues.
C'est dans l'excès de la température m sur celle de l'air extérieur // que consiste le degré de réchauffement; il dépend évidemment de retendue t de la surface échauffante et de sa température x\ il dépend aussi de l'épaisseur e de l'enceinte, de l'étendue s de la surface qui la
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termine, de la facilité avec laquelle la chaleur pénètre s;i surface intérieure mi relie qui lui est opposée, enfin de la conducibilité spécifique de la masse solide <|iii forme l'enceinte; car, si l'un quelconque «le
- élément^ venait à être changé, les autres demeurant les mêmes, le
degré de réchauffement varierait aussi. Il s'agit de déterminer comment toutes ees quantités entrent dans la valeur de m — //.
L'enceinte solide est terminée par deux surfaces égales, dont chacune est maintenue à une température fixe; chaque élément prismatique <lu solide compris entre deux portions opposées de ces surfaces et les normales élevées sur le contour des bases est donc dans le même état que s'il appartenait à un solide infini compris entre àvux (dans parallèles, entretenus a des températures inégales. Tous les éléments prismatiques qui composent l'enceinte se touchent suivant toute leur longueur. Les points de la masse qui sont à égale distance de la surface intérieure ont des températures égales, à quelque prisme qu'ils appartiennent: par conséquent, il ne peut \ avoir aucun transport de chaleur dans le sens perpendieulai re à la longueur des prismes. Ce cas est donc le même que celui que nous avons déjà traité, et l'on doit y appliquer les équations linéaires qui ont été rapportées plus haut.
Ainsi, dans l'état permanent que nous considérons, le flux de chaleur qui sort de la surface - pendant une unité de temps est égal à celui qui passe, pendant le même temps, de l'air environnant dans la surface intérieure de l'enceinte; il est égal aussi à celui qui traverse, pendant l'unité de temps, une section intermédiaire Cuite dans l'enceinte solide par une surface égale et parallèle à celles qui terminent cette enceinte; enfin ce même fiux esl encore égal à celui qui passe de l'enceinte solide à travers sa surface extérieure et se dissipe dans l'air. Si ces quatre quantités de chaleur écoulées n'étaient point égales, il
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surviendrait nécessairement quelque variation dans l'état îles températures, et1 qui est contre l'hypothèse.
La première quantité est exprimée par n % -/«j^ ,.n désignant par g la conducibilité extérieure de la surface c qui appartient au lover.
La seconde est s m — a)h, le coefficient h étant la mesure de la conducibilité extérieure de la surface s qui est exposée à l'action du loyer.
La troisième est s- -K, le coefficient K étant la mesure de la cone
ducibilité propre delà substance homogène qui forme l'enceinte.
La quatrième est s(b — n)U, en désignant par II la conducibilité extérieure de la surface s dont la chaleur sort pour se dissiper dans l'air. Les coefficients h et H peuvent avoir des valeurs très inégales à raison de la différence de l'état des deux surfaces qui terminent l'enceinte; ils sont supposés connus ainsi que le coefficient K : on aura donc, pour déterminer les trois quantités inconnues m, a et h, les dois équations
i ( a — m) g = s (m — a)li,
a {oc — m)g=zs(b — n) H.
La valeur de m est l'objet spécial de la question. On la trouvera en mettant les équations sous cette forme :
6 — #i=-£(a — m); et, les ajoutant, on aura
m — n — ( « — m) Pj
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en désignant par I1 la quantité connue
s\h K II ''
on en conclu!
1 + .v ( A K h ÏÏ
i e résultat fait connaître comment le degré de réchauffement m — n dépend îles quantités données qui constituent l'hypothèse.
Nous indiquerons les principales conséquences que l'on en peut déduire :
i Le degré de réchauffement m n est en raison directe «le l'excès de la température du loyer sur celle de l'air extérieur.
2° La valeur de m — n ne dépend point de la forme «le l'enceinte ni «le sa capacité, mais seulement de l'épaisseur e de l'enceinte et du
rapport - de la surface dont la chaleur sort à la surface qui la reçoit.
Si l'on double la surface s du loyer, le Ac^vv de réchauffement ne devient pas double; mais il augmente suivant u îertaine loi que l'équation exprime.
'> ' rous les i fficients spécifiques qui règlent l'action de la chaleur,
savoir : g, K. Il et h, composent, avec la dimension e, dans la valeur
de /// — //, un élément unuiiie | -+- -- -+- Çr, dont on neuf déterminer
A K II
la valeur par les observations.
Si l'on doublait l'épaisseur e de l'enceinte, on aurait le même résultat que si l'on employait, pour la former, une substance dont la conducibilité propre serait deux fois moindre. Ainsi l'emploi des substances qui conduisent difficilement la chaleur permet de donner peu d'épaisseur à l'enceinte; l'effet que l'on obtient ne dépend que du rap-
V Si la conducibilité K est nulle, on trouve m = a, c'est-à-dire que
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l'air intérieur prend la température du foyer : il en est de même si II est nulle ou si A est nulle. Ces conséquences sont d'ailleurs évidentes, puisque la chaleur ne peut alors se dissiper dans l'air extérieur.
5° Les valeurs des quantités g, II, h, K et a, que l'on suppose connues, peuvent être mesurées par des expériences directes, comme on le verra par la suite; mais, dans la question actuelle, il suffirait d'observer la valeur <\vm- n qui correspond à des valeurs données de b et de a, et l'on s'en servirait pour déterminer le coefficient total
A' + il + £> au moyen de l'équation h K H J ^
dans laquelle p désigne le coefficient cherché. On mettra dans cette équation, au lieu de - et de oc - n, les valeurs de ces quantités, que l'on suppose données, et celle de m — n, que l'observation aura l'ait connaître. On en déduira la valeur de p, et l'on pourra ensuite appliquera formule à une infinité d'autres cas.
6° Le coefficient H entre dans la valeur de m — n de la même manière que le coefficient A; par conséquent l'état de la superficie, ou celui de l'enveloppe qui la couvre, procure le même effet, soit qu'il se rapporte à la surface intérieure ou à la surface extérieure.
On aurait regardé comme inutile de faire remarquer ces diverses conséquences, si l'on ne traitait point ici des questions toutes nouvelles dont les résultats peuvent être d'une utilité immédiate.
On sait que les corps animés conservent une température sensiblement fixe, que l'on peut regarder comme indépendante de la température du milieu dans lequel ils vivent. Ces corps sont, en quelque sorte, des foyers d'une chaleur constante, de même que les substances enflammées dont la combustion est devenue uniforme. On peut donc, à
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l'aide des remarques précédentes, prévoir el régler avec plus d'exactitude l'élévation des températures dans les lieux où l'on réunit un grand nombre d'hommes. Si l'on \ observe la hauteur du thermomètre dans des circonstances données, on déterminera d'avance quelle sérail cette hauteur, si le nombre d'hommes rassemblés dans le même espace devenait beaucoup |>l u ■> grand.
A la vérité, il y a plusieurs circonstances accessoires qui modifienl les résultats, telles que l'inégale épaisseur des parties des enceintes, la diversité de leur exposition, l'effel que produisent les issues, l'inégale distribution de la chaleur de l'air. On ne peut donc faire une application rigoureuse des règles données par le calcul ; toutefois ces règles s. mt précieuses en elles-mêmes parce qu'elles contiennent les vrais principes de la matière : elles préviennent des raisonnements vagues el des tentatives inutiles ou confuses.
Si le même espace était échauffé par deux ou plusieurs loyers de différente espèce, ou si la première enceinte était elle-même contenue dans une seconde enceinte séparée de la première par une masse d'air. on déterminerait facilement aussi |(> degré de Réchauffement el les températures des surfaces.
En supposant qu'il y ait, outre le premier foyer t», une seconde surface échauffée d dont la température constante soit p e1 la conducibilité extérieure y, on trouvera, en conservanl tontes les antres dénominations, l'équation suivante :
Si l'on ne suppose qu'un seul foyer c et si la première enceinte esl elle-même contenue dans une seconde, on représentera par s', h', K . II' les éléments de la seconde enceinte qui correspondent à ceux de la
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première que l'on désigne pars, //, K, 11, el l'on trouvera, en nommanl l> la température de l'air qui environne la surface extérieure de la
seconde enceinte, l'équation suivante :
La quantité P représente
Zfi. + ÇI + £\ _+_ 1( IL + £î il *U "" K II s'\h' ^ h ' H'
On trouverait un résultat semblable si l'on supposait trois ou un plus grand nombre d'enceintes successives; et l'on en conclut que ces enveloppes solides, séparées par l'air, concourent beaucoup à augmenter le degré de réchauffement, quelque petite que soit leur épaisseur.
Pour rendre cette remarque plus sensible, nous comparerons la quantité de chaleur qui sort de la surface d'un corps échauffé à celle que le même corps perdrait si la surface qui l'enveloppe en était séparée par un intervalle rempli d'air.
Si le corps A est échauffé par une cause constante, en sorte que la surface conserve la température fixe b, l'air étant retenu à la température moindre a, la quantité de chaleur qui s'échappe dans l'air, pendant l'unité de temps, à travers une surface égale à l'unité scia exprimée par h(b — a), // étant la mesure de la conducibililé extérieure. Donc, pour que la masse puisse conserver la température fixe b, il est nécessaire que le foyer, quel qu'il soit, fournisse une quantité de chaleur égale à hS(b — a), S désignant l'étendue de la surface du solide.
Supposons que l'on détache de la masse A une couche extrêmement mince qui soit séparée du solide par un intervalle rempli d'air, et que la superficie de ce même solide A soit encore maintenue à la lein-
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peinture b. On voit que l'air contenu entre la couche el le corps s'échauffera et prendra une température a' plus grande que <i. La couche elle-même parviendra à un état permanent el transmettra ;i l'air extérieur donl la température fixe esl a toute la chaleur que le corps perd. Il s'ensuit que la quantité de chaleur sortie du solide sera AS h a . au lieu d'elle hS h a -, car on suppose que la nouvelle superficie du solide et relies qui terminent la couche onl aussi la même conducibilité extérieure />. Il est évident que la dépense de la source de chaleur sera moindre qu'elle n'était d'abord. Il s'agit de connaître le rapport exact de ces quantités.
Soient > l'épaisseur de la couche, m la température fixe de sa surface intérieure, n celle de la surface extérieure el K la conducibilité propre. On aura, pour l'expression de la quantité de chaleur qui sort du solide par >a superficie, //S h <i .
Pour celle de la quantité qui pénètre la surface intérieure de la couche, //S (/' — m .
Pour celle de la quantité qui traverse une section quelconque de
cette même couche, KS -
Enfin, pour celle de la quantité qui passe de la surface extérieure dans l'air, AS // (i .
routes ces quantités doivent être égales; on a donc les équations suivantes :
li{n — a) = li {a' — /// .
Si l'on écrit de plus l'équation identique
li n — a ) =: : // ( ri — '/ ,
ci si on les met toutes sous cotte forme
he .
on trouvera, en les ajoutant,
La quantité de chaleur perdue par le solide était
lorsque sa superficie communiquait librement à l'air : elle est maintenant hS(b — a') ou AS(/i — a), qui équivaut à
AS
La première quantité est plus grande que la seconde, dans le rapport
. 0 he ,
de 3 + -.— a i .
Il faut donc, pour entretenir à la température b le solide donl la superficie communique immédiatement à l'air, plus de trois fois autant de chaleur qu'il n'en faudrait pour le maintenir à la même température b lorsque l'extrême surface n'est pas adhérente, mais distante du solide d'un intervalle quelconque rempli d'air.
Si l'on suppose que l'épaisseur e est infiniment petite, le rapport des quantités de chaleur perdues sera 3, ce qui aurait encore lieu si la conducibilité K était infiniment grande.
On se rend facilement raison de ce résultat; car, la chaleur ne pouvant s'échapper dans l'air extérieur sans pénétrer plusieurs surfaces, la quantité qui s'en écoule doit être d'autant moindre que le nombre
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des surfaces interposées esl plus grand; maison n'aurail pu porter, à cet égard, aucun jugement exacl si l'on n'eût point soumis la question .m calcul.
(>n n'a point considéré, dans l'article précédent, l'effet de l'irradiation à travers la couche d'air qui sépare les deux surfaces; cependanl cette circonstance modifie la question, puisqu'il y :i une partie de la chaleur <|ui pénètre immédiatement au delà de l'air interposé. Nous supposerons donc, pour rendre I *< » I > j < * t du calcul plus distinct, que l'intervalle des surfaces <•>! vide d'air cl que le corps échauffé esl couver! d'un nombre quelconque de couches parallèles h éloignées les
Unes des nulle-.
Si la chaleur qui sort du solide par sa superficie plane, entretenue à la température b, se répandait librement dans le vide et était reçue par une mu face parallèle entretenue à une température moindre <-/, la quantité qui se dissiperait pendant l'unité «le temps à travers l'unité de superficie serait proportionnelle à la différence b -a des deux températures constantes; celle quantité serait représentée par II b a . Il étant une valeur de la conducibilité relative qui n'esi pas la même que /'.
Le foyer qui maintient le solide dans son premier état doit donc fournir, dan- chaque unité de temps, une quantité de chaleur égale à Il S A ii . Il faut maintenant déterminer la nouvelle valeur de celte dépense dans le cas où la superficie de ce corps serait recouverte de plusieurs couches successives h séparée- par des intervalles vides d'air, en supposant toujours que le solide esl soumis à l'action d'une cause extérieure quelconque qui retient sa superficie à la température b.
ms que le système de toutes les températures esl devenu fixe : soit m la température de la surface intérieure de la première couche qui est, par conséquent, opposée à celle du solide; soient n la température de la surface extérieure de cette même couche, e son
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épaisseur el K >a COnducibilité spécifique; désignons au>si par/ra', //', m", n", m , n'", m", niv, . . . les températures des surfaces intérieure et extérieure des différentes couches el par K, e la conducibilité et
l'épaisseur de ces mêmes couches; enfui, supposons que toutes ces surfaces soient dans un état semblable à la superficie du solide, en sorte que la valeur du coefficient H leur soit commune.
La quantité de chaleur qui pénètre la surface intérieure (rime couche correspondante à l'indice quelconque /est IIS (/*/_, — m/), celle qui traverse cette couche est - - [mi— ni), et la quantité qui en sort par la surface extérieure est HS(«;-%,). Ces trois quantités et toutes celles qui se rapportent aux autres couches sont égales; on pourra donc former les équations en comparant toutes les quantités dont il s'agit à la première d'entre elles, qui est HS(6 — />*,); on aura ainsi. en désignant par / le nombre des couches,
"ii — 'h = "g- {b — m, ),
m2— res = -jç- (b — m,).
>»j — nj = — (b — m,), n j — a — b — m,.
En ajoutant ces équations, on trouvera
La dépense de la source de chaleur nécessaire pour entretenir la superficie du corps A à la température h est
HS(6 — a)
lorsque cette superficie envoie ses rayons à une surface fixe entretenue
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;i la température b. Cette dépense esl
ll> h — 1)1,) OU ||>
• / Il ' \
lorsque l'on place entre la superficie <lu corps A ci In surface fixe entretenue à la température l> un nombrey de couches isolées; ainsi la quantité de chaleur que le foyer doit fournir est beaucoup moindre dans la seconde hypothèse que dans la première, el le rapport de ces
deux quantités esl (| • Si l'on suppose que l'épaisseur e des
COUches M'il infiniment petite, le rapport esl ■ La dépense du lover
eM doue en raison inverse du nombre des couches qui couvrent la superficie.
I. 'examen de ces résultats et de ceux que Ton obtient lorsque les intervalles de> enceintes successives sonl occupés |>ar l'air atmosphérique explique distinctement pourquoi la séparation des surfaces et l'interposition de l'air concourent beaucoup à contenir la chaleur.
Le calcul fournit encore des conséquences analogues lorsqu'on suppose que h' foyer esl extérieur et que la chaleur qui en émane traverse successivement les diverses enveloppes diaphanes et pénètre l'air qu'elles renferment, (l'est ce qui avait lieu dans les expériences où l'un a exposé aux rayons du soleil des thermomètres recouverts pai plusieurs caisses de verre, entre lesquelles se trouvaient différentes couches d'air.
i • -i par mu' raison semblable que la température des hautes régions de l'atmosphère esl beaucoup moindre qu'à la surface du globe.
En général, les théorèmes concernant réchauffement de l'air dans les espaces clos s'étendent a des questions très variées. Il sera utih d'\ recourir lorsqu'on voudra prévoir el régler la température avec quelque précision, comme dans 1rs serres, les étuves, les bergeries,
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les ateliers ou dans plusieurs établissements civils, tels que les hôpitaux, les casernes, les lieux d'assemblée.
On pourrait avoir égard, dans ces diverses applications, an\ circonstances accessoires <|iii modifient les conséquences du calcul, comme l'inégale épaisseur des différentes parties de l'enceinte, l'introduction de l'air, etc.; mais ces détails nous écarteraient de notre objet principal qui est la démonstration exacte des principes généraux.
An reste, nous n'avons considère, dans ce qui vient d'être dit, que l'état permanent des températures dans les espaces (Ins. On exprime aussi par le calcul l'état variable qui le précède, on celui qui commence à avoir lieu lorsqu'on retranche le foyer, et l'on peut connaître par là comment les propriétés spécifiques des corps que l'on emploie ou leurs dimensions influent sur les progrès et sur la durée de réchauffement; mais cette recherche exige une analyse différente, dont on exposera les principes dans les Chapitres suivants.
SECTION Vil.
1)1 MOUVEMENT UNIFORME DE LA CHALEUR SUIVANT LES rROIS DIMENSIONS.
Nous n'avons considéré jusqu'ici que le mouvement uniforme de la chaleur suivant une seule dimension. Il est facile d'appliquer les mêmes principes au cas où la chaleur se propage uniformément dans trois directions orthogonales.
Supposons que les différents points d'un solide compris entre six plans rectangulaires aient actuellement des températures inégales et représentées par l'équation linéaire
v =■ A -+- ax -f- by H es,
oc, y, z étant les coordonnées rectangulaires d'une molécule dont la température est c. Supposons encore que des causes extérieures quelconques, agissant sur les six faces du prisme, conservent a chacune
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des molécules qui sonl situées à la superficie sa température actuelle, expi imée par l'équation généi aie
nous allons démontrer que ces mêmes causes qui, par hypothèse, retiennent les dernières tranches «lu solide dans leur étal initial, suffisent pour conserver aussi la température actuelle de chacune des molécules intérieures, en sorte que cette température ne cessera point d'être représentée par l'équation linéaire.
L'examen de cette question est un élément de la théorie générale; il servira à faire connaître les lois du mouvement varié de la chaleur dans l'intérieur d'un solide d'une forme quelconque; car chacune des molécules prismatiques dont le corps est composé est, pendant un temps infiniment petit, dans un état semblable à celui qu'exprime l'équation linéaire a . On peut donc, en suivant les principes ordinaires de l'Analyse différentielle, déduire facilement de la notion du mouvement uniforme les équations générales du mouvement varié.
Pour prouver que, le- extrémités du solide conservant leurs températures, il ne pourra survenir aucun changement dans l'intérieur de la masse, il suffit de comparer entre elles les quantités de chaleur qui, pendant la durée d'un même instant, traversent deux plans parallèles, I, la disiance perpendiculaire de ces deux plans que l'on suppose d'abord parallèles au plan horizontal des ,r. Soient m ci ///' deux molécules infiniment voisines, dont l'une est au-dessous du premier plan horizontal el l'autre au-dessus; soient c, y, z les coordonnées de la première et ■•.'.. : les coordonnées de la seconde. On désignera pareillement deux molécules M et M infiniment voisines, séparées pai le second plan horizontal el situées, par rapport a ce second plan, de I., même manière que m et m' le sont par rapport au premier, eYsià-dire que les coordonnées de M sont x, v. .- • A, et celles de M sont / '. v . : />. Il est manifeste que la distance //'/" des deux molécules
72 THÉORIE DE L V Cil WAA R.
/// el ///'est égale à la distance MM' des deux molécules M ci M'; de plus, soient v la température de /// et v' celle de ///', soient aussi V et V les températures de M et M '; il est facile de voir que les deux différences v — v' et V - - V sont égales; en effet, en substituant d'abord les coordonnées de met ///'dans l'équation générale
on trouve
v = A -t- ax -+- h y ■+- cz,
et, en substituant ensuite les coordonnées de M et M', on trouve aussi
Or la quantité de chaleur que m envoie à /«dépend de la dislance //////' qui sépare ces molécules, et elle est proportionnelle à la différence v — v ' de leurs températures. Cette quantité de chaleur envoyée peul être représentée par q{v — v')dt\ la valeur du coefficient q dépend d'une manière quelconque de la distance mm! et de la nature de la substance dont le solide est formé; dt est la durée de l'instant. La quantité de chaleur envoyée de M à M', ou l'action de M sur M ', a aussi pour expression q(\ -- \')dt, et le coefficienl q est le même que dans la valeur q[v — v')dt, puisque la distance MM' est égale à mm' et que les deux actions s'opèrent dans le même solide; de plus, Y — Y' est égal à v — v'; donc les deux actions sont égales.
Si l'on choisit deux autres points n et n' extrêmement voisins l'un de l'autre, qui s'envoient de la chaleur à travers le premier plan horizontal, on prouvera de même que leur action est égale à celles de deux points homologues N et N' qui se communiquent la chaleur à travers le second plan horizontal. On en conclura donc que la quantité totale de chaleur qui traverse le premier plan est égale à celle qui traverse le second pendant le même instant. On tirera la même conséquence de la comparaison de deux plans parallèles au plan des.*-, ou de deux autres plans parallèles au plan des y;. Donc, une partie quelconque du solide, comprise entre six plans rectangulaires, reçoit par
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chacune des faces autant <l»' chaleur qu'elle en perd par la face opposée : donc il n'y a aucune portion du solide qui puisse changer <\c température.
Ou voit par là qu'il s'écoule, à travers un i\v<< plans dont il s'agit, une quantité de chaleur qui est la même à tous les instants, et qui est aussi la même p »ur toutes les autres tranches parallèles.
Pour déterminer la valeur de ce flux constant, nous la comparerons à la quantité de chaleur qui s'écoule uniformément dans un cas plus simple que nous avons déjà traité. Ce eus esl celui d'un solide compris entre deux plans infinis et entretenus dans un étal constant. Nous avons vu que les températures des différents points de la niasse sont alors représentées par l'équation v= A + es; nous allons démontrer que le flux uniforme de chaleur qui se propage en sens vertical dans le solide infini esl égal ;i Celui qui s'écoule dans le même sens a travers le prisme
compris entre six plans rectangulaires. Celte égalité a lieu nécessairement >i le coefficient c de l'équation v A -\-cs, appartenant au premier solide, e>t le même que le coefficient c dans l'équation plus générale e : \.-\-ax h by-\- es qui représente l'état du prisme. En effet, désignons par H dans ce prisme un plan perpendiculaire aux -, et par /// et y. ileux molécules extrêmement voisines l'une de l'autre, dont la première m est au-dessous du plan II, et la seconde est au-dessus de ce
plan: -oiciit e la température de ///, dont les coordonnées sont X, y,
tu la température de [i, dont les coordonnées sont x -+■ x, y -\ i, ••. Choisissons une troisième molécule y.', dont les coordonnées soient c — x, y — >, z - •;, et dont la température soit désignée par w'. On voit que y et y.' Mint sur un même plan horizontal, et que la verticale élevée sur le milieu de la droite y.v.' qui joint ces deux points passe par le point m, en sorte que les distances un. et un. s,,ni égales.
L'a. ii le m sur y. mi la quantité de chaleur que la première de ces
molécules envoie a l'autre a travers le plan II. dépend de la différence c — w de leurs températures. L'action île /// -iw ■>. dépend de la même
I. IO
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manière <l <- la différence v — w des températures des molécules, puisque la distance de /// à jxesl la même que celle de m à y.'. Ainsi, en exprimant par q{v — w) l'action de /// sur y. pendant l'unité de temps, on aura q{y — w') pour exprimer l'action de m sur p.', q étant un facteur inconnu, mais commun, qui dépend et de la distance no. cl de la nature du solide. Donc la somme des deux actions exercées pendanl l'unité de temps est q(v — w -h v — w''). Si l'on substitue, au lieu de x, yetz, dans l'équation générale
j> = \ ax ■+- by -+- c z, les coordonnées de m et ensuite celles de y. et y.', on trouvera
v — w = — a y. — 6(3 — cy,
v — w' = +aa- • 6 (3 — cy.
La somme des deux actions de m sur y. et de w sur y.' est donc - -iqcy.
Supposons maintenant que le plan H appartienne au solide infini pour lequel l'équation des températures est e = A-hcz, et que Ion considère aussi, dans ce solide, les molécules m, y. et y.' dont les coordonnées sont ,v, y, z pour la première, a? -H a, y-\-$, s-t-y pour la seconde et x — a, y — [3, s + y pour la troisième; on trouvera, comme précédemment,
C — W -+- C — w':= — 2CV.
Ainsi la somme des deux actions de m sur y. et de m sur y.' est la même dans le solide infini que dans le prisme compris entre six plans rectangulaires.
On trouverait un résultat semblable si l'on considérait l'action d'un autre point // intérieur au plan II sur deux autres v et v', placés à une même hauteur au-dessus du plan. Donc la somme de toutes les actions de ce genre, qui s'exercent à travers le plan II, c'est-à-dire la quantité totale de chaleur qui, pendant l'unité de temps, passe au-dessus de cette surface, en vertu de l'action des molécules extrêmement voisines qu'elle sépare, est toujours la même dans l'un et l'autre solide.
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Dan- le second de ces corps, qui est terminé par deux plans infinis et pour lequel l'équation îles températures est? : A -+- es, nous savons que la quantité de chaleur écoulée pendant l'unité de temps, à travers une surface égale à l'unité et prise sur une section horizontale quelconque, est K. '• étant le coefficient de ~. et K la conducibilité spécifique : donc la quantité de chaleur qui, dans le prisme compris en lie six plans rectangulaires, traverse pendant l'unité de temps une surface égale à l'unité et prise sur une section horizontale quelconque est aussi -cK, lorsque l'équation linéaire qui représente les températures du prisme
est
V ■/ i by es.
On prouve de même que la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, s'écoule uniformément à travers une unité de surface, prise sur une section quelconque perpendiculaire aux x, est exprimée par
(/K. et que la chaleur totale qui traverse, pendant l'unité de temps, l'unité de surface prise sur une section perpendiculaire aux y est exprimée par — AK.
Les théorèmes que nous avons démontrés dans cel article et dans les deux précédents ne supposent poinl que l'action directe de la chaleur soit bornée dans l'intérieur de la masse à une distance extrêmement petite : il- aillaient eiicuro lieu si les lavons de chaleur eii\o\es
par chaque molécule pouvaient pénétrer immédiatement jusqu'à une distant e assez considérable; mais il serait nécessaire dans ce cas. ainsi que nous l'avons remarqué dan- l'article 70, de supposer que la cause qui entretient les températures des faces <\\\ solide affecte une partie de la masse jusqu'à une profondeur finie.
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SECTION VIII
MESURE IX MOUVEMENT DE LA CHALEUR EN IN POINT DONNE D'UNE MASSE SOLIDE.
Il nous reste encore à faire connaître un des principaux éléments de la Théorie de la chaleur : il consiste à définir et à mesurer exactement la quantité de chaleur qui s'écoule en chaque point d'une masse solide à travers un plan dont la direction est donnée.
Si la chaleur est inégalement distribuée entre les molécules d'un même corps, les températures de chaque point varieront à chaque instant. En désignant par /le temps écoulé et par c la température que reçoit après le temps / une molécule infiniment petite m dont les coordonnées sont .r, y, z, l'état variable du solide sera exprimé par une équation semblable à la suivante :
Supposons que la fonction F soit donnée et que, par conséquent, on puisse déterminer, pour chaque instant, la température d'un point quelconque; concevons que par le point m on mène un plan horizontal parallèle à celui des xy et que, sur ce plan, on trace un cercle infiniment petit (o dont le centre est en m; il s'agit de connaître quelle est la quantité de chaleur qui, pendant l'instant <•//, passera, à travers le cercle o>, de la partie du solide qui est inférieure au plan dans la partie supérieure. Tous les points qui sont extrêmement voisins du point m, et qui sont au-dessous du plan, exercent leur action pendant l'instant infiniment petit r// sur tous ceux qui sont au-dessus du plan et extrêmement voisins du point //i, c'est-à-dire que chacun de ces points [dates d'un même côté du plan enverra de la chaleur à chacun de ceux qui son! places de l'autre côté. On considérera comme positive l'action qui a pour effet de transporter une certaine quantité de chaleur audessus du plan, et comme négative celle qui fait passer de la chaleur
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au-dessous du plan. La somme de toutes les actions partielles <|tii s exercent a travers le cercle <•>. c'est-à-dire la somme de toutes les quantités de chaleur qui, traversant un poinl quelconque <lr ce cercle,
passent de la paiiic du solide qui est inférieure au plan dans la partie supérieure) compose le llu\ dont il faut trouver l'expression.
Il est facile de concevoir (|iie ce llux ne doit pas être le nièilie dans
toute l'étendue du solide et que, si, en un autre point ///' , on traçai) un cercle horizontal <•>' égal au précédent, les deux quantités île chaleur qui S élèvent aU-deSSUS de ces plans <o et ta', pendant le même instant, pourraient n'être poinl égales; ces quantités sont comparables entre elles et leurs rapports sont des nombres que l'on peut facilement déterminer.
Nous connaissons déjà la valeur du llux constant pour le cas du mouvement linéaire et uniforme; ainsi, dans un solide compris entre deux plan> horizontaux infinis dont l'un est entretenu à la température (i et l'autre a la température l>, le llux de chaleur est le même pour chaque partie de la masse; on peut le considérer comme avant lieu dans le sens vertical seulement. Sa valeur correspondante à l'unité
de surface et à l'unité de temps esl K- -, c désiinianl la distance
perpendiculaire des deux plans et K la conducibilité spécifique; les
température-, de- différents points du sidide sont exprimées par l'équation
Lorsqu il s'agit d'un solide compris entre -ix plans rectangulaires parallèle- deux à deux, el lorsque le- températures des différents points -mit exprimée- pai l'équation linéaire
la propagation a Ion en même temps selon les trois direction- de- ; . de- v et des s; la quantité de chaleur qui s'écoule ii travers une por-
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iimi déterminée d'un plan parallèle à celui des xy esl la même dans toute l'étendue du prisme; s;i valeur correspondante a l'unité «le surface cl à l'unité «le temps est — cK ; elle est — /;K dans le sens des y, et — r/K dans celui i\vs x.
En général, la valeur du flux vertical, dans les deux ca> que l'on vient de citer, ne dépend que du coefficient de ; el de la conducibilité
spécifique K; cette valeur est toujours égale à — K--
L'expression de la quantité de chaleur qui, pendant l'instant <7/, s'écoule à travers un cercle horizontal infiniment petit dont la surface est co, et passe ainsi de la partie du solide qui est inférieure au plan du cercle dans la partie supérieure est, pour les deux cas dont il s'agit,
M (II
K ','wf// à:
Il est aisé maintenant de généraliser ee résultat et de reconnaître
qu'il a lieu, quel que soit le mouvement varié de la chaleur exprimé
par l'équation
En effet, désignons par x', y , z' les coordonnées du point /// et par v sa température actuelle. Soient x'-\- E, y' -+- r,, :■'-+- 'Ç les coordonnées d'un point ;;. infiniment voisin du point m et dont la température est w; '£, y), C sont des quantités infiniment petites, ajoutées aux coordonnées i',y',z'; elles déterminent la position des molécules infiniment voisines du point m, par rapport à trois axes rectangulaires dont l'origine est en m et qui seraient parallèles aux axes des r, des v et des z. En différentiant l'équation
et remplaçant les différentielles par ;, r,, 'Ç, on aura, pour exprimer la valeur de w qui équivaut à v ■+ dv, l'équation linéaire
, dv' , dv' dv'
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les coefficients >.,•,>, sont i ! rs Ponctions tic x, y, s, / dans lester a y oz
quelles on a mis pour r, ) . .-■ les valeurs données el constantes x , y . :■' qui conviennenl au poinl m.
Supposons que le même poinl m appartienne aussi à un solide compris entre six plan- rectangulaires, que les températures actuelles des point- de ce prisme qui a tics dimensions finies soienl exprimées par
l'équation linéaire
.1 \ al l'i,
el que les molécules placées sur les faces qui terminenl le solide soienl retenues par une cause extérieure à la température qui leur esl assignée par l'équation linéaire: ;, r. "' si ml les coordonnées rectangulaires d'une molécule du prisme, donl la température est w, el <|iii est rapportée aux trois axes donl l'origine esl en m.
Cela posé, si Ton prend pour valeurs des coefficients constants A, a, !>,'■, qui entrent dans l'équation relative au prisme, les quantités v', -i ' qui appartiennent à l'équation différentielle, l'étal du prisme exprime par l'équat ion
, dv' dv' dv'
coïncidera, le pins qu'il est possible, avec l'étal du solide; c'est-à-dire que toutes les molécules infiniment voisines <ln point /// auront la même température, soil qu'on les considère dans le solide <m dans le prisme. Cette coïncidence du solide el <ln prisme est entièrement analogue a celle des surfaces courbes avec les plan- qui les touchent. Il esl évident, d'après cela, que la quantité de chaleur qui s'écoule
dall- le -idole a tr.i\m- le rende bi, pendant l'ilistaiil <ll , t'-l la même
que celle <)ni s'écoule dans le prisme à travers le même cercle; car toutes les molécules donl l'action concourt à l'un el à l'autre effet ont la même température dans les deux -idoles. Donc le flux donl il s'agil ;i pour expression, dans l'un el l'autre solide, — K , <■></>. Il sérail K , >■,<//. si le cercle <■> donl le centre esl m étail perpendiculaire à
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l'axe dt's y, et - K j-todi si ce cercle étail perpendiculaire à l'axe
des .r.
La valeur du ilux que l'on vient de déterminer varie dans le solide d'un poinl à un autre, et elle varie aussi avec le temps. On pourrait concevoir qu'elle a, dans tous les points de l'unité de surface, la même valeur qu'au point m et qu'elle conserve celte valeur pendant l'unité
de temps; alors le flux serait exprimé par — K- -> il sciait -Kj-
dans le sens des y et — K -- dans celui des x. Nous employons ordinairement dans le calcul cette valeur du flux ainsi rapportée à l'unité de temps et à l'unité de surface.
Ce théorème sert, en général, à mesurer la vitesse avec laquelle la chaleur tend à traverser un point donné d'un plan, situé d'une manière quelconque dans l'intérieur d'un solide dont les températures varient avec le temps. Il faut, par le point donné m, élever une perpendiculaire sur le plan et élever en chaque point de cette perpendiculaire des ordonnées qui représentent les températures actuelles de ses différents points. On formera ainsi une courbe plane dont l'axe des abscisses est la perpendiculaire. La fluxion de l'ordonnée de cette courbe, qui répond au point m, étant prise avec un signe contraire, exprime la vitesse avec laquelle la chaleur se porte au delà du plan. On sait que cette fluxion de l'ordonnée est la tangente de l'angle formé par l'élément de la courbe avec la parallèle aux abscisses.
Le résultat que l'on vient d'exposer est celui dont on fait les applications les plus fréquentes dans la Théorie de la chaleur. On ne peut en traiter les différentes questions sans se former une idée très exacte de la valeur du flux en chaque poinl d'un corps dont les températures sont variables. Il est nécessaire d'insister sur cette notion fondamentale; l'exemple que nous allons rapporter indiquera plus clairement l'usage que l'on en fait dans le calcul.
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Supposons que les différents points d'une masse cubique, dont le côté fsi jt, aient actuellement des températures inégales, représentées par réquation
COS 1 COS » COS
Les coordonnées < . ,v. r son' mesurées sur trois axes rectangulaires, dont l'origine est au centre du cube e( <pii sont perpendiculaires aux faces. Les points de la surface extérieure du solide ont actuellement la température o, et l'on suppose aussi que «les causes extérieures conservent à tous ces points leur température actuelle <>. D'après celte hypothèse, le corps se refroidira de plus en plus; tous les points situés diiiis l'intérieur de la masse auront des températures variables et, après un temps infini, ils acquerront tous la température o de la surface.
Or nous démontrerons par la suite que l'état variable de ce solide -•si exprimé par l'équation
i -' COS ' COS i COS S :
le coefficient gf est égal à ,..> K est la conducibilité spécifique de la
Substance dont le solide e>t formé, D est |;i densité et (] la chaleur spé-
cifique; / est le temps écoulé.
Nous supposons ici que l'on admet la vérité de cette équation, et nous allons examiner l'usage que l'on en doit faire pour trouver la quantité de chaleur qui traverse un plan donne, parallèle a l'un des plans rectangulaires.
Si. par le point m dont les coordonnées sont / . y, z, on mène un plan perpendiculaire aux 5, on trouvera, d'après l'article précèdent,
que la valeur du flux en ce point et a travers le plan est
K ou K cos cosvsin-, os
La quantité de chaleur qui traverse, pendant l'instant <li, un reci . h
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tangle infiniment petit situé sur ce plan et qui a pour rotes d.r et dy
est
Ke~#' cos.r cos y >in s rfa: <-/>' dt.
Ainsi la chaleur totale qui, pendant l'instant dt , traverse l'étendue entière du même plan est
Ke "*' si i) ; dt //cos.r cosy dx d\ :
la double intégrale étant prise depuis x — — ^tt jusqu'à x = ~~, et
depuis j — — ^-k jusqu'à y = ^û. On trouvera donc pour l'expression
de cette chaleur totale
4Ke e'sinzdt.
Si l'on prend ensuite l'intégrale par rapport à /, depuis l — o jusqu'à / = t, on trouvera la quantité de chaleur qui a traversé le même plan, depuis que le refroidissement a commencé jusqu'au moment actuel.
Cette intégrale est — sins(i — rfl); elle a pour valeur à la surface
— (i — e~gt), en sorte qu'après un temps infini la quantité de chaleur
perdue par l'une des faces est — ■ ■ Le même raisonnement s'appli-
quant à chacune des six faces, on conclut que le solide a perdu par son refroidissement complet une chaleur totale dont la quantité est
— ou 8CD, puisque g- équivaut à ™- Cette chaleur totale qui se dissipe pendant la durée du refroidissement doit être, en effet, indépendante de la conducihilité propre K, qui ne peut influer que sur le plus ou moins de vitesse du refroidissement.
On peut déterminer d'une autre manière la quantité de chaleur que le solide perd pendant un temps donné, ce qui servira, en quelque sorte, à vérifier le calcul précédent. En effet, la masse de la molécule rectangulaire dont les dimensions sont dx, dy, dz est hdxdydz; par conséquent la quantité de chaleur qu'il faut lui donner pour la porter de la température o à celle de l'eau bouillante est CD dxdydz, et, s'il fallait élever la molécule à la température v, cette chaleur excédante serait v CD dxdydz.
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Il suit de là que, pour trouver la quantité donl la chaleur du solide surpasse, ;• [ > ri-s le temps /. celle qu'il contiendrai! à la température o, il faut prendre l'intégrale multiple ÇffvCDdxdyds cuire les limites
On trouve ainsi, en mettant pour v sa valeur, savoir
COS ' cos > cos
que l'excès de la chaleur actuelle sur celle qui convient à la température «» es( 8CD i ou, après un temps infini, 8GD, comme on l'a trouvé précédemment.
Nous avons exposé, dans celle Introduction, tous les éléments qu'il est nécessaire dr connaître pour résoudre les diverses questions relatives au mouvement de la chaleur dans les corps solides, et nous avons donne des applications de ces principes afin de montrer la manière de les employer dans le calcul; l'usage le plus important que l'on en puisse taire est d'en déduire les équations générales de la propagation de l.i chaleur, ce qui est l'objet du Chapitre suivant.
LOI
On pourrait former les équations générales qui représentent le mouvement de la chaleur dans les corps solides d'une ligure quelconque cl les appliquer aux cas particuliers. Mais cette méthode entraine quelquefois des calculs assez compliqués que l'on peut facilement éviter. Il y a plusieurs de ces questions qu'il est préférable de traiter d'une manière spéciale en exprimant les conditions qui leur sont propres. Nous allons suivre cette marche et examiner séparément les question*. que l'on a énoncées dans la Section I de l'Introduction; nous nous bornerons d'abord à former les équations différentielles, et nous en donnerons les intégrales dans les Chapitres suivants.
On a déjà considéré le mouvement uniforme de la chaleur dans une barre prismatique d'une petite épaisseur et dont l'extrémité est plongée dans une source constante de chaleur. Ce premier cas ne présentait aucune difficulté, parce qu'il ne se rapporte qu'à l'état permanent des températures et que l'équation qui l'exprime s'intègre facilement. La question suivante exige un examen plus approfondi; elle a pour objet de déterminer l'état variable d'un anneau solide dont les différents points ont reçu des températures initiales entièrement arbitraires.
CHAPITRE II. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
L'anneau solide ou armille esl engendré par la révolution d'une section rectangulaire autour d'un axe perpendiculaire au plan de l'anneau fig. > : / esl le périmètre de la section dont S esl la surface, le coefficient /> mesure la conducibilité extérieure, K la conducibilité propre, C la capacité spécifique de chaleur, I) la densité. La ligne o t t v représente la circonférence moyennede l'armille, ou celle i|iii passe par les centres de figure «le toutes les sections; la distance d'une section à l'origine o esl mesurée par l'arc donl la longueur esl ' : R esl le rayon de la circonférence moyenne.
On suppose qu'à raison «les petites dimensions el de la forme de la - tion 'm puisse regarder comme égales les températures îles différents points d'une même section.
Concevons que l'on donne actuellement aux différentes tranches de l'armille des températures initiales arbitraires, el que ce solide suit ensuite exposé à l'air, qui conserve la température <> el <|ni est déplacé avec un<' vitesse constante; le système des températures variera continuellement; la chaleur se propagera dans l'anneau el elle se dissipera par la surface : on demande quel sera l'étal du solide dan- un instant donné.
Suit r la température que la section placée a la distance x aura acquise après le temps écoulé t\ v esl une certaine fonction de x el de /. dans laquelle doivent entrer aussi toutes les températures initiales; c'est cette fonction qu'il s'agil de découvrir.
On considérera le mouvemenl de la chaleur dans une tranche infiniment petite, comprise outre une section placée à la distance x et une antre section placée à la distance x -t- dx. L'état de cette tram lie pendant la durée d'un inslant est celui d'un solide infini que terminent deux plans parallèles retenus à des températures inégales; ainsi la quantité de chaleur qui s'écoule pendant cet instant <lt à travers la première section, et passe ainsi de la partie du solide qui précède la tranche dans cette tranche elle-même, est mesurée, d'après les principes établis dans l'Introduction, par le produit de quatre facteurs,
savoir la conducibilité K, l'aire de la section S, le rapport -r- et la
durée de l'instant; elle a pour expression -- KS y-///. Pour connaître la quantité de chaleur qui sort de la même tranche à travers la seconde section et passe dans la partie contiguë du solide, il faut seulement changer x en x-\-dx dans l'expression précédente ou, ce qui est la même chose, ajouter à cette expression sa différentielle prise par rapport à x : ainsi la tranche reçoit par une de ses faces une quantité de
chaleur égale à — KS -y-.dt et perd par la face opposée une quantité de chaleur exprimée par — KS -r-dt — KS j-^dxdt. Elle acquiert donc,
;i raison de sa position, une quantité de chaleur égale à la différence
dsc des deux quantités précédentes, qui est KS -r—,dxdt.
D'un autre côté, cette même tranche, dont la surface extérieure est Idx et dont la température diffère infiniment peu de v, laisse échapper dans l'air, pendant l'instant dt, une quantité de chaleur équivalente à hlvdxdt; il suit de là que cette partie infiniment petite du solide conserve, en effet, une quantité de chaleur représentée par
d2e KS r—-dxdt — hlvdxdt
et qui fait varier sa température. Il faut examiner quelle est la quantité de ce changement.
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Le coefficient (' exprime ce qu'il Paul de chaleur pour élever l'unité de poids de la substance dont il s'agit depuis la température o jusqu'à la température i : par conséquent, en multipliant le volume S <l.v de la tranche inônimenl petite par la densité I). pour connaître smi poids. et par la capacité spécifique de chaleur (', on aura CDScfa;, pour la quantité de chaleur qui élèverait le volume de la tranche depuis la température <> jusqu'à la température i. Donc l'accroissement de la température qui résulte de l'addition d'une quantité de chaleur égale ii KS . ,'l.vdi — hhtlvtli se trouvera en divisant cette dernière quan-
tité par f.DSr/r. Donc, en désignant selon l'usage par --<lt l'accroissement de température <|ui a lieu pendant l'instant <lt, on aura l'équation
dv JC_ ^e _ l'I ôt ~ CD dx* CDS ' "
Nous expliquerons par la suite l'usage que l'on doit faire de cette équation pour en déduire nue solution complète, et c'est en cela que consiste la difficulté de la question; nous nous humerons ici à une remarque qui concerne l'étal permanent de l'armille.
Supposons que, le plan de l'an m mu et a ni horizontal, on place au-dessous de divers points m, /<./>. <\. ... des foyers de chaleur dont chacun iv. ■ iinr action constante; la chaleur se propagera dans le solide et, celle '|ui se dissipe par la surface étant incessamment remplacée par celle qui émane des foyers, la température de chaque section du solide s'approchera de plus en plus d'une \aleur stationnaire <|ui varie d'une tion à l'autre. Pour exprimer, au moyen de l'équation (b), la loi de dernières températures qui subsisteraient d'elles-mêmes si elles étaient établies, il faut supposer que la quantité v ne varie point par
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rapporl ii /, ce qui rend nul le terme • On aura ainsi l'équation
d*v _ hl dx* ~ KS v ;
d'où l'on déduit par l'intégration
fiï rn
c = Me rvKS+Ne Vks,
M el N étant les deux constantes.
Supposons qu'une portion de la circonférence de l'anneau, placée
entre deux foyers consécutifs, soit divisée en parties égales; désignons
par vt, ç>2» r3» v*> ••• les températures des points de division dont les
distances à l'origine sont a?0 cc2, x3f ccA, ...; la relation entre v et x
sera donnée par l'équation précédente, après que l'on aura déterminé les
deux constantes au moyen des deux valeurs de pqui correspondent aux
/— loyers. Désignant par a la quantité e Kset par a la distance .r2 — r,
de deux points de division consécutifs, on aura les équations
c, = Ma*. -+-Na--S vz=Makax> +Na4a-Jî.) c3 = M a2)- a21' + N a~2)' a"2. ;
d'où l'on tire la relation suivante :
On trouverait un résultat semblable pour les trois points dont les températures sont v2, v3, c.,, et en général pour trois points consécutifs. Il suit de là que, si l'on observait les températures v, , v2, c.,, c, , r5, . . . de plusieurs points successifs. Ions placés entre les (]ru\ mêmes foyers /// et // et séparés par un intervalle constant a, on reconnaîtrait que trois températures consécutives quelconques sont toujours telles que la somme de deux extrêmes, divisée par la moyenne, donne un quotient constant y.' + %"' .
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Si. dans l'espace compris entre deux autres foyers // el /', on observait les températures de divers autres points séparés par le même intervalle X, on trouverait encore que, pour trois points consécutifs quelconques, la somme des deux températures extrêmes, divisée par la moyenne, donne le même quotient -/' - « '. La valeur de ce quotienl ne dépend ni de h position ni de l'intensité des foyers.
Iii(.>.
Soit y cette valeur constante, on aura l'équation
on voit [>;ir là que, lorsque la circonférence est divisée en parties _ li'-. les températures «les points de division compris entre deux foyers consécutifs sont représentées par les termes d'une série récurrente dont l'échelle de relation est composée de deux termes y et — i . Les expériences ont pleinement confirmé ce résultat. Nous avons exposé un anneau métallique à l'action permanente et simultanée de divers foyers de chaleur et nous avons observé les températures slationnaires de plusieurs points séparés par un intervalle constant ; mois avons toujours reconnu que les températures de trois points consécutifs quelconques, non sépares par un foyer, avaient entre elles la relation dont il s'agit. Suit que l'on multiplie les foyers, et de quelque manière qu'on le- dispose, on ne peut apporter aucun changement à la valeur numérique du quotient ;; il ne dépend que des dimen-
sions nu de la nature de l'anneau, et non de la manière dont ce solide est échauffé.
I rsqu'on a trouvé par l'observation la valeur du quotient constant y nu -, on eu conclut la valeur de oc, au moven de l'éauation
Cette quantité étant déterminée, un en conclut la valeur du rapport
' i qui est y(loga)'-'. Désignant -/' par a>, on aura
r,r — qa -f- 1 3= o.
L'une des racines de cette équation est a\ et l'autre racine est y.~' ;
ainsi le rapport des deux conducibilités se trouve en multipliant '-. par
le carré du logarithme hyperbolique de l'une quelconque des racines de l'équation w2 — qu> ■+- 1 = o et divisant le produit par X2.
ÉQUATION DU MOUVEMENT VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UNE SPHÈRE SOLIDE
Une masse solide homogène de forme sphérique, ayant été plongée pendant un temps intini dans un milieu entretenu à la température permanente r, est ensuite exposée à l'air qui conserve la température o et qui est déplacé avec une vitesse constante : il s'agit de déterminer les états successifs du corps pendant toute la durée du refroidissement.
On désigne par x la distance d'un point quelconque au centre de la sphère , par v la température de ce même point après un temps écoulé t; on suppose, pour rendre la question plus générale, que la température initiale, commune à tous les points qui sont placés à la distance x du centre, est différente pour les différentes valeurs de x\ c'est ce qui aurait lieu si l'immersion ne durait point un temps infini.
Les points du solide, également distants du centre, ne cesseront point d'avoir une température commune; ainsi v est une fonction de x et de t. Lorsqu'on suppose £ = o, il est nécessaire que la valeur de cette fonction convienne à l'état initial qui est donné, et qui est entièrement arbitraire.
( il mm i i;i ii.
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!ll
On considérera le mouvement instantané de la chaleur dans une couche infiniment peu épaisse, terminée par les deux surfaces s | » 1 1 ('• riques dont les rayons sonl x el x dx : la quantité de chaleur (|iii. pendant un instanl infiniment petit <//, traverse la moindre surface dont le rayon esl x, el passe ainsi de la partie «lu solide qui est plus voisine «lu centre dans la couche sphérique, esl égale au produit de quatre facteurs qui sonl la conducibilité K. la durée '//, l'étendue \-r-
de la surface, el le rapport 3- pris avec un signe contraire; elle esl
exprimée par
, ■- ., àv .
- . k->- : dt.
ll.r
Pour connaître la quantité de chaleur qui s'écoule pendant le même instant par la seconde surface de la même couche, el passe de cette couche (litns la partie du solide qui l'enveloppe, il faul changer, dans l'expression précédente, x en x-\-dx, c'est-à-dire ajouter au terme
— |K- ■ dt la différentielle de Ce ferme prise par rapport il x. On
trouve ain^i
-iK-
di
à [ « dv *
il\- ( ■'■' ) dasdt,
pour l'expression de la quantité de chaleur qui sorl de la couche sphérique en traversant sa seconde surface; et, si l'on retranche cette quantité de celle qui entre par la première surface, on aura
il ! , II.
Cette différence esl évidemment la quantité de chaleur qui s'accumule dans la couche intermédiaire, el dont l'effet esl de faire varier sa température.
Le coefficient (1 désigne ce qu'il faul de chaleur pour élever <\r la température <> à la température 1 un poids déterminé «pu sert d'unité;
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I) est le poids de l'unité de volume; \-.i- <l.r est le volume de la couche intermédiaire ou n'eu diffère que d'une quantité qui doit être omise : doue \-.(]\).i' <lv est la quantité de chaleur nécessaire pour porter la tranche intermédiaire de la température o a la température i. Il faudra par conséquent diviser la quantité de chaleur qui s'accumule dans cette couche par ]-('.\) r- <l.i\ ci l'on trouvera l'accroissement de sa température v pendant l'instant di. On obtiendra ainsi l'équation
dv=z—di— —(a* —
CD -r2 au \ dx
OU
<fr_ K fdsv u_ _a <V
dt ~~ CD\g>./- + ./• ,h-i
L'équation précédente représente la loi du mouvement de la chaleur dans l'intérieur du solide; mais les températures des points de la surface sont encore assujetties à une condition particulière qu'il est nécessaire d'exprimer.
Celte condition relative à l'état de la surface peut varier selon la nature des questions que l'on Irai le; on pourrait supposer, par exemple, qu'après avoir échauffé la sphère et élevé toutes ses molécules à la température de l'eau bouillante, on opère le refroidissement en donnant à tous les points de la surface la température o et les retenant ii cette température par une cause extérieure quelconque. Dans ce cas, on pourrait concevoir que la sphère dont on veut déterminer l'état variable est couverte d'une enveloppe, extrêmement peu épaisse. sur laquelle la cause du refroidissement exerce son action. On supposerai! : i° que cette enveloppe infiniment mince est adhérente au solide, qu'elle est de la même substance que lui, et qu'elle en fait partie, comme les autres portions de la masse; 2° que toutes les molécules de l'enveloppe sont assujetties à la température o par une cause toujours agissante qui empêche que cette température puisse
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être jamais au-dessus ou au-dessous de o. Pour exprimer cette même condition dans le calcul, on doit assujettir la fonction v, qui contient r el /. ;i devenir nulle lorsqu'on donne à x sa valeur totale \ égale au rayon de la sphère, quelle que soit d'ailleurs la valeur de /. On aurai! donc, ilanv cette hypothèse, en désignant par -r v,t) la fonction de i ci / »|tii doil donner la valeur de »\ les deux équations
K ■ dv
i D à > dx r
de plus, il faut que l'étal initial soil représenté par cette même fonction o c,t : on aura donc, pour seconde condition,
Ainsi l'étal variable d'une sphère solide, dans la première hypothèse que nous avons décrite, sera représenté par une fonction r, qui doil satisfaire aux trois équations précédentes. La première esl générale el convient à chaque instanl à tous les points de la masse; la seconde affecte les seules molécules de la surface el la troisième n'appartient qu'à l'état initial.
Si le solide se refroidit dans l'air, la seconde équation est différente; il faut alors concevoir que l'enveloppe extrêmement minée est retenue, par une cause extérieure, dans un état propre à faire sortir à chaque instanl de la sphère une quantité de chaleur égale à celle que la présence du milieu peut lui enlever.
<>r la quantité de chaleur qui, pendant la durée d'un instanl intiniment petit dt, s'écoule dans l'intérieur du solide, à travers la surface
sphérique placée à la distance x, est éeale .1 i K - x dt: el cette
expression générale est applicable à toutes les valeurs de x. linsi, en y supposant c X, on connaîtra la quantité de chaleur qui, dans l'étal
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variable de la sphère, passerai! à travers l'enveloppe extrêmement mince qui la termine; d'un autre côté, la surface extérieure du solide ayanl une température variable, que nous désignerons par Y, laisserait échapper dans l'air nue quantité de chaleur proportionnelle a cette température et à l'étendue de la surface, qui est 4-.X-. Celte quantité a pour valeur ]//~\'- \ ~ <ll .
Pour exprimer, comme on le suppose, «pie L'action de l'enveloppe remplace à chaque instant celle qui résulterait de la présence <ln milieu, il suf'tit d'égaler la quantité \/i-\-\ di à la valeur que
reçoit l'expression K — Zj -X2 -z-/lt, lorsqu'on donne à x sa valeur
totale X; et l'on obtient par là l'équation ,- = — ^ <•, qui doit avoir
lieu lorsque dans les fonctions ,- et v on met, au lieu de .r, sa valeur X.
ce que l'on désignera en écrivant
t- dV
Il faut donc que la valeur de -y-, prise lorsque r = X. ait un rapport constant — ^ avec la valeur de cqui répond au même point. Ainsi l'on supposera que la cause extérieure du refroidissement détermine toujours l'état de l'enveloppe extrêmement mince, en sorte que la valeur
de j- qui résulte de cet état soit proportionnelle à la valeur de r correspondante à x = X, et que le rapport constant de ces deux quantités soit - -• Cette condition étant remplie au moyen d'une cause toujours présente, qui s'oppose à ce que la valeur extrême de y- soit autre que v, l'action de l'enveloppe tiendra lieu de celle de l'air.
Il n'est point nécessaire de supposer que l'enveloppe extérieure soit extrêmement mince et l'on verra par la suite qu'elle pourrait avoir une épaisseur indéfinie. On considère ici cette épaisseur comme infi-
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nimenl petite, pour ne fixer l'attention que sur l'état de la superficie du solide.
Il suit de la que les trois équations qui doivent déterminer la fonction ç i . i ou v sonl les suivantes :
d Cl)
La première a lieu pour toutes les valeurs possibles de x el de /; la satisfaite lorsque x \. quelle que suit la valeur de /: el la 1 1-« > i — i î • m »» est satisfaite pour / <>, quelle que suit la valeur de x.
On pourrait supposer que, dans Trial initial, toutes les couches sphériques n'ont pas une même température; c'est ce qui arrive nécessairement, si l'on ne conçoit pas que l'immersion ail duré un temps inlini. Dan- ce cas, <|ni est plus général que le précédent, on représentera par I" r la fonction donnée, qui exprime la température initiale des molécules placées à la distance x iln centre de la sphère; on remplacera alors la troisième équation par celle-ci
Il ne reste plus qu'une question purement analytique dont on donnera la solution dans l'un des Chapitres suivants. Elle consiste à trouver la valeur de v, au moyen de la condition générale <•! des deux conditions particulières auxquelles elle est assujettie.
IIS
I il cylindre solide, d'une longueur infinie, <'i dont le côté "'-i perpendiculaire a l.i base circulaire, axant été entièrement plongé dan-
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un liquide dont la température est uniforme, s'est échauffé successivement, en sorte que tons les points également éloignés de l'axe onl acquis la même température; on l'expose ensuite à un courant d'air plus froid; il s'agit de déterminer les températures des différentes couches, après un temps donné.
x désigne le rayon d'une surface cylindrique dont tous les points sont également distants de l'axe; X est le rayon du cylindre; v est la température que les points du solide, situés à la distance .r de l'axe, doivent avoir, après qu'il s'est écoulé, depuis le commencement du refroidissement, un temps désigné par /. Ainsi v est une fonction de x et de t; et, si l'on y fait t = o, il est nécessaire que la fonction de x, qui en proviendra, satisfasse à l'état initial qui est arbitraire.
On considérera le mouvement de la chaleur dans une portion infiniment peu épaisse du cylindre, comprise entre la surface dont le rayon est x et celle dont le rayon est x-hdx. La quantité de chaleur que cette portion reçoit, pendant l'instant dt, de la partie du solide qu'elle enveloppe, c'est-à-dire la quantité qui traverse pendant ce même temps la surface cylindrique dont le rayon est x, et à laquelle
nous supposons une longueur égale à l'unité, a pour expression
dv - iYl-xx j-dt. Pour trouver la quantité de chaleur qui, traversant la
seconde surface dont le rayon est x -+- dx, passe de la couche infiniment peu épaisse dans la partie du solide qui l'enveloppe, il faut, dans l'expression précédente, changer x en x 4- dx, ou, ce qui est la même
chose, ajouter au terme — iULtzx -r-dt la différentielle de ce terme, prise par rapport à x. Donc la différence de la chaleur reçue à la chaleur perdue ou la quantité de chaleur qui, s'accumulant dans la couche infiniment petite, détermine les changements de température, est cette même différentielle, prise avec un signe contraire, ou
2\ir. dt —— ( x ^—) (l.i ; dx V dx I
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d'un autre côté, le volume de cette couche intermédiaire est j.-.vdv et 'C|)t vdx exprime ce qu'il faul de chaleur pour l'élever de la température o à la température i, C étant la chaleur spécifique, el 1) lu densité : donc le quotienl
\K-ndt .
d di .
il l> -.r
esl l'accroissemenl que reçoit la température pendant l'instant <lt. <>n obtient ainsi l'équation
K (d*v \_ (hdt « h \d.c- x <h
La quantité de chaleur qui traverse, pendant l'instante, la surface cylindrique < 1< • 1 1 1 le rayon est x étant généralement exprimée par
•k-r -—///, il s'ensuit que l'on trouvera celle qui sort pendant le
même temps de la superficie du solide en faisant, dans la valeur précédente, c \ : d'un autre côté, cette même quantité qui se dissipe dans l'air est, selon le principe de la communication de la chaleur, TzXhvdt; on doit donc avoir à la surface l'équation déter-
niiir K :-=àp. La nature de ces équations est expliquée avec
plus d'étendue, soil <lans le> articles qui se rapportent à la sphère, dans ceux où l'on donne les équations générales pour un corps d'un.- figure quelconque. La fonction v, qui représente le mouvement <le la chaleur dans un cylindre infini, doit donc satisfaire : i \ l'équation générale
dv _ K d i <)<
Jt ' Cli ' ~,)~ , Ta >'
qui a lieu quelles que soient a et /:
2° A l'équation déterminée
A dv
qui a lieu, quelle que soit la variable t, lorsque x--- X; V1 A l'équation déterminée
cette dernière condition doit èlre remplie pour toutes les valeurs de v, où l'on fait t = o, quelle que soit la variable x. La fonction arbitraire F(.r) est supposée connue et elle correspond à l'étal initial.
ÉQUATIONS DU MOUVEMENT UN1FOKME DE LA CHALEUR DANS IN PRISME SOLIDE DÏNI LONG! Il H INFINIE.
Une barre prismatique est plongée par une de ses extrémités dans une source constante de chaleur qui maintient cette extrémité a la température A; le reste de cette barre, dont la longueur est intime, demeure exposé à un courant uniforme d'air atmosphérique entretenu à la température o; il s'agit de déterminer la plus haute température qu'un point donné de la barre puisse acquérir.
Cette question diffère de celle de l'article 7)5 en ce qu'on a égard ici a toutes les dimensions du solide, ce qui est nécessaire pour que l'on puisse obtenir une solution exact.'. En effet, on est porte à supposer que, dans une barre d'une très petite épaisseur, tous les points d'une même tranche acquièrent des températures sensiblement égales; cependant il peut rester quelque incertitude sur les résultats de cette supposition. Il est donc préférable de résoudre la question rigoureusement et d'examiner ensuite, par le calcul, jusqu'à quel point et dans quel cas on est fonde à regarder comme égales les températures des divers points d'une même section.
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La section faite perpendiculairement à la longueur de la barre esl un carré donl le côté es( il; l'axe de la barre esl l'axe des x e( l'origine est à l'extrémité A. Les trois coordonnées rectangulaires d'un point de la l'.n iv sont r, y . : : la température Qxe du même poinl esl désignée par i .
La question consiste à déterminer les températures que l'on doil donner aux divers points de la barre, pour qu'elles continuent de subsistei sans aucun changement, tandis que la surface extrême A <|iii communique avec la source de chaleur demeure assujettie, dans tous - - points, à la température permanente A : ainsi v esl une fonction
«le r. de ) i't di' r.
On considérera le mouvement de la chaleur dans une molécule prismatique, comprise entre six plan- perpendiculaires aux trois axes des i . desj el des r. Les trois premiers plans passenl par le poinl m
donl h'- c tonnées sonl r, y, -. ci les autres passenl par le point ///
donl les coordonnées sonl x — dx, y + dy, z — riz.
Pour connaître la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, pénètre dans la molécule, a travers le premier plan passant par !<• point /// el perpendiculaire aux x, il faul considérer que la surface de la molécule qui esl située sur ce plan a pour étendue <lz dy, cl (pic le Qux (|iii traverse cette aire esl égal, suivant le théorème de l'article 98,
à — K ; ainsi la molécule reçoit, à travers le rectangle dœdy passant par le poinl m, nue quantité de chaleur exprimée par
— K ri r ri Y , •
il r
I'«>n r trouver la quantité de chaleur qui traverse la lace opposée el sorl
de la molécule, il faul substituer, dans l'expression précédente, x-\-dx
qui esl la même chose, ajouter a cette expression sa diffé-
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rentielle prise par rapport ;i x seulement; on en conclut que la molécule perd, p;ir s;i seconde face perpendiculaire aux x, une quantité de chaleur équivalente à
-Kdzdy^-JLdzdy * (¥)dx;
on doit par conséquent la retrancher de celle qui était entrée par la face opposée; la différence de ces deux quantités est
R ds dy dx-. — :;
J dx1 '
elle exprime combien il s'accumule de chaleur dans la molécule, à raison de la propagation suivant le sens des x\ et cette chaleur accumulée ferait varier la température de la molécule, si elle n'était point compensée par celle qui se perd dans un autre sens.
On trouve, de la même manière, qu'à travers le plan perpendiculaire aux y et passant par le point m, il entre dans la molécule une quantité de chaleur égale à
- - R dzdx —î
ày
et que la quantité qui sort par la face opposée est
— R dz dx — Kdz dx d -^- »
dy dy
celte dernière différentielle étant prise par rapport à y seulement. Doue la différence de ces deux quantités, on
R dz dx dv ——-,
J ôy-
exprime combien la molécule acquiert de chaleur, à raison de la propagation dans le sens des y.
Enfin on démontre de même que la molécule acquiert, à raison de la propagation dans le sens des z, une quantité de chaleur égale à
()' i R dx dy dz -— - •
J ùz-
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Or, pour qu'elle ne change poinl de température, il est nécessaire qu'elle conserve autant de chaleur qu'elle en contenait d'abord, en sorte que ce qu'elle en acquierl dans un sens serve à compenser ce qu'elle en perd dans un autre. Donc la somme «les huis quantités do chaleur acquises doit être nulle, et l'on forme ainsi l'équation
Il reste maintenant à exprimer les conditions relatives à la surface. Si l'on suppose que !<■ point /// appartient à l'une des faces de la barre prismatique et «j m* cette face est perpendiculaire aux r. on voit que le rectangle dxdy laisse échapper dans l'air, pendant l'unité de temps, une quantité de chaleur égale à
hdxdy\ .
en désignant par V la température du point m à la surface, c'est-à-dire ce que devient la fonction cherchée ip x,y,z) lorsqu'on fait z = l, demi-largeur du prisme. D'un antre côté, la quantité de chaleur «pii, en vertu de l'action des molécules, traverse pendant l'unité de temps nue surface infiniment petite co, située dans l'intérieur du prisme perpendiculairement aux -. est, d'après les théorèmes cités, égale à
- Kco -p- Cette expression est générale et, en l'appliquant aux points
pour lesquels la coordonnée z a sa valeur complète /, on en conclut que la quantité de chaleur qui traverse le rectangle dxdy, placé à la superficie, est
— k (lr ,h — •
en donnant a - dan- l.i fonction ' sa valeur complète /. Dune les deux quantités -k'/V'/v et h dxdyv doivent être égales, pour que l'action d<'> molécules convienne avec celle du milieu. Cette égalité doit
aussi subsister si l'on donne à s dans les fonctions ^ et p la valeur — /, ce qui a liou pour la face opposée à celle que l'on considérait d'abord. De plus, la quantité de chaleur qui traverse une surface plane infiniment petite a), perpendiculaire à l'axe des y, étant -- Kw^, il s'ensuit que celle qui s'écoule à travers un rectangle dxdz, placé sur une face du prisme perpendiculaire aux y, esl
— K dx dz -— >
ày
en donnant à y dans la l'onction j- sa valeur complète /. Or ce rec
(h ày
tangle rZr^- laisse échapper dans l'air une quantité de chaleur exprimée par
h dx dz v\
il est donc nécessaire que l'on ait l'équation
ày lorsqu'on fait y = L ou y = — /, dans les fonctions v et ^
La valeur de la fonction v doit être, par hypothèse, égale à A lorsqu'on suppose x = o, quelles que soient les valeurs de v et de s. Ainsi la fonction cherchée v est déterminée par les conditions suivantes :
i° Elle satisfait, pour toutes les valeurs de x, y, z, à l'équation générale
(T- v (Pv d1^ __ ùxl dyi dz*
2° Elle satisfait à l'équation
h dv
CHAPITRE II. li M ETIONS DIFFÉRENTIELLES. 103 sque ) équivaul à /. ou à — /. quelles que soient x cl 3, el a l'équa-
tion
// dv
lorsque s équivaul à /. ou à — /. quelles que soienl x el y, Elle satisfait à l'équation
lorsque -r ■ o, quelles que soien m et s.
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in solide de forme cubique <l<»ni tous les points onl acquis une même température esl placé dans un courant uniforme d'air atmosphérique, entretenu à la température o. Il s'agil de déterminer les états successifs du corps pendant toute la durée tin refroidissement.
Le centre du cube esl pris pour origine des coordonnées rectangulaires; les trois perpendiculaires abaissées de ce point sur 1rs faces -(.ut les axes des x, des y et des s; il est le côté du cube, v esl la température à laquelle un point dont les coordonnées sonl x,y, z se trouve abaissé après le temps t qui s'esl écoulé depuis le commencement du refroidissement : la question consiste à déterminer la fonction v, qui
itienl ' . y, z el /.
Pour former l'équation générale à laquelle v doil satisfaire, on cherchera quel est le changement de température qu'une portion infinimenl petite du solide doil éprouver pendant l'instant dt, en vertu de l'action des molécules qui en sonl extrêmemenl voisines. On considérera don< une molécule prismatique comprise entre six plans rectangulaires; les trois premiers passent par le poinl m dont les coordonnées sonl x, > .
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z, et les trois autres par le point m' dont les coordonnées soûl x ■+- ctr,
La quantité de chaleur qui pénètre pendant l'instant dt dans la molécule, à travers le premier rectangle dydz perpendiculaire aux x, est
— K dy dz -y- dt,
et celle qui sort dans le même temps de la molécule, par la face opposée, se trouve en mettant x -+- dx au lieu de x dans l'expressi précédente; elle est
- K dy dz ~dt-k dy dz d -£- dt, dx ox
on
cette différentielle étant prise par rapport à x seulement. La quantité de chaleur qui entre pendant l'instant dt dans la molécule, à travers le premier rectangle dxdz perpendiculaire à l'axe des r, est
— k d.r dz-r- dt, dy
et celle qui sort de la molécule, dans le même instant, par la face
opposée, est
— K d.r dz V- dt — K dx dz d -r- di .
dy v}
la différentielle étant prise par rapport à y seulement. La quantité de chaleur que la molécule reçoit pendant l'instant dt, par sa face inférieure perpendiculaire a l'axe des s, est
— K dx dv -3- dt • dz
et celle qu'elle perd par la face opposée est
— kdxdv~dt—\\ dxdyd-^ dt,
■ dz • dz
la différentielle étant prise par rapport à z seulement.
Il faut maintenant retrancher la somme de toutes les quantités de
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chaleur qui sortent de la molécule de (a somme îles quantités qu'elle reçoit, el la différence esl ce qui détermine son accroissement de température pendant un instant : cette différence est
K h dzd^-dt ■ VLdzdzd^-di ^dxdyd^-dl
OJC (M OZ
"Il
Si l'on divise la quantité que l'on vient de trouver par celle qui esl nécessaire pour élever la molécule de la température o à la température i. <>n connaîtra l'accroissement de température qui s'opère pendant l'instant <li . Or cette dernière quantité esl CDdxdydz; car C désigne la capacité de chaleur de la substance, I) sa densité el dxdydz le volume de la molécule. On a donc, pour exprimer le mouvemenl de la chaleur dan- l'intérieur <lu solide, l'équation
dt CD\d ^J dzi
Il reste à former les équations qui se rapportent à l'étal «le la surlace, ce qui ne présente aucune difficulté d'après les principes que noua avons établis. En effet, la quantité de chaleur qui traverse, pendant I instant dt, le rectangle dxdy tracé sur un plan perpendiculaire
an\ a . esl
K dydz '/ dt.
résultat, qui s'applique à tous les points du solide, doit avoir lien aussi lorsque la râleur de x esl égale à l, demi-épaisseur du prisme. "•m- ce dernier cas, le rectangle dydz étanl placé à la superficie, la quantité de chaleur qui le traverse el se dissipe dan- l'air pendant
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l'instanl <lt est exprimée par
h dydz vdt\
on dnii donc avoir, lorsque x = 1, l'équation
Cette condition doit aussi être satisfaite Lorsque x = — l.
On trouvera de même que, la quantité de chaleur qui traverse le rectangle dxdz situé sur un plan perpendiculaire à l'axe des y étant en généra]
— k dxdz -r— ,
ày
et celle qui à la superficie s'échappe dans l'air à travers ce même rectangle étant
// dx (/:■ v dt,
il est nécessaire que l'on ait l'équation
hv -+-K -T7- =o, oy
lorsque y = /ou = — /. Enfin on obtient pareillement l'équation déterminée
hv -h R -r- =o,
Ôz
qui doit être satisfaite lorsque z = l ou = — /.
La fonction cherchée, qui exprime le mouvement varié de la chaleur dans l'intérieur d'un solide de forme cubique, doit donc être déterminée par les conditions suivantes :
i° Elle satisfait à l'équation générale
dv K (d*v d*v d*v\m dt~ CI» ' dx* + dyi + dz*)'
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//< K li\- k ... /m lv
Or aj os
qui oui lieu lorsque c ! /. v . /. s = d /:
Si, dans la fonction v qui contieol a?, v. -. /, on fait t = o, <|iit'llt'^ que soient les valeurs de a?, r et s, on doit avoir, selon l'hypothèse,
qui est la valeur initiale et commune de la température.
L'équation à laquelle on est parvenu dans la question précédente représente le mouvement de la chaleur <l;ms l'intérieur de tous les solides. Quelle que soit en effet la forme du corps, il esl manifeste qu'en le décomposant en molécules prismatiques on obtiendra ce même résultat. On pourrait donc se borner à démontrer ainsi l'équation de la propagation de la chaleur. .Mais, afin de rendre plus complète l'exposition des principes, et pour que l'on trouve rassemblés dans un petit nombre d'articles consécutifs les théorèmes qui servent a établir l'équation générale de la propagation dans l'intérieur des solides et celle qui se rapporte à l'étal de la surface, nous procéderons, ilaiiN les deux Sections suivantes, a la recherche de ces équations, indépendamment de toute question particulière «•! sans recourir aux propositions élémentaires que nous avons expliquées dans l'Introduction.
SEC I ION VI
l mi ui"\ i,i M lui i Dl LA PROPAGATION ni I \ HUI.lIli HO» i INTÉRIEUR DES SOLIDES.
[héorèmi I. s ' s différents points d'une masse solide homogém . iprist enln sia. plans rectangulaires, ont des températures actuelles
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déterminées par l'équation linéaire
c — \ ax — by — cz
et si les molécules placées à la surface extérieure sur les six plans qui terminent le prisme sont retenues par une cause quelconque à la température exprimée par l'équation (a), toutes les molécules situées dans l'intérieur de la masse conserveront d'elles-mêmes leur température actuelle, en sorte qu'if ne surviendra aucun changement dans l'état du prisme, v désigne la température actuelle du point dont les coordonnées sont a?, v, s; A, a, h. c sont des coefficients constants.)
Pour démontrer cette proposition, considérons dans le solide trois points quelconques m, M, {x, placés sur une même droite mu. que le point M divise en deux parties égales; désignons par x, y, z les coordonnées du point m et par v sa température, par x + a, y 4- p, s -H 7 les coordonnées du point \x et par w sa température, par x - a, y - {S, s _ v les coordonnées du point m et par u sa température; on aura
d'où l'on conclut
r — iV = ax+b^-hcy et « — «> = aa -h 6(3
Donc
Or la quantité de chaleur qu'un point reçoit d'un autre dépend de la distance des deux points et de la différence de leurs température.. Donc l'action du point M sur le point u est égal." à l'action de m sur M : ainsi le point M reçoit autant de chaleur de m qu'il en envoie au
point [A.
On tirera la même conséquence quelles que soient la direction et la grandeur de la ligne qui passerait par le point M, et que ce point diviserait en deux parties égales. Donc il est impossible que ce point
CHAPITRE II. ÉQ1 ETIONS DIFFERENTIELLES
change de température; car il reçoit de toutes parts autant de chaleur (|n"il en donne. Le même raisonnement s'applique aux autres points; donc il ne pourra survenir aucun changement dans l'étal du solide.
COROI I VI l.l I.
In solide étant compris entre deux plans infinis parallèles A ci I!. on suppose que la température actuelle de ses différents points esl exprimée par l'équation * = i — -, ci que les deux plans qui le terminent -"ni retenus par une cause quelconque, l'une A ;i la température i. cl l'autre l> à la température o : ce eus particulier sera donc compris dans le lemme précédent, en faisant A -r, a = o, b = o,
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^i l'un se représente dans l'intérieur du même solide un plan M parallèle a ceux qui le terminent, un voit qu'il s'écoule à travers ce plan une certaine quantité «le chaleur pendant l'unité de ieni|>s; car deux points lie- voisins, tels que m ci //. dont l'un est au-dessous du plan ci l'autre au-dessus, sont inégalement échauffés; le premier, dont i.i température esl plus élevée, doit donc envoyer au second, pendant chaque instant, une certaine quantité de chaleur qui, au reste, peut • lie forl petite et même insensible, selon la nature du corps ci la distance des deux molécules. Il en esl de même de deux antres points quelconques séparés par le plan. Le plu- échauffé envoie ■■■. l'autre une certaine quantité de chaleur et la somme de ces actions partielles, on de ii. nie- le- quantités de chaleur envoyées a travers le plan, compose un llux continuel dont la valeur ne change point, puisque toute- les molécules conservent leur température. Il est facile de prouver qui //// / mi In quantité de chaleur qui traverse le plan M pendant Vunilè il' />////>>■ équivaut a celle >/m' travers . /» mhuii A même temps, un autn
n/anN^m^aupr^r.En effet, la partie de la masse qui est comprise entre les deux surfaces M et N recevra continuellement, a travers le plan M, autant de chaleur qu'elle en perd à travers le plan *. Si la quantité de chaleur qui, pénétrant au delà du plan M, entre dans
,, partie de la masse que l'on considère n'était point égale à celle qui en sorl par la surface opposée N, le solide compris entre les deux surfaces acquerrait une nouvelle chaleur ou perdrait une partie de celle qu'il a, et ses températures ne seraient point constantes, ce qui est contraire au lemme précédent.
On prend pour mesure de la conducibilité spécifique d'une substance donnée la quantité de chaleur qui, dans un solide infini formé de cette substance et compris entre deux plans parallèles, s'écoule pendant l'unité de temps à travers une surface égale à l'unité, et pr.se sur un plan intermédiaire quelconque parallèle aux plans extérieurs, dont a distance est égale à l'unité de mesure, et dont l'un est entretenu a la température i, et l'autre à la température o. On désigne par le coefficient K ce flux constant de chaleur qui traverse toute retendue du prisme et qui est la mesure de la conducibilité.
Lemme.
S,l-on suppose que. tomes les températures du solide dont il s'agit dans l'article précède,,! son, multipliées par un nombre quelconque g, en sorte aue l'équation des températures soit e = g-gs, au heu d être V-1-- et « les deux pions extérieurs son, entretenus, lut, a In température g. ,., l'autre à lu température o, le flux constat,, ,1e citaient: dans cette seconde hypothèse, ou In quantité qui. pendant l'unité de temps teueene l'unité de surface prise, sur un plan intermédiaire parallèle aue bases, est égale „„ premier flux K, multiplié par g. ' ,.;„ effet, puisque toutes I- températures on! été augmentées dans
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!<• r;i|i|»i>ii de i à g, les différences des températures des deux points quelconques /// et y. sont augmentées dans le même rapport. Donc. suivanl le principe de la communication de la chaleur, il faut, pour connaître la quantité de chaleur que m envoie à y. dans la seconde hypothèse, multiplier par g la quantité que ce poinl m envoyait à ;j. dans la première. Il en serah de même de deux autres points quelconques. <»r la quantité de chaleur qui traverse un plan M résulte de la somme de toutes les actions que les points m, m . m", m .... situés d'un même côté <ln plan exercent sur 1rs points w., u.', a", u.'", ... Miiir^ de l'autre côté. Donc, si dans la première hypothèse le lln\ constanl esl désigné par K, il sera égal à gK lorsqu'on aura multiplié toutes les températures par g.
lui m;i mi U.
Dans un prisme dont les températures constantes sont exprimées pai
i, </ nation
I \ ni — h y — CS,
> t qut terminent sir plans rectangulaires dont tous les points sont entretenu* aux températures déterminées par l'équation précédente, la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, traverse l'unité de surface s pris, mr un plan intermédiaire quelconque perpendiculaire aux z. est la menu qut I' flux constant dans un solide de même substance, qui serait compris entre deux plans parallèles infinis, et pour lequel l'équation <l< s tempèratun j constanU s st rait
Pour le démontrer, considérons, dans le prisme el ensuite dans le solide infini, deux points m et [x extrêmement voisins el séparés par le plan M perpendiculaire à l'axe des s, ■>. étant au-dessus du plan el m au-dessous fig. \ : choisissons au-dessous du même plan un poinl m' tel que la perpendiculaire abaissée du poinl y. sur le plan soil aussi perpendiculaire sui le milieu h de la distance mm'. Désignons par • .
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y, r -+- h les coordonnées du point \j. dont la température es! w, par .r — a, 7— p, r les coordonnées de //^ donl la température est v, et
par .r -h a, _y 4- [3, s les coordonnées de ///' donl la température est * .
Fie- 4-
m n rn'
L'action de m sur \x ou la quantité de chaleur que /// envoie à v. pendant un certain temps peut être exprimée par g(v — w). Le facteur 7 dépend de la distance m\t. et de la nature de la masse. L'action de m' sur [x sera doue exprimée par q{v' — w); et le facteur y est le même que dans l'expression précédente; donc la somme des deux actions de /// sur u. et de m' sur ;x, ou la quantité de chaleur que ;j. reçoit de /// et de m', est exprimée par
7(1' — w -+- r' — tt-).
Or, si les points m, a, m' appartiennent au prisme, on a
te = A — ax — by — c(z -+- h),
v = A — «(.r — a) — 6(j — |3) — <-, p' = A — a(a; + a) — b(y-hfi) <■;;
et si ces mêmes [joints appartenaient au solide infini, on aurait, par hypothèse,
w = c — c(z -+- II), V — C — cz, v' = e — c z.
Dans le premier cas on trouve
q(v — w -+- e' — w) = 'i.qvh,
et dans le second cas on a encore le même résultat. Donc la quantité
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Je chaleur que •)■ reçoit de /// ri de m' dans la première hypothèse, lorsque l'équation des températures constantes est
r — \ ax — by — CZ,
équivaut à la quantité de chaleur que y. reçoit de m et de ///', lorsque l'équation des températures constantes est
V=zC — CZ.
On tirerait la même conséquence par rapport à trois autres points quelconques m . •;. . m . pourvu que le second y. fui place à égale distance des deux autres et que la hauteur du triangle isoscèle m'p!m" fût parallèle aux s. Or la quantité de chaleur qui traverse un plan quelconque M résulte de la somme des actions que i < mis les points ///, m, m", m , ... situés d'un côté de ce plan exercent sur tous les points pi, ■). .)..). .... situés de l'autre côté : donc le flux constanl qui, pendant l'unité de temps, traverse une partie déterminée du plan .AI dans le solide infini esl égale à la quantité de chaleur qui s'écoule dans le même temps à travers la même portion du plan AI dans le prisme dont le-* températures sont exprimées par l'équation
r — \ a r — by — es.
Corollaire.
Le llu\ a pour valeur cK dans le solide infini, lorsque la partie du plan qu'il traverse est l'unité de surface. Il a donc aussi dans le prismt
lu même valeur cK <>ti — K , •
On prouve de la même manière que le flux constant qui <i lieu, pendant Vunilè de temps, dam d même prisme à travers I mute de sur/un nu un plan quelconque perpendiculain aua y est égala oK ou K -r-; et que << lui qui tra\ < t u le plan />■ rp( ndù ulain aux t a pour valeur a\\
"Il K ; ■
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Les propositions <]iic l'on a démontrées dans les articles précédents s'appliquent aussi au cas où l'action instantanée (l'une molécule s'exercerail dans l'intérieur de la masse, jusqu'à une distance appréciable. Il faut, dans ce cas, supposer que la cause qui retient les tranches extérieures des corps dans l'étal exprimé par l'équation linéaire affecte la masse jusqu'à une profondeur tinie. Toutes les observations concourenl ;i prouver que, dans les solides el les liquides, la distance dont il s'agil est extrêmement petite.
Théorème III.
Si les températures des points d'un solide sont exprimées par l'équation
dans laquelle x, y, z sont les coordonnées de la molécule dont la température est égale à v après le temps écoulé /, le ilu\ de chaleur qui traverse une partie d'un plan trace dans le solide, et perpendiculaire à l'un des trois axes, n'est plus constant; sa valeur est différente pour les différentes parties du plan, et elle varie aussi avec le temps. Cette quantité variable peut être déterminée par le calcul.
Soil (o un cercle infiniment petit dont le centre coïncide avec le point m du solide cl dont le plan soil perpendiculaire a la coordonnée verticale z\ il s'écoulera, pendant l'instant <li. a travers ce cercle, une certaine quantité de chaleur qui passera de la partie du solide intérieure au plan du cercle dans la partie supérieure. Ce flux se compose de Ions les rayons de chaleur qui partent d'un point inférieur cl parviennent à un point supérieur, en traversant un point de la petite surface (•>. Nous allons démontrer que la valeur du flux a pour expression
ri:
Désignons par ce', y', z' les coordonnées du poinl /// dont la tempera-
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ture esl i : el supposons que l'on rapporte toutes les autres molécules .1 ce point /// choisi pour l'origine de trois nouveaux axes parallèles aux précédents; soient :. /. Ç les trois coordonnées d'un poinl rapporté ii l'origine ///; on aura, pour exprimer la température actuelle w d'une molécule infinimenl voisine de ///. l'équation linéaire
Les coefficients v\ • ' -■> -!- sonl les valeurs une l'on trouve en subojc oy oz '
stituant dans les fonctions v, -t-i t-> t-> aux variables r, r, s, les
(/ /• Ji oz
quantités constantes i . \'. : qui mesurenl les distances du poinl m aux trois premiers axes des , , desj . des -.
Supposons maintenant que le même poinl m soil aussi une molécule intérieure d'un prisme rectangulaire compris entre six plans perpendiculaires aux trois axes dont m est l'origine ; que la température actuelle w de chaque molécule de ce prisme, dont les dimensions sonl Unies, soil exprimée par l'équation linéaire w=\-\-<ii — l>ri <■'!, el que les six faces qui terminent le prisme soient retenues aux températures fixes que cette dernière équation leur assigne. L'étal des molécules intérieures sera aussi permanent cl il s'écoulera, pendant l'instanl dt, a travers le cercle '•>. une quantité de chaleur que mesure ression Kc<adt.
Cela posé, si l'on prend pour les valeurs des constantes \. a, b, c,
les iiuaiilil's v . — » - • • létal lixe du prisme scia exprime par 1 ox oy oz ' ' ■
l'équation
di
.h - dj
Ainsi |.s molécules infinimenl voisines du point /// auront, pendant l'instant dt, la même température actuelle dans le solide dont l'étal esl variable, el dans le prisme donl l'étal esl constant. Donc le flux i|ui a lieu au point m pendanl l'instanl dt, à travers le cercle inti-
ll6 THÉORIE DE LA CHALEUR.
nimenj petit Bf est le même dans l'un et l'autre solide : donc il esl
i- dv> 7.
exprime par — K ()_ M<u-
On en conclut la proposition suivante :
Si dans un solide dont les températures intérieures varient avec le temps, en vertu de l'action des molécules, on trace une ligne droite quelconque et que l'on élève {fig. 5), aux différents points de cette ligne, les ordon-
Fig. 5.
nées pm d'une courbe plane égales aux températures de ces points prises au même instant, le flux de chaleur, en chaque point p de la droite, sera proportionnel à la tangente de l'angle a que fait l'élément de la courbe avec la parallèle aux abscisses; c'est-à-dire que, si l'on plaçait au point/, le centre d'un cercle infiniment petit w perpendiculaire à la ligne, la quantité de chaleur écoulée pendant un instant dt, à travers ce cercle, dans le sens suivant lequel les abscisses 0/, croissent, aurait pour mesure le produit de quatre facteurs qui sont la tangente de l'angle x, un coefficient constant K, l'aire co du cercle et la durée dt de 1 instant"
Corollaire.
Si l'on représente par z l'abscisse de cette courbe ou la distance
d'un point/; de la droite a un point fixe 0, et par r l'ordonne,, qu.
représente la température du point/,, e variera avec la distance z et
sera une certaine fonctionne de cette distance; la quantité de cha-
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leur qui s'écoulerait à travers le cercle tu, placé au poinl p perpendiculairement à la ligne, sera
— K -y- '.»'// «ni K/'(e \(ùdt, en désignant par / : la fonction
' ' di
Nous donnerons a ce résultat l'expression suivante, qui facilite les applications :
Pour connaître le flux actuel de lu chaleur < n un point p d'une droite tracêi dans un wlidi dont les températures varient par l'action des molécules, il huit diviser In différence des températures de deux points infiniment voisins <ln poinl p par In distance de ces points. Le /lue est proportionnel nu quotient ' .
clément il esi quotient multiplié par — K ■■>'//. K désignanl tou-
jours K- coefficient il'' conductibilité el -•■ la surface de l'élémenl normal à la droite. I sai 3 conséquences Kourier aurait pu simplifier son exposition
ter quelques incertitudes qi - - gnalerons plus loin.
sons, l'on se pro] se de trouver le flux de chaleur qui s'écoule à tra-
lément '•■ dont la normale prise 'loi- un sens déterminé fail avec les axes coor-
f. So i inées d un poinl de 1 élément : si nous
- - ivanl la normale en parcourant mu' longueur infinimenl petite ds, nous
aurai - ir les différentielles de ./•. > . -. les valeurs
'/ t&COSp, dz — ds cosy
- pient,
; 1 i ' ÔV \
I dz = (h COS9C COS 5 •- — COSV .
l lux le chaleur étant, d après 1 1 règle de I
— h • , dl
■ --Mil
; 'h' r àv \
— K -.. dl COS * •+- -7- COS S - COS 7 .
■ \ introduit la notion, aujourd'hui bien répandue, de la déri fonction de
m donnée, la : r s'énoi ce 1 nsi :
l ùt de k ■■• di par la dérivée dt lu température par rapport a la normale a l'élément, a l'instant considén e, . |).
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Théorème IV.
Il ,«st facile de déduire des théorèmes précédents les équations générales de la propagation de la chaleur.
Supposons que les différents points d'un solide homogène d'une forme quelconque aient reçu des températures i ni t, aies qui varient successivement narV effet de l'action mutuelle des molécules et une l'équation
représente les états successifs du solide, on va démontrer que la fonction * de quatre variables satisfait nécessairement à V équation
dt~~CV\dx* dy* àz2)
lîn effet, considérons le mouvement de la chaleur dans une molécule comprise entre six plans perpendiculaires aux axes des x, des y et des s; les trois premiers de ces plans passenl par le point m dont les coordonnées sont x, y, z el les trois autres passent par le point m' dont les coordonnées sont x -+- dx, y + dy, z- + dz.
La molécule reçoit pendant l'instant dt, à travers le rectangle inférieur dxdy qui passe par le point m, une quantité de chaleur égale à
-k,/.r,/r'^ dt.
Pour connaître la quantité qui sort de la molécule par la lace oppo.ee. il suffit de changer dans l'expression précédente r. en s + efe, c'està-dire d'ajouter à celte expression sa propre différentielle prise par rapport à r seulement; on aura donc
pour la valeur de la quantité qui sorl \< travers le rectangle supérieur.
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La même molécule reçoit encore, à travers le premier rectangle da qui passe par le poinl m, une quantité de chaleur égale à
k dxdzdl;
et, si l'on ajoute à cette expression sa propre différentielle prise par rapport à i seulement, on trouve que la quantité <|m sorl à travers la Face opposée dxdz a pour expression
) di
k' - dxdzdt k ' i " '. .// dzdt.
dj <h ■''
Enfin cette molécule reçoit, par le premier rectangle dydz, nue quantité de chaleur égale à
— K^-dvdzdt,
el ce qu'elle perd à travers le rectangle opposé qui passe par m a pour expression
k '' /. dzdt k r ( ^L
Il faut maintenant prendre la somme «les quantités de chaleur que la molécule reçoil el en retrancher la somme de celles qu'elle perd. On \"it par là qu'il s'accumule, durant l'instant dt, dans l'intérieur de rette molécule, une quantité totale de chaleur égale à
dxdj
dzdt.
Il ne s'agit plus que de connaître quel est l'accroissement de température i|iii doit résulter de cette addition «le chaleur.
|i étant la densité du solide ou le poids de l'unité de volume, el C la
capacité spécifiq i la quantité de chaleur qui élève l'unité de poids
de la température o à la température r, le produit C D dx dy dz exprime combien il faut de chaleur pour élever de <> à i la molécule dont le volume esl da dydz. Donc, en divisant par >■<■ produit la nou-
dv
k /<y-v <)-s di\
dt ~
CD \dâï + Oy! + d?
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velle quantité île chaleur que la molécule vient d'acquérir, on aura son accroissement de température. On obtient ainsi L'équation générale
qui est celle (le la propagation de la chaleur dans l'intérieur de tous les corps solides (').
Indépendamment de cette équation, le système des températures est souvent assujetti à plusieurs conditions déterminées, dont on ne peut donner une expression générale, puisqu'elles dépendent de l'espèce de la question.
Si la masse dans laquelle la chaleur se propage a des dimensions finies et si la superficie est retenue par une cause spéciale dans un état donné; par exemple, si tous ses points conservent, en vertu de cette cause, la température constante o, on aura, en désignant la fonction inconnue v par o{.r, y, z, /), l'équation de condition
il est nécessaire qu'elle soit satisfaite pour toutes les valeurs de x, v. r qui appartiennent aux points de la surface extérieure cl pour une valeur quelconque de t.
De plus, si l'on suppose que les températures initiales du corps sont exprimées par la fonction connue Y(x,y, z), on à aussi l'équation
<?(-r,r, :-,o) = Fl x,y, z);
la condition exprimée par cette équation doit être remplie pour les
(') 11 y a ici une remarque à présenter. Les raisonnements par lesquels Fourier <i établi ^ni équation supposenl tacitement que le corps solide jouit de propriétés que nous exprimons aujourd'hui en disant que le corps est isotrope. Au reste, c'est en suivant sa méthode 1 1 io >c> sueiv— euis Duhamel et Lamé ont trouvé les équations différentielles de la pr<>| >;t- "ation de la chaleur dans les milieux cristallin is. <i- D.
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valeurs des coordonnées c, \. z qui conviennent à un poinl « i m* I - L'onque «lit solide.
Au lieu d'assujettir la surface du corps à nue température constante, on peul supposer que cette température n'esl |>as lu même l>i>ur les différents points de la surface el qu'elle varie avec le temps suivant une loi donnée; c'esl ce qui a lieu dans la question des températures terrestres. Dans ce cas, l'équation relative à la surface contienl la variable /.
Pour examiner en elle-même el sous un poinl de vue très général la question de la propagation tic la chaleur, il faut supposer que le solide dont l'état initial esl donné a toutes ses dimensions infinies; alors aucune condition spéciale ne trouble la diffusion de la chaleur cl la loi il laquelle ce principe est soumis devient plus manifeste : elle esl exprimée par l'équation générale
.1 laquelle il faut joindre celle qui se rapporte à l'étal initial <i arbitraire du solide.
Supposons que la température initiale d'une molécule donl les coordonnées -"lit i , \ . : soit une fonction connue F cfy, z el désig s
la valeur inconnue v par : ...-./. on aura l'équation déterminée
ainsi la question esl réduite à intégrer l'équation générale \ en sorte qu'elle convienne, lorsque le temps esl nul, avec l'équation <|ui contient la fonction arbitraire I .
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ÉQUATION GÉNÉRALE RELATIVE A LA SURFACE
Si le solide a une forme déterminée, et si la chaleur primitive se dissipe successivement dans l'air atmosphérique entretenu a une température constante, il faut ajouter à l'équation générale A, et à celle qui représente l'état initial une troisième condition relative à l'état de la surface. Nous allons examiner dans les articles suivants la nature de l'équation qui exprime cette dernière condition.
Considérons l'état variable d'un solide dont la chaleur se dissipe dans l'air, entretenu à une température fixe o. Soient co une partie infiniment petite de la surface extérieure et * un point de o,, par lequel on fait passer une normale à la surface; les différents points de cette ligne ont au même instant des températures différent,-.
Soient 9 la température actuelle du point u, prise pour un instant déterminé, et w la température correspondante d'un point v du solide, pris sur la normale et distant du point [x d'une quantité infiniment petite a. Désignons par x, y, z les coordonnées du point p et par x + r>, y 4. fy, z -h Bz celles du point v; soient
l'équation connue de la surface du solide, et
l'équation générale qui doit donner la valeur de r eu fonction des quatre variables x, y, s, t. En diflerentiant l'équation / x,y, s
on aura
m dx -+- n dy 4- p dz = o;
m, n, /> sont des fonctions de x, v. s.
CHAPITRE II. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. L
Il résulte du corollaire énoncé dans l'article I 1 1 que le flux dans le
- de I i normale, ou la quantité de chaleur <|iii traverserai! pendanl
I instant dt la surface w, si on la plaçai) en un point quelconq le
cette ligne perpendiculairement à sa direction, est proportionnel au quotient que l'on obtient en divisant la différence de température de deux points infiniment voisins par leur distance. Donc l'expression de ce lln\ à l'extrémité de la normale est
K désignant la conducibilité spécifique de la masse. D'un autre côté, la surface ■■> laisse échapper dans l'air, pendant l'instant dt, une quantité de chaleur égale à
//>',! (Il,
li étant la conducibilité relative à l'air atmosphérique. Ainsi le flux de chaleur à l'extrémité de la normale a deux expressions différentes,
savoir : A*>ai dt et -- K - - - co dt: donc ces deux quantités sont égales,
el c'est en exprimant cette égalité que l'on introduira dans le calcul la condition relative à la surface.
Ou a
il = v
dv ,
Or il miii des principes <\>- la Géométrie que les coordonnées Sa?, ov, '-"• qui fixent la position du point v <\i- la normale par rapport au point [x, satisfont aux conditions suivantes :
< >n a don.
/• 3 1 /' oz.
d^ ih
/< I ih ■
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on ;i aussi
oll
P en désignant par 7 la quantité [m* + n2-h/?2)2; donc
par conséquent l'égalité
devient la suivante :
dv <h- dv h
(B) "iâI-+^-f-^ + Kr^"-
Cette équation est déterminée et ne s'applique qu'aux points de la surface; elle est celle que l'on doit joindre à l'équation générale de la propagation de la chaleur (A) et à la condition qui détermine l'état initial du solide; m, n,p, q sont des Fonctions connues des coordonnées des points de la surface.
L'équation (B) signifie, en général, que le décroissement de la température dans le sens de la normale, à l'extrémité du solide, est tel que la quantité de chaleur qui tend à sortir en vertu de l'action des
(>) Il y a ici une remarque essentielle à faire. L'équation
n'est exacte dans tous les cas que si l'on convient de donner un signe convenable au radical i
La valeur de Sz étant parfaitement déterminée quand on passe du point y au point •> et x étant la des deux points y et v, il faudra donner au radical un -une tel que la
valeur (K- / soil positive. \u reste non- reviendrons plus loin sur ce sujet. G. I».
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molécules équivi oujours à celle que le corps doil prendre dans le
milieu.
0n pourrai! concevoir que la masse du solide soit prolongée, en sorte 'l'"' Ll surface- ;1"1"'" d'être exposée à l'air, appartienne à la fois au
corPs ,1"VII«' termine et à une enveloppe solide qui le c ient. s,.
dans cette ^'POthèse, une cause quelconque réglait à chaque instant le décroissement des températures dans l'enveloppe solide et la déterminail ,|'' manière que la condition exprimée par l'équation B fût
toujours satisfaite, l'action de l'enveloppe tiendrait lieu de celle de l'air, ,-1 ,e mouvement de la chaleur serait le même dans l'un et l'autre casi ""l"'"' donc supposer que cette cause existe et déterminer, dans cette' ^Pothèse, l'état variable du solide .-c'est ce que l'on fait en employant les deux équations \ et H .
n" v"" l':"' la comment l'interruption de la masse et l'action du
mi1"'" " >,enl '» diffusion de la chaleur en l'assujettissant à une
condition accidentelle.
n" Peul aussi considérer sous un autre point de vue cette équa- """ fB 'l'" se PaPP°rte " l'état de la surface; .1 faut auparavani ,lr',m,v une conséquence remarquable du théorème III art. 140). V'"^ conserverons la construction rapportée dans le corollaire du
même théorème art. 141 .Soient r, y, z les coordonnées < int „
celles d'un point q, infiniment voisin de p et marqué sur la droite dont ,,s'a« ' ^signons par , et n les températures des deux points p et 9 prises pour le même instant; on aura
Jonc ,e quotient '- est donné par l'équation
cl l'on ;i d'ailleurs
théorie i> i: i. \ en \u;i i;
Ô£ = \/oxi -f- oy- ■+■ oz'1 ;
ainsi la quantité de chaleur qui s'écoule à travers la surface co, placée au point m perpendiculairement à la droite, esl
, ( dv ô\r dv or dv oz\
K co 'Il -.- — -+- -r- f- -\- -j- 5- ■ \tfx os oy os dz ôi
Le premier terme est le produit de — K-y^ par dt et par iû-, - ■ Cette
dx
dernière quantité est, d'après les principes de la Géométrie, l'aire de la projection de co sur le plan des y;; ainsi le produit représente la quantité de chaleur qui s'écoulerait à travers l'aire de la projection, si on la plaçait au point/? perpendiculairement à l'axe des ce.
Le second terme -K ,-oi~d/ représente la quantité de chaleur
ôy os l '
qui traverserait la projection de a>, faite sur le plan desr~, si l'on plaçait cette projection au point/? parallèlement à elle-même.
Enfin, le troisième terme — K-^co^-c// représente la quantité de
dz oe * '
chaleur qui s'écoulerait pendant l'instant dt, à travers la projection de co sur le plan des ccy, si l'on plaçait cette projection au point p perpendiculairement à la coordonnée z.
On voit par là que lu quantité de chaleur f/ui s'écoule à travers chaque partie infiniment petite d'une surface tracée dans l' intérieur du solide peut toujours être décomposée en trois autres, qui pénètrent les trois projections orthogonales de la su/face selon les directions perpendiculaires aux plans des projections. Ce résultat donne naissance à des propriétés analogues à celles que Ton remarque dans la théorie des forces.
La quantité de chaleur qui s'écoule à travers une surface plane inliniinent petite co, donnée de figure et de position, étant équivalente a celle qui traverserait ses trois projections orthogonales, il s'ensuit que, si l'on conçoit dans l'intérieur du solide un élément d'une figure quel-
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conque, les quantités il»1 chaleur qui pénètrent dans ce polyèdre par ses différentes faces se compensent réciproquement; ou plus exactement, la somme des termes du premier ordre qui entrent dans l'expression di' ces quantités de chaleur reçues par la molécule est zéro; «Mi sorte que la chaleur qui >'\ accumule en effet et fait varier sa température ne peut être exprimée que par des termes infiniment plus petits que ceux du premier ordre.
On voit distinctement ce résultat lorsqu'on établit l'équation générale A en considérant le mouvement de la chaleur dans une molécule prismatique art. 127 et I 12 : on le démontre encore pour une molécule d'une figure quelconque, en substituant à la chaleur reçue par chaque face celle que recevraient ses trois projections.
Il est d'ailleurs nécessaire que cela soit ainsi : car, si une des molécules du solide acquérait pendant chaque instant une quantité de chaleur exprimée par un terme du premier ordre, la variation de sa température serait infinimenl plus grande que celle des autres lécules;
c'est-à-dire que, pendant chaque instant infiniment petit, sa température augmenterait ou diminuerait d'une quantité Unie, ce qui est contraire a l'expérience.
IÔI.
NOUS allons appliquer celle remarque à une molécule placée à la surface extérieure du solide.
Par un point a fig, 6 . pris sur le plan des a -\ . menons deux plans
FiB. 6.
perpendiculaires, l'un à l'axe des a . l'autre à l'axe des^. Par un autre point h du même plan, infiniment voisin de a, menons aussi deux
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plans parallèles aux deux précédents; les ordonnées z élevées aux points a, h. c, d jusqu'à la surface extérieure «In solide marqueront sur cette surface quatre points a', b', c', d' et seront les arêtes .l'un prisme tronqué dont la base esl le rectangle abcd. Si par le point a', (,„i désigne le moins élevé des quatre points a', b',c', d', on (ait passer un plan parallèle à relui des xv, on retranchera du prisme tronqué une molécule dont une des faces, savoir a'b'c'd', se confond avec la superficie du solide. Les valeurs des quatre ordonnées aa , ce, dd't W
sont les suivantes :
aa! — :■,
riz-
ce =
dx
(li.
dd'= z + -r- dv, dy
dz , dz , or dy
L'une des lares perpendiculaires aux x est un triangle, et la lace opposée est un trapèze. L'aire du triangle est
-dy-f-dy, 2 - dy
et le flux de chaleur dans la direction perpendiculaire a cette surface
étant - K^> on a, en omettant le facteur dt, . dx
dv dy à:- ,
_ K — -r- dy
Ox 2 dy
pour l'expression de la quantité de chaleur qui pénètre pendant un
instant dans la molécule, à travers le triangle dont il s'agit. L'aire de la l'ace oppose esl
Idrfëdx %-dx %dy
l il M'i i RE 1 1. ÊQI ETIONS DM l i:i;i:\ 111:1. u:s. 1-2:1 rl ''' |1|IX perpendiculaire a cette lac.' est aussi - K ''' - eu supprimant 'es ' ■ • ' n r 1 ■ - .lu second ordre, infiniment plus petits que ceux du premier; on retranchera la quantité de chaleur qui sorl par cette seconde Face de celle qui entre par la première, ci l'un trouvera
k dv ,)z 1 1
IV -r — ■ il 1 il
il r ,).r
Ce terme exprime combien la molécule reçoit de chaleur par les faces perpendiculaires aux 1 .
()" trouvera par un calcul semblable que la même molécule reçoit I'" 'es faces perpendiculaires au\ y nue quantité de chaleur égale a
K ; il r ,(\ .
, ) I rll
I a quantité il.- chaleur que la molécule reçoit par la base rectangulaire est
-K^cLcdy.
Enfin elle laisse échapper dans l'air, a travers la surface supérieure a'b'cd', une certaine quantité de chaleur égale au produit de hv par l'étendue <•> de cette surface. La valeur de eu est, selon les principes connus, celle de dxdy multipliée par le rapport '; 1 désigne
'•' longueur de la normale, depuis la surface extérieure jusqu'au plan des 1 ■ . et l'on a
donc la molécule perd à travers sa surface a'b'cd une quantité d chaleur 1 -
"' 'es termes du premier ordre qui entrent dan- l'expression de la quantité totale de chaleur acquise par la molécule doivent se détruire,
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pour (jiic la variation des températures ne soit pas ii chaque instant une quantité t i 1 1 i « • ; on doit donc avoir l'équation (')
K -— -?— dx dy +-K- dx dy — K -r- dx dv — ho - dx dy ■= o
<)./■ dx J dy dy dz J z
OU
ht dv dz dv dz dv
k z dx dx dy dy dz
En mettant pour ^ et ^ leurs valeurs tirées de l'équation
m dx -+- n dy -+- p dz = o
(') Ici encore il y a défaut de précision dans l'établissement de l'équation à la surface. La méthode suivie par Fourier suppose, ce qui peut fort bien ne pas arriver, que le solide dont il considère toutes les faces soit placé à l'intérieur du corps.
Au reste, on obtient immédiatement cette équation si l'on évalue, d'après la règle donner dans une Note précédente (p. 117), le flux de chaleur qui passe à travers un élément infiniment petit w de la surface; *, p, 7 désignant les angles que fait avec les axes la normale extérieure au corps, le flux a pour expression
dv dv dv
K w (Il ( — COS a -}- -r- COSp -I- — COS7 \dx or ' dz
ày
Comme il doit être égal à /*»(( — Ç), ? désignant la température extérieure au contact de l'élément, on a
il!' K ( — COS a -+- —COS 3 -+- -r- cosv ) -H //(t> — ï) = o.
OX OJ ' OZ j
En faisant 'C = o et en remplaçant les cosinus par leurs valeurs déduites des équations
rosx _ cos|5 _ cosy _ ±1
on retrouve l'équation (B), mais avec un signe parfaitement déterminé pour le radical q. L'équation ( B' 1, donnée plus haut, peut encore s'écrire
— désignant la dérivée de v suivant la normale à la surface, intérieure au corps
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D L ''' L àV . <A- ,
|, Km- nK/»-r — i- k/> , - /m-./ o;
on connaît ainsi d'une manière d i >t i iu- 1 c ce que représente chacun 1 1 ••termes «le cette équation.
En les prenant tous avec «les signes contraires et les multipliant par le rectangle dxdy, le premier exprime combien la molécule reçoit de chaleur par le> deux l'aees perpendiculaires aux x, le deuxième combien elle en reçoit par ses deux faces perpendiculaires aux y, le troisième combien elle en reçoit par la face perpendiculaire aux s, el le quatrième combien elle en recuit du milieu. L'équation exprime donc que la somme de tous ces tenue- du premier ordre est nulle, et «pie la chaleur acquise ne peut être représentée que par des ternies du second ordre.
Pour parvenir à celle équation B , il Tant considérer une des molécules dont la hase est à la surface du solide comme un vase qui reçoit ou perd la chaleur par -es différentes laces. L'équation signifie que tous les tenue- du premier ordre <jni entrent dans l'expression de la chaleur acquise se détruisent mutuellement , en sorte que cet accroissement de chaleur ne peut être exprimé que par des termes (lu second ordre. <m peut donner à cette molécule, ou la forme d'un prisme droit dont l'axe esl perpendiculaire à la surface du solide, ou celle d'un prisme tronqué, ou une forme quelconque.
L'équation générale A suppose que tous les termes du premier ordre se détruisent dans l'intérieur de la masse, ce qui esl évident pour des molécules prismatiques comprises dan- le solide. L'équation H exprime le même résultat pour les molécules placées aux limites des i orps.
Tels sont les point- de vue généraux sous lesquels on peut envisager cette partie de la théorie de la chaleur.
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L'équation
àt
K (d'-v Cl) V âx*
(Py dr*
(P_v dz1
représente le mouvement de la chaleur dans l'intérieur des corps théorème fait connaître la distribution instantanée dans toutes substances solides ou liquides; on en pourrait déduire l'équation convient à chaque cas particulier.
Nous ferons cette application, dans les deux articles suivants. question du cylindre et à celle de la sphère.
. Ce
les
qui
à la
SKCTION VIII.
APPLICATION DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES
Désignons par r le rayon variable d'une enveloppe cylindrique quelconque et supposons, comme précédemment dans l'article 118, que toutes les molécules également éloignées de l'axe ont à chaque instant une température commune; v sera une fonction de r et t; /est une fonction de y, s, donnée par l'équation r2 = =2 + v2. Il est évident en premier lieu que la variation de v par rapport à x est nulle: ainsi le
terme — doit être omis. On aura maintenant, suivant les principes du
dx-
Calcul différentiel, les équations
dv dv dr dz dr àz
d2v _ d'-v /< dz* ~~ dr'- \i
?/-y dv d*i
Jz) "h dr 0:'
dv dv dr dy dr dy
d*-v d'-v (dry dv à1 r dy2 — dr- \dy) "h àr dy1'
donc
à1 v à1 v à1 v dz* dy'1 ~~~ dr1
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par leurs valeurs respectives; pour cela, on tirera de l'équation
dry <)- 1
et, par conséquent,
)r -' rr dlr\
l,i première équation, don! le premier membre esl égal à /•", donne
dry dry
la seconde donne, lorsqu'on mel pour ( ' ) ( ' | sa valeur i .
Si maintenanl on substitue dans l'équation [à] les valeurs données par les équations b el [c . on aura
dyi ~ dr* "*" /• dr]
donc l'équation qui exprime le mouvemenl de la chaleur dans le
cylindre esl
dv K (&v \ di dt "CD^d/-1 / .i
comme on l'a trouvé précédemment art. 1 19 .
On pourrait aussi ne poinl supposer <|tie les molécules égalemenl éloignées de l'axe onl reçu une température initiale commune; dans i- on parviendrai! à une équation beaucoup plus générale.
Pour déterminer, au moyen de l'équation (A), le mouvement de la chaleur dans une sphère qui a été plongée dans un liquide, on regardera v comme une fonction de r et /; r est une fonction de x, y, s donnée par l'équation
r étant le rayon variable d'une enveloppe. On aura ensuite
dv dv dr dx — dr dx
à1 v à2 v , dx2 — dr* '
fdr^ \dx/
>2 dv dir ) + di- dx*
dv __ dv dr dy ~~ dr dy'
dy1 ~~ dr2
v* dv d2r ) + dr dy2
dv _ dv dr dz~JJ- dz '
dz1 ~~ dr2
En taisant les substitutions dans l'équation générale
dv K fdj]v_ d[v d2v dt-Cti\àxi + df dz*
on aura
» pr-èmm^Hm-rM
dv ( d2r d-r d'-r dv* dz*
L'équation oc* 4- r2 4- =2 = H fournit les résultats suivants :
dr /'<■>'' Y , .. ^2/"
ràx' "=W --"te*'
dr fàry,r^r
a=r3T l=\&)+rà*
Les trois équations du premier ordre donnent
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Les trois équations du second ordre donnent
•I. mettant pour | ''')'• | ^ | - | ^ f la valn.r [,
mi a
Faisant les substitutions dans l'équation (a . on aura L'équation
i: in <>'-2
qui est la même que celle de l'article 1 1 i.
L'équation contiendrait un plus grand nombre de termes si l'on ne supposait [mini que les molécules également éloignées du centre ont reçu la même température initiale.
On pourrait aussi déduire de L'équation déterminée (B) celles qui expriment l'étal de la surface dans les questions particulières où Ton suppose qu'un solide d'une forme donnée communique sa chaleur à l'air atmosphérique, mais le plus souvent ces équations se présentent d'elles-mêmes, et la forme en est très -impie lorsque les coordonnées sont choisies convenablement .
BE> ABOCBS '. i n l il U. KS.
La recherche des lois du mouvement de la chaleur dans les solides consiste maintenant à intégrer le- équations que nous avons rapportées: c'est l'objet des Chapitres suivants; nous terminerons celui-ci
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par <li's remarques générales sur la nature des quantités <|ui entrent dans nulle analyse.
Pour mesurer ces quantités el les exprimer en nombres, on les compare à diverses sortes d'unités, au nombre de cinq, savoir : l'unité de longueur, l'unité île temps, celle de la température, celle du poids el enfin l'unité qui ser( à mesurer les quantités de chaleur. On aurai! pu choisir pour celle dernière unité la quantité de chaleur qui élève un volume donné d'une certaine substance depuis la température o jusqu'à la température i. Le choix de cette unité serait préférable à plusieurs égards à celui de la quantité de chaleur nécessaire pour convertir une masse de glace d'un poids donné en une masse pareille d'eau, sans élever la température <>. Nous n'avons adopté celle dernière unité que parce qu'elle était en quelque sorte fixée d'avance dans plusieurs Ouvrages de Physique; au reste, cette supposition n'apporterait aucun changement dans les résultats du calcul.
Les éléments spécifiques qui déterminent dans chaque corps les effets mesurables de la chaleur sont au nombre de trois, savoir : la conducibilité propre, la conducibilité relative à l'air atmosphérique et la capacité de chaleur.
Les nombres qui expriment ces quantités sont, comme la pesanteur spécifique, autant de caractères naturels propres aux diverses substances.
Nous avons déjà remarqué (art. 36) que la conducibilité de la surface serait mesurée d'une manière plus exacte >i l'on avait des observations suffisantes sur les effets de la chaleur rayonnante dans les espaces vides d'air.
On peut voir, comme nous l'avons annonce dans la Section I du Chapitre 1 (art. 11), qu'il n'entre dans le calcul que trois coefficients spécifiques K, //, C; ils doivent être déterminés par des observations et nous indiquerons par la suite les expériences propres à les faire connaître avec précision.
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Le nombre C, qui entre dans le calcul, esl toujours multiplié par la densité D, c'est-à-dire par le nombre d'unités de poids qui équivalenl au poids de l'unité de volume; ainsi ce produit CD peut être remplacé par le coefficient c. Dans ce cas, on doit entendre, par capacité spécifique de chaleur, la quantité nécessaire pour élever de la température o à la température i l'unité de volume d'une substance donnée '•i non l'unité de poids de cette substance. C'esl pour ne pas s'éloigner des définitions communes que l'on a rapporté dans cel Ouvrage la capacité de chaleur au poids el non au volume; mais il sérail préférable d'employer le coefficient c, tel que nous venons de le définir; alors il n'entrera dans les expressions analytiques aucune grandeur mesurée par l'unité de pouls; on aura seulement à considérer :
I La dimension linéaire x, la température v el le temps t\ Les coefficients c, h et K.
Les trois premières quantités sonl des indéterminées, el les trois autres sont, pour chaque substance, des éléments constants que l'expérience lait connaître. Quant à l'unité de surface et à l'unité de volume, elles n'ont rien d'absolu et dépendent de l'unité de longueur.
II faut maintenant remarquer que chaque grandeur indéterminée ou stante a une dimension qui lui esl propre el que les termes d'un,'
même équation ne pourraient pas être comparés, s'ils n'avaient point !-• même < vposant de dimension. Non- avons introduit cette considération dans la Théorie de la chaleur pour rendre nos définitions plus fixes i I si m r à vérifier le calcul; elle dérive des notions primordiales sur les quantités : c'esl pour cette raison que, dans la Géométrie et dans |a M< que, elle équivaut aux lemmes fondamentaux que lesGrecs nous ont laissés sans démonstration.
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Dans la théorie analytique de la chaleur, toute équation (E) exprime une relation nécessaire cuire des grandeurs subsistantes x, t, r, c, h, K. Celte relation ne dépend point du choix, de l'unité de longueur, qui de sa nature est contingent; c'est-à-dire que, si l'on prenait une unité différente pour mesurer les dimensions linéaires, l'équation (E) serait encore la même. Supposons donc que l'unité de longueur soit changée el que sa seconde valeur soit équivalente à la première divisée par ///. lue quantité quelconque x qui, dans l'équation (E), représente une certaine ligne ab et qui, par conséquent, désigne un certain nombre de fois l'unité de longueur, deviendra m.r, afin de correspondre à la même grandeur ab; la valeur / du temps et la valeur c de la température ne seront point changées; il n'en sera pas de même des éléments
spécifiques h, K,c : le premier h deviendra — %; car il exprime la quantité de chaleur qui sort, pendant l'unité de temps, de l'unité de surface à la température i. Si l'on examine avec attention la nature du coefficient K, tel que nous l'avons défini dans les articles 68 et 135, on
reconnaîtra qu'il devient — ; car le flux de chaleur est en raison 1 m
directe de l'étendue de la surface et en raison inverse de la distance
des deux plans infinis (art. 72). Quant au coefficient c qui représente
le produit CD, il dépend aussi de l'unité de longueur et devient — ;
donc l'équation (E) ne doit subir aucun changement si l'on écrit, au
K h c lieu de x, moc, et en même temps — , — ;> — : au lieu de K, //, c: le
nombre m disparaîtra de lui-même après ces substitutions : ainsi la dimension de x par rapport à l'unité de longueur est 1 ; celle de K esl — 1, celle de h est — 2, et celle de c est — 3. Si l'on attribue à chaque quantité son exposant de dimension, l'équation sera homogène, parce que chaque terme aura le même exposant total. Les nombres tels que .v, qui représenteraient des surfaces ou des solides, ont la dimension 2
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clan-* le premier cas, el la dimension > dans le second. Les angles, les sinus el autres fonctions trigonométriques, les logarithmes ou exposants de puissance sont, d'après les principes du calcul, des nombres absolus qui ne changent point avec l'unité de longueur; on doit donc trouver leur dimension égale à o, qui esl celle de tous les nombres abstraits.
Si l'unité «le it'iii|is. qui était d'abord i . de\ ient ■> le nombre / sera
/// et les nombres c el v ne changeront point. Les coefficients K, h, c
s< ronl • • c. Ainsi, les dimensions de a?, /. v, par rapport à l'unité
de temps, sont o, i . o el celles de K, //, c sont - i , - t,o.
Si l'unité «le température était changée, en sorte que la température i devint celle qui répond a un autre elle! que l'ébullition de l'eau, et si cet effet exigeait une température moindre, qui lui à celle
de l'eau bouillante dans le rapport de i au nombre/?, V deviendrait vp,
i t conserveraient leurs valeurs el les coefficients K, h, oseraient
I. l'.ildeau suivant représente les dimensions des trois indéterminées ei des trois constantes, par rapport a chaque sorte d'unité :
Longueur. Du Température.
Ia| limension de « i o o
[ue K — i — i — i
nducibilité de la surface // . — i — i
chaleur r o i
Si l'on conservait les coefficients <: et I) dont le produit a été représenté pai- c, on aurait encore a considérer l'unité de poids et l'on trouverait que l'exposant de dimension, par rapport a l'unité de longueur, esl i pour la densité I) et o pour c.
En appliquant la règle précédente aux différentes équations et ii leurs transformées, on trouvera qu'elles sont homogènes par rapport à
chaque sorte d'unité et que la dimension de toute .[nantit.' angulaire ou exponentielle est nulle. Si cela n'avait point lieu, on aurait commis quelque erreur dans le calcul ou l'on y aurait introduit .1rs expressions abrégées.
Si l'on choisit, par exemple, l'équation [b de l'article 105
<)t "CD dx- CDs
on trouve que, par rapport à l'unité de longueur, la dimension dv chacun des trois termes est o, qu'elle est i pour l'unité de températures et — i pour l'unité de temps.
Dans l'équation v = ke~x^1 de l'article 7G, la dimension linéaire de chaque terme est o, et l'on voit que celle de l'exposant xy ^7 esl toujours nulle, soit pour l'unité linéaire, soit pour la dorée ou la température.
PROPAGATION DE I \ CHALEUR DANS ON SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI
BXPOSITIOM DE l. v QUESTION.
L( - questions relatives à la propagation uniforme ou au mouvement varié de la chaleur dans l'intérieur des solides sont réduites, par ce qui précède, à des problèmes d'Analyse pure, et les progrès de cette partie de la Physique dépendront désormais de ceux que fera la science du calcul. Les équations différentielles que nous avons démontrées contiennent les résultats principaux de la théorie; elles expriment, de la manière la plus générale et la plus concise, les rapports nécessaires de l'analyse numérique avec une classe très étendue de phénomènes, et réunissent pour toujours aux sciences mathématiques une des branches les plus importantes de la Philosophie naturelle. Il nous reste maintenant à découvrir l'usage que l'on doit faire de ces équations pour en déduire des solutions complètes el 'l'une application facile. La question suivante offre le premier exemple de l'analyse qui conduit à ces solutions; elle nous a pain plus propre qu'aucune autre à fane connaître les éléments de la méthode que nous avons suivie.
Nous supposons qu'une niasse solide homogène est contenue entre deux plans verticaux B et C parallèles et infinis, el qu'on la divise en
\'rl
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deux paitics par un plan A perpendiculaire aux deux autres fig. 7); nous allons considérer les températures de la masse BAC comprise entre les (rois plans infinis A, B, C. On suppose que l'autre partie B'AC du solide infini est une source constante de chaleur, c'est-à-dire que tous ses points sont retenus à la température 1, qui ne peul jamais devenir moindre ni plus grande. Quant aux deux solides latéraux compris, l'un entre le plan C et le plan A prolongé, l'autre entre
Fig.
le plan B et le plan A prolongé, tous leurs points ont une température constante o, et une cause extérieure leur conserve toujours cette même température; enfin, les molécules du solide compris entre A, B et C ont la température initiale o. La chaleur passera successivement du foyer A dans le solide BAC; elle s'y propagera dans le sens de la longueur qui est infinie, et en même temps elle se détournera vers les masses froides B et C qui en absorberont une grande partie. Les tempera! mes du solide BAC s'élèveront de plus en plus; mais elles ne pourront outre-passer ni même atteindre un maximum de température, qui esl différent pour les différents points de la masse. II s'agil de connaître l'état final et constant dont l'état variable s'approche de plus en plus. Si cet état final était connu et qu'on le formât d'abord, il subsisterail de lui-même, el c'est cette propriété qui le distingue de tous les autres. Aussi la question actuelle consiste à déterminer les températures permanentes d'un solide rectangulaire infini, compris entre deux masses de glace B et C et une masse d'eau bouillante A; la considération des questions simples et primordiales est un des moyens les plus
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certains de découvrir les lois des phénomènes naturels, el nous voyons, par l'histoire des Sciences, que toutes les théories se sonl formées suivant cette méthode.
Pour exprimer plus brièvement la même question, on suppose qu'une lame rectangulaire M \C. d'une longueur infinie, est échauffée par son extrémité A et conserve dans tous les point» de cette base une température constante i . tandis que chacune des deux arêtes infinies II et C, perpendiculaires à la première, est aussi assujettie dans tous ses points à une température constante o; il s'agit de déterminer quelles doivent être les températures stationnaires de chaque point de la laine.
On suppose qu'il ne se fait à la superficie aucune déperdition de chaleur ou, ce qui est la même chose, on considère un solide formé par la superposition d'une infinité de lames pareilles à la précédente; on prend pour l'axe îles x la droite ox qui partage la lame en deux moitiés, el les coordonnées de chaque point m sont x et y, en lin on représente la largeur A de la lame par 2I ou, peur abréger le calcul, par -. valeur de la demi-circonférence.
Concevons qu'un point m de la lame solide BAC, qui a pour coordonnées x et y, ail la température actuelle v, et que les quantités v qui répondent aux différents point» soient telles qu'il ne puisse survenir aucun changement dans les températures, pourvu que celle de chaque point <!r la base A soit toujours 1, el que les côtés B et C conservent dans tous leurs point» la température <>.
Si l'on élevait en chaque point /// une coordonnée verticale égale à la température 1 . on formerail une surface courbe qui s'étendrait audessus de la lame el se prolongerait à l'infini. Nous chercherons à connaître la nature de cette surface, qui passe par une ligne parallèle élevée au-dessus de l'axe des y à une distance égale à l'unité, el qui coupe le plan horizontal suivant les deux arêtes infinies parallèles aux
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Pour appliquer l'équation générale
dv _ K / d-v d-v d"-v\ dt ' CD \d& + ~dy* + ~ù^y
on considérera que, dans le cas dont il s'agit, on fait abstraction d'une coordonnée z, en sorte que le terme -^ doit être omis; quant au premier membre -5-5 il s'évanouit puisqu'on veut déterminer les températures stationnaîres ; ainsi l'équation qui convient à la question actuelle et détermine les propriétés de la surface courbe cherchée est celle-ci
La fonction cp(,r,y) de x et y, qui représente l'état permanent du solide BAC, doit :
i° Satisfaire à l'équation (a);
2" Devenir nulle lorsqu'on substitue ou + -" au lieu de v.
quelle que soit d'ailleurs la valeur de x\
3° Être égale à l'unité, si l'on suppose x= o et si l'on attribue à v
une valeur quelconque comprise entre et H
[1 faut ajouter que cette fonction ^{x, y) doit devenir extrêmement petite lorsqu'on donne à x une valeur très grande, puisque toute la chaleur sort du seul foyer A.
Afin de considérer la question dans ses éléments, on cherchera en premier lieu les plus simples fonctions de x et v, qui puissent satis- Paire à l'équation (a): ensuite on donnera à cette valeur de c une expression plus générale, afin de remplir toutes les conditions énoncées. Par ce moyen la solution acquerra toute l'étendue qu'elle doit
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avoir, el l'on démontrera que la question proposée ne peu! admettre aucune autre solution.
Les Ponctions de deux variables se réduisenl souvent à une expression moins composée lorsqu'on attribue à l'une des variables ou à toutes les deux une valeur infinie; c'esl ce que l'on remarque dans les fonctions algébriques qui, dans ce cas, équivalenl au produit d'une Fonction de c par une fonction de y. Nous examinerons d'abord si la valeur de v peul être représentée par un pareil produit; car celle fonction v doil représenter l'étal de la laine dans toute son étendue, cl par conséquent celui des points dont la coordonnée x est infinie. On
écrira donc
P-Fl i |/i | i!
substituant dans l'équation <t et désignant- '".' parF"(a?)et- ;'
pai' /' v . mi aura
1 ' Hll-n.
on pourra donc supposer
^=m« et #2?=— .",
//> étant une constante quelconque; et, comme on se propose seulement de trouver une valeur particulière de r, on déduira des équations précédentes
F(.r) = <?-'"•<•, ) = cos//m\
On ne pourrait point supposer que m est un nombre négatif, el l'on doit nécessairement exclure toutes les valeurs particulières de v où il entrerail des termes tels que '"". m étant un nombre positif, parce que la température v ne peul point devenir infinie loi -que x est infiniment grande. En effet, la chaleur n'étant fournie que par la source constante A, il m' pont en parvenir qu'une portion extrêmement petite dans les ponts do l'espace qui -oui très éloignés du foyer. Le reste ^<
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détourne de plus en plus vers les arêtes infinies B et Cet se perd dans
les masses froides qu'elles terminent.
L'exposant m qui entre dans la fonction e— cosmy n'est pas déterminé, et l'on peut choisir pour cet exposant un nombre positif quelconque; mais, pour que 9 devienne nulle en faisant y =- \ ou y = + r-, quelle que soit x, on prendra pour m un des termes de la suite 1, 3, 5, 7, ..-; par ce moyen la seconde condition sera rempli.-.
On formera facilement une valeur plus générale de 9 en ajoutant plusieurs termes semblables aux précédents, et l'on aura (6) r„ae-cos7 + ^-^cos3v + c(?-^cos5j + ^-^cos7r + ....
Il est évident que cette fonction 9, désignée par o{x,y), satisfait à
l'équation
~dxï + dyl ~ ° et à la condition
Il reste à remplir une troisième condition, qui est exprimée ainsi
et il est nécessaire de remarquer que ce résultat doit avoir lieu lorsqu'on met pour y une valeur quelconque, comprise entre \ et 4-ï. On ne peut en rien inférer pour les valeurs que prendrait la fonction 9(0, y) si l'on mettait au lieu de y une quantité non comprise entre les limites - \ et + \ L'équation (b) doit donc être assujettie à la condition suivante :
1 — acos/-h&cos3/4-ccos5/4-</cos7!y-+-
C'est au moyen de cette équation que Ton déterminera les coefficients a, b, c, d, . .., dont le nombre est infini.
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Le - cond membre est une fonction de v, qui équivaul à l'unité
toutes les fois que la variable y esl comprise entre — - el -• <m
pourrait douter qu'il existât une pareille fonction, mais cette question sera pleinement éclaircie par la suite.
Avant de donner le calcul des coefficients, nous remarquerons l'effet que représente chacun des termes de la série dans l'équation (b).
Supposons que la température fixe de la base A, au lieu d'être égale .à l'unité pour tous ses points, - < > i i d'autant moindre que le point de la droite A esl plus éloigné du milieu o, et qu'elle soit proportionnelle au cosinus de cette distance; on connaîtra facilement dans ce cas la nature de la surface courbe dont l'ordonnée verticale exprime la température v, OU y .■ . y . Si l'on coupe cette surface à l'origine par un plan perpendiculaire à Taxe (\v> a?, la courbe qui termine la section
aura pour équation
e = a cos i ;
les valeurs des coefficients seront les suivantes
ainsi >\'- suite, el l'équation de la surface courbe sera
Si l'on coupe cette surface perpendiculairement à l'axe des i . on aura une logarithmique dont la convexité est tournée vers l'axe; si on la coupe perpendiculairement à l'axe des v, on aura une courbe trigonométrique qui tourne sa concavité v< rs l'axe. Il suit de là que la fonction ' a toujours une valeur positive, el que celle >\^ ' \ est toujours
2 itive. Or art. 1 2-\ ,1a quantité de chaleur qu'une molécule acquiert, ;i ra son de sa place entre deux autres dan- le sens des v, esl propor-
tionnelle à la valeur de ^; il s'ensuit donc que la molécule intermédiaire reçoit, de celle qui la précède dans le sens des x, plus de chaleur qu'elle n'en communique à celle qui la suit. Mais, si l'on considère celte même molécule comme placée entre deux autres dans le sens
des r, la fonction -5-5 étant négative, on voit que la molécule intermédiaire communique à celle qui la suit plus de chaleur qu'elle n'en reçoit de celle qui la précède. Il arrive ainsi que l'excédent de chaleur qu'elle acquiert dans le sens des x compense exactement ce qu'elle perd dans le sens des y, comme l'exprime l'équation
On connaît ainsi la route que suit la chaleur qui sort du foyer A. Elle se propage dans le sens des x, et en même temps elle se décompose en deux parties, dont l'une se dirige vers une des arêtes, tandis que l'autre partie continue de s'éloigner de l'origine pour être décomposée comme la précédente, et ainsi de suite à l'infini. La surface que nous considérons est engendrée par la courhe trigonométrique qui répond à la base A, et se meut perpendiculairement à l'axe des x en suivant cet axe, pendant que chacune de ses ordonnées décroit à l'infini, proportionnellement aux puissances successives d'une même fraction.
On tirerait des conséquences analogues, si les températures fixes de la hase A étaient exprimées par le terme b cos3y, ou par l'un des termes suivants ccosSj, ... ; et l'on peut, d'après cela, se former une idée exacte du mouvement de la chaleur dans les cas plus généraux; car on verra par la suite que ce mouvement se décompose toujours en une multitude de mouvements élémentaires, dont chacun s'accomplit comme s'il était seul.
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Nous reprendrons tnaintenanl l'équation
i = acosv-f- 0cos3v -hccosïy ■+- dcosyy + . . .,
dans laquelle il faul déterminer les coefficients a, h, c, <l, .... Pour que cette équation subsiste, il est nécessaire que 1rs constantes satisfassent aux équations que l'on obtient par des différentiations successives, ce <|iii donne 1rs résultats suivants
i =acosv -+- 6cos3/-i- ccos5j+ dcosyy -f-. . . , o — ,, -in t — 3 isin '- 1 + 5 csin5j-t-7 dsin 7/4-. o = rtcos/-i-326co- 3 r ')2ccos57 + 72rfcos77 + . .., o = asin^-+-3»6sin 3 » --h 5ac sin5jK-i- 73</sin 77 -f-.
el ainsi de suite à l'infini.
Ces équations devant avoir lieu lorsque/y = o, on aura
o = a + 3i6 + 52c + frf + f)!e + [iï/+...,
o = aH-3*ô-4-5*c ;■-/ ■-.,'•'•—
o — a -f- 3*0 4-5'c -L- 7*rf 4-. . .,
o = // - ;• /. ",sc -f-. . ..
'''' nombre de ces équations esl infini comme celui des indéterminées a, b, c, d, e, .... La question consiste à éliminer toutes les inconnues, excepté une seule.
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Pour se former une idée distincte du résultat de ces éliminations,
on supposera que le nombre des inconnues a, h, c, d, ... est d'abord défini et égal à m. On emploiera les m premières équations seulement, en effaçant tous les termes où se trouvent les inconnues qui suivent les m premières. Si l'on fait successivement m = 2, m = 3, m = 4, m — 5, ainsi de suite, on trouvera dans chacune de ces suppositions les valeurs des indéterminées. La quantité a, par exemple, recevra une valeur pour le cas de deux inconnues, une autre pour le cas de trois inconnues, ou pour le cas de quatre inconnues, ou successivement pour un plus grand nombre. Il en sera de même de l'indéterminée b, qui recevra autant de valeurs différentes que l'on aura effectué de fois l'élimination; chacune des autres indéterminées est pareillement susceptible d'une infinité de valeurs différentes. Or la valeur d'une des inconnues, pour le cas où leur nombre est infini, est la limite vers laquelle tendent continuellement les valeurs qu'elle reçoit au moyen des éliminations successives ('). Il s'agit donc d'examiner si, à mesure que le nombre des inconnues augmente, chacune des valeurs a, b, c, d, ... ne converge point vers une limite finie, dont elle approche continuellement. Supposons que l'on emploie les sept équations suivantes :
1 = a -h b -h c -\- d + e -+- /+ g, 0 = a -+- 3- b 4- 52 ç ■+- 7* d-\-gt e + 112 f-\- 13* g,
o = a -h 3V b -t- 5V c -+- -'* d-\-çf e-t-ii4 /+i3v g, o = a -f- 36 b -+- 5° c -t- 7° d -+- o15 e -+- 1 16 /-t- 1 36 g, a -+- 38 b -+- 58 c + 78 rf -h 9S e -t- 1 1 8 / -4- 1 3S g , a-+-310&H-510c-+-710<r/ + 9,0<? + ii10/-t- i310£-,
1 ' 1 Ce point n'est nullement évidenl el aurait besoin de démonstration. Quoi qu'il en soit, la méthode si naturelle que suit ici Fourier, el qu'il emploie aussi plus loin dans l'étude des séries trigonomé triques les plus générales, anus paraît, malgré son insuffisance, mériter l'ut t cul i< m des géomètres; car il y a. dans les différentes parties de la Science, bien des questions donl la solution peut se rattacher à la considération d'un nombre infini d'équations linéaires contenant un nombre infini d'inconnues. G. I).
j-3'»6(i3«— 3») + 5««< i. ■ : rf(i3 -7*) + 910c(i3*— g
nio/(i3! 1
En continuant l'élimination, on obtiendra l'équation finale en a, qui
est
a 1 ïi_,ï)(,,ï_,ï)(9î_ i*)(7«-i«)(5* — is)(3s — iî) = i3s.iiï.9î.72.5î.3î.iî.
Si l'on avait employé un nombre d'équations plus grand d'une unité, on aurait trouvé, pour déterminer a, nue équation analogue à la précédente, ayant au premier membre un facteur de plus, savoir : 1 "'■ 1-. et au second membre i5a pour un nouveau facteur. La loi à laquelle ces différentes valeurs de a sont assujetties est évidente, et il s'ensuit que la valeur de a qui correspond à un nombre infini d'équations est exprimée ainsi
ou
~2.4 4-t>6.8 8.IO IO. 12 I2.l'|
Or cette dernière expression est connue et, suivant le théorème de Wallis, on en conclut
Il ne s'agit donc maintenant que de connaître les valeurs des autres indéterminé) s.
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Les six équations qui restent après l'élimination de g peuvent être eomparées aux six équations plus simples que l'on aurait employées s'il n'y avait eu que six inconnues. Ces dernières équations diffèrent des équations (c) en ce que, dans celles-ci, les lettres/, c, d, r, b, a se trouvent multipliées respectivement par les facteurs
11 suit de là que, si l'on avait résolu les six équations linéaires que l'on doit employer dans le cas de six indéterminées, et que l'on eût calculé la valeur de chaque inconnue, il serait facile d'en conclure la valeur des indéterminées de même nom, correspondantes au cas où l'on aurait employé sept équations. Il suffirait de multiplier les valeurs de/, c, d, c, b, a, trouvées dans le premier cas, par des facteurs connus. Il sera aisé, en général, de passer de la valeur de l'une des quantités, prise dans la supposition d'un certain nombre d'équations et d'inconnues, à la valeur de la même quantité, prise dans le cas où il y aurait une inconnue et une équation de plus. Par exemple, si la valeur de/ trouvée dans l'hypothèse de six équations et six inconnues est représentée par F, celle de la même quantité prise dans le cas d'une
i32 inconnue de plus sera F -^— — ■ Cette même valeur, prise dans le cas
de huit inconnues, sera, par la même raison,
i32— ii- iÔ;- ii*'
et, dans le cas de neuf inconnues, elle sera
i32 — ii2 i52 — ii2 172 — ii2'
ainsi de suite. Il suffira de même de connaître la valeur de b, corres-
CHAPITRE LU.- SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. [53 pondante au cas de deux inconnues, pour en conclure celle de la même
lettre qui correspond au cas de trois, quatre, cinq inconnues On
aura seulement à multiplier cette première valeur de l> par
-3S 7»-3â 9-- 3- us-,P ■'*'
Pareillement, si l'on connaît la valeur de c pour le cas de [rois inconnues, on multipliera cette valeur par les facteurs successifs
f- 5 ' 9 5 ' u»- 5»' '"'' OU calculera de même la valeur. le d pour le cas de quatre inconnues
seulement, el l'on multipliera celle valeur par
m3 i3» iV
Ml
f ,il_7« ,3*-;* ,5»_7» '•••
Le calcul de la valeur de a esl assujetti à la même règle; car, si l'i prend cette valeur pour le cas (l'une seule inconnue et qu'on la mul tiplie successivemenl par
_3!_, _JL_, _ji_ 92
3»-i*' 5»-i*5 7»-i*' 9^^' •*•' on trouvera la valeur finale de cette quantité.
La questiou esl donc réduite à déterminer la valeur de a dans le cas 'l'une inconnue, la valeur de b dans le cas de deux inconnues, celle de < dans le cas de trois inconnues, et ainsi de suite pour le- autres inconnii. s.
11 es' ^cile de juger, à l'inspection seule des équations el sans
e des eqi
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aucun calcul, que les résultats de ces éliminations successives doivent
être
Il ne reste qu'à multiplier les quantités précédentes par les séries des produits qui doivent les compléter et que nous avons donnes (art. 174). On aura, en conséquence, pour les valeurs finales des inconnues a, h, c, d, c,f, ..., les expressions suivantes :
i M— jj
X2_7, 32_72 52_72 9,_-2 tl2_72
32 52 ii2 '3J
^—n2 3- ii- 5*— ii* 72 — ii2 g2— ii2 i32— n1 i5*— n!
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ou
• i • . s \. io 6. la
i . i --,,ii.i
_ i . i t . 3 5.5 9 . g i i . i i i ; . i '• 4.102.122.1b 4-'^ b" . ao
B . i o 6 . i a i . 1 4 a . 1 6 i . ao \ . a a l i . i \ i . i 1.5 - . - g . g (3.i3i5.i5i;
to.ia 8.i4 6. 16 [. 18 s.ao ».a4 i.a6 6.a8
La quantité -> ou le quart de la circonférence, équivaut, suivanl le théorème de Wallis, à
i.a t. 4 6.6 8.8 io. io 12. ia \\. \\ i . > t. 5 5.7 7. g g. 11 ii.i3i3.i5
Si l'on remarque maintenant quels sont, dans les valeurs de a, 0,
les facteurs que l'on doit écrire aux numérateurs et aux
dénominateurs, pour y compléter la double série des nombres impairs el des nombres pairs, on trouvera que les facteurs à suppléer sont
Pour b — ^~
l'uiir c
Ml '•
et l'on en conclu!
C'est ainsi qu'on est parvenu à effectuer entièrement les éliminations et à déterminer les coefficients a, b, c, d, ... de l'équation
i — acosy -+- &cos37-i-ccos5/-t-d'cos7y-i-ecos9/ +
La substitution de ces coefficients donne l'équation suivante :
j =cosj- ^cos3/-t-^cos5j— icos7/ + ^cos9r— — cosn v-k...
Le second membre est une fonction de y qui ne change point de valeur quand on donne à la variable y une valeur comprise entre - \ et 4- -• 11 serait aisé de prouver que cette série est toujours convergente; c'est-à-dire que, en mettant au lieu de y un nombre quelconque et en poursuivant le calcul des coefficients, on approche de plus en plus d'une valeur fixe; en sorte que la différence de cette valeur à la somme des termes calculés devient moindre que toute grandeur assignable. Sans nous arrêter à cette démonstration que le lecteur peut suppléer, nous ferons remarquer que la valeur fixe dont on approche
continuellement est ? si la valeur attribuée à y est comprise entre
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o et '• mais qu'elle est - '.' si y esl comprise entre - el •; car, dans ce second intervalle, chaque terme de la série change de signe. En général, la limite de la série esl alternativemenl positive et négative; au reste, la convergence n'est poinl assez rapide pour procurer une approximation facile, mais elle suffit pour la vérité de l'équation.
L'équation
y = COS./' — C0S3J - . oimï ru--/" r...
appartient à une ligne qui, ayanl x pour abscisse et y pour ordonnée, esl composée de droite- séparées dont chacune esJ parallèle à l'axe el • ii la demi-circonférence. Ces parallèles sont placées alternativement au-dessus el au-dessous de l'axe, à la distance 7, el jointes
par des perpendiculaires qui l'ont elles-mêmes partie de la ligne. Pour se former une idée exacte de la nature de cette ligne, il faut supposer que le nombre des termes de la l'onction
cosx — - coso.r -+- - C0S3 X — ...
reçoit d'abord une valeur déterminée. Dans ce dernier cas, l'équation
y z= cos./- — = cos3.r -+- -cos ;jj — ... à
appartient à une ligne courbe qui passe alternativement au-dessus el au-dessous de l'axe, en le coupant toutes les fois que l'abscisse i âe\ ient égale à l'une de - quanti l
;i mesure que le nombre des termes de l'équation augmente, la courbe dont il s'agit tend de plus en plus à se confondre avec la ligne précé-
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dente, composée de droites parallèles et de droites perpendiculaires, en sorte que celte ligne est la limite «les différentes courbes que l'on obtiendrait en augmentant successivement le nombre des tenue-.
REMARQUES SIR CBS SERIES
Ou peut envisager ces mêmes équations sous un autre point de vue et démontrer immédiatement l'équation
- = C0S;r — 77 CO&àa: -+- -coso.r COS7 x H — cosq.r — . . . .
Le cas où x est nulle se vérifie par la série de Leibnitz
Ensuite on supposera que le nombre des termes de la série
- cos ci x -+- - cos 5 x
cos.a? — 7ï cos3x ■+- - cos5jt - -0057.2?
au lieu d'être infini, est déterminé et égal à m. On considérera la valeur de cette suite finie comme une fonction de x et de m. On réduira la valeur de la fonction en une série ordonnée suivant les puissances négatives de m: et l'on reconnaîtra que cette valeur approche d'autant plus d'être constante et indépendante de -r, que m est un plus grand nombre (').
1 i (i.i remarquera que, dans cette étude de quelques séries particulières, Fourier suil précisément la méthode qui a permis plus tard à Dirichlet d'obtenir pour la première fois une théorie eomplètemenl rigoureuse des séries trigonométriques. Cette méthode consiste, comme on le voit, à exprimer par une intégrale définie la somme des //; premiers termes de la série, puis ù chercher la limite de cette intégrale. G. D.
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Yz=. COS COS 3 . COSI 'ni —\).r,
le nombre m des termes riant suppose pair. Cette équation, différentiée par rapport à r, donne
dy
p- = sinx— -ni' -m.) /— m - r ...
-m \m — 3)a? — sin(am— n a :
en multipliant par 2 sin i.r, on a
dy . ...
— • -m • • '-111/-111'/ isino .•■ hii ' • '-nii^-iii'/ 1-. . .
1 sin (2 m 3 1 1 -in ' ■■ t sin (2 m — i)a:sin2.r.
Chaque terme du second membre riant remplacé par la différence de doux cosinus, on en conclura
• ■ -in>.r = cos( — x) — cos > ' eu
— cos a- + cos 5 r -+- cos3.r — cos 7 i
— eu- '1 / cos -+- cos 7 X — COS 1 1
-+-cos(?//> 5 C -COS(2//i — I — COS (2/» — 3)x -+- cos (2m -+- l).r.
Le second membre se réduit a cos im \ v cos(2jw — i x ou
— 2 -111 2/w l -111 / : dune
1 Ç sin
On intégrera le second membre par partir-, en distinguant dans rintégrale le facteur sin ±m r <L< , qui doit être intégré successivement,
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cl le l'acteur ou sécr que l'on doit <li Ile rentier successivement: dési-
gnanl les résultats de ces différen dations par séc'a?, séc"a:-, séc'".r, . . .,
ou aura
2 y = const. C0S2 ma: secr
ni
S1112 w.r sec\r H — ; — -cos2m.r sec x
ainsi la valeur de y, ou
cos.r — - COSO.Z- -f- ^ COSo.2? cos- x -h . . ,-\ COs(?.n> — i)r,
3 3 7 ' im — i v '
qui est une fonction de x et m, se trouve exprimée par une série infinie; et il est manifeste que, plus le nombre m augmente, plus la valeur de y approche de celle de la constante. C'est pourquoi, lorsque le nombre m est infini, la fonction y a une valeur déterminée qui est toujours la même, quelle que soit la valeur positive de oc, moindre que
-• Or, si l'on suppose l'arc a? nul, on a
qui équivaut à -. • Donc on aura généralement
lu) -7 = cos.r — » cos3.r + ttCoso^- cos7*r H — cosoj?
£i dans cette équation on suppose .r = ~, on trouvera
2 \JÏ
En donnant à l'arc x d'autres valeurs particulières, on trouvera d'autres séries qu'il est inutile de rapporter, el dont plusieurs onl déjà été publiées dans les Ouvrages d'Euler. Si l'on multiplie l'équa-
CHAPITRE III SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. Kil lion b par dx el que l'on intègre, on aura
sin X -m. >.r -in-.r -+-.
En faisan) dans cette dernière équation x -, on trouve
série déjà connue. On pourrait énumérer à l'infini ces cas particuliers; mais il convient mieux à l'objet de cet Ouvrage de déterminer, en suivant le même procédé, les valeurs de diverses séries formées de sinus mi de cosinus d'arcs multiples.
Soit
y = sinj — sinaj . -in .. a ■ -- , -m \x -\- J I
sin {/» — i)x — - sinmx,
/// étant un nombre pair quelconque. On tire de celte équation
-j-t — <■<<> V — COS ' ' cos3j cos \x -h. . .-!- cos(/« — l)x — cosmx;
multipliant par a -in r el remplaçant chaque terme du second membre par la différence de deux sinus, <mi aura
-III I : ■ ill / X)
— si
H- sin ■ -sin(3j
-hs\\i\<ni i a? -h a?] — sin [(m — i)a? — x]
-in m i i -\\i(mx — x)
et, en réduisant,
dJ
2 si n / - -in / ■ -m/// / —sin (ma: H- a;);
la quantité
OU
équivaut à on a donc
sin m.r — s\n{f)>.r -•■- ./■ i
2 sin -cos( mx-\- -
dy
sin -
:os(
mx
dx
sm.r
dy
cos
(mx->r
dx
on en conclut
cos m^? H
2 cos-
Si l'on intègre par parties, en distinguant le facteur ou
sec
cos -
qui doit être successivement différentié et le facteur eos|///.r + que l'on intégrera plusieurs fois de suite, on formera une série dans laquelle les puissances de m + \ entrent aux dénominateurs. Quant à la constante, elle est nulle parce que la valeur de y commence avec celle de oc. Il suit de la que la valeur de la suite finie
s-mx __ 1 sinaaJ + I8in dx - | sin5* -+- ± sin7a? -. . .- - sin m r
diffère extrêmement peu de |, lorsque le nombre des termes est très grand; et, si ce nombre est infini, on a l'équation déjà connue
- = sinx - - sin2x- + ^ sinSx - t sin4.* + ^ sin5.r - . . . .
« HAPITRE III. SOLIDE RECTANGt LAIRE INFINI. 163 < Mi pourrait aussi déduire de cette dernière série celle que non» avons
donnée plus haut pour la valeur de
S.. il maintenant
i cosa - . im- , ;
- im — a)a; cos >///.>.
/// étant un nombre pair. Différentiant, multipliant par 2sin2#, sub-
Stituant les différences de eo>iiiiis et réduisant, itn aura
f/i -ill : I m + \).r
— — tanç.r -+tir cos
on
■ î <• — / tang ' '/' -+- I -
'Ir.
l'ii-.r
Intégrant par parties le dernier terme du second membre et supposant
m infini, on a
I C H lOg eu-
m. dans l'équation
y — ,,,,./—- COS Ji- 4- 7t COS<> COSOd? 4-. . . ,
on suppose x nulle, on trouve
donc
y — - log2 4- - I"- COS ' .
On parvient ainsi a la série donnée par Euler
log(a cos- x ) = cosx cos 2 cos3a?— Tcos '( /
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En appliquant le même procédé à l'équation
y = sin.r -+- ~ sin3*r -+- -=s'm5x -{ — sin7.r +. . .,
on trouvera la série suivante, qui n'avait pas été remarquée :
- =: sin.r + ■- sin )./■ + F sino.r H — sin 7 x -t- - sinox 4-. . . . 4 3 5 7 9
Il faut observer, à l'égard de toutes ces séries, que les équations qui en sont formées n'ont lieu que lorsque la variable x est comprise entre certaines limites. C'est ainsi que la fonction
cos.r — -k cos3.f -+- -= cos.k/- COS7 x ■+- . . .
n'est équivalente à -. que si la variable x est contenue entre les limites que nous avons assignées. Il en est de même de la série
sin x sin 2 x -+- 7r siiio.r — T sin !±x -+- ■=■ sin 5 x — ....
Celte suite infinie, qui est toujours convergente, donne la valeur toutes les fois que l'arc x est plus grand que o et moindre que -. Mais elle n'équivaut plus à - si l'arc surpasse -; elle a, au contraire, des
valeurs très différentes de -; car il est évident que, dans l'intervalle
de x — tz à x = 27C, la fonction reprend avec le signe contraire (mites les valeurs qu'elle avait eues dans l'intervalle précédent, depuis x = o jusqu'il .r --: -. ('.cite série est connue depuis longtemps; mais l'analyse qui a servi à la découvrir n'indique pas pourquoi le résultai cesse d'avoir lieu lorsque la variable surpasse -.
Il faut donc examiner attentivement la méthode que non- venons
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d'employer el j chercher l'origine de cette limitation à laquelle les séries Irigonométriques sonl assujetties.
Pour) parvenir, il suffit de considérer que les valeurs exprimées par les suites infinies ne sonl connues avec une entière certitude que dans les cas "ii l'on peul assigner les limites de la somme des termes qui 1rs complètent; il faut donc supposer qu'on emploie les premiers termes seulemenl de ces suites, el trouver lc> limites entre lesquelles le reste esl compris.
Nous appliquerons cette remarque à l'équation
I COS ' '/' i i '
•in .! ». /// — i
le nombre des termes esl pair ci représenté par ///; on en déduil cette équation
dy -in > m r
J r ru- /
d'un l'on peul tirer la valeur de v. en intégrant par parties. Or l'intégrale fuvdx peul l'ire résolue en une -cric composée d'autanl de termes qu'on le voudra, // el v étanl de- fonctions de r. On peul écrire,
par exemple.
fdxfdxfvdx -f [>!''',".. ï>l>.f<h-)\-.l, |.
équation qui se vérifie d'elle-même par la différentiation. En désignant sin 2/tj i par v >•! séc c par //. un trouvera
• i — c secr coszmx h — se< tsxnzma
• m nv
1 / »sé(
- > m i i cos • '" ' d
',!■ ! >in-
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Il s'agit maintenant de connaître les limites entre lesquelles est comprise l'intégrale
f C0S2mx d m '■(■' i
qui complète la suite. Pour former cette intégrale, il faudrait donner à l'arc x une infinité de valeurs, depuis o, terme où l'intégrale commence, jusqu'à x qui est la valeur finale de l'arc, déterminer pour chacune des valeurs de a? celle de la différentielle c/séc".r et celle du facteur cos2ra.r, et ajouter tous les produits partiels; or le facteur variable cos2m,r est nécessairement une fraction positive ou négative : par conséquent, l'intégrale se compose de la somme des valeurs variables de la différentielle dséc"x, multipliées respectivement par des fractions. La valeur totale de cette intégrale est donc moindre que la somme des différentielles ds,éc"x, prises depuis x = o jusqu'à x, et elle est plus grande que cette même somme prise négativement; car, dans le premier cas, on remplace le facteur variable cos2w.r par la quantité constante i, et, dans le second cas, on remplace ce facteur par — i. Or cette somme des différentielles dsëc"x, ou, ce qui est la même chose, l'intégrale fdséc"x, prise depuis x = o, esl séc"^r — séc"o; séc"a? est une certaine fonction de x, et séc"o est la valeur de cette fonction, prise en supposant l'arc x nul ('). L'intégrale cherchée est donc comprise entre
+ (séc".r — séc"o) e1 — (séc"a; — séc'o); c'est-à-dire que, en représentant par /• une fraction inconnue positive
(') Fourier néglige il énoncer ici une des conditions qui sont nécessaires pour l'e\aciitude du raisonnement, à savoir que tous les éléments de l'intégrale
</i -vc"x)
soient de même signe. Cette condition esl d'ailleurs satisfaite, comme on s'en assurera aisément . G. I).
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fcos sé< k{ séc
On parvient ainsi à l'équation
• « séc i os \mx -h —
"•'+-T7-;(sôc".r-
dans laquelle la quantité séc c séc o) exprime exactement la
somme de tous les derniers termes de la série infinie.
S| I on eût cherché deux termes seulement, on aurait eu l'équation
'' = r — :, ~ -■////-- -m _ -T— -(scc'j; — séc'o).
'm ■>- m ■ 'in
Il résulte de là que l'on peut développer la valeur de y en autant de termes que l'on voudra et exprimer exactement le reste de la série; on trouve ainsi cette suite d'équations
> =c éc ' cos '.m r -\ (séc.r — séco),
' > -c— -^-sécj?cos2/«,r-t-— i-;séc'.rsin2/M.i- -f- ~, '- fséc'.c — séc'o), ■ ut 2* /// - 2" ni
'i - -• -secj?cos2mj - , — ;séc'.rsin2/n
h -= — r ( séc" x — séc'o).
Le nombre I; qui entre dans ces équations n'est pas le même puni toutes, et il représente dans chacune une certaine quantité qui est toujours comprise entre i et —\\m est égal au nombre des termes de li suite
- ; . Ecos5x — ... ,..
dont la somme est e parj'.
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On ferail usage de ces équations si le nombre /// étail donné, <i, quelque grand que fût ce nombre, on pourrai! déterminer, aussi exactement qu'on le voudrait, la partie variable de la valeur de y. Si le nombre /// est infini, comme on le suppose, on considérera la première équation seulement ; et il est manifeste que les deux termes qui suivent la constante deviennent de plus en plus petits; en suite que 2J a dans ce cas pour valeur exacte la constante c; on détermine cette constante en supposant x = o clans la valeur de y, et l'on en conclut
y — COS./' — .7 COS3J -+- -=■ C0SD.T C0S7.Z | COSQJ* — ....
Il est facile de voir maintenant que le résultat a nécessairement lieu si l'arc x est moindre que -• En elïet, attribuant à cet arc une valeur déterminée X aussi voisine de - qu'on voudra le supposer, on pourra toujours donner à /// une valeur si grande que le terme
- — (sec x — seco)
qui complète la série devienne moindre qu'une quantité quelconque; mais l'exactitude de cette conclusion est fondée sur ce que le terme sécr n'acquiert point une valeur qui excède toutes les limites possibles, d'où il suit que le raisonnement ne peut s'appliquer au cas où
l'arc x n'est pas moindre que ■
On fera usage de la même analyse pour les séries qui expriment les
valeurs de '-■> logcos.r, et l'on pourra distinguer par ce moyen les
limites entre lesquelles la variable doit être comprise pour que le résultat du calcul soit exempt de toute incertitude; au reste, ces mêmes questions seront traitées ailleurs par une méthode fondée sur d'autres principes.
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L'expression de la loi <le> températures fixes dans nue lame solide suppose la connaissance de l'équation
- COS ; COSOJ?+ r-COSD J C0S7 J COSQ.Z — ....
Voici le moyen le |>lu> simple d'obtenir cette équation : Si la somme de deux airs équivaul au quart de la circonférence >
le produit de leurs tangentes est i : on a donc, en général,
- - — arc lansru arc lanc - ;
le signe arc tangu indique la longueur de l'are dont la tangente est //; et l'on connaît < 1 » > [ > m i - longtemps la série qui donne la valeur de cel arc; on aura donc le résultat suivant :
[ - =IIH 7 ( U3-h —.) H - ! ! h - — )
-i maintenant on écrit '•'*-', au lieu de u, dans l'équation c et dans l'équation d . on aura
- = arc lange*^-!- arc i a 1 1 g e~x f-~K ,
La •>. -rie de l'équation d est toujours divergente el celle de l'équation li est toujours convergente; sa valeur est - ou — y
SOLUTION GÉNÉRALE
On peut maintenant former la solution complète de la question que nous nous sommes proposée; car les coefficients de l'équation (b) art. 168) étanl déterminés, il ne reste plus qu'à les substituer; el Ton a u ra
-j- = e_* cosjk — ^ e~3-rcoso/ -+- ^e-"* coso/ e-7-* cos 7/ H — e~'ix COS9 j -
Cette valeur de t> satisfait à l'équation
d^ + ôy-=°;
elle devient nulle lorsqu'on donne à y une valeur éimle à - ou :
enfin, elle équivaut à l'unité toutes les fois que, x étant nulle, y est
comprise entre et h Ainsi toutes les conditions physiques de
la question sont exactement remplies, et il est certain que, si l'on donnait à chaque point de la lame la température que l'équation (a) détermine, et si, en même temps, on entretenait la hase A à la température 1 et les arêtes infinies B et C à la température o, il serait impossible qu'il survînt aucun changement dans le système des températures.
Le second membre de l'équation (a) étant réduit en une série extrêmement convergente, il est toujours facile de déterminer en nombre la température d'un point dont les coordonnées x et v sont connues, dette solution donne lieu à diverses conséquences qu'il est
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nécessaire de remarquer, parce qu'elles appartiennent à la théorie générale.
Si le point ///, dont on considère la température fixe, est très éloigné de l'origine A. le second membre de l'équation se] aura pour valeur extrêmement approchée < cosj : il se réduit à ce premier terme si x est infini.
L'équation
c> = i cosi
représente ainsi un état du solide qui se conserverail sans aucun changement, s'il était d'abord formé; il en sérail de même de l'étal exprimé par l'équation
•'= ^-e~3jr cos
et, en général, chaque terme de la série correspond à un état particulier qui jouil île la même propriété. Tous ces systèmes partiels existent à la fois dans celui que représente l'équation (a); ils se superposent, el le mouvement de la chaleur a lieu pour chacun d'eux de la même manière que s'il était seul. Dans l'étal qui repond à l'un quelconque de ces termes, les températures fixes des points de la hase A diffèrent d'un point à un autre, el c'est la seule condition de la question qui ne soit pas remplie; mais l'étal général qui résulte de la somme de tous les termes satisfait à cette même condition.
A m isure que le point dont on considère la température est plus
éloigné de l'origine, le mouvement de la chaleur est moins composé : car, si la distance x a une valeur assez grande, chaque terme de la série est fort petit par rapport au précédent, de sorte que l'état de la lame échauffée est sensiblement représenté par les trois premiers termes, on par les deux premiers, ou par le premier seulement, pour les parties de cette lame qui sont de plus en plus éloignées de l'origine.
I.i surface courbe dont l'ordonnée verticale mesure la température fixe v se l'orme en ajoutant le- ordonnées d'une multitude de surfaces
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particulières, (|iii on! pour équations
-—! = «-* cosy,
TC, I
~Y=— 3e"° cos3/,
— — - = e~aX cos j y,
La première de celles-ci se confond avec la surface générale lorsque x est infinie, et elles ont une nappe asympto tique commune.
Si la différence v — vK de leurs ordonnées est considérée comme l'ordonnée d'une surface courbe, cette surface se confondra, lorsque .r est infinie, avec celle dont l'équation est
cos3j.
Tous les autres termes de la série donnent une conclusion semblable. On trouverait encore les mêmes résultats si la section, à l'origine, au lieu d'être terminée, comme dans l'hypothèse actuelle, par une droite parallèle à l'axe des y, avait une figure quelconque formée de deux parties symétriques. On voit donc que les valeurs particulières
ae~x cosy, be~Sx cos3_y, ce~sx cosSy,
prennent leur origine dans la question physique elle-même et ont une relation nécessaire avec les phénomènes de la chaleur. Chacune d'elles exprime un mode simple suivant lequel la chaleur s'établit et se propage dans une lame rectangulaire, dont les côtes infinis conservent une température constante. Le système gênerai dv> températures se compose toujours d'une multitude de systèmes simples, et l'expression de leur somme n'a d'arbitraire que les coefficients a, l>,
On peut employer l'équation (a) pour déterminer tontes les circonstances du mouvement permanent de la chaleur dans une lame rec-
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(angulaire échauflféi à son origine. Si l'on demande, par exemple, quelle est la dépense de la source de chaleur, c'est-à-dire quelle esl la quantité qui, pendant un temps donné, pénètre à travers la base \ et remplace celle qui s'écoule dans les masses froides 15 et C, il Paul considérer que le lln\ perpendiculaire à l'axe des y a pour expression
K : la quantité qui, pendant l'instant <li, s'écoule à travers une
particule <A 'le l'axe, esl donc
■ àv . .
— k , d) dt:
et, comme les températures sont permanentes, le produit du l)u\ pendant l'unité de temps esl
— K , dy.
dx ■
On intégrera cette expression entre les limites y = - -et y = -f--> afin de connaître la quantité totale qui traverse la base ou, ce qui esl la même chose, on intégrera depuis y = o jusqu'il v= -j et l'on
prendra le double de la somme. La quantité ' ' esl une fonction de a et y, dans laquelle on doit faire c = o, afin que le calcul se rapporte à la base A, qui coïncide avec l'axe des y. La dépense de la source de chaleur a donc pour expression
L'intégrale doil être prise depuis y <> jusqu'à y= '-; si, dans la
fonction ' ■ on ne suppose point x o, mais c v, l'intégrale sera
une fonction de t qui fera connaître combien il s'écoule de chaleur pendant l'unité de temps, à travers nue arête transversale placée à la
distance x de I origine
Si l'on veut connaître la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, peu. ire au delà d'une ligne tracée mu- la lame parallèlement
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;ui\ arêtes li et C, on se servira de l'expression — K-^* et, la multipliant par l'élément (ii- de la ligne tracée, on intégrera par rapport a x entre les termes donnes de la ligne; ainsi l'intégrale
-fjL1-
dv
fera connaître combien il s'écoule de chaleur à travers toute l'étendue de la ligne; et si, avant ou après l'intégration, on fait y— -> on connaîtra la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, sort de la laine en traversant l'arête infinie C. On pourra ensuite comparer cette dernière quantité à la dépense de la source de chaleur; car il est nécessaire que le foyer supplée continuellement la chaleur qui s'écoule dans les masses B et C. Si cette compensation n'avait pas lieu à chaque instant, le système des températures serait variable.
L'équation (a) donne
— k - - = — (e~x cosj — e~3x cos3j- + e~ix cos5y — e~lx co%^y -+-...); multipliant par dv, intégrant depuis y = o, on a
- — ( e~x sin y — -, e~ix sin3 y -+- ?r3j: sin5 y c-'x sin- \ • + .
Si l'on l'ait y = - et si l'on double l'intégrale, on trouvera
— le-x+ ^e-3*-h le~3x-h - e-'x ■+- . . . ) 77 V 3 5 7 J
pour l'expression de la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de temps, traverse une ligne parallèle à la base et dont la dislance à celle base est ce.
On déduit aussi de l'équation (a)
K-r- = — (e x sin y — e~3x sin3y + e -sx sin5 y — e-7* sin 7 >•-+-...); Oy 77 ' J
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donc l'intégrale
prise depuis r o, esl
il — '- *) sinj : i - mu m i . (sin5j -(i e 7x)sin7j
Si l'on retranche cette quantité de la valeur qu'elle prend lorsqu'on y l'ait x infini, on trouvera
SÎni , - ■ ■ -in '• i . < -in '> i . . . ),
et, en faisant y=-, on aura l'expression de la quantité totale de
chaleur qui traverse l'arête infinie C, depuis le poinl dont la distance à L'origine esl a; jusqu'à l'extrémité de la lame: celle quantité est
- — le -. l/+rt'-5r+-rTx+... ;
on voil qu'elle équivaut à la moitié de celle <|iii pénètre pendant le même temps au delà <lc la ligne transversale tracée sur la lame à la distance x <lc l'origine. Nous avons déjà remarqué que ce résultat est une conséquence nécessaire des conditions de la question; s*il n'avait pas lieu, la partie de la lame qui esl placée au delà de la ligne transversale ci se prolonge à l'infini ne recevrait point par ses bases une quantité de chaleur égale à celle qu'elle perd par se- deux arêtes; elle ne punirait donc poinl conserver son état, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Quanl à la dépense de la source de chaleur, on la trouve en supposant a; = o dans l'expression précédente; elle acquiert par lit une valeur infinie, el l'on en connaîtra la rai-un si l'on remarque «pie, d'après l'hypothi se, tous les points de la ligne A ont el conservenl la température i : les lignes parallèles qui sonl très voisines de cette base ont aussi une température extrêmement peu différente de l'unité;
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donc les extrémités de toutes ces lignes qui sont contiguës aux masses froides 15 et C leur communiquent une quantité de chaleur incomparablement plus grande que si le décroissemenl de la température était continu et insensible. Il existe dans cette première partie de la lame, aux extrémités voisines de R ou de C, une cataracte de chaleur ou un flux infini. Ce résultat cesse d'avoir lieu lorsque la distance x reçoit une valeur appréciable.
On a désigné par - la longueur de la base. Si on lui attribue une valeur quelconque il, il faudra écrire, au lieu de y, -~'-,\ et, multipliant aussi les valeurs de x par — >> on écrira -- -j au lieu de r. Dési-
gnant par A la température constante de la base, on remplacera v par 1 • Ces substitutions étant faites dans l'équation (a), on a
71 r .TZ.V
f>= [e 2/cos-^t -„ e -'coso-^r
7Î \ 2/3 il
f +7« "cosb^r e -' cos7 ^-t- -h. . . )
o il 7 il I
Cette équation représente exactement le système des températures permanentes dans un prisme rectangulaire infini, compris entre deux masses de glace R et C et une source de chaleur constante.
Il est facile de voir, soit au moyen de cette équation, soit d'après l'article 171, que la chaleur se propage dans ce solide en s'éloignant de plus en plus de l'origine, en même temps qu'elle se dirige vers les faces infinies R et C. Chaque section parallèle à celle de la base est traversée par une onde de chaleur qui se renouvelle à chaque instant et conserve la même intensité; cette intensité est d'autant moindre que la section est plus distante de l'origine. Il s'opère un mouvement semblable, par rapport à un plan quelconque parallèle aux faces infi-
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nies; chacun de ces plans esl traversé par une onde constante <|iii porte sa chaleur aux masses latérales.
Nous aurions regardé comme inutiles les développements contenus «la us les articles précédents, si nous n'avions point à exposer une théorie entièrement nouvelle, dont il est nécessaire de fixer 1rs principes. C'est dans cette même vue que nous ajouterons 1rs remarques suivantes.
Chacun des termes de l'équation y. correspond à un seul système particulier de températures, qui pourrai! subsister dans une lame rectangulaire échauffée par son extrémité et dont les arêtes infinies sont retenues à une température constante. Ainsi l'équation v — e J'co>\représente le^ températures permanentes, lorsque les points de la base A sont assujettis à une température fixe, désignée par cosy. On [Huit concevoir maintenant que la lame échauffée fait partie du plan qui se prolonge à l'infini dans tous les sens; en désignant par x et y les coordonnées d'un point quelconque de ce plan el par v la température du même point, on appliquera au plan tout entier l'équation
<• = e~xcos i ;
par ce moyen, les arêtes H et C auront la température constante o;
mais il n'en sera pas <le même des parties eontiguës; elles recevront
et conserveront une température moindre. La base A aura dans tous
points la température permanente désignée par cosy, et les parties
COntigUëS auront Une température plus élevée.
Si l'on construit la surface courbe donl l'ordonnée verticale équivaut ;i la température permanente de chaque point du plan, el si on la coupe par un plan vertical pass int par la ligne A ou parallèle à cette
ligne, la figure de la section sera celle d'une ligne trigt métrique
dont l'ordonnée représente la suite infinie el périodique des cosinus. Si l'on coupe cette même surface courbe par un plan vertical parallèle a 1 axe des r, la figure de la section sera dans toute son étendue celle d'une courbe logarithmique.
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On voit par là de quelle manière le calcul satisfait aux deux conditions de l'hypothèse, qui assujettissent la ligne à une température égale à cosj, et les deux côtés Iî et C à la température o. Lorsqu'on exprime ces deux conditions, on résout en effet la question suivante : Si la lame échauffée faisait partie d'un plan infini, quelles déviaient être les températures de tous les points de ce plan pour que le système fût de lui-même permanent, et que les températures fixes des roi es du rectangle infini fussent celles qui sont données par l'hypothèse?
Nous avons supposé précédemment que des causes extérieures quelconques retenaient les faces du solide rectangulaire infini, l'une à la température i, et les deux autres à la température o. On peut se représenter cet effet de différentes manières; mais l'hypothèse propre au calcul consiste à regarder le prisme comme une partie d'un solide dont toutes les dimensions sont infinies et à déterminer les températurcs de la masse qui l'environne, en sorte que les conditions relatives à la surface soient toujours observées.
Pour connaître le système des températures permanentes dans une lame rectangulaire dont l'extrémité A est entretenue à la température i , et les deux arêtes infinies à la température o, on pourrait considérer les changements que subissent les températures, depuis l'étal initial qui est donné jusqu'à l'état fixe qui est l'objet de la question. On déterminerait ainsi l'état variable du solide pour toutes les valeurs du temps, et l'on supposerait ensuite cette valeur infinie.
La méthode que nous avons suivie est différente el conduit plus immédiatement à l'expression de l'étal final, parce qu'elle est fondée sur une propriété distinctive de cet état. On va prouver maintenant que la question n'admet aucune autre solution (pie celle que nous ayons rapportée. Cette démonstration résulte des propositions suivantes
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Si l'on donne a tous les points d'une lame rectangulaire infinie les températures exprimées par l'équation [a . el si l'on conserve aux deux arêtes 15 et (1 la température fixe o pendanl <[iK" l'extrémité \ est exposée à une source de chaleur qui retienl tous les points de la ligne A à la température fixe i. il ne pourra survenir aucun changement dans l'état du solide. En effet, l'équation
étant ^aiis|';iitt\ il esl manifeste que la quantité de chaleur <|iii détermine la température de chaque molécule ne pourra être ni augmentée ni diminuée.
Supposons, les différents points <ln même solide avant reçu les températures exprimées par l'équation y) ou
qu'au lieu de retenir l'arête A à la température i, on lui donne, ainsi qu'aux <leii\ lignes II el C, la température fixe o; la chaleur contenue <lan> la lame BAC s'écoulera ii travers les trois arêtes A, I!. C et, d'après l'hypothèse, elle ne sera punit remplacée, en sorte que les températures diminueront continuellement et que leur valeur finale et commune sera o. Cette conséquence esl évidente, parée que les points infiniment éloignés de l'origine A <»nt une température infiniment petite, d'après la manière dont l'équation y a été formée.
Le même effel aurait lieu en sens opposé si le système des températures était
au lieu d'être
i 'est-à-dire que toutes les températures initiales négatives varieraient continuellement et tendraient < 1 « * plus en plus vers leur valeur linale
o, pendant que 1rs trois arêtes A, B, C conserveraient la température o.
Soit v=f(x,y) une équation donnée qui exprime la température initiale des points de la lame BAC, dont la hase A est retenue à la température i, pendant que les arêtes B et C conservent la température ...
Soit v = Y{x,y) une autre équation donnée qui exprime la température initiale de chaque point d'une lame solide BAC parfaitement r-ale à la précédente, mais dont les trois arêtes B, A, C sont retenues à la température o.
Supposons que, dans le premier solide, l'état variable qui succède a l'état initial soit déterminé par l'équation
t désignant le temps écoulé, et que l'équation
détermine l'état variable du second solide, pour lequel les températures initiales sont Y(x, y).
Enfin, supposons un troisième solide égal à chacun des deux précédents; soit
l'équation qui représente son état initial, et soient i la température constante de la hase A, o et o celles des deux arêtes B et C.
On va démontrer que l'état variable du troisième solide sera déterminé par l'équation
En effet, la température d'un point m du troisième solide varie parée
que cette molécule, dont M désignera le volume, acquiert ou perd une
certaine quantité de chaleur A. L'accroissement de la température
pendant l'instant dt est
-ndt> cm
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le coefficienl c désignant la capacité spécifique rapportée au volume.
I .1 variation de la température du même point, dans le premier solide, sera ., <//. el elle sera .. di dans le second, les lettres <l el I) repré-
sentant la quantité de chaleur positive «mi négative que la molécule acquiert en vertu de l'action de tontes les molécules voisines. Or il est facile de reconnaître que A équivaut à <l h D. Pour s'en convaincre, il suffît de considérer la quantité de chaleur <|ne le point /// reçoit d'un antre punit ///, appartenant à l'intérieur de la lame ou aux arêtes qui la limitent.
Le point ///,. dont la température initiale est désignée par /,, transmettra ii la molécule m, pendant l'instant <lt. une quantité de chaleur exprimée par q /', f dt, le facteur y, représentant une certaine Ponction de la distance des deux molécules. Ainsi la quantité totale de chaleur acquise par m sera -y, /, — f <U, le signe — exprimant la somme de tous les termes que l'on trouverait en considérant les antres points ma ,/w,, mt, ... <pii agissent sur m, c'est-à-dire en mettant (/,. /',, ou y,. y ''.. ou y,../., ainsi de suite, à la place de y,../'|. On trouvera de même — y, F, — F dt pour l'expression de la quantité totale de chaleur acquise par le même point /// du second solide; et le facteur q,
est le même que dans |e tenue — y, /', - /' dt , puisque h' s deux solides sont formés de la même matière, el que la situation des points es| la
même; on a doue
d = 1qi(fx-f)dt,
D = 2ql(Yl — F)dt.
< )n trouvera par la même raison
donc
II s n ii de la que chaque molécule m du trois unie solide acquerra, pendant l'instant dt, un accroissement de température égal à la somme
des deux accroissements qui auront lieu pour le même point dans les deux premiers solides. Donc, à la fin du premier instant, l'hypothèse primitive subsistera encore, pisqiriï'une molécule quelconque du troisième solideaura nue température égalekla somme de celles qu'elle a dans les deux autres. Donc cette même relation aura lieu au commencement de chaque instant; c'est-à-dire que l'état variable du troisième solide sera toujours représenté par l'équation
La proposition précédente s'applique à toutes les questions relatives au mouvement uniforme ou varié de la chaleur. Elle fait voir que ce mouvement peut toujours être décomposé en plusieurs autres dont chacun s'accomplit séparément comme s'il avait lieu seul. Cette superposition des effets simples est un des éléments fondamentaux de la théorie de la chaleur. Elle est exprimée dans le calcul par la nature même des équations générales et tire son origine du principe de la communication de la chaleur.
Soit maintenant
l'équation (a), qui exprime l'état permanent de la lame solide BAC, échauffée par son extrémité A, et dont les arêtes B et C conservent la température ?; l'état initial de cette lame est tel, d'après l'hypothèse, que tous ses points ont une température nulle, excepte ceux de la base A, dont la température est r. Cet état initial pourra donc être considéré comme formé de deux autres, savoir : un premier, pour lequel les températures initiales seraient --y{x,y), les trois arêtes étant maintenues à la température o; et un second état, pour lequel les températures initiales sont + <?(x,y), les deux arêtes B et C conservant la température o, et la base A la température i ; la superposition de ces deux états produit l'état initial qui résulte de l'hypothèse. Il ne reste donc qu'à examiner le mouvement de la chaleur dans
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chacun des deux états partiels. Or, pour le second, le système des températures ne peut subir aucun changement; et, pour le premier, il a été remarqué, dans l'article 201, que les températures varienl continuellement el finissenl toutes par être nulles. Donc l'étal final proprement dil est celui que représente l'équation x) ou
Si cel étal étail formé d'abord, il subsisterait de lui-même, et c'est cette propriété qui nous a servi à le déterminer. Si l'on suppose la lame solide dans un autre étal initial, la différence entre ce dernier état et l'état fixe forme un étal partiel qui disparait insensiblement. Après un temps considérable, cette différence est presque évanouie, et le système des températures ti\es n'a subi aucun changement. C'est ainsi que les températures variables convergent de plus en pin- vers un état final, indépendant de réchauffement primitif.
On reconnaît par là que cel état final est unique; car, si l'on en concevait un second, la différence entre le second el le premier formerait un état partiel, qui devrai! subsister de lui-même, quoique les arêtes A. B, C fussent entretenues à la température o; or ce dernier effet ne peut avoir lieu. Il n'en serait pas de même si l'on supposait une autre source de chaleur indépendamment de celle qui s'écoule à l'origine \: au reste, cette hypothèse n'est point celle de la question que nous avons traitée, et pour laquelle les températures initiales sont nulles. Il est manifeste que le> partie- très éloignées de l'origine ne p >uvenl ac [u irir qu'une température extrêmement petite.
Puisque l'état final qu'il fallait déterminer esl unique, il s'ensuit
• pu- la question proposée n'admet aucune autre soluti pie celle qui
résulte de l'équati m % . On peut donner une autre forme à ce même li.it : mais <>n ne peut ni étendre, ni restreindre la solution, sans la rendre inexacte.
La méthode que nous avons exposée dans ce Chapitre consiste a for-
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mer d'abord des valeurs particulières très simples, qui conviennent à la question, cl à rendre la solution plus générale, jusqu'à ce que la fonction v ou o(x,y) satisfasse à trois conditions, savoir :
à2 v à2 v du-2 oy
11 est visible que l'on pourrait suivre une marche contraire, et la solution que l'on obtiendrait serait nécessairement la même que la précédente. Nous ne nous arrêterons point à ces détails, qu'il est facile de suppléer dès qu'une fois la solution est connue. Nous donnerons seulement, dans la Section suivante, une expression remarquable de la fonction y[x,y) dont la valeur est développée en série convergente dans l'équation (a).
EXPRESSION FINIE DU RÉSULTAT DE LA SOLUTION
On pourrait déduire la solution précédente de l'intégrale de l'équation
dU> ()-c
qui contient des quantités imaginaires sous le signe des fonctions arbitraires. Nous nous bornerons ici à faire remarquer que cette intégrale
a une relation manifeste avec la valeur de v donnée par l'équation
— =e-xcosy— ^e-3xcos3y 4- le-Sxco$5y —
En effet, en remplaçant les cosinus par leurs expressions imaginaires.
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mi a
m ■ ' ' r \Fï) ' , r \pi)
La première série est une fonction de x — y\J— i, el la seconde esl la même fonction de r i \ i .
En comparant ces séries au développement connu de l'arc arc tangs en fonction de s, on voit sur-le-champ que la première est
arc lange ( ' -J *
et que la seconde esl
arctang :
ainsi l'équation y. prend cette forme finie i; - = arc lange r\ 0 arc lange ' *\ ".
si de cette manière qu'elle rentre dans l'intégrale générale (A); la fonction ç r esl arc tange ", el il en esl de même <lc la l'onction <\>(z).
Si. dans l'équation B), on désigne le premier terme du second membre par j> et le second par q, on aura
p >/. langp = e-lï+y/11*) , langy = e-l ^
donc
eosy s cos) lang(p + o)= = — : — -:
on en déduit l'équal
1 SCOS1
C - arc tang
2 D ex — e
-t la forme la plus simple sous laquelle on puisse présenter la solution de la question.
tHfi
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Cette valeur de v ou y(x,y) satisfait aux conditions relatives aux extrémités du solide, qui sont
œ(.r, ±J-7r) = o et 9(0, y) 1;
elle satisfait aussi à l'équation générale
dyi
puisque l'équation (C) est une transformée de l'équation (B ... Donc elle représente exactement le système des températures permanentes; et, comme ce dernier état est unique, il est impossible qu'il y ait aucune autre solution, ou plus générale, ou plus restreinte.
L'équation (C) fournit, au moyen des Tables, la valeur de l'une des trois indéterminées v, x,y, lorsque les deux autres sont données; elle fait connaître très clairement la nature de la surface qui a pour ordonnée verticale la température permanente d'un point donne de la laine solide. Enfin on déduit de cette même équation les valeurs des coefficients différentiels j- et -j- qui mesurent la vitesse avec laquelle la
chaleur s'écoule dans les deux directions orthogonales; et l'on connaîtra par conséquent la valeur du flux dans toute autre direction. Ces coefficients sont exprimés ainsi
du 4
-r- = COS/ —
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nentielles imaginaires, du obtienl ainsi ces mêmes valeurs de '.' ci ', que nous venons de rapporter.
La question que l'on vient de traiter est la première que nous ayons résolue dans la théorie de la chaleur, ou plutôt dans la partie de cette théorie qui exige l'emploi do l'Analyse. Elle fournil Av^ applications numériques très faciles, soit que l'on lasso usage des Tables trigonométriques ou do séries convergentes, ci elle représente exactement toutes les circonstances du mouvement do la chaleur. Nous passerons maintenant à des considérations plus générales.
■ i LOPPBXI M ni M PONCTIO> ARBITRAIRE l\ SERIES rRIGONOMÉTRIQUES.
I.a question de la propagation de la chaleur dans un solide rectangulaire a conduil ;'i l'équation
dx* dj "''
et, >i l'on suppose que tous les points de l'une des (aces du solide ont une température commune, il faut déterminer les coefficients a, b, c, '/. • . ... de la série
ai'i'- . h cos3.r -+- ccosô x -+- d cosyx +. . .,
sorte que la valeur ^r cette fonction soit égale à une constante toutes les fois une l'arc x est compris entre : et -\ — • On vient
d'assigner la valeur di loefficients; mais on n'a traité qu'un seul
d'un problème plus général, <|ui consiste à développer une fonction quelconque en une suite infinie >\'~ sinus ou de cosinus d'arcs multiple». Cette question est liée a la théorie des équations aux différend partielles el a été agitée dès l'origine de cette analyse. Il était néi
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saire de la résoudre pour intégrer convenablement les équations de la propagation de la chaleur; nous allons en exposer la solution. On examinera, en premier lieu, le cas où il s'agil de réduire en une
série de sinus d'airs multiples une fonction dont le développemenl ne contient que des puissances impaires de la variable. Désignant une telle fonction par <p(#), on posera l'équation
y (x) ii sin a •-+- b si n 2^- 4- csin3# + <-/ si n \x -4-, . . .
et il s'agit de déterminer la valeur des coefficients a, b, c, d On
écrira d'abord l'équation
,)=X9'(0) + ^0"(0)+^?"'(0)+£' ( p«T(o) + _«L_?T(o) + itM
dans laquelle <p'(o), cp"(o), <p'"(o), cpIV(o), . . . désignent les valeurs que prennent les coefficients
dy(x) d2y(x) d3y{x) rf*<p(a dx dx- dx3 '/ '•
lorsqu'on y suppose x = o. Ainsi, en représentant le développemenl selon les puissances de x par l'équation
cp (x) — Ax — B —. 5 -t-C —5— —K — D ■' _ + E ■
on aura
<p,v(o) = o, 9v(o) = C, <pv,(o) = o, 9vl,(o)=-D,
Si maintenant on compare l'équation précédente à celle-ci
y(x) = a sin x -+- bsin2x + csin3# H ds'm^x -t-. . en développant le second membre par rapport aux puissances der, on
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équations doivent servir à trouver les coefficients a, l>. c, <L e
donl le nombre est infini. Pour \ parvenir, on regardera d'abord ••"Mime déterminé el égal à m le nombre des inconnues, el l'on conservera un pareil nombre m d'équations; ainsi l'on supprimera toutes les équations qui suivent les/// premières, el l'on omettra, dans chacune de ces équations, tous les termes du second membre qui suivent les /// premiers que l'on conserve. Le nombre entier m étant donné, les coefficients >/. b, c, d, e, ... ont des valeurs tixcs que l'on peut trouve] par l'élimination. On obtiendrait pources mêmes quantités des valeurs différentes si le nombre des équations et celui des inconnues étaient pins grands d'une unité. Ainsi la valeur des coefficients varie à mesure que l'on augmente le nombre de ces coefficients el celui des équations qui doivent les déterminer. Il s'agit de rechercher quelles sont les limites vers lesquelles les valeurs des inconnues convergent continuellement, à mesure que le nombre des équations devient plus grand. Ces limites sont les véritables valeurs des inconnues qui satisfont aux équations précédentes lorsque leur nombre est infini (').
On considérera donc successivement les cas où l'on aurait à déterminer une inconnue par une équation, deux inconnues par deux équations, trois inconnues par trois équation-, ainsi de suite à l'infini. Supposons que l'on désigne comme il suit différents systèmes d'équations
Voir la re à l'article \~rl <;. h
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analogues à celles dont on doit tirer les valeurs des coefficients :
l r/2 -+- 2 bi — As, j «2 -4- 2362 = B2;
o3 + 23/^ -+- 3:ic3 = B3,
«4-1-2 bk-\-2> ct -+- 4 d>> = A , , a4 -l- 23i4 + 33c4 4- 43<^i = B4, a,t + 2;it + 35c4 +■ 45^4 = C4, a4 -1- 2" b;, 4- 37c4 + 4W. = D;;
256s + 35cs 4- 45^5 -+- 53<?3 = C5, 27 bh -+- y c3 + 47 ^3 -+- 57 e3 = D5, 2963 -+- 39cs + 49^= + 59e5 = E5;
Si maintenant on élimine la dernière inconnue es, au moyen des cinq équations qui contiennent A5, B5, C5, D3, E3, . . ., on trouvera
a5(52_12) + 2 ^(52_22) + 3 c.(52_32) + 4 rf5(5-_42) = 5^5-65, «3(5- - i2) -h 2365(52 - 22) + 33c5(5- - 32) -+- 434>(5S - 42) = â2B3 - C5) a,(5* _,») + 25è3(52 - 22) + 3*c5(52 - T-) + 43^(52 - 42) = 52C3 - Ds, «5(5* - i2) -I- 2765(52 - 22) + 37c3(52 — 32) -1- i7rf5(5s - 42) = 5;D3 - E3.
On aurait pu déduire ces quatre équations des quatre qui forment le système précédent, en mettant dans ces dernières
au lieu de
et
au lieu de
":■ I'.- <',. dk
5*AS — Bg, 5-B5-C.„ 5»C5 — D6, 5U)0 - K.
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On pourra toujours, par des substitutions semblables, passer du cas qui répond à un nombre m d'inconnues à celui qui répond à un nombre /// — t. En écrivant par ordre toutes ces relations entre les quantités qui répondent à l'un des cas et celles qui répondenl au cas
suivant, on aura
• ■. '• '/. rf,(5« — 4»),
• ! i . <■ ! . ds rf,(6«- i . (6S S»),
on aura aussi
"n conclut des équations c que, en représentant parc/, 6, r, r/, e, ... les in. -oui s dont le nombre est infini, on doit avoir
(2!- i , -i ){JS*
i i infinis cl ne peuvent . p ir conséquent
ne difficulté de plus, dans une méthode qui pré: ■ irrail l'éviter de la manière suivanl
Les q équations de la : qui forment le -\ -
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Il reste donc à déterminer les valeurs de a,, h-,, ca, <•/,,, r3, ...; la première est donnée par une équation dans laquelle entre A,; la seconde est donnée par deux équations dans lesquelles entrent A2, B2; la troisième est donnée par trois équations dans lesquelles entrent A,, B:1, Cs, et ainsi de suite. Il suit de là que, si Ton connaissait les valeurs de
A,; A2, H2; A,j, B3, C,; A4, B;, Ct, Dt; ...,
on trouverait facilement aK en résolvant une équation, a2, b, en résoltème précédent, en mettant dans ces dernières
'-giJ*.
32' - — I cs,
au lieu de
au lien de
".. b,,, cit dk
As— —,■> B5 — t?> U — 7TÎ U5
Alors les systèmes de la page 191 prendront la forme
flj=flr3(i— pj
en, = «5 I 1
6,= Mi-
c4 = cs 1
■in aura aussi
Al = A2-5|,
A3 — Ai —■
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vanl deux équations, a,, bat c3 en résolvant trois équations, el ainsi de suite; après quoi <m déterminerail </. A. c, '/. c Il s'agil maintenant de calculer 1rs valeurs de
\ : \ . i: : \ . l: . i : \.. Bt, C., I».: \ ... I! C . I» , I. . : ....
Au moyen des équations d ■. i° on trouvera la valeur de A, en A_. et Bs; t° par deux substitutions on trouvera cette valeur de A, en A,, I! . i : !" par trois substitutions on trouvera la même valeur de A, en \ . H . l . I),. et ain>i de suite. Ces valeurs successives de A, sont
dont il est aisé «If remarquer la loi. La dernière de ces valeurs, <|iii esl ii. par suite,
- Jeurs de A, données à 1 de s ùvant, olli adront
1 ' |; ' ' ' h) ,''^ + ^-+-^i)-.IF
On de même pont \ B \ cl cette partie du raisonnement sera ainsi
rétablie dans to ienr. ii. |).
[94 THÉORIE DE L\ CHALEl R.
celle que l'on veul déterminer, contient les quantités A, 15, C, I), E, ... avec un indice infini, et tes quantités sonl connues; elles sont les mêmes que celles qui entrent dans les équations a .
1 : 1 1 divisant cette dernière valeur de A, par le produit infini
on a
Les coefficients numériques sont les sommes des produits que Ton for-
nierait par les diverses combinaisons des tractions ^. —^ j,> tv ^' l-, ••-, après avoir séparé la première fraction -,- Si Ton représente
ces différentes sommes de produits par P(, Q,, R,, S,, T,, ... et si l'on emploie la première des équations (e) et la première dv> équations (b), on aura, pour exprimer la valeur du premier coefficient (t. l'équation
(a'-i)(3'-.)(4'-Q(5'- Q...__t .pp ^r0|_nn,.4_F.S— FT.+-:
or les quantités P,, Q,, R,, S,, T peuvent être facilement déterminées comme on le verra plus lias; donc le premier coefficient a sera entièrement connu.
Il faut passer maintenant à la recherche des coefficients suivants, b, c, d, c, f, ..., qui, d'après les équations (e), dépendent des quantités b.,, c3, d,, e5, /0 On reprendra pour cela les équations [b); la première a déjà été employée pour trouver la valeur de a,; les deux sui-
CHAPITRE III. SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI
vantes donnent la valeur de />,: les trois suivantes la valeur de e3; les quatre suivantes la valeur de </, et ainsi de suite.
En effectuant le calcul, on trouvera, à la seule inspection des équations, pour les valeurs de />.. <;. cf4, e les résultats suivants :
la loi que suivent ces équations esl facile à saisir; il ne reste plus qu'à déterminer If- quantités
Or les quantités A2, Ba peuvent être exprimées en A3, B3, C3 ; ces dernières en A ,. lî,, • ',. I), Il suffit [mur cela d'opérer les substitutions indiquées par les équations <l ; ces changements successifs réduiront les seconds membres des équations précédentes à ne contenir que les quantités A, B, C, D, ... avec un indice infini, c'est-à-dire les quantités connues A. li, C, I), ... qui entrent dan- les équations <i ; les coefficients seront les différents produits que l'on peut faire en combinant le- carrés des nombres i . r. V- ;i l'infini. Il faut seulement remarquer que le premier de ces carrés i - n'entrera point dan- le- coefficients de la valeur de ",: que le second carré i- n'entrera point dans les coefficients de la valeur de b2\ que le troisième can ul "mi- parmi ceux qui servent ii former les coefficients de la valeur dec,, ainsi du reste à l'infini. <)u aura doue pour les valeur- de blt ct, dÂ, c,, .. . et par conséquent pour celles de b, c, d, '•, ... des résultats entièrement analogues à celui que l'on a trouvé plus haut pour la valeur du premier coefficient a .
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Si maintenant on représente par IV,. (V>J( \\,, S2, ... les quantités
i-.ry-
|ue l'on forme par les combinaisons des fractions
à l'infini, en omettant la seconde de ces fractions —„> on aura, nom
déterminer la valeur de h,, l'équation
2 b, , ',\~2' - = A2 — BP, + CQ, - DR, 4- ES, - FT, 4- . . . .
En représentant, en général, par P„, Q„, R„, S„, T„, ... les sommes des produits que l'on peut faire en combinant diversement toutes les
fractions --,> —.> ^-9, 7^> — > ••• à l'infini, après avoir seulement omis la
fraction — > on aura, en général, pour déterminer les quantités a,, />,, c:), r/., c5, . . ., les équations suivantes :
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Si l'on considère maintenant les équations e qui donnent les valeurs des coefficients <i, 6, c, d on aura les résultats suivants :
\ BP, CQ.-DR. + ESt-FT, ....
', •/ r1- .. ' — ' •■• V BP4+CQ4-DR4-hES4-...,
En distinguant quels -< > n i les facteurs qui manquent ;uix numérateurs et aux dénominateurs pour y compléter la double série des nombres naturels, on voit que la fraction se réduit, dans la première
t'ti ii.i 1 1 ■ • 1 1 . a -•-; < 1 ;i il - la seconde a ,-; dans la Intisicmr a -•-;
dan- l,i quatrième à — ^-jjj en sorte que les produits qui multiplient
-nui alternativement et — • Il ne s'agit donc pins que de trouver les valeurs de
P • Q ■ R - : r ■ Q i; . > . . ; iv. n . i: . s ; ....
Pour j parvenir, on remarquera que l'on peut faire dépendre ces valeurs de celles des quantités P, Q, R, S, T qui représentent les
différents produits que l'on peut formeravec les fractions ' ' ■ — »
- fu omettre aucune. Quant a ces derniers produits, leurs valeurs sont données par l< - séries des développements >l<- sinus. Nous repré tenterons donc par
les séries
ïTïTy + T^^T2 i2-32-42 a'-3*-*1
La série
sin.r = a;
nous fournira les quantités P, Q, R, S, T En effet, la valeur du
sinus étant exprimée par l'équation
"7WV~~ïWV 3^7i2
on aura
d'où l'on conclut immédiatement
Il =
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Supposons maintenant que P„, Q,,, Ral S,. ... représentent lesommes de produits différents <|ii«' l'on peut faire avec les fractions
» l*i n i on aura séparé la fraction ,- n étanl un
nombre entier quelconque; il s'agit de déterminer P„, Q„, RnJ S,, ... .m moyen de I'. Q, R, S Si l'on désigne par
■ — '/!' q*Qn q*K '/'>„ — ■ •■ le produit des facteurs
parmi lesquels on aurait omis le seul facteur i — —^ il faudra qu'en multipliant par i 7 la quantité
i — <i\\, — 7*Q„ — q3R„ ■/■> , — . . .. on i r- > 1 1 \ e
i — gP q*Q y I! 7*S— ....
Cette comparaison donne les relations suivantes
P + ! P Q f. 1 Q, R Q 1 li.
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OU
s„ =s --Lr + -Lq- -6Ph i
En employant les valeurs connues de P, Q, \\, S et faisant successivement n = i, 2, 3, 4» 5, ..., on aura les valeurs de P,, Q,, H,, S,, ...: celles de P2, Q2, Ro, S2, . . .; celles de P3, Q3, R3, S.,, ....
Il résulte de tout ce qui précède que les valeurs de a, l>, c, <l, e, ..., déduites des équations
a -+- 2 b + 3 c i rf -+- 5 e -+- . . . = \ , « 4- 23ô ■+- 33c -+- ^3d+ 53<? +. . . = B,
« + 'j5i + 3r,c + 4i(/ + 55e + ... = C, (( + 2; i + 37c + 47/ + 5Tc + . . . = I), a + 29i + 39c + 4'rf+59e + . . . — ]•;,
son t exprimées ainsi
/ 7rc 1 7r4 1 a' i\
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Connaissanl les valeurs de a, l>, c, d, e, /. .... on les substituera dans l'équation propos»
r sinj b -in ' / 'I -\i\ \ 1 e -\w i / ... :
«■i mettant aussi au lieu des quantités \. B, C, D, K. ... leur- valeurs
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tp'(o . y <> , <p' <> , ipT"(o), tp" o), . .., on aura l'équation générale
vu/ ■,( "'' ' ~' '
vu/ s/ ~r' ' "' ' ~J ' i
+ ? (o) (i.34.5.6.; ~ 2~ ^ÎXï + y ^3 ~ • - + ? (o) U.3.4.5.6.7 ~ 3i ^374-5 + 3^ O ~ 3 > -
^»(rrf
On peut se servir de la série précédente pour réduire en série de sinus d'arcs multiples une fonction proposée, dont le développement ne contient que des puissances impaires de la variable.
Le cas qui se présente le premier est celui où l'on aurait
on trouve alors
<p'(o) = i, <pw(o) = o, 9v(o)-—o,
ainsi du reste. On aura donc la série
-=Sin.T Mil 2 X -•- r, Slllo.r , Slll.i r - . . .,
qui a été donnée par Euler
CHAPITRE III. SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 303 Si I on suppose que la Ponction proposée soil a \ on aura
pV"i oï - o, ....
ce i|in donne l'équation
On parviendrait à ce même résultai en partant de l'équation précédente
-in •'• -m -III \X -Ml ... ....
En effet, en multipliant chaque membre par dx el intégrant, on aura
1 — " .. <■<>->> COS i ■■■ . . .;
la valeur de la constante C esl
■ dont on sait que la somme est -+- • Multipliant par dx 1rs
deux membres de l'équation
— rz^cos.r— C0S2J , ,.,-;.,-— ... ■ '..à i 2* 3-
ii intégrant, on aura
r. =^ SinJT ;SU12.r -I- , -SI II .)/—... .
- maintenant on mel au lieu de c sa valeur tirée de l'équation
-m sinîj . -m . / , -m , /■ -+- . . . ,
on obtiendra la même équation <]ti<' ci-d< ssus, savoir
:V2T3"7Vs,nj MM"
iiu3.i |sin4
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On pan Iendrail de la même manière ;i développer en séries de sinus multiples les puissances a?5, x1 , .<■'', ... et, en général, toute fonction doni le développement ne contiendrai! que il»'- puissances impaires de la variable.
L'équation (A) (art. 215) peut être mise sous une forme plus simple que nous allons faire connaître. On remarque d'abord qu'une partie du coefficient de sina?est la série
qui représente la quantité -^[~ . En effet, on a, en général,
1(.r) = o(o)4-.rç/(o)4-— o"(o)+ —g f
Or la fonction y {oc) ne contenanl, par hypothèse, que des puissances impaires, on doit avoir
<p(0) = 0, ©"(0)=:0, :pIV(o)=0,
et ainsi de suite. Donc
y{x)=xy\o) + ^3?"r(°)+ 27JP7 5?v(o)+----
Une seconde partie du coefficient de sin.r se trouve en multipliant par
; la série
dont la valeur est --J' ;-). On déterminera de cette manière les différentes parties du coefficient de sin.r et celles qui composent les coef-
CHAPITRE Ml SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI
ficients de -m ! r, sin J r, sin \ i . sin '» <• On emploiera pour cela
les équations
au moyen de cette réduction, on donnera à l'équation A i la forme suivante
5ln " I" ~ ! ' " ;' ■ ' " ;' '" ~ ■••]
rsM-a U - '.. - '. . - ! Pv'(^) ... I
ou cell<
t i sin.
-m > / , sin
-III / -III ' / ; -lll
-in / sin ■ ' — .. sin
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On peut appliquer rime ou l'autre de ces formules toutes les fois que l'on aura à développer une fonction proposée en une série de sinus
d'ares multiples. Si. par exemple, la fonction proposée esl e* - t x, dont le développement ne contient que des puissances impaires de x, on aura
- s'ni2.r- , sin3# — .
-iu,/ — sin2a; + 77-, sin3.r — . . . )
( sin.r — \ sii)2J7 + j. sin3.r — . . .)
(sin.r— \ sir>2.r+ T|, sin3.r — . ..J
En distinguant les coefficients de sin.r, sins.r, sin3r, sin/,.r. ... et mettant au lieu de i - £ + £ " h + • • • *a valeur -^ on aura
■n ex — e~x __ srn^x
sinaa? sin3 r sin \x
On pourrait multiplier ces applications et en déduire plusieurs séries remarquables. On a choisi l'exemple précédent parée qu'il se présente dans diverses questions relatives à la propagation de la chaleur (4).
, > , Bien «les points, dans cet article et dans les précédents, appelleraient encore les critiques. Fourier décompose 1rs séries obtenues et leurs coefficients d une manière tout a l'ait arbitraire. 11 est évidemment impossible de justifier la substitution de la valeur } a la
série
que l'illustre auteur opère ici pour déterminer le coefficient de sin.r. G. D.
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Nous .i\ ins supposé jusqu'ici que la fonction donl on demande le développemenl en séries de sinus d'arcs multiples peul être déve loppée en une séi ie ordonnée suivanl les puissances de la variable a . et qu'il n'entre dans cette dernière série que des puissances impaires. On peul étendre les mêmes conséquences à des Ponctions quelconques, même à celles qui seraienl discontinues »•! entièrement arbitraires. Pour établir clairement la vérité de cette proposition, il est nécessairi de poursuivre l'analyse qui fournit l'équation précédente 15 et d'examiner quelle est la nature des coefficients qui multiplient sin oc, >\w >.>■.
sin3j?, sin \x En désignant par - la quantité qui multiplie dans
cette équation - sinnx si n est impair, et s'innx si // csi pair, on
;iui;i
Considérant s comme une fonction de -, différentiant deux Cois et comparant les résultats, on trouve
équation ;i laquelle la valeur précédente de s doit satisfaire. Or l'équation
d;nis laquelle s est considérée c imme une fonction de >\ ;i pont- intégrale
/< -m '/ / ■ nsiana j i c i cos n i dx
n COS nx j <p ' i sin a t 'li :
n étant un nombre entier <'t h valeur de x étant égale ;i -, on a
I f i sin/iJ 'I'
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Le signe - doil être choisi lorsque n est impair, el le signe lorsque ce nombre esl pair. On doil supposer x égal à la demi-circonférence ic, après l'intégration indiquée; ce résultat se vérifie lorsqu'on développe,
;1„ „10yen de l'intégration par parties, le terme
/ -.>(>■) si n// vdx,
en remarquant que la fonction ?(.r) ne contient que des puissances impaires de la variable et en prenant l'intégrale depuis x= o jusqu'à
On en conclut immédiatement que ce terme équivaut à
±[?(io -/(*)£ +*"<*)£ rw^+^oi — ■]■
S. Ton substitue cette valeur de £ dans l'équation (B , en prenant le signe -H lorsque le terme de cette équation est de rang impair, et le signe _ lorsque n est pair, on aura, en général,
/ y(x) sin/î
rd.r
pour le coefficient de sin».r; on parvient de cette manièreà un résultat très remarquable exprimé par l'équation suivante
i Ti o{x) = sin.r fsin ./ '<?! ■< -i//.r-Hsin2.rJ sin - Ac
} | _t_sin3^rsin3*«p(ar)rfa?+...+ siil«a?ysin*J?<pl c)dr+...;
le second membre donnera toujours le développement cherché de la fonction <p(») si l'on effectue les intégrations depuis ..■.-.«> jusqu'à
,r == Tt.
m C'est ici que Fourier entre dans la voie qui lui a permis d'obtenir desn ;t'onsf.^
eteon »etes sut la nature des séries trigonométriques *«^*J*T££*
d'une question célèbre qui avait occupe au vmt s.ècle Bâter, d Uembe 1 . B m
Lagrange. La détermination . Qts de la séné par des intégrales défi «j.mtf
«servent un sens, même lorsque la fonction est d.scontmue, est du« tout
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On \<>n par là que les coefficients </. b, c, <l, e, /'. .... qui entrent dans l'équation
■ /< sin >./■ -i- <• sin • ■■ / -m i / —
el que nous avons trouvés précédemment par la voie des éliminations successives, sonl des valeurs intégrales définies exprimées par le terme général
I sin i </' .
/ tiaiii le numéro du terme donl on cherche le coefficient. Cette remarque esl importante, en ce qu'elle fait connaître commenl les fonctions entièrement arbitraires peuvent aussi être développées en . *• de sinus d'arcs multiples. En effet, si la fonction a c esl représentée par l'ordonnée variable d'une courbe quelconque, dont l'ab- - ss s'étend depuis x=o jusqu'à x tc, et si l'on construit sur cette même partie il" l'axe la courbe trig métrique connue dont l'ordonnée est y = sinx, il sera facile de se représenter la valeur d'un terme intégral. Il faut concevoir que, pour chaque abscisse va laquelle rép ind une valeur de a c el une valeur de sin c, on multiplie cette dernière valeur par la première, et qu'au même point de l'axe on élève une ordonnée proportionnelle au produit a x) sine. On formera, par cette opération continuelle, une troisième courbe dont les ordonnées sonl celles de la courbe trigonométrique, réduites proportionnellement aux ordonnées de la courbe arbitraire qui représente a c . Cela
taux que lui doil celle ihéoi i i \ onduil par la formule i I) i, el qui suivant, n'ont ; - par lui d'une
mme, un au moins
d'une - quelque hési
: pour
la pr la Tlirnr fialcur, présenté à I
posé, l'aire de la courbe réduite, étanl prix- depuis x = o jusqu'à x = ir, donnera la valeur exacte du coefficient de sin.r; et, quelle que puisse être la courbe donnée qui répond à cp(.r), soil qu'on puisse lui assigner une équation analytique, soit qu'elle ne dépende d'aucune loi régulière, il est évident qu'elle servira toujours à réduire d'une manière quelconque la courbe trigonométrique; en sorte que l'aire de la courbe réduite a, dans tous les cas possibles, une valeur déterminée qui donne celle du coefficient de sin.r dans le développement de la fonction. Il en est de même du coefficient suivant b ou / ç- [x] ûnixdr.
Il faut, en général, pour construire les valeurs des coefficients r/, b, c, d, e, . . ., imaginer que les courbes dont les équations sont
y -= sin.r, y^s'xnix, r = sin3.r, y=sin'i'',
ont été tracées pour un même intervalle sur l'axe des x, depuis x = o jusqu'à x = tz, et qu'ensuite on a changé ces courbes en multipliant toutes leurs ordonnées par les ordonnées correspondantes d'une même courbe, dont l'équation est y = y(x). Les équations des courbes réduites sont
y— y(x) sin x, y = <p(x) sin2 x, y = cp(x) sin3~r, y = y(x) siu \x, ....
Les aires de ces dernières courbes, prises depuis x=o jusqu'à .r = -. seront les valeurs des coefficients a, b, c, d, ... dans l'équation
-cp(.r) = asinx -1- bs\\\2x 4- c sin 3 a; -hds'm^x -t-, . . .
On peut aussi vérifier l'équation précédente (D) (art. 219;, en déterminant immédiatement les quantités a,, a.2, a^ a,-, . . . dans l'équation
9(jj) = «i sin.r + a» sin2.r + a3 >in3.r 4-. . .+ cij s'inj'x 4-. . . :
pour cela on multipliera chacun des membres de la dernière équation par s'mixdx, i étant un nombre entier, et l'on prendra l'intégrale
CHAPITRE III. SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. -2ll depuis r i> jusqu'à x - : on aura
/ . sin<\r dx .■ / sin j »in ix dx
I sin • ■■ -111/ /(/./—... -+- (tj I sin J.r sin i.r il.
Or on peut facilement prouver :
i Que toutes les intégrales qui entrent dans le second membre oui
une valeur nulle, excepté le seul terme at f sin ix sin ixdx\
Que la valeur il»' / s'mixs'inixdx est ■ D'où l'on conclura la valeur de a, qui est
/ . -ill i r ,1 r .
roui m' réduit ii considérer la valeur des intégrales qui entrent dans le second membre, ri ii démontrer 1rs deux propositions précédentes, [/intégrale
< f siny ' -in i v dx,
prise ilr|>m< r o jusqu'à x -, ri dans laquelle i et / sont des nombres entiers, est
sinii i)x—-. :Sin(n- j)x h C.
L'intégrale devant commencer lorsque c o, la constante <i rsi nulle, et, les nombres i et y étant entiers, la valeur de l'intégrale deviendra nulle lorsqu'on fera x = — ; il s'ensuit que chacun des tenues tels que
/ si n ' sin/ r ctr,
/ -m > / -in / / '// , a j -in ; i sin ii 'li.
s'évanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nombres i et j sm.nl différents. Il n'en est pas de même lorsque les nombres i et j son. égaux; car le tenue .-^ sin(* -y> auquel se réduit l'intégrale devient -, et sa valeur est-. On a, par conséquent,
2 / sinix ^-in ixdx - n :
on obtient ainsi, de la manière la plus briève, les valeurs de a„ fl2,«3, a,, .... a,-, ••-, qui sont
a, = - / çp(#) sin-r '/'•■
a2 = - / ?(*) sin3./ '/.'■•
rt. — - / 9(jt) sin ixdx.
En les substituant, on a - ip(a:) = sin.r f <p(aO sin* rf.r -+- sinaxj o{x) sinaa; cfc
+ sin3.r r?(a?)sin3a;cte + ...H-sin»a! / ?! « i sinia? «te + • ■ • ■
Le cas le plus simple est celui où la fonction donnée a une valeur constante pour toutes les valeurs de la variable a- comprises entre o et ic; dans ce cas, l'intégrale f sinix dx est égaleà ? si le nombre tes! impair, et égale à o si le nombre i est pair. On en déduit l'équation
Sina. + ^sin3d?-h4sin5a; i siii7.r - -singa:
que l'on a trouvée précédemment.
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Il Paul remarquer que, lorsqu'on ;i développé une fonction r c en une suite de sinus d'arcs multiples, la valeur de la série
la même que celle de la fonction ç x lani que la variable > esl comprise entre o el ~ : mais (vue égalité cesse, en général, d'avoir lieu lorsque la valeur <lr c surpasse le nombre ~. Supposons que la fonction donl on demande le développement i : on aura, d'après !«■ théoi ème précédent,
- — = sin / -m /(//'.- v'm >.//./ -in <> ,i.i
in.i r I /■ >in ■ sin i v I i -in ', vdx -+-... .
L'intégrale / Unix dx ci pi i va ni \\ ± -.; les indices <> el - (|iii sont joints au signe / fonl connaître les limites de l'intégrale; le signe +
doit être choisi lorsque î esl impair, et le signe - lorsque i esl pair. ( >n aura donc l'équation suivante :
- = sinj mii i / — ;>ui3x — T sinA-r + - sin 5 a
On développera aussi en séries de sinus d'ares multiples les fonci- différentes de celles où il n'entre que des puissances impaires de la variable. Pour apporter un exemple qui ne laisse aucun doute sur la possibilité de ce développement, nous choisirons la fonction cosa?, qui ne contient que di - puissances paires de x, et qu'on développera sous la forme su vante
</ -in ' A -in - / - ' -in 1 / / -in i / <■ -in '><■.,. .
quoiqu'il n'entre dans cette dernière série que des puissances impaires
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de la même variable. On aura, en effet, d'après le théorème précédent,
" COS.» = siu.r / cos./ >in x dx
4- sin ■>./■ f C0S.r sin2 x dx -4 >i 11 i / / COS 1 -in '■> ' dx -+-....
L'intégrale / cosxsinixdx équivaut à zéro lorsque i est un nombre impair, et à -^ lorsque i est un nombre pair. En supposant successivement i = 2, 4» 6, 8, • ••> on aura la série toujours convergente
T cos.r = — s- sin2 j? 4- -x— = si n Lx 4- - — si 11 6 .r
H sinis.rH sinio.r -f- . . .
OU
cos.r = - ( - 4- -7 ) siii2x -+- ( 3 -+- g ) sin.'i.r
( — l — ) sinS.r 4- ( — 1 ) siniojT4-. . .
Ce résultat a cela de remarquable qu'il offre le développement du cosinus en une suite de fonctions dont chacune ne contient que des puissances impaires. Si l'on fait dans l'équation précédente x = V> on trouvera
4 y/â- 2V 3 5 7 9 11 i3 i5 Cette dernière série est connue [Introd. in analysin infinit., cap. X .
On peut employer une analyse semblable pour développer une fonction quelconque en série de cosinus d'arcs multiples. Soit 9' r) la
CHAPITRE III. SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 215 fonction don( on demande le développement, on écrira
cos3 h. • . + a< cos ■ +-... + ....
Si l'on multiplie les deux membres de cette équation par cosj'x el que l'on intègre chacun des termes du second membre depuis x = o jus- (|u';i x —. -, il est facile de s'assurer que la valeur de cette intégrale sera nulle, excepté puni' le seul terme qui contient déjà cosj'x. Cette remarque donne immédiatement le coefficienl </,: il suffira, en général, de considérer la valeur de l'intégrale / cosjxcosixdx, prise depuis x = o jusqu'à x -.. en supposant que y el i son! des nom lues entiers. On a
/ - - sin(/ -+- i)x h : — T7 si n(/ — i ).v-\- C.
Cette intégrale, prise depuis a; n jusqu'à r ---, est évidemment nulle toutes les fois quey el i sont deux nombres différents. Il n'en est pas de même lorsque ces deux nombres sont égaux. Le dernier terme
—. — . sin /— i x devient > el sa valeur esl -> lorsque l'arc x esl
égal à _. Ni donc on multiplie les Avu\ termes de l'équation précédente m par cosix, et que l'on intègre depuis o jusqu'à -, on aura
o(x) cosix dx = - — ->
équation qui fera connaître la valeur du coefficient a,-. Pour trouver le premier coefficienl o0, on remarquera que, dan- l'intégrale
-m /• t)xH- , . . sin(y — i
si l'on a
chacun des tenue- devient "■ el la valeur de chaque terme esl
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ainsi l'intégrale fcosjxcosixdx, prise depuis x= o jusqu'à x -, esl nulle lorsque les deux nombres entiers J el i sont différents; elle esi - lorsque les nombres ./ el / sonl égaux, mais différents de zéro : elle esl égale à - lorsque ./ el rsonl l'un el l'autre égaux à zéro. On obtient ainsi l'équation suivante :
i~0(.r)^-/' <?(x)dx--hCOSx j ?{x)cosxda
+ C0S2*/ „,ir.i>r'^ + COS3.r| ? (*) COS3.T dx +....
,;,, théorème el le précédenl conviennent à toutes les fonctions possibles, soil que l'on en puisse exprimer la nature par les moyens connus de l'Analyse, soil qu'elles correspondent à .les courbes tracées arbitrairement.
Si la fonction proposée dont on demande le développement en cosinus d'arcs multiples est la variable x elle-même, on écrira l'équation
et l'on aura, pour déterminer un coefficient quelconque a,, l'équation
,/, / .r cû>l.r (/ ' .
Celte intégrale a une valeur nulle lorsque i est un nombre pair, et est e<rale j, _ * lorsque i esl impair. On a en même temps
Or, =
On formera donc la série suivante :
, COS./' , COi _ , cos5 i . cos^ '
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-lll / -m • . -in I -m | . . -lli <r — . .
art. -2-2-2
siux sin3 -in 5 -in ix -+-...
(art. 181 ).
cos ,,.-,.— __cos5.r — . . . .
Il faut remarquer que ces trois valeurs de -- ne doivent point être considérées comme égales pour toutes 1rs valeurs de x; les trois développements précédents n'ont une valeur commune que lorsque la variable x est comprise entre <> et -■ La construction des valeurs de ries i i la comparaison des lignes dont elles expriment les ordonnées rendraient sensibles la coïncidence et la distinction alternative- des valeurs de ces fonctions.
Pour donner un second exemple du développemenl dune fonction en sene de cosinus d'arcs multiples, nous choisirons la fonction sin.r qui nt' contient que des puissances impaires de la variable, et nous nous proposerons de la développer sous la l'orme
bcos cos2x -h dcos3x-h . . . .
En faisant à ce cas particulier l'application de l'équation générale, on trouvera, p l'équation cherchée,
i .,,-,/ cos6.r cos8.r - -iiij:= ^ —
On parvient ainsi à développer une fonction qui ne contient que des puissances impaire- eu une série de cosinus dans laquelle il n'entre
'I les puissances paires de la variable. Si l'on donne à x la valeur
particulière ' : on trouvera
Or de l'équation connue
on tire
et aussi
8 ~ 2 3.5 7.9 11. 1 3 i3.i5 en ajoutant ces deux résultats, on a, comme précédemment,
L'analyse précédente donnant le moyen de développer une fonction quelconque en série de sinus ou de cosinus d'airs multiples, nous l'appliquerons facilement au cas où la fonction à développer a des valeurs déterminées lorsque la variable est comprise entre de certaines limites, et a des valeurs nulles lorsque la variable est comprise entre d'autres limites. Nous nous arrêterons à l'examen dece cas particulier parce qu'il se présente dans les questions physiques qui dépendent des équations aux différences partielles, et qu'il avait été propose autrefois comme un exemple dr> fonctions qui ne peuvent être développées en sinus ou cosinus d'arcs multiples. Supposons doue que l'on ait à réduire en une série de cette forme une fonction dont la valeur est constante, lorsque x est comprise entre o et x, et dont toutes les valeurs sont nulles lorsque x est comprise entre a et it. On emploiera l'équation générale (m), dans laquelle les intégrales doivent être prises depuis x = 0 jusqu'à x = ic. Les valeurs de ? V: qui entrent sous le signe /étant nulles depuis x = y. jusqu'à x^r., il suffira d'intégrer depuis x = o jusqu'à x = a. Cela pose, on trouvera, pour la série
CHAPITRE III. SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI, -il'.» demandée, en désignant par A la valeur constante de l;i fonction,
, , i cosa . i cosa y. .
Slll •
i — COs3a . , i — COS i y . ,
-in -in | /
Si l'on fail // • ri que l'on représente le sinus verse de l'arc x par sinY.r. mi aura
sin \ -m / sin \ ! % sin \ c , sin \ > y sin 3 i
-ni \ i y. -in | ' . -ni \ .) y -in ■>./• -H. . . .
Cette série toujours convergente esl telle que, si l'on donne à x une valeur quelconque compi ise entre o el x, la somme de ses ici nie- sera
': mais, si l'on donne à x une valeur quelconque plus grande que a
el moindre que -. la somme des termes sera nulle.
Dan- l'exemple suivant, qui n'esl pas moins remarquable, les valeurs de - i - >nl égales à sin - pour toutes les valeurs de x comprises
• ii M t x, et sont nulles pour toute- le> valeurs de x comprises
entre -j. et ît. Pour trouver la série qui satisfait à cette condition, on emploiera l'équation D).
I - tég des doivent être prises depuis x o jusqu'à a; ît; mais il suffira, dan- le cas dont il s'agit, de prendre ces intégrales depuis ,r = o jusqu'à ' y., puisque les valeurs de ?(#) sont supposées nulle» dan- le reste de l'intervalle. On en conclura
-iny-iii' zsin^.r y-in3.r sin4asiiii'
Si l'on supposait a -, tous les termes de la série s'évanouiraient excepté le premier, qui deviendrait '-' el qui a pour valeur sina;; on
aurait donc
On peut étendre la même analyse au cas où l'ordonnée représentée par ?(r) serait celle d'une ligne composée de différentes parti.-, dont les unes seraient des arcs de courbes et les autres des lignes droites. Par exemple, si la fonction dont on demande le développement en séries de cosinus d'arcs multiples a pour valeur ( \ ) - ce* depuis* jusqu'à x = \ et est nulle depuis x = \ jusqu'à x = ic, on emploiera l'équation générale (n) et, en effectuant les intégrations dans les limites données, on trouvera que le terme général
est égal à \ sin ™ lorsque i est impair, à | lorsque / est double d'un nombre impair, et à - }2 lorsque i est quadruple d'un nombre impair. D'un autre côté, on trouvera i g pour la valeur du premier terme i fy(x)dx. On aura donc le développement suivant :
l /7lV 2 feosse cos3# cos5x _ COSTf \
cos2^ cos4-^ cos6.r _ -^i- -4»- 6>
Le second membre est représenté par une ligne- composée d'arcs paraboliques et de lignes droites.
On pourra trouver de la même manière le développement d'une fonction de x qui exprime l'ordonnée du contour d'un trapèze. Supposons que ?(*) soit égale à x depuis x = o jusqu'à x = a. que cette fonction soit égale à « depuis x = a jusqu'à x = ic - «, et enfin égale *,-*, depuis * = ic - a jusqu'à * = tc. Pour la réduire en une
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série de sinus d'arcs multiples, on se sen ira de l'équation générale I) . Le terme général fa c sinixdx sera composé de trois parties différentes, et l'on aura, après les ré luctions, . sinta pour le coefficient de sinix, lorsque »est un nombre impair; el zéro pour ce coefficient, |ue tesl un n tmbre pair. On parvient ;iinsi à l'équation
I [ sinasinj . mu . .. -m .> /•
. sino .■' -m > < —, nui- y. sin - ./• - . . . .
Si l'on supposait « - -■ . le trapèze se confondrait avec le triangle iso-
scèle, el l'on aurait, comme précédemment, pour l'équation du contour de ce triangle
-III r frSino -III 5 C - : -111-./' -)-...,
e qui esl toujours convergente quelle que soit la valeur do .r. lui général, les suites trigonométriques auxquelles nous sommes parvenus .mi développant les diverses fonctions sont toujours convergentes; unis il n-' nous a point paru nécessaire de le démontrer ici : car les termes qui composenl ces suites ne sonl que les coefficients des tenues des séries qui donnent les valeurs des températures; el ces coefficients affectent des quantités exponentielles qui décroissent très rapidement, en sorte < j m ■ ces dernières séries sonl très convergentes. A l'égard de celles où il n'entre que des sinus ou des cosinus d'arcs multiples, il est également facile de prouver qu'elles sonl convergentes, quoiqu'elles représentent les ordonnées des lignes discontinues. Cela ne résulte pas seulement de ce que les valeurs des termes diminuent continuellement; car cette condition ne suffi! p;i^ pour établir la convergence d'une série. Il est nécessaire que les valeurs auxquelles on parvient, • •n augmentant continuellement le nombre des termes, s'approchent de plus en plus d'une limite li\<' el ne s'en écartent que d'une quantité qui peut devenir moindre que toute grandeur donnée : cette limite est
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I;i valeur de la série. Or on démontre rigoureusement que !«■> suites
donl il s'agit satisfont à celle dernière condition.
Nous reprendrons l'équation précédente ./.'., dans laquelle on peut donner à x une valeur quelconque; on considérera cette quantité comme une nouvelle ordonnée, ce qui donnera lieu à la construction suivante.
Ayant tracé sur le plan des xy {fig. 8) le rectangle dont la base ()-
Fig. 8.
est égale à la demi-circoniérence et dont la hauteur est -> sur le milieu m du côté parallèle à la hase on élèvera perpendiculairement au plan du rectangle une ligne égale à - et, par l'extrémité supérieure de cette ligne, on tirera des droites aux quatre angles du rectangle. On formera ainsi une pyramide quadrangulaire. Si l'on porte maintenant sur le petit côté du rectangle, à partir du point 0, une ligne quelconque égale à a, et que par l'extrémité de cette ligne on mène un plan parallèle à la hase Oit, et perpendiculaire au plan du rectangle, la section commune à ce plan et au solide sera le trapèze, dont la hauteur est égale à a. L'ordonnée variahle du contour de ce trapèze est égale. comme nous venons de le voir, à
sin y. Mil /
sin3:x sin ■> /
mu ) y Mil .i.'
s i il - y. mii - i
Il suit de là qu'en appelant x, y, z les coordonnées d'un point quelconque de la surface supérieure de la pyramide quadrangulaire que nous avons formée, on aura pour l'équation de la surface du polyèdre,
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-m -m i -m 3 ' sin 1 1 sin 5 t sin 5 i
Cette série convergente donnera toujours la valeur tic l'ordonnée s, ou de la distance d'un point quelconque de la surface au plan des xy.
I es suites formées de sinus ou de cosinus d'arcs multiples sont donc propres à représenter, entre des limites déterminées, toutes les fonctions possibles, el les ordonnées des lignes ou des surfaces dont la loi est discontinue. Non seulement la possibilité de ers développements r-t démontrée, mais il est facile de calculer les termes des séries; la valeur d'un coefficient quelconque dans l'équation
n /■ ■ /, >in ■ -m '■ - . . . -~ a, si ni. v -•- . . .
esl celle d'une intégrale définie, savoir
- I m(a sin ii ilr.
Quelle que puisse être la fonction ç x , ou la forme de la courbe <jui la représente, l'intégrale a une valeur déterminée qui peut être introduite dans le calcul. Les valeurs de ces intégrales définies sont analogues à celle de l'aire totale f~r x <h- comprise entre la courbe et l'axe dans un intervalle donné, ou a celles des quantités mécaniques, telles que les ordonnées du centre de gravité de cette aire ou d'un le quelconque. Il esl évident que toutes ces quantités onl des valeui - i ibles, soil que la figure des corps suit régulière, soil qu'on
leur donne une forme entièrement arbitraire.
Si l'on applique ces principes à la question du mouvement des cordes vibrantes, <ui résoudra les difficultés qu'avait d'abord présentées l'analyse de Daniel Bernoulli. La solution donnée par ce géomètre suppose qu'une fonction quelconque peul toujours être développée en séries de
sinus ou de cosinus d'arcs multiples. Or, de toutes 1<^ preuves de celle proposition, la plus complète esl celle qui consiste à résoudre en effet une fonction donnée en une telle série dont on détermine les coefficients.
Dans les recherches auxquelles on applique les équations aux différences partielles, il est souvent facile de trouver des solutions dont la somme compose une intégrale plus générale; mais l'emploi de ces intégrales exigeait que l'on en déterminât l'étendue, et que l'on pût distinguer clairement les cas où elles représentent l'intégrale générale de ceux où elles n'en comprennent qu'une partie. Il était nécessaire surtout d'assigner les valeurs des constantes, et c'est dans la recherche des coefficients que consiste la difficulté de l'application. Il est remarquable que l'on puisse exprimer par des séries convergentes et, comme on le verra dans la suite, par des intégrales définies les ordonnées des lignes et des surfaces qui ne sont point assujetties à une loi continue. On voit par là qu'il est nécessaire d'admettre dans l'analyse des fonctions qui ont des valeurs égales, toutes les fois que la variable reçoit des valeurs quelconques comprises entre deux limites données, tandis qu'en substituant dans ces deux fondions, au lieu de la variable, un nombre compris dans un autre intervalle, les résultats des deux substitutions ne sont point les mêmes. Les fonctions qui jouissent de cette propriété sont représentées par des lignes différentes qui ne coïncident que dans une portion déterminée de leur cours et offrent une espèce singulière d'osculation finie. Ces considérations prennent leur origine dans le calcul des équations aux différences partielles; elles jettent un nouveau jour sur ce calcul et serviront à en faciliter l'usage dans les théories physiques.
Les deux équations générales qui expriment le développement d'une fonction quelconque en cosinus ou en sinus d'arcs multiples donnent lieu à plusieurs remarques qui font connaître le véritable sens de ces théorèmes et en dirigent l'application.
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COS3 • . ÎOS \ r -)-. . .,
"ii pend négative la valeur de .»-. la série demeure la même, el elle conserve aussi sa valeur si l'on augmente la variable d'un multiple quelconque de la circonférence -•-. Ainsi dans l'équation
l - / / COSXf/j
/ - osaj dx ■ cos ; i / p(.r) cos3 i da •
la fonction z, csl périodique el représentée par une courbe composée "I une multitude d'arcs égaux, donl chacun correspond sur l'axe des abscisses à un intervalle égal à :>.-.. De plus chacun de ces arcs esl composé de deux branches symétriques qui répondenl aux deux moitiés de l'intervalle égal à 2-.
Supposons donc que l'on trace une ligne d'une forme quelc [ue 09a
el qui réponde à un intervalle égal à - fig. 9). Si l'on demande une série de la forme
a h cosj ccos2 j ,/r,,*-; .- . . telle que, en meltanl au lieu de x une valeur quelconque \ comprise
entre o el -. on trouve pour la valeur de la série celle «le l'ordonnée X9, il - 1.1 facile de résoudre cette question : car les coefficients donnés par l'équation v sonl
_ / - ' ■ ■ I - ' cos cda - j <p . .,,-.,,/,
Les diverses intégrales, qui sonl prises de a : <» ,;i x - -, avanl (<
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jours des valeurs mesurables comme celle de l'aire Oocnz, ci !;i série formée par ces coefficients étanl toujours convergente, il n'y a aucune forme de la ligne çpoa pour laquelle l'ordonnée K<p ne soit exactement représentée par le développement
L'arc osa est entièrement arbitraire; mais il n'en esl pas de même dos autres parties de la ligne; elles sont au contraire déterminées : ainsi l'are sa qui répond à l'intervalle de o à — ir est le même que l'are z,a; et l'are total aoa se répète pour les parties consécutives de l'axe dont la longueur est 2-.
On peut l'aire varier dans l'équation (v) les limites des intégrales. Si elles étaient prises depuis x = — tî jusqu'il x = r.. le résultat serait douhle; il le serait aussi si les limites des intégrales étaient o el 2ir,
au lieu d'être o et -. Nous désignons en général par le signe f
l'intégrale qui commence lorsque la variable équivaut à a, et qui est complète lorsque la variable équivaut à b; et nous écrirons l'équation (n) sous la forme suivante :
[-©(#) = - / cp(x)da; -+- cu> ./ / ;,i ./■ 1 eus./ •/■/./• ) 2 2 * -'o • ', '
/ -\- cos 2 jrf o(./-) cos ■>./ <// cosSx f p(x)cos3xdjc
Au lieu de prendre les intégrales depuis .r— o jusqu'à .r = -, on pourrait les prendre depuis x = o jusqu'à r = 2-. ou depuis x = — tî jusqu'à .r = -n; mais, dans chacun de ces deux cas, il faut écrire au premier membre irç (x) au lieu de ^o(.r).
Dans l'équation qui donne le développement d'une fonction quelconque en sinus d'ares multiples, la série change de signe el conserve la même valeur absolue lorsque la variable .r devient négative; elle
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conserve sa valeur el son signe lorsque la variable esl augmentée <>u
diminuée d'un multiple quelconque de la circonférence aie. I. arc yça
fis. m . qui répond à l'intervalle de o à ~. esl arbitraire; toutes les
Fis. 10.
autres parties de la ligne son! déterminées. L'arc ç>^a, qui répond à l'intervalle de <> à - ~. a la même forme que l'arc donné yya : mais il esl dans une situation opposée. I. arc total assola esl répété dans l'intervalle de n à »-. el dans tmis 1rs intervalles semblables. Nous écrirons cette équation comme il suit :
j = -in i I p(j sin i 'h sin > ./ I p(j -m . / rfj
sin3j / f c) sin .1 ' </' ;-....
i>n pourrai! changer 1rs limites des intégrales, el écrire / <»u j au lieu de / : mais, dans chacun de ces deux cas, il faul écrire au premier membre - s x au lieu de s ■• .
La fonction ç i . développée en cosinus d'arcs multiples, esl représentée par une ligne formée de deux arcs égaux placés symétriquement départ et d'aulre de l'axe des y dans l'intervalle de - - à -+- - fis. 1 1 ; celte condition esl exprimée ainsi
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La ligne qui représente la fonction^ x), développée en sinus d'arcs multiples, est au contraire formée dans le même intervalle de deux arcs opposés, ce qu'exprime l'équation
Une l'onction quelconque F x , représentée par une ligne tracée arbitrairement dans l'intervalle de - ic à + *, peut toujours être partagée c„ deux fonctions telles que o{x) et <|,(x). En effet, si la ligne FF'mFF
|''ig. i i • f f I F
représente la fonction F(.r), et que l'on élève par le point 0 l'ordonnée 0m> on tracera par le point m à droite de Taxe 0« l'arc m/J sem- ,,,.,,,,, b rarc OTFF de la courbe donnée, et à gauche du même axe on tracera l'arc mff semblable à Tare *»FF; ensuite on fera passer par [e m( m une ligne ?'?'m?? qui partagera en deux parties égales la différence de chaque ordonnée xY ou x'f à l'ordonnée corresponde ,/ ou *' F. On tracera aussi la ligne ^0^, dont l'ordonnée mesure la demi-différence de l'ordonnée de FF mY¥ à celle de ./ ./ m//. Cela posé, les ordonnées de la ligne FF'mFF et de la ligne/'/'«#etan.
désignées l'une par F(*) et la seconde par /(*). on aura évidemment / , ; F(-x); désignant aussi l'ordonnée de ç o'm^o par ? < , et celle de 'H'O'W par + r. on aura
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donc
on en conclut
el F)= — ti/(-
ce que la construction rend d'ailleurs évident.
Am^i li"> (lcii\ fonctions s i el 1 c . donl la somme équivaut à I' i , peuvent être développées l'une en cosinus d'arcs multiples el l'autre en sinus.
Si l'on applique a la première fonction l'équation v . el à la seconde l'équation y. . en prenant dans l'une el l'autre les intégrales depuis x = — tz jusqu'à x = tc, el si l'on ajoute les deux résultats, <>n
am a
- I I . : i ■ [ OS ' / - ■ ......,■,//■■. OS :.'■ I p| i COS ! '<!■•■
-m / / \ i \ sinxda >\i\ >.r I -l(.r) sin> i .//
les intégrales doivent être prises depuis x = — u jusqu'à .<• = -. Il
faut remarquer maintenant que dans l'intégrale / ■1 v <•<>>. vd.v on
I rrait, sans en changer la valeur, mettre ç x ■+- ty(x) au lieu de
s r : car la fonction cosa; étant c posée, à droite <i à gauche de
l'axe des c, de deux parties semblables, et la fonction i x étant au
contraire formée de deux parties opposées, l'intégrale f \>(x cos cda
est nulle. Il en serait de même si l'on mettait cos2# ou cos3;r et en général cosix au lieu de cos c, i étant un des n imbres entiers depuis <>
jusqu'à I infini. Ainsi l'intégrale / i cosixdx est la même que
l'intégrale
j | -, ,,,.,.,,./< ou / F ' cos» ' '/' :
on reconnaîtra aussi que l'intégrale / i i s'inixdx est égale à l'in-
tégrale / Y(x) sinixdx-, parce que l'intégrale
/ ç i "./ i sin ia <( '
est nulle. On obtient par là l'équation suivante, qui sert à développer une fonction quelconque en une suite formée de sinus et de cosinus
d'arcs multiples :
l 77 F (./•)= - / F(*)d»+ cos.r f F{x)cosxclx-+-cos2x / F(#)cos2;rrf.r / + siiKr / F( ' ) si n./w/.r 4- siir»./- j Y > > sin2a ■'/./■
La fonction F (a?) qui entre dans cette équation est représentée par une ligne II FF, d'une forme quelconque. L'arc F'F'FF, qui repond à l'intervalle de — r. à -+- t., est arbitraire; toutes les autres parties de la ligne sont déterminées, et l'arc F'F'FF est répète dans tous les intervalles consécutifs dont la longueur est 2~. Nous ferons des applications fréquentes de ce théorème et des équations précédentes [m
et(n).
Si l'on suppose dans l'équation [p) que la fonction Y i est représentée, dans l'intervalle de — t. à -+--, par une ligne composée de deux arcs égaux symétriquement placés, tous les ternies qui contiennent les sinus s'évanouiront et l'on trouvera l'équation m . Si, au contraire, la ligne qui représente la fonction donnée F (a?) est formée de deux arcs égaux de situation opposée, tous les termes qui ne contiennent point les sinus disparaissent et l'on trouve l'équation («). En assujettissant la fonction F x a d'autres conditions, on trouverait d'autres résultais.
On écrira dans l'équation générale [p), au lieu de la variable a?, la quantité 7-> ce désignant une autre variable, et ir la longueur de l'intervalle dans lequel csi placé l'arc qui représente F x : celle fond-
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etaienl c — it et x = ir, seront fournies par les équations - — -
— = ■•'• on aura d •. après la substitution,
I ' ' ' - / cos " ■ /, cosa / lcosa "■,,.
Sin - / ' ■ ■ MU ■/' ,/r Mil ■ —■ j J , | .,11 ! - ' r/a .
loules les intégrales doivent être prises, comme la première, de
- /• ;, .,•:-_!_,•. si l'on l'ail la même substitution dans les équations / ci y. . on aura
M sin* I
ii ■ /
J\j-) sin2 — ,/./•
Dans la première équation I* , les intégrales | rraienl être prises
dePuis c = o jusqu'à a ■,./■. ci, m représentanl par X l'intervalle
total >/. on ailla
\ / -'" x 'i ' sin i . /
sin - x' J, ..
11 résulte de toul ce qui a été démontré dan. cette Section concerin.nl le développement des fonctions en séries trigonométriques que, N| ''"" propose une fonction / « donl la valeur esl représentée, dan. "" '«ton-aile déterminé, depuis c o jusqu'à c -. \. par l'ordonnée
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d'une ligne courbe tracée arbitrairement, <>n pourra toujours développer cette fonction en une série qui ne contiendra que les sinus ou les cosinus, ou les sinus et cosinus des arcs multiples, ou les seuls osinus des multiples impairs. On emploiera, pour connaître les termes de ces séries, les équations (M), N , P).
On ne peut résoudre entièrement les questions fondamentales de la théorie de la chaleur, sans réduire à celle forme les fonctions qui représentent l'étal initial des températures.
Ces séries trigonométriques, ordonnées selon les cosinus ou les sinus des multiples de l'arc, appartiennent à l'analyse élémentaire comme les séries dont les termes contiennent les puissances successives de la variable. Les coefficients dv^ séries trigonométriques sont des aires définies, et ceux des séries de puissances sont des fonctions données par la dififérentiation, et dans lesquelles on attribue aussi à la variable une valeur définie. Nous aurions à ajouter plusieurs remarques concernant l'usage et les propriétés des séries trigonométriques; nous nous bornerons à énoncer brièvement celles qui ont un rapport plus direct avec la théorie dont nous nous occupons.
i° Les séries ordonnées selon les cosinus ou les sinus des arcs multiples sont toujours convergentes, c'est-à-dire qu'en donnant à la variable une valeur quelconque non imaginaire, la somme des ternies converge de plus en plus vers une seule limite fixe, qui esl la valeur de la fonction développée;
2° Si l'on a l'expression de la fonction /(•*') qui répond à une série
donnée
a ■ b ciis.c -f- CC0S2X -+- dco&3x -t- ecos4-r -+-. • -,
et celle d'une autre fonction z>'.v l, dont le développement donné esl a -+- [3 cos.r -t- y cos 2/ + 0 cos 3 x -+- £ cos 1 /+...,
il est facile de trouver en termes réels la somme de la série composée a y. -+- b j3 -+- c y -+- do -+■ et + . . . ,
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'ix icos ■ os ■ -/'< cos I 1 1 - i ...
que l'on forme en comparant terme ii terme les deux séries données. Cette remarque s'applique à un nombre quelconque de séries.
i la série /> ait. 2X\ qui donne !<■ développemenl d'une fonction I' • en une suite de sinus el de cosinus d'arcs multiples peul être mise sous rciir forme
| cosj I F (a.) cos a da. -f-cosax /F(« C0S2«rfa
-I | / I' y da+l
I -t-sin j l F(«) -in a '/y — si m » ./• / !•',;/ 1 h ii satfa-f-...,
tant mie nouvelle variable qui disparaît après les intégrations. On a
aonc
+ C< - COS2 . cos 'y. -»- COS3./ cos
I / I lai i
\ ■ sin a sin a + sin »j?sin 20e h -in > esin >a-t-,
DU
1 _ / F(a)rfa - COS — a)-HC0S2(j -- y.) -+- cos3(a.- — a) -+ ... .
Donc, en désignant par
i C0Si(jJ — y. )
la somme de la série précédente, prise depuis i i jusqu'à i x>, mi Si l'on se propos ilculer l'intégr
on trouvera aisément, en i par leurs développements l ex
a% - ja// -4- . . .
i équivaut au r par Foui G. D.
aura '
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|. , i [ I Ki yu/Jj-: 2cosi(J *)]■
L'expression - -h 2 cosi(# — a) représente une fonction de x el de a, telle que, si on la multiplie par une fonction quelconque F % et si, après avoir écrit (h., on intègre entre les limites y.= — ~ et a = -, on aura changé la fonction proposée F(a) en une pareille fonction de a?, multipliée par la demi-circonférence ir. On verra, par la suite, quelle
est la nature de ces quantités, telles que l- -t~ 2 cosr .r - y. , qui jouissent de la propriété que l'on vient d'énoncer.
4° Si, dans les équations (M), (N) et (P) (art. 234) qui, étant divisées parr, donnent le développement d'une fonction f(x), on suppose que l'intervalle r devient infiniment grand, chaque terme de la série est un élément infiniment petit dune intégrale; la somme de la série est alors représentée par une intégrale définie. Lorsque les corps ont des dimensions déterminées, les fonctions arbitraires qui représentent les températures initiales et qui entrent dans les intégrales des équations aux différences partielles doivent être développées en séries analogues à celles des équations (M), (N), (P); mais ces mêmes fonctions prennent la forme des intégrales définies lorsque les dimensions des
i i i Plus exactement. F(.r) est la limite de l'expression
COSÏ{x — a) -+- ~
I / FO) (h. 2 COS/(x _ a) -h I
lorsque p augmente indéfiniment. La série
- -h COS(.r — *) -+- COS2(.r — x) — . . . ■i
avant une somme indéterminée, ou ne peul attacher aucun sens à l'expression
> cos/(.r — y. I
considérée par Fourier.
CHAPITRE III. SOLIDE RECTANGl LAIRE IM'IM
corps ne sonl poinl déterminées, comme mi l'expliquera dans la suite de cel Ouvrage, en traitant de la diffusion libre de la chaleur.
M'i'l ICA.T10S v IV QUESTION ICTUBLLI
Nnii- pouvons maintenant résoudre d'une manière générale la question de la propagation tic la chaleur dans une lame rectangulaire H \i donl la base A fig. 7 bis esl constamment échauffée, pendant que ses deux arêtes infinies M et C sonl retenues à la température o.
b is .
Supposons que la température initiale de tous les points de la table BAC soil nulle, mais que celle de chaque point m de l'arête A soit couservée par une cause extérieure quelconque, et que cette valeur fix< soil une Ponction/ c de la distance du poinl m a l'extrémité Ode l'arête \. dont la longueur totale est /•; suit v la température constante du poinl M donl les coordonnées sonl y el x\ il s'agil <le dél miner v en fonction <le y el x. La valeur
-ill ///./
satisfait à l'équation
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a et /// sont des quantités quelconques. Si l'on prend m = i-, e( que
e soit un nombre entier, la valeur ae ' sini- - deviendra nulle
lorsque a? sera égal à zéro ou à /•, quelle que soil d'ailleurs la valeur
de y. On pourra donc prendre, pour une valeur plus générale de v,
~ > ici 7tV
" — . T..r 2 . -.>' - 3— . 7TJ
c z= a,e sin h <?., c sin 2 h a, e sin 3 — - -h. . . .
Si l'on suppose y nulle, la valeur de e sera, d'après l'hypothèse, égale à la fonction connue f(x). On aura donc
TZX
f(x) = ^1 si" — — 1- «2 sin 2 — -+- a3sin 3 " - + «4sin4-
On déterminera les coefficients a,, a.2, a3, <74, a,, ... au moyen de l'équation (M) et, en les substituant dans la valeur de v, on aura
~ r • kx r . t.x -î-f . -.>■ r .. . . - /■ .
= e sin — - / /(./jsin — dx + e sma- — I j(x)s\ïï'2 — dr
+ e '' sin 3 — / /(.r)sin.'> dx
En supposant dans l'équation précédente /• = -, on aura la même solution sous une forme plus simple, savoir
nu
1 - 7:1' = e-^ sin.r / f(x) sinxdx -he~2-v' sin?../' / /(.r) sin ixda [ + t'-v sin.'î./' f /(x)siaSxdji
y.) dx (e v si n/ sin a + e~iys\n2X sin 2 a H- e ' >\u Sx sin 3x -f-...);
a est uni' nouvelle variable qui disparait après l'intégration. Si Ton détermine la somme de cette série cl si l'on en fait la substitution dans
e~v[C0S l(d a) - COs3l i x
désignant par F /> ,/> la somme de la série infinie
cosp >■ :i cos \p i os3/j • . . .,
• m en conclura
/ I - da \\\v. x - y. I F(/, ./■ + et)].
On a
I i,/. 7) -i-e-^'+W^O + e-»(r+i»iF>) -(-. . .
_l_e » T) H_e-î(y-/.v/~) + e-î(r-/>\Pî) + __.
COS/J- l
er — acos/J
donc
cos(.r -4- a) — e-*-
"ii
e> — 2COs{x — z) -i- e~y e-v — 2COs(»r + a) + ' '
I 2 (e>- i sin ' >in se
! * ~J ■ y , . , ,._ ; _ a) + e-r]"[er— ac«» - ' <■ • |
ou, en décomposant le coefficient en deux fractions,
■>.■-/ — a) + e cos(j x)H-e-^
Cette équation contient, sous la forme finie el en termes réels, l'intégrale de l'équation
rf«.
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appliquée à la question du mouvemenl uniforme de la chaleur dans tm
solide rectangulaire exposé par sa base à l'action constante d'un seul
foyer.
Il est facile de reconnaître les rapports de cette intégrale avec l'intégrale générale, qui a deux fonctions arbitraires; ces fonctions se trouvent déterminées par la nature même de la question, et il ne reste d'arbitraire que la fonction /(a), considérée entre les limites a = o el a = it. L'équation (a) représente, sous une forme simple, propre aux applications numériques, cette même valeur de v réduite en une série convergente.
Si l'on voulait déterminer la quantité de chaleur que le solide contient lorsqu'il est parvenu à son étal permanent, on prendrait l'intégrale fdx fvdy depuis x = o jusqu'à x = r. et depuis y = o jusqu'à y = <x>; le résultat serait proportionnel à la quantité cherchée. En général, il n'y a aucune propriété du mouvement uniforme de la chaleur dans une lame rectangulaire qui ne soit exactement représentée par cette solution. Nous envisagerons maintenant les questions de ce genre sous.un autre point de vue, et nous déterminerons le mouvement varié de la chaleur dans les différents corps.
lS
L'équation qui exprime le mouvement de la chaleur dans une ar- 111 il le a été rapportée dans l'article 105; elle est
K à hi
dl " CD dx1 CDS1
II s'agil maintenant d'intégrer cette équation; îcrira seulement
dv ,d*\
la valeur de /■ représentera , • celle de // sera , ' ; x désigne la Ion- 1 CD CDS'
-unir de l'arc compris entre un point m «le l'anneau et l'origii :
v 1 si la température que l'on observerail en ce point m après un temps donné /. On supposera d'abord 1 < '//, u étant une nouvelle
indéterminée ; on en tirera
du <)' u
or cette dernière équation convient au cas où l'irradiation sérail nulle .1 l.i surface, puisqu'on la déduirait de la précédente en y faisant h ■■ o; on conclut de là que les différents points de l'anneau se refroidissent successivement, par l'action du milieu, sans que cette circon-
stance trouble en aucune manière la loi de la distribution de la chaleur. En effet, en intégrant l'équation
du _ . d*u
on trouverait les valeurs de u qui répondent aux différents points de l'anneau dans un même instant, et l'on connaîtrait quel serait l'état du solide si la chaleur s'y propageait sans qu'il y eût aucune déperdition à la surface; pour déterminer ensuite quel aurait été l'étal du solide au même instant si cette déperdition eût eu lieu, il suffirait de multiplier toutes les valeurs de u, prises pour les divers points et pour un même instant, par une même fraction qui est «r*. Ainsi le refroidissement qui s'opère à la surface ne change point la loi de la distribution de la chaleur; il en résulte seulement que la température de chaque point est moindre qu'elle n'eût été sans cette circonstance; et elle diminue, pour cette cause, proportionnellement aux puissances successives de la fraction e~ht .
La question étant réduite à intégrer l'équation
du _ , d*u
on cherchera, en premier lieu, les valeurs particulières les plus simples que l'on puisse attribuer à la variable u; on en composera ensuite une valeur générale, et l'on démontrera que cette valeur est aussi étendue que l'intégrale, qui contient une fonction arbitraire en x, ou plutôt qu'elle est cette intégrale elle-même, mise sous la forme qu'exige la question, en sorte qu'il ne peut y avoir aucune solution différente.
On remarquera d'abord que l'équation est satisfaite s, I on donne à u la valeur particulière aC'^mnx, m et n étant assujettis à la condition m=-kn>. On prendra donc pour une valeur particulière de u la fonction
SOI II
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Pour M111' cette va,eur '1*' " convienne à la question, N faul qu'elle ne change poinl lorsque la distance x esl augmentée de la quantité ••-/. rdésignanl le rayon moyen de l'anneau. Donc 2/ntr doil être mi mulliP,e ,de ,a circonférence aie, ce qui donne n \- On peul prendre P°uri*«n nombre entier quelconque; on le supposera toujours positif ',:"v'' 'I'"'- s'il étail négatif, il suffirai! de changer dans la valeur "• fsin/i* le signe du coefficient a. Cette valeur particulière
sin
'"' I rrail satisfaire à la question proposée qu'autanl qu'elle repré-
senterail l'étal mit, al du solide. Or, en faisanl / o, on trouve
u — a sin ;
supposons «lune que I- valeurs m, haies de u soienl exprimées en effel par a mu ; . c'est-à-dire que les températures primitives des différents points soienl proportionnelles aux sinus de. angles compris entre les •us .,111 passenl par ces points el .•«■lui qui passe par l'origine; le mouvement de la chaleur dans l'intérieur de l'anneau sera exactemenl représenté par l'équation
a — ae ' % i 1 1
el' si l'on ;' '-inl ;' ,;1 déperdition de la chaleur par la surface, on
trouvera
t'= ' sin
' ' cin
Dans le cas donl il s'agit, qui esl le plus simple de tous ceux que l'on
pui ncevoir, les températures variables conservent leurs rapports
Pr,m,t,fs- '■' celle d'un poinl quelconque diminue comme le. puissances successives d'une fraction, qui esl la même pour tous le. points.
On remarquera les mêmes propriétés si l'on suppose que les tempe-
ratures initiales sont proportionnelles au sinus du double de l'arc -; et cela a lieu, en général, lorsque les températures données sont représentées par a sin £, £ étant un nombre entier quelconque.
On arrivera aux mêmes conséquences en prenant, pour valeur particulière de u, la quantité ae-^cosn.x; on a aussi 2,i~r= ai* et
n = -; donc l'équation
' lu'-l
— - r i;r u = ae ' cos —7
exprimera le mouvement de la chaleur dans l'intérieur de l'anneau, si les températures initiales sont représentées par a cos — ■
Dans tous ces cas, où les températures données sont proportionnelles aux sinus ou aux cosinus d'un multiple de l'arc A les rapports établis entre ces températures subsistent continuellement pendant la durée infinie du refroidissement. Il en serait de même si les températures initiales étaient représentées par la fonction asin^ + &cosTi étant un nombre entier, a et b des coefficients quelconques.
Venons maintenant au cas général, dans lequel les températures initiales n'ont point les rapports que l'on vient de supposer, mais sont représentées par une fonction quelconque F(*). Donnons à cette fonction la forme , (f), en sorte qu'on ait F(x) =*(?)■ et concevons que la fonction tp (f) est décomposée en une série de sinus ou de cosinus d'arcs multiples affectés de coefficients convenables. On posera l'équation
,(*) = a0sinoy +.«ismi- 4-a2sin2- +•••
+ 60COSO-+^COSI- +fc2COS2- +....
( h vi* m RE i\ . vkmii.i.i:. -i\:\
Les nombres a0, a,, </ .. ... : />„. b,, />,. . . . sont regardés «oui me connus fi calculés d'avance. Il esl visible que la valeur de // sera alors représentée par l'équation
COS
6,cos i
Vkl
Il =
En effet :
i" Cette valeur de // satisfera à l'équation
du <)- u
dx*'
parce qu'elle esl la somme de plusieurs valeurs particulières;
Elle ne changera poinl lorsqu'on augmentera la distance •*■ d'un multiple quelconque de la circonfén nce de l'anneau;
I Elle satisfera à l'étal initial, parce que, en faisant / = o, on trouvera l'équation (e).
Doue toutes les conditions de la question seront remplies; el il ne i estera plus qu'à multiplier par < 'celle valeur de m.
A mesure que le temps t augmente, chacun des termes qui et nu posent la valeur de u devienl de plus en plus petil : le système des températures tend donc continuellement à se confondre avec l'état, régulier el constant, dans lequel la différence de la température u à la constante A„ est i eprésentée pai
i'w • 6, cos )e '' .
Vinsi les valeurs particulières que nous avons considérées précédemment, el donl u "u- composons la valeur générale, tirent leur origine d< la question elle-même. Chacune d'elles représente un étal élémentain qui peut subsister de lui-même dès qu'on le suppose formé; ces \a-
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leurs ont une relation naturelle cl nécessaire avec les propriétés physiques de la chaleur ').
Pour déterminer les coefficients a0, alf a2, as, . . .; b0, A, , />,, bt
on emploiera 1 <m| nation (II) (art. 231), qui a été démontrée dans la dernière Section du Chapitre précédent.
L'abscisse totale désignée par X dans cette équation sera ■?.-/, x sera l'abscisse variable et /(a?) représentera l'état initial de l'anneau; les intégrales seront prises depuis x = o jusqu'à x = 2~r; on aura donc
nrf(x)
x ) dr
[ cos — / cos — /l a \ dx -+- cos 2 — / cos 2 - /( a da
\ sin — / sin — /(x) dx -+- sin > — / sin 2 — /(x) dx
Connaissant ainsi les valeurs de a0, a,, <z2, a3, ...; bu, b{, b2, b3, — on les substituera dans l'équation et l'on aura l'équation suivante, qui contient la solution complète de la question :
(E) nrv—e
-ht
x) dx -
isin — / sin — f(.r)dx >s — / cos — ./ !■' l da
_kt isin2 j. /sin 2 jj\.i ■■//./• ;a — / cos 2 —f(x)dx
cos 2
Toutes les intégrales doivent être prises depuis .r = o jusqu'à x = ?.~r.
Le premier terme ; / f(x)dx, qui serl à former la valeur de v, est
évidemment la température moyenne initiale, c'est-à-dire celle qu'aurait chaque point si toute la chaleur initiale était également répartie entre tous les points.
On peut appliquer l'équation précédente (E), quelle que soit la forme de la fonction donnée f(oc). Nous considérerons deux cas particuliers, savoir : 1" celui qui a lieu lorsque, l'anneau ayant élé élevé par l'action d'un foyer à des températures permanentes, on supprime
(') /'r»//-. pour plus de netteté, les développements donnés .1 cette idée à la fin de l'article 2i6. G- D.
<:n vpi nu: i\. - vkmii.i.i :. ■>;:>
loul à coup le foyer; .>" le cas où la moitié de l'anneau, échauffée également dans tous ses points, sérail réunie subitement à l'autre moitié, (|iii aurail dans toutes ses parties la température initiale «>.
On a vu précédemmenl art. 106 que 1rs températures permanentes «If l'anneau — ■ ► 1 1 1 exprimées par l'équation
«'t la quantité a a pour valeur < s hs; l esl le contour de la se. 'lion
ératrice el S la surface de cette section. Si l'on suppose qu'il \ ail
un seul foyer, il sera nécessaire que l'on ait l'équation — = o au
point opposé à celui qui est occupe par le foyer. La condition
sera d satisfaite en ce point. Regardons, pour plus <lc facilite dans
le calcul, la fraction ^r comme égale à l'unité, el prenons le rayon r ,'«' l'ai au pour le rayon des Tables trigonométriques; on aura
v — ae* ■+■ be :
'loue l'étal initial de l'anneau esl représenté par l'équation
t> = be~'n
•I ne reste plus qu'à appliquer l'équation générale E et, en désignant par M ' la chaleur J moyenne initiale, on aura
M V"*<-4-™ ' SSËÈ W. \
Cette équation exprime l'étal variable «l'un anneau solide .pu, ayant
1 "I- supprimés par F fer, on u [a valeui liéi
■i celle de ! - lalion
' ,r| Bt dans quelque.» ssages, 1 irier emp] : chaleur pour indiquer
l.i tempéra (| |,
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été échauffé par un de ses [»<> i n is ci élevé à des températures stationnaires, se refroidit dans l'air après la suppression du loyer.
Pour faire une seconde application de l'équation générale (E), nous supposerons que la chaleur initiale est tellement distribuée qu'une moitié de l'anneau, comprise depuis x = o jusqu'à x = -, a, dans tous ses points, la température i et que l'autre partie a la température o. Il s'agit de déterminer l'état de l'anneau après un temps écoulé /.
La fonction /(x) qui représente l'état initial est telle, dans ce cas, que sa valeur est i toutes les fois que la variable est comprise entre o et -. Il en résulte que l'on doit supposer
et ne prendre les intégrales que depuis x = o jusqu'à x = ~; les autres parties des intégrales sont nulles d'après l'hypothèse. On obtiendra d'abord l'équation suivante qui donne le développement de la fonction proposée, dont la valeur est i depuis x = o jusqu'à x — -, et nulle depuis a7 = iT jusqu'à x = 2-,
fix) = — 1 — ( sin.a? + ~ sin3.r -1- ^sinSx h — sin7.a? + . . . ). •' 2 7r \ 3 5 7 /
Si maintenant on substitue dans l'équation générale les valeurs qu'on vient de trouver pour les coefficients constants, on aura l'équation
— z= e-'"( 4 -\- e_/''sin.r -+- 77 e-3'*' sin3.r + ^e-iSkts\n5x -+-...),
qui exprime la loi suivant laquelle varie la température à chaque point de l'anneau, et fait connaître son état après un temps donné.
Nous nous bornerons aux deux applications précédentes et nous ajouterons seulement quelques observations sur la solution générale exprimée par l'équation (E).
ill U'ITIll. I\ . - UîMII.I.I".. 2V7
Si l'on suppose k infini, l'étal de l'anneau sera exprimé ainsi
ou, en désignant par M la température moyenne initiale,
p = Me-*'.
La température d'un poinl quelconque deviendra subitement égale à la température moyenne et les différents points conserveront toujours des températures égales, ce qui est une conséquence nécessaire de l'hypothèse où l'on admet une conducibilité infinie.
1 ui aura le même résultat si le rayon r de l'anneau est infinimenl
petit.
I Pour trouver la température moyenne de l'anneau après un temps /. il faut prendre l'intégrale I v dx, depuis .>■ = o jusqu'à x= aicr, et diviser par ?.-r. En intégrant entre ces limites les différentes parties de la valeur de v et supposant ensuite x = 2-/', on trouver.! que h^ valeur- totales des intégrales sont nulles, excepté pour le premier terme; la température moyenne a donc pour valeur, après le temps /. la quantité M<-/iC. Ainsi, la température moyenne de l'anneau décroit de la même manière que si la conducibilité était infinie; les variations occasionnées par la propagation de la chaleur dans ce solide n'influent poinl sur la valeur de cette température.
Dan- les trois cas que nous venons de considérer, la température décroît proportionnellement aux puissances de la fraction e '" ou, ce qui est la même chose, ï l'or lonnée d'une courbe logarithmique, l'abscisse étant égale au temps écoulé. Cette loi est connue depuis longtemps; mais il faut remarquer qu'elle n'a lieu, en général, que si les corps ont une petite dimension. L'analyse précédente nous apprend que, si le diamètre d'un anneau n'est pas très petit, le refroidisseraenl d'un point déterminé ne serait pas d'abord assujetti à cette loi; il n'en est
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pas de même de la température moyenne, qui décroît toujours proportionnellement aux ordonnées d'une logarithmique. Au reste, il ne faut point perdre de vue que la section génératrice de l'armille est supposée
avoir des dimensions assez petites pour que les points de la même section ne diffèrent point sensiblement de température.
4° Si l'on voulait connaître quelle est la quantité de chaleur qui - i (happe dans un temps donné par la superficie d'une portion donnée de l'anneau, il faudrait employer l'intégrale hlldtjvdx, et prendre cette intégrale entre les limites qui se rapportent au temps. Par exemple, si l'on choisit o, 2-Ttrpour les limites de a; et o, x pour les limites de t, c'est-à-dire si l'on veut déterminer toute la quantité de chaleur qui s'échappe de la superficie entière pendant toute la durée du refroidissement, on doit trouver, après les intégrations, un résultat égal à toute la chaleur initiale ou 2-ïtrMCDS, M étant la température moyenne initiale.
5° Si l'on veut connaître combien il s'écoule de chaleur dans un temps donné, à travers une section déterminée de l'anneau, il faudra employer l'intégrale — KSf-^dt, en mettant pour ^ la valeur de cette fonction, prise au point dont il s'agit.
6° La chaleur tend à se distribuer dans l'anneau suivant une loi qui doit être remarquée. Plus le temps écoulé augmente et plus les termes qui composent la valeur de c dans l'équation (E) deviennent petits par rapport a ceux qui les précèdent. Il y a donc une certaine valeur de i pour laquelle le mouvement de la chaleur commence à être sensiblement représenté par l'équation
/ OC 3C\ â
u = b0 -+- I a, sin - -\- bt cos - j e '" .
Celte même relation continue à subsister pendant la durée infinie du refroidissement. Si, dans cet état, on choisit deux points de l'anneau
i II MM II; I . l\ . Ml Ml M ,E. 2W
situés aux deux extrémités d'un même diamètre, en représentant par x, et v. leurs distances respectives à l'origine, par v, el e. leurs températures correspondantes au temps /. on aura
i't = l b0-i- ( a, sin-7 bt cos - '''.
«', = 1 />„ -+- (</, sin'-^ -+- b, COS I < ,: e y''.
Les sinus des arcs ' el — ne diffèrent Que par le signe, el il en esl de
ir i i -
même des quantités cos el cos ; donc
Ainsi la demi-somme des températures des points opposés donne une quantité b0e '■•'. qui sérail encore la même si l'on avait choisi deux points situés aux extrémités d'un autre diamètre. Cette quantité A,,' u est, comme on l'a vu plus haut, la valeur de la température moyenne après le temps /. Donc la demi-somme «les températures des deux points opposés quelconques décroît continuellement avec la température moyenne de l'anneau el en représente la valeur sans erreur sensible, après que le refroidissemenl a duré un certain temps. Examinons plus particulièrement en quoi consiste ce dernier état, qui est exprimé par l'équation
Si l'on cherche d'abord le poinl de l'anneau pour lequel on a la condition
-m A, COS — O
- =an lang ,
• ■u voit que la température de ce poinl est, à chaque instant, la tempé-
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rature moyenne de l'anneau. Il en esl de même du poinl diamétralement opposé, car l'abscisse <t de ce dernier punit satisferait encore à l'équation précédente
= arc tang — -
Désignons par X la distance à laquelle le premier de ces points esl placé, on a
\ bl — — «i tang —
et, en substituant cette valeur de b{,
Si l'on prend maintenant pour origine des abscisses le point qui repondait à l'abscisse X, et que l'on désigne par u la nouvelle abscisse x _ x, on aura, b désignant une nouvelle constante.
v = e- ''' [ b0-\-b sin - e '''
A l'origine, où l'abscisse u est o, et au point opposé, la température v est toujours égale à la température moyenne; ces deux points divisent la circonférence de l'anneau en deux parties dont l'état est pareil. mais de signe opposé. Chaque point de l'une de ces parties a une température qui excède la température moyenne, et la quantité de cet excès esl proportionnelle au sinus de la distance à l'origine ; chaque point de l'autre partie a une température moindre que la température moyenne, et la différence est la même que l'excès dans le point opposé. Cette distribution symétrique de la chaleur subsiste pendant toute la durée du refroidissement. Il s'établit, aux deux extrémités de la moitié échauffée, deux (lux de chaleur diriges vers la moitié froide, et dont l'effet est de rapprocher continuellement l'une et l'autre moitié de l'armille de la température moyenne.
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On remarquera maintenant que, dans l'équation générale qui donne
la valeur de r, chacun des ternies est de la tonne
i ■/ sin i— h cosi ) e
un pourra dune tirer, par rapport à chaque tenue, des conséquences analogues aux précédentes. En effet, désignant parX la distance pour laquelle le coefficient
'/ -III / A COSJ
esl mil. <mi aura l'équation
■' lailg / — ,
et cette substitution donne, pour la valeur du coefficient,
a étant une constante. Il suit de lit que, en prenant pour l'origine des coordonnées le point dont l'abscisse était X, et désignant par // la nouvelle abscisse c - X, on aura, pour exprimer les changements de
cette partie de la valeur de v, la fonction ae 'sin
eiie même partie de la valeur de v subsistait seule, en sorte que les coefficients de toutes les autres fussent nuls, l'étal de l'anneau serait représenté par la fonction
ae '' -in / — e r
et la température de chaque point serait proportionnelle au sinus du multiple i de la distance angulaire de ce point à l'origine. Cet étal est analogue à celui que nous avons décrit précédemment : il en diffère en ce que le nombre des points qui ont une même température toujours égale a la température moyenne de l'anneau n'est pas i seulement,
mais est en général égal à ii. Chacun de ces points ou nœuds sépare deux portions contiguës de l'anneau, (jiii sont dans un état semblable, mais désigne oppose. La circonférence se trouve ainsi divisée en plusieurs pai'ties égales dont l'étal est alternativement positif ou négatif. Le flux de la chaleur est le plus grand possible dans les nœuds; il se dirige toujours vers la portion qui est dans l'état négatif et il est nul dans le point qui est à égale distance de deux nœuds consécutifs. Les rapports qui existent alors entre les températures se conservent pendant toute la durée du refroidissement, et ces températures varient ensemble très rapidement, proportionnellement aux puissances successives de la fraction
Si l'on donne successivement à i les valeurs o, i, 2, 3, 4» ••• 1 on connaîtra tous les états réguliers et élémentaires que la chaleur peut affecter pendant qu'elle se propage dans un anneau solide. Lorsqu'un de ces modes simples est une fois établi, il se conserve de lui-même et les rapports qui existaient entre les températures ne changent point; niais, quels que soient ces rapports primitifs et de quelque manière que l'anneau ait été échauffé, le mouvement de la chaleur se décompose de lui-même en plusieurs mouvements simples, pareils à ceux que nous venons de décrire, et qui s'accomplissent tous à la fois sans se troubler. Dans chacun de ces états, la température est proportionnelle au sinus d'un certain multiple de la distance à un point iixe. La somme de toutes ces températures partielles, prises pour un seul point dans un même instant, est la température actuelle de ce point. Or les parties qui composent cette somme décroissent beaucoup plus rapidement les unes que les autres; il en résulte que ces états élémentaires de l'anneau, qui correspondent aux différentes valeurs de i et dont la superposition détermine le mouvement total de la chaleur, disparaissent en quelque sorte les uns après les autres. Ils cessent bientôt d'avoir une influence sensible sur la valeurde la température, et laissent subsister seul le premier d'entre eux, pour lequel la valeurde/ est la
i il \m it.k i\ . ARMILLE. 233
moindre de toutes. On se formera de cette manière une idée exacte de la loi siii\aiii laquelle la chaleur se distribue dans une armille el se dissipe par ^;> surface. L'étal de l'armille devienl de plus en plus symétrique; il m1 tarde point à se confondre avec celui vers lequel il a une tendance naturelle, el qui consiste en ce que les températures îles différents points doivent être proportionnelles aux sinus d'un même multiple de l'arc qui mesure la distance à l'origine. La disposition initiale n'apporte aucun changement à ces résultats.
ni U COraUXICATIOK Dl Iv CHALBCH IMIII lu- HA.SSBS DISJOINTES.
Nous avons maintenant à faire remarquer la conformité de l'analyse précédente avec celle que l'on doil employer pour déterminer les loide la propagation de la chaleur entre des masses disjointes; nous arriverons ainsi à une seconde solution de la question du mouvement de la chaleur dans une armille. La comparaison des deux résultats fera connaître les véritables fondements de la méthode que nous avons suivie pour intégrer les équations de la propagation de la chaleur dans le- corps continus. Nous examinerons en premier lieu un c;is extrêmement simple, qui est celui de la communication de la chaleur entre deux masses égales.
Supposons que deux masses cubiques m et />, d'égale dimension el de même matière, soienl Inégalement échauffées, que leurs températures respectives soienl a el b, el qu'elles soienl d'une conducibilité infinie. Si l'on mettait ces deux corps en contact, la température deviendrai! subitement égale dans l'une el l'autre à la température moyenne '. a-t-b . Supposons que les deux masses soient séparées par un très petit intervalle, qu'une tranche infiniment petite du premier corps s'en détache pour se joindre au second, el qu'elle retourne au premier immédiatement après le contact. En continuant ainsi de se
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porter alternativement, et dans des temps égaux et infiniment petits, de l'une des masses a l'autre, la tranche interposée l'ait passer successivement la chaleur du corps le plus échauffé dans celui qui l'estmoins; il s'agit de déterminer quelle serait, après un temps donné, la température de chaque corps, s'ils ne perdaient par leur surface aucune partir de la chaleur qu'ils contiennent. On ne suppose point que la transmission de la chaleur dans les corps solides continus s'opère d'une manière semblable à celle que l'on vient de décrire; on veut seulement déterminer par le calcul le résultat d'une telle hypothèse.
Chacune des deux masses jouissant d'une conducibilité parfaite, la quantité de chaleur contenue dans la tranche infiniment petite s'ajoute subitement à celle du corps avec lequel elle est en contact, et il en résulte une température commune, égale au quotient de la somme des quantités de chaleur par la somme des masses. Soit eu la masse de la tranche infiniment petite qui se sépare du corps le plus échauffé, dont la température est a; soient a et [4 les températures variables qui correspondent au temps /, et qui ont pour valeurs initiales a et b. Lorsque la tranche w se sépare de la masse m, qui devient m - w, elle a, comme cette masse, la température a et, dés qu'elle touche le second corps affecté de la température [i, (die prend en même temps que
lui um; température égale à
m (3 -t- au
m -+- co
La tranche co, retenant cette dernière température, retourne au premier corps, dont la masse est m - co et la température a. On trouvera donc, pour la température de ce corps après le second contact.
m p ■+- au
Les températures variables a et (3 sont donc devenues, après 1 instant dt,
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on trouve ces valeurs en supprimant les puissances supérieures de <•). On ;i ainsi
la masse qui ;i\;nt la température initiale (3 a reçu, dans un instant, une quantité de chaleur égale à md$ ou (a — J3)(o, laquelle a été perdue dans li' même temps par la première masse. On voil par la que la quantité de chaleur qui passe en un instant du corps plus échauffé dans celui qui l'est moins est, toutes choses d'ailleurs égales, proportionnelle a la différence actuelle des températures de ces deux corps. Le temps étant divisé ru intervalles égaux, la quantité infinimenl petite '■> pourra rire remplacée par K dt, K étant le nombre des unités de masse dont la somme contient tu a ni a ni de fois que l'unité de temps contient '//, en sorte que l'on a— = , • On obtient ainsi les écruations
<ly. = :> ; - dt, y v - dt.
Si l'un attribuait uni' plus grande valeur au volume co qui sert, pour ainsi dire, ;i puiser la chaleur de l'un des corps pour la porter a l'autre, la transmission serait plus prompte; il faudrait, pour exprimer cette condition, augmenter dans la même raison la valeur de K qui entre dans les équations. On pourrait aussi conserver la valeur de co el supposer que cette tranche accomplit dans un temps donné un plus grand nombre d'oscillations, ce qui sérail encore indiqué par une plus grande valeur de K. Ainsi ce coefficient représente en quelque sorte la vitesse de la transmission, un la facilité avec laquelle la chaleur passe de l'un des corps dans l'autre, c'est-à-dire leur conducibilité réciproque.
En ajoutant les deux équations précédentes, on a
et, si Ton retranche l'une des équations de l'autre, on a
da — e?3 -f- 2 ( a — 6) — dl — o ' r m
ou, en faisant a — (3 = v,
(IV -r- ->. — Vdt = O.
Intégrant et déterminant la constante par la condition que la valeur initiale soit a — b, on a
La différence/ des températures diminue donc comme l'ordonnée d'une logarithmique, ou comme les puissances successives de la frac-
lion e '". On a pour les valeurs de a et ,3
a=i(fl+6) + -(«-é)e '" , (3 =s - (a -h 6) — - (a — b)e ''"' .
On suppose, dans le cas qui précède, que la masse infiniment petite oj au moyen de laquelle s'opère la transmission est toujours la même partie de l'unité de masse ou, ce qui est la même chose, que le coefficient K qui mesure la conducibilité réciproque est une quantité constante. Pour rendre la recherche dont il s'agit plus générale, il faudrait considérer le coefficient K comme une fonction des deux températures actuelles a et (3. On aurait alors les deux équations
da—— (ce — (3) — dt, d&=^((x — S) — dt,
dans lesquelles K serait égal à la fonction de a et [l, que nous désignons par <p(a, (3). Il sera facile de connaître la loi que suivent les températures variables a et (3 lorsqu'elles approchent extrêmement de leur dernier état. Soit v une nouvelle indéterminée, égale à la différence entre a et la dernière valeur, qui est £(a -+- b) OU C. Soit ; une
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seconde indéterminée, égale à la différence c >. On substituera, au lieu de z el i. leurs valeurs * el c — r; et, comme il s'agil de
trouver les valeurs de t el de r- lorsqu'on les suppose très petites, on ne doil retenir dans les résultats des substitutions que la première puissance de ) el il«' s. <>n trouvera donc les deux équations
<l\ — i; — y) — cp(c — y, c — s) cil.
■ I: 5-j . II.
En développant 1rs quantités qui sont -mis le signe \ el omettant les puissances supérieures de j et de :. on trouvera
La quantité si c, c | étant constante, il s'ensuit <|iic les équations précédentes donneront, pour la valeur de la différence s y, un résultai semblable à celui <|ii«' l'on .1 trouvé plus haut pour la valeur de a - 'y
(»n en conclut que, -1 ]<• coefficient K, que l'on avait d'abord su | >posé constant, était représenté par une fonction quelconque «1rs températures variables, les derniers changements qu'éprouvenl ces températures, pendant un temps infini, seraient encore assujettis à la même loi <|ii<' >i la conducibilité réciproque était constante.
Il s'agil actuellement de déterminer 1rs Ini^ ,|r [g propagation de la chaleur dans un nombre indéfini de masses égales qui ont actuellement des températures différentes.
<>n suppose que des masses prismatiques, en nombre //, cl dont chacune est égale à m, sont rangées sur une même ligne droite, el affectées de températures différentes ". b, c, d, ... : que des tranches infiniment petites, qui ont chacune la masse o>, se séparent de ces différents corps, excepté <ln dernier, et se portent en même temps du premier au second, du second au troisième, du troisième au quatrième,
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ainsi de suite; que, aussitôt après le contact, ces mêmes tranches retournent aux masses donl elles s'étaient séparées. Ce double mouvemenl avant lieu autant de fois qu'il y a d'instants infinimenl petits dt, on demande à quelle loi sont assujettis 1rs changements de
température.
Soient a, (3, y, 8 p, files températures variables qui correspondent au même temps / et qui ont succédé aux valeurs initiales a, h, c, d Lorsque les tranches co se seront séparées des
n - i premières masses et mises en contact avec les masses voisine.. il est aisé de voir que les températures seront devenues
a(m — w) (3 (wi — m ) + «'.> y(m — 6>H pu
ou, en supprimant dans la dernière les puissances supérieures de co,
Lorsque les tranches co seront revenues a leurs premières places, on trouvera les valeurs des nouvelles températures en suivant la même règle, qui consiste à diviser la somme des quantités de chaleur par la
somme des masses, et Ton aura, pour les valeurs de a, 3. y, '-
après l'instant dt,
y + [f3-y-(y-S)]-> •••' » + (p-»>rô'
Le coefficient de £ est la différence de deux différences consécutives
prises dans la suite a, ?, y p, tr. Quant au premier et au dernier
coefficient de -. ils peuvent être considérés aussi comme des différences du second ordre; il suffit de supposer que le terme a est précédé d'un terme égal à a, et que le terme a est suivi d'un terme égal à 7. On aura donc, en substituant comme précédemment Kdi à co. les
équations suivante!
i ii vi'i ii; i : iv. - m; m m. il.
,/* z-dl\ 3 a -(«- se)],
rfff - --<// [ 7 7 7
P intégrei ces équations, on fera, suivanl la méthode connue,
n^'il
I (■'" • 'II
h. h . <i . ,i a„ étanl des quantités constantes qu'il faudra déter
miner. Les substitutions étanl faites, on aura les équations suivantes
U, Il — : — |. ff,— flj) — („,_,.
</„// = — [i a„— a -/ a , ij.
Si l'on regarde a, comme une quantité connue, on trouvera l'expression de aa en a, el //. puis celle de a3 en as el A : il en esl de même de
toutes les autres indéterminées a , a La première el la dernière
équation peuvent être écrites sous cette forme
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pourvu que l'on retienne ces deux conditions
"„ = O, I I <l„ = ft„ + l.
La va le ni' de a, con^ iendra la première puissance de h : la valeur de <t , contiendra la seconde puissance de //, ainsi de suite jusqu'à an+, qui
contiendra la puissance// de//. Cela posé,art+, devant être égala//,,,
on aura, pour déterminer //, une équation du //"""' degré, el //, demeurera indéterminé ' ).
Il suit de lii que l'on pourra trouver pour // un nombre // de valeur-, el que, d'après la nature des équations linéaires, la valeur générale de // sera composée d'un nombre // de ternies, en sorte que les quantités x, fi, y, ... seront déterminées au moyen des équations
x = a, eAt + a\ eh ' -+- a'\ e''"' + . . , (3 = a, e'lt -+- a', e'1'1 + a", e'1"' -+-..., y ■= <73 ehl 4- a'3 e'1'1 -+- d\ e1'"1 -+- . . . ,
a = a,t eht-\- a'n e1' ' -+- a"„ <■*> '
Les valeurs //, h', h", . . . sont en nombre // et égales aux // racines de l'équation algébrique du n"'mv detnv en //, qui a, comme on le verra plus bas, toutes ses racines réelles. Les coefficients de la première équation a,, a\, d\, a], ... sont arbitraires: quanl aux coefficients des ligues inférieures, ils sont déterminés par un nombre // de systèmes d'équations semblables aux équations précédentes. Il s'agit maintenant de former el de résoudre ces équations.
Écrivant la lettre // au lieu de > on aura les équations sui-
II importe de remarquer que, toute- les équations étanl homogènes par rapport aux coefficients «/, le rapport -2±! sera indépendant de a{ cl. par conséquent, l'équation qui détermine // sera toujours la même, quelle que soit la valeur attribuée à ",- G. D.
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vantes :
On voi( que ce- quantités appartiennent à une série récurrente donl l'échelle de relation a les deux termes q • et -- i. On pourra donc exprimer le tenu.' général am par l'équation
\ -in///// B -in /// i //,
en déterminant convenablement les quantités \. Bel u. On trouvera d'abord \ el I! en supposant m égal à o et ensuite égal ;'i t, ce qui donne
«i = — l*> sin//, a, \ mu u
et, en conséquent,
= I SI II/»// - MU i m — l) //l.
III
En substituant ensuite 1rs valeurs de am, //,„_,, «,„ a dans l'équation générale
'Ui I |iiii\ Bl .i
sinm'o i y - sini /// '- i)«- sini /// • //.
/// désignant m ', .
En comparant cette équation à celle-ci :
-in///'" • i OS '/ -m '// i / mu | /// • .u.
qui exprime une propriété connue, on en conclut
7 •'- " "u '/ - < -in \ // i ;
il ne reste |>ln> <|if;i déterminer la valeur de l'arc u.
i - uV//. employée ici el dans la suite, indique !<• sinus verse rie l'arc u.
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La valeur générale de <<„, étant
"\ r • • / kl
-III III II Mil ( /// l) Il ,
Ml) Il
on aura, pour satisfaire à la condition an , - <•/„, l'équation
-in (n +1)11 — sin nu = si 1 1 nu — sin { n — i ) u,
d'où l'on tire
si n nu = o,
r. étant la demi-circonférence et i un nombre entier quelconque, tel
que o, i, 2, 3, !\, ...,/> — i. On en peut déduire les // valeurs de q
ou --; ainsi, toutes les racines de l'équation en h, qui donnent les
valeurs de />, h', h", h"', ... sont réelles, négatives et fournies par les
équations
h = — 2 — sin\ o — ni \ //
h' = — 2 — sin V ( i '-'- )<
A "-D — _ 9. — sin\ ni
Supposons donc (ju'on ait divisé la demi-circonférence - en un nombre // de parties égales, et que l'on prenne pour former l'are // un nombre entier /de ces parties, /étant moindre que n; on satisfera aux équations différentielles en choisissant pour <ti nue quantité quelconque et faisant
sin m
SlIlOf/ -» — «sin v«
-in ^
Sin 2 H — Slll I // -î — «sinVii
sin u
-III 3 U — Sill 2 » - ■ — ' sin V/,
-III «M ■ Mil ( ». i)// -
T = al — : — — e
Slll H
i sin Vu
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* " 1 1 1 1 1 ; i • M \ a mi nombre n d'arcs différents que l'on peul prendre
pour m, savoir o ' • i ' • a- // i ■ il \ a aussi un nombre n
de systèmes de valeurs particulières pi mit jc, (3, y, S, . . .; el !<••- valeurs pales de ces variables sont les sommes des valeurs particu-
lières.
<>n voil d'abord que, si l'arc u v^\ nul, 1rs quantités qui multiplient a, dans les valeurs de y-, j. y, o. ... deviennent toutes égales à l'unité;
sinu sinou . . .. ...
cai j|( ^ a pour valeur i lorsque I arc u est nul, et il en est de
me drs quantités qui se trouvent dans les équations suivantes. On
conclut de là qu'il doit entrer dans les valeurs générales de a, ), y,
o s 'li"- termes constants qui sont égaux.
!>'• plus, en ajoutant toutes les valeurs particulières correspondantes
<!«• y. i, - <>ii aura
-III //// : »slnV/i
III
équation dont le second membre se réduit ;i o toutes les fois que I arc // n'est pas nul; tandis que, dans ce cas, on trouvera // pour la
■m mt
valeur de • < >n ;i donc, en général,
or, les valeurs initiales des variables étant a, l>. c, il il est néces
e que l'on ail na, = a-hb-\ c ■■>/ ■-, ...: il en résulte que le ter :onstanl qui doit entrer dans chacune des valeurs générales de
c'est-à-dire la température m ivenne entre toutes les températures initiales.
Quant aux valeurs générales de -/. ,'i. y 7, elles sont exprimées
•ili'l
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par les équations suivantes :
i , h ii // — sin ou -«„' -,,iN "
y fa // + C +...)-+- «1 : e
SÏn «' — sill i)//' - 2 - lilaV»
bt
Mil //
sin« — sin ou
sin a
Slll 2 « — SI II II - ,„' -'"^ "
sin «
, sin ' « — Mil II' 2 - rslnV«-
sin«
sin 2 //"—sin //" - ^i«v«"
sin //
sin 3m — sin 2 // -* — ' «nY»
) -+- ax — - e '"
si ti //
, sin 3 m' — sin 2 m' — » — /«inv»'
sin //
sin3 //" — sin >//' -s — « sinVn
Mil //
sin«« — sin (« — Oh -2,^' * ■ ) + «i —
sin //
, sin //// - sin i // — i | // -»- ' sîn^ "
Oi - : — - e
Slll//
-in //// "- sin(« — i)u" -*- '-"^ "
Ci : s «
slll //
où h, u', n", . . . désignent 1rs multiples de :'
Pour déterminer les constantes a,, b,, c,, dx il faut considérer
l'état initial du système. En effet, lorsque le temps csi nul, les valeurs
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de 2. j. Yi '. • ■ ■ doivenl être égales à </. 6, c, </. . . .: on aura donc
// équations semblables pour déterminer les n constantes. Les qua
tites
sinu sinou, sinau sinu, sin3u sinau sinnu — sin(/3 i)u
peuvent être i n*l itj nef- de cette manière
A sinou, À sinu, A sinau, .... Asin(/> -i)u;
les équations propres à déterminer les constantes sont, en représentant par C la température moyenne initiale.
Asinu
A sinu'
A -in > n , A sinau c =C-+-ai- t- //,
-in //
, A -m \ n , A -m .'mi
sinu
-in - //
sinu"
-in ; n
-II)
-II
-in//
Les quantités n,, btt ct, d el C riant déterminées par ces
équations, on connaît entièrement les valeurs des variables k, 3, y, c z.
On peut effectuer, en général, l'élimination des inconnues dans
ces équations et déterminer les valeurs des quantités a{% bt,c,,dt
même lorsque le nombre des équations est infini; on emploiera ce procédé d'élimination dans les article.- suivants.
En examinant les équations qui donnent le- valeurs générales îles
variables y., i. •; t. on voit que, le temps venant à augmenter, les
termes qui se succèdent dans la valeur de chaque variable décroissent très inégalement; car, les valeurs de u, u', u", u \ ... étant
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les coefficients sin \ u, sin Va , sinVw", sin Vu", . • . deviennenl de plus en plus grands. Si l'on suppose que le temps / est infini, le premier terme de chaque valeur subsiste seul, et la température <le chacune
îles masses devient égale à la température moyenne -(a + /; + c+...).
Lorsque le temps t augmente continuellement, chacun dr* termes de la valeur d'une des variables diminue proportionnellement aux
puissances successives d'une fraction qui est : pour le deuxième
— 2 — slnVn . . — 2 -«In Vu?
terme, e '" ; pour le troisième terme, e '" ; et ainsi de suite. La plus grande de ces fractions étant celle qui répond à la moindre des valeurs de u, il s'ensuit que, pour connaître la loi que suivent les derniers changements de température, on ne doit considérer que les deux premiers termes; car tous les autres deviennent incomparablement plus petits à mesure que le temps t augmente. Les dernières variations de température ce, (3, y, à, ... sont donc exprimées par les équations suivantes :
I , , , . S III» — Sino» -2 — «sinV«
n simi
E „ 1, , Sin2« — Sin« — 2 — fsinVn
// s\nu
I , , , SI [10 M — S1I12W -S — /sinVn
y = - a + i + c + (/ + ... +fl, r— - e '" -h . . . .
Si l'on divise la demi-circonférence en un nombre // de parties égales et que, ayant abaissé les sinus, on prenne les différences entre deux sinus consécutifs, ces n différences seront proportionnelles aux
— 2 — t SlnVn .
coefficients de e "l ou aux seconds termes des valeurs de y., p,
y, ..., <7. C'est pourquoi les dernières valeurs de a, [3, y t sont
telles que les différences entre ces températures finales et la température moyenne initiale - a -h b-hc -h...) sont toujours proportionnelles
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aux différences des sinus consécutifs. De quelque manière que les masses aient d'abord été échauffées, la distribution de la chaleur s'opère à la fin suivant une loi constante. Si l'on mesurait les températures dans les derniers instants où elles diffèrent peu de la température moyenne, on observerait que la différence entre la température d'une masse quelconque el cette température moyenne décroît continuellement comme les puissances successives de la même fraction ; et, on comparant entre elles le> tempérai ures des différentes masses prises pour un même instant, on venait que ces différences entre les températures actuelles et la température moyenne sont proportionnelles aux différences «les sinus consécutifs, la demi-circonférence étant divisée en un nombre n de parties égales.
Si l'on suppose que les masses qui se communiquent la chaleur sont en moulue infini, <m trouve pour l'arc u une valeur infiniment petite : alors les différences des sinus consécutifs, prises dans le cercle, sont proportionnelles aux cosinus «les arcs correspondants; car on a
S\D mu — s i 1 1 ( /;/ — \)u
: =cos//"/
lorsque l'are // »>i infiniment petit. Dans ce cas, les quantités dont les températures, prises an même instant, diffèrent <le la température moyenne à laquelle elles doivent toutes parvenir sont proportionnelles aux cosinus qui correspondent aux différents points de la circonférence divisée en nue infinité de parties égales. Si les masses qui -.■ transmettent la chaleur sont situées à distances égales les unes des autres sur le périmètre de la demircirconférence -, le cosinus de l'arc a l'extrémité duquel nue masse quelconque est placée est la mesure de la quantité dont la température «le cette masse diffère encore de la température moyenne. Ainsi le corps pince nu milieu de ton- les autres <'-t celui qui parvient le plu- promptement à cette température moyenne; ceux qui se trouvent situés d'un même cote du milieu mit
tous nue température excédante, et qui surpasse d'autant plus la température moyenne qu'ils sont plus éloignés du milieu; les corps qui sont placés de l'autre côté ont tous une température moindre que la température moyenne, et ils s'en écartent autant que ceux du côté
opposé, mais dans un sens contraire. Enfin ces différences, soit positives, soit négatives, décroissent toutes en même temps et proportionnellement aux puissances successives de la même fraction, en sorte qu'elles ne cessent pas d'être représentées au même instant par les valeurs des cosinus d'une même demi-circonférence. Telle est, en général et si l'on en excepte les cas singuliers, la loi à laquelle sont assujetties les dernières températures. L'état initial du système ne change point ces résultats.
Nous allons présentement traiter une troisième question du même genre que les précédentes, et dont la solution nous fournira plusieurs
remarques utiles.
On suppose un nombre n de masses prismatiques égales, placées à des distances égales sur la circonférence d'un cercle. Tous ces corps, qui jouissent d'une conducibilité parfaite, ont actuellement des températures connues, différentes pour chacun d'eux; ils ne laissent échapper à leur surface aucune partie de la chaleur qu'ils contiennent. Une tranche infiniment mince se sépare de la première masse pour se réunir ii la seconde, qui est placée vers la droite; dans le même temps, une tranche parallèle se sépare de la seconde masse, en se portant de gauche ii droite, et se joint à la troisième: il en est de même de toutes les autres masses, de chacune desquelles une tranche infiniment mince se sépare au même instant et se joint à la masse suivante. Enfin, les mêmes tranches reviennent immédiatement après et se réunissent aux corps dont elles avaient été détachées. On suppose que la chaleur se propage entre les masses au moyen de ces mouvements alternatifs, qui s'accomplissent deux fois pendant chaque instant d'une égale durée: il s'agit de trouver suivant quelle loi les températures varient: c'està-dire que, les valeurs initiales des températures étant données, il faut
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connaître, après un temps quelconque, la nouvelle température «le chacune des masses.
On désignera par a,, ait a3 a, <i„ les températures im-
tiales don( les valeurs sonl arbitraires, et par a,, a2, a3 y., a„
les valeurs de ces mêmes températures après le temps écoulé /. Il esl \i^il>|r que chacune des quantités se esl une fonction «lu temps / el de
toute- le> valeurs initiales at, a2, a3 <t„ : ce sonl ces Ponctions
qu'il s'agit de déterminer.
(»ii représentera parw la masse infiniment petite de la tranche qui se porte d'un corps à l'autre. On remarquera en premier lieu que, lorsque les tranches ont été séparées des masses dont elles faisaient partie et mises respectivement en contact avec les masses placées vers la droite, les quantités de chaleur contenues dans les différents corps sonl
III - ■ x
m — û))a„+ ua„-i;
en divisant chacune de ces ((nautiles de chaleur par la masse m, on aura, pour les nouvelles valeurs des températures,
c'est-à-dire que, pour trouver le nouvel état de la température après le
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premier contact, il faut ajouter à la valeur qu'elle avait auparavant le
produit de — par l'excès de la température du corps donl la tranche
s'est séparée sur celle (lu corps auquel elle s'est jointe. On trouvera. par la même règle, que les températures, après le second contact, sont
*1 + Ti"~~ Xi'+m 7'-~ a'^'
Le temps étant divisé en instants égaux, on désignera pardi la durée de cet instant et, si l'on suppose que co soit contenu dans un nombre K d'unités de masse autant de fois que dt est contenu dans l'unité de
temps, on aura w = Kdl. En appelant c/a,, dy.,, dct3 dec, dy.„
les accroissements infiniment petits que reçoivent pendant l'instant dt les températures a,, su, ..., a,, ..., a„, on aura les équations différentielles suivantes :
dy.x — — dt{y.lt — 22, + y.-,),
da*= — dl (y, — 2 y., ■+■ y.,), ni
r/y, =z — cil (y.(_ , — 2 Xj -+- a, , | .
d<x„= — dt{y.„_\— 2y.H -+- a,).
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Pou i résoudre ces équations, on supposera en premier lieu, suivant la méthode connue,
Les quantités bit bÈ, b I>„ sonl des constantes indéterminées,
ainsi que l'exposanl //. Il esl facile de voir que ces valeurs de a,, k21 y. y. satisfont aux équations différentielles, si l'on ;i les conditions suivantes :
1^ 6„_,/i = - 1 6n , — 2 &„_, + &tt),
Soil
on aura, en commençant par la dernière équation,
0 - nier d'une maoièn synthétique le raisonnement par lequel Fou-
rier obtient le-> difl ••me. Substituons â g la variable » définie
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Il en résulte que l'on peu! prendre pour b, , b2, b3, ..., bL b„
les n sinus consécutifs que l'on obtient en divisant la circonférence entière i~ en un nombre n de parties égales. En effet, en appelanl u
l'arc -i -> les quantités
-iih>//. siniu, sin2u, ..., sin(/j — i)u,
(jiii sont en nombre //, appartiennent, comme on le sait, à nue série récurrente dont l'échelle de relation a deux termes, savoir 2 cos u et — 1, en sorte que l'on a toujours la condition
sin/« = 2 cos « sin(i — \)u — sin(* — 2)11. On prendra donc pour bit b2, b3, ..., A„ ..., b„ les quantités
sino;/, sini//, sina?/, ..., sin(n — i)«,
par la relation
q -+- 2 = 2 cos u ;
il sera toujours possible de trouver deux constantes A et B, telles que l'on ait
b{ = Acoso/< -4- B sino « = A.
h., = A cos 1 « -+- B sin 1 « ;
alors les équations précédentes, employées à partir de la troisième, nous donneront 63 = A cos 2 « -+- B sin >//.
bi = Acos(* — i)m 4- B sin(« — i)«,
bn = Acos(// — i)« -+- H sin| « — i)m.
Les ileux premières équations nous donneraient ensuite
6,= A cos//// -f-Bsin////.
bi = A cos (« -+- i)u ■+- B sin(« -4- i)u.
En égalant les deux expressions différentes auxquelles on est ainsi conduit pour bt et pour b2, on trouve
. nu f . nu nu 1
sm — Asm — — B cos — =<>.
■ "" I . • " ' r> n -t- 2 "1 -m A sin « — Bcos— — « | = o.
Comme les constantes A et B ne sont pas nulles simultanément, on reconnaîtra aisément
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et l'on aura ensuite
q > < COS "
q • sin \ n. b -in m .
On ;i mis précédemment la lettre y au lieu de > en sorte que la valeur
•le // est -m \ -; en substituanl dan- les équations ces valeurs de
l>, ri de /'. on aura
/ -ii v —
^, - sinon e '"
-in i '/ e mii su e
a„ = sin(/i — i " e
que ces deux équations ne peuvent être vérifiées que si I on .1
sin 0, u = t — ?
signant un nombre entier. A chaque valeur de u correspoinlfiii une infinité «le -\ sternes de valeurs pour 6], lu b„ qui son! donnés par les Formules
b\ — Âcosou l! sino
lu = Vcos 1 11 H sin 1 a.
I>„ - \ 1 • 1- . 1 // M sini u — 1)«,
B £ - arbitra le résultat de Fourici
Pour 1 le nombre des - - es distincts que l'on obtient ainsi, il est
de voir qi -! impair ol égal à ù 1, la valeur 0 de i donne un système d<
lotions pour £|, 6j />„-.- - i donnent chacune deux systèmes
- lulions; quant aux valeurs de i supérieures .1 X, elles doivent être négligées, car on - i - altérer une solution, changer i en n i. Il j a donc en (ont
ts, linéairement indépendants, de solutions particulii
Dans - ù n est pair, les valeurs o, - de /donnent chacune une solution; les valeurs
1 . > - 1 en donnent chacnne deux : ce qui fait encore » s\ Blêmes distincts de solu-
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Ces dernières équations ne fournissent qu'une solution très particulière de la question proposée : car, si l'on suppose / = o, on aura pour les valeurs initiales de a,, a.,, a.,, ..., a.„ les quantités sinou, siniw, sin^//, ..., sin(n — j ) « qui. en général, diflfèrenl «les valeurs données
a,, a.,, a. , an\ niais la solution précédente mérite d'être remarquée
parce qu'elle exprime, comme on le verra parla suite, une circonstance qui appartient à tous les cas possibles, et représente les dernières variations des températures. On voit par cette solution que, si les températures initiales a, , a.,, a3, . . ., an étaient proportionnelles aux sinus
sino — , sini — > S1112 — , •••> sin(« — i) — > // ii n il
elles demeureraient continuellement proportionnelles à ces mêmes sinus et l'on aurait les équations
h— — 2 — sin > — •
C'est pourquoi, si les masses qui sont placées à distances égales sur la circonférence du cercle avaient des températures initiales proportionnelles aux perpendiculaires abaissées sur le diamètre qui passe par le premier point, les températures varieraient avec le temps en demeurant proportionnelles à ces perpendiculaires et ces températures diminueraient toutes it la fois comme les termes d'une même progres-
1» . ,. 2 TU 1 î • i ■ — 2— sin\ —
sion géométrique dont la raison est la traction e
Pour formel- la solution générale, on remarquera en premierlieu que l'on pourrait prendre pour b{, h.,, bs b„ les // cosinus correspondants aux points de division de la circonférence partagée en un
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nombre n de parties égales. Ces quantités
-<>//. COS i //. COS IH cos(aj l)«,
dans lesquelles u désigne l'arc '• forment aussi une série récurrente dont l'échelle <le relation a les deux tenues 2 cosa et — 1 ; c'esl pourquoi l'on pourrai! prendre, pour satisfaire aux équations différentielles, les équations suivantes :
t cos ou e Xt = cos 1 // e a, - cos 'a e
COS u — \ 11 c
Indépendamment des deux solutions précédentes, on pourrai! choisir, poiir les valeurs de b,, b2, b3 bn, les quantités
sino 'a. sini .2«, sina.2u, .... sin(n — i)2« ou celles-ci
/. C0SI.2M, C0S2.2W, ..., COS(/i — l)2M.
En effet, chacune de ces séries esl récurrente et formée de n termes; l'échelle de relation a les deux termes 2 cos 21* el — 1; et, si l'on continuait la série au delà de n termes, on en trouverai! n autres qui seraient respectivement égaux aux /; précédents. En général, si l'on
désigne para., u u les arcs o -» 1 —> •••»(/* — 1) on pourra
prendre, pour les valeurs de b{ . b2, b3 I>„, les n quantités
sinou,, sin 1 » . sina '/, sin(/? - \)u
ou celles-ci
'/ . cosi ut, cos 2//,, ;os(n — 1)« :
la valeur de h correspondante à chacune de ces séries esl donnée par l'équation
A - sînV«/.
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On peut donner // valeurs différentes ii i, depuis i=i jusqu'à i = />.
En substituanl ces valeurs de bt, l>,, b3 I>„ dans les équations de
l'article 261, nu aura, pour satisfaire aux équations différentielles de l'article 260, les résultais suivants :
— 2 — I sin V ttt 2-1 mu \ //
a.y — sino«,e '" ou a, cosou,-e '"
— 2 — / ^ i ii \' //, 2 — / sin V nt
a2 := sirr i Mf e a2 = cosi«,e
— 2 — t sin \ iu
— 2 — i sin V«j — 2 — / sin V //,
a,j=sin(« — i)«,e '" oc„=cos(/t — i)«,-e '"
On satisferait également aux équations de l'article 260 en composant les valeurs de chacune des variables a,, a,, .... a„ de la somme de plusieurs valeurs particulières que Ton aurait trouvées pour celte même variable, et l'on peut aussi multiplier par des coefficients constants quelconques chacun des termes qui entrent dans la valeur générale d'une des variables. Il suit de lit qu'en désignant par A,, B,, A2, B2, A3,B3, ..., A„, B„ des coefficients quelconques, on pourra prendre, pour exprimer la valeur générale d'une des variables, par exemple de a,„ ,, l'équation
— t—t sin \ «,
y.m+x = (A, Sin mu, -+- H, cosmw, )e '"
-4- (A2 sinrn»., -+- ]i2 cos/nii., w-
( \„ sin nui „ + B„cosmu„)e
Les quantités A,,A2, A:i AB; B,, B2, B,, .... B„ qui entrent
dans cette équation sont arbitraires, et les ares //,, i/,. u3 u„ sont
donnés par les équations
TT
Il-, = I ,
I II M'I I Kl. I\ . vil M II. M-:.
JTT
I es valeurs générales «1rs variables z,. at2, z. a, sont donc exprimées par les équat mii^ sui> antes :
\ -m. > //, -- I!, C0SO«, \e \ -m ■ B cosou le
■} - I -in \ N
\ -in i K, I!, COS I «|)( \ -mi//, I! COSI «,)<
i,sin i «j !'• cosi «,) <
lin V«i
_' — f lin Vf/,
a, = x. —iii //, B, cos > " • \ -in • / i; cos • \ -m - w, B3C0S2us)e
■ i i lin v »,
h : — f lin i
««=[AiSin(/i — i u, hB, cos(/i — i)u,]e - [ A, sin(/ï — i i//., 4- B2 cos(n — i)«s |e
-i- [ \ -m n i «, B3COS(/z — : i)«3 |e
in \' //
v; l'on suppose le temps nul, les valeurs «,, y., xn rloivenl se
confondre avec les valeurs initiales a,, <i _ a„. On tire de là un
nombre n d'équations qui doivent servir à déterminer les coefficients
\ • B . V. li. \ . B . "n reconnaîtra facilement que le nombre
des inconnues est toujours égal à celui des équations. En effet, le nombre des termes qui entrent dans la valeur de chacune des variables dépend du nombre des quantités différentes BinVu,, sinVa
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sinV//,, ... qu'on trouve en divisant la circonférence :>-. en un
nombre n de parties égales. Or le nombre des quantités sinVo — ,
sinVi— j sin\r->— > ••• est beaucoup moindre que n, si l'on ne compte
que celles qui sont différentes. En désignant le nombre n, par 21 + 1 s'il est impair, et par ai s'il est pair, *' + i désignera toujours le nombre
des sinus verses différents. D'un autre cote, lorsque, dans la suite des quantités
IV. . ,T
sinVo — > suivi — > siiiva — > •••> n n n
on parviendra à un sinus verse, sinVA^, égal à l'un des précédents sinYX'— , les deux termes des équations qui contiendront ce même
n sinus verse n'en formeront qu'un seul; les deux arcs différents ut, et //-, qui auront le même sinus verse auront aussi le même cosinus, et les sinus ne différeront que par le signe. Il est aisé de voir que ces arcs «x et ity qui ont le même sinus verse sont tels que le cosinus d'un multiple quelconque de ux est égal au cosinus du même multiple de uv et que le sinus d'un multiple quelconque de wx ne diffère que par le siene du sinus du multiple de «>,. Il suit de là que, lorsqu'on réunit en un seul les deux termes correspondants de chacune des équations, les deux indéterminées A>, et Ay qui entrent dans les équations sont remplacées par une seule indéterminée, savoir A> — A> . Quant aux deux indéterminées Bx et Bx , elles sont aussi remplacées par une seule, qui est Bx + Bx; il en résulte que le nombre des indéterminées est égal, dans tous les cas, au nombre des équations. Car le nombre des termes est toujours i + i; il faut ajouter que l'indéterminée A, disparaît d'elle-même dans tous les premiers termes, parce qu'elle multiplie le sinus d'un arc nul. De plus, lorsque le nombre n est pair, il se trouve, à la fin de chaque équation, un terme dans lequel une des indéterminées disparait encore d'elle-même, parce qu'elle y multiplie un sinus nul; ainsi le nombre des inconnues qui entrent dans les équations est égal à 2(1 + 1) -2 lorsque le nombre n est pair et à
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' ' • ' ' lorsque le nombre est impair; par conséquent, le nombre des inconnues est, dans («mis les cas, le même que le nombre des équations.
I. analyse précédente nous fournit, pour exprimer les valeurs générales des températures «,, scs, a a„. les équations
, ?i I \, sjiio.o — BiCOSO.O-
" II
V -m n i ■■ B, i os ra — i)o
■+ \:-in // . i ' ^ B,cos(/j ii'
.271 ., . -;: I l-/»ln1
i)2 - B,cos(/i i ■ \i' '" "
Pour former ces équations, il faut continuer dans chacune la suite des
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i cru ics «lui cou t ici m en I sinVo — > sin Yi — ) sin \ ■_> " jusqu à <e
qu'on ;iit épuisé tous les sinus verses différents, et omettre tous les termes subséquents, eu commençanl par celui mi il entrerail un sinus verse égal ;i l'un des précédents. Le nombre des équations est //. Si // esl un nombre pair égal à >.<, le nombre des termes de chaque équation est / -+- i ; si le nombre n des équations est un nombre impair représente par 2î + i, le nombre des ternies esl encore égal ài-f-i. Lutin, parmi les quantités A,, B,, A2, B.,, ... qui entrent dans ces équations, il y (Mi a qui doivent être omises et disparaissent d'elles-mêmes, comme multipliant des sinus nuls.
Pour déterminer les quantités A,, B,, A2, B2, A3, B3, ... <|iii entrent dans les équations précédentes, il faut considérer l'état initial qui esl connu : on supposera t=oet l'on écrira, au lieu de a,, a2, a.,, ..., les quantités données aK , a2, a3, ..., qui sont les valeurs initiales (\v^ températures. On aura donc, pour déterminer A,, B,, A2, B;,, A., B.
les équations suivantes :
(rt = A, sino.o — : -+- Ag sino. i — -+- A3 sino. 2 — - -
Ail Ait, l
+ B.coso.o h- B.,coso. 1 - : -+- B3coso.2 -
a» = A.sini .0— - + A» sin 1 . 1 - -+- A3 si ni .2— ■ +. . .
+ B1COS1.0 i-BoCosi.i- B3COS1.2- h...,
a3 = A, sin 2 .0
A5 sin 2. 1
B3COS
,:=AjSin(« — 1)0 — - -! \asin(«- i)i ■+A3sin(/i — ')2 —
-+■■ B,cos(« — 1)0 — '- -■ ll.,r»s(«-ili- I! cuv(/, m» — n 11 n
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Dan- ces équations, « 1 < > 1 1 1 le nombre est //, les quantités inconnues
son) V . I* . \:. H,. A . H : il s'agil d'effectuer les éliminations el
de trouver les valeurs de ces indéterminées. <ui remarquera d'abord que la même indéterminée a un multiplicateur différent dans chaque équation, el que la suite de ces multiplicateurs compose une série récurrente. En effet, cette suite est celle des sinus croissants en progression arithmétique, ou celle At'> cosinus des mêmes aies: elle peut êtie représentée par
-iu<>//, sin i u, sin au sin(/a — i)u,
ou par
cosou, cosiu, cosau cos(/> — i)«.
L'arc // csl égal a / ' m l'indéterminée donl il s'agit esl A, , ou I! ,. Cela posé, pour déterminer l'inconnue A,., au moyen des équations précédentes, il faul comparer a la suite des équations la série des multiplicateurs -in<>//. siniu, sinsu, sin W/ sin(/i — i)// et multiplier chaque équation par le terme correspondant de la série. Si l'on prend la somme des équations ainsi multipliées, on éliminera toutes les inconnues, excepté celle qu'il s'agil de déterminer. Il en sera de même si l'on veut trouver la valeur de H, , ; il faudra multiplier chaque équation par le multiplicateur de B , dan- cette même équation, ci pn mire ensuite la s me de toutes le- équations. Il s'agit de démontrer qu'en opérant de celte manière un fera disparaître en effel des équations toutes le- inconnues, excepté une seule. Pour cela, il sulfil
de taire voir :
i° Que, -i l'on multiplie terme a terme le- deux suites
-iii"". sin i u, -in > '/ sin(/i i u,
-iii" . -in i i , -in iv sin( n — i
la somme de- produits
sinou sinoc + sini usinit* + siuaasinai ... sin(/j r)« sin(/i in
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sera nulle, excepté lorsque les arcs u el v seront les mêmes, chacun de ces arcs étant d'ailleurs supposé un multiple d'une partie de la circon-
férenee é<<ale à — :; n
2° Que, si l'on multiplie terme à terme les deux séries
COSOU, COS I U, COS 2 M, ..., COS(/i — l)//,
nisor, cos i e, C0S2C, ..., cos(n — i)c,
la somme de> produits sera nulle, excepté le cas où // est égal à v\ 3° Que, si l'on multiplie terme à terme les deux suites
sinow, sinw/, siiif//. ..., sin(n — i)u, cosoc, cos i e, cos2c, ..., cos(« — i)c.
la somme des produits sera toujours nulle.
On désignera par q l'are — > par pq l arc //, et par vq l'arc v, u. et v étant des nombres entiers positifs moindres que n. Le produit de deux termes correspondants des deux premières séries sera représenté par
>w\j ix<l sinj'vg ou
icosy(fA— v)q— -cosj\fx + y)g,
la lettre / désignant un terme quelconque de la suite o, i, -i, .... /, ..., n — i. Or il est facile de prouver que, si l'on donne à j ses // valeurs successives depuis o jusqu'à n — i, la somme
-coso(/j. — v)q -+- -cosi (y — -j)q -+- -cosa(fi — v)q-\-. ..+ -cos(« — i) (p. — v)^i aura une valeur nulle, et qu'il en sera de même de la suite
-COSO(-|^ I- v)</ -1- - COSI (fA-H V)^ -+- -COS2(/JL -+- V) 7 -h. . . -+- -COS(/J — 1 )([X — V If/.
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En effet, en représentant par s l'arc [x — v q, qui est un multiple de • .m aura la Mute récurrente
l OS la, COS l« COS \ii m ^,
donl la somme est nulle. Pour le faire voir, <m représentera celle somme par S et, les deux termes de l'échelle de relation étant 2 cosa fi — 1 . on multipliera successivement les deux membres de l'équation
isia cos2«-+-. . .-4- cos(«-
par 1. 2 cos a et par 1; puis, ajoutant les imi^ équations, on connaîtra que les termes intermédiaires se détruisent d'eux-mêmes d'après la nature de la série récurrente. Si l'on remarque maintenant que, na étant un multiple de la circonférence entière, les quantités
cos(/i — - 3)a, sonl respectivement les mêmes que celles que l'on désignerait par
cos y . COS sa), cos(— 3a), . . .,
■ m en conclura
i S ■ sS rusa = o;
ainsi la somme cherchée S doit en général être nulle ').
On trouvera de même que la somme des termes dus au développement île cosy ■). ■ ■< q est nulle. Il faul excepter le cas où l'arc représenté par y. serait nul : on aurait alors
1 — COSa =0;
c'est-à-dire que les arcs u et v seraient les mêmes. Dans ce cas, le tenue cosy" •/. - v y donne encore un développement dont la somme
l>.- l'identité
- / cosl 1 — 1 )a — cos (i — a)a
-* f H » l : - les valeurs de '. on déduit généralement
^. [COSl'g — 21 iv cosl/ - viv|
284 THÉORIE DE L V Cil tLEUR.
est nulle ; mais la quantité cosy'([j. — v)q fournil des termes égaux
dont chacun ;i pour valeur ; donc la somme des produits tenue à terme
des deux premières séries est -n.
On trouvera de la même' manière la valeur de la somme des produits terme à terme des deux secondes séries, ou ScosyiA^ cosj'vq; en effet, «m substituera à
COSJlxq COSy'vy
la quantité
- cos/ ( fjL — -■>)(] -\ — cosy ( [j. -+- v ) y el l'on en conclura, comme dans le cas précédent, que
cosyi> — v)g
est nulle, excepté le cas où ut. = v. Il suit de là que la somme des produits terme à terme des deux secondes séries, ou
2 cosy' y. y cosy v y,
est toujours nulle lorsque les arcs // et c sont différents, et égale ii
ou
(a) Ncosà — 2C0Sa\ cos(/ — i)a-+- 7 cos(i — î)% = o.
Dans le cas traité par Fourier, //* est un multiple de ■>.- el l'on a, par conséquent,
> COSJa — ^COS(« — l)se = COS(rt — 1 )oc — COs( — oc) =0.
7 cos(i — 1 )a — 2, cos(* — 2) a = cosi n — 2)01 — cos(— 211= o. 0 0
Les trois sommes qui Ggurent dans l'équation (a) sont, donc égales et, (Miles remplaçant par leur valeur commune S. on trouve bien
aS(i — cosa) = 0. (il).
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' // lorsque u v. Il ne faul plus que distinguer les cas où les mes \xq el va sonl lous les deux nuls; alors on a zéro pour la valeur de
i >i ii / v 7 sinj'vq,
qui désigne la somme des deux produits terme à terme des deux premières séries. Il n'en esl pas de même de la somme
i COSj'ixq cosj'vq,
prise dans le cas où y. y el vq sonl nuls; cette somme des produits terme à terme des deux secondes séries esl évidemment égale à n. Quant ii la somme
elle esl nulle dans tous les cas, ce qu'il esl facile de reconnaître par l'analyse précédente.
La comparaison de ces séries fournil doue les conséquences suivantes. Si l'on partage la circonférence 2iï en un nombre // de parties égales, que l'on prenne un arc // composé d'un nombre entier y. de ces
parties, el que l'on marque les extrémités des ;m-> u, iu, 3a, \u
a — i //, il résulte .|c> propriétés connues des quantités trigonométriques que les quantités
sinou, simu, sinau sin(« — i)//,
ou celles-ci
cosou, cosiu, cosau, ..., cos(/t — \)u
tonnent une série récurrente périodique, composée de n termes; si
l'on compare une de ces deux séries, correspondante à un arc «ou u. — >
a une série correspondante a un autre arc v ou v el qu on multiplie
terme à terme les deux séries comparées, la somme des produits sera nulle lorsque les arcs u el p seronl différents. Si les arcs // el v sonl
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égaux, la somme des produits est égale à ' n lorsque l'on compare deux séries de sinus, ou lorsque l'on compare deux séries de cosinus; mais celle somme esl nulle, si Ton compare une série de sinus à une série de cosinus. Si l'on suppose nuls les arcs u et vt il est manifeste que la somme des produits terme à terme est nulle toutes les fois que l'une des deux séries est formée de sinus et lorsqu'elles le sont toutes ledeux; mais la somme des produits est n si les deux séries composées sonl formées de cosinus. En général, la somme des produits terme à terme est égale ko, ou -n, OU n; au reste, les formules connue- conduiraient directement aux mêmes résultats. On les présente ici comme des conséquences évidentes des théorèmes élémentaires de la Trigono-
métrie.
Il est aisé d'effectuer au moyen de ces remarques l'élimination des inconnues dans les équations précédentes. L'indéterminée A, disparait d'elle-même comme ayant des coefficients nuls; pour trouver B,, on multipliera les deux membres de chaque équation par le coefficient de B, dans cette même équation et Ton ajoutera toutes les équations ainsi multipliées; on trouvera
Pour déterminer A2, on multipliera les deux membres de chaque équation parle coefficient de A2 dans cette équation et, en désignant l'arc 'UL par qf on aura, après avoir ajouté les équations,
a, sinoçrH- a^sinig + «3 sin 2 </ -+-. . .-t- ans'm{n — i)q-- -«A,.
On aura pareillement, pour déterminer B2,
«[COS07 + ttocosi? + a3C0S2£-K . . + an cos(« — 0?= ,-",}2-
En général, on trouvera chaque indéterminée en multipliant les deux membres de chaque équation par le coefficient de l'indéterminée
i il vi'i n;i. i\ . u; mi i.i.k. -js:
dans cette même équation el «-n ajoutant les produits. On parvienl ;iinsi aux résultats >ui\ ants :
\ -.siii".i -mi. i- sina. i H. . .= > a/Sin(< i) i
// |>, a. COSO. 1 COS I . I COS 2. 1 -h. . .= >,«/COSU — I) 1
u \ a, sino.a sin i i sina.Q ... ^ " mhh i)a
- n\\. a, coso. a a. cos î .a - -t- <v3 co> ».a -+...= > a(cos(* — 1)2 — >
u \, a. sino.o -m 1 . ■ a -m ■ . .. ■ -t-. . .= 7 ,01 si 11 ( / — 1 I
I. - f- a, COS 1 h a-,cos?..5 — ~>a,cosu
Il faut, pour trouver le développement indiqué par le signe >\ donner à 1 ses n valeurs successives 1 , :>, 3 ne\ prendre la si m une : un
aura en général
- «A 2 a -iip 1 i)(y 1 1 — ,
// 1; > a cos 1 1 / 1) —
Si I*mii donne au nombre entier y toutes les valeurs successives 1, •. \.... qu'il peut avoir, ces deux formules fourniront les équations, el >i l'on développe le terme sous le signe ^ en donnant a 1 ses n valeurs 1 . 2, 3, ...//. on aura les valeurs des inconnues A,, B,, A2, B2, \ I! . ...;et les équations m art. 267 seronl entièremenl résolues.
Il faut maintenant substituer les valeurs connues des coefficients
\ . I! . \ . B . \ . li . ... dans les équations y. art. 266 . et l'on
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trouvera les valeurs suivantes :
y, = V N,e'«'nv<7< ■+- Nj e' »'nV'/i -+-
x2 = N0-f-[MiSingrI H -N, <•«>- v i I ï',,nV?' 4-[MîSinjj — N2 çi.s*/, ] :'5i,lV/: —...,
x, = N0 + | M i sin ■>>/, X, ri)S'2 7i]î'sill,'/i + [ M2 sin2?2 + Nj co>2<y2 ]-.'~i:,v7: — ...
xy = N0 _ | .M, sin (y — 1)7, -+- Ni cos(y — \)</{\i'st"x'/< -+- [M2 sin(/ — i)qt-i N2 cosi y - 1 "/, \i'^<^'/: /.., — N„ | Mi sin(/2 — 1)71 -+- N'i cos(« — \)qt ]e'*lnV?i 4- [ .\l2 sini // - 1 \qt - Y> cos( « l)^j |:'*"|V'/.
Dans ces équations, on a posé
Ni'= • ■ Vfl,-cos(t — i)y,, Mi= : Va/sio(i— 0<y,,
tl ia // —»
N2 = - > «z/COs(t — i)y2s M2- - V a,sin(i — i)?2, N3= - ^gt-COs(t— i)q3, M3= - > fli sini/ — i)y3.
Les équations que l'on vient de rapporter renferment la solution complète de la question proposée; elle est représentée par cette équation gêné i'a le
*j rt2d"'"*~ |7,'s"l(y_,)l -j2à"''*in(l -')« — + -cos(y-i)i _2^«iC08(i— 1)1— Je "•
J -t- -sin(/ — 1)2—- > fl,sin(j — 1)2 1 — cos(y — 1)2 — > a.cosu — 1)2 — r '"
/ // ^- n n a JU 11 j
dans laquelle il n'entre que des quantités connues, savoir f/,, r/., <7:!, ..., an, (jui sont les températures initiales; K mesure de la conducibilité, m valeur de la masse, n nombre des masses échauffées, et / le temps écoulé.
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Il résulte de toute l'analyse précédente que, si plusieurs corps égaux, en nombre //. sont rangés circulairement, et qu'ayant reçu des températures initiales quelconques, ils viennent à se communiquer la chaleur comme on l'a supposé, la masse de chaque corps étant désignée par ///. le temps par /, et par K un coefficient constant, la température variable de chacune tirs masses, qui doit être une fonction des quantités /. m et K et de toutes les températures initiales, est donnée par l'équation générale : . Il faul d'abord mettre au lieu dey le numéro qui indique la place du corps dont on veut connaître la température, savoir i pour le premier corps, > pour le second, et ainsi de suite: ensuite il restera la lettre t qui entre sous le signe — ; on
donnera ai ses n valeurs successives i . 2, >, '1 et l'on prendra la
somme de tous les terme-. Quant au nombre des termes qui entrent dans cette équation, il doit y en avoir autant que l'on trouve de sinus
verses différents lorsque la suite ^r> arcs est o — > 1 — > 2 — > •••; c'est-à-dire que, le nombre n étant égal à 2). 4- 1 ou à 2X selon qu'il est impair ou pair, le nombre des termes qui entrent dans l'équation générale est toujours X -+- 1.
Pour donner un exemple de l'application de cette formule, nous supposerons que la première masse est la seule que l'on ait d'abord
échauffée, en sorte que les températures initiales a,, a2 a„ soient
toutes nulles, excepté la première. Il est visible que la quantité de chaleur contenue dans la première masse se distribuera successivement entre toutes les autres. Or la loi de cette communication de la chaleur sera exprimée par l'équation suivante :
1 ! . ■ K i,ia\ 1 l~
<xiz=-a,-k- a,cos(/ — 1)1 - '" "
h . , i- 2 !7T — — tt\n\
-\ — a, cos(/ — 1 . • - e '" "
a.coslj — i)3 — e
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Si la seconde masse était seule échauffée el que les températures a, , a ., an fussent nulles, on aurait
sin(/ — i) i - mu i + eos(/ — i)i — cos i -
sin ( / — i ) 2 — sin 2 \- cos ( / — 1)2 — cos 2
— t — (slnVi
et, si l'on supposait que toutes les températures initiales fussent nulles, excepté a, et a2, on trouverait pour la valeur de ay la somme des valeurs trouvées dans chacune des deux hypothèses précédentes. En général, il est facile de conclure de l'équation générale (e) de l'article 273 que, pour trouver la loi suivant laquelle les quantités initiales de chaleur se répartissent entre les masses, on peut considérer séparément les cas où les températures initiales seraient nulles, excepté une seule. On supposera que la quantité de chaleur contenue dans une des masses se communique à toutes les autres, en regardant ces dernières comme affectées de températures nulles; et, ayant t'ait cette hypothèse pour chacune des masses en particulier, à raison de la chaleur initiale qu'elle a reçue, on connaîtra quelle est, après un temps donné, la température de chacun des corps, en ajoutant toutes les températures que ce même corps a dû recevoir dans chacune des hypothèses précédentes.
Si, dans l'équation générale (s) qui donne la valeur de %j, on suppose que le temps a une valeur infinie, on trouvera
en sorte que chacune des niasses aura acquis la température moyenne.
résultat qui est évident par lui-même.
A mesure que la valeur du temps augmente, le premier tenue V a, devient de plus en plus grand par l'apport au suivant, ou à la
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somme des suivants. Il en esl de même du second par rapport aux termes <|tii le suivent : et, lorsque le temps a acquis une valeur considérable, la valeur de y. e>i représentée sans erreur sensible par l'équation suivante :
-+- COS(/ — I )—■>(! ,COSl I i
// Mm* //
Eu désignant par <i et A les coefficients de sin / i <i <l<
cos / i — > et par w la fraction <
.on au l'a
a sin (y — i)— ■+- b cos i / — i)
Les quantités a et b sont constantes, c'est-à-dire indépendantes du temps et de la lettre y qui indique le rang de la masse dont la température variable est %j\ ces quantités sont les mêmes pour toutes 1rs masses. La différence de la température variable y, à la température finale ► a, décroit donc, pour chacune des masses, proportionnellement aux puissances successives de la fraction oj. Chacun des corps tend, de plus en plus, à acquérir la température finale ^V,-. et la dif-
férence entre cette dernière limite et la température variable <lu même corps linit toujours par décroître comme les puissances successives d'une fraction. Cette fraction est la même, quel que soit le corps dont ■ ■H considère les changements <lc température; le coefficient de <■•/. ou
a sin " b cos «y,
en désignant par uy l'arc j — i)- — > peut être mis sous la forme
V sin '/ B .
••H prenant A et B tels que l'on ait
a Icos B, b \ -m K.
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Si Ton voulait déterminer le coefficient de tu' qui se rapporte aux corps suivants, dont la température est ay+J, xJ+2, y.j^:i il faudrait
ajouter à //. l'arc — > ou 2 — '-, et ainsi de suite; c'est-à-dire que l'on a •' J a 11 1
les équations
ay+., V a,— A sin ( B -t- uy +1—0,'+...,
ay-4 j N «,-= A sin ( B + //, + 2 — j w' -t- . . . ,
a/+î V a{ = A sin f B + «y+ 3 — Ja)' + . . .,
On voit par ces équations que les dernières différences entre les températures actuelles et les températures finales sont représentées par les équations précédentes, en ne conservant que le premier terme du second membre de chaque équation. Ces dernières différences varient donc selon la loi suivante : si l'on ne considère qu'un seul corps, la différence variable dont il s'agit, c'est-à-dire l'excès de la température actuelle du corps sur la température finale et commune, diminue comme les puissances successives d'une fraction, le temps augmentant par parties égales; et si l'on compare, pour un même instant, la température de tous les corps, la différence dont il s'agit varie proportionnellement aux sinus successifs de la circonférence divisée en parties égales. La température d'un même corps, prise à divers instants successifs égaux, est représentée par les ordonnées d'une logarithmique dont l'axe est divisé en parties égales, et la température de chacun de ces corps, prise au même instant pour tous, est représentée par les ordonnées du cercle dont la circonférence est divisée en parties égales. Il est facile de voir, comme on l'a remarqué plus haut, que, si les températures initiales sont telles que les différences de ces températures à la température moyenne ou finale soient proportion-
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nelies aux sinus successifs des arcs multiple-, ces différences diminueronl i < mi i t*s ii la fois sms cesser d'être proportionnelles aux mêmes sinus. Cette loi, m elle régnait entre les températures initiales, ne serait point troublée par l'action réciproque des corps el se conserverai! jusqu'à ce qu'ils eussent tous acquis une température commune. La différence diminuerait pour chaque corps comme les puissances successives d'une même fraction. Telle est la loi la plus simple à laquelle puisse être assujettie la communication de la chaleur entre une suite de masses égales. Lorsque cette loi est établie entre les températures initiales, elle se conserve d'elle-même; et, lorsqu'elle ne règne point entre les températures initiales, c'est-à-dire lorsque les différences de ces températures à la température moyenne ne sont pas proportionnelles aux sinus successifs des ans multiples, la loi dont il s'agit tend toujours ii s'établir; et le système des températures variables finît
bientôt par se conf Ire sensiblement avec celui qui dépend des
ordonnées du cercle el de celles de la logarithmique.
Puisque les dernières différences entre l'excès de la température d'un corps sur la température moyenne sont proportionnelles aux sinus de l'are ii l'extrémité duquel le corps est placé, il s'ensuit que, si l'on désigne deux corps placés aux extrémités du même diamètre, la température du premier surpassera la température moyenne el constante autant que cette température constante surpassera celle du second corps. C'est pourquoi, si l'on prend à chaque instant la somme des températures de deux masses dont la situation esl opposée, on trouvera une somme constante; et cette somme aura la même valeur pour deux masses quelconques placées aux extrémités d'un même diamètre.
Les formules qui représentenl les température-, variables des masses disjointes s'appliquent facilement à la propagation de la chaleur dans les corps continus. Pour en donner un exemple remarquable, non- déterminerons le mouvemenl de la chaleur dans une armillc au moyen de l'équation générale qui a été rapportée précédemment.
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On supposera que le nombre n des masses croît successivement, et qu'en même temps la longueur de chaque niasse décroît dans le même rapport, afin que la longueur du système ait une valeur constant»' égale it 2-. Ainsi le nombre n des massçs sera successivement ■;., nu \, on «s,
ou i(>, à l'infini, et chacune des niasses sera -, ou -> ou y> ou^> ••••
Il est nécessaire de supposer aussi que la facilité avec laquelle la chaleur se transmet augmente dans le même rapport que le nombre des masses m; ainsi la quantité que représente K lorsqu'il n'y a que deux masses devient double lorsqu'il y en a quatre, quadruple s'il y en a huit, et ainsi de suite. En désignant par g cette quantité, on voit que
le nombre K devra être successivement remplacé par g, 2g, !\g,
Si l'on passe maintenant à la supposition du corps continu, on écrira, au lieu de ///, valeur de chaque masse infiniment petite, l'élément dx\ au lieu du nombre n des masses, on mettra -r-; au lieu de K, on
mettra g- ou -—• ° 2 dx
Quant aux températures initiales a,, a.,, . . ., e/„, elles dépendent «le la valeur de l'arc .r et, en considérant ces températures comme les états successifs d'une même variable, la valeur générale <i, représente une fonction arbitraire de r. L'indice i sera alors remplacé par -t~ • A l'égard des quantités a,, y..,, ..., a„, ces températures sont des variables qui dépendent des deux quantités .r et /. En désignant par v cette variable, on aura v = <p(#, t). L'indicey, qui marque la place que l'un des corps occupe, sera remplacé par -y-- Ainsi,' pour appliquer l'analyse précédente au cas où l'on aurait une infinité de tranches, formant un corps continu dont la forme serait celle d'une armille, il faudra substituer aux quantités
n , m, K, n.. i, ai], j
celles qui leur correspondent, savoir
dx> d'- dx> •/",' dit' '"•/'- dl-
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On fera ces substitutions «huis l'équation ; de l'article 2~'-> el l'on écrira -dx' au lieu Je sinVd!», et t ety'au lieu de i i ety - i. Le premier terme Va^devienl la valeur de l'intégrale— /,/,'' éprise depuis c o jusqu'à a? = 2ir; la quantité sin (y — i) — devienl siny" dx
■ m -in r; la valeur de COS / i esl l'os.r: celle de
esl
-2,«.sm(*->
^ I i \ -ill /•//.;•,
l'intégrale étant prise depuis x = o j ns«j n'a x = i~, et celle de
-\ fl cosit — I) —
ii — n
- / y'(.r) COSxr/' ,
est
'intégrale étant prise entre les mêmes limites. ( )n obtient par ces substitutions l'équation
. / f I i "l ' _ -III X j /{■
/ i sinj; 'I i cos c / / '■./ i cos i da
-in - / | / / -in ? / ■ <l.r -\- COS2./- / f(a COS 2 a // <•
et. représentant par /■ la quantité gît, on aura
■ =îJ "
in / f Ji -m / il i COS ' / /l ' I COS ' '/'
I -in - / / / / -m '////.- -f- cos •>..!• f f{a ZOSixda
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Cette solution est la même que celle qui a été rapportée dans la Section précédente (p. 244); elle donne lieu à diverses remarques :
1" Il ne serait pas nécessaire de recourir à l'analyse des équations aux différences partielles pour obtenir l'équation générale qui exprime le mouvement de la chaleur dans une armille. On pourrait résoudre la question pour un nombre déterminé de corps et supposer ensuite ce nombre infini. Cette méthode de calcul a une clarté qui lui est propre, et qui dirige les premières recherches. Il est facile ensuite de passer à une méthode plus concise, dont la marche se trouve naturellement indiquée. On voit d'abord que la distinction des valeurs particulières qui, satisfaisant à l'équation aux différences partielles, composent la valeur générale dérive de la règle connue pour l'intégration des équations différentielles linéaires dont les coefficients sont constants. Cette distinction est d'ailleurs fondée, comme on l'a vu plus haut, sur les conditions physiques de la question.
20 Pour passer du cas des masses disjointes à celui d'un corps continu, nous avons supposé que le coefficient K augmentait proportionnellement au nombre n des masses. Ce changement continuel du nombre K est une suite de ce que nous avons démontré précédemment, savoir que la quantité de chaleur qui s'écoule entre deux tranches d'un
même prisme est proportionnelle à la valeur de -r— > x désignant l'ai
scisse qui répond à la section et v la température. Au reste, si l'on ne supposait point que le coefficient K augmente proportionnellement au nombre des masses et que l'on retint une valeur constante pour ce coefficient, on trouverait, en faisant n infini, un résultat contraire à celui qu'on observe dans les corps continus. La d illusion de la chaleur serait infiniment lente et, de quelque manière que la masse eût été échauffée, la température d'un point ne subirait aucun changement sensible pendant un temps déterminé, ce qui e>l opposé aux faits. Toutes les fois que l'on a recours à la considération d'un nombre infini
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de masses séparées qui se transmettent la chaleur el que l'on veu( passer au cas des corps continus, il Paul attribuer au coeffîcienl K, qui mesure la vitesse » 1 < • la transmission, une valeur proportionnelle au nombre des masses infiniment petites qui composenl le corps donne. Si, dans la dernière équation que nous venons d'obtenir pour exprimer la valeur de c, ou o x, t , on suppose / = o, il sera nécessaire que l'équation représente l'étal initial; on aura donc par cette voie l'équation /> que nous avons obtenue précédemment (p. 23o , -avoir :
) = -- / f(x)da cosj f /(x) cosxdx -+- cosaa? / f(x)cos2xdx +. ,
* 0 • ii
sinj f f(x)sinxdi sin ■ i / f(x)s\ïi2xda
Ainsi ce théorème qui donne, entre des limites assignées, le développement d'une fonction arbitraire en série de sinus el de cosinus d'an- multiples se déduit des règles élémentaires du calcul. On trouve ici l'origine du procédé que nous avons employé pour faire disparaître par des intégrations successives tous les coefficients, excepte un seul, dans l'équation
p(d •/ a, COSJ -f- a2cos2.r -+- a3cos3x 4-. . . fr,sina j- btsiB2x ■+■ b3 sin3r +. . .;
ces intégrations correspondent aux éliminations des diverses inconnues dans les équations m p. 280 et suiv. et l'on reconnaît clairement par cette comparaison des deux méthodes que l'équation 15 page sui-
V.ilite a lieu pOUr tontes les \ ;i li'il I- de r cu|llpli-e- entre 0 el 21C,
sans que l'on soit fondé à l'appliquer aux valeur- de x qui excèdent - limites.
La fonction ç v,t qui satisfait à la question, el dont la valeur est déterminée par l'équation E p. 295 . peut être exprimée comme il F. ifl
298 THÉORIE DE L \ Cil \LKl R.
suit :
■ - f i /■, / 1 ff (a.) dot -\- [2 s'\nx f/(x) sin a c?a + 2 cos# f /( a) cos a rfa]c ' '
- [2 sin >.///'( a) sin ; z af« - ic.0S2x f /(a) C0S2 a doc]e
-h [2s'\n3.r ff(x)s\i\> y. '/y. 1 cos3.r //(a) cos3arfa]e
OU
2 71 01 './•, / ) = / /(a) rfa[i -t- (2 sin.r si 11 a + 2 cos.r cosa)<?_/''
-f- (2 si 112 x si 112 a -f- 2 cos2.r cos2 2)e~2:/'' 4- (2 sin 3 j? sin 3 a -+- 2 cos3.r cos3x)e -***'
— f /(*)[' + 2- cosi(x — x)e~i''kt'\ doc.
Le signe ^ affecte le nombre i, et indique que la somme doit être prise de 1= 1 ii i = 2c. On peut aussi comprendre le premier terme 1 sous ce siffne D et l'on a
/(a) V cos/(a — / • if ''■' <h..
Il faut alors donner à 1 toutes ses valeurs en nombres entiers depuis -«jusqu'à -h^c; c'est ce que l'on a indiqué en écrivant les limites x et -hoc auprès du signet; l'une de ces valeurs de i est o. telle est l'expression la plus concise de la solution. Pour développer le second membre de l'équation, on supposera i= o et ensuite i= t, 2, 3, 1, ...;on doublera chaque résultat, excepté le premier qui répond à/=o. Lorsque t est nul, il est nécessaire que la fonction o r. / représente l'état initial, dans lequel les températures sont égales à /(.r); on aura donc l'équation identique (')
/U)Vcos/(a-.rW*.
On a joint aux signes f et — les indices des limites entre lesquelles (') Voir, au sujet do celle formule, la Noie de l'article 235, p. 23 j. G. 1>.
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l'intégrale el la somme doivent être prises. Ce théorème a lieu généralement, quelle que soi i la forme de la fonction / x dans l'intervalle de .r = o il x = a - : il est le même nue celui qui est exprimé par les équations qui donnent le développement de F x p. 233 . el nous verrons dans la suite * | ii4* l'on peut démontrer immédiatement la vérité de l'équation | H . indépendamment «les considérations précédentes.
Il est facile de reconnaître que la question n'admel aucune solution différente de celle que donne l'équation (E) (p. 2g5 . En effet, la fonction o r. / satisfait entièrement a la question et, d'après la nature «le l'équation différentielle
aucune autre fonction ne peut jouir de cette même propriété. Pour s'en convaincre, il Tant considérer que, le premier état du solide étant
représenté par une équation donnée c, = f ..r), la fluxion ' '' e^t con-
nue. puiM|u elle équivaut a k • Ainsi, en désignant par v2i ou
v. — ' i//, la température au commencement du second instant, on
déduira la valeur de p, de l'état initial et de l'équation différentielle. on connaîtra donc de la même manière les valeurs c., r;, vs, .. ., vn de la température d'un point quelconque du solide au commencement de chaque instant. <>r la fonction s x,t satisfait à l'état initial, puisque l'on a
De plu- elle satisfait aii->i a l'équation différentielle; par conséquent,
étant différentiée, elle donnerait pour -ttj ''"'>",,'> • • • les mêmes va-
leurs que celles qui résulteraient de l'application successive de cette équation différentielle « . Donc >i. dans la fonction ç. x, t . on donne
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successivement à / les valeurs <>, o>, 20J, 3w, 4W< • ••» w désignanl l'élément du temps, on trouvera les mêmes valeurs vlt c2, vtt c., . . . que l'on aurait déduites de l'état initial et de l'application continuelle de
l'équation (a). Donc toute fonction 'j»(.r, /) qui satisfait à l'équation différentielle et ii l'état initial se confond nécessairement avec la fonction o(x-, t); car ces fonctions donneront l'une et l'autre une même fonction de x, si l'on y suppose successivement / = o, a>, 2w, 3o), .... ko, .... On voit par là qu'il ne peut y avoir qu'une seule solution de la question et que, si l'on découvre d'une manière quelconque une fonction '\>(x, /) qui satisfasse à l'équation différentielle et à l'état initial, on esl assuré qu'elle est la môme que la précédente donnée par l'équation (E).
Cette même remarque s'applique à toutes les recherches qui ont pour objet le mouvement varié de la chaleur; elle suit évidemment de la forme même de l'équation générale.
C'est par la même raison que l'intégrale de l'équation o ne peut contenir qu'une seule fonction arbitraire en x. En effet, lorsqu'une valeur de v est donnée en fonction de x pour une certaine valeur du temps t, il est évident que toutes les autres valeurs de v qui correspondent à un temps quelconque sont déterminées. On peut donc choisir arbitrairement la fonction de x qui correspond à un certain état, et la fonction de deux variables x et t se trouve alors déterminée. 11 n'en est pas de même de l'équation
J-Y dh>
que nous avons employée dans le Chapitre précédent et qui convient au mouvement constant de la chaleur; son intégrale contient deux fonctions arbitraires en x et y, mais on peut ramener cette recherche ;i celle du mouvement varié, en considérant l'état final et permanent comme dérivé de ceux qui le précèdent, et, par conséquent, de l'étal initial qui est donne.
i II IP1TRE l\ VKM II. Il
L'intégrale que nous a\ ons donnée
/ f(oe)2< cosi(a--Jc)
rf«
cuntienl une fonction arbitraire f{ x , et elle a la même étendue que l'intégrale générale, qui ne contient aussi qu'une fonction arbitraire en i : ou plutôt «'Ile esl cette intégrale elle-même, mise sous la forme qui convient à la question. En effet, l'équation
représentant l'étal initial, ri l'équation
représentant l'étal variable qui lui succède, nu voil que, d'après la forme même du solide échauffé, la valeur tic v ne doit point changer lorsqu'on écrit, au lieu de a?, x ± 2iit, t étanl un nombre entier positil quelconque. La fonction
/ /"(3t)2e-':A'cos/(a — .r)
il y.
remplit cette condition; elle représente aussi l'état initial, lorsqu'on
suppose / o; Car ou a alors
'")= — / i 5t)2cost'(« — x)dct,
équation qui a été démontrée précédemment p. ±\\ et 298)6! qu'il est (railleur-" facile de vérifier. Enfin la même fonction satisfait à l'équation différentielle
Ji ' ~dxm-'
Quelle que soit la valeur du temps /. la température v esl donnée par une série très convergente, el les différents termes représentent tous les mouvements partiels qui se composent pour former le mouvement total. A mesure <|u<' le temps augmente, les états partiels de l'ordre le plus élevé s'effacent rapidement el ne conservent aucune influence
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appréciable; en sorte que le nombre des valeurs que l'on doil donner à l'exposant i diminue de plus en plus. Après un certain temps, le système des températures est représenté sensiblement par les termes que l'on trouve en donnant à i les valeurs <>, ± i et ± 2, ou seulement o el ± 1 , ou enfin par le premier de ces termes, qui esl
- / f(*)dct\
il y a doue une relation manifeste entre la forme de la solution et la marche du phénomène physique que l'on a soumis à l'analyse.
Pour parvenir à cette solution, on a considéré d'abord les valeurs simples de la fonction v qui satisfont à l'équation différentielle; on a formé ensuite une valeur qui convient avec l'état initial et qui a, par conséquent, toute la généralité que la question comporte. On pourrait suivie une marche différente et déduire la même solution d'une autre expression de l'intégrale; car, cette solution étant une fois connue, on en transforme aisément les résultats. Si l'on suppose que le diamètre de la section moyenne de l'anneau devient de plus en plus grand à l'infini, la fonction <p(#, t) reçoit, comme on le verra par la suite, une forme différente et se confond avec l'intégrale qui contient une seule fonction arbitraire sous le signe d'intégrale définie. On pourrait aus>i appliquer cette dernière intégrale à la question actuelle; mais, si l'on se bornait à celte application, on n'aurait qu'une connaissance très imparfaite du phénomène : car les valeurs des températures ne seraient pas exprimées par des séries convergentes et l'on ne distinguerait point les états qui se succèdent à mesure que le temps augmente. Il faudrait donc attribuer à la fonction qui représente l'état initial la forme périodique que la question suppose; mais, en modifiant ainsi celte intégrale, on n'aurait point d'autre résultat que celui-ci :
I '( x)le~r'u C0St( y. — x) dot.
«H M'I I lîl. I\
Mi Ml II. K.
On passe aisémenl de cette dernière équation à l'intégrale donl il - ,11. comme nous Pavons prouvé daus le Mémoire qui a précédé cel Ouvrage. Il n'est pas moins facile d'obtenir l'équation en partant de l'intégrale elle-même. Ces transformations rendent de plus en plus manifeste l'accord des résultats du calcul; mais elles n'ajoutent rien à la théorie et ne constituent nullement une analyse différente.
On examinera dans un «le- Chapitres suivants les différentes formes que peul recevoir l'intégrale <le l'équation a . les rapports qu'elles ont entre elles et les cas où elles doivent être employées.
Pour former celle qui exprime le mouvement de la chaleur dans une ai-mille, il était nécessaire de résoudre une fonction arbitraire en une série de sinus et cosinus d'ares multiples; les nombres qui affectent la variable sous les signes sinus et cosinus smii le< nombres naturels i.
\, | Dans la question suivante, on réduit encore la fonction
arbitraire en une série de miiiis: mais [es coefficients de la variable ^.ui> le signe sinus ne sont plus le< nombres i . 2, 3, \, . . .; ces coefficients satisfont à une équation déterminée, dont toutes les racines sont irrationnelles et en nombre infini.
Chapitre II, Section II, article 117 (p. 90); elle consiste à intégrer
l'équation
dv , / dîv 2 dv
en sorte que l'intégrale satisfasse, lorsque x = X, à la condition
dv .
-d-+hv = o;
k désigne le rapport pr- et h désigne le rapport =r des deux conducibi-
lités; v est la température que l'on observerait, après le temps écoulé/, dans une couche sphérique dont le rayon est x; X est le rayon de la sphère; v est une fonction de x et /qui équivaut à F,.r) lorsqu'on suitpose / = o. La fonction F(.r) est donnée; elle représente l'état initial el arbitraire du solide.
Si Ton fait y — çx, y étant une nouvelle indéterminée, on aura,
après les substitutions.,
dy _ , d*y m
~dt " Tïx1'
ainsi il faut intégrer cette dernière équation, et l'on prendra ensuite
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v = -• On cherchera en premier lieu quelles sonl les valeurs 1rs plus
simples que l'on puisse attribuer à y, ensuite on en formera une valeur générale qui satisfera en même temps à l'équation différentielle, à l'équation à la surface el à l'étal initial. Il sera facile de reconnaître que, lorsque ces trois conditions sonl remplies, la solution esl complète el que l'on ne pourrai! en trouver aucune autre.
Soii y = e""n. u étanl une fonction de •»■. on aura
ePu
mu
On voil d'abord que, la valeur de t devenanl infinie, celle de v doil
être nulle dans tous les points, puisque le corps esl entièremenl
refroidi. On ne peul donc prendre pour m qu'une quantité négative.
Or A a une valeur numérique positive; on en conclut que la valeur de
u dépend des arcs de cercle, <-c qui résulte de la nature connue de
I équation mu - k , ■ bon
u Icosn^ l'> -in//./ :
on aura cette condition
Ainsi l'on peul exprimer une valeur particulière de v par l'équa-
|lM||
\ < os " ' B sïnnx)',
n esl un nombre positif quelconque, el A el 15 -oui des constantes. On remarquera d'abord que la constante A doil être nulle; car. lorsqu'on Fait i o, la valeur de v, qui exprime la température du centre, ne
peul pas être infinie; d ■ le terme \ cos/i i doil être omis.
I»,. plus, le nombre n ne peul pas être pris arbitrairement. En effet, F. ;''
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si, dans l'équation déterminée
() i on substitue la valeur de v, on trouvera
n x cos n x 4- (/îa; — i) sin nx = o.
Comme l'équation doit avoir lieu à la surface, on y supposera a \ , rayon de la sphère, ce qui donnera
Soit A le nombre i - AX et posons nX -= i, on aura
tange
uo-
„ faut donc trouver un arc s qui, divisé par sa tangente, donne un q tient connu A, et l'on prendra
Il est visible qu'il y a une infinité de tels arcs, qui ont avec leur tan gente un rapport donné; en sorte que l'équation de condition
" X = i - hX
tangnX
a une infinité de racines réelles.
Les constructions sont très propres à faire connaître la nature de
cette équation. Soit {fig. 12)
n = tange
i- 1 . i'.i,.p - «><t l'abscisse et u l'ordonnée, et l'équation d'une ligne dont lare e est l anscisi
soit .
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l'équation d'une droite donl : el u désignent ;mssi les coordonnées. Si on élimine // entre ces deux équations, on a la proposée .* tange. L inconnue i est donc l'abscisse du poinl d'intersection de la courbe el de la droite. Cette ligne courbe esl composée d'une infinité d'arcs; toutes
rilomuv- correspondantes aux abscisses -> — > - sont
infinies, el toutes celles qui répondent aux points 0, ~. 2it, '>-. |-, ... sonl nulles. Pour tracer la droite dont l'équation est u = =- =
/ " i — //\ on forme le cane Oi<di et, portant la quantité hX de ta en h, on joint
Fie- ia.
le poinl h av< c l'origine O. La courbe donl l'équation esl u tange a pour tangente à l'origine une ligne qui divise l'angle droil en deux pari - les, parce que la dernière raison de l'arc à sa tangente
esl i . < m conclut de là que, si '/.. ou i — AX, esl une quantité moindre que l'unité, la droite mOm passe a l'origine au-dessus de la courbe //<>// el qu'il y a un point d'intersection >\r cette droite avec la première branche. Il esl également évidenl que la même droite coupe toutes les
branches ultérieures rnzn, n <-.n Dm h- I 'ci nia lion - - = A a un
1 lan-
nombre infini de racines réelles. La première esl comprise entre o
1 1 '• la deuxième entre ~ et -> la troisième entre ■?.-. el — > el ainsi
de suite. Ces racines approchent extrêmemenl de leurs limites supé Heures lorsque leur rang esl très avancé.
Si l'on veut calculer la valeur d'une de ces racines, par exemple de la première, on peut employer la règle suivante : on écrira les deux équations s = arc tang« et « = J, arc tang« désignant la longueur de l'arc dont la tangente est u. Ensuite, prenant un nombre quelconque pour a, on en conclura, au moyen de la première équation, la valeur de£- on substituera cette valeur dans la seconde équation, et l'on en déduira une autre valeur de u; on substituera cette seconde valeur de u dans la première équation ; on en déduira la valeur de s, qui, au moyen de la seconde équation, fera connaître une troisième valeur de ». Enla substituant dansla première équation, on aura une nouvelle valeur de -. On continuera ainsi de déterminer u par la seconde équation, et i par la première. Cette opération donnera des valeurs de plus en pins approchées de l'inconnue s; la construction suivante rend cette cou-
vergence manifeste.
En effet, si le point u correspond (fig. i3) à la valeur arbitraire que
Fie. i3.
,.„„ attribue à l'ordonnée », et si l'on substitue eette valeur dans la première équation s = arc tang», le point i correspondra a 1 abscisse que l'on aura calculée au moyen de cette équation. Si 1 on substitue cette abscisse .dans la seconde équation » = J. on trouvera une ordonne „ .,„-, correspond au po.nl „'. Substituant «' dans la première
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équation, on trouvera une abscisse e' qui répond au poinl e'; ensuite cette abs fisse, étanl substituée dans la seconde équation, fera connaître une ordonnée // qui, étanl substituée dans la première, fera connaître une troisième abscisse e#, ainsi de suite à l'infini. C'est-à-dire que, pour représenter l'emploi continuel el alternatif des deux équations précédentes, il faut, par le poinl «, mener l'horizontale jusqu'à la courbe, par le poinl d'intersection e mener la verticale jusqu'à la droite, par le point d'intersection u' mener l'horizontale jusqu'à la courbe, par le poinl d'intersection : mener la verticale jusqu'à la droite, ainsi de ^nitc à l'infini, en s'abaissanl de plus en plus vers le poinl cherché.
La //„■. i ! qui précède représente le cas où l'ordonnée prise arbitrairement pour uest plus grande que celle qui répond an poinl d'intersection. Si l'un choisit an contraire, pour la valeur initiale de //. une quantité plus petite '•! que l'on emploie de la même manière les deux équations
ê = arc (an- ". '/ : y»
mi parviendrai! encore a des valeurs de plus en plus approchées de
Fie- 'i-
l'inconnue. La fig. \ \ fait connaître que, dans ce ■ ;i-. on s'élève continuellement vers !•• point d'intersection en passant par les points u, i,
u- . M" t", ... qui terminent des droites horizontales et verticales. On obtient/en partant d'une valeur de «trop petite, des quantités e, Ei r- E- B», ... qui convergent vers l'inconnue et sont plus petites qu'elle; et Ton obtient, on partant d'une valeur de u trop grande, des quantités qui convergent aussi vers l'inconnue, et dont chacune est plus grande qu'elle. On connaît donc des limites de plus en plus resserrées, entre lesquelles la grandeur cherchée sera toujours comprise. L'une et l'autre approximation sont représentées par la formule
e=...arctang y arc lang
iarctangQarctang \ ) j
Lorsqu'on aura effectué quelques-unes des opérations indiquées, les résultats successifs différeront moins, et l'on sera parvenu à une valeur
approchée de £.
On pourrait se proposer d'appliquer les deux équations
s = arctangw, « — y
dans un ordre différent, en leur donnant cette forme
« = tang£, £ = /«.
On prendrait pour s une valeur arbitraire et, en la substituant dans la première équation, on trouverait la valeur de u qui, étant substituée dans la seconde équation, donnerait une seconde valeur de e; on emploierait ensuite cette nouvelle valeur de e de la même manière qu on a employé la première. Mais il est facile de reconnaître, par les constructions, qu'ensuivant le cours de ces opérations, on s'éloigne de plus en plus du point d'intersection, au lieu de s'en approcher comme dan. le cas précédent. Les valeurs successives de s que l'on obtiendra.1 diminueraient continuellement jusqu'à zéro, ou augmenteraient sans limite. On passerait successivement de i' en u", de u" en t', de e en u . de u' en t, ainsi de suite à l'infini.
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li règle que l'on vienl d'exposer pouvant s'appliquer au calcul de chacune des racines de l'équation
— =— =i — hX, lang<
«|ui ont d'ailleurs <l<^ limites données, on doil regarder toutes ces racines comme des nombres connus. Au reste, ilétail seulement nécessaire de se convaincre que l'équation a une infinité de racines réelles On ;i rapporté ici ce procédé d'approximation, parce qu'il esl Fondé sur une construction remarquable qu'on peut employer utilemenl dans plusieurs cas, el qu'il (ail connaître sur-le-champ la nature el les limites des racines; mais l'application qu'on ferait de ce procédé à l'équation dont il s'agit serait beaucoup trop lente; il serait facile de recourir dans la pratique à une autre méthode d'approximation.
On connaît maintenant une forme particulière que l'on peut donner à la fonction vt et qui satisfait à deux conditions de la question. Cette solution esl représentée par l'équation
. ., >\\\ ni v =zae~kn '
Le coefficient a esl un nombre quelconque el le nombre n est tel que
l'un a
Lin. \
= i hX.
Il <•!) résulte que, -i les températures initiales des différentes couches
étaient proportionnelles an quotient - ' • ''Ile- diminueraient toutes
;i l.i fois en conservant entre elles, pendant toute la durée du refroidissement, les rapports qui avaient été établis; el la température de chaque point s'abaisserait comme l'ordonnée d'une logarithmique dont l'abscisse désignerait le temps écoulé. Supposons donc que, Tare i étant 'h\ isé en parties égales >•( pris pour abscisse, on élève en chaque
point de division une ordonnée égale au rapport du sinus H'arc Le
svstè, le toutes ces ordonnées sera celui des températures initiales
Li! faut attribuer aux différentes couches, depuis le centre jusqu a a
surface, le rayon totalX étant divisé en parties égales. L'arc e dont La lon„Qeur représenterait dans cette construction le rayon X ne doit pas
être pris arbitrairement; il est nécessaire que cet arc ait avec sa tangente un rapportdonné. Comme il y a une infinité d'arcs qui satisfont a cette condition, on formerait ainsi une infinité de systèmes des temperatUres initiales, qui peuvent subsister d'eux-mêmes dans la sphère
sans que les rapports des températures changent pendant la durée «lu
refroidissement.
11 ne reste plus qu'à former un état initial quelconque, au moyen d'un certain nombre ou d'une infinité d'états partiels, dont chacun représente un de ces systèmes de températures que nous avons considérés précédemment, et dans lesquels l'ordonnée varie avec la distance,, proportionnellement au quotient du sinus par l'arc. Le mouvement général de la chaleur dans l'intérieur de la sphère sera alors décomposé en autant de mouvements particuliers, dont chacun s accomplira librement comme s'il était seul.
Désignons par »„ »„ »,,... les quantités qni satisfont à 1 équation
tang«X
et que l'on suppose rangées par unir,, en commençant par la plus petite; on formera l'équation générale
Si l'on fait f = o, on aura, pour exprimer l'état initial des températUreS' ^==fl1Binn1* + a18innt*-+-a,sinm* + «fc«inm* + -.-- La question cons.s.e à déterminer, quel que soit l'état initial, les coefficients a„ «2, a» a Supposons donc que Ton eonna.se les
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valeurs de v depuis x o jusqu'à x = X, el représentons ce système de valeurs par F x . on aura '
I >iu/f,' atsin/)jj a3sinn3jr -a4 sin «4 x -+- . . .).
Pour déterminer le coefficient a,, on multipliera les deux membres de l'équation par xûnnxdx, el l'on intégrera depuis & = o jusqu'à .r = \. L'intégrale
/ >in /// X sill //./' rfd7,
prise entre ces limites, est
- ( — m sin «X cos m X n >\u/uX cos « X i .
Si m el n -<uit des nombres choisis parmi 1rs racines //,, n.,, //,,, ... qui satisfont à l'équation
. = i — h X , tangnX
on aura
lang/n \ lang n \ OU
mcosmXsinnX -/isinmXcos/iX = o.
On vit par là que la valeur totale de l'intégrale est nulle: mais il \ a un seul e;i» où cette intégrale ne s'évanouil pas : c'esl lorsque m n. Bile devient alors -et, par l'application des règles connues, elle se réduit a
\ , sin 2 n X,
Fourier va déterminei les coefficieo ...,maisen admettanl que le déve
ssible, quelle que soit la fonction arbitraire Fi i i qui défini! I état initial; - .i un point qui n'esl nullement démonti m, qui .i Bignalé ce défaut de I
I irier. a proposé, dans Ba Théorie de la chaleur, une méthode d'exposition différente, mais qui ne fait que reporter sur an autre point exactement la même difû collé. (,. n
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Il résulte de lii que, pour avoir la valeur du coefficient a, dans l'équation > , il faul écrire
2 / x Fl ./■) >iu n,x dx — a. (X sin s/iiX ) .
le signe / indiquant que l'on prend l'intégrale depuis x = o jusqu'il .r = X. On aura pareillement
2 / ./ Fi ./■) >iu /^r dx = ajj ( X- — sin 2 //A ) .
On déterminera de même tous les coefficients suivants. Il est aisé de voir que l'intégrale définie
a / ./-Fi v) sin " x dx
a toujours une valeur déterminée, quelle que puisse être la fonction arbitraire F(#). Si cette fonction F(,r) est représentée par l'ordonner variable d'une ligne qu'on aurait tracée d'une manière quelconque, la fonction x¥(x) s'xnnx correspondra aussi à l'ordonnée d'une seconde ligne que l'on construirait facilement au moyen de la première. L'aire terminée par cette dernière ligne entre les abscisses x = o, x = X fera connaître le coefficient ait i étant l'indice du rang de la racine //.
La fonction arbitraire F(a?) entre dans ebaque coefficient sous le signe de l'intégration et donne à la valeur de v toute la généralité que la question exige; on parvient ainsi à l'équation suivante :
sin//,// ./T(./)mii nvi(l, sin//.,./' / ./• Ft./lsin ntxda '-l e-*»î< h ^ e~kn\ '
\ sina/i.X X — — sinan.X
II , 2 II
Telle est la forme que l'on doit donner à l'intégrale générale de l'équation
de __ . d-v 2 dv
<)t il.l -- r ,) i
pour qu'elle représente le mouvement de la chaleur dans la sphère solide. En effet, toutes les conditions de la question seront remplies :
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i" L'équation aux différences partielles sera satisfaite.
• La quantité de chaleur qui s'écoule à la surface conviendra à l;i fois ii l'action mutuelle des dernières couches el à l'action de l'air sui la surface, c'est-à-dire que l'équation
à laquelle chacune des parties de la valeur de y satisfait lorsque a \. aura lieu aussi lorsqu'on prendra pour v la somme de toutes ces parties.
i La solution donnée conviendra à l'étal initial lorsqu'on supposera le temps nul.
Les racines //,. rca, n . //.. ... de l'équation
langnX
sont très inégales; d'où l'on conclul que, si la valeur <ln temps écoulé i esl considérable, chaque ternir de la valeur de v est extrêmemenl petit par rapport à celui qui le précède. A mesure que le temps du refroidissement augmente, les dernières parties de la valeur de v cessent d'avoir aucune influence sensible : el ces états partiels et élémentaires qui composent d'abord le mouvemenl général, et qui sont superposés de telle manière qu'ils puissent comprendre l'étal initial, disparaissent presque entièrement, excepté un seul. Dans ce dernier état, les températures des différentes couches décroissent depuis le centre jusqu'à la surface, de même que. dan- le cercle, les rapports du sinus a l'arc décroissent a mesure que cet arc augmente. Cette loi règle naturellement la distribution de la chaleur dan- une sphère solide. Lorsqu'elle commence a subsister, elle se conserve pendant toute la durée du refroidissement. Quelle que soit la fonction F i qui représente l'étal initial, la lui dont il s'agit tend de plu- ru plus a s'établir; n. lorsque le refroidissement a duré quelque temps, on peut supposer qu'elle existe -an- erreur sensible.
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Nous appliquerons la solution générale au cas où la sphère, ayant été longtemps plongée dans un liquide, a acquis dans tous ses points une même température Dansée cas, la fonction F(a?) est i, et la détermination des coefficients se réduit à intégrer oesinnecdx, depuis x = o
,, v. -«'14 siiinX — «XcosrtX ^ . .
jusqu a r = \; cette intégrale est - — 2— - • Donc la valeur
d'un coefficient quelconque est exprimée ainsi
2 sin/iX — «XcosrtX
n nX — si n n X cos n X '
le rang du coefficient est déterminé par celui de la racine n; l'équation qui donne ces valeurs de n est
nX cos// \ , ..
sinnX
on trouvera donc
2 hX
n «Xcoséc/iX — cos//\
Il est aisé maintenant de former la valeur générale; elle est donnée par l'équation
e-kn\t sjn n^x <?-*«!< sin /i,x
• \ h 'h{fh X coséc^X — cos/^X) /<2(/i2\coséc«2X — cos/ijX) En désignant par s,, e2, e3, s,, ... les racines de l'équation
-i- = ,-/iX,
langs
et les supposant rangées par ordre en commençant par la plus petite,
remplaçant n{ X, //2X, n3X, . . . par î,, e2, e3, . . ., et mettant an lien de
/• et h leurs valeurs ™ et ^ > on aura, pour exprimer les variations des
températures pendant le refroidissement d'une sphère solide qui avait été uniformément échauffée, l'équation
ihXl S1,1£'X e~<:"^' sine,^ g mTtt
X Êi COSêCej — COS£! ./• £.,C(IMT:., COSEj
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Nous exposerons quelques-unes des conséquences que l'on peul
déduire de la solution précédente. Si l'on suppose que le coefficient //.
qui inouïe la facilité avec laquelle la chaleur passe dans l'air, a une
très petite valeur, <»u que le rayon X de la sphère est tirs petit, la
moindre valeur île i sera extrêmement voisine de zéro, en sorte que
l'équation
— i — h \ lange K
se réduit a
ou, en omettant les puissances supérieures de i.
c ~S K D'un autre ente, la quantité - cose devient, dans la même hypo-
thèse, '- Quant au tenue • il se réduit a i . En faisant ces sub-
stitutions dan- l'équation générale, on aura
— P CDS
On peut remarquer que les termes suivants décroissent lies rapidement en comparaison du premier, parée <|iie la seconde racine //, est beaucoup plu- grande que zéro; en sorte que, si les quantités h ou X
"ut une petite valeur, un doit prendre, pour exprimer les variations
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des températures, L'équation
Ainsi les différentes enveloppes sphériques donl le solide est composé conservent une température commune pendant toute la durée du refroidissement. Cette température diminue comme l'ordonnée d'une logarithmique, le temps étant pris pour abscisse; la température initiale, <|iii est i, se réduit après le temps / à
3 CDX
Poni" que la température devienne égale à la fraction —, il faut que la
CDX
valeur de t soit -^-^logvw. Ainsi, pour des sphères de même matière
qui ont des diamètres différents, les temps qu'elles mettent à perdre la moitié, ou même une fraction déterminée de leur chaleur actuelle, lorsque la conducibilité extérieure est extrêmement petite, sont proportionnels à leurs diamètres. Il en est de même des sphères solides dont le rayon est très petit; et l'on trouverait encore le même résultat en attribuante la conducibilité intérieure K une très grande valeur. Il
a lieu, en général, lorsque la quantité -r est très petite. On peut
regarder le rapport ^ comme très petit, lorsque le corps qui se refroidit
est formé d'un liquide continuellement agité que renferme un vase sphérique d'une petite épaisseur. Cette hypothèse est en quelque sorte la même que celle d'une conducibilité parfaite; donc la température décroît suivant la loi exprimée par l'équation
ht
CDX
On voit par ce qui précède que, dans une sphère solide qui se refroidi! depuis longtemps, les températures décroissent, depuis le centre
CHAPITRE V. SPHÈRE SOLIDE
iu>i|u*à la surface, comme le quotient du sinus par l'arc décroîl depuis l'origine, où il esl i , jusqu'à l'extrémité d'un arc donné i, le rayon de chaque couche riant représenté par la longueur variable de cel arc. Si la sphère a un petit diamètre, ou si la conducibilité propre esl beaucoup plus grande que la conducibilité extérieure, les températures des couches successives diffèrenl très peu entre elles, parce que l'arc total £. qui représente le rayon X de la sphère, a très peu d'étendue. Alors la variation «le la température v commune à tous les points esl donnée par l'équation
Ainsi, en comparant les temps respectifs que deux petites sphères emploient ii perdre la moitié, ou une partie aliquote, de leur chaleur actuelle, on doit trouver que ces temps sont proportionnels aux dia-
ini'ti -
Le résultat exprimé par l'équation précédente ne convient qu'à des niasses d'une tonne semblable el de petite dimension. Il étail connu depuis longtemps des physiciens, el il se présente pour ainsi dire de lui-même. En effet, si un corps quelconque est assez, petit pour que l'on puisse regarder comme égales les températures des différents points, il esl facile de reconnaître la loi du refroidissement. Soient i la température initiale commune à («mis les points, et v la valeur de cette température après le temps écoulé t; il est visible que la quantité de chaleur qui s'écoule pendant l'instant dl, dans le milieu supposé entretenu a la température o, esl hSvdt, en désignant par S la surface extérieure du corps. D'un autre côté, C étant la chaleur qui est nécessaire pour élever l'unité <\<- \ I- de la température <> à la tempéra^
ture i, on aura CDV pour l'expression de la quantité de chaleur qui porterait le volume V du corps dont la densité est n de h température o a la température i . Donc , esl la quantité dont la température i esl diminuée lorsque le corps perd une quantité de chaleur
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égale à hSvdt. On doil donc avoir l'équation
, hSvdl
^ = -"CÏ)\
ou
v = e cm'.
Si le corps a la forme sphérique, on aura, en appelant X le rayon total, l'équation
-3ÛTx
Supposons que l'on puisse observer, pendant le refroidissement <ln corps dont il s'agit, deux températures v{ et v2 correspondantes aux temps /, et /.,: on aura
CDV " tt — tt
On connaîtra donc facilement par l'expérience l'exposant prjv • Si l'on
fait celte même observation sur des corps différents et si l'on connaît d'avance le rapport de leurs chaleurs spécifiques C et G', on trouvera celui de leurs conducibilités extérieures h et // . Réciproquement, si l'on est fondé à regarder comme égales les valeurs // et //' de la conducibilité extérieure de deux corps différents, on connaîtra le rapport de leurs chaleurs spécifiques. On voil par là qu'en observant les temps du refroidissement pour divers liquides et autres substances enfermées successivement dans un même vase d'une très petite épaisseur, on peut déterminer exactement les chaleurs spécifiques de ces substances.
Nous remarquerons encore que le coefficient K qui mesure la conducibilité propre n'entre point dans l'équation
ainsi les temps du refroidissement dans les corps de petite dimension
i il vi'i 11; i . \ .
SPHERE SOLIDE
ne dépendent point de la conducibilité propre, et l'observation de ces temps ne |>tiii rien apprendre sur cette dernière propriété; mais on pourrait la déterminer en mesurant les temps du refroid issemenl dans des vases de différentes épaisseurs
i le que nous avons dit plus haut sur le refroidissement d'une sphère de petite dimension s'applique aux mouvements du thermomètre dans l'air ou dans les liquides. Non- ajouterons les remarques suivantes sur l'usage de cel instrument.
Supposons qu'un thermomètre à mercure soit plongé dans un vase rempli d'eau échauffée, et que ce vase se refroidisse librement dans l'air, dont la température est constante. Il s'agit de trouver la loi des abaissements successifs du thermomètre.
Si l.i température du liquide fiait constante et que le thermomètre \ fût plongé, il changerait de température en s'approchant très promptemenl de celle du liquide. Suit v la température variable indiquée par le thermomètre, c'est-à-dire son élévation au-dessus de la température de l'air; soient // l'élévation de la température «lu liquide au-dessus de celle de l'air, et / le temps correspondant à ces deux valeurs v et //. An commencement de l'instant <lt < j m i va s'écouler, la différence de la température du thermomètre a celle du mercure étant v u, la variable v tend ii diminuer, et elle perdra, dans l'instant <//, une quantité proportionnelle a v u. en -Mite que l'on aura l'équation
d\ =—h(v — u)dt
Pendant le même instant >li, la variahleu tend ;i diminuer, et die perd une quantité proportionnelle a //. en sorte que l'on ;i l'équation
'In Un fit.
I.e coefficient H exprime la vitesse du refroidissement du liquide dans l'air, quantité que l'on peut facilement reconnaître par l'expérience,
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el le coefficient // exprime la vitesse avec laquelle le thermomètre se refroidi! dans le liquide. Cette dernière vitesse est beaucoup plus grande que H. On peul pareillement trouver par l'expérience le coefficienl //, en luisant refroidir le thermomètre dans le liquide entretenu à une température constante. Los deux équations
du - — II // dt, d\ ■ — Ai v — h • dt ou
u-ke~xu, 'h' =-/»• + // ie "'
dt
fournissent celle-ci
be-'lt -+- ae~
a et b étant des constantes arbitraires [*). Supposons maintenant que la valeur initiale de v — u soit A, c'est-à-dire que la hauteur du thermomètre surpasse de A la vraie température du liquide au commencement de l'immersion, et que la valeur initiale de u soit E; on déterminera a et b, et l'on aura
HP
v— u — Ae~ht-h _" (e-"f— e-'"i.
La quantité v —u est l'erreur du thermomètre, c'est-à-dire la différence qui se trouve entre la température indiquée par le thermomètre et la température réelle du liquide au même instant. Celte différence est variable et l'équation précédente nous fait connaître suivant quelle loi elle tend à décroître. On voit, par l'expression de cette différence e — //, que deux de ses termes, qui contiennent e.-'" , diminuent très rapidement, avec la vitesse qu'on remarquerait dans le thermomètre si on le plongeait dans le liquide à température constante. A l'égard (\i\ terme qui contient e~nt, son décaissement est beaucoup plus lent et s'opère avec la vitesse du refroidissement du vase dans l'air. Il
La valeur de a est liée à celle de A par la relation
HA " h — H" G. D.
i il M'i i i;i: \ . SPHÈRE soi.iih:
résulte de là qu'après un temps bien peu considérable, l'erreur du thermomètre est représentée par le seul terme
//-Il
h- Il
Voici maintenant ce que l'expérience apprend sur les valeurs de 11 et //. On a plongé dans l'eau, à 8°, 3 division octogésimale . un thermomètre qui avait d'abord été échauffé, el il esl descendu dans l'eau de i "' a 10 en six secondes. On a répété plusieurs fois el avec soin cette expérience. *>n trouve, d'après cela, que la valeur de e * esl o,o ">ii'|-j. >i le temps esl compté en minutes; c'est-à-dire que, l'élévation du thermomètre élanl E au commencement d'une minute, elle sera o,o > > > i tEà la tin de cette minute. On trouve au-si
< >n a laissé en même temps se refroidir dans l'air à i 2° un vase de porcelaine, rempli d'eau échauffée à 6o' . La valeur de <■ " dans ce cas a été trouvée de 0,98514, celle de H loge est o,oo65o. On voit par la combien esl petite la valeur de la fraction erh, el que, après une seule inimité, chaque terme multiplié par e ht n'est pas la moitié de la dixmillième partie de ce <|u'il était au commencement de cette minute. On doit donc n'avoir a m- mi égard à ces termes dans |;t valeur de v — u.
Il reste l'équation
II
ou
II
11 II
D'après les valeur- trouvée- pour II el //. on voil que cette dernière
- "Iiienue par l'empli', >rmule donnée .1 l'article pré-
l'on doit faire II
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quantité // est plus de six cenl soixante-treize fois plus grande que II. c'est-à-dire que le thermomètre se refroidil dans l'eau plus de >i\ cents lois plus vile que le vase ne se refroidil dan- l'air. Ainsi If terme
esl certainemenl moindre que la six-centième partie de l'élévation
de la température de l'eau au-dessus de celle de l'air, et comme le
terme . .-■ —y es| moindre que la six-centième partie du précédent,
qui est déjà très petit, il s'ensuit que l'équation qu'on doit employer [tour représenter très exactement l'erreur du thermomètre est
En général, si h esl une quantité très grande par rapport à II, on aura toujours l'équation précédente.
L'examen dans lequel on vient d'entrer fournil des conséquences très utiles pour la comparaison des thermomètres.
La température marquée parun thermomètre plongé dans un liquide qui se refroidit est toujours un peu plus forte que celle du liquide. Cet excès, ou erreur du thermomètre, diminue en même temps que l'élévation du thermomètre. On trouverait la quantité de la correction en multipliant l'élévation actuelle// du thermomètre par le rapport de la vitesse M du refroidissement du vase dans l'air à la vitesse // du refroidissement du thermomètre dans le liquide. On pourrait supposer que le thermomètre, lorsqu'il a été plongé dans le liquide, marquait une température inférieure. C'est même ce qui arrive presque toujours, mais cet état ne peut durer; le thermomètre commence à se rapprocher de la température du liquide; en même temps, le liquide se refroidit, «le sorte que le thermomètre passe d'abord à la température même du liquide, ensuite il indique une température extrêmement peu différente et toujours supérieure.
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du voil par ces résultats que, si l'on plonge dans un même vase
rempli d'un liquide qui se refroidit lentement différents thermomètres,
ils doivent tous indiquer à iri'- peu près la même température dans le
même instant. Appelant //. //'. h", ... les vitesses du refroidissement
ii i i i i i- • i 1 1 i i
ili- i-h.icim île <cs t In ■ rin < > 1 1 1 c t tt'~- dans le liuuid<\ un aura — j— , -j-r,
' • ■ • • pour les erreurs respectives. Si deux thermomètres sont également sensibles, c'est-à-dire si les quantités f> et // sont les mêmes, leurs températures différeront également de celles du liquide. Les coefficients //. Ii \ h", . . . ont de grandes valeurs; en sorte <|in' les erreurs des thermomètres sont des quantités extrêmement petites et souvent inappréciables. On conclut de là que, si un thermomètre est construit avec soin et peut être regardé comme exact, il sera facile de construire plusieurs autres thermomètres d'une exactitude égale. Il suffira de placer tous les thermomètres que l'on Munira diviser dans un vase rempli d'un liquide qui se refroidit lentement, et d'y placer en même temps le thermomètre qui doit servir de modèle; on n'aura plus qu'à lc> observer tous de degré en degré, ou à de plus grands intervalles, et l'on marquera les points où le mercure se trouve en même temps dans \>--, différents thermomètres. Ces points seront ceux des divisions cherchées. Nous avons appliqué ce procédé à la construction des thermomètres employés dan- nos expériences, en sorte que ces instruments coïncidaient toujours exactement dan- des circonstances semblables.
Non seulement cette comparaison des thermomètres pendant la durée du refroidissement du liquide établit entre eux une coïncidence parfaite et les rend tous semblables à un seul modèle, mais <ui en déduil au^si le moyen de diviser exactement le tube de ce thermomètre principal sur lequel tous les autres doivent être réglés. On satisfait ainsi à la condition fondamentale de cet instrument, qui est que deux intervalles quelconques comprenant sur l'échelle un même nombre de degrés contiennent la même quantité de mercure. Au reste, non- omettons i.'i plusieurs détails qui n'appartiennent point directement à l'objet <\<i notre ' >n\ ri -
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On ;i déterminé, dans les articles précédents, la température v que reçoit, après le temps écoulé /, une couche sphérique intérieure placée ;i la distance a? du centre. Il s'agit maintenant de calculer la valeur de la température moyenne de la sphère, ou celle qu'aurait ce solide si toute la quantité de chaleur qu'il contient était également distribuée entre tous les points de la masse. Le solide «le la sphère dont le rayon
est x elant \~ -5-5 la quantité de chaleur contenue dans une enveloppe
sphérique dont la température est v et le rayona; sera l\vd(^~ Y Ainsi la chaleur moyenne est
l'intégrale étant prise depuis x = 0 jusqu'il x = X. On mettra pour v sa valeur
Cil , • . ") ; " <l | ; ' , .
— e~ Kn 1 ' sin n, x -\ — - e~Kn*c sin /is x -1 e~Kn>' sin n ■. x + ....
et l'on aura l'équation
/ x%v dx — . -. ( a
3 C . 3 / sin/^X — n.Xcosn.X , ., V./ 'W' = X»(B« n\ C
-in // , \ - n„X cos// ., \ , .,
On a trouvé précédemment
\ ( sin n,-X — n , X cos n, X ) rij ( 2 n, X — sin 2 n,-X)
On aura donc, en désignant par s la température moyenne.
3 (sinet — et cosst)2 -uk~-1'' (sine,— c* cosc.. ;.i iêj — sinasi) s\{2£s — siii2
équation dans laquelle tous les coefficients des exponentielles sont positifs.
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Nous considérerons le cas où, foutes les autres conditions demeurant les mêmes, la valeur \ du rayon de la sphère deviendra infiniment grande. En reprenant la construction rapportée en l'article 285, on
\nii que. la quantité . devenant infinie, la droite menée par l'origine
el qui doit couper les différentes branches de la courbe se confond avec l'axe '1rs r. On trouve donc pour les différentes valeurs de : les quantités -. 2ir, ">-
Le terme de la valeur de s qui contient e '" v devenant, à mesure que le temps augmente, beaucoup plus grand que les suivants, cette valeur de r. après un certain temps, est exprimée sans erreur sensible
par le premier terme seulement. L'exposanl ; étanl égal à K -.'. ;>
on voii que le refroidissement final esl 1res lent dans les sphères d'un grand diamètre, el que l'exposanl de e qui mesure la vitesse du refroidissement est en raison inverse du carré des diamètres.
On peut, d'après les remarques précédentes, se former une idée exacte des variations que subissent les températures pendant le refroidissement d'une sphère solide. Les valeurs initiales de ces températures changent successivement, à mesure que la chaleur se dissipe par la surface. Si 1rs températures des diverses couches sont d'abord égales, ou si elles diminuent depuis la surface jusqu'au centre, elles ne peuvent point oiihn\rr leurs premiers rapports et, dans tous les . le système tend de plus en plus vers un étal durable qu'il ne laide point a atteindre sensiblement. I );i n- ce dernier état, les températures décroissent depuis le centre jusqu'à la surface. si l'on représente par un certain are e, moindre que le quart de la circonférence, le rayon total de la sphère el que, divisant cel arc en parties égales, on prenne en chaque point le quotient du sinus par l'arc, le système dr rapports représentera celui qui s'établit de lui-même entre les tem-
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pératures dos couches d'une égale épaisseur. Di-s que ces derniers rapports ont lieu, ils continuent de subsister pendanl toute la durée du refroidissement. Alors chacune des températures diminue comme l'ordonnée (l'une logarithmique, le temps étanl pris pour abscisse. On peut reconnaître que cet ordre est établi, en observant plusieurs
valeurs successives z, z', s", z'" qui désignent la température
moyenne pour les temps /, / -+- 0, / + 20, / + 36, . . .; la suite de ces valeurs converge toujours vers nue progression géométrique et, lorsque les quotients successifs^» ~,j ~—r, ■■■ ne changent plus, on en corn lut que les rapports dont il s'agit sont établis entre les températures. Lorsque la sphère est d'un petit diamètre, ces quotients sont sensiblement égaux dès que le corps commence à se refroidir. La durée du refroidissement pour un intervalle donné, c'est-à-dire le temps nécessaire pour que la température moyenne z soit réduite à une partie
déterminée d'elle-même — ? est d'autant plus grande que la sphère a un plus grand diamètre.
Si deux sphères do même matière et de dimensions différentes sont parvenues à cet état final où les températures s'abaissent en conservant leurs rapports, etque l'on veuille comparer les durées d'un même refroidissement, c'est-à-dire le temps 6 que la température moyenne ; de la
première emploie pour se réduire à - > et le temps 0' que la tempéra-
ture z' de la seconde met à devenir — » il faut considérer trois cas différa
rents. Si les sphères ont l'une et l'autre un petit diamètre, les durées 6 et H' sont dans le rapport même des diamètres. Si les sphères ont l'une et l'autre un diamètre 1res grand, les durées H et H sont dans le rapport des carrés des diamètres; et si les sphères ont des diamètres compris entre ces deux limites, les rapports des temps seront plus grands que ceux des diamètres, et moindres que ceux de leurs carres. On a rapporté plus haut les valeurs exactes de ces rapports.
La question du mouvement de la chaleur dans une sphère comprend
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celle des températures terrestres. Pour traiter celle dernière question avec plus d'étendue, nous en avons fait l'objet d'un Chapitre séparé (').
L'usage que l'on ;i fait précédemment de l'équation
lange
est fondé sur une construction géométrique qui est très propre à expliquer la nature de ces équations. En effet, cette construction fait voir clairement que imites le> racines sont réelles; en même lemps elle en fait connaître les limites et indique les moyens de déterminer la valeur numérique de chacune d'elles. L'examen analytique des équations de ce genre donnerait lc> mêmes résultats. On pourra d'abord reconnaître que l'équation précédente, dans laquelle A est un nombre connu, moindre que l'unité, n'a aucune racine imaginaire de la forme m-h n\ — i . Il suffit de substituer au lieu de - celle dernière quantité, et l'on voit, après les transformations, que le premier membre ne peut devenir nul lorsqu'on attribue a /// et n des valeurs réelles, à moins que n ne soit nulle (* . On démontre aussi qu'il ne peut y avoir dans cette même équation
e cose — >. siiis £ — /. lang. ^o "M - — o,
I os •
aucune racine imaginaire, de quelque forme que ce soit.
n. qm est examinée avec de grands détails dans le Mémoire présenté
i n iSm par Fourier .1 l'Académie des Sciences, .1 été laiss le côté dans l'Ouvrage que
noua réimprimons. La phrase do texte esl reproduite textuellement d'après le Mémoii '/ de V (cadémie d- r, t IV. p. [26; 182J. ii. I>
• Écrirons eu eflî l l éqo - la forme
- = col ■-.
V.n remplaçant -: par 1 - - 'Lui- les deux membres, <>n
trou
\r x- ->-_>- — (c-r — c1 />--+- 4sinî./ '
Il 1 - ••■ équation oe peul être vériBée quand 1 est différent <!'• zéro
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En effet : i" les racines imaginaires du facteur ^ =o n'appartiennenl poinl à l'équation £-^tange=o, puisque ces racines son! toutes de la forme /n H-W3^ i° l'équation sine- [™s- <> a nécessairemenl toutes ses racines réelles lorsque X est moindre que l'unité. Pour prouver cette dernière proposition, il faut considérer sins comme le produit d'une infinité de facteurs, qui sont
et considérer cose comme dérivant de sins par la diflférentiation. On supposera qu'au lieu de former sins du produit d'un nombre infini de facteurs on emploie seulement les m premiers, et que l'on désigne le produit par <pm(e). Pour trouver la valeur correspondante qui remplace cose, on prendra %^ ou <p'm(e). Cela posé, on aura l'équation
Or, en donnant au nombre m ses valeurs successives t, 2, 3 de-
et que le second membre y est toujours plus grand en valeur absolue que le premier. En effet, ce second membre peut s'écrire
eJ' -4- e~y
ey — c~-'
4sin2.r 1_1~ (er— e-yf
Or on a , . , ; ,,,
ey-i-e-y t 4sin-.r 4x-
cr_c-r >J' (er— e-ïf i/2
Le second membre est donc plus grand que
il ne peut donc être égal à cette expression multipliée par la frac ion X
1 v a dans la suite de cet article un certain nombre de points inexacts ou contestables mais; comme on pourrait le supprimer en entier .ans interrompre la suite des .dées, nous nous sommes contenté de reproduire sans changement le texte de Founer.
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puis i jusqu'à l'infini, on reconnaîtra, parles principes ordinaires de I Algèbre, la nature des Ponctions de e qui corrcspondenl à ces différentes valeurs de m. On verra que, quel que soif le nombre m des facteurs, les équations en i qui en proviennenl ont les caractères distinctes de celles qui onl toutes leurs racines réelles. De là on conclul rigoureusement que l'équation
dans laquelle X es) moindre que l'unité, ne peut avoir aucune racine
imaginaire. Cette même proposition p rail encore être déduite d'une
analyse différente que nous emploierons dans un des Chapitres suivants.
■^" reste, la solution que nous avons donnée n'est point fondée sur la propriété dont jouit cette équation d'avoir toutes ses racines réelles. " " aurait donc pas été nécessaire de démontrer celle proposition par |r^ principes de l'Analyse algébrique. Il suffit pour l'exactitude de la solution que l'intégrale puisse coïncider avec un étal initial quelconque; car il s'ensuit rigoureusement qu'elle doit représenter aussi tous les états subséquents.
DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR DANS UN CYLINDRE SOLIDE
Le mouvement de la chaleur dans un cylindre solide d'une longueur infinie est représenté par les équations
dt ~~ Cl) \dx2 + x ôxY K "h ôx ~ °'
que l'on a rapportées (p. 97 et suivantes) dans les articles 118, 1 19 et 120. Pour intégrer ces équations, on donnera en premier lieu à v une valeur particulière très simple, exprimée par l'équation
v — ermtu;
m est un nombre quelconque et u une fonction de x. On désigne par / CD
le coefficient ^tt qui entre dans la première équation, et par // le coef-
ficient ^ qui entre dans la seconde. En substituant la valeur attribuée à v, on trouve la condition suivante :
d2 11 1 du m du2 x dx ' /.
On choisira donc pour // une fonction de x qui satisfasse à cette équation différentielle. 11 est facile de voir que cette fonction peut être exprimée par la série suivante
g désignant la constante -r- On examinera plus particulièrement par
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la suite l'équation différentielle donl cette série dérive; on regarde ici la fonction u comme étanl connue, et l'on a
e-*ktu
pour la valeur particulière de v.
L'état de la surface convexe ilu cylindre esl assujetti ;i mie condition exprimée par l'équation déterminée
rfV
qui doil être satisfaite lorsque le rayon x a sa valeur totale X; on en conclura l'équation déterminée
Ainsi le nombre g qui entre dans la valeur particulière e~ï',lti n'esl point arbitraire : il esl nécessaire que ce nombre satisfasse à l'équation précédente, qui contient g et X. Nous prouverons que cette équation en g, dans laquelle h et X sont des quantités données, a une infinité de racines, et <|ne toutes ces racines sont réelles. Il s'ensuit «pie l'on peut donner à la variable v une infinité de valeurs particulières, de la forme e - "'u. qui différeront seulement par l'exposant g. On pourra donc composer nue valeur plus générale en ajoutant imites ces valeurs particulières, multipliées par des coefficients arbitraires. L'intégrale qui servira à résoudre dans tonte son étendue la question proposée esl donnée par l'équation suivante
_ . _ _. .. . ... désignent toutes I»"- valeurs de g qui satisfont à l'équation déterminée; //,. //_. u . ... désignent les valeurs de u qui correspondent ;i ces différentes racines ; a,, as, at, ... sont des coefficients arbitraires, qui ne peuvent être déterminés que par l'état initial du solide.
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Il faut maintenant examiner la nature de l'équation déterminée qui donne les valeurs de g et prouver que toutes les racines de cette équation sont réelles, recherche qui exige un examen attentif.
Dans la série
qui exprime la valeur que reçoit m lorsque .r = X, on remplacera par la quantité 0, et, désignant par _/(()) ou y celle fonction de 0, on aura
'équation déterminée deviendra
ou
/"(G) désignant la fonction '',/'•
Chacune des valeurs de 0 fournira une valeur pour g, au moyen de l'équation
et Ton obtiendra ainsi les quantités g,, g., qui entrent en nombre
infini dans la solution cherchée.
La question esi donc de démontrer que ''équation
doit avoir toutes ses racines réelles. Nous prouverons, à cet etfet, que l'équation
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;i toutes ses racines réelles; qu'il en esl de même, par conséquent, de l'équation
ci uu'il s'ensuil aue l'éauation
;» .iu-si toutes ses racines réelles. A représentanl la quantité connut
L'équation
• . ! . r "" étant ilillei entiee tleil\ fois, donne l;i relation Sllivilllle :
rf, . d ',
On écrira, c me il suit, cette équation et toutes celles que l'on en
déduit par la differentiation
dy d*y </^
et, en général,
Or, -i l'on écril dans l'ordre suivant l'équation algébrique
\ el toutes celles qui en dérivent parla diflerentiation
dX
rf2X
dx
il.i •
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et si l'on suppose que toute racine réelle (l'une quelconque de ces équations, étant substituée dans celle qui la précède et dans celle qui la suit, donne deux résultats dr signe contraire, il est certain que la proposée X = o a toutes ses racines réelles, et que, par conséquent, il en est de même de toutes ses équations subordonnées
ces propositions sont fondées sur la théorie des équations algébriques et ont été démontrées depuis longtemps ('). Il suffit donc de prouver
(') Fourier énonce ici une des conséquences du beau théorème qui constitue sa découverte capitale dans cette théorie des équations algébriques et transcendantes qui n'a jamais cessé de l'occuper et à laquelle il a consacré un Ouvrage spécial, XAnalj re des équations déterminées. On sait que la première Partie de ce Traité a seule paru et a été publiée en iS'ïi par les soins de Navier, un an environ après la mort de Fourier.
Fourier applique à l'équation transcendante
une proposition qui n'est démontrée que pour les équations algébriques. Dans le XIX" Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique, page 38a, Poisson présente à ce sujet quelques remarques critiques qui paraissent justifiées. Il considère l'équation
(a) y = cx -+- beax= o,
où a désigne une constante positive, différente de l'unité. La fonction t est une solution particulière de l'équation différentielle
à laquelle on peut appliquer littéralement tous les raisonnements de Fourier. Si la proposition admise dans le texte était exacte, on devrait donc conclure que l'équation (a) a toutes ses racines réelles. Or celte équation n'a qu'une racine réelle si h est négatif; elle n'en a aucune si b est positif, et, dans les deux cas. elle a une infinité de racines imaginaires. Cela suffit, semble-t-il, à décider la question.
Cette objection de Poisson avait été très sensible à Fourier; il y revient à diverses reprises, notamment à la page 616 du tome VIII des Mémoire* de /' /endémie des Sciences et dans un travail spécial intitulé : Remarques génrr<des sur l'application des principes de /' t/ialj te algébrique aux équations transcendantes, inséré au tome X. page 1 19, du même Recueil.
11 ne faudrait pas conclure des remarques précédentes que le théorème de Fourier no peut être d'aucune utilité dans l'étude des équations transcendantes. Convenablement appliqué, il joue, au contraire, dans la résolution de ces équations, un rôle très important (pie Fourier a été le premier à signaler. On s'en assurera aisément en relisant divers passages de l'Ouvrage que nous avons cité plus haut. G. D.
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que lr> équations
remplissent la condition précédente. Or cela suit de l'équation générale
car, xi l'on donne à 0 une valeur positive qui rende nulle la fluxion
• les ileux autres termes / el , , recevronl des valeurs de
"-' iij' i/j
- gne opposé. A l'égard des valeurs négatives de 0. il est visible, 'I après la nature de la Ponction /' 8 . qu'aucune quantité négative mise à la place de 0 ne pourrait rendre nulle ni celle fonction, ni : une de celles qui en dérivent par la différentiation; car la substitution d'une quantité négative quelconque donne à tous les termes le même signe. I) ■ on est assuré que l'équation
.. toutes ses racines réelles et positives.
Il suit île là que l'équation
a aussi toutes ses racines réelles; ce qui est une conséquence i onnuc des principes «le l'Algèbre. Examinons maintenant quelles sont les
valeurs successives que reçoit le terme 8 ' • ou 0 ' ■ lorsuu'on
donne à 0 des valeurs contii Ilemenl croissantes, depuis Û
jusqu'à 8 ao. Si une valeur de 8 rend v' nulle, la quantité 0 '
devient nulle aussi; elle devient infinie lorsque 8 rend y nulle. Or iJ "•"'• 'I'' la théorie des équations que, dans le cas dont il s'agit, toute i acine de
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est placée cuire deux racines consécutives de
et réciproquement. Donc, en désignant par 0, et 03 deux racines consécutives de l'équation
et par 92 la racine de l'équation
qui est placée entre 0, et 0;J, tonte valeur de 0, comprise entre 0, e! 92, donnera à y un signe différent de celui que recevrait cette fonction y,
si 0 avait une valeur comprise entre 02 et 03. Ainsi la quantité 0— esl nulle lorsque 0 = 0,; elle est infinie lorsque 0 = 62, et nulle lorsque 0 = 03. 11 est donc nécessaire que cette quantité 8— prenne toutes les valeurs possibles, depuis zéro jusqu'il l'infini, dans l'intervalle de 0, à ô2, et prenne aussi toutes les valeurs possibles de signe opposé, depuis l'infini jusqu'à zéro, dans l'intervalle de 62 à 03. Donc l'équation
a nécessairement une racine réelle entre 0, et 0;i; et, comme l'équation
y'=o a toutes ses racines réelles en nombre infini, il s'ensuit que l'équation
a la même propriété. On est parvenu à démontrer de cette manière que l'équation déterminée
o A _ 0 » v , a * v _ hX _ 22 a*. 4* a*. 4*- 6* '^_
dont l'inconnue est g, a toutes ses racines réelles et positives.
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Nous allons poursuivre cet examen tic la fonction // et de l'équation différentielle a laquelle elle satisfait.
IV l'équation
' -ir + J -TF7 - °
on déduil l'équation générale
et, si l'on suppose 0 o, on aura l'équation
qui servira à déterminer les coefficients des différents termes du développement de la fonction/ 8 : car ces coefficients dépendenl des valeurs « 1 1 j « - reçoivent !<■» rapports différentiels lorsqu'on y fait la variable nulle. En supposant le premier connu et égal à i, on aura la série
Si, maintenant, dans l'équation proposée
i du i/1 h
tr II _L_ _I_
x dx OD fait
l il I il ;
rr
et que l'on recherche la nouvelle équation en // el 0, en regardant u comme une fonction de 8, on trouvera
il u eP a
il ,1
d'où l'on conclut
on
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Il est facile d'exprimer la somme de cette série. Pour obtenir ce résultat, on développera comme il suit la fonction cos asin.* en cosinus d'arcs multiples. On aura, par les transformations connues,
cos (a siiu) =es
et, désignant c*^-1 par w,
2 cos(asiiKr) = e- e 2 4- e e
au - ao)
En développant le second membre selon les puissances de u, on trouvera que le terme qui ne contient point co dans le développement de cos (a sinr) est
I_ p + 2-. 42 .... ft.6i 25. Ï2.6S.8S
1rs coefficients de co\ a>\ co\ ... sont nuls: il en esl de même des coefficients des termes qui contiennent co ', co"3, co— , ...: le coefficient de co-2 est le même que celui de co2; le coefficient de co' est
...; le coefficient de co ' est le même que celui
2.4.6.8 22. 4-0-8. 10 ,1,. co>; il est aisé d'exprimer la loi suivant laquelle ces coefficients se succèdent; mais, sans s'y arrêter, on écrira 2C0S2* au lieu de w' + or»), 0U2C0s4*aulieu de (co1 + co-), et ainsi de suite. Doue la quantité cos a sinr, peut être facilement développée en une série
de la forme
_\ + 1$ cos 2 a: -h C cos 4 # -f-Dcosb.r -,-...
et le premier coefficient A est égal à
Si Ton compare maintenant l'équation généraleque nous avons donne
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précédemment
~. - ■ I II COSJÎ / . | ; | COS i il r ...
.1 celle-ci
COS ' -m \ I! COS ' ' C COS i c •-....
on trouvera les valeurs des coefficients A, H. C exprimées par des intégrales définies. Il suffil ici de trouver celle ilu premier coefficient A. ( mi aura donc
V _ I cos(asin.r) dx,
l'intégrale devant être prise depuis v o j 1 1 ^ * ] u * ; » x -. Donc la valeur de la série
est celle de l'intégrale définie
- / cos (a sin ./• ) di .
On trouverait de la même manière, [>;■ r la comparaison des deux équations, les valeurs des coefficients suivants B, C, . . .; on a indiqué ces résultats parce qu'ils sont utiles dans d'autres recherches qui dépendent de la même théorie ' . Il suit de là < j 1 1 < * la valeur particulière de // • 1 1 1 i satisfait à l'équation
<r- a i il h
< ' i Les fonctions A. It. C dont Kourier signale ici Loule l'importance, sonl ci lies qui
puis par D n nsen el un grand nombre d'autres gé
Il fjut. toutefois, pour avoir l'ensemble des ms de Bessel, joindre aux précédentes
- iltent du développement '!<■ la fonction sini zsin
i] »mpl ms de Bessel peul être considéré comme défini par les
deux équal
s(a cosj i ■> - > ' ■ i . / • •- i ' . . .
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esl
- I cos(x \/ g s'm r) dr,
l'intégrale étant prise depuis r = o jusqu'à r = r.. En désignant par q cette valeur, on fera dans l'équation linéaire
l'équation en s ainsi obtenue aura pour intégrale
C dr
a et b désignant deux constantes arbitraires; on aura donc, pour l'intégrale complète de l'équation
d2 a 1 du
'expression
' x dx~*~8U~°'
— )~t-^b~ j ~T~r " -^A j cn%(x\fg%\nr)'dr.
j J x\ f cos{x \/g s'm r) dr \ (
Si l'on suppose b =o, a = 1, on aura, comme précédemment,
m= - / cos(x\/gs'mr)dr.
Nous ajouterons les remarques suivantes, relatives à cette dernière expression.
L'équation
-J cos(0sin«)tf« = i-? + _, ,,
se vérifie d'elle-même. En effet, on a
f ,. . . , /", / 0ssins« 0*sin*u 0«sin«a \
/ cos(9sin«) du = ! dul 1 - — 1 ^—. , . . .-•...
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et, intégrant depuis u o jusqu'au rc en désignant par S,, s,, S,, ... les intégrales définies
_ / sin*udu, _ / sin*udu, _ f sm'udu, ...,
on aura
- / cos sin«)rf« = i— — Si = . S; —
il reste à déterminer S,, s,, s,, Le terme sin"a, n étanl un nombre
pair, peut être développé ainsi
-in ''" i, I! COS • u + C„cos4« + ...;
en multipliant par du, et intégranl entre les limites // <> et // -, on aura seulement
/ su\nudu V„ — ;
les autres termes s'évanouissent. On a, d'après la formule connue pour le développement des puissances entières du sinus,
Al-â' v â!
En substituant ces valeurs de S,. S,, S6, S„, . . ., on trouve
z f cos
sinu | du — i
On peut rendre ce résultat plus général en prenant, an lieu de cos tsinu .une fonction quelconque <p de /sin u.
Supposons donc que l'on ait une fonction ? : qui soit ainsi développée
on aura
-ni// % / 1 sin u , sin'a . sin «r...
et
f <p(/sinu rfu m ta'S, : >,-\ ;o'"SJ +
3W THÉORIE DE LA Cil ^LEl R. Or il est facile de voir que S,. S,. S,.... ont des valeurs nulles. A l'égard de S.„ S4, S6 leurs valeurs sonl 1rs quantités que nous avons
désignées précédemment par A2,A4, A, C'est pourquoi, en substituant ces valeurs dans l'équation (e), on aura généralementel quelle (jue soit la l'onction o
i fo{tsinu)du = 9 + ^9" + ^î«Pn h^.C^'
Dans le cas dont il s'agit, la (onction <p(*) représente coss, et Ton a
o — ,} n"=z — 1, o,v= 1, ?VI = — 1 et ainsi de suite (').
Pour connaître entièrement la nature de la fonction /(G , et celle de l'équation qui donne la valeur de g, il faudrait considérer la figure de la ligne qui a pour équation
et qui l'orme avec Taxe des abscisses des aires, alternativement positives ou négatives, qui se détruisent réciproquement; on pourrait aussi rendre plus générales les remarques précédentes sur l'expression des valeurs des suites en intégrales définies. Lorsqu'une fonction d'une variable x est développée selon les puissances de x, on en déduit facilement la fonction que représenterait la même série si l'on remplaçait
(i 1 li 5 a ici plusieurs fautes de calcul. Les intégrales S,. S,. . . . ne sont nulles que si
elles son! prises entre les limites 0 et 2- Alors les intégrales S», S», S ont pour
val surs, non les coefficients A„ A,. As, mais leurs doubles. On est ainsi conduit à la For-
mule
Je - n 1- 1 * ol/sin// \tlu = 9 -+- — <?"-+- , ,'1'"
Cp(z) — COS".
_L / cos(rsin «)<&"= - i cos(* sin«) du,
el I on retrouve la formule donnée plus haut par Fourier.
Si l'on l'ail
on a évidemment
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les puissances
par cosd?, cos ■ * . cos3.r,
lui faisant usage de cette réduction et tin procédé indiqué ii l'article 235, on obtient les intégrales définies qui équivalent à des séries données : mais non- ne pourrions entrer dans cel examen sans nous écarter beaucoup de notre objet principal. Il suffit d'avoir indiqué les moyens qui nous ont servi à exprimer les valeurs des suites en intégrales définies. Nous ajouterons seulement !<• développement de la
quantité 0 en une fraction continue.
L'indéterminée y mi / 0 >;iiisl;iii à l'équation
dy ,<1-y
d'où l'on déduit, en désignant par v. y . v , v'\
-r*=4.r,v+5vv.
on
~i + et
les fonctions
7*~ rv~f
d'où l'on conclu!
Ainsi la fonction - B-j$- qui entre dans l'équation déterminée a poi valeur la fraction continuée à l'infini
Nous allons maintenant rappeler les résultats auxquels nous sommes
parvenus jusqu'ici.
Le rayon variable de la couche cylindrique étanl désigné par x, et |a température de cette couche étant v, qui est fonction de x el du temps t, cette fonction cherchée? doit satisfaire à l'équation aux différences partielles
on peut prendre pour v la valeur suivante :
t> — e-'ntu;
u est une fonction de .r qui satisfait à l'équation
/// i du <i-u
Si l'on fait
Cil tPITRE \ I. Cl II n nui: SOLIDE. .1 que l'on considère // comme une fonction de 0, on aura
La valeur suivante
ry. 03
satisfait ;i l'équation en wel 0; on prendra donc, pour valeur «le u en ' . celle-ci :
m i - ni-
ni
I.i somme île cette série esl
1/ cos| . ^ ">in/ )dr,
l'intégrale étanl prise depuis r= o jusqu'à t ~. Cette valeur « I « ■ u en v et m satisfait à l'équation différentielle, el conserve une valeur finie lorsque v esl nulle. De pins, l'équation
doil être satisfaite lorsque
du
X étanl !'• rayon du cylindre. Cette condition n'aurai) pas lien m l'on donnai) ;i la quantité /// <|ni entre <lans la fonction // nue valeur quelconque; il faul que l'on ;iit l'équation
dans laquelle 0 désigne
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Cette équation déterminée, < j 1 1 i équivaut à la suivante
donne pour 0 une infinité de valeurs réelles que l'on désigne par 6,,
'J2, <J:1, ...; les valeurs correspondantes de m sonl . , • .,"•
v '• •■•; par conséquent la valeur particulière de v qui correspond à
la racine 0, est exprimée ainsi
e x* / cosf 2 — \JH~i siii'/ ) dq
On peut mettre, au lieu de G,, une des racines 0,, 82, 0:J, 0,, ... el l'on en composera une valeur plus générale exprimée par l'équation
2"-/, fj, I
v' I COsI 2 ' ^ 9, si n y ) rAy
-~ f,c x" / cii>( ■>. - \ 02 s i 1 1 y J d i
_ î!*!ii r f x r- \ -"..>■ v" / cosl 2^\/d3s\ngj dq
at,a2, a. sont des coefficients arbitraires; la variable <y disparait
après les intégrations, qui doivent toutes avoir lieu depuis </ = o jusqu'à q = ~.
Pour démontrer que cette valeur de v satisfait à toutes les conditions de la question et qu'elle en contient la solution générale, il ne reste plus qu'à déterminer les coefficients a,, a.,, a3f- .. . d'après l'état initial. On reprendra l'équation
dans laquelle «,, u.,, //., sont les différentes valeurs que prend la Fonc
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lorsqu on mel successivement au lieu de les valeurs gt , g2, g.
En faisant / o. on a l'équation
dans laquelle V esf une fonction donnée de x. Soi i m .< cette fonction, et représentons la l'on ci ion u( dont l'indice esl i par ty(x \jgi). On aura
Pour déterminer le premier coefficient, on multipliera chacun des membres de l'équation par &,dxt -7, étanl une fonction de x, el l'on intégrera depuis x = o jusqu'à c X. On déterminera celle loin lion <r, en sorte qu'après les intégrations le second membre se réduise au premier terme seulement, où se trouve le coefficient a,, toutes les autres intégrales ayant une valeur nulle. Pour déterminer le second coefficient a,, on multipliera pareillement les deux tenues de l'équation
, ii- a1ul-i-aiui-+-aiui + . . .
par un autre facteur z.,<lx, et l'on intégrera depuis x = o jusqu'à j?= X. Le facteur ~. devra être tel que toutes les intégrales du second membre s'évanouissent excepté une seule, savoir celle qui est affectée du coefficient at. En général, on emploie une suite de fonctions de a désignées par a1,, o"2, t3, . . . , qui correspondent aux fonctions u,, // ,. //j, ... : chacun de <'<^ facteurs or a la propriété de faire disparaître par l'intégration tous les termes qui contiennent des intégrales définies, epté un seul; on obtient de cette manière la valeur de chacun des coefficients a . a2, a, Il faut dune chercher quelles sont les fonctions qui jouissent de la propriété dont il s'agit.
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Chacun des termes du second membre de l'équation est une intégrale définie de celle forme afaudx; u esl une fonction de x qui satisfait ii l'équation
m i du '/- u
/. x dx dx-
un aura donc
f , k ffadu d'il I rj II (Il ——a— I [ - —, hffT,
J m , i \ x dx if i -
En développant, au moyen de l'intégration par parties, les termes
fl£dx' J ad^dx'
I - — ,— dx = C -+- u - / u d ( — ) j
J x dx x J \-v )
/d- u . ., du dj (' d2<7 .
a -r-- dx = J) -\ — —a — u -j- -j- / // -y- - dx. dx- dx dx i il.i-
'Oi a
Les intégrales devant être prises entre les limites x = o et x =X, on déterminera par cette condition les quantités qui entrent dans le développement et ne sont point sons le signe / . Pour indiquer que l'on suppose x = o dans une expression quelconque en x, on affectera cette expression de l'indice a, et on lui donnera l'indice to pour indiquer la valeur que prend la fonction de x lorsqu'on donne à celte variable x sa dernière valeur X.
On aura donc, en supposant x= o dans les deux équations précédentes.
.. I du <h
o == D -i- — c- — " , 1 <li dx
on détermine ainsi les constantes C et I). Faisant ensuite x = X dans ces mêmes équations, et supposant que l'intégrale est prise depuis x = o jusqu'à x = X, on aura
/'<7 du _ / a
. ' r il.i \ x
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el
, " . , du ds i / du ih > i' '!' ~ ,
on obtient ainsi l'équation
m r I ,v z ' , , du
,./ TUlLr J ",,,-- " ,/r \dj {dS"
il- 7
II -j- il
du
do
Si la quantitt
(!li
qui multiplie // sous le signe d'intégration dans le second membre étail égale ;mi produit de a par un coefficient constant, les termes
pourraient être réunis en un >t'iil et l'on obtiendrait, pour l'intégrale cherchée faudx, une valeur qui ne contiendrait que des quantités <lcterminées, el aucun signe d'intégration. Il ne resterai! plus qu'à égaler cette valeur à zéi o
Supposons donc que le facteur - satisfasse à l'équation différentielle du second ordre
'/- rj i,
de même que la fonction n satisfail .i l'équation
'/ u i tin m
il i i '/ 1 I.
/// e( n étanl des coefficients constants, on aura
, du <h
du (h 7
Il existe entre // et a une relation très simple, qui se découvre lorsque, dans l'équation
dx il i"
on suppose
on a, par le résultat de cette substitution, l'équation
Il i rfs tl-s
ce qui fait voir que la fonction s dépend de la fonction // donnée par l'équation
m 1 du d- u
k x dx dxi
11 suffit, pour trouver s, de changer m en n dans la valeur de //; on a désigné cette valeur de u par ^{^i/^Jl celle de ° sera donc
On aura maintenant
du
da
d.i dx x
=VM-v^M-v/i)--\/MVï)h-\
- + (-\^)+(V*) + + (VtMVï}
Les deux derniers termes se détruisant d'eux-mêmes, il s'ensuit qu'en faisant x = o, ce qui correspond à l'indice a, le second membre entier
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- évanouit. On conclu! de là l'équation suivante :
" es| aisé fie voir que le second membre de cette équation esl toujours 111,1 lorsque les quantités m el n sonl du iinml.iv de celles que nous
avons désignées précédemment par m,, m ,. m
<)n a. en effet.
comparanl les valeurs de //\. ..n voil que le second membre de l'équation / s'évanouit.
" suil de là qu'après que l'on a multiplié par adx les deux termes de l'équation
=.atu, ■i.ii. ,,,,/ h.... H-a/u^-t-. . .
el intégré de pari el d'autre depuis x o jusqu'à .<■ \, chacune des intégrales définies qui composenl le second membre s'évanouit; il
suffi' de prendre pour j la quantité xu, ou <•: ( a i '" J. || faul excepter le seul cas où n esl égal à m\ alors la valeur de fiudx tirée de 1 équation /' se réduit à ''• el on la détermine par les règles connues
on aura
/ i, jX ' A \ x x - -\ - \
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le second membre étanl différentié au numérateur e( au dénominateur par rapport ;i v donnera, en faisant a = v,
■\i, ■}', •]/' désignant
«KfiX), «J/^X), ■Vi.A,.
On a, d'un autre côté, l'équation
d'où résulte
et celle-ci
(II- ' X (l.V
que l'on vient de démontrer; on pourra doue éliminer, dans l'intégrale qu'il s'agit d'évaluer, les quantités •]>' et |" au moyen des équations précédentes, qui donnent
on trouvera ainsi, pour la valeur de l'intégrale cherchée,
^k(^t) 0„ ESï(I+£*Y
en mettant pour a sa valeur, désignant par l, la valeur que prend la
fonction w, ou M^'V/Tr l0I'S(lllon suppose x = X, et par i le rang de la racine //i de l'équation déterminée qui donne une infinité de va-
leurs de ///. Si Ion substitue m. ou . , dans - M -t- h on
aura
H-OÏ
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Il résulte «It1 l'analyse précédente que l'on ;i les deux équations
/ i a ,u,(l i ... / xu\ dx=z i-H ( - )
la première a lieu (oui es les lois que 1rs nom lues / et y son! différents, ri la seconde lorsque ces nombres sont égaux. Reprenant donc l'équation
dans laquelle il faul déterminer les coefficients a, . <i ,. aa on trouvera un il«- <is coefficients, désigné par <-/,, en multipliant les deux h ir ml tir- de l'équation par tutdx el en intégranl <l<'|>nis x=o jusqu'à t X. le second membre sera réduit par cette intégration à un seul terme, el l'on aura l'équation
'./' ' ' "■'<'■ «^Df[«+( ^);|.
qui donne la valeur de a,-. Les coefficients alfa2,a. étant ainsi
déterminés, la condition exprimée par l'équation
qui se rapporte à l'état initial, sera remplie.
Nous pouvons maintenant donner la solution complète de la question proposée; elle est exprimée par l'équation suivante :
/ ' ? ' "■''' 777 — iP5P\ "'
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La fonction de x, qui esl exprimée par n, dans l'équation précédente, a
pour expression
'_ I cos( 'x \ sinç ) rfç;
toutes les intégrales par rapporl à x doivent rire prises depuis a jusqu'à .r = X et, pour trouver la fonction uit on doit intégrer depuis f/ = o jusqu'à f = i:; or est la valeur initiale de la température, prise dans l'intérieur du cylindre à la distance x de l'axe, et cette fonction est arbitraire; les quantités 6,, 82, 8„ 6„ ... sont les racines réelles et positives de l'équation
Si l'on suppose que le cylindre ait été plongé pendant un temps infini dans un liquide entretenu à une température constante, toute la masse se trouvera également échauffée, et la fonction ? x qui représente l'état initial sera remplacée par l'unité. Après cette substitution, l'équation générale représentera exactement les progrès successifs du refroidissement.
Si le temps écoulé / est infini, le second membre de l'équation ne contiendra plus qu'un seul terme, savoir celui ou se trouve la moindre de toutes les racines 0,, 92, 6„ ...; c'est pourquoi, en supposant que ces racines sont rangées selon leur grandeur et que 0, est la moindre de toutes, l'état final du solide sera exprimé par l'équation
/.r 0p| X ) Mi dx i'-Kl B
-■ .:■■ wr '
On déduirait «le la solution générale des conséquences semblables à
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relies que présente le mouvement de la chaleur ilans une masse s | ► I k • rique. On reconnail d'abord qu'il \ a mu' infinité d'états particuliers dans chacun desquels les rapports établis entre 1rs températures initiales se conservent jusqu'à la fin du refroidissement. Lorsque l'étal initial ne coïncide pas avec un des états simples, il esi toujours composé de plusieurs d'entre eux, el le- rapports des températures chan- ^'•iii continuellement à mesure que le temps augmente. En général, le solide arrive bientôt à cel étal où 1rs températures des différentes couches décroissent continuellement en conservant les mêmes rapports. Lorsque le rayon \ est très petit, on trouve que les tempi
tures décroissent proportionnellement a la fraction e s ' . Si, au contraire, ce rayon \ a une valeur extrêmement grande, l'exposant de ' dans le terme qui représente le système final des températures contient le carré du rayon total. <»n voit par lit comment la dimension dn solide influe sur la vitesse finale du refroidissement - . Si la température du cylindre dont le rayon est \ passe de la valeur A à la
! - s no - jurent dans les detu premières équatioi
Chapitre, on ir
c '"N pour la valeur de celle fraction. i ,. D.
Les rés - - ■ démontrent - l équation qui détermine '! -
i l'a vu,
el il r.;siilie ■; - - moments des articles 107 308 109 sa plus petite racine est
■ i te racine de l'équation
,_ ■ i i ~ S pproximalivemcnl
\ - - - id, 8| se rapproche de la plus petite racine de l'équation mi la vale • i l is deux valeurs de 6, employéi
mon' - nt .iu\ deux rés - I mnés par Pourier. G D
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valeur moindre B «huis un temps T, la température d'un second cylindre de rayon égal à X passera de A i. B dans un temps différent T'. Si les deux solides ont peu d'épaisseur, le rapport des temps T et T' sera celui dos diamètres. Si, au contraire, les diamètres des cylindres sont très grands, le rapport des temps T et T' sera celui <\n carré des dia-
mètres.
CHAPITRE VII
PROPAGATION DE l \ CHALEUR l>\NS UN PRISME RECTANGULAIRE.
L'équation
.),-- Ty> dF = 0'
t|in' nous avons rapportée dans la Section IV du Chapitre II (p. 102), exprime le mouvement uniforme de la chaleur dans l'intérieur d'un prisme d'une longueur infinie, assujetti par sa base à une température constante, et dont on suppose les températures initiales nulles. Pour intégrer cetl [uation, on cherchera, en premier lieu, une valeur particulière de v, en remarquant que cette fonction c doit demeurer la même lorsque y change de signe, nu lorsque - change de signe, et qu'elle doit prendre une valeur infiniment petite lorsque la distance < est infiniment grande. D'après cela, il est facile de voir que l'on peut choisir pour valeur particulière de v la fonction
ae~'"r eus n y COSps :
et, faisant la substitution, on trouve
Mettant don.' pour n el j> des quantités quelconques, on aura
La valeur de » doit aussi satisfaire à l'équation déterminée
/, di
K Jv
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lorsque y esl égal ii /ou à — /, et à l'équation
// dv
W{ dz "
lorsque s esl égal à /<>u à — /(Sect. IV du Chap. Il, art. 125). Si l'on donne à v la valeur précédente, on aura
— // sin/jy + r-cosny = o el -/?sino.s -■ ^cospz=io,
iv K
ou
— = nliangnl, g-=/?/lang/?/;
on voit par lit que, si l'on trouvait un arc e tel que e tangE équivalût à la quantité toute connue j-/, on prendrait pour // ou [tour /> la quantité -.• Or il est facile de reconnaître qu'il y a une infinité d'arcs qui, multipliés respectivement par leur tangente, donnent un même produit déterminé j- , d'où il suit que l'on peut trouver pour // et pour /> une infinité de valeurs différentes.
Si l'on désigne par s,. e2, i, les arcs en nombre infini qui satisfont à l'équation déterminée
e lange = ^r,
on pourra prendre pour // un quelconque de ces arcs divise par /. Il en sera de même de la quantité p; il faudra ensuite prendre nr -=/r-+- />-. Si l'on donnait à // el à p d'autres valeurs, on satisferait à l'équation différentielle, niais non pas à la condition relative à la surface. On peul donc trouver de cette manière une infinité de valeurs particulières de v, et comme la somme de plusieurs quelconques de ces valeurs satisfait encore à l'équation, on pourra former une valeur plus générale .1er.
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"h prendra successivement pour // el pour/? toutes les valeurs |i>i>-
sibles, qui ^<Mit ji "' • -y» • • • • Désignant par ait ait a3, . ..; A,, b.2,
6,, ... ilf'- coefficients constants, on exprimera la valeur de v par l'équation suivante ' :
f- \ COSrtil COS/lj ' ... A, COSrt, 3
Cf,< s ■ OS COS !< ■ COS/ï ■ -"
OS/IiJ Iji N COSrtjJ ... b3 ci>-/ijZ
Si l'on —ïi|>|»«t— «* maintenant la distance x nulle, il faudra que chaque point de la section A conserve une température constante. Il est donc
S suivait slriclemenl la méthode générale indiquée pai loin ut. on scr.ni con-
duit, pour la valeur de i . à la série
il \ >■ r\ ; ■ "l eosH/jr cos«>i z.
ta \../. auraienl tirs valeurs quelconques. Fourier prend toul de - i ■ explication,
\ =aibk.
Le ■ la méthode justiGe, sans l'expliquer peut-êln iment, uni
- - érale. En choisissant fi.hL pour la valeur particulière
du coefficient \ , Fo irier admet que la - érale doit s.' réduire, quand on y rail
: |>n>iliiii de di - - trigonomélriques contenant chacune une seule des va
riables j", ;. <'.e point peut ■ - ment établi, si l'on admet toutefois la légitimité des
- i 5 par Fourier. Faisons, en effet, i = o dans l'équation (i);
luire ;i i. "ii aura
ux membres tle égalité par cos//aj cos si l'on in li
- limites >< el /. on aura
f ' ' I - - / .-''/''"- '■ ioa u ■/
Les - ._; renl que le second membre se réduil .i
\ , , / ■ ■ - "i.> dj I COS*//a : dz .
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nécessaire qu'en faisanl .r = o, la valeur de 9 soil toujours I, même, quelque valeur que l'on puisse donner à y ou à s, pourvu que ces valeurs soient comprises entre o et /. Or, en faisant x = o, on trouve i, = (aicosnly + aîcosn2y + a3cosn3y+...){blcosnlz+bicosniz + bicosn
En désignant par i la température constante de la base A, on prendra les deux équations
i = a, cos«i v 4- ff2cos//2v -+- a3COSn3j • • -, i = ^cos/ii-s + b.2cosn,z + ^:îcosn3= +
Il suffît donc de déterminer les coefficients a(, «2, o3 dont le
nombre est fini, en sorte que le second membre de l'équation soit toujours égal à l'unité. On a résolu précédemment cette question dans le cas où les nombres nlf n„ n,. ... forment la série des nombres impairs (Section II du Chapitre III, page 1*9). Ici les quantités /,„ n2,
n. sont des irrationnelles, données par une équation d'un degré
infiniment élevé.
Posant l'équation
itzrc^cos/iij -\- a2cos/i2y+ a3cosn3y-+-. • -,
on en multipliera les deux membres par cosn.ydy, el l'on prendra l'intégrale depuis y = o jusqu'à y = L On déterminera ainsi le pre-
on a donc
Si l'on pose . . ,
sm/^/ _ -|Sin»at
«a | COS2«oc.> '('
on a
et l'on obtient les formules définitives données dans le texte.
< il m* i ri; i: vu. - PRISME REC i vm.i laire.
:îii3
mier coefficient a,. On suivra un procédé semblable pour déterminer les coefficients suivants. En général, si l'on multiplie les deux membres de l'équation par cosvydy, v étant l'une quelconque <les valeurs de //. cl que l'on intègre, un tenue quelconque du second membre qui sérail représenté par acosny donnera naissance à l'intégrale
a / COS '/ > COSV i dj
a ! cos a v)ydy a ! cos(n -+-v)ydy
sin(/z — v) y H sia(/i
et. faisant v = /.
-m n — v)/-H(« — v)sin(/i -4- v)l
OU
ou
Or chaque valeur de n satisfait à l'équation
// lane ///
il en est de même de v : on aura don<
n langnl = v langv / ou
n sin/i/cosv/ — vsinv/cos/zf = o.
Ainsi l'intégrale précédente, qui se réduit à
— ; : (n sin/zl cosv/ — vcos/z/sinv /).
est nulle. Il tant excepter le seul cas où n v. En reprenant alors l'in-
ile
a |"sin(/i — v)/ sin(« H- v / I t | « — v /i ■+- v
on voit que, si l'on a n v, elle équivaut à la quantité -(/ "'" ' )•
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Il résulte de là que si, dans l'équation
i = a, cosn,y -t-^cos/^.v 4- a3cosnsy -+-...,
on veut déterminer le coefficient d'un terme du second membre désigné paracosny, il faut multiplier les deux membres par cosnydy, et intégrer depuis y = o jusqu'à y = l. On aura pour résultat l'équation
a ! . si ii ■>■"/ \ ' .-, _ /
d'où l'on tire
sinn/
2 «Z -t- sin 2 «/ 4
On déterminera de cette manière les coefficients a,, a2, a„ ...; il. en sera de même des coefficients bt , b,, b3, . . ., qui seront respectivement les mêmes que les précédents.
Il est aisé maintenant de former la valeur générale de v : i° elle satisfera à l'équation
dH> F_v <P_v __ Q .
dx* + dy* dz1 ~
2° elle satisfera aux deux conditions
K^+/h=o et R_4-/<r = o;
3° elle donnera une valeur constante pour v, lorsqu'on fera xquelles que soient d'ailleurs les valeurs de y et de z, comprises entre o et /; donc elle résoudra dans toute son étendue la question proposer. On est parvenu ainsi à l'équation
, sin/^/cos»,/ sin/*2/cos/i.2r | sin/*,/cos/i,,r (
4 — an./H-sinan,/4" 2 n2 / H- sin 2 n, / 2 ns l -h Sili 2 n3l
ou, en désignant par e„ e2, e„ . . . les arcs nj, n,L n,l
esr
sinejCOS^f sins2cos-^- sine,cos»-j-
', "- 2£l 4- Sin2£, 2EÎ4-S1I12EÎ 2g3-+-Sin2£,
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équation qui ;i lieu pour toutes l<"> valeurs dey comprises entre <> «■! / et, par conséquent, pour toutes celles ciui sonl comprises entre <> «•i . /.
En substituant les valeurs connues de '/, . />,, <t. . />,. . . . dans la valeur générale de i . "ii aura l'équation suivante, qui contient la solution complète de la question proposée
I i . i > // 1 / sin a nt l \ a nx l sin a n, /
1 sinn./cosn.s sinn./cosn.i — -. \
I < n . I si n a «i / \ 2 « , / sin a nx l
Les quantités désignées par nt, n .. n3, ... sonl en nombre in l'un, el respectivement égales aux quantités
ï. E, Ea
les arcs e,, e2, e,, ...sonl les racines de l'équation déterminé
hl
e lange = ^
La solution exprimée par l'équation précédente E esl la seule qui convienne ;■ la question; elle représente l'intégrale générale de l'équation
Jj ,): °'
dans laquelle on aurail déterminé les fonctions arbitraires d'après les
conditions doni s. Il esl facile de reconnaître qu'il ne peul \ avoii
aucune solution différente, lui effet, désignons par^ > . \ . : la valeur de v déduite de l'équation E : il esl évident que, si l'on donne au solide des températures initiales exprimées par l >•}• ~ ■ il ne pourra survenir aucun changement dans le système des températures, pourvu
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que la section à l'origine soit retenue à la température constante i : car. l'équation
div <)' c div _
étanl satisfaite, la variation instantanée de la température est nécessairement nulle. Il n'en sérail pas de même si, après avoir donné à chaque
point intérieur du solide dont les coordonnées sont .r, y, ; la température initiale ty(x,y,z), on donnait à tous les points de la section à l'origine la température constante o. On voit clairement, et sans aucun calcul, que, dans ce dernier cas. l'état du solide changerait continuellement et (jue la chaleur primitive qu'il renferme se dissiperait peu à peu dans l'air et dans la masse froide qui maintient la hase à la température o. Ce résultat est dû à la forme de la fonction } r. v. z), qui devient nulle lorsque x a une valeur infinie, comme la question le suppose.
Un effet semblable aurait lieu si les températures initiales, au lieu d'être -hty(x,y, s), étaient — <\>(x,y, z) pour tous les points intérieurs du prisme, pourvu que la section à l'origine fût toujours retenue à la température o. Dans l'un et l'autre cas, les températures initiales se rapprocheraient continuellement de la température constante du milieu, qui est zéro, et les températures finales seraient toutes nulles.
Ces principes étant posés, considérons le mouvement de la chaleur dans deux prismes parfaitement égaux à celui qui est l'objet de la question. Pour le premier solide, nous supposons que les températures initiales sont -h <\>(x,y, s] et que la base A conserve la température fixe i . Pour le second solide, nous supposons que les températures initiales sont - ']/(x,y, z et que Ions les points de la base A sont retenus à la température o. Il est manifeste que, dans le premier prisme. le système des températures ne peut point changer et que. dans le second, ce système varie continuellement jusqu'à ce que toutes les températures deviennent nulles.
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>i maintenant on fail coïncider dans le même solide ces deux fiais différents, le mouvemenl de la chaleur s'opérera librement, comme -i chaque système existai I -'Mil. Dans I "ci ai in mal formé des deux systèmes réunis, chaque poinl du solide aura une température nulle, excepté les points de la section \ don! la température sera i. ce qui esl conforme ii l'hypothèse. Ensuite, les températures du second système cbangeronl de plus en plu- el s'évanouiront entièrement, pendant «pic
celles du premier se conserveront sansaucun changement. I) :, après
un temps infini, le système permanent des températures sera celui que représente l'équation E . ou
Il tant remarquer que cette conséquence résulte de la condition relative •i I étal initial; on la déduira toutes les fois que la chaleur initiale contenue dans le prisme est tellement distribuée qu'elle s'évanouirait entièrement si l'on retenait la hase A à la température »>.
Nous ajouterons diverses remarques à la solution précédente : i" M est facile de connaître la nature de l'équation etange
Fig. ,-..
il suffit de supposer swrfig. i 5 que l'on ail construit la courbe
U = ; la ii. .
I arc t étant pris pour abscisse et u pour ordonnée. Cette ligne esl
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composée de branches asymptotiques. Les abscisses qui correspondent aux asymptotes sonl -> —> — > ■ ■ ■ ; celles qui correspondent aux points d'intersection sont -, 2ir, 3-, .... Si maintenant on élève à l'origine une ordonnée égale à la quantité connue - ci que, par sou extrémité, on mène une parallèle à l'axe des abscisses, les points d'intersection donneront les racines de l'équation proposée
/// Etange= ^'
La construction indique les limites entre lesquelles chaque racine est placée. Nous ne nous arrêterons point aux procédés de calcul qu'il faut employer pour déterminer les valeurs des racines. Les recherches de ce genre ne présentent aucune difficulté.
2° On conclut facilement de l'équation générale E que, plus la valeur de x devient grande, plus le terme de la valeur de v dans lequel se trouve la fraction e—n"~^"'< devient grand par rapport à chacun des suivants. En effet, //,, n2, // étant des quantités positives croissantes, la fraction e_JN/2"; est la plus grande de foules les fractions analogues qui entrent dans les termes subséquents.
Supposons maintenant que l'on puisse observer la température d'un point de l'axe du prisme situé à une dislance x extrêmement grande, et la température d'un point de cet axe situé à la distance x ■+- 1 , i étant l'unité de mesure; on aura alors y = o, z = o. et le rapport de la seconde température à la première sera sensiblement égal a la fraction e v'2"'. Cette valeur du rapport des températures des deux points de l'axe est d'autant plus exacte que la dislance x est plu> grande.
Il suit de lit que, si l'on marquait sur l'axe des points dontehacun lut distant du précédent de l'unité de mesure, le rapport de la température d'un point à celle du point qui précède convergerait continuellement vers la fraction e s -" ; ainsi les températures des points places
CHAPITRE VII. PRISME RECTANGULAIRE
ii distances égales finissent par décroître en progression géométrique. Cette l"i aura toujours lieu, quelle que soii l'épaisseur de la barre, pourvu que l'on considère des points situés a une grande distance du foyer de chaleur.
Il est facile de voir, au moyen de la construction, que, si la quantité appelée /. qui esl la demi-épaisseur du prisme, rsi fort petite, //, a une valeur beaucoup plus petite que "., n ; il en résulte que la première fraction e r^SH* est beaucoup plus grande qu'aucune des fractions analogues. Ainsi, dans le cas où l'épaisseur de la barre esl très petite, il n'est pas nécessaire de s'éloigner «le la source de la chaleur pour que les températures des points également distants décroissent en progression géométrique. Cette loi règne alors dans toute l'étendue de la barre.
Si la demi-épaisseur /est une très petite quantité, la valeur générale de v se réduit au premier terme, <|iii contient r—'r;!";. Ainsi la fonction » i|ui exprime la température d'un point dont les coordonnées sont > . \ el s esl donnée, dan- ce cas, par l'équation
i sin // / V , —
i =\ — -. : , cosny cos/i ■' l
■ni -in » ///
l'arc i ou «/devienl extrêmement petit, comme on le voit par la construction. L'équation
-'■ réduit aloi - .1
la II- : /
la première valeur de e, ou e,, esl y ~ : a l'inspection de la fîg. 1 5 p. '>' >- , on connaît les valeurs des autres racines, en sorte que les quantités e, . e2i e,, ... sonl les suivant* -
ht
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Les valeurs de nt, n2, /?.,, ... sont donc
7VK' V T'
on en conclut, comme on l'a <lii plus haut, que, si / est une très petite quantité, la première valeur n est incomparablement plus petite <|ii<' toutes les autres, et que Fou doit omettre dans la valeur générale de v tous les tenues qui suivent le premier. Si maintenant on substitue dans ce premier terme la valeur trouvée pour //, en remarquant que l'are ni et l'arc inl sont ésraux à leurs sinus, on aura
( [Kl A ( [kl z\ -rfâ
le facteur i / ^qui entre sous les signes cosinus étant très petit, il s'ensuit que la température varie très peu pour les différents points d'une même section, lorsque la demi-épaisseur / est très petite. Ce résultat est, pour ainsi dire, évident de lui-même; mais il est utile de remarquer comment il est expliqué par le calcul. La solution générale se réduit en elïet à un seul terme, à raison de la ténuité de la barre, et l'on a, en remplaçant par l'unité les cosinus d'arcs extrêmement petits,
équation qui exprime, dans le cas dont il s'agit, les températures stationnâmes.
On avait trouvé cette même équation précédemment .art. 76, p. 55 ; on l'obtient ici par une analyse entièrement différente.
La solution précédente l'ait connaître en quoi consiste le mouvement de la chaleur dans l'intérieur du solide. Il est facile de voir que, lorsque le prisme a acquis dans tous ses points les températures stationmires que nous considérons, il existe, dans chaque section perpendi-
i il vri i i;i. \ m. prisme i;i.< rANGi i. uni-:. :tT t
culaireà l'axe, un flux constant de chaleur qui se porte vers l'extrémité non échauffée. Pour déterminer la quantité de ce flux qui répond ii u ne abscisse a*, il faut considérer que celle qui traverse, pendant l'unité de temps, un élément de la section est égale au produit du coefficient k. de l'aire dydz et du rapport , pris avec un signe contraire.
ii / i
Il faudra donc prendre l'intégrale
depuis s = o jusqu'à c = /, demi-épaisseur de la barre, et ensuite depuis y = o jusqu'à y = I. On aura ainsi la quatrième partie du flux total.
Le résultat de ce calcul fait connaître la loi suivant laquelle décroît la quantité de chaleur qui traverse une section du prisme; et l'on voit que les parties éloignées reçoivenl très peu de chaleur du foyer, parce que celle qui en émane immédiatement se détourne en partie vers la surface, pour se dissiper dans l'air. Celle qui ira\ erse une section quelconque du prisme forme, si l'on peut parler ainsi, une nappe de chaleur dont la densité varie d'un point de la section à l'autre. Elle esi continuellement employée a remplacer la chaleur qui s'échappe par la surface, (huis toute la partie du prisme située à la droite de la section : il est donc nécessaire que toute la chaleur qui sort pendant un certain temps de cette partie du prisme soit exactement compensée par celle qui \ pénètre en vertu de la conducibilité intérieure du solide.
Pour vérifier <<■ résultat, il faut calculer le produit du flux établi a l,i surface. L'élément de la surface est dxdy, et, v étant sa température, hvdxdy est la quantité de chaleur qui sort de cet élément pendant l'unité de temps. Donc l'intégrale // / dx / vdy exprime la chaleur totale émanée d'une portion finie de la surface. Il faut maintenant employer la valeur connue *\>- » en y en supposant - = /; puis intégrer, une fo - depuis y -. o jusqu'à j* — /, et une seconde fois depuis x i
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j 1 1 - * | ii *;i x = oc. On trouvera ainsi la moitié de la chaleur <|ui sorl de la surface supérieure du prisme; et, prenant quatre fois le résultat, on aura la chaleur perdue par les surfaces supérieure el inférieure.
Si l'on se serl maintenant <le l'expression h / dx / * <lz. que l'on donne à y dans v sa valeur /, que l'on intègre, une lois depuis z = o jusqu'à s = /, et une seconde lois depuisa? = a?jusqu'àa? = ac, on aura la quatrième partie de la chaleur qui s'échappe par les surfaces latérales.
L'intégrale h / dx / vdy, étanl prise entre les limites désignées,
donne la valeur
ha . /— -, — -,
-in ////cos/i/e^^v'""1""',
pour chacun des ternies
a e~xv ''»*+"'- cas m y cos n z
de v, et l'intégrale h / dx / vdz donne
ha
COSw/sill n / r '\ ">'■<-'''■
doue la quantité de chaleur que le prisme perd à sa surface, dans toute la partie située à la droite de la section dont l'abscisse est r, se compose de tous les termes analogues à celui-ci
\lni ,—. — , / i . , ,i , . A
= e-x\">-+"- — s 1 1 1 //// cns/a H cos/;// -m /// .
\iii--hni \m "
D'un autre côté, la quantité de chaleur qui pénètre, pendant le même temps, à travers la section dont l'abscisse esta? se compose des termes analogues à celui-ci
mu il est donc nécessaire que l'on ail l'équation
— smml sin ni = — — ====== sinmtcos«t H == cos ml sm ni
"tn /u\ m n' n \ m- n':
OU
K (m'2 + n'2) sin//// -in /// — h/n cos//// sin /// + //// sin/// /cos///:
i II \l'l I Kl \ 11. PRISME REC l\\M I. V 1 1 i I . or on a séparément
K nr vju //// «.in /// lun COS //// >iu ///
• Ml
nu ;i aussi ou
/// si ii //// h
K sin/i/sin/n/ = hncosnlsinml
n sin /J //
eus/// K'
donc l'équation es! satisfaite. Cette compensation qui s'élablil sans ss <• entre la chaleur dissipée et la chaleur transmise est une conséquence manifeste de l'hypothèse, h le calcul reproduil ici la condition qui avait d'abord été exprimée; mais il était utile de remarquer celle conformité dans une matière nouvelle, qui n'avait point encore été soumise à l'Analyse.
Supposons que le demi-côté / <lu carré qui sert de base au prisme soil nue ligne extrêmement grande, et que l'on veuille connaître la loi suivant laquelle les températures décroissent pour les différents points de l'axe; on donnera à y et à s des valeurs nulles dans l'équation générale, et a / n nr valeur extrêmement grande. Or la construction faiteon-
naître, dans ce cas, « | n »• la première valeur de i est '• la deuxième
la troisième —i •■ • On fera ces substitutions dans l'équation eéné-
raie, on remplacera n.l. nA. n.l, ... par leurs valeurs •••
et l'on mettra aussi la fraction y. au lieu de < .On trouve alors
r(|Y - - .1 v ja^'M-ifl^-...)
1 \ [ \ ■^r+ïi \
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On \ini par ce résultat que la température des différents points de l'axe décroit rapidement à mesure qu'on s'éloigne de l'origine. Si «loue on plaçait, sur un support échauffé el maintenu à une température permanente, un prisme d'une hauteur infinie, ayant pour base un carre dont le demi-côté / serait très grand, la chaleur se propagerait dans l'intérieur du prisme et se dissiperait par la surface dans l'air environnant, qu'on suppose à la température <>. Lorsque le solide serait parvenu à un état fixe, les points de l'axe auraient des températures très inégales et, à une hauteur équivalente à la moitié du côté de la base, la température du point le plus échauffé sérail moindre que la cinquième partie de la température de la hase.
DU MOUVEMENT DE LA CHALEUB DANS IN CUBE SOLIDE
Il nous reste encore à faire usage de l'équation
,)/ (.\)\), dj dz
qui représente le mouvement de la chaleur dans un solide de forme cubique exposé ii l'action de l'air Sect. Vdu Chapitre II, p. lo6). On choisira en premier lieu pour v la valeur très simple
e~""cos/i ' cospy cosg ;;
et, en substituant dans la proposée, on aura l'équation de condition
la lettre /• désignant le coefficient -. ■ Il suit de là que, si l'on met au lieu de n. />. >/ des quantités quelconques et si l'on prend pour m la quantité k //- ■/''-'/' • la valeur précédente de < satisfera toujours ;i l'équation aux différences partielles. <>n aura donc l'équation
e z= C~l% "■!■' 'l' 'COS/J / fn-fi i ru- y;.
L'état de la question exige aussi que, si e change <lc signe et si i et ; demeurent les mêmes, la fonction ne change point; et que cela ail aussi lieu par rapport à y et par rapport ;i ~: or la valeur >\r v satisfait ••n idemmenl à ces conditions.
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Pour exprimer l'état de la surface, on emploiera les équations suivantes :
± K -j 1- hv — o,
dx
oy
± Iv — -+- h v = o.
Oz
Elles doivent être satisfaites (' lorsque l'on a .i=±«, mi v=±rt, ou c = ±«. On prend le centre du culte pour l'origine «les coordonnées et le côté est désigné par ia.
La première des équations (h) donne
h K ou
(■-""n sin//.r cospy COSqz -t- = COs//./ cos/?^ cosç-s = o
rt tangn# -+- r= = o,
équation qui doit avoir lieu lorsque x = ± a (2).
Il en résulte que Ton ne peut pas prendre pour // une valeur quelconque, mais que celte quantité doit satisfaire à la condition
na langna = a.
1 ) Plus exactement, on doit avoir
ax
pour x a et
— K h hv = o
pour x = — a, et cela, quels que soient j et z. Cet énoncé s étend de lui-même aux deux autres équations. G. D.
\\ir correspondance des signes, c'est-à-dire on doil prendre x -■ a s'il s'agii de
1 équation
— // tang nx 4- r- = o.
el ' h dans le cas contraire. (i- l>
CH \PI I lïK VIII. - CUBE SOLIDE, :5TT
Il faut donc résoudre l'équation déterminée
h . lang : : a, K
ce <|iii donnera la valeur de î, et l'on prendra n- ' • Or l'équation en
£ a une infinité de racines réelles; donc on pourra trouver pour // une infinité «le valeurs différentes. <m connaîtra de la même manière les valeurs que l'on peul donner à /> et à y: elles son! toutes représentées par la construction que l'on a employée dans la question précédente
art. 328 . Nous désignerons ces racines par //,, //., n3 \insi
l'on pourra donner à v la valeur particulière exprimée par l'équation
v __ e-AHn*-t-p*+q COS/J ' COS/JJ COS^w,
pourvu que l'on mette, au lieu de //, une des racines n{, n ,, //., et
qu'il en soil de même de /> el de q.
( >n peul former ainsi une infinité de valeurs particulières de * . el il r>t visible < 1 1 1 »• la somme de plusieurs de ces valeurs satisfera aussi a l'équation différentielle a el aux équations déterminées l> . Pour donner à v la forme générale que la question exige, on réunira un moulin indéfini de termes semblables à celui-ci
gg-kllnU-p*-*-^) CQS n i COSJPJ COSqz.
Nous exprimerons cette valeur de v par l'équation suivante :
v = >'■ •! cos/j ' ■ ' a3cosn3a e
. ,,- n . . a,cos/iij cos n ■■ ■ "' -+- . . . )
(at cosnlze~ka*t-*-a cosn s< ca\l -+■ atcosn :■ '-t-...).
Le second membre doil se former ' du produit «les trois facteurs
Il y ;t lieu >'. marque analogue •< celle qui ->• rapport» .. l'ar-
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écrits dans les trois lignes horizontales, el les quantités a,, a,, a,, ... sonl des coefficients inconnus. Or, selon l'hypothèse, si l'on fait t o, la température doit être la même pour ions les points du cube. Il Paul doue déterminera,, «,, a3, ... en sorte que la valeur de v soit constante quelles que soient celles de .r, de y el de s, pourvu que chacune de ces valeurs soit comprise entre a et <i. Désignant par i la température initiale commune à tous les points du solide, on posera les équations
i = a{ cos«j.r -+- a., eos//,.r + a3 COSn3x-+- . . . , i = a, cos nxy -+- a2 COSnty -4- a3 cosn3y -+-..., i = «, cos n , z -+- a2 cos n2z + a3 cos /j3 - -+-...,
dans lesquelles il s'agit de déterminer a,, a,, a3, \près avoir multiplié chaque membre de la première par cosn^dx, on intégrera depuis x = o jusqu'à x—a : or il résulte de l'analyse employée précédemment (art. 325) que l'on a l'équation
2 sin/i, a cos//, x 2 s'ui/i, a cos/> , /
siri2/i.a\ / sm ■.>.//.,//
inxa J \ 2/t,a
sin2ft,-a
désignant par a, la quantité -H — )> on aura
mii //, a sinn.a sin«3«
i=- — cos«..r-i — -cos/i,^H — cos« .,./■ + ... :
'i\"'/i /loO^., n3(i'x.
cette équation aura toujours lieu lorsque l'on donnera à x une valeur comprise entre a et — a.
On peut en conclure l'expression générale de v; elle est donnée par I équation suivante :
/ sin /j, a ,.„,, sinn a ... \
v = [ - cosn, i -c '■"•'-+- - c(i<// ,./■(• -'•".' 4- .. .
\ H\ " ',' i "ir( l^i J
in«ifl ,„i, sinnja , ,. \
COS H, IC""'' -H- rov//., ) c -'■">< -j- . . .
in/t,a . ,. sin//.-/ . , \
î,au, h,<i-j.
1 il vi'l l RE \ III. Cl BE Soi. nu;.
in-
I. expression de i esl donc formée du produil de trois fonctions se blables, l'une de r, l'autre de y el la troisième de s, ce qu'il esl facili de vérifier immédiatement.
En effet, -i. dans l'équation
• m suppose
fr ■> i ,i\ d -
dt ' {du;1 dp dz
«=XYZ,
'•" dénotanl par \ une fonction de x el /. par V un.' fonction de » el t, el par /. une fonction de = el /. on aura
M ;/ XZ- ï/'A //An''7 w'm w<>V
"ii prendra les trois équations séparées
dt A Jï »
<>n <li.ii avoir aussi, pour la condition relative ;i lu surface
/ . A<PZ àY d'Y ,)\ à \ dl ' ' dy-' dt " dx'-'
dj k
dz K
•I "H I 'M, ilrilmt
à* KX "• dj K1 °' ,,, K7-0'
11 suil ,lr l;i que, pour résoudre complètemenl la question, il suffi! de prendre l'équation
du d*u dt h'Ta '
••t d'y ajouter l'équation <l<- condition
du I,
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qui doil avoir lieu lorsque x = a. On mettra ensuite y ou s à la place de x, el l'on aura les trois fonctions X, Y, Z, don! le produit est la valeur générale de v.
Ainsi (a question proposée est résolue comme il suit :
".."IJ-.i
n,, />,, //.,, . . . sont donnés par l'équation suivante
ha étangs = -j-,
dans laquelle i représente na; la valeur de u., est
i / si lia ri.a
oi r,
H 11 II ,U
COS/Jj
-An:
2 \ > Il Lil
On trouve de la même manière les fonctions tp(j, /), <pl ^. / .
On peut se convaincre que cette valeur de v résout la question dans toute son étendue, et que l'intégrale complète de l'équation aux différences partielles (a) doit nécessairement prendre cette forme pour exprimer les températures variables du solide.
En effet, l'expression de v satisfait à l'équation («) et aux conditions relatives à la surface. Donc les variations Acs températures qui résultent dans un instant de l'action des molécules et de l'action de l'air sur la surface sont celles que Ton trouverait en différentiant la valeur de v par rapport à /. Il s'ensuit que si, au commencement d'un instant. la fonction v représente le système des températures, elle représentera encore celles qui ont lieu au commencement de l'instant suivant, et l'on prouve de même que l'état variable du solide sera toujours exprimé par la fonction c, dans laquelle on augmentera continuellement
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la valeur de /. Or cette même fonction convienl à l'étal initial : donc elle représentera tous les états ultérieurs «lu solide. Ainsi, l'on esl assuré que toute solution <|ui donnerait pour v une fonction différente de la précédente serait erronée.
Si l'on suppose tjut* le temps écoulé / esl devenu très grand, on n'aura plus à considérer <|iie le premier tenue de l'expression de v; car les valeurs />,. //_.. . . . sont rangées par ordre, en commençant par la plus petite. Ce terme est donné par l'équation
-'""'" Kl;',
cos/i.vccosrtiy cos/ii-se-8*"»';
voilà donc l'étal principal vers lequel le système des températures tend continuellement, el avec lequel il coïncide sans erreur sensible au boul d'un certain temps. Dan- cet état, la température de chacun des points décroil proportionnellement aux puissances de la fraction e alors les états successifs sont tous semblables ou plutôt ils ne diffèrent que par la quantité des températures, qui diminuent toutes comme les termes d'une propre— ion géométrique en conservant leurs rapports.
On trouvera facilement, au moyen de l'équation précédente, la loi suivant laquelle les températures décroissent d'un point à l'autre dans le sens des diagonales ou des arêtes du cube, ou enfin d'une ligni donnée de position. On reconnaîtra aussi quelle esl la nature des surfaces «[ni déterminent les couches de même température. (>n voit que, dan- l'étal extrême «•! régulier que non- considérons ici, le- points d'une même couche conservenl toujours la même température, ce qui n'avait point lieu dans l'étal initial el dan- ceux qui lui succèdenl immédiatement. Pendant la durer infinie de ce dernier état, la masse divise en une infinité de couches dont tous les points ont une température commune.
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Il est facile de déterminer, pour un instant donné, la température moyenne de la masse, c'est-à-dire celle que l'on obtiendrait en prenant la somme des produits du volume de chaque molécule par sa température cl en divisant celte somme par le volume entier. On formera ainsi
l'expression— rj f f f vdxdydz, qui est celle de la température
moyenne V. L'intégrale doit être prise successivement par rapport à a . à jet à -, entre les limites — a et a; c étant égal an produit XYZ, on
aura
(2«r\ - fxdx I \ dy i'Ldz
ainsi la température moyenne est ( / ] ; car les trois intégrales
totales ont une valeur commune; donc
? V = /siii/i.^y i c_k<l + f sin nta f ± e_knît +
La quantité na équivaut à £, qui est une racine de l'équation
et \x est égale à -( n — -]■ On a donc, en désignant les différentes racines de cette équation par en e2, . . .,
sinsA
^sines\
SM12E
-III >£, I-t- -
£, est entre o et '"> e., est entre ~ et '--■> • •• : les moindres limites -, -2~, ... 2 - 2
approchent de pins en pins des racines e2, es, ... et finissent par se
confondre avec elles lorsque l'indice i est très grand. Les arcs doubles
■jzt, 2c;, ... sont compris entre o et -, entre 2- et '>-,.. .: c'est pour-
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(|ih>i les -iiiun de ces arcs sonl tous positifs; les quantités i ■+-
i .... sont positives et comprises entre i et 2. Il suit de là que
tiuis les termes qui entrenl dans la valeur de \ \ ><»n i positifs.
Proposons-nous maintenant de comparer la vitesse du refroidissement dans le cube à celle que l'on a trouvée pour une masse sphérique. On a vu que, pour l'un et l'autre de ces corps, le système des températures converge vers un étal durable qu'il atteint sensiblement après un certain temps; alors les températures des différents points du cube diminuent toutes ensemble en conservant les mêmes rapports, el celles d'un seul de ces points décroissent comme les termes d'une progression géométrique, dont la raison n'est pus la même dans les deux
corps. Il résulte des deux solutions que, pour la sphère, la raison est
_ •« . et, pour le cube, e . La quantité n est donnée par l'équation
lia — = i , '/.
MM//'/ K
a étanl le demi-diamètre de la sphère; el la quantité e est donnée par l'équation
: lange , a,
// étant le demi-côté du cube.
Cela posé, on considérera deux cas différents : celui où le rayon de la sphère et le demi-côté du cube sont l'un et l'autre égaux à a, quantité très petite; el celui où la valeur de a esl très grande.
Supposons d'abord que les deux corps ont une petite dimension;
ha -ii i-i
ayanl une très petite valeur, il en sera de même de :: on aura donc
donc la fraction e est <^-,Ar à t '"": ainsi les dernières tempéra-
tures que l'on observe ont une expression de cette forme
Ae"tu".
Si maintenant, dans l'équation
l—va>
on suppose que le second membre diffère très peu de l'unité, on
trouve
/; ira
donc la fraction erkn% est e CUa.
On conclut de là que, si le rayon de la sphère est très petit, les vitesses finales du refroidissement dans ce solide et dans le cube circonscrit sont égales et qu'elles sont l'une et l'autre en raison inverse du rayon; c'est-à-dire que, si la température d'un cube dont le demi-côté est a passe de la valeur A à la valeur B dans le temps /, une sphère dont le demi-diamètre est a passera aussi dans le même temps de la température A à la température B. Si la quantité a venait à changer pour l'un et l'autre corps et devenait a', le temps nécessaire pour passer de A à B aurait une autre valeur /' et le rapport des temps / et / sciait celui des demi-côtés a et a'.
11 n'en est pas de même lorsque le rayon a est extrêmement grand ;
car e équivaut alors à -? et les valeurs de na sont les quantités -, 2-, >-, .... On trouvera donc facilement, dans ce cas, les valeurs des frac-
3 6». %k-tf> k~-
lions e "'' , e~k"°'\ ces valeurs sont e 4"' et e "s . On tire de là ces deux conséquences remarquables :
i° Étant donnés deux cubes de grandes dimensions, dont a et a soient les demi-côtés, si le premier emploie le temps / pour passer de la température A à la température B, et le second le temps /'pour ce même intervalle, les temps/ et /'seront proportionnels aux canes a-
i II M'I I RE \ III. CI BE SOLIDE. 383
ci (/ - de- demi-côtés. On a trouvé un résultai semblable pour les sphères de grande dimension.
Si un cube a pour demi-côté une longueur considérable a. <•! qu'une sphère ail la même quantité a pour rayon, el que pendanl le temps / la température 'In cube s'abaisse de A à B, il s'écoulera un temps différent / pendanl que la température de la sphère s'abaissera de A ii B; el les temps t el / seronl dans le rapport de 'i ii 3.
Ainsi le cube et la sphère inscrite se refroidissenl égalemenl vite lorsqu'ils onl une petite dimension : et, dans ce rus. la durée du refroidissement est, pour l'un et l'autre corps, proportionnelle ii l'épaisseur. Si le cube e1 la sphère inscrite ont une grande dimension, la (luire du refroidissement final n'esl pas la même pour les deux solides. Cette durée est (dus grande pour le culte que pour la sphère, dans la raison de î ;i !: et, pour chacun des deux corps en particulier, la durée du refroidissement augmente comme le carré du diamètre.
()n a supposé que le corps se refroidi! libremeul dans l'air atmosphérique dont la chaleur est constante. On pourrait assujettir la surface a une autre condition et concevoir, par exemple, que tous ses points conservent, en vertu d'une cause extérieure, la température
fixe O. Les quantités ". />. y. qui entrent dans la valeur de v nhu> le
signe cosinus, doivent être telles, dans ce cas, que nx devienne nulle lui-., pic / reçoit -a valeur complète ", et qu'il en -oit de méine de pv «•t de i/z. Si le ente <lu ciihe y.a est représenté par -, on pourra exprimer uni' valeur particulière de » par l'équation suivante, qui satisfait en même temps a l'équation générale du mouvement de la chaleur et a l'état de la surface,
Cette fonction est nulle, quel que soit le temps /. lorsque x, ou v. ou .oivenl leur- valeurs extrêmes — ' ou : mai- l'expression de la
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température ne peut avoir cette forme simple qu'après qu'il s'esl écoulé un temps considérable, à moins que l'étal initial donné ne soit luimême représenté par la fonction cosœcosy cosz. C'est ce que Ton a supposé dans la Section VIII du Chapitre I art. 100, p. 81). L'analyse précédente démontre la vérité de l'équation employée dans l'article que l'on vient de citer.
On a traité jusqu'ici les questions fondamentales de la Théorie de la chaleur et considéré l'action de cet élément dans les corps principaux. L'ordre et l'espèce des questions ont été tellement choisis que chacune d'elles présentât une difficulté nouvelle et d'un degré plus élevé. On a omis à dessein les questions intermédiaires, qui sont en trop grand nombre, telles que la question du mouvement linéaire de la chaleur dans un prisme dont les extrémités sciaient retenues à des températures fixes, ou exposées à l'air atmosphérique. On pourrai! généraliser l'expression du mouvement varié de la chaleur dans le cube ou le prisme rectangulaire qui se refroidit dans un milieu aériforme, et supposer un état initial quelconque; ces recherches n'exigent point d'autres principes que ceux qui sont expliqués dans cet Ou-
CHAPITRE l
DE I. V DIFFUSION DE l. v cil Mil il
IU ■OCYBXBNl LIBRE DE IV muni; Iivn- im LIGNE INFINIE.
On considère i>'i le mouvemenl de la chaleur dans une masse solide homogène dmit toutes les dimensions sont infinies. On divise ce solide par des plans infinimenl voisins el perpendiculaires à un axe commun, el l'on suppose d'abord qu'on a échauffé une seule partie de la masse, savoir celle qui esl comprise entre deux plans A el M parallèles, dont la distance esl g. Toutes les autres parties onl la température initiale <>: mais chacun des plan- compris entre A el B a une température initiale donnée, que l'on regarde comme arbitraire, el qui est commune a tous ses points; cette température esl différente pour les différents plans. L'étal initial de la masse étanl ainsi défini, il s'agil de déterminer par le calcul tous les états successifs. Le mouvemenl dont il
g i esl seulement linéaire, el dans le -''11- de l'axe des plans; car il esl évidenl qu'il ne peut y avoir aucun transport de chaleur dans un plan quelconque perpendiculaire à cel axe, puisque la chaleur initiale de tous ses points esl la même.
On peul supposer, au lieu du solide infini, un prisme d'une irè^ petite épaisseur, el dont la surface convexe esl totalement impénétrable .1 la chaleur. On ne considère donc le mouvemenl que dan- une ligne infinie, qui esl l'axe commun de tous !<•- plans.
La question esl plus générale lorsqu'on attribue des températures
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entièrement arbitraires à tous les points de la partie de la masse quia été échauffée, tous les autres points du solide ayant la température initiale o. Les lois de la distribution de la chaleur dans une masse solide infinie doivent avoir un caractère simple et remarquable, pair.- que le mouvement n'est point trouble par l'obstacle des surfaces et par l'action du milieu.
La position de chaque point étant rapportée à trois axes rectangulaires, sur lesquels on mesure les coordonnées x, y, z, la température cherchée est une fonction des variables x, y, z et du temps /. Cette fonction eou o{x,y,z,l) satisfait à l'équation générale
dv _ J^ [<P^ <*V <Py\
De plus, il est nécessaire qu'elle représente l'état initial, qui est arbitraire; ainsi, en désignant par V(x,y,z) la valeur donnée de la température d'un point quelconque, prise lorsque le temps est nul, c'està-dire au moment où la diffusion commence, on doit avoir
Il faut trouver une fonction v des quatre variables x, y, z, i qui satisfasse à l'équation différentielle (a) et à l'équation déterminée b).
Dans les questions que nous avons traitées précédemment, l'intégrale est assujettie à une troisième condition qui dépend de l'état de la surface. C'est pour cette raison que l'analyse en est plus composée et que la solution exige l'emploi des termes exponentiels. La forme de l'intégrale est beaucoup plus simple lorsqu'elle doit seulement satisfaire ii l'état initial, et il serait facile de déterminer immédiatement le mouvement de la chaleur selon les trois dimensions. Mais, pour exposer celte partie de la théorie et faire bien connaître suivant quelle loi la diffusion s'opère, il est préférable de considérer d'abord le mouvement linéaire, en résolvant les deux questions suivantes: on verra par la suite comment elles s'appliquent au cas des trois dimensions.
CHAPITRE IV DIFFUSION DE LA CHALEUR
Premièrx question. I ne partie ai d'une ligne infinie esl élevée dans t<>u> ses points à la température i; les autres parties de la ligne ont la température actuelle <>. on suppose que la chaleur ne peul se dissiper dans le milieu environnant; il Paul déterminer quel esl l'étal de la ligne après un temps donné. On peul rendre cette question pins générale eu supposant : i" que les températures initiales des points compris entre <i et // sont inégales et représentées par les ordonnées d'une ligne quelconque, que nous regarderons d'abord comme com-
pos Ii' deux parties symétriques (voir //-•. l6); j." qu'une partie tic
la chaleur se dissipe par la surface du solide, qui est un prisme d'une lies petite épaisseur et d'une longueur infinie.
La seconde question consiste a déterminer les états successifs d'une barre prismatique, dont une extrémité est assujettie à une température constante, el qui est infiniment prolongée.
La résolution de ces deux questions dépend de l'intégration de
l'équation
dv k F_v _ _nL
àt ~ i d <;./■- <;i>>1
art. 105 . (|iii exprime lo mouvement linéaire de la chaleur: e est la
température que le point placé a la distance x de l'origine doit avoir après le temps écoulé /; K. II. C, I), 1., S désignent la conducibilité propre, la conducibilité extérieure, la capacité spécifique de chaleur, la densité, le contour de la section perpendiculaire, ci l'aire de cette
Nous considérons d'abord le premier cas, qui esl celui où la chaleur se propage librement dan- la ligne infinie dont une partie <tl> a reçu
des températures initiales quelc pie-, tous les autres points ayant la
température initiale <>. Si l'on élève en chaque poinl de la barre l'ordonnée d'une courbe plane qui représente la température actuelle de ce point, on voit qu'après une certaine valeur du temps /, l'état du
solide est exprimé par la figure de la courbe. Nous désignerons par v = Y(x) l'équation donnée <jui correspond à l'état initial, et nous supposons d'abord, pour rendre le calcul plus simple, que la figure initiale de la courbe est composée de deux parties symétriques, en sorte
que l'on a la condition
F(tf) = F(— x).
Soit
dans l'équation
on fera
et l'on aura
Cl) ~ ' CDS
dv ,<)'r i)t à V
du __ d'à dt ~ ' dx*
On prendra pour // la valeur particulière ae~kq'~tcosqx\ a et y sitnl des constantes arbitraires. Soient q,, q.2, q3, . . . une suite de valeurs quelconques de q, et a,, «_,, a3, . . . une suite de valeurs correspondantes du coefficient (i\ on aura
a = axe~kl'\l cosy, x -+- a. ,e~'''-' cos^iC h a3e ~L'r>' COSq3. / — . . . .
Supposons : i° que les valeurs q,, q,, q3, . . . croissent par degrés infiniment petits, comme les abscisses q d'une certaine courbe, en sorte
qu'elles deviennent égales à dq, 2(/q, 3dq d(j étant la différentielle
constante de l'abscisse; 2° que les valeurs a,, </,, a3, ... soient proportionnelles aux ordonnées Q de la même courbe, et qu'elles deviennent égales ii Qtdq, Q2dq, Qsdq, ..., Q étant une certaine fonction de q. li en résulte que la valeur de // pourra être exprimée ainsi
a = j Q e~k(i"1 cos q .v tl</ .
Q e>t une fonction arbitraire /' q . et l'intégrale peut être prise de q = o ii q = go. La difficulté se réduit à déterminer convenablement la fonction Q.
i HAP1TRE I\. DIFFUSION DE LA < Il M II I!. 391
Pour \ parvenir, il faul supposer / o dans l'expression de // el l'égaler ii F c . <ui a ainsi l'équation de condition
I / Q cosqx '/'/■
Si l'on mettail au lieu de Q une fonction quelconque de q, el <|it<' l'on achevai l'intégration depuis q = o jusqu'à q = <x>, on trouverai! une fonction de i : il s'agil de résoudre la question inverse, c'est-à-dire de connaître quelle esl la fonction de q «pii. étanl mise au lieu de Q, donnera pour résultai la fonction F x . problème singulier donl la solution exige un examen attentif.
En développant le signe de l'intégrale, on écrira comme il suil l'équation donl il faul déduire la valeur de Q
I Q ,-M-y, , ,/y Qj cosqtX dq ■+■ QaCOSqax dq -+-... .
Pour faire disparaître tous les ternies du second membre, excepté un seul, "ii multipliera de pari el d'autre par cosrxdx, el l'on intégrera ensuite par rapport à x depuis x = o jusqu'à x = mz, n étant un n m m lue infini; r représente une grandeur quelconque égale à l'une des suivantes
ou, ce qui es( la même chose,
'h idq, Zdq
S ni y une valeur quelconque de la variable q, el q> une autre valeur qui es! celle que l'on a prise pour / : <ui aura
r = j dq
el
q = idq.
On considérera ensuite le nombre infini n pomme exprimant coin-
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bien l'unité de longueur contient de fois l'élément dq, en sorte <j ne l'on
aura
dq
En procédant à l'intégration, on reconnaîtra que la valeur de l'intégrale / cos q x cos rxdx est nulle toutes les fois que r et q sont des grandeurs différentes; mais cette même valeur de l'intégrale est -
lorsque q = r. Il suit de là que l'intégration élimine dans le second membre tous les termes, excepté un seul, savoir celui qui contient (/j ou r. La fonction qui allée te ce même terme est Qy-; on aura donc
F(a?) cosqjc dx = — -Qy ^/y;
et, mettant pour Jid<j sa valeur i, on a
- J ' = f F(x) cosqxdx;
on trouve donc, en général,
— =f \< (x)COSqJ- fl.r.
Ainsi, pour déterminer la fonction Q qui satisfait à la condition proposée, il faut multiplier la fonction donnée F(x) par cosqxdx, et intégrer de x nulle à x infinie, en multipliant le résultai par -> c'està-dire que, de l'équation
F(x) = j /(q)cosqxdq, on déduit celle-ci
/('/) = - j F(.r) COSq.r f/.r.
En substituant la valeur de f(q) dans l'expression de F x , on obtient l'équation générale
(c) -F(x)=l cosqxdq I F(x)cosqxdx.
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La fonction F j représentant les températures initiales d'un prisme infini dont une partie intermédiaire seulement esl échauffée, si l'on substitue dans l'expression de v la valeur <j it «* l'on a trouvée pour la fonction Q, on a l'intégrale suivante, qui contient la solution complète de la question proposée :
- = e ht I <■ *» 'cosqa: d</ I I ~./i(/.i
L'intégrale par rapport à x étanl prise de .<• nulle à x infinie, il en résulte une fonction de y: et, prenant ensuite l'intégrale par rapport a q de y = o à y = x, on obtient pour v la fonction de ■*■ et / qui représente le> états successifs du solide.
Puisque l'intégration par rapport à r l'ait disparaître cette variable, on peut la remplacer dans l'expression de v par une variable quelconque oc, en prenant l'intégrale entre les mêmes limites, savoir depuis a = o jusqu'à x = oc. On a donc
— e~ht\ e~W COS q a? dq j F(a)cosyou/^
on
- = e-A< I F(a)da! e-Wcosc/xcosqzd'/.
L'intégration par rapport à y donnera une fonction de r, / et a; et, en prenant l'intégrale par rapport à et, on trouve une fonction de .r et / seulement. Il sciait facile d'effectuer, dans la dernière équation, l'intégration par rapport à y. et l'on changerait ainsi l'expression de * . On peut, en général, donner diverses formes à l'intégrale de l'équation
dt , d*v ,
, = A- -r— r Al :
Ôt <) l J
elles représentent toutes une même fonction de x et t.
F. Oo
39f THÉORIE DE LA CH I.LEUR.
Supposons en premier lieu que huiles les températures initiales des points compris entre a et l>, depuis x = — i jusqu'à x = i , aient pour valeur commune i, et que les températures de tous les autres peints soient nulles. La fonction f(x) sera donnée par cette condition. Il faudra donc intégrer, par rapport à x, depuis x = o jusqu'à x = i; car le reste de l'intégrale est nul d'après l'hypothèse. On trouvera ainsi
„ 2 Si M'/
et
e-q-kt cosara; sino — •
Le second membre peut être facilement converti en série convergente, comme on le verra par la suite; il représente exactement l'état du solide en un instant donné et, si l'on y fait / = o, on exprime l'état initial.
Ainsi la fonction
dq
2 f" . dq
- I sm <i cosqx — nj0 1
équivaut à l'unité si l'on donne à x une valeur quelconque comprise entre — i et r, mais cette fonction est nulle si l'on donne à x toute autre valeur non comprise entre — i et r. On voit par là que les fonctions discontinues peuvent aussi être exprimées en intégrales définies.
Pour donner une seconde application de la formule précédente, nous supposerons que la barre a été échauffée en un de ses points par l'action constante d'un même foyer, et qu'elle est parvenue à l'état permanent que l'on sait être représenté par une courbe logarithmique.
Il s'agit de connaître suivant quelle loi s'opérera la diffusion de la chaleur après qu'on aura retiré le foyer. En désignant par F(.r) la va-
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leur initiale de la Lempérature, on aura art. 76
\ esl la température initiale du point le plus échauffé. On fera, pour simplifier le calcul,
A = i el : =i.
KS
On a donc mi en déduit
I f COSÇ C il r
et. prenant l'intégrale de .r nulle à x infinie,
1 v Ainsi la valeur de e en .r el / esl donnée par l'équation suivante
/,/ C i ,,COS'/'
Si l'on l'ait t = o, on aura
r en-'/ /
cequi correspondà l'état initial. Donc l'expression ' f '"^ ' ^ éaui-
~Jo ' + y-' ' '
v',,lt :"~ -Il faut remarquerque la fonction F x , qui représente l'état initial, ne change point de valeur, d'après l'hypothèse, lorsque a devient négative; car la chaleur communiquée par le foyer avanl que l'état initial tut formé s'est propagée également à la droite et a la gauche du point oqui la reçoit immédiatement. Il s'ensuit que la ligne dont l'équation serait
' C cos a a. ,
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est composée de deux branches symétriques que l'on forme en répétant, à gauche de l'axe de v, la partie de la logarithmique qui est ii la
droite de cet axe et a pour équation
On voit ici un second exemple d'une fonction discontinue exprimée par une intégrale définie ('). Cette fonction - / , d<i équivaut à
p'r lorsque x est positive; mais elle est ex lorsque x est négative.
La question de la propagation de la chaleur dans une barre infinie dont l'extrémité est assujettie à une température constante se réduit, comme on le verra dans la suite, à celle de la diffusion de la chaleur dans une ligne infinie; mais il faut supposer que la chaleur initiale, au lieu d'affecter également les deux moitiés contigués du solide, y est distribuée d'une manière contraire; c'est-à-dire qu'en représentant par F (ce) la température d'un point dont la distance au milieu de la ligne est r, la température initiale du point opposé, pour lequel la distance est — x, a pour valeur — F(x). Cette seconde question diffère très peu de la précédente et pourrait être résolue par une méthode semblable; mais il est préférable de faire dépendre sa solution de l'analyse qui nous a servi à déterminer le mouvement de la chaleur dans les solides de dimensions finies.
Supposons qu'une partie ai [fig. iG) de la barre prismatique infinie soit échauffée d'une manière quelconque et que la partie opposée a 3 soit dans un état pareil, mais de signe contraire, tout le reste du solide ayant la température initiale o. On suppose aussi que le milieu environnant est entretenu à la température constante o, et qu'il reçoit de la barre ou lui communique la chaleur par la surface extérieure. Il
(') Il ne s'agit plus ici d'une fonction réellement discontinue, mais plutôt d'une fonction exprimée par deux lois différentes suivant que la variable est positive ou négative.
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- _ii do trouver quelle sera, après un temps donné /, la température v d'un point dont la distance à l'origine est .»-.
il,:. 16.
On considérera d'abord la barre échauffée comme avant une longueur finie 2X, «•! comme étant soumise à une cause extérieure quelconque qui retienl ses deux extrémités à la température constante o; on fera ensuite X
On emploiera d'abord l'équation
dt " CD ôx- CDS
"Il
dv rd*i> dx*
kÂZi-hv'>
et, faisant
• >n aura
= ue~hl,
du J!«
On exprimera comme il suit la valeur générale de ù
u = aJc-**î'sin^*,a; ate-*tittàng%x + ate k* '-in -, i ■+-. . .;
faisanl ensuite c = X, ce qui doil rendre nulle la valeur de p, on aura, pour déterminer la série des exposants g, la condition
- 1 II _' \ = o
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tétant un nombre entier. Donc
u = Oi e * sin -^ — h a,e x Sin2 y +••••
11 ne reste plus qu'à trouver la série des constantes a,, a.,, a3, — Faisant / = o, on a
a = F(or) = aj sin -==- -f- a2 sin2 -^ — h a3 sin3 -==r -h
Soit ^ = r, et désignons F(a?) ouF -^- j par/(r); on aura
/"(/•) = a, sin/- -+- a2 sin 2/' -+- a3sin3/'H-
Or on a trouvé précédemment
' / f(r)s\mrdr
donc
Xa,- /* . .r.x
~ = I l(x) sim-^-dx.
L'intégrale devait être prise de r = o àr = ic; donc elle doit être prise, par rapport à x, depuis x = o jusqu'à a- = X. En faisant ces substitutions, on forme l'équation
-JF . 7T.T /*' . 71./'
* Sin . / I- (.r) %\n — ilx t * sin 2 -y- / F(a;)sin2 <■/./+....
Telle serait la solution si le prisme avait une longueur finie représentée par 2X. Elle est une conséquence évidente des principes que nous avons posés jusqu'ici; il ne reste plus qu'à supposer la dimension X infinie. Soit X = n-, n étant un nombre infini ; soit aussi <y une variable dont les accroissements infiniment petits dq sont tous égaux:
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on écrira an lieu de n. Le terme général de la série qui entre dans
l'équation a étant
v sin i ' / Fi i sin i />-,
du représentera par 'j le nombre i, qui esl variable el qui devienl infini. Ainsi l'on aura
dq dq dq
En faisant ces substitutions dans le terme donl il s'agit, on trouvera
sin / / Fi i mh./<</,'.
Chacun de ces termes doil être divisé par X ou ,' : il devient nar là une quantité infiniment petite, et la somme de la série n'es! antre chose qu'une intégrale, qui doil être prise par rapport à q de y — o à q = x. Donc
v—\e '" I ' " ' '"'"7 -'''/v/ F<.'->>iii'/.'-'/'-.
L'intégrale par rapport à x doit être prise «le .»■ — 0 à r - x, ce qui donne une fonction de q\ et la seconde intégrale doil être prise par rapport à q <\<- q o à y = x. On peut aussi écrire
-e-hit e-W sin qxdq f F(<x)sinqadx e-'" f F a rfa / e k<>u sin q x sin q a dq.
|uation s contient la solution générale de la question : et, en substituant pour |" c une fonction quelconque, assujettie ou non à une loi continue, on pourra toujours exprimer en x et t la valeur de la température : il faut seulement remarquer que la fonction F a correspond à wm- ligne formée >\r deux parties égales et alternes.
Si la chaleur initiale est distribuée dans le prisme de telle manière que la ligne FFFF (fig. 17) qui représente cet état initial soit formée
de deux arcs égaux placés a droite et à gauche du point fixe o, le mouvement variable de la chaleur est exprimé par l'équation
?~''1 I F(a)dot. j e~ k'ii ' COS q x COS7 y. dq.
Si la ligne ffff {fig. 18) qui représente l'état initial est formée de
Fig. 18.
deux arcs pareils et alternes, l'intégrale qui donne la valeur de température est
- — e~hl 1 /(x)dxf e~,,fi's\i\ /■/.>■ sinqa dq.
Lorsqu'on supposera la chaleur initiale distribuée d'une manière quelconque, il sera facile de conclure des deux solutions précédentes l'expression de v. En effet, quelle que soit la fonction z>(.t) qui représente la température initiale et donnée, elle se décompose toujours en deux autres ¥(&) -h/(#0. dont l'une correspond à la ligne FFFF, el l'autre ii la ligne ffff, en sorte que l'on a ces trois conditions :
( il v r 1 1 1; î: iv mu i sion de i. \ •: il m.i.i R.
•oi
On a déjà fait usage de cette remarque dans les articles 233 «•! 234. On ^aii aussi que chaque étal initial donne lieu à un étal variable partiel qui se Forme comme s'il étaî! seul; la composition de ces « 1 ï \ « - 1 — états n'apporte aucun changement dans les températures qui auraient lieu -i parement pour chacun d'eux. Il suii de là qu'en désignant pan la température variable produite par l'étal initial que représente la Fonction totale p > , on doit avoir
-=.e /(' f e~ ■*»*' cos q x dq f F(a)cosqada
/ e ••' ' sin / / (/■/ j f(a) sinqada I .
Si l'on prenait cuire les limites x et — x les intégrales par rapport à x, il esl évident que l'on doublerait les résultats. <>n peut donc, dans l'équation précédente, omettre au premier membre le dénominateur 2, et prendre dans le second les intégrales pour y. depuis y. — — x jusqu'à a = -hao. On voit facilement aussi que l'on pourrait écrire
/ z y. cosqa aa. au heu de / F y. cosqada.; car il résulte de la condition à laquelle esl assujettie la fonction/ y. que l'on doit avoir
o= / f\ y. i cosqada.
On peut encore écrire / ç y. sin^atfaau lieu de / f y. sin^at/a, ■ ui a évidemment
o = / l sin^a '/a.
On en conclut
/ ''A/ / p y cosqacosqxda -+- I y (a) sin^a -iny / rfa
' / ■ /y J p(a) .-,,,,/, -a rfa
OU
71 v - e ht I o( y.\fly.i <■ k'i'f vo^<j i ./■ - y <I<j.
*J — oo *-^Q
La solution do cette seconde question fait connaître distinctement quel rapport il y a entre les intégrales définies que nous venons d'employer et les résultats de l'analyse que nous avons appliquée aux solides d'une figure déterminée. Lorsque, dans les séries convergentes que cette analyse fournit, on donne aux quantités qui désignent les dimensions une valeur infinie, chacun àc^ termes devient infiniment petit, et la somme de la série n'est autre chose qu'une intégrale. On pourrait passer directement de la même manière, et sans aucune considération physique, des diverses séries trigonométriques que nous avons employées dans le Chapitre III aux intégrales définies; il nous suffira de donner quelques exemples de ces transformations dont les résultats sont remarquables.
Dans l'équation
y = sinw + -k s\niu -+- - sino u h — S1117M -4-. . . , 1 J j 7
donnée aux articles 18 i et 222, on écrira au lieu de u la quantité '-;
x est une autre variable et n est un nombre infini éçal à -7-; q est une
° dg '
quantité formée successivement par l'addition de ses parties infiniment petites égales à r/y. On représentera le nombre variable i par
'/ • Si, dans le terme général — : sinf ii ■+- 1)-> on met pour i et n
leurs valeurs, ce ternie deviendra sin:>y.r. Doue la somme de la
série sera
dg
ijsin.y.
i II M'I I lil. I\. D1FFI Sl<>\ DE I. V t. Il \I.IJ lt. 'intégrale étanl prive de q <> à 7 x : nu a (loue l'équation
qui a toujours lieu quelle que soil la valeur positive de x.
Suit 21/. v r, /• étanl une nouvelle variable, mi aura
— L = — cl - = I sinr — ;
cette valeur de l'intégrale définie / sinr- esl connue depuis longtemps. Si. en supposant r négatif, on prenait la même intégrale de x>, on aurai) évidemmenl un résultai de signe contraire
La remarque que nous venons de faire sur la valeur de l'intégrale / Miiyt -, qui est -ou » peut servir à faire connaître la nature
de I expression
- / cuv/.r .-1117 — -
donl nous avons trouvé précédemment art. 348 la valeur égale à 1 ou a o, selon que x est ou n'est pas comprise entre i et -- 1. En effet,
on a
1 ' <l'l ' / ' , dq 1 /' . . <//
/ oso « -1117 — — - I singla; -+- 1) — / s in 7 (./■ — 1) — - ;
le premier terme vaut ",- ou — ,'• selon queaM 1 est une quantité
positive ou négative; le second - / s'ing x — 1 ' / vaul -, ou -
Belon que x - 1 esl une quantité posith 1 négative. Donc l'intégrale
totale esl nulle -1 1 1 et a 1 onl le même signe; car, dans ce cas, les deux termes se détruisent; mais, si ces quantités sont de signe <lilférent, c'est-à-dire si l'on a en même temps a 4- 1 > o el x 1 <[ o,
les deux termes s'ajoutent et la valeur de l'intégrale esl :; • Donc l'inté-
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ffrale définie / sinacosgx ■ -esl une fonction de a? égale à i, m la
variable x a une valeur quelconque comprise entre i et — i; et cette même fonction esl nulle pour toute autre valeur de x non comprise entre les limites i et — i.
On pourrait déduire aussi de la transformation des séries en intégrales les propriétés des deux expressions
COS7.' dq
q si 11 7./- dq
2 Ç q si 11 q. v ~ .'. 1 + 7-
et
La première (art. 350) équivaut à e~x lorsque x esl positive, et à e* lorsque a; est négative. La seconde équivaut à e~x si x est positive, et ;i — cr si x est négative; en sorte que ces deux intégrales ont la même valeur lorsque x est positive, et ont des valeurs de signe contraire
Fig. 19.
Fig. 20.
lorsque x est négative. L'une est représentée par la ligne cerc [fig. 19), l'autre par la ligne eeee {fig. 20).
L'équation (()
izx sinasin.r sin2asiii2.r sino y sin .'! x
S 111 = - ; 1 5 5—5 1 ;; jTT"
2 a y. t.- — or ~- — 2- y.- ~- — o-«"
(!) Plus exactement, le second membre de l'équation est égal à ■ — sin — si la
variable .r est comprise entre o cl a; il est égal à zéro si x esl comprise entre % et -. Pour retrouver l'intégrale déterminée par Fourier, il suflit de suivre sa méthode en remplaçant dans le terme général de la série
2 ~J. >-\\\iii -X >\l\lll ,r
I.i même transformation s'applique à l'équation générale
sinu I <f u) sin u <lu + sin a u I <p(«) -in 2 " '/// -+-...;
faisant u= ' ■ on désignera tp a . ou y) - )> par /' .,-• : on introduira dans le calcul nue quantité 7 qui reç >ii des accroissements infiniment
petits, égauxàtfa; // sera égala ! et «a f ; substituant ces valeurs
dans le terme gênerai
mu trouvera
.'' / .;• . . x dx
s 1 11 / — / m | | >in « ,
Il ,' ' \ll J IL II
dq -\u>/ > I ûnqxdx.
L'intégrale par rapport à u esl prise de // = <> à u = -; doue l'intégration par rapport à x doit avoir lieu de .r = o à # = «7:, ou de x nulle ii ./ infinie.
< »n obtient ainsi un résultai général exprimé par cette équation
:: / 1 — f s'mqxdq f j\ . .1 1 - i 1 1 7 1 il 1 ;
1 pourquoi, en désignant par Q une fonction de q telle que l'on ait
I Q sin^uefy,
équation dans laquelle f u est une fonction donnée, on aura
Q = z if " -'"'/" "'"• l'intégrale étanl prise de // nulle à u infinie. Nous avons déjà résolu
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une question semblable (art. 346 el démontré l'équation générale
- F ( .r ) = / COSq x dq f F {x) cos 7 x dx, qui esl analogue à la précédente.
Pour donner une application de ces théorèmes, nous supposerons / .v)=a,-r; le second membre de l'équation (e) deviendra par cette substitution
/ sinqxdq I xrsinqxdx.
L'intégrale
fx'sinqxdx ou -^ j q(qx)'sinqxdx
équivaut à -^ fursinudu, l'intégrale étant prise de h nulle à « infinie. Soit u. cette intégrale totale
/ ursinucfa;
il reste à prendre l'intégrale
/ siny^-^Y^ ou [ix'K j u-(™-r)sinudu.
Désignant par v cette dernière intégrale prise de // nulle à u infinie, on aura pour résultat des deux intégrations successives le terme a-rp. On doit donc avoir, selon la condition exprimée par l'équation (<?),
- xr = pfxy ou fi.v= -:
//'siiu/r/// et / a^sina— est
-■ Par exemple, en faisant /•= — -, on trouve pour / - - sa va-
sn
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On trouve tlf la même manière
fcosudu -.
J Tu = Vï'
et, de ces équations, on pourrait aussi conclure la suivante
qui est employée depuis longtemps ' ).
On peut résoudre au moyen des équations i el i le problèm» suivant, qui appartient aussi à l'analyse des différences partielles J Quelle est la fonction Q de la variable <] qui doit être placée sous le
ne intégral pour < 1 1 1 « * l'expression j Q< ■ dq soil égale à une Ponction doni l'intégrale étant prise de q nulle à q infinie? Mais, sans
s'arrêtei .1 ces diverses conséquences, doni l'examen nous éloignerait de noire objet principal, on se bornera au résultai suivant, que l'on obtient en combinant les deux équations (e) et (e). Elles peuvent être uii>. - sous cette forme
-in y t dq I f\ y. | sinqa da
I c)=/ COSqxdql F(a) cosqada.
Si l'on prenait les intégrait - par rapport à « depuis x jusqu'à », le résultat de chaque intégration serait doublé, ce <|ui est une consé quence nécessaire des deux conditions
et 1 I y :
- loin, art I ■ h
.m a donc les deux équations
itf{s)= f sinqxdg f f{a)sinq<
n F ( x ) = / cos q x dq \ F (a) cos?« c?a.
On a remarqué précédemment qu'une fonction quelconque f x) se décompose toujours en deux autres, dont l'une F(*] satisfait a la condition F(a;) = F(-aO, et dont l'autre /(*) satisfait à la condition ^j =_y(_ #). On a aussi les deux équations
o= r'v{a)*inq*d* et o=J /(«)cos^arf«;
on en conclut
ic[F(*)+/(*)]=*9(*)=+ C^9*dq f Xa)tànq*d*
-+- f " cos q x dq f F ( y ) cos 7 y da et
B(p(*) = ftànqxdq f'\ifi)fX*q«da+] COSqxdqj^ T(«)COS7«rf«
OU
ît(p(a.)== r\(y.)dy.i {>\u<i>±\\\qy. + coiq-rco$qy.)d<i
ou enfin Ki y(x) = - o(y.)dy. f cosq{x — a)dq.
L'intégration par rapporl à q donne une fonction de x et a, et la seconde intégration ferait disparaître la variable a. Ainsi la fonction représentée par l'intégrale définie jf'cOBjK* - « dj a cette singulière propriété que. si on la multiplie par une fonction quelconque ?(a) et par da, et si Ton intègre par rapporl à a entre des limites inB-
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nies- ,e résultai esl égal a -? , : en sorte que L'effet de l'intégration esl de changer a en x el de multiplier par le nombre - (').
i ' île
I cosyi ' — 2 \dq
dont parle Fourier n'a aucune valeur déterminée; car on a
fkCOSq(x-*)da-. ™
h le second membre no tend vers aucune limite lorsque A grandit indéfiniment. Il semble donc difficile daltacher un sens précis à la proposition énoncée dans ce dernier oara graphe. ' ' '
La formule célèbre i E), que donne ici Fourier el à laquelle son nom esl resté atl iché
peu) recevoir une signification très nette lorsqu'on la présente de la manière suiva
•«■•fonction - les que l'on rencontreen Physique mathé
matique, demeurant comprise entre deux limites Qxes lorsque x varie de — « à nayanl qu'un nombre limité de discontinu! maxima ou de minima Désignons i
(exemple de Dirichlel {Journal de Crelle, t. 17), pai ?(*-+-o)ta limite de?(* A)ei -o) la limite de • r - h) lorsque h tend vers zéro par des valeurs positives énoncer les propositions suivantes :
L'intégrale double
1 V'I(A - / ?(«W" COSq(x-«)dq l /' dq /'\ -,,,..., _ a)da
ou h cm un nombre positif et où Ion a B A. tend vers une limite déterminée J \ I; < 8 B'A( l!; ~ ''fi»*», h grandit indéfiniment. Cette limite est -[*(*-i-o)-«-»(j o ' - - ntreAetB, ' - B o s es égal à B, £T(A-o si , , , \.
que A ou plus petit que li.
1 r" ede là '!"" J A,B,oo)a une Un ninée J i lorsque B et A tendenl
""' m -» et - x. ei qU( , ette limite déterminée est égale à
- continue pour la valeur de a
1 B |,r"'"JV'' ronl alors même que la fom tiendrait
infi"" 'leurs de x, en nombre limit.'. pourvu que I intégrale / '.
demeure finie pour les valeurs de x qui rendent <pf» infinie G D
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On pour rail déduire directement l'équation (E) «lu théorème, rapporté dans l'article 234 (p. 23o et 23i), qui donne le développement d'une fonction quelconque f(x) en série de sinus el de cosinus d'arcs
multiples. On passe de cette dernière proposition à celles que nous venons de démontrer en donnant une valeur infinie aux dimensions. Chaque terme de la série devient dans ce cas une quantité différentielle. Ces transformations des fonctions en suites trigonométriques sont des éléments de la Théorie analytique de la chaleur; il est indispensable d'en faire usage pour résoudre les questions qui dépendent de cette théorie.
La réduction des fonctions arbitraires en intégrales définies, telle que l'expriment l'équation (E) et les deux équations élémentaires dont elle dérive, donne lieu à diverses conséquences que l'on omettra ici, parce qu'elles ont un rapport moins direct avec la question physique. On fera seulement remarquer que ces mêmes équations se présentent quelquefois dans le calcul sous d'autres formes. On obtient, par exemple, ce résultat
(E') cp(x)=.- I y{a)dy. I C0S7(.r — <x)dq,
qui diffère de l'équation (E) en ce que les limites de l'intégrale prise par rapport à a sont o et oo, au lieu d'être —oc et -+-oo. Il faut considérer, dans ce cas, que les deux équations (E) et (E') donnent poulie second membre des valeurs égales lorsque la variable x est positive. Si cette variable est négative, l'équation (E') donne toujours pour le second membre une valeur nulle. Il n'en est pas de même de l'équation (E), dont le second membre équivaut à o(x), soil que l'on donne à x une valeur positive ou une valeur négative. Quant à l'équation (E'), elle résout le problème suivant : Trouver une fonction de .< telle (/ne, six est positive, la valeur de la Jonction soit z(x), et que, six t si négative, la râleur de la fouet ion soit toujours nulle.
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La question de la propagation de la chaleur dans nue ligne infinie peu! encore être résolue en donnant à l'intégrale de l'équation aux différences partielles une forme différente que nous ferons connaître dans l'article suivant. Nous examinerons auparavant le cas où la source de la chaleur est constante.
Supposons que, la chaleur initiale étant répartie d'une manière quelconque dans la barre infinie, on entretienne la tranche A a nue température constante, tandis qu'une partie de la chaleur communiquée se dissipe par la surface extérieure. Il s'agit de déterminer l'état du prisme après un temps donné, ce qui esl l'objet de la seconde question que nous nous sommes proposée. En désignant par i la température constante de l'extrémité A. par <> celle du milieu, on aura
pour I expression de la température finale du point situe a la distance x de cette extrémité. Désignant par v la température variable dn même point après le temps écoulé /, on a. pour déterminer v, cette équation
dv K <)\ lit.
dl ~ CD da ' U>s'
Suit maintenant
on aura
on
v— g r V Ks _u „ .
du'
dt
CD <).i- ' CDS "
du' , i) n , .
Î7 = * -j-ï —nu',
i)t il i
K III
en remplaçant ( par / et ( .^ par //. >i l'un lait u'= e~ht u, un a
du , à
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L;i valeur do //' ou v — e K!i est celle de la différence cuire la température actuelle el la température finale; cette différence //', qui tend de plus eu plus à s'évanouir, et dont la dernière valeur est nulle, équivaut d'abord à
eu désignant par F(x) la température initiale d'un point situé à la distance x. Soit f{x) cet excès de la température initiale sur la température finale, il faudra trouver pour //' une fonction qui satisfasse à l'équation
,hi' ,d2«' . ,
-r— = A" -; r Il II ,
dt dx1
qui ait pour valeur initiale /(.r), et pour valeur finale o. Au point A,
HT
où x est égal à o, la quantité e — e hS a, par hypothèse, une valeur constante égale à o. On voit par là que iï représente une chaleur excédante qui est d'abord accumulée dans le prisme, et qui ensuite s'évanouit, soit en se propageant à l'infini, soit en se dissipant dans le milieu. Ainsi, pour représenter l'effet qui résulte de réchauffement uniforme de l'extrémité A d'une ligne infiniment prolongée, il faut concevoir : i° que cette ligne est aussi prolongée à la gauche du point A, et que chaque point situé à droite est présentement affecté de la température initiale excédante; 20 que l'autre moitié de la ligne à la gauche du point A est dans un état contraire, en sorte qu'un point placé à la distance — x du point A a pour température initiale — f x ; ensuite la chaleur commence à se mouvoir librement dans l'intérieur de la barre et à se dissiper à la surface. Le point A conserve la température o, et tous les autres points parviennent insensiblement au même état. C'est ainsi que l'on peut ramener le cas où le foyer extérieur communique incessamment une nouvelle chaleur à celui où la chaleur primitive se propage dans l'intérieur du solide. On pourrait donc résoudre la question proposée de la même manière que celle de la diffusion de la chaleur (art. 347, 353 et 354); mais, afin de mul-
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tiplier K's moyens de résolution dans une matière aussi nouvelle, on emploiera l'intégrale sous une forme différente de celle que nous avons considérée jusqu'ici.
On satisfait à l'équation
,)t 'J'en supposant // égale à c—'ckt. Or, celle dernière fonction de x et t peul être mise sous la forme d'intégrale définie, ce qui se déduit très facilement de la valeur connue de / er^dq. On a en effet jiz= I e q%dq lorsque l'intégrale est prise de y = — oc à (j = + x. On aura donc
aussi
b étant une constante quelconque, et les limites de l'intégrale étant les meniez qu'auparavant. De l'équation
\ - =e-'': I e-(7'+2/"/ dg, on conclut, en faisant h2 = //,
eki—__ t e-'i'e-'t^1 <l<i\
donc la valeur précédente de u ou e~x<M équivaut à
On pourrait aussi supposer n égale ;i la fonction
,—nx pkn'-l
a et n étant (\>'i\\ constantes quelconques; el l'on trouvera *\<- même que cette fonction équivaut à
I e-<Pern(*+*ifà) da
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0n peul donc prendre, en général, pour valeur de « la somme d'une
infinité de valeurs semblables, et l'on aura
„=('",■ *' dq\ale-»^x+iiJFl)+aîe-«*(x+iiJU) 4- a,*-"'(*+ï'^) +...]•
Les constantes att a2, a,. ... et n|f n„ i»„ • •• étant indéterminées, la série représente une fonction quelconque de a?+ 29 v**: on ;i donc
L'intégrale doit être prise de a = -oc à u = ce, et la valeur de u satisfera nécessairement à l'équation
du _ 1 à%u àt X dxï
Cette intégrale, qui contient une fonction arbitraire, n'était point connue lorsque nous avons entrepris nos recherches sur la Théorie de la chaleur, qui ont été remises à l'Institut de France dans le mois de décembre 1807; elle a été donnée par M. Laplace, dans un Ouvrage qui fait partie du Tome VIII du Journal de l'École Polytechnique nous ne faisons que l'appliquer à la détermination du mouvement linéaire de la chaleur. On en conclut
'Vï3.
donc
P = e-,u I e-'i' o{x -+- iq\Jkt)dq -\-e
lorsque / est égal à zéro, la valeur de u est F x -e * ou /(a?); /(*)== T <f(x)e-i'-dq et 9(x)= -^.f(x).
Ainsi la fonction arbitraire qui entre dans l'intégrale est déterminée
(i) Laplace, Mémoire sur divers points d'Analyse : Sur le Calcul des fonctions gênérarices Sur les intégrales définies des équations a différences partielles. - sur k-
pass réciproque des Résultats réels aux Résultats imaginaires. - Sur 1 mtégranon de
*2n aux différences finies non 1 aires. Sur la Réduction des fonctions en Table
[Zurnai de l'École Polytechnique, W Cahier, p. »»-*65. F«r plus prUerttawrt p. ?.35 à 2 j i 1.
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au moyen de la fonction donnée / i : el Ton a l'équation suivante qui contient la solution de la question
il serail facile de représenter ce résultat par une construction.
Nous appliquerons la solution précédente au cas où, huis les points il«i l.i ligne AB ayanl \.\ température initiale o,on échauffe l'extrémité \ pour la retenir continuellement à la température i. Il en résulte que F ' a une valeur nulle lorsque x diffère de o. Ainsi, / x équivaut à
toutes les fois que x diffère «le zéro, el à zéro lorsque x esl
nulle. D'un autre côté, il esl nécessaire qu'en faisant x négative, la
valeur <l<> f v change de signe, en sorte que l'on a la condition
/ — x =— f x . On connaît ainsi la nature de la fonction discon-
N i- i -- - 'V ES
tinue/ r); elle esl — e "* lorsque x surpasse o, et -he Ks lorsque ' esl moindre que o. Il faut maintenant écrire, au lieu de x, la quantité i — ."/ \ ki . Pour trouver u ou
-4 / e-ï-f(x+ iq \ l,i dç,
"'i prendra d'abord l'intégrale depuis x ■+■ iq y/Ai = o jusqu'à - \q\it = zo, el ensuite depuis x h ay >[kt = — x jusqu'à ' — 2 y \kt — o. Pour la première partie, on a
— — / <■ i'e N ^dq,
et, remplaçant k par sa valeur ( • on a
Vj Vrs
k\6 OU
ou
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— e hs / e-f'e
sJ-K J
dq
_l,-VB*a/e-l»+ViicJ^ En désignant par r la quantité «74- l/rqr-r' l'expression précédente
est
III. m.< _ _ * 'VKS CDS e-r'dr
cette intégrale / e~r*dr doit être prise, par hypothèse, depuis
, /Kl • „ /wi ,
271/ pïj =0 jusqu a a-i- 2(/ i / -t.. = oc, ou depuis q =
, /HLf x
jusqu a 7 = oc, ou de r = i / j^~^ — = jusqu a r = 00
k/ V CD
CD
La seconde partie de l'intégrale est
// . ,/K7\ /Ht
OU
OU
\fïz
/SE III I 'V lis * CDS
/V'! rfr,
en désignant par r la quantité q — 1/ pjjc* L'intégrale / e~r*dr doit être prise, d'après l'hypothèse, depuis a; -f- '1(] \f ç^ = — oc jusqu'à -r -f- 271 //-.-f» = o, ou de 7 = — oc à </ = - > c'est-à-dire
depuis /•= — 00 jusqu a r= — t/ ^
K/ V/CD
CDS
VCD
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,:'" deux dernières limites peuvent, d'après la nature de la fonction ' . être remplacées par celles-ci :
,=\ CMS
\ CD
cl /
H suil de là que la valeur de u esl exprimée ainsi :
' / '<*■■ - "X Ce • dr;
'■' première intégrale doil être prise denuis r — t /aLt _i_
' \ CDS
\ CD
,"MI,,:' ' *■ H la -"' '" depuis r \ gjy * jusqu.à
\ 05 ». Représentons maintenantpari(/(II l'intégrale ! f '<r" dr depuis
\ CDS
\ CDS
\ CD
Donc "• qui équivaul à e CWSM> a p • expression
-|\ EBê
b fw
'■i l'on a
fw
s/i. , -c , • ni.'
'( \ CDS
r'Vig . . in./
\ ft
i i IIL'
'( \ CDS
\ CD
iw
HS THÉORIE DE L V Cil \LKl H.
La fonction désignée par \ \\t est connue depuis longtemps el l'on pi'iii calculer facilement, soit au moyen de séries convergentes, suit par les fractions continues, les différentes valeurs que reçoil cette fonction lorsqu'on met au lieu de 11 des quantités données; ainsi l'application numérique de la solution n'est sujette à aucune difficulté (').
Si l'on fait II nulle, on a
Cette équation représente la propagation de la chaleur dans une barre infinie dont tous les points étaient d'abord à la température o, et dont l'extrémité est élevée et entretenue à la température constante i. On suppose que la chaleur ne peut se dissiper par la surface extérieure de la barre ou, ce qui est la même chose, que cette barre a une épaisseur infiniment grande. Cette dernière valeur de v fait donc connaître la loi suivant laquelle la chaleur se propage dans un solide terminé par un plan infini, en supposant que ce mur, infiniment épais, a d'abord
(' ) Pour ce qui concerne le calcul numérique des fonctions que Fourier désigne ici et dans l'article suivant par ty'l\) et <f(R), on pourra consulter :
Kiivmi", Analyse des réfractions astronomiques et terrestres, Strasbourg et Leipsick an VII.
Cet Ouvrage contient : i" une Table des valeurs de l'intégrale / e ldt: a0 une Table
des logarithmes de cette intégrale; 3° les logarithmes du produit e"1' I c l'dt.
Besskl, Fundamenta Astronomiœ ( Kœnigsberg, 1818).
Legendre, Traite de* fonctions elliptiques et des intégrales eulériennes, t. 11. p. Vm.
Encke. Astronomisches Jahrbuch fur 1 834, Berlin. t83a.
IUdui (IC), Tables de l'intégrale <i;(Z) = e1' I c-''dt. — Annales de l'observatoire d<
Paris, Partie théorique, t. XVIII.
Les Talilos que contient ce Mémoire permettent d'obtenir le logarithme de <l(Z) à ! d'unité près du septième ordre décimal. G. I>.
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dans toutes ses parties une température constante initiale <> el que l'on assujettit la surface à une température constante r. Il ne sera point inutile de faire observer quelques résultats Je cette solution.
En désignanl par y l{ l'intégrale '_ /'< dr prise depuis r=o jusqu'à /• R, on a
l: ', - R ei : -R)=!H ?{ r ,
lorsque I» est une quantité positive; donc
: -R) — v|/(R) = • pi i;, el , ^ i - 2
En développanl l'intégrale y H . on a
donc
VCÏ)
V CI
i° Si l'on suppose x nulle, on trouvera v -. i .
2" si- ' n'étant point nulle, on suppose t ... la somme des termes
M1" contiennent x représente l'intégrale \< dr prise depuis r o
jusqu'à r = », et par conséquent équivaut à - \ -: donc v esl nulle.
'•" Différents points du solide placés à .les profondeurs différentes '-• ' • •■• parviennent à une même température après îles temps différents /,. /.,. / qui sont proportionnels aux carrés des longueurs ' . .
i" Pour comparer les quantités de chaleur qui traverseni pendanl "" "M;i1" infiniment petit une section S placée dans l'intérieur du 80,ide ;' '•' distance c du plan échauffé, on prendra la valeur de la
quantité - KS'^ ■ et Ton aura
KS
^['"Kvs^'Kvs) ""]
ainsi l'expression de la quantité ^ est entièrement dégagée du signe
intégral. La valeur précédente, à la surlace du solide échauffé, est
St/CDK, ce qui fait connaître comment le tlux de chaleur à la surface
varie avec les quantités C, D, K, /; pour trouver combien le loyer communique de chaleur au solide pendant un temps écoulé t, on prendra l'intégrale
ainsi la chaleur acquise croît proportionnellement à la racine carrée
du temps écoulé.
On peut traiter par une analyse semblable la question <\c la diffusion de la chaleur, qui dépend aussi de l'intégration de l'équation
dt à.r-
On représentera par f[x) la température initiale d'un point de la ligne placé à la distance x de l'origine, et l'on cherchera à déterminer quelle doit être la température de ce même point après un temps /. Faisant
— o-iit -
on aura
ôi ~~~ dx* '
et par conséquenl
c'1' cp(a- -t- 2q\fkt
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Lorsque / esl égal à zéro, on doil a\ oir
on
donc
= ^-= f f r 2q\ Tt)dq.
Pour appliquer celte expression générale au cas où une partie de la ligne, depuis ar = — a jusqu'à a? = a, e>i uniformément échauffée, toul le reste du solide étanl à la température <>. il faut considérer que le facteur /'• x -+- 2q\Jkt), qui multiplie <~ , a, selon l'hypothèse, une valeur constante i lorsque la quantité qui esl sous le signe de la fonction esl « - • • 1 1 » [ » i- i — t • entre y. et ?.. et que toutes les autres valeurs de
facteur sont nulles. Donc l'intégrale I e~qtdq doit être prise depuis
?.</\/>i~ y. jusqu'à x - ■>.(/ \ki = a. ou depuis Q = -
2 \Jkt
En désignant, comme ci-dessus, par l iî l'inté-
jil-(|ii a ij
grale j > dr prise depuis r= R jusqu'à r . :ao, on aura
Nous appliquerons encore l'équation générale
<• — — / eri i "/ \fkt)dq
.m cas où la barre infinie, échaufféi | ai un foyer d'une intensité constante i . ■ -i parvenue à des températures t i x < ■ - ei se refroidit ensuite
librement dans un milieu entretenu a lu température ". I' ■ cela, il
suffit '!• remarquer que la fonction initiale désignée par/ a équivaut
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à g 'N' tanl que la variable x qui esl sous Le signe de fonction es!
positive, et que cette même fonction équivaut à è N ' lorsque la variable qui est affectée du signe /est moindre que zéro. Don.
-x\M-SqJht f . >\ ' , |
la première intégrale doit être prise depuis x + iq\[kt = <» jusqu'à x+iq\[kt = <x>, et la seconde depuis x+2q\fkt = » jusqu'à
a? -I- -iqsjkt = o.
La première partie de la valeur de c esl
v/tt J
ou
— e~ ' V * AH''-*" ^** } *' <■/'/
ou
-Le"** fe^dr,
en taisant r = q + sfht. L'intégrale doit être prise depuis q = ^| jusqu'à ry = », ou depuis r=^ht-^= jusqu'à r== ».
La seconde partie de la valeur de v est
•vl
ou
v/tt ^
J-eVS% fe-"dr,
en faisant r = q-jht. L'intégrale doit être prise
de r= — * à
= oc.
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< >n ni conclut l'expression suivante :
On a obtenu art. '><>7 l'équation
pour exprimer la l"i de la diffusion de la chaleur dans une barre peu épaisse, échauffée uniformément à son milieu entre les limites données » — x. x = +- x. On avait précédemment résolu la même question en suivant une méthode différente et l'on était parvenu, en supposant a = i . ii l'équation
v = -e~àtl e-i*kicosqxsitig— (art. 348
Pour comparer ces deux résultats, on supposera dans l'un et l'autre o; désignant encore par ^ M et f 11 les mêmes intégrales qu'à l'article 366, on a
MU
D'un aiiii e côté, on doit avoir
t>= -e-'" / e-«**'sin7- 7-
■ ni
vz=.-e~hl I ■ ' ■'/! i —
s . 3 • . ■ . i i Or l'intégrale / i us e/u, prise depuis u <> jusqu'à u », a une
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valeur connue ; voir l'article suivant : /// étant un nombre entier positif, on a en général
JC" . „ . i 3 5 7 2m— \ i /- 2 2 2 2 2 :
l'équation précédente donne «lune, en faisant q2kt = u2,
2e~/u r" . , / n2 i ît* i k« i \
v = = I e~"' au i 1 i, . . — -— „ . . _ — — — - — . . . .
TiJktJa V 2-3 kt 2.3.4.5 k2t* 2.3.4.5.G.7 /. / )
V^ L2 V7'' ' 3 \a v'*'/ ' -2 5 V2 \lkt) 1 • 2 • ■ ; s s kl I
Cette équation est la même que la précédente, lorsqu'on suppose a = i.
On voit par là que ces intégrales, que l'on a obtenues par des procèdes différents, conduisent aux mêmes séries convergentes. On parvient aussi à deux résultats identiques quelle que soi t la valeur de x.
On pourrait, dans cette question comme dans la précédente, comparer les quantités de chaleur qui, dans un instant donné, traversent différentes sections du prisme échauffé. L'expression générale de ces quantités ne contient aucun signe d'intégration; mais, sans s'arrêter ii ces remarques, on terminera cette Section par la démonstration du résultai que l'on vient d'employer et la comparaison dv^ différentes lui mes que l'on a données à l'intégrale de l'équation qui représente
la diffusion de la chaleur dans une liene infinie.
De l'équation connue
\/i: = j e-'i~ dq
on conclut celle-ci
\fïf= I e-tt+V'dq,
ou
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a étanl une constante quelconque; on a donc
Ce»e équation a lieu quelle que soit la valeur de a. On peut développer
,e Premier membre; et, parla comparaison des termes, on obtiendra
les valeurs déjà connues de l'intégrale Ce '• <,>><!,,. Cette valeur esi
QU,,e ,ors<ïue " esl '"Pair; el l'on trouve, lorsque n es! u, mbre
pair 2iii,
Pour satisfaire à l'équation
du _ <)-//
on peut supposera , V, et en général « = e-^; on en déduit facilement art. 364 l'intégrale
" / e **?(*-»- \q\fkt >/>/.
"' "' ,,m',lM>r Prêcédemmenl pour l'intégrale de la même équation I expr< ssion
" = fl|r" 'cosnta:^ate-^'cosnsa „ cos/i3* -+- . . .
• •u celle-ci
' ' "■' a' el "«• "-■• « étant deux séries de constantes
arb,traires. Il- aisé de voir que chacun de ces termes équivaut à
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l'intégrale
/ c.- 'i' cos n[x -+- 2 q ^kt ) dq OU
/ e -''' si m // ( x ■+- iq \ ~kt '/'/.
En effet, pour déterminer la valeur de l'intégrale
/ c~'i' sin(.r -+- iq \fkt) dq, on lui donnera la l'orme suivante :
/ <'-''' si n x cos 2 q \Jkt dq -+- I e~i'~ cos x sin iq\ kl dq
ou celle-ci :
I e~? sinaM h - - I dq -4- / e~*COSxl - . , 7=- I dq,
qui équivaut à
+ e-*< co^ / /" eAq-sl=ktYdq - f e~^f^^ dq) .
L'intégrale y er^f-*')* dq, prise depuis q = ~ -x jusqu'à <y = x, est y/ir; on a donc, pour la valeur de l'intégrale (e-*1 sin {oc -h 2.q\jkt) dq,
la quantité \ ~ r_A' sin.r, et en général
\Jv: e~"'kt sin«.r = / 'e-?' sin«(a; H- iq\[kl)dq.
On déterminera de la même manière l'intésrrale
o / e~'/s COS « [x -\-2q \'kt) d'/,
t/_oo
dont la valeur est \ ïze~n ''' cosnx.
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On \<>ii par lit que l'intégrale
-in//,' 6( cos/ifX) -+- e~n\kt(at -in//../ -. bscosntx) •+■ . . . équivaut a
1 • 1 of, si ii//, r \q \ficl) h OjSin/ij \q\J~ki} . . . ]
\~ ( 6,COS«| c -+- iq \Jki) -+- 6, COS/i, ' ></\ /,/;...'
La valeur <le la série représente, comme on l'a vu précédemment, une fonction quelconque de x — ■?.</ \ kl : l'intégrale générale sera donc exprimée ;iinsi :
%S — fg.
Au reste, l'intégrale de l'équation
,), kd&
I > « - 1 1 1 être présentée m mi s diverses autres formes. Ton les ces expressions sonl nécessairement identiques.
Dl MnUMiiM lllilii: DE LA CHALEUR DANS in SOLIDE INFINI.
L'intégrale <!«• l'équation
dv h ,r 1 dt I D da
fournil immédiatement celle <!<■ l'équation ii quatre variables
dv K d'* d'-< à*\
comme nous l'avons déjà remarqué en traitant la question de la propagation de la chaleur dans un cube solide. C'est pour cela qu'il suffit, ••h général, de considérer l'effet de la diffusion dans le cas d'un solide
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linéaire. Lorsque lescorpsn'ont point leurs dimensions infinies, la distribution de la chaleur est continuellement troublée par le passage du milieu solide au milieu élastique; ou, pour employer les expressions propres à l'Analyse, la fonction qui détermine la température ne doil pas seulement satisfaire à l'équation aux différences partielles et à l'étal initial : elle est encore assujettie à des conditions qui dépendent de la figure de la surface. Dans ce cas, l'intégrale a une forme plus difficile ii connaître, et il faut examiner la question avec beaucoup pins de soin pour passer du cas d'une coordonnée linéaire à celui des trois coordonnées orthogonales; mais, lorsque la masse solide n'est point interrompue, aucune condition accidentelle ne s'oppose à la libre diffusion de la chaleur : cet élément se meut de la même manière dans tous les sens.
La température variable v d'un point d'une ligne infinie est exprimée par l'équation
(0 V = ~T / e-q'f(* + *q\/i) dq.
x désigne la distance entre un point fixe o et le point m dont la température équivaut à v après le temps écoulé /. On suppose que la chaleur ne peut se dissiper par la surface extérieure de la barre infinie, et l'état initial de cette barre est exprimé par l'équation v = f[x . L'équation différentielle à laquelle la valeur de v doit satisfaire est celle-ci :
. <?c _ K cJV
dt " (T) (TP '
Mais, pour simplifier le calcul, on écrit
. dv t)-v
ce qui suppose que l'on emploie au lieu de / une autre indéterminée / égale a (|)-
Si, dans une fonction f x\ de x cl de constantes, on substitue
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i • ?.n \t .1 ; el si, après avoir inuliiplit' par i dn, on intègre par rapporl à n entre des limites infinies, l'expression
satisfera, comme on l'a démontré plus haut, à l'équation différentielle /> : c'est-à-dire que cette expression ;i la propriété de donner une même valeur pour la Quxion s tconde par rapporl ii x el pour la fluxion première par rapporl à /. D'après cela, il esl évidenl qu'une fonction de trois variables/ x,y,s jouira d'une semblable propriété si l'on substitue, au lieu de x, y, z, les quantités
el si Ion intègre après avoir multiplié par
— e~" an, - -c-/> dp, e l'dq.
En effet, la fonction que l'on forme aiii»i
/ / / e—'' -i-'-i'-f t \n\ft, y-i-2p\/'t, z + i(]\ft dndpdq
donnera trois termes pour la Quxion par rapporl à t, el ces trois termes -.»nt ceux que l'on trouverai! en prenant la fluxion seconde pour chacune des trois variables / . y, -. Donc l'équation
I - / f I ■■ '■■•/ i \n \ i . i '/< v /. : "i\ i dn dpdfj
donne une valeur de i qui satisfait à l'équation aux différences partielles
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Supposons maintenant qu'une masse solide sans figure, c'est-à-dire qui remplit l'espace infini, contienne une quantité de chaleur dont la distribution actuelle est connue. Soit
l'équation (jui exprime cet état initial et arbitraire, en sorte que la molécule dont les coordonnées sont ce, y, s a une température initiale égale à la valeur de la fonction donnée F .r, v, r). On peut se représenter que la chaleur initiale est contenue dans une certaine partie de la niasse dont le premier état est donné au moyen de l'équation v = ¥(x, y,z), et que tous les autres points ont une température initiale nulle. Il s'agit de connaître quel sera, après un temps donne. le système des températures. Il faut, par conséquent, exprimer la température variable v par une fonction y[oc, y, z, t) qui doit satisfaire a l'équation générale (A) et à la condition
Or la valeur de cette fonction est donnée par l'intégrale
c = it
- I I / e-"'— />•—'/'■ F (a + 2n\ft, y -+- ip \ft , s ■+- %q \ft\ <in dp </>/.
En effet, cette fonction c satisfait à l'équation (A) et, si l'on y fait / = o, on trouve
if1 f j e-"i-i,'-'iiY(.r. y. z)(lii,ljxl>i
ou, en achevant les intégrations,
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Puisque la fonction v ou ç v,y,stt représente l'étal initial lorsqu'on y l'ail / o. et qu'elle satisfait à l'équation différentielle de la propagation de la chaleur, elle représente aussi l'étal du solide qui a lieu au commencemenl du second instanl : ci, en faisant varier le s<>cond état, "ii eu conclu! que la même fonction représente le troisième
étal du solide et tous les états suivants. Ainsi la valeur de v que l'on
vient de déterminer, contenant une fonction entièremenl arbitraire des trois variables a\ yt -, donne la solution de la question; el l'on ne peut supposer qu'il y ail une expression plus générale, quoique d'ailleurs la même intégrale puisse être mise mhi> des formes très diverses.
Au heu d'employer l'équation
<•=-=/ '' J ' "l\t dq,
on pourrait donner une autre forme à l'intégrale de l'équation
dv <)-j-
et il serait toujours facile d'en déduire l'intégrale <|iii convient au cas des trois dimensions. Le résultat que l'on obtiendrait serait nécessairement I-' même que le précédent .
Pour donner un exemple de ce calcul, nous ferons usage de la valeur particulière qui mois a servi a former l'intégrale exponentielle.
Reprenant donc l'équation
nous donnerons à p la valeur très simple e " 'cosnx, qui satisfail évidemment ii l'équation différentielle A . En effet, on m tire
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Donc l'intégrale
e~n*'cosna? dn
convient aussi à l'équation [b)\ car cette valeur de v est formée de la somme d'une infinité de valeurs particulières. Or l'intégrale précédente est connue, et l'on sait qu'elle équivaul à -j=e '' [voir l'article
suivant). Cette dernière fonction de x et i convient donc aussi avec l'équation différentielle (0). Il est d'ailleurs très facile de reconnaître
immédiatement que la valeur particulière — e " satisfait à l'équation dont il s'agit.
Ce même résultat aura lieu si l'on remplace la variable x par x — a, a étant une constante quelconque. On peut donc employer comme va-
leur particulière la fonction :-e *' , dans laquelle on attribue a oc
une valeur quelconque. Par conséquent, la somme / — =y-c '' rfa
satisfait aussi à l'équation différentielle (6); car cette somme se compose d'une infinité de valeurs particulières de la même forme, multipliées par des constantes arbitraires. Donc on peut prendre pour valeur de v satisfaisant à l'équation [b)
for— y. -
e '*' th.,
A étant un coefficient constant.
Si, dans cette dernière intégrale, on suppose
en faisant aussi A= - —, on aura
ou
e ~ÎT"/(«)rf«
I II tPITRE IX. I » 1 III Sin\ DE I. V Cil VI. Kl lî. On voit par là comment remploi des valeurs particulières
<'-":'l'ti-./, / oïl
conduit ii l'intégrale sous forme finie.
La relation qu'ont entre elles ces deux valeurs particulières se découvre lorsqu'on détermine l'intégrale
C'-"'1 Cn- n i ,///.
Pour effectuer l'intégration, on pourrait développer le facteur cosnx et intégrer par rapport à n. On obtient ainsi une série qui représente un développement connu; mais on déduit plus facilement ce résultat de l'analyse suivante. L'intégrale I ernU cosnx dn se rapportes celle-ci :
/ c'-^'cûsa// // dp.
en supposant n-i = />■ et nx •>/>//. On a ainsi
I e~n'lCO<'i ■' an = — I cosipudp.
On écrira maintenant
/ OS '/"/'//' ' le '-ipi'yf^f/j, L / e-p*-ipus i dp
— ' , I g-pt+tpuT/^ï-t-u* dp -+. -e-": / e-/''-2/"W ' ■">//. = ^e-"; / V //. ' , ■ I , ■■■,■• dp.
Or chacune des intégrales qui entrent dans ces deux termes équivaut \ - . Lu effet, on a, en général,
\ - =J dq,
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et, pur conséquent,
quelle que soit la constante b. On trouve donc, en faisant b = rç.u^—i et remplaçant y par/;,
donc
/ e-i>° cos 2/?« dp = y/7: <?_"\- / e-'1"1 cosnx dn = 1 /- e-"5,
et, mettant pour // sa valeur — ~> on aura
isft
( e-n"'tcosnxdn=i/-e '"'.
Au reste, la valeur particulière -= e u est assez simple pour qu'elle se
présente immédiatement sans qu'il soit nécessaire de la déduire de celle-ci : c-~":'cos«,r. Quoi qu'il en soit, il est certain que la fonction
Te " satisfait à l'équation différentielle
dv div m
dl ~ J^2'
il en est de même, par conséquent, de la fonction --=e " , quelle
que soit la quantité a.
Pour passer au cas des trois dimensions, il suffit de multiplier la
fonction en ce et t, — e kt , par deux autres fonctions semblables,
l'une en y et /, l'autre en - et en /; le produit doit évidemment satisfaire à l'équation
dv d*v <?!c d-v
dt — àï* + dp + dz*'
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On prendra donc pour v la valeur ainsi exprimée
Si maintenant on multiplie le second membre par <(?., d$, rfy et par une fonction quelconque / x, ). 7 «les quantités x, |3, 7, on trouvera, en indiquant l'intégration, une valeur de v formée de la somme d'une infinité de valeurs particulières multipliées par des constantes arbitraires.
Il suit de là que la fonction v peut Tire ainsi exprimée :
a— xi'-m3 — yii-t-iy — ;i»)
9=1 ! ! t f(a,p,y)d<xd£dy;
cette équation contient l'intégrale générale de la proposée A ). Le procédé qui nous a conduit à cette intégrale doit être remarqué, parer qu'il s'applique aux cas les plus varies; il est principalement utile lorsque l'intégrale doit satisfaire à des conditions relatives à la surrace. En l'examinant avec attention, on reconnaîtra que les transformations qu'il exige sont toutes indiquées par la nature physique de la question. On peut aussi, dans l'équation (y), changer d'indéterminées;
si l'on prend
on auia, en multipliant le second membre par un coefficient constant A,
t» = a \/'/'/ / i >//v/, » \p\[t,z \q\ft)dndpdq.
Prenant les trois intégrales entre les limites —ce et -1-00 et faisant / = o, afin de connaître l'état initial, on trouvera
Ainsi, en représentant les températures initiales connues par F x, y, z .
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et donnant à la constante A l;i valeur 2 3- 2,011 parviendra à l'intégrale
(I) v = ti ■ I f e-nt-P*-*''F{x-{-2n'i/t, y -yip\ft, z + iq\ft)dn dp dq,
(jui est la même que celle de l'article M'1.
L'intégrale de l'équation (A) peut être mise sous plusieurs autres formes, parmi lesquelles on choisit celle qui convient le mieux à la question que l'on se propose de résoudre.
Il faut observer en général, dans ces recherches, que deux fonctions <p(a?, y, z, t) sont les mêmes lorsqu'elles satisfont l'une et l'autre à l'équation différentielle (A) et lorsqu'elles sont égales pour une valeur déterminée du temps. 11 suit de ce principe que les intégrales qui se réduisent, lorsqu'on y fait / = 0, à une fonction arbitraire Y(x,y,z) ont toutes le même degré de généralité; elles sont nécessairement identiques.
Le second membre de l'équation différentielle (a) était multiplié par
-tjt) et l'on a supposé dans l'équation (b) ce coefficient égal à l'unité.
K t Il suffira, pour rétablir cette quantité dans le calcul, d'écrire tttt au lieu
de t, dans l'intégrale (1), ou dans l'intégrale (I). Nous indiquerons maintenant quelques-unes des conséquences que l'on déduit de ces équations.
La fonction qui sert d'exposant au nombre e dans l'équation (j) ne peut représenter qu'un nombre absolu, ce qui suit des principes généraux du calcul, comme on l'a prouvé explicitement dans la Section IX du Chapitre II (p. i35). Si, dans cet exposant, on remplace l'indéterminée / par ttjt> on voit que, les dimensions de K, C, I) et / par rapport à l'unité de longueur étant — r, o, — 3, et o, la dimension du dénominateur -q- est 2, comme celle de chaque terme du numérateur, en sorte que la dimension totale de l'exposant est o. Considérons le cas où la valeur du temps / augmente de plus en plus; et, pour simplifier
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cet examen, employons d'abord l'équation
ta — , ri»
(0 ■> = /," " /(a)<fe,
(jui représente la diffusion de la chaleur dans une ligne infinie. Supposons que la chaleur initiale esl contenue dans une portion donnée (!<• la ligne, depuis x - — /i jusqu'à x = + g, et que l'on attribue a .<■ une valeur déterminée X, qui fixe la position d'un certain point m de cette
ligne. Si le temps / croîl sans limite, les termes y et -\ y— qui
entrent dans l'exposant deviendront des nombres absolus de plus en plus petits, en sorte que, dans le produit
_ x' S XX 0_s
c r'evr e~Vl,
on pourra omettre les deux derniers facteurs, qui se confondent sensiblemenl avec l'unité ' , <>n trouvera ainsi
v = ——e " f A<x)da.
~\ l'expression de l'étal variable de la ligne après un temps très
(') Cette partie des raisonnements nous échappe complètement, et nous croyons mi i|ue les résultats - par Fourier sont inexacts, si. dans le produit
- leui derniers facteurs o qui se confondent sensiblement avec l'unité », pourquoi ce pas "mettre le premier qui se trouve dans les mêmes conditions ? |i illeurs, si l'on change l'origine des abscisses en la d mgueur / sur la
_ ïl _ [L
droite, il faudra remplacer le fadeur e •' parc *' , ce « pi i donnerait autant de I ii
- [ue l'on attribuera de valeurs différentes -i la constante /.
Il nous Bemble qu'il sei tisonner delà manière suivante :
Lor- |ue t grandit indéfiniment, le facteur e •' tend vers l'unité, et la température tend vers l'expression asymptotique
ci = -j= / / ' • <l>
xyjr.l J_h
■ - -dire nue l'on a
9 = Pl(l-HW
1 ( > 1 1 1; ; elle s'applique à toutes les parties de cette ligne qui sont moins
éloignées de l'origine que le point ni. L intégrale définie / /(a da
désigne la quantité de chaleur totale B contenue dans le solide, et l'on
10 étant une quantité qui tend vers zen), pour chaque valeur de .r, lorsque / augmente
indéfiniment.
Si l'on veut avoir une expression plus approchée de e. on remplacera l'exponentielle
-[*-«'? (x — a)* e u par la valeur approchée i > les termes négligés étant île l'ordre
de —■> et Ton aura t-
=±XH'-(-^h
les termes négligés étant de l'ordre de — -• On trouve ainsi un résultat de la forme
I .r2-t- A.r + B (2) v=vAi
A et B s'exprimant par un calcul facile en fonction des intégrales
f\f(z)(/x, f a2/(a)rfa.
On pourrait encore écrire au même ordre d'approximation
Si l'on prenait, comme le propose Fourier,
on conserverait un terme et l'on en négligerait deux autres du môme ordre — ; — ;
- — ; ce qui est évidemment inadmissible. \t
Au reste, les formules que nous proposons de substituer à celles de Fourier peuvent
devenir illusoires dans le cas particulier où l'on a
/ /(a)rfa = o, •J-h
c'est-à-diro où la température moyenne de la barre est nulle. Mais la méthode que nous
avons suivie demeurera encore applicable. 11 suffira de développer l'exponentielle e el de conserver dans l'intégrale les premiers termes qui diffèrent de zéro. G. I).
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voil que la distribution primitive n'a plus d'influence sur les tempe ratures après un temps très long. Elles ne dépendent plus que de la somme H. et non de la loi suivant laquelle la chaleur a été répartie.
Si l'on suppose qu'un seul élément co, placé à l'origine, ;i reçu ht température initiale f ef que tous les autres avaient la température o,
le produit û>y sera équivalent à l'intégrale / f y. <h. ou B. La con-
stante/sera extrêmement grande, puisqu'on suppose la ligne u très
petite.
L'équation
représente lf mouvement qui aurait lieu si un seul élément place à l'origine eût été échauffé. En effet, si l'on donne ii .>■ une valeur quel-
conque ". non infiniment petite, la fonction — =- sera nulle lorsqu'on
supposera / = o. Il n'en sera pas île même si la valeur de r est nulle.
Dan- ce cas, la fonction — — reçoit au contraire une valeur infinie pour
/ = <>. On connaîtra distinctement la nature de cette fonction si l'on applique le- principes généraux de la théorie de- surfaces courbes à la surface qui aurait pour équation
L'équation
exprime donc la température variable d'un point quelconque du prisme lorsqu'on suppose toute la chaleur initiale réunie dans un seul élément placé a l'origine. Cette hypothèse, quoique particulière, appartient a
une question générale, parce que, après un temps assez long, l'état variable du solide est toujours le même que si la chaleur initiale eûl été rassemblée à l'origine. La loi suivant laquelle la chaleur a été distribuée influe beaucoup sur les températures variables du prisme; mais cet effet s'affaiblit de plus en plus et finit par devenir entièrement insensible.
Il est nécessaire de remarquer que l'équation réduite (y) ne s'applique point à la partie de la ligne qui est placée au delà du point m dont la distance a été désignée par X. En effet, quelque grande que soit la valeur de temps, on pourrait choisir une valeur de x telle que
le terme e kt différât sensiblement de l'unité, et alors ce fadeur ne doit pas être supprimé. Il faut donc se représenter que l'on a marqué, de part et d'autre de l'origine o, deux points m et m' placés à une certaine distance X ou — X, et que l'on augmente de plus en plus la valeur du temps, en observant les états successifs de la partie de la ligne qui est comprise entre m et m'. Cet état variable convergera de plus en plus vers celui qui est exprimé par l'équation
(y) v = -±=e~U r'lf{y.)d?..
Quelle que soit la valeur attribuée à X, on pourra toujours trouver une valeur du temps assez grande pour que l'état de la ligne /// om ne diffère pas sensiblement de celui qu'exprime l'équation précédente [y . Si l'on demande que cette même équation s'applique à d'autres parties plus éloignées de l'origine, il faudra supposer une valeur du temps plus grande que la précédente.
L'équation (y), qui exprime dans tous les cas l'état final d'une ligne quelconque, fait voir que, après un temps extrêmement long, les divers points acquièrent des températures presque égales, et que les températures d'un même point finissent par varier en raison inverse de la racine carrée des temps écoulés depuis le commencement de la diffu-
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aion. Les décroissements de la température d'un poin( quelconque deviennent toujours proportionnels aux accroissements du temps
Si l'on Faisait usage de I intégrale
i r -vm—" • \ -.1.1.'
pour connaître l'état variable des points de la ligne placés à une grande distance de la portion échauffée el que, pour exprimer cette dernière
condition, on supprimât encore le facteur e 'u , les conséquences que l'on obtiendrait ne seraient pas exactes. En effet, en supposant que la portion échauffée s'étende seulement depuis y. -.o jusqu'à y g, el que la limite g soit tri'» petite par rapport à la distance ce du point dont on veut déterminer la température, la quantité , . uni
forme l'exposant se réduit bien à , . ; c'est-à-dire une la raison des
deux quantités , , ' et -rrr approche d'autant plus de l'unité que l.i valeur de x est plus grande par rapport à celle de y. : mais il ne s'ensuit pas que l'on puisse remplacer l'une de ces quantités par l'autre dans l'exposant de < . En général, l'omission des termes subordonnes ne peut avoir lieu ainsi dans les expressions exponentielles ou trigonométriques. Lesquantités placées sous les signes de sinus ou de cosinus, ou sous le signe exponentiel e, --oui toujours des nombres absolus, et l'on ne peut omettre que les parties de ces nombres dont la valeur esl extrêmement petite: leurs valeurs relatives ne sont ici d'aucune considération. Pour juger si l'on peut réduire l'expression
■ lle-ei :
J y da
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il ne faut pas examiner si le rapporl de x à a est très grand, mais si les termes ttt' -rrr sont des nombres très petits. Cette condition a toujours lieu lorsque le temps écoulé t est extrêmement grand; niais elle ne dépend point du rapport
Supposons maintenant que l'on veuille connaître combien il doit s'écouler de temps pour que les températures de la partie du solide comprise depuis x = o jusqu'à x = X puissent être représentées à très peu près par l'équation réduite
i —TT- r+s
v= — 7. =e iU ( f(a)dx,
o et g étant les limites de la portion primitivement échauffée. La solution exacte est donnée par l'équation
(a— .ri»
kkt
zs/Ttkt J0 et la solution approchée est donnée par l'équation
(/) v=—^=e **« ff{z)dz,
2\/Ttkt J0
k désignant la valeur j^ de la conducibilité. Pour que l'équation (y) puisse être en général substituée à la précédente (i), il faut que le
facteur e '*u , qui est celui que l'on omet, diffère très peu de l'unité; car, s'il était 2 ou l, on pourrait craindre de commettre une erreur égale à la valeur calculée, ou à la moitié de cette valeur. Soit doue
co étant une petite fraction, comme ~— ou --^, on en conclura la
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et, si la plus grande valeur g que puisse recevoir la variable a est très petite par rapport à a?, on aura
On voit par ce résultai que, plus les points dont on veut déterminei l.i température au moyen de l'équation réduite sont éloignés de l'origine, plus il est nécessaire que la valeur du temps écoulé soi) grande ('). Ainsi la chaleur tend de plus en plus à se distribuer suivant une loi indépendante de réchauffement primitif. Après un certain temps, la diffusion est sensiblemenl opérée; c'est-à-dire que l'étal du solide ne dépend plus que de la quantité de la chaleur initiale, et non de la <listribution qui en avait été faite. Les températures îles points assez voi- >in< de l'origine ne tardenl pas à être représentées sans erreur par l'équation réduite y : niais il n'en est pas de même des points très distants de ce foyer. On ne peut alors l'aire usage delà même équation que si le temps écoulé esl extrêmement long. Les applications numériques rendront cette remarque plus sensible.
Supposons que la substance dont le prisme esl formé esl le fer, el que la portion de ce solide qui a été échauffée a om,i d'étendue, en sorte que g 0,1. Si l'on veut connaître quelle sera, après un temps donné, la température d'un point m dont la distance à l'origine 1 -1 r", el -1 l'on emploie | ' ce calcul l'intégrale approchée (y), on com
tonnées plus haut montrent - conclusions sont inexac
- 3 de l'origine, la loi représentée par l'équation n
Elle pourra, au contraire, convenir aux points In ridant
ir laquelle - a s, — ayant, au
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mettra une erreur d'autant plus grande que la valeur du temps sera moindre. Cette erreur sera plus petite que la centième partie de la quantité cherchée si le temps écoulé surpasse trois jours et demi.
Dans ce cas, la distance comprise entre l'origine o et le point /// donl ou détermine la température est seulement dix fois plus grande que la portion échauffée. Si ce rapport est ioo au lieu d'être 10, l'intégrale réduite (y) donnera la température à moins de —^ près lorsque la valeur du temps écoulé surpassera un mois. Pour que l'approximation
soit admissible, il est nécessaire, en général, i° que la quantité
ne puisse équivaloir qu'à une 1res petite fraction, comme — 1(- ou ,,'„ au plus; 2° que l'erreur qui en doit résulter ait une valeur absolue beaucoup moindre que les petites quantités que l'on observe avec les thermomètres les plus sensibles.
Lorsque les points que l'on considère sont très éloignés de la portion du solide qui a été primitivement échauffée, les températures qu'il s'agit de déterminer sont extrêmement petites; ainsi l'erreur que l'on commettrait en se servant de l'équation réduite aurait une très petite valeur absolue; mais il ne s'ensuit pas que l'on soit autorise à faire usage de cette équation; car, si l'erreur commise, quoique très petite, surpasse ou égale la quantité cherchée, ou même si elle en est la moitié, ou le quart, ou une partie notable, l'approximation doit être rejetée. Il est manifeste que, dans ce cas, l'équation approchée \ n'exprimerait point l'état du solide, et que l'on ne pourrait point s'en servir pour déterminer les rapports des températures simultanées de deux ou plusieurs points.
Il suit de cet examen que l'on ne doit point conclure de l'intégrale
n kt J0
que la loi de la distribution primitive n'influe pas sur la température des points très éloignés de l'origine. L'effet résultant de cette distri-
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bution cesse bientôt d'avoir lieu pour les point-- voisins de la portion échauffée, c'est-à-dire que leur température m1 dépend plus que de la quantité de chaleur initiale, el non de la répartition qui en avail été faite; mais la grandeur de la distance ne concourl point à effacer l'empreinte 'If la distribution; elle la conserve, an contraire, pendant un très long temps ci retarde la diffusion de la chaleur. Ainsi l'équation
i -— rs
I y | da
oe représente les températures des points extrêmemenl éloignés de la partie échauffée qu'après nu temps immense. Si on l'appliquait sans cette condition, on trouverait «les résultats doubles on triples des véritables, on même incomparablement pins grands on plus petits; ci cela n'aurait pas lien seulement pour des valeurs Mes petites du temps, mais pour de grandes valeurs telles que nue heure, un jour, une année. Enfin cette expression serait d'autant moins exacte, toutes choses égales d'ailleurs, que les points seraient plus éloignés de la partie primitivement échauffée.
Lorsque la diffusion de la chaleur s'opère dans tous les sens, l'état du solide .m représenté, comme on Ta vu, par l'intégrale
r r r - lg~' r^-*-'?-y^+,y-:>i
/ / / - i y- î,y)d*dpd]
Si la chaleur initiale esl contenue dan- une portion déterminée de la masse solide, on connaîtra les limites qui comprennent cette partie échauffée : et les quantités x, ), 7 qui varient sous le signe intégral ne pourront point recevoir de valeurs qui excèdent ces limites. Supposons donc que l'on marque sur les trois axes -i\ points donl les distances sont \. -i- Y, — Z et \, —Y, — /. et que l'on considère les états successifs du solide compris entre les -i\ plans qui passent a ces
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distances; on voit que l'exposant de e, sous lo signe d'intégration, se
réduit ;i — ' - lorsque la valeur du temps écoulé augmente
sans borne. En effet, les tenues tels que -m rl </ reçoivent dans ce
cas des valeurs absolues très petites, (tarée que les numérateurs sont compris entre «les limites fixes et que les dénominateurs croissent à l'infini. Ainsi les facteurs que l'on omet diffèrent extrêmement peu de l'unité. Donc l'état variable du solide, après une grande valeur du temps, a pour expression
'"' ff //(*,£, y) doc d£dy.
^{■Kkty Le facteur
ff f /(<*,£, y) dad^dy
représente la quantité totale de chaleur B que le solide contient. Ainsi le système des températures ne dépend point de la distribution de la chaleur initiale, mais seulement de sa quantité. On pourrait supposer que toute la chaleur initiale était contenue dans un seul élément prismatique placé à l'origine, et dont les dimensions orthogonales et extrêmement petites seraient co,, co2, co3. La température initiale de cet élément serait désignée par un nombre extrêmement grand f, et toutes les autres molécules du solide auraient une température initiale nulle. Le produit co, co^co.,/ équivaut, dans ce cas, à l'intégrale
fff /{*,£, y) dadfldy..
Quel que soit réchauffement initial, l'état du solide qui correspond à une valeur du temps très grande est le même que si toute la chaleur avait ele reunie dans un seul élément placé à l'origine.
Supposons maintenant que l'on ne considère que les points du solide dont la dislance à l'origine est très grande par rapport aux dimensions de la partie échauffée; on pourrait d'abord penser que cette cou-
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dition suffit pour réduire l'exposant de < dans l'intégrale générale. En effet, ce! exposant esl
et 1rs variables se, (3, y sont, par hypothèse, comprises entre des limites déterminées, en sorte que leurs valeurs sont toujours extrêmemenl petites par rapport à la plus grande coordonnée d'un poinl très éloigné de l'origine. Il suit de là que l'exposant de e se compose de deux parties M ft <x. dont l'une est très petite par rapport à l'autre. Mais de ce que
le rapport esl une très petite fraction on ne peut pas conclure que
l'exponentielle c" J devienne égale à eM, ou n'en diffère que d'une quantité très petite par rapport à sa propre valeur. Il ne faut point considérer les valeurs relatives de M et [/., mais seulement la valeur absolue de fx. Pour que l'on puisse réduire l'intégrale exacte / à l'équation
il est nécessaire que la quantité
' y /■ ■ ' ir ! ) ; — ar— (32— y!
dont la dimension est o, soit toujours un nombre fort petit, si l'on suppose que la distance <lc l'origine au point m dont on veut déterminer la température esl très grande par rapport à l'étendue de la partie qui a été d'abord échauffée, on examinera si la quantité précédente esl toujours une très petite fraction w. Il faul que cette condition soit satisfaite pour que l'on puisse employer l'intégrale approcher
v= II. ',-/./) 'e ;
mais cette équation ne représente point l'étal variable de la partie de la masse qui est très distante du foyer. Elle donne au contraire un
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résultai d'autant moins exact, toutes choses d'ailleurs égales, que les points (linit on détermine la température sonl plus éloignés du foyer.
La chaleur initiale contenue dans une portion déterminée de la masse solide pénètre successivement les partie- voisines el se répand dans tous les sens; il n'en parvient (prune quantité extrêmement petite aux points dont la distance à l'origine est tirs grande. Lorsqu'on exprime par l'analyse la température de ces points, l'objet <lu calcul n'est pas de déterminer en nombre ces températures, qui ne sont point mesurables, mais de connaître leurs rapports. <>r ces quantités dépendent certainement de la loi suivant laquelle la chaleur initiale a été distribuée, el l'effet de cette répartition initiale dure d'autant plus que les parties du prisme sont plus éloignées du foyer. .Mais, si les
termes qui t'ont partie de l'exposant, tels que 77- et t-t-j ont des va-
1 1 l l l\ Kl l\ K t
leurs absolues qui décroissent sans limite, on doit employer les intégrales approchées.
(.elle condition a lieu dans les questions où l'on se propose de déterminer les plus hautes températures des points dès éloignés de l'origine. En effet, on peut démontrer que, dans ce cas, les valeurs du temps croissent dans un plus grand rapport que les distances, et qu'elles sont proportionnelles au carre de ces distances lorsque les points que l'on considère sont très éloignés de l'origine. Ce n'est qu'après avoir établi cette proposition qu'on peut opérer la réduction sous l'exposant. Les questions de ce genre seront l'objet de la Section suivante.
DES PLUS HAUTES TEMPÉRATURES l'W» IN SOLIDE INFINI.
Nous considérerons en premier lieu le mouvement linéaire dans une barre infinie dont une portion a été uniformément échauffée, et nous chercherons quelle doit être la valeur du temps écoulé pour
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qu'un point donné de cette ligne parvienne à sa ; > I u -> haute température.
On désignera par ig l'étendue de la partie échauffée donl le milieu coïncide avec l'origine <> «l« -^ distances x. rous les points donl la distance à l'axe des ) esl moindre que g el plus grande que —g ont, pai hypothèse, une température initiale commune I , el toutes les autres tranches onl la température initiale <>. On suppose qu'il ne se l'ail ii la surface extérieure du prisme aucune déperdition de chaleur, ou, ce qui esl la même chose, on attribue à la section perpendiculaire à l'axe des dimensions infinies. Il s'agil de connaître « 1 1 ■ • - 1 sera, pour un point donné dont la distance esl x, le temps / qui répond au maximum de température.
()\\ a vu, dans les articles précédents, que la température variable d'un poinl quelconque est exprimée par l'équation
e ♦*« f{a)du.
Le coefficient /• représente ( • K étant la conducibilité spécifique, (". la capacité de chaleur el I) la densité. On fera /' i pour simplifier
Kl
le calcul et, dans le résultat, on écrira kl ou au lieu de /. L'expression de i esl donc
i tt - .r ,'
w da.
Elle esl l'intégrale de l'équation
l.a fonction mesure la vitesse avce la<i ml I •- la chaleur s'écoule sui-
vaut l'axe 'In prisme. Or '''lie valeur «le esl donnée dans la question actuelle sans aucun signe d'intégrale. On a, en effet,
da
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ou, en achevant l'intégration,
La fonction - \ peut donc aussi être exprimée sans signe d'inté-
dl
grale; orelle équivaut à la fluxion du premier ordre -y-; donc, en éga
lant à zéro cette valeur de '-> qui mesure l'accroissement instantané
de la température d'un point quelconque, on aura la relation cherchée entre oc et /. On trouve ainsi
ce qui donne
on en conclut
, x log,
On a supposé ^r = i; pour rétablir le coefficient, il faut écrire .jr au
lieu de /, et l'on a
CI
Les plus hautes températures se succèdent suivant la loi exprimée par cette équation. Si l'on suppose qu'elle représente le mouvement varié d'un corps qui décrit une ligne droite, x étant l'espace parcouru et / le temps écoulé, la vitesse du mobile sera celle du maximum de température.
Lorsque la quanti té g- est infiniment petite, c'est-à-dire lorsque toute la chaleur initiale est réunie dans un seul élément placé à l'origine, la
valeur de / se réduit à - et, par la différentiation ou le développement
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m série, on trouve
CD 2
On a l'ait abstraction de la quantité de chaleur qui se dissipe par la surface du prisme; nous allons maintenant avoir égard à cette déperdition, rt nous supposerons que la chaleur initiale est contenue dans un seul élément de la barre prismatique infinie.
Dans la question précédente, on a déterminé l'état variable d'un prisme infini dont une portion déterminée était affectée dans Ions les points d'une température initiale /. Ou supposait que la chaleur initiale était distribuée dans une étendue finie, depuis x — «» jusqu'à x = b. On suppose maintenant que la même quantité de chaleur bf est contenue dans an élément infiniment petit, depuis x = o jusqu'à v — ta. l.a température «le la tranche éeliaufl'ée sera donc ' \ et il ré- Mille de ce qui a été dit précédemment que l'étal variable du solide sera exprimé par l'équation
. M il l i>M I le 1 1 :
CI
le coefficienl • qui entre dans l'équation différentielle
ôv _ K_ d*v
1 1 1 esl ici encore désigné par /■; quant au coefficient //, il équivaut à ..-A;
on désigne par S l'aire de la section du prisme, par L le contour de cette section et par II la conducibilité de la surface extérieure. En substituant ces valeurs dans l'équation (a), on a
\ v — -^^e" -hl e CDS ;
/ représente la température moyenne initiale, c'est-à-dire celle qu'au-
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rait un seul point si l'on distribuait également la chaleur initiale entre
tous les points d'une portion de la barre dont la longueur serait h ou,
plus simplement, l'unité de mesure. 11 s'agil de déterminer la valeur
du temps écoulé / qui répond au maximum de température d'un point
donné.
Pour résoudre cette question, il suffit de déduire de l'équation [a la
valeur de ^ et de l'égaler à zéro; on aura
al
dv , a1 i f
-r- — — /il' + TTTs l' 7
dt |A/J 2 t
et
i 2 A- i __ bhk
Donc la valeur 0 du temps qui doit s'écouler pour que le point placé à la distance x atteigne sa plus haute température est exprimée par l'équation
(c) Bk =
Pour connaître la plus haute température V, on remarquera que l'exposant de e~{ dans l'équation (a) est ht-t- ~ Or l'équation [b]
donne donc
ht — -r-,
4Âl_2A^ 2
et, mettant pour - sa valeur connue, on a
x- A II ,
substituant cet exposant de e~s dans l'équation (a), on a
ir-V-.-v^
<\ r.kQ
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et, remplaçant \ /<') par sa valeur connue, on trouve, pour l'expression du maximum \ .
Les équations [c] el rf contiennenl la solution de la question; on remplacerai et k par leurs valeurs ^ë v[ i>: on peut aussi écrire^
au lieu de'(-. en représentant par g la demi-épaisseur du prisme, dont l;l base est :arré. On aura, pour déterminer 0 ci V, les équations
Ces équations s'appliquent au mouvement de la chaleur dans une barre peu épaisse dont la longueur est très grande. On suppose que le
milieu de ce pris a été affecté d'une certaine quantité de chaleur bf,
qui se propage jusqu'au! extrémités el se dissipe par la surface convexe. \ désigne le maximum de température pour le point dont la distance au foyer primitif est x\ 8 est le temps qui s'écoule depuis le commencement de la diffusion jusqu'à l'instant où la plus liante température V a lieu. Les coefficients C, II. K. I) désignent les mêmes propriétés spécifiques que dans les questions précédentes; et g est le demi-côté du carré formé par une section Aw prisme.
si l'on vent rendre ces résultats plus sensibles par une application numérique, on supposera que la substance dont le prisme rst formé *■! le fer, el que le côté 2g du carré est la vingt-cinquième partie d'un mètre.
Nous avons mesuré autrefois, par nos expériences, les valeurs de
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Il, K ; celles de C et I) étaient déjà connues. En prenant le mètre pour iiniié de longueur, la minute sexagésimale pour unité de temps et employant les valeurs approchées de H, K, CD, on déterminera les valeurs de V et de 0 relatives à une distance donnée. Pour l'examen des conséquences que nous avons en vue, il n'est pas nécessaire de connaître les coefficients avec une grande précision.
On voit d'abord que, si la distancer est d'environ un mètre et demi
2 H ou deux mètres, le terme r-—oc- qui entre sous le radical a une grande
valeur par rapport au second terme \. Le rapport de ces termes est d'autant plus grand que la distance est plus grande.
Ainsi la loi des plus hautes températures devient de plus en plus simple à mesure que la chaleur s'éloigne de l'origine. Pour déterminer cette loi régulière qui s'établit dans toute l'étendue de la barre, il faut supposer que la distance x est très grande, et l'on trouve
CD
/aH ou
et
ollK ''
bf /aH\*e_xVK«
On voit par la première équation que le temps qui répond au maximum de température croit proportionnellement à la distance. Ainsi la vitesse de l'onde (si toutefois on peut appliquer cette expression au mouvement dont il s'agit) est constante, ou plutôt elle le devient de plus en plus et conserve cette propriété en s'éloignanl à l'infini de l'origine de la chaleur.
On remarquera aussi dans la seconde équation que la quantité
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rn fe K exprime les températures permanentes que prendraienl les
différents points de la barre si l'on affectait l'origine d'une température fixe /'. comme on peul le voir dans le Chapitre I art. 76, p. 55 . Il tant donc, pour se représenter la valeur «le V, concevoir que toute la chaleur initiale que le foyer contient esl également distribuée dans mit' portion de la barre dont la longueur esl b, ou l'unité de mesure. La température foui en résulterait pour chaque point de celte portion est, en quelque sorte, la température moyenne. Si l'on supposait <|ne la tranche placée à l'origine Pût retenue pendant un temps infini à la
température constante y, toutes les autres tranches acquerraient îles
ni températures fixes dont l'expression générale est/e Kè, en désignant
para? la distance de la tranche. Ces températures tixes, représentées par les ordonnées d'une logarithmique, sont extrêmement petites lorsque la distance est im peu considérable; elles décroissent, comme on le sait, très rapidement à mesure que l'on s'éloigne de l'origine. Or l'équation S t'ait voir que ces températures fixes, qui sont les plus hautes que chaque point puisse acquérir, surpassent beaucoup les pins liante- températures qui se succèdenl pendant la diffusion de la chaleur. Pour déterminer ce dernier maximum, il faut calculer la valeur du maximum fixe, la multiplier par le nombre constant
• et diviser par la racine carrée de la distance ce.
Ainsi les plu- hautes températures se succèdenl dan- toute l'étendue
de la ligne comme les ordonnées d'une logarithmique divisées par les
racines carrées des abscisses, el le mouvement de l'onde r-t uniforme.
il suivant cette loi générale que la chaleur réunie en un seul point
se propage dans le sens de la longueur du solide.
Si l'on regardait comme nulle la conducibilité de la surface extérieure du prisme, ou si la conducibilité K ou l'épaisseur ig était supposée infinie, <>n obtiendrait des résultais très différents. On
omettrait alors le terme ' a?2, el l'on aurait
K ' i ,.. \ hl ! • - — ce? el \ — — = — •
CI» x .-e *
Dans ce cas, la valeur du maximum est en raison inverse de la distance; ainsi le mouvement de l'onde ne serait point uniforme. 11 faut remarquer que cette hypothèse est purement théorique et que, si la conducibilité H n'est pas nulle, mais seulement une quantité extrêmement petite, la vitesse de l'onde n'est point variable dans les parties du prisme qui sont très éloignées de l'origine. En effet, quelque petite que soit la valeur de H, si celle valeur est donnée, ainsi que celles de K et g, et si l'on suppose que la distancer augmente sans limite, le
terme ^x2 deviendra toujours beaucoup plus grand que [. Les dis-
tances peuvent d'abord être assez petites pour que ce terme R .r-.loive
être omis sous le radical : alors les temps sont proportionnels aux carrés des distances; mais, à mesure que la chaleur s'écoule dans le sens de la longueur infinie, la loi de la propagation s'altère, et les temps deviennent proportionnels aux distances. La loi initiale, c'est-à-dire celle qui se rapporte aux points extrêmement voisins du foyer, diffère beaucoup de la loi finale qui s'établit dans les parties très éloignées et jusqu'à l'infini; mais, dans les portions intermédiaires, les plus hautes températures se succèdent suivant une loi mixte, exprimée par les deux équations précédentes (C) et (D).
|| nous reste à déterminer les plus hautes températures pour le cas où la chaleur se propage à l'infini et en tout sens dans la matière solide. Cette recherche ne présente aucune difficulté d'après les principes que nous avons établis.
Lorsqu'une portion déterminée d'un solide infini a été échauffée, el que toutes les autres parties de la masse ont la température initiale «». la chaleur se propage dans tous les sens et, après un certain temps.
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l'étal «lu solide esl le même » j u t - si elle avail été primitivemenl réunie dans un seul point à l'origine tirs coordonnées. Le temps qui doit s'écouler pourque ce dernier eflel ail lieu esl extrêmemenl grand lorsque les points de la masse sont très éloignés de l'origine. Chacun de ces derniers points, qui avait d'abord la température o, s'échauffe insensiblement; >.i température acquiert ensuite la plus grande valeur qu'elle puisse recevoir ' : et elle fini! par diminuer de plus en plus j ii— «| ii à ce qu'il ne reste dans la masse aucune chaleur sensible. L'étal variable esl en général représenté par l'équation
h b intégrales doivent être prises entre le- limites
B= - ". . '/ li — b%, h - - I' .; C = — C,, C - < .
Les limites -a,, ■+■ a«, -bt, -~l>,, — c,, —<■. sonl données; elles comprennent toute la portion du solide quia été primitive ment échauffée. La fonction/ a, l>. c esl aussi donnée : elle exprime la température initiale du point donl les coordonnées sonl a, b, e. Les intégrations définies font disparaître les variables a, b, e ei il reste pour v une fonction de ' . v. -. ( el des constantes, l'uni' déterminer le temps 0 qui répond au maximum de v, en un point m donné, il faut tirer de l'équation précédente la valeur de ' : "" formera ainsi une équation <|iii contient 8 et les coordonnées du point m. On en pourra dune déduire l.i valeur de 9. Si l'on substitue ensuite cette valeur de 0 au lieu de / dan- l'équation E . on connaîtra la valeur de la plus liante température V exprimée en x, y, s el en constantes. On écrira, au lieu de l'équation E .
v— I l'l'\'J". b,c)dadbdc,
Il ne parait pas certain que la teropératun seul maximum; il pourrait
oir, au moins en certains iule uni - - m de maxima et de mini ma.
G. Ii
en désignant par P le produit des trois (onctions semblables; on aura on suite
dv 3 <• r f r(a-x)*-h(h—y)*-{-(c — z)*,. ...
Il faut maintenant appliquer cette dernière expression aux points du solide qui sont très éloignés de l'origine. Un point quelconque de la portion qui contient la chaleur initiale a pour coordonnées les variables a, b, c; et le point m dont on veut déterminer la température a pour coordonnées se, y, z. Le carré de la distance de ces deux pointest (a — oc)2 -+- (b — y)2 -+- (c — z)2, et cette quantité entre comme facteur dans le second terme de ^-- Or, le point m étant très éloigné de
l'origine, il est évident que sa distance A à un point quelconque de la portion échauffée se confond avec la distance D de ce même point à l'origine; c'est-à-dire que, le point m s'éloignant de plus en plus du foyer primitif qui contient l'origine des coordonnées, la dernière raison des distances D et A est i .
Il suit de là que, dans l'équation (c) qui donne la valeur de ^-> il
faut remplacer le facteur [a — x)2 +■ [b — y)2 -+-(c — :■)- par x2 -t-v2 — :■'ou r-, en désignant par /• la distance du point m à l'origine. On aura donc
j-t =— - 7 + ~ f/fVj\a,b,c)dadbdc,
ou
dt ~ v \4 1* it
K / Si l'on met pour v sa valeur et si l'on remplace i par -^- > afin de rétablir
le coefficient ^ que l'on avait supposé égal à i, on aura
(«>g-[ï(©-îS](^-.)V//''-a,M^,^,^w***
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Ce résultat ne convient qu'aux points du solide dont la dislance à l'origine est très grande par rapport à la pins grande dimension Au foyer. Il l'a ut toujours remarquer avec soin qu'il ne résulte pas de cette condition que l'on puisse omettre les variables </. I>, c sons le signe exponentiel. On doit seulement les omettre hors de ce signe, si l'on ne taisait point cette distinction, on pourrait commettre une erreur considérable. En effet, le terme qui entre sous les signes d'intégration et qui multiplie///, b, <■ est le produit de plusieurs facteurs tels que
_£D . C}1 CD
Or il ne suffit pas que le rapport soit toujours un très grand nombre pour que l'on puisse supprimer les deux premiers facteurs ; par
exemple, >i l'on supposer/ égal à <»'",[ et X égal à i<>"\ et >i la snl>-
stance dans laquelle la chaleur se propage est le 1er, on voit qu'après
ci> lient' ou dix heures ccoulees le l'acteur est encore plus grand
que 2: dnnc.cn le supprimant, on s'exposerait à réduire le résultat cherché à la moitié de sa valeur. Ainsi la valeur de ,- > telle qu'elle convient aux points très éloignés de l'origine, et pour un temps quelconque, doit être exprimée par l'équation (a); mais il n'en est pas de même ^i l'on ne considère que des valeurs du temps extrêmement _ ndes et qui croissent proportionnellement au carré des distances. Il faut, d'après cette condition, omettre sous le signe exponentiel même les termes qui contiennent a. ou b, ou c. Or la condition a lieu
lorsqu'on vent déterminer la pln> liante température qu'un point éloigné puisse acquérir, comme non- allons le prouver.
En effet, la valeur de 7 doit être nulle dans le cas dont il s'agit : on
aura donc
CD ; CD K
7 r- =- : ou
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Ainsi le temps qui doit s'écouler pour qu'un point très éloigné acquière sa plus haute température est proportionnel au carré de la distance <lc ce point à l'origine (').
Si, dans l'expression de v, on remplace rr-~ par sa valeur — =» l'ex-
posant de c \ (|ni esl
3 (n ~œy+{b— yy-+(c — c)2
peul se réduire à f, parce que les facteurs que l'on omet se confondent avec l'unité.
On trouve, par conséquent,
L'intégrale / / I f(a, b,c)dadbdc représente la quantité de chaleur initiale; le volume de la sphère dont le rayon est r est ^~/-3, en sorte
( ' ) Si, dans l'expression exacte
r r r _ rn i"— .n'-Hft— y)'-+ic— s >'■ t> = —3\ c ""< fia.b.cxladbdc.
(4-ttO2 on prend lu dérivée par rapport à /. on trouve ç , /• /■ r CI) i »-■»•) 8+(6-r)8-Hc— s)» [ o ,•■>
Supposons, pour fixer les idées, la température primitive /(a. /->, c) toujours positive. L'intégrale précédente no pourra être nulle (pie si le facteur
■* il)
change de signe dans les limites des intégrations et, par conséquent, s'annule pour un point (f, r,, Ç) compris dans l'intérieur du parallélépipède primitivement échauffé. On a donc pour / la valeur
'=^K*-0,-Kr-'i),H-(*-ç)t],
qui devient sensiblement proportionnelle à x*-\-j 2-4- r2 lorsque le point i '. > . r ) s'éloi indéfiniment. (J. I).
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((tir. en désignant par/la température que recevrait chaque molécule de celte sphère si l'on distribuait également entre ses parties toute la chaleur initiale, on aura
Les résultats que nous avons exposés dans ce Chapitre font connaître suivant quelle loi la chaleur contenue dans une portion déterminée d'un solide infini pénètre progressivement toutes les autres parties dont la température initiale était nulle. Celle question est résolue par une analyse plus simple que celle des Chapitres précédents, parée qu'en attribuant au solide des dimensions infinies on fait disparaître le. conditions relatives à la surface, et que la principale difficulté consiste dans l'emploi de ces dernières conditions. Les conséquences générales du mouvement de la chaleur dans i masse solide non terminée
sont très remarquables, parée que le mouvement n'est point trouble par l'obstacle des surfaces : il s'accomplit libremenl en vertu des propriétés naturelles de la elialeur. Notre analyse est, à proprement parler, .elle de l'irradiation de la elialeur dans la matière solide.
< "Ml' vit USOU DBS IN 1 ÊGB M I -.
L'intégrale de l'équation de la propagation de la chaleur se présente rous différentes tonnes qu'il est nécessaire de comparer. Il est facile, comme on le voit dans la Section II de ce Chapitre art. :\72 ci 376, p. <^~ «•• >;i î . de ramener le cas des trois dimensions à celui du mouvement linéaire; il suffit donc d'intégrer l'équation
mi celle-ci
dv
CD à i -
dl
~ dx1'
Pour déduire de celte équation différentielle les lois de la propagation
de la chaleur dans un corps d'une figure déterminée, par exemple dans une armille, il était nécessaire de connaître l'intégrale, et de l'obtenir sous une certaine forme propre à la question et qui ne pourrait être suppléée par aucune autre. Cette intégrale a été donnée, pour la première fois, dans notre Mémoire remis à L'Institut de France le 21 décembre 1807 (art. 84, page 12 j de ce Mémoire) : elle consiste dans l'équation suivante, qui exprime le système variable des températures d'un anneau solide,
R est le rayon de la circonférence moyenne de l'armille; l'intégrale / doit être prise, par rapport à a, depuis a = o jusqu'à a = 2~R ou, ce qui donne le même résultat, depuis a= — irR jusqu'à a = -R; i est un nombre entier quelconque et la somme ]S doit être prise depuis i = — 00 jusqu'à i= -l- go; v désigne la température que l'on observerait après le temps écoulé / en chaque point d'une section séparée par l'arc x de celle qui est à l'origine. On représente par v = F(o-) la température initiale d'un point quelconque de l'anneau. Il faut donner à 1 les valeurs successives
et
( ' ) Lo Mémoire manuscrit que cite ici Fourier ne nous est connu que par un extrait publié dans le Bulletin des Sciences delà Société philomathique, année 1808. p. 112. Plus tard, le 28 septembre 181 1, Fourier a présente un autre .Mémoire qui a été couronné dans In séance publique du 6 janvier 1812. Ce second Mémoire, qui doit être considéré comme une rédaction nouvelle du premier et qui est conservé dans les Archives de l'Académie des Scionces, a été imprimé sans aucun changement dans le tome IV des Mémoires de l'Académie royale des Sciences de l'Institut de France (pour les années 1819 el 1820), publié en 182}, et dans le tome V du même Recueil (pour les années 1821 et 1822Ï. publié en 1826. On voit que la publication intégrale du Mémoire de 181 1 est postérieure à celle de La Théorie analytique de la chaleur . qui a eu lieu en 1S22. Les résultats des recherches de Fourier avaient d'ailleurs été indiqués d'une manière détaillée dans divers articles des Annales de Chimie et de Pin tique et du Bulletin </o Sciences de la Société philomathique.
CHAPITRE IV DIFFUSION DE I. V CHALEUR
et, au lieu de cosi — rr—- écrire
COSt COSJ ., Hll/ SIIW jrj
-mi obtient ainsi tous les termes de la valeur de v. Telle e>i la forme sous laquelle doil être mise l'intégrale «le l'équation [a), pour exprimer le mouvemenl variable de la chaleur dans une armille Chap. IV. art. 241, p. j'i | . On considère le cas «ni la forme el l'étendue de la
- tïon génératrice de l 'armille sont telles que les points d'une même
- Mon conservent des températures sensiblement égales. On suppose au>si qu'il ne se fait à la superficie de l'anneau aucune déperdition de la chaleur.
L'équation y. s'appliquanl à toutes le- valeurs de H, on y peut supposer H infini : (die donne, dans ce cas, la solution de la question suivante. L'étal initial d'un prisme solide d'une petite épaisseur el d'une longueur infinie étant connu et exprimé par l'équation
déterminer tous 1rs états subséquents. On considère le rayon K comme contenant un nombre /> de lois le rayon i des Tables trigonométriques. Désignant par y une variable qui devient successivement dq, zdq,
''/y idq, — le nombre infini n sera exprimé par -\ , el le
nombre variable i par J • Faisant ces substitutions, on trouve
c= ~S '''I I '' r'cos<](jc— a)F(a)rfa.
Les termes qui entrent sous le signe - -mu des quantités différentielles, en >orte que <•<■ signe devient celui d'une intégrale définie el
l'on ;i : ' = -_ / F (xi 'h. e-'/'m.y, | x)dq.
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Celle équation est une seconde forme de l'intégrale de l'équation (a); elle exprime le mouvement linéaire de la chaleur dans un prisme d'une longueur infinie (Chap. VII, ait. 354, p. V- • Elle est unr conséquence évidente de la première intégrale (y. .
On peut, dans l'équation (fi), effectuer l'intégration définie par rapport à q\ car on a, selon un lemme connu et que l'on a démon lié précédemment (art. 375, p. 434)»
Faisant donc z- = q-l el h = - -ion trouvera
/ e-«'lcosq(a: — a) dq = 4 /- e 2>' ' ; donc l'intégrale (fi) de l'article précèdent devient
(y) r=— — / e W< ' F(a)rf«.
2 \jTZtJ-a,
Si l'on emploie, au lieu de a, une autre indéterminée fi en faisant on trouve
4= T "e-P'F(a4-2(3s ' rf£.
Celle forme (S) de l'intégrale de l'équation (a a été donnée par M. Laplace dans le Tome YI1I du Journal de l'École Polytechnique \ ' (. Ce grand géomètre est parvenu à ce résultat en considérant la série infinie qui représente l'intégrale.
(•) Voir la note p. i i [.
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Chacune des équations l), (y), S exprime la diffusion linéaire de la chaleur dans un prisme d'une longueur infinie. Il esl évident que ce -uni trois formes d'une même intégrale, ci qu'aucune ne peul être considérée comme pin- générale que les autres. Chacune d'elles esl contenue il, m- l'intégrale a . donl on la dérive en donnant à \\ une s a leur infinie.
Il est facile de développer la valeur de i déduite de l'équation a en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de l'une ou l'autre variable. Ces développements se présentent d'eux-mêmes, ii nous pourrions nous dispenser de les rapporter; mais i ls donnent lieu à des remarques utiles pour la recherche <!»•- intégrales, lui désignant .... Ir> lundi. m-
l'ai
1/1 <li ■•
et v = i f\ dt;
> • • -i un a
la constante représente in une fonction quelconque de x. En mettant pour v sa valeur c 4- / 1 lv dt, et continuant toujours des substitutions semblables, on 1 rou> e
1» = « fi dt
- ■ 1 1 . ,// , dt
= c f[c l fvyidt)dt]
un
Dans cette série, c désigne une fonction arbitraire <-n a .
si l'on veut ordonner le développement <lr la valeur de 1 selon les puissances ascendantes de x, on écrira
dv
et, désignant par 9 . ç- . ç . . . . !<•> fonctions
rf? '/•. -/ p
on aura d'abord
v — a -f- b.r + I dx I '•/li :
a el A représentent ici deux fonctions quelconques de t. On mettra ensuite pour c sa valeur
«;-+- £>,„t + / efo: / >■ '/' •
cl pour v„ sa valeur
aM+bgx+J dxj vuda ,
el ainsi de suite. On trouvera, par ces substitutions continuées,
v — a-\- bx + / V/r / r, r/r ^.a + bx-^ fdx f{at+ brr +J dxj v„dx)dx = a + bx+ fdxj\al^b,x+jdxj\ah V b„x +fdx fvadx) dx]dx
OU
f = « + «, - + «* ^34 + "'" rûXë + ' ' •
+ bx + 6, — ~ + 6- --0-7-P + *
Dans cette série, a et b désignent deux fonctions arbitraires de t.
Si, dans cette série donnée par l'équation (X), on met, au lieu de a et b, deux fonctions o{t) et '\>{t), et qu'on les développe selon les puissances ascendantes de t, en ordonnant le résultat total par rapport à ces mêmes puissances de t, on ne trouve qu'une seule Ion ■lion arbitraire de ce, au lieu des deux fonctions a et b. On doit cette remarque à M. Poisson, qui l'a donnée dans le Tome VI du Journal de l'École Polytechnique, page 110 (').
Réciproquement, si, dans la série exprimée par l'équation T . on développe la fonction c selon les puissances de x, en ordonnant le résultai par rapport à ces mêmes puissances de x, les coefficients de ces
( 1 ) Poisson, Mémoire mr les solutions particulières des équations différentielles et de* équations aux' différences. Lu à l'Institut le a3 floréal, an XIII. - Journal de l'École Polytechnique, XIIIe Cahier, t. VI. avril 1806. - Voir aussi la Théorie de la chaleur du môme Auteur, p. 1 33 et sui\ ''■
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puissances se trouvenl formés de deux fonctions entièremenl arbitraires de /. ce <|nr l'on peul aisément vérifier en faisant le calcul.
iOO.
La valeur de v, développée selon les puissances de /. ne doit en effet contenir qu'une fonction arbitraire en x : car l'équation différentielle a montre clairement que, si l'on connaissait en fonction de x l.i valeur de v ipii répond à / = <>. les autres valeurs il»' cette fonction v «lui répondent aux valeurs subséquentes de t seraient par cela même déterminées.
Il n'est pas moins évident que la fonction v, étant développée selon !•'«> puissances ascendantes de x, doit contenir deux fonctions entièrement arbitraires <!«■ la variable /. En effet, l'équation différentielle
da -
montre que, si l'on connaissait en fonction de / la valeur de v qui répond ii une valeur déterminée «le x, on ne pourrait |>as en conclure les valeurs de v <pii répondent à toutes 1rs autres valeurs de x, Il faillirait de plus que l'on donnât en fonction de t la valeur de v qui répond a une seconde valeur de x, par exemple à celle qui est infiniment voisine de la première. Alors tous les autres états de la fonction v, c'està-dire ceux qui répondent à toutes les autres valeurs de a?, seraient déterminés. L'équation différentielle [a appartient à une surface courbe, l'ordonnée verticale d'un point quelconque étant v et les deux coordonnées horizontales étant xe\ t. Il suit évidemment de cette équation a que la forme de la surface est déterminée lorsqu'on donne la figure de la section verticale dans le plan qui passe par l'axe des x; cl cela résulte au->i de la nature physique de la question : car il est manifeste que, l'étal initial du prisme étant donné, tous les états subséquents sont déterminés. Mais on ne pourrait pas construire la surface si elle était seulement assujettie .1 passer par une courbe Ira '■'■ sur le premier plan vertical des t et des » : il faudrait de plus
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connaître la courbe tracée sur un second plan vertical parallèle au premier, el que l'on peul supposer extrêmement voisin. Les mêmes remarques s'appliquent à i ou 1rs les équations aux différences partielles, el l'on voil que l'ordre de l'équation ne détermine poinl pour tous les cas le nombre des fonctions arbitraires.
La série (T) de l'article 399, qui dérive de l'équation
dp <r-v
à/ dx*
peut être mise sous coite forme
e —en)i y(x).
On développera l'exponentielle selon les puissances de I), et l'on
écrira -3— au lieu de I)', en considérant i comme indice de différentia-
dxl
lion. On aura ainsi
_ , , d*-<o(x) t* dwy(x) tà d«o(x)
dx- 2 dx'* 2.3 dx6
Suivant la même notation, la première partie de la série X art. 399 .
qui ne contient que des puissances paires de < . sera exprimée sous
cette forme :
cos(.r y7— D) o(l).
( >n développera selon les puissances de ce, el l'on écrira au lieu de 1) . en considérant i comme indice de différentiation. I. a seconde partie de la série (X) se déduit de la première, en intégrant par rapporl à or el changeanl la fonction o{t) en une autre fonction arbitraire '•]> 0- ^" a
donc
\> = cos{x\/— l))9(0 + NN
et
1 lu mieux
\\ / 1 ... X\ \) l< t)dx (').
« "îïkj »>+(o
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notations abrégées el connues dérivenl des analogies qui existent entre les intégrales el les puissances. Quanl à l'usage que nous en Fai sons ici, il ;i pour objel d'exprimer les séries el de les vérifier sans aucun développement. Il suffît de diflerentier sous les signes que celte notation emploie. Par exemple, de l'équation v = e'u s i on déduit, en diflerentianl par rapport à / seulement,
ai
ce qui montre immédiatement que la série satisfait à l'équation différentielle a . Pareillement, si l'on considère la première partie de la série \ . en écrivant
l>= COS 'v t>)
on aura, en différentianl deux fois par rapport à . seulement,
dt
Donc cette valeur de » satisfait à l'équation différentielle (a). On trouvera de la même manière que l'équation différentielle
donne, pour l'expression «le » en série développée -don les puissances croissantes de v.
v — COS i i I ) p
Il faut développer par rapport à y et écrire . au lieu de I). En effet on déduit de cette val< ur de <
h cos i I» f - h
La valeur sin vl) l i satisfait aussi à l'équation différentielle : doni la valeur générale de » est
i cos D) (f sin(jD)4
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Si l'équation différentielle proposée esl
el que Ton veuille exprimer r en série ordonnée selon les puissances de /, on désignera par Dcp la fonction
et, l'équation étant
on aura
V = COs[t<J— D 0!.'.}).
Kn effet, on en conclut
di2 Jr- d/2
Il faut développer la valeur précédente de v selon les puissances de /,
ecrire ( JL + -il Y au lieu de D', et regarder ensuite les exposants \dxi ôy-J
comme des indices de différentiation.
La valeur suivante
/"cos(*y/— D)+(a?, .> l rf/
satisfait à la même condition : ainsi la valeur la plus générale de v est
v — cos ( t v'— D ) cp (x, y) -+- W, où
e est une fonction /.r, v, t) de trois variables; si l'on fait t = o, on a
/(a?, y,o) = <p(a-,y); i ") Ou encore
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et, désignanl ' I > . » . / par /' v, y.l)t
J Si I équal ion proposée esl
mi .iin.i
la valeur de ven série ordonnée selon les puissances de / sera
«• = COS /D f 1
en désignant ' par !) : car on en déduil
il i • I
La valeur générale de *% qui ne peut contenir que deux fonctions arbitraires de i . esl donc
avec
\\ / , os 'h y , dt (•).
Désignanl v par/ r. / . el 'J, par /' se, i , on a, pour déterminer les deux Fonctions arbitraires,
i t o el i
io:!.
Si l'équation différentielle proposée esl
d-v <)■* dlt d''t
"!l désignera par D? la fonction '] \ ' en sorte que DDç ou I)-'-.
• in mieux
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se formera en élevanl le binôme .—, + , au carré el regardant les
a ' ih -
exposants comme indices de diffërentiation. L'équation < deviendra donc
el la valeur de v, ordonnée selon les puissances de /, sera
cos(*D)<p(;r, y);
car on en lire
ou
dt- ^ dx* il' - <)v- i) \ ■
La valeur la plus générale de v ne pouvant contenir que deux fonctions arbitraires en x et y, ce qui est une conséquence évidente de la forme de l'équation, cette valeur sera ainsi exprimée
r = cos(^D)o(.r, y) + y'cos(H) )<l\ ./ y) dt i ' i.
Les (onctions ç el *| sont déterminées comme il suit : en désignant la fonction v par f{x, y, t), et y /(.r, j, / |»ar J\ x, v. / 1, on a
cp ( .r. y i - /( .r, y, o), ({;(#, y) — f,{x, y, o).
Lutin, soi! proposée l'équation différentielle
, ,, dv d*v . div d6f
où les coefticicnls a, A, c ... sont des nombres connus, l'ordre de l'équation étanl indéfini.
La valeur la plus générale de v ne peut pas contenir plus d'une (onction arbitraire en x; car il esl évident par la (orme même de l'équation
1 i i»u encore
/ i^ / s sin(/D) . . . p = cos(fD) «p(x,j)n ^— ii i ... i. G D
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que, si l'on connaissail en fonction de x la valeur de v qui répond à i = o, toutes les autres valeurs de c qui répondent aux valeurs successives de / seraient déterminées. <>n aura donc, pour exprimer v, l'équation
«•h désigne par 1) s x l'expression
, il- . <i .
il r- (t.r- il i
c'est-à-dire que, pour former la valeur de »•, il faudrait développer selon Ifs puissances de t la quantité
et écrire ensuite -r- au lieu de y., en considéranl les exposants de a
comme des indices «le différentiation. En effet, celle valeur de v étant différentiée par rapport à / seulement, on a
Il serait inutile de multiplier ces applications d'un même procédé. Pour le- équations très -impie-, on peut se dispenser des expressions abrégées; mais, en général, elles suppléent à des calculs très composés. Nous avons choisi pour exemples les équations précédentes, parce qu'elles se rapportent toutes à des phénomènes physiques dont l'expression analytique est analogue à celle du mouvement de la chaleur. Les deux premières, a et b . appartiennent à la théorie de la chaleur; les trois suivantes c), (d), {<■ à des questions dynamiques; la dernière f exprime ce que serait le mouvement de la chaleur dans les corps solides si la transmission instantanée n'était pas bornée à une distance extrêmement petite. On a un exemple de ce genre de question dan- le mouvement de la chaleur lumineuse qui pénètre les milieux diaphanes.
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On peut obtenir par divers moyens les intégrales de ces mêmes équations. Nous indiquerons en premier lieu celui qui résulte de l'usage du théorème énoncé dans l'article 36J (p. 4<>8\ et que nous allons rappeler.
Si l'on considère l'expression
/ o(x)dxf cosp(x — <x)dp,
%/ — au *J — ao
on voit qu'elle représente une fonction de x\ car les deux intégrations définies, par rapport à a etp, font disparaître ces variables, et il reste une fonction de x. La nature de cette fonction dépendra évidemment de celle que l'on aura choisie pour <p(a). On peut demander quelle doit être la fonction ç(a) pour que, après les deux intégrations définies, on obtienne une fonction donnée f{oc). En général, la recherche des intégrales propres à exprimer divers phénomènes physiques se réduit à des questions semblables à la précédente. Ces questions onl pour objet de déterminer les fonctions arbitraires sous les signes d'intégration définie en sorte que le résultat de cette intégration soit une fonction donnée. 11 est facile de voir, par exemple, que l'intégrale générale de l'équation
serait connue si, dans l'expression précédente (a), on pouvait déterminer o(a) en sorte que le résultat de l'équation fût une fonction donnée /(x). En effet, on forme immédiatement une valeur particulière de e, ainsi exprimée
v = e~""cos/> ./ .
et l'on trouve cette condition
m =: ap- — bp' -+- cp6 — ....
( >n pourra donc prendre aussi
v = e-""cosp(.v — oc),
dv
div . du>
dH
dt
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cm donnant à la constante x une valeur quelconque. <>n aura pareillement
\ ,. , .h. l'r COSJ5I I 5t)«Çp.
Il est évident que cette valeur de v satisfait à l'équation différentielle f : elle n'est autre chose qu'une somme de valeurs particulières. Déplus, supposant l = o, on doit trouver pour v une fonction arbitraire de x. Désignant cette fonction par f x , on a
/ i < ff(ot) '/y I COSjOI '■ y I dp.
Or il resuite de la forme de l'équation / que la valeur la plus générale de v ne peut contenir qu'une seule fonction arbitraire en x. En effet, cette équation montre clairement que, si l'on connaît en fonction de x la \aleur de v pour une valeur donnée <lu temps /, toutes les autres valeurs de v qui correspondent aux autres valeurs du temps sont nécessairement déterminées. Il s'ensuit rigoureusement que, si l'on connaît en fonction de / et de x une valeur de v qui satisfasse à l'équation différentielle et >i, de plus, en y faisant / = o, cette fonction de x et i devient une fonction entièrement arbitraire de x, la fonction de x et / dont il s'agit est l'intégrale générale de l'équation (/). route la question est dune réduite à déterminer dans l'équation la fonction z- a. en sorte que le résultat des deux intégrations soit une fonction donnée / x . Il est seulement nécessaire, pour que la solution -M>it générale, que l'on puisse prendre pour /(x) une fonction entièrement arbitraire, et même discontinue. Il ne s'agit donc que de connaître la relation qui doit toujours exister entre la fonction donnée / i et la fonction inconnue w . Or cette relation 1res simple est exprimée par le théorème dont nous parlons. Elle consiste en ce que, les intégrales étant prises entre des limites infinies, la fonction z, a
e^t — f y. ; c'est-à-dire qu'on a l'équation
/(■*") = :'_ / / *)d(z\ cos/Kar — a) dp.
On en conclut, pour l'intégrale générale de la proposée / .
I0I v=— f /(a) dot! e-1 '''■ '■''-■■)cosp(x-y.)r/jl.
Si l'on propose l'équation
qui exprime le mouvement vibratoire d'une lame élastique, on considérera que, d'après la forme de cette équation, la valeur la plus générale de 9 ne peut contenir que deux fonctions arbitraires en .r; car, en désignant cette valeur de 9 par f{x,t), et par /'(*, i) la fonction -f(x,t), il est évident que, si l'on connaissait / r,o) et /' r. o . c'est-à-dire les valeurs de 9 et de ~ au premier instant, toutes les autres valeurs de v seraient déterminées.
Cela résulte aussi de la nature même du phénomène. En effet, considérons dans son état de repos une lame élastique rectiligne : x est la distance d'un point quelconque de cette lame à l'origine 0 des coordonnées; on change extrêmement peu la figure de cette lame en l'écartant de sa position d'équilibre, où elle coïncidait avec l'axe de x sur le plan horizontal; ensuite on l'abandonne à ses forces propres excitées par le changement de ligure. On suppose le déplacement arbitraire, mais très petit, et tel que la figure initiale donnée à cette hune soit celle d'une courbe comprise dans un plan vertical qui passe par l'axe des x. Le système changera successivement de forme et continuera à se mouvoir dans le plan vertical de part et d'autre de la ligne d'équilibre. C'est ce mouvement dont l'équation
exprime la condition la plus générale.
Un point quelconque m, placé dans la situation d'équilibre à la dis-
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tance or de l'origine ' • ri sur le plan horizontal, est, à la lin <ln temps /, éloigné de ce point de la hauteur perpendiculaire v. Cet écart variable i> est une Ponction de c et t. La valeur initiale de v esl arbitraire : elle est exprimée par une Ponction quelconque ç a . <>r l'équation rf . déduite des principes fondamentaux de la Dynamique, l'ail connaître que la
seconde Quxion de v, prise pour /. ou '. '. • et la Quxion du quatrième ordre, prise pour a?, ou ' • sont deux fonctions de a? et t qui ne diffèrent que par le signe. Nous n'entrons point ici dans la question spéciale relative à la discontinuité des fonctions; nous n'avons en vue que l'expression analytique de l'intégrale. On peut supposer aussi qu'après avoir déplacé arbitrairement lesdivers points de la lame on leur imprime des vitesses initiales très petites et dans le plan vertical où les vibrations doivent s'accomplir. La vitesse initiale donnée à un point quelconque m, place à la distance x, a une valeur arbitraire. Elle esl exprimer par une fonction quelconque l x de la distance a;.
Il esl manifeste que, si l'on donne : i" la figure initiale Aw système, <>n y x : a0 le> impulsions initiale-, ou la fonction l >■ , tous les états subséquents du système sont déterminés. Ainsi la fonction e, ou / r, / . <|ni représente, après un temps quelconque /, la forme correspondante de la lame, contient deux fonctions arbitraires tp(a? et i i
Pour déterminer la fonction cherchée/ c, t , nous considérons que, dans l'équation
luon peut d inner à v la valeur très simple
u — cosy '/ COS17 r,
ou celle-ci
u — co - / / - -a .
en désignant par q et 2 des quantités quelconques qui ne contiennent ni a m /. < >:i aura donc auss
u = - 1 I < dx J cosq* l cosq > x) dq,
F a) étant une fonction quelconque, et quelles que soient les limites
des intégrations. Cette valeur de v n'est autre chose qu'une somme de valeurs particulières.
11 est nécessaire maintenant que, pour / = o, la valeur de u soit celle que nous avons désignée par/(.r,o), ou <p(a?). On aura donc
çp(aO= f¥(a)da fcosq(a; — a)dq.
II faut déterminer la fonction F(a) en sorte que, les deux intégrations étant achevées, le résultat soit la fonction arbitraire tp(a?). Or le théorème exprimé par l'équation (B) fait connaître que, les limites de chacune des intégrales étant —oc et +=c, on a
Donc la valeur de u est donnée par l'équation suivante :
u — — I <p(x)da cosq'-lcosqix — x)dq.
Si l'on intégrait par rapport à l cette valeur //, en y changeant sp en i, il est évident que l'intégrale, désignée par W, satisferait encore à l'équation différentielle proposée (d), et l'on aurait
W= — f <\>{x)dy. f —,s\nq-tcosq{j" — y) d/.
Cette valeur W devient nulle pour t = o; et si l'on prend l'expression
— — _L f ù(a)da. I cos q'- L cos q (.r — y ) dq , dt 2Kj_<B T J_<B
on voit que, pour t= o, elle devient égale à '|(.r). Il n'en est pas de
du Tt
même de l'expression —; elle devient nulle pour / ==0, et u devient
égal à y(x)>
Il suit de la que l'intégrale de l'équation (d) est
v= — / <p(a)c?«/ cosqit cos? (a; — a)dq + W = « + W
2 7Tj_„ J..»
iiiM'iriîi: i\. ihi-ti sin\ de i. \ ciivlkik. r.
avec
I x) tlx I ^iiiy'/cn-y. i y ' , ■
Kn effet :
i" Cette valeur de v satisfait à l'équation différentielle d . • Lorsqu'on l'ait / <>. elle devient égale à la Ponction entièrement arbitraire ^ x .
!" Lorsqu'on l'ail / <> dans l'expression -r-i elle se réduit à une
seconde Ponction arbitraire l x . Donc la valeur de v est l'intégrale complète de la proposée, et il ne peut \ avoir une intégrale plus générale.
On peut réduire la valeur de u à une forme plus simple en achevant l'intégration par rapport à q. Cette réduction et celle d'autres expressions du même genre dépendent «les deux résultats exprimes par les équations i et i , qui seront démontrées dans l'article suivant,
Ou en conclut
7smU + 4^,!
I cosq*tcosqsdq
I Sin^cos?*rf? = y/?sin(|
u- / -m r—rrL - 7 l,J-
Désignant — - par une autre indéterminée '-»., on aura
y. = x -+■ 2 éu. ^ /. '/y ' \ ' 'l-j .
Mettant, au lieu de sin i .' - y.- . sa valeur
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on aura
{è • u = -= / (sin,u2 + cos/jl2) o{x -t- ■< p \ / I rffx.
Nous avons prouva, dans un Mémoire particulier, que ces intégrales (S) ou (S') de l'équation (d) représentent d'une manière claire el complète le mouvement des diverses parties de la lame élastique
infinie ('). Elles contiennent l'expression distincte du phénomène el en font connaître facilement toutes les lois. C'est sous ce point de vue surtoutque nous les avons proposées à l'attention des géomètres. Elles montrent comment les oscillations se propagent et s'établissent dans toute l'étendue de la lame, et comment l'effet du déplacement initial, qui est arbitraire et fortuit, s'altère de plus en plus en s'éloignant de l'origine, devient bientôt insensible, et ne laisse subsister que l'action des forces propres du système, qui sont celles de l'élasticité.
Les résultats exprimés par les équations (i)*et (2) dérivent des intégrales définies
/ cosa ' d r cl / sin j'2 dx.
Soil
- / cos.r"2 de, h — j sin.A -'</./
et regardons g et // comme des nombres connus. Il est évident que, dans les deux équations précédentes, on peut mettre y-\-b au lieu de .r, en désignant par h une constante quelconque, et que les limites des intégrales seront les mêmes. Ainsi l'on a
g= f cos(/24- ihy -+- b-)dv. h — I sin(/! ■ // > b*)dy,
cosj2 coszby cosb-— cos v2 sin 2 6/ sin bl
dy.
sin r2 sin 2 by cos/;2 — sinr2cos.i/; » sin l>'- \
1 II faul joindre à u la partie W qui dépend de la seconde fonction arbitraire el <|iu |i finie .1 la page précédente. (J l>-
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Or il rM facile de voir que toutes les intégrales qui contiennent le facteur >\n 2 /> \ sont nulles si 1rs li unies si >ni x el -+- x : car si m i by change de signe en même temps une v. On a donc
ly-cosibydj sin 6* / sin 1 ' cos ■ b » dj .
L'équation en // donnera aussi
omettanl encore les termes qui contiennent sin-.> /m-, on aura
1 sin y* cosaôi cost1 cos 1 -' cos 1 b 1 sin 6S / 1 cos ' -m ■ 6 r cos //- . sin/' sin 26 y sin 6 )
A = cos ô1 / sin » J ri >•« > /< y dy ■■- -m /'J / cos y* cos 26) </> .
Les deux équations a el A donnenl donc en g cl h les deux intégrales
cosa b y dj . / sin > ; cos î b 1 '/1
que nous désignerons respectivement par A el B. On fera ensuite
1 /'•'/, e| ibj l'Z. OU 1 /' \ '• b
< )n a donc
\t I COSp*tCOSpzdf : A, \/ / ^\l\/>-/ io</>: ///> lî.
On déduit immédiatement les valeurs de <? el // du résultai connu
Kn effet, cette dernière équation esl identique et, par conséquent, m ssera point de l'être lorsqu'on mettra au lieu de x la quantité
s- 1 ! -± !,| :,/, ! V [j-{eos;> v ,.,„, 0
cette substitution donn<
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Ainsi la partie réelle du second membre de cette dernière équation esl \ -, ci la partie imaginaire est nulle. On en conclut
\ •-. I COSjs dy — f sinj- dy cl o = f cos/2 dy — j ^in >-'/. , OU
cos/2 rf/ = g= y - , j si../2 dy =h = U - ■
Il ne reste plus qu'à déterminer, au moyen des équations (a el b),
les valeurs des deux intégrales
f cosy2 cos2by dy el / sin/2 si d 2 // / <7> .
Elles seront ainsi exprimées :
/■+■ 00 cos/2 cos 2 &/ dy = A sin b2 -+- £• cos 62,
B = / sin/2 cos 2 ^j^/r = /icosi2 — £"sin 6'-. On en conclut
- cos 7- -h sin 7- »
/ cosp2tcospzdp = i/
f_m s'in^tcosPzd^=\/Tt(cost~s'mh}
Ecrivant sin 7' ou cos 7" au lieu de i/ - > on a j 4 V 2
(1) | cos/?2* cos pz dp — i / - sin ( 7" 4- f- )>
(a) / ^npHcospzdp = i/-is\n('i- —Y
La proposition exprimée par l'équation (B) (art. 404, p, '17V ou par l'équation Iv (art. .'Ml, p. \oS , tj « i nous a servi à découvrir cette intégrale (0) et les précédentes, s'applique évidemment à un plus
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grand nombre de variables. En effet, dans l'équation générale
ar)= — / f(a)dx ! cosp(x — %)dp
MU
f(x) ~ -'_ / dp I cos/>i c y i f(a)rfa,
on peul regarder /(a; comme une fonction de deux variables x el y. La fonction/ se sera donc une fonction de y. el v. I >n regardera maintenant cette fonction/ ?.. v comme une fonction de la variable y, el l'on conclura du même théorème 15 p. 47.5
.A *, ■ ■/_ / /(a,P)rf«y cosyl , ;,, /,,.
On aura (lune, pour exprimer une loin lion quelconque des deux variables x el v. l'équation suivante :
•.' !.'->T 'lj I f(*>$)dPJ ™sp(a x)dpf cosq(f l)dq.
On formera de la même manière l'équation qui convienl aux fonctions de trois variables, savoir :
;,:l: ' •'•- (jzj f<i"Jd?ff(<x,p,y)dyfcosp{j x)dpfcosq(j i)dqfeosr(s-y)dr,
chacune des intégrales riant prise entre 1rs limites - -ji e( + x>. Il esl manifeste que la même proposition s'étend aux fonctions qui comprennenl un nombre quelconque de variai. les ( ' .
Il nous reste à montrer commenl cette proposition s'applique a la recherche des intégrales, lorsque les équations contiennenl plus de deux variables.
Par exemple, l'équation différentielle étant
1 - s (BB) et (BBB) appcllenl évidemmenl des remarque3 analogues
nsdéjàprés ., h
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on veul connaître la valeur de v, fonction de x, y, t , el telle : i " qu'en supposant t = o, v ou f[.r, y, t) devienne une fonction arbitraire
o(x,y) de x et v; 2° qu'en faisant / = o dans la valeur de ~ OU
/'(.%-, y, i), on trouve une seconde fonction entièrement arbitraire ty{x,y).
Nous pouvons conclure de la forme de l'équation différentielle (c) que la valeur de v qui satisfera à cette équation et ;m\ deux conditions précédentes sera nécessairement l'intégrale générale. Pour découvrir cette intégrale, nous donnons d'abord à v la valeur particulière
v z= cosmtcospj? cosgy.
La substitution de c fournit la condition
Il n'est pas moins évident que l'on peut écrire
V = COSp(j" — a) cos<7( y — p) COSt\/p2-h 7%
ou encore
v=. I doc I F(a, (3)c?[3 y cos/?(.r — oc) dp I cosq(y — (3) cos£\/y2-+- ysf/y.
quelles que soient les quantités/?, y, a, [3etF(a, [3), qui ne contiennent ni x, ni y, ni /. En effet, cette dernière valeur de v n'est autre chose qu'une somme de valeurs particulières.
Si l'on suppose t = o, il est nécessaire que c. devienne ç ■*'. v). On aura donc
<p(.r, j) = frfa fF(a, (3)ofj3 Ccosp(x — a) dp j cosy(/- (3)rfy.
Ainsi la question est réduite à déterminer F(a,fi) en sorte que le résultat, des intégrations indiquées soit o(.r, y). Or, en comparant la dernière équation à l'équation (BB), on trouve
— ) / dot. j <p(a, (3)rf{3 / cosp(a: — ce) dp I cosg(y — P)dq.
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Donc l'intégrale sera ainsi exprimée :
= [ — j / f/x I :-j\ cosp(x y>>//> j cosqiy—fycosts/p* /'•'>/■
On obtient ;iin>i une première partie // de l'intégrale ; désignant par W
la seconde partie, <|ni doit contenir l'autre fonction arbitraire 'l r. \ .
on aura
ci l'on prendra pour W l'intégrale j mit, en changeant seulement p en l. En effet, // devient égale à a ac, y lorsqu'on fait t - o; et en même temps W devient nulle, puisque l'intégration par rapport à /
change le cosinus en sinus. I).' plus, si l'on prend la valeur de et que l'on fasse i o, la première partie, qui contient alors un sinus, devient nulle, et la seconde partie devient égale à -l-t-, y . Ainsi l'équation
e>t l'intégrale complète de la proposée.
On formerait de la même manière l'intégrale de l'équation
div __ div <)v t)' v
il suffirait d'introduire un nouveau facteur
— cosi ; , .
et d'intégrer par rapport à r et 7.
ili).
Soit proposée l'équation
dxi + dyl dz1 "'' il s'agit d'exprimer 1 en une fonction f{x, v, : telle : 1" que / ac,y,o
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soil une fonction arbitraire 9 (.r, y); 2" que, si l'on l'ail z = o dans la
fonction ':/(^r,j,^),on trouve une seconde fonction arbitraire } x,y .
Il suit évidemment de la forme de l'équation différentielle que la fonction ainsi déterminée sera l'intégrale complète de la proposée. Pour
connaître cette fonction, on remarquera d'abord que Ton satisfait à l'équation en écrivant
v — cospx C0S7 y e"tz,
les exposants/; et q étant des nombres quelconques, et la valeur de m étant ± \jp* -+- q%.
On pourrait donc aussi écrire
e = cosp(x — x) cos<7(j — 3) (e-^/'5 ■<-</* -+- e-z\'i'''^'i''), et encore
i'= / <f« / F(a, 3)</S // cos/>(.r — a)cos?(/ — 6)( - ) dp flty.
Si l'on fait :? = o, on aura, pour déterminer F a, 3 , la condition
suivante :
o{x,y)=z i dx Çl£(y./j) iI'-j j cosp ( a? — a) rfp / cos<y( v — 5) r/y; et, en comparant à l'équation (BB), on voit que
On aura donc, pour l'expression d'une première partie de l'intégrale :
11 — 5^-5 / </a fç(a,6)rf|3 l'cosp(x — x) dp fcosq( y — 3) (er ■ < i'1 ~'i: ->- .«-^vV^- ,/y. 077- •' t/
dette valeur de // se réduit à o(.r', ■>') lorsque r = o, et la même substitution rend nulle la valeur de ', ■
On pourrait aussi intégrer par rapport à ^ la valeur de u. et l'on donnerait à l'intégrale la forme suivante, dans laquelle y est une non-
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w s_ / d, ■ i : . . •. / cos/> « %)dp I cosg i - ( =^- )•//
sr + n1
esy/p l ,- \ ■ i ,
rf7
La valeur de w devient nulle lorsque s = o, el la même substitution m
rend l,i Ponction ' , égale ii tL x, y . Donc l'intégrale générale <lc la
proposée esl
Enfin, soit l'équation
d <; ' • ax* oy- (h ■
on veut connaître pour p une l'onction /* r. v, / , qui satisfasse à la proposée < el aux deux conditions suivantes, savoir : i° que la substitution de* odans/ a -.y. t donne une loue lion arbitraire z, x,y :
2° que l;i même substitution dans ' , / x,y,t) donne une seconde fonction arbitraire l x,y .
Il suit évi lemmenl de la forme de l'équation e el des principes que nous avons exposés plus haut que la fonction v, étanl déterminée en sorte qu'elle satisfasse aux conditions précédentes, sera l'intégrale complète de la proposée. Pour découvrir cette fonction, on écrira d'abord
d'où l'on tire
,),■ ' dx*dj ' ' dyk '
On ;i donc la condition /// />J q2. Ainsi l'on écrira
C = COS/' I COSÇ i COSt /■' ■/
ou
cos/j i a cos^i ' 3 ci - ' /'' 7
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ou encore
v— f da /F (a, (3)rf{3 jjcosp{ûe — <x)cosg(j 3)cos(p*/ • qxt)dpdq.
Lorsqu'on l'ail / o, on doit avoir *> = <p -r,y), ce qui serl à déterminer la fonction F(a, (3 . Si l'on compare à l'équation générale (BB), mi trouve que, les intégrales étant prises entre des limites infinies,
la valeur de F(a, (3) est ( — ) çp(a, P). On aura donc, pour exprimer
une première partie // de l'intégrale,
u = ( — ) / dy. / q{x,$)d$ i cosp(x — a)dp f cosq(y — ^)cos{pit -+-qtt)tm
En intégrant la valeur de u par rapport à /, et <]; désignant la seconde fonction arbitraire, on trouvera une autre partie W de l'intégrale ainsi exprimée :
W=(^-Y f da f"\(a,P)dp f \osp(x-a)dp f \osq(y- fi) ^Ç'J-f^l
Su»l'on fait t = o dans // et dans W , la première fonction devient égale ii -.-'.r, y), et la seconde nulle; si l'on fait aussi / = o dans et dans -— > la première fonction devient nulle, et la seconde devient égale à '\>{oc, y) : donc
Vz= U ■+- W
est l'intégrale générale de la proposée.
On peut donnera la valeur île // une forme plus simple en effectuant les deux intégrations par rapport \\ p et q. On fait usage, pour ce calcul, des deux équations (i) et (2) que nous avons démontrées dans l'article 407 (p. 482), et l'on obtient l'intégrale suivante :
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Désignanl par m cette première partie de l'intégrale, el par W la seconde, qui doil contenir une autre fonction arbitraire, on a
\\ / // ,lt cl > h W .
Si l'on désigne par \x ci v deux nouvelles indéterminées, telles que
l'on ail
el que l'on substitue pour x, 3, r/z. rffî leurs valeurs (•il aura cette nuire forme de l'intégrale
/ il j I mu fj ' / . i >;/ N7, i >v N / rfy W .
Nous ne pourrions multiplier davantage ces applications de nos formules sans nous écarter de notre sujel principal. Les exemples précédents se rapportent à des phénomènes physiques dont les lois étaient inconnues el difficiles à découvrir; et nous les avons choisis parce que le> intégrales de ces équations, que l'on avail inutilement cherchées jusqu'ici, ont une analogie remarquable avec celles qui expriment le mouvement de la chaleur.
On peut aussi, dan- la recherche des intégrales, considérer d'abord
le- -eue- développées selon les puissances d'une variable, el sommer
ces séries au moyen des théorèmes exprimés par les équations VB),
\\\\ . Voici un exemple de cette analyse, choisi dan- la théorie même
de la chaleur, et qui nous a paru remarquable.
on a vu art. o'.»'.». p. J66 que la valeur générale de v, déduite de l'équation
développée en série selon les puissances croissantes de la variable /, contient une seule fonction arbitraire de a?; et qu'étant développée en série selon les puissances croissantes de x, elle contient deux fonctions entièrement arbitraires de /.
La première série est ainsi exprimée :
(T) <> = oU) + ;?"(.r) + ^,YW + A?VIW+----
L'intégrale désignée par (fi) (art. 397, p. 463), ou
((3) i>=—- ^(y.)dy.l e~i'H cosp(x— y.) dp,
*J — x *^ — oe
représente la somme de cette série, et contient la seule fonction arbitraire <p(a?).
La valeur de v, développée suivant les puissances de x, contient deux fonctions arbitraires/^) et F(£), et est ainsi exprimée :
Il y a donc, indépendamment de l'équation ([3), une autre forme de l'intégrale, qui représente la somme de cette dernière série et qui contientdeux fonctions arbitraires, /(/) etF(/). Il s'agit de découvrir cette seconde intégrale de l'équation proposée, qui ne peut être plus générale que la précédente (fi), mais qui contient deux fonctions arbitraires.
On y parviendra en sommant chacune des deux séries qui entrent dans l'équation (X). Or il est évident que, si Ton connaissait en Jonction de x et L la somme de la première série qui contient / / , il faudrait, après l'avoir multipliée par dx, prendre l'intégrale par rapport à x, et changer /(t) en V(t). On trouverait ainsi la seconde série. De plus, il suffirait de connaître la somme des termes de rang impair qui entrent dans la première série; car, en désignant cette somme par fit.,
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el la somme de tous les autres termes par v, on a évidemmenl
du
Il reste donc à trouver la valeur de y.. Or la fonction / / peul être ainsi exprimée, au moyen de l'équation générale (B) :
/ / x)da j cosp(l — a)dp
Il est facile d'en déduire les valeurs îles fonctions
.' '■), fiy(t), /v,(0
Il esl évident que la diiférentiation se réduit à écrire dans le second membre de l'équation H , >ous le signe / <//>, les facteurs respectifs
On aura donc, en écrivant une seule fois le facteur commun
sp( t — a ) ,
■j — / f\ y.'hx I dpcosp(t-a)
pi .1 ■ //\r8 ///'-
Ainsi la question consiste à trouver la somme de la série qui entre dans le second membre, ce qui ne présente aucune difficulté. En effet, soit y la valeur de cette série : on en conclut
Intégrant cette équation linéaire, el déterminant les constantes arbi-
traires en sorte que, ./■ étant nulle, y soit 1, el -j-j -f ■ f/ soient nulles, 'm trouve, pour la somme de la série,
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Il sérail inutile de rapporter le détail de ce calcul; il sullii d'en énoncer le résultat, qui donne pour l'intégrale cherchée
.. \v -:..-_ f f(a)d<xj [cos2qi(t — z){e'ix-ire-''x)cos'j/x
\ — siïl2qi(t — a) (e?x — e~''x) singx'jq dq -r- \\ .
Le terme W est la seconde partie de l'intégrale; on le forme en intégrant la première partie par l'apport k ce, depuis x = o jusqu'à x — x, et en changeant / en F. Sous cette forme, l'intégrale contient deux fonctions entièrement arbitraires, f(i) et F(/). Si, dans la valeur de v% on suppose oc nulle, le terme W devient nul par hypothèse, et la première partie // de l'intégrale devient /(/). Si l'on fait la même substitution x — o dans la valeur de ^— > il est évident que la première partie -s- deviendra nulle, et que la seconde -> qui ne diffère de la première
que par la fonction F placée au lieu de/, se réduira à F(/). Ainsi l'intégrale exprimée par l'équation (j3{3) satisfait à toutes les conditions, et elle représente la somme des deux séries qui forment le second membre de l'équation (X) (').
C'est cette forme de l'intégrale qu'il est nécessaire de choisir dans plusieurs questions de la Théorie de la chaleur; on voit qu'elle est très différente de celle qui est exprimée par l'équation (J3) (art. 397 .
On peut employer des procédés de calcul très variés pour exprimer en intégrales définies les sommes des séries qui représentent les inté-
(!) On peut retrouver l'intégrale donnée ici par Fourier en suivant une autre méthode, dont cette partie de l'Ouvrage contient déjà plusieurs applications. Si l'on cherche des solutions particulières de l'équation
dv d^v
{a) Tt = d^
qui soient de la forme
A cospt + II siapt,
A et B dépendant exclusivement de .r, on est conduit par un calcul facile aux quatre soin-
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gralesdes équations différentielles. La forme de ces expressions dépend aussi des limites • !<•> intégrales définies. Nous citerons un seul exemple
lions particulières suivantes
et*cos[qi • |, <?-7*cos| qa >/\> /M.
>in|7 '• • 1 i], <■ :•- sin| <j i .7'i ,' -j |.
qu'il esl aisé de vérifier directement el où * désigne une constante arbitraire. En prenant la demi-somme des deux premières, on obtient un ■ fonc i paire de r,
COS
ur x = o.
Maintenant, si dans l'équation (E de la page |o8,
i "*" rx
j J ■ I Ifife / COS/)(t — 7. \ffp,
>>n remplace p par k/'-, on a
- I J ' du j C032ql i j j.l i
Si donc "ii considère l'intégrale double
_ / /(«)<** / "/ f-<]-*-e-?*cos[— qx + 2 q* (< — a)]j qdq.
eOe se réduira à /(/) pour .r = o et sera évidemment une fonction paire de r. Comme elle est d'ailleurs une somme de solutions particulières de l'équation (a), elle satisfera égalemen équation.
sidérons de même l'intégrale
> V- / I ;- /: / /'-"Mu y' ■ i$ -/ -c — e -'/■«■ si ni q* >/ i 1''/'/
Pour la même raison elle satisfait à l'équation (a), ci elle est d'ailleurs une fonction impaire de i B'annulanl pour i = o.
Si l'on prend sa dérivée par rapport â r, on trouve qu'elle se réduit, pour i ... .,
_^ / Fl V. r/z ^ ni-7'/-' < 2 i y -A/.
i ..'il vertu de l'équation i C i. Si l'on prend
// représentera la - imme de la première ligne de la série \ el w la sommede la - nd<
ligne. G |,
de ce calcul en rappelant le résultat de l'article 311 (p. 343). Si, <lan> l'équation qui termine cet article, on écrit x -+- tsinu sous le signe de Innction o, on a
Jg(j + / sinw) du = 'j(oc) H ; o" (x) h ;— tt o" (x) — . . . .
Désignant par v la somme de la série qui forme le second membre, on voit que, pour faire disparaître dans chaque terme un des facteurs 22, y-, . .. qui terminent le dénominateur, il faut différentiel' une fois par rapport à /, multiplier le résultat par /, et différentiel' une seconde fois par rapport à /. On conclut de là que v satisfait à l'équation aux différences partielles
d*v _ i àfdv\ ()-v _ d'v i ôi-
dx% ~ t dt\ dt) °U <)'- ~ ()i! t <n'
On a donc, pour exprimer l'intégrale de cette équation, v = — I o(x -+- 1 sin n ) du + W.
La seconde partie W de l'intégrale contient une nouvelle fonction arbitraire. La forme de cette seconde partie W de l'intégrale diffère beaucoup de celle de la première, et pourrait aussi être exprimée en intégrales définies. Les résultats que l'on obtient au moyen des intégrales définies varient selon les procédés de calcul dont on les déduit, et selon les limites des intégrales. On peut dire, en général, que ces recherches n'ont point un but assez déterminé lorsqu'on les sépare des questions physiques auxquelles elles se rapportent.
Il est nécessaire d'examiner avec soin la nature des propositions générales qui servent à transformer les fonctions arbitraires : car l'usage de ces théorèmes est très étendu et l'on en déduit immédiatement la solution de plusieurs questions physiques importantes, que
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l'on ne pourrait traiter par aucune autre méthode. Les démonstrations suivantes, que nous avons données dans nos premières recherches, sont tir- propres à rendre sensible la vérité de ces propositions. Dans l'équation générale
e)=£ / z)da I cosp(a — x)dp,
qui est la même que l'équation H p. Ï7V. on peut effectuer l'intégration par rapport à/>, et l'on trouve
t, \ ' r+" , s\np\ y. - ' '
On doit donc donner à p, dans cette dernière expression, une valeur infinie; et, cela étant, le second membre exprimera la valeur de/[ac . On reconnaîtra la vérité de ce résultat au moyen de la construction suivante. Nous examinerons d'abord l'intégrale définie
que l'on sait être égale à art. oôfi .
Si l'on construit au-dessus de l'axe des x la ligne dont l'ordonnée .•-t -in ./■ et celle dont l'ordonnée est . et qu'ensuite on multiplie
l'ordonnée de la première ligne par l'ordonnée correspondante de la »nde, on considérera le produit comme l'ordonnée d'une troisième ligne dont il est très facile de connaître la forme.
Sa première ordonnée à l'origine est 1, et les ordonnée- suivantes deviennent alternativement positives ou négatives; la courbe coupe l'axe aux point- roi / -. •>-. ;-. ... et elle se rapproche de plus en plus de cet axe. Une seconde branche de la courbe, entièrement semblable à la première, est située à la gauche de l'axe des y. L'intégrale
esl l'aire comprise entre la courbe el l'axe des x, comptée depuis x = o jusqu'à une valeur positive infinie de x. L'intégrale définie
' >ill/'.r
il i ,
dans laquelle/? est supposé un nombre positif quelconque, a la même valeur que la précédente. En effet, soit px = s\ l'intégrale proposée deviendra
SI1I
jf
dz
et, par conséquent, elle équivaut aussi à -• Cette proposition est vraie quel que soit le nombre positif/?. Si l'on suppose, par exemple, p = [o, la courbe dont l'ordonnée est - a des sinuosités beau-
coup plus rapprochées et plus courtes que celles dont l'ordonnée est —; mais l'aire totale, depuis x = o jusqu'à x = oc, est la même.
Supposons maintenant que le nombre p devienne de plus en plus grand et qu'il croisse sans limite, c'est-à-dire qu'il soit infini. Les
sinuosités de la courbe dont — — est l'ordonnée sont infiniment voisines. Leur base est une longueur infiniment petite, égale à -■ Cela étant, si l'on compare l'aire positive qui repose sur un de ces intervalles - à l'aire négative qui repose sur l'intervalle suivant, et si l'on
désigne par X l'abscisse finie et assez grande qui répond au commencement du premier arc, on voit que l'abscisse x, qui entre comme
dénominateur dans l'expression - de l'ordonnée, n'a aucune varia-
tion sensible dans le double intervalle - : qui sert de base aux deux
aires. Par conséquent, l'intégrale est la même que si x était une quantité constante. Il s'ensuit que la somme des deux aires qui se succèdent esl nulle.
II n'en est pas de même lorsque la valeur de x est infiniment petite,
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Parce 'l'"' l'intervalle - a, dans ce cas, un rapporl fini avec la valeur de t. On connaît par là que l'intégrale
dans laquelle on suppose p un nombre infini, esl entièremen( formée de la somme de ses premiers termes, qui répondenl à des valeurs extrêmement petites de x. Lorsque l'abscisse a une valeur finie \, l'aire ne varie plus, parce que les parties qui la composent se détruisent deui ;i deux alternativement. Nous exprimerons ce résultat en écrivant
l;' quantité w, qui désigne la limite supérieure de la seconde intégrale, a une valeur infiniment petite; et la valeur de l'intégrale esl la même lorsque cette limite est co et lorsqu'elle esl x>.
ÎKi.
Cela posé, reprenons l'équation
." l /' './-^m/'iy '-Ida.
Ayant placé l'axe des abscisses se, on tracera au-dessus de cet axe la ligne.//", dont l'ordonnée esl / y . La forme de cette ligne esl entièrement arbitraire; elle pourrail n'avoir d'ordonnées subsistantes que
dans "' " dans quelques parties de son cours, toutes les autres
ordonnées étant nulles.
°" placera aussi au-dessus du même axe des abscisses une ligne
courl d<>nl l'ordonnée est ""'/", s désignant l'abscisse et p un
nombre positif extrêmement grand. Le centre de cette courbe, ou le point qui répond à la plus grande ordonnée p, pourra être placé, soit a l'origine o des abscisses y., soit à l'extrémité d'une abscisse quel-
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conque. On suppose que ce centre esl successivement déplacé, el qu'il se transporte en tous les points de l'axe des oc, vers la droite à partir du poinl o. Considérons ce qui a lieu dans une certaine position de la seconde courbe, lorsque le centre est parvenu au poinl a? qui termine une abscisse x de la première courbe.
La valeur de x étant regardée comme constante, ef a étant seule variable, l'ordonnée de la seconde courbe sera
sin/>(a - ' ' a - oc
Si donc on conjugue les deux courbes pour en former une troisième. a'est-à-dire si l'on multiplie chaque ordonnée de la première par l'ordonnée correspondante de la seconde, et si l'on représente le produit par l'ordonnée d'une troisième courbe tracée au-dessus de l'axe des a,
ce produit sera
sin/xa — .r)
L'aire totale de la troisième courbe, ou l'aire comprise entre cette courbe et Taxe des abscisses, sera donc exprimée par
Or, le nombre/? étant infiniment grand, la seconde courbe a toute- ses sinuosités infiniment voisines; on reconnaît facilement que, pour tous les points qui sont à une distance finie du point r, l'intégrale définie, ou l'aire totale de la troisième courbe, est formée de parties égales alternativement positives ou négatives et qui se détruisent Avux à deux. En effet, pour un de ces points placés à une certaine distance du point .r, la valeur de /(a) varie infiniment peu lorsqu'on augmente la distance d'une quantité moindre que — ■ H en est de même du dénominateur a- .r, qui mesure celle distance. L'aire qui répond a
l'intervalle — esl donc la même que si les quantités/ a et k — x
l> n'étaient pas variables. Par conséquent, elle est nulle lorsque y. - x
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est une grandeur finie. Donc l'intégrale définie | »* • 1 1 1 être prise entn des limites aussi voisines que l'on veut el elle donne, entre ces limites, le même résultai qu'entre »lc-> limites infinies, roui se réduil donc à prendre l'intégrale entre des points infiniment voisins, l'un à gauche, l'autre à droite de celui où y. — x est nul, c'est-à-dire depuis y x <•> jusqu'à y. r <■>. en désignant parœ une quantité infiniment petite. Or, dans cel intervalle, la fonctionna] ne varie point; elle esl égale v el peut être mise bors du signe d'intégration. Donc la valeur de l'expi ession est le produil «le / x par
' -in/' %
prise entre les limites x a <<> el y. x <•>.
Or cette intégrale esl égale à ~. comme on l'a vu dans l'article précédent; donc l'intégrale définie esl égale a ~ / ' .»■ : d'où l'on conclut l'équ ition '
i , ' ' . isinpia
/ ._ / / x)d<x / COP^l i x)dp.
La démonstration précédente suppose la notion des quantités infinies, telle qu'elle a toujours été admise par les géomètres. Il sérail facile de présenter la même démonstration sous une autre forme en examinant les changements qui résultent de l'accroissement continuel du facteur p sous le signe -in/' y t . Ces considérations sonl trop connues | r qu'il soit nécessaire de les rappeler.
Il faut surtout remarquer qoe la fonction / i a laquelle cette démonstration s'applique esl entièrement arbitraire, el non assujettie
Les rais article h le ; ne diflerenl p
licitement, un le reconnall immédiat) isidéralions plus rigoui
quelles Lejeune-Dirichlel a établi les propositions de Pourier relali
iquea N ndrous plus loin sui marque. <i. h
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ii une loi continue. On pourrail donc concevoir qu'il s'agil d'une fonction telle que l'ordonnée qui la représente n'a de valeurs subsistantes
que si l'abscisse X est comprise entre deux limites données a et h\ tontes les antres ordonnées seraient supposées nulles, en sorte que la courbe n'aurait de forme tracée qu'au-dessus de l'intervalle de x " à .v - h, et se confondrait avec Taxe des y. dans toutes les autres parties de son coins.
La même démonstration fait connaître que l'on ne considère point ici des valeurs infinies île x, mais des valeurs actuelles et déterminées.
On pourrait aussi examiner d'après les mêmes principes les cas on la fonction y( a?) deviendrait infinie pour des valeurs singulières de ./ comprises entre des limites données; mais cela ne se rapporte point à l'objet principal que nous avons en vue, qui est d'introduire dans les intégrales les fonctions arbitraires; il est impossible qu'aucune question naturelle conduise à supposer que la fonction /(.r] devient infinie lorsqu'on donne à .r une valeur singulière comprise entre des limites données.
En général, la fonction / x) représente une suite de valeurs, ou ordonnées, dont chacune est arbitraire. L'abscisse x pouvant recevoir une infinité de valeurs, il y a un pareil nombre d'ordonnées f[x . Toutes ont des valeurs numériques actuelles, ou positives, ou négatives, ou nulles. On ne suppose point que ces ordonnées soient assujetties à une loi commune; elles se succèdent d'une manière quelconque, et chacune d'elles est donnée comme le serait une seule quantité.
Il peut résulter de la nature même de la question et de l'analyse qui s'y applique que le passage d'une ordonnée à la suivante doive s'opérer d'une manière continue. .Mais il s'agit alors de conditions spéciales, et l'équation générale (B), considérée en elle-même, est indépendante de ces conditions. Elle s'applique rigoureusement aux fonctions discontinues.
Supposons maintenant que la fonction f, x) coïncide avec une certaine expression analytique, telle que sinr, <~r' ou <f(x), lorsqu'on donne a x une valeur comprise entre deux limites a et h, et que toutes
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les valeurs A&J x soient nulles lorsque x n'esl pas comprise entre a ci l>: les limites tir l'intégration par rapport à ?.. dans l'équation précédente H . seronl donc x = a, a h : car le résultat serait le même
que pi uir les limites y = — x, a = oc, huiles les valeurs de y 7 étant nulle-, par hypothèse, lorsque a n'est point comprise entre a ci A. On aura donc l'équation
B ./' r)= / p(a)rfa / cos/>! r a) rf/>.
Le second membre de cette équation H est une fonction delà variable -r : car les deux intégrations font disparai Ire les varia Ides y. cl />. et il ne reste que r et les constantes a et A. Or cette fonction équivalente au second membre est telle qu'en y substituant pour a; une valeur quelconque comprise entre a et l> on trouve le même résultat qu'en substituant cette valeur de x dan- 0 r . et que l'on trouve un résultat
nul si. dan- le second ineuilire, un met au lieu de x une valeur quelconque comprise entre a et b. si doue, en conservant toutes les autres quantités qui forment le second membre, on remplaçait les limites a et l> par des limites pins voisines a et b', dont chacune fût comprise entre a et l>, un changerait la fonction de x qui équivaut au second membre, et l'effet du changement serait tel que ce second membre deviendrait nul tonte- les fois que l'un donnerait a x une valeur non comprise entre a et b'; et, si la valeur de x était comprise entre '/ et l> . un aurait le même résultat qu'en substituant cette valeur de x
dan- z, 1 .
On peut donc varier à volonté les limites de l'intégrale dans le second membre de l'équation H . Cette équation subsistera toujours pour les valeurs de x comprises entre les limites quelconques a et b que l'un aura choisies; et, si l'on emploie toute autre valeur de x, le second membre sera nul. Représentons s x par l'ordonnée variable d'une courbe dont cesl l'abscisse; le second membre, durit la valeur est y r , représentera l'ordonnée variable d'une seconde courbe dont la figure dépendra des limites a et b. Si ces limites sont x et *■
les deux courbes, donl l'une a pour ordonnée o » , et l'autre a pour ordonnée / x , coïncideront exactement dans toute l'étendue de leur
cours. .Mais, si l'on donne d'autres valeurs a et A ;i ces limites, les deux courbes coïncideront exactement dans tonte la partie «le leur coins qui répond à l'intervalle de x = a à x = b. A droite et à gauche de cet intervalle, la seconde courbe se confondra précisément dans tous ses points avec l'axe <les x. Celte conséquence est très remarquable, et détermine le véritable sens de la proposition exprimée par l'équation (B).
Il faut considérer sous le même point de vue le théorème exprimé par l'équation (II) de l'article 234 (p. 2°> i ). Cette équation sert à développer une l'onction arbitraire/(.r) en nue suite de sinus et de cosinus d'arcs multiples. La fonction f{x) désigne une fonction entièrement arbitraire, c'est-à-dire une suite de valeurs données, assujetties ou non à une loi commune, et qui répondent à toutes les valeurs de x comprises entre o et une grandeur quelconque \.
La valeur de cette fonction est représentée par l'équation suivante :
/(*>=i2 f /(«)cos^(*-ct)da.
L'intégrale par rapport à a doit être prise entre les limites a = a et a = b; chacune de ces limites a et b est une quantité quelconque comprise entre o et X. Le signe 2 affecte le nombre entier i, et indique que l'on doit donner à i toutes ses valeurs négatives ou positives,
savoir :
et prendre la somme des ternies places sons ce signe 2. Le second membre devient, par ces intégrations, une fonction de la seule variable x et des constantes a et h. La proposition générale consiste en ce que : i" la valeur du second membre que l'on trouverait en y mettant, au lieu de a?, une quantité comprise entre a et l> est égale à celle que l'on obtiendrait en mettant celte même quantité au lieu de •<■ dans
CHAPITRE IV DIFFUSION DE LA CHALEUR
la fonction / i : •■' toute autre valeur de x comprise entre <» el \. mais non comprise entre a el b, étanl substituée dans le second membre, donne un résultai nul.
Il n\ a aiii^i aucune fonction/ c . ou partie de fonction, que l'on ne puisse exprimer en une suite trigonométrique.
La valeur «lu second membre esl périodique, el l'intervalle de la |>eriode esl \ : c'est-à-dire que cette valeur du second membre ne change poinl lorsqu'on écrit r — \ au lieu dear. Toutes ses valeurs successives se renouvellent à chaque intervalle \ .
La suite trigonométrique égale au second membre esl convergente; le sens de cette dernière proposition esl que, si l'on donne à la variable i une valeur quelconque, la somme des termes de la suite s'approche de plus en plus, el infiniment près, d'une limite déterminée. C'est cette limite <|iii esl zéro, si l'on a mis pour a; une quantité comprise entre zéro el \. mais non comprise entre </ el l>\ et, si cette quantité mise pour a esl comprise entre a el l>, la limite de la série .1 l.i même valeur • 1 1 1 * ■ /" x . Cette dernière fonction n'est assujettie à aucune condition, el la ligne dont elle représente l'ordonnée peul avoir une forme quelconque; par exemple, celle d'nn contour formé d'une suite de lignes droites et de lignes courbes. On voit par là que, les limites a et b, l'intervalle total X el la nature de la fonction étanl arbitraires, cette proposition a un sens très étendu: el comme elle n'exprime pas seulemenl nue propriété analytique, mais qu'elle conduit facilement à la solution de plusieurs questions naturelles importantes, il était nécessaire de la considérer sous divers points de vue et d'en indiquer les principales applications. On a donné plusieurs démonstrations de ce théorème dans le cours de cet Ouvrage. Celle que nous rapporterons dan- un des articles suivants art. rl'.\ a l'avantage de s'appliquer aussi à des fonctions non périodiques.
Si l'on suppose l'intervalle X infini, les termes de la série deviennent des quantités différentielles; la somme indiquée par le signe — devient une intégrale définie, comme on le voil dans les articles 353 el 355; et l'équation \ se transforme dan- l'équation 15 . Ainsi cette der-
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nière équation H est contenue dans la précédente el convienl au cas où l'intervalle X est infini : alors les limites a el A sont évidemment • les constantes entièrement arbitraires.
Le théorème exprimé par l'équation (B) offre aussi diverses applications analytiques, que nous ne pourrions exposer sans nous écarter de l'objel de cet Ouvrage; mais nous énoncerons le principe dont ces applications dérivent.
On voit que, dans le second membre de l'équation
/(*) = — / /(«) dy- f cosp(x - «) dp,
la fonctionna) est tellement transformée que le signe de fonction/ n'affecte plus la variable oc, mais une variable auxiliaire a. La variable x est seulement affectée du signe cosinus. 11 suit de là que, pour différentiel- la fonction /(x) par rapport à .r, autant de fois que l'on voudra, il suffira de différentiel* le second membre par rapport à x sous le signe cosinus. On aura donc, en désignant par i un nombre entier quelconque,
dli f( r) i r1' r+x
_^J=±_j f(a)daj p»cosp{a:-oL)dp.
On écrit le signe supérieur lorsque i est pair, et le signe inférieur lorsque i est impair. On aura, en suivant cette même règle relative au choix du signe :
dJ:r =+ {- / /•(«) d« i PiM ^P(.r - «> dp.
^ et *^ — x
On peut aussi intégrer plusieurs fois de suite par rapport à x le second membre de l'équation (B); il suffit d'écrire au devant du signe sinus ou cosinus une puissance négative de />.
La même remarque s'applique aux différentiations finies, ou aux
intégrales designées par le signe -, el en -encrai aux opérations ana-
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lytiqucs qui peuvenl s'effectuer sur les quautités Irigonométriques. Le caractère principal du théorème donl il s'agil esl de transporter le - _ général de fonction à une variable auxiliaire, el de placer la variable r sous le signe trigonométrique. La fonction/^ acquiert en quelque sorte, par cette transformation, toutes les propriétés îles quantités trigonométriques; les différentiations, les intégrations el la sommation des suites s'appliquent ;iinsi à des fonctions générales de la même manière qu'aux fonctions trigonométriques ou exponentielles. Ces! pour cela que l'emploi de cette proposition donne immédiatement le> intégrales des équations à différences partielles à coefficients constants. En effet, il esl évident que l'on peut satisfaire à ces équations par des valeurs particulières exponentielles; et, comme les théorèmes dont nous parlons donnent à des fonctions générales et arbitraires le caractère des quantités exponentielles, ils conduisent facilement à l'expression des intégrales complètes. Cette même transformation donne aussi, comme on l'a vu dans l'article 113 p. \gi . un moyen facile de sommer les suites infinies, lorsque ces suites contiennent les différentielles suc< on les intégrales successives d'une même
fonction : car la sommation de la suite esl réduite, par ce procédé, à celle 'l'une suite de termes algébriques.
< >n peut aussi faire usage du théorème dont il s'agit pour substituer sous le signe général de fonction un binôme formé d'une partie réelle et d'une partie imaginaire. Cette question d'Analyse s'est présentée dès l'origine du calcul <\r> différences partielles, el nous l'indiquerons ici parce qu'elle ;i un rapport plu- direct avec notre objet principal.
Si. dans la fonction / > . on écrit y. • - ■> \ i ;m lien de r, le résultat sera formé de deux parties s — -y \ — i . Il s'agit de connaître en y. et / chacune des deux fonctions a et l. On y parviendra facilement si l'on remplace/ x par l'expression
— / /( yo/y I y. '//,;
car la question sera réduite à substituer ;j. + vv ~ " au lieu de x sous le signe cosinus, et à calculer le terme réel cl le coefficient de \j — i.
On aura ainsi
= — /(*)rf*/ COs[/7(fA — «) ~hpV\f- l\ttp
= ' rmf(*)d* rr\<c"' + e-'»)cosp(iJ.-7.)- \ =^(e^-« "v)sin/>(f* -«)]<*/>;
donc
o = + 7- / /"(a) rfa / ( e/,v + e~*v ) cos/; | ;j. — a I '//'.
~\~J-X -'-oc
/(a) rf« / l e*v — e-^v ) sin p ( [a — a) d>>.
Ainsi toutes les fonctions f{x) que l'on peut concevoir, môme celles qui ne sont assujetties à aucune loi de continuité, sont réduites à la forme M + Nvcri, lorsqu'on y remplace la variable x par le binôme
u. + vv/- i (')•
Pour donner un exemple de l'usage de ces dernières formules, nous considérerons l'équation
djc- dyz
qui se rapporte au mouvement uniforme de la chaleur dans une fable rectangulaire. L'intégrale générale de cette équation contient évidemment deux fonctions arbitraires. Supposons donc que l'on connaisse en fonction de* la valeur de r lorsque y = o, et que l'on connaisse aussi. par une autre fonction de x, la valeur de -£- lorsquej' = o; on peu!
(i) Les intégrales données ici par Fourier ne peuvent avoir aucun sens, puisque les éléments de es intégrales ne tendenl pas vers zéro ci dépassent même toute grandeur donnée lorsque p grandii indéfiniment. '■• "•
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déduire l'intégrale cherchée de celle de l'équation
qui r>i connut' depuis longtemps; mais on trouve des quantités imaginaires -» » u > le signe * 1 * - fonction. Cette intégrale esl
La seconde partie W de l'intégrale dérive de la première en intégranl par rapport à v, el changeant r en l. Il reste donc à transformer les quantités ç v^- i) et <p c — y\ i , afin de séparer les parties
réelles des parties imaginaires. Suivant le procédé de l'article précédent, on trouve, pour la première partie // de l'intégrale,
il . _ I f(tx)d« I COSO F — « w//'.
ci. par '-"ii iéquent,
W=—l I y dot j -e-py)cosp(a; — a)-^-
L'intégrale complète de la proposée, exprimée en termes vcc\<<, csi donc
«■I l'on reconnaît en efTel : i° qu'elle satisfait à l'équation différentielle; a qu'en y faisant j o, elle donne v f > ■. \° qu'en faisant y o dans la fonction -.- • le résultai esl F i .
Nous ferons aussi remarquer que l'on peul déduire de l'équation H une expression très simple du coefficient différentiel de l'ordre indéfini j- ■/ a . mi de l'intégrale / / i da .
L'expression cherchée esl une certaine fonction de x el de l'ini. Il s'agil de connaître cette fonction sous une forme telle que le
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nombre î n'y entre poinl comme indice, mais comme une quantité, afin «le comprendre dans une même formule tous les cas où l'on attribue à i des valeurs positives ou négatives quelconques, l'une y parvenir, nous remarquerons que l'expression
/ . - . ir. . . i-
cos [r -t- i - ou cos/cos siu/sin —
devient successivement
— shw, — cos/-, -4-siiw, -+-cos/\ — sinr, ...
si les valeurs respectives de i sont i, 2, i, /j, 5, .... Les mêmes résultats reviennent clans le même ordre lorsqu'on augmente la valeur de i. Il faut maintenant, dans le second membre de l'équation
f(x) = -- I f{y.)(h. I cos/?(.x — a) dp,
écrire le facteur pl au devant du signe cosinus, et ajouter sous ce si-ne le terme H — -■ On aura ainsi
ïf(x)=-^j f{*)daj cosfpx— p a -h i^jp1 dp.
Le nombre i qui entre dans le second membre sera regardé comme une quantité quelconque, positive ou négative.
Nous n'insisterons point sur ces applications à l'Analyse générale: il nous suffit d'avoir montré par divers exemples l'usage de nos théorèmes. Les équations du quatrième ordre (d) (art. Î05, p. '17G) et e fart. 401, p. I71) appartiennent, comme nous l'avons dit, à des questions dynamiques. On ne connaissait point encore les intégrales de ces équations lorsque nous les avons données dans un Mémoire sur les vibrations des surfaces élastiques, lu à la séance de l'Académie des Sciences le 6 juin 1816 (art. VI, § 10 et 11, et art. VII, § 13 et 14 :').
(') La date indiquée ici par Fourier est inexacte; nous nous en sommes assuré en consultant les procès-verbaux des séances de l'Académie des Sciences. En réalité, le Mémoire
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Elle staient dans les deux formules S el 8 art. K)6,p. ,-mh
i8o el danslesdeux intégrales exprimées, l'une par la première équation de l'article 112 p. Î88 , l'autre par la dernière équation du même article. On a donné ensuite diverses autres démonstrations de ces mêmes résultats. Ce M. ■mon.' contenail aussi l'intégrale de l'équa- ","1 '• art. Ï09, p. ,si S0Us la forme rapportée dans cel article. Quant à l'intégrale ffl de l'équation a art. 113, p. ',s«, ri j,, i . elle est ici publiée pour la première fois.
Les propositions exprimées par les équations tt el A art. 417
el ils. p. 5oi el ïo2 . dont nous avons n tré diverses applications,
peuvenl être considérées sous un poinl de vue plus général. La construction indiquée dans les articles H.', ci 116 p. 195 el |.i'» ne s'applique pas seulemenl à la (' ïtion trigonométrique yt"f>(x~~-r) ■ e\\e
eonvienl à toutes les aune- fonctions el suppose seulemenl que, le nombre p devenanl infini, on trouve la valeur de l'intégrale par rapporl a y. en prenanl cette intégrale entre des limites extrêmemenl voisines. Or cette condition n'appartienl pas seulemenl aux fonctions trigonométriques : elle s'applique à une infinité d'autres fonctions. On parvient ainsi à exprimer une fonction arbitraire/ • sous diverses formes très remarquables; mais nous ne faisons poinl usage de transformations dans la recherche spéciale qui nous occupe.
Quanl à la proposition exprimée parl'équation \ art. ils. p. ;02 . il esl égalemenl facile d'en rendre la vérité sensible par des construct,onsJ ' ' e'esl pour ce théorème que nous les avons d'abord employées. Il suffira d'indiquer la marche de la démonstration.
du8juin 1818. l Lravailn'a] | „ exlraii
VotereL vibrations des mrfaecs élast
Bulletuidt - ( uïomal/iique
livrais Le Mémoire est d'aUleurs signalé d des
/rr,w nr l'année 1818. g. D
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Dans l'équation (A , savoir
/,., i I f /(a)rf«2C0S^(a_a?)'
on remplacera la somme des termes placés sous le signe 1 par sa valeur qui se déduit de théorèmes connus. Nous avons vu précédemment divers exemples de ce calcul (Sect. III, Chap. III . En supposant, pour rendre l'expression plus simple, X = 2-, et désignant a - x par r, il
donne ce résultai
N^ cos ir = cosjr 4- sin/r — yy. ■
Il faut donc multiplier le second membre de cette équation par /(a rfa, supposer le nombre j infini, et intégrer depuis a = — it jusqu'à «== + «. La ligne courbe dont l'abscisse est a et l'ordonnée cosy'r étant conjuguée avec la ligne dont l'abscisse est a et l'ordonnée /(a), c'est-à-dire les ordonnées correspondantes étant multipliées l'une par l'autre, il est manifeste que l'aire de la courbe produite, prise entre des limites quelconques, devient nulle lorsque le nombre/' croit sans limite. Ainsi le premier terme cosy'r donne un résultat nul.
Il en serait de même du terme siiy> s'il n'était pas multiplié par le
facteur 4^; mais, en comparant les trois courbes qui ont pour abscisse commune a, et pour ordonnées sin/-, gp-yj.' /(a)> on reconnaît évidemment que l'intégrale j s'mj'r ^-f{a)dx n'a de valeurs subsistantes que pour de certains intervalles infiniment petits; savoir, lorsque l'ordonnée 4^ devient infinie. Cela aura lieu si r ou a — x est nulle; et, dans cet intervalle où a diffère infiniment peu de .r, la valeur de /(a) se confond avec /(a?). Donc l'intégrale devient
■2 /\ a) sin.//- - ,dr OU i ./ I ' ') / Sin/r — j
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quicstégalea •- ■ t art. U5et356,p. \cfi el &o3 . On en conclu! l'équation précédente V ' .
Lorsque la variable t esl précisément égale à -, ou -. la construction fa il connaître quelle esl la valeur du second membre de cette équation \ .
Si les limites de l'intégration ne sont pas tc el • tc, mais d'autres
l »rale
/ i 2 ' sin/r — — f/z
Mil \ /•
peu ss - mettre - a me
/ - . tir.
- , Sin \ r
ier montre ici, par les rais - ts dans le fond, bien que manquanl de pre-
- n, que, lorsque le nombre y croît indéfiniment, cette intégrale n'a de valeurs sub
"- ' ' r«e pour de certains intervalles infinimenl petits, ceux pour lesquels l'ordonnée -
^-^ devient in .Dapi - si la variable x est comprise entre ic el - ■
-m \ r devient infinie pour la seule valeur zéro donnée à r, el l'on a, pour la limite,
/ ùnjrJLdr= ■■ , /' 'gin/r — |/(x) f'shyr-
n rier indique aussi que la méthode s'applique aux valeurs limites - - et -+- - En
-s. Dans ce cas, l'intégrale donl il s'agil d'obtenir la limite -
rÏT.
i sin/* ,
I - deviendra infini pour r - o et pour r - ■;-. En réduisanl 1 intégrale à - 1 *,lleu: es limites, on a, pour r = o,
- / Ml,//-'/' =ît/(— w) •ur r = -2-, on remplaçant r par 2r — / •'.
La valeur limite de l'intégrale es
I rconsidèi aussi le cas où les limites de l'intégration nent un intervalle
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nombres a et h, dont chacun est compris entre - - - et • -, on voit par la même figure quelles sont les valeurs de x pour lesquelles le second membre de l'équation (A) est nul.
Si l'on conçoit qu'entre les [imites de l'intégration certaines valeurs de y. deviennent infinies, la construction indique dans quel sens la proposition générale doit être entendue. .Mais nous ne considérons point ici les cas de celle nature, parce qu'ils n'appartiennent point aux questions physiques.
Si. au lieu de restreindre les limites — - et -t-it, on donne plus
supérieur à i-, et il indique que « le second membre de l'équation - A 1 est alors formé de plusieurs termes et donne le résultai d'une intégration (c'est-à-dire d'une sommation 1 finie, quelle que soit la fonction /(.r) ».
Considérons, en effet, l'intégrale
s, \ • ■ sm'' 1 J J sm \ r
ou
I l\ X t- r 1 sin/> - ,. - <Ir.
/ ._„ sin\ r
el -opposons que la différence V — a soit supérieure à 21t. Alors il y aura plusieurs inter-
sm;'
\ ailes infiniment petits pour lesquels l'ordonnée '.' ., deviendra infinie. Soient
1 sm \ r
les valeurs correspondantes de r. En général, aucune de ces valeurs n'esl égale à la limite inférieure ou à la limite supérieure de l'intégrale. Uors, en appliquant la méthode de Fourier. on trouvera
ait[/(*)+/(*+ait)-H...-f-/(ar-t-aAic)]
pour la limite de l'intégrale. Tel est le résultat de « l'intégration » dont parle Fourier dans le passage cité. Si une des valeurs de o ou ih- est égale à une des limites de l'intégrale, il faudra remplacer le terme correspondant par sa moitié.
Telle- sont les règles qui résultent de la construction; elles auraient mérité d'être énoncées, au lieu d'être simplement indiquées. bejoune-Dirieldel, nous croyons utile de le répéter, a suivi précisémenl la marche qui est indiquée ici par Fourier, mais en apportant dans les raisonnements une extrême précision, qui était d'ailleurs bien nécessaire dans une question aussi importante. Loin de nous la pensée de méconnaître le progrès réel et considérable apporté par les Mémoires de Dirichlet, dans un sujel où les efforts de Poisson el de c.aucln n'avaienl pas été couronnés d'un plein succès. Mais il nous parait juste de remarquer que Fourier. avec ce sens si profond des questions de philosophie naturelle qui doit exciter noire admiration, avait indiqué el même parcouru, bien qu'à pas incertains, la voie dans laquelle on devait trouver la première démonstration exacte des résultats fondamentaux que lui doit la Physique mathématique. G. I).
i il vi'i 11; 1 . i\ nui i >n>\ DE i. v CH u.f.i i;. 513
d'étendue a l'intégrale, en choisissant « 1 * * — limites plus distantes a el b . on connail par la même figure que le second membre « I * • l'équation A est formé de plusieurs termes, e( donne le résultat d'une intégration finie, quelle que soit la fonction y( a .
On trouve des résultats semblables si l'on écrit ." x - x\ au lieu
de /■. el si les limites de l'intégration sont — \ el i \.
Il faut considérer maintenant que les conséquences auxquelles on rsi parvenu auraient encore lieu pour une infinité de fonctions différentes de sinyr. Il suffit que ces fonctions reçoivent «les valeurs alternativement positives el négatives, en sorte que l'aire devienne nulle
lors iue / croît sans limite. On peut faire varier aussi le facteur . ,— >
ainsi que les limites de l'intégration, el l'on peul supposer que l'intervalle devient infini. Ces sortes d'expressions sont donc très générales el susceptibles des formes les plus diverses. Nous ne pouvons nous arrêter à ces développements; mais il étail nécessaire de montrer
l'emploi des coii-.iiu.iinu-> : car elles résolvent sans aucun doute les questions qui peuvent s'élever sur les valeurs extrêmes el sur les valeurs singulières; elles n'auraient pu servir à découvrir ces théorèmes, mais elles les démontrent el en dirigent toutes les application-..
Non- avons encore à faire envisager ers mêmes propositions sonun autre point de vue. Si l'on compare entre elles les solutions relatives au mouvement varié de la chaleur dans l'armille, la sphère, le prisme rectangulaire, le cylindre, on voit que nous axions à développer une fonction arbitraire/ x en une suite <lc termes tels que
La fonction y, qui, dans le second membre de l'équation A , est un cosinus ou un sinus, est remplacée ici par une fonction qui peul être très différente du sinus. Les nombres [&,, y... ■)- au lieu d'être
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des nombres entiers, sont donnés par une équation transcendante dont les racines, en nombre infini, sont toutes réelles. La question consistai! ;i trouver les valeurs des coefficients <ts,<t,, ait ...; on y est parvenu au moyen des intégrations définies qui l'uni disparaître toutes les inconnues excepté une seule. Nous allons examiner spécialement la nature de ce procédé et les conséquences exactes qui en dérivent.
Afin de donner à cet examen un objet plus détermine, nous choisirons pour exemple une des questions les plus importantes, savoir celle du mouvement varié de la chaleur dans la sphère solide. On a vu (art. 290, p. 3 12) que, pour satisfaire à la distribution initiale de la chaleur, il faut déterminer les coefficients
alt a>, a3, . . . , dans l'équation
(e) xF(x) = «! sin/a, x -t- rr> sin y..,.r ■+• a% sin/Xj.r -)-....
La fonction F(x) est entièrement arbitraire; elle désigne la valeur e de la température initiale et donnée de la couche spherique dont le rayon est x. Les nombres ut.,, p.2, ... sont les racines u. de l'équation transcendante
(/') fXv=i-AX.
w ' tangu\
X est le rayon total de la sphère; h est un coefficient numérique connu, d'une valeur positive quelconque. Nous avons prouve rigoureusement, dans nos premières recherches, que toutes les valeurs de p., ou les racines de l'équation (/), sont réelles. Cette démonstration est déduite de la théorie générale des équations et n'exige point que l'on suppose connue la l'orme des racines imaginaires que toute équation peut avoir. Nous ne l'avons point rappelée dans cet Ouvrage, parce qu'elle est suppléée par des constructions qui rendent la proposition pins sensible. Au reste, nous avons traité celle même question par l'Analyse, en déterminant le mouvement varié de la chaleur dans un corps cylindrique (art. .'{()<S. p. 335 et 336). Cela pose, la question consiste à
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trouver pour a,, </:. a3, ... des valeurs numériques telles que le second membre de l'équation i devienne nécessairement égal a ,• i i lorsqu'on \ mettra pour x une valeur quelconque comprise entre <> el la longueur totale \ ,
Pour trouver le coefficient a,, nous avons multiplié l'équation < par siii'j. vdac, el ensuite intégré entre les limites a o, i \. el nous avons démontré art. 291, p. Ii3 que l'intégrale
/ si n ju r si u fi v da
a une valeur nulle toutes le- t « » i > que les indices i ri j ne sont point les mêmes; c'est-à-dire lorsque les nombres \j., ci y., sonl deux racines différentes de l'équation /' . Il suil de là que, l'intégration définie faisant disparaître tous !<■- ternies du second membre excepté celui <|iii contient n . on a. pour déterminer ce coefficient, l'équation
f i V i ■ -in y / '// " j -in 'y. / dj .
Mettant cette valeur du coefficient <i, dans l'équation e . on en conclut l'équal ion identique
j y.\'iy> -in y, y. dot.
i \ ' > -in -j / — j—
/ -m y 3tfj3
Il faut, dan- I' second membre, donner à i toutes ses valeurs, c'està-dire mettre successivement, au lieu de y,, tontes les racine- <>. de l'équation / . L'intégrale doit être prise pour a, depuis a o jusqu'à a = X, ce qui fait disparaître l'indéterminée y.. Il en ot de même de (3, qui entre dan- le dénominateur; en sorte que le tenue sinix{^r est multiplié par un coefficient at dont la valeur ne dépend que <le \ et de l'indice i. Le signe 1 indique qu'après avoir donné a i ses différentes valeurs, il faut écrire la somme de tous les termes.
L'intégration «dire donc un moyen très -impie de déterminer immé
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diatemenl les coefficients; mais il faul examiner attentivement l'origine de ce procédé, ce qui donne lieu aux deux remarques suivantes :
i° Si, (huis l'équation (e), on avait omis d'écrire une partie des termes, par exemple tous ceux où l'indice est un nombre pair, on trouverait encore, en multipliant l'équation par .sin v.,.r(/.r et intégrant depuis x =■ o jusqu'à x = X, cette même valeur de a, qui a été déterminée précédemment; et l'on formerait ainsi une équation qui ne serait point vraie; car elle ne contiendrait qu'une partie des termes de l'équation générale, savoir ceux dont l'indice est impair.
i° L'équation complète (V que l'on obtient après avoir déterminé les coefficients, et qui ne diffère point de l'équation rapportée à l'article 291 (p. 3r4), dans laquelle on ferait t = o et c = F(.r), est telle que, si l'on donne à x une valeur quelconque comprise entre o et X, les deux membres sont nécessairement égaux; mais on ne peut point conclure, comme nous l'avons fait observer, que cette égalité ait lieu si, eboisissant pour le premier membre x¥(x) une fonction assujettie à une loi continue, telle que sin.r ou cos,r, on donnait à x une valeur non comprise entre o et X. En général, l'équation résultante (e) doit être appliquée aux valeurs de x comprises entre o et X, Or le procédé qui détermine le coefficient at ne fait point connaître pourquoi toutes les racines \xt doivent entrer dans l'équation (e), et pourquoi celte équation se rapporte uniquement aux valeurs de x comprises entre <> et X.
Pour résoudre clairement ces questions, il suffit de remonter aux principes qui servent de rondement à notre analyse.
Nous divisons l'intervalle X en un nombre infini n de parties égales à dx, en sorte que l'on a
// dx — \ ;
cl, écrivant /(x) au lieu dexY(x), nous désignons par
J !• /S» fil ■ • • i J h • • ■ ■> J n
les valeurs de ./•*') qui répondent aux valeurs
d.r. i dx, 3 dx, .... idx, .. , ndx
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attribuées à v\ nous composons l'équation générale e d'un nombre n de termes, en sorte qu'il \ entre n coefficients inconnus
Cela posé, cette équation i représente les n équations du premier degré que l'on formerai! en y mettant successivement, au lieu de oc, -e- ii valeurs
dx, a dx, 3 dx // dx.
Ce système de n équations contient dans la première fK , dans la
seconde,/*,, dans la troisième/!, dans la //""'/',. Pour déterminer
le premier coefficient a,, on multiplie la première équation par <rit la
mde par ja, la troisième par -y,, ainsi de suite, et l'on ajoute ensemble les équations ainsi multipliées. Les facteurs a,, o-2, a3, ... ,
loivent être déterminés par cette condition que la somme de tous les termes des seconds membres qui contiennent <i , soit nulle, et qu'il
en soil de même pour i<»ns 1rs coefficients suivants a3, aA an.
Donc, toutes les équations étant ajoutées, le coefficient a, entre seul dans le résultat, et l'on a une équation pour déterminer ce coefficient. Ensuite, on multiplie de nouveau touto les équations par d'autres
facteurs respectifs :,. :.. p ;,. et ces facteurs sont déterminés
en sorte qu'en ajoutant 1rs n équations, tous les coefficients soient éliminés excepté >/,. On a donc une équation pour déterminera,. On continue des opérations semblables, et, choisissant toujours de nouveaux facteurs, on détermine successivement Ions les coefficients inconnus. Or il est manifeste que ce procédé d'élimination est précisément celui qui résulte de l'intégration entre les limites <> h X. La série tx,, t_. t 7 des premiers facteurs est
-in ■) da dx, sin 'y,-/' dx s\n(n[xldx)dx.
En général, la série des facteurs qui servent à éliminer ions les coefficients, excepté a . est
sin y -li dx, sin • >■ .</' dx, ..., sin >> > da \dx\
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elle esl représentée par le terme général >iny.( r r/.r, dans lequel nu donne successivement à x huiles les valeurs
dx, ■>. dx, 3 dx, .... utli.
On voil par là que le procédé <|ui nous sert ii déterminer les coefficients ne diffère en rien du calcul ordinaire de L'élimination dans les équations du premier degré. Le nombre n des équations est égal à celui des quantités inconnues «,, a2, a3, ..., an, et le même que le nombre des quantités données /*,, /.,, f3, . . . , /„. Les valeurs trouvées pour les coefficients sont celles qui doivent avoir lieu pour que les n équations subsistent à la fois, c'est-à-dire pour que l'équation (i) subsiste lorsqu'on donne à x une de ces // valeurs comprises entre <> et X; et, comme le nombre n est infini, il s'ensuit que le premier membre /( x) coïncide nécessairement avec le second, lorsque la valeur x substituée dans l'un et l'autre est comprise entre o et X.
La démonstration précédente ne s'applique pas seulement aux développements dont la forme est
«, sinp.,./- -+- a. 2 sin/j..,.* -+- a3 sinp3.r +- . . . ■+- ae sin,u, a :
elle convient à toutes les fonctions o([j.(,%-) que l'on pourrait substituer à sinij^.r en conservant la condition principale, savoir que l'intégrale
I cp([XiX)y(}Xjx)dj
ait une valeur nulle lorsque ietj sont des nombres différents. Si l'on propose de développer f{ x) sous cette forme
/(x) = a -f- al cosj" + at COS2 x -+-... + «, cosix -+- . . . -+- è| sina; -+■ bis\n2x + . . .-h biSinix i ....
les racines y.,, u... [x3 a,, ... seront des nombres entiers et, la
condition
rs x x
I cn->-/ COS2 7Ty y«j ~°
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ayant toujours lieu lorsque les indices i ci j sonl des nombres différents, on obtient, en détcrminanl les coefficients a . b . l'équation générale 11 art. 1\\. p. •• ïi qui ne diffère pas de l'équation \
art. ils. p. '"' • .
Si l'on omettait dans le second membre de l'équation e un ou plusîeurs des termes qui répondent à une ou plusieurs racines y-, de l'équation /), l'équation : ne serait pas vraie en général. Pour s'en convaincre, supposons qu'un terme contenant y., ci al ne soit [mini écrit dans le second membre de l'équation < . on pourrait multiplie] respectivement le- // équations par les facteurs
-in . -m '/./■, . . . , sin i fjij n dx)dœ,
ci, eu le- ajoutant, la somme de tous les termes des seconds membres
it nulle : en -m te qu'il ne resterait aucun des coefficients inconnus.
Le résultat formé de L somme de- premiers membres, c'est-à-dire la
somme >\<^ valeurs y, . / ,. f. /'„. multipliées respectivement par
les facteurs
-m j d i /■•. -in y • d 1 • d '. ..., si n( y., // '/' i '//-,
-c réduirait a zéro. Il faudrait par conséquent que cette relation existât
en lie les quantités données y,, f2, J ■ ./',. «•! l'on ne pourrait point
le- considérer comme entièrement arbitraires, ce qui est contre l'hypothèse. Si ces quantités /, . _/*„ ont des valeurs quelconques,
la relation dont il s'agit ne subsiste point, et l'on ne pourrait pas satisfaire aux conditions proposées en omettant un un plusieurs tenues tels <|inw/ -in v. i dans l'équation < . Donc, la fonction f[x demeurant indéterminée, c'est-à-dire représentant le système d'un nombre infini de constantes arbitraires qui correspondent a de- valeurs di comprises entre <> et V il est nécessaire d'introduire dan- le second membre de l'équation t ion- les termes hd- que << , sin y-, >\ qui satisfont a la cond ition
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les indices i ci j étant différents; mais s'il arrivait que la fonction./ a
fût telle que les // grandeurs fit/2, /■ /„ eussent entre elles celle
relation exprimée par l'équation
-ill y.j X f\ X i il r = o,
il e>t évident que le terme (tjs\nu.rr pourrait être omis dans l'équation (<?).
Ainsi, il y a plusieurs classes de fonctions f{x dont le développement, représenté par le second membre de l'équation (s), no contient pas certains termes correspondants à quelques-unes des racines [X. Il y a, par exemple, des cas où l'on doit omettre tous les termes dont l'indice est pair, et nous en avons vu divers exemples dans le cours de cet Ouvrage. Mais cela ne peut avoir lieu si la fonction f(x) a toute la généralité possible. Dans tous les cas, on doit supposer le second membre de l'équation (e) complet, et le calcul fait connaître les termes qui peuvent être omis parce que leurs valeurs deviennent nulles.
On voit clairement par cet examen que la fonctionna?) représente,
dans notre analyse, le système d'un i bre n de quantités séparées,
correspondantes aux n valeurs de x comprises entre o et X, et que ces n quantités ont des valeurs actuelles, et par conséquent non infinies. choisies à volonté. Toutes pourraient être nulles, excepte une seule dont la valeur serait donnée.
Il pourrait arriver que la série de ces // valeurs/,, /,. f. /„ fut
exprimée par une fonction assujettie à une loi continue, telle que x, .*■-, sina?, cosoc, ou en général y ■*' : alors la ligne courbe dont les ordonnées représentent les valeurs correspondantes aux abscisses x, cl qui est placée au-dessus de l'intervalle de t t = o à x = X, se confond dans cet intervalle avec la courbe dont l'ordonnée est -_, .<■ . et les coefficients a,, «,, a31 ..., an de l'équation (e), déterminés par la
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règle précédente, satisfonl toujours à cette condition qu'une valeur ilr x comprise entre <> et \ donne le même résultat, étanl substituée * 1 ;* ii —> ç. v el dans le second membre de l'équation : .
F i représente la température initiale de la couche sphérique donl le rayon esl > . ( >n pourrai! supposer, par exemple, que l'on a F x bx,
st-à-dire que la chaleur initiale croîl proportionnellement ii la distance, depuis le centre, où elle est nulle, jusqu'à la surface, où elle est bX. Dans ce cas, i F c ouf(a esl égale a.bx2\ en appliquante cette fonction la règle qui détermine les coefficients, on développerail li i' en une suite de termes, tels que
Or chaque terme siny... -r. étanl développé selon les puissances de x, ne contient que des puissances de rang impair, et la fonction /> >- r-i une puissance de rang pair. Il esl très remarquable que cette fonction bx2, désignant une suite de valeurs données pour l'intervalle de o à \. puisse être développée en une suite < h- termes, tels que
'/, Mil y
Nous avons déjà prouvé l'exactitude rigoureuse de ces résultats, qui ne s'étaient point encore présentés dans l'Analyse, el nous avons montre le véritable sens des propositions qui les expriment. On ;i vu, par exemple, dans l'article 22\ p. 21 ï que la fonction cos# esl développée en une suite de sinus d'arcs multiples; en sorte que, dans l'équation qui donne ce développement, le premier membre ne contient que des puissances paires de la variable el le second ne contienl que des puissances impaires. Réciproquement, la fonction sina?, où il n'entre que des puissances impaires, esl résolue art. 1 2.">. p. 217 en une suite <lr cosinus, qui ne contiennent que les puissances paires.
I);iiis la question actuelle relative à la sphère, la valeur de cF 1 esl développée au moyen de l'équation e . Il faul ensuite, comme on le voit art. 290, p. h 1 . écrire dans chaque terme le facteur «\|minentiel, qui contient t. et l'on a, pour exprimer la température 1 . qui
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est une fonction de x et /. l'équation
/ y. Y (y.) si 11;/, y. da.
(E) ./ c =%e~AK' sin/j.,.' ' — ^— — •
La solution générale que donne celte équation (E) est totalement indépendante de la nature de la fonction F(a?), parce que cette fonction ne représente ici qu'une multitude infinie de constantes arbitraires, qui répondent à autant de valeurs de x comprises entre o el X.
Si l'on supposait la chaleur primitive contenue dans une seule partie de la sphère solide, par exemple depuis x = o jusqu'à x = {X, et que les températures initiales des couches supérieures fussent nulles, il suffirait de prendre l'intégrale
/ si il y., y /{ y) dy
entre les limites x = o et x = .', X.
En général, la solution exprimée par l'équation E) convient à tous les cas, et la forme du développement ne varie point selon la nature de la fonction.
Supposons maintenant que, avant écrit sin.r au lieu de F c , on ait déterminé par l'intégration les coefficients a, et que l'on ait forme l'équation
x sin.r — at sinfjt,^ -+- a2 sinjju.r H- a:i s'ivr^x -+-. . . -
Il est certain qu'en donnant à x une valeur quelconque comprise entre o et X, le second membre de celte équation équivaut à .rsinr: c'est une -conséquence nécessaire de notre calcul. Mais il ne s'ensuit nullement ([n'en donnant à x une valeur non comprise entre o et X, la même égalité aura lieu. On voit très distinctement le contraire dans les exemples que nous avons cites; et, si l'on excepte les cas particuliers, on peut dire que la fonction, assujettie à une loi continue, qui formerait le premier membre des équations de ce genre ne coïncide
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avec la fonction exprimée par le second membre que pour les valeurs de r comprises entre o el \ .
\ proprement parler, l'équation : esl identique, el elle subsiste pour toutes les valeurs que l'on attribuerail à la variable x\ mais l'un ti l'autre membre de cette équation représentent une certaine fonction analytique qui coïncide avec une fonction connue f x si l'on don ne à la variable x des valeurs comprises entre <> et X. Quanl à l'existence de ces fonctions, qui coïncident pour toutes les valeurs de la variable comprises entre certaines limites el diffèrent pour 1rs autres valeurs, elle e>i démontrée par tout ce qui précède, et 1rs considérations de ce genre sont un élément nécessaire de l'analyse <lts différences partielles.
Au reste, il est évident que les équations (e) et K ne s'appliquent pas seulement à la sphère solide dont le rayon esl X : elles représentent, l'une l'étal initial, l'autre l'état variable du solide infiniment étendu dont le corps sphérique fait partie; el lorsqu'on donne dans ces équations, ii la variable x, des valeurs plus grandes que X, elles se rapportent aux parties de ce solide infini qui enveloppe la sphère. Celle remarque convient aussi à toutes les questions dynamiques que l'on - il par l'analyse des différences partielles.
Pour appliquer la solution donnée par l'équation E au cas «m une seule couche sphérique aurait été primitivement échauffée, toutes les autres ayant une température initiale nulle, il suffirait de prendre 1 * i 1 1 tégrale
/ y \ y mii v., y. dy.
entre deux limites extrêmement voisines a = rel oc = /•-+- m, r étant le rayon de la surface intérieure de la couche échauffée, el u l'épaisseui il-' couche.
<>n peut aussi considérer séparément l'effet résultant de réchauffement initial d'une autre couche comprise entre les limites r ■ u et
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r-h 2u; et, si l'on ajoute la température variable due à cette seconde cause ii la température que l'on avail d'abord trouvée lorsque la première couche était seule échauffée, la somme des deux températures
est celle qui aurai! lieu si les deux couches étaienl échauffées à la lois. Il suffirait, pour avoir égard aux deux causes réunies, de prendre l'intégrale
/ aF(a) sin/x, y. da
entre les limites a. = retoL = r-{-2u. Plus généralement, l'équation E pouvant être mise sous cède forme
^e-.*^si^'asin^W
on reconnaît que l'effet total de réchauffement des différentes couches est la somme des effets partiels que l'on déterminerait séparément en supposant que chacune des couches a été seule échauffée. La même conséquence s'étend à toutes les autres questions de la Théorie de la chaleur; elle dérive de la nature même des équations, et la forme des intégrales la rend manifeste. On voit que la chaleur contenue dans chaque élément d\\n corps solide produit son effet distinct, comme si cet élément avait été seul échauffé, tous les autres ayant une température initiale nulle. Ces divers états se superposent en quelque sorte et se rassemblent pour former le système général des températures.
C'est pour cette raison que la forme de la fonction qui représente l'état initial doit être regardée comme entièrement arbitraire. L'intégrale définie qui entre dans l'expression de la température variable, ayant les mêmes limites que le solide échauffé, montre expressément que l'on réunit tous les effets partiels dus à réchauffement initial île chaque élément.
Nous terminerons ici cette Section, dont l'objet appartient presque entièrement à l'Analyse. Les intégrales que nous avons obtenues ne
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sont point seulement des expressions générales qui satisfonl aux équations différentielles : elles représentent de la manière la plus distincte l'effet naturel, qui est l'objet de la question. C'est cette condition principale i|in' nous a\ > >n > eue toujours en vue, et sans laquelle les résultats «lu calcul ne nous paraîtraient que des transformations inutiles. ! orsque cette condition est remplie, l'intégrale est, à proprement parler, l'équation du phénomène ; elle en exprime clairement le caractère et le pros, '!«' même que l'équation Unie d'une ligne ou d'une surface courbe fait connaître toutes les propriétés de ces ligures. Pour découvrir ces solutions, nous ne considérons point une seule forme de l'intégrale; nous cherchons à obtenir immédiatement celle qui est propre à la question. C'est ainsi que l'intégrale (|iii exprime le mouvement de la chaleur dans une sphère d'un rayon donné est très différente de celle qui exprime ce mouvement dan- un corps cylindrique, ou même dans une sphère d'un rayon supposé infini. Or chacune de ces intégrales a une forme déterminée, qui ne peut pas être suppléée par une autre. Il est nécessaire d'en faire usage si l'on veut connaître la distribution de la chaleur dans le corps dont il s'agit. En général, on ne pourrait apporter aucun changement dans la forme de nos solutions sans leur faire perdre leur caractère essentiel, qui <•>! de représenter 1rs phénomènes.
diverses intégrales pourraient être déduites les unes des autres; car elles ont la même étendue. Mais ces transformations exigent de longs calculs et supposent presque toujours < | n <> la forme des résultats est connue d'avance. <>n peut considérer, en premier lieu, des corps dont les dimensions -"ni finies et passer de cette question à celle qui se rapporte à un solide non terminé. On substitue alors une intégrale définie à la somme désignée par le signe — . C'est ainsi que les équations y. ■•( ) . rapportées au commencement de cette Section, dépendent l'une '\f l'autre. La première devient la seconde lorsqu'on suppose le rayon I! infini. <>u peut réciproquement déduire de cette seconde équation ) les solutions relatives aux corps <\r dimensions limitées.
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En général, nous avons cherché à obtenir chaque résultai par la voie la plus courte. Voici les éléments principaux de la méthode que mois avons suivie :
i" On considère à la fois la condition générale donnée par l'équation aux différences partielles e( toutes les conditions singulières qui déterminent entièrement la question; el l'on se propose de former l'expression analytique qui satisfait à toutes ces conditions.
2" On reconnaît d'abord que cette expression contient un nombre indéfini de termes où il entre des constantes inconnues, ou qu'elle équivaut à une intégrale où se trouvent une ou plusieurs (onctions arbitraires. Dans le premier cas, c'est-à-dire lorsque le terme général est affecté du signe ]S, on déduit des conditions spéciales une équation transcendante déterminée, dont les racines donnent les valeurs d'un nombre infini de constantes.
Le second cas a lieu lorsque le terme général devient une quantité infiniment petite; alors la somme de la série se change en une intégrale définie.
3° On peut démontrer par les théorèmes fondamentaux de l'Algèbre, ou même par la nature physique de la question, que l'équation transcendante a toutes ses racines réelles el en nombre infini.
4° Dans les questions élémentaires, le tenue général est formé de sinus ou cosinus; les racines de l'équation déterminée sont des nombres entiers, ou des quantités réelles el irrationnelles : chacune d'elles est comprise entre deux limites déterminées.
Dans les questions plus composées, le terme général est formé d'une fonction implicitement donnée au moyen d'une équation différentielle, intégrable ou non. Quoi qu'il en soit, l'équation déterminée subsiste: elle a toutes ses racines réelles el en nombre infini, ('elle distinction des parties dont l'intégrale doit être composée est très importante, parce qu'elle fait connaître clairement la forme de la solution el les relations nécessaires entre les coefficients.
V' Il reste à déterminer les seules constantes qui dépendent de l'étal initial, ce qui se fait par l'élimination des inconnues dans un nombre
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il,,im d'équations du premier degré. On multiplie l'équation qui se rapporte à l'état initial par un facteur différentiel, el l'on intègre entre des limites définies, qui sonl le plus souvenl celles du solide où le mouvement s'accomplit.
Il 3 a des questions pour lesquelles nous avons déterminé les coefficients par des intégrations successives, comme on le verra dans le Mémoire qui a p >ur objel la température des habitations. Dans ce cas, on considère les intégrales exponentielles qui conviennenl à l'étal initial «In solide infini; car il esl facile d'obtenir ces intégrales.
Il résulte des intégrations que tous les termes du second membre disparaissent, excepté celui donl on veul déterminer le coefficient. n'",N la ra,eur ,|'' ce coefficient, le dénominateur ne devient jamais
nul' rl 1'"" obtient toujours une intégrale définie d les limites sonl
ce,,es ''" soIide el donl un des fan, mus est la fonction arbitraire qui convient à l'étal initial. Cette forme du résultai esl nécessaire, parce ,l"«' ''• mouvement variable qui esl l'objet de la question se compose de tous ceux q"i auraient lieu séparément si chaque point du solide était seul échauffé el que la température initiale de ions les autres fût nulle.
Lorsqu'on examine avec soin ce procédé d'intégration qui sert à déterminer les coefficients, on voit qu'il contient une démonstration complète, el qu'il montre très distinctement la nature des résultats; ''" v,,,','• T1"'1 n'est nullement nécessaire de les vérifier par d'autres calculs.
1:1 P,ns remarquable des questions que nous ayons exposées jusqu'ici, ''i la plus propre à faire connaître l'ensemble de notre analyse, es' celle du mouvement variable de la chaleur dans un corps cylindrique. Dans d'autres recherches, la détermination des coefficients exigerait des procédés de calcul que nous ne connaissons point encore.
M;"^ l! '•",l remarquer que l'on peut touj 's, -ans déterminer les
valeurs des coefficients, acquérir une connaissance exacte de la ques- ,l"" el de la marche naturelle du phénomène qui en esl l'objet; la considération principale esl celle des mouvements nmpU t.
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6° Lorsque l'expression cherchée contienl une intégrale définie, on détermine les fonctions inconnues placées sous le signe / , soit par les théorèmes que nous avons donnés pour exprimer les fonctions arbitraires en intégrales définies, soit par un procédé plus composé, donl on trouvera divers exemples dans la seconde Partie.
Ces théorèmes s'étendent à un nombre quelconque de variables. Ils appartiennent en quelque sorte à une méthode inverse d'intégration définie : car ils servent à déterminer sous les signes / et ]L des fonctions inconnues qui doivent être telles que le résultat de l'intégration soi! une fonction donnée.
Les mêmes principes s'appliquent à diverses autres questions de Géométrie, de Physique générale ou d'Analyse, soit que les équations contiennent des différences finies ou infiniment petites, soit qu'elles comprennent les unes et les autres.
Les solutions que l'on obtient par celte méthode sont complètes cl consistent dans des intégrales générales. Aucune autre intégrale ne peut avoir plus d'étendue. Les objections qui avaient été proposées à ce sujet sont dénuées de tout fondement; il serait aujourd'hui superflu de les discuter.
70 Nous avons dit que chacune de ces solutions donne Véquation propre du phénomène , parce qu'elle le représente distinctement dans toute l'étendue de son cours, et qu'elle sert à déterminer facilement en nombre tous les résultats.
Les fonctions que l'on obtient par ces solutions sont donc composées d'une multitude de termes, soit finis, soit infiniment petits; mais la forme de ces expressions n'a rien d'arbitraire : elle est déterminée par le caractère physique du phénomène, (l'est pourquoi, lorsque la valeur de la l'onction est exprimée par une série où il entre des exponentielles relatives au temps, il est nécessaire que cela soit ainsi, parce que l'ellèl naturel dont on recherche les lois se décompose réellement en parties distinctes, correspondantes aux différents termes de la série. Ces parties expriment autant de mouvements simples compatibles avec les conditions spéciales; pour chacun de ces mouvements, toutes les tempéra-
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tures décroissenl en conservant leurs rapports primitifs. On ne doil pas voir dans cette composition un résultai de l'Analyse, dû à la seule forme linéaire des équations différentielles, mais un effel subsistant,
<|iii devient sensible dans 1 os expériences. Il se présente aussi dans les
questions dynamiques où l'on considère les causes qui anéantissent le mouvement; mais il appartient nécessairement à toutes les questions
de la théorie de la chaleur, et il détermine la liât lire de la méthode que nOUS avons suivie pour les résoudre.
La théorie mathématique de la chaleur se forme : i" de la définition exacte de tous les éléments du calcul : a0 des équations différentielles; I des intégrales propres aux questions fondamentales. On peut arriver aux équations par plusieurs voies; on peut aussi obtenir les mêmes intégrales, ou résoudre d'autres questions, en apportant quelque changement d,ui> la marche du calcul. Nous pensons que ces recherches ne constituent point une méthode différente de la nôtre; mais elles confirment et multiplient les résultats.
90 On avait objecte ;ui sujet de notre analyse que, les équations transcendantes qui déterminent les exposants ayant des racines imaginaires, il serait nécessaire d'employer les termes qui en proviennent. et qui indiqueraient dans une partie du phénomène le caractère périodique : mais cette objection n'est point fondée, parce que les équations dont il s'agit ont. en ell'et, toutes leur- racines réelles, et qu'ail-
cune partie du phénomène ne peut être périodique.
io° On avait allégué que, pour résoudre avec certitude les questions de ce genre, il est nécessaire de recourir dans tous les cas à une certaine forme de l'intégrale, que l'on désignait connue générale; et l'on
proposait, sous cette dénomination, l'équation [y] de l'article 398; mais cette distinction n'est point fondée; et l'usage d'une seule intégrale n'aurait pour effet, dans plusieurs cas, que de compliquer le calcul sans nécessité. Il est d'ailleurs évident que cette intégrale (y) se
déduit de celle que non- avoii- donnée en 1807 pour déterminer le
mouvement de la chaleur dans une armille d'un rayon déterminé R; il suffît de donner a H une valeur infinie.
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i i" On a pense que la méthode qui consiste à exprimer L'intégrale par une suite «le termes exponentiels, et à déterminer les coefficients au moyen de l'étal initial, ne résout point la question relative à un prisme qui perd inégalement sa chaleur pur ses deux extrémités; ou que, du moins, il serait très difficile de vérifier ainsi la solution que Ton déduit, de l'intégrale (y) par de longs calculs. On reconnaîtra par un nouvel examen que notre méthode s'applique directement ;i cette question, et qu'il suffit même d'une seule intégration.
i'ï' Nous avons développé en séries de sinus d'ares multiples des fonctions qui paraissent ne contenir que des puissances paires de la variable, par exemple eos.r. Nous avons exprimé par des suites convergentes, ou en intégrales définies, des parties séparées de diverses fonctions ou des fonctions discontinues entre certaines limites, par exemple celle qui mesure l'ordonnée dans un triangle. Nos démonstrations ne laissent aucun doute sur l'exacte vérité de ces équations.
i3° On trouve dans les Ouvrages de tous les géomètres des résultats et des procédés de calcul analogues à ceux que nous avons employés. Ce sont des cas particuliers d'une méthode générale, qui n'était point encore formée cl qu'il devenait nécessaire d'établir, pour connaître, même dans les questions les plus simples, les lois mathématiques de la distribution de la chaleur. Cette théorie exigeait une analyse qui lui est propre, et dont un élément principal est l'expression analytique des fonctions séparées, ou des parties de fonctions.
Nous entendons par fonction séparée, ou partie de fonction, une fonction j'[. r) qui a des valeurs subsistantes lorsque la variable v est comprise entre des limites données, cl dont la valeur est toujours nulle si la variable n'est pas comprise entre ces limites. Celte fonction mesure l'ordonnée d'une ligne qui comprend un arc fini d'une forme arbitraire et se confond avec l'axe (\v> abscisses dans (ont le reste de son cours.
Celle notion n'esl poinl opposée aux principes généraux du ("aïeul; on pourrait même en trouver les premiers fondements dans les écrits de Daniel Bernoulli, de Glairaut, de Lagrange et d'Euler. Toutefois on
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a\;ni regardé comme manifestemenl impossible d'exprimer en séries de sinus ,| arcs multiples, ou ilu moins en séries trigonométriques convergentes, une fonction qui n'a de valeurs subsistantes que si celles de la \;ni;il)l»' sonl comprises entre certaines limites, el donl toutes !<•> autres valeurs seraient nulles. Mni> >-c point d'analyse esl pleinement éclairci; et il demeure incontestable que les fonctions séparées, ou parties de fonctions, sonl exactement exprimées par des séries trigonométriques convergentes, ou par des intégrales définies. Nous avons insisté mu cette conséquence ili's l'origine il<' n<>^ recherches jusqu'à ce jour, parce qu'il ne >';iL;it point ici d'une question abstraite el isolée,
mais d un< nsidération principale, intimement liée aux applications
les plus utiles el les plus étendues. Rien ne nous a paru plus propre que les constructions géométriques à démontrer la vérité de ces nouveaux résultats, et à rendre sensibles les formes que l'Analyse emploie pour les exprimer.
i i" Les principes qui nous ont servi ii établir la théorie analytique de la chaleur s'appliquent immédiatement à la recherche «lu mouvement ilc> ondes dans les liquides donl une partie ;i été agitée. Ildonnent mi^si celles des vibrations des lames élastiques, des surfaces Qexibles i nu lue-., des surfaces planes élastiques de très grandes dimensions, el conviennent en général aux questions qui dépendent <lr 1 < • théorie de l'élasticité. Le propre des solutions que l'on déduit de ces I » i - î 1 1 € - î j ►. - — est de rendre les applications numériques faciles, el de prêter des résultats distincts el sensibles, qui déterminent réellement l'objet de la < j 1 1 < - 1 i < 1 1 1 . sans faire dépendre cette connaissance d'intégrations nu d'éliminations qu'on ne peut effectuer. Nous regardons comme superflue toute transformation des résultats du calcul qui ne satisfait point à cette condition principale.
i N'ous présenterons maintenant diverses remarques concernant le* équations différentielles du mouvement de la chaleur.
Si deux molécules d'un même corps sont extrêmement voisines cl ont (les températures inégales, celle qui est la plus échauffée communique directement à l'autre pendant un instant une certaine quantité de chaleur; cette quantité est proportionnelle à la différence extrêmement petite des températures : c'est-à-dire que, si celle différence devenait double, triple, quadruple et que toutes les autres conditions demeurassent les mêmes, la chaleur communiquée serait double, triple, quadruple.
Cette proposition exprime un fait général et constant, qui suffit pour servir de fondement à la théorie mathématique. Le mode de transmission est donc connu avec certitude, indépendamment de toute hypothèse sur la nature de la cause, et il ne peut être envisagé sous deux points de vue dilFérents. 11 est évident que la communication immédiate s'opère suivant toutes les directions, et qu'elle n'a lieu, dans les fluides ou les liquides non diaphanes, qu'entre des molécules extrêmement voisines.
Les équations générales du mouvement de la chaleur, dans l'intérieur des solides de dimensions quelconques, et à la surface de ces corps, sont des conséquences nécessaires de la proposition précédente. Elles s'en déduisent rigoureusement, comme nous l'avons prouvé dans nos premiers Mémoires en 1807, et l'on obtient facilement ces équations au moyen de lemmes dont la démonstration n'est pas moins exacte que celle des propositions élémentaires de la Mécanique.
On déduit encore ces équations de la même proposition en déterminant par des intégrations la quantité totale de chaleur qu'une molécule reçoit de celles qui l'environnent. Ce calcul n'est sujet à aucune difficulté. Les lemrnes dont il s'agit suppléent aux intégrations, parce qu'ils donnent immédiatement l'expression du flux, c'est-à-dire la quantité de chaleur qui traverse une section quelconque. L'un et l'autre calcul doivent évidemment conduire au même résultat; et, comme il n'y a aucune différence dans le principe, il ne peut point y en avoir dans les conséquences.
20 Nous avons donné en 181 1 l'équation générale qui se rapporte à la surface. Elle n'a pas été déduite de cas particuliers, comme on l'a
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supposé sans aucun rondement; el elle n'aurai! pu l'être : la proposition qu'elle exprime n'esl poinl de nature à être découverte par voie d'induction : on ne peul pas la connaître pour certains corps el l'ignorer pour les autres; elle esl nécessaire pour tous, afin que l'état de la superficie m subisse peu dans un temps déterminé un changement infini. Nous avons omis dans notre Mémoire les détails de la démonstration, parce qu'ils consistenl seulement dans l'application de propositions connues. Il suffisait dans cet écrit de donner le principe et le résultat, comme non» l'avons fait > l;m< l'article IÔ du Mémoire cité.
On déduit aussi de cette même condition l'équation générale dont il ^'au'ii. en déterminant la quantité totale de chaleur que chaque molécule placée à la surface reçoit el communique. Ces calculs, très composés, ne changent rien à la nature de la démonstration.
Dan> la recherche de l'équation différentielle du mouvement de la chaleur, on peul supposer que la masse n'esl poinl homogène, el il esl très facile de déduire cette équation de l'expression analytique du flux; il suffit de laisser sous le signe de la différentiation le coefficient qui mesure la conducibilité.
3° Newton a considéré le premier la loi du refroidissement des corps dans l'air : celle qu'il a admise pour le cas où l'air est emporté avec une vitesse constante esl d'à nia ni plus conforme aux observations que la différence des températures est moindre; elle aurait lieu exactemenl si cette différence était infiniment petite
Amontons a fait une expérience remarquable sur l'établissement de la chaleur dans un j > i - i — ■ i lonl l'extrémité est assujettie à une température déterminée. La loi logarithmique du décroissement des températures dans ce prisme a été donnée pour la première fois par Lambert, de l'Académie de Berlin. MM. Biol el de Rumford ont confirmé cette loi par des expériences.
Pour découvrir l<'-> équations différentielles du mouvement variable de la chaleur, et même dans les cas les plus élémentaires, comme celui du prisme cylindriq l'un très petit rayon, il étail nécessaire de connaître l'expression mathématique de la quantité de chaleur qui tra-
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verse une partie extrêmement petite du prisme. Cette quantité n'esl pas seulement proportionnelle à la différence des températures des ilcnx sections qui terminent la tranche. On prouve de la manière la plus rigoureuse qu'elle est aussi en raison inverse de l'épaisseur de cette tranche; c'est-à-dire que, si deux tranches d'un même prisme étaient inégalement épaisses et (/ne. pour la première, la différence des températures des deux bases fût la même que pour la seconde, les quantités de chaleur qui traversent ces tranches pendant le même instant seraient en raison inverse des épaisseurs. Le lemme précédent ne convient pas seulement à des tranches dont l'épaisseur est iniinimenl petite : il s'applique à des prismes d'une épaisseur quelconque. Celte notion du flux est fondamentale; tant qu'on ne l'a point acquise, on ne peut se former une idée exacte du phénomène et de l'équation qui l'exprime.
Il est évident que l'accroissement instantané de la température d'un point est proportionnel à l'excès de la quantité de chaleur que ce point a reçue sur la quantité qu'il a perdue, et qu'une équation différentielle partielle doit exprimer ce résultat ; mais la question ne consiste pas à énoncer cette proposition, qui est le fait lui-même : elle consiste a former réellement l'équation différentielle, ce qui exige que l'on considère ce fait dans ses éléments. Si, au lieu d'employer l'expression exacte du flux de chaleur, on omet le dénominateur de celle expression, on fait naître par cela même une difficulté qui n'est nullement inhérente à la question; et il n'y a aucune théorie mathématique qui n'en présentât de semblables si l'on commençait par altérer le principe des démonstrations. Non seulement on ne peut former ainsi une équation différentielle, mais il n'y a rien de plus opposé à une équation qu'une proposition de ce genre, où Ton exprimerait l'égalité de quantités qui ne peuvent être comparées. Pour éviter celle erreur, il suffit de donner quelque attention à la démonstration cl aux conséquences du lemme précédent (art. 65, G6, 67 et 75 .
4° Quant aux notions dont nous avons déduit pour la première fois les équations différentielles, elles sont celles que les physiciens ont toujours admises. Nous ignorons si quelqu'un a pu concevoir le mou-
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veraent de la chaleur comme étanl produil dans l'intérieur des corps par le seul contact des surfaces qui séparenl les différentes parties. Pour nous, une telle proposition nous paraîtrai! dépourvue de toul sens intelligible. I ne surface de contacl ne peul être le sujel d'aucune qualité physique : elle n'est ni échauffée, ni colorée, ni pesante. Il esl évident que, lorsqu'une partie d'un corps do une su chaleur à une autre, il y .1 une infinité de points matériels de la première qui agissent sur une infinité de points de la seconde. Il faut seulement ajouter que, dans l'intérieur des matières opaques, les points dont la distance n'est pas très | » < • t i 1 1 • ne peuvent se communiquer directement leur chaleur; relie qu'ils s'en\ oien i est interceptée par les molécules intermédiaires. Les tranches en contacl sont les seules qui se communiquent immédiatement leur chaleur. I orsque l'épaisseur de ces tranches égale ou surpasse la distance que la chaleur envoyée pai un point parcourt avant d'être entièrement absorbée, il n'y ;i d'action directe qu'entre les points matériels extrêmement voisins; et c'esl pour cela que l'expression du Hiiy ;i la forme que nous lui attribuons. Ce llu\ résulte donc d'une multitude infinie d'actions dont les effets s'ajoutent; mais ce n'est point pour cette cause que sa valeur pendant l'unité de temps est nue grandeur finie el mesurable, quoiqu'il ne soit déterminé que par une différence extrêmement petite entre les températures.
Lorsqu'un corps échauffé perd sa chaleur dans un milieu élastique, ou dans un espace vide d'air terminé par une enveloppe solide, la valeur de ce flux extérieur est assurément une intégrale; elle esl encore due ;i l'action d'une infinité de points matériels, liés voisins de la surface, el nous avons démontré autrefois que ce concours détermine la
loi du rayoi ment extérieur; cependant la quantité de chaleur émise
pendant l'unité de temps serait infiniment petite si la différence des températures n'avait point une valeur finie. I);nis l'intérieur des masses, la faculté conductrice esl incomparablement plus grande que celle qui s'es srce .1 la superficie : cette propriété, quelle qu'en puisse être la caus ■. 11 »us esl connue de la manière la plus claire, puisque, le prisme étanl p irvenu ;• son étal constant, la quantité de chaleur qui
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traverse une section pendant L'unité de temps compense exactement
celle qui se dissipe par toute la partie de la surface échauffée qui est placée au delà de cette section, et dont les températures surpassent celle du milieu d'une grandeur finie. Lorsqu'on n'a point égard à ce fait principal, et que l'on omet le diviseur dans l'expression du flux, il est entièrement impossible de former l'équation différentielle, même pour le cas le plus simple; à plus forte raison serait-on arrêté dans la recherche des équations générales.
5° De plus, il est nécessaire de connaître comment les dimensions de la section du prisme influent sur les valeurs des températures acquises. Quoiqu'il s'agisse seulement du mouvement linéaire, et que tous les points d'une section soient regardés comme ayant la même température, il ne s'ensuit pas que l'on puisse faire abstraction des dimensions de la section, et étendre à d'autres prismes les conséquences qui ne conviennent qu'à un seul. On ne peut point former l'équation exacte sans exprimer cette relation entre l'étendue de la section et l'effet produit à l'extrémité du prisme.
Nous ne développerons pas davantage l'examen des principes qui nous ont conduit à la connaissance des équations différentielles; nous ajoutons seulement que, pour porter un jugement approfondi sur l'utilité de ces principes, il faut aussi considérer des questions variées et difficiles : par exemple, celle que nous allons indiquer, et dont la solution manquait à notre théorie, ainsi que nous l'avions fait remarquer depuis longtemps. Cette question consiste à former les équations différentielles qui expriment la distribution de la chaleur dans les liquides en mouvement lorsque toutes les molécules sont déplacées par des forces quelconques, combinées avec les changements de température. (les équations, que nous avons données dans le cours de l'année 1820. appartiennent à l'Hydrodynamique générale; elles complètent cette branche de la Mécanique analytique.
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Les différents corps jouissent très inégalement de cette propriété que les |>li\ siciens onl appelée conductibilité <ui conducibilitè, c'est-à-dire de la faculté d'admettre la chaleur el de la propager dans l'intérieur des masses. Nous n'avons point changé ces dénominations, quoiqu'elles ne nous paraissent point exactes. L'une »i l'autre, el surtout la première, exprimeraient plutôt, selon huiles les analogies, la faculté d'être conduit que celle de conduin .
I.a chaleur pénètre avec plus ou moins «le facilité la superficie des diverses substances, soil pour s'y introduire, soit pour en sortir, et les corps sont inégalement perméables à cet élément; c'est-à-dire qu'il s') propage avec plus ou moins de facilité ni passant d'une molécule intérieure à une autre. Nous pensons que l'on pourrait désigner ces deux propriétés distinctes par les noms de pénélrabiUtè et de permêabilùé.
Il faut surtout ne point perdre de vue que la pénétrabilité de la surface dépend de deux qualités différentes : l'une est relative au milieu extérieur, et exprime la facilité de la communication par le contact; l'autre consiste dans la propriété d'émettre ou d'admettre la chaleur rayonnante. Quant à la perméabilité spécifique, elle est propre à chaque substance el indépendante de l'étal de la superficie. An reste, les définitions précises sont !•• vrai fondement de la théorie; mais les dénominations n'ont point, dan- la matière que nous traitons, le même
degré d'importance.
On m' | m' ni [m lui appliquer cette dernière remarque aux notations ; car elles contribuent beaucoup aux progrès <\c la science du calcul. (>n m- doit le- proposer qu'avec réserve, m les admettre qu'après un long examen. Celle que nous avons employée se réduit à indiquer audessous el au-dessus du signe d'intégration / les limites de l'intégrale, en écrivant immédiatement après ce signe la différentielle de la quantité qui varie entre ces limites.
On se sert aussi du signe /^ pour exprimer la somme d'un nombre indéfini de termes (|iii dérivenl d'un terme général, où l'on fait varier l'indice i. Nous plaçons cet indice('), s'il est nécessaire, an devant du signe, et nous écrivons la première valeur de i au-dessous, et la dernière au-dessus. L'emploi habituel de ces notations en fera connaître toute l'utilité, principalement lorsque le calcul des intégrales définies devient composé, et lorsque les limites de l'intégrale sont elles-mêmes l'objet de ce calcul.
Les résultats principaux de notre théorie sont les équations différentielles du mouvement de la chaleur dans les corps solides ou liquides et l'équation générale qui se rapporte à la surface. La vérité de ces équations n'est point fondée sur une explication physique des effets de la chaleur. De quelque manière que l'on veuille concevoir la nature de cet élément, soit qu'on le regarde comme un être matériel distinct qui passe d'une partie de l'espace dans une autre, soit qu'on fasse consister la chaleur dans la seule transmission du mouvement, on parviendra toujours aux mêmes équations, parce que l'hypothèse qu'on aura formée doit représenter les faits généraux et simples dont les lois mathématiques sont dérivées.
t.a quantité de chaleur que se transmettent deux molécules dont les températures sont inégales dépend de la différence de ces températures. Si la différence est infiniment petite, il est certain que la chaleur communiquée est proportionnelle à cette différence; toutes les expériences concourent à démontrer rigoureusement cette proposition. Or, pour établir les équations différentielles dont il s'agit, on considère seulement l'action réciproque des molécules infiniment voisines. Il
(') Nous avons laisse subsister ce passage sans aucune modification, bien que les règles qui y sont indiquées n'aienl été presque jamais suivies par Fourier. La notation iS n'est employée nulle part dans la Théorie de lu chaleur et n'a pas d'ailleurs été adoptée par les géomètres. Quanl aux signes /, ils ne portent presque jamais l'indication des [imites; nous avons, dans cette nouvelle édition, rétabli les limites toutes les fois que leur indication nous a paru utile ou nécessaire et qu'elle n'était pas donnée dans le texte. G. I).
I BAPITRE l\. DM II Sin\ DE LA (Il M. Kl II. 539
n'\ a donc aucune incertitude sur la tonne des équations qui s;' rapl>'n i.iii ii l'intérieur de la masse.
L'équation relative à la surface exprime, comme nous l'avons dit, que le llii\ île la chaleur, dans le sens de la normale, et a l'extrémité du solide, doil avoir la même valeur, soii que l'on calcule l'action mutuelle des molécules <lu solide, soil que l'on considère l'action que le milieu exerce sur l'enveloppe. L'expression analytique <!e la première
valeur est très -impie cl exactement connue; quant à la seconde valeur, elle est sensiblement proportionnelle à la température de la surface lorsque l'excès de cette température sur celle du milieu est une quantité assez petite. Dans les autres cas, il l'a ut regarder cette seconde valeur comme donnée par une série d'observations : elle dépend de l'étal de la superficie, de la pression ci de la nature du milieu; c'esl cette valeur observée qui doit former le second membre de l'équation relative a la surface.
Dans plusieurs < j 1 1 c^t i > • n ^ importantes, celte dernière équation est remplacée par une condition donnée, qui exprime l'état, ou constant, ou variable, ou périodique de la superficie.
Les équations différentielles du mouvement de la chaleur sont des conséquences mathématiques analogues aux équations générales de l'équilibre et du mouvement, et qui dérivent, connue elles, des faits naturels les plu- constants.
Les coefficients <i, //. k. qui entrent dan- ces équations, doivent être considérés en général comme des grandeurs variables, qui dépendent
de la température on de l'étal des corps. Mai-, dans l'application aux
questions naturelles qui nous intéressent le plus, on peut attribuera oefficients des valeurs sensiblement constantes. Le premier coefficient C varie très lentement a mesure que la température s'élève. Ces changements -ont presque insensibles dans nu intervalle d'environ 3o°. Une suite d'observations précises, duc- à
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MM. les professeurs Dulong el Petit, indique que cette valeur de la capacité spécifique croit forl lentemenl avec la température.
Le coefficient //, qui mesure la pénétrabilité de la surface, est plus variable, el se rapporte à un étal très composé. Il exprime la quantité de chaleur communiquée au milieu, soil par l'irradiation, soil par le contact. Le calcul rigoureux de celle quantité dépendrait donc de la question du mouvement de la chaleur dans les milieux liquides ou aériformes. Mais, lorsque l'excès de température est une quantité assez petite, les observations prouvent que la valeur du coefficient peut être regardée comme constante. Dans d'autres cas, il est facile de déduire (les expériences connues une correction qui donne au résultat une exactitude suffisante.
On ne peut douter que le coefficient K, mesure de la perméabilité, ne soit sujet à des variations sensibles; mais on n'a encore fait, sur ce sujet important, aucune suite d'expériences propres à nous apprendre comment la facilité de conduire la chaleur change avec la température et avec la pression. On voit par les observations que cette qualité peut être regardée comme constante dans une assez grande partie de l'échelle thermométrique; mais ces mêmes observations nous porteraient à croire que la valeur du coefficient dont il s'a»it est beaucoup plus changée par les accroissements de température que celle de la capacité spécifique.
Enfin la dilatabilité des solides, ou la disposition à augmenter de volume, n'est point la même à toutes les températures; mais, dans les questions que nous avons traitées, ces changements ne peuvent point altérer d'une manière sensible la précision des résultats. En général. dans l'étude des grands phénomènes naturels qui dépendent de la distribution de la chaleur, on est fondé à regarder comme constantes les valeurs des coefficients. Il est nécessaire de considérer d'abord sous ce point de vue les conséquences de la théorie. Ensuite la comparaison attentive de ces résultats avec ceux d'expériences très précises fera connaître quelles sont les corrections dont on doit faire usage; et l'on donnera aux recherches théoriques une extension nouvelle à mesure
' " u>l I l!l IX. DIFFl SION DE LA CH \ll.i \\. .y, i
1ue 'es observations deviendront plus nombreuses el plus exactes. On
onaitra alors quelles sonl les causes qui pourraienl modifier le mouvemenl de la chaleur dans l'intérieur des corps, el la théorie acquerra llllr perfection qu'il sérail impossible de lui donner aujourd'hui.
I haleur lumineuse, ou celle qui accompagne les rayons de lumière envoyés par les corps enflammés, pénètre les solides el les liquides diaphanes, el s'j éteinl progressivemenl en parcouranl un intervalle de grandeur sensible.
n" '"' pourrai! donc point supposer, dans l'examen de ces questions, que les impressions directes de la chaleur ne se portenl qu'à une distance extrèmemenl petite. Lorsque cette distance a une valeur unie, les équations différentielles prennent une forme différente; mais cette
Partie ,,,' I;| '' "• ne présenterai! des applications miles qu'en se
fondanl sur des connaissances expérimentales que nous n'avons point encore acquises.
Les expériences indiquent que, pour les températures peu «'lèvres, une portion extrêmement faible de la chaleur obscure jouit de la même propriété que la chaleur lumineuse; il esl vraisemblable que la distance où se portenl le- impressions de la chaleur qui pénètre les solides n'est pas totalement insensible, el qu'elle esl seulement fort
petite : mais cela n'occasionne auc lifférence appréciable dans les
résultats de la théorie; ou, du moins, ces différences ont échappé jusqu'ici ii toutes les observations.
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I. Objel 'les recherches théoriques i
2-10. Exem] - armille, cube, sphère, prisme infini; la température variable
•l'un point quelconque est une fonction des c «ordonnées de ce poinl bI du temps. — La quantité de chaleur qui, pendanl l'unité de Lemps, travi une surface donnée dans l'intérieur du st aussi une fonction du temps
erminenl la forme el la position de la surb. — La th de décou\ rir c< ms 2
II. Les trois quantités spécifiques qu'il esl ii' l'observer son l la capacité,
la conducibililé propre ou perméabilité', el la conducibilité extérieure ou trabilité. Les co fficients qui les expriment peuvenl d'abord être re-
i constants, indépendants des températures. .. . 6
\l !'•■• mier pos 1 la question 8
1 | Chaque pararrapN i m g indique la maiièr • graphe.
Le premier de ce? arlirle» . oman-nce a la page marquée a dl
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13-13. Conditions nécessaires aux applications de la théorie, objet des expériences.. . <)
16-21. Les rayons de chaleur qui sortent d'un même poinl d'une surface n'uni point la même intensité. L'intensité de chaque rayon est proportionnelle au cosinus de l'angle que sa direction fait avec la normale à la surface. Remarques diverses et considérations sur l'objet et l'étendue des questions thermologiques et sur les rapports de l'analyse générale avec l'étude de la nature io
NOTIONS GÉNÉRALES ET DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES
22-24. Température permanente, thermomètre. La température désignée par o est celle de la glace fondante. Nous désignons par i celle de l'ébullition de l'eau dans un va^c donné, sous une pression donnée 1 5
25. L'unité qui sert à mesurer les quantités de chaleur est la chaleur nécessaire
pour résoudre en eau liquide une certaine masse d'eau glacée 16
Capacité spécifique de chaleur
27-29. Températures, mesurées par les accroissements de volume ou par les quantités de chaleur ajoutées. — On ne considère ici que les cas où les augmentations de volume sont proportionnelles aux augmentations de la quantité de chaleur. Cette condition n'a point lieu dans les liquides, en général ; elle est sensiblement vraie pour les corps solides dont les températures diffèrent beaucoup de celles qui causent le changement d'état 17
Notion de la conducibilité extérieure
31. On peut regarder d'abord la quantité de chaleur perdue comme proportion-
nelle à la température. Cette proposition n'est sensiblement vraie que pour certaines limites de température 19
32-35. La chaleur perdue dans le milieu est formée de plusieurs parties. Cet effet est
composé et variable. Chaleur lumineuse 19
Mesure de la conducibilité extérieure
37. Notion de la conducibilité propre; on observe aussi celte propriété dans les
liquides 21
38-39. Équilibre des températures. Cet effet est indépendant du contact "
40-i9. Premières notions de la chaleur rayonnante et de l'équilibre qui s'établit dans les espaces vides d'air, de la cause qui réfléchit les rayons de la chaleur ou qui les contient dans les corps, du mode de communication entre les molécules intérieures, de la loi qui règle l'intensité des rayons émis. Celle loi n'est point troublée par la réflexion de la chaleur a3
CHAPITRE I
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Lors leux moléculeg d'un même solide son l extrêmement voisines et ont "'" - • es I,. molécule plus échauffée communique à celle qui lesl moins une quantité de chaleur exactemenl exprin , produil ■■' de la durée de linstant.de !.. différence extrêmemenl petite des températures, el d'une ..•nain,, fonction de la distance des molécules ;;
60. I rsq .'un corps échauffé esl placé dans un milieu aérifori l'une lempéra-
""•-' moins il perd à chaque inslanl une quantité de chaleur que
on peut regarder, dans les premières recherches, comme proportionnelle
à 1 excès de la température de la surface sur la températur milieu.... 35
61-64. Les propositions énoncées dans les deux articles] - ...„, fondées sur
;lm ' ^«ons. Le premier objet de la théorie esl de découvrir toutes
3 s ' ~ - s Propositions. On peut ensuite mesurer les
ronrons - mparanl les résultats du calcul avec des
expérien 3 très précises. .. .
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';'' l" températures permanentes d'un solide infini compris entre deux bases parallèles retenues a des températures fixes sonl exprimées par l'équation
- mpéralures des deux plans extrêmes, e leur distance el i
la température de la section dont la , pian inférieur esl : 18
Notion - du flux de chaleur
»• Mesun nducibiiité propre ,\
™' l! I«es suri action directe de la'chaleur 'se porterait à'unedi-
sens ....
. I Etal du même solide, lorsque le plan supérieur esl exposé à l'air ;-
"- ' ' ; - du mouvement linéaire de la chalcu
LOI DBS iniliiiuu:i« PBWUHWTBS DAHS n PBISM1 h, m ,, , , m ÉPAISSEUR.
1 ■■ tient linéaire de la chaleur dans le prisme. Conséquen,
divi ■- - . ttion
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BM1, L'élalfinal e échauffé par un. surfa
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maintenue à la température a, est exprimée par l'équation suivante :
La valeur dcPcst - 7 + ^r + n ; »> est la température de l'air intéx \/t K 11/
rieur, n la température de l'air extérieur; g, h. H mesurent respectivement la pénétrabilité de la surface éehaufl'ée -. celle do la surface intérieure de l'enceinte x et celle de la surface extérieure x; e est l'épaisseur de l'enceinte et K sa conducibililé propre 5-
DU MOUVEMENT UNIFORME DE LA CHALEUR SUIVANT LES TROIS DIMENSIONS
92-93. Les températures permanentes d'un solide compris entre six plans rectangulaires sont exprimées par l'équation
v = A -+- ax -f- b
'> y -f- cz :
x, y, z sont les coordonnées d'un point quelconque, dont p est la température; A, a, b. c sont des nombres constants. Si les plans extrêmes sont retenus par des causes quelconques à des températures fixes qui satisfont à l'équation précédente, le système final de toutes les températures intérieures sera exprimé par la même équation 70
MESURE DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR EN UN POINT DONNÉ DUNE MASSE SOLIDE
96-99. On suppose que le système variable des températures d'un solide est exprimé par l'équation
où p désigne la température que l'on observerait, après le temps écoulé /. au point dont les coordonnées sont x, y, z, et l'on forme l'expression analytique du flux de chaleur dans l'intérieur du solide, suivant une direction donnée 76
100. Application du théorème précédent au cas où la fonction F est
est cosxcosr cosc 81
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SECTION l.
fiQUATION I>i HOUYEMENl \ v K 11 l>l iv CHALEUR DANS ONE LRMILLE.
101-105. Le mouvement variable de la chaleur dans l'armille est exprimé |>ar l'équation
K d*v /il
OÎ ~ CD ôï* ~ CI» '
L'arc i mesure la distance d'une tranche à l'origine <•: t> esl la température que cri ic tranche acquiert après le temps écoulé /; K, C, l>. h sont des coefficients spécifiques; S esl la surface de la section dont la révolulion engendre l'anneau : / esl le contour de cette section 84
i< Mi — 1 10. Les températures des i1 ints pi ■■ - à égales distances sonl représentées par les termes d'un.' série récurrente. L'observation des températures ci, ci,
i'j de trois points consécutifs donne la mesure du rapport - : on a
l'i "+" 'Vi
=. (I. 10* — au +1= <>
et
'i_ _ S / log(o \« i ~ l VXlogeJ '
La distance de deux points consécutifs esl X, el logtu est le logarithme ■ imal d'une des deux valeurs de to 87
tQCATIOH M IOUVEXEN1 \ Mlll DE LA CHALBUB DANS UNE SPHERE SOLIDE.
111-11'. - ml le rayon d'une couche quelconque, le mouvement delà chaleur
dans la sphère esl exprimé par I
dv _ K fd*v ■?. >h
dt ~ CD \Âr> xdx) 9°
lll-MT. Conditions relatives à l'état de la surface el à I étal initial du Bolide
BQOATIOH Dl ■ODVENENI VARIÉ Dr. LA CHALEUR Iun>. in CTUNOBJ SOLIDB.
118-190. I. - tem| le ce solide sonl déterminées par trois équations I une tus températures intérieures; la seconde exprime l'étal continuel de la surface; la ; ; - • xprime l'état initial du solide <j5
548 TABLE DES M V.TIERES.
ÉQUATION DU MOUVEMENT UNIFORME DE LA CHALEUR DANS IN PRISME SOLIDE
D*l NE LONG! El It INFINIE.
Articles Pagai
121-123. Le système des températures fixes satisfait à l'équation
il- v d'2l> " ' r
dJc* + df* ~ 0z>- = ° '
v est la température d'un point dont les coordonnées son! x, j, z 98
124-123. Équation relative à l'état de la surface et à celui de la première tranche. . . 101
ÉQUATION DU MOUVEMENT VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UN CUBE SOLIDE
126-131. Le système des températures variables est déterminé par trois équations : l'une exprime l'état intérieur: la seconde se rapporte à l'état de la surface, et la troisième exprime l'état initial io3
ÉQUATION GÉNÉRALE DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS L'INTÉRIEUR DES SOLIDES.
132-139. Démonstration élémentaire des propriétés du mouvement uniforme de la chaleur dans un solide compris entre six plans rectangulaires, les températures constantes étant exprimées par l'équation linéaire
c = A — ax — by — cz.
Les températures ne peuvent changer, parce que chaque poinl du solide reçoit autant de chaleur qu'il en donne. La quantité de chaleur qui traverse, durant l'unité de lemps, un plan perpendiculaire à l'axe des z est la même en quelque point de cet axe que passe le plan. — La valeur de ce flux commun est celle qui aurait lieu si les coefficients a el h étaient nuls 107
140-141. Expression analytique du flux dans l'intérieur d'un solide quelconque. L'équation des températures étant
la fonction — K<'< <li exprime la quantité de chaleur qui traverse, pen-
danl l'instanl di , une aire infiniment petite w perpendiculaire à l'axe des :.. au point dont les coordonnées sont '..'■ z et dont la température est c après le temps écoulé / 1 • 4
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>. Il f»Sl f.l.'ll,' il.i , I.., I ni ,-,, .1,, i -,
lli-lt... il esl racilc do déduire du théorème précédent l'équation générale du vemenl de la chaleur, qui i s
CD ' ll8
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146-JîM On démontre que les températures variables des points de la surface d'un efroidil dans l'air satisfont a cette équ ition
h p- -vq o,
mdx - ,id: ,, , iani l'équation différentielle de la surface qui
- lide, et q étant égali , ' Pour découvrir cette considère une molécule de l'enveloppe qui termine le solide, no .pio la tempérai i élément nechange p linl d une ndeur finie pendant un instant infiniment polit. Cette condition a I continue de subsister après que l'action régulière du milieu s'est exen pendant m, instant très petit. — On peul donner a l'élémenl de l'enve- ]nl': rine quelconqu ette molécule est formée par des • fre des propriétés remarquables. Dans le cas le plus simple, qui esl celui où la base esl parallèle au plan tangent, la vérité de l'équation est é\ idente , , ,
SECTION VIII
LPPLK ITIO» DES l mi \II"\s GÉNÉRALES.
\.-.-\-.<. En appliquant l'équation générale (E) au cas .lu cylindre el de la sphère, '"I trou • nés équations que celles de h Section lll el .1- la Section Il de '■'• Chapitre ,33
l.l HABQI 1 v ,,1 m 1; u ,^.
137-162 l - nions fondâmes -- la nature des quantités x, t, p, K, h C D
qui eiitront dans toutes les ex] analytiques de la théorie de la
chaleur. Chacune de ces quantités a un exp dimension qui
rapporte, ou ■< l< longueur, ou a la durée, ou a la température; on trou
it varier les uni!— de n
OX2 0J
167-17(1. On considère l'état de cette lame à une distance extrêmement grande de l'arête transversale; le rapport des températures de deux points, dont a?i, y et x2, y sont les coordonnées, change à mesure que la valeur de y augmente, xt et x2 conservant leurs valeurs respectives. Ce rapport a une limite dont il approche do plus en plus et, lorsque y est infinie, il est exprimé par le produit d'une fonction de x et d'une fonction de y. Cette remarque suffit pour découvrir la forme générale de c, savoir :
= N rt,-6'-(2i'-1,x C0S(2*'— \)Y.
11 est facile de connaître comment le mouvement do la chaleur s'accomplit dans cette lame 1 44
PREMIER EXEMPLE DE L'USAGE DES SÉRIES TRIG.ONOMÉTRIQCES DANS LA THÉORIE
DE LA CIlALEIR.
REMARQUES SLR CES SÉRIES
179-181. Pour trouver la valeur de la série qui forme le second membre, on suppose que le nombre m des termes est limité, et la série devient une fonction
(Il tPITRE 111. ».l
de x el m. Ou développe cette fonction selon Les puissances réciproques
de m. et l'on f.iii m infini 1 58
ts-J-tst On applique le mé lé à plusieurs autres séries 161
185-188 Dans le développemenl précédent, <ju i donne la valeur de la fonction de i el de m. on détermine rigoureusement !<•> limites dans lesquelles esl comprise l.i somme de tous les termes, à partir d'un terme donné i65
189 Pro lé ires simple pour former la -
- = — > — COSI 21 — I X. i<>'|
I — Il — I
SOU IIHN i.l M II U.E.
190-191. Expression analytique du mouvement delà chaleur dans la table rectangulaire; il se décompose m mouvements simples 1 70
..• de la quantité de chaleur qui traverse une arête parallèle ou perpendiculaire à la base. Cette expression du ilu\ suffirai! pour vérifier la
- ilution 172
196—1 ■'' 1 - de cette solution, La table rectangulaire doit être coi
unie faisant partie d'un plan infini; la solution exprime les températures permanentes de tous les points de ce plan i-<\
200-204. On démontre que la question proposée n'admet aucune solution différente
■ •.•lit1 que l'on vient de rapporter 17s
BXPUSSIOn FINIE DO RÉSULTAT DE LA SOLUTION.
208-206 La température d'un point de la table rectangulaire, dont x et y sont les s, est ainsi exprimée
- acosr
Jrrl":iv-^ "S4
ni Wl "l'I'IMl M D'UHI PONCTIOK ARBITRAIRE BU BÉRIE8 rRIGONOHÊTRIQUBS.
207-214. On obtient ce développemenl en déterminant les valeurs des coefficients inconnu- dans les équations suivantes, dont le nombre csi infini,
B = a -+- 13 b ■+■ 33c -h 43rf ->- . . . , | -a-*- 7}b— Vc -+- i°cl-h...,
bord que le nombn
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«'(jualions est ///. ci qu'il y a seulement un nombre m d'inconnues «. h. c, d, .... on omettant tous les tenue- subséquents. On détermine les inconnue- pour une certaine valeur du nombre ///: ensuite on augmente successivement celle valeur de ///. ci l'on cherche la limite dont s'approchent continuellement les valeurs des coefficients; ces limites sont les quantités qu'il s'agil de déterminer. — Expression des valeurs de a. b, c. il. c ... lorsque /// est infini i Sj
On développe sous la forme
a si n.' -+- b sin2x -v- rsinj.r + ds'm$x-\- . . .
la fonction <s(.z), que l'on suppose d'abord ne contenir que des puissances impaires de x soi
217-218. Expression différente de ce même développement. Application à la fonction
ex — e~x 204
219-221. La fonction quelconque <s(.r) peut être développée sous celle forme : a sin.r ■+- a2 sin2.r + a% sin3.r -t-. . . — a,- sin/.r -+-....
La valeur du coefficient général r/,- est - / <p(#) siwixdx. On en con-
•■ • 0 dut ce théorème très simple :
- tp(x) = sinx / cp( y.) sina dot. -t- sina.r / cp(a) sin3arfa 2 «/o « c
-+-sin3.r l ©(a) sin/a r/a -+- . . .
fil cpl ai s'mi:
222-223. Application de ce théorème; on en déduit cette série remarquable :
- cos.r = ■ — - sin2.r -+- — ? sin a -+- - — sinoax-i- 212
221-226. Second théorème sur le développement des fonctions en séries trigonométriques :
T.<!fi(a:)= \ cos/.r / i!/(a) COSi'a tfa.
Applications; on en conclut celte série remarquable :
- . 1 C0S2.r cos4-'' cosf'i ' ,
- sin.r = -5-; = 21 a
226-230. Les théorèmes précédents s'appliquent aux fonctions discontinues et résolvent les questions qui se sont élevées sur l'analyse de Daniel Bernoulli
I Il vi'INii; m. 553
dans le problème des cordes vibrantes. La valeur de la série an i -.n \ i . Bina csin\ i < ', sin 1 1 -m\ ; .
3t -, si l'on cboisil pour x une quantité plus grande que o ei moindre
que a; el la valeur de la série est ... si i esl une quantité quelconque
comprise entre » et -- Application .1 d'autres exemples remarquables
- a surfaces qui se confondenl dans une partie de leur cours, el diffèrenl dans toutes les autres parties .18
:i>"> quelconque F : • peu! être développée sous cette forme :
I , __ A \ «iC08x-+-aiCOsaj -H«sCOs3x-4-a4cos4j:-t-...
! l>t B'mx-hbi sina -m î /• - A, sin ; - —
Chacun d.v coefficients esl une intégrale définie. <>n .1 cm général
"A- /_ ''''"/'• -",= f F(x)cosixdx, -/>,= f F(x)amixdx.
On forme ainsi ce théorème général, qui est un des éléments principaux .le notre anal]
on
I = 2à [ C0Bix f I y icos/arfa - sin/./- f Fl -i 1 sini'a //-/ )
»1îF(*)=2 / F(a)c08*(x — a)dbt.
I — — ao "
il i
234. On doit regarder comme entièrement arbitraires les valeurs de I 1 qui répondent aux valeurs mprises entre — it el - -. On issi
choisir pour .r (i.- •,, ., ,c|
Remarques diverses Bur lu- éveloppements en séries trigonomé-
tri()iies
WTI.u \ II..N v Là ...1 BSTIOH \M 1 1 ! I 1 .
DU MOUVEMENT LINÉAIRE ET VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UNE ARMILLE
SOLUTION GÉNÉRALE DE LA QUESTION. Articles Pages
238-241. Le mouvement variable que l'on considère est composé de mouvements simples. Dans chacun de ces mouvements, les températures conservent leurs rapports primitifs et décroissent, avec le temps, comme les ordonnées v de la ligne dont l'équation est
v = Ae-"".
Formation de l'expression générale 23;)
2i2-2ii. Application à des exemples remarquables. Conséquences diverses de la solution ■) j \
r!i.'l-2i6. Le système des températures converge rapidement vers un état régulier et final, exprimé par la première partie de l'intégrale. Alors la somme des températures des deux points diamétralement opposés est la même, quelle que soit la position du diamètre. Elle équivaut ù la température moyenne. — Dans chaque mouvement simple, la circonférence est divisée par des nœuds équidistants. Tous ces mouvements partiels disparaissent progressivement, excepté le premier; et en général la chaleur distribuée dans le solide y affecte une disposition régulière, indépendante de l'état initial. . . 248
DE LA COMMUNICATION DE LA CHALEUR ENTRE DES MASSES DISJOINTES
217-250. De la communication de la chaleur entre deux masses. Expression des températures variables. Remarque sur la valeur du coefficient qui mesure la conducibilité 1 5 ;
251-255. De la communication de la chaleur entre n masses disjointes rangées en ligne droite. Expression de la température variable de chaque masse ; elle est donnée par une fonction du temps écoulé, du coefficient qui mesure la conducibilité, et de toutes les températures initiales regardées comme arbitraires 25-
CHAPITRE
\ri I
exprimée en t inction du coefficient qui mesure la conducibilité, du temps qui s'est écoulé depuis 1 instant où la communication a commencé, el do toutes les températures initiales, qui sont arbitraires; mais, pour connaître entièrement ces fonctions, il est nécessaire d'effectuer l'élimination ili>s coefficients 1G8
£71 Élimination des coefficients dans les équations qui contiennent ces incon-
apératures initiales données s8o
_"_ - talion de la solution générale ; expression analytique du résultai >s-
Application et conséque tees de cette solution >s'i
ïTl -"s i tmen du cas où l'on suppose le nombre n infini. On obtienl la solution relative à l'anneau solide, rapportée dans L'article 241, el le théorème de l'article 234. On connaît ainsi l'origine de l'analyse que nous avons employée pour résoudre les équations relatives aux corps continus 2g3
' Expression analytique des deux résultats précédents 297
m 282 <'n démontre que la question du mouvement de la chaleur dans L'armille n'admet aucune autre solution. Cette intégrale de l'équation
ridemment la plus générale que l'on puisse former 199
DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UNI SPHÊR1 SOLIDE
>."! 1 1 [OH '.1 NI nui .
- 1ère en premier lieu que le rapport des températures variables des deux points du Bolide B'approche continuellement 'l'une limite déterminée. Cet) mduit .1 l'équation
qui exprime le mouvement simple de la chaleur dans la sphère. Le nombre n ;i une infinité de valeu 1 l'équation déterminée
lang/iX
<tn désigne par \ le rayon de la sphère, el par 1 le rayon d'une Bpbère sntrique quelconque, dont i est la température après le l
ooG TABLE DES MATIÈRES.
Articles Pages
écoulé t\ h el k sont les coefficients spécifiques: A est une constante quelconque. Constructions propres à faire connaître la nature de l'équation déterminée, les limites et les valeurs de ses racines 3oj
290-292. Formation de la solution générale; état final du solide 3i2
29:;. Application au cas où la sphère a été échauffée par une longue immersion. 3 1 (>
REMARQUES DIVERSES SIR CETTE SOLUTION
294-297. Conséquences relatives aux sphères d'un petit rayon et aux températures
linales d'une sphère quelconque ii ;
298-300. Température variable d'un thermomètre plongé dans un liquide qui se refroidit librement. Application de ces résultats à la comparaison et à l'usage des thermomètres foi
301 . Expression de la température moyenne de la sphère en fonction du temps
écoulé 3'2(i
302-304. Application aux sphères d'un très grand rayon et à celles dont le rayon est
très petit \i-
305. Remarques sur la nature de l'équation déterminée qui donne toutes les valeurs de « 329
DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR DANS UN CYLINDRE SOLIDE
306-307. On remarque en premier lieu que le rapport des températures variables de deux points du solide s'approche continuellement d'une limite déterminée, et l'on connaît parla l'expression du mouvement simple. La fonction de .'• qui est un des facteurs de cette expression est donnée par une équation différentielle du second ordre. 11 entre dans cette fonction un certain nombre g, qui doit satisfaire ,1 une équation déterminée >3v>
308-309. Analyse de cette équation. On démontre, au moyen des principaux théorèmes
de l'Algèbre, que toutes les racines do l'équation sont réelles 335
La fonction u de la variable .r est exprimée par
cos(.r v/^sin/' I tir.
et l'équation déterminée est
, Ou
lai -+- — = o, ox
en donnant à x sa valeur totale X 33<j
il! kPITRE \ II. 551
111-312 Le développement de la fonction - ; i ci. m: représenté p
a — bz -+- C h d —j -+- <• *„ , H
la valeur de la série
/ D /Mil
Remarque sur cet us les définies ">[>
313. Ei| ression de la f motion u de la variable a; en fraction continue 145
:;l l Formation de la solution générale m1'
118 Si si ion de l'analyse qui détermine les valeurs des coefficients 348
319 Solution générale 355
- ilution 156
PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN PRISME RECTANGULAIRE
:'.-'!- 83 I pression du mouvement simple déterminé |>nr les propriétés générales la chaleur et par la Ggure du Bolide. Il entre dans celte expression un are : qui satisfait .1 une équation transcendante donl toutes les racines sont réelles 15g
■•-Il l 'ii iétermine oefGcicnls inconnus par des intégrales définies ... I62
raie de la I64
DU MOUVEMENT LIBRE DE LA CHALEUR DANS UNE LIGNE INFIME
3i2-344. On considère le mouvement linéaire de la chaleur dans une ligne infinie dont une partie a été échauffée; l'état initial est représenté par v = F(.r). On démontre le théorème suivant :
/îae ** ce
-F(x)= I cosq.rdq I F(a) COS qa. dà. 2 t/0 «/»
La fonction F(.r) satisfait à la condition
Expression des températures variables 38;
348. Application au cas où tous les points de la partie échauffée ont reçu la même tempérai urc initiale. L'intégrale
I sxnr/cosqx— - Jo 'I
est - 77 si l'on donne à x une valeur comprise entre i et — i ; et cette intégrale définie a une valeur nulle si x n'est pas compris entre i et — î . S<i i
i II Vl'l I I ; l : l\. 559
»rtlcl<-«
Pigea
Application .... cas où réchauffement donné résulte de l'étal Gnal que fléter-
mine l'action d'un foyer
BJO Valeurs discontinues de !.. fonction exprimée par l'intégrale
«1 I! I •>.. considère le mouvement linéaire .1.- la chaleur dans une ligne infinie
dont les températures initiales -on\ représentées par v l\ '., \ à la di-
- ■ vers la droite de l'origine, el par v - - /(x) h la distance a
'' de I trigine Expression de la température variable d'un
:a quelconque. On déduit cette solution de l'analyse qui expri le
mouvement de la chaleur dans une ligne infinie ;,,,,
' Expression des températures variables lorsque l'étal initial de la partie mffée est exprimée par une fonction entièrement arbitraire
- Les développements des fonctions en sinus ou cosinus d'arcs multiples se
transforment en intégrales définies u,
"h démontre le théorème suivant :
-J c)= / sinqxdq f f(a)sinqada.
La fonction /i i i satisfait à celle condition :
:'"'~ :''- ' ■ - ~ résultats préc !< d s On démontrele théorème exprimé par cette équal - . raie :
itç(x)=/ . x)da j C0Sq(x — %)dq.
Cette équation est évidemment comprise dans l'équation - il), rapportée article -i 14. Voir article 397.) ,,,,
: ' solution pi issi connaître le mouvement variable de la chaleur dans une ligne infinie dont un point esl assujetti à une température con>t inte
n" I"'"' ' môme question au moyen d'une autre forme
de l'intégrale. Formation de celte intégrale. .
- ition è un prisme infini dont les températures initiales sont nulles, trquables -,-,
jrale s'applique à la question de !.. diffusion de la chaleur. La • ition que l'on en déduit est conforme à celle que l'ona rapportée dans
les arlii 18
bo
Remarques sur di mesdel'ii le l'équation
àv
ût ~ dx* \> i
560 ÏV1JLE des matières.
DD MOCVEMENT LIBRE DE LA CHALEUB DAMS IN SOLIDE INFINI. Articles pW
;i7^-;(7(>. L'expression du mouvement variable de la chaleur dans une masse solide infinie, et selon les trois dimensions, se déduit immédiatement de celle du mouvement linéaire. L'intégrale de l'équation
dv _ d^-v d*-v d'-v
dl ~ dx* "t" dj* ~*~ ù&
résout la question proposée. Il no peut y avoir" aucune intégrale pluétendue; elle se déduit aussi de la valeur particulière
c = c'n"' cosraj?, ou de celle-ci
qui
satisfont 1'
une
et r
autre à
dv dl
l'équation
d*v ~ dx*'
La généralité des intégrales (pue l'on obtient est fondée sur la proposition suivante, que l'on peut regarder comme évidente d'elle-même : deux fonctions des variables x, y, z, t sont nécessairement identiques si elles satisfont à l'équation différentielle
dv _ à*-v d*v <)-v dt _ àF "*" djï + àz* '
et si en même temps elles ont la même valeur pour une certaine valeur
de t i •'
:f77-38.'i. La chaleur contenue dans une partie du prisme infini, dont tous les autres points ont une température initiale nulle, commence à se distribuer dans toute la masse, et, après un certain intervalle de temps, l'état d'une partie du solide ne dépend point de la distribution de la chaleur initiale, mais seulement de sa quantité. Ce dernier résultat n'est point dû à l'augmentation do la dislance comprise entre un point de la masse et la partie qui a\;iit été échauffée; il est entièrement dû à l'augmentation du temps écoulé. — Dans toutes les questions soumises au calcul, les exposants sont des nombres absolus et non des quantités. On ne doit point omettre les parties de ces exposants qui sont incomparablement plus petites que les autres, mais seulement celles qui ont des valeurs absolues extrêmement petites [36
383-385. Les mêmes remarques s'appliquent à la distribution de la chaleur dans un
solide infini [44
i il \n i m: i\. 561
SEi nus m.
DBS PLUS HAUTES l nil'l H v 1 1 Kl - l> w^ in SOLIDE IMIM.
An I i
87. La chali i ilenne dans une parl"e du prisme se distribue dans toute la masse. I.a température d'un point éloi ■ vq progressivement, arrive - .unie valeur et d - '. Le temps après lequel ce maximum a lieu est une fonction de la dislance '. Bxpressi le cette fonction pour un prisme «lent 1rs points échauffés onl rei u la même température initiale i is
ion d'une question analogue à la , ite. Conséquences diverses de coi te solution i S 1
'■'<■!- 193 "u considère le mouvement deur dans un solide infini, ci l'on détermine le- plus hautes températures des points in1- éloignés de la partie primitivement échauffée [5G
SECTION l\.
' OMPARAISON DBS IM n.H II I S.
Première intégrale i ;■ l de l'équation
Celte intégrale expi t de la chaleur dans l'armille [6i
i Je (p) de celte même équation (a). Elle exprime le mouvement linéaire de la chaleur il. mi- un solide infini [63
luit deux auirc< l'urine- '71 et (8) île l'intégrale, qui dérivent, comme la précédente, 'le l'intégrale * z > (6j
Premier développement do la valeur de o, 9elon les puissances croissantes du ii mps '■ Deu) ième développement, selon le- puissances de x. Le premier doit contenir une Beule fonction arbitraire de / [65
101 . Notation propre a représenter ce- développi me - Le calcul qui en dérive
ose d'effectuer le développement en série [68
[03. Application aux équal
l-UT=° i:°
Application aux équi
Arlii les I If
104. Usage du théorème i E) de L'article 361 pour former L'intégrale de L'équation (f) de l'article précédent j;4
405. Usage du même théorèm i pour former l'intégrale de l'équation i d . qui
eonvienl aux La s élastiques [76
inii. Seconde l'orme de celle môme intégrale {79
•i07. Lemmes qui servent à effectuer ces transformations [8o
H)8. Notre théorème exprimé par l'équation (E), p. J08. convient a un nombre
quelconque de variables 48;.
409. Usage de celle proposition pour former l'intégrale de L'équation 1 c 1 de l'article 402 [83
ilO. Application du même théorème à l'équation
ii.i- aj l </;■-
411. Intégrale de l'équation (e) des surfaces élastiques vibrantes [87
Seconde forme de cette intégrale
i 13. Usage du même théorème pour obtenir les intégrales, en sommant les séries qui les représentent. Application à L'équation
dv _ rP-c di ~ dz*'
Intégrale sous forme finie, contenant deux fonctions arbitraires de 1 . . . . [Sçi
414. Les expressions changent de forme lorsqu'on choisit d'autres Limites des
intégrales définies [9a
415-410. Construction qui sert à démontrer l'équation générale
(B) f(x)= — / f(a)da I cosp(x — zidp 4<„>i
417. On peut prendre des limites quelconques a et b pour l'intégrale par rapport a y.. Ces limites sont celles des valeurs de x qui correspondent à des valeurs subsistantes de la fonction /1 .' 1. Toute autre valeur de x donne pour/(.r) un résultat nul [9g
La même remarque convient à l'équation générale
donl le second membre représente une fonction périodique 5oa
419. Le caractère principal du théorème exprimé par l'équation iH) consiste en ce que le signe ,/ de fonction es! transporté à une autre indéterminée 2. et que la \ ariable principale x n'esl plus que sous le signe cosinus 5o4
120. Usage de ces théorèmes dans le calcul des quantités imaginaires
(II \ IM I li I . IV 563
Vr i
application à l'équation
• J: i ss m générale de la fluxion de l'ordre *', . ">"~
slruclion qui serl à démontrer l'équation générale. Conséquences relatives .1 l'étendue 'les équations de ce genre aux valeurs AqJ < qui mdenl aux limites de 2 . aux valeurs infinies de /1 x) ïog
Ift-IfT. La méthode qui consiste à déterminer par des intégrales définies les coeffiits inconnus du développemenl d'une fonction de 1 sous la for
11 »| a, .1 1 -- b tpl ;a. r) 1 . |Aj c) ....
- déduil di's éléments de l'analyse algébrique. Exemple relatif à la distribution de la chaleur dans la sphère solide. En examinant sous ce poinl de vue le procédé qui sert à déterminer les 1 oefficienls, ésoul facilement les questions qui peuvent s'élever sur l'emploi de lous les termes du second membre, sur la discontinuité des fonctions, sur les valeurs sii . s. — Les 1 quations que l'on obtient par cette mé thode expriment, ou l'étal variable, ou l'étal initial des masses de dimonlies La forme des intégrales qui conviennent à la théorie de la chaleur représente à la - mposition des mouvements simples et celle d'une infinité - partiels, d ms les points ■ lu solide 5i3
. . es . s sur la méthode <)ui a servi à résoudre les questions anal) tiques de la théorie de la chaleur 5 • \
- . ss - principes dont on a déduil les équations différentielles du mouvement «le la chaleur >3 1
- aux propriétés générales '1 1 la chaleur >3;
il S - - - 537
s sur li nature des coefficients qui entrenl dans les
ihaleur 538
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