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SUR L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DES CONIQUES
En predite lieu, € est une chose nouvelle pour moi que F équation :
différentielle des coniques sé trouve dans Boole, dont je ne connais pas l'ouvrage (2). Je vais, bien entendu, le consulter avec curiosité,
- (!) Cet extrait est cité dans l’/naugural lecture que Sylvester fit à Oxford, le 12 décembre 1885, lorsqu'il fut nommé à la chaire Savilienne de Géométrie de l'Uni- | versité d'Oxford. Cette lecon inaugurale (On the method of Reciprocants as con-
| taining an exhaustive theory of the singularities of curves) a été publiée dans le journal Nature, t. XXXIIE, 1836, p. 222-231, Dans les Œuvres de Sylvester (The collected mathematical papers of James Joseph Sylvester, Cambridge, University
|rieur (Œuvres de Sylvester, CS AVC 5 290) indique que la lettre d’Halphen était datée du 25 novembre 1885. . ‘ (Note des éditeurs.) _ (*) Booze, Differential Equations, 1859. L’équation différentielle des coniques :
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AE. Are } AA * + ŒUVRES D'HALPHEN, TOME 1V. ÿ 4
Près ), l'extrait: en question se trouve à la page 283 du tome IV. Un passage ulté-.
set donnée pages 19-20, et attribuée à Monge. Sylvester, s'était adressé à Halphen
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Ce fait à échappé : tou le monde i ici pp > d avais le po cette “Au
in td LXXIV, D. 030) ( que M. Bennet Pa remarquée € neuve. Ce qui vous intéresse plus, c’est de connaître la fo simplifiée sous laquelle j'ai donné plus tard. cette équation dans 1e Bulletin de la Société mathématique (3 ): C’est sous cétte dernière forme que M. Jordan la donne dans son Cours « de l'École Polytech-: nique (t.{, p.93), VA A dr tee: l
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SUR L'EXISTENCE DES INVARANTS ci .
Lie
ait pénétré la cause here de cum C est cette lac ne qu'il s’agit ici de faire disparaître. | SEX
pour savoir en quel endroit des œuvres de Monge se trouvait oo cet e équation, Mais ni Halphen ni aucun autre mathématicien ne put le. renseigner acë moment. Sylvester a donñé plus tard la référence, à savoir : : MowGe, | Correspondance sur l'École Polytechnique, 1.1, 1809- 1813, Ps. 81 SA et. Bulletin de La Société philomathique, 1810, p. 87-88 (SYLVESTER, Lectures on. the Theory of Recipr ocants, lecture XIII, American Journal of Mathematios, t, IX, 1887, p. RE 18: Œuvres de Sylvester, t. IV, p. 380). CE MAN TE Le - (Note _ RRPEe “(1) [Œuvres d’ Halphen, Bb L'DONE Voir aussi Ibid. ‘pe pale (2) [Œuvres d'Halphen, t. I, p. 891. LE ES AO ES FR (#) TORavres-d'Halnhen, 1.°IL; "p.904 81720 AE RE 20%) Cet extrait se trouve dans la vingt et unième des Pa de. Sylveste théorie des réciprocants, professées à Oxford en :886 (American Jour Mathematics, t. IX, 1887, p. 137 : Œuvres de Sylvester, t. nn :
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EXTRAITS DE LETTRES À J.-J, SYLVESTER. Î
WLRT: Sorent' A RU, L des quantités auxquelles on puisse attribuer | des valeurs ad libitum.
| Une substitution consiste à rémplacer ces ARUtée CAD.) PDA MURS ("07e 0).
Les substitutions que l’on doit considérer ici sont définies par des relations algébriques, de forme supposée donnée, mais contenant des paramètres arbitraires p, q, ...
Rene D En Que), (1) à D'JANR, ba; Lip, gs...)
Soit maintenant une seconde substitution, de même espèce, mais avec d’autres paramètres ©, y, ..., et donnant lieu à (x, 6, ..., À), ensorte qu'on ait |
(1 bis) . | BA B,+.., Lilo, 42),
2. Dérinrrion. — Les substitutions dontil s’agit forment un erouPE Le quels Que, soient les” baramélres D, q, ©, #4 .1:: ainsi que D ., y il existe des quantités P, Q= .: "vérifiant les égalités semblables
(1 ter) M tatds Divin ls D, Ge
Les invariants sont l'apanage exclusif des substitutions formant os groupe. On va le montrer. Mais auparävant, pour éviter toute confusion, on doit faire une remarque sur la définition.
93. Dans les diverses théories où l’on à rencontré des invariants, les substitutions forment groupe, en effet, suivant cette définition; mais 11 S'y rencontre encore une circonstance particulière de plus, cest que les paramètres P,Q, ... de la substitution composée (1 1er) dépendent uniquement des. paramètres D; ..%, ©, #% -.:..des substitutions composantes, (1) et (1 bis). Cette propriété n'est pas nécessaire à Fexistence des invariants, et nous ne la supposerons pas ici. Il sera donc entendu que P,Q, ... peuvent dépendre, non seule- Menb dé D: ds my) ans mmas aussi de A -B4%.,2 LL:
du = A De b=Apq + BD, c—Ag?+2Bq + C, x — À w?, = Awy +Bo, y= ArxtoByrC, a = apr," pe aPO cpl, Hey aQrPeTO cr
TD
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P et Q ne dépendent pas de À, B, C.
Exemple IT :
= Spa, b = A2pq + ABp, c=Ag+2Bg+cC,;
u—=:a2 P?, 6 = a PQ + abP, Yy= 4aQ?+280Q + c;
Pire RE, À Er | A3 p3 ce Ap 3 |
be APT, B = A$wx — AB, ARE Spy EC:
P et Q dépendent de A.
} 5 Es 5 B2=— AC Dans ces deux exemples, 1l y a un invariant absolu ———
4. Dans la substitution (1) nous supposerons que le nombre des paramètres soit inférieur au nombre des quantités À, Dpt
Soient ainsi m le nombre des paramètres p, g, ...; nr le nombre des quantités À, B, ..., L; on suppose m< n.
Cela étant, on peut éliminer les paramètres entre les équations (1), et 1l reste (7 — m) équations
| Fab d'A Br Le (2) FéCa UT AS Bu Det Taéoreme. — Sr les substitutions considérées forment croure,
les (n — m) équations (2) peuvent être mises sous la forme D LU PL AND OR LU Se (3) BC Be CN INORMAN ET),
FRERE : AM NA «TOUT: EXTRAITS DE LETTRES) A J.-J. SYLVESTER
PA SR Ce Dane ON — Prouvons d’abord la seconde partie, ou RS ‘réciproque. Voici Mae des: équations (1), par élimination des p, gr, résultent les Ne (a). | | Ë Par conséquent, AX:Pe HÉret a b.2%, lrétant quelconques, mais satisfaisant aux en (3) on peut de ue Didi au moyen des Re (h Soient À, PR De di dr mm Yet. . arbitrairement, Pet, hi: , d, a, 6, .:., À déterminés par (1) et (1 bis). Suivant 1 hypothèse, on à | Ca. A 1) =@(4, D LC eh dede do N)ce DA Be AL
ne. ru Fe | HN cam RE a. D hPa ee 0)
Dre on peut détér miner P;Q;...- parles équations (1 ter), ce & qu il fallait démontrer. |
Démontrons maintenant la première partie, ou théorème direct. ar. OS Me ES Didier miy "étant Dris 4 VOIORtE et a, b,...,41, «x, B, ...,X déterminés au moyen de (r)et (1 bis), ail en résulte les équations (1 ter). :
Des équations (1) résulte le système (2); de même, de (1 bës) et de (1 ter') résultent :
(o bis)
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Je dis que le système (2 ter) résulte de (2) el de (2 bis).
En ofiét a: 0,-...,1et a, Bi. -Awétant définis que par (P} et (1 bés), le système (2 ter) résulte de (1) et de (1 bis) par l’élimina- On Et 0 .....et À, D ..., EL: Mais Félhmiñation de p, IE . remplace le. système (1) par le système (2), celle.
_ de &, y, ... remplace le système (1 Dts) par (2 dis); donc (2 ter). … résulte de l'élimination de À, B, ..., L entre (2)et(2 bis).
Le système (2), (2bis) est formé par 2(n—m) équations, _ et cependant l'élimination de 7 lettres A, B, ..., L, au lieu de IE donner (x — 2») équations, en donne (n — m), les équations (21er).
64415) OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. o Si done on élimine seulement n—m lettres À, B, ..., G, les m autres, H, ..., L, disparaîtront d’elles-mêmes. Tirons A, B, : . :,G des équations (2) ét nous aurons | Au AD Co D USE HSE ba D W(a, b, .. AS H, ... EY
Tirons de même À, B, ...,G des équations (2 bis) et nous aurons
Az Va Br: AH) b), B= we 6,.., 4 Ho,
nement se ee se
Le résultat de l’élimimation est donc représenté par 2 — m équa-
tions telles que
Pa, be, deg EN NT (4) Dita, 0.1 ST ES PERS On re ne PE
et l’on sait que H, .. ns disparaissent, d'eux-mêmes, de ces équations.
En assignant donc.à H, ..., L des valeurs numériques à volonté, on voit bien que les équations résultantes, équivalentes à (2 (er), ont
la forme P'CAS DES DEAR ERA
See see esse ss cm de
C'est ce qu'il fallait démontrer.
6. Remarques. — Si les équations (4) sont rationnelles, la dispari-
ion de H, ..., L exige que W ait la forme suivante : p.22 D a: bh DE CH A LE OU OL)
et de même pour W,, .... Sous cette forme, on voit que 0 et Ÿ disparaissent dans les équations (4), et Pinvariant résultant est ®.
Mais, si les équations (4) sont irrationnelles, la disparition
de H,..,, L peut n'être pas immédiate. En assignant à H, .... Ldes valeurs numériques à volonté, comme on l’a dit dans la démonstra- Uon, c’est-à-dire en considérant H, ..,, L comme des constantes
EXTRAITS DE LETTRES A J.-J. SYLVESTER
larbitraires, on voit les invariants se présenter avec des constantes ‘arbitraires. Ceci ne doit pas étonner, puisqu'il s’agit ici d’invariants absolus, que l’on peut effectivement modifier en leur ajoutant des ‘constantes arbitraires ou en les multipliant par des constantes arbitraires, sans troubler la propriété d’invariance.
L'analyse employée dans la démontration fournit un moyen régulier de former les mvariants; ce moyen consiste à éliminer les paramètres dans les équations (1), puis à résoudre par rapport à (2 — m) quantités À, B, ..., G. Mais les substitutions formant groupe, on peut aussi résoudre par rapport à à, b, ..., 2, en éli-
minant les paramètres.
Exemple :
RATE, b’=N\pq + BDp, CHA pr 2Bo EC
En résolvant par rapport à €, c’est-à-dire en tirant p, g des deux premières, on obtient
PR He bb bi om be (=?) a na a Fe
Voici l’invariant C — +
En résolvant par rapport à D, on trouve
= Val .
. ét BiA : | date, ce qui donne linvariant re + c, où cest une constante arbitraire.
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Donc, pour que f soit invariant RDRE la substutution considérée, il
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En particulier, si f ne contient pas a,, ce qui est le cas des réci- | procants purs, On aura
UE | | Don to Ô
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(G20."F:\D)) Afin de compléter la théorie, il faut démontrer la réciproque.
. M. Halphen effectue te en trouvant le développement complet de
sa série et en faisant voir que, quand le coefficient de la première pus
sance de & disparait, la même chose aura lieu pour tous les coefficients suivants. ÿ
B. Dans une lettre qu'il m'a écrite le 1% juin 1886, M. Halphen appelle |
INVARIANTS D'HOMOLOGIE Les formes qui se conservent par la substitu-
lp tion —; Z+ Il se sert des letires va :
Ao: A1, ss. An
pour désigner y et ses dérivées successives prises par rapport à x (divisées
par les factorielles qui corr CAORACES aux indices); et supposant qu’elles deviennent
A5; A, +5 An
se HR LAPS à Le par suite de la substitution —; =, il donne, de la manière la plus rapide, Ho 4
deux démonstrations très ingénieuses de la formule
An = (man }a, D PE Rem en
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EXTRAITS DE LETTRES A J.-J. SYLVESTÉER. 644111) d'où il déduit le théorème que la substitution en question change toute fonction homogène et isobarique f, de degré 1 et de poids w
‘(en do, A: et; An), en k
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| | où 8 est l'opérateur aux dérivées partielles
of HN or QUE a res a de Hi +(n— COTES rte à Î £ 4 20)
Je donne les deux démonstrations dans les termes mêmes de M. Halphen,. ‘en faisant seulement de légers changements dans le libellé des formules là où cela ma paru utile.
Soient
Par une formule connue (Schlômilch, Comoendium, W)
dry 25 L'pht1 dr LI \ dx? = ( 1)" sarl )
et puisque Ÿ — X y, il en résulte
an Y Fr dry dr 17 it | dr En drii a dxr ARE dx? 20 dxXr-1 er (— 1)" ) dx' (æ = mn Far EN) { Si l’on pose d'a Y SDghRE n'A,, La Hl@n:
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Drm 2 9 sr 0556. 5 + , 2 9% +
An=(—i)a ti ant — Gap = ——— 024 +... (* 4 LT (D ME \
Par conséquent, pour une fonction contenant @,, &1, :..,@n, -..,
écrite symboliquement
| D'ailleurs
? " ESF AE
; done pune
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Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/oeuvresdeghhalph04halp_0. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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