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Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XIV, p. 62. Paris, 1890 (‘).
_ Une semaine s’est à peine écoulée depuis que j'ai reçu de Versailles une lettre, datée du 21 mai, ainsi conçue :
MONSIEUR LE PRÉSIDENT, SE _J'aila douleur de vous faire part du décès de mon bien-aimé gendre, M. le _ commandant Halphen, qui a succombé aujourd’hui à la suite d’une maladie _ contractée par l’excès du travail. | Veuillez porter cette nouvelle à la connaissance des membres de l'Académie et recevoir, Monsieur le Président, l'assurance de ma considération très dis-
finguéés- A :
H. ARON
£. Vous avez ressenti, excellents collègues, tout ce qu'il y avait de à : triste dans cette nouvelle de la mort de l’éminent analyste, notre associé étranger depuis 1887; permettez-moi d'ajouter une courte notice sur sa vie et sur ses principaux travaux : ainsi, non seulement nous honorerons la némoire d’un collègue illustre, mais encore nous
En (‘}{Cette notice a paru en ilalien dans les Rendiconti dell Accademia dei _ Lincei, (4), t. V, p. 815-823, 1889, et a été reproduite. sous cette forme dans les __ Opere mathematiche di Brioschi, t. IV, p. 71-79.]
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manifesterons à l’Académie des sciences de l’Institut de France. où Halphen avait pris une place considérable, la part que nous prenons au deuil que lui cause cette perte cruelle.
Un des historiens modernes les plus illustres, dont le nom est répété également dans l’Europe et dans l'Amérique, tant est puissant l'intérêt de son œuvre, Green, l'historien du peuple anglais, s'exprime. ainsi dans la conclusion de la préface où il explique la méthode qu'il a suivie dans son travail. : « J'ai placé Shakespeare parmi les héros du siècle d’Élisabeth et Les découvertes scientifiques de la Société royale à côté des victoires de Cromwell (1). » Gertes, on peut envier une nation chez laquelle on conçoit et l’on écrit l’histoire avec un programme aussi élevé, avec une conscience aussi entière de l’avenir de l’humanité, et où l’on juge d’un point de vue aussi haut l’ensemble de ces qualités. Mais c’est à nous, à nous les ouvriers de la science, qu'il appartient de mettre en pleine lumière et à leur vraie hauteur toutes les manifestations scientifiques destinées à durer; c'est nous qui avons l'obligation de rendre un juste hommage au nom de ceux qui ont largement contribué au progrès scienufique, le devoir d’honorer les premiers la chère mémoire de ceux qui disparaissent.
Georges-Henri Halphen est né à Rouen le 30 octobre 1844. Tout enfant, à quatre ans, il perdit son père; peu de temps après, sa mère l’emmena à Paris. Il fit ses études au lycée Saint-Louis : il obtint les plus hautes distinctions dans ses classes et même au concours général. Il fut admis à l'École Polytechnique en 1862, et les aptitudes naturelles qu'il avait pour les mathématiques se développèrent rapidement; en seconde année, son esprit pénétrant, sa rapide intelligence avaient déjà excité l'admiration de ses maîtres et de ses camarades.
À sa sortie de l'École Polytechnique, il entra dans l’arme de Partllerie : là, pendant la guerre de 1850-1831, pendant le second siège de Paris, 1l donna, sur les champs de bataille, les preuves d’une bravoure qui lui valut la croix de chevalier de Ia Légion d'honneur. I fut ensuite attaché à la Direction générale de l’Artllerie et nommé
(1) «Thave set Shakespeare among the heroes of the Elizabethan age and placed the scientific inquiries of the Royal Society side by side with the victories of the New (Model. » Green, Short History of the English People, Preface Lo the first edition.)
NOTICE SUR LA VIE ET LES TRAVAUX DE G.-H. HALPHEN. VIT en 1873 répétiteur d'analyse à l'Ecole Polytechnique : il occupa ces fonctions pendant quatorze années, les trois dernières en qualité
_ d’examinateur d'entrée.
En 1852, il épousa M'!° Aron, dont il eut quatre fils et deux filles (!).
Pour les qualités morales, dont Halphen était si richement doué, je ne puis mieux en parler qu’en vous citant un fragment de la lettre que m'adressait récemment M. Henri Aron, adjoint au maire du 1° arrondissement de Paris, son beau-père, qui a bien voulu, sur _ ma prière, me communiquer les renseignements que je viens de donner : « Fils affectueux et tendre, écrit M. Aron, le meilleur des époux et des pères, le plus noble et le plus chevaleresque des caractères, c’est un savant dont la France s’honorait, un soldat valeureux, un homme d’une modestie parfaite, doux aux faibles et à ses inférieurs, que pleurent sa famille inconsolable et ses nombreux amis. Nommé membre de l'institut en 1886, à la presque unanimité des suffrages, il avait été, 1l y a quatre ans, promu officier de la Légion d'honneur; il venait d’être nommé membre du Conseil de perfectionnement de l’École Polytechnique; il allait être élevé au grade de lieutenant-
l colonel d’artillerie. »
J'en ai fini avec l’homme; permettez-moi de m’étendre un peu plus sur le savant.
Son œuvre est si variée, si étendue, qu'il est malaisé d’en faire le compte dans ces courtes pages. Déjà, en 1885, quand l’Académie des Sciences lui conférait le prix d’Ormoy pour les sciences mathématiques, M. Jordan, rapporteur de la commission, la définissait ainsi : «L'œuvre de M. Halphen est très considérable. Parmi les quatrevingt-dix mémoires dont elle se compose, plusieurs forment de véritables volumes de 200 à 300 pages in-4°. Ils se distinguent par des qualités de premier ordre : les questions traitées sont toujours importantes et difficiles; les solutions, élégantes et rigoureuses, ne sont jamais abandonnées à moitié chemin; les applications sont variées et intéressantes. »
Cette œuvre, déjà si considérable il y a quatre ans, s’est singulièrement augmentée depuis lors : c’est en effet à cette dernière période qu'il faut assigner cet admirable Trarté des fonctions ellip-
(!) [Une troisième est née postérieurement à la rédaction de cette notice.]
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tiques et de leurs applications, que, malheureusement, la mort à empêché Halphen de terminer entièrement.
La note caractéristique du progrès moderne des études mathématiques se trouve dans la contribution que chaque théorie spéciale, des fonctions, des substitutions, des formes, des transcendantes, et aussi la géométrie apportent à l'étude de problèmes pour lesquels autrefois une seule de ces théories aurait semblé nécessaire. Il est clair que cette direction moderne de la science exige, chez ceux qui veulent la suivre, une culture étendue, et que, si un grand nombre de savants, assurément très estimables, peuvent perfectionner et faire progresser chacune des théories qu’on vient de dire, bien peu sont capables de les réunir pour en faire usage dans un sujet complexe. L'école de Clebsch a été pour beaucoup dans l'initiation de ce mouvement; celle de Klein, actuellement, lui a donné une remarquable impulsion, en obtenant par cette méthode de splendides résultats.
La France, qui, après les malheurs de 1870, a su retrouver une nouvelle et puissante vie scientifique, qui en a donné d’amples preuves dans toutes les directions intellectuelles, n’est pas restée étrangère à ce mouvement : Halphen en fut un des promoteurs et, certes, 1l n’a été inférieur à aucun autre parmi ceux-ci.
Pour grouper convenablement ses travaux, nous devrons les diviser en cinq classes : quelques mémoires seulement dont nous parlerons plus loin, écrits sur des sujets spéciaux, doivent être mis à park Ce groupement est rendu plus facile par la méthode de travail adoptée par l’auteur et, pour mieux dire, correspond à un besoin évident de son intelligence. Quand un sujet s'emparait de son esprit, il ne'se contentait pas des premiers résultats obtenus, si importants qu'ils fussent, 1l revenait plusieurs fois sur ce même sujet afin de le pénétrer de tous côtés.
Les cinq classes de travaux dont j'ai parlé plus haut peuvent être intitulées comme 1l suit :
1° travaux sur les points singuliers des courbes algébriques planes ;
2° travaux sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces du second ordre ;
3° travaux sur l’énumération et sur la classification des courbes algébriques dans l’espace; |
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4° travaux sur la théorie des invariants différentiels; applications de cette théorie à diverses questions géométriques et principalement à l'étude des équations différentielles linéaires:
o° travaux sur les fonctions elliptiques.
Le mémoire Sur les points singuliers des courbes algébriques planes fut présenté à l'Académie des Sciences dans la séance du 20 avril 1854, et un extrait figure dans les Comptes rendus de cette séance (!). Dans la séance du 11 janvier de l’année suivante, une commission, composée de MM. Bertrand, Bonnet, de la Gournerie, formula son jugement à peu près dans ces termes : la méthode employée par M. Halphen dans son mémoire consiste à développer l'équation de la courbe ou de ses dérivées ( polaire, hessienne, etc.), en conservant seulement les termes qui peuvent avoir de l'influence sur la question étudiée. Le théorème sur la somme des ordres des segments donne alors, dans bien des tas, une solution immédiate. Sous le rapport analytique, les principales difficultés que l’auteur a dû résoudre consistent à reconnaitre les ordres de grandeur des différents termes d’un développement dans les diverses hypothèses qui peuvent être faites, à classer méthodiquement les résultats et à les exprimer par des formules spéciales : dans ces délicates recherches, disent les commissaires, M. Halphen a montré beaucoup de sagacité. Le mémoire, d’après la délibération de l’Académie, a été publié dans les Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences (L-XXVI,-n° 2, 18509) (2).
Deux autres mémoires importants d’Halphen sur le même sujet se trouvent dans le Journal de Mathématiques (3° série, t. I, 18706); ils sont intitulés : Su une série de courbes analogues aux développées, et Sur la recherche des points d’une courbe algébrique plane qui satisfont à une condition exprimée par une équation différentielle algébrique et sur les questions analogues dans l’espace (5\.
Un dernier travail qui se relie étroitement au précédent est le beau mémoire publié dans Le XV® volume des Mathematische Annalen, sousle titre: Recherches sur les courbes planes du troisième degré(").
[Zbid., t. I, p. 420-542. ]
Abe Es Ti p2:6:-311 | ) Y Mbid.,t IT, p. 319-344]
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Halphen est revenu plusieurs fois sur l’objet des travaux de la seconde classe; mais le travail le plus complet de cette catégorie semble être celui qu'il a publié dans le tome XXVIIE (1858) du Journal de l’École Polytechnique (*) et où il a résolu cette importante question : Parma les coniques dont l’ensemble constitue un système donné, quel est le nombre de celles qui satisfont à une condition donnée ?
On sait que M. de Jonquières et Chasles s'étaient déjà occupés de cette question et en avaient donné chacun une solution. Divers géomètres éminents avaient aussi essayé de démontrer la solution de Chasles qui, à la vérité, ne reposait que sur une induction. Mais ce fut Halphen qui, en l’étudiant d’une façon plus approfondie, démontra que le théorème de Chasles était soumis à certaines restrictions, qui précisa ces restrictions et établit ainsi la formule exacte qui résout complètement la question.
Halphen avait antérieurement énoncé les résultats dans une communication (?) à l’Académie des Sciences, du 4 septembre 1870;
d’autres travaux sur le même sujet se trouvent dans les Proceedings
de la Société mathématique de Londres et dans les Hathematische Annalen (*).
Un premier mémoire relatif à la théorie des courbes gauches algébriques fut présenté par Halphen à l’Académie des Sciences, à la fin de février 1850 (*).
Douze ans après, en 1882, son grand mémoire sur la classification de ces courbes (5), dans lequel était reproduit en grande partie le travail de sa jeunesse, fut jugé digne du prix Steiner par l'Académie des Sciences de Berlin.
La nécessité d’être bref ne me permet pas d'entrer dans de plus grands détails sur cette classe de travaux, d'autant plus que les écrits d’'Halphen compris dans la quatrième ‘classe sont plus étendus et peut-être plus originaux.
(*) [Œuvres d'Halphen, t. IL, p. 1-57. .
(CTI, ET "6. 018-0404 * (?) Vol. IX, n°° 133, 434; t. XV, p. 16. [ Œuvres d’Haliphen, t. I, p. 58-85.] (*) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. LXX. [ Œuvres d'Halphen, t. I, p. 8o-82.] (°) [Œuvres d’Halphen, t. LI, p. 261-455.]
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Bien que l’on rencontre des traces de cet ordre de recherches dans un des mémoires déjà cités (!), on peut leur assigner pour origine la thèse qu'Halphen présenta en 1858 pour obtenir le grade de docteur en mathématiques et qui a pour titre : Sur les invariants différentiels (?). Les premiers mots de cette thèse, que je reproduis textuellement, montrent clairement le sujet, l’étendue et limportance de la théorie : « Parmi les équations différentielles qui s'offrent dans les applications usuelles de l’analyse à la géométrie plane, il en est qui se reproduisent sans altération quand on effectue sur les variables une substitution homographique quelconque : telles sont les équations différentielles, en coordonnées rectilignes, des lignes droites, des coniques, etc. Je nomme tinvariant différentiel le premier membre d’une telle équation. C’est la géométrie qui fournit ainsi les premiers exemples d’invariants différentiels; c’est à Palgèbre qu'il appartient d’en coordonner la théorie par la résolution de ce problème : former, sans en omettre aucun, les invariants différentels de chaque ordre. Résoudre cette question, tel est l’objet de celte thèse. » | |
Les propriétés des êtres mathématiques, figures ou formules analytiques, observe justement M. Jordan dans un rapport sur cette thèse et d’autres travaux connexes d'Halphen, sont de deux sortes : les unes sont individuelles, les autres sont communes à tous les êtres d’une même famille. L'étude systématique de ces dernières constitue la théorie des invariants : elle a renouvelé l'algèbre et la géométrie analytique, mais rien de semblable n’avait encore été fait pour le calcul différentiel et intégral.
Je me bornerai à mentionner la première publication qui a suivi la thèse et qui a pour titre : S'ur les invartants différentiels des courbes gauches (*); le concept des invariants différentiels y apparaît encore plus clairement que dans la thèse. Je veux nr'attacher particulièrement au mémoire Sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes intégrables (*), récompensé en 1880 par l’Académie des Sciences de l’Institut de France.
1) Journal de Mathématiques, 3° série, t. IL. [Œuvres d'Halphen, t. 1,p.47.] %) [Œuvres d’Halphen, t. IE, p. 197-253.]
3) Journal de l’École Polytechnique, XLVIT: cahier, 1880. [ Œuvres d'Halphen, I, p. 353-446. ]
#) [Œuvres d’Halphen, t. I, p. 1-260.]
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L'Académie avait mis au concours pour cette année la question suivante : « Perfectionner en quelque point la théorie des équations différentielles linéaires à une seule variable indépendante. » Ce sujet avait été donné à un moment singulièrement opportun; car, parmi les concurrents, M. Hermite en signale quatre dont les travaux témoignaient de la culture étendue et des facultés d'invention de leurs auteurs. Dans le très beau travail d'Halphen, ainsi que l'observe l'illustre géomètre que nous citons, l’auteur montre un talent mathématique de l’ordre le plus élevé; c’est là que se trouve introduite, dans des recherches de caleul intégral, la notion algébrique des invariants; par ces nouvelles combinaisons sont mis en lumière les éléments cachés dont dépend, sous ses différentes formes analytiques, l'intégration d’une équation différentielle donnée. L'idée d'étendre le concept d’invariant aux équations différentielles avait déjà été entrevue par d’autres; mais personne, avant Halphen, n'avait montré la fécondité de cette idée dans une étude systématique des équations différentielles.
Les conséquences de ces premières recherches ne s'arrêtent pas au mémoire couronné; car les deux intéressants mémoires Sur Les muliiplicateurs des équations différentielles linéaires, présentés à l’Académie en 1883 et 1884 (!), le mémoire Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième ordre, publié dans les Acta mathematica de Stockholm (2), et cet autre encore Sur une équation différentielle linéaire du troisième ordre, qui se it dans les Wathematische Annaten (*?), appartiennent au même ordre d'idées.
Il va encore plus loin dans cette voie féconde dans le mémoire inséré dans le Journal de Mathématiques de 1885 sous ce titre : Sur un problème concernant les équations différentielles linéaires (e et dont il définit ainsi le sujet : si entre les solutions d’une même équation différenuelle linéaire, solutions inconnues, existe une relation connue, quel profit pourrait-on en tirer pour l'intégration de
(*) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, p. 1408, 154r,
) T. IL, 1883. [Œuvres d’Halphen, t. IN, p. 463-514.] *) T. XXIV, p. 461, 1884. [Œuvres d’Halphén, t. IV, p. 112-115.] ” ) [Œuvres d’Halphen, 1. IV, p. 193-260.]
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cette équation? On voit assez quelles sont l’importance et la difficulté de la question traitée dans ce travail.
Un cas qui échappe à la méthode suivie dans le mémoire est signalé par l’auteur; c’est celui où la fonction des solutions de l’équation différentielle supposée égale à zéro est une forme quadratique à coefficients constants : 1l conduit Halphen à revenir sur le sujet par une communication à l’Académie des Sciences dans une séance du à octobre 1885 (!).
Il me serait aisé de citer d’autres travaux d'Halphen sur la théorie des équations différentielles linéaires; car je les connais tous, mais ce que j'en ai dit est déjà suffisant pour montrer que, si Halphen, dans les premières classes. de ses écrits, a su mener à leur terme des théories qui étaient un peu plus qu'ébauchées, il a été dans les autres un initiateur et un créateur de théories nouvelles.
Eh bien, son œuvre dépasse encore ce champ d’activité : elle le dépasse dans cette forme qui, d'ordinaire, présente les plus grandes difficultés à ceux qui possèdent les qualités inventives d'Halphen : écrire un livre et un traité.
Le Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, dont le premier volume parut en 1886, le second en 1888, et dont le troisième, comme je l'ai déjà dit, a été interrompu par cette mort néfaste, a des qualités didactiques de premier ordre, par la parfaite connaissance de la matière, par la scrupuleuse rigueur des démonstrations, par la précision de la forme; mais ce n’est pas tout : dans une doctrine parfaitement connue des géomètres, 1l a su introduire une note sienne, originale, si bien qu'en parcourant ce livre, on verrait de suite, si on ne le savait pas, qu'il est d'Halphen.
« Dans le domaine des mathématiques, observe Justement l’auteur au début de la préface du premier volume, on peut distinguer deux parties : l’une, la plus élevée, qui s’augmente constamment, presque toujours par degrés insensibles, ne regarde que les mathématiciens; l’autre, longtemps immuable, s'accroît brusquement, à des intervalles éloignés, par l'adoption de quelque théorie nouvelle : c’est la matière de l’enseignement, ce que doivent retenir et savoir appliquer tous les honïmes qui s’adonnent aux sciences exactes et, sans cul-
(1) [Œuvres d'IHalphen, t. IV, p. 263-271.]
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tiver les mathématiques, ont toujours besoin de les connaître. Dans laquelle de ces deux parties faut-il aujourd’hui ranger les fonctions elliptiques ? Partout on les enseigne; seuls les mathématiciens savent s’en servir. Elles traversent, semble-t-1l, une période de transition. C’est avec l'espoir de hâter la fin de cette période que j'ai entrepris cet ouvrage. »
Déjà, avant de publier son traité, Halphen avait étudié avec soin les travaux de Weierstrass, de Schwarz et d’autres géomètres allemands; il l'avait prouvé dans son mémoire Sur la multiplication des fonctions CEA (!) présenté à l’Académie des Sciences dans les séances des 3, 17 et 31 mars 1870, dans la note Sur l’inverston des intégrales elliptiques insérée dans le Journal de 1 École Polytechnique (?) et dans quelques autres relatives à des problèmes de mécanique rationnelle. Ce fut avec cette préparation qu'il se mit à cette difficile entreprise d'écrire un livre; le succès prouva qu'il avait pour cela toutes les qualités nécessaires.
J'ai dit en commençant que, en dehors des cinq classes où J'ai groupé l’œuvre principale d’'Halphen, il y avait de nombreux et importants mémoires sur divers sujets spéciaux. Je me bornerai à citer celui qu'il présenta à l’Académie des Sciences, à peu près à l'âge de vingt-trois ans, sous le titre : Sur le caractère biquadratique du nombre 2 (%); il y montrait combien alors lui étaient déjà familiers les travaux classiques de Gauss et de Jacobi sur le sujet. Je saute, bien à contre-cœur, trente ans de vie laborieuse pour rappeler les deux derniers de ses travaux, parus dans l’année actuelle.
Le premier a été publié dans le Journal de Mathématiques (*) et se rapporte à la multiplication complexe des fonctions elliptiques. On sait que la muluplication complexe des fonctions elliptiques fut une des plus belles découvertes d'Abel, développée et étendue par deux illustres géomèêtres vivants, MM. Kronecker et Hermite. C’est à ces derniers que nous devons la connaissance du lien étroit qui existe entre la multiplication complexe et la théorie des formes arithmé-
(:) [Œuvres d’'Halphen, t. II, p. 292-305. |]
(?) LIW* cahier, 1884. [Œuvres d’Halphen, t. IV, p. r20-129.]
(*) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 27 janvier 1868. [Œuvres d’Halphen, t. 1, p. 71-74.]
(*) T. V, 1889. [ Œuvres d’Halphen, t. IV, p. 392-432. ]
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tiques de Gauss. D’autres géomètres, MM. Stuart, Sylow, le P. Joubert, Weber, Pyck, Greenhill ont continué plus récemment avec succès ce genre de recherches, qui ne pouvait échapper à Halphen, occupé au troisième volume de son traité.
« Au point de vue des résultats (ainsi juge-t-1l modestement son avant-dernier travail), c’est donc un complément que j'apporte à ce qui était acquis. Mais c’est surtout par la méthode employée que ce travail, sans prétention, mérite peut-être un instant d'attention. »
Enfin, le 11 mars de l’année courante, il présentait à l’Académie des Sciences une courte note S'ur la résolvante de Galois dans la division des périodes elliptiques par 5 (‘); il y montre qu'il avait déjà approfondi un autre des sujets difficiles qui devaient trouver place dans le troisième volume de son Traité des fonctions elliptiques.
Ce fut au sujet de ce dernier travail que j’eus un échange de lettres avec lui : par cette trop brève correspondance (?), l'admiration pour le savant s'accroît de admiration pour l’homme.
L'œuvre de Georges-Henri Halphen, excellents collègues, bien qu'interrompue par une mort prématurée, fera vivre son nom dans l’histoire des mathématiques, dans l’histoire de la science. Puisse cette confiance, puisse ce mien souvenir, porter quelque réconfort à sa veuve, à sa famille, désolées par une si grande perte!
(:) [Œuvres d’'Halphen, t. IV, p. 433-434.] (2?) [Il n’a pas été possible de retrouver ces lettres].
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COURBES ALGÉBRIQUES PLANES
Appendice au Traité de geéometrie analytique (courbes planes) de G. SALMON. Paris, Gauthier-Villars, 1884.
Dans cette étude se trouvent rassemblées les principales questions résolues de géométrie plane, où les points singuliers des courbes algébriques jouent un rôle. La première parte contient l’£xposé des fondements de la théorie, immédiatement suiei d'applications concernant l'emploi des coordonnées polaires, ordinaires et tan-
gentielles. Ces applications ouvrent une voie facile à l'étude des
développées successives et à la démonstration de la singulière loi suivie par les degrés et les classes de ces courbes. |
La seconde partie est consacrée à ce problème : Trouver le nombre des points en chacun desquels, sur une courbe algébrique donnée, a lieu une relation donnée entre les éléments infinitésimaux de La courbe. La solution est accompagnée d'exemples assez nombreux, parmi lesquels on remarquera, sans doute, ceux qui se rapportent au cas où les éléments infinitésimaux considérés s'élèvent jusqu’au troisième ordre.
Dans la troisième partie sont exposées les Théories concernant la sorrespondance entre les points de deux courbes et concernant le genre.
Enfin, une quatrième partie, très courte, contient la solution de deux problèmes de géométrie analytique : 7rouver la classe d’une courbe, connaissant le degré et les points singuliers. — Parmi les intersections de deux courbes, calculer le nombre de celles qui sont confondues en un point singulier commun.
Pour les lecteurs désireux de compléter cette étude, voici la liste des mémoires originaux qui pourront être consultés :
Bizz. — Ueber Singularitäten ebener algebraischer Curven (Math. Annalen, t. XVI, p. 348).
CAYLEY.— Onthe higher singularities of a plæne curve (Quarterly Journal, t'VIPip.512/etWournal:de Crelle,.t.LXIV-p:509)
DE LA GOURNERIE. — ÂVotes sur les singuiartités élevées des courbes planes (Journal de Mathématiques, 2° série, t. XIV, p. 425, et t. XV, p.1).
— Note sur le nombre des points d’intersection que représente un point multiple commun à deux courbes planes (Comptes rendus,t. LXXVIT,
HALPREN. Sur les points singuliers des courbes algébriques planes (mémoires présentés par divers savants à l’Académie des Sciences, t. XXVI). [Œuvres d'Halphen, t. I, p. 216.]
— Sur une série de courbes, analogues aux développées (Journal de Mathématiques, 3° série, t. I, p. 87). [ Œuvres d'Halphen, t. I, p. 420.|
— Sur la recherche des points d'une courbe algébrique plane, qui satisfont à une condition exprimée par une équation différentielle algébrique (ibid., t. If, p. 257 et 371). | Œuvres d'Halphen, v. I, p. 475.|
— Sur une question d'élimination, ou sur l’intersection de deux courbes en un point singulier (Bulletin de la Société mathématique, t. IT, p. 76). [ Œuvres d'Halphen, t. I, p. 337.]
— Sur le contact des courbes planes avec les coniques et les courbes du troisième degré (ibid.,t.1IV, p. 59).[ Œuvres d'Halphen, t. 1, p. 390.]
— Sur la conservation du genre dans les transformations uniformes (ibid., t. IV, p. 29). [ Œuvres d'Halphen, t. I. p. 377.]
— Sur les correspondances entre les points de deux courbes (ibid., t. V, p: 7). [Œuvres d'Halphen,t.1,p.557.]
— Sur le genre des courbes algébriques (Association française. Compte rendu de la 4° session. Nantes, p.237).[ Œuvres d'Halphen,t.1,p.363.]
NÔTHER. — Ueber die algebraischen Functionen (Gôttinger Nachrichten, 1971, P.217eL 207).
— Ueber die singulären Werthsysteme einer algebraischen Function, und die singulären Punkte einer algebraischen Curve (Mathematische Annalen, t. IX, p. 166).
PAINVIN. — Sur l’abaissement de la classe d’une courbe produit par la présence d’un point de rebroussement (Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. IV, p. 131).
— Note sur l'intersection de deux courbes (ibid.,t. V, p. 138).
SMITH. — Onthe higher singularitres of plane curves (Proceedings of the London mathematical Society, t. VI, p. 153). | L Ve
Srocz. — Ueber die singulären Punkte der algebraischen Functionen und Curven (Mathematische Annalen, t. VIH, ,p. 415).
— Die. Multiplicität der Schnittpunkte zweier algebraischen Curven CHOIAIEALS AN ED: 10)
LEUTHEN. — Nouvelle démonstration de théorèmes sur des séries de pounts correspondants sur deux courbes (Mathematische Annalen, t. NW, Pei0):
— Notes sur les singularités des courbes planes (ibid., t. X, p. 210). — Sur un groupe de théorèmes et formules de la géométrie énumérative (Acta mathematica, t. 1, p. 171).
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OŒUVRES DE G.-H. HALPHEN.
PREMIÈRE PARTIE
1. Le fondement de la théorie qui va être exposée 1c1 réside dans une proposition d’algèbre, dont voici l'énoncé :
Soit y une fonction algébrique de la variable x, et soit x, une valeur de cette variable pour laquelle diverses déterminations de y prennent une valeur commune y. Pour les valeurs de æ—%,, ayant leurs modules inférieurs à une limite finite et déterminée, ces diverses déterminations de y se répartissent en des groupes entièrement distincts entre eux. Toutes celles qui composent un même groupe se représentent simultanément, leur nombre étant égal à n, sous la forme suivante
(1) T — Lo l*, Y — Yo= dit + al? + asts....
Nous admettrons cette proposition comme bien connue, en ajoutant les observations suivantes :
1° Le nombre des groupes, constitués par les déterminations de y acquérant la valeur y, pour æ— %x,, peut se réduire à l'unité. Le nombre x peut aussi se réduire à Punité. Ces deux circonstances ont lieu à la fois si l’on prend x, arbitrairement.
2° Quand le nombre x diffère de l'unité, 1l peut arriver que quelques-uns des coefficients &;, &2, ... manquent. Mais la totalité des indices des coefficients qui subsistent ne peut avoir, avec le nombre », d'autre diviseur commun que l’unité; sans quoi les formules (1) ne fourniraient pas » valeurs de y, différentes entre elles, pour chaque valeur de x. |
3° Au lieu des formules (1), on peut écrire cette formule unique
1 ae 3 (2) J — Jo Mir — Lo) + Qa(X — Lo)" + Ga (T — ro) +...
et dire que y est développable en série convergente, procédant suivant les puissances à exposants croissants et fractionnaires de x — x,. Le plus petit dénominateur commun de ces exposants est limité; c’est le
nombre des déterminations de y représentées à la fois par la formule (2). 11 faut avoir soin d'observer toutefois que, ce dénominateur
étant appelé x, on doit prendre, à chaque terme, une même détermi-
nation de (æ — x)". Le groupe des déterminations de y, obtenues en changeant la racine n°" de (x — x), et dont le nombre est n, sera désigné par le nom de cycle.
2. Nous aurons fréquemment à considérer des séries procédant, comme la série de Maclaurin, suivant les puissances, à exposants entiers et croissants, d’une variable, sans qu’il soit besoin de préciser les coefficients de ces séries. Pour abréger, il sera utile d'employer un symbole représentant de telles séries. Nous adopterons donc la notation [{]=ao+ait+att+a;t+.,.
avec l’expresse convention que le premier coefficient a, sera tou- Jours supposé différent de zéro.
Dans un même calcul, le même symbole pourra, sans inconvénient, représenter plusieurs séries différentes.
3. Après ces préliminaires, entrons dans la théorie des courbes algébriques.
Les variables +, y seront maintenant les coordonnées d’un point du plan. Ces coordonnées seront cartésiennes ou, mieux et plus généralement, les rapports de deux coordonnées homogènes à la troisième.
La proposition du n° 1 revêt alors cette forme : Sotent #5, Yo les coordonnées d’un point sur une courbe algébrique. Aux environs de ce point, les diverses branches de la courbe sont représentées par un ou plusieurs systèmes d'équations analogues au système (1).
La portion de courbe représentée par des équations telles que (1) sera appelée un cycle. Le point #5, y, sera dit l’origine de ce cycle.
En employant la notation expliquée au n° 2, nous sommes obligés de mettre en évidence le premier exposant du développement de Y — Yo, et de représenter un cycle ou bien par le système *
(3) T—Tÿ= fn, Y—Jo=t"{[t]
6 OŒUVRES DE G.-H. HALPHEN.
ou bien par la formule unique : m 1 (4) En ni Ale
En invertissant x, y, nous aurons une autre représentation du même cycle, sous forme du développement de æ—#x, en y—7y,. Ce développement pourra être obtenu par le retour de la suite (4). Il aura donc la forme
W 1 (4 bis) AN nl dm)
Des deux rormules (4) et (4 bis), prenons celle où l’exposant mis en évidence n’est pas inférieur à l’unité. Admettons que ce soit, par
x m exemple, la formule (4). Sous cette hypothèse = 21, lefnombre nn
sera dit l’ordre du cycle. Il est essentiel de rappeler la deuxième observation faite au n° 1: les exposants, dans le développement (4), sont supposés réduits. à leur plus petit commun dénominateur n.
4. L'ordre d'un cycle, tel que nous venons de le définir, est indépendant du choix des coordonnées. C’est ce qui va être immédiatement prouvé.
Soient X, Ÿ de nouvelles coordonnées, devenant X,, Y, à l’origine du cycle. Leur liaison avec les précédentes a la forme générale ù
LT MIE PUS T
PR a dc oe me M)
Y —Y,— LT — Lo) + P'CY — Yo) ; 1H a(r —%o) + B(Y — Yo)
Substituant dans ces relations les expressions (3) et observant l’'hypothèse m Zn, nous obtenons deux développements dont la forme est
rappelée ainsi :
X — Xo—t2[t], Y— Yo=t[t],
pourvu que z/ et 4’ ne soient pas nuls. D'autre part, le cycle devant être susceptible, avec les coordonnées X, YŸ, d’une représentation analogue à (4), nous aurons cette représentation en éliminant t entre les deux dernières égalités. Le résultat a cette forme
Y—Y=(X— x Lx x».
On peut seulement craindre qu'un choix particulier des coefficients
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. ÿ}
2, a/, ... permette de réduire le nombre » dans cette dernière formule. Mais il n’en est rien, car si le dénominateur commun aux exposants du développement ne peut que s'élever par un changement de coordonnées, 1l ne peut non plus s’abaisser. La proposition énoncée est donc établie.
9. Par un choix convenable du rapport 4” : 8” on fait disparaitre le terme du degré n dans le développement de Y — Y, suivant les puissances de £. Si, dans les formules initiales (3), m est supérieur à n, le rapport &« : 9” devra être pris, pour ce but, égal à zéro. Le premier exposant de Ÿ — Y, sera alors égal à mn. Si, au contraire, mn est égal à n, alors, le rapport « : $”étant convenablement choisi, le premier exposant du développement de YŸ — Y, sera supérieur à n. Je désignerai dorénavant ce premier exposant par z + y; la droite, bien déterminée, dont l'équation est Y — Y,— 0, sera dite la tangente du cycle. Le nombre y sera dit la classe. Ainsi, en prenant pour origine des coordonnées (x — y — 0) l’origine d’un cycle, et pour axe des x (y —=0o) la tangente, on a pour ce cycle la représentation
rie ME J=x x | ax |
ou sous une autre forme
(5) Mt, RAA UE
Les nombres »; y sont l’ordre et la classe du cycle.
6. Pour jusufier l'introduction du nombre y et le nom qui lui a été affecté, nous allons montrer que ce nombre y correspond à l’ordre », au point de vue de la dualité.
Mettons en évidence trois coordonnées homogènes en posant
4x: Y Aoez£ JET:
Prenons maintenant des coordonnées tangentielles homogènes, en faisant Xi=YdZ—ZdY, Y;=ZdX—XdZ, Z1=X dY—Y dX.
Substituant les expressions (5), nous aurons X = 714 = 22 dt. ifé], Vi) Lidr Z?2 dt.tnr1,
RE ra d(X) AT Re EN A
Prenons maintenant les rapports de deux de ces coordonnées à la troisième X: Z;
TES
Y; et déduisons deux développements pour £ et à :
cut ne Level
Le développement de n en £ se déduira de là et aura cette forme
Ceci est l'équation d'un cycle d'ordre y et de classe n, à moins toute- -fois que le dénominateur commun des exposants puisse être réduit à un diviseur de y. Mais, à cause de la dualité, cette réduction est impossible. Donc, dans le passage des coordonnées ponctuelles aux coordonnées tangentielles, l’ordre et la classe d'un même cycle. s’échangent entre eux. |
Si l’on complète ce résultat par l'examen des coordonnées, on peut l’énoncer ainsi: Dans deux courbes corrélatives, à un cycle de l’une correspond un cycle de l’autre courbe. La tangente de chacun de ces cycles est corrélative de l’origine de l’autre cycle; l’ordre de chaque cycle est égal à la classe de l’autre.
7. L'interprétation géométrique de l’ordre et de la classe, pour un cycle, se tire bien aisément du mode d'exposition employé. Revenons aux équations qui ont servi de point de départ
M re VY—Yo= at + dl + dal...
Si l’on prend pour variable indépendante + — +4, à chaque valeur infiniment petite de cette variable répondent N déterminations infini-
ment petites pour {, et aussi pour y —7,. Le nombre N, pour un même cycle, est suscepuble de deux valeurs différentes : 1° si la droite x x, n'éest-pas-la tangenté du-cycle alors N= 7:27 r= Toest
la tangente, alors N = x + y. De là cette proposition : :
St une droite mobile est infiniment voisine de l’origine d’un cycle, il y a, parmi les intersections de la droite et de la courbe, des points infiniment voisins de cette origine et appartenant à ce cycle : leur nombre est l’ordre du cycle st la droite fait un angle
PR ET, PRET NOR TOR ROUE SE CENT ET OS CR NS De TR RSS PR de ES A TPE nm M PEN 9. LA 3% ’ sm D nus La + rai PS h ni Pie ile ML RARES ES. : 2 : E Sr te Ë Moul. L'RR - - 4 SE : A an SLA, ; - , We.
fini avec la tangente; au contraire, il est égal à la somme de
l'ordre et de la classe si la droite diffère infiniment peu de la Ê RUN
tangente.
D'après la dualité, envisagée au n° 6, nous avons en mème temps
cette autre proposition ;
St un point mobile est infiniment voisin de la tangente d’un cycle, il y a, parmi les tangentes menées du point à la courbe, des droites infiniment peu différentes de la tangente du cycle, et lu appartenant; leur nombre est la classe du cycle st le point est à distance fine de l’origine; au contraire, il est égal à la somme de l’ordre et de la classe si le point mobile est infiniment voisin de l’origine.
Si l’on prend les positions limites de cette droite ou de ce point mobile, on a ces conséquences : dans le nombre total des intersections d’une droite et d’une courbe, chaque point commun compte pour un nombre égal à la somme des ordres des cycles: dont ilest l’origine, augmentée de la somme des classes de ceux de ces cycles auxquels la droite èst tangente. Comme on sait, ce nombre total est indépendant de la droite envisagée : c’est le degré de la courbe. |
Dans le nombre total des tangentes à une courbe, issues d’un point, chaque tangente compte pour un nombre égal à la somme des classes des cycles auxquels elle appartient, augmentée de la somme des ordres de ceux de ces cycles dont le point considéré est l’origine.
Ce nombre total, indépendant du point envisagé, est la classe de la courbe. |
D’après l’avant-dernière proposition, la somme des prdres des cycles ayant une commune origine est ce qu’on appelle habituellement l’ordre de multiplicité de ce point sur la courbe. Ainsi un point est multiple ou singulier quand il est l’origine de plusieurs cycles, ou bien encore d’un seul cycle, d'ordre supérieur à l’unité. Un point non singulier est l’origine d’un seul cycle, dont l’ordre est égal à l'unité. Une dernière observation, presque superflue : ayant employé des coordonnées homogènes, nous n'avons pas à parler de points à l'infini. Ils sont compris dans l'exposé général qui précède.
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8. Les deux nombres », v donnent immédiatement l'aspect graphique d’un cycle réel. En nous bornant au cas où l’origine n’est pas à l'infini, nous voyons par les équations (5) que la courbe traverse ou non l’axe des y et l’axe des x, suivant que n et n + y sont impairs ou pairs. Par conséquent, les quatre cas que peut offrir un trait continu et sans jarret aux environs d’un point se rencontrent eflectivement comme il suit :
1° » et y émpairs. L'aspect est celui d’un point ordinaire. Une branche ordinaire correspond d’ailleurs au cas n — y — 1. Cette forme est sa propre corrélative. |
2° n impair et y pair. L'aspect est celui d’une inflexion. L’rnflexion proprement dite ou ordinaire répond au cas ñ =1, = 2.
3° n pair et y impair. L'aspect est celui d’un rebroussement de première espèce. Le rebroussement ordinaire correspond AN = 2,
y—1;1lest corrélatif de l’inflexion ordinaire.
Les formes 2 et 3 sont corrélatives l’une de l’autre.
4° net y patrs. L'aspect est celui d’un rebroussement de deuxième espèce. Cette forme est sa propre corrélative.
9. Quand une courbe est donnée par son équation en coordonnées rectilignes, l’étude de chaque point singulier se fait naturellement par la recherche des développements de y en x, suivant une méthode bien connue, qui remonte à Newton. Mais, dans les applications, les données revêtent des formes diverses dont il faut savoir tirer parti directement. Arrêtons-nous un instant sur l’étude des cycles d’après les expressions des coordonnées en fonction d’un paramètre.
Supposons que, pour des valeurs de £ à module limité, les coordonnées d’un point mobile soient données ainsi :
(6) æ— rom ét], y —7yo=t2[6.
Suivant la convention du n°2, les égalités expriment simplement que æ et y sont développables en série procédant à la manière de la série de Maclaurin. On a seulement mis en évidence les valeurs æ», Yo deæ, y pour { — 0, et le premier exposant de £ dans les développements. Cet exposant peut être supposé le même dans les deux développements sans restreindre la généralité.
Si l’on sait d’ailleurs que la courbe, lieu du point mobile, est algébrique, on pourra développer 3 — y, suivant les puissances de
x — 29. Ce développement pourra se tirer des précédents, et il aura la forme
Ho eee ut
On ne peut pas affirmer que cette égalité représente un cycle d'ordre A. ; +
Il peut arriver, en effet, que le dénominateur commun des exposants, le plus petit possible, soit un diviseur de ». Soit n, ce dénominateur. La dernière égalité peut donc être réduite ainsi
Pre = ce Aÿ].
S1 l’onfait LT — Ty —= Li
t, est un paramètre correspondant uniformément aux points du cycle; c'est-à-dire qu'à chaque point du cycle correspond une seule valeur de 4,, et en même temps à chaque valeur de t, correspond un seul point.
La comparaison des deux expressions de x — x, donne
PTT DIR %
D'ailleurs », est un diviseur de n; soit donc n — on,. On tirera de
là successivement
1 1 pe sn «| th = &[t], le
On voit par là qu’à chaque valeur de t, correspondent o valeurs de t. Ainsi la variable { ne correspond pas uniformément aux points du cycle, dès que o n’est pas l’unité. À chaque valeur de t correspond un point, mais à chaque point du cycle correspondent p valeurs de &. |
En résumé : Si les développements (6) conviennent à une courbe algébrique, et qu'à chaque point représenté par ces développements correspondent des valeurs de ten nombre 6 :
1°, Ce nombre p est un diviseur de n; 2° Les développements (6) représentent un cycle dont l’ordre
est Z.
Ce n’est pas, d'ordinaire, sur les développements (6) eux-mêmes
que le nombre 5 sera reconnaissable; mais, le plus souvent, 1l sera connu d'avance par la nature du problème. C’est ainsi que déjà dans deux cas, aux n°® 4 et 6, nous avons rencontré des exemples où il est certain d'avance qu'on à p—1. Dans ces deux cas, d’ailleurs, la question même nous a fourni le moyen d'éviter la considération de ce nombre.
Toutes les fois donc qu'un cycle nous sera donné parles développements de deux coordonnées en fonction d’un paramètre t, le nombre e étant connu d'avance, nous aurons l’ordre de ce cycle en écrivant
les développements sous la forme (6) c’est-à-dire en cherchant le
?] premier exposant de £. Nous aurons la classe d’une manière analogue.
Comme il peut arriver que les développements contiennent des termes à exposants négalfs, 1l conviendra d'envisager le changement de coordonnées le plus général. Voici, en résumé, ce qu’on peut dire : Les trois coordonnées homogènes du point mobile étant développées suivant les puissances à exposants entiers et croissants d’un même paramètre, on cherchera trois combinaisons linéaires et homogènes X, YŸ, Z de ces coordonnées de telle sorte que les développements de X, Ÿ, Z commencent par des termes à exposants, tous les trois différents. Soient alors a, b, C ces trois eCXpo-
— «à SIECLE SE
sants dans l’ordre croissant : l’ordre du cycle est
classe est . La lettre 0 indique le nombre des valeurs du
paramètre qui correspondent à chaque point du cycle. Get énoncé est effectivement conforme à ce qui précède; car, d’après les hypothèses, on aura, X, Y, Z étant supposés correspondre à a, b, c
respectivement, ÿ z SR Abe 3 7c—0 LL x=PaD S=rer, 1+2 2 } LES n Fe n abert re X24 EUX \ ) en p es &
10. Nous allons appliquer les notions précédentes à l’étude des points singuliers en coordonnées polaires. Les lettres 7°, 0 désigneront le rayon vecteur et l'angle polaire; 1l y aura avantage, pour cette
étude, à considérer, en même temps que D, la variable À ci-après :
À = ei — cos0 +isin0.
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Les droites isotropes, c’est-à-dire les asymptotes de cercles, sont celles dont la direction est définie par À = 0 ou À — .
Une courbe algébrique est définie par une équation algébrique entre r et À. Mais il faut observer qu’à un même point du plan correspondent les deux systèmes (r, 0) et Cr, ÜÔ+r), ou, ce qui revient au même, (r, À) et (—7r, — À). À cause d& cette circonstance, les équations en coordonnées polaires se partagent en deux catégories : dans la première nous rangerons les équations qui, mises sous forme entière par rapport à r, et irréductibles, sont changées par le changement de r, À en —7r, —X. Tel est le cas pour l’équation d’une conique, l’origine étant un foyer. Sur une telle courbe, à chaque point correspond un seul système (7°, À). Dans la seconde catégorie se placeront les équations qui ne peuvent être mises sous forme entière sans jouir de la propriété de rester inaltérées par le changement de r, À en —7r, — À. C’est le cas le plus ordinaire.
11. Soit déduit de l'équation polaire, pour 4 voisin de 04, un cycle.
de déterminations de la variable r. Désienons par N le dénominateur 5 Î
commun aux exposants de (0 —46,) dans le développement de r. En faisant 0 —46,— 4\, et substituant le développement de r en t
dans | TN COSU: Mn sta
on aura x et y développés suivant les puissances de {, comme il a été supposé au n° 9. Pour appliquer le procédé expliqué dans ce n°9, il suffira donc de connaître le nombre o.
Quand 4, est déterminé, c’est-à-dire quand À, n’est ni nul ni infini, le nombre 9 est l'unité. Effectivement, pour les équations de la seconde catégorie, les deux couples (7, À) et (— 7, — À) qui correspondent à un même point ne peuvent appartenir à un même cycle, puisque les valeurs origines sont différentes, au moins pour À, à savoir Ariel — 1 |
C’est donc seulement pour À infiniment petit ou infiniment grand que o peut différer de l’unité; et ceci ne peut avoir lieu évidemment que pour les équations de la seconde catégorie. Nous placerons l’examen de ce cas plus loin, et raisonnerons d’abord sur les équations de la première catégorie.
Nous examinerons d’abord les cycles correspondant à des
valeurs déterminées de 0,, et, pour éviter une transformation évidente, nous prendrons immédiatement} les deux coordonnées
æ = rcos(0 —6,;), y =rsin(0 —06,).
Il y a plusieurs cas à distinguer. La discussion gagne en simplicité si l’on considère, au lieu de r, son inverse.
: I I. Le développement de = ne contient pas de terme à exposant négatif, et le premier exposant fractionnaire, s’il en existe, est supérieur à l’unité :
Nous adjoindrons, pour ce cas, à æ et y, la troisième coordonnée z suivante :
CE I 11e D'après les hypothèses, (:) et (2) ne sont pas infimies; ce sont RUES 199 précisément les coefficients À et B, qui d’ailleurs peuvent être nuls.
Les trois droites x = 0, y — 0,23 — 0 ne sont donc pas concourantes, et l’on peut envisager x, y, s comme des coordonnées homogènes. En écrivant k
Ne et à nes AA È FN NO) ENRRE
et substituant le développement de - on voit que le développement de - commence par un terme de degré supérieur à l'unité. Soit I +S le degré de ce terme, b étant d’ulleurs le dénominateur commun des exposants dans le développement de =. Nous aurons 0 — 4, = 6e, HAE A, 1 2 Ex
Donc, sur la courbe, nous avons un cycle dont l’origine est y = 0, 3 = 0; la tangente 3 — 0; l’ordre b, la élasse a.
On voit par là que l’origine du cycle est à l'infini quand (;) est
et: ’ T've nul, et que sa tangente est aussi à l'infini quand, en outre, :) est nul
aussi. Dans les autres cas, l'origine du cycle est à distance finie, et la tangente ne passe pas au point 7 — y — 0.
? I : à Il. Le développement de = ne contient pas de terme à exposant
négatif; mais le premier exposant fractionnaire est inférieur à l’unité :
La lettre b désigne d’ailleurs le dénominateur commun des expo-
sants.
En prenant la troisième coordonnée,
3 —= En APE 12709
AU tb,
nous aurons
NE CAE ie e=ld, <=ur,, Ze]
Le cycle a pour tangente la droite y = 0, pour ordre 4, pour classe b — a. Son origine est à distance finie si À n’est pas nul, à l'infini si À est nul.
III. Le développement de = commence par un terme à exposant négatif 3 3 «a == A(I— 6) Pie 0 — 0, — é?,
Lil ere ie DCE].
L'origine du cycle est x = y —0; la tangente y — 0; l’ordre a, la classe b.
13. Examinons maintenant les cycles qui répondent aux directions isotropes. Supposant qu'il s'agisse de courbes réelles, nous nous bornerons à considérer l’une des directions, l’autre donnant des cycles conjugués. Nous prendrons donc seulement } infiniment petit.
Les coordonnées appropriées sont
- r PER Er
Vi = DV = Tr}:
IV. Le de on de r suivant les puissances croissantes de À commence par un terme dont le degré’ n’est ni 1, ni — 1. Soit b le plus petit dénominateur commun dé exposants dans le développement de 7°; nous aurons ; D QE rs Er Ai LP gi tarot], Vie LEPT LE
D'après l'hypothèse, aucun des deux exposants a — b, a + b n’est nul.
En complétant par la troisième coordonnée 3 —1, nous aurons trois résultats différents suivant les grandeurs de a, b. Le nombre b est pris positivement; «& est positif ou négatif : -
ss : Origine Tr= Y1—=0; tangentéyi=0; 1 a—b>o (1) ps ; ordre a — b, classe 26.
Origine à l'infini; tangente y1=0; 2 —b<a<b. % SEE (27 sers | ordre b — a, classe b + a.
(3) “a Tangente à l'infini, origine sur y1 = 0; * ordre 20; classe —(b + a).
V. Le développement de r commence par un terme de degré — 1: ï par A Re SE MR EE À = tb, Ti lee Ya— A= tait].
Origine à l'infini; tangente y, = À ; ordre 2b, classe a.
VI. Le développement de r commence par un terme du premier degré, et le terme suivant est de degré moindre que 3 :
TEA MEET EN PR EPST HT OS RENTE CR ire ON ET Ca
Origine à distance finie; tangente y, — 0; ordre a, classe 2b — a.
VIT. Le développement de 7 commence par un terme du premier degré, et le terme suivant est de degré au moins égal à 3 :
r=A+<BX+...,
le coefficient B pouvant d’ailleurs manquer.
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. pi
Envisageons la combinaison
Bra—A(;—A) D ee
dont le premuer terme est de degré supérieur à 2. On aura
A0 VESTE By; — A(x;— A) = 120+alfs],
Origine à distance finie; tangente By, — A (x, — A); ordre 2b,
classe «.
14. Ayant passé en revue tous les cas, nous pouvons en tirer des conséquences. La première sera le calcul du degré et de la classe d’une courbe définie en coordonnées polaires.
Les lettres et 8, affectées d’accents, représenteront les sommes de nombres 4 ou b pour les divers cycles distingués par les chiffres romains Correspondant à ces accents. Par exemple, $”— à” désigne la
somme de tous les nombres tels que b — & pour les divers cycles IT,
en d’autres termes pour tous les développements, de la forme (5), rés de l’équation entre r et 4.
CaLcuL DE LA CLASSE. — Appliquons la première proposition du n° 7, en considérant les diverses tangentes issues du point x = y = 0:
Les cycles T n’en fournissent aucune; |
Les cycles IT en fournissent 5"— 4’, nombre égal à la somme des classes, puisque le point considéré n’est pas l’origine de ces cycles;
Les cycles IT en fournissent 8” 4”, nombre égal à la somme des ordres et des classes, le point considéré étant l’origine de ces cycles. |
Nous avons ensuite, en tenant compte de chaque cycle IV, V, VI et de son conjugué, les nombres suivants :
2(BY + a+ BY + 7),
2aY, 4 BY—92a't.
Ainsi, la classe de la covthe étant désignée par x, on a () pipes pe a"to[ by ay + BY ag +ar+apuan] Carcur pu necré. — Nous pouvons le faire de deux manières :
1° En prenant le nombre total des points de la courbe sur une
droite arbitraire menée par l’origine. Les points variables avec cette droite ont pour nombre le double du degré, par rapport à r, de l’équatiôn de la courbe, mise sous forme entière par rapport à r et à À. Désignons par d ce degré. Les points fixes sont à l’origine des coordonnées; leur nombre est (n° 7) la somme des ordres des cycles ayant cette origine. Soit donc mn le degré de la courbe, on aura
(9) m—=2d+a"+au;— 268;
2° Nous pouvons évaluer le degré en prenant les intersections avec la droite isotrope y, — 0. Geci nous conduit à la formule
(9 bis) m=a"+ aa +28; +28; + ofv+ opt of,
On remarquera que les formules (8) et (9 bis) n’exigent pas la
connaissance du nombre d.
15. L'analyse qui précède se rapporte aux courbes appartenant à la seconde catégorie (n° 10 et 11). Examinons maintenant les modifications pour les courbes de la première catégorie. Les résultats du nu 12 s'appliquent encore sans modification. Mais 1l faut observer qu’à chaque cycle de la courbe correspondent deux cycles différents pour r, 8. Par conséquent, dans les formules (8), (9) et (9 bts), les nombres affectés des doubles ou triples accents doivent être divisés par 2.
Pour chaque cycle répondant à À infiniment petit ou infiniment grand, deux cas peuvent se présenter : ou bien deux cycles (r, À) différentS correspondent encore à un seul cycle de la courbe; alors, dans les formules, les nombres correspondants doivent être divisés par 2; ou bien un seul cycle (r, À) contient à La fois r, À et —r, — À. En ce cas, le nombre o (n° 9) est égal à 2. Les nombres «, 8 correspondants doivent donc être encore divisés par 2. Enfin le nombre des points de la courbe, mobiles sur une sécante variable issue de l’origine, n’est plus 2d, mais seulement d. Donc enfin, pour les courbes de la première catégorie, les formules (8), (9), (9 bis) donnent le double de la classe et le double du degré.
Exempze
Les nombres entiers p, qg sont premiers éntre eux : l’un au moins diffère de 1. Voyons d’abord si cette équation appartient à la première ou à la seconde catégorie. Pour un angle 0, les diverses valeurs de r répondent aux diverses déterminations de cos LE (0+2kr). L'équation appartiendra à la seconde catégorie si, qe que soit ÿ, un de ces
cosinus est égal et de signe contraire à ose (O+r 1 On devra donc
avoir
SH) + (2h +R = He +2Æx), c’est-à-dire (2k—1)p=(2h+T1)g.
Par conséquent, p et q, qui sont prenuers entre eux, doivent être tous deux impairs. Ainsi l’équation est de la première catégortre si l’un des nombres p, q est pair; de la seconde, dans le cas opposé.
Le nombre d est manifestement égal à g.
Aux valeurs déterminées de 0, ne répondent que des cycles [.
Les cycles répondant à À infiniment petit sont donnés ainsi :
NE ee doué a SEA DER eg CO RS CES Ce a
Ils appartiennent à la catégorie IV (1) si p > g; à la catégorie IV (2) _sip<gq. En posant À = t* et prenant r}, au lieu de r, on a
r À : è — = fP+I— 13P+A ER ÉSP+A, Le, S1 p et g sont tous deux impairs, ce développement donne une même valeur de rÀ pour deux valeurs égales et opposées de #. Ainsi, quand l'équation est de la seconde catégorie, le nombre » relatif au cycle considéré est égal à 2.
En appliquant les formules (8), (0) et (9 bis), les deux dernières donnant ensemble une vérification, on a ce résultat : S1 p ou g est pair, la classe de la courbe est 2(p + 4); son degré est le plus grand des deux nombres 2 p ou 2gq. Si p et q sont tous deux impairs, le degré et la classe sont réduits de moitié.
EXEMPLE
Die à (As;coss0 + B,sins6).
ER DROITS 0 PCT EN Hdi ra
A NE à à LE Ya
mA AE
Les divers nombres s sont supposés commensurables. En les rédui- : sant à leur plus petit commun dénominateur q, et posant 0 = gw, on mettra l'expression de r sous la forme
r = Acospe + B sinpw + A'cosp'o + B'sinp'w +...= f(w),
où p,p',... sont entiers et positifs. La lettre p désignera le plus erand de ces nombres. |
Le raisonnement employé dans le précédent exemple s'applique encore 1e1 pour reconnaître la catégorie à laquelle appartient l’équation. Ce sera la seconde catégorie si l’on peut avoir en même temps
(2k4—1)p =(2h+1)g, (24—1p'=(2h+1)g, Ste
et ceci a lieu seulement quand tous les nombres g, p, p', ... sont impairs. On a aussi d — q.
Pour des valeurs déterminées de 4, nous avons des cycles I ou HIT. Ces derniers interviennent seuls dans les formules que nous appliquons. Ils correspondent aux racines de f(w) —=o, dont la somme des ordres de multiplicité est égale à 2 p. Pour chacune de ces racines, le nombre désigné par b est l’umité, et le nombre désigné par @ est l’ordre de multiplicité. Ges racines sont, bien entendu, prises à des multiples près de 27. La caractéristique cé sera égale au nombre de ces racines. Pour qu'il n'y ait aucun doute à cet égard, nous appellerons N le nombre des racines, distinctes entre elles et différentes de zéro, que possède l'équation
Nous aurons ainsi $”= N, &”— 2p. Le nombre N, on le voit aisément, est toujours pair quand Fe coefficients sont réels, |
En remplaçant cos pw, sinpw, ... par leurs expressions en À, nous avons le développement de r suivant les puissances croissantes de À,
PA r=h 9 Lol.
C’est un cycle IV dans lequel 4 = — p, 8 = g, si toutefois p et g sont inégaux. Pour p << gq, c’est le cas IV (2); pour p > g, c’est le cas IV (3). Enfin, pour p — g, nous avons un cycle V : le nombre a n’est
sous la forme
pas mis en évidence, mais le nombre b est toujours égal à à q.
Appliquant les formules (8), (9), (9 bris), nous trouvons pour ces divers cas le résultat qui suit : la classe de Ja courbe est le plus grand des deux nombres 2 p+N ou 29+ N; son degré est 2(p + q). La classe et le degré se réduisent de moitié si tous les nombres 9, p, p', -.. sont impairs.
Dans cet exemple encore, au cas où l’équation est de la seconde catégorie, le nombre o est égal à 2 pour les cycles répondant à À infiniment petit.
ExempLe 3 :
rk = cosk0.
Le nombre Æ est commensurable, positif ou négatif. S'il est positif, nous poserons # — 1 ; s’il est négatif, 4 — — ., entre eux. ; L.
Soit d’abord # — T. En écrivant l’équation sous la forme
24 S ss
on aperçoit immédiatement qu’elle est de seconde catégorie dans le cas seulement où s est impair. Pour abréger, traitons à la fois les deux cas en désignant par e le nombre 1 ou 2 suivant que s est pair ou impair. | | Les cycles [ correspondent aux valeurs de 4, qui n’annulent pas cos kÆ0,. Il n’y a pas de cycles IT. Les cycles IT répondent à cos #8, —0. 2q
On les obtient donc en faisant 1H À* — 0, ce qui donne, pour 4, 2q valeurs si s est impair, g seulement si s est pair. D’après notre convention, ces valeurs de À sont en nombre eg. Pour chacune d’elles, ann eye LL dns lequel, DE ÿ:bDoncat= cos, De.
Pour À infiniment petit, nous avons des cycles V, dont chacun
x d r % 2 : ÿ ? e S = A “répond à une détermination différente de la puissance = du binôme
2q | (, + XS ). Le nombre de ces cycles est donc g. On a d’ailleurs, pour * . , . S .
BbaoU deux, d 077 DSL $'est 1mpalr: a —=,q) b — 5 S1s est
; Ne : LES GA S pair. C’est ce qu’on exprime à la fois ainsi : a —eq, b —e-. Nous
avons donc
REG Frs
q et s étant premiers
Les formules (8) et (9 bis), où nous remplacerons, conformément à la conclusion du n° 15, u et m par eu et em, nous donnent
EM = Eg?+EgSs, Em = E€qS +Eegs.
On voit que € disparaît et que le résultat est simplement celui-ci : Quand le nombre k est positif etRe pol Eela fraction irréduc-
tible 1, le degré de la courbe est 2qs, sa classe qg(q +s).
Soit, en second lieu, & — — TL. La distinction des deux catégories se fait, comme précédemment, par la parité de s. Les racines de er . s cos 4 donnent ici des cycles I ou IT suivant que 2 est plus grand ou
plus petit que l'unité. En raisonnant comme dans le cas précédent, nous trouvons &'—egs, $"—<q? pour s<7 g. Au contraire, pour s> q, les cycles Il n'existent pas.
Suivant les puissances croissantes de À, on a
4 24 S Nues 2 en (En...)
Les cycles appartiennent à la catégorie VI ou VII suivant que g est inférieur ou supérieur HAS
q <S5, &a—=E€g, DE es, avi € g?, Bu =
g>s, a=e(y—is), b= es, an = <q(q—5s), pu eg.
C’est aussi pour g > s que nous venons de trouver
GREEK AN De qe Nous avons ainsi :
Pour q es | FE eq egs, EM =EgS;, Pour g < s | Pa EN
EM = Eqs.
Par conséquent, le nombre Kk étant négatif et égal à la fraction
trréductible — 7, le degré de la courbe est gs; sa classe est
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. 23 _qg(q—s) ou 2q(s—q), suivant que q est supérieur ou inférieur RER
Cet exemple donne lieu à une vérification fort intéressante. Par rapport à un cercle de rayon 1, concentrique à l’origine, la courbe proposée a pour polaire réciproque une courbe de même équation, sauf changement de k en #' :
= Er, 1= O.
k k La connaissance du degré entraîne donc immédiatement celle de la classe. En faisant le calcul par ce moyen, on retrouve les résultats
ci-dessus.
17. Soit m un point quelconque d’une courbe GC, et soit mm, la tangente de C au point »m. En un point fixe O, on élève la perpendiculaire Om, au rayon vecteur Om, et l’on prend le point d’intersection de Om, avec la tangente mm,. Ce point m, engendre une courbe C,, que nous appellerons la tangentielle de C, relative au point O. |
Nous allons, comme seconde conséquence de l'étude faite aux n® 12 et 13, conclure les singularités de G,, connaissant celles de la courbe C. En appelant r, et Ü,-les coordonnées polaires de m, par rapport à O, r et Ü étant celles de m, on a
T I 6 _— =) — 0, Goo) 1 ir LT «6
Ainsi, sauf une rotation de 00°, la courbe C, se déduit de C-par le , 90 ; I
changement de = en sa dérivée.
Examinons successivement les diverses catégories de cycles qui peuvent exister sur d, pour en conclure les cycles correspondants sur CG. :
Parmi les cycles 1, ceux dans lesquels le développement de : ne con-
() En écrivant l'équation sous la forme r—*coskÆ0 —1, on passe aux coordonnées rectangulaires ainsi : (æ+iy)} f+(æm—iy) =». Suivant une dénomination empruntée à M. de la Gournerie, la courbe est triangulaire symétrique. Les résultats Ci-dessus s'accordent avec ceux qu’a établis, d'une autre manière, M. de la Gournerie, dans l’ouvrage intitulé Sur Les surfaces réglées tétraédrales sy métriques.
" f : : : Le tuent aucun exposant fractonnaire donnent lieu pour — - à des cycles I
présentant le même caractère. C’est notamment ce qui à LS pour les valeurs tout à fait arbitraires de 8,. |
En second lieu, ceux des cycles I, où le premier exposant fractionnaire est supérieur à 2, donnent, pour C,, encore des cycles I.
Enfin ceux où le premier exposant est inférieur à 2 donnent, pour C,, des cycles IF. Soit 1 + - un quelconque de ces exposants. Conformément aux notations précédemment employées, nous poserons di — 2di, Bi—20,.
Il ya ainsk, pour Gr, de nouveaux cycles Il, pour lesquels les éléments analogues à &’ et $" sont «, et f".
Les Sub Il de L donnent, pour Gi, des Fe. IT, dont les éléments analogues à &” et 8” sont f”— «° et f5”.
Les HA HI de C ut leur caractère pour C;; mais les éléments sont «+ 9" et 87.
Les deux caractéristiques totales des cycles IIF de GC, sont donc 4”+ $7+ f"— 4" et + Da
Pour l'étude des cycles qui répondent à À infiniment petit, transformons la formule (10) en celle-ci :
. I ; - v e . . « Si = est développé suivant les puissances croissantes de À, on en
r s r I . déduira le développement de —- au moyen de cette formule. Il est
visible que les coefficients seuls sont modifiés, les exposants restent inaltérés. Il n’y a d'exception que pour le terme indépendant de À, s’il existe : ce terme disparaît dans le développement de _ D’après cette remarque, nous concluons immédiatement que les cycles IV (1), IV (3), Vet VIT relativement à r, donnent lieu respectivement à des cycles de même catégorie relativement à r,. En outre, pour les trois premiers cas, on aperçoit de suite que les nombres caractéristiques se conservent. Pour le cas des cycles VIT, le même fait a lieu, comme nous allons le prouver.
Les nombres caractéristiques des cycles VIT ont été définis ainsi :
ayant r=AX+BA3+...,
on forme la combinaison
Ç r N ER 24 | Bra—A(S—A)= 0 RSR
dont le développement commence par un terme de degré supérieur x 2 . (22 x , à 2 Soit 2 + 5 cet exposant; On à par là le nombre a, b étant déjà
connu. Ceci revient à dire que les trois premiers termes du dévelop-
I = pement de - sont les suivants :
on en conclut immédiatement
a I I B a\ G.1+- A Cp = De ri AÀ A? b ; d’où la preuve du résultat annoncé.
Nous avons mis à part les cycles IV (2)et les cycles VI. Les premiers se conservent, avec leurs caractéristiques, sauf au cas a — 0.
Dans ce cas spécial, envisageons le second terme du développement
de r :
on en conclura
I I B SR nt RS RE RE ITA : 7 fs A2 à I ce B er 0 RER Te 4 LE b A? se ib A2. —5 D dr dns
De là, pour r,, un cycle qui appartient à la catégorie IV (3) c > D, à la catégorie V si c — b, à la catégorie IV (2) si c << b. Mais, en ce dernier cas, le premier exposant de r,, pour ce nouveau cycle IV (2), n’est pas nul. Nous désignerons par y la somme des nombres, tels que c, relatifs aux divers cycles IV (2), pour chacun desquels : 1° & est nul, 2° c est inférieur à b. On voit que, dans le passage de Ca C,, la caractéristique 4} se change en 4}—7. Quant aux deux autres
- cas € > b, ils n'intérviendront pas dans l’application que nous ferons
des formules (8), (9), (9 bis) à la courbe C,; effectivement les
cycles IV (2), IV (3), et V n’y figurent que par leurs caractéristiques $, et cette dernière se conserve ici.
Les cycles VI sont caractérisés par le développement
D AE D EME rer (ab); on entire :
CESR B Dis TA TT A? D I I a B LA ep 0-5)x
Le cycle se conserve donc, avec ses caractéristiques, sauf au cas a — b. Pour ce cas spécial, il convient de prendre un terme de plus dans les développements, et d'écrire
I Ù B CG
FAN TS ENS Mu (SET, I I SC PT Rep ti sx Fr
TA DA (1 ;) COX en
C’est, pour r,, un cycle VII si s > 2; un cycle VI si s < 26. Mais, en ce dernier cas, la nouvelle caractéristique est s, au lieu de a, et elle diffère de b. Si s > 2b, les caractéristiques a" et Ê"', quand on passe de GC à G,, sont diminuées de la somme des nombres analogues à b, et B*" est augmentéede cette même somme. Au point de vue de l’application des formules (8), (9), (9 bis), ce fait introduit, dans la formule (8) seulement, une diminution du dernier élément. Cette diminution est égale à la somme des nombres b. Si s<C2b, fi" n’est pas changée, et a"! est augmentée de la somme des nombres (s — b). Ce fait produit aussi, dans la formule (8) seulement, une diminuion È(s— b) du terme — a". |
Nous réunirons ensemble ces deux diminutions, dont nous désignerons la somme par à.
En résumé, quand on passe de la courbe C à la courbe C4,
a", D" sont remplacés par a, Pi,
dE B" » CEE BH D" — Us BG" + Dre
Quant à tous les autres éléments qui figurent dans les formules (8),
(9), (9 bis), ils se conservent, sauf une diminution y pour 4° et une diminution à pour 2 9"— 4",
Le nombre d se conserve, comme on le reconnaît «a prior et comme le prouve aussi la comparaison des formules (9) et (9 bris). Enfin les courbes C et C, appartiennent toutes deux à une même catégorie. En désignant, comme nous l'avons ‘déjà fait, par e cette catégorie, par m, et 1, le degré de la courbe C,, nous aurons
(1) ein) = $"+P+$i—am—2(y +), e(m—m) = 6"+ L'— «".
18. Nous venons d’admettre que les courbes GC et C, sont toutes deux de la même catégorie. Il y a cependant une exception à cette
x AT * 1 L I . .
règle générale. Considérons un développement de = Suivant les puis-
sances croissantes de À. La courbe C est de la seconde catégorie si les numérateurs de tous les exposants, réduits à leurs plus simples expressions, sont impairs; elle est de la première catégorie dans le
, » I cas opposé. Dans le développement de —> tous les exposants se con- Ÿ $ * servent, sauf l’exposant zéro. Les deux courbes sont donc de caté- 0 . : ® x 4 I gories différentes dans un seul cas, celui où le développement de =
ne contient que des exposants à numérateurs impairs, sauf un terme constant.
La courbe C est ainsi déduite d’une courbe C/, appartenant à la
° e . . CAM deuxième catégorie, par l'addition d’une constante à “he Les for-
mules (11) doivent être, pour ce cas, modifiées ainsi :
2 pe P+ PH Gi 4 — 2(y + 8),
s'Aie I CR Voici un exemple : - — «a + cosi. On trouve aisément Fe BU Ru ET aid 0, TAN m = 2, LS
Il en résulte u, — 0, m, —1. Effectivement C, est une ligne droite, directrice de la conique C, relative à l’origine qui est un foyer.
19. Répétons la même transformation sur C,, et considérons la courbe C:, tangentielle de C;. Il y a déjà une simplification consis-
or g. . a À ñ = me Lu, s. " # E + s 4 SAR NR ee Pt di ES ee D RER Je TERRA RP RENE er RS à PT A ES
k. = DÉPAELENT uer ts Ehure me ve : LT, Mole gs
tant en ce que GC, ne contient aucun de ces cycles IV (2) et VI, qui ont exigé un examen spécial, et introduit le terme — 2(y + à) dans la première équation (11).
Parmi les cycles [, à exposants fractionnaires, qui existent dans C, il nous faut maintenant distinguer ceux pour lesquels le premier exposant fractionnaire est compris entre 2 et 3. Soit ainsi
= = A+ B(0— 06) + C(0 — 06) + D(0— 65) CR De)
et faisons E a» — a, Sb2— f2. Pour l'application des formules (11), relativement à CG et CG, les caractéristiques B”, 8”, à”, By, #, vont être remplacées par "+ 8”, 8,, «,, O2, 2; et nous aurons
E(Uo— Ru) —= B" + B" + B1 + Ba — A2;
D'une manière générale, disons qu’un cycle I de C, à exposants fracüonnaires, est du rang n quand le premier exposant fractionnaire
ox ; du développement de = est compris entre À et n +1. Dans le passage
de C à G,% chaque cycle [ de rang », pour G, donne un cycle I de rang 2 —1 pote Gi:
Fe rang 7 n’est pas moindre que l’unité; le rang zéro, par les définitions du n° 12, constitue un cycle Il; le rang négatif caractérise un cycle IT.
Envisageons la série indéfinie des tangentielles successives C, C;, C2, ... et prenons celle qui a le rang Æ +1, C&x. Les cycles I qui, pour C, ont les rangs # +1, £ + 2, ... donnent pour G; des cycles ayant les rangs 1, 2,.... Ceux qui, pour GC, ont le rang X donnent pour GC% des cycles IT; ceux enfin qui, pour C, ont des rangs moindres - que Æ donnent pour C; des cycles IE.
D'une manière générale, soit
= = A+ B(0 — 00) +24 L(O — Oo) + M(D — 0) 54... COLNG<E D)
Péquation d’un cycle de C ayant le rang », et faisons pour tous les cycles de ce même rang Za =», 2b —$,. Pour Cy, les caractéristiques analogues à x” et $” sont ox et By; et les caractéristiques ana-
logues à a” etf" sont
A da aa AE D (EU b BH BL R,.. + Br.
Considérons à la fois C_, et Cx, et, distinguant leurs classes et leurs degrés par les lettres & et m affectées des indices correspondants,
nous aurons
(13) ( E (Lx — U=4) TE B" + D" + Di + Ba + et By, (mr Ms) = — aps + PE RH Bi + Bo +... + Br.
20. Nous avons, par les formules (12), acquis la connaissance du degré et de la classe de chacune des courbes G, C1, C2... Manifestement 1l n’y a là aucune loi générale pour un rang déterminé; car on peut concevoir des exemples où la suite des nombres w4 et 6; se prolongera si loin qu’on voudra, et d’une façon tout à fait arbitraire. Mais, quel que soit cet exemple, l'équation choisie étant algébrique,
cette suite (4x, x) sera toujours limitée. Soit (a», 8,) le dernier
[l terme de cette suite. Les équations (12) seront valables jusqu’à k=—=n
inclusivement. En posant, pour abréger, tite B"+ Bi + Do +. FE Br R,
nous aurons ensuite
E(Mn+1— Un) _=R, k E(Mn+1 — Mn) = —- 4» +R, L E(UMn+2 — Un) =R, E(Mn+2 — Mn+1) = KR, sels 1e se mate e os see e Cr E(Unrh—Un+tr-1) = R,
E(Mn+h — Mn+th-1) = KR.
A partir d'un rang toujours limité, supérieur d’une unité au rang le plus élevé des cycles Ï de la courbe initiale, les degrés et les classes dés tangentielles successives d'une courbe algébrique quelconque forment deux progressions arithmétiques de même raison.
91. Nous prendrons pour exemples les trois courbes considérées au n° 16.
ExEempLe 1 :
À ce qui a été dit déjà (n° 16) nous devons ajouter que : 1° les cycles I sont tous sans exposants fractionnaires ; 2° Les cycles IV (2) ne sont pas dans le cas exceptionnel où le premier exposant esL zéro. Donc le rang à partir duquel s'applique la dernière proposition est zéro, ainsi que la raison R. Les tangentielles successives sont du même degré et de la même classe que la courbe proposée. Effectivement, elles lui sont toutes semblables.
Exemp Le 2 :
r = Acos 26 + B sin Z 6 + A'cos 2 0 + 3" sin À +... q q q q
Les cycles 1 sont sans exposants fractionnaires. Les cycles IV (2) ne répondent pas à l’exposant zéro; 1l n’y a aucun cycle VI ou Hf. Donc là aussi la loi régulière commence avec la courbe elle-même. La raison R coïncide alors avec la caractéristique $”. Cette caractéristique est 1c1 le nombre désigné au n° 16 par N. On a donc
emn =em + hN, EUR = Eu + AN.
Le nombre & est, comme on l’a vu, égal à 2 si g, p, p',... sont tous impairs ; à 1 dans le cas opposé.
Cet exemple fournit un moyen simple pour obtenir une raisôn ad libitum.
ExEMmPLE 3 :
rk = coskA.
Si Æ est positif et désigné par 1, la discussion faite au n° 16 montre
que la loi régulière commence à la courbe elle-même. La raison R est égale à eg?. On a donc
Mn = 29s + hg?, bn = gSs+(h+i1)g?.
- Si K est négatif et désigné par — Ÿ, le développement de r suivant
les puissances de À (n° 16) montre que les cyeles VI n'appartiennent pas au cas d'exception, sauf dans la seule hypothèse g —1, s = 2.
Laissant de côté cette courbe spéciale, nous voyons que le terme (y + à) de la formule (11) est nulicr.
Quant aux cycles qui répondent à des valeurs déterminées de 0,, leur caractère est révélé par la formule
\ ” Mer æ — (cos L o)?.
Ils sont à exposants fractionnaires si q n’est pas égal à l’unité et si
cos À 0, est nul. Ce sont des cycles [ ou IT suivant que : est supérieur ou inférieur à l’unité.
Si g = 1, alors on n’a que des cycles I sans exposants fractionnaires. La loi régulière commence avec la courbe, et la raison est nulle. Le degré et la classe se conservent donc les mêmes pour toutes les courbes successives. C’est un résultat dont la vérification directe est facile. Il y a exception seulement pour le cas particulier g =1,s = 2. C’est l’ensemble que nous avons cité au n° 18, pour le changement de catégorie entre C et C4.
Si q diffère de l’unité, nous pouvons réunir les deux cas s > g et s<Zq dans un seul, en disant que les cycles correspondant
à cos Z 4, = o ont pour rang le plus petit entier contenu dans —: Soit n s 07 P 6,6 PiUS-p q
cet entier; les caractéristiques &”, 8”, ... sont toutes nulles, sauf an=eqg(s—ng) Pn=eg?.
On aura donc les résultats suivants :
PER H ei TT RCA b; Mn —=M, ; Un =k+g?+qg(s—ng), Mn+r1i=Mm+qg+q(s—nq), Un+1 =t+2q?+q(s— ng),
et généralement
Mntnh=Mm+gs+(h—n)g?, Untn= L+gs+(h+it+n)g?.
22. Si, par rapport à un cercle de rayon 1, ayant son centre à l’origine des coordonnées, on prend les polaires réciproques C’ et C des courbes C et G,, la courbe C° est la développée de C’. L'analyse qui précède nous apprend donc à trouver le degré, la classe, les singula-
rités de la développée d’une courbe algébrique quelconque; la proposition du n° 20 nous donne celle-ci :
- À partir d’un rang toujours limité, les degrés et les classes des développées successives d’une courbe algébrique quelconque forment deux progressions arithmétiques de même raison.
Les discussions du n° 21 fournissent des exemples pour celle nouvelle proposition. À ce point de vue, le premier exemple se rapporte aux épicycloïdes algébriques. Le troisième se rapporte encore aux
courbes r#= coskô, suivant une remarque faite. à la fin du n° 16, et d’après laquelle ces Fe bee ont pour polaires réciproques des ane de même définition.
. s 23. En considérant une équation entre 7 et 4 comme définissant la courbe C/, nous avons là les coordonnées qu’on peut appeler polaires
tangentielles. L’angle 4 est celui que fait la normale avec un axe 7 | I . . L2 « . Le lixe; = est la distance de l’origine à la tangente. À ce point de vue; la
distinction des équations en deux catégories acquiert une importance beaucoup plus grande. Pour la courbe C, cette distinction est rélative à l’origine des coordonnées; quand on prend arbitrairement cette origine, toute courbe est de seconde catégorie (!). Mais,. pour les coordonnées polaires tangentielles, la distinction est fondamentale. En effet, le changement d’origine, dans ce système de coordonnées,
se fait par le changement de en —+ a cos4 + b sinh, ce qui ne mo-
difie pas la catégorie. Les courbes, dont l'équation en coordonnées polaires tangentielles appartient à la première catégorie, sont celles que M. Laguerre a appelées courbes de direction (?).
(1) L’équation d'une courbe est. de la première catégorie quand l’origine a la propriété suivante : sa distance à uu point quelconque, pris sur la courbe, est une fonction rationnelle des coordonnées rectilignes de ce dernier.
(?) Sur les hypercycles (Comptes rendus, t. XCIV, p. 7978). — Sur la géométrie de direction (Bulletin de la Société mathématique, t. VIII, p. 196). [ Œuvres de Laguerre,'t. ?; p. 620, €t:591.]
DEUXIÈME PARTIE
24. Soit D(zx, y) une fonction rationnelle pouvant contenir, non seulement æ et y, mais encore les dérivées de y par rapport à x. ù 2 4 ® La
Envisageons, d'autre part, un cycle défini par les développements de x et y suivant les puissances ascendantes, à exposants entiers, d’une variable £. De ces développements, on en peut tirer d’analogues ee P dx” dx??
vant les puissances croissantes de £. Le degré du premier terme sera appelé 1c1 l’ordre de la fonction ® relativement au cycle. Cet ordre est indépendant du choix de #, pourvu que cette variable corresponde
uniformément aux points du cycle (n° 9).
.... Faisons la substitution dans ®, et ordonnons sui-
Envisageant maintenant une courbe, nous laisserons de côté le cas où tous les points de la courbe rendraient ® nul ou infini. IH n’y a alors sur la courbe qu'un nombre limité de points, origines de cycles relativement auxquels l’ordre de ® ne soit pas nul.
93. Tuéorkme. — La somme des ordres d’une méme fonction relativement à tous les cycles d’une même courbe est égale à zéro. |
Supposons d’abord que ® contienne seulement x et y sans dérivées, et soit simplement un polynôme entier. Soit F(x, y) = 0 l’équation de la courbe, et envisageons l’équation en x seul, qui résulte de l’élimination de y entre F — o et & — 0. Pour simplifier, nous pouvons, sans restreindre cependant la généralité, grâce à la signification donnée à æ et y, supposer que, dans F, ne manque pas le terme en y de degré égal à celui de F. Conséquemment, si l’on prend toutes les racines y,de F — o pour une valeur arbitraire de x, on aura, comme il est connu, pour le premier membre de l’équation résultante,
en mettant, pour y, dans les divers facteurs du produit, toutes les racines répondant à x.
de - À s ne Fe ” re
x « rf m- s ee LS È d rs pa ve “à
Envisageons un cycle dont l’origine ait la coordonnée finie x,, et représentons-le par un développement de y suivant les puissances croissantes de x — x,. Soit g le plus petit commun dénominateur des exposants. Ce développement est susceptible de g déterminations diverses; mais, ® ne contenant aucun exposant fractionnaire, chacune de'ces déterminations, mise à la place de y dans D(x, y), fournit un développement dont le premier terme est, pour chacun, d’un même
degré À par rapport à (x — mo). Si l’on fait x — x, —= #1, on reconnaît que À est ce que nous venons d’appeler l’ordre de ® relativement au cycle. |
Si, dans (13), nous supposons + voisin de +,, tous les facteurs du second membre pourront, de la même manière, être développés suivant les puissances croissantes de (x — #,); et le premier terme du développement aura pour exposant la somme des nombres analogues à 2, ou somme des ordres de ® pour tous les cycles dont l’origine a la coordonnée x,. Or cet exposant marque le degré de multiplicité de la racine x, dans R(x). La somme totale de ces degrés est le degré de R(zx). Donc le degré de R(x) est égal à la somme des ordres de pour tous les cycles de la courbe dont les origines ont des coordonnées x, finies.
D'autre part, nous pouvons évaluer le degré de R(x) par celui du premier terme de son développement suivant les puissances croissantes de æ. À cet effet, on peut répéter le même raisonnement pour les divers cycles qui répondent à x infiniment grand. Un tel cycle est représenté par un développement de y suivant les puissances croissantes de £, quand on a posé x —{71. Il en résulte que le degré du premier terme dans le développement de R(x) suivant les puissances décroissantes de x est égal à la somme, changée de signe, des ordres de ® pour tous les cycles répondant à æ infiniment grand. En égalant ces deux expressions du degré de R(x), on à la preuve du théorème annoncé, pour le cas supposé où D(x,7)estun polynôme entier en x et y seuls. 3 ù
Pour une fonction rationnelle, l’ordre relatif à un cycle est égal à la différence des ordres des polynômes entiers qui servent de numérateur et de dénominateur. Donc la proposition s'étend naturellement à une fonction rationnelle de x, y.
Pros RS MP) 0?
Pour une courbe algébrique, les dérivées _ TT -.+ peuvent
s'exprimer rationnellement en x et y. Donc la proposition s'étend aussi au cas Où la fonction P(x, y) contient ces dérivées. La démonstration en est donc complète. 3
26. Pour les applications du dernier théorème, il y a toujours nécessité de distinguer, parmi les cycles relativement auxquels l’ordre de ® n'est pas nul, ceux pour qui cette circonstance est due uniquement au choix des coordonnées. Nous allons faire cette distinction une fois pour toutes. Pour ce but, une courte digression est nécessaire. |
Il s’agit d'introduire, d’une manière générale, la projectivité dans les équations différentielles, de manière à pouvoir y faire aisément les changements de coordonnées. À cet effet, nous considérerons des transformations qui serviront surtout au raisonnement, et dont nous
nous affranchirons ensuite.
dy dy dx dx?
poserons un changement de variable indépendante, laissant d’ailleurs
Soit une équation algébrique entre x, y, »--.+ Nous sup-
la nouvelle variable { indéterminée; et nous imaginerons les coordonnées rendues homogènes, en prenant pour nouvelles coordonnées u4, U2, Us, et posant
Us Uo
(14) Mn Lo te L’équation ainsi transformée sera supposée mise sous forme entière; soit alors f,(u) son premier membre. La lettre w, mise entre parenthèses, rappelle les coordonnées, et l'indice { rappelle la variable indépendante. |
La fonction f;(u) jouit évidemment de deux homogénéités, l’une par rapport aux lettres u, abstraction faite des indices de dérivatiôn, l’autre par rapport aux indices de dérivation. Mais elle a des propriétés plus caractéristiques, qui se reconnaissent comme 1l suit.
Désignant par À une fonction quelconque de #, et par #,, P2, #3 de nouvelles coordonnées, posons
(25% Un ADE, Us Ne, Un NEU D'après la règle de Leibnitz pour les dérivées d’un produit, on aura
feu) = fi(v) +,
à étant le degré de f par rapport aux lettres w, et w ne contenant que des dérivées d’ordre inférieur à l’ordre même de /. Mais la comparaison des formules (14) et (15) montre que la nouvelle équation transformée doit différer de la précédente par le changement seul des lettres w en les lettres #. Donc + est identiquement nul, et l’on a
(16) OSEO REA
Par un raisonnement tout semblable, on établit la propriété suivante, relative au changement de la variable indépendante :
(7) AG) = (9) ft)
L’exposant uw est égal au poids de f par rapport aux indices de dérivation.
27. Pour rendre l’équation projective, prenons, comme figure de comparaison, un quadrilatère arbitraire. A cet effet, introduisons les coordonnées de quatre points. Abrégeons l'écriture en employant la notation (abc) pour le déterminant formé avec les coordonnées 4,, ay As5 V3, bo, Da; C1, Co, C3 de trois points a, b, c. Désignant par æ les nouvelles coordonnées du point variable, nous poserons
; u, = (wbc)(acd)(abd), (18) us = (wca)(bad)(bcd), u3=(wab)(cbd)(cad).
En substituant, nous avons, au lieu de /;(u), une fonction des coordonnées #, a, b, c, d, qui peut, dans certains cas, se décomposer en le produit de deux facteurs dont l’un ne contenne pas les æ. Prenant cette hypothèse. la plus générale, nous aurons ainsi
Jitu) = ga) F:Cw, a);
les lettres entre parenthèses sont destinées à rappeler les coordonnées qui figurent dans les fonctions; la lettre & est mise pour à, b, c, d.
D'après la forme des équations (18), une même substitution linéaire effectuée à la fois sur æ, &, b, c, d a pour effet de multiplier les u par le cube du déterminant A de la substitution. Donc le produit o(a) F;(æ, a) se reproduit multiplié par A%, et les deux facteurs se reproduisent chacun multiplié par une puissance de A. Désignant
par W, À,... les nouvelles coordonnées, nous aurons donc (19) F,(w,a) = AÔF(W,A).
La fonction F,(#, a) est un covartant différentiel, contenant uniquement, outre les coordonnées du point variable et leurs dérivées, les coordonnées de quatre points a, b, c, d. Tout autre élément peut y être envisagé comme purement numérique. Si l'équation différenüelle, qui a servi de point de départ, exprime une propriété projective, son premier membre se présente naturellement comme une fonction des coordonnées du point et des éléments d’une figure, fonction inaltérable par les substitutions linéaires. Mais toute figure peut être projectivement rapportée à quatre points, et représentée par ces points et des nombres. Donc toute forme projecuve d’une équation différentielle équivaut à celle que nous venons de considérer.
Le covariant différentiel F;(w, a) peut ne contenir aucun des points a, b, ce, d. C’est alors un énvariant différentiel. Pour ce cas spécial, dont nous verrons des exemples, on a à — 34.
28. Nous pouvons maintenant revenir, pour le covariant, à la forme simple dans laquelle les coordonnées du point mobile sont rédüites à deux, et où l’une d’elles est la variable indépendante. Ce covariant donne lieu à deux identités semblables à (16) et (17). Remettant donc la lettre uw, au lieu de æ, pour les coordonnées courantes, et supprimant l'indication des coordonnées a, b, ... nous aurons, en employant les formules (14),
ss /dx\o® F;(u) = uÿ (à) F,(x).
Dans F£(x) les coordonnées sont x, y, 1.
En faisant maintenant un changement de coordonnées quelconques, appliqué non seulement au point mobile, mais encore aux points a, b, c, d, et réduisant aussi les coordonnées du point mobile à X, Ÿ, 1, nous aurons de même
sS /dX\o
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Enfin, en nous servant de l'égalité (19), nous conclurons
Fa(æ) = (arc ;
Ecrivons explicitement les formules du changement de coordonnées :
a X + Gi Y + y: FA ao X + Da Y + Yo re GX OI VE
et nous aurons, pour l'égalité définitive que nous voulions obtenir,
à AS dX \0 DE PINE Ee Ra RER Ex (29) re (as Xe BP y5 39 2) Ha
Telle est la formule pour le changement de coordonnées dans le premier membre d’une équation différentielle exprimant une propriété projective.
29. Les deux exposants à, w sont importants pour ce qui va suivre. Il sera utile de savoir les calculer sans exécuter le changement de coordonnées.
Supposons le point mobile aux environs de l’origine du cycle
E — Lo = Pa(Y — Yo) + ps(Y — Yo} +...,
les coefficients p+, ps, ... étant arbitraires. Au second membre de (20), tous les facteurs ont, pour y = y,, des valeurs finies diffé-
; f dX\vw ; rentes de zéro, sauf Ce dont le développement commence par un
terme du degré — w en y — yo.
Par conséquent, le nombre w, changé de signe, est l’ordre de F;(x) pour le cycle considéré. On pourra aussi calculer cet ordre en renversant l’équation du cycle, et prenant
58 2 Y —Vo= Q1(T — Lo)? + qa(T — Lo) + ga(T — Lo) +...
Substituant ce dernier développement, à coeflicients arbitraires,
dans F;(x), on aura, pour le degré du premier terme en x, le
[0] nombre =: :
dy : : 3:
——. Le degré du premier terme est — -.
dx? 3
Exemple : soit F,;(x) — Donc w — 5.
Pour calculer à, mettons, dans (20), à la place de dx son expres-
nt
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sion ire (as X = 33 Y + V3) (1 dX Se 8° dY) = (a X + Bi Y + V1) (as dX Re Bs AY)
(as X + BY + ya)?
Supposons maintenant le point mobile sur le cycle
F=qGTr+g+ 2 qe _ D’après l’expression de dx, le second membre de la formule (20), développé suivant les puissances décroissantes de x, a son premier terme du degré à — 2w. Donc, en substituant le développement de y dans F;(x), on aura pour le degré du premier terme à — 2w; ce qui détermine à.
Dans l'exemple F,(x)— ee le premier terme est du degré — 3. Donc à — 26 — — 3, et, par suite, à — 3. Ces résultats se vérifient aisément si l’on observe que, pour cet invariant différentiel, la forme Fe(u) est le déterminant (uu'u”). |
C’est le nombre à — 2w que Le calcul précédent donne directement, et non pas à. C’est aussi à — 2w qui intervient dans les résultats, et
nous poserons Ÿ — 2 = Ww’,
30. Le nombre — w est l’ordre du covariant F;(æx) pour un cycle dont la tangente est x — x,. Pour une courbe quelconque, le nombre des pareils cycles est la classe u de la courbe. Donc la somme des ordres du covariant, relativement à tous ces cycles, est uw. De même — w/ est l’ordre du covariant pour un cycle/dont l’origine a ses coordonnées æ, y, infinies. Pour une courbe du degré m, la somme totale des ordres du covariant, relativement à tous les cycles analogues, est — muw/. :
Pour appliquer la proposition du n° 25, nous avons ainsi dans la somme des ordres du covariant, relativement à tous les cycles de la courbe, cet élément — (wu—+w'm), qui se rapporte exclusivement aux coordonnées. Au contraire, tout autre élément de la somme est indépendant de ces coordonnées. En effet, voulant calculer l'ordre de F;(x) relativement à un cycle, nous pourrons, dans la formule (20), supposer l’origine de ce cycle et sa tangente répondant à X = Ÿ — 0, et Y — o. Si l’origine de ce cycle ne répond pas aux coordonnées x, y infimes, et si la tangente n’est pas x = x,, alors les facteurs du
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second membre dans (20), sauf F;(X), sont d’ordre zéro. Donc l’ordre de F;(x) est égal à celui de F;(X). Il est indépendant des coordonnées +, y et peut être calculé en réduisant les coordonnées à la forme la plus simple. En désignant par Q la somme des ordres du covariant, ainsi calculés pour chaque cycle, on aura donc
(21) Q = wu + w'm.
21 CFremole sers SA tee à 4 xemple : PRE. OIL 1e cycle
ne pa" ilr]
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Le degré du premier terme, en +, est . L'ordre de F, relative-
ment à ce cycle, est donc (y — n). D'où la formule (22) d'O—n)=3(u—m) :
où la sommation doit s'appliquer à tous les cycles pour lesquels les deux nombres y, n sont différents.
Cette formule (22) donne le nombre des points d’inflexion; car un point d’inflexion ordinaire (n —1, y — 2) apporte à la somme un élément égal à l’unité.
32. Voici maintenant un second exemple, où nous envisagerons tout d’abord l’invariant différentiel sous la forme F;(4). Nous prendrons pour F;(u) le déterminant formé avec la première ligne
UF US US SOU Ua Us li NUtUs.
les termes correspondants des lignes suivantes seront les dérivées premières, secondes, ..., cinquièmes de ceux de la première ligne. C’est un invariant; Car c'est le premier membre de l’équation différentielle des coniques. Nous avons immédiatement ainsi ô — 12 : c’est le degré par rapport aux lettres u; et w — 15 : c’est le poids par rapport aux indices de dérivation. Ainsi, en calculant Q comme il a été dit au n° 30, on aura à — 26 —— 18, et par suite
Partageons les cycles en deux catégories; la première sera caracté-
risée par l'inégalité de la classe et de l’ordre; la seconde par l'égalité.
Prenons un cycle de la première catégorie sous la même forme qu'au n° 31, et réduisons l’invariant à la forme F,;(x). La première ligne du déterminant se compose des termes ci-après, convenablement rangés : Ë RIT JS TP, y.
Leurs parties principales ont, en x, les degrés respectifs
tous nombres inégaux. Par conséquent, le déterminant lui-même, formé avec les dérivées prises par rapport à æ, a pour partie principale le monôme auquel il se réduirait si chacun des-termes ci-dessus était réduit à sa partie principale. Le degré de ce monôme est égal à la somme des degrés des termes, diminuée du poids, c’est-
à-dire 8 + = — 15. Donc l’ordre de l’invariant, relativement au cycle, est 4» — 7n. Donc les cycles de la première catégorie apportent à la somme Q l’élément
D (AM
Pour un cycle de la seconde catégorie, d’ordre et de classe n, le calcul précédent ne s'applique pas. Dans la première ligne du déterminant, les termes x? et y ont leurs parties principales du même degré 2; les parties principales des autres termes ont les degrés 0, 1, 3, 4. Il faudra donc, pour appliquer la même analyse, remplacer le terme y par une combinaison linéaire C :
< C=ax+ ay + a"xy + a"y?,
dont la partie principale soit de degré supérieur à 2 et différent de 3 et 4. Soit formée une telle combinaison; désignons le degré de sa partie principale par (5 + /), le nombre / pouvant être négatif et fractionnaire. La partie principale du déterminant est alors du degré /, et son ordre pour le cycle est {n. L'interprétation de ce résultat est la suivante : le nombre (4+/) marque l’ordre le plus élevé du contact qu’on puisse établir entre chaque branche du cycle et une conique. Ce nombre, pour une branche de courbe quelconque, est
ordinairement 4, et / est alors nul. Voici donc le résultat : S'ur une
courbe, de degré m et de classe à, si l’on envisage toutes les
branches ayant avec leurs tangentes des contacts du premier ordre, et avec des coniques des contacts d'ordre maximum différent de 4, et qu'on désigne par (4 + l) l’ordre d’un quelconque de ces contacts, on aura
De > l=15p—18m+Ù (on — 49),
la dernière sommation s’appliquant à tous les cycles où le contact avec la tangente n'est pas d'ordre égal à l'unité. En vertu de la relation (22), on peut écrire la même égalité sous diverses formes, parmi lesquelles la suivante : |
(23) Si (ntu)+2 (a),
où la dualité est mise en évidence.
Nous venons d'obtenir ainsi le nombre des points sextactiques Un point sextactique est l’origine d’une branche simple ayant avec une conique un contact du cinquième ordre. Pour un pareil point, l'est égal à l’unité.
Exemples des formules (22) et
Exemeze 1. — Soit la courbe représentée en coordonnées homogènes par
Ses points singuliers sont, l’un au sommet x — 3 — 0; cycle
- B) ()=(£)+.. == Wi—= 2; PU NT |
ie [or
Y 51 Te \2 TC = FE + à , Ni = V9 = 2.
Du sommet x — 3 —0o on ne peut mener aucune tangente hormis celle du cycle qui a cette origine. Donc = rt +vi=5. D'’ailk leurs ym=5. D'après (os), 3(u—mMm)—(v,— 71) étant égal à r, il
LOT PERL al
yaun point d'inflexion. Cela fait done un autre cycle n3=1,v3= 2. La formule (23) donne, au second membre, — 3. Pour le second cycle l’élément / est — 5. Donc il y a deux points sextactiques.
ExEmpLe 2 :
XP y1 == 3 R4-4:
Les nombres p, q sont entiers et premiers entre eux. Cette courbe, qu'on peut appeler anharmonique à cause de ses propriétés (!), se reproduit elle-même par une 1nfinité de substitutions homographiques, conservant le triangle de référence. Il en résulte qu’il ne peut y avoir ni point d'inflexion, ni point sextactique, hormis les sommets de ce triangle. La classe est égale au degré, attendu que la courbe est sa propretGorrelative, Les sommets T—z—0.et 7 —z2—0 sont les origines de deux cycles corrélatifs dont les ordres sont p et g, les classes g et p. On a donc bien zéro au second membre de (22). En outre, la somme des nombres 7 + est 2(p +g) ou m1, et l’on a zéro au second membre de la formule (23).
34. Par les deux applications des n° 31 et 32, on a vu comment la
formule (21) est propre à faire connaître le nombre des points où les éléments infinitésimaux d’une courbe satisfont à une relation projecuive donnée. Dans ces deux applications, la relation était exprimée par l’évanouissement d’un invariant. S’il s’agit d’un covariant, c’està-dire si la relation a lieu entre la courbe et une figure donnée, il y a place pour une discussion. On doit examiner : 1° quels sont les éléments du nombre Q qui proviennent de points invariables sur la courbe quand la figure varie; 2° quels sont les éléments qui, au contraire, proviennent de points variables avec cette figure; 3° comment enfin ces éléments peuvent se confondre pour des situations particulières de la figure et de la courbe. Cette dernière partie de la discussion doit être réservée pour chaque cas particulier. En la laissant de côté, on se trouve en présence d’un problème général bien défini. La figure est représentée par quatre points, comme il a été dit au n° 28. Ces quatre points, dont un au moins existe dans le covariant, sont laissés
(!) Fouret, Sur quelques propriétés des systèmes de courbes; et Intégration géométrique (Comptes rendus,t. LXXVIIT, p. 1693 et 1837).
Klein et Lie, Ueber vertauschbare lineare Transformationen (Math. Ann. t.. 1V, p. 50). 4
indéterminés. En cela consiste l'indépendance entre le covariant et la courbe considérée. Ë
Il y a cependant encore une observation nécessaire au sujet de cette indépendance. Envisageons le covariant comme une fonction des lettres a, ... coordonnées de la figure; les coefficients sont alors des fonctions du point mobile. Ce covariant, ainsi considéré comme un polynôme des lettres a, est susceptible de formes plus simples
moyennant quelques relations entre les coefficients du polynôme. Ces : : F sl 3 d : 7 coefficients étant ici des fonctions de x, y, — ---, 1] peut arriver que
de telles relations soient ou incompatibles ou compatibles entre elles. Dans le cas où elles sont compatibles, 1l existe des courbes sur lesquelles ces relations sont vérifiées en chaque point. Pour une quelconque de ces courbes et le covariant envisagé, le problème, on le voit, est changé; il se rapporte proprement à un autre covariant plus simple.
Nous achèverons de préciser nos hypothèses en admettant que la courbe considérée n’est pas au nombre de celles pour qui le covariant se simplifie.
Un exemple éclaircira ce qui vient d’être dit. Prenons le covariant suivant qui est sous la forme F,(u, a), les accents dénotant les dérivées par rapport à { :
(abc)(acd)(adb)(ubc)(ucd)(udb)(uu'u") + A(bcd)t(uu'a)}3.
S1 l'on a identiquement (uu'u”)= 0, le covariant se réduit au dernier terme qui est un cube.
Ainsi, pour ce covariant, 1l faudrait exclure les lignes droites.
39. Commençons la discussion en examinant quels sont les éléments du nombre Q qui répondent à des points de la courbe variables avec les points a, b, c, d.
Soit æ un de ces points. Puisqu'il varie avec a, ... et que a, restent indéterminés par hypothèse, x est un point simple de la courbe C. Donc l’élément de Q qui s’y rapporte est entier et positif. Si cet élément n’est pas égal à l'unité, c’est que la dérivée du covariant F, prise par rapport au point x le long de la courbe GC, s’évanouit en même temps que F. Soit F, ce que devient F quand on y substitue, au lieu de y et de ses dérivées, leurs expressions en x
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. 45 relatives à GC, en sorte que F, dépend maintenant de la coordonnée x et ) à A A OF; Je È des a, b,.... L'hypothèse entraîne cette conséquence que —— s’évanouil LR: à 4 q dx
avec F,. Il en résulte aussi que les dérivées partielles de F,, par rapport aux coordonnées de «a, b, ..., s’évanouissent aussi en même temps. Donc F,, considéré comme fonction de ces dernières quantités, se décompose en facteurs dont un au moins est un carré. C’est un fait qui peut se produire, mais se rapporte précisément au cas que nous venons d’exclure, celui où, pour la couche envisagée, le covariant se décompose. Ce cas exclu, le point x apporte au nombre Q un élément égal à l’unité. Donc la partie du nombre Q, relative aux points de la courbe variables avec les éléments du covariant, est égale au nombre des points simples de la courbe, en chacun desquels ce covariant s’évanouit.
36. Les éléments de Q qui répondent, au contraire, à des points de la courbe invariables, ne sauraient être discutés à la fois pour tous les covariants imaginables. Mais on peut réparur les covariants en vastes groupes, à chacun desquels s'applique une discussion unique. L'ordre le plus élevé des dérivées qui figurent dans le covariant peut servir de base à cette classification.
Dans un covariant du premier ordre, les éléments de la courbe
d - Re sont æ, y, _— Pour le calcul du nombre Q, ces trois quantités ont,
en chaque point, des valeurs finies. Il est impossible que la substituuon de ces valeurs dans le covariant donne un résultat qui ne soit pas fini et différent de zéro, tant que a, b, c, d restent indéterminés. Donc, en ce cas, 1l n’y a aucun élément de Q indépendant de à, b, c, d. Donc :
Sur une courbe de degré m, et de classe à, le nombre des points en chacun desquels s'évanouit un covariant différentiel du pre-
mier ordre, indépendant de la courbe, est wu + w'm, les nombres w et w' ne dépendant que de ce covartant.
31. Nous avons déjà observé (n° 28) que la forme d’un covariant peut, sans inconvénient, contenir explicitement, au lieu des quatre points a, b, c, d, toute autre figure. Dans l'exemple ci-après, nous prendrons une telle forme.
Soient À le premier membre de l'équation d’une ligne droite, et B le premier membre de l'équation d’une courbe dont nous désignerons le degré par X. Prenons lé covariant
Rav Fu) air)
. A . - . re a F qui peut être mis sous forme de déterminant. En désignant par £;, de les coordonnées tangentielles, savoir
I ! ‘#4 / ! die Pshee !
EL = Ua — U3U, fo = U3uy— ui, Ë3= Ujus — Uau,
et dénotant par des indices les dérivées paruélles
__oA RUE PTE TETE on trouve aisément A: À À; Fu) =AABE) ES 31 B> B; £ ; Co ê3
Sous cette forme, on voit que F — 6 exprime la relation suivante : la droite À, la polaire du point variable par rapport à la courbe B et la tangente de la courbe GC, lieu du point variable, sontconcourantes.
Les nombres d — +1, w—1 sont en évidence dans les deux formes de F. On a ainsi, pour le nombre N des points où la condiüon F — o est satisfaite,
N=(£—i)m+np.
Tel est le résultat quand, la courbe C étant censée donnée, l’indépendance a lieu, c'est-à-dire que À et B restent indéterminées. L’examen des circonstances qui accompagnent la dépendance doit, avonsnous dit (n° 34), être réservé pour chaque cas particulier. Faisons ici cet examen, en nous bornant toutefois, pour abréger, à la recherche des éléments répondant à des points de C quine varient pas avec la droite A.
En prenant, pour le point uw, = u:= 0, l’origine d’un cycle et pour la droite w;— 0 la tangente de ce cycle, pour variable indépen-
u « sv dante x — Fa nous avons, à l’origine du cycle, les valeurs o, 1, 0
pour &;, &s, 63; par suite, d’après la dernière forme du covariant, F;(x) est fim, différent de zéro, si A,B;— A,B, n’est pas nul. Ce binôme ne peut être nul, quelle que soit la droite À, que si B, et B;
sont nuls tous deux. Cette circonstance se présente, ou bien si B et C sont tamgentes entre elles au point x, ou si ce point est multiple sur B. Pour examiner un tel cas, revenons à la première forme de F, en y prenant pour & une variable suivant laquelle se développent les coordonnées de x sur le cycle. Soit À l’ordre de B pour ce cycle, c’està-dire le degré du premier terme dans le développement de B suivant les puissances croissantes de €. L'ordre de F, pour ce même cycle, est À — n, si x marque l’ordre du cycle.
En prenant pour chaque point commun à B et Cle nombre analogue à } — n, nous aurons donc
Ni=(k=im+nÙ (an)
pour le nombre N, des points variables avec la seule droite À. Si toutes les intersections de B et C sont simples, notre analyse même et notre dernière formule montrent toutes deux que tous les éléments — n sont nuls. Pour les autres cas, nous pourrons modifier
la formule en observant qu’on a q \
RE KM
NÉE u—m+Tn,
où la somme comprend tous les cycles de C ayant leurs origines sur B. C’est, en termes plus ordinaires, la somme totale des ordres de multi-
Il vient ainsi
plicité des points de C, qui sont sur B.
Pour chaque point x de la courbe G, on prend l'intersection de la tangente en z el de la polaire de x par rapport à B. Soit x, cette intersection. Le lieu de x, est une courbe C, dont le calcul précédent nous donne le degré N,. En supposant pour B deux droites isotropes conjuguées, ayant O pour point commun, on retrouve pour C, la tangentielle de C (n° 17), et, par une transformation corrélative, on a ce résultat : La classe de la développée d’une courbe est égale à l’excès de son degré sur sa classe, augmenté de la somme des classes de tous.les cycles dont les tangentes sont ou isotropes ou à l'infini:
38. Au lieu de faire dépendre un covariant différentiel d’une figure,
on peut aussi le faire dépendre de coefficients se modifiant par un changement de coordonnées, tout comme le premier membre de l'équation d’une courbe. À ce point de vue, la forme projective d’un covariant du premier ordre consiste en un polynôme entier à deux séries de variables et doublement homogène. Ces variables sont, d’une part, 3, Us, Us, Coordonnées du point x; et les coordonnées d’une droite &4, 6, &s. D'ailleurs le point x est sur cette droite, ce qui
est exprimé par UiËi —+- Uo E2 + U3Ë3 — O,
et permet de varier la forme extérieure d’un même covariant. Si l’on omet la condition que x soit sur la droite, une équation entre les w et les Ë définit ce que Clebsch a appelé un connexe.
Les nombres w et w’ qui sont les degrés du polynôme relativement aux lettres £ et u sont la classe et l’ordre du connexe. La proposition du n° 36 donne donc celle-c1 : Sur une courbe, le nombre des points dont chacun, avec la tangente en ce point, appartient à un connexe, est égal au produit des ordres du connexe et de la courbe, augmenté du produit de leurs classes,
On peut encore envisager le système des courbes qui sont représentées par l'intégrale générale de l’équation obtenue en égalant le covariant différentiel à zéro. Alors w et w’ sont les deux caractéristiques du système, w le nombre de ces courbes qui passent par un point, w le nombre de celles qui touchent une droite. La proposition prend alors cette autre forme : Dans un système ayant les caractéristiques w et «w', le nombre des courbes qui touchent une autre courbe donnée de degré m, de classe y, estwu+w m (1).
Il ne faut pas oublier, dans les deux énoncés, l’indépendance qui a été primitivement supposée.
39. Poursuivons la discussion commencée au n° 36, et prenons un covariant différentiel du second ordre. Soit F;(æ) ce covariant qui
dy dy : .Œy Rp Ordonnons-le par rapport à Er
d'y X . dy ses termes (2) Î (æ, Vs a) .
contient æ, y, et soit un de
(!) Fouret, Mémoire sur les systèmes généraux de courbes planes, définis par deux caracteristiques (Bulletin de la Soc. math., t. II, p. 72).
bres
Envisageons un cycle
1 + FY—Yo= A(x —ro)+B(r—xo) “+...
La partie principale du terme considéré est ei
ie (+ :) BFC Jo; A)(x — #9) -
Par la même raison qu’au n° 36, on voit que ce coefficient ne peut être nul quelles que soient les données du covariant; par conséquent, la partie principale de F;(x) a pour degré le plus petit des nom- _— et son ordre relativement au cycle est le plus petit des nombres a&(v— n). Si v=n, cetordre est zéro; car F est supposé indé-
composable et ne contient pas, par conséquent, le facteur EL Si au
dx contraire, y <7 n, le minimum répond au maximum de «; ce sera done Ve | ; M LE À 540 — Y(2—v), y désignant le degré de F par rapport à + Ainsi :
Le nombre des points sur une courbe de degré m et de classe p, en chacun desquels s'évanouit un covariant différentiel du second ordre, indépendant de la courbe, est
N =wp+wm+y (nv),
où la sommation s'applique à tous les cycles de la courbe pour lesquels l’ordre surpasse la classe.
Distinguons les cycles en deux espèces : dans la première rangeons les cycles caractérisés par n > y; dans la deuxième ceux qui sont, au contraire, caractérisés par n'<T v. Faisons
À cause de la relation (22), qui peut s’écrire p—r—=3(u—- m),
le nombre N est susceptible de deux expressions
(24) N = wu + w'm + yr = (w'+ 3y)m+(w —37)p+ Ye
corrélatives l’une de l’autre.
40. Cette corrélation se vérifie aisément sur la forme projective des covariants différentiels du second ordre. Pour nous placer au même. point de vue que dans le n° 38, nous définirons"cette forme comme 1l suit. Abréviativement, désignons par (uw? 69) une fonction doublement homogène de w4, us, u3 et E1, Ë2, Es, du degré p par rapport aux w, du degré q par rapport aux &. Faisons aussi
D — (uu'u).
La forme générale projective cherchée est F,(u) = DY(urëi) + DY-t(ur-3t9+8) + DY-2(up-6£q+6) LE... Par rapport aux indices de dérivation, le poids de D est égal à 3. Le
poids de Fest celui d’un quelconque de ses termes
OR 3 re JS Le degré par rapport à w est égal à 3 pour D, à 2 pour les £. Le degré à de F est donc celui d’un quelconque de ses termes :
par conséquent, .
La seconde forme (24) du nombre N est ainsi (25) | N=pm+qu+yYe.
Pour une transformation corrélative on doit remplacer respectivement «w par &, 6 par Du et D par D?. Ces substitutions faites, F contient le facteur D avec l’exposant 2Y Hg; ce facteur supprimé, on obtent pour le covariant transformé
F'= DY(uP'E7) + DY-1(up!-369+3) + DY-2(uP=6 ET +6)... P= HAY 2,7 =p 3.
La première forme (24) du nombre N est donc (25 bis) N=pu+g'm+yr, et les deux formes (25) et (25 bis) ont entre elles la corrélation nécessaire.
Suivant la remarque faite au n° 34, nous devons exclure les lignes droites pour l'application de ces résultats.
41. Si la courbé considérée n’admet que des singularités ordinaires, les lettres 7 et o marquent le nombre des points de rebroussement et celui des points d’inflexion. Il existe donc une catégorie de problèmes bien définie, dans lesquels tous les points singuliers peuvent être remplacés par des équivalents en points de rebroussement et points d’inflexion. Pour mieux dire, une courbe quelconque à l'égard des problèmes que nous venons de traiter est représentée par les nombres m,
Hu, r, 0. Mais cette propriété appartient exclusivement aux problèmes qui concernent les covariants du premier et du second ordre, comme nous le verrons bientôt. :
De même qu’au n° 38, la formule (24) est susceptible d’un énoncé relatif au nombre des courbes appartenant à un système à deux arbitraires, et qui ont un contact du second Ge avec une courbe donnée. IT paraît inutile de nous y arrêter.
Voici des exemples
Exeueze À. — Pour un réseau de coniques, soit H(u) = 0 l’équation de la courbe hessienne, et soit J(£) — o celle de la cayleyenne, le
covariant F = DH(u)—J(E#),
égalé à zéro, fournit l'équation différentielle des coniques du réseau. lei | Y =I, Di Se er 0:
Ainsi, dans un réseau, le nombre des coniques qui ont un contact du second ordre avec une courbe donnée, du degré m, et dont les points singuliers ont léquivalent 5 en points d’inflexion, est égal à 3m + p. La classe de la courbe étant 4, et l'équivalent en rebroussements étant 7°, le nombre des mêmes coniques est aussi 5u +7.
Corrélativement, ce même nombre 3m + 5 ou 34+ r est par conséquent aussi celui des coniques qui, appartenant à un réseau tangenuiel, ont un contact du second ordre avec la courbe.
Exempze 2. — Pour covariant, prenons le premier membre de l'équation différentielle des coniques bitangentes à une conique donnée et passant par un point donné.
Soit Au) le premier membre de l’équation ponctuelle de la
conique donnée. Posons WA(u)—B{u). L’équation d’une conique
bitangente à celle-c1 peut s’écrire Pili+ Paur+ paus= B(u),
OÙ Pi, P2, ps Sont arbitraires. Par suite, l'équation différentielle cherchée peut se mettre sous la forme irrationnelle suivante, où F4, #2, #3 sont les coordonnées du point donné, et où les dérivées sont dénotées par des accents :
Ur Us Us BE) a A WU QUs QU SD EU) ne £ == O,
Uj=ue Us, BU)
DR NT B(v)
En désignant par À, le déterminant conjugué obtenu par le simple changement de B(v)en — B(+) au dernier terme, on aura le covariant sous forme rationnelle et entière ainsi :
FA CAR
On y aperçoit immédiatement les nombres caractéristiques Ve, D— 0, Je 0!
Le nombre N est donc ici le double de celui qu’on a trouvé dans l'exemple précédent.
. Les coniques bitangentes à une conique donnée, passant par un point donné et ayant un contact du second ordre avec une courbe donnée que caractérisent les nombres m, 4, r,p, sont donc en nombre égal à2(3m+p)—=2(3u+7r). | -
En conséquence, c’est encore le même nombre pour les coniques bitangentes à une conique donnée, touchant une droite et ayant un contact du second ordre avec la courbe.
On peut, pour cas parüculier, réduire la conique donnée à deux droites ou à deux points; nous aurons de la sorte les caractéristiques de l’ensemble des coniques ayant avec une courbe (m, u,r,p) des contacts du second ordre. |
43. C'est pour une raison générale que, dans les deux exemples précédents, on a trouvé une proportionnalité entre les trois nombres caractéristiques. Toute équation différentielle du second ordre algébrique, dont l'intégrale générale est représentée par des coniques, est
ainsi caractérisée par les nombres +, p = 37, q — 0. Pour s’en convaincre, il suffit d'observer, dans le covariant F,(«), la signification géométrique du coefficient de la plus haute puissance de D, et celle du terme indépendant de D. En les égalant à zéro, on obtient deux connexes exprimant la liaison qui existe entre les origines et les tangentes des cycles des courbes intégrales où l’ordre diffère de la classe. Quand les courbes intégrales sont des coniques, le coefficient de DY, égalé à zéro, donne le lieu des points auxquels se réduisent les coniques dégénérées, envisagées en coordonnées tangentielles; le terme indépendant de D donne, au contraire, l’enveloppe des droites auxquelles se réduisent les coniques dégénérées, envisagées en coordonnées ponctuelles. Ainsi le coefficient de DY ne contient pas les Jettres &, et le terme indépendant de D ne contient pas les lettres w. C’est ce qu'il fallait prouver. De là cette conséquence qui appartient à la théorie générale des caractéristiques pour les côniques : le nombre des coniques qui ont des contacts du second ordre avec une courbe donnée et satisfont, d’autre part, à une- condition triple indépendante de la courbe, est 7(3 m + pb). Le coefficient y ne dépend que de la condition triple; »# est le degré de la courbe, p RME de ses points singuliers en points d’inflexion.
Pour avoir un exemple où ne se présentent pas de pareilles circonstances, 1l faut prendre une équation différentielle dont lintégrale générale ne soit pas représentée par des coniques. En voiti un * désignant par @, b; c les premiers membres des équations de trois droites, prenons le déterminant
F,(u)=[at, (ab), (e)].
L'intégrale générale de F;(u) —o est représentée par les cubiques ayant pour point et tangente de rebroussement le point a=—c—o et la droite & — 0; en outre, leur point d’inflexion a pour lieu c —0 et, la tangente d’inflexion passe constamment au point a = b —o. Le nombre de ces cubiques qui ont un contact du second ordre avec une courbe est donné par la formule 6m + 0. On a, en effet,
yY=1, p=6, g.= 0:
44. Nous allons maintenant faire la discussion générale, commencée au n° 36, pour les covariants différentiels du troisième ordre, Tout
d’abord, prenons ces covariants sous leur forme projective, ou, en d’autres termes, indépendante des coordonnées. Dans une pareille forme, les dérivées du troisième ordre seront introduites au moyen de la combinaison suivante :
_G=(uu'u")asar+ 3(uu'u") auar— 3(uu'u")a, arr).
Les signes 44, ax, ... expriment des formes linéaires, savoir :
Au = dl + Ales + A3 Us, AE = 41 + Goo + Mb,
dur == AU + AU + Aa, dér = AE + QoËs + a3Ën.
D’après les expressions des £, on peut aussi écrire
dt = (aquu:), ar — (auu”).
On voit que à, et og’ sont les dérivées de a, et &e.
Les propriétés de la combinaison G s’établissent aisément. Pour la clarté, considérons &,, #,, 4, comme les coordonnées d’un point v, et dy, &, a; comme celles d’une droite, joignant deux points 8, +. De cette manière, on peut écrire a; = (fyu). L'analyse du n° 27 ou un calcul direct donne immédiatement cette conséquence que l’ex-
ression suivante P AQUUU) (LÉ Y US
P, (auu'}?
reste absolument invariable, soit qu'on change la variable indépendänte, soit qu'on effectue à la fois sur les w, x, $, y une même substitution linéaire. En conséquence, la dérivée de P; reste également invariable pour les substitutions linéaires. Quant au changement de la variable, son effet se traduit par la relation
dP; abs
dia as at D’après l'expression de G, nous avons
dPy# (auu')* dt (By uw)? ;
Si nous effectuons une substitution linéaire à la fois sur les u, «, $,7, que les nouvelles coordonnées soient désignées par des ma]juscules, et que A soit le déterminant de la substitution; si nous faisons, en même temps, un changement de la variable indépendante, nous
aurons, pour traduire le changement qu’éprouve la forme de G, l’égalité
ASE G;(u) = A ue GE):
Ainsi G.(u) est un covariant différentiel du troisième ordre, et son expression contient un point & et une droite a en outre des éléments du point +. Pour ce covariant, le nombre w est égal à 5. Le nombre à
est égal à 6; par suite, W'= Ÿ —20 —— 4.
On peut, sans inconvénient, supposer le point & sur la droite a. Prenant alors des coordonnées particulières, on pourra faire
di = 0, A3 = O, —d3 =], 1 —= O, A2 =], A3 = O.
Choisissant x — = pour variable, et y — … pour fonction, on 3 31
réduit ainsi P à 4 et Gà 7. Par là se reconnaît que, dans cette dx? dx?
hypothèse (le point « sur la droite a), G— 0 est l’équation différen-
telle des coniques qui touchent la droite & au point à. Si, au con-
traire, on suppose que 4 ne soit pas sur @, on peut choisir les coor-
données ainsi :
Hi — 0, Mets 0, As — T1; EPENQE &2 = O, CSN
Avec les mêmes variables que tout à heure, on a pour G l’expres-
: d 11) ‘ Su ) : =
sion — | ————"|, où les dérivées sont prises par rapport à æ. L'indx L(xy — y}
tégrale générale de G = o est
Ax?+2Bzxy + Cy?=1,
où À, B, C sont les constantes d’intégration. Elle est représentée par les coniques relativement auxquelles a est le pôle de 4.
45. Au moyen du covariant G nous pouvons écrire un covariant quelconque du troisième ordre sous forme projective. Il suffit, à cet effet, de faire intervenir avec G le déterminant D — (uu'u”) et de prendre pour coefficients des fonctions des lettres w et &.
Avec les mêmes notations qu’au n° 40, nous avons ainsi cette forme générale
F(&) >. GY DE(up Ed),
où les exposants, pour chaque terme, sont déterminés par deux d’entre
eux, suivant les conditions qu’impose la constance de w et w/ à tous les termes
— 4y—3Ee+p= uw".
À ces nombres il sera plus commode d’en substituer d’autres pour mettre en évidence la dualité. Soient
c = max. de (e+ 37),
I I SEAT Pen" S'=2yV+E——-0C, 2 2
Les nombres &, a', b et les couples s, s’ dont chacun définit un terme de F;(u) sont ceux que nous conserverons explicitement. Nous allons d'abord examiner comment ils se transforment par la dualité.
Nous l’avons déjà observé, le changement des coordonnées ponctuelles en tangentielles se fait par le changement de D en D?, de «
LA 1 B e D a en £ et de £ en Du. En conséquence, l'expression P ou —%# se change aË | : | [e À 4 3 r A » ® en & É -» Si l’on échange en même temps le point à et la droite a. Par du MER T ET EE conséquent, l'expression de G se change en celle-ci —< D); QE u
ce qui se réduit à — D?G.
Si l'on fait ces changements dans F, on obtient pour le terme général transformé une expression de cette forme
GYD?Y+2€+4(uër).
L’exposant de D peut s'écrire 2Yÿ+20+g=w—(e+3y). Il a pour minimum (w— c). Il ya donc heu de supprimer le facteur Doc à tous les termes. Après cette suppression, nous avons, pour le terme envisagé dans F, un terme correspondant du covariant corrélauf, et les exposants correspondants sont les suivants :
M=U HIHI Hg—W+C Pig, ip.
Calculons, par leur moyen, les nombres s,, s et tout
1? di, a
d’abord €, :
HO VEE TYSRAE 9 RU RCE e:
Comme F ne contient pas le facteur D, il y a au moins un terme où € est nul. Par conséquent, OT a pour maximum c; c’est-à-dire
C, —c. On a ensuite | D fc BR SE % C ; NS D Lt Ep CM DE DU) one — 5," 2 2 2 ) ; I € C fs Re RE ee ere laetirtee ES er Er tien 5:
A = Di — — Cry —= 5yi+ 3e +gi—-CQ—= «x, 2 2 : ; 3 ; 3 * Der ES HiYs tn Pit UE 4
En résumé, pour le covariant corrélatif de F, les nombres a et a’ sont échangés, le nombre b se conserve; et pour chaque terme les nombres s, s’ sont échangés.
46. Soit à chercher l’ordre du covariant F relativement à un cycle Ho V—Yo=(t—to) “(x — xs)" |.
EE 3 n sue . FAT LR SN € »
Si = diffère de l’unité, on trouve immédiatement pour le degré : [22
de la partie principale de G. D'ailleurs, la partie principale de D est du Va rt
degré - Donc un terme quelconque de F a sa partie principale du
, YU—2n)+e(v—n) . , + C(V—n) s+s'n degré + ,; ce que nous pouvons ÉCTITE © — ———— :. = [42 DIT i n La partie principale de F est donc fournie par celui de tous les termes où sy + s'n est le plus grand possible. Donc l’ordre de F relativement au cycle est
a Es (à) — max. de (sy +s'n).
Nous avons dit qu'on trouve immédiatement la partie principale de G. Effectivement, supposant le point « sur la droite a, nous avons
: ; e dB y vu qu'un choix convenable des coordonnées donne à G la forme = :
Mais, en laissant & et a quelconques, le calcul n’est pas moins facile. Prenons, en effet, la quantité P en y choisissant x pour la variable
indépendante. Pour un cycle y Zn, le premier terme de son dévelopd'a V4 À
pement est du degré ; le premier terme de sa dérivée est du
on À k , VA D ras Il en est de même pour G, qui s'obtient en multipliant
degré
cette dérivée par une quantité dont le premier terme est une constante.
Prenons maintenant un cycle d'ordre n égal à sa classe, repré-
senté par k 1 Ve Vo ART PEUT RTE ee Aÿ].
On a, pour P, le développement k
Pe= A'+(x— x)" | Ce Fa my |
UE Si — n
<C1. Mais, si*21, on à Pa A (ea) [tr] (Ryu)
(auu') peut disparaître tant que 4, f, y restent indéterminés. Il en résulte
3 L2 e. L rs LL car le facteur | | introduit un terme du premier degré, qui ne
que, pour le cycle envisagé, l’ordre de G est — (n—k) sa k<n; ou zéro si k?n.
Nous désignerons par H la somme positive E(7 — Æ) pour tous les pareils cycles. Le degré du covariant, relativement à G, étant b, l’ordre total de F, pour ces cycles, est — bH.
Quant aux cycles v2Z ñn, chacun d’eux apporte à Q l'élément calculé précédemment. Le nombre des éléments de Q, qui se rapportent à des points variables, est donc
N = wu + w'm + bH + DR + max, de (sy+s'n).
Combinant cette formule avec (22) et introduisant & et a’ au lieu de w et w', nous aurons
(26) N=au+am+dbH + max. de (sy+s'n).
Telle est la formule définitive qui donne le nombre des points, sur une courbe, où s’évanouit un covariant différentiel du troisième ordre. Elle est sous forme dualistique : le nombre H se conserve pour les transformations corrélatives ; w et m s’échangent, ainsi que a et a”; yet » s'échangent, ainsi que s et s’.
4T. Il convient de nous arrêter quelques instants sur la formule (26). On peut se donner à volonté un ensemble quelconque de couples s, s': il y répond toujours des covariants F, sauf quelques restrictions que voici : 1° les nombres 25, 25° sont tous entiers et d’une même parité; 2° s+ s'est toujours positif, et l’une de ses valeurs est zéro; 3° les maxima de s + 25 et de s' + 25 sont égaux.
Quand ces conditions sont remplies, on peut prendre
4 <= MAX. de.(s +25) — max. de(s’ + 25),
puis a et a' à volonté, de telle sorte toutefois que a et 2a/ soient entiers et de la même parité que 25 et 25s', et en respectant aussi les inégalités
a 2 max, de (25— ss) a'z max. de (25 — 5").
Au moyen de ces nombres on peut, pour chaque couple s, s’, déterminer p,q,7Y,€ d’après les égalités ci-dessus. Ces quatre nombres seront, comme on le voit aisément, entiers et. positifs; en outre, e + 3y aura le maximum c; le terme correspondant proviendra du couple s, s°, où 25 +s est maximum; € aura le minimum zéro, cor-
respondant au maximum de 2s + 5";
; enfin y aura le minimum zéro,
correspondant à s + s — 0.
La deuxième et la troisième condition imposée aux couples s, s’ sont facilement satisfaites ainsi : prenons à volonté des couples S, 5", les nombres 2$, 2S'étant entiers et d’une même parité. Nous en pou-
vons déduire des couples s, s’ en posant
Sn s = S'a N et déterminant À et par les deux équations
À+X'—=— min. de (S+S'), À—}'= max. de (S + 25°) — max. de (S' +28).
Les nombres s, s/ ainsi choisis satisfont aux trois conditions requises.
Les nombres S et S' peuvent être tous pris positifs; si l’on figure chaque couple S, S' par un point dans un plan, en donnant pour abseisse et pour ordonnée à ce point S et S', l’ensemble des couples (S, S’) est figuré par divers points, Traçons alors une ligne polygonale tournant sa concavité vers l’origine dès coordonnées, ayant pour
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sommets des points (S, S') et laissant d’un même côté l’origine et tous les autres points. Les sommets de cette ligne polygonale correspondent aux divers couples (S, S') qui sont suscepubles de rendre maxima l'expression Sy + S'n. Le sommet qui, pour une valeur
d ÿ : ë A , | RS donnée de 4 fournit le maximum est l'intersection des deux côtés
dont les inclinaisons sur l’axe des + comprennent entre elles l’incliÿ
A ST CE # ÿ + naison dont le coefficient angulaire est — = Au cas où Fees est le
coefficient angulaire d’un côté du polygone, les deux sommets de ce côté donnent tous deux le même maximum. C’est, comme on voit, la règle de Newton que nous appliquons ici. Le maximum de Sy + S'°n correspond à celui de sy +5". Il résulte de cette analyse qu’on peut construire des covariants F pour lesquels l’application générale de la formule (25) oblige à distinguer, parmi les cycles d’une courbe, des catégories en nombre aussi grand qu'on voudra. Effectivement, prenons, en allant de l'axe des S vers l’axe des 5’, les coefficients angulaires des côtés successifs de la ligne polygonale; soient pour ces coefficients, changés de signe, les nombres positifs décroissants +4, 7», T3, -.. Correspondant aux côtés qui joignent les sommets successifs
(S591); (9:9:), (S:5,), S:9,),... Le maximum de > (sy +s'n)
se composera des éléments suivants :
Vo So ù Vo +55 > no pourles cycles — > 7,
13 Vi + sy ni pour les cycles Tire its
& 5 Vo So ù Va 8% ÿ na pour les cycles 72 > se > T3)
et ainsi de suite. On peut cependant observer que les inflexions ordi-
da
naires et les rebroussements ordinaires donnent chacun un même élé-
3 : 4e ie EE ment, = C. Pour une courbe n'ayant que des singularités ordinaires,
la somme considérée est donc =c(r +2); d’ailleurs H est nul aussi
dans ce cas, et la formule (25) se réduit à trois termes
| - À a+ am + SONT PO:
48. De cette discussion résulte une conséquence importante : pour les questions où il s'agit de déterminer sur une courbe le nombre
des points en chacun desquels a lieu une relation donnée entre les éléments infinitésimaux de la courbe au delà du second ordre, les points singuliers ne peuvent étre représentés par des équivalents en nombre limité, et dont la définition soit indépendante à la fois de la question particulière et de la courbe qu’on envisage. Mais, si l’on partücularise la courbe en restreignant le nombre des diverses sortes de singularités qu’elle possède, on peut obtenir des formules générales, les mêmes pour tous les covariants différentiels. S1, par exemple, on n’accorde à la courbe que des singularités ordinaires, On aura pour tous les cas la formule (24). Mais, tandis que, cette formule (24) s'applique aux courbes quelconques, rend il s’agit de covariants du second ordre, elle ne s'applique plus qu'à des bee particulières quand il s’agit de covariants d'ordre plus élevé. Si même on veut se borner à des courbes sans rebroussement, on peut s’en tenir à la formule N = wu + w'm, qui est générale dans le cas où 1l s’agit de covariants du premier ordre, parüculière quand il s’agit de covariants plus élevés. Mais cette dernière formule ne présente pas, comme la formule (24), l’avantage de contenir les singularités nécessaires, c'est-à-dire celles qui existent forcément quand on envisage à la fois deux figures corrélatives. -
49. Ces formules, d'application restreinte, portent cependant en elles un renseignement précis. Si l’on envisage une courbe sans aucun point singulier, on peut appliquer la seconde formule N — wu+w'm. Mais, en ce cas, on a u=m(m—1). Donc N=m(wm+uw—vw). Les points, dont cette formule donne le nombre, sont les intersections de la courbe, du degré m, avec une courbe covariante. La formule nous fournit le degré de cette courbe. Ainsi, les points qui, sur une courbe du degré m, satisfont à une même équation différentielle, sont à l'intersection de cette courbe avec une autre, dont le degré est w m E w'—w, les nombres w et w’ étant calculés comme au n° 29.
Pour appliquer la formule (24) à une courbe n'ayant que des singularités ordinaires, 1l faut calculer le nombre y. Or, d’après notre mode d'analyse, on trouve à cet effet le procédé suivant : substituez, dans le covariant, le développement
die ro] Ge mo].
» 2 I Le degré, en (x — 0), du prenuer terme est — =.
Le nombre + étant ainsi connu, nous pouvons prendre la seconde forme (24), et supposer maintenant une courbe sans singularités tangentielles. Nous aurons alors
m=np(u—1), _Næ=p{[(w'+3y)u+o—uw—67].
D'où cette conclusion : Les points qui, sur une courbe de la classe n, satisfont à une méme équation différentielle, sont les points de contact de cette courbe et des tangentes qui lui sont communes avec une autre, dont la classe est
(w'+ 3y)p + wù — w'— 6%.
ExemPres. — Prenons le covariant du n° 32. L'expression de Q, montre que ce covariant s’évanouit en chaque point d’inflexion (Y=2,n—= 1). Donc il content le facteur D, ce que le calcul direct permet de vérifier. Pour le covariant, débarrassé du facteur D, les nombres w et w’ doivent donc être diminués des nombres analogues, 3 et — 3, relatifs à D. On a ainsi w = 12, w'=— — 15. Doncles points sextactiques d’une courbe de degré mn sont sur une courbe covariante, du degré 12 m — 27.
La même expression de Q, donne, pour un point de rebroussement Vin 2) = y ranouy— 10 DonGHles tansentés aus points sextactiques d’une courbe de classe x appartiennent à une courbe covariante de classe 12 1 — 27.
Les deux exemples du n° 42 donnent ici ces conséquences : les points où une courbe de degré m a des contacts du second ordre avec les coniques d'un réseau appartiennent à une courbe covariante du degré 3 (m — 1); les tangentes aux points où une courbe de classe 4 a des contacts du second ordre avec ces mêmes coniques appartiennent à une courbe covariante de classe 3(4 — 1); ces nombres sont doublés s’il s’agit des coniques passant par un point fixe et bitangentes à une conique fixe ; et généralement pour une série de coniques à deux arbitraires, on a les nombres analogues 37 (m—1), 3Y(u— 1).
50. Nous allons maintenant prendre quelques exemples de la formule générale (26), relative aux covariants du troisième ordre et à des courbes quelconques.
ExempPLE 1. — Prenons le covariant G lui-même. Il ny a qu'un
ZAfS DURS I seul terme, défini par les nombres a = a! — # bris 5
Le nombre des coniques ayant avec une courbe des contacts du troisième ordre, et par rapport auxquelles un point donné est le pôle d’une droite donnée, ou encore qui touchent une droite donnée en un point donné, ce nombre est
I IN N=-(m+u)+= D (n+v)+H.
Application à la courbe 2(y72z — 2?) = x,
énvisSagée au n 3% mu—0. Deux cycles; Y2n;n:—38,#v;—02, [N° / a ON 9 n+y)—=1. Un cycle y—=n—2, k—=1, H—r.
3 s V3 ; LP + ) ( à. ; , Donc N = 10.
Application dla courbDe Y2y1—7P7 F4;
S1 l’on envisage l'équation différentielle des coniques ayant avec une courbe donnée des contacts du troisième ordre, cette équation sera du second ordre et son degré par rapport à D sera N. Nous reportant au résultat général établi précédemment (n° 43), nous avons cette conséquence : les coniques dont chacune a un contact du troisième ordre avec une courbe (m,u) et un contact du second ordre avec une autre courbe (m,,1,) sont en nombre |
[a Cm + po) + 5 Dr er) +4 [Gsm pu)
Exemrze 2. — Pour le covariant F, nous allons prendre le premier membre de l'équation différentielle des coniques passant par un point et touchant une droite. Cette équation étant compliquée, nous ferons le calcul sans la développer. En désignant par ?,,6,,r, les coordonnées du point donné, déterminons les coefficients de l'équation d’une conique par les équations
PA
F9) = 19 + G22 05 + a3202 + 241201 Va + 2023 0203 + 2031 301 = O0,
uis
PACA CE M HO TETE
Formons, avec ces coefficients, ceux de l'équation tangentielle de
GAS M OEUVRES DE G.-H. HALPHEN, la conique :
L’équation différentielle s'obtient en mettant, dans l'équation tangentielle, les coordonnées de la droite. Toutefois 1l faut observer que les coefficients 4;; contiennent tous un facteur étranger (ouu }?; on le vérifie aisément par le calcul, et la raison en est que la conique passant par un point ? et ayant avec une courbe, en un point donné u, un contact du troisième ordre, se réduit à la tangente, si e est sur cette tangente.
L’équation différentielle doit donc être débarrassée du facteur (vuu')? sans quoi le nombre N que nous trouverions serait augmenté du double de la classe 1. Il faudra donc diminuer de deux unités le nombre w calculé sur le covariant, tel que nous l'avons défini.
Par rapport aux indices de dérivation, chaque coefficient a;; est du poids 6; le covariant est donc du poids 12. Diminuant ce nombre de deux unités, nous avons w — 10. Nous trouvons de même d = 16, par suite w'— à — 20 — — 8. Le degré b, par rapport à la dérivée du Lroisième ordre, est évidemment 2. Il nous faut maintenant trouver les nombres qui caractérisent les divers groupes de termes. Mais, ne voulant pas développer le covariant, nous opérerons en substituant directement le développement relatif à un cycle v_n.
Les coefficients &;; étant donnés par des déterminants, un raisonnement tout pareil à celui du n° 32 fait voir que les ordres de ces coefficients pour le cycle sont respectivement les suivants :
ii; 22, A3, Ajo, A3, 31;
2V— ON, VY—2N, 2V, V—QN, V—Nn, 2Y—N.
Il en résulte que, parmi tous les coeflicients de l'équation tangenelle, c’est «33 dont l’ordre est le plus petit, 2Y — 4 n. Ce résultat, ° » V . .
indépendant du rapport =» montre que, dans ce covariant, il n'y a qu'un seul groupe (s, s') pouvant donner le maximum de (sy+s'n). De cette analyse résulte
N=1iou—8èm+2H + Ÿ (nav); en combinant avec (22), on obtient la forme dualistique
he m+u+È(n+v)+2H
Ainsi les coniques qui ont des contacts du troisième ordre avec une courbe, et qui, en outre, touchent une droite et passent par un point, sont en nombre double de celles qui touchent une droite en un point donné. C’est une proposition connue dans la théorie des caractéristiques.
Exeurze 3. — Le calcul précédent s'applique encore au covariant qu'on obtient en envisageant les coniques passant par deux points. Ge covariant est une fonction linéaire des a;;, tels qu'of vient de les trouver. On obtient ainsi la formule
nombre des coniques ayant avec une courbe un contact du troisième ordre, et passant par deux points. Corrélativement
I ES, =(Gm+u)+ d(r+v)+H
est le nombre des coniques ayant avec une courbe un contact du troi- ‘sième ordre et touchant deux droites.
Le covariant dont il s’agit ici peut aisément être formé comme :1l suit. Soit &, — 0 la droite qui joint les deux points, et soient b,— 0, Cu = 0 deux autres droites coupant la première aux deux points donnés y, 8. L’équation d’une conique passant par y et $ peut s’écrire
dr B e UE fé Fe u u du du eh by 2 d? 2 2 ce Cu Cu du du
d’où, en effectuant les calculs,
d ne LE | di [er uu') 2(Buu') ?(yBu)}(uu'u” | = 0, [4 L
Quand B et y coincident, on retrouve ainsi le covariant G sous la forme donnée précédemment. Pour l'équation différentielle corré- P q lative, celle des coniques touchant deux droites c, —0, b,; —0, en désignant par & leur point d’intersection, on aura de même 5 P P ;
HT 2 8 Ti [cbr ag? (uu'u')] = 0;
qui donne encore G quand les deux droites coïncident.
ExEmPLE 4. — Nous allons former un exemple dans lequel aient lieu effectivement les circonstances qui distinguent la formule (26) de toutes les précédentes. i
Soit une courbe anharmonique (K) donnée, et représentée par l'équation
bicr, = K us 4,
dans laquelle a,, by, c4 sont trois trinômes du premier degré en u,, us, us. Considé:ons les courbes anharmoniques (K'), ayant le même exposant _ le même point singulier c, = 4, = 0 avec la même tangente €, — 0, et ayant en vutre, avec (K) en ce point, le contact le plus élevé possible, quand d’ailleurs on choisit arbitrairement pour chaque courbe (K") le second point singulier et la tangente en ce point. Ces courbes (K° satisfont à une équation différentielle du troisième ordre, que nous allons former, et dont le premier membre sera le covariant que nous prendrons pour exemple.
Soit by À Au X'Cy = 0 la Langente de (K') au second point singulier, et soit ay À'Cu = 0 la droite qui joint les deux points singuliers de cette courbe. L’équation de (K') aura la forme
(bras EXC = K(a EX Cu)P#T,
où le coefficient K est précisément le même que pour la première courbe, à cause de la condition relative au contact de (K) et (K”) au point singulier commun.
L’équation différentielle s’obtiendra par l’élimination de À, \, 7. Afin de bien préciser le calcul, introduisons les sommets du triangle de référence, en les désignant par &, 6, et dénotant les coordonnées de chacun d'eux par lalettre correspondante affectée des indices 1, 2, 3.
Supposons Gy, Vus Cu ainsi choisis :
Au = (Pyu), bu = (yau), Cu = (apu).
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be du re bu STE (apy) CY uu'),
(Buu')(auu')—(fuu')(auu') =—(aBu)(uu'u").
Ecrivons l'équation de as ainsi :
Différentiant une première fois et ayant égard à la première identité, nous obtenons
ne NE
Différentiant de nouveau, en ayant égard à la seconde identité, nous aurons | 1 p—q aSu}(uu'u” , :
CR = PT PRE (aGy)( 2e FES LA (Buu ) PRE 2 Pour éliminer la dernière constante À”, nous n’avons qu’à résoudre par rapport au dernier binôme, puis différentier, ce qui nous donne
d | | Srtenr ° ns
robert," = —= Fa d . E KA (ar) [PT q q
Pour achever le calcul en développant cette équation différentielle el la mettant sous forme entière, nous n'avons qu'àintroduire, comme il a été convenu,
* (Buu'}. (axBu)3(uu'u") 7 (aBu}? dt z| (Buu’)s |
Il vient ainsi, pour le covariant cherché,
F = (aBu)r+29 D?9-p— M(fGuu')1+2r Gap,
M — (1) "(ES q PSE (aBy)?K.
q se Cette forme de Fest entière si l'on a 9 > p. ose les autres cas, F prend la forme entière si on le multiplie par des puissances convenables de G et D; ce qui fait, en tout, trois cas à distinguer. Mais il est à remarquer qu'une seule formule suffit, comme on va voir.
Calculons la formule (26) dans l’hypothèse 9 > p. Nous trouve-
rons
N= (7+ put =(g— p}m+(q— pH+ EN Gun EN nat va), TES TRE EAT SUT, V1 En Vo Fe 2x 7 ee
D’après la définition du covariant F, on obtient le corrélatif par l'échange de p et g. En échangeant donc p et g, met, n et y, dans la formule précédente, on obtient celle qui convient au cas opposé, et qu'on pourra aussi calculer directement
N= (p=ghueL(p+g)m+(p=g + I ni) IT ns), TATE 7 T°, < D.
D a ip #l <p
En supposant, dans la première formule, que la courbe (m, a) soit elle-même une courbe anharmonique, caractérisée par les nombres
p', g', et admettant qu’on ait + les données seront
M'=ULE= DITS H—="0; LUS VDS Ts = DS Va
Il en résulte N = 394q + 2qp + pq. Faisons l'application DE Di NUE 4 ai Nos Étant données deux cubiques de troisième classe, si l’on envisage les cubiques de troisième classe ayant avec chacune des deux proposées un contact du troisième ordre, en üun point indéterminé pour l’une, au point d’inflexion pour l’autre, le nombre des cubiques considérées est égal à 18.
Ce dernier exemple fait bien voir que, pour les problèmes dont il s’agit, 1l n’y a pas d’équivalents, en nombre limité, aux points singuliers d’une courbe. Nous ne pousserons pas plus loin cette discus- . Sion qui, pour les covariants du quatrième ordre et des ordres supérieurs, donnerait des résultats analogues, mais avec une complication
toujours croissante.
TROISIÈME PARTIE
ol. On appelle correspondance entre les points de deux courbes C, C’, une liaison entre un point # de la première et un point x’ de la seconde, telle que, l’un de ces points x étant pris arbitrairement sur C, l’autre point x s’en déduise sur C/. Il n’est, bien entendu, question ici que de correspondances algébriques, c’est-à-dire exprimables par des relations algébriques entre les coordonnées rectilignes de x et x!.
De la manière la plus générale, la correspondance peut être telle qu’au point x correspondent X points x’, et, au point x’, k' points x. C’est le cas de la correspondance multiforme.
S1 Æ et k’ sont, tous deux, égaux à l'unité, la correspondance est uniforme, ou, comme on dit aussi, les courbes se correspondent point par pointé.
Il peut se faire que G et C’ coïncident. On a alors une correspondance entre les points d’une même courbe.
On ne doit pas confondre la correspondance entre les points de deux courbes avec la correspondance entre les points de deux plans. Cette dernière est une liaison double, telle que, un point x étant arbitrairement choisi, le point x’ s’en déduise. Assurément, une telle correspondance, appliquée aux points x d’une courbe C, donne une courbe C’ avec une correspondance entre les points de G et C/. Mais, dans cette application, les nombres Æ et À’ peuvent être modifiés. Soit, par exemple, la correspondanee
x = æ?, Dre
Envisagée pour le plan, elle est caractérisée par £ —=1, k'— 4. Mais, appliquée à une courbe C qui n’a aucun des axes de coordonnées, supposés rectangulaires, pour axe de symétrie, elle donne lieu à une correspondance uniforme.
D'autre part aussi, une correspondance donnée entre les points de G, C peut être regardée comme l’application à C d’une correspondance entre les points du plan. Mais, en vertu des équations de C et C”,
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cette dernière correspondance n’est pas définie, et peut être variée
d’une infinité de manières.
Il s’agit ici des correspondances envisagées seulement pour deux
courbes et non pour le plan. ù
52. Les correspondances pour lesquelles on a Æ—1 méritent une mention spéciale. En ce cas, les coordonnées de x’ s'expriment rationnellement par celles de x. Dans les correspondances uniformes, les coordonnées de x s’expriment rationnellement aussi par celles de x’. Pour faire cette. inversion, il faut se servir, non pas seulement des expressions de +’, y'en æ, y, mais aussi de l’équation de C, excepté dans le cas où la correspondance considérée est l’application d’une correspondance uniforme dans tout le plan.
Par exemple, la correspondance considérée tout à lheure, appliquée à la droite ax + by —1, prise pour C, est uniforme; l’inversion se fait par les-formules
> _@x—by'+1 b?y'— a?x'+1 EEE report | = mm 24 Y 2 b
Si, au contraire, on applique la même correspondance du plan à la parabole y — +?, prise pour CG, l’inversion se fait ainsi
! f V=T, Le
Le
C' coïncide avec GC, et l’on a #'= 2.
Toute correspondance peut être ramenée à la combinaison de deux autres dans chacune desquelles l’un des nombres caractéristiques est l'unité. Soit effectivement une correspondance (, Æ') entre x etæ sur C et C’. On peut, d’une infinité de manières, pour chaque couple x, x', construire un point &, tel qu’à chaque point £ corresponde à la fois un seul point x et un seul point x'. On prendra, par exemple, le point de concours des tangentes de Cet C'enxetx', ou bien le point où la droite xx’ touche son enveloppe, ete. Le point £ a un lieu F. Entre + et Ë sur GetT existe une correspondance (k, 1); entre £ et x! sur T et C! une correspondance (1, 4’). La correspondance (x, æ') est ainsi la combinaison des correspondances (æ, 6), &, æ') dont les nombres caractéristiques sont (k, 1}, (1, #!).
93. Soit une correspondance (x, æ') caractérisée par les nombres
# + Cry sn ins td 73 ae à Fi
2, es 2 onda din de dns dou hdi a sa de dlbètr lt: ÉSES,
Es
(k, 1). Pour les coordonnées de x' conservons +, y’, entendant par là, comme précédemment, les rapports de deux coordonnées homogènes à la troisième; pour x prenons des coordonnées homogènes Ui, Us, Us. La correspondance donnée permet de considérer w,, Us, Us comme trois polynômes entiers en x', y’. Désignons par g le degré commun de ces trois polynômes.
Considérons un cycle (C') sur la courbe C’. Soit { une variable correspondant uniformément aux points de ce cycle (n°9); prenons les développements de x! et y! suivant les puissances de £ qui définissent le cycle (C'), et portons-les dans w,, us, u3. Les coordonnées de x étant ainsi développées suivant les puissances entières de 4, ces nouveaux développements définissent un cycle (C). Le paramètre t peut correspondre uniformément aux points de ce cycle (C); le contraire peut arriver également, suivant les cas. D'une manière générale, imaginons que o valeurs de £ correspondent à chaque point de (GC). La correspondance entre les points des deux cycles (G) et (C’) est caractérisée ainsi par les nombres (0, 1). Au cycle (C) peuvent correspondre d’autres cycles (C/), (C/), .… sur C!. Soient DSC; de les nombres analogues à b pour chaque couple (C)(C),(C)(C ),
La somme p + 0, + 02... marque le nombre des points de la courbe C qui correspondent à un point du cycle (C), c’est-à-dire à un point de la courbe C. Cette somme est donc égale à k.
Si le cycle (C') est pris arbitrairement, c’est-à-dire si son origine
est un point arbitraire de C, les nombres p sont tous égaux à l’unité.
. Quand un de ces nombres est supérieur à l’unité, 1l y a coïncidence
entre plusieurs points æ correspondant à un même point æ'. Nous allons trouver une relation entre le nombre de ees coïncidences et les éléments des courbes G et C’ envisagés.
Considérons une fonction linéaire des uw, soit
A = jui + A9 Ur + A3 Us.
Envisageant cette fonction le long de la courbe C’, appliquons le théorème du n° 27. Les cycles relativement auxquels l’ordre de a diffère de zéro, quels que soient les coefficients a, sont : 1° ceux qui correspondent aux coordonnées x', y' infinies ; 2° ceux qui corres-
pondent aux zéros simullanés des trois polynômes a. En ce qui con-
cerne ces derniers, désignons par L l’ordre commun aux trois poly-
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nômes relativement à un pareil cycle ; la totalité des zéros communs à y, Uo, Ua donne, pour la somme des ordres de a, l'élément 34. Quant aux premiers, chacun d’eux donne l’ordre — 4; leur nombre est le degré m' de la courbe C’. Leur ordre total est donc — m'q.
Les cycles relativement auxquels l’ordre de a diffère de zéro, et qui varient avec les coefficients a, répondent aux intersections de la courbe C avec la droite & = 0. À chacune de ces intersections correspondent k points de C'; ces intersections ont pour nombre le degré m de C. La somme des ordres relatifs à ces cycles est donc km. En égalant à zéro la somme totale, on a ainsi l'égalité :
km = m'q —S 2.
Considérons maintenant une fonction linéaire &« des coordonnées tangentielles de æ, soit | du LE LH .
dx
Appliquons encore à &« le même théorème.
Les points à coordonnées infinies donnent ici la somme
— 2m'(qg—1).
Ceux en lesquels dx! est nul donnent la somme — y’, la classe de la courbe C” étant désignée par w'. Examinons maintenant quels sont les autres éléments de la somme des ordres, indépendant des coefficlients «.
Prenons un cycle (C), d’ordre n'. Supposons que, relativement à ce cycle, les polynômes w aient l’ordre k. En faisant une combinaison linéaire de ces polynômes, on pourra faire disparaître le terme en t/. Soit alors À + N le degré du premier terme qui subsiste. Il est visible que l’ordre de x, relativement au cycle (C/), est2h+N — n'. Tel est l’ordre de 4, relativement à tout cycle (C’), où les coordonnées de l'origine sont finies, et où la tangente n’est pas = const.
Enfin la somme des ordres de 4, pour les cycles dont les origines varient avec les coefficients x, est égale à Æu, la classe de G étant désignée par u. Nous avons donc
kp=2m(g—1) + —Ù (21 + N— n').
L’élimination de g entre les deux relations conduit à celle-ci : C2) k(u—am)= p—om—%(N—n).
Do. Pour dégager, dans la formule (25), les éléments géométriques, envisageons d’abord l'hypothèse Æ — 1. En ce cas, C et C’ se correspondent point par point. La variable { qui correspond uniformément aux points d’un ne (C!) correspond uniformément aussi aux points du cycle (C). D’après le n°9, N est l’ordre du cycle (C). Mettant alors n pour cet ordre, nous avons à RÉEDETe dans (27) tous les couples (C), (Cr) correspondants où(n—n)n'est pa nul. En prenant ces couples, nous pouvons écrire
u—2m + (nr — 1) = g—om + (ni).
Mais, dans cette dernière forme, la sommation peut se faire, pour chaque courbe, indépendamment de l’autre, pourvu qu’on n'omette aucun des cycles d'ordre différent de l’unité. Ainsi :
Le nombre DES TrEE > (n — 1) se conserve dans toute corres-
pondance uniforme.
DA
On verra plus Loin que ce nombre est. pair et a pour minimum — 2, On peut donc l'écrire 2 (p — 1) :
(28) 2(p— 1) = p—2m+ (ni).
Le nombre entier, non négatif, p, s'appelle le genre de la courbe. Deux courbes, qui se Re point par point, sont du méme geitre.
D6. Prenons maintenant kÆ différent de l’unité. Le nombre N est alors égal à 5 n, n étant l’ordre du cycle (C) correspondant à (C), et o dédiehant le nombre des points de (C') qui correspondent à un même point de (CG). Pour donner à l'égalité sa forme définiuve, envisageons maintenant une seconde correspondance (x', x”) entre un point de C/ et un point d’une autre courbe C”, et supposons cette correspondance caractérisée par les nombres (1, 4”). Nous avons, en
appliquant l'égalité (25) à G, C, et à C’, C, A(u— 2m) = u'— om+Ÿ (on — n°),
k'(u'-"27m) “Er. LL — om+Ÿ (nn).
La propriété essentielle des sommes > qui interviennent ici con-
siste en ce qu’on peut les étendre à tant de cycles ‘qu'on voudra, sous la condition de n’omettre aucun de ceux où l’élément de la somme n’est pas nul. On peut donc tirer des deux égalités cette autre
(29) k(u—am)—#(p—am')= À (n° — pr).
C'est là une des formes qu'on peut considérer comme définitives, tous les éléments étant susceptibles de définitions simples. Voici, à cet égard, les observations à faire :
1° Dans la formule (29), les courbes GC et C" ont entre leurs points une correspondance quelconque (k, k”) (n° 52);
2° Les lettres net n" désignent les ordres de deux cycles correspondants (CG), (C’) sur ces deux courbes; chaque point du cycle (CG) a, sur (C”), des correspondants en nombre o, et chaque point de (C”) a, sur (C), des correspondants en nombre 0”.
57. Voici maintenant une autre forme de la même relation. Nous
pouvons transformer (20) ainsi
k(u—om)+Ù (nn K(g—om)—Ù pr = Te" — 0),
où chaque somme sera étendue aux mêmes éléments que précédemment. Mais, d’après (29), on peut les étendre à tant d’autres éléments qu'on veut. Pour chaque cycle (C) qui figure déjà dans ces sommes,
prenons tous les correspondants (C”). Comme on a Dee le
second terme de la dernière relation devient D (n— 1). Répétons la même transformation pour chaque cycle (C”) qui figure actuelle-
ment dans les sommes, et le quatrième terme devient #” à (n"— 1).
Etendons ces deux sommes Ÿ (7 — 1) et > (n"— 1) à tous les cycles
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ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. 75 (C) et (C”) pour lesquels les éléments ne sont pas nuls. Il restera au second membre la somme D (2°— 0) étendue à tous les couples (C)
et (C”) correspondants considérés, et cette somme se réduira à tous les couples (CG) et (GC) pour lesquels (9° — 9) n’est pas nul. Faisant usage de l'égalité (28), nous conclurons
Hesse 0) a la signification sui-
Dans cette relation, la somme > (o vante : a et a” étant deux points correspondants, à un point + infiniment voisin de & correspondent © points æ° infiniment voisins de a”, et à un point x infiniment voisin de &« correspondent 6” points æ infiniment voisins de a. Quand a et a” sont les origines de
plusieurs cycles, on doit considérer successivement ces points comme ; "= ; Us NE Rte appartenant à ces divers cycles, pour faire la somme À (o'—0). Cette
relation (30), si remarquable par son extrême généralité, est due à M. Zeuthen. |
Comme on l’a observé précédemment, la correspondance peut avoir lieu entre les points d’une seule et même courbe. La démonstration précédente s'applique parfaitement à ce cas, et la formule (30)
donne
(30 AR) D =Ÿ (ep)
Le genre p, se conservant dans toute correspondance point par point, se conserve par dualité. C’est ce qu’on vérifie par la formule (29); en effet, si l’on écrit
p—om+S (n—1n=m—ap+ D)
on retrouve la formule (22).
En faisant usage des formules (30) ou (31) dans des correspondances diverses, on peut établir par une voie toujours la même une foule de résultats concernant le nombre des points qui, sur une courbe, satisfont à une relation donnée, ou même-concernant des groupes de points. Nous laisserons de côté ces applications pour aborder immédiatement une des questions les plus importantes qu'offre la théorie des correspondances, celle de la réduction des singularités.
58. Prenons les mêmes notations qu’au n° 53, mais supposons que la correspondance envisagée soit caractérisée par les nombres (1,1). Pour un cycle (C”) nous avons un cycle correspondant (C); les coordonnées d’un point de (C) se développent suivant les puissances croissantes de {, paramètre qui correspond uniformément, dans ce cas, aux points de (GC) comme aux points de (C/). Ainsi qu’on l’a vu au n° 9, la condition nécessaire et suffisante pour que l’ordre du cycle (C) soit l'unité consiste en ceci : les développements des coordonnées u,, U», u3 doivent avoir la forme commune
u; = th(A;+ B;t+...),
dans laquelle les trois déterminants A;B;— A;B; ne sont pas nuls.
Quand l’ordre n' du cycle (C/) n’est pas l'unité, cette condition ne sera pas satisfaite si l’on prend arbitrairement les trois polynômes w. Effectivement, si ces polynômes ne sont pas nuls à l’origine de (C'), leurs développements auront la forme À + B&+..., et le cycle (C) sera généralement d’ordre n'. On voit clairement que l’ordre de (C) ne peut être moindre que n', si les trois polynômes u ne s’évanouissent pas à l’origine de (C'), en d’autres termes si À est nul.
Nous allons montrer qu’on peut former un polynôme uw, entier par rapport à x', y’, et dont le développement, pour chaque cycle (GC) d'ordre n'> 1, ait la formé
u=th(as+bst+...),
les premuers coefficients &;, b;, ... étant donnés à volonté pour chacun de ces cycles.
99. Soit le cycle (GC) représenté par le développement de y’ suivant les puissances croissantes de (x'— x;), x! étant l’abscisse de son origine. Prenons, dans ce développement, l’ensemble des premiers termes jusqu’à un rang que nous allons préciser, et désignons cet ensemble par /;(4,), en sorte que le développement lui-même soit représenté par
g'— x, = te, J'= fstts) + Es(ts),
la lettre KF désignant le reste de la série. Le développement de y'a n! valeurs qu’on obtient toutes en prenant partout une seule détermi-
nation de £,, et en la multipliant par les diverses racines w, dew ‘= 1.
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. rh]
Les termes qui composent f doivent être pris en assez grand nombre pour que f,(w,t,) ait précisément n° valeurs.
Il peut exister d’autres cycles, ayant la même origine que (C;) et qui soient représentés par des développements suivant les puissances de (æ — x), coïneidant avec le précédent dans un certain nombre de termes successifs. L'ensemble f, doit contenir, en outre, au moins le premier terme par lequel le développement fs+ F, diffère de tous les autres.
Ceci fait, prenons un polynôme entier arbitraire en 4,, ps(bs), et
os(wsts) PES 0 dd
appliquée à toutes les racines w, de l'unité. Cette somme est ration-
formons la somme
nelle en y! et {; c'est donc une fonction rationnelle de x’ et y’, æ,(x', y'). Pour chaque cycle (C'), dont l’ordre diffère de l’unité,
formons d’après la même règle une fonction rationnelle w,, en prenant
chaque fois ©, indéterminé, et considérons la somme +? de toutes ces
fonctions æ,. La propriété de cette somme +, qui va nous être utile, consiste en ceci : pour un quelconque (CG) des cycles précédents, le premier terme du développement de # est fourni par la partie correspondante w,.
Soit, en effet, s le premier exposant de t{, dans F;. Dans 6,, le terme Os(És) Y'—fs(ts)
t, est multiplié par une racine de l'unité, a sa partie principale de degré plus grand ; car, d’après la première condition observée dans le choix de f, le dénominateur a sa partie principale de degré moindre que 5. Pour une raison analogue, la seconde condition, observée dans le choix de f, a pour effet d’assigner à la partie principale de chaque autre fonction sr, un degré supérieur à — 5. C’est ce qu'il fallait
a sa partie principale du degré — 5. Tout autre terme, où
prouver.
En prenant w, à volonté, nous aurons ainsi le développement de pv, pour le cycle (C'), sous la forme ! / n re LU US ; MENT, (as+ Bsi+...).
Les coefficients #,, $,, ... seront arbitraires en aussi grand nombre qu'on voudra, pourvu qu’on prenne le degré de v, convenablement. Il suffit maintenant de prendre pour w le numérateur de la fraction
rationnelle »; le développement de w, pour chaque cycle (GC), aura C4 s
la forme demandée. Les coefficients a, b, ... et «, $, ... se déter-
minent linéairement les uns par les autres. Donc à,, b;, ... peuvent
être pris arbitrairement.
60. Prenons trois polynômes w,, u:, Us, construits comme on vient de le dire, et employons-les pour déduire une courbe C de la courbe C'. Tous les cycles (CG), qui correspondent aux cycles (C7) d'ordre n'=> 1, auront eux-mêmes l’ordre unité. Tout autre cycle (C/) donne d’ailleurs un cycle (C) d'ordre égal à l’unité. Effectivement, la circonstance opposée exige qu'à l’origine du cycle (C') soient satisfaites les conditions a = = me. Ces conditions, au nombre de deux, ne seront satisfaites en aucun point de C’ si les polynômes w ne sont pas particularisés. Ainsi à toute courbe algébrique on peut faire correspondre point par point une autre courbe qui n'ait aucun cycle d'ordre difjeérent de l'unité. On peut aller plus loin encore, en faisant entrer au nombre des cycles (C!) considérés précédemment tous ceux dont les origines sont des points multiples de la courbe C7, quand même les ordres de ces cycles auraient l’unité pour ordre. De cette manière, à toute courbe algébrique on peut faire correspondre point par point une autre courbe sur laquelle les correspondants de tous les points singuliers de la première soient des points simples, et qui n'ait elle-même d’autres points singuliers que des points doubles ordinaires. Ge théorème est dû à M. Nôther.
Les points doubles de C proviennent des couples de points æ', x pour lesquels les trois couples de valeurs de w,, u2, u3 sont proporuonnelles entre elles. Ces couples de points sont variables sur C/ quand on fait varier les arbitraires des polynômes w. Mais leur nombre
est entièrement fixé quand les polynômes w sont construits, comme nous avons dit, avec des polynômes © de degré déterminé. Effectivement alors le degré et la classe mn, de la courbe C sont donnés par les équations du n° 54. Puisque C n’a pas d’autre singularité, on a dans ce cas 4 — m(m—1)—2d, d étant le nombre de ces points. C’est un résultat bien connu, et qui sera d’ailleurs démontré bientôt.
Le genre p, commun aux courbes C et C/, est donné par la relation
2(p—1)=u— 2m, d'où l’on déduit CAE DIM SR
Des considérations, trop connues pour qu’il soit besoin de les
rappeler, prouvent que le nombre des points doubles d’une courbe m—i)(m
/ À ( 5) de degré » ne peut dépasser : ], Donc le nombre p est,
comme il a été annoncé, entier et non négatif.
GI. L'analyse des he 58 et 9 conduit à donner au théorème de M. Nôther une forme plus géométrique.
, r ® r , X Les coordonnées x’ et y” étant considérées comme les rapports. % Y
y de deux coordonnées homogènes X, YŸ à une troisième V, prenons
Let ’ Fr, r R ts une quatrième coordonnée Z et définissons y Par le rapport de deux
polynômes w, et u,, non plus d’un même degré comme précédem-
ment, mais de degrés qui diffèrent entre eux d’une unité : w, de
degré g +1, u, de degré g. En joignant à l’équation de la courbe C U;
ss : Z re :
l'équation ÿ — 77 nous définissons une courbe gauche T, qui a un
seul point singulier ; c’est le sommet Z(X = YŸ = V — 0) du tétraèdre de référence. En ce point, la courbe gauche se compose de cycles, d'ordre unité, ayant cette commune origine; les tangentes de ces cycles sont les droites aboutissant aux intersections de C' et de la courbe wo = 0, autres que les points singuliers de C7.
Si maintenant on fait la perspective de F en plaçant le point de vue arbitrairement, cette perspective est une courbe plane correspondant point par point à C’ et n'ayant pour points singuliers que des points doubles ordinaires (points doubles apparents de T), et la perspective de Z. Cette courbe plane n’a donc, elle aussi, aucun cycle d’ordre différent de l’unité. En faisant varier d’une manière continue le point de vue jusqu’à Z, on pourra obtenir C’ comme limite de cette perspecuve. Donc une courbe algébrique quelconque peut être considérée comme la limite d’une autre courbe n'ayant aucun cycle d’ordre différent de l'unité. Dans cette déformation, les points singuliers de C’ s’obtiennent par la réunion de points doubles entre eux. |
62. Pour faire comprendre la grande importance du théorème de M. Nôther, nous allons montrer, par un exemple, comment ce théorème permet de transporter à des courbes quelconques certaines propriétés faciles à prouver pour-les courbes à singularités ordinaires.
Soit une courbe CG du degré m, n'ayant d’autres points singuliers que des points doubles ordinaires, en nombre 4, et dont le genre p soit au moins égal à l’unité. Par les points doubles on peut mener des courbes Ÿ(x, y)—o du degré m — 3, et ces courbes Ÿ forment un système linéaire à p —1 arbitraires. En d’autres termes, il existe p polynômes d,, d,, ...,4, linéairement distincts entre eux. Soit f(x, y) = 0 l'équation de C, sous forme entière; et considérons l’une quelconque des expressions PERS — 6,(x) le long de la courbe C.. Un théorème célèbre, dû à Abel, et pour la démonstration duquel nous renverrons aux ouvrages spéciaux (!}, fait connaître la propriété suivante de la fonction Ü;(x). Soit un faisceau de courbes dont chacune rencontre la courbe C en À points variables avec le paramètre du faisceau, les autres points de rencontre étant fixes pour toutes les courbes du faisceau; en désignant par æ,, x, ...,æ) les abscisses des points variables, on à toujours
Ok(æ1) di + 042) dei +... + 8,(2)) dx) = 0.
De ce théorème, M. Edouard Weyr a déduit le suivant : si l’on peut, en modifiant le faisceau, faire en sorte que les À points de rencontre de C avec une des courbes du faisceau soient choisis arbitrairement, le nombre À est nécessairement plus grand que le genre p de la courbe C.
En effet, pour un quelconque des groupes (x,, ..., æ1) ont lieu p équations, telles que la précédente. Si l'on avait ÀZp, ces équations homogènes entre les diflérentielles dx,, ..., dæy entraïîneraient une ou plusieurs relations entre x, ..., x), Ce qui est incompatible avec l'hypothèse, un des groupes x,...x) devant pouvoir être pris arbitrairement. |
Si maintenant on applique une même transformation, à la fois, à Cet au faisceau, on obtient une transformée C/ et un autre faisceau. Les points mobiles sur C se transforment en points mobiles sur C/, et le théorème de M. Weyr s'applique à une courbe algébrique quelconque, les deux nombres À et p se conservant dans la transformation. ©
Il existe aussi une proposition réciproque. Revenons à la courbe OC, qui n’a que des points doubles ordinaires. Par ces d points et p +1
(1) Clebsch et Gordan, T'heorie der Abel’schen Functionen, p. 44.
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ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES, 8t
autres, choisis à volonté sur C, on peut d’une infinité de manières
mener une courbe C, du degré m — 2. Les autres intersections de C
et C, sont au nombre
Par ces dernières et par les d points doubles on peut mener un faisceau de courbes (C,), du degré m — 2. Effectivement le nombre total des pivots est
m(m—-2)—(p +1) —d = era LES Le C, est une des courbes de ce faisceau, et l’on a pris à volonté pour cette courbe C, le groupe des intersections mobiles, qui sont en nombre (p +1). Ainsi, tandis que le théorème de M. Edouard Weyr assigne au nombre À la limite inférieure p +1, nous voyons maintenant que cette limite peut être effectivement atteinte pour une courbe C à points doubles ordinaires. Mais ce résultat s'étend immédiatement aux courbes quelconques, et nous avons cette proposition générale : st, sur une courbe algébrique quelconque, on veut déterminer les points par groupes au moyen des intersections de la courbe avec les courbes d’un faisceau, et cela de telle sorte qu’un des groupes puisse étre pris à volonté, le minimum du nombre des points composant un groupe surpasse d’une unité le genre de la courbe.
Cet énoncé attribue au genre une signification géométrique tout à fait générale et, en même temps, montre clairement que cet élément se conserve dans les transformations uniformes.
. On remarquera que la démonstration a laissé de côté les courbes du genre zéro, du moins pour le théorème de M. Edouard Weyr. Mais ces courbes n’échappent pas à la démonstration de la seconde pre et l’on voit que, suivant l’expression de M. Chasles, les points s’y déterminent individuellement.
Dans la dernière proposition, la condition qu'un des gr oupes puisse étre pris à volonté est essentielle. Par exemple, les courbes hyperelliptiques, y?=F(x), où F(x) est un polynôme entier de degré 2n, sont du genre (n —1); et cependant les points s’y déterminent par groupe de deux seulement au moyen des droites x = const. Mais on ne peut pas prendre à volonté les deux points d’un même groupe.
63. Une assez curieuse application de la formule donnant le genre peut être faite à la courbe r* = cosk8 (n° 16). Il est visible que deux telles courbes se correspondent point par point quand les deux nombres tels que Æ ont le même numérateur pour les deux courbes. On doit donc trouver pour le genre une expression dépendant seulement de ce numérateur. Prenons, par exemple, le cas où ce nombre #
est positif, égal à 1. La discussion faite au n° 16 montre qu'il y a sur
la courbe 35 4 cycles d’ordre s.et de classe g. On a donc d'R—n) = 3q(s —:1).
D'ailleurs EAU 44), m = 2qs. Donc
2(p—i)=g(g+s)—4gs+3q(s—1) = g(g —3).
et
ce
QUATRIÈME PARTIE
64. Nous allons étudier maintenant avec plus de détails les développements en série dont nous avons, au début de cette étude, introduit la notion. Soit donc un développement suivant les puissances ascendantes, à exposants positifs et fractionnaires de x; soit n le plus petit
._dénominateur commun à tous les exposants. Considérons d’abord le
premier exposant r et, le réduisant à sa plus simple expression, écri- . ! CE D MC ME de vons-le f — PRE étant un diviseur de n et pouvant se réduire à l'unité.
Dans les termes qui suivent, laissons de côté tous ceux où l’exposant a pour dénominateur q ou un viseur de q, et retenons le premier qui ne soit pas dans ce cas. Soit {, ce premier exposant; écrivons-le ainsi à
HR ei,
GRO TE Les nombres s, et g, étant pris aussi petits que possible, gg, est le plus petit dénominateur commun à 4 et 4,, et q, n’est pas l'unité. Dans les termes suivants, laissons de côté ceux où l’exposant a pour
dénominateur gg, ou un diviseur de gg,, et retenons le premier qui ne soit pas dans ce cas. Soit {, ce premier exposant; nous l’écrirons
€ Si Sa
= "+ c q g4q1 gq142
En continuant de la sorte, nous distinguerons un dernier exposant
ns" S" ! A" \ fe
HUE Cr ET:
PTS [e2]
— ,, ti enneeeememn 4 î ,
FRA QT D TTATRO NE TNT TR et lé produit gg; 42... gx est précisément ie dénominaieur 2, commun à tous les exposants. | De cette manière, nous avons distingué dans le développement certains termes caractéristiques
HEURES AUD LU RAT
Rs: «et
dont les exposants sont donnés par la formule générale (32). Dans cette formule, les entiers positifs s, g de même indice sont toujours premiers entre eux. |
Par construction, l’exposant d’un terme quelconque, intermédiaire entre ceux d'exposants t; et {;,,, a pour dénominateur celui de t; ou un de ses diviseurs.
Tous les exposants des termes qui suivent le dernier terme caractéristique ont pour dénominateurs nr ou des diviseurs de n.
Les exposants { sont les exposants caractéristiques, les frac-
tions — les nombres caractéristiques.
65. Nous aurons besoin de considérer simultanément deux développements différents, mais ayant en commun un certain nombre de leurs premiers termes. Employons, pour ce second développement, les mêmes lettres accentuées, et admettons que le premier terme différent de part et d’autre soit, pour y, ;
K 6 ti + Aæ did:
pour y,
PAR A'x Jar rs
K et l’un au moins des coefficients A et A différent de zéro.
Voici, à ce sujet, la recherche que nous avons besoin de faire. Prenant une des déterminations de y et successivement chaque détermination de y’, nous allons chercher l’ordre de la partie principale du développement de chaque différence y — y/.
Pour fixer les idées, soit © l'argument de la quantité complexe x,
choisi entre o et x, et admettons que la détermination considérée
z : D ee — pour y réponde à l'argument ——— pour #77".
qq ROC Jn
Nous obtenons une détermination de y’ en attribuant là encore à x l'argument +, puis en augmentant successivement cet argument de circonférences entières.
Pour la première détermination de y la partie principale de
"4 2 RE e ) à | A » 9 LA +) est du degré t; + PERTE C’est encore le même degré qu'on obtient en ajoutant à l’argument de x
2hqqi...qin.
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PSE rase (Qirts Jires LE qgk—1).
. VI / / Et k . ie, , nu SOIT id esse Q; il y à Q différences dont l’ordre est
K DE ——— qqi-.-qi
à : : = K Ce résultat s'applique encore si 1; DST est l’exposant carac- 1-.-4qi
téristique d'indice £ +1, dans l’un ou l’autre des deux développements. En ce cas seulement, le nombre K peut n'être pas entier.
Quand on ajoute à x l'argument 2 hkgg.. ‘ir, en prenant À non divisible par g;, on obtient, pour la partie principale de 7 — y", l’ordre {;. De la sorte il y a Q(qi— 1) différences d’ordre dr:
En ajoutant à x l'argument 2hgq:.. iQieT, h n'étant pas divisible par gi1, J ai Q gi qi_1 — 1) différences d’ordre t;_,; etc.
Enfin, en ajoutant à x l'argument 247, h n’étant pas divisible par g; J'ai Qqiqi1...qi(q —1) différences d’ordre t.
La somme des ordres des quantités y — y” est ainsi K | Q ——— + qili— tin) + giqi-i(tii—tie)+...+ gigi 1..gt|, gq1...qi
ce qui peut s’écrire, en renversant l’ordre des termes,
qg1 qi [sg(gig2...qi)?+s qi (Q293...QiP+S g2(93q: À Qi +... +Sigi+ K].
Prenons maintenant pour y successivement ses diverses déterminations. Chacune d’elles conduira à ce même résultat. Donc la somme totale S des ordres de toutes les quantités (y — 7’) s’obtient en multipliant la précédente par gg:1...qx:
S — (qiviqira...qu) (Qira Qiao...g)[sq( giga... qi +... + siqi+ K].
Cette somme S est, comme on voit, symétrique par rapport aux éléments des deux cycles. C’est l’ordre d’un cycle par rapport à l’autre. |
S1 les deux développements n’ont aucun terme en commun, la somme placée dans les accolades se réduit à K.
66. Nous aurons à employer aussi une somme analogue obtenue en
considérant les parties principales des différences y — y, formées avec les diverses déterminations d’un même développement. L'analyse précédente s'applique fort bien à ce cas; et l’on a gx— 1 différences de l’ordre t4, ga(gx_1 — 1) différences de l’ordre {4_,, ..., enfin
IkYk--1. -q1(q == 1)
différences de l’ordre £. On a, bien entendu, considéré une même détermination y et toutes les autres y, pour former y — y1. Le total est ainsi
(ge 1)trt+ qa(gua—t)te ni +. qu qka gt 1) à S Si S };:
= — (991... QT) EE (gr qe QT) EN ge).
PE TT qdi:..qk
En multipliant cette somme par le nombre des diverses déterminations de y et divisant par 2, on aura la somme T des ordres de toutes les différences y, — y», formées avec les diverses déterminations d’un même développement :
2T = 5g1g2...qx(qgq1...qu—1) + S1923...Qu(qiQa. Qu 1). + Sx(gr—i).
En supposant s — 4 —:,, et faisant HS, 90e D ODA ie dE 1e Ode
nous pouvons partager les expressions S et T chacune en deux parties, Savoir :
S=nn' +5, 2T=n(n—1) +2€
S et © ne sont autres que S et T où l’on a remplacé s par y. S1 y est positif, les développements représentent des cycles tangents à l’axe des x, $ est la somme des ordres des contacts des branches de l’un des cycles avec les branches de l’autre; € est la somme des ordres des contacts des branches du premier cycle entre elles.
67. La signification géométrique des nombres $, © montre clairement que les nombres caractéristiques sont indépendants des coordonnées. Cette propriété peut être aisément aussi prouvée par un calcul direct; mais nous ne nous y arrêterons pas, ce calcul étant très analogue à celui que nous allons faire pour un autre but : trouver les nombres caractéristiques en coordonnées tangentielles, étant connus les nombres caractéristiques en coordonnées ponctuelles.
Soient quatre développements suivant les puissances ascendantes d’une variable, et commençant par des termes de degrés positifs,
ain Si :
| PR ENRE, de Ja(Tr) DA are ; : b ACC AN CAR DONS
gr(ær)s par Bart, “7
Considérons, d’une part, les équations
= f(x), n=v9(xr);
et, d'autre part, E=f(a)+ fie), mega) +).
Si l’on développe n et n, suivant les puissances croissantes de £ par l'élimination de x et x,, les deux nouveaux développements auront en commun quelques-uns de leurs premiers termes.Cherchons le premier terme différent, ou mieux le premier terme du développement denis ni |
En supposant infiniment petites les quantités x, x,, CAN SON voit que la partie principale de x, — x est
celle de n, — provient ou bien de &(x,;) — (x), ou bien devw,(x:) suivant les ordres infinitésimaux de ces quantités. Par suite, la partie principale de n, — n est l’une des deux quantités suivantes : a—a+b bi b œ 8 ( ) a (: ) dl CR LTAINS oi (9 Ne PTE & œ
S1 4, — a — b, — b, la partie principale est la somme de ces deux quantités, pourvu toutefois que la somme des coefficients ne soit pas nulle : aa8, — ba;BZo.
Appliquons ce résultat en prenant les développements proposés de
cette mamière. F(x) et F,(x,) étant deux autres séries commençant respectivement par les termes A x‘ et À, x,tt#, prenons
dF d'ni HP e(æ) =»? # “P), 2 d F(æx:)
__ dFi(xi) RTL EU ER HIGRET Eprmenes PAREPR Rd
Nous aurons alors, pour la partie principale de r, — ”,
68. Au moyen de ce calcul préliminaire, nous sommes en état de
prouver que, st les nombres caractéristiques d’un cycle, en coor- 1 s, son données ponctuelles, t
le même cycle, en coordonnées tangentielles, a les nombres caractéristiques q Si S2 SZ ee. À | ——…—— € gr
Prenons les coordonnées tangentielles comme au n° 6,
Envisageons, comme précédemment (n° 66), deux déterminations du développement, y et y,, la seconde déduite de la première par addiuon de 29g,...q:_,7 à l'argument de x. Prenant F(x) — y, et pour le développement F, prenant celui de y, — y, nous conclurons par le calcul précédent que, dans le développement de x suivant les puissances de €, il existe deux déterminations n, n, dont la diffé-
; AUDE : t+h à rence n, — ñ à sa partie principale de l’ordre , nombre qui est 1C1 2
S S: Sj fie + : ++ ee) C Ta gd192 TEST
PE ARR Ce RE NT Pt nie sie
/ KT CRE TA TE Xi: qi à Prenant successivement { = 1, 2, ..., k, nous concluons que le déve-
loppement de x en £ contient les nombres caractéristiques énoncés. Le dénominateur commun à tous les exposants étant /g:qg...gn, comme on le sait d'avance (n° 6), on conclut qu'il ne saurait exister d’autres nombres caractéristiques.
On peut de là tirer une conséquence relative au nombre € (n° 66): Prenant ce nombre et son analogue € en coordonnées tangentelles,
on a immédiatement 2(T—E) =(g —x)gigr...qu = n —v.
Cette égalité se traduit ainsi : La somme des ordres des contacts des branches d’un méme cycle entre elles et la somme analogue pour un cycle corrélatif diffèrent entre elles comme les demi-ordres des deux cycles. ;
69. Prenons maintenant deux cycles, comme au n° 65. Le calcul du n° 67 fait voir que les développements relatifs à ces deux cycles en coordonnées tangentielles donnent lieu à deux déterminations dont les différences sont de l’ordre
2( Si S2 Si K ) + LUI + —— + HE ———— + ——— ( Le VEUVE LE RO EEE TE (1 DE Bar me LE Ve EN DRnere EPA
HR + —— X7 7 Adi 19142 Ld1-.-di Ldi-.-qi
Le nombre K se conserve donc en coordonnées tangentielles avec la même signification. Si l’on se reporte à l'expression de $, on voit que ce nombre se conserve aussi; par conséquent : la somme des ordres des contacts des branches de deux cycles différents et la somme
analogue pour deux cycles corrélatifs sont égales entre elles.
70. Le premier problème à la solution duquel nous allons appliquer les notions qui précèdent est celui-ci : L’équation d’une courbe étant donnée en coordonnées ponctuelles, et les points multiples étant connus, trouver la classe de la courbe sans former l’équation en coordonnées tangentielles.
Les points de contacts des tangentes menées d’un point & sont les
s ; ; : ee : du zéros, variables avec ce point, pour le covariant différentiel QU): /
Soit f(U;, Us, U3) — 0 l'équation de la courbe; les trois coordonnées
* du tangentelles { u — dt
Au covariant différentiel, on peut donc substituer le covariant fini 0 0 () A De Da of
Oo A - ou; OU du;
| sont proportionnelles aux dérivées partielles de f.
polaire du point x. Pour préciser les coordonnées, nous les suppose-
rons liées par une relation linéaire. Sous cette convention, F est un covariant absolu ; il reste absolument invariable si l’on change les coordonnées. Pour cette raison, on peut supposer les points à coordonnées infinies situés sur une droite arbitrairement choisie. En appliquant à F la proposition générale du n° 27, nous aurons donc, pour la somme des ordres de F répondant aux coordonnées infinies, le nombre — m(m —1), où m est le degré de la courbe proposée. Relativement à un cycle, dont l’origine a des coordonnées finies, l’ordre de F diffère de zéro, quel que soit le point 4, dans le cas où
les trois dérivées partielles _ sont nulles à l’origine de ce cycle. C’est
précisément là le caractère des points singuliers. Prenons un tel point et, pour calculer l’ordre de F relativement à un des cycles, choisissons les coordonnées uw, et w, nulles à l’origine, et pour w; — 0 prenous la tangente de ce cycle. Faisons, de plus, w,— 1. Ces suppositions sont permises, comme on l’a vu tout à l’heure. Nous mettrons maintenant x et y au lieu de u,, us.
D’après les hypothèses, c’est la dérivée . dont l’ordre est le plus petit. Ceci résulte du calcul fait au n° 6, en vertu de la proportionnalité des dérivées partielles et des coordonnées tangentielles.
Pour calculer l’ordre de F relativement au cycle (C), il suffit (n° 27) de substituer dans F le développement d’une détermination de y suivant la puissance de x, de prendre le degré de la partie principale, et de multipler par l’ordre du cycle.
Soient y’, Y , Y , ... tous les développements de y suivant les puissances croissantes de x, valables aux environs de x —0. Nous
pouvons écrire D AE A one rm 0 M et 0
d’où résulte, pour y = y",
DES RÉ I) ENETET D)
Si y’ est une des déterminations appartenant à (C), nous avons à prendre ainsi la somme des degrés des parties principales de toutes les différences (y'— y"), (y — 3"), ... et à multiplier cette somme par l’ordre du cycle.
Le résultat se compose donc : 1° du nombre 2T, calculé au n° (67),
et relatif au cycle (GC); 2° de la somme des nombres $S, calculés au n° 65, relatifs au cycle (C) combiné avec tous ceux qui ont la même origine.
Soient (Go), (Cu), (G>), ... les divers cycles de même origine, T,, Ti, To, ..., Sos, -.., So, .… les nombres qui sont relatifs à ces cycles. L'ordre de F relativement à (GC) est 2T;+ S,, + Sosa... La somme des ordres de F relativement à (G,}, (CG), (G2), ... est donc
2(To + Ti To+... + Soi + Soo + Syo +...)
Considérant de même tous les points singuliers, on aura finalement, en ajoutant tous les résultats, cette expression de la classe u :
Les nombres T se rapportent à tous les cycles d'ordre différent de l’unité; les nombres S aux combinaisons deux à deux de tous les cycles ayant des origines communes. Au lieu des nombres T, S, on peut introduire les nombres $, €, et écrire
= mms) -Ÿ nn —2Ù nonm-2d(6+5). :
En appelant N=nç,+ n,+ 7: +... l'ordre de muluiplicité d’un point singulier, origine de divers cycles d'ordres ñn5, 1, Ro, .
NON = n(n —1) + > TE}:
ue mm 1) =Ù N(N —1)—2Ù (T + 5).
++, ON à «
donc enfin
N est l’ordre de multiplicité d'un point, et N (5 + €) la somme des
ordres des contacts de toutes les branches de courbes deux à deux. Telle est la formule demandée, dans sa plus grande généralité. Un point.double ordinaire apporte à celte formule l’élément
NON —:1) =, +S—o;
il abaisse la classe de deux unités.
Un rebroussement ordinaire donne
NIN—1)=; 2(® + S
il abaisse la classe de trois unités.
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11. Prenons la formule corrélative, et, remarquant que S s? ÿ conserve (n° 69), nous aurons
m= pur) TN — 1) —2Ÿ (6 +)
fa première sommation, dans cette dernière formule, ne se rapporte pas à tous les mêmes éléments que la première sommation de la première formule. Mais, dans les deux formules, les secondes sommations s'appliquent de part et d’autre aux mêmes éléments, les couples de branches tangentes entre elles.
Combinant les deux formules et tenant compte de la relation entre € et € (n° 68), nous aurons
pme XX —n— ST NN—-n+Ÿ (2)
et, en employant la relation (22), u(u— 3) — m(m —3) >: (IR —1)—Ù N(N—:)
Cette dernière formule, remarquable par sa généralité, contient l’ordre de multiplicité N de chaque point singulier, et celui % de chaque tangente singulière. N est la somme des ordres des cycles ayant une commune origine; JC la somme des classes des cycles ayant une commune tangente (!). |
APPLICATION. — Soit la courbe considérée au n° 33
2(yz — æ1)}?= 5.
Pourlépont r=# 0, NN OR De 7 Pour le point HET NON ESS (GONE:
Donc u — m — 5, comme on l’a trouvé autrement. 72. La recherche du nombre des intersections confondues en un
point singulier, commun à deux courbes, constitue le dernier problème dont nous ayons à chercher la solution. Le raisonnement à
(1) Cette formule a été trouvée par M. Zeuthen, QUE le mémoire qui clôt la liste placée en tête de cette étude.
LES no
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re
appliquer est le même que pour le problème précédent : au lieu de la
polaire, il faut envisager le premier membre de l'équation d’une des courbes, et l’on a immédiatement la solution suivante : le nombre cherché est la somme des quantités S calculées en accouplant chaque cycle d’une des courbes avec chaque cycle de l’autre courbe. D’après la signification de la quantité $, on peut dire que le nombre des intersections de deux courbes, réunies en un point, est égal au produit des ordres de multiplicité de ce point sur l’une et l’autre courbe, augmenté de la somme des ordres des contacts qu'ont les branches d’une courbe avec les branches de l’autre en ce même point. |
mn (© < 55m re
SUR
LA SÉRIE DE FOURIER
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 96, 1883, p. 188.
Dans la note que j'ai eu l'honneur de communiquer à l’Académie, le 11 décembre dernier (Comptes rendus, t. XCV, p. 1219) (!), se trouve la proposition suivante : Les termes de la série de Fourier, calculés au moyen d’une fonction f(x), tendent vers zéro, si l'intégrale de f(x}? est finie dans l'intervalle considéré.
Ce résultat, dont l'utilité est, je crois, très grande, avait été précédemment trouvé par M. Axel Harnack, de Dresde. Les recherches que M. Harnack a consacrées à ce sujet ont été publiées, au cours de l’année dernière, dans les Mathematische Annalen, t. XIX. Elles font la matière de deux mémoires ayant pour titres : Vereinfachung der Beveise in der T'heorie der Fourier 'schen Rethe (p. 235) et Berichtigung su dem Aufsatze über die Fourier’schen Reihe
SOMMES DE FONCTIONS NUMÉRIQUES
Comptes rendus de l’Académie, des Sciences; t. 96, 1883, p. 634.
Les récentes communications de M. Sylvester (!) me déterminent à faire connaître une méthode nouvelle pour l'évaluation des sommes de fonctions numériques. Cette méthode, fondée sur lPemploi des intégrales imaginaires, S'applique à des exemples variés, dont plusieurs ont été déjà traités différemment par Dirichlet (?), EU M. Mertens (5) et par M. Sylvester.
En étudiant le mémoire de Riemann (‘)sur la totalité des nombres premiers, J'ai été conduit à envisager les intégrales de la forme sui- 3 vante :
DÉS | Fe [€ L f(2) dz,
où la variable d'intégration suit une ligne À n’entourant pas le point zéro, et dont les extrémités sont 4 — io, a'+iæ, a et a! étant positifs. La lettre x désigne d’ailleurs une quantité réelle et positive (5). L'intervention de ces intégrales dans la question actuelle tient à la propriété suivante. Soit |
À (+) x(2) XC3) À(n) (2) FC EE + SAPSRE
RE EE EEE
(1) Comptes rendus, t. XOVI, 1883, p. 409 et 463 | Sylvester, Collected mathematical Papers, t. IV, p. 84 et 88.] Fi (2) Mémoires de l’Académie de Berlin (Abhandlungen) pour 18/49 (3) Journal de Crelle, t. 77, p. 289.
7 ) Œuvres complètes, p. 136. (°) Dans les Comptes rendus EMOAG ae ER 1e) de l’Académie de Berlin pour 1878, p. 53, M. Kronecker a déjà considéré ces intégrales pour un autre but.
" Le - 14 ee.
Si la ligne À est prise dans la région où vaut le développement (2),
on à g F(æ)=ÀA{)+X(2) +... +A(n),
n'étant l’entier contenu dans x.
Un développement, tel que (2), converge ou bien pour toute valeur de z, ou bien pour les valeurs dont la partie réelle surpasse une certaine limite /. Dans le premier cas el aussi dans le second, si {est négatif, F(x) ne croît pas indéfiniment avec x, mais converge vers f(o). Si, au contraire, l'est positif, F(x) croitindéfiniment avec æ, et l'intégrale (1) peut servir à trouver une expression asymptotique de F(x), dans des cas que je vais définir.
S1 la fonction f(z) est susceptible d’être prolongée pour les valeurs de z à partie réelle au-dessous de /, alors on peut considérer une intégrale (x), qui diffère de F(x) seulement par le chemin d’intégration. Ce chemin B aura pour extrémités b — iœ, b'+ io, b et bd! étant moindres que /, tandis que a et a! sont supérieurs à L.
Si, en outre, entre À et B, f(z) n’a pour points singuliers que des pôles, et que les intégrales prises entre les extrémités correspondantes de À et B soient évanouissantes, F(x) et D(x) ne diffèrent que par des résidus. Soit 3 — w un de ces pôles, multiple d’ordre u, le résidu R,, a la forme |
Rs #0 (Prlogtrtr Pl, los er Er ee Pr),
où P,,..., P, sont indépendants de x. On a ainsi
F(x) = b(æ)+ > Ras o
Il arrive généralement alors que ER, est une expréssion asymptotique de F(x). Effectivement une intégrale, telle que (1), prise en ligne droite, de a— io à a +i, est, le plus souvent, infiniment plus petite que x, pour x infini. Cette conclusion est assurée, notamment, lorsque f(z). reste finie et oscille seulement dans une portion finie de la ligne A. S'il en est ainsi.pour la ligne B, D(x) est infiniment plus petite que x®, et les résidus donnent bien l'expression asymptotique de F(x).
Ces diverses circonstances se rencontrent dans de nombreux exemples. Des artifices très simples les mettent en évidence. C’est ce que je vais faire voir maintenant.
SUR L’APPROXIMATION DES SOMMES DE FONCTIONS NUMÉRIQUES
Pour À(n), prenons le nombre des nombres premiers avec n et qui lui sont inférieurs. Pour la série (2), nous avons alors cette.
expression, indiquée par M. Lipschitz (! Ÿs
ECS E)
Nr cn où 6 (3) désigne la fonction ;
I , L(a)=i+ + Se. PRET ARE
La limite / est ici égale à 2. D'autre part, la fonction C(z), prolongée par Riemann, est uniforme, douée du seul pôle 3 = 1, dont
_ le résidu est l’unité; en outre, pour les valeurs de 3 à partie réelle | au-dessus de 1, elle ne possède aucune racine. En prenant les che- . mins À et B de part et d’autre du point 2, le dernier entre 1 et 2, ; R | x és CET (3) x?
| on a donc, pour f(z), le seul pôle 2. Le résidu de CAC) Len, 4 3 2C(2)
ou
— Nous avons donc
(3) PRE ta
si toutefois nous pouvons prouver que les intégrales prises entre les extrémités correspondantes de À et B s’évanouissent, Or voici l’artifice très simple qui s'applique ici. À
Considérons la fonction 6(z3), analogue à €(3), savoir :
qui est définie par cette série pour les valeurs de 3 à partie réelle positive. Elle est liée à C(z) par la relation
HO HN Cr) mer (Tee ie) | Si l’on pose “4 PRIE È | NE travers
le développement de f,(3) sous la forme (2) est encore valable
(!) Comptes rendus, t. LXXXIX, 1879, p. 986.
quand z à sa partie réelle entre r et 2. Donc l'intégrale
Fi()= = [ fi(s) de reste la même si on la prend le long de À ou le long de B. Donc les
RICE
intégrales de © entre les extrémités de À et B s’évanouissent.
: : ; É (z D’après la te (4), cette conclusion s'étend à ET CET te galité (3) est donc prouvée.
Pour évaluer maintenant (x), je l’écris ainsi
Aie = ÎT DRE) ES LR B
2TL g C(s)-:11 2177
Puisque, le long de B, la partie réelle de z est moindre que 2, on aura une série convergente en développant le dernier facteur suivant les puissances croissantes de 2772, et INfÉPRAn les termes de la série. J'ai ainsi
— PT) — = F1(2 + Fe
je ee
Cette série étant convergente, la somme des termes à partir du n°"
est infiniment petite pour À infini. Faisant 2*x = x, j ai donc
, I aa I | Ma ae = 0.
X—= co
Donc lim ETO] 0 DONC EN)
asymptotique, comme l'ont trouvé les os cités plus haut.
Dans une communication ultérieure, si l’Académie veut le permettre, j indiquerai d’autres applications, dont une fort importante. Je prouverai, en effet, que la fonction de M. Tchebychef, somme des logarithmes des nombres premiers inférieurs à x, est asymptotique à æ, ce qu’on n'avait pu établir Jusqu'à présent (1).
(') [ Halphen reconnut, comme il l’a expliqué dans sa notice sur ses travaux — Œuvres d’'Halphen, t. I, p. 42 —, que cette application de sa méthode présentait des difficultés qu’il n'avait pas prévues; et il ne fit pas la communication annoncée ci-dessus. Cahen a essayé plus tard de reprendre l’analyse d'Halphen ( Annales de l'École normale supérieure, 3° série, t. XI, p. 114, 1894). Mais le théorème en question n’a été établi en toute rigueur que par de la Vallée Poussin (Annales de la Société des Sciences de Bruxelles, t. XX, p. 183-256, 1896), et par Hadamard (Bulletin de la Société mathématique, t. XXIV, p. 211, 1896). La méthode d'Hadamard est inspirée par celle d'Halphen |. (Note des éditeurs.)
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SUR LA
THEORIE DU DEPLACEMENT Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° série, t, 1, 1882, p. 206.
M. Cyparissos Stephanos a fait connaitre, dans le Bulletin de la Société Philomathique (7° série, tome VI, page 13), l’élégante proposition que voici :
Trois figures égales, situées d’une manière arbitraire sur un plan, coïncident avec les symétriques d’une même figure, prises respectivement par rapport à trois droites.
Le même géomètre a énoncé aussi, dans une communication verbale, une proposition analogue et relative à trois positions, occupées dans l’espace par une même figure, dont un point reste fixe. En cherchant à généraliser encore, j'ai été conduit à mettre sous une forme très simple les éléments de la théorie du déplacement. C’est ce que je me propose de faire voir dans cette note.
Soient, dans l’espace, F, et F, deux positions d’une même figure, tellement choisies qu'une droite de la figure F, coïncide avec son homologue de la figure F,, non seulement en position, mais encore en direction. Soit À,, cette droite. La figure F, étant donnée, ainsi que la droite À,,, on obtient F, en imprimant à F, deux mouvements, l’un de translation, l’autre de rotation, le long et autour de À,2. L'ordre dans lequel s'effectuent ces deux mouvements n’influe pas sur le résultat, S'ils s'effectuent ensemble et par quantités proportionnelles, le mouvement résultant est hélicoïdal. Pour cette raison, le déplacement est dit hélicoïdal. Ici on ne considère que le déplacement final, sans avoir égard au mouvement par lequel on l’obuent.
Je dirai qu’un déplacement hélicoïdal est la moitié d’un autre déplacement hélicoïdal, si, l’axe étant le même pour tous deux, la translation et la rotation le long et autour de cet axe sont, pour le premier et le Second respectivement, dans les rapports de 1 à 2.
Dans F, prenons une droite D, rencontrant l’axe AÀ,, à angle droit,
100 ‘ OEUVRES DE G. The HALPHEN.
La droite homologue, dans F,, est de même une droite D nes l’axe à angle droit. Ces deux droites D et D, ont un axe de symétrie et un seul, quand on suppose ces-droites caractérisées non seulement par leurs positions, mais encore par des directions choisies sur chacune d'elles. Les directions étant choisies ici homologues, l’axe de symétrie est une droite D}, rencontrant l’axe À,, à angle droit, et sur laquelle viendrait s'appliquer D, par le déplacement +(A,>), moitié du déplacement (A,,) changeant F, en F3.
Faisons tourner la figure F, d’une demi-circonférence autour de D,. Nous obtenons une figure F. Les droites D, et A,, de F, ont pour homologues, dans F, les droites D, et A',, cette dernière n'étant autre que À,, changée de sens.
Faisons ensuite tourner F d’une demi-circonférence autour de D; nous obtenons une figure égale, dans laquelle les homologues de D, et À’, sont D et AÀ,,, puisque D est symétrique de D,, par rapport à D. Cette dernière ligure est, par conséquent, F,. J'ai donc la proposition suivante :
Soit un déplacement hélicoïdal (A,:) changeant une figure, en une figure F,. Prenons une droite D, rencontrant à angle droit l’axe du déplacement, et la droite L,, sur laquelle viendra s'appliquer D, par le déplacement <(A,,). Les symétriques de F, et F, prises respectivement par rapport à D, et D, coïncident entre elles.
Prenons maintenant une nouvelle position F; de la même figure, en donnant à F, un déplacement hélicoïdal (A:3) autour d’un autre axe. Les figures F, et F; seront de même les symétriques d’une figure K° par rapport à deux axes D°,, D,. Mais D, et D’, peuvent être arbitrairement choisies parmi les droites qui rencontrent à angle droit l’une AÀ,,, l’autre À,,. On peut donc fare coïncider D, et D’, en choisissant la perpendiculaire commune à A,, et A:3. Alors F et F” coïncident, et F,, F,, F; sont symétriques d’une seule êt même figure F, respectivement par rapport à trois droites D,, D, D:.
Soit maintenant À;,, la perpendiculaire commune à D, et D. Cette droite, envisagée dans F, a pour homologue A°,, c’est-à-dire elle-même, mais changée de sens, aussi bien dans F, que dans F4. Ainsi À,3, considérée soit dans F,, soit dans F;, est à elle-même sa propre homologue. Elle est donc l’axe d’un déplacement hélicoïdal
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changeant F, en F;. Ce déplacement est le résultant des deux précédents, et 1l est manifeste que le demi-déplacement £(A,;) est celui qui change D, en D;. Ainsi :
Soient deux déplacements hélicoïdaux, ayant pour axes As et A3.
S'otent :
D, la perpendiculaire commune à ces deux axes;
D, {a droite qui est amenée sur D, par le demi-déplacementi(A,>);
D; la droite sur laquelle est amenée D, par le demi-déplacement 5 (A3);
Les deux déplacements (À,2), (A»3), étant opérés successivement et dans cet ordre, équivalent à un déplacement hélicoïdal unique (A3), dont l'axe est la perpendiculaire commune à D, et D;,. Le demi-déplacement + (A3) est celut qui amène D, sur D; (*).
Deux droites dirigées ayant, comme je l’ai observé plus haut, un axe de symétrie, on peut amener en coïncidence deux droites homologues de deux figures égales par une rotation. Il est donc évident que tout déplacement peut être obtenu, d’une infinité de manières, par deux déplacements hélicoïdaux successifs. La dernière proposition donne donc le théorème fondamental : |
Tout déplacement dans l’espace équivaut à un déplacement hélicoïdal.
En conséquence, dans le raisonnement ci-dessus, K,, F;, F, sont trois positions tout à fait arbitraires d’une même figure, et la proposiion de M. Stephanos se généralise ainsi :
Trois positions quelconques d’une même figure dans l’espace sont les symétriques d’une seule et même figure, prises respectisement par rapport à trois droites.
Chaque axe de symétrie est la perpendiculaire commune aux axes de deux des déplacements hélicoïidaux qui amènent les figures données les unes sur les autres.
(1!) Pour le cas particulier de deux rotations autour d’axes qui se rencontrent, on retrouve le résultat démontré par M. Brisse dans son mémoire Sur le déplacement Jini quelconque d’une figure de forme invariable (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3° série, t. I, p. 142). |
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SUR LES MULTIPLICATEURS
DES
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 97, 1883, p. 1408, 1541; t. 98, /1884,"p. 134.
Si, entre diverses solutions inconnues d’une méme équation différentielle linéaire, il existe une relation connue, quel parti peut-on en tirer pour l'intégration ?
Cette question comporte une réponse précise si la relation donnée est algébrique; mais ici j’examinerai seulement un cas, encore très général, auquel, d’ailleurs, se ramènent tous les autres : le cas où un polynôme entier et homogène des solutions inconnues est égal à une fonction connue de la variable indépendante.
Soit l'équation proposée
U — LA) ne a; yUi—1) ses ag in?) + ne An Y' + AVE 10:
Envisageons 7 solutions distinétes n,, ..., x de l'équation adjointe. À chacune d'elles correspond une intégrale première
(1) Tip — by? ne ba y) Et ( — 1)#—1 PTE CR Les coefficients b s'expriment en fonction de ; comme il suit :
| bi en 0; — Œi Ti»
(2) j bi: = Ur — (&ini) + doi, | b3= nj — (ani) + (asn:) — asni,
Soit maintenant f(c) un polynôme entier et homogène, du degré m, par rapport à ci, ..., ©, et à coefficients constants. En vertu des
égalités telles que (1), on peut considérer f(c) comme un polynome F, entier, homogène, du degré m, par rapport à 7-1), ..., y, et à coefficients dépendant de la variable x. Dans F, le coefficient de [y(*=1]# est f(n). Quant aux autres coefficients, on reconnaît aisément qu'ils s'expriment en fonction linéaire de f(n) et de ses
dérivées par des formules dont les égalités (2) constituent un cas
particulier; par conséquent, en général, si l’on connaît l'expression de f(n) en fonction de x, on en pourra déduire explicitement F comme un polynôme du m°"° degré, en 7-1), ...,;y, avec des coefficients connus. En l’égalant à une constante, on aura une intégrale de l’équation proposée.
Nous appellerons f(n) la source de l'intégrale.
Il importe, avant tout, de connaître les cas d'exception, ceux où la source ne détermine plus l’intégrale sans ambiguïté. Un de ces cas se présente évidemment si la source est zéro, si donc entre les n il existe une relation homogène, du degré m, à coefficients constants. C’est d’ailleurs le seul cas d’exception; si, en effet, deux intégrales du degré m'ont une même source, leur différence est une intégrale dont la source est zéro. Par là, on reconnaît que, si entre les n 1l existe p relations homogènes, du degré m, linéairement distinctes, les coefficients des intégrales, de ce même degré m, se déterminent, la source étant donnée, par une équation différentielle linéaire d'ordre p.
Considérons pour f(n) une forme réduite, soit
HONG RCE pEle CNE CE See
obtenue avec les variables
Ci = Xi,191 Fe di,202 + ARE ia Li,n On. z »
Désignons par 2; la. combinaison semblable
3i= Qj1C1+ dj2Cat..e + &inCn)
où les c sont remplacés par leurs expressions (1). Nous obtenons, pour F, la forme réduite |
En NX ee n F—AzuzS... 2 + Bzfizbs... 30 rent
Si cette forme réduite ne peut être obtenue que d’un nombre limité de manières, la réduction, opérée sur F, fera connaître les
intégrales linéaires z, et l'intégration sera complète, pourvu toutefois que la forme réduite contienne des variables effectives 3 en nombre n.
Les polynômes à n variables, dont les formes réduites sont indéterminées ou bien contiennent moins de nr variables, forment une catégorie d'exception très bien connue, où se rangent notamment Îles polynômes du second degré. À cette exception près, la connaissance d’une intégrale F entraîne l'intégration complète. D'autre part, la connaissance de f(n) conduit à une intégrale F et, par suite, à l’intégration complète de l’équation qui a pour inconnue y. Mais, par cette dernière, s'intègre aussi l'équation dont n est l’inconnue.
Donc :
Si, en fonction de la variable indépendante, on connaît l’ex-
ression d'un polynôme, à coefficients constants, homogène et du ) y tæ) :
degré m, par rapport aux solutions d’une équation différentielle linéaire, cette équation s'intègre complètement, pourvu que : 1° Le polynôme ait une forme réduite déterminée, contenant des variables effectives en nombre égal à l’ordre de l'équation; 2° Entre les solutions il n'existe aucune relation homogène, à coefficients constants, d’un degré égal à celui du polynôme.
La considération de la forme réduite peut être remplacée par celle des covariants qui la fournissent, et par là se retrouve le beau théorème découvert par M. Darboux (!): Tout covariant d’une tntégrale est lui-même une intégrale (Véquation étant privée du second terme). +
Pour les applications, on facilite singulièrement les calculs en considérant, au lieu des intégrales, les multiplicateurs qui les fournissent. Soit F une intégrale, du degré m. Sa dérivée F’ se décompose en deux facteurs, dont l’un est le premier membre Ü de léquation différentielle, l’autre un polynôme homogène et du degré m — 1 par rapport à y(?-1),...,7, à coefficients dépendant de x. Ce dermier est le multiplicateur qui fournit l’intégrale F. Dans ce multiplicateur ©, le coefficient de [y(*-"]#-! est précisément la source de Fet peut aussi être appelé la source de ©. En effet, les autres
(:) Sur les systèmes d'équations linéaires à une seule variable indépendante (Comptes rendus, t. XC, 1880, p. 524 et 596),
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coefficients s’en déduisent encore sans ambiguïté, sauf le cas d’excepuon signalé plus haut.
Voici comment on peut, pratiquement, calculer un multiplicateur. NME I Ï Tout polynôme homogène en y, y’, y”, ..., à coefficients dépendant de +, peut être décomposé en une somme de deux parties P+Q, dont l’une P'est la dérivée d’un polynôme analogue, et dont l’autre poty sue; est caractérisée par ce fait qu’à chaque terme la dérivée de y, de l’ordre le plus élevé, a l’exposant 2, au moins. C’est ce qu’on voit P ; P ) Il sur l’exemple suivant :
11 DE ; I S ; 1 I AY?Y = [AU 7) RAM d'y" | HP NN AY Pour que le polynôme proposé soit la dérivée d’un polynôme analogue, 1l faut et il suffit que Q n'existe pas. En prenant donc un multiphicateur, de degré m —1, à coefficients indéterminés, effec-
tuant son produit par Ü, calculant Q et égalant tous les termes à
zéro, on obtiendra les équations propres à déterminer ce multiplicateur.
Dans une prochaine communication, je donnerai une application de cette méthode, ainsi que de la proposition suivante, analogue à celle de M. Darboux : Tout invartant d’un multiplicateur est la source d’un autre multiplicateur (l'équation étant privée du second terme). Le degré de ce dernier est inférieur d’une unité au degré de l’invariant par rapport aux coefficients.
. On peut, en général, intégrer complètement une équation linéaire quand on connaît, en fonction de la variable indépendante, Pexpression d’un polynôme à coefficients constants, entier et homogène par rapport aux solutions inconnues. C’est ce que j'ai montré daus une communication récente. Je vais aujourd’hui traiter un cas de la question générale, et intégrer une équation du troisième ordre, connaissant, en fonction de la variable indépendante, l’expression d’un polynôme homogène du troisième degré, composé avec les solutions inconnues. |
Soit p la fonction donnée; soit aussi
(1) "+ ay'+ by = 0
l’adjointe de l'équation proposée. Le problème consiste à trouver, pour cette adjointe, un multiplicateur © du second degré, ayant p pour source : |
o=py"?+gy?+ry + hy y"+ lyy"+ myy.
Le procédé que ja indiqué dans ma note PERÉSERES conduit, pour ce but, aux six équations suivantes :
3h+2p =0, 4qg+h'+l—2ap=0, l'+2m—2bp = 0, 2g"+6r+5m+6Gag—2(ah) —3al—3bh =, 6r'+ m'— (al) +2am+2bg —(bh) —/,bl = 0,
"+ (ar) —3br—(bl) +(bm) = 0.
Des quatre premières, on tire L, /, m, r exprimés linéairement par p, g et leurs dérivées. Substituant dans les deux dernières, et représentant par À, B deux fonctions linéaires de p, p', ..., j'obtiens
: RE TEE à :
| 3 je (2) g"+ aq + (ia+ dr) ge = 0, (3) 21P4 + 709 HAE") PB 0,
formules dans lesquelles j'ai introduit, au lieu de b, l’invariant » : pb — a —206.
L'élimination de qg entre (2) et (3) conduirait à l’équation du dixième ordre, d’où dépendent les fonctions p. Mais, par hypothèse, nous connaissons une de ces fonctions, et nous avons simplement à trouver gq.
Écartons d’abord le cas particulier où l’invariant » est nul. En ce cas, signalé pour la première fois par M. Laguerre (!), l’équation s’abaisse au second ordre. L’équation, d’où dépend p, s’abaisse au septième ordre et se réduit à B— 0; enfin g est donné par la seule équation (2), qui n’est autre que la proposée avec un second membre. : Conformément à la théorie générale, cette circonstance signifie qu’il existe, entre les solutions, trois relations homogènes du troisième degré, linéairement distinctes. C’est effectivement le cas, puisque entre ces solutions existe une relation homogène du second degré.
L’invariant v étant maintenant supposé différent de zéro, on pourra,
(*) Comptes rendus, t. LXXXVIIL, 1879, p. 116 et 224. [ Œuvres de Laguerre, t. I, p. 420 et 424.]
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SUR LES MULTIPLICATEURS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 107 par deux différentiations, éliminer 7” et g” des équations (2) et (3).
Il s’introduit alors un nouvel invariant à
= gas?+7p2— 6ve”,
et, C, D étant deux nouvelles fonctions linéaires de p, p', ..., on trouve I #4 = - 1 4 è AXE = p3 14} sure (he É2e) = É 33.7 3627 5 28 0p— —< pè — —p*) g' 6) ( 2 ro }« rs n SNS! 21 Sy RS a 1 —- STE S le 7 COIN REA
De ces deux dernières, on pourra tirer g' et g si le dénominateur commun n'est pas nul. Si le dénominateur est nul, on ne pourra obtenir g que par l'équation (4); c’est qu’alors, d’après la théorie générale, les solutions sont liées par une relation homogène du troisième degré. Pour former ce dénominateur Q, il convient d'introduire les invariants
et l’on trouve 34:72 & 39.53 Re I 7 \ Q — 50 — / LI Èy — —— PT + — 20? +168) 2 100 RANæ F
L’équation 9 — o exprime que les solutions de l’équation différentielle sont liées par une relation homogène du troisième degré à coef fictents constants. Cette expression est ici donnée par les inva-
riants de l’adjointe (1);
; mais, pour y faire figurer les invariants de
l'équation proposée elle-même, on n’a qu'à changer les signes de r, à, et 6, sans modifier celui de ë.
Supposons maintenant le cas sénéral, celui où linvariant Q n'est pas nul. Les équations (4) et (5) donnent g explicitement, et le mulüplicateur © est entièrement connu. On en pourra conclure lintégrale, du troisième degré, correspondante; mais on peut éviter de considérer cette intégrale et opérer sur le multiplicateur seul.
On calculera le discriminant de &. Soit p, ce discriminant; il est la source d’un nouveau multiplicateur #,, du second degré, qui se calculera comme le précédent. Or l'intégrale fournie par ©, est le covariant hessien de l'intégrale fournie par +. La théorie des formes cubiques ternaires conduit, d’après cette remarque, à achever ainsi
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la solution. On calculera le discriminant de ho: he 1P5 c’est une forme cubique en À, L, qui pourra s’écrire ainsi
7% rl | T2 (us — . LÀ? — FA) Pi + È 21 + Tur+ ES :) P
Les lettres S, T désignent des constantes, les invariants de l’intégrale correspondant à &; ce sont aussi les invariants du polynôme du troisième degré, dont p est l'expression donnée. En prenant u : À racine de l'équation
pi — S u2)}2— s Tu — — Shi 0,
on aura un multiplicateur Àv,+ po correspondant à une intégrale qui se décompose en trois facteurs. Chacun de ces facteurs est une intégrale première linéaire de Péquation (1) et, dans un tel facteur, le coefficient de y” est une solution de l’équation adjointe, c’est-àdire de l’équation proposée. La théorie des formes cubiques fait connaître l’expression de ces facteurs, comme covariants irrationnels, dépendant d’une équation du troisième degré. On en déduit Re lement l’équation du troisième degré d’où ban les coefficients de y” dans ces covariants, et cette équation se forme au moyen de & et ©,. La méthode conduit donc à trouver explicitement les solutions cherchées par des calculs algébriques.
Il yades cas d’exccption : ce sont ceux où l'intégrale COrrespon-
dant à w est décomposable en facteurs elle-même. On en sera averti + P :
“par les valeurs numériques de S, T. S'il en est ainsi, la solution exige une ou deux quadratures; mais ce sont des détails sur lesquels il est inutile d’insister.
S1 l'Académie veut bien le permettre, je donnerai ultérieurement
des applications numériques de cette théorie.
Dans ma dernière communication, j'ai indiqué comment, par le moyen des multiplicateurs homogènes, on peut intégrer une équation du troistème ordre, connaissant, en fonction de la variable indépendante, l'expression d’un polynôme homogène du troistème degré, composé avec les solutions inconnues. Je vais donner les formules explicites qui résolvent ce problème et présenter un exemple. |
PUR T
Soit p une fonction donnée comme l’expression du polynôme envisagé, et soit My"+3Ny'+3Py'+Qy=o.
l'équation proposée. Considérant la fonction adjointe F=(Mz)"=—3(N3) + 3(Pz) — Qz,
on détermine le multiplicateur du second degré, qui a p pour source. Ce multiplicateur A est un polynôme homogène et du second degré par rapport à z, z/,5 ; ses-coefficients sont des coefficients de la variable indépendante; le coefficient de 3”? est 3M2p, et les autres, comme Je l’ai précédemment montré, s’en déduisent par la condi-
tion que ÂF soit la dérivée d’un polynôme du troisième degré en 3,
ND
Le discriminant de A fournit la source d’un multiplicateur analogue. Il est plus commode de faire intervenir dans les formules une combinaison linéaire quelconque des deux sources, comme il suit.
A la fonction p est conjuguée une autre fonction analogue pi, source d’un second multiplicateur À,.
2 f Sax
DOIR pe M; envisageons les deux formes quadratiques
pA = Sa;;zû si), Fee zti) zU)
et leurs discriminants D, D,; formons, en outre, avec les coeffi-
cients à, 8 des formes adjointes, les combinaisons
: Bi ES ; Le Zb;; Li, Ci= Zi; Bij .0 = 2%: Bot — 400 Bi — 11 Boo:
Ces diverses fonctions sont liées entre elles par les relations suivantes, OÙ 4, P, U, V1, désignent des constantes :
D = up + ep, Di= uipi+ ip,
G) C = 3(wp — upi), Ci= —3(wpi+ up).
Il existe, en outre, entre les constantes la relation (2) W1 — quui = 3 w?.
Soit maintenant / : /, racine de l’équation
pli AuBli— 60217 + Aus lili — pilt =
Ï10 l OEUVRES DE G.-H. HALPHEN.
et m, m1, p déterminées par l’ensemble des relations concordantes
(01 li — ul}?
8—= PROS AR ROLE 2 VE RE nf A ARE ul 7 sa? (UE Pi wie pile
: (oel— ul}?
SL SAM INT EL Re ANR CNE RSR ST ra SAGE g(u?+væw)l?— (ul; — ol}?
mi (ul; — ol) m2 F. PCT AN
_ ul —o! uil— vil; mi li 1120
Les solutions de l'équation différentielle sont données par l’équation du troisième degré
J°— (p+ hp1)7$+ (np + mapi)ÿ*
2 (PE mp qe 12 Are
Il est à remarquer que cette solution ne se trouve pas en défaut dans le cas où la source donnée est égale à zéro. C’est précisément à ce cas
que se rapporte l'exemple suivant :
Intégrer l'équation . fl > ! (/4 f " ! I 71 (3) RO en
où f désigne un polynôme du troisième degré, sachant qu'il existe ‘entre les solutions une relation homogène du troisième degré à coefficients constants.
Le multiplicateur A, dont la source est zéro, a l'expression suivante :
A = fz? + NES Le 2/22 —4f22",
La source conjuguée est l’unité,-et voici le multiplicateur corres-
pondant :
A A 3 (+ fs) — I (trs pra 72 Il t LU 72 AE 2 72 2 LErx 97 / 4 SE af CJs' + j'a") Hd ae
RES do DS
SUR LES MULTIPLICATEURS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. Titi
En appliquant les formules ci-dessus, on obtient le résultat que VOICI :
Soit f(x) = 0,2 +3a,;x? + 3a,;x + a, le polynôme qui figure dans (3); on en déduit l'équation dht+ 4a 3 + 6a2 2 + 4 a3 À + SE = O, déterminant une constante À. Les solutions de l'équation (3) sont données par l'équation du troisième degré
}r°+ 3aof'(À)
mel | OU = (ao + ai}?
La même méthode peut être appliquée à l'équation plus générale
F7" + "+ Li — E)fy - re nr 0 où » est un entier positif ou négatif, premier avec 3. Cette équation, dont la précédente est un cas (7 — 1); et dont l’adjointe s’obtient par le changement de n en — nr, admet toujours des multiplicateurs, du : second degré, ayant pour coefficients des polynômes entiers. Son groupe est hessien, et elle a pour solutions des polynômes entiers et homogènes formés avec les solutions de (3). Je l’ai déjà étudiée par des procédés tout différents dans mon Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires (!), en prenant pour variable
4 dx l’intécrale | =.
grale f VF
Ch} Œucres d'Halphen 1 III fp. 255;
DU TROISIEME ORDRE
Extrait d’une lettre adressée à M. F. Klein (Mathematische Annalen, t. 21, p. 461).
Votre beau mémoire Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen (Math. Ann.,t. XIV) renferme, à la page 455, une note qui a vivement piqué ma curiosité : « Sie muss (die Gleichung 168" Grades) sich auch durch eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung Iôsen lassen; wie hat man diéselbe aufzustellen? »
L'étude de votre mémoire, que je me reproche d’avoir si longtemps différée, m'a tout de suite convaincu que je pourrais aisément construire l’équation différentielle désirée. M’étant mis à cette besogne, j'ai été agréablement surpris de voir cette équation appartenir à un type que J'ai étudié dans mon Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes intégrables
(p> 100 eL210) 0:
Il s’agit de l'équation que j'écris sous forme abrégée dy
la variable auxiliaire x et les coefficients h, L étant liés à la variable indépendante « par les relations
do =+1 dh TALEUEe 3 | C3.
h3=r(ax —1)(a + c);, MC (a+ re | |
(1) [Œuvres d’Halphen, t. Il, p. 173 et 192.] Une Note de F. Klein indique ici que Brioschi a obtenu également des équations différentielles linéaires, qui <e rapportent à la question traitée par Halphén (Annali di Matematica, série 2, t. XII, p. 64) [ Brioschi, Opere mathematiche, t. II, p. 312.] (Vote des éditeurs.)
a+ aa’ + a
Ca a —————— 7 m?
Cette équation, étant développée avec la variable x, est à coefficients ; P ; rationnels ; mais 1l vaut mieux la conserver sous la forme symbolique ci-dessus, où les éléments essentiels sont en évidence. En faisant connaître cette équation, j'ai signalé plusieurs cas que je prends la liberté de vous rappeler.
Cested'abordeléecas m—2/4—1,g—21|p4r du: mémoire
cité (!)] : les solutions 74, y2, 3 sont proportionnelles à trois poly-
Fr 1 AE | | a+I nomes entiers du troisième degré, formés avec la variable | ) LVa—:1 , . LA ) ou, en d’autres termes, sont proportionnelles aux coordonnées d’un point mobile sur une cubique à nœud.
C’est ensuite le cas m— 2, a—1 et a! quelconque, même frac-
tionnaire | p. 237 (?)[. En faisant a = 2 (: — 1): on a ce résultat que
trois solutions sausfont à la relation Via hi tai 0)
et sont ainsi proportionnelles aux coordonnées d’un point mobile sur une courbe triangulaire symétrique.
En particulier, si l’on prend y—3, ce cas coïncide avec cet autre Mm—6,a—=1, a — 2, et la courbe est une cubique équianharmonique.
RE 5 Ur | : a PT AT NOT EE 7 À J'ai fait voir, en général, que a, a”, m étant positifs et — , —, ——— nm nm m
fractionnaires tous trois, et ayant pour plus petit commun dénominateur m, l'équation s'intègre algébriquement si m est égal à 5, 4 ou 5. J’ai calculé de nombreux exemples pour ces cas, qui se rattachent à la
(1) [Œuvres d’Halphen, t. II, p. 124.] L7bid UT, p.206]
théorie des groupes finis de substitutions linéaires pour les variables binaires.
Il résulte aussi de ce qui est dit à la page 219 (!) et au chapitre IX de mon mémoire, etA ai eu le tort de ne pas énoncer explicitement, que l'équation s'intègre encore algébriquement quand m est égal à 0, pourvu que 2a+ a ne soit pas divisible par 5.
Ces propriétés donnaient déjà de l’intérêt à l'équation dontil s’agit. Mais voici maintenant du nouveau :
Dans le cas m—1,a—1,a4 —2, trois solutions y1, Y2, Ya satisfont à la relation
PISE EII TENNIS et sont ainsi proportionnelles aux coordonnées de la courbe du quatrième degré, qui se reproduit elle-même par les substitutions de
-votre groupe d'ordre 168.
Pour être tout à fait explicite, posons J= tit aias+ «it:
et désignons, suivant vos notations, par V, CG, K les trois covariants de f, ayant les degrés respectifs 6, 14, 21. - Par les relations HAEIO et 1—œ 1: 0 = C3: K?: 33 96V1
(ce qui revient à faure = —— à la page 449 de votre mémoire ), déterminons le rapport de x,, æ», æ3.
Alors l’équation différentielle admet les solutions
K 3 . A = (&) Ti (t =1, 2,53). |
Pour qui a pris la peine d'étudier ma théorie des invariants différentels, la démonstration est très facile. Elle découle immédiatement de ce fait que les points de coïncidence de la courbe f = 0 (points en chacun desquels, 8 points consécutifs étant pris pour pivots d’un faisceau de cubiques, le neuvième pivot coïncide avec les précédents) sont au nombre de 224 — 168 +56; d’où il suit que, parmi eux, se trouvent les points de contact des tangentes doubles.
À chaque équation de la forme ci-dessus s ’en adjoint une seconde
(1) [Œuvres d’Halphen, t. TI, p. 191.] é
Let bat né à dal dut : ‘à
K3| OV OV OV
AT LE 00x30 0% 30% 2 0x?
JE AR A £ Ô0To 0x3
et de même y, et y: par le changement des indices. Il ne me paraît pas douteux qu'il existe une infimité de cas m—7 où l'équation s'intègre par la formule
K 3 HE (=) F(æ1, Ta, T3); F étant un polynome entier du degré 2(2a+a)— 17. Mais, à cet égard, je n'ai pas jusqu'à présent de critérium bien établi qui distingue ces cas. Il est vraisemblable que les conditions suivantes sont
nécessaires : 2a + d' et 24/+ a sont premiers avec 7.
Paris, le 11 juin 1884.
SUR
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 98, 1884, p. 422.
M. Maurice Lévy a montré (!‘) qu’une verge élastique, de forme circulaire, soumise à une pression toujours normale et uniforme dans toute sa longueur, se place en équilibre suivant une courbe dont la courbure en chaque point est une fonction linéaire du carre de la distance de ce point à un centre fixe. I en a conclu que les questions concernant l'équilibre de la verge se ramènent à des problèmes sur les fonctions elliptiques. Effectivement, lare s, le rayon vecteur r et l'angle polaire 0 de la courbe d'équilibre sont liés ainsi :
r dr dr Apr prie. 0
AT à ARR SEE RER € US De VAE (Art+ Br?—+ Cy.
(1) ds — a T'ÿYri=(Art<Bri+ CG}
Les constantes B et GC ne sont pas données; elles dépendent des conditions du problème, mais la constante À est donnée; son expres-
sion est > p étant la pression, E le coefficient d'élasticité et I le moment d'inertie de la section droite par rapport à un axe, mené au centre de gravité de la section, perpendiculairement au plan de la courbe.
Avec les notations des fonctions elliptiques adoptées par M. Weierstrass, l’inversion des formules (1) se fait comme il suit. La lettre w
désigne une variable, » et x des constantes. Ces quantités sont
(1) Sur un nouveau cas intégrable du problème de l'élastique et l’une de ses applications (Comptes rendus, t. XCVII, p. 694; et Journal de Mathématiques pures et appliquees, 5° série, t. X, p. 5).
réelles, ainsi que les invariants g, 93, : | p 72 DUO s—ap(r)u, TR LP Ce) —.p (£ — cu) | Le (eo) + p (Re iu) | , PAEE A 5 (ia) (2 —êu Terote) J É à ; 2
2 = u + QG " ——.
c(e) 21 p Ps 39 :
- +iu)]s(— +iu à à
Voici les expressions des constantes primitives : 4,(v) désigne la
. Q x Le 2 A SANS AC 39) fonction relative à la multiplication par 3, savoir d3(6) — s(P)? . I k ae p'(e) Pts CP) 2 as p'(p )? x 2 ap (ve) Rs p'(p)?
Pour le cas où la figure primitive de la verge est un anneau, M. Maurice Lévy a précisé le problème ainsi : La courbe*doit étre fermée et avoir un périmètre donné. Il l’a résolu par l'emploi direct des formules (1). J'ai traité le même problème au moyen des formules inverses (2), et je vais brièvement indiquer les résultats.
Les équations (2) représentent des courbes très variées, qui peuvent avoir des points doubles ou être formées de plusieurs parties distinctes. Ces cas doivent être écartés ici : pour ce but, il faut supposer le discriminant 97 — 25 9° négatif, c’est-à-dire les périodes 2 K° et K+:K', Ket K'étantréels et positifs. En outre, l’argument pv, qui, en général, peut sans restriction être choisi entre K° et 2 K’, doit
être moindre que 2K. En posant
ave K’ Le T(o—K') MCE fe té K ,
on exprime la condition de fermeture en fonction d’un nombre positif
et entier 7 par l'égalité
[ = h (3) Tr
a L se EN ARE - 2 | 2 (; + ( ra)
gite HER
Comme À et q sont positifs et moindres que l'unité, le second membre est moindre que l'unité. Donc; s’il y a déformation, le
nombre n est au moins égal à 2, comme l’a trouvé M. Maurice Lévy. Le périmètre S est donné ainsi :
(4) À (=) uen
A 2 3 sl (ae) + SE (ue) + 1—qg? \h? / 1+ gs \ A3 | De là se déduit aisément un minimum pour AS3. Soit Ne eg?
on a s S\3: PERCEES I I
A [— D —— + ans | — — — }.
Or, le second membre décroît constamment pour n' croissant à partir de l’unité. Comme n’ est compris entre 1'et n, la plus petite valeur qu’on puisse supposer au second membre correspond à l’hypo-
La supposition n — 2 donne le nombre 3 pour le minimum absolu.
thèse n — n. Donc
D’après l'expression de À, donnée plus haut, si lon fait S — 27R, on à
: : à . pR3 Donc toute déformation est impossible st l’on a pris Le 5:
C’est le résultat que M. Maurice Lévy a annoncé comme probable.
La limite (n?— 1) ne peut être atteinte que si g est nul : les foncons elliptiques disparaissent et la déformation est nulle. C’est ce qui se vérifie dans les formules ci-après (!), où l’on trouvera, sous forme explicitement réelle, les éléments de la courbe. La variable w a été
: Kzr : ; ) remplacée par > et æ est compris entre zéro et Tr. La courbe a pour
axes de symétrie les rayons aboutissant aux sommets d’un polygone régulier de 2 n côtés; les formules donnent la portion de courbe
(1) Les exposants de Te de Z dans la formule (6) ont été rectifiés conformément
k° h à une indication donnée ultérieurement par l’auteur [Sur une courbe élastique, Journal de l'École Polytechnique, LIV* cahier, 1884, p. 198, note (!).] [Œuvres d'Halphen, t. IV, p. 144.] [Note des éditeurs.]
RP LE STORE NT EE ON ee RE Le. PORN A) AT 17 NE SRE Sy ” NX 22 de LS Pa A + . 2 7 ,
r * r \ T LA L x 4 répondant aux angles polaires de zéro à —r Ce qui suffit à cause de la
3 symétrie | 4 :
4 RE nr E.. = “ x Cu 1 — /h3 ee 3 FA > ; CRUE RER Ne Ttine - — arctang (EE une? ) Ç m= © - »
+ NE CET LS 7 ne $ = cam IE (—1) +19 mn h3 Sin ??2.
NI
Parmi les divers modes de développement que fournit la théorie des fonctions elliptiques, j’ai choisi ce dernier parce qu'il met en
évidence la condition nécessaire dont j'ai parlé plus haut, 6 < = EE
En effet, cette condition équivaut à g «7 h*; elle est exigée pour la convergence du développement (6).
de tué de) | F5 ef 4 nb à ouh à ah n 5 déni dd id
L'expression du rayon vecteur se compose avec deux séries :
> D Ti M? + N?, it COR J = 2 + == RSR — > PO es + fn (1+ A}? 1+(— RE beatr A h'2 m1 - GR G+gh) cosæ—»Vqh (i+qgh—2ÿqh cosx)?
| Im —=% É mm d 71) 2 Eur > (— I )2+1 nm APCE CO )NTS q COS NT, PE (ep) 21 cut h REG Le ic (Gi—gh)sinx N = Vqh —— = Val (i+qgh—2Vqhcosx} 24 n—=2 me ï + | _(Cohym Var à 35 2e te Car en (%) sin NT.
pal q"! l : m1 ! 1 > Cette dernière formule donne, avec (5) et (6), les éléments de la courbe en fonction du paramètre x variable et des constantes posi- 3 uves g, h, astreintes aux conditions À 1, q << h*, liées, en outre, Ë par les égalités (3) et (4) aux données, qui sont AS”, et le nombre 3 entier 72. | 2 … 3 —— — .
NOTE
SUR
Journal de l’École Polytechnique, LIV* cahier, 1884, p. 171.
Soit X un polynôme du quatrième degré par rapport à une
variable x : le problème d’inversion consiste à exprimer VX et æ, à la fois, par des fonctions elliptiques d’un même argument. Très simple de sa nature, ce problème a été compliqué d’une manière fort gênante par l'emploi d'autant de formules différentes qu'il y a de cas à disünguer pour l’inversion en quantités réelles. Je donne ici une solution qui se recommande par sa simplicité. J’y emploie les notations de M. Weierstrass, d’après les neuf feuilles publiées récemment par” M. Schwarz, sous le titre Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Dans ces feuilles, dont la suite se fait malheureusement attendre, le problème de l’inversion ne se trouve pas traité. Je ne prétends ni combler une lacune, ni donner par avance la solution de l’éminent géomètre. Je désire seulement fournir au lecteur les éléments pour comprendre un mémoire (!) qui suit cette note, et qui concerne une apphcation mécanique.
FormuLEs GÉNÉRALES
Si l’on pose 1pu—pvo .o'(u+p) ou) s'(») (1) Ra ET PE TETE TS 2 Sr TT pu — pr s(u+pe) s(u) s(v)
on vérifie sans peine les deux égalités
p'o—2yp'#
2(pe—pu)[pe—plu+e)],
(2) Y=3p9 =p(u+y)+pu—o2pr.
(:) [Ci-dessous, p. 130].
NOTE SUR L'INVERSION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. "121 De ces dernières, résulte 9 ! L/4 9 dy 2 MRC nr Re rpPe ppp} pulpe].
Développant le premier membre et remplaçant :p'v par sa valeur
6 p?e — 5 £2 On obtient
(4) Y=yt—=6po.y?<4p9.y+ gi 3pv=[p(u+v)—pul.
Par la formule (4), ÿY est, en même temps que y, exprimé en fonction doublement périodique de l’argument variable w. Soit maintenant
X = att+ ha ri+ Gas L+4a3x + a,; désignons parS et T les deux invariants de X
S = Aya, — 44; 43 + 3 ai,
T = Gta, +24a;a;— ai — ayai— af a;,
et observons que ces mêmes invariants, calculés pour Ÿ, sont précisément g° et g3, comme le montre la relation p?= 4p}-— g:p— ga.
Ayons, en outre, égard aux coefficients qu’acquiert X quand on
change la variable, de manière à faire disparaître le second terme, et concluons ainsi :
Déterminant les invariants des fonctions elliptiques par les formules 5 LE RE HA À ( ) 82 a? ) 83 ai ?
et l'argument constant + par les relations simultanées et concordantes
A} — dj
6 *E d3aÿ — 344 42+24ÿ K! ) PR a?
II. — Drscussronz
Tout d’abord, plusieurs remarques qui s'appliquent à tous les cas.
L’argument », d’après,les formules (6), est déterminé complètement à des multiples près des périodes. De ce que g», 23, pv, pe sont réels, 1l ne résulte pas que l’une des déterminations de # soit nécessairement réelle. Mais, d’après les formules d’addition, l’une des valeurs de » est réelle à une demi-période près; en d’autres termes, si elle n’est pas réelle, sa partie imaginaire est une demi-période. On verra tout à l'heure comment les deux cas se distinguent.
2° D’après les formules (2), les deux quantités pv —pu et pe — pu ++) ont leur produit et leur somme réels. Elles sont donc ou réelles ou imaginaires conjuguées. D’après (8), le carré de leur différence a le même signe que as. Donc, st à, est positif, pu et, d’après (1), p'u sont réels; st a; est négatif, pu et p(u++v) sont imaginaires CONJUgUÉS.
3° En désignant par w une demi-période quelconque, y compris
à ; : I SU zéro, on obtient les racines de X en prenant u = — +. Soit
Do — + Ye une telle racine, on a, d’après (2), pe—ayope=2|pe—p(: o+uw)| x
Yi—3pr =2pP (Se+o)—2pe
A . À I \ s La première de ces relations montre que si p (: ho) est réelle, je. 2
Yo est réelle, et, par suite, aussi la racine x. La seconde relation _. prouve la réciproque.
4° D'après (5), le discriminant 9° — 292% des fonctions elliptiques a le même signe que le discriminant D —S*—2;T? du polynôme X.
Je passe maintenant à la discussion ee divers cas, et je suppose
d'abord D < 0. Désignant par w, et — deux quantités réelles et positives, on a (Formeln, etc., p. 64), pour les demi-périodes, les expressions | | uw) 10 “e 2 St = —, = U): (0) Da — — WU" 1 2 a 2 2 9 2; 3 5 DE > 9
Ets ET EL ES ET AT PE nr TES ANSE RER De Ma 7 RE MR HS -2E 7 Fr S ES TEERC Ur "4
Les demi-périodes purement imaginaires sont comprises dans la forme mw,, où mn est entier. Cette forme coïncide avec mwy—2mu,; elle est donc réelle si l’on néglige la période 2 mw,. Donc e est réel, à des multiples des périodes près. Si a, est positif, d’après la deuxième remarque, et suivant le même raisonnement, w est également réel.
Si &o est négatif, pu et p(u + e) devant être imaginaires conjur (4 Q , r gués, « prend la forme u = — = ts, sétant réel.
Le cas D <o, que je viens d'examiner, est, comme on sait, celui où X a deux racines réelles et deux imaginaires, Les deux racines réelles correspondent à
DIT
Le / 2 et RE Do = —— +0; 2 u 2
5 PR w Je prends maintenant le cas D > 0. Désignant par w, et Fe deux
- quantités réelles et positives, on a (Formeln …, p. 61) pour les | - demi-périodes les expressions w,, ©, + w3, wa.
Ë D’après la première remarque, si 6 est réel, les quatre quantités À p
Ï z SH :
P a p=+- «) sont réelles, et (troisième remarque) les quatre racines
de X sont réelles. Réciproquement, si les quatre racines de X sont
was da à aus rit j: Re
4 2 7 I : 2” I , réelles, les quantités p (: ep + u) sont réelles; donc sv + est réel
à une demi-période près; donc e est réel (à une période près). En
Le d'u hs Li, à
appliquant le théorème de Sturm au polynôme (4), on trouve aisément sous cette forme les conditions pour la réalité des racines
(9) ._ prp>o, 2g2p0+38g:>0.
Les quantités pe, g: et g, étant données par les formules (5), (6), et satisfaisant aux inégalités (9), les racines de X sont réelles, et l'argument v est réel aussi.
_ Dans le cas contraire, les racines de X sont imaginaires, et l'argument 6 a la forme v5+ 03, ©5 étant réel. |
Si &, est positif, que e soit réel ou non, w peut parcourir deux séries de valeurs distinctes : 1° des valeurs réelles, 2° des valeurs de
la forme w3+ 3, 3 étant réel. | |
Si & est négatif, # ne peut être que réel, et w parcourt les deux
séries de valeurs suivantes : 1° u = — - Hiz;au—— = —- © —+i3, z étant réel. -
Pour chacun des divers cas que l’on vient d'envisager, on trouve dans les feuilles de M. Weierstrass l’expression des fonctions & par des fonctions S explicitement réelles. Le problème de l’inversion en quantités réelles est donc effectivement résolu par le procédé que je viens d'exposer. On en pourra d’ailleurs mieux juger par l'application qui fait l’objet du mémoire suivant.
IT. — rune pe L’ÉQUATION plu — pp POUR UN ARGUMENT P RÉEL.
J'ajoute ici, à propos de cette équation, quelques détails, dont la connaissance sera utilisée dans le mémoire qui va suivre.
pe=6(pe}— 2 84
Soient ?, et , deux racines de p'#, en sorte que
Considérons, en même temps, deux autres arguments ?’, v”
/ 82 Ci p=+(/; pri =— LS
Ces arguments donnent lieu aux relations
(Pro)? = p'(v1) = — a N/ + 2 89 (pi) = (pe) =+ & = RS
Ayant choisi #, et #,, nous pouvons achever la détermination de #, et s,, à des périodes près, en faisant ;
PRIRENT LT RMET P Pi P Po; P Po = P 1:
La formule de duplication pour la’fonction p (Formeln, p. 14) donne .
PC290) = PP, p(281) = po.
D'autre part, la formule (1), si l’on y fait u —— 2, donne
pe+p'(2v) s'(26) a tri d GUIÉRMED 6 PS mr dE er er Gil — > log rot pr—p(sve) o'(29)
(0) QAR RU ECO NP Env
Par conséquent, pv et pe, étant nuls, P(290)=—p V1 P(21)=—p96:
Donc enfin, à des périodes près,
ph =—200, Ph = — 201.
En supposant les invariants 9, et $, réels, examinons dans quels cas #, et #, sont réels. Désignons par 25 la période réelle. Quand + varie de zéro à &, pe varie de —- © à zéro d'une manière continue. Dans cet intervalle, les racines de sa dérivée pe sont donc en nombre pair. D'ailleurs, si #5, ?, sont réels, on peut les prendre dans ce même intervalle. Donc ?, et v, sont tous deux réels ou tous deux imaginaires. Comme pr, est négatif, la réalité de 64 et #, ne peut avoir lieu que dans un seul cas, celui où la fonction pv acquiert des valeurs négatives pour des valeurs réelles de v. Ce cas unique est caractérisé par un discriminant négatif, et, de plus, g, négatif. En outre, g doit être positif, sans quoi Ppfo, P#, seraient imaginaires.
Dans ce cas, D<0, 9: > 0, g3<0, v, et », sont effectivement réels. Nous avons d’ailleurs o <'P9<< 9, 9, et, en même temps, 0 pv, Lw2. Par conséquent,
Ph = 209 — 2 V9 L Wa, d’où Vo > 502
S1 l’on substitue v, et v, dans la fonction
s(39 3 I Va(v) = Se) NP Rs PER RS ESP 82)
on trouve
3 /8&,; ee Le datvo)= 7 (po): ptn)= 4/Eper
Par conséquent, ; 2 Po < 3 2 < P1-
Dans les autres cas, ©, et vi sont imaginaires. Si le discriminant est négatif, p ?, et p'e?, sont imaginaires, et #,, #, le sont aussi. Mais,
dans le cas du discriminant posiuf, p'e, est imaginaire encore, tandis que pr, est réel. Donc », a pour partie imaginaire F demipériode w,; et v, à des déterminations réelles. Pour préciser ce cas, posons ©, — #1 + w3, et prenons p ©, positif. Désignant par e,, €, e3
les trois racines de ÂE— gre — 3; on a (lormeln, p. 23) (e3— e;)(e3—e P #1 = E3 + (€3— €1)(e3— €) (> e >es), Pri— 3 ( Fo MT ECS ei) César, HR (pri — es)? et
De cette dernière résulte que p'æ, ést négatif. Par ce choix, w, est ainsi entre zéro et w4. D’après (10), p'(29,) est négatif, donc aussi p(2w,). Donc 2w, est moindre que w,. Donc enfin, dans le cas du ASC positif, pe admet une racire w,+w3, dans
laquelle D = = oi.
Il est aisé RE tr de reconnaître, pour tous les cas, la nature des racines w qu ‘admet l’ équation pu—po
IT 0 (1) EE
quand la constante + est réelle. Pour l’inconnue pu, l'équation se transforme en cette autre
(12) PALERME CPE TEE 0
d’où résulte d’abord que l'équation (11) n'a que deux racines, à des périodes près. Pour pu, la condition de réalité est (pe)? < 3 82.
Examinons d’abord les cas où cette inégalité est satisfaite.
°D<o,9:>0, g3<0; 0,< 6 < 9. Deux racmes réelles, comprises entre v’ et #,. Ces deuxracines FR dote, égales et Len avec ?; OU avec ne e devient'égal à », ou à v, respectivement. De même, pour 263— 9, 6 <2w,— 9, les deux racines sont réelles et comprises dans le même intervalle que v. Leur somme est égale à — », sauf une période.
2° D>o. L'inégahité (pe)? < 82 est satisfaite si 6 est compris
entre 24, et 26, — 2#,. Les deux racines & sont de la forme w + w3, u! étant réel.
Dans tout autre cas, pu est imaginaire. Je vais trouver alors la partie réelle des racines. À cet effet, je considère la fonction y, définie par la formule (1), et jy mets u — — is, 2 variable réelle
comprise entre zéro et w’,2iw étant la période purement imaginaire, qui est désignée par 2w, pour Do, par 2w, pour Do. Les valeurs extrêmes de y sont
JA TES "( cent Cr P 2 és P NE PRl RE ) ; TI CITE RE UT Se p(S+iw)-pe D (2 +in') 2 2 La constante v est comprise entre zéro et 25 (s — w, pour D < 0;
D =] pour D > o).
Soit d’abord D < o. La demi-période :5 = w, peut être remplacée par la demi-période réelle w, dans l'expression de y,.
S1 les deux inégalités 2: > 0, g3<0 ne sont pas satisfaites, la fonction p” est toujours positive pour un argument réel. Les numérateurs de y, et y, sont donc tous deux positifs; les dénominateurs sont de signes contraires. Donc y, > 0, y,< 0. Donc y est nulle pour une valeur intermédiaire de %z; les racines de (11) ont la
0 à : + forme — = +43, 5 étant réel.
DID 01 1<0 0/MAlO0rS: p = est négatif quand 0, < HA
2 : È cl (9 positif dans le cas contraire. Comme +, dépasse 5 Da > + w2, dans le
” 7 d “ £ premier cas, dépasse ; V2 et se trouve au delà de l’intervalle (2623 — v;,
2W6»>—+%,). Donc p (£ + ws) est alors positif. En ce cas, on a
donc Yo< 0, y, << 0. C’est précisément un des cas où l’ équation (1 1) a ses racines réelles; car on a 269<C 9 <C 26,, ou, ce qui est la même chose, 262— 9, << 0 269 — 9.
c ; (2 (4 En second lieu, si l’on a 2 &62 — p, < TH We 202 —V0; P'( +u:)
= AA + : I 1 Ÿ War est négatif ; 5 est moindre que = w», et Dar est positif. On a doncy, > 0,
Ya > 0. C’est justement l’autre cas où l’équation (11) à ses racines réelles pv eme ps Ces deux cas exceptés, on a toujours y, > 0, yi< 0, et les racines
de (11) ont la forme — = + is.
Soit maintenant D > o. Supposons d’abord o < e < w,, et faisons croître à partur de zéro. La fonction y, est d’abord négative; sa
p’ LAS x 3
2 à (2 P Sons
montre quelle change de signe quand £ franchit w,. Donc y, est
seconde forme
PAST
négatif pour v C2, positif pour v > 2æ,. D'ailleurs, Yo est positif. . 4 ro) = :
Donc les racines de (11) sont de la forme — ; +13, quand elles ne
sont pas de la forme w'+ w3 prévue précédemment. Pour le cas wi, <6 << 2w,, considérons la fonction y en y mettant
(9 Ê $ ° : ? + -U)3 ï he = ; DIT LS et faisons varier z de ZERO Nous aurons
" Le : P 5 —- Us EM RTENRE ES Frp GAIN P # + 01 P es ma CN) —— 3
Ici y, est négauf. Pour y,, faisons décroître # depuis 2w,; nous avons d'abord y, > 0. Le changement de signe du numérateur a lieu
alors
SERA P (2 mn) me a)
Vi=—
quand = + w, franchit 2w,—w#,, c'est-à-dire quand 6 franchit 26,— 2#,. Lorsque v est moindre que 26, — 2w,, nous avons déjà trouvé la nature des racines. Dans le cas opposé, nous voyons qu’elles sont de la forme
AE z De 0 Ge
En résumé, les invartants étant réels ainsi que l'argument donné v (compris entre zéro et la période positive réelle), Les racines u de l’équation
PAP VE
à des périodes près, ont les formes suivantes :
1° DiscRIMINANT NÉGATIF. — 1. 9220, g:<<0. Deux argu-
ments 5, Ÿ,, réels, compris entre zéro et w2 par les relations
PPo= + 5
les racines sont relles si v est compris entre v', et v ouentre2w2—v", 4 LA 209 — Pi.
Il. Dans les autres cas, les racines ont la forme — s His,
où z est réel.
2° Drscrtminanr posirir. — Un argument v\, réel, compris entre zéro et w,, étant déterminé par la relation pr, =+(/8, les racines ont la forme (z+ w3), où z est réel, si ve est compris entre p! et 26, — 9; elles ont la forme — - Lois, st v est
, 0 os A é p — , Q TES AN fa supérieur à 2w,— 6, ;et la forme — = +is, sivest inférieur à v,.
Pour le cas du discriminant négatif, je rappelle encore comment les signes des invariants sont hiés aux grandeurs relatives des périodes.
i Da Cette liaison est résumée dans le tableau suivant, où g—=e ":: 12 F TE 7° pete DAVa, La 02 La 0), q L0,;00420...; 5 10 DA VE r, Dar a0 1403 OS LOL DOAI01 Se Je 03013. ; 2 . à +. LADE Fa / 3° Le V3? Ha UNE RE O0 AO UIDIIL es JU) 1000 1-7, 4 Vente at NB O0 AOSID0 ee 0;
ŒUVRES D'HALPHEN, TOME IV. d 9
SUR
UNE COURBE ELASTIQUE Journal de l’École Polytechnique, LIV® cahier, 1884, p. 183.
PRÉAMBULE
Dans un mémoire récent (‘), M. Maurice Lévy a étudié équilibre d’une verge élastique, de forme naturellement circulaire, et soumise, dans toute sa longueur, à une pression située dans son plan, toujours normale et uniforme. Ce savant géomètre prouve d’abord que, dans la courbe d'équilibre, la courbure en chaque point est une fonction linéaire du carré de la distance de ce point à un centre fixe. D’après cette élégante proposition, l'arc et l'angle polaire de la courbe s'expriment, en fonction du rayon vecteur, par des intégrales ellipques. M, Maurice Lévy se sert de ces intégrales pour traiter le problème suivant : Un anneau circulaire étant soumis, sur tout son périmètre, à une pression toujours normale et uniforme, stluée dans son plan, quelle est la condition pour que la forme cu culaire soit la seule figure d'équilibre de cet anneau ?
Pour un tel problème l'emploi direct des intégrales offrait bien des difficultés. Cependant, par une très ingénieuse analyse, M. Maurice Lévy a réussi à établir ainsi une condition suffisante qui diffère peu de la condition précise, à la fois suffisante et nécessaire. Il connaissait d’ailleurs et a indiqué, comme probable, cette condition précise. La solution du problème était done à compléter. C’est pourquoi j'ai tenté cette solution au moyen des fonctions elliptiques inverses. Telle est l’origine du présent mémoire.
Si je n'étais borné à ce problème, j'aurais pu réduire mon travail à
(') Sur un nouveau cas intégrable du problème de l'élastique et l’une de ses applications, par M. Maurice Lévy (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XCVII, p. 69; et Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3° série, CIASED. 1) É
SUR UNE COURBE ÉLASTIQUE. 131 quelques pages; c'était mon intention première. Mais lPétude de la nouvelle courbe élastique m'a vite entraîné beaucoup au delà. Examinée géométriquement, cette courbe présente bien des formes différentes, dont deux seulement s'appliquent au problème en question. J'ai désiré connaître toutes ces formes et exprimer leurs éléments par des développements en séries explicites : pour rendre ces séries réelles, il a fallu distinguer trois catégories de formules, tandis qu’une seule de tes catégories convient au problème de M. Maurice Lévy.
I m'a paru désirable de rechercher ensuite des applications mécaniques pour chaque forme de la courbe. De là une nouvelle source de développements. Dans cette dernière partie de mon travail, j'ai insisté sur un point de doctrine, qu'il me paraît utule de faire ressortir. :
Le problème classiquêé des prismes droits chargés debout a conduit, on le sait, aux considérations suivantes : en équilibre dans sa forme naturelle, le prisme peut s’y trouver encore sous d’autres formes, qui sont des figures d'équilibre avec flexion. Toutefois la possibilité de ces dernières figures est subordonnée à une condition : la charge doit excéder nne certaine limite. Si donc la charge est au-dessous de cette limite, une seule figure d'équilibre est possible, la figure naturelle. C’est alors un équilibre stable. On connaît ainsi, par cette analyse, une limite de la charge qui préserve de toute flexion.
C’est par une analyse analogue que M. Maurice Lévy résout le problème concernant la stabilité d’un anneau comprimé noçgmalement sur tout son périmètre, et trouve une limite de la pression qui assure le maintien de la forme circulaire; d’autres problèmes, du même genre, peuvent se résoudre de la même façon.
Mais 1l paraît évident qu’une telle méthode fournit des conditions de stabilité suffisantes, non pas nécessaires. Dans le problème classique, comme dans celui de l’anneau, cette circonstance est sans inconvénient. Mais on doit prévoir que, dans d’autres cas, la
même méthode puisse ne fournir aucun renseignement. Je montre
que de teis cas se présentent : l’un d’eux est d’une netteté parfaite. Envisageant uñe verge élastique circulaire, dont les extrémités sont fixées, et qui n’est soumise à aucune force, J'ai démontré que cette verge est suscepüble d’une infinité de figures d'équilibre. Si maintenant on la soumet à des forces quelconques, permettant l’équilibre sous la figure circulaire, comme, par exemple, une pression partout
normale et uniforme, on ne pourra trouver, dans aucun cas, une limite de ces forces ou de cette pression, qui, suivant l’analyse précédente, préserve ‘de toute flexion. Ce fait est évident, puisque l'absence totale de force n’en préserve pas non plus. Pour de tels problèmes, la méthode cesse de réussir. Il faudra, pour les résoudre, qu'on découvre d’autres procédés. ;
Voici le plan du présent mémoire :
Le premier paragraphe contient la représentation des éléments de la courbe élastique par des fonctions elliptiques d’un paramètre. Le deuxième paragraphe est consacré à la discussion des formules, poussée aussi loin qu'il a été possible en conservant les algorithmes des fonctions elliptiques. Dans le troisième et quatrième paragraphe, les formules sont développées, et les éléments de la courbe sont représentés par dés séries explicites. La division des deux paragraphes répond à la distinction essentielle des deux cas qui s'offrent dans les fonctions elliptiques à module réel, et basée sur le signe du discriminant. Ce cinquième paragraphe a trait aux applications.
[. — EQUuATIONS DE LA COURBE ÉLASTIQUE.
A. Soient Let le rayon de courbure et le rayon vecteur en un point. Îls sont, suivant la proposition de M. Maurice Lévy, liés par la relation ,
les lettres À et B désignent des constantes; B n’est pas donnée et se détermine par les conditions du problème; A, au contraire, est
donnée : son expression est À — TL P étant la pression, E le coef-
ficient d’élasticité, 1 le moment d’inertié de la section droite de la verge, par rapport à un axe mené au centre de gravité de cette section perpendiculairement au plan de la courbe élastique. Au point de vue algébrique, nous avons à retenir que À est une constante donnée posiuve, le rayon de courbure étant compté positivement quand la courbe présente sa convexité à la pression, négativement dans le cas opposé.
S1 l’on désigne par À l'angle du rayon vecteur et de la normale,
par 0 l'angle polaire et par s l’arc de la courbe, on a
dr ESA 700 I d(r cos À) (5) sinÀ =) COS À — 2e , ds cond Employant l'expression (1) admise pour p, on conclut, par une
intégration,
“Urcos = Art R7r2 0,
rsink=Vr?—(Art+ Br?+C}, Art+Br+c (3) : dû = TNT TT SECTE ds, rar
(4) = ———_——_—————— |, Vri—(Art+Br'+Cy
2. Dans les équations (2), le rayon de courbure est compté positivement quand, 8 ets variant dans un même sens, la courbe présente sa concavilé vers l’origine. Pour concilier les deux conventions, 1l faudrait mettre le signe + devant rcosÀ et, par suite, devant l’expression (3) de «dÜ; puis choisir ce signe, en même temps que celui du radical, de telle sorte que _ fût posiuf en un point où la courbe présente sa concavité à l’origine, sa convexité à la pression. On pourra cependant négliger cette précaution, qui entraîne seulement à changer le sens posiuf de rotation pour 0, sauf à interpréter, quand il y aura lieu, le signe duü rayon de courbure. Je prends donc les formules (3) et (4). J’introduis d’abord, pour l’homogénéité, une longueur constante et positive x, et Je pose
EE La. pe 4 2 2 r 1/5 X =? (Art+ Br2+ Cy.
3. Je fais maintenant l’inversion suivant le procédé indiqué dans la note précédente (1). Il sera plus aisé d'exprimer À, B, C par les nouvelles constantes que de faire l'inverse; etl’on y parvient, sans calcul, comme 1l suit, À cause de la forme que revêt 1c1 le polynôme X, je pose ne (pe puMpr Ep) 2 fp'e —2ypv), (5) |
Art+ Br2+ C— = (?—3pe) = 2 [pCu + p)+pu—a2prl|.
(1) (Ci-dessus, p. 120.)
Tirant y de la première équation et substituant dans la seconde,
jai : ke nee AT Ce 2 ( p'e ) ce 3 | | (6) Paper: DE 2a(pv)? | 2p'# P
L'expression de C est à remarquer; elle peut s’écrire aussi
ar LÉT ŒOCIU) EI (6 bis) Re PUUTer
Au moyen de la relation (3) de la note, on déduit de (5)
per /
A SCT ANES L'ecrsAroe TA TEE Brie CR=e — (2) = du 1
puis, d’après (4),
di ds = apr —)
u (3) S —Ap'pe— + Const.
J'ai ensuite, d’après (3), (4)et (5),
du Ps lp prod Pr pr $ d 1 S'(p) o'(u) œ'(u—e) c'(u+e) o'(u +ao) (8) Rp ur re CS UPET T O TS DE Ne On D
dû p'? p(u+e)+ PU——=3PP I | p'e p'e 0 | F PTT RE Dev in IT Te 0 EN Ce ET NS AE PetNe he || 2 PUuRDE plu+r)—pe
S'(v) s(u) g(u—+v) DCE. pe) S'(u +29)
LU CNE RES CE) Ce
= HRCONSL:
(9) 13000) ot °o(u+r)o(u+2r)
Les équations (5), (3) et (9) donnent le rayon vecteur, Parc et l'angle polaire en fonction de la variable w et des constantes 4, p, 2, G2; tandis que les équations (6) donnent À, B, C. Il s’agit maintenant de discuter ces équations et de mettre les formules sous forme explicitement réelle. Je réunis d’abord dans une discussion générale les divers renseignements que l’on peut facilement obtenir sans
aucune transformation .
IT. — DiscussroN GÉNÉRALE.
4. Que le discriminant soit positif ou négatif, e sera réel, puisque le coefficient de z' dans X est négatif. C’est ce qui a été établi dans
7 3 " te :
la note. En outre, si D est négatif, w est de la forme w = — - + r3;
(2) : ro) À : HF de l’une des formes —=- +13, — Huit, Si D est positif. La
. ds ‘46 3 , 4 # Variable z et —;, — sont des quantités réelles. dz-dz |
5. Si25 est une période, les formules ne sont pas altérées par le
changement de e en 25 — # et de w en uw +-v. Prenant 25 réel, on n'apportera aucune restriction en limitant le choix de » dans l'étendue de la moitié de cette période. Je prendrai 6 entre w et 25; p'v sera alors positif. En mettant alors le signe + devant ds, comme Je l'ai fait pour obtenir la formule (5), je compte les arcs positivement dans le sens assigné par les valeurs croissantes de z.
6. Soit 215 une période, w' étant réel. En faisant varier 3 depuis zéro jusqu'à 25, on obtient une portion de courbe (C) répondant à des angles polaires variant de 0, à 0,+0,. Pour les autres valeurs de z, des portions de courbe, égales à (GC), se reproduisent et.corres-
pondent aux angles polaires de 0+0, à 0,+20,, ..., de 4, ds d9 dz’ dz par rapport à w. Dans le cas du diseriminant positif, il y a deux
à 05—0,, .... Ceci résulte de la périodicité des fonctions
séries de valeurs pour w, partant deux courbes distinctes. Dans le cas du discriminant névatif, il n’y a qu’une courbe, ou, si l’on veut, la
Saut, x. I ; ) ; courbe est d’un seul trait.
7. Aux valeurs de z, muluples de w', répondent [ Note, $ IT, troisième remarque (p. 122)] les racines de X ; par suite, les minima et
_maxima du rayon vecteur. Les minima et les maxima sont alternés. HA SUNCE à dz’ ds l’on met, pour 3, mw'+t ou mm — t. Chaque rayon vecteur maxi-
conservent les mêmes valeurs respectivement si
De plus; r?,
- mum ou minimum est donc un axe de symétrie. La distinction des _maxima et des minima se fait aisément. On a
LÉ
Fe = a?p'e[p(u+e)— p'u].
De là résulte, pour u = — - + EZ,
Er") = 22p'ep' = dz? RCA CR,
quantité positive quand # est supposé entre © et 25. Ainsi le minimum du rayon vecteur a lieu pour u =— .
Dans le cas du discriminant positif, nous avons une seconde courbe répondant à U—=— = +0 + i3. Dans la formule précé-
dente, p
0 (®) + - est alors remplacé par p'(- + uw et le maximum du 2 P P P 2 - 4: ]9
. p rayon vecteur a lieu pour u = — ae
TO
Le dénominateur pu — pe n’est jamais nul n1 infini dans le champ que parcourt w. C’est uniquement le numérateur d’où dépend la connaissance des points d’inflexion. L'étude faite et résumée à la fin de la note fournit les résultats suivants, relatifs à une portion de courbe comprise entre deux rayons vecteurs maxima et minima consécutifs :
1° DiscRIMINANT NÉGATIF :
A. Si, g2 étant positif et g3 négatif, # est compris entre 262 — P, et 262 — 9, il n'y a pas d’inflexion.
B. Dans tout autre cas, il y a une inflexion.
2° DiscrIMINANT POSITIF :
UE OPEN
ne contient pas d’inffexion.
D. Si 6 est supérieur à 2w,—+, cette courbe contient une inflexion.
« f L) he E. La courbe correspondant à u——;+is ne contient pas
d’inflexion.
9. Pour connaître le sens de la convexité sur un rayon vecteur
En À a : : : de minimum, il suffit de considérer, à la fois, les signes de © et de 7 AU s
SUR UNE COURBE ÉLASTIQUE. 137 oint correspondant. où plus simplement le signe du- produit ME P DAMES de [ 5 Ê Ts
Sur un rayon Maximum la concavité est nécessairement tournée vers l’origine. Donc, sur un rayon minimum, la concavité est tournée
Les s : ad à Re Ag ta ge : n T vers l’origine ou bien du côté opposé suivant que PT à, SUI le rayon
minimum et sur le rayon maximum, deux signes pareils ou opposés.
Le signe de o est connu d’après l’étude faite dans la note. En désignant par 9, et p, les valeurs de o pour 3=0 et :—=5%w, nous avons, en correspondance avec les cas distingués au n° 8 :
Po > 0, Pi 0, Po LO, P1 > 0, Po >.0, Pi > 0, Po > 0, pr <O, Po 0, Pi <O.
saoavr
; : A0 - : ; Quant au signe de es il est le même que celui de la fonction Y F=plu+e)+pu—ope.
: a POULE — 5'ona
I EF p =Ho=pe pr
et il est visible que F, est positive ou négative suivant que v est inférieur ou supérieur aux deux tiers de la période réelle. Le signe de F, est immédiatement visible, et, en résumé, on obtient les résultats suivants :
1° DiISCRIMINANT NÉGATIF :
ce | <<0, note
Il est à remarquer que uw: se trouve compris dans l'intervalle s J
caractérisant le cas À, comme je l'ai établi dans la note,
2% DiscRIMINANT POSITIF :
PE RSR AS. (S a) CNÉPES Le He (Z 2 PRE
eo À dû dû 9: RTE Ho u—--- +iz; T.) LOS (2)
oi] ds / ; ds }, A
$ dû ve = Dans les cas À et B, (5) et p, sont positifs et correspondent à | Te …
un sommet de rayon maximum. Donc le rayon de courbure est compté positivement du côté.de la concavité. Donc, pour les cas où le discriminant est négatif, la pression est du côté de la convexité aux sommets de rayons maxima. ù
ds pour les cas où le discriminant est positif, et pour la courbe qui
k : : d6\ Dans les cas C, D, les mêmes faits ont lieu pour () et 0,. Donc, ; 0 :
, : [2 . . nr répond à u = — à + w,+ 13, la pression est du côté de la convexité aux sommels de rayons maxima.
d r . \ Dans le cas E, (5) et o, sont négatifs et correspondent à un
sommet de rayon maximum. Le rayon de courbure est compté négativement du côté de la concavité. Donc, pour le cas où le dis-
AR se he. : D x criminant est positif, et pour la courbe qui répond à u = — - +1iz positif, et p quirép > + Us,
la pression est du côté de la concavité aux sommets de rayons
maxima. |
10. L’attention est appelée ici sur le cas singulier où la constante ©
est égale à20; les équations (5) montrent que, pour ce cas, r, est
ds car la constante C est nulle.. Les sommets, répondant aux rayons
dû : : RES ë nul et que (5) n’est pasinfini. Ceci résulte aussi de la formule (3);
vecteurs minima, sont réunis à l’origine des coordonnées.
11. Un autre cas mérite encore de fixer un instant l'attention, c’est celui où # est égal à la demi-période réelle. Comme p'v est alors nul, il convient de prendre v infiniment voisin de w, pour réduire les formules à leurs limites. Pour obtenir une courbe dont les dimensions soient finies, on prendra & infiniment grand, de telle sorte que 4p'v
ait une limite finie. La constante À est alors nulle, d’après (6), et nous retrouvons la courbe élastique, ‘déjà connue, qui répond à l’hypothèse qu'aucune force n’agisse sur la verge ailleurs qu'aux extrémités. Dans cette courbe, la courbure est, en chaque point, égale à une fonction linéaire de l’abscisse de ce point. En prenant cette propriété pour définition, on parvient facilement aux équations. Mais ici il ne sera pas dénué d'intérêt de retrouver ces équations comme des limites vers lesquelles convergent les équations de la courbe élastique plus générale. C’est ce que je ferai en détail plus loin, me bornant pour le moment aux observations suivantes : 1° 0 est infiniment petit; 2° r est infiniment grand et sa partie principale est indépendante de uw, comme le montre la première relation (5) don-
nant © DE pour cette partie principale. On SR par là que le (
centre des forces élastiques est à Pinfini. La limite de 76 est l’'ordonnée, et celle de (r — 7) est l’abscisse. La première équation (5) donne, conjointement avec l'expression
de6; (n° 8);
Cette formule limite met en évidence que la courbure est une fonction linéaire de l’abscisse (7 — 75).
12. Outre les formules ci-dessus, donnant explicitement, en fonction de la variable w, le rayon vecteur, l’arc, l'angle polaire, le rayon de courbure en un point quelconque de la courbe, on peut en composer plusieurs qui expriment de même quelques autres éléments, et qui sont utiles pour les applications. Par exemple,
(cos À + £sinÀ) = a(pu —pr),
r(cosÀ—rsinÀ)=a[p(u+vr)—prel]. S1 donc on a mis pu — pr sous la forme
pu—pre=P+iQ, on aura
lO
r=3Y/P:+ 07, tangÀ —
En outre, si S désigne l’aire de la courbe, on a dS —
r? d® et il
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en résulte
= Rap GAL
formule qui donnera aisément S par l'intégration de P. L’angle À sera donné encore de la manière suivante :
ds du PNR D AT 47) e IIT, — FoRMULES ET DISCUSSION POUR LE CAS
D’ UN DISCRIMINANT NÉGATIF.
13. Je vais maintenant examiner de plus près les formules qui déterminent la courbe élastique, et exprimer les éléments au moyen des fonctions 3. I y a deux manières de transformer & en 3. Je choisis ici celle qui me paraît appropriée le mieux au sujet.
La fonction s(æ) s'exprime toujours sous la forme ae°"*S,(cæ), dans laquelle a, b, c sont des constantes. Si l’on fait cette substitution dans la formule (8), on voit que a et b disparaissent; on devra simplement mettre 3, (cw), 3 (cæ) au lieu de S(æ), 5'(w), et multiplier le second membre par c. |
Au lieu de la variable 3, j'en prends une autre s' en faisant {3 — 20,2/, par conséquent
ne
La variable z' est réelle. La constante c, dans les formules que j’ap- , I :
plique (Formeln, p. 66), est — Te Par suite, dans la formule (8),
la constante © disparaît; il y a à faire un simple changement de
: : do Ô dÔ signe, si l’on met a AU lieu de J
+ En désignant par Q la quantité
réelle et positive
AE Q —_ Tee) 20; on a, pour la période + de 3,, I :
La formule (8) devient celle-ci, où j'écris pour abréger
Pau J,(w) GER
dû I 1QP 1Q 0 1Q 0 ECRIRE EN ! ne ET to Qu dz’ | if ( W9 }+/ (z 2 =) : (: ee)
(12) az [sr () air],
et, pour la mieux préciser, J'en donne un développement. Je vais employer ici, et dans toute la suite, les développements en séries trigonométriques. J’ai d’abord
SE SEATE S'(w) A ei Em ni FU) ee Ta re)
d’où, à cause de légalité (10),
(12 bts) (RE) +2 2 [ete
Oo DE
Le développement en série trigonométrique est le suivant, du ét
Im — © ET 2 > ns KA À LEO 2 (W Fr HS T3
Il est valable quand, dans la partie imaginaire de w, le coefficient de £ est moindre que Q en valeur absolue. Je poserai, pour abréger Pécriture,
ue 2H Q(v—w;,) d
(13) D Cr RE Te Fe
Ces deux quantités q, h, réelles et moindres que l'unité, remplaceront maintenant les autres constantes. Par leur moyen, on obtient
VORE LEaR DT | FES q? nr (14) = (- PE Fi R)+,..
QE I
Ce développement converge, car, # étant compris: entre w» el 26», on a g< h. Mais la convergence se ralentit quand + se rapproche de 26; aussi est-1l bon de prendre un second développement, au moyen de l'égalité
Ji (w) LE Lim en Ti(w— 2x) A ch 1Q(2w3— 0) ; Zi (w) Ti(w— 27) S W 3! res * De là, au moyen du développement de 5, en série trigonométrique, on tre É PR 2 h de Le? q* (15) — ES +=) GT) D h=— q lg h° 1 — q°? le Jim 4 ‘qi A = FES ttes Lt gr ( re a) Es
15. Je ramènerai les quatre autres termes de la formule (11) à la fonction S,, et je rappelle d’abord le développement trigonométrique
1 nt
Jotw NV Q -
SAS di = {Tr ) Rue SIN 2 NT W.
TJotæ) md il — 4;
Si l'on y fait w — 3! — ’ +itete-?#—= $, on trouve, en séparant
le réel et l'imaginaire,
œ/ ’ Ù . 2 € nt 2.0 ET it) Fe de = Bb C ee ’ é (16) DEN ee DOTE N DATE EN et + (— 1) pm siNn2MTZ EVE ss PES E + (— ie Ds che To era) m=1 J nt 1 — © : à NT (-0"g?
Se 2LT Ÿ ee — +(— LIVE Gu COS2MTZ.
cmd | —+- (— À RSR qe pe =
Cette formule est valable dans le cas de convergence g << £?, 8 étant moindre que l’unité. Par la formule
me I = Ji D — —T 3, (®) | i( 2 ) EE = EE © —— 31 (w) œ _s Le 0 CT so) j obuens EL Oe ù ep ; I tQ(P — w) SA on TT LE © ——— , ( ) 2 Wa Pr V4 0 fs Â 26) ve {
PISE DU È Se Hoi PNR [Q(D — wa) fl — = ing = + —— |.
2 Wo
ul NS euh Re
s'impose la restriction
_ SUR UNE COURBE ÉLASTIQUE. 143 Par la formule SEL ” s) TC) 3; NP. > © = — UT + ——————; 3 ‘ 3 1(®) %, (e eo :)
j obtiens encore
8) 202 So 4 2 W3 Role rs MAR 310 (V — VW: } — f (3 — =—3ir—-— 3 — 2 Woo 0 er 2 Wa
Pour les seconds membres de (17), on peut toujours appliquer le , 3 D — Wa . : I ‘ développement (16); car nas moindre que =: Mais, pour (18),
3(P — w; l Vs re A
ane <7 =; c'est-à-dire p << <w2. Pour le Wa 2 ee)
cas opposé, Je modifie les formules (18) en retranchant encore une
fois de l'argument la période = :
31Q0. TE OCT 1030 Hu.
1e B: 2 62 Jo Â 2 9
23 s) eo 21 RE } PR re A CAT r 3) ROLE 1Q(30 — 5wa2) f —f|3 — ee CS nl ee dut a 20) To { 2 UW9
. (36 — 5wa2) Pts ; : + Ses S1 -—" est positif, il est moindre que =: S'il est négatif, sa
2 Go
valeur absolue est moindre que ne lorsque » surpasse Te J
En me servant du développement (16) pour les seconds
membres de (17) et (18), et tenant compte de la formule (12), j'obtiens dô
= Ti = 2UR + 2rŸ AmCoOS2MT3';
et le coefficient général À,, a la forme suivante :
(ee [1+(—1)"+1 en (n((/2) [r+(—i)ritt hm] (19) HUE ——————— — — — ——…—…——……———…—.——— ——"———————— ———…"…——.——————— LR ee HT 2 croen SALSE
I + ( Pa RÉ E
Cette formule est applicable dans le cas 6 << + w2 seulement;
ce qui équivaut à q < h3,
En intégrant, j'obtiens
mn = ©
SIN MT (20) P=rprs+ D EU me meer (4):
TA
Cette formule, propre au cas p 3 Wo; donne les angles polaires, comptés à partir d’un rayon vecteur minimum; elle met en évidence la périodicité par rapport à z'. Le rayon vecteur maximum le plus
ob . . I voisin s'obtient quand on fait 3 —=+;; la formule donne alors
Ü—+ur. Ainsi l'angle compris entre deux rayons maxima et minima consécutifs est égal à ur.
Les formules (18 bis) donnent d’une manière analogue
de
Re = ur 2m + ar D B cos2mrz, ds ns
et Le coefficient général B, a la forme suivante :
= Es r)7 q “ m+1 him Hi . [IH (— 3) h ] pr ex # r\n +l y} ve (7%) re q |
Pour mettre la convergence en évidence, il convient d'écrire B,, de deux manières différentes: 1° si 6 > 3 V2 c'est-à-dire g?> *, on
écrira
(21) br a [1+(—1)#rthm]
MOMESnt
(‘) Dans les Comptes rendus, t. XCVIIT, p. 422, J'ai donné les formules sous une forme un peu différente. La forme actuelle est plus simple. En outre, dans la formule (6) des Comptes rendus, p. 424, j'ai laissé échapper une faute. Les exposants
: | mm à ts L exacts de (2) et de (2) sous les signes » sont — au lieu de mn. [ Voir Œuvres d'Halphen, t. IV, p. 119; la correction indiquée par Halphen y a été faite. ]
/ A 3 CPE: | - o « , = F .
De | 5 Wa PC 5 Wo, c'est-à-dire k%< q << h?, on écrira
" us J m q Fi mt m GI Er pmnge 0 0e (/ 4) Decouverte
CONSO
Telles sont les formules pour le cas + > 402) et l’on en conclut
IN
5 SIN2MTZ!
(22) 0——97T(1—u)2 + Ù Deer m : =
L’angle, compris entre deux rayons maxima et minima con-
sécutifs, est égal à —T(1—u).
18. Dans le cas singulier ? — se les formules (20) et (22) ne
sont, ni l’une n1 l’autre, applicables. Les deux derniers termes de l'expression (11) sont alors
f(z'+2iQ)— /f(3'— 210) —=— Sri,
et la formule finale se réduit à
HI
: EN sin2nNT3 HR TE ua D CP,
el Lie m : MEN
RANCE — j}2+1 jm
7” c S q ee man) à LEA AU h 1+(—i)tiqm?
DL 92h15.
Il faut avosr soin de se rappeler que, dans ce cas singulier, la courbe passe à l’origine des coordonnées (n° 10) et que cette circonstance se présente 1e1 pour z/= 0. La formule précédente suppose que l’axe polaire coïncide avec la tangente à l’origine. Si, pour observer la continwté avec les autres cas, on veut que l’axe polaire soit normal à la courbe au point z/— 0, on devra écrire
L Mm— ; . !
Tr SINn2/2T 3 0———7r(1—-2u)3 + Ù Cp ——:
2, nm
" m=îi
L’angle de deux normales consécutives, issues de l’origine, est encore UT.
19. L’arc de la courbe est donné par l’égalité (9). En y introduisant la constante À, au moyen de la | remière des formules (6), nous avons
SAS Ua EE (= Ce) re
Désignant par b la constante mentionnée au n° 13, et qui disparaîtra, nous obtenons, par le calcul du n° 14,
rQ = 9200+ —(u +2),
rQ du pe = — 20 — RARE La dérivée Fe se calcule aisément d’après l'expression (13) de , qui donne | 3 dh 2TQ TS = — w R; il en résulte
ve rQ\? — h q (23) pe=—2b+4(T) x +
I N ne ti SF Rt mq"
1+(—1)#+iqgm (x A um). |, ou, avec la seconde expression (15) de u,
b ob lee Ai RES (23 dis) pv 20 (=) | es Ur sl
(—1)2+1 mh' EU à An PE Thom SET M
En dérivant une fois encore, nous obtenons les deux formules AY USE NS UE NC) q 1 “ 7 A Se
+ A —h) SL [ += (— 1)/1+1 qm hum ?
ei) A(E) 2 han 4 TZ
(hA—q} 12" q pee
(— 1)72+1 m>?h"1 ie
(: Pa) = RUE (— p)72+1 qu
\ A2 S LA L’arc s compris entre les extrémités des deux rayons maxima et minima consécutifs correspond à 3! —
STAR
' PLPS" pe De + RC 17e DAY dr Ce), LR dE dr" De his t … TH à RU TD RIT PME Te PS vire
SUR UNE COURBE ÉLASTIQUE. 147 20. La courbure a (n° 8) pour expression
I 2 [tn at Res |:
CMP ioape|vLu:E 0) œ(u) o(e)
. LL A S En faisant disparaître « par le moyen de la longueur constante æ
_et employant pour les fonctions © les expressions calculées dans les numéros précédents, on obtient
gen
= D ie (mm coms.
ST 2123 P
2 D'après (5), le rayon vecteur est le module de la quantité complexe &(pu— pv). Faisant disparaître «, on pourra écrire
I ÉZ'\ 2 W9 2 een É (à) x mod.(pu — pe).
On a déjà calculé pe (n° 19). Quant à pu, on aura (n° 15) Sd ALLO EE. D loir ie mi Posant Q \?
pu—pr — (2) (M+cN), on obtient # 5 ( è : h m = © AE es :
= ——__————— — ER RRE RS 2 RE RE En UE a 7 PA (i+ Ah)? > 1+(—1)"+iqu Le ee ) UOEN | RENTE.
m= (—1}"m (1/2) [I AE (— 1)" hmn] ke (26) 2e > Te (— CA Q UE COS2MTZ , DEA + DANIEL : - M = © (—1)1+1 m (1/4) [1 +(—1)7rr1 hm] | N°—= > CS Dre Te siIN2MTZ'; m=1i IN 2 ne Pr AS (27) r=<(=) ÿM2+ N2.
Aux maxima et minima, N s’évanouit.
22. Les quantités M et N sont proportuonnelles à celles qui, au
n° 12, ont été désignées par P et Q. D’après l’expression de r? db, établie en cet endroit, on voit que M s’évanouit pour les points où la tangente passe à l’origine. En outre, l'intégration de M fournit l'aire S de la courbe. Si l’on pose
M = h 4 ( I = —— — ne m sq (1 + k}? D RUE Se À hn +h NL 7 TIVE="00 gh S (—D7Himhm q?" PRES (h—gM x D Tee (—1})7+1 qe LS h?2m Ë DE
on aura cette expression de l’aire S
m = Æ ? \m I t3 TE (Ep) h UMR S = TUE E ÿ (re “ AG ee er AS h 1e (— Ljet1 GA) mm = 1
D’après la dernière formule du n° 12, et l’expression de », on a aussi M = © ho > | à q 1+(—1)2+t1hn sin2mrz 0—}—aourz + > =] )7t — SR ; pis 4 L ( ) h 1+(— 11 g' mn HUE :
ITEM
ce qui est le second membre de la formule (24), et aussi
TI1=1® : De h(4h — h2-—1) re N mq/" EC ae (4 NE, J# ml NI ( Li ( Jam UM
Es GRAN SENMÈSE q?) > (— 1) m8 ht à qi ; (A — q Le ee (— pre jai: h2n 11 —=4À
et nous aurons pour 7? une seconde expression résultant de l'égalité (5), savoir
Cette formule a l'avantage de donner un développement explicite de r?, tandis que la formule (23) exige la formation de deux carrés M? et N°. Elle est, en outre, précieuse pour les problèmes où interviennent les points d’inflexion; car on en tire, pour le rayon vecteur
d’un point d'inflexion,
94. Je mentionnerai enfin une autre expression du carré de la courbure, déduite de l'identité
I p'u — De)
pu+po+p(u+e)= È Sent
Pour utiiser cette identité, 1l faut connaitre l’expression de la
&: e x 2 constante b (n*% 13 et 19), dont, jusqu’à présent, nous n'avons pas
eu besoin. La voici :
AT ONE I (—1)2#lmgmn th te > U)2 24 Ve on ne © TT” As
Soil, en tenant compte de cette expression,
NT
JET Le Ê l Ps rue __p}ntihn |2 RES 12 SE ray at > PA AN ES STE PIN ARE 1) À PEN ni I qgh NV (— p)72+1 m(/h" — q"}? :
D (hA—g} md hn[i+(—itign]?
on a facilement I mz!\?
95. Je vais maintenant étudier les diverses formes que peut affecter la courbe. L'élément le plus essentiel de cette discussion est le signe
du nombre ui En tenant compte de l'égalité
a b à rQ du.
pp=—2 +2() 1h!
et observant que pe est constamment croissant quand 6 varie de w2 à
. d A , A Ÿ 2W?, On VOIt que — croît constamment quand À décroît depuis 1 A
jusqu’à g. D’après (15), finit par être infiniment grand et négatif.
Donc, si, pour À infiniment voisin de l’unité, à est négatif, u reste toujours négatif et sa valeur absolue croît constamment. Si, au contraire, 1 est d’abord positif, 4 commence par croître, atteint un maximum, décroît et devient enfin négatif. La distinction de ces
deux cas est fournie par le signe de la limite de : à x pour h infini-
ment voisin de l’unité. Le premier cas se présente si l'on a
20e HT I es an A Et 1== 7 CT ol le second, au contraire, si l’on a PNR 3 q3 SR D er 119 I-— q°? 42 o)
Le passage d’un des cas à l’autre n’a lieu que pour une seule valeur de g. On en fait le calcul plus rapidement en observant que, d’après (12) et (12 bis), la distinction des deux cas se réduit à celle qui affecte la quantité 3, (0). La valeur de 4 est done fournie par l'équation
nin+îi) 1—9g —25q3+ 49q+ 81q0+...+(on+i)(—g) ? : +...=0o.
Elle est voisine de -, et son calcul avec six décimales exactes, qui
n’exige que les quatre premiers termes, fournit le résultat suivant :
26. Dans la discussion, je considérerai g comme donné, et j'examinerai les diverses formes pour les valeurs de À décroissant depuis r jusqu’à g. La constante À est une donnée, d’où dépend seulement la grandeur absolue de la courbe; les proportions relatives ne dépendent que de g et À.
Le cas limite que j'envisage d’abord, et qui répond à k — 1, offre des particularités dont la formule (24) est la source. Si l’on suppose À infiniment petit avec 1 — X, la courbe dégénère en l'élastique ordinaire; comme je l’ai déjà observé (n° 11). J’examinerai cette hypothèse plus loin. Mais, pour le moment, afin de laisser le centre des forces élastiques à distance finie, je vais prendre A infiniment grand du second ordre, en supposant 1 — h — « infiniment petit du premier ordre. Alors l'arc s,, compris entre deux sommets consécutifs, est infiniment petit du premuer ordre; As? et r ont des valeurs finies;
u est infiniment petit. Les rayons de courbure sont infiniment petits et les deux extrêmes, d’après (25), sont donnés ainsi
NL —oo m+ > J 8T Reste nnoss ù en 0 2/1 + ? 1 RE ae) m = 0
Le signe + convient à o,, le signe — à 04.
La forme limite, ainsi définie, ne saurait être représentée par aucune figure; l'arc s, est, en même temps, infiniment petit et infiniment courbé. Mais on peut imaginer cet arc comme la limite d’une figure, susceptible de deux formes très différentes, suivant le signe
de pe.
1° 4 >0,107093... — Dans ce cas, u est négatif. Soient o4, ob deux rayons minimum et maximum consécutifs, répondant le pre-
: 3 1 x Ans MIEE à,3/—.0, Je second à7/— 53 ce dernier faisant avec oa un angle infiniment petit et négatif, Tr. La courbe présente (n° 9) en a sa
E Lé d » L Q dô ° .
convexité, en b sa concavité vers l’origine ; et est positif en a et b.
La forme de l'arc s, est donc celle d’un S retourné, si le sens des angles positifs est inverse du sens adopté pour les aiguilles d’une montre. La courbe entière offre un point double sur le rayon vecteur de chaque sommet. Cette forme est indiquée par la figure 1 ().
Dans cette figure, comme dans toutes les autres, j'ai marqué par une grande flèche le sens de la pression en un point; j'ai tracé en
‘ De : I plein l’arc ab limité aux points a et b donnés par 3'—0 et 3 — >. En supposant une verge limitée à ces points, et tenue en équilibre par des forces appliquées aux extrémités, j'ai tracé des flèches en a et b; le sens de ces flèches indique la direction de la force élastique exercée par la verge en ces deux extrémités. Cette force est perpendiculaire au rayon vecteur, par conséquent, en les sommets, tangente
à la courbe; elle a pour mesure pr. Je renvoie le lecteur, pour la démonstration, au mémoire de M. Maurice Lévy (p. 8).
2° qg<<0,107653... — Dans ce cas, u est positif; les signes
A dû A 7 , È Si extrêmes de 77; Sont les mêmes que précédemment, comme aussi le S
(:) [Pour les figures, voir la planche placée à la fin du mémoire, p. 192.]
sens de la convexité. La courbe entière présente l'aspect d’une roue.
dentée. Cette forme est indiquée par la figure 3.
97. Examinant maintenant la suite des valeurs de X, je vais obtenir les diverses formes en suivant les modifications des figures 1 et 3.
Si nous nous reportons aux résultats généraux du n° 9, nous voyons qu'aucune modification essentielle n’est apportée à la forme de la courbe tant que, 4 conservant un même signe, on ne passe pas du
cas B au cas À, et qu’en outre # ne franchit pas la limite +w,, c’est-
à-dire À la limite Va.
Le passage du cas B au cas À n’a lieu que si g2 est positif et g3 négatif, c'est-à-dire (Note, $ LE, à la fin, p. 129) si g<C0,00/426.... En outre, nous venons de reconnaître que, si l’on à g > 0,107695..., u reste toujours négatif. Donc au cas g_> 0,107653..., la forme AGE cédente, indiquée par la figure 1, se conserve ue pour À > aq. Les proporüons, bien entendu, s’y altèrent, d’une part l’angle aob grandit constamment, d'autre part le rayon maximum oa diminue relativement à ob.
Quand atteint q, le sommet & vient en 0, mais-sans qu'il y ait aucun changement brusque dans la forme générale.
Quand À devient moindre que Va, L angle aob passe brusquement de‘ur à —(1—u)r (n° 17). Mais la forme de la courbe ne change pas brusquement. En &, la concavité est alors tournée vers le point o. On voit donc que le point a, se déplaçant sur l'axe polaire, à franchi le point o, qui est maintenant enveloppé par la boucle dont a est le sommet. C est ce que traduit la figure 2.
La forme 2 se conserve Rite quand 2 continue à | décrofire. Toutefois, la valeur absolue de w croissant à linfini, l'angle aob dépasse bientôt 27, 4T, ..., et la boucle dont & est le sommet exécute une, deux, etc. circonvolutions autour de l’origine. On suppléera facilement aux figures que je n’ai pas tracées pour ces modifications.
28. Je suppose maintenant g << 0,107653.... H est essentiel de distinguer tout d’abord deux cas, suivant que u, d’abord positif, devient négatif avant ou après que À ait atteint Va. L'égalité (14), où l’on fera g — h* et u <[o, permet de trouver la limite de 4 qui distingue ces deux cas. Si l’on veut la calculer avec précision et plus rapidement, on prendra le développement de 3° en série entière. La
Qt ©
limite de q sera alors donnée par l'équation suivante : ( 2 ESA 7 FT KT T 2 ra % n(n+1) " nBn+1 in+1l(®r42)\
+(—1) À ele se Sr L Pie 20,
Comme il n’y a ici aucune importance à connaître cette limite avec précision, je me suis contenté de la calculer au moyen des trois premiers termes, qui donnent qg — 03091. ...:91 donc. On 4 g > 0,091; u devient négatif pour 4 > \/4 ; au contraire, si l’on a g <0,0g91..., u est encore positif quand X atteint la limite (/g.
Dans le premier cas, 0,091 << 9 <0,107653, la courbe conserve d’abord la forme indiquée par la figure 3, l’angle aob croissant d’abord, puis décroissant, puis devenant nul. La courbe est alors représentée par la figure 4; et, pour la suite des autres valeurs de k,
on retrouve successivement les figures réto:
29. Soit maintenant 0,00426...<q<o,og1.... En ce cas, le L 1 . 7 . . L . “ e point a franchit l’origine quand y» est encore positif; de 1à vient la forme indiquée par la figure 5. Quand y devient nul, la courbe se ferme en un 8, comme précédemment, mais l’origine est intérieure à ce 8, comme l'indique la figure 6. La suite des valeurs décroissantes ) I S
de amène les formes que rappelle la figure 2,
30. Soit enfin g<<0,00426.... C’est alors que se présente le cas À (n° 8), où disparaissent les points d’inflexion. Cette disparition a lieu quand 6 est compris entre les deux arguments 26,— 9° et 269— #,, considérés dans la note (SIT, p. 126), et qui comprennent entre eux : ws. Cette dernière circonstance prouve que le passage du point a par l’origine a lieu pour une courbe dépourvue d’inflexions. Comme g est très petit, on se fait une idée suffisante des valeurs de À répondant aux deux arguments ci-dessus en supposant ÿ infiniment peut. Ces deux arguments sont déterminés par les équations
po—+(/e. Or on a d
où x: est la quantité considérée plus haut (n° 24). D'autre part,
D TN? I Er LES qu NES LE Le A AN Ent DR LA 12 œmd | + (—:; JC gi
Au moyen de ces expressions, on trouve, pour les deux valeurs:
de h, h=i—84/2 +. PEN EN TE ie thin
Tant que h est compris entre 1 et L,, la forme 3 se conserve, le point d’inflexion se rapprochant toujours de a. Quand h— ;, la courbe ne présente plus d’inflexion; elle a, en a, un contact du troisième ordre avec sa tangente. Puis cette particularité disparaît, la courbe devient partout convexe ( fig. 5); a se rapproche de l’origine,
. NES É / l’atteint pour k — V/g, et la dépasse (/ig. 8). Au moment du passage, l'angle aob est supérieur à 23 il est d'autant plus grand que 4 est
plus petit, et environ 0,727 pour g—0,00426.... L'inflexion reparaît quand X atteint h,; l’angle aob (fig. 8) est alors environ
———; et x est encore positif. Ce nombre na décroissant ensuite, 3 +23 on retrouve la figure 5, puis les figures 6 et 2.
C’est dans cette dernière catégorie que se rangent les formes relatives aux déformations infiniment petites. Si g est infiniment petit et À fini, différent de 1, la courbe est dans le cas de la figure 5. Les formules montrent que r et p ont des limites constantes et égales entre elles; 4 est, comme s, proportionnel à z'; la courbe a pour limite un cercle concentrique à l’origine.
31. Je résume cette discussion dans le tableau suivant. Les numéros des figures sont cités dans l’ordre où les formes correspondantes se présentent, L décroissant depuis 1 Jusqu'à g :
Figures. - RÉ TES 9091970037 co Revo Tue | Hd 3 Us 10700-10001 EURE | ve Frs RTE Rd 2 RE ere 3 0001 2 > qg > 0,00426 | AT | à <Ÿg SAR D-052 RES CPAS SE 3 0,00426 PAGE TRE RE CE | ets 1) RU TROT ER 825, 6,2
32. Je crois utile de réunir aussi en un tableau les diverses formules qui donnent les éléments de la courbe.
Au lieu du paramètre 23’, je prends t— 273. On aura une porion ab comprise entre deux sommets consécutifs, en faisant varier de zéro à 7. Si l’on change l'axe polaire en prenant, pour nouvel axe,
5 I le rayon vecteur correspondant à 3'— =, Sur chacune des formules
établies plus haut, Le résultat est le même que si l’on changeait V/gq en — (/g. Je fais ici ce changement, et il est entendu que dans les formules ci-après Vq est pris positivement si t=0 correspond à un rayon vecteur maximum, négativement si t—=0 correspond à un rayonvecleur MINIMUM. R
Les nombres h, q sont des données, o <q <1;,q <h<1.
Voici d’abord, en fonction de et q seulement, les autres constantes qui s’introduisent, représentées chacune par deux développements, préférable chacun suivant les grandeurs relatives de À et q. Dans les séries, figurées par È, m prend toutes les valeurs entières et positives, depuis 1 inclusivement.
1—h qe I RER teur Cr Hs j EE Dé TS \ (— 1)7#1 hr Te PR 2 RP q ar > rie PJPEEE GE | h2/7
: h Pique I Hi = ame De ren (ge +4 )
AR qh LN (— D)2+1 mhm (+ da),
(hi — q je PASSE PET (— 1 Cet DE h277 Sn DE TS a. re 1 hr Pi La (G+h)? Demers Le 1) É I gl (— 1)/2+1 m(hm Ce qi)?
F3 12 > (h — q }? hmli+(—nrtqm
Rh(1—h) à m?q'" 1 = ——— EE ac Den AC + (1+ A) É D + (—i)#+lgm > : )
h rh = pm 2 jp 2m SNgUCg RENE DS RUE ( q )
s tu (— jp 1 q"" re h2m
(A— qg}
pe + hr)
(i+ ht PAT + (— ir) ti qu hmn _ qgh(Agh px Het nE AM fe nor (k— q}! Lt + (—1)+iqm h2m
Voici, en second lieu, les fonctions de 4, het de l’entier m qui composent les coefficients des développements ci-après :
/2) LS CT) him \ h 1+(—1)"+iqm?
q Pr p-bre (— 1)" hi h ILE (= 1 )#+1 g * PET mn ) :
RE 4) pe (— 1)n+t hs Cr 7 / h3 Pas (— 1 AN ge re 7. h3 nl cl, LE Vq = Le ee (— 1)/2+1 ez ) .
L+(—1p2+ LR : vhs (9 PCR
Enfin À est une constante positive, inverse d’un volume; dont la orandeur sert à fixer les dimensions absolues de la courbe; son
dayn —
-nr 1 A = P 0 , expression mécanique est Er (n%1); L'arcs de la courbe est proportionnel au paramètre t, suivant
la formule S 3 2 À (5) ER TER À
Au lieu de À, on fera figurer une longueur /, en posant
L’arc compris entre deux sommets consécutifs est tL.
Angle polaire \ :
$ AE Ÿ g, = pr + > = (Am + Cm) Sin mt.
2 Re 0 — — (i— pu) + > ee Cam Code 20 de T I [ .
J h — V CE (] ms z — (£ 2 :) j + ja dayn sin 7716.
Rayon de courbure ot l Le = =uH+42a, cosmni, : +
) = 92m —3u +22mb,, cos mt.
Rayon vecteur r :
pÈ= (=) [(Qu+E2mb» cosmt + (San sinme}?] =i(E) (+). 2 De p
Angle À de la normale et du rayon vecteur :
Z2mam Sin mt
D 2 WU + Emb,, cos mt
D ri D: = By Sin mt (1).
Aire S de la courbe (aire d’un secteur limité par des rayons vecteurs) :
S.—= = — (tué HS D. sin mt).
2 Lo
33. En vue de certaines applications, je vais établir deux inégalités, qui ont lieu entre les deux constantes y et 1. S1 l’on suppose g infiniment petit et À fini, u et u» se réduisent 1—/h hRG=— h) et .
+ h GLRhy Je démontrerai que c’est là une limite inférieure de 4, quand y est positif.
respectivement à
On a ainsi p= cpu).
. : Ua ore . IR En second lieu, si g et À sont tous deux infiniment petits,
q & qh(gq+h) h — q (R — q}
et p, se réduisent à » et l’on a
1 3 Pa en pe Let De
Je démontrerai que c'est là une limite supérieure de uw, sous cette même hypothèse u > 0.
La première inégalité s'établit avec la plus grande facilité. En prenant les plus grandes expressions de met u,, on a
eine ET dm) er (pe — 4).
(— LEE q m \ him
Observant que la série, au second membre, a tous ses termes
, Sy = . A .
(:) De là résulte, dans le cas À = Vg, que À + 36 est proportionnel à l'arc. Ce résultat s'établit aisément par les formules (2), (3) et (4) du commencement, si
lon y suppose C = 0; comme cela a lieu pour À = Vg:.
ne : 1— À positifs, et faisant — y, on en conclut 1+h
RTE DT
Le : < S V— V3 A Le nombre positif y croissant jusqu'à 1, ———— croît constamment. ANS 4 D'ailleurs y est supérieur à uw; si donc on remplace dans l'inégalité y 17 Ï 5 par uv, et que u soit positif, l’inégalité a lieu a fortiori. Cette conclusion subsiste même si x, étant négatif, est supérieur à — 3: On a | Hi ARULE P donc, quand y. est positif (cas auquel je me borne),
da > AU HR? ).
34. La seconde inégalité se démontre plus difficilement. J’établira
d’abord que, 1: étant positif, à
seconde formule, qui donne y, rend ce fait évident quand est suffi-
samment petit. Pour préciser ce fait, faisons 7 — Z_, et écrivons la
est toujours supérieur à 7 me La
h formule ainsi :
Fe HS Se (— LCA jm) 2 he 7 dd LUI) EtqR EE
(28) Envisageons la fonction fn) — hm [1 »e (— 1) q+1 | — Arn+i [1 EE (— 1)7-F1 gm], dont la dérivée est
Ph) = ht mie (qi) (me + DO (—omigm]|.
Cette dérivée est positive, quel que soit m, si À est moindre que EN RP IA ES LED Gr
Ds DAT toutes les quantités = :
- .-., dont la premièr Ka .3 BETTER ARE ) P ere
est la plus petite, si donc L est moindre que " (1— g). Geci supposé,
q.et:7 élant positiisset # >,7,«lRen résulte RUE a): Or cette inégalité exprime que les termes de la série (28), abstraction faite de leurs signes, décroissent constamment à partir du premier. Comme les signes sont alternés, le premier positif, la somme est
positive. Donc le premier membre de (28) est démontré positif sous s I l'hypothèse } < = (1—q).
> I x QE Je suppose maintenant PS = — 4), et recourant à la première
expression de u, je l’écris ainsi ECS A NE LGANTE q\m PV ET D Bu 1+ A > () EN (2) [1 ce | Posant q m ez 1— A2 AC q m h?m 1 (—1)#+lqm r= y (1) : rc | = > (1) 1+(—i)rtiqu, À
j'en conclus
(29) ET = Tr,
égalité qui peut aussi se tirer de la seconde expression de 4, en sépa-
rant dans la série les termes E(— 1)7#1 7e, en OT
EC nneiqgn? celle qui répond
Des diverses quantités am— à m—1 est la plus petite.
D'abord elle est la plus petite de celles qui répondent aux nombres impairs 7, Comme ayant un plus petit numérateur et un plus grand dénominateur.
Si 2? est moindre que g, les & d'indices pairs sont plus grands que 1, donc supérieurs à &,. Si h? est supérieur à q, les + d'indices pairs vont en croissant; mais æ, est moindre que «;. Donc encore œy TL Ame
De là je peux conclure
na FE ACER Pan A ES #) > (2) _1+g h—3g er hR =
minimum re — q), on a donc
La fonction décroît quand h croît. En prenant pour À son
qi+h) = (3 —q) 4 k— g 0.9
» pour À variant de g à 1, est
à } D'autre part, la fonction :
QE: 4e DEN AN minima aux valeurs extrêmes; elle est donc supérieure à ne Donc q L
CV rs
Sir Hein TT
g(i+h) JE 4) (g+i)h h—9g 5 1—39g SAS q + h?
Si l’on suppose maintenan 1 ObaUuTR
et, par conséquent,
la gg h?
SERRE EUR LI Eh R— qq +3 L’inégalité RÉ en résulte, en-vertu de la relation (29). Or la
supposition Free ne 1 entraîne celle-ci g << 3—2 2 — — 01690 Lorsque g ne pa pas cette limite, l’inégalité se trouve démontrée. La preuve est donc faite pour le cas où u est positif, puisque alors on
Je vais démontrer, en second lieu, que lon a
(h— g} RES
[— qgh(q+h) q
Les secondes expressions de x et , donnent
TER qh{g + #) ee q Ses Ÿ (— 1 1)2(m2— 1) hr à El | 2 (h— q} h— gq dd + (—1)2+ qe.
série dont les termes ont des signes alternés, le premier négatif. En reproduisant un raisonnement fait tout à l'heure, on prouve que 1 + ve
Er ie
cette sérre est négative si À est inférieur aux quantités F
À ETS re DSP ALES AE Te
Nous bornant à l'hypothèse 4 0, 105653, ..., 1l nous est permis
2 1—q* 3 1+ qÿ RAS de En ER
: I de conclure que la preuve est faite pour le cas k < £.
3 I à 3 Supposant ensuite h = 73 transformons la premiére expression
de po ainsi {
| 9 A(EF= 4) : g\" + (2 m | = hum ; Pa G+A) +2 (6 Dr ) = ee rit
Faisant la somme de la première série, utilisant une expression
AA I À Den analogue obtenue tout à l'heure pour ——— et introduisant la série
VS q mn 1 — A2 Ti (m1) (4) = ni Fe è Sn q m Jim pe (— Re M De (2) 1 (= r)ntign nous obtenons
L'be Ce gAtq 0h) TOR R(3+R)
RUE TETE (h— 9} FES PR sRens ATRRTAE LE
La série T, a tous ses termes positifs si L? => 9, et la preuve se trouve encore faite pour ce cas. Mais la limite, assignée à 9, n’excluant
PE: I - : É è pas la supposition n <h< Va, la démonstration n’est pas complète.
Pour l’achever, j'écris, en négligeant une partie positive de chacun des termes de T,,
ee D A le ee TS (Se) a . 5(%) us
; 2\2 I É : x et par suite T, > —53 L | __, si les termes décroissent en h 1— g?
valeur absolue.
aus
PE
2. ; . . ° r e L 7 8 o Cette décroissance a lieu si L est supérieur aux quantités + q°? E DA | 15 ,1+93 924 1— q* ue »
LT ER a q° TT, ..., Cette condition est manifestement 8 1==-g* 19 AT
A Li , ( ç L< vérifiée pour > PEL O FOND,
Donc h?(3+ h) . R(3+hk) 3 q? \? 13 q* (1+ A) en MENT rte) rte Fr q?°
LG+ Ah) ' ae : ARS I ——— croit avec , et j'ai remplacé 2 par son minimum =: De QE A / 4
même, en remplaçant g par une limite supérieure 0,109653..., ou
mieux par-, on obtient une inégalité qui a lieu &@ fortiori. On a
= Rs EVÉTS I ; Fr ainsi pour le second membre la limite - ( — — — |}, qui est positive. : Pas 27
Donc l'inégalité (30) se trouve entièrement démontrée.
= . . . hr La conclusion est maintenant facile. Posant z 71 —y, nous
avons
Lio — Ê <LV'2(3+2v).
L4 LA À . Ve » Lé 1 | 4) Il à été prouvé que y est ot. Re L’inégalité a donc
lieu a fortiori si l’on remplace y’ par - + On a donc, quand y est
positif, pe GB) H)G— p)
Ainsi, quand y est positif, , se trouve renfermé entre deux limites dépendant de x seulement
SU U) Chee SL) SU) OE) =D EE Eur 4 4 4 2
Ces deux limites sont précises; car comme on l’a observé précédemment, l’une ou l’autre est atteinte lorsque 9 est infiniment petit.
39. Pour terminer l'étude de la courbe correspondant aux diseriminants négalifs, 1l reste à parler de la courbe élastique ordinaire, à en déterminer les formes et les équations comme conséquences des formes et des équations obtenues précédemment.
La supposition qui nous conduit à la courbe élastique ordinaire est la suivante : les constantes À et 1 — L sont infiniment peutes d’un même ordre,
Comme y est infiniment petit de ce même ordre, la longueur / reste finie; 7 est infini, 4 infiniment petit, le produit rû est l’ordonnée Ÿ ; la différence r — 7, a une limite finie qui est l’abscisse; À devient Pangle de la normale avec l'axe des X. De là les formules CI-après :
Arc s de la courbe :
SEUL
Rayon de courbure à :
l ga _ Sa Dr costa 1e, \
D 2 À (am —1)g?"51 q2# YO mg" SR 22 D + NET re Cos2/nt, 32500
FASes 1+ g?—1 Li q?'n RENE Des 1— q2 Ù Ne matt J A ms q'" eZ FRE > ( — mn? ÉRER > nn m ?
4 + mit (—1) q è ad 1+(—1) q
2 mg" 2 I b3 = 2 (eu = 2. ne nm bin) = | ei Drome nes TETE Te — V2, sr
RER Ga. D Leur) UEA 5
Ordonneée Y :
A bscisse X :
qi X=—— Vg Era (n—;) _
Angle À de la normale et de l’axe des X (la formule pour tang À subsiste) :
rs qg-1 sin(2m—1)é
5 NOÉ ere 1. 2m—I Force élastique F. — Cette force, dans le cas général, est perpen-
diculaire et proportionnelle au rayon vecteur. Îc:1 elle est constante et parallèle à l’axe des Y. | On obtient son expression, soit en prenant la limite de pr —S8EÏAr,
soit en prenant le quotient 5 (- EE mL P À X \p Po
EI In qu F — — :
ae = |: RD |
La forme de la courbe élastique par uculière se déduit immédiatement de celle que nous avons trouvée pour la courbe plus générale. Elle est représentée par les figures 13, 14 et 15.
q >0,107653. RS DT fig. 15, déduite de la fig. 1 TION TO 00 EU, noie LA, deduite de laif2 #4 CR OMR HET Re fig. 13, déduite de la Jig. 3
Dans ces figures, les points a et d correspondent, par exemple, à =" et 0 s1;lon prend Vq positivement et qu'on place
l’origine en b. Ils correspondent à £— 0 et 4 = 7, si l’on prend ÿq négativement et qu’on mette Porigine en a.
IV. — ForMULES ET DISCUSSION POUR LE CAS
D'UN DISCRIMINANT POSITIF.
30. Pour un discriminant positif, les formules s’établissent d’une manière analogue à celle que j'ai employée pour l'autre CAS: La fonction &(#) se met sous la forme ae”**3S,(cw), et la cons-
- La période réelle est désignée par 2w,, la
tante c est égale Ares a O3
période purement imaginaire par 2w3 (Formeln, p. 63). Posant Lu
on a, pour la période imaginaire de x de Re
rt =iQ.
Je ferai 3 — 2w,3', par conséquent, suivant qu'il s'agira de l’une où l’autre des deux lignes différentes, correspondant à une même
valeur de », 2
p À (a) HT RRIOS 4
É f (b) RER PE SNR A
Écrivant, comme au n° 13, f(w) — Fu ACT ai, pour la formule (8),
B [UE (ee ©) 0-2) “
(31a) s(e+ 2) (se) | 6 4 01 4 ui à _ e de (ee) rs | | s+ Roue] (31b) 21 1 4 wi 1
As Er 4 w:
- 37. Comme au n° 14, l'introduis un nombre 1, ainsi défini Er »J le I 1Qp :
32 me — 1T (5 ) | LE LC) + |
et Je l’exprime en fonction des quantités
or 0 GE q = e-nû, he REA A En vertu des relations æ ; Eee 4 Hess de 5) A PEU c) 1) & F, (w— 5e) . J1(w — 7) 2 F A
Pour développer la formule (31 a), nous écrirons
OP SF, 1iQ(2w:— +) J(+ 7) 2
-#3:0p I ouretE (+ )=-is+ fee En |,
et, dans le cas pe << 7 L1- nous conclurons
d® < ni AT 27 D: AmCoOS2MT23, 5 m —1 = 2 NA? L : ne Frs Ce) (1— hèmqgm)— (Yqh) É- L.) ee ÉRPUeE O6, Oops + DA.
m F m—=îi |
Donc, quand v est moindre que : w,, l'angle compris entre deux
rayons maxzima et minima consécutifs est, en valeur absolue, ur.
Pour le cas e > Lu, on écrira
. RSA AT . Ti + 3:0p(auw; 06) f(e+ Je dirt ge] |:
et l’on conclura
_ ARTE DELHI) 27 > B» COS2MTZ, TA h3 Hs gr 7 q"" 0 B : q G- La) + + (Vgh) (— Er (35 a ) mm Re mn A OA ST EE à m= VE D——ortpæi)s— DB, EE.
Dans ce cas, l'angle compris entre deux rayons maxima et minima consécutifs est égal à (u+1)r, en valeur absolue.
: / ; 40. Dans le cas singulier + = <w,, les formules (36 a) et (36 a') - 3 ; ne sont ni l’une ni l’autre applicables. Les deux derniers termes de (31 a) deviennent alors
En conservant pour axe polaire la normale de la courbe au sommet qui se confond alors avec l’origine, on a la formule
Vue R}P :gm\ snomxz = — —(2m+1)r2 — TR ME RE LES |
Le développement de la formule (31 b) est analogue
meer ( = DES RE RES = IT+— | + —— ), f| A: } À w1 De ME O( in le ner JT, T, 19(30 —4w;) fre | = ire] ES 10 MN — C | Te eur > C cos2mrz, 1 Re | DNA EEE EN EN q è /q h3mn (1/2) am gn)+ (47/4) (— ) 4 Con ARR ET ANE CRERRE KA LE PR LENS DE OUNOSE ARR VER D TS (35b) | RTE ra FENTE LS qm MARÉES = ST OR DE va (36b) Eh ur ENG RE à us m
L’'angle compris entre deux rayons maxima et minima consécutifs est égal à pr, en valeur absolue. Le passage de + par la
valeur , w, ne modifie pas la formule.
42.- Pour les deux courbes (a) et (b), l’arc est donné par une
+ même formule S 3 (QE 3 £ A) =4(R) re
gp) dh> 7rQ STE A be D oo , TON ECTEE pe=—oo-i(®) Pr
mg" [ à + ——— | — +hm) +... |; Free q? m hr
m>?qgm I NM ER Re ls 1— gg?" hi
ee
Pour le rayon vecteur, on a
2 /R3'\2 j——— es a ee 2 2 r= (ZE) VEN,
Le nee man)" (+4)
NY mg" 1 M — AN le np > COS2MTZ', TE DEA hi" PE 7
111 mi
aq"?
mm = © ni Re pe m(yqh) er se:
No ù ——————— sIN2MNTZ ; lee gèmn £
(Courbe a) !
: NU Pt en
use Jr pe ies k are / rs fs ai) 71—=A1 (Courbe b) és mn q RE 4) ( — 1— ah" 2) 7 ; ; Ne Fe oi en ao "OL ILUA 00 tee T— qi
COS2MTS,
45. Comme précédemment (n° 22), M s’évanouit aux points où la
tangente de la courbe passe à l’origine. L’ intégration de M fournit
l’aire de la courbe. Si l’on pose ‘
m— mg? I = er. m F1 > = g?m hmn +h m =1
on a cette expression de l'aire 5:
! / mt - (Courbe a) Q SAT —omr#+ ÿ ee Li) snomrs $ d!
2 AS LAURE à mn —1 AN 0 m—= | 4° Z 1 T4 Û l mfimn)si z!
(Courbe b) DTA 2 MNT A TT NP è )SIN2MNT2Z 4
et, d’après le développement de la courbure, l'angle (4 — À)
exprimé par les formules suivantes (n° 12) :
(VgA)" (1 25 sin2MT£
pe al APE, m
(Courbe à) 0—1=— 27(1+ pa +4
(Courbe b) 0—1— 2T(I— U)3 D PE (1 — gt hm)
FL
on a pour 7°? cette autre formule, applicable aux deux courbes,
Se D LT RC Spa À OC (Poe FAT 3 ]* A2 | s- MES. D #
47. I] existe aussi, comme au n° 24, une expression simple du carré de la courbure. La constante à se déduit ici de l’expression propre au cas du discriminant négauf, par le changement de g
en — g?. Posant
nm = @
Part gq\m 1+ A2m— 2 qm hm m=++ÿn(t) Rime
In: —=1
on trouvera
48. La discussion des deux courbes (a) et (b) est incomparablement plus simple que la discussion faite plus haut pour le cas du discriminant négatif. Cette simplicité provient de ce que le nombre est ici constamment positif. 3
1° Courbe a. — Quand est supérieur à Vg, le premier rayon minimum 3'= fait, avec le premier rayon maximum (z3'—0), l'angle négatif — ur, d’abord très petit quand L est très voisin de l’unité. Les rayons de courbure sont constamment négatifs, et d’abord positif, devient négatif. L’arc ab, dépourvu d’inflexion, est représenté par la figure 9. Quand atteint /g, le point a vient à l'origine o ; puis, À devenant moindre que Va, le sommet «& franchit le point o, qui devient intérieur à la boucle ( fig. 10). Dans la suite des valeurs décroissantes de À, x devient infiniment grand, et la boucle dont a est le sommet exécute des circonvolutions de plus en plus nombreuses autour de l’origine.
2° Courbe b. — Ici le passage de À par Vqg ne répond à aucune circonstance notable. Il y a simplement à distinguer deux cas, comme
il suit. Quand e est supérieur à 26, — v,, (n° 8), il y a une inflexion;
dans le cas opposé, il n’y en a pas. Suivant que l’un ou l'autre de ces cas a lieu, le signe de op, est changé, celui de p, restant inaltérable (n° 9). Au moment de la transition, l’inflexion naît donc au point 0.
À . ë , I LÉb Par suite, la valeur limite de À est celle qui donne (2), — 0, Ainsial
existe une seule racine 4, comprise entre 1 et g, pour l'équation
RS RS
Cette racine, lorsque g est infiniment peut, a pour partie principuerhi— Vo e V3)?q +.,.. Tant que À est supérieur à h,, la courbe est représentée par la figure 1r; et quand = est inférieur à L,, par la figure 12. On notera encore que, x devenant infini quand A décnoît jusqu’à g, l’arc ab exécute des circonvolutions de plus en plus nombreuses autour de l’origine.
3° Courbe élastique ordinaÿre. — En prenant la limite pour A et 1 — À infiniment petits d’un même ordre, on voit que les courbes a et b donnent une même courbe (sauf la position). C’est la dégénérescence des figures 9 et 11. Elle est représentée par la figure 16.
49. Je vais rassembler, dans un seul tableau, les diverses formules. Comme au n° 32, je mets £ au lieu de 272": Dans les formules ciaprès, Vg étant pris positivement, { — o correspond au sommet a sur les figures 9, 10, 11, 12, 16, et t — 7x au sommet b. Si l'on prend Va négativement, la correspondance a lieu en ordre inverse, et l’on doit changer le sens de la rotation pour les angles polaires.
Constantes :
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SUR UNE COURBE ÉLASTIQUE. 171 Coefficients (je distingue par un trait supérieur, à, par exemple,
ceux qui se rapportent à la courbe b):
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L’'arc s est proportionnel au paramètre t
= Le ENT ee : ; \/ 2 A L’arc compris entre deux sommets consécutifs est rl. Angle polaire À :
31 I , COURBE 4... 4°:h > Vq x 0——ut + . (Cr — Am )Sin mt, ° SJ Lu ÿ :
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Rayon de courbure o :
COURBE a. =I1+u+42a, cosmé, L'APNIESRARSS -{(-) =3u —-2tm+22mb, cosmt.
l $ NN — CoURBE b. AS te + 4 An COS/N, ù
2 == (2) = 3m, —2m +22mhb,, cos mt.
nl
Rayon vecteur r
Hé PR Fo l r2? — (à) [(lu — Emb,,cosmt}?+(Ema,sinmt}] =i(=) (2 +).
Dans cette formule, on mettra a, et b, pour la courbe a; Am et b pour la courbe b; de méme dans les deux suivantes. ire de la courbe aire d’un secteur. limité par des rayons vec- Aire de L be S d’ ecteur, limit d y teurs) : :
ee Wt+Eb, sinmt).
ND |
Angle À de la normale et du rayon vecteur :
ma, sin mt tang À =—+ _ »
— + Emb,, cos mt
le signe + pour la courbe a, le signe — pour la courbe b.
COURBE a. DEN G+u)t-4Ÿ a sin me.
Courge b. 0—À— (1—pm)t+ 45 a» sin mt,
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- Angle À de la normale et de l'axe des X :
; ee : tt. D — Sin né.
MLIFE.4
Abscisse X :
Force élastique F (perpendiculaire à l’axe des X, et calculée comme 1l a été dit au n° 45):
FE
90. Rappelons, pour terminer cette récapitulation, les formes de : ces courbes, dans l’ordre où elles se présentent quand À décroît
depuis ; jusqu’à g :
Course a. — Figures 9, 10 Course b. — Figures 11, 12.
- CouRBE ÉLASTIQUE ORDINAIRE, — Figure 16.
La courbe élastique ordinaire a la forme circulaire pour limite, quand g devient infiniment petit. Le cercle limite touche l'axe des Y à l’origine; c’est la dégénérescence de la boucle dont a est le sommet.
Le même mode de dégénérescence a lieu pour les courbes a et b si, laissant À fini, on suppose g infiniment petit. Le centre des forces élastiques est à l'infini; dans les figures 9 et 11 ce sont les boucles
Es
ayant & pour sommet qui deviennent des cercles.
Il est encore d’autres modes de dégénérescence en la forme circulaire. On en obüent un en supposant h infiniment voisin de g, et { infiniment grand, le produit {(} — g) restant fini. En prenant alors pour { des valeurs infiniment petites du même ordre que l'inverse de /, on obtient un arc de cercle, de grandeur finie, ayant son centre ; à l’origine. Effectivement, les formules générales donnent pour ce | cas limite, aussi bien pour la courbe a que pour la courbe b,
pr 2qt RER 2q RON QE bee leon
slt;
Enfin, pour la courbe a seulement, si l’on suppose h et q infini-
ment petits d’un même ordre, / et £ finis, on a encore un arc de cercle ayant son centre à l’origine.
51. J'ai établi (n°% 33, 34), pour le cas du discriminant négatif, deux limites du nombre uv, en fonction de mu. Dans le cas actuel, où le discriminant est positif, 1l existe une inégalité analogue, mais une seule. Une limite supérieure de 4, ne saurait avoir lieu; car, en prenant 1— } et 1 — q infiniment petits, on peut rendre y infiniment srand et assigner à x une valeur limite ad /ibitum. Ce fait apparaît quand on emploie les développements suivant les puissances
T ’ me? O r r de Q—e “, au lieu des précédents.
Son Sr sn 2 Si Londtait =" °":on trouve (or T 2 I l A N (— 1}71+1 O2 ; hH=— a Pl E Has Que il = I tan I :p)2+P()27% , di — Re CR Re m?sin2 my.
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Supposant Q infiniment petit du premier ordre, et y de l’ordre », on à pour y et , les ordres infinitésimaux 7 — 1 et n —3; de là résulte la conséquence annoncée.
Mas 1l existe une limite inférieure de x. Cette limite, atteinte quand k et q sont infiniment petits d’un même ordre, est la suivante :
(39) : m>su(iu+r) (+0:
Pour la prouver, je vais démontrer l'inégalité
Lo k(g+h).
RU Sd
Cette dernière établie, la proposée en résultera immédiatement;
À ï ee at car, d’après la seconde expression de - u, Z est supérieur à — 4, EE nr À 2 h(g+h) HR RUE | Heat supérieur aussi à Ë + 1) (u+ 1).
D'après les premières expressions de u, et -u et d’après les deux qe ! 3
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et, par suite,
formules
E mis it 2 "dé
l'inégalité ci-dessus se transforme en cette autre
/ m 2 mn à Hi q DONNE CPE Y LT An > (4) . Éngere (% h ) >> re (2 2)" mi g2" (x um),
qui, les produits effectués, peut s’écrire ainsi : ONE y —— him Pr h27 DU n) (1) Es nr 10:
Cette dernière est manifestement exacte. En effet, on démontre
facilement que, L et qg étant inférieurs à l’umité et positifs, et
moindre que g, tous les termes de la dernière somme sont positifs. hx :
— est croissante
Pour y parvenir, 1l suffit d'établir que 1
quand x croît par des valeurs positives. Si l’on fait g9 = e*, h —e #6, a et b sont positifs et b moindre que a. La fonction considérée à pour dérivée, sauf un facteur positif, (bett— aebt — h + a). Cette dernière quantité a sa dérivée positive ab(et*— ex): elle est donc croissante. Elle est nulle pour + — 0; donc elle est toujours positive Donc la première fonction est croissante, et c’est ce qu'il fallait
prouver.
V. —— APPLICATIONS
93. Les formes diverses qu'affecte la courbe élastique sont toutes susceptibles d’interprétations en mécanique. Soit «8 un arc quelconque de la courbe. Imaginons une verge ayant son extrémité en « et encastrée suivant la tangente de la courbe en ce point; douée naturellement de la forme circulaire, ayant une longueur égale à celle de l'arc a5 (!), et pour courbure celle même de la courbe au point $, en grandeur et en sens. Que cette verge soit, en outre, soumise dans toute sa longueur à une pression p uniforme et nor-
male, et que les coefficients E, [ soient tels que Eu ait la valeur A,
calculée pour la courbe. Enfin qu'à l’extrémité £ 6 soit appliquée une force P égale et contraire à la force élastique. Ces diverses conditions
“étant supposées, la verge, ployée suivant l’arc 48, y sera maintenue
en équilibre par la pression p et la force P. q P P P
(') Nous supposerons qu'on ne lienne pas compte du changement de longueur.
54. Si l'arc af présente des points doubles, il est physiquement impossible. On peut cependant ne pas exclure ce cas en imaginant, conception purement théorique, l'épaisseur de la verge comme nulle, en sorte qu'on la puisse ployer en boucle sans la faire sortir de son plan. Nous admettrons cette conception.
55. Au lieu des suppositions précédentes, concernant les extrémités, on peut imaginer d’autres conditions aux limites, et nous en considérerons d’autres, en effet. Les principes de la mécanique nous enseignent, à cet égard, les règles suivantes, qui s'appliquent à chaque extrémité : 1° la force élastique doit être équilibrée par une force extérieure; 2° si la direction de la tangente extrême n’est pas imposée par les conditions aux limites, la courbure à l’extrémité doit être égale à la courbure primitive, pourvu toutefois qu’il n'existe pas de couple agissant à cette extrémité.
Prisme droit chargé debout.
56. Supposant, comme je viens de le dire, une extrémité encastrée. l’autre libre et supportant un effort P, on rencontre tout d’abord, comme l'application la plus simple, le cas suivant : l’arc considéré appartient à la courbe élastique ordinaire; l'extrémité encastrée est un sommet à, l'extrémité libre est un point d’inflexion. La courbure étant nulle à cette extrémité, nous avons ici une figure d'équilibre pour ‘une verge naturellement droite. Nous pouvons supposer l’encastrement vertical, et l'effort P exercé par un poids. Dans les figures 13, 14, 19, si l’on suppose, par exemple, que l'extrémité 8 soit le point d’inflexion situé au nulieu de l'arc ab, l'effort P, appliqué au milieu de cet arc, doit être égal et contraire à la force KF représentée, sur les figures, en b."Dans la figure 13, on peut aussi supposer pour l'extrémité 5 un autre quelconque des points d’inflexion (audessus du point a pour conserver le sens de la figure); mais, dans la figure 15, si l’on veut faire la supposition analogue, 1l faut admettre, comme Je le disais tout à l'heure, une verge d'épaisseur nulle.
Soit (n + 1) le nombre des sommets compris entre & et B, on aura,
» — - |x, en supposant t— 0 au point &. Désigenan pour 6,4 (n+;) € PP P gnant
par s la longueur de la verge, on aura donc s — (r + :) rl (n° 35).
Par conséquent, le poids P, égal à F, sera exprimé ainsi (n° 35)
I mg / P:= Le 2 — (40) (n+ =) Tr? =li+sY 1+(—1)"g |
Cette formule permet de calculer le poids P, quand on donne l’are a8.
Remarquons le cas de la figure 14, en supposant $ au milieu de l’are ab. Ce cas est caractérisé par une valeur particulière de g (n° 25) et sert de transition entre les figures 13 et 15. On a, pour
ACEICAS ) mg’? :
[+ 8 À Dan Lis DROE RE RES 12000 enr Pt]
D’après (40), le poids P est toujours supérieur à la limite
2 m2 Fr (a+ Ë te
Comme 7 peut être nul, P est, pour tous les cas, supérieur à P,. Donc un poids P, moindre que P,, ne pourra tenir en équilibre la verge fléchie. La verge, supportant le poids P, n'aura qu’une seule figure d'équilibre, sa figure naturelle, qui est droite.
Il est évident, &« priori, qu'en tous cas la figure naturelle est une figure d'équilibre. Mais, quand P dépasse P,, il en existe d’autres. D’après l'identité
SN GR RE NES) OU ee CUT EM
PA TU (— [)/2 ue él 124 gt nl LE EX ?
on reconnaît que, pour toute valeur positive de $, 1l existe une seule valeur de g, entre zéro et l'unité. Donc, pour toute-valeur de P, supérieure à P,, 1l existe une figure d'équilibre répondant à ñ — 0; elle est de la forme 13 ou, 15 suivant que Pest inférieur ou supérieur à 2,096...P,. Pour toute valeur de P supérieure à 9P,, 1l existe, en outre, une autre figure d'équilibre répondant à nr — 1, etc.
On le voit donc, une verge naturellement droite et verticale, encastrée à sa base, chargée d’un poids P, peut se trouver en équilibre autrement que dans sa figure naturelle, si P surpasse P,. Elle ne le peut dans le cas opposé. Dans ce dernier cas, on conclut avec raison que son équilibre naturel est stable; dans le cas opposé, il n’est pas permis de conclure à l'instabilité. La non-existence des figures d’équihbre fléchies semble bien, en effet, une condition suffisante,
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mais non pas nécessaire à la stabilité de l'équilibre. Cette observation est, je crois, tout à fait indispensable; on en pourra Juger sur exemple qui suit immédiatement.
L'application dont je viens de parler est classique : c’est le problème des prismes droits chargés debout (!).
Verge fixée à ses extrémités.
57. Pour seconde application, prenons, sur l’une des courbes 13, 15. OU-10, un‘arc 4 Go tel qu'aux deux extrémités les courbures soient égales entre elles et de même sens. Ceci peut être réalisé de deux manières : 1° les points a, et a; répondent à des arguments 4 qui diffèrent entre eux d’un muluple de 27; 2° la somme de leurs arguments { est un multiple de 27. Dans le second cas, l’arc a, a a un axe de symétrie contenant un sommet « ou b.
Pour les deux cas, soient p le rayon de courbure en l’une ou Fautre des extrémités, s La longueur de l'arc. Nous pouvons envisager l'arc a, as comme figure d'équilibre d’une verge naturellement circulaire, de longueur s, de rayon p, et dont les extrémités sont fixées aux pOInts &y, A. :
Quand l’are a, a: présente des points doubles, nous devons imaginer que la verge, d’une épaisseur nulle, a été ployée en boucles par un moyen quelconque ; les extrémités ont été fixées ensuite, et leur fixité suffit à maintenir l'équilibre.
Des points doubles existent nécessairement dans le premier mode, quand l'arc est pris sur les courbes 15 ou 16 (voyez, par exemple, les ares a, &> marqués sur ces figures). Pour abréger, je n’étudierai pas ce genre de flexion, qui est de pure curiosité. Mais il n’y a pas de points doubles sur la figure 13, et je vais examiner, pour cette figure, les circonstances qui ont lieu quand l'arc a, a; est limité par deux points dont les arguments { diffèrent de 2 nr.
98. Désignant par £ l'argument d’une des extrémités, nous avons
re
RER | = = 8/7 D 7 cos(2m—i){=f(qg,t),
1 + 1H gi 1
(1) Voir, par exemple, Clebsch, Z'heorie der Elasticität fester Küôrper, p. 218.
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(41) | a = nTrf(q,;t).
En second lieu, la distance c des points a,, a; se déduit de
l'expression de Y (n° 35)
Je vais comparer celte corde à celle c' qui sous-tend la verge dans
Sin % MES sa forme naturelle. La longueur de cest ——5+5" Ainsi Œ
| C __ Atu œ = (2) | c [y Sing
Je transcris 11, pour la commodité du lecteur, les expressions de y, et de y. ;
A CUT ee AT mq'!
4m=I— Does Eee 1)+1 q m ? ve. +8 (ing
La constante g est un quelconque des nombres entre ZÉTO_ et 0,107053..., en sorte que 4u, est un quelconque des nombres
ie
entre 1 eto;1ilen est de même de ——
Quand l'arc a, a: est donné, te deux formules (41), (42) nous font connaître l'arc primitif par les deux quantités a et c'. Prenons le
- problème inverse, et examinons comment on peut modifier la corde
en fixant les extrémités, de manière à obtenir une figure d'équilibre telle que nous la considérons ici.
Supposons la verge moindre qu'une circonférence pour éviter l'hypothèse de l'épaisseur nulle; par suite, 4 est compris entre zéro et x. Excluons encore les deux limites zéro et x; la première nous ramène à un problème tout pareil à celui des prismes droits chargés debout; la seconde exclut la considération de la corde €’ qui est alors nulle.
Ceci entendu, la formule (42) nous donne g, sous la seule condition
CRSIN der, > ne Es he EPS que = —— soit moindre que l'unité, c’est-à-dire que la distance à, &2
soit moindre que l’arc lui-même; condition évidente. Ayant g, nous
pouvons déterminer { par la formule (41). À cet égard, nous devons simplement remarquer que la valeur absolue de f(q, t) est toujours comprise entre / (q, 0) eu f (g: :) qui est nul. Par suite, il y à une solution £ pour chaque nombre entier 7 supérieur à br
Il y a donc, pour tout écartement des extrémités imposé à un arc naturellement circulaire, une infinité de figures d'équilibre (du mode considéré ici), quand cet écartement est maintenu par la fixité des extrémilés.
L’écartement naturel, égal à la corde primitive, n’est pas exclu de ce résultat. ;
Cet exemple montre bien l'exactitude de ce que j’avançai plus haut : la non-existence de figures d'équilibre avec flexion ne saurait être une condition nécessaire à la stabilité de l'équilibre dans la forme naturelle. Un arc de cercle, qui n'est soumis à aucune force, et dont les extrémités sont fixées à leur position naturelle, est susceptible d'une infinité d’autres formes d'équilibre. Comment pourrait-on admettre cependant que son équilibre ne fût pas stable?
99. Envisageons maintenant les arcs de la seconde espèce. Remarquons d’abord, parmi ces arcs, ceux qui ne contiennent pas de point double, quoique choisis sur les figures 15 et 16. Tel est l’arc a; @, (fig. 16), contenant en son milieu le sommet b. Le sens de la force élastique, aussi bien que le sens dans lequel varie la courbure, croissant constamment de b vers a, fait voir immédiatement que la corde c est ici plus grande que la corde naturelle. Au contraire, pour l'arc a, @, (même fig. 16), dont le nulieu est un sommet &, la corde c est plus petite que la corde naturelle. Cette dernière circonstance a lieu aussi pour l’are a’ a, pris sur la figure 15, ayant un sommet en son milieu, et de même pour un arc analogue à,a, sur la figure 13. Sur cette dernière figure seule on peut trouver une infinité d’arcs, ayant un sommet donné pour milieu, et dénués tous de points doubles. Arrétons-nous un instant à considérer ces arcs,
Soient { et — { les arguments des extrémités. En employant les mêmes notations que tout à l'heure, posant, en outre,
Ji(g; t) = Ù 1 sin 2/nt,
TI — gr
nous aurons les deux équations
CIN NES
«—t{tf(qg;t), c'
7 gi (g; d).
La discussion est plus difficile que dans le cas précédent, quand on prend pour inconnues q et t. Mais je me contenterai de l’observation suivante : Supposons {—nT—+ 4/0, lo étant moindre que +, et À un grand nombre entier. Il est évident que les deux équations actuelles admettent une solution. (q, t,) peu différente de la solution admise, pour le même nombre n, par les deux équations du cas précédent. Ce fait résulte de la périodicité de f et /, par rapport à &. Donc, en ce cas encore, 1l y a une infinité de figures d'équilibre, notamment dans l'hypothèse c —c'. Ainsi, pour un arc de cercle dont les extrémités sont fixées à leur position naturelle, il y a, à proprement parler, une triple infinité de figures d'équilibre : 1° les figures examinées dans le cas précédent, et caractérisées par ce fait que l'arc fléchi est, à l’une de ses extrémités, dirigé d’un côté de la corde; à l’autre extrémité, du côté opposé; 2° parmi les figures du cas actuel, celles
pour qui {est compris entre Tel (r + . Tr; l'arc fléchi, à chaque extrémité, est dirigé, par rapport à la corde, du même côté que dans la forme circulaire ; 3° celles pour qui est compris entre (r — =) et (nr +i1)x : l'arc fléchi, à chaque extrémité, est dirigé, par rapport
à la corde, du côté opposé à celui où il se trouve dans Ia forme
circulaire.
Verge encastrée à une extrémité, libre à l’autré extrémité, et soumise à une pression normale.
60. Pour la première application de la nouvelle courbe.élastique (sous pression p), J envisage la figure d'équilibre d’une verge circulaire, encastrée à‘ l'une de ses extrémités, entièrement libre à l’autre extrémité, et soumise dans toute sa longueur à une pression normale et uniforme.
A l’extrémité libre, la courbure doit être conservée; en outre, ni force élastique doit être nulle. Cette force est le au rayon vecteur. La courbe passe donc à l’origine. C’est donc un cas
f UE « %
d'application des trois figures servant de transition entre les figures 1 et 2, ou 3 et à, ou 3 et 8, ou 9 et 10. Il suffit de regarder ces figures pour reconnaître que les cas (1, 2), (3, 5), (9, 10) répondent à “l'hypothèse d’une pression intérieure, où appliquée sur la concavité du cercle; le cas (7, 8) répond à l'hypothèse d’une pression extérieure.
Avec la pression intérieure, il y aura lieu de distinguer, d’une part, les cas (1, 2) et (3, 5); de l’autre (9, 10), et l’on prévoit que l’on passera du premier au second en diminuant la pression.
Je remarquerai d’abord que cette distinction se fait avec facilité par les équations originales.
Nous savons qu’ici la constante C doit être nulle, comme il résulte de son expression (6 bis). Geci est évident aussi par l'égalité
r cosÀ = Art+ Br?+0C,
puisque 7 doit devenir nul. En outre, lPéquation (1) nous donne
I Es k EN ? 2 :
2 B — EN désignant le rayon primitif. Les constantes sont ainsi
déterminées en fonction des données, et nous pouvons calculer le discriminant. Mettant x pour r? et faisant GC = 0, nous avons à considérer le polynôme æ?(Ax+B}?— x. Son discriminant, calculé
comme dans la note ($$ I, IT, p.121, 122), se réduit à = Î ; D = — 35 ÀA° C4 B3 + 27 A).
En premier lieu, ce discriminant est toujours négatif si B est positif, ce qui est le cas pour la pression extérieure. Pour la pression intérieure, 1l faut prendre © négativement. Désignant plutôt par p le
’ Le . L < rayon, pris positivement, on devra faire alors 2B — — -. Donc le P
À PER #2 42 s signe du discriminant est le méme que le signe de la quan-
Er I LÉ — 2 A pi —: ..
GT. Pour appliquer les formules développées dans ce mémoire,
" $ ; ; : l nous avons à prendre d’abord la fonction Ÿ(q, h, &), qui see
dé
dans chaque cas, y supposer 9 = h#, 1— 0, et remplacer / par son
NN), Ne DCR ‘ : PNA EE LS Sr trente. ne “ROC ANS ef US,
. : NOUS AVONS ainsi
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Cette première équation contient la seule inconnue , figurant
out expression V
dans 4 et dans v,. Cette inconnue est déterminée par là, et toute la
courbe est connue. Le paramètre 4, qui répond à l'extrémité encastrée, est donné par l'égalité s — /4.
Pour obtenir par ces formules la distinction des deux cas, relativement au signe du discriminant, il faudra les modifier de manière à mettre en évidence les expressions asymptotiques de Ÿ et de u: pour g—=h—1. Cest, en effet, par ce cas limite que s’effectue le passage; la courbe de transition ne dépend plus des fonctions ellip-
tiques. Je crois inutile de reproduire ici ce calcul.
S1 la verge est naturellement droite, l’origine est en même temps un point où la courbure est nulle. C’est le cas où l’on a
qg=e"TV3= 0,00426....
Anneau comprimé normalement.
62. Parmi les applications de la nouvelle courbe élastique, la plus intéressante est, sans contredit, celle qui à donné naissance à cette courbe et qu'a imaginée M. Maurice Lévy. Il s’agit des figures d’équilibre d’un anneau circulaire soumis, dans tout son périmètre, à la pression uniforme et normale p.
La courbe doit ici être fermée. On doit, en outre, remarquer qu’elle affecte seulement l’une des formes qui, sans rupture et sans que la figure sorte du plan, peuvent être modifiées en formes convexes. Ce sont exclusivement les figures 3, 5, 5 et 8 qui fournissent de pareilles formes. Les formes provenant de 5 et 8 contiennent des points doubles ; mais on ne doit pas les exclure si l’on veut admettre l'hypothèse de l'épaisseur nulle (n° 54). Ces diverses figures sont caractérisées par la condition u > 0, qui entraîne g << 0,107653.... Elles répondent au discriminant négatif. La pression est toujours extérieure. Done, pour le cas d’une pression intérieure, la forme circulaire est la seule forme d'équilibre. C’est toujours alors un
- équilibre stable,
63. La condition que la courbe soit fermée exige que, partant d’un sommet &, on y revienne quand le paramètre £ croît constamment. L’argument {, étant zéro au début, est 227 pour tout sommet homologue à a. En même temps, l’angle des rayons vecteurs correspondant aux deux sommets est 2 2 ur.
La courbe doit être fermée, et, de plus, tourner une seule fois autour de l’origine. L’angle des rayons vecteurs doit donc être égal à 27. Ainsi u est l'inverse d’un nombre entier; comme x est essentiellement moindre que l'unité, cet entier est au moins égal à 2.
Le courbe a pour axes de symétrie les rayons qui vont du centre aux sommets d’un polygone régulier de 2 n côtés.
La première équation entre g et À est (n° 32)
NT RS ES RNA AR ne Nes Er n 1+ A as rage e : ): S 9
Le périmètre total s correspond à 4— 2n7; donc { — = À, : SAUT 12
le rayon du cercle primitif étant 0. À cause de l'expression de {, on conclut la seconde équation
3 FR ÉT-R 2 aq!
M2 = Le Æ res +Ù mate DT ge - (r = um).
n (1+ h) 1+ (—i)#+#t qe | hr
Les deux équations déterminent À et q en fonction des données, qui sont À et £, auxquelles on doit joindre l’entier arbitraire nr 2 2.
Nous avons démontré (n° 33) que, dans l'hypothèse actuelle, u => 0, on à toujours ‘
De At — p?).
Mettant pour 4 et Lo leurs expressions, nous concluons, en rem- P :
plaçant À par SEL?
et, en mettant pour » le minimum #7 —2, po? > 3EI. Donc l’équilibre sous la forme circulaireest seul possible, et, par conséquent, l'équilibre est stable, si l’on a pot< 3 EL.
64. Dans le cas opposé, d’autres équilibres sont possibles. D’après la discussion faite précédemment (n° 34), ces équilibres peuvent
correspondre seulement aux nombres entiers » satisfaisant à la double
condition pp?
PP" ET n—2 est impossible; ne sont possibles que les nombres 7 — 3 ÉLEE 4
Dans le problème des prismes droits chargés debout, comme dans ce dernier problème, on a trouvé une limite des forces assurant la stabilité de l'équilibre, et cette limite est précisément égale à la force qui répond à l'hypothèse g infiniment petit, c’est-à-dire flexion infiniment petite. Cette circonstance est de nature à satisfaire; mas, si l’on se souvient que la méthode fournit des conditions seulement
Si, par exemple, est compris entre 15 et 24 exclusivement,
suffisantes à la stabilité, sans prouver nullement leur nécessité, on se convainc qu'on ne saurait avoir aucun droit à considérer a priori la force répondant à une figure d'équilibre infiniment peu fléchie comme une limite de la force garantissant la stabilité. Un exemple ultérieur, au surplus, mettra ce fait en complète évidence.
Verge encastrée à ses extrémités dans des pièces mobiles, et subissant une pression normale.
63. Une verge, naturellement en arc de cercle, soumise à la pression normale et uniforme p, est assujettie à ce que ses extrémités restent sur deux droites, coïncidant avec les rayons qui aboutissent aux extrémités de l’are circulaire primitif; en outre, en chacune de ces extrémités, la verge reste normale au rayon correspondant. Étudier les figures d'équilibre, tel est le problème dont je vais maintenant m'occuper. On remarquera que les conditions proposées peuvent être réalisées par le moyen d’encastrements dans des glissières. |
Une extrémité a&, devant rester sur une droite donnée, la force élastique en a, doit être normale à cette droite, qui, en outre, est normale à la courbe. La force élastique est donc tangente à la courbe; a, est un sommet. Chaque extrémité est donc un sommet, et le centre primitif est le centre des forces élastiques.
66. Pour se rendre compte de la transformation d’un arc de la
courbe en arc de cercle dans les conditions du problème actuel, on doi imaginer que, par le glissement d’une extrémité sur son rayon, rc est amené à tourner autour du centre, partout dans un mêm l'arc est ame Lo L d tre, partout d nême sens.
Ainsi, sur la figure 10, si l’on envisage l’arc bab', on voit que la transformation s’opère quand les points b et b” se rapprochent de 0,
dont au contraire a s'éloigne. L’angle au centre est 2 ob IL'est égal à l'angle des rayons vecteurs ob, ob’, tel que la génération de la courbe et les formules le donnent, 2(1+u)r. En général, sur la figure 10, si l'arc contient na sommets intermédiaires, l’angle au
centre du cercle est (+n)(+n)r.
Dès que » n’est pas nul, il faut supposer, comme on l’a déjà fait dans d’autres cas, une verge sans épaisseur. Mais, en prenant deux sommets consécutifs a, b pour extrémités, on n’a plus à faire cette restriction.
La figure 9 donne des arcs qui se transforment en ceux de la figure 10, quand on fait franchir le point o aux sommets a: La transformation en arcs circulaires est donc facile à saisir par cet intermédiaire. L’angle au centre est donné par la même formule. Dans ces deux cas, la pression est intérieure. RTE
La figure 12 doit d’abord être déformée en la figure 11 pour faire disparaître les points d’inflexion, puis les sommets b doivent franchir l’origine. Désignant toujours par r le nombre des sommets intermédiaires, on a, pour l’angle au centre, l'expression (14 n)(1—1u)x. Dans la figure tracée, cet angle est moindre que la circonférence pour n—0;n1 le cas nos celnidedLarc able es er est celui de l’are aa' ou celui de l'arc bb’. Pour ce dermier, lhypothèse de l’épaisseur nulle est nécessaire. La pression est exterieure.
Les figures 5 et 3 (la première changée d’abord en la seconde), les figures 7 et 8 (la seconde changée d’abord en la première) donnent des arcs circulaires d'angle (n+1)un. La pression est extérieure. Dans les autres figures, les sens de rotation sont opposés en deux sommets consécutifs ; la transformation est impossible. Nous avons ainsi examiné tous les cas. |
67. Donc, en premier lieu, les figures 9 et 10 répondent seules au
nd
Rd 7 ét lt Late
cas de la pression extérieure. En outre, l’angle au centre y étant supérieur à x, dans le cas de la pression intérieure, une verge moindre qu'une demi-circonférence n'a pas d'autre figure d'équilibre que la figure naturelle |
DUREE 4 BUT
Pour ce cas de la pression intérieure, prenons une verge ? N . Hs F & D d'angle y =>7, et supposons aussi ÿ<[ 27 pour n'avoir pas à considérer l’épaisseur comme nulle. Les équations du problème seront
(n° 49) COPA S Y0 Ces - [— AAA EE Li (IE U)T =, ee = a
Ces deux équations déterminent 4 et en fonction des données y, LAS
J'ai indiqué (n° 52) que la condition de possibilité est
TO
J « 1 ; 2 > sé(su+i) Ce r).
ne
Mettant pour u et v, leurs expressions, et À — ii
» j'obtiens
P 6° FA Has EI . (5)
Telle est la limite au-dessus de laquelle doit être la pression pour
qu'il y ait une figure d'équilibre autre que la figure circulaire. Quand la pression est égale à la limite même, la flexion est infiniment petite; car ce cas répond à l'hypothèse 2, q infiniment petits d’un même ordre (n° 51), et la courbe diffère infiniment peu du cerele (n° 50, à la fin).
Ainsi, pour le cas de la pression intérieure, voici les conclusions :
1° Si la verge est moindre qu'une demi-circonférence, l'équilibre naturel est stable, quelle que soit la pression;
2° Si la verge est plus grande qu'une demi-circonférence (son angle au centre étant y > 7), l'équilibre naturel est stable quand la
nS T2
: ose ET.
pression p est moindre que 5 Or M À
Ye
N’est-1l pas évident maintenant que cette dernière condition, prouvée suffisante, ne peut être nécessaire dans tous les cas? Effectivement, la limite assignée à p tend vers zéro quand y s'approche de 7. Si l’on oubliait le caractère de la condition trouvée, on admet-
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trait que, un peu plus petite qu'une demi-circonférence, la verge serait stable sous toute pression; un peu plus grande, elle ne le serait pas sous une pression même très petite!
68. Soit maintenant la pression extérieure. Les figures 11, 12 donnent lieu aux équations
is CE = NU Re fe TE (RAT SI PReES be 2A (n+i)r (nr +I)r
De là résulte la condition de possibilité
P! - jt —:| [AE | put
En n’admettant pas l’hypothèse de l’épaisseur nulle, on pourra préndre n=6.oûù7—Fsiy<ir, chsculementri 1 1 "7. Pour les figures 3, 5, 7, 8, les équations sont
3 AS VD + RO es MS Te ER Mir PURES V4 2A (n+I)r (A +I)T
Ce sont ici les formules du n° 32 qui s'appliquent. Tout d’abord u est plus petit que l'unité. Donc, si y <[7, on peut prendre pour rx tous les entiers, y compris zéro; si Yÿ2®7, la moindre valeur de n est n —1. |
Pour ce cas, il ÿ a deux limites de p, (n° 33, 34),
ua —u?) ed <= u)(2—n)(3— u).
Cette double inégalité devient
\2 r2 3 - c ; RE T Res P£ > Li | ES 1] jt 1].
v EL ÿ Ÿ De là les conclusions que voici :
. . . L 3 r2 1° y<{r. — L'équilibre naturel est seul possible si __. < . —1.
Dans le cas opposé, il y a toujours une ou plusieurs autres figures
d'équilibre.
Effectivement, soient
| PRRRAAULS SI LS RE SEE Las") pes: PER
Le” À
| Si p, est plus grand que p,, alors, quand p est compris entre p; | et p,, existe la figure d'équilibre où le discriminant est négatif et A —O; puis quand p surpasse p,, existe, en outre, celle où I — 1, etc...
Si p, est moindre que p,, alors, quand p est compris entre p, et p',; la figure où le discriminant est négatif et 7 — o existe d’abord, puis
kb D dat dd it de dt
est remplacée par celle où le discriminant est positif, laquelle subsiste, quel que soit ensuite p, concurremment avec d’autres, quand p dépasse p,, etc.
Le premier cas a lieu pour y ne le second pour + => =
55 7° . . 03 { 72 Ë 2° 27. — L'équilibre naturel est seul possible si = RTE, à - Le
Dans le cas opposé, il y a toujours une ou plusieurs autres figures d'équilibre. -
On le prouve en considérant p, et p, comme tout à l'heure p}
. = : à £ . s et p1. Les deux cas, suivant les grandeurs relatives de p' et p2, se distinguent d’après une limite de y, peu supérieure à 7, et qui est 2 . 53 — ÿ505 égale à ———— 7. +
| 69. Dans cet exemple encore, les résultats doivent avertir que la < méthode donne des conditions suffisantes, mais non pas nécessaires, pour la stabilité. Si l’on n’y prenait garde, on trouverait absurde la discontinuité qui existe entre les deux limites o et 3 quand y passe par la valeur +.
Quoi qu'il en soit, la méthode, qui a réussi pour le problème des | prismes droits chargés debout, réussit également dans les exemples 4 ci-dessus : elle fournit des conditions de stabilité suffisantes. Mais : ces exemples font exception : dans la plupart des problèmes, elle ne pourra conduire à aucune limite de la pression, ou, si elle conduit Ë à une limite, cette limite ne correspondra pas à une déformation infi- L niment petite. On se convaincra de ce que j'avance 1c1 par le dernier â exemple dont je vais parler : les circonstances qu'on y rencontre se ? reproduisent dans presque tous les cas.
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Verge fixée à ses extrémités, et pressée normalement.
70. Un arc circulaire, fixé à ses deux extrémités, est soumis à une pression normale et uniforme sur toute sa longueur. Étude des figures d'équilibre (!). 4
Il ne saurait exister ici aucune limite au-dessous de laquelle, si lon
prend la pression, la forme circulaire soit la seule forme d'équilibre. En ellet, j'ai montré (n° 58) que, sans aucune pression, 1l y a une infinité de figures d'équilibre.
Si je parle donc de ce problème, c’est uniquement pour montrer quelles sont les circonstances analytiques correspondant à ce fait.
Par analogie avec le n° 37, nous pouvons envisager ici deux modes d'équilibre. Je me borne au second mode, donnant une figure symétrique. Je désignerai ici encore par £ et — 4 les arguments des extrémités; par 9 le rayon primitif; par 24 l'angle au centre. En outre, 6, r seront, sur la courbe élastique, l’angle polaire et le rayon vecteur répondant-à l'argument £.
En égalant aux données respectivement l'arc, la courbure extrême et la corde, on obtient les équations suivantes :
sm ssin0"e
de ets PRE CA 2A pa lip.
Les inconnues, contenues dans les seconds membres, sont g, , t.
Rd re | 27 es ; Les quantités A 6, u, sont explicitement données en fonction de
ces inconnues par les formules développées dans ce mémoire. Prenons -
les formules convenant au cas du discriminant négatif. Dans les deux premières équations, considérons g comme donné et supposons calculés alors, par ces équations, et {. La dernière fournira alors la préssion en fonction des données et de g. Pour trouver une limite de cette pression, il faudrait donc trouver un minimum de £*u2, lorsque varie q. |
En se conformant aux suppositions naturellement nées du problème des prismes droits, on envisagerait l'hypothèse g infiniment
(1) Ce problème, qui a des applications pratiqués, m'a été indiqué par M. Maurice Lévy. Il est à regretter que la méthode actuelle ne puisse s’y appliquer.
peut. On trouverait ainsi une valeur de #*u,, et l’on chercherait à prouver que c'est un.mintmum MiNIMOTUM.
71. Or il arrive que ce n’est pas même un simple minimum. Voici pourquoi :
Au moyen des deux premières équations, on forme assez aisément
les deux premiers termes des développements de L et t, suivant les
puissances croissantes de g; le premier terme, pour chacun, est
indépendant de g, le second contient un facteur Vg, et la même
chose a lieu pour {*4,, en sorte qu’on trouve {4 = a + b Re ce
où a, b sont fonctions des seules données , p. #
Le coefficient b, dont je ne donne pas le calcul 1c1, le jugeant
inutile, n’est pas nul. Suivant le signe de b, l'hypothèse 9 — 0 cor-
respond à un minimum ou à un maximum suivant qu'on prend Vq avec le signe + ou le signe —. Mais aucun des deux choix n’est permis ; 1l faut prendre le double signe. Car (n° 32) chacun de ces deux signes à une interprétation : l’un correspond à l’hypothèse d’un rayon maximum, l’autre d’un rayon minimum, au milieu de larc fléchi.
Il n'y a donc pas là de limite minima pour la pression, et la méthode est totalement en défaut. ie
72. Une dernière observation est à faire sur cet exemple. Considérant la déformation infiniment petite de la verge pour g infiniment peut, il est naturel d’y rechercher le travail de la pression extérieure. Ce travail est infiniment petit. Si sa partie principale avait la
forme b'/q, le signe de 4 ne serait pas arbitraire; car ce travail ne
sé motte étant ds lbééetd à bébé LH AN PAT f.
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saurait être négatif. On prévoit donc que b’ est nul; c’est là une véri- - fication par laquelle je termine.
La pression restant toujours normale, son travail pendant la défor-
mation d'un arc a,a, en a,a, est proportionnel à l’aire comprise entre les deux ares et les trajectoires des extrémités. Lei les extrémités sont fixes. Soient S, l’aire du demi-secteur circulaire; S l'aire du demi-secteur fléchi, les notations restant les mêmes que tout à l'heure. La demi-aire comprise entre ‘les ares a pour expression
I . LA : : LA
Si—S—-rosim(Ü—+3)—". Il s’agit de calculer S jusqu’au D) À O
terme en 4/q inclusivement, et négligeant les suivants ; on doit trouver alors zéro pour résultat. A Les équations (43) donnent & pour la partie principale de pré; soit a — ut—+e. On a, d’autre part (n° 32), O—=pi+(ai+c)sint +...
De là
sin(Ü —x) — (a+ C1) Siné — e —.,
Pour Paire de la courbe élastique, les formules du n° 32 donnent
x20? / Di S—=-—(mt+hbisint +...) = - : + sine
2 Ho 2" nt bu É
La seconde expression provient de ce que, en négligeant la première puissance de g, on à > — pu. L’aire circulaire est S, — 40?; enfin r et o ne diffèrent que d’un infiniment petit, sans influence 1c1 à cause du facteur infiniment petit sin(Ü — x). Après substitution, je
trouve
s I JL = etfaitet bi Sin +.
| ua
Or a,, c;, b, sont proportionnels (n° 32) respectivement aux quan-
1 + A3 u. ES RAS SL Ce CD er re ki ; ï se réduit à ———, et l’on a effec-
tités 1 + b, T
tivement
« de A+ Ci+ —b;=—0, Gas
> . ÉL È . A d * en négligeant dans = les termes qui contiennent q. Ainsi est faite la
vérification annoncée.
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CONCERNANT LES
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. 1, 1885, p. 11.
Ixvrronucrion.
Sr, entre diverses solutions d’une méme équation différentielle linéatre, solutions d’ailleurs inconnues, il existe une relation connue, quel profit peut-on en tirer pour l'intégration? e
À celte question, d’un caractère si indéterminé, la réponse est que, en général, on peut trouver explicitement, sans aucune intégration, les solutions qui figurent dans la relation donnée. Effectivement, si l’on différentie continuellement cette relation, en abaissant les dérivées des inconnues au-dessous de l’ordre de l’équation différentielle, on parviendra à des relations en nombre suffisant pour déterminer ces inconnues par des équations simultanées. Ce raisonnement, tout élémentaire, ne suppose même pas que l'équation diffé-
_rentielle soit linéaire. Toutefois, quand il s’agit d’une équation
linéaire, la conclusion se complète : st la relation donnée a lieu entre des solutions en nombre égal à l’ordre de l'équation, cette équation s'intègre complétement.
Ces généralités, on en conviendra sans peine, ne sont guère instructives. Elles laissent dans l’obscurité les cas d'exception; elles entraînent à des calculs impraticables, sauf pour des exemples faits exprès et dénués d'intérêt. La méthode désirable devra, au contraire, fournir d’elle-même des exemples intéressants, et mettre en lumière les cas exceptionnels.
Pour ce but, je restreins la question au cas où la relation donnée est algébrique par rapport aux quantités inconnues.
Désignons, d’une manière générale, par la notation y,(y) un polynôme homogène, de degré p, à coefficients constants, formé avec diverses indéterminées y, Y2, ...… Considérons ces indéterminées comme des solutions d’une équation différentielle linéaire donnée; et, les lettres À représentant des fonctions de la variable indépendante, toutes connues, supposons donnée la relation
(1) À Xpo(Y ) + {pa (S) + ha {pa (SN) +. À.
Chacun des polynômes y,(y) satisfait à une équation différentielle linéaire que l’on peut former; c’est l'équation aux puissances Van des solutions de la proposée. La relation donnée peut donc être envisagée comme ayant lieu entre. les solutions de diverses équations linéaires données. Sa forme linéaire rend aisée la discussion du résul- Eat: En péter ve Y,, ... étant des solutions inconnues de diverses équations linéaires données (sans second membre) toutes différentes, et ces solutions satisfaisant à la relation
Yo + Vi Yo... = À,
on pourra déterminer ces solutions en résolvant un système d’équa-
tions simultanées du premier degré, sauf le cas d'exception suivant :
s’il existe un ou plusieurs systèmes de solutions Z, Z4, 2, ... des mêmes équations respectivement, qui salisfassent à la relation
Lo + Li + Zo+...— 0;
alors les ŸY dépendront d’une équation différentielle linéaire, à second membre, dont l’ordre égalera le nombre des systèmes Z.
Appliquant ceci à l'équation (1), où chaque produit }'y7(Y) est une PPHq Ï ; que p AIS
quantité telle que Ÿ, nous pouvons conclure de la sorte : Etant donnée une relation algébrique entre les solutions inconnues d’une équation différentielle linéaire, on en déduira, en fonction de la variable indépendante, l’expression de polynômes entiers, homogènes et à coefficients constants, composés avec ces solutions. Geei est dit sous réserve des cas exceptionnels, dont je parlerai plus loin.
Par ces considérations, le problème général, concernantles relations algébriques données entre les solutions inconnues, est ramené à ce cas particulier : {ntégrer une équation différentielle linéaire, quand on connaît, en fonction de la variable indépendante, l'expression
Le
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d’un polynôme entier, homogène, à coefficients constants, formé avec les solutions inconnues.
C’est à ce problème qu'est consacré Le présent mémoire. J’y emploierai une méthode nouvelle fondée sur la considération des cova- _riants des formes algébriques. Mais examinons ici ce qu'indique l’analyse générale, rappelée au début et fondée seulement sur l’élimination.
Soient x l’ordre de l'équation différentielle, p le degré du ROUE nôme 7, et, en outre,
NS n(n+i)(n+2)...(n+p—1) A ET Un
On donne l’expression explicite de ‘y en fonction de la variable indépendante; soit À cette fonction. Les dérivations successives donnent
@) an Den, Dynse +) ue 2,
nm ml
Les équations obtenues ainsi contiennent, dans leurs premiers membres, Les polaires de melormées-ayecrles pp, 2.,-pte" 0 Le nombre total de ces polaires, la forme 7 y comprise, est N. Si l’on s'arrête à la dérivée d'ordre N, on a des équations en nombre N +1, qui permettent l'élimination de toutes ces polaires. Le résultat de l'élimination est ainsi une équation linéaire, d'ordre N, à laquelle doit satisfaire À. C’est l'équation aux puissances p°"%. Par hypothèse, À satisfait à cette équation.
Il est manifeste que toute dérivation lee eure est dès lors superflue. Les équations résultant des N — 1 premières dérivations sont seules à considérer. Avec la proposée ‘7 = X, on a, en tout, N équaions. S1 y est Le nombre des quantités y figurant dans :/, ces quantités, avec leurs dérivées, donnent 7% inconnues, qu'on pourra trouver par là si »y ne dépasse pas N.
Prenons, pour y, son maximum n#. Le nombre #? n’est supérieur à N que si p est moindre que 3. Donc, en général, {a connatssance, en fonction de la variable indépendante, d’un polynôme j(Y), de degré au moins égal à 3, entraine l'intégration complète de l'équation, sauf d’abord le cas d'exception où ce polynôme ne contient pas autant d’indéterminées qu'il y a d'unités dans l’ordre de l'équation. En ce cas particulier, on trouve seulement pareil nombre
de solutions. Mais, en outre, l'analyse précédente fait encore connaître un autre cas d'exception; c'est celui dans lequel les N — 1 premières dérivations conduisent à moins de N — 1 équations distinctes.
En ce cas, l'équation aux puissances p°®% s’abaisse à un ordre N — k, moindre que N, et il existe, entre Les solutions de l'équation proposée, kÆ relations homogènes, à coefficients constants, et du degré p. Le nombre des équations (2) est seulement N —#; maisil existe, en même temps, X systèmes d'équations analogues, où À est réduit à zéro. On démontre très facilement que ces équations permettent de trouver les inconnues y, toutes les fois que les Æ polynômes, analogues à ‘7, ne sont pas les produits d’un même polynôme du second degré par d’autres polynômes. Ainsi, le degré de étant au moins égal à 3, voici le seul cas où l’on ne puisse trouver, par l'élimination, les solutions qui figurent dans y : c’est le cas où l'expression de ce polynôme par la variable indépendante se réduit à . zéro, où ce polynôme se décompose en facteurs dont l’un est du second degré, où enfin c’est ce dernier facteur qui est nul. Il s’agit, on le voit, d’une équation différentielle hnéaire entre les solutions de laquelle existe une relation quadratique à coefficients constants, et sur laquelle, en définitive, on ne fournit aucun autre renseignement.
Cette exception se range dans le cas où le degré du polynôme 7 est égal à 2, eas auquel la conclusion précédente ne peut s’appliquer. La connaissance d’une forme quadratique, composée avec les solutions, n’entraîne pas l'intégration. Elle conduit à faire connaître les solutions qui y figurent dans le cas seulement où ces solutions sont en nombre + 1
> A 4) ; s SES au plus égal à + Par exemple, pour une équation du troisième
ordre, la connaissance du produit de deux solutious suffira pour faire trouver ces deux solutions, sauf encore le cas où trois solutions quelconques sont liées par une relation quadratique à coefficients constants, et dans lequel une quadrature sera nécessaire.
Pour les formes quadratiques, on le voit, le problème est d’une nature toute spéciale. J'ai rencontré, dans l'étude de ce problème paruculier, de nombreux résultats que je crois dignes d'intérêt, mais que je me réserve de traiter à part dans un autre travail (!).
Revenons au problème où l’on donne la relation (1), contenant au moins deux polynômes distincts. Des considérations de même nature
(?) Voir plus loin, p. 268.
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font reconnaître que les dérivations successives fournissent assez d'équations pour déterminer les inconnues. En résumé, étant donné une relation algébrique entre diverses solutions d’une équation différentielle linéaire, l'élimination suffit à faire connaître ces solutions, saufun cas d'exception unique : celui où la relation consiste en un polynôme du second degré, homogène, à coefficients constants, égalé à zéro.
Le mémoire actuel est divisé en trois parties contenant successivement la Théorie générale, les Équations du second ordre, les Equations du troisième ordre.
INTÉGRALES NON LINÉAIRES
1. En même lemps qu’une équation linéaire quelconque, j'aurai ei à considérer son adjointe. Rappelons succinctement, d’après Lagrange, ce que c’est que deux fonctions linéaires adjointes. :
Les lettres go, 1, :.., Yos Y1 --- désignant des fonctions données de la variable indépendante x; y et n des fonctions :rndéterminées de cette même variable, considérons les deux combinaisons linéaires
n(n—1) G( y) — £o7 7 — ng 1 JD + FER ; gay +, + En VŸ + SnS FOUT RL LR + + NYn-17 —+- Ya.
EC — Yon?) se nYÿin 1) +
Ces deux fonctions G(y), F(n) sont dites adjointes l'une de l’autre, s’il existe une troisième fonction B(y, n), linéaire et homogène par rapport à y, y’, ..., y? 1) d’une part, par rapport aussi à n,n/, ..., 17) d'autre part, telle qu’on ait identiquement, c'est-à-dire quelles que soient les deux fonctions y, n,
3) RACHID ET (NYC NE Cette conditron détermine complètement l’une des deux fonctions
G(y), F(n) quand on se donne l’autre arbitrairement. La liaison est exprimée par l’un ou l’autre des deux systèmes suivants, à volonté,
Yo— So» SET Ÿ05 Yi== 81 Lo Sin ft Yo; = 82-281 + Lg ET ot mr Méer Ce
Vs =rr6 7
..... se
3 La — 3 8 + Lo Ba — Ya +13 Ya — 304 + Yo»
...,. COS EE CN | dis ele nelole op serel ere sr dal pe ee) s ie ee
Lite:
La loi de ces équations est manifeste, et elle peut se résumer encore
ainsi :
T'{n) = (gon) — n(gin)=1 + D (gen) (ga an) + (— 1) ghn, n(n —
G(y) — (ya.7)2) — n (y: D Les À Du
Le 1) (ar JDE +R (ya 10) ce (— 1)t+1 YnY°
Les deux fonctions G(y), l(n) étant composées de la sorte, la relauon (3) est vérifiée par une fonction B, qui, écrite sous l’une ou l’autre des formes
B — Boy t—1) eh. GB ytr—2) M B2 yes) nt DE (— 18h29 + (— 1)2+1 Gin (—1)2-1B = bintr1) — bintr-2) + byntr-3) +, + (—r)? pes 7! LTD DAT
a les coefficients suivants :
Bo = Lo; Bi = (£0n) — 2817, 7 Sr n(n—1) (5) Pa = (807) — (81%) HER CA:
7) 7 nn HI 2 IU(H1— 1 (n —2 Ps= (Son) —n(£g1n) pme? y — UND ps, Bey, k bi= (07) — nY1Y; ÿ $ n(n--1 (Bbisy| PE Cor) ay) RD y, | 77 " n nt r n(n—1I (n — 2 b3=(v0Y) Ati) ee nie À y
Si, au lieu de laisser n indéterminée, on remplace cette lettre par une solution particulière de l'équation F (1) = 0, il résulte de (3) que, en égalant B à une constante arbitraire, on obtient une intégrale première de l'équation G(y) = 0.
2. Supposons n remplacée successivement par » solutions, distinctes entre elles, de l'équation l(n) = 0, n:, n°, .…., nn. Soient abréviativement
B; = B(y, mi), B:= B(Y, 2) …. B,= B(y, nn).
3 A É : r 1 x ® Prenons un polynôme, de degré quelconque, homogène, à coefficlients constants, où les indéterminées soient B,, B,, ..., B,. En éga-
., .. "Er :
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lant à une constante arbitraire ce polynôme :/ (B), on aura encore une intégrale première de l’équation G(7) = 0. Cette intégrale, on le voit, est homogène, et du même degré par rapport à y{2=1), 7t- n Ts PA que (B) par rapport aux lettres B. Les coefficients sont des foncuons de la variable indépendante. De telles intégrales ont déjà été
- envisagées par M. Darboux dans un travail très remarquable (1) auquel j’emprunterai plus loin un résultat important.
Ce qu'il faut tout d’abord observer dans cette intégrale, que je désignerai par F, c’est la composition du coefficient de la plus haute puissance de y(*-1). D’après la première forme de B et l’expression de Bo, si p est le degré de F, le coefficient de [ 771]? est égal à ghy(n). Si donc, sans connaître d’ailleurs ñ,, n2, ..., nn, On connaît l’expres-
- sion en æ d’un polynôme homogène, à coefficients constants et de
degré p, où les indéterminées soient les solutions n de F(n)—0, on connaîtra du même coup le premier coefficient d’une intégrale F, du même degré p, pour G(y) = o.
Au moyen des formules (5), on peut reconnaître, et je montrera d’ailleurs plus loin d’une autre manière et complètement, qu’en général, le premier coefficient de F étant connu, tous les autres s’en déduisent explicitement. Donc, quand on connaît l’expression en x d’un polynôme y(n), on en conclut explicitement une intégrale première F pour l’équation G(y) = 0. Cette intégrale est du même degré en y(*71),
UP PM y que 4(n) En 1, 2, +...
La fonction y (r) sera dite la source de l'intégrale F.
3. Quels peuvent être les cas d'exception où la source ne détermine pas lintégrale sans ambiguïté? En un tel cas, deux intégrales disunctes, d'un même degré p, auront une source commune. Leur différence sera donc une intégrale, de ce même degré r, ayant zèro' pour source. Donc le seul cas d'exception est celui où, entre les solutions de F(n) = 0, il existe une ou plusieurs relations homogènes, à coefficients constants, et du degré p. Et manifestement, si k est le nombre des relations, linéairement distinctes entre elles, qui existent entre les n, Les coefficients de l’intégrale F dépendent, quand la source est donnée, d’une équation différentielle linéaire de l’ordre #.
(1) Sur les systèmes d'équations linéaires à une seule variable indépendante (Comptes rendus, t, XC, 1880, p. 524 et 596).
200 à OEUVRES DE G.-H. HALPHEN.
Cette exception n’a jamais lieu pour les équations du second ordre. C’est ce qu’on retrouvera tout à l’heure par un caleul direct.
4. Poursuivons, pour le moment, les considérations générales, et supposons connue une intégrale F, du degré p, ayant pour
source "y (n).
Envisageons une forme réduite (ou canonique) de 7 (n), obtenue par une substitution linéaire, les nouvelles indéterminées À étant
données par des relations, telles que És = As101+ sono Fe. As nn ÉREEE ES Mau TL, Soit. avec ces indéterminées, X(n) = AËT ET. Une ACT CTI Cine = PCT).
Posons de même
(6) D Zi Be BE re BACS SE a)
La fonction /(B) acquiert la forme réduite b(z). Les quantités 2, combinaisons linéaires, à coefficients constants, formées avec les quantités B, sont encore des fonctions linéaires de (71), 7272), ..., y", y, à coefficients dépendant de x. La formule (6) est donc le sym-
bole d’une substitution linéaire, concernant les lettres y(*71), 7) Re ) cette forme réduite ne peut être obtenue que d’un nombre limité de manières ou, en d’autres termes, si elle est déterminée, on pourra la trouver, connaissant F, par des opérations purement algébriques. Ces opérations feront connaître les 3, qui sont des intégrales premières de G(y) = 0. Si, en outre, la forme réduite contient x indéterminées, on aura }» intégrales premières, et l’intégration sera complète.
Au lieu de prendre chaque intégrale z, retenons-y seulement le coefficient de y(*-1), Ce coefficient, pour 3,, est
Lo(s,1 91 + As,209 Fes. + %s,nn );
c'est-à-dire g,n, où n est une solution de F(n)—=o. Donc chaque quantité 3 fournit immédiatement une solution de F(n) = 0. Par conséquent, nous pouvons conclure ainsi :
St, en fonction de la variable indépendante, on connait l’ex-
…, y, », et qui fait acquérir à F la forme réduite D(z3). Si
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pression d'un polynôme à coefficients constants, homogène et du degré p par rapport aux solutions d’une équation différentielle linéaire donnée, on peut trouver explicitement et sans intégration toutes ces solutions, poureu qu'entre les solutions de la même équation différentielle il n'existe aucune relation homogène du degré p, et à coefficients constants. :
A ce théorème fait exception le cas où le polynôme proposé n’est pas susceptible d’une forme réduite déterminée, ou, en d’autres termes, se reproduit par UNE INFINITÉ de substitutions linéaires. Les polynômes du second degré sont compris dans le cas d’exception. En outre des polynômes du second degré, ces formes exceptionnelles constituent des catégories très restreintes, dont la recherche apparent à la pure algèbre. Avec trois indéterminées, 1l n'existe que le type z%'z 34%. Si le polynôme :/(n) appartient à ce type, il est aisé de reconnaître que les solations n se trouveront par une quadrature. Des circonstances analogues ont lieu pour le cas d’un plus grand nombre d’indéterminées ; mais je ne veux pas y insister. Quant à ce qui concerne les polynômes du second degré, j'ai dit dans lPintroduction que Je les exclus formellement 1c1.
Revenons à l'intégrale F, supposée susceptible d’une forme réduite déterminée D(3). Les quantités 3 sont des covariants linéaires, irrationnels de F, où y(771), 772), ;.., y, y sont envisagées comme des indéterminées; du moins, si les z ne sont pas égaux respectivement aux Covariants, ils leur sont proportionnels, c’est-à-dire que, un covariant linéaire canonique de F étant
r] EN 2 ii 1 V£ — 2 2) 1} 8 La VU 2) RATES Reste Un-9 V de Un;
la quantité 3 correspondante sera vZ, y étant une fonction des coefficients, mais indépendante de y 1), ..., y, 7, et la même pour tous les covariants linéaires.
Je préciserai ce fait plus loin, après avoir introduit la notion du multiplicateur qui correspond à chaque intégrale.
MULTIPLICATEURS.
5. Egalée à une constante arbitraire, une intégrale F est entièrement équivalente à l'équation G(7)—o. Donc sa dérivée F’ doit être divisible par G(7), et, puisque F° et G contiennent y” seule-
ment à la première puissance, le quotient est un polynôme entier et homogène en 7{271}, y®72)) %.;yl, y, comme F:Le degré de ce polynôme est inférieur d’une unité à celui de F. Ce polynôme M est le multiplicateur correspondant à l'intégrale F, de même que n est le multiplicateur correspondant à l'intégrale B(y, n).
Le calcul direct peut prouver aussi l'existence et fournir lexpression de ce multiplicateur. Ayant, en effet, F—"y(B), où y n'a que des coefficients constants, nous aurons F’ au moyen de la relation (3),
B'(y, n s)= B; = n5G(Y); par conséquent,
(9) FEU 2 = GNU n 3 ñs 5p-
En considérant dans F séparément les lettres 7271), ..., y ,7y,etæ qui figure dans les coefficients, et prenant à ce point de vue les dérivées partielles, on a, d’après l’expression (4) de B,
0F Ô dytr—1) e n > VE,
De là résulte, d’après (3), l'expression du multiplicateur M, d’ail-
leurs évidente, oF EME Sn
6. En second lieu, développant F7 et remplaçant G(y) par son expression explicite, on transforme (5) en la relation suivante :
x D Na a nil DE Po rene ebrme. TA x: d
0F re THÉ 7) ER da dytr+1) LANCE HE 83 PHRASE ve TNE nn + En |:
Cette relation, dont les deux membres sont entiers et homogènes par rapport à 7271), .,.., 7", y et du même degré que F, se décompose en autant d'équations qu'il y a de coefficients dans F. Ges équations, si l’on y considère les coefficients de F comme des inconnues, sont différentielles, linéaires et sans second membre. C’est de l'intégration d’un tel système que dépend la découverte d’une intégrale F.
Si l’on éliminait toutes les inconnues, sauf le coefficient de [y 1p on obtiendrait une équation finale dont, comme on l’a vu, les solu-
SUR UN PROBLÈME CONCERNANT LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 203
ons ont la forme 297 (n). C’est donc l'équation aux puissances pièmes
de r(2) 0:
So
Dans un pareil système, en général, tontes les inconnues s’expriment explicitement en fonction linéaire et homogène de l’une des inconhues et de ses dérivées. On a donc la confirmation du fait annoncé plus haut : tous les coefficients d’une intégrale de F s’expriment explicitement en fonction linéaire et homogène du premier coefficient et de ses dérivées.
Dans tout système d'équations linéaires, l’exception a lieu seulement si l'équation finale, par rapport à l’une des inconnues, est d'ordre inférieur à celui du système. Ici l’excepuon a lieu seulement quand l'équation aux puissances pl%® est d'ordre moindre que N (Introduction, p. 196). Le calcul direct confirme bien les prévisions.
7. Appliquons cette analyse au cas le plus simple, celui où l’équauon considérée est du second ordre. En ce cas, F est une forme binaire, aux indéterminées y”, y,
PAPA
F — AY P+ P&Y PI Y + “E MY PRIYIH. + Papi Y YPTI+H ap Jus
Le système qui se déduit de (8) est le suivant :
| &o(ao + PA) = 2P81%0; Solai + (p —1) @] = 2(p —1) 81% + 200, Lolo +(p —2) a3] = 2(p—2)gia2+ 2800, (9) | Solas+(p—3)a]= 2(p—3)g1as+382@, AN à A2 SU a LR Me Ne EE So(ap-1+ y) = 2814p1+(p —1) BAPE
Én 1 :
80%) — P£2Ap-1.
Ces équations montrent bien que le cas d'exception ne peut jamais se
produire quand il s’agit d'équations du second ordre. Effectivement,
si l’on donne une solution &,, on peut déduire immédiatement a, de la première équation, puis a, de la seconde, etc.
FE On peut vérifier par ces équations le théorème sur les invariants et
les covariants des intégrales, auquel j'ai fait allusion et qui sera dé-
montré plus Ioin. Supposons d’abord p un nombre pair et considé-
rons l’invariant quadratique de F,
[= aa) — paiap-:
(Cp —1 ( PP Li SARA ARR Ee 152 2 P _ PP M Rs 2 Sa dérivée peut s’écrire en à 5:
l'= a, a, — pa, ap_1+ Poe Apart DA AAa Ap Ao- En substituant les expressions de 4, a, ..., &, tirées de (9), nous obtenons | Lol = 2pgil.
Posant, pour abréger,
(10) TRE ml
on voit que w??[ est une constante. En d’autres termes, l’ineariant quadratique de la forme u?F est une constante. Plus généralement, soit J une fonction quelconque de &s, &i, ..., 4); on aura, d’après les équations (9), cette expression de la dérivée J",
! 2891 oJ
= Et pas + (p =D aide + (p—2) ue + | L£2 OJ ÔJ OJ age -oa de + are +
J 0] ol — Pas ERA DE DRE EEE '
Si maintenant J est un invariant de F, on a, d’après les propriétés des invariants, la réduction suivante :
Pom e1 \ #0 où m est le poids de cet invariant. D'ailleurs le double de ce poids est égal à p fois le degré de J par rapport aux lettres &,, &, ..., &p. Donc tout invariant de u?F est wne constante.
Cette propriété du système (9) méritait d’être signalée : Quels que soient 96, £1, Lo, le système(0), dont l’ordre est (p +1), a tou- Jours (p — 2) intégrales qui sont fournies par les invariants de la forme binaire du degré p. Le cas p = 2 fait exception, bien entendu.
PU LTE. CNT. PC PT EN € TUE RTE
sat |
À Su
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Pour vérifier de même la propriété des covariants, modifions les équations (9) en posant UPA; =.
Le type général des équations (9) devient, à cause de (10), (11) Solxs + (P—S)asr1] = (p —25) gias + sgras-1.
Soit maintenant un covariant H de la forme w?F,
AVR A2 172 y? +... + JAY AV TT 1 + AY.
RÉ CRCPH ECRG AT ETE LNIEE 14 2
Calculant, d’après (11), la dérivée d’un coefficient de H, nous
aurons OA OA À RTE SRE = = S + À s gAL= a [pas 0% + (p 2) % PR + (0 a | + Lol a LE 2.4 Le + 3a A e 52 Sr lue PRES
D'après les propriétés des covariants, cette équation se réduit à SoA=(q —25)g1As+ Sa 5-1 —(q —5s) Los.
Cette dernière ne diffère de (11) que par le changement des lettres p en g et « en À. Donc H est le produit d’une intégrale par ul: tout covariant de uPF, du degré q, divisé par ul, est une intégrale.
8. On pourrait encore, et d’une manière analogue, prouver le même théorème pour les équations de tous les ordres, par le moyen du système que représente l'égalité (8); mais je préfère me borner à la démonstration simple et profonde qu'a donnée M. Darboux, auteur de ce beau théorème.
Nous avons composé F au moyen de 7 (B). Cette dernière est une forme, à coefficients constants, et aux indéterminées B,, B:, ..., B,, et nous avons posé
(12) B; — B(y, 1) B2— B(y, 2); SooT Bh = B(y, Nn ):
En regardant y*=1}, 7-2), .,., y, y comme les indéterminées dans la forme F, ainsi que nous l’avons fait jusqu’à présent, nous
voyons que F est une transformée de :(B) par une substitution linéaire (12), pour l’expression de laquelle on recourra à la formule (4). D'après les formules (5), le déterminant À de cette substitution est égal à g%, multiplié par le déterminant composé avec Dis Mas +) Nn et les (7 — 1) premières dérivées. Ce dernier a pour
—n| — dx
expression e * ® , ce qui, d’après les relations entre les g et les y,
FRE Ln AJ. Sdr Es z : ; :
coïncide avec g,"e* # . Ainsi le déterminant de la substitution (12)
est
ARTE
Désignons généralement par la lettre a les coefficients de F, par a ceux de ‘y. Soit maintenant un covariant de F, représenté par U(a, y), la: lettré"y tenant 161 la'plaséide pet A 7 Sn esble poids de ce covariant, on aura identiquement, en vertu de la substitution (12), j
: ER AmU(a, B)=u-2"7U(a, B).
Comme U(a, B) est une fonction à coefficients constants, formés avec des intégrales B, elle est elle-même une intégrale. Donc le covariant U, de la forme F, multiplié par u””*, est une intégrale. Soit g le degré de U par rapport aux lettres 7-1, ..., y', y, et soit r son degré par rapport aux coefficients a; on a, comme on sait,
nm = pr — 4.
Le même covariant, calculé pour la forme u? F sera uw?" U, Donc :
Taéforeme Î.
Si Festuneintégrale du degré p, tout covariant de uPK, du degré q, est égal au produit de u4 par une intégrale du degré qg. La lettre u désigne la fonction
LINE 60 à Tout invariant de uPK est une constante.
M. Darboux a étendu aussi cette proposition aux contrevariants. Pour exposer le nouveau théorème, envisageons les quantités fs, Bi, «.., Ba_1, définies par les relations (5), et mettons-y en évidence la quantité n en écrivant 8, (n), fi(n), ..., Br_1(n). Si nous y remplaçons successivement n par ñ1, 2, +, n, NOUS aurons »? fonctions
me 1 & RP à
PRES RER PUS Pt 0 ER ne ea LT EU EE LE RTE)
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de æ, par le moyen desquelles s'expriment linéairement toutes les quantités 8 (n).
En effet, c,, €», ..., €, désignant des constantes, on a
AZ Ci Coma +... + Chr) et 1l en résulte
(13) Bs(n) = c1Bs(n1) + ca Be (no) +... + cn Bs(nn), (S=0,1,2,..,n—1).
Comparons cette substitution (13) à celle que nous avons envisagée précédemment
(14) Bb B(y, 1) = Bots). — Bi(ns) (2-2) #7 Bons) +, + (—1)2-1 B,# (ns)7.
Ces deux substitutions sont les transposées l’une de l’autre, de telle sorte que si l’on considère B,, B,, ..…., B, comme remplacés par 721), yME2}, ..., y Suivant (14), en même temps c,, C2, ..., Cn Sont rem- LA e A M . JE placés par B(n), — Bin), Befn), ..., (— 17163 ;(n) suivant l’inverse de la substitution (13), transposée de la précédente. Donc B,, Dr Dr dUné parti etc tee ..,"47, dé-l'autre, considérées comme indéterminées contragrédientes, se remplacent en même (éMpS pare ma pour les premières, par :8;C#); — Pin), ., (— 1) !Pa 1 (n) pour les secondes. Soit donc V (a, y, f) un contrevariant (si les y n’y entrent pas) ou un covariant mixte de F, du poids m; on aura P )
V(a, y, B)=AmV(a, B,c)=u-r"V(a,B, c); par conséquent, u*”V{a, y, 8) est constant. C’est une intégrale du
système des deux équations G(y) = 6, F(n) = 0. Il en résulte que : tout covariant mixte de uPF, formé avec les indéterminées con-
tragrédientes Ro, — Pi, KBo,..., (—1)7 fx, quicorrespondent,
HAN COROrAT en CR MO EE y; dusdegré q Dar rapport aux $, et du degré q par rapporltaux y, est le produit de ul par une intégrale du système G(y)= 0, F(n) = 0.
9. Voici maintenant une autre proposition analogue, concernant les multiplicateurs. Nous avons trouvé (n°5) pour le multiplicateur M, qui correspond à F, la double expression
DER TE £o dre 0B,
On peut passer de l’une à l’autre de ces expressions au moyen de de la re (12), remplaçant les B par les y dans le poly-
nôme D ns 3
coefficients 2 M, exprimé par les y, et x les coefficients dans la
, du degré (p—1) par rapport aux B. Soient « les
seconde forme. Prenons un invariant W(a«) de M, nous aurons W(a)=AnW(z) = um (a),
: U à à 0 Ici Wi(oa)n’est pas une constante; car les coefficients de > ns ne SMÉL” S sont pas constants : ils sont linéaires et homogènes par rapport aux".
Si done W est du degré r par rapport aux coefficients 4, Wa) est un polynôme homogène, et du degré 7, par rapport aux n; c’est la source d’un multiplicateur du degré te 1). Dans w?F, le premier coefficient, celui de [ y? ae est u? g5yp(n). C'est aussi, au facteur numérique près p, le premier to celhdedyralreedane uP »,M. Si l’on calcule linvariant W pour & u? #4, M, on obtiendra le tre précédent, muluplié par uw?" 9%. D’alleurs, d’après les propriétés des invariants, mn = (p—1)r. L’invariant actuel aura donc la forme u' 9% y; (n), puisque W (a) est un polynôme de la définition
de y;(n). Donc :
Taéorëue Il. — M étant un multiplicateur, du degré p —1x, tout invartant de uP g, M, du degré r par rapport aux coefficients, est égal au premier coefficient de u'K,, F, étant une intégrale du degré r. C’est, en même temps, le premier coefficient de uw°g5M,, M, étant un multiplicateur du degré (r — ok
10. Jusqu'à présent, nous avons considéré les multiplicateurs comme obtenus avec les intégrales correspondantes. Les coefficients d'une intégrale F se déduisent de la source par le moyen des équations simultanées, qui sont représentées ensemble dans la relation (8). À des facteurs numériques près, les coefficients du multiplicateur reproduisent une partie des coefficients de l’intégrale, ceux qui con- Uuennent y(?-1), Si donc on voulait déduire de la source seulement le multiplicateur, non l'intégrale, 1l faudrait éliminer d’abord un cerain nombre d’inconnues. Cette opération, très simple pour le second
ordre, et qui se fait entre les deux dernières équations (9), se com-
plique déjà pour le troisième ordre. Comme ce sont précisément les
rt
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complications de calcul que nous avons ici à éviter, etque, d’ailleurs, nous voulons opérer avec les multiplicateurs, il nous importe de savoir Calculer directement leurs coefficients. Je vais en donner le moyen. x
11. Soit un polynôme entier et homogène, composé avec y et ses dérivées, où l’on regarde y comme une fonction indéterminée de x. Les coefficients de ce polynôme U sont des fonctions données de +. Je dirai que Ü est irréductible si, dans chacun de ses termes, la dérivée de y, de l’ordre le plus élevé pour ce terme (y compris zéro), a un exposant au moins égal à 2. Ainsi
yo e Cyr Dr
est irréductible; si l’on y ajoutait le terme Ey?y', U ne serait pas irréductible.
Un polynôme, de la définition de U, c’est-à-dire entier et homogène par rapport à y et ses dérivées, est une dérivée exacte quand il existe un autre polynôme analogue V, du même degré et d'ordre inférieur
d’une unité, tel qu’on ait U = V/, quelle que soit la fonction y.
La proposition suivante est presque évidente : Un polynôme irréductible qui est, en même temps, une dérivée exacte, est identiquement nul. En effet, dans V’ la dérivée de l’ordre le plus élevé n'entre que linéairement, ce qui est en contradiction avec l’irréductibilité de U.
Voici la seconde proposition sur le même sujet : Tout polynôme entier et homogène Ü est réductible à la somme d’un polynôme entier, homogène, du méme degré et irréductible, et d’une dérivée exacte.
Pour le prouver, soit, dans un terme de U, o l’ordre le plus élevé des dérivées. Dans ce terme y?) figure linéairement, sans quoi ce terme serait irréductible, par définition. Distinguons maintenant deux Cas :
1° y(e !) figure dans le même terme, que j'écris alors a[ y(e-1)f#716), et où la lettre & peut représenter le produit d’un coefficient par diverses autres dérivées de y, toutes d'ordre moindre que (2 — 1).
L'égalité
mm + I ja[y(e-10]n+t U— RC Te 7
(p—1) 1m so) — aus ] Je mm HI }
opère la réduction; car la dernière partie du second membre ne con- _tient que des termes irréductbles.
2° y(P-t)/nefigure pas dansle terme considéré, que j'écris alors ay(P/. L'égalité ay?) — [ay (p-1]| — a’ y\e1)
réduit le terme proposé à d’autres qui, contenus dans la dernière parue du second membre, sont d'ordre inférieur à 0. En opérant ensuite sur chacun de ces derniers par l’un ou l’autre des deux procédés, on opérera la réduction. Remarquons d’ailleurs que la première proposition entraîne cette conséquence : la réduction ne peut s'effectuer que d’une seule manière. Ainsi tout polynôme U peut s’écrire, d’une seule manière, sous la forme Ü = V'-+ W, où W est irréductible. Cette dernière parue W est la parte irréductuble de U.
La conséquence finale est celle-ci : Pour qu'un polynôme U sort une dérivée exacte, il faut et il suffit que sa partie irréductible n'existe pas.
12. Revenons maintenant à une fonction linéaire G(y), pour en chercher un multiplicateur M, entier, homogène, du degré (p — 1), par rapport à 7271), ..., y', y. D’après la proposition précédente, la condition nécessaire et suffisante pour que M soitefjectivement un multiplicateur consiste en ce que la partie irréductible du produit MG ait tous ses coefficients nuls.
La seule observation qu'il y ait à ajouter HE sur le nombre des conditions ainsi trouvées : il faut, en effet, s'assurer que toutes ces conditions sont indépendantes, et qu'elles déterminent complètement le multiplicateur.
Pour composer une forme irréductible du degré p, on n’a qu'à augmenter d’une unité l’exposant de la dérivée la plus élevée figurant ES chaque terme d’une forme quelconque, du même ordre, et du degré (p —1). Or MG est du degré p et ne contient y?) que Hot rement. Donc sa partie irréductible est d’ordre (n—1) et contient juste autant de termes que M. On aura donc Juste autant d'équations qu'il y a de coefficients dans M. a
La suite de ce mémoire présentera l'application de cette dernière théorie (IT, n° 30 et suivants).
î , ‘ au! »
SA De vin oattatt asie; Blade due ie dhrohl
D fe 2. .
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CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES
13. Pour les équations du second ordre, le problème que nous traitons ici se pose en ces termes : intégrer l'équation quand on connaît le produit de plusieurs solutions. Quand il s’agit de deux solutions, le problème est réduit aux quadratures par une méthode des plus simples, et dont notamment M. Hermite a fait usage pour l'équation de Lamé ('). Je n’ai pas à rappeler 1c1 cette méthode; on peut. la remplacer par une autre, qui se rattache aux théories actuelles, et qui, bien entendu, mène aux mêmes calculs pour ce cas, mais qui
s'applique aussi, quel que soit le nombre des solutions dont on connaît le produit.
L'équation proposée étant F(n) — 0, et le produit proposé ‘/(n) comprenant p racines, on forme, par le moyen des équations (9), l'intégrale F dont /(n) est la source
F=@yP+payP iy+...+ papy JP+ apr.
Supposons F décomposée en facteurs - F = @o(Y— ay) — 27). (Y'— 29).
Chacun de ces facteurs est proportionnel à une intégrale linéaire B(y, ns). D’après l'expression (4) de B, on a donc
(Sons) — 28105
— Zs.
Sons
Il en résulte, pour chaque racine 3, une solution
nue
Donc, en tous les cas, le problème peut être résolu par des quadratures. Cette méthode s'applique quand il s’agit de deux solutions, et aussi quand il s’agit des cas singuliers relatifs à plus de deux solutions. Par exemple, si l’on donne le produit de quatre solutions sans avertir que ce produit est précisément le produit des carrés de deux solutions ; alors, en appliquant la méthode générale dont il sera ques-
(!) [Œuvres d’Hermite, t. 3, p. 118.]
tion tout à l'heure, on sera, par le calcul même, averti de cette circonstance, et 1l faudra recourir à la solution précédente. Mais, ces cas singuliers étant laissés de côté, toutes les fois que le produit considéré est composé de trois solutions distinctes, au moins, toute quadrature devient superflue. En effet, la forme F admet alors des covariants linéaires, rationnels ou irrationnels, et ces covariants fournissent les solutions sans aucune intégration.
FORMES CUBIQUES
14. Intégrer l'équation du second ordre o=T(n)= Yon +2yin + Yan,
connaissant le produit (x) de trois solutions. Par les équations (9) nous déterminons &,, &>, &3, coefficients de
ao = g4 2(+). Nous considérons ensuite la forme cubique ST
Prenons le covariant cubique Q et le discriminant R de F, et dési- -gnons en même temps par g, r les mêmes formes pour f. Nous aurons | |
g=uQ, r=v2R2 - Q et R étant pris, quant aux facteurs numériques, comme dans Clebsch (Theorie der binären algebraischen Formen, p. 127), nous savons que
ee) (cer)
est un covariant linéaire. En le divisant par w, on a (n° 8, th. I) une intégrale linéaire. En prenant ensuite le coefficient de y’ et le divisant par go, on a une solution n de l'équation proposée. Pour avoir ce coefficient, 1l suffit de limiter Q et F chacun à leur premier terme. Prenant ces termes et écrivant explicitement R, remplaçant aussi u par son expression, nous avons |
d n=-$e) V (aÿ a; — 3aoa a+ 2a3 13
RS D ES ' : € » 5 + d0Vai a? + f'asyai + ja;ai—3ajai—6açasasaz).
DR Sd
= és
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Telle est la salution du problème : la formule donne deux solutions distinctes exprimées en fonction des quantités &o, &, &2, 3, qui sont ainst déterminées :
ay = YÉ PT);
, 61 RE Er nc Bi Yo 82 52 23 = — di + 4 — ai + — o; 82—= 21 + To:
Yo Yo > D Me Ne rot gi Yo Yo
On ne manquera pas d'observer que la quantité soumise au radical du second degré, étant égale à l’invariant R, ne diffère pas de u!?. On a, par conséquent,
I sf dx I — € Yo S Yo
(aÿaÿ+4aai+ fa;ai—3aîai—64aya;a:43)
en sorte que la quadrature qui subsiste est encore superflue, et que la formule définitive, dégagée de toute quadrature, est
12 RE Pr 7 qu (15) n 7, (ee
aÿ A3 — 3 Aya 42 + 24aÿ |
Désignant par n, et par n, respectivement les solutions qui correspondent aux signes + et —, on voit que les trois solutions dont le produit fait (x) sont, au facteur numérique près V2, les suivantes, où w désigne une racine cubique primitive de l'unité : n3+-5%2, 1 +02, NH w?no. On a, en effet,
I a = (ni+ ni) = 5 = p(æ).
Nous pouvons encore observer ici une application, soit du théorème Î concernant les covariants des intégrales, soit du théorème ÎI relatif aux invariants des multiplicateurs. Le covartant hessien de f a pour premier coefficient uô(aç,a,— ai). Ge covariant étant du second
4 2 LA (72 9 ° degré, il en résulte que a (Ga: — a’) est le produit de deux solu- 2 :
tions. On a la même conséquence en prenant le disériminant du mul-
tuiphicateur. Cette conséquence se vérifie ainsi
Ass dy d2 — 4 ( - 4 IN Em an
Ne ais (aa (a dl ali tan aa)
APPLICATION
15. Appliquons ce résultat à l'équation numérique suivante, où 4 désigne un polynôme du second degré,
7 3 Fo 4 " 9 ga a+ Vaso, V=hat+adir +.
C’est, comme on voit, une équation hypergéométrique. Il s’agit de l'intégrer sachant qu'il y a trois solutions dont le produit est égal EH: 4 CE Voici les calculs :
RACE SE to = Ÿ; HA RÈTRES PA œ UE [ RL I A So = YŸ, 81 74) #52 SET S ) I I [ Do PR er Un ea PP e VUS SUR
Re x ; et pour vérification £2,4a, = 394.
O3 SD 25-221 A$a3— 3454143 + 24 —=—241(A45d42— a?), a$ ai + 4açai + fazaïÿ— 3ata?—6aça aa; RATS à sr À = js (aids— Saoaar+aai) + — (
dar AP = TE (avar— at}.
ni do
La formule (15) se réduit à
l AT 3 1, = 2 (ao a 2 Yo az2 Substituant et omettant un facteur constant, on a finalement
On remarquera, dans cet exemple, que le produit des deux solu-
à , PET ke Uons n,, f» fait aussi 1° à un facteur constant près.
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FORMES BIQUADRATIQUES.
16. Intégrer l'équation du second ordre Ge — 0, connaissant le produit o(x) de quatre solutions.
Par les équations (9) nous déterminons &,, &», a3, a; coefficients de l'intégrale F du quatrième degré dont le premier coefficient
— L » x 2 & est ay — g, 2(æ). Nous considérons ensuite la forme biquadratique f
SÉÉENIRAUR
Soient H, I, J le hessien et les deux invariants de F; X, &, 7 les mêmes formes pour f (avec les mêmes coefficients numériques que
dans Clebsch, Theorte der Formen, p. 246). On aura
RESULT Bus; VRRVIPAE
. ! U 2-28 TER q dc 7 ue ? À Soient o, 9’, 0” les racines de o sP—S —0. D’après M. Cayley, on sait que les facteurs linéaires £ de f se mettent ainsi sous la forme
de covariants
oo VA Of (o! De file OV Ro fl:
En opérant sur F, prenant les racines 5, 5', s” de
el posant
ASIE
T={(s— VAE + (= s)VHESF+(5—0)VT+sF |,
onaura tu EPour . une intégrale linéaire, 1l faut diviser t
par uy,. Donc, pour obtenir une solution 1, il faut prendre le coef-
: k u3T ficient de y’ dans
Ici encore on remarque que la quantité w, à un facteur numérique
AODARUT MIE see près, est égale à I * ou J T?, puisque z et 7 sont des constantes (th. I, n° 8). Il n’y a donc aucune quadrature. Mettant pour le premier coelficient H son expression explicite, nous avons le résultat suivant :
SozurTion. — Ayant déterminé &ç, @1, @+, &s, a, par les équa-
tions suivantes :
ay = Yé P(T),
! 8 £1 ne ba =— + à, 6 2 £2 ! > 1 2 Le al 343=—Qi+ — A+ — Go ÉÉES mA CS {0 {0 / 1 81 #2 a : ! ul 243—= — A + — A + &;, £&2 = Ye 2N1 Yo; 0 [0 281 3 g2 ay = — dy + az + A, fo vo 1 La :
0=— 4, + Ra az (pour vérification),
L= Ao Ar — Â 4143 + 94,
I 1 (17) | PRO
Remarque. — Le rapport J?:15 est une constante.
On peut encore présenter la solution sous une autre forme en employant, au lieu des facteurs linéaires de F, ses covariants canoniques. Voici alors le résultat : s étant une racine de l’équation (13), on obtient deux solutions n par l’équation
(16 bis) Y5Ln8+ [2310 + 2))(aças— af) — (10 +2J) aoc]yéPnt c < _ — (15 — 29)(315+92J)[2(aa2— a?) +oa] = 0.
17. À posteriori, la formule (16) peut être vérifiée; à cet effet, je
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et [étant égal à J*, sauf un facteur constant, les quatre fonctions ñ données par la formule (16) satisfont à une même équation linéaire du . . € é x second ordre, et que leur produit fait cr » à un facteur constant près,
Posons, pour abréger,
2(4ÿ42— af) = dE ;
s'— 0” — #2, s'— ao — (2, s—5'— y?, s+E — a?, g'+ È = b?, "+ È — c?; d’où résulte a? = b2— c?, B2 — c? — a?, y? = a? — b?,
L’une des quantités n données par (16) s'écrit ainsi te) ant oo, 5 \] en vertu de l'identité aa?+ bÉ?+ cy?
Nous obtenons successivement trois autres n en changeant successivevement le signe de l’une des quantités a, b, e. De là
Hd) (ao (as var ce) _ (a=bj(a—e) Fay?
de ON
et, en précisant à volonté le signe den, (c désignant maintenant /— 1 ) P ñ (£ ;
(17) nm _(a+b)(a+c) ; 7 no c6Y Semblablement, Ar t0E CNGO ME A) Ho (ee @) (CE OS ES M Un Lee Un
_ De là résulte «
miam (a bb) Per a) 122 62 y? __ ; aa? P?y?
no a? 6? y? ON AAC HET iaça28?-? 1 4 GE 18 ï T,9 DS PAR ARR = D 0 — I, H5) No A1 G2 03 EI 3 alor I
Cette égalité, d’après la supposition que J?: [° est constant, prouve
AD . ee . x (#2 À déjà que le produit des quantités n diffère de + seulement par un
Yo facteur constant.
L'égalité (19) peut s’écrire By = a+ ab + bc + ca, lo
et les suivantes d’une manière analogue. En retranchant membre à membre les équations sous cette forme, on obtient
ane = Bi + CYno:
An 3 = YN1 == LP,
La constance du rapport J?: 1% implique aussi la constance des rapports de 5, 5,5 entre elles. Donc 2, $, y ont des rapports constants. Donc les dernières relations indiquent que »: et n, sont fonctions linéaires, à coefficients constants, de 5, n,. Donc ces quatre quantités satisfont à une même équation linéaire du second ordre. La vérification est donc complète.
Pour achever, on peut encore donner explicitement, en fonction de o tn, par exemple, les solutions canoniques, celles que fourniraient l'équation (16 bis). À cet effet, il suffit de substituer, dans (18), les expressions de n, et n:, puis de réduire la forme biquadratique à être bicarrée. Voici le résultat :
S'i l’on pose
ES En
LE SPRL ne ES OA = |- ET | (no+ n1), I J(B—:iy} 71".
nes | (no M1);
les deux quantités 36, 3, sont deux solutions de l'équation proposée (car les facteurs sont constants), et elles satisfont à la relation |
I 4 mn u 2 z A Re A 3 (19) PE À ER SEL ETES Let vi p(x)
18. Avant de faire une application numérique de ces résultats, je . vais indiquer une légère modification qu’on peut apporter au calcul pour tous les cas où il s’agit d’une équation du second ordre.
SUR UN PROBLÈME CONCERNANT LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 219
Cette modification provient de ce fait bien connu que l'équation G(y)= 0 se transforme en son adjointe F(n) — 0 par la substitution Y = u?gon, de même que, dans les formes binaires, les contrevariants coïncident avec les covariants.
Faisons simultanément
—f# dx — de HER RS LS DE UPS = UV Yo — I.
Donner y,(n)—=#+(x) revient à donner y,(y)=+"?PÀ\"o(x). On peut donc calculer une intégrale #, de l(n) —0, avec la source prPEo(x) Son premier coefficient sera A5 — prPo(t). Au-lieu de #, calculons directement fi= vP$; ce sera, d’après le théorème I, une forme à invariants constants. Dans un covariant linéaire de f,, soit #, le coefficient de #/; alors »-t+5'"k, est une solution y; par suite, vk, est une solution 1.
Nous avons déjà, au n° 7, donné les équations qui déterminent les coefficients de /,. Elles ont pour type (11)
Yo Las + (p= s}Ls41 | = (CP — 25) Y1%s + SYa Rs.
Par cette méthode la solution du problème pour p — 4 se présente ainsi :
Ayant déterminé 45, di, 4», 43, 4, par les équations
+ he p = e © Yo k ao = PTt p(x), / #11 NET Re] Yo 2Ÿ1 2 Yo 2 D 23 = — An + PO CPC RE Yo Lg = — 3 — &z + Le Yo Yo 4 Yi À Yo ON VE O—— 4), — HF ARTS (pour vérification), Yo Vo
puis, ayant exprimé 1, J, 5 par les a, comme on l’a fait plus haut
par les quantités a, on aura la solution sous la forme
(20) s n=0|(s — 5") Vaaotr— x?) +6 a LE (s"—o )V2(aoto— ai) + 5°
H(o — 5 )y2(xoû a?) + 0° a0 |”:
les quantités 1 et J seront des constantes.
APPLICATION. — DIGRESSION SUR’ L'ÉQUATION DE LAMÉ
19. Intégrer l'équation suivante, où 4 désigne un polynôme du troisième degré, |
(21) Qa+ = ne Vn = 0, V= Vori+ 34e + 3e + Vs
sachant que quatre solutions ont un produit constant.
Voici les calculs :
7 Lapr Fi / .
Yo = Ÿ; Me 1e «Fa = 4% ", p(æ)=1,
6 ao = Y, &i — O0,
ee RER D NE PR 10 3 Ÿ :
lp I 19 A N/1 Re 3 2 | ME: Ter — 2447) = De (Yi — Yo2); I I f [/4 “4 12 1/4 I Fo = 52.33 (3Ÿ DUT — 34472 — 473) — 0 A Pr EE US Pak
Si l’on fait s — : (Lor+ Ÿ,), on trouve ici pour transformée de (15)
l'équation Ÿ(+) — o, en sorte que l’on a
g'— 9" — 5 Vo(t'— +”), D'autre part, 2(Ko%2— À?) + dy = F Lo LT — x).
» : 3 . ; LT 4 De Ia sorte, en omettant un facteur constant (3 Yo), on "a,
d’après (20),
n={[(x— 7") — 2 ÆE(t—r) rx E(r EU rx |2.
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Cette formule fournit quatre solutions de l’équation proposée; 7, 7,7 sont les racines de l'équation Y(r) = 0. Conformément au calcul fait-plus haut, si l’on pose
TT d, Te —=$2,: T—T—.Y?,
on peut écrire les solutions sous la forme
no= VTa —6)(b—c)(e— a),
MAN ane AT d i BY
rs (b+c)(b+a)
12—=71)9 iya )
SA a D A Ÿ nm) 13=—= 16 taf ) et l’on a
nonin2na = La? f2Y?.
Les relations linéaires entre ces solutions et la forme canonique du
cénéral (n° 17);
1l faut seulement mettre o(x) — 1. Il y a encore pour ce produit une
produit s’écrivent exactement ici comme dans le cas
autre forme, valable aussi dans le cas général, mais qui, dans cet
exemple. offre un intérêt particulier. P'€; P
Si nous posons .
| no = (— Vo )a rte,
: nos Éfni = (— Vo) tartes; l'expression du produit donne
Co( Gi — TCo) (Gi — T'Éo) (Éa— To) =1
ou, en d’autres termes,
Cette formule va servir de fondement à une transformation de l'équation 20 qui mérite d’être signalée.
20. Pour faire cette transformation, 1l nous est nécessaire de connaître la valeur exacte du déterminant 656, —5%,6,, qui, d’après
Heu l'équation proposée (21), ne diffère de Ÿ * que par un facteur
numérique. D'après les expressions de n, et n,, on a
no 2 db DC AN EE Ge RER ET À be re a abc
nn. a—b— °c E ni! | L2abe +
De là résulte immédiatement, abc étant égal à ÿ— (x),
Pt AR
| 2VY(æ)
Semblablement, les deux solutions qui font acquérir au produit la forme canonique (19) donnent lieu au déterminant
! RATE Vo(t = T7)
(22) SE NE ei pe /
Z : — LS
Re mA es 21. En désignant par L, M, À, x des constantes, envisageons les
deux équations, à la même variable indépendante,
I 22 Yn'+ = Ya +(LY#+ no,
Ve : Yy + (MY'+ p)y = 0.
La nouvelle inconnue y, bien entendu, est ici sans aucun lien avec celle que la même lettre a précédemment représentée. .
Je me propose de transformer la seconde équation en prenant, pour variable indépendante, au lieu de x, le rapport
de deux solutions de la première.
D’après la première, on aura, L étant une constante,
4 ; niño— io hY ?. | s | De là résulte, pour la transformation, % pure, ee dx r 0.2 = TR Ty J'=hY no dE?
| dy ét A I dy = hd 0 - — h4 2n9{-1n0%.+2n,%) = | — Fe 0 _ Î Y n] E w- , . 19 dE? T js 2 107 10 dE | | , LV — AY 1
2 -n— tin PT RE L" ET, R15° TE 2h42n5 5 dE + (MŸ"+p)y = 0: À : s | |
en dr € rhone Frs # ACCES OP D = _ _ , FL ie de es ANNE CET SR TER PR TR EE #3) :
D pas ke ” & ARE i = a É
SUR UN PROBLÈME CONCERNANT LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
La première équation peut être écrite d’une manière analogue.
supposant écrite et éliminant Ÿ”, j'ai
, d? 4 dy k?n5° dE? —2h#?n55n =:
uL— M M LR EU PES DTA +| FE” TL (24 OUT RTE 0° 2e ) 1"
Pr dno dy ,fuL—2M e:2M Ê do } d? 59 |
[ a RE — de? Hdi die DER LES CE nè-de?
La
La transformation est achevée, sauf à exprimer explicitement r, en
fonction de £. Or c’est ce que nous savons faire si-la première équa-
Hon‘coïncide avec celle que nous avons étudiée tout à l'heure. Faisons
cette supposition, c'est-à-dire
Deux solutions quelconques n,, n, donnent lieu à une forme biqua-
dratique, égale à l'unité; donc on a 4 nù x (2) =:
F. ee
où :/ est un polynôme du quatrième degré. Donc
Ne er
Je changerai la notation de la constante M, en écrivant
et aussi l’inconnue en prenant Ÿ au lieu de y,
(23) PanimtY=sg À Y. “=
* Le calcul n'offre plus aucune difficulté et donne pour résultat la
transformée ë eur 1) % dY (2m—i1)(m—1) dy mi it
J'ai pris arbitrairement les solutions 1, etn,; si Je les choisis et que, par exemple, mon choix se porte sur les solutions 69,6, (n° 19), alors se réduit au polynôme du troisième degré Ÿ lui-même. J'ai cal-
; ea de ÿ.
culé (n° 20) la constante L pour ce cas; elle est égale à a En résumé, j'ai obtenu la transformation suivante :
(x) étant un polynôme du troisième degré dont les racines
sont 7, 7,7’, le changement de variables
(25) P Re rw EVr 7 ZA = [(7 Re ce es MATE LAE Pien RE T—x)l +
transforme l’équation
; PRE dy 1— 4m? y’ = GG) dore Ve [EE Y)+uly=e en celte autre
AY lY (2m—1)(m—1),,
(27) RAC er De D VOTE + + @)+4a[v 10.
La signification de la relauon liant & et æ, au point de vue de la théorie des fonctions elliptiques, ne saurait échapper au lecteur. Si
3 1 ; se l'on suppose u — 0, m — yet Y se confondent; ces ae sont
égales, sauf des facteurs constants, aux intégrales nu A Va
Pour déterminer le rapport des facteurs constants, il suffit de faire x infiniment grand, ei l’on a immédiatement ce résultat : la relation (25) est équivalente à celle-ci:
; io e 1% of. É£ x VY(x) Ve VY(E)
Je reviendrai plus loin à la considération des fonctions elliptiques.
Pour le moment, je m'arrête encore aux propriétés algébriques de
l'équation (24).
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22. D'après l'analyse qui a conduit à cette équation (24), on voit F aë + b S; a'E che b' de changer l'équation différentielle en elle-même, sauf changement
que toute substitution linéaire effectuée sur £ a pour effet
de la constante h, et sauf, bien entendu, changement du polynôme y, du quatrième degré, en son transformé. Je vais utiliser cette propriété projective en prenant maintenant deux variables indépendantes #5, n, et considérant Ÿ comme une fonction de ces variables, homogène et du degré zéro. Je reviens alors à l’inconnue primitive y, qui, , KE , x x ’ À F d’après (23), sera homogène et du degré (2m — 1). Au polynôme (6) Je substitue une forme biquadratique homogène 4; je pose ainsi en même temps F=n a, ben(y.
Je dénote par des indices les. dérivées partielles, ainsi
6 = — = — a — Me Ad EN 0 mom
En différentiant, j'ai dY ARUNEeTE 60 mere ..,
et de même pour les dérivées de y, ce qui conduit d’abord à la forme
: DUITECE HIUNIE By —(m—1)0yi+ SRE en ad AL Mais les relations d’homogénéité
0 — (rini + 20omoni + Boonÿ),
l L2 Vi 3 (ini + Boino), KES a ti + Jui 6),
ARE ———_———© (10 + 20100 1 + Yooni )
CTI RL) EN 0)
donnent lieu, toutes réductions faites, à la forme définitive suivante : (28) : 600.711 — 2 001 Yo1 + 011,900 + ce ANT
Cette transformée est surtout remarquable par ce fait qu'elle ne contient pas la constante m. Son caractère projectif est d’ailleurs en évidence, car l’ensemble des trois premiers termes, pour deux fonctions homogènes quelconques, est un covariant.
Prenons pour les deux variables n,, n, celles qui font acquérir à 8 la forme bicarrée (29) 0=n$—2Anênt+ ni
et dont le coefficient A a été donné précédemment [ n° 17, équat. (19) |: En tenant compte d’une des relations d’homogénéité et posant, en outre,
(2m—1)(2m— 2) mn
; Fa (2 GA EE)
nous mettons l'équation (28) sous la forme (30) n3Y1+ 2 nr
très propre à faire connaître les cas où y est un polynôme entier. Le degré de y étant (2m—1), ces cas PERNER avoir lieu si m est entier, ou moitié d’un enter.
23. Soit d’abord m entier, et supposons J = ang” +(2m—1)ani" 7m:
(2m—1i)(2m—2) MR RE ET TU 2 NOT 3ni +. , + om PE mi
En employant Je symbole des Dinant hs
CU PR PEAR PET EP Ê Por | on trouve, par l'identification des deux membres de (30), deux systèmes d'équations, distincts entre eux, contenant l’un les coefficients a d'indices pairs, l’autre ceux d'indices impairs; ce sont les suivants : P ) : P )
Y &o Dos; 2 HER 2 nn V Ci n- 1 Ga Ci 50 +2 AC!» 3 Ga + do; 4 Es { 2 v G4 m—1 dy == res dG Sp DAC (477 SN Gin a; se. 6. .… S..... ., 2m HR) Qn—5 V RUES 1 om = Lines Aom-2 + pans 3 dom-k + Gars “re 63 2 m—2 Su 2m RUE 2 m—2 —= SAGE A2m-2 + Care -3 Am; NS = 1 VO Ut OiEsids pe 3 Pa 3 2 VOS a Æ Cor ds HoACI 2 az + Cia, 5 de 5 " 3 VOS 1 5 Fe Crea; +—2AC!h 34; + Ci hs d3, Se se 0-6 5 see pee + 6° . 'oue te pts: slr in RAI US tie té es Lie ste vhs ee tes lets , 2n—3 oo m—-x 2 m—4 m VOS dam —3 = Lin-3 dom 1 FLAC 3 lm-3 + Ce Sin Et
2/1 D 1—3 VOS Aom-1—= C3 m3 AS m3:
Re VO MS
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D’après la propriété C= C7, il est manifeste que ces deux systèmes se changent l’un dans l’autre si l’on échange ày, &om , entre EUX, Az EÙ Aom_3, A El Aam_5, +, Aom 9 EL &i. Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que l’un et l’autre système soient possibles s'exprime par une seule équation, qu'il-est inutile d'écrire ici sous forme de déterminant, et qui est du degré m par rapport au coefficient y. Cette équation satisfaité, on pourra prendre à volonté un coefficient pair et un coefficient impair. De là le résultat suivant :
St la constante y est choisie parmi les racines d’une certaine équation, dont le degré est m, l’équation (28) est satisfaite par un polynôme y contenant deux coefficients arbitraires a, b. Si 0 est mis sous la forme bicarrée (29), y peut s’écrire
J = ano/f(nê, 1?) + bn: f(n?, nè),
où f'est un polynôme entier homogène, du degré (m —1). Pour une telle valeur de y, l'équation (26), où la constante m a la même signification, s'intègre algébriquement.
24. On voit pour quelle raison je me suis cru autorisé à introduire ici cette digression concernant l’équation (26). En permutant les n, on aura quatre solutions y dont le produit symétrique sera une foncuon entière de æ; par conséquent, nous obtenons une classe d’équations pour chacune desquelles le produit de quatre solutions est un polynôme entier, et qui pourraient être intégrées par l'application des procédés généraux exposés dans ce mémoire. LS
Dans le cas qui nous occupe, l'équation (25) admet pour solution générale un faisceau de polynômes entiers en £, du degré (2m —1). D’après le coefficient du second terme, la jacobienne de ce faisceau est y?” !; par conséquent, le problème consistant à déterminer x et qui se résout, comme on l’a vu, par une équation du degré m, coïncide avec ce problème de pure algèbre : Étant donnée une forme biquadratique, trouver un faisceau de formes de degré impair (2m --1), admettant pour jacobienne la puissance (m —1)""" de la forme biquadratique.
M. Cyparissos Stephanos a consacré un mémoire d’une haute im-
portance (1) au problème général consistant à chercher les faisceaux qui ont une Jjacobienne donnée. Il s’agit ici d’un cas partücuhier de ce problème. Ce savant géomètre a fait savoir que, sû une forme.y appartient à un faisceau ayant O pour jacobienne, le covariant
est divisible par y. Par l'équation (28) nous avons obtenu une proposition analogue coïncidant avec la précédente pour le cas m — 2, à savoir : Sc la forme y, de degré impair (2m —1), appartient à un faisceau ayant pour jäacobienne la puissance (m—1)"" d’une forme biquadratique À, le covariant WooYr1 — 20o1Yo1 + 1100 reproduit la forme y, et réciproquement.
25. Il nous suffira d'appliquer les équations du n° 23 à un exemple,
le plus simple, m — 2.
Ÿ A = Go, 3v @o = 2ÂÀ & + &o,
3V2— 2AvV—1—=0,
LAN MEL Rare To rt = Ty, DIE A? + 3.
Remplaçant L par l'expression qui résulte de (22) et À par celle qui
résulte de (19), nous aurons
Envisageant la forme biquadratique n4 Ÿ (2) » nous voyons figurer ic1, sous le radical, son invariant quadratique, et nous pouvons conclure en toute généralité que, Ü étant un polynôme du quatrième degré, et y une forme cubique appartenant à un faisceau dont 8 est
la jacobienne, on a
en | 060.Y11 — 2 0o1,Yo1 + 011.Y00 = 1e
formule dans laquelle l'est l’invariant quadratique de 4. Ce résultat s'accorde avec ce qu'on savait déjà sur ce sujet (2
(!) Mémoire sur les faisceaux de formes binaires ayant une même jacobienne (Savants étrangers, t. XXVIT).
(2?) Voir, par exemple, le mémoire cité de M. Stéphanos, p. 4o et 43.
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26. Jai encore à examiner les cas où, dans (30), y est un polynôme entier, quand m est la moitié d’un entier impair. Mettant 2x au lieu de (2m—1), supposons
a2n(2n—1) AE © Qt 0} +. + Ann?"
J = dont + 2nainÿ" tn + On trouve ici, comme pour le cas précédent, deux systèmes disuncts contenant l’un les coefficients pairs, l’autre les coefficients impairs. Mais ces deux systèmes diffèrent entre eux. Pour abréger, J omets de les écrire : ils suivent la même loi que dans le cas précédent, mais la différence porte sur les équations extrêmes. Ici l’on pourra trouver la constante de manière à rendre possible seulement un des deux systèmes au choix; l’autre n'aura pour solution qu’un ensemble de coefficients nuls. Chacun des deux systèmes présente une symétrie par rapport aux coefficients également distants des extrêmes, en sorte que l’équation relative au coefficient y se décompose. Voici finalement le résultat :
L'équation (28) admet pour solution y un polynôme entier et homogène de degré pair 2n, si la constante x est une racine d’une
4 G 9 , quelconque de quatre équations, dont trois sont du degré - $ 2
ER Ê en A , I où —— suivant la parité de n, la quatrième du degré = +1
Si 4 est mis sous la forme biquadratique (29), les formes de y sont les suivantes, où T,(a, b) désigne une fonction homogène, de degré s en a, b et symétrique par rapport à ces lettres.
AE 3 5 She h 22 AT
1° n pair. — Siu est racine de l'équation de degré Rte
DAS Tr(n, ni).
Siuest racine d’une des trois autres équations, y a l’une des formes suivantes, dont chacune est relative à une équation
r=(ni—1?)Tr1(n6, nf), F=nont Triés ni); Y = 1No01(n$—1N1)Tn-2(n8, ni).
2 n impair. — La quatrième forme correspond à la racine de
(2 . 2 nn — . . { .
l'équation du degré Les trois autres aux racines des trois
autres équations. « La constante pb. étant ainsi choisie, l’équation (26), où l’on rem-
place (2m — 1) par 2n, a une solution particulière algébrique.
27. Appliqués à l'exemple n —1, les calculs que je viens d'indi- quer donnent facilement le résultat que VOICI : l'équation
" 1 ! ! I " Vy+ivy+(u— EV)y=e ©
L2 L L2 « LS et LA 9 a pour solution particulière y — Vr— x si l’on prend
ie
LE M (dx 2).
La permutation des racines donne les deux autres cas; le quatrième
ds S n — I n'existe pas à cause de
Pour n — 2, voici le résultat : l'équation | Fu. I le f 1 L/4 ARR AO met doi
a pour solution particulière y = VC — x)(T
), si l’on prend
= À (2 r'—7—7); par permutation on a deux autres cas; enfin, si l’on prend 2u=æ+44— 4,4,, on aura la solution Pour QE VUE Vo e Yo.
Lo 28. L’équation (26), qui, si l’on y remplace (2m—1) par 2n, s'écrit
1 Ts n(n +1 7 vy +ivr + [re D p'| 7 = 0,
n’est, en réalité, pas autre chose que l’équation de Lamé. Que l’on y
fasse ne GE on = Sn,
et qu’on prenne & pour variable indépendante, on obtiendra la trans-
formée Je2
d? , 2 = [nçn + rat sut u + iv],
du?
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ou encore, si l’on fait
V(x)= 4m gi —gs, x=pu:
d2 , Te =[n(n+i)pu—kn]y.
Les cas dont nous nous sommes’occupé en dernier lieu, ceux où 7 est un nombre entier, sont précisément ceux qu’a considérés Lamé. La méthode employée ici est très différente de celle qu'a employée Lamé, et ne conduit pas moins à la même conclusion, relativement à
l’existence de quatre équations distinctes pour l’inconnue u (!). Quant
au cas précédent, celui où m est entier, c’est-à-dire où n» est la moitié d’un entier impair, la conclusion, nous l’avons vu, consiste en ce qu'on peut déterminer & comme racine d’une équation de degré
(a+) de sorte que la on générale de (26) soit algébrique. Pour l’équation de Lamé, cette conclusion se transforme en ceci : la : . E , " . [ HNSSU Son À .
solution générale est le produit de (p ) par un polynôme entier,
Nr - (72 ° PR & :
du degré 2n, par rapport à pe J'avais déjà formulé cette conclusion
et donné la transformée (25) dans d’autres occasions (2). Antérieurement, M. Brioschi avait fait connaître une première indication sur ce sujet (*), et conclu nettement plus tard (*). M. Appell a traité
aussi le cas n — È (5). Les géomètres verront avec plaisir, je pense,
dans l’analyse actuelle, la réunion de ces deux cas de l’équation de Lamé, en apparence si différents, et qui viennent coïncider avec ce problème algébrique : 0 étant une forme biquadratique binaire, trouver une autré forme y telle que le covartant
: 000711 — 2 091 Yoi + 011,900 reproduise y.
(!) Mémoire sur l’équilibre des températures, dans un ellipsoïide à trois axes inégaux (Journ. de Math., 1'° série, t. IV, p. 141).
(2?) Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième ordre (Acta mathematica, t. III, p. 379); et Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes inteégrables (Savants étrangers, t. XXVIIT, p. 105). [ Œuvres d’Halphen, t. IX, p. 11 et p. 95.]
(*) Comptes rendus, t. 86, p. 315. [ Brioschi, Opere Mathematiche, t. 4, p.414.]
(*) Zbid., t. XCI, p. 319. [| Brioschi, Opere Mathematiche, t. 5, p. 1.]
(%}- Zbidz t= XCH-p./r007.
Cs
29. On pourrait vouloir poursuivre la série de ces recherches, et demander d'intégrer une équation du second ordre connaissant le produit de cinq, ou six, ou un nombre quelconque de solutions. Les formes de degré impair, à partir du cinquième inclusivement, ont des covariants linéaires rationnels. Donc en général, le produit d’un nombre impair de solutions étant connu, l’équation s’intègre algébriquement et rationnellement, ce qui constitue une différence essentelle avec le cas où il s'agit de trois solutions seulement. Pour rencontrer des circonstances différentes, il faudra recourir aux formes binaires éxceptionnelles, dont les covariants linéaires rationnels sont identiquement nuls. .
De même, pour lés formes de degré pair, à partir du sixième inclusivement, il existe des covariants quadratiques rationnels, et, par suite, des covariants linéaires dont l’irrationalité est seulement du
second degré. Par suite, en général, le produit connu d’un nombre
pair de solutions conduit à l'intégration par l’extraction d’une racine carrée. Les formes binaires exceptionnelles dont les covariants quadratiques sont nuls fourniront seules des exemples contradictoires.
Si l’on voulait épuiser le sujet en suivant cette voie, on retrouverait les formes polyédriques dont l'intervention est déjà bien connue dans la théorie des équations linéaires du second ordre. Mais je n'ai pas l'intention d’y revenir ici, et je vais aborder l'application de ma théorie générale aux équations du troisième ordre.
III. — ÉQUATIONS DU TROISIÈME ORDRE
MULTIPLICATEURS QUADRATIQUES.
30. Laissant de côté, comme Je l’ai déjà dit, les formes quadratiques, nous rencontrerons pour premier problème, dans les équations du troisième ordre, celui-ci : Zntégrer une équation linéaire du troisième ordre, connaissant, en fonction de la variable indépendante, l'expression d’une forme cubique ternaire composée avec trois solutions inconnues. -
Le principe de la solution peut se résumer ainsi : Calculer pour l’égüation adjointe l'intégrale qui a pour source la fonction donnée, et réduire cette intégrale, forme cubique ternaire, à la
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forme canonique. Les covartants linéaires canoniques fournissent unmédiatement les solutions cherchées. |
Cette solution est ainsi basée sur une des théories algébriques les plus parfaites que nous possédions, celle des formes cubiques ternaires. Il s’agit ici de la dégager explicitement pour la réduire en formules susceptibles d'applications immédiates.
Au lieu des intégrales cubiques, je considérerai les multiplicateurs quadratiques correspondants, ce qui est plus simple. J'ai indiqué (n° 12) le procédé général pour trouver les équations déterminant un multiplicateur. Il est fondé sur la réduction des produits œyy'ylt..., où est une fonction quelconque de la variable indépendante. Les formules ‘de cette réduction pour les produits cubiques ternaires sont les suivantes :
I I DA ne + sm), = w) 2 LA Ex : . D] L LAPS: cu ! L 14 a ŒYÉT. FRS RTS DE + ARE el L , I " ll ! " HAN MES @yi+ 3 p'yy2— = @"y3 + (wrr — Wmyy?— Pr su ; 9 æ (31) :
D yYy' y" — : »n7!3 NT 12 MS ToNt SLT, 2 dt DRE no un) Jes ,: ait (LES ) 13 5 rl 13 L M. 19 ; PET I 13 I FR 19 É EMI TRE JV N es A DAeste MIRE DA PP FAT nie FY ; | « :
5 1 FE [ ' a I "à LA ER APN IS AE
Parmi les produits qu’on aura à considérer ici, ceux qui ne figurent pas dans les six équations immédiatement s’en déduisent par un chansement des accents. Par exemple, pour réduire wy/?27”, on n’a qu’à changer y en y’ et, par suite, y/ en y”, y” en ?” dans la seconde formule.
La forme linéaire G(y) et le multiplicateur quadratique M(Y) élant représentés par |
G(Y)= 807, + 3817 "+ 3817 +839; Me DE GENE SN PE ST PE LM IN
nous effectuons le produit MG; nous réduisons tous les termes suivant les formules précédentes, et nous égalons à zéro les coefficients des termes irréductibles, c’est-à-dire fournis par la première partie
des seconds membres de (31). Ceci, nous l'avons vu (n° 12), doit fournir six équations différentielles pour les coefficients de M. Voici ces équations (en face et à gauche de chacune d'elles, J'ai indiqué la quantité irréductible dont on a égalé à zéro le coefficient) :
1J"® | 380h+(80P)—981p = 0, PS gol+(goh)—68gh+286g —382p —=0, YY"? | 28om+{(8ol) —681l— gp =0, 5 Rive | p% | gor+a(gum)—3gim—3gl
— 2(81h)—gih+ (809) — (819) + 3829 — 0,
VPN SE oN) 68 ir Son) ee (ram) + 6gam—3(gal) — 4g3l—(gsh) + g3q =0, LYS (gor)"— 3(gir) +3 (gar) — 3gsr +a(gam) —92(g3l} = 0.
De ces six équations, les quatre premières donnent explicitement h, l, m, r en fonction linéaire de p, gq et des dérivées de p, g. En substuant dans les deux dernières, on aura deux équations linéaires simultanées aux inconnues p, g. L’élimination de q entre ces dernières conduirait à l’équation finale en p, qui est du dixième ordre : c'est l'équation aux cubes (multipliés par g$) des solutions de l’adjointe F(n) —o. Généralement, par le moyen des deux dernières équations, on pourra exprimer g en fonction linéaire de p et de ses dérivées. Suivant l'hypothèse, on connaît p; donc par là on peut trouver le multiplicateur explicitement.
31. Nous savons que le cas d'exception est celui où l’équation en p est d'ordre inférieur à 10. Il importe de reconnaître comment le calcul mettra ce cas en évidence. Mais, pour ce but, je vais faire d’abord une simplification.
J'ai pris G sous la forme complète, afin d’avoir immédiatement les éléments les plus commodes pour les applications, où tout changement est d'habitude fort gênant. Mais, pour une théorie générale, cet avantage disparaît, et l’on n’a que l'inconvénient d’allonger les calculs. Pour faire l'élimination, je supposerai donc 25 —=1, g, = 0. La première hypothèse est évidemment permise, la seconde implique seulement un changement de y en 4y,« étant une fonction convenablement choisie. Ce changement, fait dans G et dans M, n’altère pas la
PR NV
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propriété qu'a le produit d’être une dérivée exacte. On pourrait aussi, par un changement de la variable indépendante, supposer g° = 0; mais ce changement, sans simplifier beaucoup, présente plusieurs inconvémients, et je ne le ferai pas. Dans le résultat final, comme on verra, il me sera facile de revenir à la supposition que 9% et g, sont quelconques.
Dans les équations (32), je fais donc g6—=1, g, —0, je ture h, L, m, r des quatre premières, et je substitue dans les deux dernières. J'ordonne le résultat par rapport aux dérivées de q, el je mets dans le second membre les termes qui contiennent p ou ses dérivées. Ces termes étant inutiles pour mon but, je m'abstiens de les reproduire, et je les désigne par des majuscules. Ainsi À, B, G, D vont signifier des fonctions linéaires de p, p', p', ..….
En outre, je fais disparaître £, en introduisant à sa place la quantité p
D = IL
Les équations qui résultent de ce calcul sont les suivantes :
(33) Qi Seig + (Sert Le)g a, 2 10 ,
provenant respectivement de la sixième et de la cinquième équation.
32. Ici déjà s'offre un premier cas particulier, celui où # est identiquement nul. On le voit, en ce cas, l'équation finale en p se réduit à B = 0, qui est seulement du septième ordre, et g ne peut être trouvé, en fonction de p, que par l’équation (33), du troisième ordre. Ce dernier fait est la conséquence du précédent. Trois relations cubiques homogènes, à coefficients constants, linéairement distinctes entre elles, ont lieu entre les n. Donc, de toute nécessité. 1l existe entre ces quantités une relation quadratique homogène, à coefficients constants. C’est bien, en effet, là ce que signifie légalité e — 0, et est cet invariant qui, pour la première fois, a été signalé par M. Laguerre (!). L’équation (33), d’où dépend g, coïncide avec les proposées G(y)—=o, F(x)—o, (qui, en ce cas, coïncident entre elles sauf le second membre À. Il y a donc lieu de revenir à la proposée, qui se ramène à
(!) Comptes rendus, t. 88, p. 116 et 224. [ Œuvres de Laguerre, t. 1, p. 421.]
l'équation du second ordre
" 3 3° + Pete
En effet, on prouve aisément que les solutions n sont les produits de deux solutions 3 entre elles. Le problème proposé, en ce cas particulier, consiste donc à intégrer cette équation du second ordre, quand on connaît le produit de six solutions, et nous n’avons plus à nous en occuper. |
33. Supposant désormais # différent de zéro, nous pouvons, par deux dérivauons, réduire le système (33), (34) à ne contenir que q et g'. Dans ce calcul s’introduit une nouvelle combinaison à :
d— 278202+ 70 2— Gyy”,
qui est un invariant fondamental, fournissant avec 6 tous les autres invariants. Voici le résultat de ce calcul :
\ 3 7 : É (35) [28 dv'— de PO —pt)g D)
6 2 + (an e208 + 406 De ee ct6")g =D.
Le second cas particulier s'offre maintenant : c’est celui où le déterminant des coefficients de g et g' est nul. En introduisant les deux invariants à, et Ô ÿ
Ê1= 300 — 8 dv’, 0 — 200, — 30,0,
on trouve ce déterminant sous la forme
SE d TS RU: : 5 (36) 0 F0 — PI, — — pT+ — LG 168 |
Il faut observer que (75 163) est divisible par +, en sorte que J
Q est une fonction entière des coefficients »,, g, et de leurs dérivées. L'égalité Q — o exprime qu'entre les n il existe une relation cubique, homogène, à coefficients constants. Si elle a lieu, g se trouve donné par une seule des équations (35), à volonté, et le multiplicateur se
ds . hs
ne dt de: 27 né
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trouvera par le moyen d’une quadrature. Dans le cas opposé, les équations (35) simultanées donnent explicitement q, et le multiplicateur sera trouvé sans quadrature. Arrêtons-nous un instant sur l’équaüon Q — 0. Elle présente cette circonstance qu’exprimant une propriété de F(n)—o, elle contient les coefficients de ladjointe G(y) = 0. Mais la théorie des invariants, à laquelle je renvoie (!), nous enseigne que les invariants d, #, 0, 0 sont communs aux deux équations, sauf changement de signe pour les trois derniers seulement. Il n’y a donc qu’à effectuer ce changement ici. De plus, j'ai annoncé que, le calcul fait, je rétablirais les coefficients 25, £,. Effecuüvement, renvoyant le lecteur à la même théorie, j’énonce le résultat
suivant :
Ayant posé Sr J PSN à rer ee INT S2 D S1 #1 ET ST So 1 A 0 50 5 0 £0
1° on exprime que trois solutions y de G(y) = 0 sont liées par une relation cubique, homogène, à coefficients constants, au moyen de la relation |
>° par la relation Q — 0, où Q est l'expression (36), on exprime que la méme propriété a lieu pour l’équation adjointe F(n) = 0.
Quand on emploie, comme Je l'ai fait déjà, la notion de courbe attachée à l'équation, c’est-à-dire lieu du point dont les coordonnées homogènes dans le plan sont trois solutions y, alors Q; — o exprime que cette courbe est du troisième degré, Q — 0 exprime qu'elle est de troisième classe. Ce sont, à un autre point de vue, les équations différentielles des courbes, soit du troisième degré, soit de la troisième _classe, de même que ? — o est l’équation différentielle des coniques.
(:) Voir mon mémoire sur la Réduction des équations différentielles, déjà cité, chap. INT. [Œuvres d’Halphen, t. HE, p. 101.]
34. Revenons au multiplicateur M, qui peut maintenant être envisagé comme étant Connu, sa source p étant donnée.
D'après le théorème IF, (n° 9), un invariant de uw? 9, M, du degré m par rapport aux coefficients, est de la forme w”g,p', où p! est le premier coefficient d'un multiplicateur M’ du degré (m — 1). Comme M est quadratique, le seul invariant est le discriminant, et l'on am — 5. Donc le discriminant de u?g,M est le premier coefficient de u909M', M' étant un autre multiplicateur quadratique. K serait inutile de chercher un nouveau multiplicateur par le moyen du discriminant de uw? 99 M'; car toute forme du faisceau u? 95(4M + 1M') a pour discriminant une fonction appartenant au faisceau u3go(xp—+ pl); ilest, par conséquent, la source d’un multiplicateur appartenant au faisceau xM + \M'. En effet, F étant l’intégrale cubique qui correspond à M, le hessien de uF a la forme u?F", où F' est une nouvelle intégrale cubique. C’est la conséquence du théorème I (n° 8). Il suffit de jeter les yeux sur le hessien d’une forme cubique pour reconnaitre que M' est le multiplicateur correspondant à F’. La proposition résulte alors de ce fait connu que, dans le faisceau composé d’une forme cubique ternaire et de sa hessienne, chaque forme a pour hessienne une forme du faisceau.
C’est précisément sur cette propriété qu'est fondée la réduction des formes cubiques ternaires. On cherche, dans le faisceau, une forme qui coïncide avec sa hessienne; elle est décomposable en facteurs linéaires, qui sont les covariants linéaires de la forme canonique. Cette recherche pourra se faire sur les multiplicateurs; on cherchera dans le faisceau u? 2,(xM-+2ÀM'), une forme dont le discriminant soit u°2,(xp + Àp'), et la solution s’ensuivra. Nous voyons toutefois cette solution tomber en défaut si ce multiplicateur cherché est justement M. Traitons d’abord ce cas particulier, qui exigera des quadratures.
PRODUIT DE TROIS SOLUTIONS
30. On sera averti qu’on est en présence de ce cas particulier si l’on sait d’avance que la fonction donnée est le produit de trois solutions. Si, au contraire, on connaît l’expression d’une forme cubique composée avec trois solutions, sans savoir que cette forme est le produit de trois facteurs linéaires, on s’en apercevra par cette circonstance que le
PT Rs T0 24 net LRAET VD, ‘7e 1... HMS AT ST LA ÿ Dr + à :
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diseriminant de us #5 M reproduira uw? #,p (à un facteur constant près). Notons que la même circonstance se présente encore dans le cas que caractérise l'équation Q — 0, si p n’est pas nul. En effet, en ce cas, 1l existe un multiplicateur à source zéro, par suite une infinité de multiplicateurs ayant une même source. Mais le calcul du multiplicateur, comme on l’a vu plus haut, fait nécessairement reconnaître ce cas, lorsqu'il a lieu, et nous n’avons pas à insister sur ce point.
La méthode à suivre est analogue à celle du n° 13. L'intégrale F étant le produit de trois intégrales linéaires B, 1l suffit de considérer, dans F, les termes en y” et y’; soit donc
F=uy"+3uy"?y +3@ÿ"y?+a3yi+..., on considérera l'équation
I JE dx
pour en conclure la solution
Les coefficients &,, &,, 4: Sont connus immédiatement par le multiplicateur; quant à 43, 1l se conclut aisément de la partie qui, dans les formules (31), est composée de dérivées exactes. Le multiplicateur
étant M=py"?+2hy'y"+qy?+...,
on a, en définitive,
I I I HS 80) M= 780, A3 60 7
APPLICATION
Voici un exemple numérique : {ntégrer l’equation P q
mi 3, 3 lOY= 1 = june (5 +k}nso,
où k est une constante, sachant qu'une forme cubique, composée
avec trois solutions n, a pour expression k3+ e
Le discriminant pgr + 2 hlm — pm?— ql— rh? se réduit à
12 4 Eh Â T°
circonstance qui avertit de ce fait : la forme cubique est le produit
de trois solutions. L’équation en 3 est la suivante :
LÉO da En cat ae OI Re pe ae RE PRET EE et Pere ie be ni Dr CE:
ou, sous une autre forme,
(m3 Hi as) = Kixtzs æé(1— Kèxi) AE
Il en résulte, w étant une racine cubique de l’unité,
LENS 3 ; PE ane Re [-vke+he(ok+ 2)
æ(1— m?k?x?) ” dx
n={(wk+ l\e-wrr, >
Les trois racines cubiques w donnent les trois solutions, dont le
produit est égal à 4? + _ EE
SPA CE
où x est un entier premier avec 3; il y a trois solutions dont le produit est rationnel.
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comme bien connue la théorie des formes cubiques ternaires, et Je rappelle d’abord les formules dont ; je vais faire usage.
J’emploie les mêmes notations et, pour les invariants et covariants, les mêmes facteurs numériques que l’on trouve dans Clebsch (!). Je mets seulement les indices o, 1, 2 aux indéterminées au lieu de 1, 2,5, pour rappeler que ces indéterminées sont 11.
L'NT PLV; Ty — Pre
La forme cubique est désignée par f, ses invariants du quatrième et du sixième degré par S et T respectivement, sa héssienne par A, l’expression numérique de A est le déterminant des dérivées ne de f, divisé par 36. Il y a, en outre, à considérer un covariant ©, dont l’expression est la suivante : le produit — 2.3 est égal au déterminant des dérivées secondes de f, bordé par les dérivées premières de A. Enfin un autre covariant Ÿ intervient, à savoir
i à Tf?+ ss af U— — — © — — _ / 4° 12 8 S et ce dernier est un combinant pour le faisceau (f, A).
Avec les invariants S, T est composée une forme binaire, biquadratique et équianharmonique aux indéterminées x, À, que je désigne par U(x, À), et qui dans Clebsch est désignée par la lettre G :
MESA Tele Gris
Voici, par le moyen de ces éléments, les résultats que J'ai à rappeler :
1° La hessienne A,) de la forme xf + À A est égale à , 1 /OU OU (37) ane (Ta).
2° Si x:Àest racine de U — 0, la forme 4/ + ÀA est décomposable en facteurs linéaires X4, X,, X,, qui sont les covariants 1rrationnels.
(1) Clebsch, Vorlesungen über Geometrie, publ. par Lindemann, p. 562 et suiv.
3° Les fonctions symétriques de ces facteurs sont exprimées ainsi :
Fe QE ap A EE PRE EE CRT NOR PH AE at AT de 2 A ; Spies — -}2 ME <
(38) Xÿ X3 X3
Dep D HOTRR Ré tal Se 2. A?
; X3X? + XHXIE NEXS—— (X3 Ho pete
SET
38. Soit maintenant F une intégrale aus de G(y). Nous prenons, pour la forme f, d’après le théorème I, n° 8, f—=u®F. Le multiplicateur quadratique correspondant est M; nous prenons la forme quadratique A = u° 7,M, et nous avons
of :
Nous faisons ensuite rés LR et FF’ est une nouvelle intégrale cubique; le multiplicateur correspondant étant désigné par M’, nous
DA considérons la forme quadratüque A!'—= uw», M'— q q 2 0 0%
Soient p et p' les coefficients de y"? dans M et M' respectivement. Les coefficients correspondants dans A et A’ sont
1 U?A 1 ff
Ana = UP =-— = - —=) PAPE or? DOS
ve à IVOTAT [1 OA
ls —= U ie : Ed + RPC RE or ee Dal
De là résulte que a. est égal au déterminant des dérivées secondes
de À, divisé par 12, ce qui peut encore s'exprimer ainsi. Posant
A = Ea;i;x;x; -
et employant les lettres- « pour les coefficients de la forme adjointe,
savoir Ÿ x 5»+ oo — 11 22 — Ai», Loi —= Lo2 Aj2 — oi A2, ete 5.9 | on aura
FR É sd Ci Wet
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_ Pour obtenir le coefficient de y’4— x5 dans le covariant +, on n’a
qu'à remplacer, dans le déterminant qui représente ce covariant, f of 1 OA 3 ; à :
par —— et À par- ——. Il en résulte, pour ce coefficient, l'expression
0Ta 2 0L3
S' £ ! l — 2j; A ;9 À; ñ ij dia À j9,
où les lettres a’ représentent les coefficients de la forme A’
== / Q “ A'=Ea;;x;x;.
D’après la théorie générale, nous aurons à prendre, dans les covariants X, les coefficients de y = +2. Il nous faudra donc remplacer,
n 1 73 | se dans les formules, f et A par 5 An) = dia) el © par le coeflicient que
nous venons de considérer. À cause de l’homogénéité, nous pou-
- vons multiplier les deux premiers par 3, le second par 3?. Ainsi
fr Are D seront remplacés respectivement par & = Lg a, — u œ ! es 4 [ (63 22 — U° S0P; 22 — U°£0P : 32 © Hij ir A ja.
Il reste à exprimer les deux invariants S, T par les coefficients de À et A!. Pour y parvenir, on n'aura qu’à calculer le discriminant de xA + À A"; 1l s'exprime par &a;, et &>+ comme A,) par A et f, au moyen de la relation (37). On connaîtra ainsi la forme U(x#, À) et le problème sera résolu.
39. Je vais introduire une modification qui simplitie les calculs dans les applications et rend, en outre, les formules symétriques. Au lieu de prendre la forme A’, j'en considère une autre quelconque A;, du faisceau xA + À A”, et l’on conçoit que l’on puisse parfois en apercevoir immédiatement une qui soit plus simple.
Soient ainsi deux formes conjuguées À et À,; posons
Ar Da tit A = Zb;jxix;, P = 2, Pi = 030,
à 2 pe or: Di = ae Bis)
2 > C = 3 Eœijbi;, Ci= 3 2 Pi dis.
Les lettres $ désignent les coefficients de la forme adjointe de A,, comme & précédemment pour À.
Soit D,, le discriminant, calculé comme D et D,, pour la forme IA +, AÀ,. Ce discriminant est une fonction comprise daus le faisceau /P + 7,P,. IL est d’ailleurs composé linéairement avec D, C, C,, D,. Donc Cet C,, comme D et D,, sont comprises dans le même faisceau. Désignant par 5, w, w, t et les mêmes lettres affectées de
l'indice 1 des coefficients constants, j'aurai donc
DSP DR Di: 9; Pi, + ww P:
à I C= wP + tPi, =G=wPi+ét, En
La forme A’, considérée tout à l'heure, appartient au faisceau
(À, À,). Nous avons donc x*P + AD — [P + leP1:
d’où résulte L= x + 5ù, li = wi.
Par cette substitution U(#, À) se change en une forme V(/,/,),et, d’après (37), nous aurons
PC, G1—+ {= 0, W + W1 = O
Nous aurons donc définitivement D = 5 P + w P:1, De 51P1+wiP,
<C=wP— 6P4, : = Ci=—wP; + c1P.
En outre, la forme V étant équianharmonique, 1l ÿ aura encore
entre les coefficients la relation
me 2 WW — 4001 = 3W?,
PL
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et cette forme elle-même sera
VE h)=olt— olili —6w112-E {ol — wo l!.
La comparaison des formes U, V donne aisément les expressions
de S, T :
—S = 3(5?+ ww), T = 203+ 3ww0 — 6, w?,
En désignant par k une constante arbitraire, et faisant z — kugon, nous aurons, au moyen des formules (38), les expressions des fonctions symétriques composées avec les quantités 3. Écrivons d’abord la seconde
MÉTÉN IN Dre rester (3-15) \ 2 *
Choisissant À par la condition
la formule se réduit à
P + UP
où L: /, est racine de V(l,l,)—o. La première formule pourra
s’écrire de même
(40) #27 2ÿ+2i+ 3$= mP + mu Pi,
et les coefficients constants m, m, sont à calculer. La substitution directe donne immédiatement, à cause de l'expression deS,
$ (wl— ol}?
mi Es (6 l }” 2/9 st
à 9/7(2+ww)—(wl—ol;) r L . # x L2 2
Par symétrie, il en résulte une formule analogue pour m* :1iln°y a qu’à échanger L, L,; w, w,; s, 5, et changer le signe de æ. Mais ce résultat est insuffisant, car l’une seulement des deux racines cubiques de m, m° peut être arbitrairement choisie : l’autre doit s’en déduire. Pour lever cette difficulté, il suffit de calculer le rapport m : m1,
d’après (38).
On trouve ainsi, par substitution directe,
m ml? Aolls— 3wli
MS 201(5l —wl)
En même temps a lieu da formule symétrique
ms > wii — 4oilil+3w 2 m 2/(oi— wii)
La concordance de ces deux formules se vérifie aisément, en vertu . . È L'A Le, PA # de V —o, et il sera plus simple de les remplacer par l'égalité symétrique
me? (or — wi l1)l
m? Fe (sl —wl)l ;
qui suffit à fixer les rapports des racines cubiques de m° et m\. Dans la suite du calcul jintroduirai encore une constante ue qui est ‘exprimée symétriquement ainsi :
ol ol d4 À — w ls == > Se pa RE TRE EEE © lim? lm?
Remarquons aussi que la constante Æ donne lieu à l'égalité
Il en résulte que la troisième équation (38) nous donne, en dési-
gnant par Ÿ le coefficient à retenir dans le covariant À :
: L I <Ÿa 2041 Fri ais — (zizi +aih=
Il reste à trouver l'expression explicite de Ÿ. D'après tout ce qui précède, nous avons d’abord
D] 6 I 3 ? d = 2; lie jo = RE 3@w9S — s;w?)P?
(41) ÿ =— ce
+ AC Ne CIE T0
La forme A, à laquelle appartiennent les coefficients a', est égale
bi
"hs
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one ll ererulle déhord
1 ! k Eœ;;a;sd'ja = WE ;;b;s D jo + = G(S A2 + 2Wba)E a;; a;
—w2a;;bab;rt 6 (SP +2wPi)(P+wP, ).
D'autre part, on véritie sans peine l'égalité Zi; Dj Dj» = Dos Dj D;j — (to o Bai — 2%! Soi + 1 Boo ):
La quantité SE 400 311 == 2%o1 Boi + Xi 360
va subsister dans la formule définitive. En substituant dans (41) et faisant toutes les réductions dont on peut abréger le calcul par raison
de symétrie, on trouve £
Donc enfin nous avons pour dernière formule I Ï I : é I (42) AE ART LRQ + Pr P. HS CP + mu Pi).
Les égalités (39), (40) et (45) déterminent trois quantités 3 qui sont respectivement égales à trois quantités ug,n, et le problème est complètement achevé.
Pour formuler le plus simplement possible le résultat acquis, faisons les observations suivantes :
1° Si nous prenons les discriminants et les invariants C sans les coefficients numériques qui se sont introduits ici, en écrivant comme il est d'usage
D — 3 2j. CE a«;0;;, …) 2, 2 x Il faudra mettre 3 3 0) ce. À la place de 5, w. Ce changement ne
modifie en rien /, l,, m, m4.1l faut seulement remplacer 4 par : me
2° Si, au lieu d’opérer sur À et À,, on opère suroAetoA, (oétant une fonction quelconque), D, C sont remplacés par 0%D, 0C, ... et Q par 6*Q. On pourra conserver les formules précédentes en changeant seulement Q, si l’on change en même temps les quantités 3.
Je ferai un tel changement dans l’énoncé en prenant 6 — ——, de s Ï | \ ui £g9
façon que le calcul porte sur les multiplicateurs eux-mêmes. Voici le résultat final.
A0. ProsrÈme. — /ntégrer l'équation ln) = Yon + 3yin + 3y2n + Yan = 0, sachant qu'une forme cubique ternaire, composée avec trois solu-
tions n, et à coefficients constants, a pour expression o(x).
SoLurION. — On prendra la fonction adjointe G(y) et, par les formules (32), on calculera un multiplicateur M du second degré
pour G(y), avec 3ÿi o(x) pour coefficient de y"?. Soit M ce multiplicateur M = Za;; y" yU), 29 — 3 y$ AA Pa
Ce multiplicateur a un conjugué M, M, — Zb;; y® yÜ, D3o ne 1(T) = ne
jouissant des propriétés suivantes :
Si l’on désigne par x, $ les coefficients des formes adjointes d M, M, ;
> Log — 11 do2 — As, Xo1 — Lo di2 — oi A2,
et qu'on prenne les invariants
EST ; I D=-Ea;u}, CSV; a; C1=Za;;f;;, Dr _
: Zbi;k:;,
on aura entre ces quantités les relations suivantes où 5, w, w, désignent des constantes :
a D — 5P + wP,, aD, — d1P1+wP, d
il s [ Sa ml PP, Ge Psp.
AE , = Tel 6 : à La quantité a sera égale à mn e 1% etles coef ficien ts constants ÔÜ
satisferont à la relation
(43) WW — 4001 = 3 w?.
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On obtiendra donc le conjugué M, en calculant le discrimi-
nant D de M, et prenant pour source P, une fonction arbitraire : D
du faisceau (aD, P).
On calculera, en outre, la fonction Q = 90 Bit — 2 oi Por + %11 Boo:
On prendra une racine l': 1, de l'équation, à coefficients constants, DANS A5 —6wE2 1? + 401 LS — m1 li — O, et deux autres constantes m, m, déterminées .par les relations concordantes
LS (oil — oil} + in 64 a Se (wl—st} À mi =64 | mis (oil ofli)l mt Gh—vl)h
et enfin une dernière constante Lk
G ly— wl ee di L — w14 l4
PROD im?
En fonction de ces diverses quantités, on aura trois solutions n de l'équation proposée, au moyen des racines de l'équation algé-
brique (44) yént—(mP + mi Pi)vént Qa I I | += + —(oPi+o P2)+ —(mP + nu Pi) | yon É NS He se 1) v6
SPP PE 0:
APPLICATION
AA. La solution qui vient d’être exposée n’est pas en défaut dans le cas où o(x) est identiquement nul. C’est à ce cas particulier que se rapporte l'application numérique suivante :
Intégrer l'équation 3 ee L 172
4n"+ = 'n + 2 4 ne d"n = 0, : - “PNA
250 ŒUVRES DE G.-l. HALPHEN.
où % désigne un polynôme du troisième degré (y = Lori + 3 Vi a? + 3%æ SE Us,
sachant qu'il existe entre trois solutions n une relation homogène du troisième degré, à coefficients constants.
L’adjointe est 1c1
tt a Be à L D ve 7 BOIRE FÉSER ERENRee WT.
On pourra aisément, par les équations (82), vérifier le multiplica-
teur ayant les coefficients suivants :
P = 0, FRA HET ARE ER l=—o2, | m = — 7,
! [ LA It ! !
MEN PRET SAUT Se RNRRE
Le discriminant de M est — 443; la quantité a est égale à -. Les
multiplicateurs conjugués ont donc, pour coefficient de y”?, la quantité 2. É Van les coefficients de l’un de ces multiplicaieute
= 342 ERP OR M Là p =3%#, pans: nt rnb 0 IE 3 5 UIUE 54 ÿ/ h = — L' fo nn. {2 — ee. , 2 è A ( 36 ae dés 23,33 23,92
On peut abréger les calculs en écrivant les deux multiphicateurs ainsi :
ÉAUE ES Enr 4 (vr +2 Vr')r D PL (4 ME (4 ARS vr) men LE =)
2 9 ñ RTE gp"
te 2 TUE ar > pee 7 LP É 5 (4 Tia ) vo care
En faisant alors l |!
f = Ti, F = Lo;
on n’altère pas les formes qu’il faut calculer, et l’on opère sur des
FN CEE
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- coefficients plus simples :
(DE ST O, 1 d, oo — \ , js —= 0, do2 = — 2 d, doi — 0; X29 — G d”, 11 = — 4 Ÿ2, Xao — O0, Goo oz = 24?, Xo1 — O0, — [1 læ) ! (114 bs5=53%7, Hp te bo= (EE), 2 72 mA 3 9 GAUIUM | /4 by2 = 0, bo2 = — te, Do: = ie 18 DE
" ë né 5 VER lo 3 LR Een gs 4" D 25,3* , POUTT-S 72 Ts Di = Gps Go + Ani A51 + Gao Mo = — 4 V5, gs 9 Ut," 1/1 LE UE D; = b62 Bo2 + 601 Bo1 + Boo Boo = 55 36 EAN RE ÿ :
ee ERA re 2 “ts 2 55 CSV — 2 Yi D Vi Ya), CS os Ce
DR 7 free po Lo d'un EE !
Le Dj 5 3 (Ÿ > dd ee 3 (PT — Yob),
_ 1 D Q = 00 B11 — 2%o1 Bo1 + &11 Boo — FE Au
On a, d’ailleurs,
A —= v' | Pa 0, P: = 342, il en résulte D—=—— EL s —= O, 3 , I [ 9
LE a Chi Va 20 — V6 Ys), Ee 235 (91 Yo),
et, d’après (43), = (UE — Yobe )°
Si l’on fait /, — 12, /= d,t+4,, l'équation V(/, /,)—=o se change en celle-ci :
ARS Ste
AL Ÿ3 345 id
(45) Votr+ jhili+ Gba jar + T
dont la forme est remarquable; son premier membre a pour dérivée |
On trouve ensuite
(es) = Rte RS 9
PAM (Lot + di}? ; um 2 ale Volet
Changeant n° en m,n*, et divisant tous les termes de (44) par f, il reste | 4 + | { 2 — ! a (46) co bas LE jai DCE DR ARE Vol + di (hot +} Trois solutions n sont données par l'équation (46), où t est une racine quelconque de (45).
Le dernier terme de (46) peut s’écrire encore d’une autre manière :
(47) ù SO VE = hp 3%oY'(4)
(doré + di (bt+d}
co
c’est ce qu’on voit immédiatement par l'égalité
SA see À AN tue 0 QE Vans AU
DIGRESSION SUR UNE ÉQUATION DU- TROISIÈME ORDRE
42. Je vais entreprendre maintenant un calcul dont le but est de vérifier cette solution, puis de faire connaître les propriétés d’une classe d'équations à laquelle appartient celle que je viens d'intégrer.
Pour abréger l'écriture, je mettrai partout ce qui suit: :
Fa Fa ne no" #0 JR ht
J'envisage ces trois quantités 3 déterminées par (46), en sorte que, posant
391= 29 + 31 + 32, AO 20231 + 31 32 + 39 30, Se Z0Z1 32,
on ait pour définition des 3
48 Si= 2 RES / — $S — (4 ) 1 2, D 9 De Rd Ÿ- S 3 8 dt)
où £ est une racine de (45).
La première partie du calcul suivant a pour but d'exprimer d(x) en
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fonction des 3. À cet eflet, je calcule d’abord les deux quantités (Yi— Yoda) et (3VodiYa— 24i— VE Ya).
Les expressions de S, et S, me donnent, sous forme homogène, NA ! : (£ à \ (49) gyc= UE (sys,
Observons maintenant que l'équation (45) peut s’écrire (50) d'C)Y(E)— = (= 0,
comme on peut le vérifier sans calcul, grâce à cette propriété que les premiers membres possèdent, de reproduire Ÿ(£) par une dérivation. D'après (50), on peut transformer (49) en cette autre :
2 2 (51) AUATRE (Si — S3)?.
Prenant les expressions (49) et (51) de Ÿ”4’(#) et de Ÿ’?4(#) pour les substituer dans l'identité
(52) 34"24(r) + ae) — 3 V6) DCE) V= 2233453 + 245 — 34, Vide) nous trouvons ce résultat
: ste ete D put ; 28,3 WCT S3 + — 2s,s s Si:
D'autre part, suivant (47) et (48 ), nous avons aussi
p'LP L'expression de S, nous donne Ÿ”(x) qui, sous forme homogène, sera (53) | voa) = Paye) L'identité
D(æ) — 247 VX) = 22,32( 44 — VoYai)
donne d'(x), et enfin l'identité (52), où l’on mettra x au lieu de £, donnera %(x). Son expression, rendue homogène, prend la forme
" \3 b(x) = se (4S3— 38282 + 48:83 — 6S;S, 8, + S2):
la parenthèse contient le discriminant née 33— 3S,3°+3S25 —S3); par suite, 3 ; ER ARE | :
(51) Y(xr)=— 55 31 [(3o— 31) (31— 22) (32 — 5).
Remarquons, en passant, que cette expression simple du discriminant conduit, pour la résolution de l’équation du troisième degré (46), suivant la méthode usitée, à un résultat peu compliqué que voici :
El
de ADEME CRETE ue BAS AN Chr diner Vi (dot+ Yi}
où lés deux racines cubiques doivent être extraites de manière que
À + B reste fini pour x infini.
En différentiant les équations (48), nous avons
Z Hors 12 — O, fo ni CE 2h St ef a |!
6 04 115 2 Yo no A1 nl Voé + Yi
0 n To
Le déterminant de ces équations aux inconnues #3 est la racine À ñ |
carrée R du discriminant
Æ : æ 7 ARReS (55N 2 SR = 2 en le A) (ia) Fe ect
comme on vient de le trouver. Les inconnues s'expriment ainsi :
/ ‘ lo [ 3 Vo ( = = = "(3 —"3,):
10 R dé+d: );
les autres formules se déduisent par permutation circulaire sur les indices 0, ar
Soit Ÿ une fonction quelconque de n; sa dérivée par ÉAbEUSTE à æ sera donnée par l'égalité
G6) AV REV mn Ca 25) 2 Va mi Can 20) + Ya ma (0 5) OY OY OY .
se ni) bre pen Yo = — dn0 m1 dns
En prenant deux fois de suite la dérivée de la même manière, on
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RER(RIOT = (JUL
où L contient seulement les lettres n, 3 etles dérivées partielles de Y ;
son expression sera écrite plus loin. Si maintenant gs ent compte
de (55) qui TE à un facteur constant près, px) pour R, on a facilement, au lieu de la dernière égalité,
| m1 3 LIN J AVE TE I _ (Vo + 1) : :
ve ste SCA re | W(x) Be
En vertu de (55) et (56), nous avons semblablement une égalité de la forme
et, d’après (55),
De Îlà résulte
(57) QYM + SU (£+a)yv BUY I ee | = — — — RE a ia RY a Y(x) ae
La quantité L provient de l'opération
No (31 — 22 (Be = + na (o — 5) 7e
répétée trois fois de suite. Elle se compose de trois parties suivant l’ordre des dérivées paruelles qui y figurent. Dénotant ces dérivées par des indices et écrivant seulement le type de chaque sorte de
terme, nous aurons L= Es + EE Lx,
L; — Yooon à (31 — 25}?
+ 3Yooininr (2Z1— 22)? (32 — 25)
+ 3Yoinont (31— 22) (22 — 36}
+ 6 Yo12 0 120231 — 32) (22 — 20) (20 — 31)
+ 6 autres termes par permutation des indices, Lo 3Yo0n3(2%1— 32) [(31— 3)? + 3(223123:— 3120 — 2: %)]
— 3 Yion1n2[(Z0 — 31) (31 — 32) (3: — 20)
+ 3(231— 22) (328 — 2021 — Z1 722 — 2220) | + 4 autres termes,
Li = Yono[(31 — 32) + 9 (233 — 32) (25 — 23031 — 22041) | + 2 autres termes.
La quantité M est simplement
M = Yono(z1 — Zo)[10( 23122 + 3930 + 3031) — 35 — 39 — 25 | + 2 termes.
Enfin R est déjà connu. On vérifiera sans peine, en formant le coefficient de Y,, l'identité |
Li+M+S8R(Yoro+ Yini+ Ya) = 0,
d’après laquelle la parenthèse du second membre de (55) pourra s’écrire L;— Lo — (18% A 1)M TR 8(SI B Y + Yono + Yini:t Y:2)R.
Si l’on suppose Ÿ = con + Ci + Cone, où les c sont des constantes
ROSE ; i I He arbitraires, et, en outre, à — — Te B—=— gr” Cette quantité sera nulle. Quant au premier membre de (55), il devient
o / Pa # Duve A VS LS MN F2 el a
c’est précisément celui de l'équation différentielle dont nous étions partis d’abord. La solution de cette équation est ainsi vérifiée.
44. Je vais maintenant envisager une équation plus générale. Je
ferai n? ù n(n+3)({;n —3) EE EN SR Re TS
&X — br
RTE 22,34
et le premier membre de (55) prendra la forme P )) P
n(n+3)({in—3)
I n?\ Ness 9 1 Pr [14 45 #8 1/4 NACRE PU 7 (EL ENS QU vy 2 fi TA RS PONT TER re
Supposant, en outre, que Ÿ soit une fonction homogène en ns, ñ1; n2,
et du degré (4n — 3), j'aurai, à cause de cette homogénéité,
Juan (nm :
(RAR EM) Nono tk Venir E Yer2)].
_ CYoi+ di)
G, PEN Le aa a (x)
L'équation aux dérivées partielles, obtenue ici comme transformée de G—o, peut revêtir des formes diverses à cause de l’homogénéité
attribuée à Y. Pour reconnaître l'identité de deux formes, d'apparence différente, le plus simple est de les ramener toutes deux à ne contenir
SUR UN PROBLÈME CONCERNANT LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 257 que des dérivées du troisième ordre par les égalités
(gn—5)(4n —4)Y; = Yoon$+ 2 Yirinin2+..., (4n — 5)Yrj= Yoijno +...
Le premier membre étant écrit sous l’une ou l’autre des formes
symboliques
U = [5 A;n: Y:]6 + [2 Bin Yi [2 + (n —1)2 Cini Ys,
4(4n —5)UÙ = [SPin;Y;]®, on aura
Po00 = 4(4 7 — 5) A 000 + 4 Boo + Co,
/ Pooi = 4(4 7 — 5) Aoo1 += (Boo + 2 Boi) PAUSE NON (58) | < È
4 I Pois = 4(47n —5)Ao1r + (Bai + B;5+ B20) + + (Co + C1 + Go), 3 3
She) PTS atienole fe era) siiptele eo le for sole er ol em ere) en Sie als late eo so ed eue) ele) ee + 6,707 6 5 + eee
Mettons, pour les.coefficients À, B, C, ceux de la forme ci-dessus, en observant que les derniers peuvent s’écrire ainsi
Co=(n+i1)Yo+2(72 +4)R,
où y, est le coefficient de Y,n, dans M. Prenons maintenant les nouveaux coefficients suivants : e
A 500 = À 600 + ri == re
14 Re à = nu HART se Bo — Boo + —R+ 2 vo, | B61 = Boi + = R+ Li,
Les 0:
En mettant ces coefficients A’, B', C’, dans (58), au lieu de À, B, C, on trouve les mêmes quantités P. Vous avons donc, pour-transformée de G(Y) = 0, cette équation (écrite symboliquement)
(59) LS An Y:]® + [2 Bin: Y:]2 = 0,
dans les coefficients de laquelle la constante n a disparu.
Voici quels sont les coefficients, en mettant pour abréger,
S — 10(2021 + 2122 + 2220) — (28 + 27 + 3); A 500 = (Zi — 32}? ere vo1= (31 %2) (32 — 30) ne =", .
bri= (81 32) (22 70) + - Se = Et, 2= SR;
| 21 ( Do = 3(231— 22) + 9(721— 232 )(231 32 — 31 39 — 32 30) + 5 À + À S(&1—22),
9 re Qt + SEC E 31)(3235— 2031 — 3122— 3122) + 2 R — À S(50— 41).
Il faut avoir soin d'observer que les autres coefficients se déduisent des précédents par permutation circulaire des indices, en sorte que l’échange de deux indices produit un changement des signes. Ainsi,
‘en échangeant les indices o, 1, on change A°,, en —A',,,B
DOTE
45. L'équation (59) jouit de la propriété suivante : elle admet pour solutions une infinité de polynômes entiers par rapport aux variables n.
Soit n un entier quelconque, positif et premier avec 3 : ileæiste trois de ces polynômes, ayant pour degré 4n — 3. Sin est multiple de 3 plus 1, ces trois polynômes ont les formes
ño F(Zo, 31, 42), n1 F (21, 32, 30), 9 F(232, 36, 21),
A A dé f IDR I , e où Fest un polynôme entier du degré a » SYmétrique par rap-
port aux deux dernières lettres. Si n est multiple de 3 plus 2, les
, ; à A TS TRE formes sontni Ps, 7), 2), ouest du COTE = et jouit de la même symétrie.
Par conséquent, l'équation
À 9 ë ir (60) QI UV fi E)YY n(n+3)(4n Eye
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où est un polynôme du troisième degré, et n un entier, premier avec 3, est intégrable algébriquement (on va voir dans un instant que À peut être négatif).
Cette proposition me semble difficile à établir sur l’équation (60) elle-même. Je l'ai démontrée dans mon Mémoire sur la réduction des équations différentielles (!) à propos de l'équation qui se déduit
: : à : d de (60), quand on prend, pour variable indépendante, l'intégrale 1 :
La théorie des fonctions elliptiques fournit, pour cet objet, des procédés très faciles. Mais la proposition admise, on a, par l’équation (59), un moyen assez simple de déterminer le polynôme F dans chaque cas particulier. Il suffit, en effet, en substituant l'intégrale à coefficients indéterminés, de prendre un petit nombre de termes pour déterminer les coefficients. De plus, si l’on substitue ,F ou n5F, suivant le cas, dans le premier membre de (56), le résultat contient le facteur Go(Z1—%2) OÙ nG(z1— 22),
et, ce facteur supprimé, il reste un polynôme entier par rapport aux z seulement, symétrique en 3,, z:. J'ai vérifié de cette manière et par un calcul très rapide, pour le cas 7 — 2, la solution
trouvée autrement dans le mémoire cité; j'ai calculé encore cette autre, pOur — 4, Y = no 30 EL 320(31 + 232) — 152023? + 22) + 24202129 + (3 +22) |. 46. L’équation (1) se change en son adjointe quand on change n en — x; si l’on appelle Y, Z deux solutions de (10), on aura une solution 5 de l’adjointe ainsi + F = V2(YZ'— ZY').
% 1 Si maintenant on tient compte de ce que 4° diffère de R seulement par un facteur constant, et que l’on fasse usage de la formule (56), on reconnaîtra l’exactitude de l’énoncé suivant :
L’'équation (59) admet encore une infintité de solutions ration-
(1) Page 291. [ Œuvres d’Halphen, t. II, p. 255.]
nelles, d’une seconde forme, comme il suit : soient 2, T deux des
polynômes, de la première forme, et du même degré 4n—53,onen
déduira la solution
Ê M1 (232 — 20 — 31) Lo T1 — ZiTo) + n102(220 — 31 —232)(L1T2— LT) + 200 (231 — 232 — 20)( L2 To — ZoT 2)
Cette équation Y est aussi une solution de l'équation (6o) quand on y a changé n en —n, et que l’on considère les n comme exprimés en x par le moyen des relations (48). On peut alors supprimer le dénominateur de Ÿ, qui est une constante.
D’après la forme de la solution ainsi trouvée pour l'équation différentielle (60), dans laquelle » est entier, positif ou négatif, et premier avec 3, il est manifeste que le produit des trois solutions particulières envisagées est fonction entière de x. Ainsi cette équation a toujours des multiplicateurs quadratiques à coefficients entiers.
CONCLUSION
Si l’on voulait poursuivre la série naturelle de ces recherches, soit sur les équations du troisième ordre, soit sur les équations d'ordre supérieur, on rencontrerait la circonstance déjà signalée pour les équations du second ordre n° 29 de ce mémoire. Les formes ternaires, au-dessus du troisième degré, admettent, suivant la parité de leur degré, des covariants rationnels, soit linéaires, soit quadratiques, et les formes quaternaires présentent la même circonstance pour le troisième degré inclusivement. C’est donc seulement par la théorie des formes singulières que l on pourra trouver de nouveaux exemples d'équations différentielles intégrables algébriquement et cependant irréductibles. Ainsi, malgré l’apparente étendue du sujet proposé en tête du présent mémoire, une fois les formes quadratiques exclues, si l'on met de côté aussi les formes singulières, dont les covariants linéaires ou quadratiques sont identiquement nuls, on n’a pas d’autres cas à traiter que ceux mêmes dont l'étude vient d’être faite. Quant au problème concernant les formes quadratiques, j'ai l'intention de le traiter dans un autre mémoire (!). *
(1) [Voir plus loin, p. 268.]
me A HY
SUR LE
SUSPENDU PAR UN POINT DE SON AXE
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 100, 1885, p. 1065.
Un mémoire, que Jacobi a laissé inachevé, contient l’énoncé suivant : La rotation d’un corps grave de révolution, autour d’un point de son axe, peut être remplacée par le mouvement relatif de deux corps sur lesquels n'agit aucune force accélératrice. Ce précieux fragment (t) indique le procédé de démonstration, mais laisse le lecteur si loin du but, qu’il semble utile de le CARRIER C’est ce que je me propose de ee ICI.
Tout d’abord, 1l est indispensable de généraliser la notion du mouvement d’un corps qui tourne autour de son centre de gravité, sans être sollicité par aucune force. Ce mouvement, on le sait, est celui de l’ellipsoïde central d'inertie (E) qui, fixé en son centre, roule sur un plan invariable avec une vitesse de rotation proportionnelle au rayon vecteur qui va du centre au point de contact. Rien n'empêche d'employer cette définition, purement cinématique, pour le cas où (E) ne serait pas un ellipsoïde d'inertie, pour le cas même où ce serait une quelconque des surfaces à centre du second degré. C'est donc ainsi que nous entendrons ce mouvement E, qui sera caractérisé par les rapports de cinq quantités, a, b, c demi-axes de (E), k distance du centre au plan fixe, RROC constant du rayon vecteur à la vitesse de rotation.
(1) €. G. J. Jacobÿs gesammelte Werke, t. II, p. 480 (édition nouvelle).
Pour la comparaison de deux mouvements analogues, 1l faut faire quelques conventions. Je supposerai toujours b? compris entre a? et c?, k? entre a? et b?. On considérera deux systèmes d’axes rectangulaires fixes, l’un.dans l’espace, l’autre dans le corps. Ge dernier se compose naturellement des axes de figure, mais 1l faut y préciser les sens positifs. Pour ce but, prenons (E) dans la position znttiale, où l'axe moyen b est parallèle au plan fixe; choisissons le plan des coordonnées fixes æz:, perpendiculaire à b, l’axe 3 perpendiculaire, l’axe x parallèle au plan fixe. Les axes @, c sont dans le plan #2. Nous fixerons les sens positifs par la condition que les trois quantités n(a?— h?)cos(az), cos(cz) et cos(ax) aient des signes choisis, une fois pour toutes, les mêmes dans tous les cas, que les axes y et D aient pour sens positif commun la position où serait amené x par une rotation de 40° autour de 3 dans le sens choisi pour positif. La rotaion instantanée sera dirigée de manière à donner une composante positive sur l'axe z, et l'origine du temps sera PRISE dans cette position initiale. |
Nous avons ainsi une définition précise du mouvement E, défini par a, b,c,h,n; c’est celui des trois axes à, b, c mobiles par rapport à trois axes fixes x, y, 3; et aussi du mouvement inverse E/, celui de +, y, 3, supposés mobiles, par rapport à @, b, c, supposés fixes.
Le théorème de Jacobi, énoncé d’une manière défectueuse dans le fragment cité, consiste en ceci: Deux mouvements E, E, étant convenablement choisis, on suppose que le corps (E) entraine le corps (Ei), les axes &;, b,, ©, coïncidant respectivement avec a, b, c; par rapport à x, y,z,ces derniers exécutent le mouvement E, el, par rapport à y, Ébp Cr les axes Lis Vis 31 SON animés du mouvement E; de plus, les origines du temps coincident pour les deux mouvements. Le mouvement résultant DOUT Li, Vas 81 6SE celui d’un corps grave, suspendu à l’origine des axes, de r'érolution autour de z,; et l'axe 3 est dirigé suivant la verticale.
Les deux mouvements E, E, dépendent ensemble de huit constantes, tandis que le mouvement M d’un corps grave dépend seulement de cinq constantes. Il y a donc, entre les éléments de E, E,, trois relations. On doit répondre aux questions suivantes : 1° quelles sont ces trois relations? 2° étant donnés E, E,, déterminer les constantes de M; 3° étant donné M, trouver E, E
sert:
ss Là 0, LR !
Se
SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS GRAVE DE RÉVOLUTION. 263 1° Pour abréger, posons a?(b?+ ©?) — b?c!— @4 ‘b2(c? + a)— cat,
'Q=+H Var br TE bre tea —fabie (ar three)
Voici les trois relations entre E, E, :
h? — ai h? — b? h?— ci nihi Q
» a?(hR2— a?) ”
B2(h2-— b?) + PCR ce). nh 28
Pour répondre aux deux autres questions, il faut dire quelles sont les constantes du mouvement d’un corps grave de révolution. Elles figurent toutes dans le polynôme
F(E)= GG—E)(af—Ar— Gt) —(3+ Art),
dont voici le rôle. L’angle 0, compris entre la verticale dirigée de bas
en haut et l’axe du corps dirigé du point fixe vers le centre de gravité, satisfait (!) à l’équation
(< cos 0
dt
) = F(cosb).
Les lettres À, B représentent les moments d'inertie autour de l’axe de révolution et d’un axe perpendiculaire passant par le point fixe; G la distance de ce point au centre de gravité, muluipliée par le poids; f, à, r des constantes de grandeur quelconque; la dernière est la vitesse de rotation autour de l’axe du corps. L’homogénéité réduit ces quantités à cinq seulement, que je choisis ainsi :
4e SPDÉRENME PAT 2e Ô CR Re te US pe np Elles sont soumises à une seule restriction 2B > A. 2° Voici ces constantes exprimées par celles de E, E, : 2 À 2a2b?c?— (a? b2+ be + ca?)h? h; I CT = —) SRE D EE RETENUS ET ET DENT NN VON. = — SAS n nhQ ni 2 DRE CRE REC EP)RER REe h cc?) (ha?) # . n?h?
gb? a?)(h?2— b?2)(h2— c?) LE PE CR NENA TER PNNENT RRRTERCRRRES hR2— a?)(h2— b?)(h?— ce?) Sn tn" pe) ©),
ns 3 Q3°
(') Lagrange, Mécanique analytique, t. II, p. 233 (édition de M. J. Bertrand).
et l’on trouve, pour seule restriction, mMhy > 0.
3° Voici les constantes de E, E, exprimées par celles de M:
hi I h:
soient X => X'> \'et X, > X° >> X° les racines toujours réelles des équations
F DAT D F 2X1+ gq mue P 2 pP el) PE ?
formées avec le polynôme F ei-dessus; on aura
X ha Par) en KÉChI DIV (hier
Deux cas particuliers méritent une mention spéciale; dans lunet autre, l’axe du corps passe périodiquement sur la verticale, le centre l’autre, l’axe d d t I ticale, 1 t de gravité au-dessous du point de suspension dans l’un de ces cas O P P ) caractérisé par x— y, au-dessus dans l’autre, caractérisé par 7=— y. L'un des axes de (E) est alors nul.
—sQ
SUR LA
ALGÉBRIQUE
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 100, 1885, p. 145.
Les fractions continues algébriques s'offrent, pour ainsi dire, comme succédanés des séries procédant suivant les puissances d’une variable. Bien qu’on ne sache rien sur les conditions générales de leur convergence, quelques rares exemples font pressentir des différences profondes, à cet égard, entre les fractions continues et les séries. Un de ces exemples, très remarquable, a été donné par M. Laguerre (!): il concerne le logarithme intégral, et Von y voit une fraction continue qui converge, alors que la série correspondante ne converge pas. Le nouvel exemple, dont j'ai à parler ici, offre encore cette circonstance; mais il offre aussi la circonstance opposée : des valeurs de la variable, qui font converger la série, font diverger la fraction continue. :
Il sera, je crois, possible de faire la théorie générale du développement des fonctions algébriques en fractions continues, au point de vue de la convergence. Dans l’exemple actuel, je dois en avertir, les traits principaux de cette théorie générale sont effacés; 1l présente une simplicité qu'il ne faudra pas s'attendre à retrouver ailleurs. Cet exemple est fourni par le développement de la racine carrée d’un
ex dx
(!) Sur L'intégrale [ (Bull. de la Soc. mathém., t. VIE, p. 72; 1879).
[Œuvres de Laguerre, t. 1, p. 428.]
>0lynôme X. du troisième degré, sous l’une des deux formes POLY ) sre;
| ee T° (1) VX = a+ b,x+ es À a = Da D EEE A3 + b3T +. € x?
An +bnT +. k Q:, ra Le (2) LYX = di + bit ca :
T re de az + Par +. re An + PnT +..
(3) X 2 qu+ qe + qua + qua.
La simplicité du résultat, que je vais énoncer, est due essentiellement à la supposilion que les coefficients de X sont réels, ainst que les trois racines. La théorie serait très différente si, les coefficients étant réels, deux racines -élaient imaginaires.
Soient æ, > ZT» > æ) les trois racines, et-À,, AÀ.° A,, À, les intervalles (oo, x), (æ1, Œo), (Go, La), (Ga, — ©).
La variable x étant supposée imaginaire, les fractions continues (1) et (2) convergent toujours et représentent toutes deux la fonction vx, rendue uniforme moyennant deux coupures rectilignes. Les deux coupures couvrent les intervalles À,, À, si zéro est dans l’un des deux autres; elles couvrent, au contraire, les intervalles À, A, si zéro est dans lPun des deux premiers. Sur ces coupures seulement, les fractions continues ne convergent pas. Nous trouvons donc là des fractions continues qui convergent, alors que la série correspondante diverge. Voici maintenant comment s'offre la circonstance opposée.
Tant que la partie imaginaire de x a une valeur finie, la convergence est uniforme,comparable même à celle d’une progression géométrique; mais cette uniformité disparaît quand x devient réel. Sauf des cas particuliers, dont je parlerai plus loin, la convergence est alors non uniforme dans tout intervalle. Voici, en termes précis, son caractère : Soient deux nombres arbitraires «&, b, dont l'intervalle ne soit pas sur les coupures, d’ailleurs aussi rapprochés qu’on le voudra. Soit aussi » un nombre à volonté. Il existe, entre a et b, des nombres x, pour lesquels, parmi les réduites de rang supérieur à m, il s’en trouve une rigoureusement égale à — Y/X, tandis que la fraction continue finit toujours par converger vers + VX. On remarquera que l'intervalle (a, b) peut contenir zéro, en sorte que cette convergence non uniforme, si voisine de la non-convergence, a lieu
* EEE
SUR LA CONVERGENCE D'UNE FRACTION CONTINUE ALGÉBRIQUE
même pour des valeurs de æ plus petites que toute quantité donnée. Ce n’est cependant pas encore l'absence totale de convergence; mais nous allons la trouver dans les cas particuliers que je réservais tout à l'heure.
Ces cas particuliers sont caractérisés chacun par une relation algébrique entre les coefficients de X. Pour le plus simple, voici cette
relation :
(4) 3243 qa(4goqiq2— qi —8q8g3) = (Âg2qo— qi}.
Cette relation ayant lieu, 1l faut signaler à part une valeur de x
Elle est placée dans la région où VX. est développable suivant les puissances ascendantes de x. Pour cette valeur (5) de +, les réduites de rang 1,0, 11,..., (3721), ..., dans la fraction continue (1), sont rigoureusement égales à VX, mais celles de rang 4,9, 14,..., (5n +4), ... sont égales à — VX. Dans la fraction continue (2), les réduites de rang 3, 8, 13, ..., (5n +8), ... sont égales à + VX, et collés derans POS (ONCE), Le dx;
Les deux fractions continues sont donc ici divergentes, tandis que la série correspondante converge.
Quand la condition (4) est satisfaite, toutes les irrégularités se concentrent dans la seule valeur (5) de +; pour toute autre valeur réelle, en dehors des coupures, les fractions continues convergent
uniformément.
[a J r L Les cas analogues à celui que caractérise la relation (4) sont en nombre illimité. On peut les définir-tous ainsi; ce sont les cas où les
. 5 I . . . ° > ° CE deux intégrales de —= prises, en ligne droite, depuis zéro jusqu'à 3 X
l’une ou l’autre des limites de l'intervalle À, où se trouve zéro, sont commensurables entre elles. Dans chacun de ces cas, 1l existe des valeurs particulières de 4, analogues à (5), en nombre limité. Pour une quelconque de ces valeurs particulières de +, l’une des fractions continues (1) ou (2), ou toutes deux à la fois, oscille de — VX à x: les fractions convergent uniformément pour toutes les
autres valeurs de +, en dehors des coupures.
SUR LES FORMES QUADRATIQUES DANS LA THÉORIE
DES
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 101, 1885, p. 664.
Si, entre diverses solutions d’une équation différentielle linéaire, solutions d’ailleurs inconnues, 1l existe une relation connue, on peut, en général, intégrer complètement cette équation différentielle. C’est ce que J'ai montré dans un récent mémoire (1). Mais j'ai signalé, en même temps, une exception très remarquable, que voici. On connait, en fonction de la variable indépendante, l'expression d’une forme quadratique à coefficients constants, où les indéterminées sont remplacées par les solutions inconnues; pour une relation de cette nature, la théorie générale tombe en défaut. Une théorie spé- _ ciale est à faire sur l’usage des formes quadratiques pour l'intégration des équations différentielles Hinéaires. Je n’ai réussi à l’achever que pour les équations différentielles jusqu’au sixième ordre.
L'ordre de l’équation étant désigné par n, soient ÿ,, Y»,..., Yn des solutions, distinctes entre elles, et y (y1,Y2,-.:, Yn) où abréviaüvement (y) une forme quadratique, à coefficients constants, dont on connaît l’expression (x) en fonction de la variable indépendante æ. Prenons, au lieu de y, une nouvelle inconnue 3, en posant
= ay +by,
et réservant le choix de a et b, qui dépendront de x. A chaque solu-
(*) Sur un problème concernant les équations différentielles linéaires (Journal de Mathématiques, 3° série, t. 1, p. 11) et Sur les multiplicateurs des équations différentielles linéaires (Comptes rendus, t. XCVII, p. 1408 et 1451; t. XCVIII,. p. 134). [ Œuvres d'Halphen, t. IV, p. 193, et p. 102.]
dés à
TU0n MMS Se de l'équation proposée correspond une solution 31, 22,... de la transformée. Mettant ces dernières dans la forme 4 on aura
DES Dr 7e Le TELE
Le coefficient de a* est donné : c’est (x). Celui de ab est égal à © ‘(&). Quant au dernier, on peut, à l’aide de l'équation différentelle, l’exprimer linéairement par © (x) et ses dérivées successives ; c'est une fonction 4 (x) que l’on peut effectivement calculer. Si donc on détermine le rapport a : b par l’équation
ap(x)+ ab? (x) +b?4(x)= 0,
la forme (3) sera nulle, et l’on est ainsi conduit à considérer uniquement les équations différentielles linéaires dont les solutions vérifient une relation quadratique CPS à coefficients constants.
Ces équations spéciales ont déjà été étudiées pour le troisième et le quatrième ordre. Grâce aux résultats qui les concernent, on peut conclure ainsi : Étant connue, en fonction de la variable indépendante, l'expression d'une forme quadratique composée avec les solutions d’une équation différentielle linéaire, cette équation se ramène, st elle est du troisième ordre, à une équation linéaire du second, et, si elle est du quatrième ordre, à deux équations linéaires du second ordre.
Les résultats vraiment nouveaux, dont je dois parler, concernent les équations du cinquième et du sixième ordre : si l’équation est du cinquième ordre, elle se ramène à une équation linéaire du quatrième, et, si elle est du sixième ordre, à deux équations linéaires, l’une du second, l’autre du quatrième ordre. C’est une idée géométrique qui m'a servi de guide; car le problème, qui consiste à chercher l’abaissement de l’ordre pour ces équations différentielles, coïncide avec celui de la recherche d’une ligne asymptotique sur une surface gauche. Avant de montrer ces propriétés singulières, 1l me faut exposer quelques faits concernant les équations d'ordre quelconque.
Soit, comme précédemment, y (y) une forme quadratique, composée avec des solutions d’une équation linéaire d'ordre n. Il peut
: , 7 arriver que, non seulement y (y), mais encore y (y'), (y ), -.. soient égales à zéro. Prenons, parmi ces formes, no AD IQE qui ne soit pas nulle, et disons alors que l'équation différentielle est derangr PEN) la forme Ce rang 7 a pour maximum
) se P
le plus grand entier contenu dans : (4e — 1); 1l existe effectivement,
pour chaque ordre, des équations de chaque rang Jusqu'au maximum.
Le rang se caractérise aussi, d’une manière toute différente, par la considération de l’équation adjointe. Soient G (y) et l'(n) les premiers membres de l'équation différenuelle et de son adjointe, en sorte que, y et n restant indéterminées, la combinaison
NACRE En er 00
est la dérivée exacte d’une forme B (y, n) bilinéaire, par rapport à y, Vice) d'unelpart el, 162 d'entre part CerLe loue est d’ailleurs toute connue, et ses coefficients s'expriment très simplement par ceux de G (7).
À chaque forme quadratique 4) correspond, Dour Or un multiplicateur F,(n), qui est aussi une fonction linéaire et homogène de n et de ses dérivées, mais d’ordre au plus égal à (nr — 1), et dont on peut calculer facilement les coefficients quand on connaît l'expression de (y) en fonction de x. Le caractère distinctif du multiplicateur peut être précisé de deux manières, au fond, équivalentes : 1° si l’on considère n comme une indéterminée, le produit T(n)T,(n) est une dérivée exacte, c’est-à-dire la dérivée d’une fonction quadratique en n,n ,..., dont les coefficients sont des fonctions de æ, toutes connues ; 2° si l’on effectue la substitution y =T,(#), l'équation F(n) — 0 a pour transformée G(y)—= o. Cette deuxième manière d'envisager les multiplicateurs donne une ouverture sur une question nouvelle et fort importante, la recherche des substitutions qui transforment une équation linéaire en elle-même : mais je ne peux m'y arrêter, et je reviens à la définition du rang par le moyen du multiphcateur. Elle résulte de la proposition suivante :
Le rang de l'équation G(y) = 0, relativement à la forme (y), étant désigné par r, l’ordre du multiplicateur correspondantY,(n) est égalà(n—1—2r).
On voit par là que, pour les équations de rang maximum et d'ordre
pair, le multiplicateur est d'ordre 1 et prend la forme An'+B, tandis que, pour les équations de rang maximum et d'ordre impair, il est de la forme la plus simple, An.
Le but de la théorie générale actuelle consiste dans la réduction de toute équation de rang 1 à une autre, de rang maximum; après q D ) 5 > AP quoi, on aura à chercher l’abaissement de l’ordre pour les équations de rang maximum. Dans une seconde communication, si l’Académie le permet, j'exposerai la théorie de la réduction du rang. Je montrerai ensuite que les équations du cinquième et du sixième ordre, de rang maximum, sont des transformées d'équations linéaires du 5 ) q quatrième ordre.
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SUR UNE NOUVELLE CLASSE
D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
- INTÉGRABLES
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 101, 1885, p. 1238. &
Je me propose de faire connaître les caractères distinctifs des équations linéaires, sans second membre (à inconnue y et à variable x), dont la-solution générale revêt la forme
G) J = etf(r) + ebrp(x) Het (x) +...
les symboles f,, 4,... désignant des fractions rationnelles. |
Pour bien entendre l’énoncé qui va suivre, il faut se rappeler qu'une méthode fort simple, due à M. Fuchs, permet de reconnaître si la solution générale d’une équation linéaire est une fonction uniforme (pour toutes les valeurs de la variable).
TaéoriMe. — Pour qu'une équation linéaire
dn-1 Y
d Ve ie Nr Pyy = 0
f dry P (2) Mer ss dx
s'intègre sous la forme (1), cl faut et il suffit : 1° que ses coefjtcients P sortent des polynômes entiers, dont le degré ne surpasse pas le degré du premier d'entre eux P,; 2° que son intégrale générale soit uniforme. |
Les deux conditions sont nécessaires. Pour la seconde, c’est évident. Pour la première, c’est une conséquence immédiate de la théorie des intégrales irrégulières, commencée par M. Thomeæ, continuée récemment par M. Poincaré. Mais cette théorie ne semble
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pas encore permettre de prouver que les deux conditions sont suffisantes. On aurait même cru d’abord qu’elles ne le sont pas. C’est ce qu’on va comprendre par l'examen d’un cas particulier.
En général, si tous les polynômes P sont d’un même degré m, soient À,, À,, ..., À, les coefficients de x”: dans chacun d’eux : les constantes a, b, c, ..., qui figurent dans l’expression (1) de y, sont les racines de l'équation
Si donc P, est seul du plus haut degré, les constantes a, b, c, ... seront toutes nulles, et y sera rationnel. Or on sait, par la théorie _des intégrales régulières, que nécessairement, si y est rationnel, P, est au plus du degré m —1, P, du degré m— 2, ...., P, du degré m—n. On serait donc, dans ce cas particulier, tenté de croire insuffisantes les deux conditions énoncées. Il n’en est rien : la seconde entraîne avec elle, d’une manière cachée, cette loi des degrés des polynômes.
Ces considérations justifient, je pense, la méthode détournée, quoique très simple, par où je prouve mon théorème, en faisant appel aux fonctions elliptiques (‘). Il suffira d'indiquer ici, par quelques mots, ma démonstration. |
Toute équation (2), qui satisfaitaux conditions énoncées, peut être considérée comme la dégénérescence d’une autre équation, à coefjicients doublement périodiques et à intégrale générale uniforme. Ceci devient presque évident quand on a divisé le premier membre (2) par P, et réduit chaque coefficient en fractions simples, si alors, dans chaque coefficient, la somme des résidus est égale à zéro. Mais cette restriction disparaît si l’on a soin d’envisager une équation à coefficients doublement périodiques ayant » points singuliers de plus que la proposée. On peut prendre les valeurs de + qui répondent à ces points singuliers sous la forme &w + &,, & 42, ..., où w désigne une demi-période. Si maintenant on fait converger vers zéro les deux invariants des fonctions elliptiques, les éléments simples, relatifs aux points singuliers supplémentaires, tendent tous vers zéro, pourvu que 4, &, ... conservent des valeurs finies. En même temps, les
(!) On peut aussi démontrer la proposition par une autre méthode, où les fonctions elliptiques n’interviennent pas.
éléments simples, relatifs aux points singuliers primitifs, convergent vers les fractions simples qui forment les coefficients de l'équation proposée (2).
Par un beau théorème, dû à M. Picard (!), on connaît la forme générale de la solution pour une équation à coefficients doublement
ë périodiques et à intégrale générale uniforme. Cette forme dégénère
en la forme (1) quand les invariants convergent vers Zéro. Ma propo-
sition se trouve ainsi prouvée. |
J'avais déjà, 1l y a six ans (?), indiqué qu’on peut, des équations à coefficients elliptiques, déduire d’autres équations intégrables sous la forme (1). Mais, à cette époque, je n'avais pas soupçonné l’existence d’un théorème aussi général et aussi simple. Voici les exemples que j'avais alors donnés (7 est un nombre entier, qui, dans le second exemple, ne doit pas être divisible par 3); le premier est, depuis bien longtemps, classique :
. n(n +1) Fa
MAT ET Vin? à Ÿ t De Fr 23 + ÿJ = 0:
DOS Vars Robe PA — dites 3)(n — Abe æ? mr: æ*
DAX Sat
les
Voici maintenant des exemples nouveaux; on peut en composer à
volonté :
m 2(n+H1) nn 6n ue er.
Dans celui-là, outre la solution y = aæ?— 2(2n—1), il y a deux
. 1 IE L ff \ : .
autres solutions de la forme eV" f(x), où f est rationnel :
VERTE
ire, FD n(n +1) PÉAMES e REIRUe P
Dans ce nouvel exemple, x peut être supposé positif, et1l y a deux ; eax , ù = * :
solutions de la forme —= f(x), où f est un polynôme entier, du
degré ñn +1.
Voici enfin la forme générale de l'équation (2) quand onluiimpose
(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XC, p. 128 et 293. (*) Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires, p. x11, 180 et 273(Savants étrangers, t. XXVIII) [Œuvres d’Halphen, 1. III, p. 98, 159, 240.]
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la condition d’avoir le point singulier unique x = 0, où les intégrales particulières doivent appartenir aux exposants 0,1,2,...(n—2)etn:
y Es :—A) JU (= + A, « — A)y" +. ps
Are 3 AGE = (- - + Ant Ans)" ( = + Ana):
DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ
Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° série, t. 4, 1885, p. 17.
Dans ce petit mémoire on trouvera démontrés, par les moyens les plus élémentaires, des résultats importants que l’on considère d’habitude comme étant réservés à la théorie des covariants. Sur quelques points même ces résultats dépassent un peu ce qui se rencontre dans les meilleurs ouvrages, notamment la décomposition des polynômes du quatrième degré en facteurs linéaires.
Une proposition très simple et, je crois, très curieuse, sert ici de fondement. Je vais l’établir d’abord.
Proposirion. — Soient f et © deux polynômes entiers, d’un même degré n, par rapport à une variable x; la quantité ci-après, composée avec les dérivées de ces polynômes, est une constante
(1) (fo) = fqtn) — f'otr1) + f'QUr—2) a +(— 1)2—1 flr-—1) o' + (— 1)2 ft) o.
Si, en.effet, l’on prend la dérivée de (f#), en observant que f(?+1) et o(+1) sont nulles, on voit tous les termes s’entre-détruire. La dérivée de (fo) est donc nulle, et (fo) est une constante. |
Sur ce sujet, 1l convient de faire quelques observations. D'abord, si l’on veut exprimer la constante ( fe) par les coefficients de f et de», il suffira de supposer x — 0. Soient donc n(n—1)
f = aort+ na;æ!-1 + dan ?+ ,,,. + NAn-1T + Ans
n(n—1 © = boat + nbiz-i+ LE badr-2+ . + nbn_1x + 6.
On trouve immédiatement
(2). —#— (fe) = anbo— nan
+ An-202+...+(—1)taobn.
Il va de soi que l’on peut envisager la constante (f+) pour deux polynômes de degrés différents; en ce cas, n est le degré le plus élevé.
On peut encore prendre deux polynômes identiques entre eux. Si le degré est impair, la constante (ff) se réduit à zéro; car les termes équidistants des extrêmes se détruisent deux à deux. Mais, si le degré est pair, (ff) n’est généralement pas nul.
Voici une des plus-curieuses conséquences de notre proposition. Elle n’a aucun lien avec ce qui va suivre; c’est pourquoi je la joins aux préliminaires.
Soit supposé donné le polynôme f, et considérons comme inconnu le polynôme + le plus général qui satisfasse à la relation (fe) — 0. Il est manifeste qu’on peut composer 9 au moyen de x polynômes particuliers »,, ?:, ..., w, dont chacun vérifie la relation (vx) = 0; on aura p = lipi+ dope +... + UnoDn,
les / désignant des constantes arbitraires. Soit & une racine de f ; si l'on prend 9—(x— a)", l'expression (1) de (f#) contient le facteur (x — a); donc (f+) est nulle en ce cas. Désignant par @, G2, -.., @n les racines de f ; on aura donc, pour l’expression la plus générale de »,
p= L(r— a+ (x — ax) +... + ne — an).
Mais la relation ( fo) — 0 est symétrique en f etw; on a donc cette conséquence : Les lettres a, l, x, désignant des constantes, soit
Lh(z— a+ (x— a+... +lhn(x — an)!
=(T— 4 )(T—%)...(4— An); il existe n constantes À donnant lieu à la relation semblable
A1(æ —a)t+ (dr — m4... + An(r — an)"
=(T—@4)(r — a3)...(æ — an).
Ce théorème curieux, dû à M. Rosanes, ne pouvait être omus 11. Je vais maintenant faire de la proposition ci-dessus une série d’applications.
IT. — ÉLIMINATION ENTRE DEUX ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ
Soient f et v du second degré; envisageons les trois constantes (ff}= aff fr, (gp)=opr 9, (fr)= fe — fe +fe.
Dans la combinaison (f#)?— (ff )(vx), le terme /’?6"? disparaît; tous les termes qui subsistent contiennent soit f, soit ©. S'il existe donc une valeur de x qui rende nuls à la fois ces deux polynômes, la quantité envisagée sera nulle pour cette valeur de x; étant constante, elle sera toujours nulle. Donc
(fe) —(ff)(se) = 0
est la condition pour que f = 0 et e — 0 aient une racine commune, ou le résultat de l’élimination de x. En exprimant les constantes par les coefficients suivant (2), on obtient
(aoba— 2a1b1+ a by) = 4(aoar — a?) (b5b3— b?).
IT. — CoNDITION POUR QU'UNE ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ AIT UNE RACINE DOUBLE.
Soit f un polynôme du troisième degré
= dti+3ar+3aix + as.
Considérons, en premier lieu, la constante
(3) ASC) = 2 ST 22 aja; = a).
Envisageons le polynôme + ainsi défini, g=92f2— 3 ff".
Il est seulement du second degré, car sa dérivée seconde est une constante
(4) o' = f'f"— 3/17, D'= f'2— CS EN ES A (1 ÿ Introduisons maintenant la constante ( f”v') (5) B=(fe)=f3—53ff"f" +3 ff"? = 22.383(2a$ — 3a ai a+ aza?).
Dans la combinaison B?+ A* le terme /”6 disparaît et tous les termes qui subsistent contiennent l’un des facteurs / ou /'. Suivant donc le même raisonnement qu'au n° ÎI, la constante B?+ A3 est nulle quand / et /” ont une racine commune. Donc la condition pour que le polynôme f ait une racine double s'exprime par l'égalité
Si f contient le facteur (x — a)?, on voit, par l'expression de o, que le polynôme » contient ce même facteur. Donc /a méme condition peut aussi s'exprimer par l’égalité (90) — 0. Ceci conduit à Ja relation
! 2 1 (4 ! put 11 D It B?2 + A5 (29) 3 rie 3 ff XCT: Ce 7 1e CA fi + 3 ff TEE pur )
qui peut aisément être vérifiée. Si l’on met, pour x, la racine de f”, (22) se réduit à deux termes, B et À chacun à un seul terme, et l'identité des deux membres est alors mamifeste. Elle a donc lieu constamment, puisque ces deux membres sont constants.
(!) Généralement, f étant un polynôme du ni"e degré e ?=(n—1)f"— nff"
est seulement du degré (27 — 4), comme on l’établit habituellement par le théorème des fonctions homogènes. On peut aussi le prouver en considérant la dérivée d'ordre (2n — 4), qui a pour expression
(an — 4)!
VX CEE TAN PTT
(ft 2) f(n—2) }
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Cette identité donne un calcul rapide pour la quantité
BEEN 9 Le 3 LUI " 1 £U fm 9 FUI:
R — TA = (po) RS TETE ST REC RS PURE OT
= —92?,3t(3aaî— Laiay—4a;a?i+ 64343414 — ai ai).
L'expression de R permet aisément la distinction des deux cas que peut offrir / au point de vue de la réalité des racines. Supposons, pour fixer les idées, à, positif, par suite f” positif.
1 Soit Ro. Si l’on met, pour x, une racine de f, R se réduit à —3/f"?f"?+8f"f". Puisque Ret /” sont positifs, nécessairement J' l’est aussi. Donc / ne peut passer par zéro qu’en croissant, donc f n’a qu'une racine réelle. | |
2° Soit R < 0. Nécessairement À est négatif, et, puisque A—(f'f'), on voit, par le n° 1, que f” a ses racines réelles. Soient a, b les deux racines de f', et a << b. Quand /'— 0, R se réduit à 6ff"3+of?f"?. Puisque R est négatif, f a le signe opposé à celui de f”. Donc / est positive pour x — a, négative pour æ—b. Donc f a trois racines réelles. Donc f a deux racines imaginaires, une racine double, ou trois racines réelles, suivant que R est positif, nul ou négatif.
Les expressions de À et B conduisent aussi à la conséquence (6) TES AJSE3B=67 227, De là résultent la transformée privée du second terme L'3+ SAR 2B = 0
avec l'inconnue f”—6(a,x +a,;), et le caractère de réalité des racines rapporté au signe de la quantité B?-+ A3, comme il est d'usage.
IV. — DÉGOMPOSITION D'UN POLYNOME DU TROISIÈME DEGRÉ EN LA DIFFÉRENCE DE DEUX CUBES.
Les notations sont ici les mêmes qu’au n° II. Considérons le polynôme q) composé ainsi :
V=afe—3e ff off + of
Il est seulement du troisième degré; car f'e et v'f sont tous deux
du quatrième degré, mais le terme en x' disparaît dans la combinaison Ÿ. Le polynôme (d?— 25%) est donc du sixième degré : les deux termes f'6 et ff": f” disparaissant, /? est en facteur. Donc ce polynôme ne diffère de f? que par un coefficient constant. Supposant,
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F se réduire à (FN e.3t ff.
C’est à quoi se réduit aussi 9R. Ces deux quantités, étant constantes,
pour æ, une racine de f', on voit
sont donc toujours égales. De là l'identité 4 ÿ— 9Rf? = 29%.
Décomposons le polynôme du second degré o en facteurs linéaires
(n° 1), observons l'égalité (o2) — — KR, et nous aurons (7) 4e" (V2 9R F2) = (o'+ VR)3(o'— VR)3.
Tenons compte de l'expression be — À pour en déduire
"3 Ai B?— f'2R,
Observons enfin que, en général, f n'ayant aucune racine commune avec f, les polynômes f etc, et par suite f et Ÿ sont premiers entre eux, pour conclure de (7) les deux relations ci-après, où À est une constante,
B +" VR) (4 + 3 VR) =2 (9 + VR
(8) a(B—f"/R)(V=3fVR) = (9 — VR}.
Il reste à déterminer À et le signe devant VR dans les seconds membres. D’après la relation
SRE Es Monet en supposant æ racine de ©, on aura R—#%?. Prenons Ro Comme on a alors b——3%/f, on voit que 4 + 3 f VR s’évanouit. Le signe + doit donc être remplacé par le signe —. Prenons main-
tenant la seconde équation (8) et observons que, en supposant toujours x racine de, on a
PE VR = 29 B = fe —f"+", B + f"4yR = f"g",
ee A3 LE] =. ,; BE PVREE re dr V—3fYR=—6/f9.
Ï résulte de là l'expression suivante de la constante À, en supposant toujours x racine de ©,
LOTO A 2 "2 A
qui, d’après l'hypothèse & — 0, se transforme en 1 £ SE ve of"
D'ailleurs, on a identiquement GfN= sf —- ps f ee 0; par conséquent, pour x racine de w, on a fees = Les deux identités (8) prennent donc définitivement la forme 2(B+F"VR)(v+3fVR) =—(?—VR}, 2(B— FUVR) (vu — 3 FR) =— (+ VR}':
d’où l’on tire
y—3fVR =: A ni ee
pes Re PVR (QE Rp,
(9) 1A3VRF=(B—/f'VR) (3 — ie (B+ f'VR) (e'+ VR}. Ainsi CS ODIONE la décomposition de / en la différence des cubes de deux polynômes du premier degré en x.
On remarquera, en passant, que Ÿ est, à un facteur constant près, la somme des deux mêmes cubes.
— DÉCOMPOSITION D'UN POLYNOME DU TROISIÈME DEGRÉ EN FACTEURS LINÉAIRES.
Les notations étant les mêmes qu'aux n° II et IV, posons
(10) Bef"VR=e, BR = be.
Il en résulte 21B = BTS IR DA
La quantité &* à trois racines cubiques &, x’, «”. À chacune d’elles
adjoignons, dans le même ordre, les racines cubiques 8, 8/, 8" de B?, par les conditions |
DEAR Dr de Mess A:
Dénotant par IT le symbole du produit de trois facteurs analogues, obtenus en remplaçant «, $ successivement par &/, f’ et x”, 8”, écrivons la formule (9) ainsi :
DAS VRf=— [at + VR) —8(e— a =-[fle-orc-0 2 sf" — |:
Mettant en dehors (4 — $) dans chaque facteur, et observant que le produit (x — 8) (œ&'— f") («”— 8") est a? — 83, c’est-à-dire 2 f’VR, nous avons cette nouvelle forme
ee EE + +ÉGEE |.
6 is = — f" > f 77 is
D’après (10), (4), (3) et (5),
Substituant cette expression dans le produit et mettant aussi — À au lieu de x, nous avons enfin
eff = [+20
Telle est finalement la formule de décomposition du polynôme f en facteurs linéaires. Elle se résume ainsi : Soit ax une des racines cubiques de B+f"VR, et soit B celle des racines cubiques de B — f" VR, dont le produit par « FAURE — À ; soit w une racine cubique imaginaire de l’unité, on a
(11) 6f"2f=(f+a+8)(f" + ma +w3)(f"+uwta + wh).
En égalant à zéro chacun des trois facteurs successivement, on a les trois racines de Péquation / — o sous la forme de Cardan. La formule (11) peut, a posteriori, être vérifiée aisément. Son
second membre est identiquement égal à J'I+ 084 5 ab f.
D’après les expressions de «, B, ceci n’est autre que f'i+2B+3AÎf" ou CRU,
comme on l’a trouvé déjà (6).
VI. — CONDITION POUR QU'UNE ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ AIT UNE RACINE DOUBLE.
Soit / un polynôme du quatrième degré = ar + Aux +6a x? + 4 a3x + a.
Formons d’abord la combinaison constante L= (ff) = 2ff— 92 ff" +R = AS (todi A d1d43 + Sa?), puis le polynôme du quatrième degré (12) ETS dont les dérivées sont
Po ANS pie Une g" — 2 f"f"— SAGE IV 2 2. f"2 Les me RS ff").
Composons enfin avec f et v la constante (vf)
(13) J'EN NS Tn P RO Er CU TOUR
= 97,33(a$ ay — a, 4349 — 2434041 + a, aÿ + Aa).
Si l’on suppose, en même temps, nuls f et f', Î se réduit à /”?, J à 2f"% et J?— 41% à zéro. Donc, suivant un raisonnement déjà employé, la condition pour l'existence d’une racine double dans l'équation f = 0 est J2— 48 — 0.
VII. — CONDITIONS POUR QU'UN POLYNOME DU QUATRIÈME DEGRÉ SOIT UN CARRÉ.
Si / contient un facteur linéaire au carré, ce facteur appartient à f! et se trouve au carré dans ® (12). Si donc / est un carré, les deux
polynômes w et f ne diffèrent que par un facteur constant. Réciproquement tout facteur linéaire commun à f et © appartient à f’ et entre, par suite, dans f avec l’exposant 2 au moins. Donc la condition nécessaire et suffisante pour que f soit un carré consiste en ce que f eto ne diffèrent que par un facteur constant.
Désignant par g un polynôme du second degré, supposons f — £?; nous aurons
RON TT REG DE Mare p= 48 (g?—288 )=—4f(88).
En prenant les dérivées suivantes de f, et formant [, nous trouvons
aussi PSC En Do Ars )?.
De là deux expressions de la constante (22); dans la première nous remplacerons le rapport constant des polynômes ©, f, par celui de leurs dérivées quatrièmes :
; 107 Love STE = SVT.
Il faut observer que V1 est ici entièrement déterminée. D’après les égalités OR VE AR DT RE D NS ED PEL on conclut
"+a(ag) =688":= 8 V6f",
# et de là résulte cette expression de la racine carrée du polynome f supposé carré parfait :
wo st) ml SE]
Cette forme algébrique de ÿ/f nous sera utile plus loin; elle se vérifie bien aisément a posteriori si l’on remplace ©" par son expression en fonction des coefficients de f. On trouve ainsi
vf= 7e ( €)
et le carré de ce polynôme a, pour ses trois premiers termes,
apr + 44,23 + 6a;xr°.
VIIL. — DÉCOMPOSITION D'UN POLYNOME DU QUATRIÈME DEGRÉ EN LA DIFFÉRENCE DE DEUX CARRÉS.
Conservant les mêmes notations qu’au n° VI, introduisons encore
le polynôme Ÿ, du sixième degré, = ef SE = SSP SSI".
La combinaison 34? — <* fournit un polynôme du douzième degré, qui contient le facteur f?. Faisant 3 42 — 3 — 44 S°, on aura un nouveau polynôme y du quatrième degré
x 2e 18.8 f"— 9. f 2? f"2— 36 ff! f" "+ 12. f2f"2+ 16 ff"3.
En y négligeantles termes contenant f, on voit de suite que y +31+ contient le facteur f et ne diffère ainsi de f que par un coefficient constant. Pour connaître ce facteur, on peut donner à x une valeur particulière, celle d’une racine de f”, par exemple. Le facteur se réduit ainsi à 18 f2f"—+12/ff"?; c'est à quoi se réduit l’expression (13) de 23 pour f'— 0. Donc
x +319 =2Jf et, en conséquence,
(15) 342= p3— 121 f20 + 8J fs.
Considérons le polynôme du troisième degré
obtenu en mettant £, au lieu‘de ©, dans le second membre de CHA:
décomposons-le en facteurs linéaires d’après le HE (11) du n° V.
Si nous posons
(16) a = 4(J EVD), Mb (I =D),
et que nous choisissions la racine cubique de b? par la condition q q P
(17) Fab Ut
la décomposition de F donne pour résultat F=(t+<a+b}(t+wa+ob)(E+ow?a+wb).
En conséquence, la formule (15) donne celle-ci (8) 3 = fe +(a+0)fIlp+(oa+owd)/fI[e +(wia+wb)f].
Les polynômes f et © n'ayant aucun facteur commun en général, c’est-à-dire si / n'a pas de racine double, on voit que chacun des trois polynômes du second membre de (18) est un carré. Désignant par £, h deux polynômes du second degré, on aura donc
G=p+(wa+wb)f—= g?, H=p+{(w'a+wb)f—h?, (19) (w—w)(a—b)f = g— 1h.
Par cette dernière formule, f est réduit à la différence de deux carrés. Écrire explicitement les expressions de g, h, c’est ce qu’il reste à faire, et c’est à quoi va servir la formule (14) obtenue au n° VIT, Pour appliquer cette formule, il nous faut calculer deux constantes nouvelles (2”%") et (#"f"). Le calcul s’abrège si l’on suppose f”= 0,
ce qui est permis, et ce que nous rappellerons en employant le signe =, au lieu du signe d'égalité,
(o"w") = DOG Ge AfY (9 ff + Ge) + Af"2(2 ff — 2 ff"), (o"w) get 4J + 21œ1, (®”f") _— DA U— UF" + EN fl=— 2 f (2. — D FA) COS RER R/N
En général, si p, g sant deux polynômes du second degré, et À, à des constantes, on a
(20) (Âp+ug, Àp+ug)= (pp) +2kp(pq)+ (gg).
-Appliquons cette formule en supposant p—=#", g=f", À=1; employons les expressions trouvées pour (9), (w”f”"), et aussi @"= — 2(/f"f"), et nous obtiendrons
(GG) = LCL pt) g— (3 + BP",
la constante 1 devant être remplacée par
u = wa + w?b, n
On a, d’après (16) et (17),
{I pt=—(w°a?+ ab + wb?), 8(J+ ul) = a+ b+<oab(wa +w?b) = (w?a?+ ab + wb?)(w a+ w?2b), (G"G')=— = (wta?+ ab + nb?) [es + (wa +u?b)f"], CG | ë (21) FT Rare ant Re
En échangeant w et w?, on a la formule analogue pour H, et finalement, d’après (14), | g'+ (wa + ob) f— =(wtar+ ab +wb?) D D Vé[e + (wa + w?b)f" g'+(w?a NO PURE = (va + ab + w?b?) h'= ES Te ER Re tot EN
| Véfg "+ (wa +wb)f"\] Ainsi sont exprimés explicitement les deux polynômes du second
degré, dont la différence des carrés reproduit f, à un facteur constant près, suivant la formule (19).
IX. — DÉCOMPOSITION D'UN POLYNOME DU QUATRIÈME DEGRÉ EN FACTEURS LINÉAIRES.
Pour décomposer f en facteurs linéaires, 1l n’y a qu'à décomposer maintenant les polynômes du second degré (g — h)et(g + h). En vue de ce calcul, cherchons l'expression de la constante (vv).
Supposant, comme précédemment, f”— 0, nous avons (9®) = 2 pui — 29 @" + pl FBI URSS 32. ff ff + 16. F2 f"2, B= GS SI Rff JS +ASfS, (g?)= 48.
Ecrivant, pour abréger,
G=p+uf, H=sç+nÿf, nous concluons
(GH)= (pp) +(u+ nm) (of) + auf) = 4P+(p+ UNI + pur.
Remplaçant encore les diverses quantités par leurs expressions en
a, b. savoir :
Al" 4b) 8J = a+ bi, U = wa+ 6206, AE wa +wb,.
nous obtenons \ Fa (GH) = Cote? ab + wb?)(wa?+ ab + w?b?),
D'après le n° VII et la formule (21), on a
x I Foi ES [ | à Learn et Grop0e ou) De même (Ah) = — OV ab + w?2b?),
On peut donc écrire (GH)=—2(gg)(hh).
En général, pour deux polynômes quelconques du second degré g, h, on à identiquement, comme on le reconnaît par un calcul direct, (g?h?) = 6(gh)}—2($g8g)(hh).
Comparée à la dernière égalité, celle-ci montre que, pour les poly-
nômes particuliers envisagés ici, on a (gh) 10 Par conséquent, la relation (20) donne simplement
(g—h,g—h)=(3#h2+h)= (ge) +(hh)= za 201% et, d’après le n° Ï, en supposant e = +1, 2(g"+—eh")(g+eh) = |g+<eh + = (a — b)| a+ e h'— = (a — 2] k
Ainsi les quatre facteurs linéaires, dont le produit fait f, à une constante près, sont contenus dans la forme
g' EME (a—b),
où les deux signes ambigus doivent être choisis d’une manière indépendante. Il suffit d'envisager le coefficient de x‘ dans le produit pour déterminer la constante, et l’on a cette formule finale 3) GE TI PET +us)f"
Se ®"+(w?a+wb)f" | Ye "+ (wa +wb)f"]
& Lab].
X. — DISCUSSION DE L'ÉQUATION DE QUATRIÈME DEGRÉ À COEFFICIENTS RÉELS
Supposons réels les coefficients de f, et examinons les facteurs linéaires de ce polynôme pour reconnaître la nature réelle ou imagiginaire des racines.
Soient g"+(wa + wb)f"
V6[e" + (wa +uw?b)f"] p+(w?a+wb)f" “
Supposons d'abord a et b des quantités réelles. Alors u est imaginaire pour x réel, et l’une des déterminations de # est conjuguée de u.
Soit # cette détermination. Alors uw — 6 + = (a—b) est le produit
de i par une quantité réelle, et deux facteurs donnent des racines r S L ; réelles, tandis que les deux facteurs u + P + E (a — b) donnent des
racines imaginaires. D’après (16), on a cette conclusion : SE D —J?— 415 est positif, l'équation f—0 a deux racines réelles et deux imaginaires.
Dans le cas opposé, celui où D est négatif, a et b, wa et w?b, wa el w à sont trois couples d’imaginaires conjuguées, en sorte que a + b, Wa + W?b, w?a + wb sont des quantités réelles, ainsi que ë(a — b) et les trois constantes |
Co=gN+(a +b)f", G=p"+(wa +w?b) /f", Co = QN + (w?a + wb) fi.
D'après (18), le produit de ces trois constantes est positif; c’est, à un facteur numérique près, le carré du coefficient de zf dans Ÿ. Ces constantes sont donc toutes trois positives, ou bien deux négatives et une positive. Dans le prenuer cas, chaque facteur linéaire de (23) donne une racine réelle; dans le second, une racine imaginaire. La . distinction des deux cas se fait par le moyen des deux fonctions symétriques
Co + Cr + Co 39,
CoC1 + C1C9 + C2 Co — 3[(gY}? — SICPOEE
et l’on a cette conclusion :
SrD — J?— 41% est négatif, les quatre racines de f sont réelles
quand les deux quantités HS AL TE RIT RES
sont positives; les quatre racines sont imaginaires dans les autres cas.
Ce dernier criterium peut être présenté sous une forme différente, ‘qui résulte des deux égalités
SL) AIS} ] — SC) [Lei 2 Ya A ACID PIC) =ACR)] = Aer In) (ent LAN) = C4) RE
La première, conséquence de (15), montre que (0")?— 4[(f")? est positif si ©" et [2° — Jf" sont positifs. La seconde, à cause de la supposiuion J?— 41%< 0, montre que, si (0)? — sI(f")2 est IREUE Fo Jf" et [o*+Jf" ont un même signe. Ce signe est + s1 ®" el [ sont positifs. Donc les deux inégalités
(24) > DV 0, [ow—Jf\YS 0 sont entièrement équivalentes à PO RNR D) EEE 0
dans le cas supposé J? — 415 < o.
C’est aux inégalités (24) que conduirait l'application directe du théorème de Sturm. |
Rappelons, après les expressions de 1, J (n° VE), celle de #", savoir
DU 21,32(af — ao @2), d’après laquelle on a *
(gp)? — 41 F2] — 12(af — AÿAs )? — aÿ(&ody, — 4 &:i d3 + D jé
TRE EL
Si D—J?— 415 est nul, f a une racine double, comme on Pa . Cyr ) déjà vu (n° VI). Prenant a— b—}/4J—æ+24f, on a, par la formule (23), le facteur double sous la forme $"— « f”. Ce facteur peut
être triple. Il devient illusoire quand jee o sont proportionnels : ce cas, où f est un carré, a été examiné au n° VII.
ss” À s———
sy
L'ATTRACTION D'UN ANNEAU ELLIPTIQUE
Comptes rendus de l’Academie des Sciences, t. 103, 1886, p. 363.
Le problème très connu dont il s’agit 1c1 a été posé par Gauss en ces termes (!): Les variations séculaires d’une orbite planétaire, dues à la perturbation causée par une autre planète, sont indépendantes de la position qu’occupe cette dernière dans son orbite. Au lieu de considérer cette planète comme mobile, si l’on imagtnait sa masse répartie sur l'orbite proportionnellement au temps que la planète met à en parcourir chaque élément, on trouverait, par cette hypothèse, les mémes variations séculaires.... Voict donc un problème très digne d'attention, tant par lui-même que par divers artifices nécessaires à sa solution : déterminer l’attrac- Lion qu'exerce sur un point quelconque une orbite planétaire ou, en d’autres termes, un anneau elliptique dont l'épaisseur injfiniment petite varie, en chaque point, suivant la loi ci-dessus expliquée.
L’élégant théorème de Gauss se trouve démontré dans un mémoire très récent de M. G.-W. Hill (2). Ce géomètre distingué a, de plus, complété la solution du problème en continuant les calculs de Gauss jusqu’au point où peut se faire l'application numérique, et a calculé effectivement les variations séculaires de l’orbite de Mercure, dues à l’action de Vénus. En 1855, Bour s’est occupé aussi du problème de Gauss, mais sans y rien ajouter d’essentiel, sauf l'interprétation géométrique des quantités qui figurent dans la solution.
(') C.-F. Gauss Werke, t. III, p. 333.
(?) Simon Newcomb, Astronomical Papers, vol. I, 1882.
PROBLÈME DE GAUSS CONCERNANT L'ATTRACTION D'UN ANNEAU ELLIPTIQUE
Cette solution même, que Gauss recommande à l'attention, n'offre, à vrai dire, de réellement remarquable que la dernière partie, celle où, pour la première fois, il est question de la moyenne arithmético-géométrique. Quant aux calculs employés par Gauss pour réduire à la forme canonique les intégrales elliptiques dont la solution dépend, ils ont perdu tout intérêt depuis qu'on y a reconnu les calculs élémentaires qui servent à rapporter un cône du second degré à ses axes de symétrie.
D’après:les progrès les plus récents accomplis dans la théorie des fonctions elliptiques, on sait que la réduction à la forme canonique n’est pas nécessaire pour le calcul des périodes (1). 11 y avait donc lieu de reprendre le problème de Gauss pour en donner une solution explicite n’exigeant pas la résolution préalable d’une équation du troisième degré. Cest ce que J'ai fait. Je me contenterai ici d'exposer la solution, sans.qu’il soit besoin d’en fournir la preuve. On y remarquera que je laisse arbitraires les axes de coordonnées; je ne les suppose même pas rectangulaires. Cette circonstance importe aux applications, comme on peut le voir dans le mémoire de M. Hill.
La masse d’un arc infiniment petit, sur l'orbite attirante, est proportionnelle à l'aire du secteur ayant cet arc pour base et le foyer pour sommet, Dans les formules ci-après, la masse est prise égale à cette aire. |
Désignant par x, y, z trois indéterminées, je compose, avec ces indéterminées, une forme quadratique ®, qui a quelque analogie avec le potentiel : sotent æ,, Yo, 3, les coordonnées du foyer (le Soleil) et a, $, y celles du point attiré; après avoir pris les dérivées partielles D nie Le st l’on y remplace x, y, 3 par-Zo— %, Yo — 8
0%: 0y -0z V Fa 20 — y, on obtient ainsi les composantes de l'attraction.
La forme ® est composée de trois autres, M, L, A : 1° la forme M représente le carré de la distance d’un point à l’origine des coordonnées ; 2° la forme L, égalée à zéro, représente un cône égal et homothétique à celui qui a pour base Porbite et pour sommet le point attiré ; 3° la forme A, égalée à zéro, représente le cône réciproque (polaire réciproque par rapport à une sphère concentrique). Cette forme À est prise de telle sorte que son disceriminant soit réciproque de celui de la forme EL. |
SL — M
Le quotient des discriminants de £ et de L est un polynome du troisième degré en S,
ae S3— K,S2+K,S — K;; AL
les coefficients de ce polynôme, énvariants du système composé par les trois formes, vont seuls figurer, avec ces formes elles-mêmes, dans la solution actuelle, tandis que la solution ancienne exige la connais-
sance des racines de ce polynôme. :
Les invariants K servent à composer une. forme quadratique auxIlaire N,
N=(3KiK3+2K2?— K?K:)M + 2(K2?—3K;) KL + (KiK:s — 9K3) A,
et aussi les deux quantités
g2= &(K?—3Ko), g3= 4 (2K3— 9KiK:+27K3),
qui sont les invariants des fonctions elliptiques propres à la question. Ces fonctions elliptiques se manifestent par la présence d’un
coefficient transcendant #(£), dont je donnerai plus loin la significa-
tion, et dans lequel désigne la quantité, comprise entre zéro et 1,
ee S
Enfin la lettre À désigne la distance du point attiré au plan de l'orbite attirante.
Avec ces notations, voict l'expression de la forme ®% :
25,323 + Le 2 + N LA ; À SCRIM— 3 Age) MEN QI
le signe Æ doit étre pris le méme que celui du produit K: 93. Voici maintenant l’expression de la transcendante ce SEE
RC) = AFS 0e) BR re EVE
le signe + doit être pris comme précédemment,
PROBLÈME DE GAUSS CONCERNANT L’ATTRACTION D'UN ANNEAU ELLIPTIQUE
L’algorithme F désigne des séries hypergéométriques. Les lettres À et B représentent des transcendantes numériques très connues, savoir
l dx af © =1,311028777140..., à Vi— xt TS be TA —= 0,599070117367...
Il est, en outre, nécessaire de donner une seconde expression de la transcendante o(E) pour le cas où £ est voisin de l’unité. C’est là une circonstance ordinaire dans la théorie des séries hypergéométriques. Mais alors 1l y a deux formes différentes répondant au signe + du produit K;,23. Dans les deux cas, les développements procèdent suivant les puissances ascendantes de la quantité 6,
Si, en ce cas, &, se réduit à zéro, la transcendante v disparaît. C’est ce qui arrive quand le cône, ayant pour base l'orbite et pour sommet le point attiré, est de révolution.
2° Dans le cas où K,23 est négatif, le développement est plus compliqué; il comprend la série
Si, en ce cas, &, devient voisin de zéro, cette circonstance indique que le point attiré est voisin de l’orbite attirante. Tel est le résumé de la nouvelle solution que je propose pour le
problème de Gauss.
- LA Ld Si, par exemple, on prend pour axes de coordonnées les axes de
symétrie de l'orbite, de grandeur a, b, avec la perpendiculaire au NE ; S > 0; Ï
plan de cette orbite, on aura les expressions suivantes pour les formes M, L, À et les invariants K :
d Mary 22, (yx— az)? yy — bz} 3°?
en RNA Ro ee AS 1
A— AT? by— (ax + By + y}, K; = a? —- ÉRESRIEEE Gr 2 Ko = ab? b2a2— a?B2—(a?+ b2)y?,
4 te 2 Lempd ee — 4 K3 = — Aire h= {- /
Pour avoir les composantes de l'attraction, il faudra, après avoir pris les dérivées partielles de ®, y remplacer x, y, 3 par c — a, —$,
— y, € étant la distance du foyer au centre, ou V/a?— b?.
Die. ds ll
LAN RAY. 2 x Ca 2
SUR LE
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 104, 1887, p. 807.
La recherche du mouvement d’un, corps solide dans un liquide indéfini se ramène à l'intégration de six équations différentielles simultanées, établies par M. Kirchhoff(!}, et qui ont fourni à Clebsch le sujet d’un beau mémoire (?). Trouvant, par une méthode entièrement neuve, plusieurs cas encore inconnus où le problème se réduit à des quadratures, Clebsch nous à fait comprendre qu'il existe, sans doute, un nombre indéfini de pareils cas. Parmi ceux que l’on connaît maintenant, le plus simple, déjà signalé par M. Kirchhoff, un peu étendu par Clebsch, conduit à des quadratures elliptiques. Par l'emploi des fonctions elliptiques, il existe donc un cas où ce beau problème est susceptible d’une solution complète, où tous les élé-
ments du mouvement peuvent s'exprimer en fonction expheite du
temps (*). |
Ayant voulu faire effectivement cette application nouvelle des fonctions elliptiques, j'ai rencontré des formules d’une simplicité assez marquée eu égard à la complication du problème, des formules par lesquelles on se rend compte aisément du mouvement cherché. Mais l’étude de ces formules m’a conduit, en outre, à une conclusion inattendue.
(!) Vorlesungen über Mathematische Physik, p. 256.
(?) Mathematische Annalen, t. III, p. 238.
(5) On omettrait le travail le plus intéressant peut-être, parmi ceux qui se rapportent au mouvement d'un solide dans un liquide indéfini, si lon ne mentionnait un beau mémoire de M. H. Weber, publié dans les Mathematische Annalen, t. XIV, p. 173. Là aussi, dans un cas particulier, tous les éléments du mouvement sont exprimés en fonction explicite du temps, par le moyen des fonctions hyperelliptiques.
L’attention a été récemment appelée (!) sur un admirable théorème, trouvé par Jacobi, et d’après lequel'le mouvement d’un corps grave de révolution, suspendu, dans le vide, par un point de son axe,se décompose en deux mouvements à la Poinsot. C'est dans les formules elliptiques, représentant le mouvement du corps grave, que Jacobi a su lire cette décomposition, dont M. Darboux à donné, il y a deux ans, une démonstration directe et élégante.
Parmi les formules nouvelles dont j'ai parlé, celles qui représentent la rotation du corps solide dans un liquide font apparaître aussi une décomposition analogue, à peine plus compliquée, en deux mouvements à la Poinsot et une rotation autour d’un axe fixe dans le corps. Dans le cas même où le corps est homogène et de révolution, cette dernière rotation disparaît.
On sait, grâce à M. Darboux (?), réaliser mécaniquement les mouvements à la Poinsot. Il est donc permis de conclure que l’on pourrait reproduire, par un appareil assez simple, la rotation même que prendrait, dans un liquide indéfini, un corps solide, homogène et de révolution, soustrait à l’action de toute force extérieure.
Il existe toutefois, dans cette décomposition, un cas exceptionnel. En ce cas, qui se distingue seulement par le signe d’un coefficient, les mouvements composants sont imaginaires; et c’est un fait digne de remarque, bien que sans aucune signification cinématique, que la décomposition d’un mouvement réel en deux mouvements imaginaires. %
Les équations différentielles du mouvement contiennent six inconnues. On considère trois axes rectangulaires, mobiles dans l’espace, fixes dans le corps solide. Soient U, V, W les composantes de la vitesse de leur origine, prises sur ces axes eux-mêmes; soient encore P, Q, R les composantes de la rotation instantanée, prises sur ces mêmes axes. Ce sont là les six inconnues qui figurent dans les équauons de M. Kirchhoff. Dans ces mêmes équations, sous la forme qu'a employée Clebsch, les inconnues sont autres, liées aux précédentes par des relations linéaires. Elles sont dénotées æ,, Ze, %3; Vis Vos J'a. Soit T la force vive totale du solide et du liquide. Les
(1) Par M. Darboux, et par moi-même [| Œuvres d’'Halphen, t. IV. p. 261], dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, de 1885, t. C, p. 1065, et t. CI, p. sr. (*) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CI, p. 205.
quantités x sont les dérivées partielles de T par rapport à U, V, W, et les quantités y les dérivées par rapport à P, Q, R. La force vive T est exprimable, en forme quadratique, au moyen des nouvelles inconnues, et le cas d’intégrabihté dont il s’agit ici est celui où, par un choix convenable des axes, cette forme quadratique T se réduit aux termes suivants :
I I T=plat+ai)+ pe
PURES ' à J et. 2° less + q(æ; Vi + Lo Ya) + q PPT PRE CRE ES ET
Quand le solide est de révolution, les coefficients g et g' disparaissent. :
Le cas dont j'ai parlé tout à heure, celui où la décomposition du mouvement est imaginaire, se distingue par ce fait que (p'— p) y est négatif. C’est seulement quand (p'— p) est positif que la décomposition est réelle. Elle est réelle aussi dans le cas intermédiaire, celui où (p'— Pp} est nul, et la rotation du corps s’y rapproche beaucoup de celle d’un corps grave de révolution suspendu, dans le vide, par un point de son axe.
Je ne rapporterai pas ici les formules mêmes qui Fu connaître le lieu du corps à un instant quelconque ; je ne pourrais le faire avec clarté sans allonger, outre mesure, cette communication. Il me ; suffira de donner une idée du mouvement, en citant la proposition suivante :
Le mouvement du solide se compose : 1° d’un mouvement hélicoiïdal uniforme autour d’un axe fixe dans l’espace; 2° d’une rotation untforme autour d’un axe fixe dans le corps; 3° d’un mouvement périodique.
Je me propose maintenant d'expliquer sommairement la décomposition en deux mouvements à la Poinsot. Et d’abord, je dois rappeler ce que sont ces mouvements.
Généralisant un peu la conception du mouvement donné par Poinsot comme image de celui d’un corps solide qui n’est soumis à aucune force, on a été conduit à envisager le mouvement analogue où les propriétés cinématiques subsistent, où seulement l’ellipsoïde d'inertie est remplacé par une surface du second degré à centre et
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quelconque, ellipsoïde ou hyperboloïde. Au lieu de supposer cette surface mobile, il est ici plus commode de l’imaginer fixe.
J’appelle donc mouvement à la Poinsot celui d’un plän qui roule, sans glisser, sur une surface du second degré, en restant à une distance constante du centre de cette surface, et avec une vitesse de rotation instantanée constamment proportionnelle à la longueur du rayon vecteur qui va de ce centre au point de contact.
Les axes fixes auxquels on rapporte naturellement ce mouvement sont les axes de figure a, b, c de la surface du second degré; les axes mobiles qui représentent le corps en mouvement ont une origine fixe, car c’est la rotation seule que l’on envisage. L'un d’eux Z est perpendiculaire, les deux autres X et Y sont parallèles au plan mobile.
Dans les mouvements à la Poinsot ainsi définis, le mouvement particulier de l’axe Z est périodique. Sa période peut être appelée la période du mouvement, quoique, bien entendu, le mouvement du corps ne soit pas périodique. ù
rl à L k ; Soit Fe le rapport constant du rayon vecteur à la rotation instan-
tanée ; soient a?, b?, c? les carrés des demi-axes de la surface du
second degré, et À la distance constante du plan mobile au centre : les quatre nombres 2e La Fe À caractérisent complètement un mounm On? nn vement à la Poinsot. J’ai à considérer simultanément deux mouvements analogues : distinguons-les par les indices o et 1, affectant les lettres a; b, c, h, n.
J’appelle concordants deux mouvements à la Poinsot satisfaisant à la double condition que les trois différences, analogues à celle-ci (aè—h?)(b2—h?) (ai—h})(b?—h?)
2e 2h? è nine n?h?
soient égales entre elles.
La double propriété, qui correspond à cette double condition, consiste en ce que d’abord les deux mouvements ont une même période, et en ce que leur représentation elliptique se fait au moyen de fonctions ayant un même invariant.
Dans la décomposition trouvée par Jacobi, les mouvements composants sont concordants; mais ils sont liés par une relation de plus. En outre, ils présentent encore cette circonstance que les axes
op + Le RER Pi CT Eee CAUSE RES TE OO CT RENE EN ET Ti ACTE De NT pe % PRE EE + 2 1 EME A RP RE” + n LCR 4 RUE 2 Sa EURE FE D Ce Sd TU : Fate
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SUR LE MOUVEMENT D'UN SOLIDE DANS UN LIQUIDE. 3ot
Z5, ZA se placent simultanément dans des plans principaux des deux surfaces du second degré. Dans la décomposition que j'ai en vue, les deux relations de concordance sont les seules que l’on doive supposer, et les deux axes Z,, Z, occupent simultanément des positions quelconques. |
Voici, après ces préliminaires, la proposition que l’on peut énoncer :
Par rapport à des axes fixes a, b, c (axes de symétrie des deux ellipsoïdes ou hyperboloïdes), deux systèmes X5, Yo, Lo et X:, Y,, Z, sont animés de deux mouvements à la Poinsot concordants. Les axes X,, Y,, L; entraînent avec eux un autre système À, B, C, où l’axe C coïncide avec L, et qui est animé, par rapport 4 X4, Yi, 1, d’une rotation (autour de Z,) dont la vitesse instantanée a pour expression
M COS 2129 Sr la constante M est convenablement choisie, le mouvement relatif de À, B, G, par rapport à X5, Yo, Lo, reproduit la rotation d’un solide dans ‘un liquide (en l’absence de toute force extérieure) pour un quelconque des cas où, la force vive ayant la forme ci-dessus (T), la quantité (p'— p) est positive.
$ La détermination des coefficients de T en fonction des éléments des mouvements composants et la recherche inverse constituent deux
- problèmes fort intéressants, qui se résolvent tous deux sans aucune ambiguïté.
UN
THÉORÈME SUR LES LIGNES GÉODÉSIQUES DE L'ELLIPSOIDE DE RÉVOLUTION ALLONGÉ
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 105, 1887, p. 539.
_ Le théorème suivant, que Je me borne à énoncer, fait connaître le lien étroit qui relie deux théories, en apparence bien diverses, celle des lignes géodésiques tracées sur les surfaces de révolution du second degré et celle des mouvements à la Poinsot.
_ Taéorsue. — Toute ligne géodésique, tracée sur un ellipsoide de révolution allongé, se projette sur le plan de l'équateur suieant une courbe qui peut étre engendrée par une ellipse à centre fixe et roulant sur ce plan.
Soient À, B les axes de l’ellipsoïde (A © B), et C le rayon des parallèles qui sont tangents à la ligne géodésique. Soient aussi a, b(a>b) les axes de lellipse roulante et À la distance de son centre au plan de roulement. On a les relations suivantes :
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UN
THÉORÈME SUR LES ARCS DES LIGNES GÉODÉSIQUES DES SURFACES DE RÉVOLUTION DU SECOND DEGRÉ
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 105, 1887, p. 583.
Les arcs d’ellipse ou d’hyperbole limités aux points de contact des tangentes menées d’un point pris sur une conique confocale donnent lieu à des propositions très connues et tout à fait classiques. Ces propositions ont été généralisées; elles ont lieu sans modification, pour ainsi dire, sur la surface de tout ellipsoïde, par exemple, quand on remplace les coniques par des lignes de courbure et les tangentes droites par des tangentes géodésiques.
C’est d’une extension fort différente que Je me suis occupé, en remplaçant lellipse ou lhyperbole sur laquelle sont considérés les ares par une ligne géodésique de surface du second degré de révolution. : SRE Pour une surface du second degré quelconque, les tangentes de
toute ligne géodésique coupent chaque surface confocale suivant
deux courbes distinctes. Cette décomposition est une conséquence très facile d’un théorème de Chasles, consistant en ce que ces tangentes touchent une surface confocale, pour laquelle, on le voit, les deux courbes distinctes viennent se réunir.
"S1 la surface est de révolution, la proposition se complète comme il suit : les deux courbes, qui forment ensemble l’intersection complète, sont égales entre elles; elles diffèrent de position seulement : l’une peut être ramenée sur l’autre par une rotation autour de laxe de révolution. à
Chaque point de l’une de ces courbes a, de la sorte, son homologue sur l’autre. Plus exactement, il a une infinité d’Aomologues, attendu que chaque courbe se compose elle-même d’une infinité de branches
égales entre elles, et dont chacune s’obtient en faisant tourner une seule d’entre elles, autour de l'axe, d’angles en progression arithmétique. C’est, au reste, ce qui a lieu pour la ligne géodésique ellemême. |
Voici maintenant quel est le théorème : Sur les deux courbes d'intersection d'une surface confocale on prend deux points homologues y et y’. En chacun d'eux passe une tangente de la géodésique; soient x et x! les points de contact. Soient sets les arcs de la géodésique aboutissant en x et x! et comptés à partir de deux points fixes x, et x;, positions particulières des points x et x’. Soit m le nombre des points à l'infini qui séparent x et x". La différence s'— s des deux arcs et la somme xy &(—1)"x y! diffèrent par une longueur constante. On doit prendre le signe plus quand la surface confocale ne rencontre pas la géodésique, le signe moins dans le cas opposé.
Giant la géodésique n’a pas de branche Mine ce qui a lieu seulement sur les ellipsoïdes, ou quand les deux points + et x’ ne sont séparés par aucun point à l’infini, on peut dire plus simplement : l'arc xx’ et la somme xy +x'y' diffèrent par une longueur constante, st la surface confocale ne rencontre pas la géodésique. Si, au contraire, il y a rencontre, la différence xy — x'y' est égale à la différence des arcs y,x et y,x', comptés à partir de deux points homologues y, et y,, situés sur la géodésique.
C’est en supposant la ligne géodésique réduite à un méridien que l’on voit la proposition précédente se confondre avec les théorèmes classiques concernant les arcs d’ellipse ou d’hyperbole. En ce cas, les deux courbes d’intersection, dont il était tout à l’heure question, se réduisent à une seule conique confocale à la première, et Les points homologues viennent coïncider entre eux.
ie QE
SUR LE
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. 4, 1888, p. 5.
En
Tous les géomètres connaissent la belle application qui, dans l’ouvrage de Sir William Thomson et Tait, a été faite du principe de Hamilton au problème du mouvement d’un solide dans un liquide indéfini, et le système de sixéquations différentielles données par M. Kirchhoff pour la solution de ce problème. En supposant qu'aucune force accélératrice n’agisse sur le corps solide et sur le liquide où il est plongé, M. Kirchhoff en a déduit un cas, celui par exemple où le solide est homogène et de révolution, dans lequel les équations différentielles conduisent à des quadratures elliptiques, et ce cas a reçu depuis une certaine extension, comme on peut voir dans un mémoire de Clebsch. Par l’emploi des fonctions elliptiques, il existe donc un cas où ce beau problème est susceptible d’une solution complète, où tous les éléments du mouvement peuvent être exprimés en fonction | explicite du temps (!).
C’est cette application des fonctions elliptiques que j'ai en vue d'exposer dans le présent mémoire, application bien propre à marquer, vu la complication du problème, les services que l’on doit attendre de l'emploi, de plus en plus propagé, des fonctions.elliptiques.
L’attention a été appelée récemment (?) sur un admirable théorème trouvé par Jacobi et d’après lequel le mouvement d’un corps grave de
(1) Un autre cas, signalé par Clebsch, donne lieu aussi à une solution complète au moyen des fonctions hyperelliptiques. Cette solution a été développée par M. H. Weber dans les Mathematische Annalen, t. XIV, p. 173. j 1
(2) Par M. Darboux, et par moi-même [| Œuvres d’Halphen, t. IV, p. 261], dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. GC, p. 1065, et t. CI, p. 11; 1885. (Voir aussi Cours de Mécanique de M. Despeyrous, avec des notes de M. Darboux, t11,-p. 531).
révolution, suspendu par un point de son axe, se décompose en deux mouvements à la Poinsot. C’est dans les formules elliptiques représentant le mouvement du corps grave que Jacobi a su lire cette décomposition merveilleuse, et certes il est difficile de ne pas admirer la perspicacité dont a fait preuve, dans cette occasion, le célèbre
géomètre. :
En étudiant l’analyse de Jacobi, j'ai été conduit à lui trouver une extension inattendue; les formules qui représentent le mouvement d’un solide dans un liquide font apparaître aussi une décomposition analogue. J’exposerai ici ce résultat après avoir donné les formules du mouvement. Mais, pour pouvoir me suivre jusque-là, il faut que le lecteur connaisse la représentation elliptique des mouvements à la Poinsot et la composition de ces mouvements. De là l'obligation d’exposer cette théorie dans des paragraphes séparés par où je commencerai ce mémoire, avant d'entamer le problème du mouvement d’un solide dans un liquide. Je réduirai d’ailleurs ces préliminaires à leurs parties
essentielles pour le but que Je poursuis.
Ï. — Sur UNE REPRÉSENTATION ELLIPTIQUE DES COSINUS DES NEUF ANGLES QUE FONT ENTRE ELLES LES ARÈTES DE DEUX TRIEDRES TRIRECTANGLES.
Soit u un argument elliptique quelconque. La fonction (pu —e;) est, comme on sait, un carré parfait, c’est-à-dire le carré d’une fonction uniforme (la notation e, désigne, rappelons-le, la valeur de la foncon p pour une demi-période quelconque w,, en sorte que e, = pus).
S1 l’on prend donc deux arguments w et, la fonction Sr est aussi = , 7 : — &
un carré parfait P?2,
D'autre part, la foncuon 1 — P?— nn est décomposable en Res ;
deux facteurs uniformes, différents de 1 Æ P. Soient Q, R ces deux facteurs; ils donnent lieu à l'égalité P?+ QR = 1, et les trois foncuons P, Q, R peuvent servir à représenter trois quantités liées par une relation quadratique. Elles peuvent donc servir à représenter les cosinus des angles qu’une droite fait aveg trois axes rectangulaires.
Composons ces trois facteurs, affectons Q et R de coefficients arbi- -
traires C et + i ne troublent pas la relati drati ) ‘a C? qui ne trouniIien pas a relation qua ratique, puis, pour
la symétrie, changeons # en (P — w4), et nous aurons les expressions
ca ess à: Dh Le: dt à
suivantes pour les trois cosinus d’une droite a avec trois axes x, y, 3:
o(u—wg)T(v — wg) :
COS 3 = Gatp+u—wu), OuSv # er » F5 >: [74 —- [2 - O y TO F (1) cosax +icosay = C ta Po enñals+u—wu), SUuSv à IO(U—P + w,y)s uw COSAaT —-1COSAY = = PV Ba) Wa elalv—-u—w0%).
(@ SuSp
En employant les fonctions & à indices et La notation
ESS PAT
(2) Us = sue ) on peut encore écrire ainsi ces formules
> TauT av COSas = Ug————
OuUuSP
| > Ta(uU+®)
3 COS AL LACOIQY = — QUE G) : - Y G'U SV 4 LM Ca(u—<:0
COR A Er Pa US NUE e ousy
Prenons maintenant des formules toutes semblables pour exprimer les cosinus des angles que fait une seconde droite d avec les mêmes axes, en conservant les mêmes quantités CG, u, », et changeant seulement l'indice &. Ainsi
S(W—DB)T(0 — 0 AU DR) S rip engiv+u—wp),
cOSD-e.— use : : S(u+p—w8)Twg , (4) cosSbr +icosby = 0 —————— HR CNE Ep}.
- use x 1 O(Uu— 0 + wB) Su cosbxr —1cos by = — dou vo eng(r-u—wp),
G suTy
Les deux droites a et b sont rectangulaires.
Pour le prouver, faisons usage de la formule de décomposition en éléments simples relative à une fonction doublement périodique de deuxième espèce ayant un seul pôle, mais double. Je ne renvoie pas le lecteur, pour la connaissance de cette formule, soit à tel mémoire de M. Hermite, inventeur de ces décompositions, soit à un ouvrage sur les fonctions elliptiques. Pour retrouver, sans aucun secours, les formules de ce genre, il suffit d’en connaître le principe.
Une fonction doublement périodique F(w) de deuxième espèce,
avec un seul infini mais double, a pour expression générale, u désignant l'argument variable, et un coefficient constant arbitraire étant
OMIS, | Le t EN S(uUu— tu)s(u—-a«a k F(u) — AUS OU nn qg?u
L'élément simple correspondant, à résidu unité, est le suivant
PH )E
ARE s(ai+a)ou.
et la décomposition donne la formule
rt F(u)=— pu) +(p—{ai—Ca:)P(u).
Soient d’abord
G=bg Gus, _ p=lwat+lop= na +18;
et désignons par Wu) ce que devient ainsi D(w), sauf un facteur constant, d
La DE La
Su
ellou+n g) u.
Nous aurons
(wat wg) a(u — wa) su — w$)
eMatngu = W'(u).
T'Og T8 k o?u Ca
Soient, én second lieu, A=V—UWB, A2= Wy—, P = Qu — NB;
l'élément simple D(uw) est alors
Su —wWy+ wB)
ANS | (y— 08) u
eMu-1p) He
et 1l ne diffère de W(u) que par un facteur constant, car on a effectivement
P(uw) = — PARENTS ug)
Yu).
La formule de décomposition ci-dessus donne donc
(2) (Wat 8) SOHE PRRS RAS EE CRE * SP — wa) TS (? — wp) o?u
= — Wu) + [Cv — wp) —C(v — wa) +n8g— na] W(u).
L' Se ls scie on,
Echangeons les indices & et 8, ajoutons membre à membre la dermère égalité et celle que nous obtenons par cet échange, puis remplaçons W’(u) par son expression (6). 11 vient ainsi
—————— — [su — ei (a—Ng) 14 rate ei ON Ur pee
g'( URSS Wa) g( Hip wg) elng—fa)4 ]
d(u—wy)s(u— wB) elautNgu — 0,
TWyT uw D’après les égalités (1, 4), ceci revient à
(cosbr —icosby)(cosax +icosay)
+ (cosbr+icosby)(cosax—icosay)+2cosazcosbz=o
ou bien cosbr cosax + cosby cosay + cosaz cosbz = 0.
Ainsi est prouvée la perpendicularité des deux droites a et b.
Comme il y a trois demi-périodes distinctes, nous pouvons prendre une troisième droite c en définissant les cosinus des angles qu’elle fait avec les axes æ, y, z par des formules toutes pareilles, où seulement on mettra la troisième demi-période w,. Cette droite c sera perpendiculaire aux droites a et b. Donc les cosinus des neuf angles que les arêtes d’un trièdre trirectangle a, b, c font avec les arêtes d’un autre trièdre trirectangle x, y, z peuvent être représentés par les formules suivantes où GC, u, + sont arbitraires et w4, WB, Wy sont trois demi-périodes distinctes (c’est-à-dire dont les différences deux à deux ne sont pas des périodes), savoir les formules (1) et celles qu'on en déduit en changeant aetxenbetf,;ouencety(!).
Chacune des six droites à, b, ec et x, y, z est ici affectée d’un sens, considéré comme positif. Elles forment, si l’on veut, deux systèmes d’axes rectangulaires. En faisant correspondre entre eux ces axes deux à deux, a avec x, b avec y, c avec z, on peut rencontrer deux cas : ou bien les deux systèmes sont congruents, c’est-à-dire qu’on peut transporter l’un d’eux de telle sorte que les axes correspondants coïncident
(1) Les quantités C, uw, 0 sont complexes; dans chacune d’elles cependant il n’y a qu’une seule arbitraire. Pour abréger, je ne place pas ici l'étude des conditions sous lesquelles les formules (1) fournissent des angles réels, étude qui conduit à la conclusion que je viens de dire. La nature des quantités C, w, © apparaîtra plus loin, d’une autre manière.
en position et en sens, ou bien ils sont éncongruents. La distinction des deux cas se fait par la quantité
cosaæx cosby — cosay cosbx (8) ET RAR MOULE EN COSCZ
qui est égale à +1 dans le premier cas, à — 1 dans le second.
Examinons quel est e dans le mode de représentation ci-dessus. À cet effet, après avoir, dans la relation (7), échangé « et $, comme pré- SRReSRe retranchons les deux égalités membre à membre, au lieu de les ajouter. C’est alors le terme W'(u) qui disparaît au second membre, et le terme suivant qui se conserve. Transformons d’abord la quantité entre crochets : c’est une fonction doublement périodique de »; exprimons-la en produit de facteurs, ce qui est aisé,ses racines étant évidentes. Nous avons ainsi | ;
CCE —wp) — (9 — a) + n8— Na S'(da—wBs) Sp o(P — wy— WB )
Wa TuwB SP — Wa) T(P — w8)
4 € 20804 s(wa+ w8) POP —Wy— wBp) g
Ty TUwg Tr —wy)T(r — WB) - De là résulte, d’après (1, 4),
cosar cosby — cosay cosbx S(u—wy—w8)S(r —oy— 08 = — À ea Wp NB x SOUS Da RTE UE (9): U OU!
So+tpUuS Sat?
gucr
eat Qg)(u+v- 0-08),
= — = efangs NU Uë+8 t
Les trois demi-périodes w,,w8, wy étant distinctes, la fonction 6,,8 reproduit 5}. De même U,,8 FROM + Ü}; le signe dépend du choix de ces demi-périodes, qu’on peut altérer en y ajoutant à volonté des périodes entières. Pour fixer les idées, 7e supposerai désormais , la somme des trois demi-périodes nulle. Alors U,4 reproduit ÜUS | Le second membre (9) reproduit alors coscz, multiplié par le int
E = — _— eElaWs NU,
On sait que l’exposant.de e, dans cette formule, est toujours un 710
« (L1) QU, 9, w) =
multiple impair de. Soit donc VIT Na wWB— n8Wa— (24 +1) FE
le caractère de congruence des axes est défini par l'égalité
e—=(—1)#ti,
IT. — Sur LA DÉCOMPOSITION D'UNE SOMME EN PRODUIT.
Parmi les égalités qui ont lieu entre les neuf cosinus, prenons. celle-ci
> (cosax +icosay)(cosax —1cosay) = 2,
où le signe sommatoire indique qu'on devra successivement rem- - _ placer a par a, bet c.
Remplaçons les quantités cosax +i cosay et les similaires par leurs expressions (1), et nous aurons
> OEURE = W)o(u PEU )s ven —=302H0 70,
wo
. où le signe sommatoire indique que w devra être successivement rem-
lacé par les trois demi-périodes w4, wg8, w,, en même temps que P Le Fast à que n Par Nu, 18; Ny
En mettant » et ?, au lieu de p + w et e — u, on peut encore écrire
DH ps 0 —#:
(9) D'ou) (in) dtoentrn to) = — 20 2 5? D] ?
o Cas particulier d’une formule plus générale, que nous allons établir. Prenons la fonction
g(u—p+w)o(u—w) giud(r —w)s ww
qui diffère seulement par les notations et par un facteur constant de la fonction doublement périodique de seconde espèce F(#), envisagée plus haut, où l’on suppose o — 0.
Lu
: L'élément simple s’écrit 1C1
SAP Oo (PE EP) à A ee Tr et l’on a (114) o(u,p,wm)=—D(u)—[{(e—w)+iw]b(u).
Si, dans cette formule, on multiplie les deux membres par cette fonction de l'argument v
f(b)=o(e— mevtw, on pourra écrire le résultat sous la forme (110) fir)o(u, pe, m)=— f(v)P'(u)—f'(v)P(u).
Soit À la somme (10) et soit aussi S la somme obtenue en prenant _successivement pour æ les trois demi-périodes et m ulüupliant chacune
des fonctions w(u, P, w) par le terme correspondant de la somme À ;
on aura '
he Ù d(p—m)o(p—w)s2menr+na-20) Qu, 6, w).
Dans cette somme, chaque multiplicateur de + a la forme supposée ci-dessus pour f, sauf un facteur constant. On a donc, d’après (11 b),
dA
To P(u).
S—=— Adp(u)—
Si maintenant l’on met, au lieu de À, le second membre (10), il vient
p+p 6 — 9 a p+p p— p | S = 20? RE fartu) + (e re LI
D ou bien, d’après (11 &),
PHP 0 —0: Érae S = —20? qe e(u p, Ù
Remettant enfin, pour $ et pour w, les formes de définition et chassant les dénominateurs, j'obtiens la formule cherchée
S g(u—w)g(u—p +w)s(p; — w)owentr+rr-2u) sd uw)
Sie 0) EN nt | ee ml 02 pe — ÿ = — DS ——— 57 Su — (of PE RAT , D 2 2 F
dont l'aspect est plus symétrique si l’on écrit w, 6, w, au lieu de u, 0 —U, Pi: ;
(12) Dites T(P— w)s(æ—w)s g'uw en(4+v+w-20)
u Exp + w = 2 © mere OT
le produit, au second membre, est composé avec les quatre facteurs obtenus par les diverses combinaisons des signes #.
IIT. — ComposiTION DES TRIÈDRES TRIRECTANGLES.
Soient trois systèmes d’axes rectangulaires à, b, €; æ6, Vo, 303 Z1, 1, 31. On donne les cosinus des angles que font les axes &, b, c avec x, Vos 30 et avec ti, 1, 81, et l’on demande les cosinus des angles que font entre eux les axes r,, Yo, Zo et Tr, Yi, 31. C’est ce problème que, pour abréger, j'appelle problème de la composition des trièdres trirectangles, problème résolu par des formules élémentaires de géométrie analytique, mais qu’il s’agit de résoudre explicitement au moyen de la représentation elliptique précédente. On suppose les cosinus exprimés par les formules ci-dessus au moyen des mêmes fonctions elliptiques dans les deux cas, mais avec des quantités CG, Uo, Vo pour les axes 5, Yo, 39, et des.quantités différentes C;, w,, v, pour les axes æ,, ya, 21.
Pour résoudre le problème, je chercherai les expressions elliptiques des quantités suivantes :
(13) COS 30 T1 + Lt COS 301; COS 31 To + L COS 31 Yo) COS 31 30:
Les conjuguées des deux premières se déduisent par deux relations évidentes, savoir :
(14) (COS 30 T1 + L COS Z0 V1) (COS 39%1 — [COS Z0Y1) = (COS 31 Vo + t COS 31 Yo) (COS 31 Mo — L COS 31 Yo)
COS
et les autres cosinus s’obtiennent, sans aucune ambiguïté, quand on sait si les deux systèmes d’axes sont congruents ou incongruents. Pour ce but, on a, en effet, l’équation suivante, qui se conclut des relations analogues à la relation (8), et.qui équivaut à quatre équations
distinctes, quand on donne à £ et à j séparément les valeurs
i=+y—1, Dee
COS Lo Li + É COS To V1 + J COS Vo Ti + E] COS Yo 1 <
(COS Z0%1 + i COS 301) (COSZ1 To + J COS Z1 Yo) £i] — COSZoZ1
La quantité e est E 1, suivant que les axes T6, Yo, 20 et Ti, Vas 24 sont congruents ou non. Mais ici ces deux systèmes d’axes présentent un même caractère de congruence ou d’incongruence par rapport à à, b, c; ils sont donc congruents entre eux, et & devra être pris égal à HI. |
On voit donc que les trois quantités (13) déterminent sans ambi-
guité les positions respectives des deux systèmes d’axes, moyennant
la connaissance du caractère figuré par le signe de e, lequel est ici le signe plus. & D’après une formule élémentaire de géométrie analytique, on a
COS 30 T1 E L COS 30 Y1 = > cos a Zp(C0s ar EtCOSA Yi).
D'après les formules (1), nous aurons, en prenant le signe plus,
COS 3041 + COS 301 5 Anis FLOU SRNES o'( A \æ/( )o( — t) c'e eNtPo+ dot Vi +420) er FES GO (Uÿ—w) OS (Po— 0) OS (Hi +1 90 .
UT VoT U1T V1: wo
Par conséquent, d’après la formule de sommation (12),
j 2 C: Ui+ PE UE?
(15) COS Z0 Li + t COS Z0 V1 — ——_———— [le 1 1 0 0, S'UTVoS UTP] 2
Semblablement, en prenant le signe moins,
: : 2 EURE PT EMILE (16) COS 26% —1 COS 30 V4 = — —————————— j [= — = —— Cio'u) 5900 u10 vi
De même, cosz, 2 + cosz, y, s'expriment par des formules toutes semblables : 1l suffit d'échanger les indices o et 1. On remarquera que l’on retrouve, par cet échange, les huit mêmes facteurs, mais groupés différemment, ce, qui constitue, d’après la double égalité (14), une
ER DO Éan À DCE peu
seule et même expression pour 1 — COS? Z9 31 — = Sin2353; SAVOIT :
SIN? 2924 = — —— TL ———————— (S'uyT Vos ui Svr)? 2
Pour parvenir à l'expression de cos 3, 3,, transformons d’abord cette dernière formule au moyen de la relation fondamentale
(17) STRVETE =pr—pu. .
Posant Up + U; L Ugo — U: ; 2 2 Porte, #4 No € | ' RE à D — 6:
4 2 i } 2 | nu :
nous pouvons écrire ; (a—6B)(a— B')(x"— B)(x'— 8’ RE et vx B)( B) b) 2 PrAe (œ — x'}2( B'>2 (æ— a" }2(8 — PT éta f9 j(a— G')(æ—B)(x—f$") (a — x )2(8 — f')
En tenant compte de l'identité (a—a)(B—$)=(a— 8) (x B)— (ax —$")(a«— 6), on voit que le numérateur de est le carré de (a—B}(a —8Y+(x—$8)(x— 8)
En extrayant la racine carrée, il reste seulement à fixer le signe, qui est entièrement déterminé, puisque l’on pourrait obtenir aussi ce même cosinus par la formule .
Coszfir— PE Zo COS A 31.
Le signe se détermine immédiatement si l’on observe que les deux axes Z, et Z, coïncident quand on a wo = u,, P9— 01. En ce cas, « et ©’ sont infinis, et cosz,3, doit se réduire à +1. On a donc
5 a—$B)(a'—£)+(x— — (18) AT RS Er AL D Pair Cm mm
Par ces formules (15), (16), (18), le problème de la composition des trièdres trirectangles est résolu.
mn
Voici quelques formules intéressantes ou utiles qui se rattachent
aux précédentes. À cause de l'identité
(LB) RTE La PA Pie (a C8 Pope CPE)
on a | 1+cos203 ASP AEEE RTE) il Gp 31 — 9) | LE ?{a—«)(B—8) 9 (a — B)(a—18") I — COS 39 31 = + Hasumii (Cena 2) B'y
Par le moyen de la relation fondamentale (15), on transforme ces expressions en produits de fonctions 9, par exemple,
2 = UE Vo E WEP:
LAPOSSH RETARD een EE € S'UoS Vo SU S V1 2
le produit À À comprenant seulement les quatre facteurs où le nombre
des signes moins est impair. L'expression de 1 — cosz,z, comprend, au contraire, les quatre facteurs où le nombre des signes motns est par.
Voici encore, pour Cosz,3,, une autre forme qui se rencontrera dans l’application que nous avons en vue.
Pour un instant, posons
LEFT a'=pa, = pb, 8 = pb", d’où résulte Fes (a — L') I - s(a+b')s(a—b')s(a + b)3(a —b) Ge (a—x')(8 — _ s(a+a')s(a—a)5s(b+b'")5(b —b")
Envisageons à à part les facteurs
CH Ye Ca 201 Sd Et )o dat
comme composant une fonction de a/, qui est doublement périodique et que nous décomposons en éléments simples. Nous avons ainsi c(a'+ b)s{a' —b) CÉA A Jola 4) c(a=—b\5{a 26) é = —— t{ta+a )+<l(a—a )—{(a+b)—{(a—b)].
SANTA
Echangeons a' et b', puis divisons les deux égalités membre à
membre; nous obtenons
s(a-+b'is(a—b'isia bia — b) sia—a)s(a—a)s(b—+b")3(b—b")
{{ava)+{{(a— a )—{{a+b)— {a —b) a+ b)=tia—b')—T(a-+b)—{(a—b)
D’après l'égalité (20) et l'expression (19) de 1<+cosz,3,, nous . UE Poe obtenons, en mettant pour a, a’, b, b' leurs valeurs rest, HIER
Uy+ UE Poe situ 1 2lus — D = - (21) coszsz; — Frein (ge vil, di mE(v +) Ds 2 2
Cette expression est dissymétrique relativement aux arguments et y, tandis que les précédentes étaient, au contraire, symétriques. Elle est ici sous la forme que nous rencontrerons naturellement dans notre application, où les arguments w et v joueront des rôles très
différents.
IV. — Mouvements 4 LA Porxsot
Si l’on écrit l'expression de coscz sous la forme suivante
.s(u + Sy) (9 + w)
COosCcs — e—nAe+u+0) ,
- user on voit que la fonction (5) Wu) diffère de ce cosinus par un facteur indépendant de w. De même aussi-les facteurs du premier membre, dans la relation (6), diffèrent de cosaz et de cosbz par des facteurs
2 indépendants de u. En considérant ces trois cosinus comme des fonctions de w, on trouve donc qu ils satisfont à trois équations différentielles déduites de la relation (6) par permutation des indices. Ainsi, cette relation (6) donne immédiatement
ses (5y+ w8) ARR, & 5 : “hg” à EE — eat 099 -Mada 150$ COS A 3 COS b 3 de Hé: DE — my) T9 — w8) ge” TRE dcoscz ".
QE me et ir" * à 4 Es. rt F6 —+— my) > du
rs
ce qui se réduit simplement à I d coscz SET — Wa — 08) (Wa + Wg)e 180, Tiatug 2, ——————— ————— ————— — - .
Le cosazcosbz du. S(P—wy)T (9 — wg)5w, sw
Comme on a d’ailleurs
Sox + 8)
T(wy— 6) 7
on voit que le second membre (22) peut s’écrire
ST (P — Wy— wB) (Wa w8)
= AUOT 120) d TP —W3)T(9 — wW8)Twas wp
C’est, au premier facteur près, une fonction doublement périodique de », dont les pôles sont en évidence, avec les résidus Æ 1, avec des racines mises également en évidence, et dont la décomposition en éléments simples est immédiate. Quant à l’exponentielle, on a vu plus haut qu’elle est égale à ‘e,e étant le caractère de congruence des axes. Ainsi le second membre (22) peut s’écrire ainsi
Ée[ C0 — wa) —E(o — 8) + Luu— tp].
Par le théorème d’addition des fonctions €, on a
p'e app
p—wy) —Cr +Üwy= - ———— — ————.
( Dre. a -2 PP — PUg - 2 pr —€%
En employant pareille formule avec l'indice $ au lieu de «, on peut écrire le second membre (22) sous la forme
= ( pe pe?
2 \pr—ex pr —e8g < + Soient désionces par? R les trois quantité : RAT LE A 5 P | Q, 1] s quantités telles que PRESS A Re 2 LS Lan 4 É Di po — € : LEP Wa) — CP + a];
on à, comme on voit, les trois équations différentielles
d cos cz Te —=(P—Q)cosazcosbz, dcosaz (23) 2 = (Q— R)cosbzcosez, ! dcosbz ;
ins (R— Pcosczcosaz,
SUR LE MOUVEMENT D'UN SOLIDE DANS UN LIQUIDE. 319 satisfaites par les trois fonctions envisagées. Pour ces équations, on a immédiatement deux intégrales : l’une est la somme des carrés des trois cosinus, l’autre la somme des produits P cos?as. On retrouve aisément ces deux intégrales au moyen des expressions des carrés des cosinus, si on les écrit ainsi
(pu — ex)(PP — ex)
cos?az — (ex — ep)(ex—ey;)
1 0 I n En effet, Y cos?az est le coefficient de g dans le développement de
la fonction ” ee : (pu t)(pert) Lee Ca) (6 — ep}(é — e})
effectué suivant les puissances ascendantes de £; et, de même,
EP cos?az
RP pure ae 28 (E—ex)(ë—e8)(6 —ey)
est aussi le coefficient de - dans le développement analogue de la fonc-
tion
_Le premier de ces coefficients est l'unité, l’autre est zéro. Ainsi,
l’on a cos?az + cos’b3+cos?c3 = 1,
(24) ; P cos?as + Q cos?b3 + R cos?cz = 0.
Généralisant un.peu la conception du mouvement donné par Poinsot comme image de celui d’un corps solide qui n’est soumis à aucune force, on a été conduit à envisager le mouvement dans lequel une surface du second degré, fixée en son centre, roule sans glisser sur un de ses plans tangents, avec une vitesse de rotation proportionnelle, à chaque instant, à la longueur du rayon vecteur qui va du centre au point de contact. |
Pour le but que je poursuis, il est plus commode de considérer la surface comme fixe et le plan tangent comme mobile. J’appelle donc mouvement à la Poinsot celui d’un plan qui roule sans glisser sur une surface du second degré, en restant à une distance constante du centre de cette surface, avec une vitesse de rotation définie comme Je viens de le dire.
- Les axes a, b, c de la surface sont alors supposés fixes, et l’on
envisage trois axes rectangulaires mobiles +, y, 3, liés au plan, ayant leur origine au centre, et dont le dernier 3 est perpendiculaire à ce plan. |
Je vais emprunter aux éléments de la cinématique la proposition suivante :
Par rapport aux axes rectangulaires fixes a, b,c, soient p,q,r les composantes d’une rotation instantanée autour d’une droite passant à l’origine. Soient à, b, & les coordonnées d’un point de la figure mobile, et t le temps. On a
(25 PR R E e Cpr VEE p, TC ER RER UT ORET TR ES me
Les sens de rotation sont supposés, dans ces équations, positifs quand, autour de l’axe c, la rotation positive de 90° fait appliquer le côté positif de a sur le côté positif de b, etc.; ce sont les conventions usuelles. |
Dans un mouvement à la Poinsot, soient à/, b', c’ les coordonnées du point où le plan roulant touche la surface; soient a?, b?, c? les carrés des axes (positifs ou négatifs). La normale 3 au plan roulant fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont à
RAT. hb' hc'
COS a 3 — as cos 3 — TR COSCZ = ns
astreints à la condition, qui exprime le contact, (26) a? cos? az + b?cos?bz + c'cos?cz = h?.
La rotation instantanée a, par définition, ses composantes p, g, r : ; LAIT Ÿ : :
proportionnelles à a’, b', c'; soit le coefficient de proportion. Envisageons le point dont les coordonnées sont les trois cosinus ; on aura, d’après les formules (25) de rotation,
. d'cosaz I (27) DA PEL = q COSCZ — r'COSbz — 7 (b?— c?)cosbz coscz,
avec les deux analogues obtenues par permutation circulaire de a, b, c. Que l’on suppose les différences P — Q, Q —R, R — P propor-
tionnelles aux différences a?— b?, b?— c?, c?— a?, ei du proportionnel à dt; alors, les équations telles que ces dernières (27) coïncident
avec les équations (23). En outre, Ja comparaison ee la relation (24 Ï I
avec celle-ci, déduite de (26),
(28) (a?— h?)cos?az +(b?2— h?) cos bz +(c?— h?)cos?cz — 0,
conduit à poser, en désignant par un coefficient arbitraire d’homo-
cénéité,
du Re
(29) at n° - di h?2= yhP = — sin PURE. , 21 P? — Ex pass Ne > pou (350) bB— hR=phQ — ne Dee 4 ARE RAD up
2 PO— y
Ainsi, en supposant l'argument w variable et proportionnel au temps, l'argument 6 constant, les formules (1) nous donnent la représentation d’un mouvement à la Poinsot. Il reste à trouver la quantité GC, qui est, dans les formules (1), tout à fait arbitraire, et qui, dans le mouvement à la Poinsot, doit être entièrement déterminée. Nous l’obtuendrons en envisageant le mouvement des axes æ et y, réglé, comme celui de l'axe z, par des équations telles que
> deosax : oc :
pe GC 0SCG NT COS OZ, (31) dcosay ee di OCT COSU Fr
Posons, pour abréger,
db = Ccosar H#1Cos4aY,
bo = cosaæ—1icosay,
el de même 1h, 14, ©, ©, désigneront les quantités analogues, b et c remplaçant a. Nous déduisons de (31)
d'A do 9 —— Sr: A en = 4(9S — Lo) — 7 (bo VU — LU Do):
Mais on a (8)
9€ — Lo db —=— 21e COS 2, ebo ui = bo Ait = St 02 Le COSC-ETE È b' b? ce! c?
J=— = —cosbz, LE = = C080 2; n nh 1 n/i
CAT DS ep RE ; > k 26.3 ne RE ,2 PAT LE EE CS PP LOREE CRRPR L EERT S Le Me ne DEF Se SA MAR AE D TR re Lu
= = mire) £ FPE ES PEN ’ “ai 2 r : : Ex À *
il'reste donc, d’après (26),
d'A d& QUE Ve — NT = "(b2cosbz + Ccos?cz)
a M ace pme le ==" À dt nh
o1eh a?
= — I— — cos?4a3 |.
Divisant aux deux membres par bÿ—=1—cos?az et introduisant
du au lieu de dt, suivant la relation (29), nous aurons
D ds SE SR CO re A SAUT EP Dr A. 1— cos?az RCA d— h? cos’az MST (re h2 Re je
En remplaçant a? — }? par son expression (30) et cos?az par
£ DU — € (32) LOST 3 ne | pr va) —eS on obtüent a?-— h? cosaz El p# pu— es
R? _ 1—costaz oih pv —eg pu — p(v — wq)
La décomposition en éléments simples, par rapport à w, donne
pu — Ex LE POP PEER
pu—p(#— wa) p'(P-- wa) + Co + E(e — 203) |.
Mais on a d’abord | C(v — 204) = É9 — 200
el, par le théorème d’addition des demi-périodes,
PV BRIE ER ERA PP Er ea p'(E— wa): | p'# Il reste donc
a —h? cos?az h? I1— cos?2az
= — Eu — 6 + wa) — Eu + 0 — wa) +240 — 2m],
1 deb lab
aich
Comme & et 4, ne sont autres que cosax E {cosay, le premier membre de cette dernière égalité nous est fourni aussi, d’après (1), sous la forme
EL db 1 db 2040
TINTIN ir UT p ne} ane.
Par conséquent, G est une exponentielle du premier degré en w, où le seul coefficient de w est bien déterminé,
k est une constante arbitraire, dont le choix est subordonné à celui des axes rectangulaires æ, y, parallèles au plan roulant, et qu’on‘peut prendre arbitrairement dans une des positions de la figure.
En conclusion, les formules (1) où l’on suppose v constant, & variant proportionnellement au temps, et C une exponentielle du premier degré en u, CG — ke)", représentent un mouvement à la Poinsot. La distance À du plan roulant au centre est donnée par la formule
h =— 2 (À + Cv),
et les carrés des axes par les formules (30); est une constante arbitraire d'homogénéité, le signe de la quantité es — Æ 1 indique si les deux systèmes d’axes +, y, = et «a, b, c sont congruents ou non congruents.
Pour mieux faire apparaître l’homogénéité, il faut considérer comme
af: . e .
donné 2? au lieu de y, et écrire alors
# Nr L du {fr ee ni pal Ace 0 line CG = keñu a?— h? 1H P' (33 TRE PPT AN INL 2 33) b2— h? 2 ‘ RU nt) — n durt pr — eg
7 d CRE D ne) LI IR NT ENS PET RE M TS LCR EE ES RC ES MES NO SERRE * : HET: SRE 5 I Lt TE RP OO AE IE USE
HSE
CET to OEUVRES DE G.-f. HALPHEN.
Il convient maintenant de discuter cette représentation des mouvements à la Poinsot, pour s'assurer de sa généralité.
En premier lieu, comment doit être choisi argument constant v? Il'est clair que les trois racines e, sont réelles, en d’autres termes, que les fonctions elliptiques sont à discriminant positif. En outre, l'arbitraire 11 est choisie réelle par convention. Il en résulte d’abord (33) que À + e doit être purement imaginaire et, par conséquent, p'e est ‘purement imaginaire el pe réel. Ceci peut avoir heu de deux manières : pe peut être compris entre e, et e, ou inférieur à e3. Mais ce dernier cas est impossible; car alors les trois quantités a?— h?, b?— h?, c?— 1h? auraient un même signe (33) et, d'après (28), les trois cosinus de az, bz, cz ne seraient pas réels. Ainsi pe est entre e, et e,, c’est-à-dire que v, diminué d'un multiple impair de la demi-période réelle, est purement imaginaire. HE
Avant d'examiner l’argument variable w, considérons le produit V — US USU;, qui va intervenir. D’après la définition (2) de U,, cette quantité se reproduit mulüpliée par Æ 1 ou Æ £ quand on modifie la demi-période w, par l'addition d’une période 2G. Effectivement ce changement a pour effet de la multiplier par
ce e1La Ma,
Supposons 26 — 2/064+ 2gw8, f el g étant des nombres entiers. Alors le facteur par lequel se multiplie UZ est (—1)5. Si, en même temps, wg n'est pas altéré, w, doit être modifié pour que la somme des trois demi-périodes reste nulle, et U} se reproduit, de même, multiplié par (—1)/#8. Le produit V est donc multiplié par (— 1)f. Il est à remarquer que la quantité 1,68 — n8w, se reproduit aussi multiphiée par (—1)f. On aurait un résultat analogue si l’on altérait wg sans changer w,, et encore si l’on altérait à la fois ces deux demi-périodes. Il est donc prouvé que les altérations des demi-périodes ont pour effet de muluplier V et e par un même facteur +1.
“401 peut aussi changer entre elles les demi-périodes; l’échange de deux d’entre elles change le signe de &, sans altérer V, mais change aussi le signe du produit des différences (e,— eg) (eg— ey)(ey— ex). Ce dernier n’est pas altéré quand on altère les demi-périodes ellesmêmes. [l en résulte donc que tous les changements des demi-périodes laissent inaltéré le produit se V(e,— eg) (eg— e;)(e; —e,). On sait que ce produit est égal à — £ quand on prend pour w, la demi-période
réelle et pour wg la demi-période purement imaginaire. On a donc
dans tous les cas
(34) LA UNE OR Re Tree B (ex — ep)(eg—e;)(e,;— eo)
Examinons maintenant l'argument u. Par l'expression (32) de cos?az, nous voyons que pu est réel. Multipliant entre elles les - = . è Ë re expressions des trois cosinus de az, bz, cz, et observant l'égalité (34),
nous trouvons :
(35) (ex—eg)(eg— eÿ)(e; — ex) cos az Cosb 3 cosc z = — AN rm
et nous en concluons que p'u est réel. Par conséquent, pu est supérieur à e,, ou compris entre e; et 6e». Mais, dans le premier cas, les trois quantités pu — e, seraient positives, tandis que p(# — w,) —e, est une quantité négative. Donc un des cosinus de 43, bz, cz serait imaginaire (32). Donc enfin pu est entre e; et €»; l'argument u, diminué d’un multiple impair de la demi-période purement imaginaire, est réel.
Cela étant, on vérifiera sans peine que les cosinus sont bien tous réels et, en valeur absolue, inférieurs à l’unité; les formules représentent bien un mouvement à la Poinsot.
En ce qui concerne la généralité des formules, on doit établir inversement qu'on peut déterminer les fonctions elliptiques et les arguments | quand on donne les éléments géométriques du mouvement, c’est-à-dire la surface du second degré, la distance h, la constante n.
Tout d’abord, en multipliant deux à deux les relations (33) membre à membre, nous avons trois égalités, telles que celles-ci :
(a?— h?)(b?— h?) see pe
DE n} 4(pe—ea)(pe —e8) Comme on a (36) p?o = 4(pr —e;)(pr —e>) (pr — es), il s'ensuit
: LA (a?2— h2)(b2— h?
(37) (£) ed) chi)
d’où, en tenant compte de ce que la somme e, + eg + e,y est nulle,
(38) (É)'e EX EE — ia (c?— h?)(a?— h?) n ne
_ PEN
et de même pour e,, e8 par permutation des lettres. Voici donc déter-
minées les fonctions elliptiques à employer, l'arbitraire Ê étant choisie à volonté.
Multipliant, membre à membre, les trois égalités (33), on conclut encore, à cause de la relation (36),
a?’— h?)(b2— h?2) (c2— h? e /um\3p'e#
(39) CO ARE : s PL + Lopee
Par la relation (35) est déterminé ps, par cette dernière =; l’argu-
ment ÿ est déterminé entièrement, à des multiples près des périodes.
D'après l'égalité (35), on a
CE) (c?— h?)(a?— b?)
(ex — e8) = — nThE ; el, par conséquent, suivant (39 ),
(40) (É) Ceu— ep) (ea eee co
n3 }3 n3 hè RC Et D 0e 0 A nn 12 2e A ET Cp SA) ue nè h3 DATE TE
Examinons maintenant comment l'argument variable w est déterminé par les éléments géométriques variables du mouvement. D’après (40), légalité (35) donne celle-ci
Sn 2e COsaz Cosbz coscz = - (£) p'ui Li À: 3) ñn
d'autre part, l’expression (32) de cos?az fournit maintenant pour pu
la formule :
| U 2 +2 (a?— b?)(a?— c?) (42) (£) (ea— pu)= SRORTÉ ED TNTE LAON UE
Ainsi que l'argument constant ?, l'argument variable w est déterminé entièrement, sauf des multiples des périodes.
Il y a cependant encore une observation à faire au sujet de la détermination des arguments w et ». On voit aisément qu'en les déterminant comme il vient d’être dit, on assure la concordance des trois cosinus de 43, b3, cz avec les expressions elliptiques, au signe près seulement. Il convient donc de revenir encore sur ce sujet pour assurer la concordance complète.
D'après la formule (41), 1l suffit d'assurer cette concordance pour deux de ces cosinus ; elle aura lieu, en même temps, pour le troisième.
Supposons deux périodes quelconques 26, 26'; changeons w et v en u—+2&, +26. Par ce changement, cosaz et cosbz se reproduisent respectivement multipliés par
e1a(o+D)-20,(+7) et e1g(@+& )—-208(7+77).
Soient, à des périodes près (f et g étant des nombres entiers), D+Oo = fo #8.
Les deux facteurs par lesquels se multiplient cosaz et cosbz peuvent se représenter par (—1})£ et (— 1)/. On peut donc disposer de la parité des entiers f et g de manière à donner des signes ad librtum aux expressions des deux cosinus. Donc, en résumé, l'accord complet des formules avec un mouvement à la Poinsot entièrement défini exige que la somme des arguments u el v soit déterminée à une double période près.
Ce dernier fait s'explique fort naturellement par une circonstance de mouvement. Pour l'axe z, ce mouvement est périodique; sa période, relativement à l’argument w, n’est pas la période réelle 2w, mais le
double 4w. La période de temps est 4w Le
Pour la parfaite intelligence de lapplication que j'ai en vue, il importe de bien préciser, en résumant, la détermination des éléments elliptiques au moyen des données ‘géométriques ou des données numériques qui en tiennent lieu.
Je suppose donnés :
1° Deux systèmes d’axes rectangulaires (de même origine) a, b, c Et x, ÿ;3;
; a\? b \2 c \? Es + 2° Trois nombres (£) » (2) EA » positifs ou négatifs.
Je considère un ellipsoïde ou hyperboloïde dont les axes de symétrie coïncident avec les axes de coordonnées a, b, c, et aient leurs carrés proportionnels aux trois nombres donnés. Soient a?, b?, c? ces trois carrés obtenus en multipliant les trois nombres par un nombre positif arbitraire 7?.
J'envisage les plans tangents perpendiculaires à l'axe 3; soit la distance du centre à l’un ou l’autre de ces plans. Je considère encore
h Ne :
le nombre — obtenu en divisant cette distance par la racine carrée -n
‘ ; | - | h se de n?, avec un signe arbitraire, et je prends le nombre 2 positif ou négatif, pour une donnée complémentaire.
Ceci posé, un mouvement à la Poinsot est entièrement déterminé avec une position de la figure mobile, comme il suit :
Les trois formules
ha' hb' hc' ; COS D 3 = —; COS CZ —
déterminent a’, b', c' en fonction des données et des éléments choisis pour construire la figure. Ce sont les coordonnées du point de contact du plan roulant ES une de ses positions. On a donc une position de la figure mobile.
Ces mêmes formules, étant écrites ains:
2 : . À db "#6 déterminent, en fonction des données, les composantes NU de la 4 7
rotation instantanée pour la position ci-dessus de la figure mobile. Le mouvement est donc bien déterminé, sans aucune ambiguïté. Pour représenter ce mouvement au moyen des formules elliptiques, on emploiera des fonctions elliptiques à discriminant positif. La déterminalion de ces fonctions elliptiques comporte, en premier lieu, lintroduetion d’une constante arbitraire d’homogénéité, réelle et dénotée par =. Les trois racines e,, €», e, sont alors données par les trois formules telles que la formule (38). Comme on doit avoire, > e3 > e;, les indices 4, 8, y reproduisent 1, 2, 3 dans un ordre qui n’a rien d'arbitraire. Les demi-périodes w,, wg, w, sont alors déterminées à des périodes près. On peut achever de les déterminer ad libitum,
Ce,
mais ce choix doit cependant être fait de telle sorte que la quantité 8 ait le signe qui lui est assigné par les données : elle doit être positive ou négative, suivant que les deux systèmes d’axes sont congruents ou non.
L’argument elliptique constant 6 est déterminé à des périodes près ë ; 4 \2 ar les formules (35) et (3 en sorte que les quantités fi) De Pi (57) et (59), I qui mal Te LL 3 ! ; # x . ;. ; d d 7 Eye > p # peuvent être envisagées comme des données. L’areument elliptique variable diminué d’un multiple impair de la 8 ‘4 | P b ne F ‘ : ; JL. > 4 période purement imaginaire est dans le rapport FE avec le temps. Mais, , rm + avec les données que j'ai prises, il faut le préciser davantage et dire la valeur de cet argument pour la position donnée de la figure mobile. À cet effet, on doit prendre les formules (42) et (41) qui déterminent
3 2 3 pu et p'u,et par lesquelles on voit que (£) puet (£) p'u peuvent
être envisagés comme des données. Par là, l’argument w, qui correspond à la position donnée de la figure mobile, est déterminé à des périodes près. Toutefois, si l’on prend arbitrairement l’une quelconque des déterminations de w et de », les formules reproduiront les cosinus de az, bz, cz en valeur absolue seulement. Pour qu’elles reproduisent ces cosinus eux-mêmes, il faudra ajouter à w + 6 une période déterminée, sauf des multiples des deux périodes.
Telle est, en résumé, la manière de représenter par les formules elliptiques un mouvement à la Poinsot géométriquement donné.
V. — Sur LA CONCORDANCE DES DEUX MOUVEMENTS À La Poinsor
Considérons deux mouvements à la Poinsot, qui donnent lieu aux mêmes fonctions elliptiques, c’est-à-dire à des fonctions ayant un même invariant absolu.
Nous distinguerons ces deux mouvements par les indices o et 1; l’indice o affectera les lettrés relatives à l’un, l’indice 1 les lettres correspondantes et relatives à l’autre mouvement.
Comme les deux constantes d’homogénéité u, et, sont ad libitum, on peut supposer que les quantités e,, e,, e4 sont les mêmes dans les formules relatives à l’un ou Pautre des mouvements. Grâce aux arbitraires U9, 44, on peut donc exprimer la condition de coïncidence des
invariants en disant que les trois différences, telles que
(aÿ—h$)(bÿ— h$) (aiî—hi)(bi— hi)
me Aô ui h?
sont égales entre elles.
Supposons maintenant les deux mouvements isochrones, c’est-à-dire ayant une même période de temps. Il faudra alors que les deux rap-
0 LL . s. = ports RS Ole égaux entre eux, en valeur absolue. On pourra dès
lors remplacer u5, x? par n°, n° dans les différences précédentes. Deux mouvements à la Poinsot, au même invartant et isochrones, seront dits concordants. La condition de concordance s'exprime, on
le voit, par la double égalité des trois différences, telles que
(43) GE Br Se GARE SRE EU ne n?h?
Considérant ainsi deux mouvements concordants, 1l nous faut trouver les relations qui existent entre les positions des deux figures mobiles, prises en un même instant quelconque. Dans la solution de celte question, il entre une constante arbitraire nouvelle; on peut supposer, en effet, que l’une des figures occupe une quelconque de ses positions en un instant initial, où l’autre figure occupe une position déterminée. Cette supposition faite, la correspondance entre les positions des deux figures sera complètement établie.
Les deux figures mobiles sont les deux systèmes d’axes 25, Yo, 30 et Li, V1, 31. Je ferai intervenir dans la notation un seul système d’axes fixes a, b, c, comme si les deux surfaces du second degré avaient les mêmes plans de symétrie. C’est, au reste, la supposition même que j'aurai à faire plus loin. ,
Les différentielles des arguments variables dus, du, étant égales à
LL
= de, _ dt, sont égales entre elles, en valeur absolue; uw, + u, est une 0 1
constante. Î[l est indifférent de supposer constante la somme ou la différence, attendu que les formules (1) restent inaltérées par le changement des uw, #, CG en —u,—v, — C. Je supposerai la somme constante, et poserai
La relauon entre les éléments elliptiques variables des deux mouvements est ainsi trouvée. C’est à l’addition des arguments qu’il faut maintenant demander les relations entre les éléments géométriques. EN
Pour ce but, on devra considérer les quantités suivantes :
f. ee ù 2 2 TRE DU 7 (ai— b?)(ai — ci) cos?a 2, Sa te
I \ = Thu = — ps dar bf)(ai— ci)cos'az;, F pri (45) :
— T3 p'uo = PEUT (a?— bi)(b? - cê)(ei — ai) cosazo cosb 30 cos cz,
TS DU (aÿ— b?)(b$— cf)(ci — a?) cosa 3, cosbz; coscz:. Ces quantités ont effectivement la signification elliptique que la notation leur attribue, comme on voit par les formules (41), (42) et (44). Pour deux mouvements concordants, il existe deux constantes +? pv, <* p'e, donnant lieu aux deux relations
-<3 D’ +3 1! 3 1) -3 1’ (46) HT ot A a C2 RUE AT DIE RD UT pe { 1 Tp'uo + tp’ \?2 (17) pu+epu+epez(: DEEE) :
| HAE DUi ete poe
Ces deux relations ne sont pas indépendantes; les deux constantes r? pe, rs p'e ne sont pas toutes deux arbitraires. Gette circonstance, on va le voir, constitue un avantage, et nous allons, pour préciser entièrement, envisager encore d’autres relations.
Considérons l’angle que font entre eux les deux axes mobiles 35, 3. Son cosinus est donné par la formule (21). En y mettant 6 au lieu de Uo—+ 4, | obtuens
PEACE PS 2 CU + AT —————— (48) 4 sd 2 4 COST ————— ——————————.
Nr Men) us D) j Vas à
Par le théorème d’addition des fonctions €, on a
1 P'üuy— pu:
r Une C RE (49) VAIRIT ES Ge PU Ip 03
Le second membre peut être exprimé par le moyen des quan-
tités (49), comme il suit. Posons, d’après (42),
RL ae + DIN es LUN (e9 M) ÉQUE=00) cù) COS? & 30 — CHI PARA EN) cos?a 3: TG n?h?
Les
en observ ant que cette quantité variable À ne change pas par 16 changement des lettres a, b, c: puis
nt [Cai— 05) (06 6) Co 46) eo m0 cos b 30 cos 20 A TRS es > 1 NAT 2 Le PA CRT EC DA) CREER CET A cos b 3; cos ei | nÿ hi 21 PU — pH
2 Puy— Pu:
Désignons encore par A et B les deux constantes
Le pE (Po — #4 p HE (vo+ #1) NE ne
nd 2 | me ASLADEE Ve | à Dee 2
L'égalité (49) nous fournit la relation
(52) A(cosazpocosaz; + cosbz, cosbz3; + cosczs coscz;) + 2N + B = 0.
En différentiant, nous allons avoir une nouvelle relation contenant la seule constante À. Pour faire cette différentiation, on a d’abord (44)
d dtu1 - du A nuit Cus) = (TE — 7e ) = T(Puo— PU) =— 7% d’où résulte, d’après (49), ANS ALES D'autre part, suivant (25), dcosazo (Ri—oreere eee a —————— = ——— (( FA dt n?h? < 7
La relation Va donne donc, par différentiauion,
63 A M re PO COSC 39 COS A 31 0 0
es
1 1 = 7 æ — + COS071C0SCZ1 C05 470) + 2A%"0:
Après avoir établi ces formules, envisageons la question importante de déterminer les positions correspondantes des deux figures mobiles dans deux mouvements concordants.
Ce qui justifie emploi des relations surabondantes (46, 45, 52, 53),
_c’est la nécessité de fixer les cosinus.
Si l’on suppose connues les constantes +2? pe, 7 p'e, A, B, on peut déterminer entièrement les cosinus de 43,,b3,,c3,, correspondant à des cosinus donnés pour 435, bz,, c 39. Effectivement, la relation (45) donne +?pu,, par conséquent À (50) et les carrés des cosinus. La relation (46) donne +#p'u,, et, par conséquent, N; puis l’une ou l’autre des relations (52) et (53) permet de fixer les signes des cosinus eux-mêmes.
n'y a d’ailleurs aucun embarras pour choisir ces constantes Se DU, 7° p'#, À, B, si l’on veut composer un exemple. Ayant pris, en effet, deux mouvements à la Poinsot dont les données satisfassent aux relations de concordance (43), on peut choisir à volonté, dans ces deux mouvements, les axes 3,, 3, pour Correspondants. La valeur de À, pour cette position, se trouve déterminée; par la relation (53), on en conclut À ; par la relation (52), B, et par les relations (45) et (46), éph-T pe.
On le voit donc, si l’on définit deux mouvements à la Poinsot concordants par la position des deux figures mobiles en un même instant, les constantes À, B, +? p'e peuvent être envisagées comme des données; de plus, pour chaque position ultérieure d’un des axes, 3, par exemple, celle de l’autre axe 3, est déterminée complètement par des formules explicites.
VI. — Sur UNE FORME DE L'INVERSION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES.
Dans l'expression (48) de cos 3,2, , les arguments w, et u, sont seuls variables, et leur somme est constante. Si l’on prend l’un de ces arguments pour variable indépendante, cos 3,3, estune fonction doublement périodique à deux pôles. On sait, par la théorie générale, que le carré de sa dérivée est exprimable par un polynôme du quatrième degré, où la variable est ce cosinus lui-même. Je vais former ce polynôme, non pas sous sa forme la plus réduite, mais sous la forme la plus commode pour l'application que j'ai en vue. Au lieu de raisonner sur l'expression même de cos3,23,, je vais employer une expression d'apparence plus
simple, en modifiant seulement les notations. Je dois avertir, en outre, que, dans ce qui va suivre, aucune supposition particulière ne doit être faite sur les fonctions elliptiques employées, tandis que précédemment elles étaient supposées à discriminant réel et positif.
La foncuon doublement périodique à deux pôles qui sert de type est la suivante :
(54) ne 0 20 Pr dde et l’on y considère w comme l'argument variable. Pour abréger Pécri- Lure, je conviens de représenter, au moyen d’un indice. le résultat de la Me d’un argument constant 1e à la place de w dans cette fonction. Ainsi, je poserai
—=é(a+vr)—{(a—(ûr.
Pour représenter alors une fonction doublement périodique à deux pôles et quelconque, je prendrai (3 — 34) muluplié par un facteur constant arbitraire, Cette notation a l'avantage de mettre en évidence les racines de la fonction, à savoir u = a et u—=—(a+v), sauf des périodes, et l’on peut immédiatement écrire l’expression de la fonction en produit; c’est sog(u—a)sS(u+a+#)
(5) 17 cac(a+v)ouo(u ++)
Prenons quatre fonctions analogues en employant quatre arguments constants a, b, &,, b,. Partagéons les facteurs, qui en proviennent C “ 5 ? acer ñ à DL à a a NL > suivant Pexpression (55), en deux groupes, chacun de ces groupes comprenant un seul facteur de chaque espèce pris dans une même fonction. Soient ainsi D et D, les fonctions composées de cette
manière :
Fes S'es(u—a)o{(u— a)5(u + b + OUT eEre dasdao(b+vr)s(bi+r)ous(u+r) 7 S'oo(u—b)s{(u—b;)s{(u+a+s)o(u + a+ à
dhbsbis(a+r)s(a+r)o?us?(u+r)
Ces deux fonctions sont doublement périodiques de seconde espèce, en général. Mais elles deviennent doublement périodiques ordinaires, toutes deux en même temps, sous l’unique condition
(56) a + &i = b + bi.
Supposons que cette relation entre les quatre arguments constants ait lieu effectivement. La fonction ® est alors doublement périodique ; décomposons-la en éléments simples. Il entrera, dans la décomposiuon, pu, p(u+e) et G(u + v) — Cu, en sorte qu'on pourra écrire la formule de décomposition sous la forme
P—a[pu—p(u+p)]|—B[pu+p(u+ve)+pe]—yz—àù, où æ, 6, y, à sont des coefficients constants, 3 tenant la place de buse PY Eu La fonction ®, se déduit de parle changement de uen —(u+v),
en ce qui concerne les facteurs variables. Pour ce qui regarde les facteurs constants, il faut encore multiplier par
sasds(b+e)s (bite) sb sbs(a + v) s(ai+ )
Dans le changement de w en — (u ++), pu — p(u + +) se reproduit changé de signe, tandis que pu + p(u+v)+ pe et z se reproduisent sans changement. On a donc
£ shsbis(a+r)s(ai+v) sasas(b+vr)s(bi+v) == a[pu—p(u+vo)]+f{[pu+p(u+e)+po]+yz+è.
Soit, pour abréger l'écriture,
(57) ob e(d+r)o(aire) 7 sac daio(b+r)o (bite) 7
et rappelons qu'on a, par le théorème d’addition, pu“p(u+p)+pr = 2?; nous pouvons écrire nos deux formules ainsi : (88174 Pb —a[pu—plu+v)]+(Bz?+yz+û), (59) APi= afpu — p(u+ve)]+(B3?+yz +).
J’en conclus
PP, + -(B22+ 74 SUIS —Lpu pale
En remettant, au lieu de D®,, le produit des quatre binômes ana-
lôgues à (3 — 34), J'ai ainsi
ue I &
(6o) (3 — 2u)(2— 2)(2 — 3a,)(3 — 25,) + SPA y + Ô )? da?
PRE RUSSE RP
C'est la formule d’inversion mise sous une forme spéciale, d'une grande généralité : 3 est une fonction doublement périodique de w et nous avons ici un polynôme du quatrième degré en 3 exprimé par le carré d’une fonction doublement périodique de uw; de plus, cette foncuon est la derivée de 3 par rapport à w; on a, en effet,
ee
dz mn de QUE QU TE du | EX Pour compléter ce résultat, 1l faut encore donner les expressions Se CRE = re S re à & des constantes 4, 6, y, à en fonction des arguments à, b, a,, b,, v. À cet effet, pour avoir + et 5, envisageons la partie principale de D
aux pôles u—oetu——#+v, Nous aurons ainsi s \ I. a——$, (61)
} s < E x? te L'expression qui en résulte pour le coefficient Taune forme inté-
ressante. Pour la présenter sous un aspect symétrique, posons, conformément à la relation (56),
&=cC+ a, a
bi = C4", b
D'après l'équation à trots termes, on a sasas(b+e)s(bi+vr)—shsbis(a+v)s(a ++) = sp s(2c+p)5(b"— a) s(b'+ a"), et il en résulte .
ONE [ses(2c+o)o(b— ax )53(b"+ a')|?
À 4oucacbobis(a+v)o(ai+e)o(b+v)o(b1+e) o By
| ; 4 2 6 Il y a aussi une expression remarquable pour Fa mais ce n'est pas
par celle voie qu'on la trouve le plus facilement. On l’obtuent immé-
SUR LE MOUVEMENT D'UN SOLIDE DANS UN LIQUIDE. 337 diatement en observant que le polynôme (60) diffère seulement par le
f = ÿme (!
acteur constant F du polynôme GA
(63) 3t— 6pp.32+ 4p'9.3 + g:— 3p?v,
LA _
L d 2 A D j expression de (à) . Le polynôme (6o) manque donc du second terme du et l’on a
D (ee) —
rs eZ 24 + 40 Sa, + Sp,
Cette forme de l’inversion se présente dans plusieurs applications mécaniques, mais pour des cas particuliers de la formule (60). Dans l'application que j'ai ici en vue, le coefficient $ est nul. On voit parles
égalités (61) qu’en ce cas À et se réduisent à l’unité, et la formule (60) devient simplement
(64) (z—za)3— 3)(3 —3a,)(3— 3,)+(y3 +0) = [pu — p(u +e)f.
La manière dont il faut choisir les arguments à, b, as, b, pour obtenir cette formule n'apparaît pas très nettement par la relation
(65) 2a + 3h + Za; + 34, = 0,
non plus que par la relation À —1 avec la forme (53) de À. Mais, en employant les notations (62) et posant, en outre,
(66) = wc, on peut écrire À ainsi
no (Ware die DD oc Eee (pæw—pa)(pe—pb) _ g(w—b')s(w+b)d(c—a)s(c+a) (pw—pb')(pc—pa')
La condition À 1 donne alors
(67) (pæ— pa')(pe—pb')+(pæ—pb')(pe—pa')=0o
et permet de trouver sans ambiguïté la fonction p pour l’un quelconque des quatre arguments a”, b", c, w, étant donnés les trois autres,
(!) Traité des fonctions elliptiques, Lt. 1, p. 119.
VIT. — MouvEeMENT D'UN CORPS DANS UN LIQUIDE INDÉFINI EN L'ABSENCE DE FORCE ACCÉLÉRATRICE.
Equations différentielles.
D’après MM. W. Thomson et Tait, M. Kirchhoff a établi, sous une forme bien connue et fort remarquable, les équations différentielles du mouvement pour un corps solide plongé dans un liquide indéfini, en l’absence de toute force accélératrice extérieure. Clebsch (t) a modifié la forme de ces équations par l’emploi de variables un peu différentes, et c’est la forme de Clebsch que j’emploierai 1c1. [ y a, dans ces équations, six inconnues #1, Lo, L33 Vis Ve, Ya. La variable indépendante est le temps, désigné par t. La lettre T désigne la force vive du système total (solide et liquide). C’est une forme quadratique contenant les six variables x, y.
Voici les équations différenuelles dont il s’agit :
| dx; Me CR OT ss OT RTE dYr a Vs | dx» JT OT (68) He RE Se ) dt 0Y3 dVi LANCE RTL FT di -9ya ?
dy D OT 8h Fa OT oT LE Lg = = V9 — y; dt ? 02 " 0T3 Ÿ 0Va J * 0Y3 LMT JT OT SATA ME (69) l RE en dt 03 OT; 0Y Û 0Yi dy, SRE Re dE OT
in Li — << Va — — dt ? di * 0x2 2 dy 2 0Y2
Voici maintenant la sigmification des six-variables, On considère trois axes rectangulaires, mobiles dans l’espace, fixes dans le corps. Les composantes de la vitesse de l’origine de ces axes, prises sur ces axes eux-mêmes, élant désignées par U, V, W, et les composantes de la rotation instantanée relative de l’espace par rapport au corps
(') Mathematische Annalen, t. II, p. 238.
étant désignées par P, Q, R(!),;ona
Rasa OT ar RUES GNT PO RNUE OT OT - OT
APT PT 70" JÉSEORe
quand T est exprimé par les variables U, V, W, P, Q, R. Inversement, T étant exprimé par les x, y, on a
OT Fibre oT 7 ] = ——— [ = = 9 ] = (70) C dx ? \ Or "0T3 (70) PR en che dYi OVa dV3
Quelle que soit la forme quadratique T, les équations différenuelles (68) et (69) ont trois intégrales immédiates, savoir
(92) D Const —1?, (73) xZi+xi+æri= const. = Mn, (74) TiYI+ La Ve + Es Va = Const. = n.
Cas intégrable. Réduction à une intégrale elliptique.
M. Kirchhoff avait réduit à une intégrale elliptique la solution du problème dans le cas particulier où la force vive ne contient que les carrés des variables. Clebsch, dans des recherches fort étendues sur les équations (68) et (69), a montré que la même circonstance se produit dans un cas un peu plus général, celui où T a la forme sui-
vante :
(5) T=splrt+ai)+ pat ‘ ! J D 2 AR:
RCIP La) ire ST CYIE TE) r'Yi
Effecuvement, en ce cas, le second membre de la dernière équation (69) se réduit à zéro. Donc y; est une constante. Cette nouvelle
(!) Je dis la composante de la rotation instantanée de l’espace par rapport au corps et non la rotation du corps dans l’espace, afin de rétablir le sens habituel de rotation, qui est renversé dans les équations de Clebsch. L'observation de ce détail, sans importance théorique, est cependant indispensable si l’on veut éviler une confusion_dans les résultats.
intégrale assure la solution complète, comme on le sait par le principe du dernier multiplicateur. Sans donner le calcul, Clebsch dit qu'on parvient à une intégrale elliptique; c’est ce qu’en effet nous allons montrer.
rai PE 4 À RE Ë o s Par l'intégrale (54) et la troisième équation (68), nous avons
Rare ToYa= NN —L3ÿ3, | 1 dT3
To V1 — Li = — —— 21 — V2: Ur )
et l'identité (ti Vi + L2ÿ2) + (Ni pra) = (zi+æi)(y1+yi)
nous permet de conclure
(77) a (Ge) + ete (et+ at) ot+ re)
L'intégrale (53) donne
(78) Ti+ Li = Mm— x,
et l’intégrale (72) devient
(79) Pr = EE (mi hrs — 23),
avec ces notations abrégées
pm+a2gn+ry3—l M; = tros li en ee (80) AREAS
Au moyen des expressions (58) et (79) l'équation (35) devient
(81) (ee = r(p'—p)(m —hx;3— xi)(m—xi)—ri(n— 733). Comme y, est une constante, nous avons ici une équation différentelle où les variables sont séparées; le temps est exprimé au moyen d’une quadrature elliptique.
Il's’agit maintenant d'exprimer les variables x, y en fonction expli-”
cite du temps et de parvenir, par leur intermédiaire, à l'expression des quantités qui déterminent, à chaque instant, la position du corps solide.
Ti
Inversion; expression elliptique des constantes.
Pour ce but, employons la formule d’inversion (64) en assimilant le carré — r?(n — y323)? au carré (y3+0)?. Pour identifier entre elles les premières parties des deux polynômes du quatrième degré, il faudra poser
(82) near et
o étant une constante d’homogénéité arbitraire. Sans préciser en aucune façon les signes des radicaux, nous poserons ensuite
— mm = p(s—z)=— sh+es—Vm, (83) | L3 + Vm=p(s=3)=— gh+es+Vm,
1 1 L3 + In—(/am+ M = FOR LR Rire hk2+ mi, a
I I rt he (TR m2 ef — 5h) =; Lhtez+|/im+m L"
De là résultent d’abord ces expressions des constantes
(84) (/° R?+ mi = p(zu — 20),
sh = p(Za+ 30) = — P(Zai+ 36,);
les deux dernières sont concordantes suivant une égalité ci-dessus (65). Pour abréger l'écriture, posons
UNE
se + VIE P)
et identifions les deux carrés dans l’un et l’autre polynôme du second degré en posant |
DE sa À) = 667840).
Nous aurons ainsi, d’après les égalités (81) et (64),
dr; n T2 dx; (%) = us —n (5) A AT (SE) ;
et, en extrayant les racines carrées, (87) du = pÿr(p'—p) di,
relation entre l'argument w et le temps £. Pour préciser, nous supposerons la racine carrée’extraite de la mème manière que dans l’expression (85) de s.
Pour exprimer s et d’après l'égalité (86), employons maintenant la relation (58) qui devient, $ étant nul et a —1,
s n 88 DE — 7? MED) IP RER AT (88) pu—p(u+v) x | 2 =)
Semblablement, À étant l’unité, on a, d’après (59), S n (89) = pu pluse)+ Sa):
Prenant w — a dans la première, hypothèse qui fait évanouir , ou bien uw — b dans la seconde pour faire évanouir ®,, on a, sui-
vant (83),
s RENE ETE (88 a) pa—pla+e)= S(Vm— 2), (89 a) po—p(o+e)= (me).
De là résultent sm = = pApb + pa— p(a+v)—p(6+»v)], (90)
sn | SE pp —pa+p(a+r)—p(b +v)].
3 pet On peut aussi obtenir d’autres expressions de s si l’on décompose D et ®, en éléments simples et que l’on prenne, dans ces décompositions, les termes en Cu.
On trouve ainsi
S— p[é(b+v)+E(bi+o)—ia—{a—o26re] =—p[é(a+r)+i(ait+e)—Cb —Cbi—o26v],
expressions dont la concordance se vérifie par la relation (65).
Expression des variables par des fonctions elliptiques.
Pour la suite du calcul, j'aurai à décomposer en éléments simples la fonction LS
et je vais faire tout d’abord cette décomposition.
Devenant infinie seulement quand le dénominateur s’évanouit, cette fonction a les seuls pôles u — a, —{(a++v), b, —(b ++), comme on voit par les expressions (83) de æ3 + Vm. Nous avons à chercher les résidus de ces pôles. Un tel résidu est la valeur prise, au pôle considéré, par l'expression
JL ñ n T3 me) T3 — — LT3— — ÉTAT Pants AE d(xi— m) 24% 20 pu—p(u+$)
du du
Les pôles sont, tous quatre, des racines de ® ou ®,. On voit par les égalités (88) et (89) que les résidus sont + = suivant qu'il s’agit des racines de ® ou des racines de D,. Voici donc la formule de décomposition
o(u) = É[E(u— a)+E(u+b+e)—E(u—b)—Eu+a+v)+D],
avec une constante D qu'il faut encore trouver. Pour ce but, observons que l'hypothèse u = o rend x, infini (82) et donne ainsi 9(0) —=1. Donc
: 25 (91) LENCO CM) =.
Nous allons tout à l'heure employer cette décomposition de o{u), . ; . , : s sous la forme suivante. Multipliant o(u) par éry3 dt — me nous avons
ir T3(V3T3) —,;n) dt xi— m
[E(u—a)+G(u+b+p)—{(u—b)—{(u+a+v)+D]du.
Te RS IT SE RTE RE ED PET RO CONTE AS RE EP VE ENTRER RL re S » + LE HT [ DE SIA
Prenons maintenant, d’après (83), la demi-différentielle logarithmique de xi—m; ce sera, en tenant compte de l'intégrale (53),
Li dTi + Lo To LÀ + Ti = -[f(u—a)+i(u+at+v)
+ C(u—b)+{(u+b+vr)—olu—ot(u+v)] du,
comme il résulte de l’expression (55) établie pour 3 — 3, et prise aussi pour son analogue 3 — 24.
En combinant les deux dernières égalités, j'obtiens celle-ci, qui va
être employée è
Li AL + Vo dia — WX3(VsTa—n) dt Xi + va
= fétu+ ae) + tte 0) tte +») tu — ED) du.
Arrivons maintenant à la première intégration qu’il faut effectuer. Formons d'abord, d’après les équations différentielles (68), la quantité
AL dæ; RS RM AUNTE
er MARNE ra (æ Ras .)
En mettant, pour T, son expression (55) et utilisant l'intégrale (54), nous obtenons |
ræa(n | dt
OS Did 7 ps È qq) ET Ys RON ARE
OISE SEE
Ti dX> — Lo dr; L (4
Zi + x On a posé 1C1, pour abréger, $ h g —q &œ —= — r— "It |
8 — s(g — 9) D ES rY3 NS
À peine est-il besoin d'observer que les quantités représentées par ces lettres & et $ sont sans aucun lien avec celles qu’on a envisagées dans un paragraphe précédent, et qui ont disparu du calcul.
SUR LE MOUVEMENT D'UN SOLIDE DANS UN LIQUIDE. 345 Les égalités (92) et (93) nous donnent Li dTi + Le Axe + (Xi dXx Xidr:) 2 on EE
— LÉ D+ Bain ae) +t(u 0) ture) —tu|au,
d'iog(ti+ ite) =
ou bien, z étant remplacé par son expression (54) en éléments simples,
> d ; : a I | “ # Tu 108 (ri + lL)) —= 2 = Der AGE p)—{Qu —Ce]
HG(u—a+e)+Q(u—b)}—{(u+e)—tÿu.
Intégrant les deux membres et écrivant sous une forme appropriée la constante d'intégration E, nous obtenons
FEU en fee p)os(u—b) (5e
eee € D .
(95) ti +13 P | Su s(b+r)sasus(u+v) ,
Pour en déduire la Re conjuguée T4 — io, je divise par Zi + iæ la somme des carrés x°+xi= m — x? = 0?(3 —3,)(3 — 35), après avoir exprimé 3 — %4 €t 5 — 3, en cd (55). Il vient ainsi
Su jjaeuranee pi
: lo) Gr ir ete Tor Acer s(a+v)sbSus(u+e)
Les deux autres inconnués y, et y, s’obtiennent sans intégration nouvelle par le calcul suivant, où interviennent les relations (56),
(Eire) (Y1T iYe) = TiY1+TLaYa EI Xe Yi —Y2Ti)
ce qui conduit à cette formule
| 2 (Tir) (NTFip:s)=T 2 [pu p(u+e) + à _ (m7)
où enfin, d’après (88) et (89),
(ti+ite)(VYi—1Y2) = — TT,
(ti—ite)(Vi+ipe) =+ Ê D
Les quantités x, + 1x2, D, D, ont déjà été exprimées en produits; par là on connaîtra les expressions de y, # éy2 sous forme analogue ; mais elles ne seront pas utiles.
Nous avons ainsi exprimé en fonction explicite de &, proportionnel au temps, les cinq inconnues +, y. Mais ces inconnues sont auxiliaires. Il s’agit d'en déduire les quantités qui fixent, à chaque instant, le lieu du corps solide dans le fluide où il est plongé.
Rotation du corps solide.
Je désigne ral par X, Y,Zles axes fixes dans l espace, par Abe C les axes fixes dans le corps.
Ti . r . , OT . . q Les trois dérivées de sont les composantes (71) de la rotation instan-
tanée relative de l'espace par rapport au corps. En considérant la rotation relative de l’axe Z, on a donc, d’après la PAGPOstION de Cinématique rappelée plus haut C20):
PA LL PA La PA dt OV 0Y3
avec deux équations analogues obtenues par RON En circulaire
des lettres À, B, C.
: OT ; | ; Les coefficients de sont maintenant des fonctions connues du temps £
en sorte que l’on à ainsi trois équations différentielles linéaires, sans
second membre. dont les trois cosinus forment un système de solu-
ons. La solution générale comporte trois arbitraires, dont une seulement est déterminée dans le problème actuel par la condition que la somme des carrés soit l’unité. Mais on peut, à volonté, fixer les deux autres arbitraires en choisissant la direction de l’axe Z.
ën comparant les équations actuelles aux équations (68), on voit qu'il existe un système de solutions où les inconnues sont proportionnéles a er ne |
On peut prendre pour les trois cosinus un tel système et écrire ainsi, d’après (53) et (84), cosAZ cos BZ _ cosC VAR > Lx bs(a+v)s(b ++) TIMOR La or DIVERS 0 (a—b)5o(a+b+e)
arA à (SRE
ee 2
Suivant les égalités (83), (84), (95) et (96), j'en conclus donc
23 x mile À,
cos CZ — er S(u 2 S° ) 2 -—-D cos AZ + cos RZ = à B[ UE D rene to ©. s(a—b s(a+b+v)s us(u+s
LE eue ]F Tate PE 9) çu— e) Es TOME
AZ — BZL = | ———— cos t cos Eren s(a—b)s(a+b+r)sus(u++s)
En posant, comme on l’a déjà fait pour le cas du mouvement à la Poinsot, € = cos OX + z cos CY,
Lo = cosOX — z cos CY,
et supposant les deux systèmes d’axes congruents, J'ai encore, ainsi qu'on l’a trouvé en l’endroit cité,
de d£, 0 T OT Co — re. = dif cos A+ = cos BL)
ou, en divisant par CS, = 1 — cos? CZ — cos? AZ + cos? BZ,
OT OT
1 de 1 d® EN He Vos
= — PVR SRE ERA
€ dt Co. dt x? + ti er L1V1+ Le =— aim (9 + r EP )» d’où résulte
n 1 d© PEN gsm sm Vas ENTRANTS ENS rV3 0 Do xi—m
Pour décomposer en éléments simples le dernier terme, on a ici un calcul analogue à celui qui concernait précédemment 9 (4). Les résidus ont pour expression
n n CEMER re ——— — Ê& nt Site sm L V3 as $ Vm à ie 0 FLE o æa[pu—p(u +v)] D jf du
Il faut y substituer successivement, à la place de uw, a et —(b+e), racines de D, puis b et —(4« + +), racines de D,. Pour le premier et le quatrième pôle, æ, est égal à Vin; pour le deuxième et le troisième, T3 est égal à — /m; c’est ce qu’on voit pour les équations (83). Les
résidus sont donc successivement — 1, +1, —1, +1. En outre, la fonction s’évanouit pour #,.infini, c’est-à-dire pour u = 0. Donc
n ‘ mn A ANS e . : x? _ = (u+a+v)+t(u+b+o)—{(u—a)—i(u—86)-D:, Î LAIT
(99) Di=ta+tb+t(a+e)+£(b+v).
Posons encore, pour abréger,
sym (100) NE gsm rY3 et l’on aura, en intégrant, e 2Y d(u+a+e)s(u+b+o) log = =—{ D) + log’ —+ const.
PAC (= ) 4 s(u—a)o(u—b)
D'autre part, le produit 2€, est égal au produit des facteurs
"cos AZ — 1 cos BZ.
Prenant, pour ces derniers, leurs expressions (98), nous avons
s(u+arv)o(u—b)o(u+b+v)o(u—a) s'us(u+9)
log, = log + const.
De là résulte loge?, et enfin € et €, comme :1l suit, en donnant une forme convenable à la constante arbitraire E,,
k an sasbs(u+a+v)o(u+b+ov) —(L+in) x og VTT TT sabot eneucmens À IJOI “ N ne FA HAT uw D SORT ESS CN PR) S SRE a)o(u — b) G+in)e
E, g(a—b)s(a+b+ve)suo(u+v)
On a vu, dans le paragraphe III, que la connaissance des quantités cos CZ, cos AZ + : cos BZ et cosCX Æ : cos CY détermine entièrement et sans ambiguïté la position relative des deux systèmes d’axes, quand on connaît le caractère de congruence. Ici nous avons supposé les axes congruents. La rotation du corps est donc actuellement déterminée.
Translation du corps solide.
Il faut maintenant trouver, en fonction de uw, les coordonnées X, Y, Zde l’origine des axes fixes dans le corps, mobiles dans l’espace. Les deux premières coordonnées sont données explicitement en fonc-
ton des quantités précédentes, la troisième exige une intégration. Pour les deux premières (!), on a les formules
> A— 7 A G0S AY 2 ya 608 BY + Ya cos CY ), m Vm Par une transfôrmation facile, fondée sur l'emploi de la relation élémentaire (8) avec l'hypothèse actuelle e = +1, on conclut de là
d' (y1 cos AX + y2 cos BX + y3 cos OX).
(X +1Y)(cos COX —zcosCY)
Le [.y1(cos BZ + à cos AZ cos CZ)
m | + Ya(— cos AZ + r cos BZ cos CZ) — 1 y3(1— cos? CZ )|, (X+iY)(cosCX — cz rosCY)
I La — TX nr À + To V É xÈ | 2 V1 pa re 1#1 se
_ ÿm 2 m m
ou bien encore, suivant les relations (76),
er te RER NT a dan LT ue (KEY) (eo OX — co Cv)= | EE DE (ner) L
De là enfin se conclut, en prenant aussi l'expression conjuguée,
(102) (XÆ1Y)(cosCX = TcosCY) 1p2Ys | « see — T3 nn Le UE PELE Re Me mere eee, s Eh piue + à (0 2 2]
Le facteur cos CX £ cosCY est une fonction doublement périodique de seconde espèce, tandis que le second membre est doublement périodique. Donc X Æ7Y est doublement périodique de seconde espèce. Les deux quantités conjuguées cosOX + cosCY ont des multiphicateurs réciproques, puisque leur produit 1 — cos? CZ est doublement périodique. Donc X +£Y a les mêmes multiplicateurs
que cos COX + z cosCY.
Nous allons décomposer X +:Y en éléments simples. L'élément simple type se déduit immédiatement de la forme (101)
(!) Kirchhoff, Vorlesungen über mathematische Physik, p. 240.
2Cy 1 7e ol 350 © ©: “'OÉUVRES DE G.-H. HALPHEN, de cos COX + 7 cos CY : c’est ü V YA s(u+a+b+vr) (ani)e qu Les pôles de X H1Y sont u—=0o et u——v; ce sont des pôles :
simples, attendu qu'ils sont doubles au second membre (102), et à S ; A0 to2y simples dans le facteur cosCX — ; cosCY. Leur résidu est + Re coeflicient de pu et p(u + v) du second membre (102), divisé parle résidu de cosCX — #cosCY. Il n’y a pas d’autre pôles, comme on va voir.
Observons les valeurs du second membre (102) pour les valeurs particulières de w suivantes : a, — (a+e), b, —(b+v). Pour les
deux premières, on a, suivant les égalités (83),
pour les deux autres, T3 =—Vm.
se confond
Par conséquent, pour les deux premières, Wm — 3 Z
ñn ° ) avec La — FR pour les deux dernières, avec — {73 — Rs + D'autre 3 3
part, suivant les égalités (88) et (89), > (as PE ; | est alors égal à Æ y'a +[pu—p(u+o)],
le signe + convenant à u = aet u ——(b ++), le signe — à u —b etàu——{(a+v). Ilen résulte, pour la quantité entre cr ochets, les valeurs suivantes :
S Éie, DEPUIS ot ” lo[pa—p(a+e)
UE O, pu—p(u+vr)E—(xr3s — —
( u=—(a+v), pu—p(u+v)TE E (a (
u=—(b+v), pu —p(u + . Haies
On voit par là que le second membre (102) s'évanouit pour uw = a el u — b, quand on prend le signe supérieur, et pour u=— (a ++)
ouuw——(b+v), quand on prend le signe inférieur. Il en est de même pour cosOX — # cos CY.
Il s'ensuit que X +: Ÿ n’a que les pôles UE OXE Ut, el lon conclut 5} - T : uw ls RE EN Ltjate a) io2y3E1 APE TAN AREA CAR NS PLUS 20 D s(u+<a+b+ov) ; _ o(a+r)o(b+v) sasbsu s(a+r)3(b+ve)s{(u+oe) Y.1 25m Ex re ete +in,)e tp? 3 da —b)sr s(u—a—b—#) s(u—a—b) ee sasb ca +r)o(b+re)ou sasbo(u+v)|
On remarquera que les seconds membres, dans ces deux égalités, se déduisent l’un de l’autre par le changement du signe, accompagné du changement de a et b en — (a +), — (b+e). C’est ce dont on se rend aisément compte par les expressions de cosCX + rcosCY et celles des constantes.
La coordonnée Z de l’origine des axes mobiles exige une quadrature; elle est donnée par la formule
dZ
eee UÜ cos AZ" + V cosBZ + W cos CZ.
Par des transformations successives, cette formule devient
dZ j ; — [ti (PT + qi) + To(PpTo+ 9 Va) + t3(p T3a+q Y3)]
— ts [(p— p}xi+(g'—4q)yst3+ pm + qqn]
\ 2 np) (er 2x) + pm + qn— = pm == 1
dZ FE $
dE Erysevm eV D] 2E de tes 2,
ir ya m
A . L ni] sn En intégrant el hourant par oeto; les deux constantes, nous avons
TS TER Po ue pi]
[pu+ p(u+e)+pel.
(103) + L+const. = 0t+ dp[E(u+e)+Cu—upr], des Poe on) Ve (104) & SÉDESp V3
OR
ir y3V mn is ÿ/m
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Nous avons, on le voit, résolu le problème qui consiste à déterminer explicitement en fonction du temps la position du solide.
Notions générales sur le mouvement du corps solide.
Indépendamment de toute discussion approfondie sur les formules que l’on vient d'établir, on peut se faire une idée sommaire du mouvement que ces formules représentent.
< ; E à u Soit 0 le rapport de l'accroissement du temps à celui de 2 (35);
Q = — - 9 RP à Vr(p—p) WYs
Nous supposons réelle la constante arbitraire 6. L’argument uw, ou du moins sa partie variable, prend des valeurs soit réelles, soit purement imaginaires suivant que à est lui-même réel ou purement imaginaire, suivant donc que (p —p}) est positif ou négatif (r est positif, car la force vive T est nécessairement représentée par une forme positive).
Comme les invariants sont réels, 1l y a une période déterminée 26, de même espèce, réelle ou imaginaire, que les valeurs de du; il y COr-
respond une période de temps {=
Considérons d’abord le mouvement angulaire de l'axe C ou axe du corps. Le cosinus de l’angle CZ (93) est une fonction doublement périodique, dont une période seule intervient. L’angle CZ reprend donc la même valeur à la fin de chaque période de temps.
Considérons maintenant l’angle Ÿ que l'intersection des plans AB et XY fait avec l’axe X. Cet angle est donné par la formule
cos CX + 1 cos CY
DE ER RSR Es AE AR AS RER eut cos CX — cos CY
LA
On voit par là qu’à chaque période de temps l’angle Ÿ se reproduit, augmenté d’une constante d,, de telle sorte que les fonctions doublement périodiques de seconde espèce cosCX Æ cos CY admettent les multiplicateurs e“* correspondant à la période 26.
Ces deux angles CZ et Ÿ définissent complètement le mouvement
angulure de l’axe GC du corps. C’est, comme on voit, un mouvement varié, mais qui coïncide périodiquement avec une rotation uniforme,
Yo
de vitesse nu autour de l’axe Z.
Envisageons actuellement le mouvement de l’origine des axes mobiles ou centre du corps. La coordonnée Z est représentée par une fonction (103) qui se reproduit, à chaque période de temps, augmentée d'une constante Z,. Les deux quantités X Æ £ Y se reproduisent mulupliées chacune par une constante; mais, comme. on l’a vu, ces fonctions ont les mêmes multiplicateurs respectivement que
cos CX + r cos CY,
c’est-à-dire e’*%, Le mouvement du centre est varié, mais coïncide périodiquement avec un mouvement hélicoïdal uniforme, dont l’axe est Z et dans lequel au temps {, correspond une progression Z,, parallèle à l’axe, et une rotation Ÿ, autour de cet axe.
En réunissant les circonstances relatives au mouvement angulaire de l'axe et au mouvement du centre, je conclus que le mouvement de l'axe lui-même coïncide périodiquement avec un mouvement hélicoïdal uniforme, ou mieux se compose de ce mouvement et d’un mouvement périodique. 5: .
Considérons enfin l’angle + que l'intersection des plans AB et XY fait avec l’axe À du corps. Cet angle est donné par la formule
cos AZ +icosBZ
e21® = —_———— "— —— +, : COS AZ — :cosBZ
Les’ deux fonctions cos AZ Æ scosBZ (08) ne sont pas, suivant l’acception ordinaire, doublement périodiques de seconde espèce, sauf si l’exposant $ est un nombre entier. Mais, dans tous les cas, elles ont toujours la propriété de se reproduire, à chaque période, multipliées par des facteurs constants. L’angle © se reproduit donc, à chaque période de temps, augmenté d’une constante ©,. Getle circonstance, jointe aux précédentes, permet de tirer la conclusion que voici :
Le mouvement du solide se compose : 1° d’un mouvement hélicoidal uniforme autour de l’axe Z; 2° d’une rotation uniforme
(à viLesse de autour de l'axe du corps; 5° d'un mouvement pério-
dique (à période {5 ).
Enumération des constantes. Homogénéité.
Dans la suite des calculs qu’on vient de parcourir, il importe de ne pas perdre de vue les constantes primitives et leur liaison avec celles qu’on a été conduit à mettre en leur place.
Les constantes données sont au nombre de dix, savoir : 1° Les six coefficients de l’expression de la force vive (75) p, p', q, g',r, Fr; 2° Les quatre constantes d'intégration {, m, n, Ya (72), (73) et (54).
Dans nos formules, on voit figurer implicitement les deux invariants des fonctions eMiptiques et explicitement les trois arguments constants v, a, b. Les arguments à, et b, peuvent être omis comme déterminés par les précédents. Ce sont donc là cinq constantes.
La constante d’homogénéité peut être omise comme entièrement arbitraire, ou bien on peut encore observer que les fonctions elliptiques interviennent, dans toute les formules, avec la lettre p, de manière que l’homogénéité soit respectée : toutes les combinaisons qui s'offrent sont, à ce point de vue, du degré zéro, chaque argument étant censé, ainsi que p, du degré 1.
Avec ces cinq constantes elliptiques, les formules présentent cinq autres constantes que nous pouvons distinguer, savoir a, y, Ü, 0, 04.
Nous allons reconnaître que ce second système de dix constantes détermine complètement, et sans ambiguïté, le premier. Dans le paragraphe suivant, nous établirons le résultat inverse.
En premier lieu, au moyen des cinq constantes elliptiques, on
; Ô n RES détermine m, > avec les constantes auxiliaires mn,, h, s, par les for- J3 :
mules (84) et (90), que nous transcrivons 1e1 :
2 /m == C(Za E Sp),
1/7 mi = p(&a,— 20),
sym = = [pb A PASpia re) pére)
— = = pt[pb — pa+p(a+v)— p(b+v)|].
L’exposant , qui figure dans les formules (98), est déterminé par
ces quantités, puisqu'on à (9/4) | hr F 28 Les constantes auxiliaires »,, n,,s sont liées aux constantes primitives par les relations (80) et (85)
pm+2qn+ryi—l CR A
Mi = £ ET de h= fes see V3; Psp Vr(p'—p)
Quant aux constantes que nous avons distinguées dans les formules, voici leurs expressions (94), (100), (104) et (105)
ATEN: RAS Er su ce EG r 4Y3 m 8 25 ou
EN RME TY
Ü = PNR — de ,
VD me
ess [pm qn — + (p'—p |:
Vÿm
V3 mn isV m Par les cinq premières constantes sont déterminés, nous venons de
. FE nm U . os »
le voir, Ve, m1, h, s. Maintenant, au moyen de 0,, est déter-
miné Ya el, par COR ÉqUENS n. Au moyen de 8 et 1e sont ensuite déterminés r et q, puis q par la relation
h=2ry3(q — gq)02.
Enfin est déterminé au moyen de «, p et p au moyen de s et 6, l'au moyen de m.
Il est donc établi que la connaissance complète du mouvement du corps entraîne aussi la connaissance des constantes qui figurent dans les équations différentielles et les intégrales.
Il n’en serait pas de même si l’on connaissait seulement la rotation du corps, non sa translation.
Et d’abord, il estévident que la connaissance de la rotation ne peut entraîner la connaissance d’aucune longueur. Par conséquent, la rota- Uon ne peut déterminer que des combinaisons de degré zéro entre les constantes, ce qui en réduit le nombre d’une unité. En outre, à et 0, n'interviennent pas dans les formules de rotation. La rotation dépend donc seulement de sept constantes, et c’est ce qu’en effet on reconnaîtra : plus loin.
Il est aisé de trouver, à ce point de vue, les degrés des diverses constantes. |
Par rapport à l’unité de longueur, la force vive est homogène et du degré 2, les vitesses U, V, W sont du degré 1, les vitesses de rotation P, Q, R sont du degré zéro. Il en résulte pour x,, #2, x, le degré 1, pour 31, Ye, Ya le degré 2, pour p, p' le degré zéro, pour g; g' le degré — 1, pour r, r' le degré — 2. Les degrés des autres constantes
en résultent, savoir
n SATEAR L'EMTSERS ENTen me ir OR EO 20 pe EE VS A0 J 3 Le s
DE DRE De 00 ets MMS PTS LE AT OC MO ESA D RER LO"
Si les arguments elliptiques sont considérés comme de simples
nombres, 5 est une longueur.
Expression des éléments elliptiques en fonetion des données.
Pour avoir plus de symétrie dans les formules, j'emploie, au lieu de
m, mi, n, h, les notations suivantes :
: I n ; Ë (106) =h =", TR EN VIT RH, pe hR?+ mu = pu.
À J'3 4 Ces quantités, ainsi que s, sont toutes des longueurs. Par leur emploi, le polynôme (81), divisé par r(p'— p}), s'écrit
ainsi
(T$ + Svita— p?+4vi)(xi— pt) + s(x3—v}?.
Pour faire disparaître le second terme, on pose æ3= y — y; le polynôme devient (Y?+ 2V1Y + vi — u?) Cry? 2V1Y se Vi — ue? )-+ s2(Y —v — V1 )? et doit être identique à cet autre (63)
Jt— 6p2pv.y?+ 403p'e.y + pt(ga— 3p°29).
CS Qt SI
De la comparaison se tire immédiatement
> RS En 2 me het (FO À Go?pr = ov?+ ut puis,
(108) 209p 0 = (ui pu?) — s2(% + vi), el cette combinaison, qui servira plus loin,
(109) ph(I9 pp ss) = (avi Rut+ pis?) À
oies (y
ee tL2 ) (2e (te ) Er s?(v De Ya).
Par le théorème d’addition, on a
| D LD p ba > DA EPA Er) + pos | | = 7$.
| et ne Hé
Mais, d’après (84),
es Re 0 Za = Vin + ne =" +;
Se He jai donc, au moyen de (105),
c?[pa+p(a+vs)]— [(2u+ou)(ovi+ nu) —s?— nu], tandis que l'égalité (88 a) donne
c?[pa — p(a + e)] — s(u. — y},
Voici donc connus pa et p(a ++). Il suffit de changer les signes devant s et x pour changer a en b. J'ai donc aussi
p3[po+p(b+vo)|= <[(2v—5u)(ovi— nu) — s— n°],
plpb—p(b +e)]=s(u+v).
Par le théorème d’addition, on a
p'a+ p'(a+ ASE DL EE APPORPE pra Se pare) ape
pa—pla+e) pa—pr pa+p(a+ve)—2pr
nn
da —
En remplaçant ici 934 par y, + 4, on conclut
o5[p'« D(a + 9 )] == 25(m—%) (1 + V1), glpa—p(a+r)]=s(p—v) + ui) + vint + vi),
et semblablement
o?[p'b + p'(b+v)]=—2s(u+v)(u— vi), o2[p'b—p(b+e)|=—-s(uæ+v) — pu pi) + 4vibCu — vi):
Des calculs tout analogues donnent les fonctions p et p pour les arguments &,, b,; mais nous n’en aurons pas besoin. Il nous faudra bientôt connaître les mêmes fonctions pour les deux arguments
Po=—(a+b+p), = a — D.
Le calcul n'offre aucune difficulté par le moyen des formules précédentes ; il donne lieu à des réductions remarquables. Je transcris seulement les résultats :
/ BE p CORRE PU FAUNE PVC) ES DA dE ER Di pe p(a+v)— p'b U sy DEN PERD EE TS Se ST = — I — — —
| 2 p(a+v)—pb De
(110) l , | | o pa+p'b Rae LIRE ES LL ASS > pa—pb pp(a+e)+p(b+e) RU 2 p(a+e)—p(b+e) — 2 : 1 s2v?
RCA SN te ne (111) j PAPAS RP) PNR vyi 1 Sy s?v?
AN Le RNA PRET PR ETS C2 (112) pe ns(u+ 2) + = (4 Ui+S —):
PRE MON EE SR
Je n’ai pas calculé les invariants des fonctions elliptiques. Ils sont surabondamment déterminés par ce qui précède. En général, quand on donne les fonctions p et p' pour trois arguments différents, les invariants s’en déduisent au moyen de la relation
p?u=4ApÎiu — g2pU — £3,
employée successivement pour chacun des trois arguments.
Dans le paragraphe précédent on a vu que les cinq constantes elliptiques déterminent un groupe de cinq constantes du problème, précisément s et les constantes (106) employées ici. On voit maintenant que la réciproque est également vraie. Conséquemment, les formules du mouvement, trouvées ici, sont propres à tous les cas qui peuvent se présenter.
APR
Discussion des formules.
La discussion, que je vais faire, a pour but de préciser la nature des constantes en distinguant les divers cas qui peuvent se présenter.
Dans tous les cas, la constante mn est positive et la variable x, ne peut acquérir que des valeurs comprises entre — Vm et + Vi; c’est ce qui résulte de l'intégrale (53). D'autre part, la même variable x; doit prendre des valeurs qui rendent positif le polynôme (81)
F(æ;)=r(p—pl(m— hx;—xi)(m—x$)—r(n — 73x23),
tandis que les valeurs #3 = + /m rendent ce polynôme négatif. Il y a donc toujours, entre — /m et + ÿ/m, au moins deux racines réelles de F; c’est entre ces deux racines qu'oseille la variable 3. RCE SE PES KÉe sa Fu
Je distinguerai trois cas principaux, suivant le signe de (p'— p) et
du discriminant À, I. p—p>o.
D’après l'égalité (79),
EL mn — hx3— x$),
( NiTyi
les valeurs que prend x, rendent négauf le polynôme f, fi — Le + hx3— mi.
En effet, p'— p est supposé positif et r est positif, on Fa déjà fait observer, comme étant Le coefficient d’un carré dans une forme quadratique positive. T, la force vive. Il en est donc de f, comme du polynôme f i
HG Tee
ses racines sont réelles et comprennent entre elles les deux racines de F entre lesquelles.oscille +3.
Le coefficient de x;, dans F, est positif. Le polynôme F est négatif pour les valeurs de x, égales aux racines de f et de f,. Donc F à deux autres racines réelles, comprenant entre elles les quatre racines de f et de f,. Soient x’, x”, x”, x" les racines de F; on aura ainsi
e | + ÿm ne
se I I ARE EU RON ( I Re Eve = h?2+ mi \ CÉESTES LE Rè Er) < 2 on 4 }
et #, oscille entre les deux racines moyennes æ”, æ”.
Les quatre racines de F étant réelles, le discriminant est positif. En outre (!) (2w/! étant la période imaginaire), w + : — w/ varie d’un multiple impair à un multiple pair de la demi-période réelle w, quand æ3 varie de &” à x”. La relation précise entre t et « doit s’écrire
|To
de manière que l’origine des temps corresponde à 7, = x". Cette indication est placée ici uniquement pour montrer comment on peut, Si on le désire, préciser entièrement les arguments. Il est également permis d'ajouter à w et # des périodes à volonté; en tout cas, u est réel sauf un multiple impair de w'. Pour mieux préciser, nous continuerons à faire les premières suppositions, qui ne nuisent en rien à la généralité.
Les arguments à et b correspondent aux racines de f (83), qui sont l’une entre x' et x”, l’autre entre x” et x". Ces arguments ont donc les formes ci-après (?), sous la supposition que Vmn soit pris positivement dans les formules (83),
ve (2 (115) a—=— -+1a", b=— - + uw + 1b", 2 2
a” et b” étant réels. De même, pour 4, et bi,
; ral . C F (116) A =— - +14", bi=— - + 0 + 10".
Suivant les égalités (62) et (66), on aura
a+ a = b"+ bi = 26",
a .&j — a” CARS ENT CE, (4 AT no pr) 3 2
En prenant arbitrairement les deux arguments purement Imagi-
L : > : ® naires @', b', dont les fonctions p sont réelles, puis € + - purement | -
Ÿ Q =, LT ®, Q& Q Le] ES S _ à à Es , S à a] SS a S Le 7 Se Q ln. 1 Le] S Le e cri La di «©
imaginaire el arbitraire, on déterminera, par la relation harmo-
nique (65), p conjugué de pe; il en résultera, pour æ, la forme (2 . , p . Sn SE ic”, celle de ç étant — ee ic”. De cette manière, a, b, a;, b,, +
auront bien les formes ci-dessus.
Résumons les caractères que nous venons de mettre en évidence et qui ne se reproduiront dans aucun des autres cas; joignons-y ce qui concerne les autres constantes, et concluons ainsi : prenant des fonctions elliptiques à discriminant positif; + réel; u, a, b, a;,b, sous les formes (114), (115)et (116); les constantes 4, à, à, réelles et 2, Y purement imaginaires, on aura la représentation du mouvement dans l’un quelconque des cas où (p'—p}) est positif,
II, p —p<o, LÉ
Le polynôme F, dans ce cas encore, a quatre racines réelles, Supposons ces racines dénommées, comme tout à l’heure, x’, x’, æ”, æ" et rangées ainsi par ordre de grandeur, mais dans l’ordre croissant ou décroissant. La variable x, reste comprise entre deux des racines
extrêmes, x” et x". Les deux quantités + ÿ/m sont, l’une au delà de x", l’autre soit entre x” et x”, soit en decà de x’. De là deux cas fort distincts.
Dans le premier de ces cas, f est positif quand x, est compris dans l'intervalle x x”, intervalle où F est positif. Comme p'— p est négatif, il faut que f, soit négatif dans cet intervalle. Il s’ensuit que les racines de /, sont réelles et comprises, l’une entre x” et x”, l’autre en deçà de x’. tr
Dans le second cas, au contraire, celui où les deux racines de f, c'est-à-dire Æ ÿ/n, comprennent entre elles les quatre racines de F, les racines de /, peuvent être imaginaires. Si elles sont réelles, elles sont toutes deux, en même temps, ou bien entre x” et x”, ou bien au delà de z'', ou bien en decà de x". :
Il est aisé de reconnaître comment on peut choisir les arguments à, b, a, b, pour que les formules correspondent à un quelconque de ces cas. On y parvient immédiatement au moyen d’une discussion faite dans mon 7raité des fonctions elliptiques, t. 1, p. 125-129, et d’ailleurs très facile.
En premier lieu, e est réel et w a l’une ou l’autre des deux formes
suivantes (qui rentrent lune dans l’autre si l’on altère e d’une
période) (117) | |
où est réel.
Premrer cas : L'une des deux quantités = \m est dans l’intervalle (x"x"). — En ce cas, l’un des arguments a, b est réel, l’autre égal à Æ w', plus une quantité réelle; il en est de même pour à, et 0. Sans restreindre la généralité, on peut supposer a + &; = b + b, réel. Alors les arguments auxiliaires wetc, (62) et (66), sont réels; & et b’, l’un réel, l’autre réel Æ w”. On obtient donc les formules propres à ce cas en prenant les termes de la proportion harmonique (63) de telle sorte que pw, pc et pa’ ou pb" soient tous trois supérieurs à e, et que le quatrième pb' ou pa’ soit compris entre e: el es. L'argument u a l’une des formes (115), les constantes 6, à, à, sont purement imaginaires, « et y réelles.
Deuxieme cas : Les deux quantités ÆVm comprennent entre elles les quatre racines du polynôme F. — En ce cas, les trois arguments &, b, » sont réels. Les arguments &, et b, sont des imaginaires quelconques si les racines de f, sont imaginaires ; ils sont ou tous deux réels, ou tous deux réels + w’ si les racines de f, sont réelles. Cest ce qui résulte de la discussion ci-dessus, relative aux places que peuvent occuper les racines de /,. |
Il s’agit de trouver, de la manière la plus générale, les arguments a, D, &y, b1, Ÿ, pour satisfaire ainsi aux conditions (56) et (63). Posons, à cet effet,
uG=-( wm—c—a +0) =
ui=-(—w+c—a+b) = io D'Hai D),
Le AE I Do (af CET -b)= -(—pr— a —b k D DDR
; I pee … @m+c+a' +0") = BA D + @1 E br).
Il en résulte
Uy—Ps=#w—a, ui—#,=—(w + a"), uy+ rs =—(c 0"), Uy+ Pi =C+ Hi ee BC EC), u,—#;=c— a", uy+r, = ww + b", uh+ ps =—(w — D").
La forme sous laquelle est exprimée la quantité À (p: 337) reste donc
/ ! ré ! : ù ee DURS RTS V3 remplacent respectivement #,
c, a, b', et l’on a, entre leurs foncuions p, la relation
inaltérée s1 les arguments 4
(19) (pus —pe)(pui— pri) + (puy — pes) (pus — po) = 0.
Puisque a, b, 6 sont réels, w,, u,, », sont réels aussi. On devra donc prendre pu, pu, pv,, réels et supérieurs à e,, quelconques d’ailleurs. Le quatrième terme pe’ en résulte. Il est réel. Les argu-
ments &, et b, sont alors déterminés par les deux égalités di—b;=0b—a, di+bi=2v; —v.
Si ps, est supérieur à e,, ?’ est réel, a, et b, sont réels aussi. Si p?, est entre e, et e, ou inférieur à es, #, est purement imaginaire ou purement imaginaire à une denu-période réelle près; alors a, et — b, sont imaginaires conjugués; si ps est entre e, et e2, P: est réel sauf une demi-période imaginaire et &,, b, sont réels Æ w”.
On voil ainsi que les trois particularités relatives aux racines de /;, signalées plus haut, se retrouvent nettement : on obtient les formules propres au cas envisagé ici en supposant à, b, a,,b,, + déterminés par les arguments auxiliaires u,, uw, +, #, (118), dont les trois premiers sont réels et le quatrième déterminé par la relation (119). Les constantes À, à, à, sont purement imaginaires, « et y réelles;
u a la forme (117) :
NI. p'— p <o, Aro, Le discriminant étant négatif, le polynôme F a seulement deux racines réelles x, x’, comprises toutes deux entre ÿ/mn et — (/m. Le ginaires, ou bien réelles et ne com-
prenant pas #', x’ dans leur intervalle. Les arguments propres à ce cas
trinôme /, a ses racines ou ima
se trouvent par les mêmes formules que pour le dernier cas; mais ilne faut pas oublier que le discriminant des fonctions elliptiques est
négatif : les arguments w;, u, #, sont réels, leurs fonctions p supé-
PRE NE ne OP Ps ST. PUIS UE CS PORN NT RE SE TITRE ETS
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rieures à €,; suivant que pe! est supérieur ou inférieur à 2,, les racines de f, sont réelles ou imaginaires. Les constantes 0, à, à, sont purement imaginaires, & et y réelles, u + = est purement imaginaire. "a
Ici se termine la discussion que j'avais en vue. J'ai distingué, au début, les divers cas possibles relativement aux racines de F, f, /, et j'ai trouvé, pour chacun de ces cas, les caractères distinetifs par rapport aux fonctions elliptiques employées dans les formules.
Décomposition de la rotation.
Dans les formules (101), (98) et (95), qui donnent
cos OX Er cosGY, cos AZ HicosBZ et cos CZ,
mettons, au lieu de uw, 6, «a, b, les notations suivantes :
US re (120) / DE por eut Un), A = — — (00 — PU WU).
On a alors les formes suivantes :
cos GX + cz cosCY
VAE je NÉ rUTN EE à [EE Uo Lo A = Vo E y 2 f1 (rare Su Po US P) p > :
. cos COX cos CT
1 1- P— De 17 Re (tin) e\f TE cuovso ue 2 i
cos AZ + cos BZ
2E s(u+s) sine "HI TE ETEE rs TEE TT TS su 2 s ÉPCR R
Re
| 1 œ\ 2 su 5 Ui— Pi Eu Erol (50—< )x — _ eutv 5 AA Dire Es uwsvsuom [S(u+e) Fa 2 À
Ug + WE Po EP stu+atu— Ÿ (des ui à 23) COS CZ = " DR Son V1) 7e nn e : j s) 2
Ces formules coïncident avec celles que lon & vu plus haut dans là composition des trièdres. [n’y a qu’un changement dans les notations. SRPON mELA, B, Cet X Zu heude r,yyisrzrel.25, Vos 30 qu'on pose, en outre,
OU
pont eue AeCe an \
Fée RENE
les formules qui donnent cosCZ et cos AZ Æ x cos BZ coïncident de part et d'autre (93), (98) et (21), (19), (16). Celles aussi qui donnent cosCX Æ ; cosCY, déduites des précédentes par le changement des indices, présentent la même coïncidence. Comme, d’autre part, les systèmes d’axes, dans les deux cas, sont congruents, la coïncidence des formules permet de conclure à la coïncidence des figures.
La rotation du corps solide est donc effectivement décomposée en deux autres plus simples M,, M,, représentées par des formules analoyues à celles des mouvements à la Poinsot, et nous allons examiner cette décomposition. |
L’argument 4, varie proportionnellement au temps, puisqu'il diffère de w par le signe seulement (120). De plus, C, est une exponentielle du premier degré en w,. Done M, est précisément un mouvement à la Poinsot. Toutefois ce mouvement n’est réel que si le discriminant est positif, la variation de w, réelle et si #4 est purement imaginaire, à un multiple impair près de la demi-période réelle. Ces conditions sont effectivement satisfaites dans un cas, le premier de ceux qui ont été discutés plus haut, celui où (p'— p) est positif. Dans le cas opposé, la décomposition n'est point réelle, et c’est un fait bien digne de remarque, quoique sans intérêt cinématique, que la décomposition d’un mouvement effectif en deux mouvements imaginaires. C'est donc pour le seul cas p°— p => o que nous étudierons la décomposition.
Quand la constante $ est nulle, C, est aussi une exponentielle du premier degré en u, = u +», et la variation de uw, est proportionnelle au temps. En ce cas, M, est aussi un mouvement à la Poimsot. Mais, en général, décomposons C, en deux facteurs, dont l’un soit une exponentielle du premier degré. En prenant seulement ce dernier facteur, nous aurons un mouvement à la Poinsot M°, dans lequel les axes X,, Y,, Z,. différents de À, B, C, seraient les axes mobiles, liés
au plan roulant. Pour amener ces axes en coïncidence avec À, B, OC, il suffira de les faire tourner autour de Z, d’un angle W, tel que eiY soit égal au facteur négligé dans C.
Soient, en effet, a, b, c les axes fixes auxquels on rapporte le mouvement de X,, Y,, Z, et Ÿ l'angle que l'intersection des plans ab et X, Ÿ, fait avec X,;ona «
coscXi+icoscY;
(125 CUVE ) cosc Xi — £ cosc Y;
Soit C: le facteur pris d’abord dans GC, pour composer un mouvement à la Poinsot. D’après les formules (1) du début, changer C' en C,,
s ee : à G ; c'est muluplier coscX, +zcoscY, par + et coscX,;—#coscY, par
C; le facteur inverse. C’est donc, d’après la dernière formule (125), mular) 6 Cr? ; üplier e2iy par (a) » où augmenter Ÿ d’un certain angle W : (E ei == : ;
c'est donc faire tourner les axes X,, Y,, Z; autour de Z, d’un angle W dans le sens positif.
Soit x une arbitraire; prenons
KL HS 1.7 | pote (124 à) Ce :
il en résulte (124)
> : Q AK —S ei S(H HP) —utv Fe pe = OU et, par suite, .dwW RER SES PRE LEURS Le 10 u+p)—Cu—Co|+ — 6.3 .
du Î [EX ) : | D B D
Exprimant 3 par cosCZ (123) et introduisant dt au heu de du, j'en
conclus dW _ Bp(za— 39) cos OZ + 54 + 34 pe L—LrS AL ee r0 > c0
Je mets maintenant Z, 2 au lieu de CZ, les deux axes Z, et C coïncidant, et J'ai, pour la vitesse de rotation considérée, dw
4 — M CosZ12 She N,
avec cette expression des deux constantes M, N
(126) M = F LA Es 1 $ A— 4 —S$ PAR) ÈS Strat 26) + F6 .
IL est manifeste que les deux mouvements M,, M° concordants sont tout à fait arbitraires. Étant donnés, ils déterminent les invariants, les arguments &, b, # etles constantes y, x +5. Si l’on prenait arbitrairement M et N, les constantes $ et & se trouveraient déterminées. Mais d’abord l'arbitraire x n’influe pas sur le mouvement résultant et, sans restreindre la généralité, on pourra la prendre de manière à faire évanouir N. En second lieu, $ ne peut être quelconque; cette constante est déterminée par les autres données. Voici donc la conclusion :
Par rapport à des axes fixes a, b, c (axes de symétrie de deux 1 ?) ellipsoides ou hyperboloïdes), deux systèmes d'axes X,Y,Zet X,, Y,,2, sont animes de deux mouvements à la Poinsot concordants. ? Un autre système À, B, GC, où l'axe G coïncide avec L,, est animé autour de Z,, et par rapport aux axes X,, Ÿ,, d’une rotation dont la vitesse instantanée est
ea M cos 2,2; dt
Si la constante M est convenablement choisie, le mouvement relatif de À, B, C, par rapport à X, Ÿ, L, reproduit la rotation d’un solide dans un liquide en l’absence de toute force accélératrice, pour un quelconque des cas où, la force vive ayant la forme (75), la quantité (p —p) est positive.
Tel est le théorème, analogue à celui de Jacob sur la rotation d’un corps grave dans le vide, que l’emploi des fonctions elliptiques m'a fait trouver.
Pour mettre ce théorème sous son vrai jour. 1l faut maintenant dégager entièrement des fonctions elliptiques la solution des deux problèmes suivants :
1° En supposant donnés les deux monvements à la Poinsot, trouver les constantes de la rotation résultante ;
2° En supposant données, au contraire, ces dernières, trouver Les mouvements composants.
Détermination-des constantes au moyen des mouvements composants.
Dans ce premier problème, on suppose donnés deux mouvements à la Poinsot concordants, comme il a été dit au paragraphe V. Les quantités suivantes, qui s’y rapportent, sont donc des données, savoir À, A, B, TEDOGS TP PIS TS DST DA TD ADO ON DU NPC RTE DE 7? p'e. Elles sont toutes définies par les éléments des deux mouvements, ainsi que Je l'ai expliqué dans le paragraphe rappelé.
C’est au moyen de ces quantités que je vais trouver les expressions des constantes de la rotation résultante, envisagée comme étant celle d’un solide dans un liquide.
En premier lieu, les constantes d'homogénéité 5 et + se ramènent l'une à l’autre aisément. Nous avons en effet (44) et (105)
du; du 0 dt HLEPES 0
lo
Prenons les deux quantités À, B avec leurs expressions elliptiques. D'après les égalités (120), elles fournissent deux des constantes cherchées. On a en effet (52) et (84)
Dern : 6 6 2Vmn A GE) Ca EE Eee 0 : ; 0 tour B= [ie + p) — {a RÉCE RICE GER ex J'ai déjà employé les notations suivantes (106) . I n — A:
(128) 7 Vr se nv, Vn = |, \/ re M pe
Les rapports de deux de ces constantes à ÿ sont maintenant connus par les dernières formules, savoir : |
U. ï = = — A | ( TA (129) ; < =.— — B:
CS
Les rapports des deux autres u,, y et de la constante $ avec 8 se trouvent par le moyen des quantités connues =?pe, 7?p#o, .... Je
D. LEE à
déduis des égalités (109) et (111),
pi + ui— 2v? = 9202(2p0; + pv), el, par conséquent,
nu? I RO + 2(272P#i+T2pr). —
(2 Prenant ensuite les combinaisons des égalités (108) et (113), p(spna+2mpr)= (: st — i) (pui) = p(pri—pe)(u— nf), pi (apres isp'e) = (5 st) (v-Ev)s = p?(pe — pri)(v+v)s,
j'en conclus
nn mn ol à) ua S , > y \. S (131) Brp a+ pepe (ape pes) (f +) 5
à CE SE $ V égalités dont la première donne : et la seconde fe
Voici donc déterminées déjà cinq constantes _ a+ . el (4).
Considérons maintenant les deux exponentielles C, et C, qui achèvent de caractériser les mouvements composants. Elles ont, on le sait, les expressions suivantes (33) :
S1 l’on y remplace uw, par — uw et u, par uw ++, on voit que les coefficients de w, dans ces exponentielles, sont
1 PE Les hi - et Le 0 0 et nee, e uw no AS 121
Le premier d’entre eux, d’après lPexpression (124) de G, et d’après
celle (99) de D,, doit être —(X+in) = T4 fret té rca re) +tb+e) te
Le second, d’après l’expression (124 a) de CG, et d’après celle (91)
de D,, doit être
KS I
n=!}i unie ORALE AE TT FL Pi
J'ai donc les deux égalités suivantes :
6 IL T + (132) — np --[fa+ib+G(a+r)+é(b+r)+oalso];, 0 D 2 RTC T | (K33;) den et CD TA C(b FOR) ace Un ”
Les arguments a, b ++, v, ont zéro pour somme (120); de même aussi, zéro est la somme des arguments b, a ++, 64. D’après le théorème d’addition des fonctions 6, on a donc, au moyen des égalités (110), | I p(b+e)—p'a 2 p(b+»r) = Hpa
Re EE) ENT EEE 1 = (u 2 le 0 ne
RDA CNED D AR Re ee al bre ae
Ca + E(b+e) + Co, = —
L'égalité (132) devient ainsi
, 1 Sy es ee en SAUT
ARS DE. CRT ATTQ
En considérant de même b, — a, #,, dont la somme est nulle, et bo, —(a—+v),s,, dont la somme est nulle aussi, j'ai
à ! U s LD-D "nd I I 1 LAS tb—ta+te=— EEE = (ua cs) = (: ie) 3 2
2 pb—pa 0 &
1 pa be Jp (a ER)
2 SA EL A ) pre TES C(b+p)=t(atv) + 2 p(b+r)—p(a+e)
et légalité (133) devient
(135) + “é 11 A — no À 2 0 ni
Il reste enfin à faire intervenir Le troisième mouvement composant,
la rotation autour de Paxe Z,. En premier lieu, l'égalité (126) donne
x h BO, Mais e ré que == MC t20N Es: 14 [ ais 5 n'est autre que Se (94) ou (129) La constante X du troisième mouvement est donc fournie par l’égalité [ A) M — - AB —.
2 $ {à PE " Ty Æ " ra ne EEE ‘ Prenant enfin l'égalité (125) et y supposant N = o, j'ai, au moyen de (129), Z—k—S ÉEL A) c0 MTS
Cette-dernière, avec (135), donne
2 h; ï 10 Re hr, SE 0 n; > s à quoi 1l faut joindre {) sp?
Par les égalités (134) et (136) sont déterminées les constantes
purement imaginaires ÿ” j'en fonction des données et de la constante
as f] Les cinq constantes trouvées en premier lieu et ces deux dernières
Y «à ? : k | À Î g Constituent le système de sept constantes relatives à la rotation,
qui a été prévu plus haut.
purement imaginaire Cette dernière est fournie par l'équation (130).
Détermination des mouvements composants au moyen du mouvement composé.
Des égalités (30) appliquées successivement aux deux mouvements RS AO Po , li HE à la Poinsot, je conclus, en remplaçant R @t par — 7er, puis 7
JAP IS
LEA h25 — a2 € p8p'0 0 2 ( 29 RE | 0 I (peu pipo)= à ES oo ] DATA 2 Le e cèD'p Ri—a?,, RO RAT RE NEOS IP AU (pren pes) = + nil HAT
J'écris ces ee sous la forme suivante :
hi — € P2P Po
2 Le ee SA s ep Hot po) ptpepol= PER, FH ee ce Le gps (138) DNA (ea— pr) —p(pei—pr)] =— PTT
et.J observe d’abord que les trois quantités Fe P®) sont racines de l’équation
EX + ppr}— ptg(X +ppr)—pfg3=0, c'est-à-dire
AX3+12p?pr.X?+ pt(12p29 — g2)X + p6p?p = 0.
J'ai calculé plus haut, (103), (108) et (109), les coefficients de cette équation, en sorte que j'obtiens immédiatement l’équation résolvante
4X3+0(295 + p2+ pu? — s?)X2
I É < © à \ r se ct HAN PERS )—80 +] STE z [tes — pu? (+) = 0.
a 2 A, à 3 / à = à Remplaçant o*(pe,— pr) et o*p'es par leurs expressions (111)
et (112) dans l'égalité (135) et posant, pour abréger,
DR P 4 tp
je conclus la détermination du mouvement composant M, comme il suit :
Soient X,, Xg, X, les racines de l'équation résolvante; on aura
h?— a? h?— b? hR?— c X £ “ST 0 ==> 3e )- à 2 — X, 2 Ge) A ET Er ES
ES ; VV Fe 1 y : Re —) =" 1vilu + — = 1 pp? 2.— 2E0 1 s = ar mike : HS AR à quoi 1l faut joindre l'égalité (134) Le Y I r-) Ro (x Enr
Par un calcul tout pareil et en posant
je détermine le mouvement composant M° au moyen des égalités
h?-- ai h? — b? h?— ci € TR 7 nd NOUS 02 SORT ne Ne 2 LEE GK EL) rh: (sou nihi { y + 81) rm hi
= rs [ == Cu) + ab) ES he + vi A 10
En outre, la concordance des deux mouvements M, et M° comporte la détermination des constantes À, B, =? pe, =3p'e dont voici les
expressions (120), (107%) et (108),
Mo Brno 0 (] 2 V2? 2 DS LME NT Re ui JM) SN VE) 6 (2 TE
Enfin la constante du troisième mouvement composant est donnée par l'égalité =
_ Bu _, prit Men sa à
Cas où le corps solide est de révolution.
Le troisième mouvement composant disparaît quand la constante M est nulle. Cette circonstance se produit moyennant l’évanouissement
dev, zh c’est-à-dire de 9 — q' (80).
Le plus intéressant de ces cas est celui où les deux coefficients get q' sont nuls. On peut voir dans l’ouvrage de M. Kirchhoff que cette hypothèse se réalise pour un solide de révolution.
Voici donc un cas très nettement défini, où la rotation du sohde dans le liquide se ramène à deux mouvements à la Poinsot seulement, celui où le solide est un corps homogène et de révolution.
mt À —
AC — B?, X1= AC
en
dont le premier contient seulement z et le second x,, donnent lieu à
l'équation différentielle
dx re dx;
Rent
Ou'il s'agisse maintenant d’intéerer une telle équation où X sera Le D O
un polynôme donné, X, ce même polynôme avec la variable x,, au lieu de +, le problème consistera done à trouver, de la manière la plus générale, À, B et C par cette condition que l’on ait
X = AC — B
et que F sort symétrique entre x et x1.
Cette dernière condition crée bien des embarras et l’on a dû chercher mulle détours pour s’y soumettre en gardant quelque élégance dans les calculs. Voici un détour qui me paraît nouveau.
Supposez une équation doublement quadratique, mais non symé- (rique,
aÿ?+26y +c= a xg+ 20% + c=0,
., Spa
VX: VX
Nous résoudrons, par conséquent, le problème en prenant
X = ac — b?
sans autre condition, puis éliminant y entre les équations
A Y?+20y + ci =0, ce qui se fait par la formule élémentaire (a) (ac —2bbi+ca)=/1(b2— ac)(b?— ac).
Voici donc l'équation d'Euler intégrée : ayant pris trois polynômes du second degré a, b, c qui, d'ailleurs quelconques, satis-
font à la condition | Ne 0 b?,
la formule (a) donne l'intégrale.
_ Mais ici se présente une certaine difficulté, une obscurité pour le moins. Le choix de «a, b, c comporte des indéterminées; on peut prendre, par exemple, D arbitrairement; car b?+X, polynôme du quatrième degré, peut être toujours décomposé en deux facteurs quadratiques a, ©. I semble donc y avoir trop d’indétermination : on doit exiger que l'unique constante arbitraire. qui seule peut exister vraiment, soit mise en évidence. C’est à quoi î on parvient en obser-
vant que deux polynômes doublement quadratiques et symétriques
P(x,æ1) .et D'(æ, ri),
qui coïncident entre eux pour 7 =%1,
différent seulement par un terme ÀA(x — x,)?. Il suffit de les écrire explicitement pour reconnaître l'exactitude de cette proposition.
Le polynôme ac; — 2bb,+ ca,, qui estau premier membre de (a), devient, pour æ = x,, 2X ; de plus, il est doublement quadratique et symétrique. Prenons donc tout autre polynôme P, doublement quadratique et symétrique, devenant aussi 2X pour æ—=#x,, et nous serons assuré que ce premier membre est égal à P + À(x — x, )?. L'intégrale (a) peut donc s’écrire ainsi
[P+A(x— mi} P—=41XX:.
Suivant les diverses formes que nous saurons imaginer pour P, nous aurons diverses formes de l’intégrale, où figurera toujours une constante arbitraire À.
. Par exemple, prenons x décomposé en deux facteurs quadratiques
X —AC et posons P = AC, + CA,. Nous avons l'intégrale l'ACHE CA GE NITe TR eT DAC.
d’où nous turons AC, + CAi+)(æ—x) = 2 ACA:Cx,
AC CA V É V Lu V— À = const.
Le TL] forme élégante, qu'il faut, je crois, attribuer à Laguerre. Comme second exemple, prenons pour P le double de la seconde polaire de X ; soit
I Le 9? X 2 X 2X .
me i— + IT) ——— ras =:
12, | . 0x? ; dx dx" a dx'? J
cette polaire, x!
étant une variable mise dans X pour rendre ce polynôme homogène.
Ce choix de P fournit un polynôme doublement quadratique el
symétrique, se réduisant à 2X pour æ= #,, et l’on a l'intégrale sous
SUR L'ÉQUATION D'EULER. 377 la forme [2f + A(x—m)l=4XX:, ou bien . ES F— VX Xi = const.
TL — T
forme connue aussi, mais dont je ne peux nommer, avec assurance, le premier auteur, évitant de trancher uné épineuse question de priorité.
On pourrait poursuivre; car, remarquez-le bien, l'intégrale (a) n’est pas sous la forme demandée; son premier membre n’est pas doublement quadratique. Pour le rendre tel, il faut développer le carré et diviser ensuite par (x — x,)?. C’est ainsi qu'on obtient, le plus facilement, la forme élégante
I À h+pf + (Sa-e)(e-a 0,
où À désigne la seconde polaire du hessien de X, et C, l'invariant quadratique :
X = ar + far + 64%? + 43% + à,
Ce Ar — 4 di A3 + ose
Comme vous savez, cette forme dernière de l'intégrale a été donnée d’abord par M. Cayley. Notre ami commun Laguerre l'avait, de son côté, retrouvée par des calculs pleins d'intérêt.
Versailles, 13 février 1888.
mn” (Q) ————
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Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 106, 1888, p. 1263.
Sous ce nom de pseudo-elliptique, très heureusement choisi par 11 à TN RES A £ 32 M. Günther (!), on désigne une intégrale qui, tout en ayant l’apparence d’une intégrale elliptique, s'exprime cependant par les fonctions algébriques et logarithmiques. Telle est, par exemple, celle-ci :
4 dx au ee 3Væxi+i Se : ————— — RSR TE L—2 fr (& +i)æ 3Vai+t
Ces intégrales ont exercé, maintes fois, la sagacité des géomètres, et Pon connaît maintenant quelques artifices ingénieux, qui permettent d’en former des exemples divers. Pour l'intégrale que je viens de citer, M. Goursat (?) a, par exemple, fait connaître un raisonnement d’où l’on conclut, & priori, comme le calcul permet de le vérifier, que la forme elliptique disparaît si l’on prend pour variable (x +1: x — 2). Toutefois, les tentatives qu'on a faites jusqu’à présent n'ont embrassé que des cas particuliers. Un seul mémoire aborde et résout, à ce sujet, un problème général. Il est d’Abel (3) : dans l'énoncé du problème, comme dans la solution, sinon dans les calculs, on reconnaît et l’on admire le génie de l’auteur : Trouver toutes les
différentielles de la forme Ldx : VX, où L et X sont des fonctions ENTIÈRES de æ, et dont les intégrales puissent s'exprimer par
. 0 E Æ, N r - Q une fonction de la forme log a P étant rationnelle, tel est
PEUX
(1) Bull. de la Soc: math. de France, t. X, p. 88; 1882: (2) Jhid Pt AN p: 11521887:
(3) Œuvres complètes (2° édition}, t. I, p. 104.
l'énoncé. Voici maintenant la solution, d’une incomparable originahité : Pour l'existence de la différentielle cherchée, il faut et il
suffit que' VX se développe en une fraction continue PÉRIODIQUE, et P est la dernière réduite de la première période.
Dans ce problème d’Abel, le degré de X est quelconque, mais toujours pair. Je me bornerat ici au cas où le degré est 3 ou 4; mais je dois avertir que c’est uniquement pour une raison de simplicité; mon analyse s'étend, sans difficulté, à tous les cas.
La fraction continue, dont il est quéstion dans la solution d’Abel, est celle qu’on considère le plus souvent : chaque quotient incomplet est composé de la partie entière du quotient complet, en sorte que les numérateurs sont des constantes. Dans ce qui va suivre, je n'envisagerai pas seulement de telles fractions continues. Je prendrai aussi les fractions que l’on peut qualifier en disant qu’elles procèdent suivant lés puissances ascendantes, tandis que les autres procèdent suivant les puissances descendantes. Ainsi, dans une fraction procédant suivant les puissances ascendantes de x —Ë, les numérateurs seront de la forme 8(x — £)?, où 8 ne dépend pas de‘x, et les dénominateurs + seront du premier degré en x. |
La fraction que je considérerai fournit le développement de la fonction suivante :
(1) ——— = di +
La variable est +; y et £ sont des constantes et Y désigne le polynôme X, où l’on a mis y au lieu de x. Elle jouit de la propriété que, si l’on s'arrête au mime quotient 2», le reste a la forme suivante, sauf un facteur indépendant de +,
PE Dm DE)
(2) NEA
‘el À est un polynôme du second degré, qui devient égal à /X pour LT —Ymasen sorte que l'on:a
nn V\ ti A POUr TZ = Yyn+t
De cette façon, VY»,, est déterminé, sans ambiguïté de signe,
En
comme VY et comme VE (VX pour æ — £), dont on a dû choisir les signes, par avance, pour calculer la fraction continue.
À l'égard de y, il y a divers cas particuliers qu'il faut noter. Si l’on prend y — Ë, et qu’on chasse le dénominateur æ—£, on obtient un développement régulier de VX. dans lequel le premier quotient incomplet est du second degré. Si l’on prend y infini, la fraction continue subsiste et le premier membre doit être remplacé par
VX — ie Vas,
&s étant le premier coefficient de X :
X = at" + Aa 2 + 64%? + 4 43X + dx.
Ce premier membre est simplement ÿX, quand X est du troisième degré.
À l'égard de £, il faut noter qu'on ne peut prendre & égal à une racine de X ; toute autre valeur est admissible. Si l’on choisit £ = , le binôme x — £ doit être remplacé par l’unité, et la fraction procède suivant les puissances descendantes de x. :
Ces explications étaient nécessaires pour rendre claire la solution du problème général concernant les intégrales pseudo-elliptiques. Voici d'abord deux propositions préparatoires :
R étant une fonction rationnelle de x et X un polynôme du quatrième degré (ou du troisième), on peut trouver une autre Jonction rationnelle Q, telle que la différence
L=R—yX2(QyX),
également rationnelle, ait uniquement, en dénominateur, des racines simples et différentes de celles de X, et que le degré du
numérateur surpasse de deux unités, au plus, le degré du déno-.
minateur.
Par cette proposition, la recherche de R, astreinte à la condition de rendre pseudo-elliptique l'intégrale de R :VX, est ramenée à celle de la fonction plus simple L, telle que l'intégrale de LEVX soit, elle-même, pseudo-elliptique.
Pour que l'intégrale de L : VX soit pseudo-elliptique, il aux
MOST NN le 2 Me à *
que le degré du numérateur de L surpasse d’une unité, au plus,
celui du dénominateur, et que L,, décomposé en fractions simples,
soit linéairement composé avec (!) des fonctions ayant la forme suivante
— n' VX No Na
V 1 se 2 v4 )
3 = +... .+nyaox + K; ) TX — Ti TX — Lo :
Ni, Ro, ..., À sont des nombres entiers, X, le polynôme X où l’on
a mis æ, au lieu de x, et K une constante (à cause du double signe de chaque radical, on peut supposer les x positifs).
Mais ces conditions ne suffisent pas. // faut encore et il suffit que les quantités x\, æ», .., et K satisfassent à peux conditions, que la théorie des fonctions elliptiques donne aisément, mais qu'il s’agit de traduire en termes algébriques. C’est pour cette question que, m’inspirant des idées d’Abel, j'ai demandé aux fractions continues une réponse. Je vais la faire connaitre.
Tout d’abord, la fraction continue (1) fournit, à volonté, des exemples d’intégrales pseudo-elliptiques En nous arrêtant à la réduite de rang m et prenant le reste (2), composons la fonction
Li = ———
Ç Tac) TL — V m+1
TS = Sr
LAS VY es TE EE C
et choisissons la constante C comme il suit : soit G, : H,, la réduite, et, en développant suivant les puissances descendantes,
nee = ax?—+ DT Sr:
On aura | :
ie had — 20&, FE: a? «4; Ceci fait, voici l'intégrale + L dx pue. ne CZ — Y)Gn + H; Va H?; vx.
vx ere H» VY+H;, VX
On doit y observer plusieurs cas particuliers. Si l’une ou plusieurs
(!) Cet énoncé a été complété par les éditeurs, conformément à une indication donnée ultérieurement par Halphen (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 106, 1888, p. 1326). [ Œuvres d’'Halphen, t. IV, p. 886.] [Note des éditeurs.]
des quantités &, y, JYmy1 est infinie, la fraction correspondante se change en Va,æ, et la formule qui détermine C se trouve modifiée. Mais ce sont là des détails qu'il est inutile de mentionner 1e1. On y supplée d’ailleurs par une formule unique, bonne dans tous les cas. En posant
G=Gr+U» oi , Lie
CENTS
HS G }”
par où l’on retrouve la forme (4) et l’on détermine la partie entière de L au moyen des deux premiers termes de G et de HE.
Mais le cas particulier le plus intéressant est celui où l’une des quantités Ÿ, Ym+41 est une racine de X. Le terme correspondant disparaîit de L.
En possession de ce moyen pour former des intégrales pseudoelliptiques, on est, bien naturellement, conduit à penser que la foncuon L, la plus générale, propre ‘à fournir de telles intégrales, est la somme de plusieurs fonctions L,, composées avec diverses quan-
utés & et y. C’est, en effet, ce qui a lieu, comme on va voir. Je transforme d’abord le problème ainsi :
Etant donnée une fonction rationnelle L, de la forme (3), on peut en trouver une autre TV, ne comprenant que deux fractions, _avec des numérateurs égaux à l'unité,
Dors V7
de telle sorte que l'intégrale de (2L + T) :YX soit pseudo-elliptique. La quantité y est ad bbitum. On demande de trouver 3 et c. Voici la solution. Ayant pris 7° à volonté, on envisage la fraction
continue (1) avec £ = +, ; on s’arrête à la réduite de rang n, et l’on a,
. d’après la formule (4), une intégrale pseudo-elliptique, dans laquelle
figure L, (nous mettons 3, au lieu de 7h41),
on VX VY 4 VZi
LL Cher TL — Zi
re + C1.
On envisage ensuite la fraction éontinue analogue avec 5 = et y —5,; on s'arrête à la réduite de rang 2, et l’on a une nouvelle intégrale pseudo-elliptique, dans laquelle figure
VZ2 Z1 TL — 29
dns VXe VAn LT — Lo DES
L, = 2 Co,
et ainsi de suite. Enfin, pour le dernier tèrme » ÿa,æ de L, s’il existe, on prend la fraction continue analogue avec £ —% et (n étant positif) avec — ax? comme.valeur principale de YX pour æ—=; on s'arrête à la réduite de rang #, ce qui donne une intégrale pseudoelliptique, formée avec une fonction L; :
Ly= Z ®] Vlr — V2 —- (DV ? (Er À
Lz == 2 7t Vasx SE T — SZ}:
En additionnant ces diverses foncuons L,, L,, ..., Ly, on obüent, en effet, 2L + T; car toutes les fractions correspondant aux 3 disparaissent, sauf la première et la dernière. D’après le mode de formation, l'intégrale de (2L+T):/X, somme des précédentes, est pseudo-elliptique. La proposition est démontrée et le problème
résolu.
Détail important, le problème est résolu sans l'introduction d'aucune irrationnelle; car WX,, VX, .... Vas sont des données
et l’on peut choisir y de manière que VY soit rationnel, par exemple y = x,. Mais, si l’on veut faire abstraction de cette condi- Uuon de rationnalité ou, si l’on connaît une racine de X, on peut prendre y égal à cette racine. Le terme correspondant disparaît alors de T : moyennant la connaissance d’une racine de X, on peut réduire T à la forme
T vz
= C — À orme
En particulier, si X est du troisième degré, on obtient ce résultat en prenant y infini, et commençant ainsi par une fraction continue
qui développe VX.
Par là, nous avons le moyen de former toutes les intégrales pseudo-
elliptiques. Qu'il s'agisse maintenant, étant donnée L, de reconnaître si l’intégrale de L : VX est pseudo-elliptique, on fera l’opération qui doit fournir T, en prenant y arbitrairement : la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale de L : VX soit pseudo-elliptique, c'est que T soit nul identiquement, c’est-à-dire
C = 0, &—Y avec VZ = VY.
La dernière condition, qui porte seulement sur un signe, n’est pas, à proprement parler, une condition algébrique. Les deux autres sont les conditions dont il a été parlé plus haut. Leur expression est ainsi trouvée par des procédés purement algébriques.
Les intégrales d’Abel sont comprises parmi celles que fournit la fonction L,. Si l’on prend £ — æ, L, se réduit à un binôme du premier degré, sous la condition nécessaire et suffisante que l’on ait
JE Vmats VY ce VA Wet
Cette condition rend la fraction continue (1) périodique et sa période comprend m termes. Il faut, à ce sujet, noter que si l’on a y = Ë, c'est-à-dire ici y = , on voit, par un détail de calcul inutile à rappeler ici, que le nombre des termes de la période se réduit d’une unité. Ainsi, pour les intégrales d’Abel, il est indifférent de développer la fonction (1) ou la fonction VX, suivant les puissances descendantes. Les deux développements sont simultanément périodiques ; mais, pour le second, la période comprend un terme de moins. Voici, par exemple, les deux développements, répondant, le premier, à y —£, le second, à y —« (avec £ — o dans tous deux) pour le polynôme :
- É ; DAT VX = 15m — 0 — ——— + < 12272 | ISO :
ee 12 7?
1—4X 24 x [ST — TR Or D Cle NM dir WP us LA 1— 5x —122+ /X = 127?
VX = 1 — 5x — 127?
G H LT AE OT
Elle donne l'intégrale
Ê )& RC HA FL — —8)— = 108 ———, æ VX G+HYX
qui prend la forme des intégrales d’Abel par le changement de x en son inverse, On obtient, sous une forme plus simple, cette même intégrale par la seconde réduite de la première fraction, circonstance
qui n'avait pas échappé à Abel. À cause de la périodicité, ces deux fractions donnent seulement quatre intégrales :
[+ -s) 2 DS Lee D Poele em
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Mais, si l’on prend une fraction non périodique — et, pour ce but, il suffit de se livrer au hasard —- on trouve une infinité d’intégrales pseudo-elliptiques.
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FRACTION CONTINUE ALGEBRIQUE Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 106, 1888, p. 1526.
Sous ce même titre, J'ai déjà, 1l y a trois ans (Comptes rendus, * t. 100, p. 1451) (!), communiqué à lPAcadémie les résultats de recherches concernant les fractions continues qui servent au développement de la racine carrée d’un polynôme du troisième degré. J'ai poursuivi ces recherches et les ai étendues à la fraction continue que l’on obtient en développant la fonction
VF(y)—VEF(x) VV Tr s
CA
fe
où F désigne un polynôme du quatrième ou du troisième degré. Le
développement, procédant suivant les puissances ascendantes de 3—4,
« a . . . « où & est arbitraire, a la forme ci-après :
(1) JT)=N EYE +
XL VAT
C'est celui dont jai déjà parlé dans ma récente communication (2?) sur les intégrales pseudo-elliptiques (Comptes rendus, 1. 106,
(!) [Œuvres d’'Halphen, t. IV, p. 265.]
(?) Je saisis cette occasion de réparer une omission de quelques mots au bas de la page 1265. Après décomposé en fractions simples, il faut mettre soit linéairement composé avec des fonctions ayant la forme suivante. [L'énoncé en question se trouve dans les Œuvres d’Halphen, t. IV, p. 381, avec la correction indiquée ici par Halphen,]
SUR L'APPROXIMATION D'UNE FRACTION CONTINUE ALGÉBRIQUE
p. 1263) (!). On peut donner à £ et à y diverses valeurs particulières qui changent quelque peu l’aspect de la fraction ou de f. Voici
les plus notables : en pr = %, on a un développement de WF(x), où le premier quotient est du second degré. En prenant y infini, on change f(x) en VE (x) — x? V&s, & étant le coefficient de æ‘ dans F(x). En prenant Ë infini, on doit remplacer x — & par l’unité.
L'étude complète de la convergence, pour cette fraction continue, présente des difficultés que je n'ai pu vaincre encore. En supposant æ et y donnés et considérant £ comme une variable complexe, représentée par un point d’un plan, je ne peux énoncer qu'un seul résultat : dans toüte portion du plan, st petite soit-elle, il y a une infinité de points € pour lesquels la fraction continue converge et une infinité d'autres pour LCA) elle diverge.
Mais, en limitant la variable £ de manière que le point £ reste sur une ligne déterminée, et, en considérant un cas particulier pour F(x),
J'ai obtenu des résultats très précis. |
À l'égard de F(x), voici l’hypothèse que je vais faire : les points représentatifs des racines sont supposés situés sur un cercle, que j'appellerai cercle fondamental. En particulier, les racines peuvent être réelles (le cercle se change alors en ligne droite); elles peuvent être imaginaires et, deux à deux, conjuguées. Pour la variable £, je la supposerai représentée par un point quelconque du cercle fondamental;'elle sera réelle, si les racines sont réelles. ;
La circonférence du cercle fondamental est partagée par les quatre racines en quatre arcs consécutifs. Les deux ares, contigus à celui sur lequel se trouve le point £, seront considérés comme des RENE interdites au point x.
La fraction continue converge, quel que soit x, et représente, dans tout le plan, la fonction f(x), que les coupures rendent uniforme. Sur les coupures, la fraction continue est divergente.
Jusqu'à présent, da quantité y n’a joué aucun rôle. En examinant la nature de la convergence, on va voir apparaître celle quantité : la fraction continue (considérée comme une fonction de x) converge UNIFORMÉMENT dans tout le plan, excepté sur une ligne, que j'appellera ligne de convergence non uniforme.
(:)[ Œuvres d'Halphen, t: IV, p. 378.]
Disons d’abord quelle est cette ligne. C’est une courbe algébrique. Soit U la séconde polaire de F(x), composée avec y, et H(x) le hessien :
120 (y LE (x) 6 (y x) EN) io E(æ), 48H(æx)= 4F(x)F'(x)—3F?(x).
Désignons par 3 une variable représentée par un point quelconque du cercle fondamental. L’équation U+VF(x)F(y) , H(z)
(2) DV ET}? dé F(z)
où l’on suppose, pour y, une quantité complexe fixe et, pour x, une quantité complexe variable, définit le point x au moyen du paramètre 3. Par la variation de ce paramètre, le point x décrit un lieu : c'est la courbe dont il s’agit. En outre, sur deux arcs non contigus, le rapport H(:):F(2) a les mêmes valeurs, de sorte que la courbe se partage en deux branches, dont l’une correspond aux coupures, l’autre à l’arc où se trouve €. Cette dernière branche, seule, constitue la ligne de convergence non uniforme. Dans le cas particulier où y est sur le cercle fondamental, mais non sur les coupures, la ligne de convergence non uniforme se confond avec l'arc où se trouve y. Au surplus, on verra, tout à l'heure, que cette ligne est connue par le calcul même de la fraction continue. Ce qu'on doit surtout remarquer, cest qu'elle est indépendante de £, tant, du moins, que le
LA
point & ne passe pas d’un arc à un are contigu.
Sur cette ligne, la convergence est non uniforme dans tout intervalle; voici comment. Soit pris, sur cette ligne, un arc à volonté, et soit donné un nombre M; larc aussi petit et le nombre M aussi grand qu'on voudra. Îl existe, sur cet arc, un point +, tel que, parmi les réduites de rang supérieur à M, il s’en trouve une qui soit rigoureusement égale à
MON PV ET J'i (æ) = y =x ) bien que les réduites suivantes convergent vers f(x). Il n’y a donc aucune limite assignable au rang des réduites qu'il faut prendre pour obtenir f(x) avec une approximation donnée à volonté : c’est la détinition de la convergence non uniforme.
Il existe une infinité de valeurs de £, indépendantes de y, pour
SUR L'APPROXIMATION D'UNE FRACTION CONTINUE ALGÉBRIQUE
lesquelles la fraction devient périodique. On les trouve par des équations algébriques, appartenant à la théorie de la division des périodes dans les fonctions elliptiques, et l’on peut les caractériser ainsi : la fraction est périodique quand les intégrales de l’inverse de VF (x), prises depuis £ jusqu’à l’une ou l’autre des extrémités de l’are où se trouve £, sont commensurables entre elles Dont rapport est toujours réel).
Quand la fraction est périodique, la ligne de convergence non uniforme perd son caractère : la convergence devient unrforme, excepté en quelques points particuliers, où il y a-divergence par oscillation. Soit r le nombre des termes de la période. Certaines réduites, dont les rangs sont n, n +r, n+2r,..., sont rigoureusement ég le Sie certaines autres, dont les rangs sont #4, ni+r, n,+2r,..., sont rigoureusement égales à Hier. Toutes les autres convergent vers f (x).
Voici maintenant de quelle manière le caleul la fraction continue fait connaître la ligne de convergence non uniforme. Si l’on s'arrête au quotient 4» + Ym, le reste a la forme suivante
T— Vm
Re UE en E > VE (x) — A
(où A est un polynôme du second degré en æ). En prenant 7 = y», on obtient un point de la ligne de convergence non uniforme. La suite indéfinie des quantités y, fournit tous les points de cette ligne, avec telle approximation que l’on veut. Il y a exception dans le-seul cas où la fraction est périodique : les quantités y» se reproduisent alors périodiquement et sont en nombre limité. Elles correspondent précisément aux points d’oscillation.
Les deux fractions continues périodiques, que j'ai prises pour exemple dans ma dernière communication, offrent nettement ces circonstances. Pour toutes deux, £ est nul; y est nul pour la première, infini pour la seconde. Les coupures sont constituées par les deux segments de l’axe des quantités réelles, compris, lun entre —
I A J I : Or et ——(V33+ 1}, l’autre entre e et Vos La première
. 1. RCI Ï fraction est oscillante pour += — 2; la seconde pour x —-=el
POURZ — 1.
Il est impossible de ne pas remarquer les caractères d’invariance
que présente l'équation (2). L'hypothèse, faite sur les racines de EF
et sur £, présente aussi ce caractère. Il s'accorde avec une propriété, extrêmement simple, mais essentielle, des fractions continues, et
qu’il suffira d’énoncer pour la fraction (1) : les quotients incomplets
de cette fraction (sauf le premier) sont des covartants de F, pour toute substitution men e (et fractionnaire) opérée, à la Jos sur les trois variables x, y, £.
En raison de cette propriété, on pourrait, avec autant de généralité, se borner, dans les énoncés précédents, au cas où F est du troisième degré, avec trois racines réelles, et & réel, par conséquent. C’est le cas que J'avais uniquement envisagé, 11 v à trois ans. Mais je n'avais alors en vue que le développement de VF(x). En considérant f(x), je pense avoir introduit l'élément qui donne à cette théorie son véritable
caractère.
LETTRE À M. ROUCHÉ
Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° série, t. T, 1888, p. 204.
Voici des résultats bien curieux, qui me paraissent pouvoir être mis dans vos Vouvelles Annales, sous Ia forme que vous voudrez, comme problèmes, par exemple. |
Il s’agit des polynômes À; qui se déduisent les uns des autres par la loi
An = Z?'Ano—(2n —1)Ah-1,
et qui fournissent la solution de l'équation de Raiccati
dE — +1)
Con rs | par la formule
Ce sont
A3 dti— Gr?+157 — 15,
CHAOS EE TE CCE
Soient a, b, ... les racines de À,.
; 1° Le discriminant a la valeur suivante :
-n(n—1) ; H(a— b}?=(—1} 32n—3,52n—6 5207, (on — 3)$(an—1). 2° La fonction symétrique II(a + b) s'exprime ainsi : H(a+b)=3.52.73...(2n—3)r-2(on—r)rt1,
3° À, a une seule racine réelle ou n’en a point, suivant la parité de n.
J'en passe et des meilleurs, etc.
SUR
LA MULTIPLICATION COMPLEXE DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES ET, EN PARTICULIER,
SUR LA MULTIPLICATION PAR yÿ— 25
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, & 5, 1889, p. 9 (').
PréAMBULE.
Une des belles découvertes d’Abel, tout juste indiquée dans ses OEuvres, La multiplication complexe des fonctions elliptiques, a été, avec éclat, urée de l’oubli par M. Kronecker et par M. Hermite. Dès le premier travail publié sur ce sujet par M. Kronecker (Monatsberichte, 1853), on voit apparaître, entre cette théorie et celle des formes arithmétiques, des liens si étroits que l’adnurable création de Gauss semble imaginée tout exprès. Cette haison ne se montre pas moins dans le mémoire composé par M. Hermite à la même époque (Comptes rendus de 1859) (?). La multiplication complexe n’y est pas le but : c'est le moyen que M. Hermite emploie pour trouver, dans les transformations du septième et du onzième ordre, la réduite de Galois. C’est dans ce mémoire cependant, si riche en résultats nouveaux, qu'on voit, après les exemples élémentaires, la première collection de fonctions à multiplication complexe, calculées numériquement avec une élégance extrême. À la même époque, le R. P. Joubert (Comptes rendus de 1860) et M. Kronecker (Monatsberichte de 1862), dont
(!) [Ce mémoire a été réimprimé parmi les « fragments divers » qui terminent le tome IIT du 7raité des fonctions elliptiques d'Halphen. Il nous a paru qu'il devait néanmoins être reproduit ici, pour y représenter, avec la courte note suivante (p. 433), les recherches auxquelles Halphen à consacré tant d'efforts pendant les
dernières années de sa vie.| [Vote des éditeurs.] (*) [Œuvres d’Hermite, t. II, p. 38.]
les travaux, sur ce sujet, n'ont cessé de se poursuivre, ont donné aussi beaucoup d’autres exemples. Enfin, dans ces deux dernières années, la multiphcation complexe a été l’objet de mémoires importants, dus à M. Stuart (Quarterly Journal, XX), M. Sylow (ce Journal, 1885), M. Weber ( Acta mathematica), M. Pyek (Math. Annalen) et enfin M. Greenhill (Proc. of London Math. Soc.; 1888). Je n'ai point à analyser 1C1 ces mémoires pleins d'intérêts au point de vue, soit de la théorie générale, soit des résultats numériques. Sous ce dernier point de vue, le mémoire de M. Greenhill, tout récent, résume et dépasse les travaux antérieurs.
Pour la recherche effective des fonctions à multiplication complexe,
sauf en quelques cas, comme la multiplication par ÿ—5 ou par
Ve (Hermite, Equations modulaires, p. 55) (!), on a employé, jusqu à présent, des moyens détournés, quoique d’un grand intérêt : tantôt on utilise les équations modulaires déjà connues, tantôt on calcule, à l’aide des séries de Jacobi, les coefficients d’une équation résolvante. Cé dernier moyen, extrêmement curieux cependant, est bien ‘étranger à l'algèbre et surtout exige des opérations bien laborieuses. Le premier moyen conduit, en général, à des équations qu’il faut décomposer en plusieurs autres (?) ou bien qui ne donnent pas aisément, sous leur forme définitive, toutes les inconnues.
D'ailleurs, quoi que lon veuille -penser de ces critiques, 1l était intéressant de chercher des moyens directs. Je me propose, dans le mémoire actuel, de montrer, sur un exemple, emploi d’un tel moyen, si direct et si simple, en théorie du moins, qu’il suffira, pour me suivre . jusqu'au bout, de posséder les premiers éléments des fonctions elliptiques. Afin de faciliter cette tâche, j'ai placé au début un exposé rapide des principes généraux de la multiplication complexe, ressemblant beaucoup à celui qu’a déjà fait M. Sylow.
L'exemple choisi est celui de la multiplication par ÿ/— 23. Il existe
CHE uvres d'Hérmite LD 405: 10
(“) La cause de cette décomposition sera expliquée ici parmi les Principes generaux. Il y a plusieurs exemples, dignes de remarque, où celte décomposition est évitée pair l'emploi d'équations modulaires irrationneltes ; on le verra dans le mémoire de M. Greenhill. Mais c’est là un accident heureux, qui se produit seulement en des cas dont le nombre est très limité. Pour obtenir une équation sans facteurs étrangers, M. Kronecker a indiqué une méthode générale, fondée sur l'emploi simultané de l'équation modulaire et de l'équation au multiplicateur.
a te CE dd) ds do Ce a
six fonctions admettant cette multiplication. Pour le nombre 23, comme pour tous ceux qui sont de la forme 8 nr —1,ce qu'on a obtenu jusqu'à présent ne suffit point. Dans son beau travail de 1860, le R.P: Joubert, parmi beaucoup d’autres résultats, a donné explicitement deux équations, du troisième degré, dont chaque racine est égale, pour l’une des six fonctions, au produit du module par son complémentaire. Il restérait à trouver effectivement les modules qui doivent contenir
seulement une seule irrationnelle, outre VASTÈRE Cette circonstance indique suffisamment que l’on n’a pas choisi l’inconnue la mieux appropriée. La même observation s'applique à l'équation, d’ailleurs très élégante, donnée pour le même objet par M. Greenhill. On pourrait d’abord être surpris de me voir exiger le module Iui-même, quand on sait fort bien que le produit du module et de son complément définit explicitement les invariants. Il est vrai que le résultat obtenu par le R. P. Joubert suffit à définir ces invariants; mais il ne suffit point pour faire connaître, sans nouvelle irrationnelle, la formule même de mulüplication.
Au point de vue des résultats, c’est donc un complément que j’apporte à ce qui était acquis. Mais c’est surtout par la méthode employée que ce travail, sans prétention, mérite peut-être un instant d’attention.
PRINCIPES GÉNÉRAUX
Rappelons tout d’abord les principes.
Soit s une constante qu'on désignera sous le nom de multiplicateur. ° Soit u un argument variable, soit encore e le produit de &w par le
multiplicateur, pP—EU.
On sait que, si e est un nombre entier, pe est une fonction rationnelle de pu. Le même fait peut-il se présenter pour d’autres valeurs de €? : |
Soient 26 et 26 les périodes. Comme pu ne change point quand on ajoute ces périodes à l’argument &# et que tout autre changement de l’argument, sauf le changement du signe, altère la fonction p, comme aussi p# doit avoir une seule valeur pour chaque valeur de pu, il faut que les produits de : par 2w et 26° soient eux-mêmes des
périodes, qu'on ait donc (1) Eù = pu + qu), Eu = 0 + SU, P; 4 l, $S étant des nombres entiers. De là se conclut (oi (bite At (ro Liu Mettons de côté le cas où l’on supposerail Je Oo; 11e 0: Dire,
qui est celui de Ta multiplication ordinaire, € étant alors un nombre entier. Pour tout autre cas, la relation (2) n'est pas identique. Elle exprime une condition entre les périodes : pour qu'il existe une multiplication, autre que la multiplication ordinaire, il faut et il suffit que le rapport des périodes soit racine d’une équation du second degré à coefficients entiers. C’est une condition nécessaire, on vient de le voir; suffisante aussi : pour s’en convaincre, il suffit d'observer que, € étant choisi conformément aux égalités (1), concordantes d’après la relation (2) supposée, pv n’a effectivement qu’une seule valeur quand pu est donné. |
Il s’agit de trouver l'expression de pv en fonction de pu. Cherchons donc les pôles de cette fonction, considérée comme dépendant de w.
Des égalités (1) et (2), on peut tirer |
| w __sw—gqu" W _ pwu'—ruw
(3) cb N EE N l N= ps — gr.
En conséquence, les valeurs de w — -; qui rendent ? égal à une
période, sont des N° parties de période. Mais il faut préciser davantage.
On doit admettre que les quatre nombres p, q, r, s n'aient aucun diviseur commun. Effectivement, de ce cas particulier, on s'élève au cas général en multipliant < par un nombre entier, c’est-à-dire en faisant suivre la multiplication par < d’une multiplication ordinaire. Cette dernière ferait disparaître la simplicité qu'on va reconnaître dans la nature des pôles de ps; la simplicité tient essentiellement à cette hypothèse permise et nécessaire : p, g, r,s n'ont aucun diviseur commun.
Soient y le plus grand commun diviseur de s et de g; u celui de p
et de r. Ces diviseurs appartiennent aussi à N. On aura
q = Ygn, LES P = KP1) = hr,
PiSi—gi71=n, Ni =Yrav:
Sont premiers entre eux les nombres 4, et s,, de même p, et r,,et aussi 4 et y, suivant hypothèse qu’on vient de faire sur l’ensemble des quatre nombres p, g, r, s.
Comme g, et s, sont premiers entre eux, on peut trouver deux entiers à et 5 par la condition
(4) SP — gaz =1.
Posant alors S10 — q10' = y, au) — Bu = w,.
on en conclura wo = Buy — g1w, W'= ami — 510),
più — 710 = (pDr1—7 B)wi— (P1S1— gir1)wi, égalité que nous écrirons sous la forme
P19'— rw = hw— nw!, en posant
(4) h= pia—r:6.
Remarquons immédiatement que et n sont premiers entre eux. On a, en effet,
RS = pissa— ris 6 = pisix —r(1+qa)=na—r;,
hq1 = pigia — r1qg38 = pi(si8—1)—r1g18=nÊ0— pi.
Tout diviseur commun à L et n diviserait donc 7, et p,, qui sont premiers entre eux. |
Puisque À et n sont effectivement premiers entre eux; on peut choisir un entier À, de telle sorte que À + Àn soit premier avec un nombre donné quelconque, par exemple v. Mais, par l'égalité (4), æet $ sont déterminés seulement à un multiple près, respectivement, de s$, et de g,. L'égalité (5) détermine donc à un multiple près de
n = Pis — 7191;
on peut alors choisir ce multiple de telle sorte que À soit premier avec y. Admettons qu'il en soit ainsi.
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SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 397 Les deux nombres À et 4 étant premiers avec y, on peut déterminer
des entiers y et à par la condition
VO — RuYy =1.
Ceci fait, on a
N Roi — nu + nv ôwi = h(wi+ nuyw:)
et, si l'on pose | Wi + AUYO\ = ©, !
: ü) e x les expressions (5) de — et de — prennent les formes ci-après :
Lé … 6) SD 9740 ü)1 - [) mn MP LATEX — He Re ee Pere: YU: € nt n x nu oO" Ppio —riv Rw;-- nu" h'uers — EE —…—…—_ = — — 00); .
€ ny ny ny
Par conséquent, en négligeant les multiples de la période 26°,
2 uw 2 6) 2 V 6) — = — = ——, * € ne N (6) ; .
26 2h65 2UAG DÉPOT NT A LATIN
. . 20) 20 : ne : se Ainsi — et —, à des périodes près, sont des multiples d’une seule
A : DEN 20 & et même quantité + Avec des entiers quelconques +’ et $, en posant
va + uh8"= m, on aura, de même, 24'o+28w 2mù
miers entre eux, 7 peul être un entier quelconque. En conséquence, les valeurs de u qui rendent v égal à une période sont représentées
c'est-à-dire un multuple de Comme d’ailleurs; y et uh sont pre-
à ? A Sr 2 .
par tous les multiples d’une seule et même quantité FR: quest la Niène partie d'une période.
IL est très important de se rappeler l'hypothèse : p, g, r, s sans diviseur commun. Dans le cas opposé, en effet, la proposition serait en défaut. Au cas de la multiplication ordinaire par un entier M, les
ARE PR æ UE valeurs de w, qui rendent di égal à une période, sont constituées par
l’ensemble de toutes les M" parties de période, et ces dermières ne sont pas les multiples d’une seule’et même quantité. Si donc on mul-. tiphie « par un entier M, la proposition précédente disparaît à l’égard du produit Me. Elle constitue ainsi une propriété caractéristique de la multiplication singulière, réduite à ses éléments essentiels. Connaissant les pôles de pv, fonction de uw, il est aisé de trouver l'expression de pv, décomposée en éléments simples. Soit effecuive-
ment 2 M à LS HET US d’après l'égalité (5), 1l vient p—iu—=2aw+2f$'w+eu zu.
D'autre part, pe développé suivant les puissances ascendantes de + fournit, à la partie fractionnaire, le seul terme re Suivant les puis- : F J s sances ascendantes de «w’/, on a donc le seul terme TR De là vient, CPAS
dans la formule de décomposition, le seul terme
Si l’on observe ensuite que pv est une fonction paire de w, on trouve immédiatement le terme constant, qui restait à déterminer dans la formule de décomposition et l’on a enfin
8 & 2 711 © 2 It €e2Dp = D ) ==: CRT GRR el LE (8) po=pu+ > Li D ) Dar
TH
Le ets des périodes est supposé racine : ‘d’une équation du second degré, à coefficients entiers; soit
(9) aw'?+2bwwy' +cw?—= 0
celle équation, où &, b, c sont des nombres entiers, n'ayant aucun diviseur commun. Le premier membre constitue ce qu’on nomme, dans la théorie de Gauss, une forme primitive; la qualification de primitive exprime que a, b, c n'ont point de diviseur commun.
Dans l’ordre primitif (c’est-à- dire dans l’ensemble des formes primitives), on distingue l’ordre proprement primitif et l'ordre
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ie NN ES RP RE RS RACE te 1 2 L'art ne RCE ET APE
SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 399 improprement primitif. Le premier est celui où & et c ne sont pas, tous deux, pairs; le second est, au contraire, celui où a et c sont pairs. Cette distinction, née de l’arithmétique, est encore fondamentale ici, comme on va le voir immédiatement.
Le rapport des périodes est essentiellement imaginaire. Ainsi l’équation (9) a ses racines imaginaires; en d’autres termes, le
nombre D, qui est son déterminant changé de,signe,
(10) D =ac— 05%,
est essentiellement positif. La forme (a, b, c), c’est ainsi qu’on représente abréviativement le premier membre (9), est donc une forme définie, nom que l’on donne aux formes dont le signe est invariable quand la variable est réelle. On pourra admettre que a et c, dont le signe est le même pour tous deux, sont positifs. La forme (@, b, c) est, en résumé, une forme pr'émilive et positive.
Enfin, pour fixer les idées, nous définirons le rapport w': w comme étant égal à la racine dans laquelle la partie imaginaire est positive, c'est-à-dire que le coefficient de £ est supposé positif. Par conséquent,
aw + bu Co + bw’ Jr II te + == Li) ) ( ) ? w w’ V 1
et ÿD est pris positivement. | L’équation (9) peut être mise, de diverses manières, sous la forme (2). Il y a donc diverses multiphications singulières pour la même fonction elliptique : parmi ces muluplications, il faut en choisir une, la plus simple, suffisante pour caractériser la singularité. Par comparaison avec l'égalité (2), on posera SEM — r = kc, p=kb+k
(12) | s—— kb+}k, p—s—=2kb.
Les trois nombres &, b, c n’ont point de diviseur commun; il en va
donc de même des trois nombres &, 2b, c dans le cas de l’ordre pro-
prement primitif. Alors Æ est nécessairement un nombre entier, et A aussi par conséquent. Au contraire, pour l’ordre improprement primilif, a, 2b et c ont le diviseur 2. On peut donc prendre, pour #, la moitié d’un nombre entier ; comme, d’ailleurs, b estimpair (sans quoi a, b, c auraient le facteur 2), 24! sera aussi un nombre entier, de
même parité que 2K.
Nous avons maintenant, suivant (12) et (10), (13) N=ps — gr = kK"?2+ D.
Le minimum de N, pour l’ordre proprement primiuf, est donc N =D, répondant à #'—0o, f—æ+1. Pour l’ordre improprement primitif, c’est N — ; (D +1), répondant à + £'=E A _
L'expression (1) du multiplicateur e, suivant (11), devient
PRIE AU EE D
Ce multiplicateur est toujours imaginaire, et c’est là l’origine de la locution : multiplication complexe.
Adoptons naturellement, comme la plus simple, la multiplication où N est minimum; fixons, d’ailleurs arbitrairement, les signes de Æet de £', et concluons ainsi :
«Dans l’ordre proprement primitif (c'est-à-dire l’un des deux nombres a et c étant impair), Le multiplicateur le plus simple & et le degré N sont (15) Ru e—t#D, N=D:
dans l’ordre improprement primitif (c'est-à-dire si a etc sont pairs tous deux), /e multiplicateur le plus simple e et le degré N sont
(16) e= -(1+iVD), N=>(D+1).
Pour un même déterminant D, muluple de 4 moins 1, le degré le plus peut correspond à l’ordre improprement primiuf, qui offre, par conséquent, des calculs directs beaucoup plus simples. Comme on le verra par l'exemple que nous allons calculer, on peut ensuite, par des opérations indirectes, passer à l’ordre proprement primitif.
DiversEs MÉTHODES DE RECHERCHE.
Jusqu'à présent, les fonctions elliptiques à multiplication complexe, ou fonctions singulières, ont été caractérisées par la condition (9), relative aux périodes. Le problème véritable est de trouver leurs modules, suivant l’ancien langage, ou leurs éneariants, suivant le
langage actuel. Pour résoudre ce problème, la voie naturelle est de
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faire disparaître les variables w, 6 de l'égalité (8), de façon à obtenir une relation entre des constantes, exprimables en fonction des invariants. On peut obtenir une infinité de telles relations.
Développons les deux membres (8) suivant les puissances ascendantes de uw, égalons terme à terme les coefficients et nous aurons les relations dont 1l s’agit. Pour ce but, on invoquera le développement 2,
il és) pu= — + + uit...
Se souvenant que l’on à P — eu, on conclut
need pe,
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Il suffit, bien entendu, de prendre la première de ces équations. En exprimant que les arguments des diverses fonctions p”, dans le second membre, sont les multiples d’un même argument, que ce dernier est la N°" partie d’une période, on obtiendra, entre les invariants, une équation algébrique, propre à résoudre le problème. :
On peut procéder autrement : prendre les deux équations, exprimer les fonctions p’et pau moyen de la seule fonction p, suivant les formules
Life sf à Je L p'= 6p?— #5;
’ k J pe = 112 (ion 3 Srpee gs) ,
emplover la multiplication ordinaire pour réduire ces fonctions p au ployer 1 Ituiplicat d P d foncet ]
2 & ÉTX seul argument 7 €l sans avoir à exprimer que cet argument est une
Ni" partie de période, éliminer celte unique quantité p+ entre les deux équations.
Il y a d’autres moyens encore. Dans le cas, notamment, où N est un nombre pair, en mettant, au lieu de w, dans l'égalité (8), une des trois demi-périodes, on obtient une relation fort utile, comme je ferai dans l'exemple que je me propose de traiter 1c1. |
Voici le fait qui attire d’abord l'attention. Dans l'égalité (8) et celles
qui s’en déduisent, les seules données qui apparaissent sont e et N,
c’est-à-dire, conformément aux expressions (15) ou (16), le déterminant D et la distinction entre les deux ordres, proprement ou improprement primitif. Aucun autre élément de l’équation (9), c’est-à-dire de la forme (a, b, c) ne laisse de trace dans le calcul. Par conséquent, la totalité des formes de déterminant D donne en tout deux équations bien disunctes entre elles, l’une pour l’ordre proprement primitif, l'autre pour l’ordre improprement primitif (quand D est multiple de 4 moins 1). |
Pour un déterminant donné, il y a une infinité de formes (a, b, c). I n'y à cependant qu’un nombre limité de fonctions singulières répondant à ces formes, puisque ces fonctions sont définies par une équation algébrique. Une infinité de formes répondent donc à une même fonction. Ceci tient simplement à ce que les périodes 26, 20 ne sont pas entièrement déterminées. On peut, en effet, au moyen d’une subsütution linéaire, de déterminant unité, changer ces périodes en d’autres, qui leur soient équivalentes.
Soient 20! et 26 deux autres périodes :
(18) ® = aw'—+ bo, D = YW'+ 00.
Pour que le couple (26',26) puisse remplacer le couple (2w', 2), il faut que toute période s'exprime par une fonction linéaire de 26’ et 26, à coefficients entiers; ceci exige aù — $y—+#1. De plus, pour préciser le rapport w' ! w, nous avons été conduits à fixer le signe de la partie imaginaire dans ce rapport. Pour que ce signe se conserve dans &' : ©, 1l faut que l’on ait 40 — y — + 1, comme on le reconnait par un calcul classique.
La substitution (18) fait apparaître &°: & comme racine d’une nouvellé équation, analogue à Péquation (9). Le premier membre de cette nouvelle équation n'est autre que le premier membre de la précé-
dente (9), transformé par une substitution linéaire, à coefficients entiers, de déterminant égal à +1.
Dans la théorie de Gauss, toutes les formes (&, b, c), déduites d’une seule et même forme par de telles substututions, forment une classe et elles sont dites équivalentes. Cette équivalence trouve 1e1 son application naturelle : toutes ces formes correspondent à une seule et même fonction elliptique. Le nombre total des fonctions singulières qui correspondent à un même déterminant D est donc aussi celui des classes de formes primitives (proprement ou improprement), à déterminant
rs
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— D. Si la théorie des nombres ne nous le faisait déjà connaître, nous apprendrions donc par les fonctions elliptiques que ces classes sont en nombre limité. À
En restant dans les généralités, j'ai encore un mot à dire sur la méthode de calcul que j'ai indiquée tout à l'heure, pour la comparer avec la méthode classique, la méthode d'invention première, celle d’Abel, pour laquelle on emploie les équations modulaires.
Envisageons des fonctions elliptiques-quelconques, ayant 26 et 26 pour périodes; puis d’autres fonctions elliptiques, ayant les périodes 2Q, 20", liées aux précédentes par les relations
(19) eQ = pw + qu), eQ'— 7°ù + su’,
analogues aux relations (1); p, q, r,s sont encore des nombres entiers sans diviseur commun, mais & est une quantité tout à fait arbitraire. Les éléments de la théorie de la transformation, par les raisonnements mêmes que nous avons employés, montrent que p(e u) est fonction rationnelle de Pu (nous désignons 1e1 par P la seconde fonction elliptique, aux périodes 2Q, 2Q°). Cette fonction rationnelle s’exprime, en éléments simples, sous la forme
e2p(eu) = Pu + D Dre Due L
analogue à l'égalité (8).
Par le même moyen qui nous a fourmi les relations (15), en employant des majuscules pour les invariants de P, on obtient
1 L CREER [/2 none
V pu 2220.
G3) FE
En considérant les seconds membres comme des fonctions connues de G; et G,, et éliminant e, on obtient une relation entre les invariants absolus 92? : #5 et G? : G° (qui remplacent les modules dans les nota-
C9 3 2 3 tions modernes). Cette relation (mise sous forme entêre relativement à G, et G3, dont les seconds membres sont des fonctions algébriques irrationnelles) constitue l'équation modularre relative aux transformations d’ordre N. À
Dans cette équation modulaire, supposons Gi = 92, G3 = g3. Nous
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retrouvons alors, au lieu des relations (19), les relations initiales (1), et l'équation ainsi obtenue, qui contient alors un seul module, ou plutôt un seul invariant absolu, caractérise des foncuons-ellipuiques singulières. Mais e a disparu; la seule donnée qui subsiste est N. La disparition de e nous avertit que les multiplications ne sont pas nécessairement réduites à leurs formes les plus simples (15) ou (16). Entre le déterminant D inconnu et le nombre donné N existe seulement la relation (13): On trouvera donc ainsi, à la fois, toutes les multiplicaons complexes qui répondent aux déterminants D, de la forme es
2k et 24° étant des entiers quelconques, qui rendent D entier et posiuf. L’équation obtenue de la sorte est donc décomposable en plusieurs équations distinctes.
Au point de vue théorique, cette méthode présente divers avantages. Tout d’abord elle a été la source de belles découvertes arithmétiques, comme on peut le voir dans les travaux de M. Kronecker. De plus, les équations modulaires ayant été très étudiées, on trouve par là plusieurs propriétés générales de la multiplication complexe. Mais, quand il s’agit de calculer effectivement des invariants singuliers, correspondant à un déterminant donné, cette méthode ne peut être approuvée. Une bonne méthode doit fournir directement, sans facteurs étrangers, l'équation désirée. Elle ne doit point exiger le calcul préalable des équations modulaires. Celle que j'ai indiquée plus haut satisfait à ces conditions : par la conservation du multiplicateur € dans le calcul, elle doit donner, pour chaque cas, une équation répondant uniquement à la question (!). On ne peut pas dissimuler cependant que le calcul effecuf offre des difficultés : pour qu’il ne soit pas trop laborieux, on doit assurément user d’arufice, employer, par exemple, des relations surabondantes, comme je vais le faire dans LE cas parlicuber dont j'aborde maintenant le calcul.
(!) D'après un des plus beaux théorèmes de M. Kronecker, celle équation doit se décoinposer en autant d'équations partielles qu'il y a de genres différents, entre lesquels se répartissent les classes de formes ayant le déterminant donné et appartenant à l’ordre considéré. Le déterminant que j'ai en vue est un nombre premier; il n'y à donc qu'un genre dans chaque ordre; partant, point de décomposition.
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Je me propose de trouver les fonctions elliptiques singulières répondant à l’ordre improprement primitif, pour le déterminant 23. Je prends, à cet effet, l’une des formes correspondantes, la forme (2, 1,12), supposant ainsi, entre les périodes, la relation
24 ww + 6W2= 0,
BOL 26 + 1 ) AE NET LE
Dans la fonction elliptique correspondante, les invariants sont réels et le diseriminant négatif. La demi-période réelle est w, la demipériode purement imaginaire est 26° + w. Ainsi, suivant les notations usitées dans le cas des invariants réels avec discriminant négatif, on
devra poser Way —6, W', = 20) + W;
de là, pour les demi-périodes imaginaires conjuguées, les expressions
= (we 08) =— w, = = (03 0) = 0 +
Les racines e,, c'est-à-dire les valeurs de pu quand &w est une demi-période, sont done composées ainsi : l’une réelle e,, correspondant à w>, aussi bien qu'à w’; les deux autres imaginaires conjuguées : dans e,, qui correspond à w,, la partie imaginaire est positive.
Je conserverai explicitement les demi-périodes w, w', avec la notation w” pour leur somme, mettant, de plus, e, e, e” pour les trois racines correspondantes (!). La somme de ces dernières est nulle. On a donc simultanément
(21) LL, er:
(:) L'obligation de considérer, à la fois, les diverses fonctions elliptiques contraint à restreindre la variété habituelle des notations : je réserve l’emploi des indices pour caractériser les autres fonctions, qui interviendront plus loin.
La lettre £ désigne l’inconnue qu'on est naturellement conduit à 4 ; À LU Ne ; Re choisir. Nous savons dès maintenant que = doit être réel et positif.
D’après les égalités (12) appliquées au cas actuel, en y prenant
EU) — 0 + W', euw' — — Guw,
wo )" )” 0°
7 = EN on pe 0) (057 € € 6 +
La demi-période à coïncide avec w/ et la formule (8) devient P
PRUEESR Li AS + p U + 3:
(23) sepo +p(u- te) +p(es 2) + 0 2D ë 2p 2 $ | 2] 3 jl RER à à.
Posons, pour abréger (!), 2 (2) (24) A—=P—) Dep 6 I r : EN
remplaçons p° par 6p?— = 242, et déduisons de la première formule générale (17) cette équation
l + (55) (#+ai)g=6at66t3e*
Je prends, de plus, équation qu’on obtient en supposant, dans la relation (23), u — w, ce qui donne, suivant (22),
Ÿ = EU = W + W
(1) L'emploi des lettres a et bd ne peut entrainer aucune confusion avec la notation générale (a, b, c) des formes quadratiques; sur laquelle nous n’aurons plus à revenir.
par conséquent,
2e" = e+e"—e + »p(o — a) + 2P (so — =) —24a —920. Nous poserons AE NES 1 ' Nes 7 !
PA é+e—e—e rat 6, 29:00); en sorte que la dernière équauon s'écrit ainsi e . Pr 20!
(26) 2A+a+b—=P neo re je
Par le théorème d’addition des demi-périodes, on a, suivant les notations (24), uw)” et e' Ft e” no ne
Here È
pPo—— )=e+ ————— \, d CE
ù w" DONNE (ea le ea eo re COTE) pfo—%)+pr(o-2) ee en Pole
Le second membre (26) étant maintenant exprimé au moyen de a et b, il ne faut plus qu’une relation entre & et b pour éliminer ces quantités des équations (25) et (26). Cette relation estimmédiatement fournie par les expressions (24) de a et b
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On en conclut, par le théorème d’addition des demi-périodes,
ce qui est la relation demandée. Je m'en sers immédiatement pour modifier le second membre (25) par le calcul suivant : |
Ajoutant, membre à membre, avec (28),.on conclut (a—e)(b—e)=(e —-e)(a+b—e—e")—(e —e)(a + h + er.
La relation (27) devient donc
wo" D OO (e"—e)(a+b—9e) pfo—7) +p(o—#) DÉS
a be"
ce qui donne, pour l'équation (26), celle-ci
L’élimination de a et b entre ces trois équations (25), (28) et (29)
est évidemment très facile. On peut cependant la simplifier encore
par une nouvelle transformation du second membre (26), conformé-
ment au calcul suivant :
w' RU, rite e(e ee POULE) EP RO D EEE 3 3 a —e
2 W” Hi UE mt) PRES & — — | — 5 ——— P 3 a =.€ b'=p FRE UN a ee Mae 2 PE. He:
Soit f(a)—=(a—e)(a—e)(a—e"). La somme des trois fracf'?(a) (a)
: 5 ; 2 - Soit, pour un instant, w l'argument : W',
ions, dans ces seconds membres, est — w(a), où y(a) désigne
la partie entière de on à
T I ISÈRE PÈRE TAG) = p'(u).
Pour un argument &# quelconque, on a toujours
f'2 de E (Ë u
) = 4(2pu +p2u).
J{u) pu Pour u— su! pu et p2u sont des quantités égales, a. Ainsi Ji) —= 124.
Quant à (a), parue entière de où a est supposé quelconque,
c’est 94. La somme des trois fractions est donc égale à 3 a. Au lieu de l'égalité (27), on peut donc encore écrire celle-ci
(29 a) pfo—+)+p(o- 2) +63
moyennant laquelle l'équation (26) fournit cette autre
que j'adjoins au système (25), (23) ét (20),
Avec la notation À, j'emploie encore B et GC, ainsi
A — = Ce? "+ 2e), 1 fe + 24 | (31) B = Re 3e),
Les équations (25) et (25) sont les suivantes : a+ b?=B, (a—e')(b—e')= C.
Avec l'équation (30), on en tire
je (a+b)=2e?+B—92C— A?—B — A2- 2e'?— 2eé", Auto) LB A?
L’élimination de (a + b) entre ces deux dernières conduirait à une équation du quatrième degré par rapport à l’inconnue £. Cette équation contiendrait un facteur étranger, tandis qu’en substituant (a+ b) et son carré dans (29), on obtient une équation du troisième degré
(32) A(B — A?2— 2ee")+e (3B —2A?+92ee"— 92e?) = 0.
C’est l'équation que je voulais obtenir. On y devra substituer, pour À et B, leurs expressions (31), en se souvenant qu'on a
LÉ
ga=ee +e'e"+e"e = ee"— e?.
ENRE
Elle devient, de la sorte, homogène et du troisième degré, ene, e!,e”. Par le moyen des notations (21), on aura une équation du troisième degré en t.
Le développement de cette équation exige encore des calculs assez longs. Il convient donc d’avoir un guide et un contrôle par la connaissance préventive de quelques traits essentiels.
REMARQUES SUR LA RÉSOLVANTE
La présence de € dans À et B entraîne, pour les coefficients de
l'équation, la forme complexe à + 1$ V23, 4 et $ étant des nombres
Last, à: k SNS Re DONNE EL 5 Pots os A4 ET à
entiers. Or nous connaissons. l'existence d’une racine {, purement imaginaire. Il est donc naturel de prévoir, pour l’équation, la forme
(33) iVai(ati+ Br)+ y +5 —
où 4, B, y, 0 seront des nombres entiers. Je donnerai, dansuninstant, la preuve véritable de cette propriété. Ce qui importe le plus, c’est de savoir à quelles fonctions elliptiques singulières se rapportent les autres racines {.
D'après les éléments de la théorie des formes, 1l y a, outre (2, 1, 12), deux autres formes réduites, dans l’ordre improprement primitif, de déterminant — 23. Ce sont les formes (4, 1, 6) et (4, — 1, 6). Envisageons d’abord la première, que nous distinguerons en affectant de l'indice 1 les éléments correspondants. Il s’agit donc des fonctions
elliptiques pour lesquelles on à
wi = / se (34) | EU = Wi+ 204, EU = — 301, (OP Le o 1 + 3:
L’argument à de la formule (8) est 101 + 3w1. On formera, comme précédemment, l'équation supplémentaire, en ) P ) q PP d prenant uw — w,, ce qui donne aussi 9 — w,. Les lettres a et b auront les significations suivantes :
A Di + =.0—= pit —= Hu: ).
1 P1 TETE. 1 mi 3 ) Moyennant ces conventions, on voit immédiatement qu'on obtient les mêmes équations que précédemment, sauf remplacement de e, e', e” ! 1!
paré Ce Notre équation du troisième degré à done une racine 4, définie par les égalités
€ l € I Fe 1 1 (35) Nip er ie ne el | €: 2 €ï 2
Cette racine est complexe et nous verrons même, ultérieurement, que l’on peut assigner, d'avance, son expression en fonction de la racine précédente 4. |
Semblablement, la forme (4, — 1, 6) donne lieu à se fonctions
Ce LEA
elliptiques caractérisées par les relations
/ £ 109 — Wo OU ere SR — iV33,
GO
! G (36) { EW9o — 2», E9 = — 5 09 + uw; ! / G)9 Do — 209 O9 L — = ——— ; a oe € 6 € 2
L'argument & est w:— 20. On obtient l'équation complémentaire ,, ce qui donne » = w. Les lettres a et b ont les
significations suivantes :
f203—4% 0 W9 — 20" 2 —= Po RE — , G— P2 ee A7 LU
en prenant LED
et l’on retrouve les équations primitives, sauf remplacement de e, e’, e” par e,, €», e,. Notre équation du troisième degré a donc la racine 4, définie par les égalités
e2 I e', I (37) =—-—+t, DE ei nor À €, D e, 2
En comparant Les fonctions d'indice 2 et celles d'indice 1, on voit que les rapports des périodes, au signe près, ce qui est indifférent, y sont imaginaires conjugués. Les invariants absolus sont donc aussi des imaginaires conjuguées et 1l est manifeste que les deux rapports e, ! e’ el e, : e, sont dans ce cas. Ainsi £, et — {, sont des imaginaires conju-
guées. Nous rappelant ce qui a été dit précédemment sur la première . . . , LA Ld racine {, nous pouvons conclure que les trois quantités _. fournies par
les trois racines {, sont l’une réelle et positive, les deux autres imaginaires conjuguées. Par là est pleinement justifiée la forme (33), prévue pour léquation.
Voici encore un autre moyen de trouver ce même résultat. Comme on l’a vu par l'égalité (14), une même fonction elliptique admet à la fois les deux multiphcateurs & et 1 — € et, pour tous deux, le nombre N n'a qu'une seule valeur. On peut donc former l'équation tout aussi bien en se servant du second multiplicateur et l’on reconnaîtra qu’il y a simplement échange entre e' ete". Parle changement de e en 1 —e; c’est-à-dire par le changement du signe de iV23, la racine € se change en — t; il en est de même pour les autres racines. Cette circonstance exige la forme (33) de l’équation cherchée.
Pour une même fonction singulière, lés deux AlHBeuenrs conJugués, s et — € dans le cas del RTE NC primitif, e et —(1— €) dans l’autre cas, coexistent toujours. Ge fait général, conséquence de l'égalité (14), explique, de nouveau, pourquoi deux formes opposées, comme (4,1, 6)et (4, —1,6) donnent lieu à des invariants conJugués, avec celte conséquence, bien connue, que les invariants réels proviennent des formes 4mbiguës, comme (2, 1, 12), c’est-à-dire des formes proprement équivalentes à leurs opposées.
Une dernière observation avant de calculer notre équation. Si l’on ne savait déjà, par la théorie des formes, que l’ordre improprement primitif contient, en tout, trois classes pour le déterminant — 23, le degré 3 de l'équation nous le ferait connaître. Il est évident, en effet, que, s’il existait d’autres classes, le même calcul sy appliquerait, entraînant seulement quelque permutation dans les accents de e, e’, e”. Ces classes fourniraient donc nécessairement des racines de la même équation. |
DÉVELOPPEMENT DE LA RÉSOLVANTE
Dans le développement de l'équation (32), j’uuliserai la forme
démontrée (33), non pour abréger le calcul, mais seulement pour le contrôler. Soit U le premier membre |
U=A(B—A?—2ee")+e (3B —2A?2+2ee —2e"?),
où l’on prendra
DEL LME CHE Li gr 44 +5.
Soit aussi V le premier membre, sous la forme désirée (33) V=iyos(ati+fr)+yi+à.
On doit s'attendre à ce que U diffère de V par un facteur complexe + iv 23, et chercher à mettre ce facteur en évidence.
ne lieu de développer complètement Ù, il est préférable de Calculer
séparément U pour des valeurs particulières de 4 :
1% LS 9 e —= 0, € —=—]I, 82 —
En L2
En se servant de la relation
etre + 36 = 0,
LP ie ET - Leu à bere fe PTIT EN OS QE PE NL ER per" : “ ‘ner a ( pre a 4 x à 21
So
on à B (11e? 10) A 2 = — — (11e? +12 = — —E€ 30 1 4 ?
23,3.5AB = FE r2e=— 109 €? — 22,31.11, APTE RE —=—5,17e2— 922,32.11, IAA SR = + e2,
Désignant par U, la valeur de U correspondante, on trouve ainsi
Le calcul est extrêmement simple. Désignant par U’ la valeur de U,
je trouve
a I 2 OU =: LI(O Der), Era 4
J'en conclus
a. (UI+Ui) = 3(36+52)= = (17+ 5623),
Puis Pas) / a 9 PS Eee RES
Sa Ç(U — U;) = 36 +176 = = iV23(17+ 5:03).
ONE V
3° Calcul du terme en t. — Pour ce calcul, on doit prendre RE ALAN e"—=— #, La 4 tt Voici le calcul :
22A —(2—22)4, 2,9.9B—=—(927 ile)?
24 A? Pia oct )r2 12.3 BBA He) (32,49 22.31e1)63, — 26A2(AÀ +oe')—=(22.5.43 + 283e?)43,
26,3. SU — 7.19(36 + 1762) 43 — LE iÿ 28 (17 +5iV25) 6.
At4 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN.
Suivant la notation (38), voici donc le terme en {* dans V : V —922.7.195V236%+....-
4° Calcul du terme indépendant de t. — On doit prendre
RARES I CRC Rien 2 = + 22À = —9—e?, 23,5B —=— 197 —11e?.
On trouve alors 23(A + 3e) ——-14 — E?, 238(A + 92e’) =— 10 — =<?, 26 A? D Te,
2tee"À — 2+e?, DU 2 OUI0 DT) 2 (17 + 5iy23).
Le dernier térmé de V est ainsi — 33.
Le premier et Le dernier terme ont bien la forme prévue; de plus,
suivant (39), les deux valeurs V, et V' qui correspondent à 4 = + ;
sont conjuguées. En conséquence, V a la forme
V = gip23(23.19— 264) + Dans, > | et les égalités (39) donnent DES M 0 LT
L’équation cherchée est donc enfin
(40) V(t)=0o= 7iy23(23.1943— 2.32.7t) + 3(22.315 2 — 32).
; I ME LES TROIS MULTIPLICATIONS PAR ï (x QUE DO Pour résoudre l'équation (40), le changement d'inconnue, qu s'offre d’abord, est indiqué par Pégalité
D CA (41) | 3 V23t=—i, par où l'équation devient
Pour la réduire à trois termes, on posera
: J (43) NA ET 2 > Ci \ x dy ® ce qui mène à | équation finale (44) 23 2x8 — 3,53x — 7.23 — 0.
Comme on le verra plus loin, 1l y a des raisons de savoir d’avance que la racine carrée du discriminant de l'équation doit contenir £ÿ23 comme seule irrationalité. Il en est bien ainsi; car, R étant le discri-
minant, on a, pour l’équation (44),
Soient
PRE IN RP EL Ne Semen en à (45) g= 1 Las vas + 25v5, | = (/ 2305 — 155
des racines cubiques prises dans le sens arithmétique el pour les-
quelles on à
La racine réelle de (44) est
TX =
Les deux autres x, et x, s'en déduisent comme on sait : pour la première, on remplace £ et h par 0g et 02}; pour l’autre, par 822 et 62, et Ü est une des racines cubiques imaginaires de l'unité. Afin que les indices 1 et 2 correspondent à ceux qui ont été adoptés plus haut pour t, il y aura lieu de préciser 4. Je le ferai plus loin, et, dans les formules ci-après, je suppose, par avance, le résultat.
En posant donc
F 72/23 + 25 (g te h) 0, NE ed che —1+1V5 (46) 4 7223 +o5(0g + 02h)= c1, PS ea D Le V23 + 25(022+0h) = C2,
on pourra exprimer, par une même formule, chaque racine t en foncuon de la racine correspondante c. Les quantités e, e’, e”. dont l’une est arbitraire et dont la somme est nulle, sont déterminées par la condition |
En vertu de lhomogénéité, le choix arbitraire de e est indifférent. Je prendrai donc (47) e20 e'=gi—c, e"=—9git—0c, pour le cas de l'égalité (20), ou, en d’autres termes, pour la forme
(2, 1, 12); puis, en permutant les accents comme il a été expliqué et comme le rappellent les égalités (35) et (37), on aura
(48) Ej = ou = 9Ji— C1, Ej=—9t— C4,
dans le cas de légalité (34), correspondant à la forme (4, 1, 6); puis
enfin
(49) NA RC E3= Qi — Co, Ey = — JÙ— C2,
pour le cas de l'égalité (56), correspondant à la forme (4, — 1, 6). Ces permutations des accents se rapportent seulement à la désigna-
üuon arbitrairement uniforme, des périodes dans les trois cas. Elle disparaît dans l'expression des invariants, que voici :
g2= 27.3(C?— 3%), ÉPOUSER);
A gi—27g8gi—=—026.3(c2+ 3); 43 2h 53 es Se F(c2— 33h ci(e+3r) 38(c2+ 32)
Je vais, dès maintenant, fixer le signe de la partie imaginaire dans 0. On verra, plus loin, un moyen purement algébrique pour cet objet.
Quant à présent, je vais employ er les séries 3, formées uniformément ir U)!
avec la quantité JE Bee En posant He
OS
j'aurai, pour chacun des trois cas [(20), (34), (36)|,
le
Prenons la formule (où les fonctions 3 ont l'argument zéro)
e"— e' ME UE 2 er 1+g2+g$+... \t a mm UM — = 9 D IDR Gr RE FR UN à PER RE e —e" do 7 SC EN NS ee pour l’un: ou l’autre des deux derniers cas. Comme Q est inférieur à _@e*—0,04...,les signes de la partie réelle et de la partie imaginaire
sont définis par le terme 2'g du second membre :
ql / IT
RE AR Le, PNR AT IST Ne
Il n’y a aucune utilité à considérer l'égalité analogue avec les indices 2; elle fournirait, de part et d’autre, les quantités conjuguées des précédentes. R
Suivant les expressions (48), il vient, en supposant c, = 4 +16,
— 4 DAC RON OT RTE Bat iQ +... = — HE
d’où résulte que 6 est positif. Mais, d’après (46), on a
Comme (g — h)est positif (45), il faut effectivement choisir 9 ainsi que je l'ai fait plus haut.
TRANS FORMATIONS DU TROISIÈME ORDRE
Nous possédons, dès à présent, la pleine connaissance de tous les éléments pour les trois fonctions elliptiques singulières; car les six quantités a, b, a;, b,, a», b: sont explicitement fournies par les équations (30) et (31 a). Nous pouvons en déduire six autres, jouant le
rôle analogue à l'égard du muluplicateur conjugué. Comme on le voit
r a r à x I par les équations générales (3) et (12), où l’on prendra # = — a
I . 72 L k' — 5» ces quantités sont les suivantes
d1+ 20 wl Cr Vera, AT mere = pa + os);
et les « ont les arguments doubles. Les formules ci-dessus montrent suffisamment que le changement du signe de # change a et b en a'et b, a, et b, en a, et b,, a et b: en a’ et b:.
Les six quantités b, D’, b,, b°, b2, b, servent de base à des transformations du sixième ordre, deux pour chaque fonction elliptique, et ces transformations changent la fonction en elle-même.
Les quantités a, a!, ... peuvent servir de base à des transformations du troisième ordre. Ces dernières échangent les fonctions les unes
dans les autres, comme je vais le montrer.
Désignant par 2 un facteur inconnu, posons
oo = 30), GO = — W!.
Les relations (11) ! !
20) + © 120) + .y— PR RS t) ü)
se changent en les suivantes
d’où l’on voit que le facteur 9 peut être choisi effectivement de manière à attribuer la même signification que précédemment aux lettres w, et w,. J'ai ici une transformation du troisième ordre, qui se figure par la relation,
20) 2 0° 24" 0? pa(pu)=pu+plu——— |) +plur —)—2p—.
3 3 3 En prenant successivement uw = w’, &, w”, j'obtiens
ne 20 pe, =e +—2plo———]—2a,
S ' ma=e+aplu—T) — 24.
et l’on remarquera, en passant, que, par addition de ces trois égahités, se prouve, derechef, la relation (29 a). De là, suivant les égalités (0 et (51), je conclus
péee= e —2ÀA =—;-ee (e —e'})(e 7) prés Je JU ; & = €
! (4 e—e)(ée—e p'e,= €" + DUR D ee ) #
eee) (ba) | (a—e)(b—e)
prier ee) —e
et cette dernière, comme on l’a vu plus haut, se change ainsi :
(e— e") A a+b+e+oA n2 Sr e EUOUÉ NO Er EE us e = \e CR TE ON EN p?(e 2) ppt le! ( ) HN D el
Remettant, pour À, son expression (31), j'ai enfin 4 | LA I 9 ) e"(a+b+oe +-ee
PANNE (ere er (a por e) ; C'est là une formule qui donne la quantité c, en fonction rationnelle de c, avec adjonction de e, bien entendu. Disons, pour abréger, que nous avons ainsi (TOUVÉ Co — p(C).
Par un calcul tout pareil, en posant successivement
wi) &, PM — 0 — 0, Cat} = Dh +204, : Do We = — W4 + 1, on trouve aussi C —w(Ci), C1 = p(Ca). En changeant le signe de &, on
aurait les analogues C1 = Y(C), c— Ÿ(c), Ca Y(ci).
Ces formules traduisent le caractère abélien, qui appartient, comme on le sait, à toutes les équations dont dépendent les fonctions elliptiques à multiplication complexe. Elles donnent la raison a priori de ce fait que le discriminant de l'équation est un carré, sauf le facteur — 23. À
TRANSFORMATIONS DU SECOND ORDRE
Je vais maintenant examiner, pour une quelconque des trois fonctions singulières, les trois transformations du second ordre : de ces transformations, 1l y en a deux qui échangent les fonctions précédentes, tandis que l’autre transformation conduit à une fonction nouvelle, correspondant à l’ordre proprement primitif. Les six transformations, qui échangentles fonctions précédentes, sont naturellement inverses, deux à deux. Elles se distinguent, dans les formules ci-après, par l’emploi de la lettre 5 pour les coefficients de proportionnalité, et cette lettre, avec ou sans accent, pourvue d’un même indice, se rapporte aux deux transformations inverses. Pour les trois autres transformations, le coefficient de proportionnalité est dénoté par la
lettre 7, et les éléments des nouvelles fonctions sont indiqués par des majuscules.
Voici les formules :
| 520 = 1, C2W' = 201, \ UD Tr OR _640 = 20h — 0), 0 = 20, | tw' = Q'— Q; GU4 = W2 — W!,. GW — W2—+ Wo, s,W—=20, ci eh (50) { oi —= 0", ci w = »Q,
G1 W9 — 20), \ S'H2 = Wi+ W, GS’ u)
ToW2 = — Q,, : To W
CO ONU Er OS =D
Les trois nouvelles fonctions correspondent aux trois formes réduite
(SD, M0) eLN SERA es:
QQ!+ 80 — 0, 3OP
Je considère la première de ces transformations. Elle est traduite par l'égalité 4 58 pa(s?u)=pu+p(u—w)—pur, \
d'où l’on déduit, en prenant successivement, pour uw, les valeurs
1x [ | W, =, are ü), DE CO CRNCr ES AUCA vèe, = eH2y(e —e)(e ="),
shei=epav(e —e)(e—e"),
ce qui mène à la relation bien connue Set ere! Be (51) va À ) es 1 1:3 1e à 7 ei
La seconde transformation donne, de même,
Mi te net) (ot el RG bou RO ER RS Re À, EPS de dE ARC UE ere te ‘ e” Ca
Introduisant les racines £, ti, t», d’après (21), (35) et (35), on a ainsi
VICE—3) , 3— 0% I— 21 DÉPOT
AVt(2t+3) nu 3+28
RÉFRAU 0710
Les quatre autres transformations analogues conduisent à des formules que l’on déduit aussi de ces dernières par la permutation circulaire des indices. |
J'ai annoncé un moyen, purement algébrique, de distinguer celle des deux racines cubiques de l'unité qu'il faut désigner, dans les formules ci-dessus, par 4. Le voici. Tout d’abord, substituant, à la place de +, dans le premier membre (44), successivement les deux nombres 5
As DUAL IU
et ++, on trouve, pour résultats, — 17 et +.
re .- La racine réelle
æ est ainsi connue, à moins de près, et l’on voit que c ‘est compris entre 145 V23 et 147 23.
Prenons l'égalité (51) qui donne
Vu la grandeur de c, les quantités c — 34 et c — 9 peuvent ici être remplacées, pour fixer les signes, par c lui-même; et l’on a sensiblement
Si l’on pose €, = a + 18, on a (46)
72/23 —oi(g +h)= ÿ23(7— tx),
quantité positive, x étant inférieur à +. Par conséquent, dans
CAS CE DD ON SL Dé TaLX Hg. a+iB+9) o + (8:40)?
la partie imaginaire est négative, d’où lon voit déjà qu'il faut prendre le signe + devant le second membre (53). On doit donc avoir
DATA
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Û ) À Or, en remplaçant € par . dans l’équation (40), on trouve
Cole 33,7.19V/23.
D’après la grandeur de c, il en résulte c, c; << 3%, c’est-à-dire
En conséquence, 8 est posiuf. C’est à quoi j'étais parvenu précé-
demment, pour en déduire la détermination précise de 4. Ainsi qu'on l’a vu par les transformations du troisième ordre, £, et t: s'expriment rationnellement en fonction de {, sauf adjonction de &.
1 DL 13 À Er :
Les deux quantités nn peuvent donc être exprimées de la même
manière ; c’est ce que je vais chercher à faire. Soient
; 21—3 201 —3 2 Lo — 3 IG a" Ci ———— ot ——— | n ) 1 1 ) 2 PR ) ; ces racines carrées étant prises avec les signes que leur attribuent la
première égalité (52) et ses analogues. Recourant à l’équation (40), dont 4, £,, {, sont les racines, j'ai
(54)- (ss) Se
D'ailleurs, par légalité (52),
par conséquent,
SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 423 Les équations (39) nous offrent, calculées déjà sous la dénomination
£ \ de V, et V’, les quantités Ne S » Savoir v(æ+ :) = »2,5.11(3+iV3).
Il en résulte RTS RNA Ne RS ee
ER : e : 53 Une vérification s’offre naturellement par le calcul direct de v(i) qui, d’après (54), donne (s 5155)? = — 95 (79 re 3.71/93) ee 2 (> Ga SAAVIO RD Ge
De la même égalité (52) je tire encore le résultat suivant
PRES
où V' désigne la dérivée de V, et où le signe sommatoire s'applique aux trois racines. Par un calcul direct, on a
quantité qui doit être divisée par v{ V sous la forme
Loue te
(3— iy23)°
La division s'effectue donc de la manière la plus simple, en multi-
|: Le calcul précédent a donné
pliant successivement par 3 — 123:
(319 + 52.712383) (3—iÿ23)— 2%(311 +13:23), (311 + 135ÿ23)(3 —1ÿ23) = ‘oë(s.11—131ÿ/23), rte 17623) (3 — 23) =— 95(5 + 22:V23), (5+ 225ÿ23) (3 — iV23) = 107 TANT
(3 \ (2) | a us (107 7iVas),
2 (5 +iyo23).
v(à) FRE ENS 2 /
a NÉ DER M EPS NE CREER ER STE TE > AR |
: 4 Ÿ a } . ll
D'après l’expression de s, on a, d'autre part,
pate 4 isa SLA 35
J'ai donc ce résultat, que j'avais en vue d'obtenir, 4 7 QUES > S+ — |) = 2 (5+ 193).
Soit maintenant (56) si Nsè+ Ms— 22(-— 3523) =,
l'équation dont s, s,, s, sont les racines. La précédente relation donne M
RS TS rl
Ce sont ces deux coefficients M et N dont la détermination fournira
D [SI
(5 su 123). à
l'expression, que je cherche, de s en fonction rationnelle de £. On peut urer encore de l'égalité (52) deux autres équations du premier degré entre M et N par le moyen suivant. Elle donne immédiatement
D'ailleurs
S'ist} IS R PRAN RP) dd 1— 26 nd SH va Sat Us 3%
Pour revenir de l’équation (56) à léquation en 4, il faut chasser l’irrationnelle s. On a donc identiquement
où À est un facteur constant, $ et € étant deux variables liées par la
d'CR
fn DT RARES
relation
En différentiant, je conclus
Rs Hs) 1 VC ee 6s BÉREE(CS eee
puis, en prenant $ — 24,
TE F'(or) !: F'(—20) à ÿ () F2) IP CS EAN
vf)
Far)
La connaissance des deux quantités FC 1)
procure les deux équa-
uons du premier degré dont j'ai parlé. Mecontentant d’avoir indiqué ce
moyen, je vais en employer un autre, encore fondé sur la relation (58).
OX
-> On à l’équation — $<
Substituant dans V(4) l'expression { — £ 59203 pe 08. 157524 25.99 — 2.71 23(75t— 22.552— 24,3) — 0, dont le premier membre doit reproduire | —F(s)F(—s)= (5 + M} [Ns2+ 02(5 — 35423) l°.
De là deux équations
(59) 2 M — N?—=— 2(3+ 72:23), (60) M? 25 (7 — 35023 )N =— 29 (157 — 7 123) = 22(7 UUR ÉgREEt ES
Entre cette dernière et l’équation (53) éliminant N. ; J obtiens ke M?+ 8M = »5.35ÿ23(7— 31123), équation du second degré donnant les deux racines
M=—4—+o2(3.7 + iÿ23).
Une seule convient, que l’on distingue immédiatement comme devant,
par l'équation (59), fournir, pour N?, un carré parfait. On trouve
ainsi M = 2 (19 +:ÿ93), N—17+ 3:23, E(s)= ss 175 Lo 195 22.7 = 1/23(352 25 — 22.8):
tel est le premier membre de l'équation cherchée.
Si, de même, on pose
2+3 è 24 +3 à 209 + 3 ; — =5$, —— = $;, — =$,, t 71 de
ces quantités sont les racines de l’équation ®(s') = 0, dont le premier
membre est conjugué du précédent, P(s')=s8— 17524 9.19s — 22,7 +iÿ23(352— 05 92,3),
Par là sont exprimés, comme on le voulait, s et s'en fonction de #. On
a, en effet, Ns2+ 22(7— 3:23) ———
4 sd ’ \ DE 4 FER 5 x égalité où l’on mettra, au second membre, Por la place de s?.
Ÿ à 2É + 3, Pour s', on prendra la relation analogue où l’on mettra Nm la
place de s”?.
C’est en vue d’effectuer complètement les trois dernières transformations du second ordre que j'ai calculé F et D. J’arrive à ces transformations.
LEs rRoIS FONCTIONS DE L'ORDRE PROPREMENT PRIMITIF. Aux périodes 2Q, 2Q, définies par les relations (50), ro — 2.0) rw'= Q'—Q,
correspond une nouvelle fonction Pw, dont je dénote les éléments par des lettres majuscules. La transformation conduit, par le même calcul que plus haut, à la relation suivante, analogue de l'égalité (51),
e—e')(e—e") {E—E D, VLe rente X = FE” Re Le premier membre est, en valeur absolue, égal à
VS 21) (5 ot),
quantité réelle, puisque 4 est purement imaginaire. D’après la nature de la fonction P, dont les invariants doivent être réels et le discriminant positif, les trois quantités E, E”, E’ doivent être réelles, rangées ainsi en ordre décroissant; de plus, le rapport Q”’: :Q étant supérieur
à l'unité, E” est négauf, et l’on aura
EE nel sara (62) pre E Vo — ft ütss';
le signe est ainsi choisi, parce que s et s sont des quantités conjueuées, comme il résulte du calcul précédent, et que ét est réel et négatif.
Ayant obtenu s et s’ en fonction rationnelle de {, nous avons donc, sous la même forme, les éléments nouveaux. Mais il faut réduire leur expression à la forme la plus simple, et, pour ce but, je vais exprimer tss
par une fraction du premier degré. Soit
Pen H SS = — G la fracuion cherchée. Ayant mis la relation (61) et son analogue sous
la forme
ae Fu FEAT A A LE me on conclura que l'égalité CODEN ES LTD CUT
a lieu en vertu de l'équation NE Dale premier membre est donc
ANNE 1 RU US divisible par V, et doit avoir la forme TTC De là, £SS'G — KV a) SN
ce qui doit être une identité. Il s’agit donc de trouver les deux polynômes du premier degré G et K par la condition que le numérateur soit seulement du troisième degré au lieu du quatrième, qu’il soit en outre divisible par TT. Le quotient, du premier degré, sera le binôme H.
En substituant dans l'égalité (61), on a d’abord
= 4[Ns2+ »2(9— 35ÿ23)] = 2.316 — 3.179 — 3(24+ 3)i923, T=t(s+M)= 923.56 3 +oity93, SP 0 1 3202 1/23;
T'= 93.564 3 oity23, V=(2t—3)T?2—1S2=—(21+3)T?2+ 7:87,
RENE LE Éd MES EN Vo PET CEX UF TORRES US PAL 2 CADRE . Ur ve F * y V2 Ÿ P2n
Pour T—%;, 0on.a amsi
V—=— 15; on doit donc avoir | (64) RESTO ROSE DEN di LL) et, semblablement, CRUE SG CES 0 Aie TU)
Au moyen des égalités PU MEET
on peut exprimerS et 5’, sous forme linéaire et homogène, en T et T':; on trouve ainsi | Sr: (ir rrVos) Timo ts |/23)T",
SE 532053 TEE Crres 1923) T'.:
Par là, les deux conditions (64) et (63) deviennent (11— iÿ23)G—2(3+:ÿ23)K=o (div. T), (u1+5ÿ23)G+2(3—1iÿ3)K=o. (div. T)..
S1 donc on pose G=YT+YT, K=4T+AT", on obtient les conditions
(ire 123 )y — 2(3+ 23) =0,
(ir+ iÿ23)y + 2(3 — 193) 4 —0.
En exprimant enfin que le terme du quatrième degré disparaît dans le r à ce É $ numérateur (63), on trouve la dernière équation
25.73 | (20 + 1ÿ23)y + (50 — 1123) y'| — 7.196ÿ23 | (0 + iÿ23)k + (50e 1V23)k'|.
Les équations précédentes fournissent 2k=(5—7iy23)y, o5k= (5 +Jiy23)+.
Substituant dans la dernière et prenant arbitrairement un coefficient
de proportionnalité, je trouve
td (3 6:08), == (—34114+5:)33),
k= 2(5 — 2123), kK'=2(5+oiy23), ?
SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.' 429 d’où résulte GS 32 11-07 100 /23, K = 23(2.736+ 3:93).
Il reste à trouver H. A cet effet, je prends £ — = ce qui donne
V ——15S?, et, par conséquent,
TT'H = =S(S'G+SK).
: 5 Pour i—= 5? nous avons
S'G + SK = 24.32(485Lr1.172ÿ/23).
D'autre part, TE 31933) (5 133) (3 + ias), Toi) = 2 (55193) (3 + ir), TT (ui 55923) (3 + ia), Ps = (75590) = À (3+ V3).
Il vient donc
Rare 5iÿ23)H = 0% ,32(48111.172V23) ou finalement Us
H— 53,32(7.11+ 5ÿ23), (de =):
Le changement du signe de £ et de 4/23 laisse inaltérés V et G, change K en — K, échange T et — T', ainsi que S et ——S"; ce changement a donc pour effet de reproduire H, changé de signe. On a donc aussi
MA 3 H = —23.32(7.11+5ÿ23), ( =—;).
Par conséquent, pour £ quelconque, EE 3(2.7 .116— 3iV23).
Comme vérification de ce calcul, prenons {= 0, ce qui donne
— KV =03,31y23, |
TT'H = 55.3::V
LRO
PTT PEN EE PAR PER An ee RU EST PRES EE D VE DT TN I TROT DRE # f Y : #4 DT ù 3 CRT EN LU RARES, -
J'ai donc la formule cherchée, savoir
RE __ 23,3(2.7.116—3:ÿ23)
t 5 Mettant { — — on la change en la suivante :
Remplaçant enfin c par son expression (46), J'en déduis, suivant (62), (67) EE" | is ER) Va To 21V23+11(g+h)
Prenant arbitrairement un coefficient de proportionnalité, je poserai donc | | E = 21ÿ923 + 32 + (823 rt) (g+h),
(68) E'= 2123 — 32 — (8W23—11)(g + h), | Es 203 90{9 h)
Pour les deux autres foncuons P, et P,, les formules seront analogues, g + h étant remplacé par 69 +6?h ou 09 +06. Par les égalités (50), il est manifeste que, dans ces formules, E” est remplacé par E’ ou E,. Mais il reste à savoir dans quel ordre E et E’ sont remplacés par E, et E’ ou E, et E!. Pour ce but, supposant, dans le second membre (63), g + A remplacé par Üg +62k, multiplions les deux termes par le conjugué du dénominateur, ce qui donne
La partie imaginaire de ce produit est
da
le coefficient de # est positif. L’échange de E — Een +(E,—E) doit donc être fait de manière que dans Pie, D ET TUEUR A
la partie imaginaire soit positive. En employantles séries 3, on trouve,
De ati bre (+) La etytse Ash CAE SU LS EE à 2 EE og RE D
L2 Pie LR
SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 431 pour la partie principale,
; /23 LA ! $. ÉTAT 1/23 ; FA men — L 2
les autres termes sont sans influence sur le signe de la partie imaginaire : c’est le signe +. C’est donc E’ qui remplace E. Quant à la foncuon P,, ses éléments sont conjugués des précédents. Ainsi, en passant aux fonctions P, ou P,, on doit, dans les formules (68), remplacer 2 + h par 09 +0? ou par Pg +06 et, en même temps, PÈRE, EparE}, Ê;;Frou par BE. Ex
Ainsi est pleinement achevée la solution du problème proposé.
LEA ES
Nous obtenons ainsi, pour y, l'équation
NI
ES © Der:
(AVE UUT— 79) 722 23 (7
qui, étant développée, se réduit à
MN ane NZ
PES RESTE à Fe SR ANDE NT EAN BTE Re (3) # (2) »(X) :
C’est l'équation donnée, par le R. P. Joubert, dans les Comptes rendus de 1860 (1° semestre, p. 912). Sa résolution suffit, bien entendu, pour définir explicitement les fonctions cherchées, puisque linvariant absolu est rationnel en &, D'une manière générale, pour toute fonction elliptique, on a |
CES A m2) SAT.
DEA C4 30 PACE y),
en désignant par o un coefficient d’homogénéité, dont l'expression est
… SVri+éy 9e
APE ON DREN et
Ce coefficient p peut être pris ad libitum; aussi les invariants sont-ils définis par la seule quantité y, ou par £?. Mais, pour avoir les quantités e, e!, e”, sans nouvelle irrationnelle, il faut connaître &.
Semblablement, à l’égard des trois fonctions répondant à l’ordre proprement primitif, la connaissance de y suffit aussi pour définir les invariants. Effectivement, en prenant la transformation du second ordre qui fait passer de p à P, ainsi que la transformation inverse, on a les deux relations
a Een 28 rs 2 (AE Sr LV Étr ENerSOTneter Fr] Fra à MA 2 TE de EN SN QE O7 CTP — T'AS + LOU LA CNT AL NE TA 2 e E” E e
et, en posant encore (E"— KE) (E"— E') (EE)
Y — on en déduit la relation, bien connue, JOYN = Prenant maintenant les formules (50), y mettant des lettres majuscules,
. 5 : I au leu de 92, ga, J, --., puis remplaçant Y par y el y par son
expression en fonction de c?, on trouve
AA = 36 (24 9); le coefficient À a l'expression suivante :
Re 81 CURE ENORME
(QC —
ES
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DIVISION DES PERIODES ELLIPTIQUES PAR
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 108, 1889, p. 476.
D'après un théorème énoncé dans la lettre testamentare de Galois (1832), 1l existe, pour la transformation des fonctions elliptiques, des résolvantes d’un degré égal à l’ordre de la transformation, quand cet ordre est 5, 5 ou 11. Dans un mémoire célèbre, publié aux Comptes rendus de 1858 (!), M. Hermite a montré comment on peut obtenir de telles résolvantes et en a calculé une, du cinquième degré, source de mémorables travaux, que je n'ai pas à rappeler 1c1. Peu après, en 1859, M. Hermite a effectivement calculé une résolvante du septième degré, qu'il a fait connaître par une lettre à M. Brioschi, publiée dans les Annali di Matematica (p. 60) (?). Plus récemment, en 1879, M. Félix Klein et M. Brioschi ont obtenu cette même résolvante par des moyens très différents (Mathematische Annalen, t. XIV, p. 425, ett. XV, p. 249) (%); enfin, M. Félix Klein a donné deux résolvantes du onzième degré (cbid., t. XV, p. 543) qui complètent brillamment les recherches provoquées par le théorème de Galois.
À la partie de cette belle théorie qui concerne la transformation du septième ordre, je voudrais apporter aujourd’hui-un très modeste appoint, en indiquant une nouvelle résolvante, d’une grande simplicité.
La voici :
DEEE (+ _ (T—1)= 10.
C’est à cette équation que l'on peut réduire le problème de la trans-
(1) [Œuvres d’Hermite, t. 1, p.22] COS TLIT. LED TEA (*) [ Brioschi, Opere mathematiche, t: V, p. 225
Le Lee
; A vtr ù EN 1 nn es Al HÉRUT € POELE SE L ALT NP ER
formation du septième ordre, ou le problème équivalentd e la division des périodes elliptiques par 3. La constante & est liée à l’invariant absolu J = £° : A par la simple relation
26W—ii oeTin
Il me faut dire quelles sont les racines de cette résolvante. Soit 26 une période quelconque et'soit posé
an / y VA = (p25-pis) (pfä—pia) (p25— po).
Cette quantité y est racine d'une équation du huitième degré,
RE J —: TPE OMS EE IONEEAT NEE pe
qui a été employée déjà par M. Brioschi et par M. Kiepert. Les diverses racines proviennent des diverses valeurs que l’on peut assigner à ©. Soient 26 et 20w/ une paire de périodes, arbitrairement choisie; on distingue, d'habitude, par l’indice æ la racine y qui correspond à & —w, et par l'indice n — 0, 1, ..., 6 la racine qui correspond à & — w' + nw. C’est en prenant
x? — = Ve) ar) —Ys)(i—ys)
que l’on obtient la résolvante donnée plus haut.
ML T DAS Ca dt td. PPS ESS LS RARES SENS EE RSS NUS PCT APE PTT a” “ii + x veu e L . ss i ’ fé :
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Journal de Mathématiques pures et appliquees, 4° série, t..6,:1890, p.217,
Voici d’abord une formule qui sera très utile.
Soit y une fonction d’une variable indépendante, par rapport à laquelle on prend les dérivées, dénotées par des accents. On a successivement
2yy" =(y1) —2ÿ, | 2YY" —_— (y2)" ie. 3(7'?), NME NUS 0 ee LUS LI) Ve = A
| >YY = (2), (1)
Dans ces formules apparaissent les mêmes coefficients numériques que dans les suivantes :
2Cos4 —=(2cos«), 2 COS24 = (2C0S4)?— 2, 2 c0s34 — (2 cosa)? — 3(2cos2),
2cos{a = (2cosa)*— 4(2 cos æ )? + D:
D'une manière générale, on a, comme on sait,
n 2 cos na = (2COSa )? — a (2:c0s a )r51
(2 cos a)? — Lar RER TE
On aura de même
(2) 2770 ze (y? )(2) = . (y'2)—2)
Je n(n—3)
Mo \(n—k) __ oi) 25:50
La démonstration, sur laquelle je ne crois pas utile d’insister,
résulte immédiatement des deux formules comparées
2cos(n +i)æ —(2cosx)2cosna—2cos(n —1)a,
Dans cette dernière, le second terme du second membre s'exprime au moyen de la formule (2), où l’on change y en y’ et r en (n — 1).
Par le changement de y en y’ ou y”, y”, ... la formule (2) permet, comme on le voit, d'exprimer tout produit de deux figures y, y, Y', ... par les carrés et les dérivées de ces carrés.
Une expression U, contenant une ou plusieurs indéterminées comme y, fonction, laissée arbitraire, de la variable indépendante, est dite dérivée exacte s’il existe une autre expression V, contenant les mêmes indéterminées, et dont la dérivée V” reproduise exactement U. Ainsi, par les formules (1), on voit que yy', yy" sont des dérivées exactes, tandis que y", J:y" n’en sont pas. Et généralement, dans la formule (2), on voit que yy est, ou non, une dérivée exacte, suivant que 7 est impair où pair.
Dans ce qui va suivre, nous emplorerons le signe = pour exprimer une égalité dans laquelle on néglige des dérivées exactes. Par exemple, d’après la formule (2), où l’on suppose 7 pair, on déduit en retenant seulement le dernier terme, dont le coefficient est égal à 2,
(3) HA Er VAR RO tandis que, si z2 est impair, on conclut
15 bis) FyRmrt) = O.
Soit & une autre fonction quelconque de la même variable indé-
pendante.
Prenons l'identité, base de l'intégration par parues,
| ay\m) + (— 1) 1 yaUn) 2 [ayimet) D a' y\m-?) île a” y\m-3) REA ON EE (— 1)7—1 atm-1) y]
ou, suivant nos conventions,
(4) 3 ay) = (— 31) aÙn) y.
Maultiplions les deux membres de la formule (2) par &, puis, au second membre, remplaçons chaque terme par son équivalent d’après
SUR LES FORMES DIFFÉRENTIELLES ASSOCIÉES. 437 la formule (4) où l’on change successivement y etm en 7?etn, en y"? et (n —2),en y"? et (nr — 4), et ainsi de suite. Il en résulte la formule suivante qui est d’une grande utilité :
(5) —— 1)29 ay y(n) — air 72 — = air yr + AE atn—t) "2 n(n=4)(n—5) Se pot remet CY (V2 O0 PAS NUE PART cf
Par le changement de y en y’, y”, ... cette formule permet de réduire tout produit de deux figures y, y, y’, ... aux seuls carrés y?, y?,y"?, ..., en négligeant une dérivée exacte.
Nous aurons à considérer des formes quadratiques, c’est-à-dire des polynômes homogènes et du second degré, par rapport à y, 3°, y”, .…, avec des coefficients, qui seront censés dépendre, d’une manière quelconque, de la variable indépendante. Appelons-les, pour abréger, formes quadratiques différentielles; on aura soin de ne pas les confondre avec les formes quadratiques ordinaires, que nous aurons aussi à envisager, avec d’autres indéterminées, et dans lesquelles Les coefficients sont toujours supposés constants ou numériques.
Nous aurons aussi à envisager des formes linéaires différentielles, polynômes homogènes et du premier degré en 7, 3”, 3”, ..., avec des coefficients dépendant de la variable.
Dans l’un et l’autre cas, l’ordre de la forme sera toujours le plus erand indice de dérivation avec lequel figure, dans cette forme, l’indéterminée y. Ainsi,
U=ay'+2ay' + ay, V=a2ayy"—20y y"+3ayy"— b'y?+3a"yy + a"y?
sont des formes différentielles, la première linéaire et du second ordre, la seconde quadratique et du troisième ordre. Ces formes sont toutes deux des dérivées exactes, ce qui s’écrira ainsi :
On a, en effet, U — (ay), V=f2ayy"—(a+b)y'+a'yy'+a"y?].
Les formes quadratiques différentielles, qui sont des dérivées exactes, sont précisément celles que nous aurons à envisager, et le
but pour lequel j'ai établi la formule (5), c’est de discerner facilement ces formes. Voici comment :
Par la formule (5) on peut immédiatement réduire la forme à une somme de carrés, en négligeant une dérivée exacte, et écrire ainsi, pour une forme W quelconque,
(6) W= A(YPDIEE B(mD EE EL re.
Pour que W soit une dérivée exacte, 1l faut que tous ces carrés manquent; ainsi la réduction au moyen de la formule (5) fait nécessairement apparaître le caractère de dérivée exacte, s'il existe. En effet, si W est une dérivée exacte on aura identiquement
(5) T'=A(yn}EB(yD}+...+ Ly?,
el T sera aussi une forme quadratique différentielle. Mais, s1 n est l’ordre de cette dernière, les térmes qui, dans T, contiennent y(?), donnent, par la différentiation, les termes de l’ordre le plus élevé nr +1 dans T’; ceux-ci ne peuvent se réduire avec d’autres et sont du premier degré par rapport à y(?+9, Donc, dans la dérivée T”, les termes de l’ordre le plus élevé ne peuvent être des carrés. Donc, dans le second membre (6), aucun des indices p, g, ... ne peut être le plus grand. Donc tous ces termes doivent manquer.
En résumé, pour qu'une forme quadratique différentielle W soit une dérivée exacte, il faut et il suffit que sa réduction par la formule (5) aboutisse à W = 0.
On remarquera, en passant, que la réduction d’une forme W en carrés, telle que (6), peut se faire d’une seule manière; sans quoi une somme de carrés, non identiquement nulle, serait une dérivée
exacte. : Prenons pour exemple la forme V considérée précédemment; voici le calcul : | 2ayy" =— a"y!+3a'y"?, RE Fr bee 3a'yy"= + : a"y?— 3a'y'?, b'y2=— Holy, PAIE SOUS a"y?=+ a"y?, V=o
Considérons deux formes linéaires différentielles Gs, G;; leur
produit est quadratique. Si ce produit est une dérivée exacte, les deux formes G», G, seront dites associces.
Soient Go= ay +byun +..., G=æmyP) + by 1+..
deux formes associées. Si leurs ordres p, n étaient égaux entre eux, le produit G,, G,, réduit en carrés, contiendrait, pour premier carré aa (7(?})?, et ne serait pas une dérivée exacte. Les ordres sont donc inégaux. Soit p << n. Si la différence (7 —p) était paire, on » e à ; aurait, d’après (5), } É (p}) tn) = \Ca—p}( lp) 2 Re \(A—1p—2) (p+T) \2 AT PR OR ETAGE DE er 8174 Or en 6 65 an) ee , n—)p
UN) 2 2ad;(y(Prn 2.
Le dernier terme de cette formule à l’ordre le plus élevé, parmi tous ceux que fournira la réduction; 1l est seul et ne peut disparaître. Donc l'hypothèse que x et p soient de même parité est incompatible avec la propriété d'association. Donc, dans deux formes associées, les ordres sont de parités opposées.
Je vais, à ce sujet, résoudre un premier problème : Trouver toutes les formes associées à la forme la plus simple, G, — y. Elles sont d'ordre impair, comme on vient de le reconnaître, puisque G, est d'ordre zéro.
Je dis d’abord que la forme suivante
(8) FE — (ay }22+D + CEE
est une associée de G,. Si, en effet, dans la relation (4), on suppose m—2n—+1, et qu'on mette ay au lieu de a, on a (en mettant les termes au second membre) ’ (27241) (27241) — a + d 10
re (ay) 14
c'est-à-dire G = Oo?
Soit maintenant G, une forme quelconque, d'ordre (27 +1), associée à G,; prenons son premier terme 24y(?#+1}, composons la forme F avec le même coefficient a. La différence (G, — F) est également associée à G,; mais elle est d’ordre inférieur à (2n +1), car F a, comme G4, 2ay(2*#1) pour premier terme. Donc (G,; — F) estune
forme d'ordre au plus égal à (2n — 1). En poursuivant, on voit que l'expression générale de G; se compose de la somme de plusieurs formes particulières, telles que F, d’ordres décroissants, et de coefficients &, b, ..., quelconques
( 9) Ge —— (ay )2r+1) 2e ay (2r+1)
4 (by )22- 0 LE bye, + (y) + D, [f Par exemple, en supposant n = 1, a — -; on trouve la forme PIE; PP ; = G=y"+20y + by,
ayant cette propriété que yG est une dérivée exacte I [Æ À YG = Cr AS by)
Voici un second problème analogue : Trouver les associées de la forme G, =". En mettant à part, dans la forme cherchée, le terme où y n’est pas dérivé, on peut écrire cette forme f(y') + cy. Mais la réduction du produit 3’f(y'), d’après la formule (5), ne saurait amener le carré y?, tandis que le produit cyy" amène, au contraire,
I € ® #72 Er le terme — -c'3?. Pour que la forme soit associée de y’, 1F faut donc SR
que € soit nul, donc € constant. Cela étant, cyy' est une dérivée exacte, el 1l faudra que y'f(y') le soit aussi. Donc les formes cherchées (d'ordre 2n) sont contenues dans la formule suivante, où Le dernier coefficient est une constante,
(10) Gi api ER anne (bre
ë + by0r 2 LE, + (y) + y" + cy.
Par exemple, :
G= y +92by"+ d'y + cy,
Le problème général sur les formes associées consiste à trouver toutes les formes 6, associées à une forme donnée G,. Je vais faire voir d’abord que ce problème se réduit à la recherche des formes dont l’ordre est moindre que celui de G.
Supposons G, d'ordre supérieur à celui de G,, et soit (2n +1) la différence des ordres, qui est nécessairement impaire.
En mettant dans l’expression (9) G, au lieu de y, composons la
SUR LES FORMES DIFFÉRENTIELLES ASSOCIÉES. 4Aï
forme
(11) H — (a Gi )22#10) + a GL2r+1) RCE Ge GRR RE TG) 10:
Cette dernière I est associée à G,, et du même ordre que la forme cherchée G,.
Par un choix convenable de «&, on abaissera l’ordre (G; — H), en faisant disparaître le terme de l'ordre le plus élevé. Mais (Go — H) étant associée à G,, son ordre surpasse celui de G, d’un nombre impair d'unités, (27 — 1) au plus. Par le choix de » on pourra donc réduire cette différence au-dessous de (27 — 1), puis, par le choix du coefficient suivant, au-dessous de (27 — 3), ..., enfin parle choix de {, (Go — H) sera réduit à un ordre moindre que celui de G.
Donc une forme quelconque G, associée à G, a pour expression H+ G;, H étant l'expression (11) et G; une forme associée à G,, mais d'ordre inférieur à celui de G.
La recherche directe de G>:; étant donnée G,, constitue un problème de calcul intégral sur lequel nous reviendrons. Mais actuellement je vais le résoudre indirectement en construisant de la manière la plus générale deux formes associées.
Pour ce but, employons un symbole distinctif qui représente la combinaison (9). Ecrivons (12) F(a, 7) _ (ay )22+1) “ee ayl2n+i
fs (by )22-0 + byl2n-1) pre Re (ty) + Lÿ';
en sous-entendant les coefficients b, ..., l, qui sont toujours quelconques et seront changés arbitrairement en même temps que a, sousentendant aussi l’ordre (2n +1), qui pourra changer aussi en même temps. Je vais employer une suite de pareils symboles F(a,, y), F(a;, y), ..., et il est entendu que l’ordre de chacun d'eux, 2n,-+1, 2n,—+1,..., est quelconque, ainsi que les coefficients analogues à b, ..., . Seul le premier coefficient a est rappelé par la notation.
Soient G5, G, deux formes associées, la première de l’ordre le plus élevé. Nous avons démontré la relation
Go = F(a@s, G1) + Go, où G est associée à G,, mais d'ordre inférieur, On a donc de même
G; — F (a, G>) + Ga, Ga = Far, G3) + G,
et ainsi de suite jusqu’à ce qu'on parvienne à une forme d’ordre zéro. La suite se termine donc de la manière suivante : Gr = F(a;s, G,1) + G,., Gi = Fa;h, Gr), GE cry.
Le dernier coefficient c, comme les précédents, est une fonction arbitraire de la variable indépendante.
Par ce moyen, le problème est résolu. Examinons un peu la solution. Le’symbole F(a, y), qui est d'ordre (27 +1), contient seulement (n +1) coefficients arbitraires, moins, par conséquent, de coefficients qu'il y a d'unités dans son ordre, sauf au cas ñn — 0. D'autre part, G, a pour ordre la somme des ordres des symboles F employés. En comptant le dernier coefficient e, on voit que le nombre des fonctions arbitraires contribuant à composer les coefficients de G, ne surpasse pas d'une unité l’ordre de G4, comme cela doit arriver pour une forme linéaire arbitraire; sauf cependant le cas où tous les symboles F sont du premier ordre. |
Nous devons donc considérer comme cas général celui où tous les symboles F sont du premier ordre
F(a, y)=(a, y)+ay =2ay +a y.
Quand il en est ainsi, la forme G, peut être envisagée comme arbitraire. Une forme G,, construite avec les symboles F d'ordre supérieur à l’unité, a des propriétés particulières, dont nous reconnaîtrons quelques-unes. Mais on peut la construire aussi avec des symboles F d'ordre égal à l’unité.
Le mode de formation de G,; par des symboles du premier ordre est le plus général, non seulement à cause du nombre des fonctions arbitraires qu’il entraîne, mais comme comprenant, en outre, à tre de cas particulier, l’autre mode. C’est ce que Je vais prouver.
Supposons, dans l’échelle des formes G, que quelques-unes des dernières G;, G;_1, ..., Gx41, Gx soient composées avec des symboles arbitraires, et les trois suivantes avec des symboles à coefficients inliniment grands ou infiniment petits, de cette manière :
I l ee Gr = = (aGx) + Da Gr + Gx+, Gr-2 = e?2[ (a Gr 2241) + ae les + (lGzr 1) + LG ] + Gx,
Gx-3 = — - [Ca Gx-2) + aG%_] 4 Gx-1.
Nous supposons € indépendant de la variable et infiniment petit. En
employant la notation (12) et posant, pour abréger,
Es
(a Gx) + LORS, nous avons pour limite de Gx_3 (13) Gr-3=—[aF(a, 3) —aF'(a, 3) + Gr.
La différence limite G4_3— Gx,,, comme on le voit ici, ést linéaire par rapport à G4 et ses dérivées, et de l’ordre (2n +3). Je dis que c’est une forme associée à G4. On a, en effet,
—[aF(a, z)l'Giz F(a, z)2G4, — 04F'(a, 3) Gr=F(a,z)(aGx)';
d’où, en ajoutant membre à membre et d’après (13),
Gr Gr. 3 — Gr) = Fa, 3)[2G,+(aGx)]=2F(a, z) = 0.
On a donc Gr3 = Fa, Gr) + Gi,
avec da ——4Aa?, et
Lo
F(a:1, G) — Car Gy)?+8 + GER Gr GE TELE GER EE
Les coefficients b,, ..… de cette forme sont liés d’une manière assez compliquée aux précédents, et nous n'avons pas à approfondir ces liaisons. Il suffit d'observer que les coefficients de cette forme d’ordre 2n—+3 sont composés avec une fonction arbitraire 4 en plus des coefficients de la forme F(a, 3) d'ordre 2n +1; elle peut donc être envisagée comme arbitraire relativement à son ordre. Donc une échelle contenant une forme d’ordre 2n +3 peut être considérée comme la limite d’une échelle où cette forme est remplacée par trois autres, d'ordres respectivement égaux à 1, 2n +1, 1. En répétant ce procédé, on voit qu'une échelle quelconque peut être considérée comme la limite d’une échelle où toutes les formes sont du premier ordre seulement.
Cette remarque est utile pour mettre en lumière les propriétés de l'échelle à l'égard des changements de variables. Soit F(a, z)=(az) + az.
Nous avons zF(a, 3). = (az).
Changeôns 3 en 23, o étant une fonction quelconque de la variable;
nous aurons de suite (14) pzF(a, pz)= 2F(ap?, z).
Prenons maintenant l'échelle des fonctions G, en supposant tous les F du premier ordre. À Soit, en mettant la variable 7 en évidence,
Go(y), Gi(y), DT G,(7)
la suite de ces fonctions.
Soit, d'autre part,
&o(F); gi(Y), EC) &r(F)
la suite analogue construite en remplaçant les coefficients c, a;_1,
cessivement | | G:(bY)= cer =p& (7);
puis, d'après (14),
; | É I I G,-1(07) En E(a;z, 2£&r) = PHARES 18 a D 8719);
puis, toujours d’après (14), où l’on change o en son inverse,
Ges(py)= F(a 23 = &r) ro
=eF( 3 » 84) +PEr=PEr- TS
et ainsi de suite. En résumé, si d’une part on construit la forme G,(y) avec les coefficients €, &;_1, &;_», .…, ao et l’indéterminée y; d'autre
. = part, la forme g,(y) avec les coefficients c, a,_,9?, =: ar 3p?, …., Cut
on à He | | p&(y), sirest pair,
Go(oy)= {1 | : x ï 5 #o(y), si 7 est impair.
Si l’on pose
Go(r) = (as, ji, A2, ..., Ap-1, CY.);
cela s'exprime par l'équation
a e4(2, HZ Ars dre O0) r) (r pair), É (&o, Utd COM
2 4 (ao o?, Æ; ) d-102iC; r) (r impair).
Supposons G,(y) développé ainsi
Go(7) = a) + y +, Ha, y);
msera ésal à 07 Ode:
Soit de même So(Y) = ROUE Bay +. +R, y);
on aura BEST si r est pair.
Gp? si 7 est impair.
Soit maintenant Gotey)= ap(y)+ Ayo +. + A,y); on aura, dans l’un et l’autre cas, ao (y + AyU-0 +, , 2) = ao (y) + By) ete cie d’où | A Buse, Ar Br
Soit donc Qi fi(Ay1, Arr, ...)
l'expression de &; au moyen des coefficients a; on aura, en même
temps,
A; = Bi fi (aie? dy-2 po? ie ) À S1 inversement on exprime les & au moyen des coefficients &, de
telle sorte qu on ait ; ps = Prs (ais An ..., A), on aura aussi
73 Ps (A Asie AA) (s impair),
ds —
p'o,-s(Ai, Astees AA) (s pair). |
: . : EUR I < À Ainsi, les & s'expriment, au facteur 9? ou — près, de la même ma-
mère au moyen des & ou des À. C’est une propriété d’invartance relative au changement de y en oy. Nous allons en reconnaître une autre relative au changement de la variable indépendante.
Soit, en mettant en évidence la variable indépendante,
d dz > Fa, 3)= Fifa 3)= 2 (as) ta:
Prenons une nouvelle variable X, telle que l’on ait
dE use RÉ on aura 199 Ex(a; 3) =uE;(a; 2%}
Composons, d’une part, la suite G,, G;_,, ..., G, avec les coeffi clients C, &y_1, @r_», ... et la variable X, et, d'autre part, la suite ;, Yriis cr. Yo avec lés Coefficiénts ca, aout, ar, ar;
la variable x. On aura d’abord
à G;= Yr; puis GR CNE A en Eee
Gi = (u Le G 1) GES PER tr Eve
Mais, d’après (14), où l’on remplace o par u, ceci peut s’écrire Go = Fra, u?, Vin) + Ye Vres; On aura ensuite G,-3 = Fx(a,-s, Ge Gi RER (G, ss Ye) BY = UYrsS, et ainsi de suite, en sorte que l’on a
Gr = Yp—2k)
: (EEE — HYr-24—1; el, par conséquent,
Yo, Sir est pair.
Go =
MYo, Si7 est impair;
ou en employant l’algorithme $ où nous mettons la variable en évidence
NE: (Gou?, di, au? a ce :
Ÿ x 0 1 2 HAE 15€ ) r pair Fx(@, CARS NAN ET | ; ? NY ER NE ( P },
DEA Es dune, (r impair).
Par ces changements de variables, on peut réduire simultanément deux formes associées. Prenons le cas où la différence de leurs ordres
est quelconque. Soit donc
? dm \Y 3 dm1N Gi= (or re)
el | ædn+1(aG:) « dn+iG, Te dX21+1 dX272+1
dmn+2n+1 Y dri+2n N\ 24 CRE TETE SÈER dxXn+2n+1 LP lOxXmtIn pe
Le coefficient Q, aura pour valeur
HER ta (16) Q=Pit@ntn(s RENE 7)
En posant
RES ANT G, sera transformé en
dm y dri-1 Pour (TX Te 1 ut
dx'i-1
le coefficient p, ayant la valeur suivante :
fps dp > MEME Ad ue HAE Ti ee ax 21 dx
Quant à G;, il est changé en
dm+2n+1 V dn+2n y m+2n+1 MAUVE m+2n AT T 4
m+2n+1 24 Pop (
expression que nous TEPPÉSENLErONS par LS 0°
dP Puisque G,G, est une dérivée exacte par rapport à X, telle que +< 7
À 2 db d dé # r : 2 # " * Lo Li — AXE sera dérivée exacte par rapport à x, el go, gi
seront deux formes associées.’ La transformée 9, manquera de sécond terme si l’on pose
1 do m —1 du = HSE | o d AR Dior DUETAX Nom |
d’où
Achevons de déterminer p el 1 par cetté seconde égalité
24 Po gun tan?
P opt = —
FENTE
gi = (28241) — 0:
TD l=
Ainsi les deux formes £,, gi manqueront toutes deux du second terme, et les coefficients des premiers termes seront réciproques. Il est maintenant loisible de prendre, au lieu de g, et 29, les deux
formes YŸ, — ni et Yo= p£g0; on obtiendra ainsi les deux formes
réduites | dm y dm? y HAT 2 Ge dx" RP dx”r-2 Ro OC A dm-+in+1 Er ‘ dm+2n- 1y Es 10 dxr”+2r+1 d4 dxm+2n-1 POS Exemple. — Si l'une des formes associées est du premier ordre,
où peut la supposer réduite à y/, et son associée réduite à la forme p?r+ (by'}r-3 +... | |
- Si la forme G est d'ordre zéro, on peut la réduire à y sans changer la variable indépendante. Donc, quelle que soit la variable +, on peut ramener G, à
Go pti (by Pit byint ee, + (y) + dy’. \
Voici une des propriétés les plus curieuses des suites composées comme il vient d’être dit. Ye Dans la relation (4) supposons » impair; on aura, en mettant” au
lieu de a, Q part + HATIA TEE (0:
Remplaçons y par ay, nous aurons
(r 05 4 ER. —- CNE O.
Echangeons n et y et inversons les deux termes ainsi : 1 ay@r+1 Me y(an y2n+1 = 0 el ajoutons membre à membre. Voici le résultat : n[f(ay)?2+1 ie ay2n+1)] =— y[(an)2r+1) nie an2#+1) |.
Par conséquent, le symbole général (12) a la propriété
Et NAME MR Co).
Ceci posé, prenons simultanément les deux suites ER TE La CT, (BR —= F(a;s1, G,), 1er) —= F(@o, Pr); Ge F(a,-, G,_1) + G,, paie Fa, he, PAS Pen RATE a Leg REG ARRSS SR ERA Een BREL ES de Go RE dy; Gi) + Go, 1e = HCa2r Ti) + Lo,
où l’ordre des opérations est renversé, les symboles F étant d’ailleurs
d'ordre quelconque.
Considérons maintenant le produit
Gz Mers Nous aurons | Gr = Fax, Gr41) + Gr.
Par suite, d’après (15),
Grlr-k= Grpolrr+ Tir F (ar, Gen) = GrroT sr — Gr Fax, Mais, d’après la loi de formation des F, on a
(ax, T'r_x) x Vicrn— DER ANE Donc GT x — Gz+1 T,_x+1 = —(Gx+1, Lt rs) Go T',-x). Ainsi, posant PTE Gelre— Gril rs, PE — +1 :
d’où, généralement, Oh —— (— 1)#—# D}:
Soit À — 0, alors F,,, étant nul, on a
OS GO IRAE cn Gi Soit semblablement À — r, on a
| Ch = GAP CY lo:
Par conséquent, Cn Go=(—1)"cy Lo.
RE
Faisons cGo= G(y), cTo= P(n);
cette relation s'écrit (18) CRU) nr Cet etes AN TRES).
Dans cette formule, r est l’ordre des deux formes G, F, si tous les symboles F sont du premier ordre. Dans le cas général, r diffère de cet ordre d’un nombre pair, en sorte que la relation (18) a lieu toujours, en y désignant par r l’ordre commun aux deux formes G(7) ELU | .
Étant donné G(y), il n'existe qu’une forme l(1) donnant lieu à la relation (18); car, s’il en existait une seconde, l'(n)+W(1), on en conclurait que y W(n) est une différentielle exacte, y et n restant arbitraires, ce qui est impossible, puisque ce produit ne contient pas la dérivée de y.
On pourrait donc déduire l(n) de G(y) par tout autre moyen, sans changer le résultat.
Or soit
On a
GENE SE SAT
VEn-nJ = a) ts S a )er et par conséquent (16) LOn} = (ro Pan me,
et Pon reconnaît la forme F(x), adjointe de G(7), telle que Lagrange l’a découverte.
Ainsi, ayant une suite Gr, Ge 0 SON pose CG) =: si, d'autre part, avec les mêmes opérations faites dans un ordre inverse, on construit lune suite F,,,1,;,..2, V6; si Von pose enfin F(n)— cT,, les deux formes G(y) et l(n) seront adjointes.
Par ce moyen, on reconnaît qu'il y a des formes identiques à leurs adjointes. Pour les composer, il suffit de supposer la suite des symboles F Symétrique par rapport à son milieu. Si l’ordre 7 est impair, en supposant 1 — y, on aura
2YG(y)= 0.
Done les formes d'ordre impair qui sont leurs propres adjointes sont associées à y. Dans le cas où 7 est pair, on ne voit pas de pro-
priété immédiate.
— mr (©) —
DIVERSES
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Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 10?, 1886, p. 1267, et, à part, Gauthier-Villars, 1886, in-8°, 12 pages.
M. Bouquet naquit à Morteau, en Franche-Comté, le > septembre 1819. Remarqué, de bonne heure, pour sa vive intelligence, il quitta l’école du village, et de brillantes études le conduisirent bientôt à l'École Normale supérieure. Tour à tour professeur de lycée et de faculté, à Marseille et à Lyon, puis à Paris, il à laissé dans l’enseignement des traces profondes, dans le cœur de ses élèves des souvenirs touchants. On ne saurait lire sans émotion la notice où l’un de ces élèves, M. Jules Tannery (!}, a dépeint le dévouement, la sénérosité, le zèle infatigable, le talent élevé du professeur. L’Académie doit surtout conserver le souvenir du savant. Quoique M. Bouquet « aimât l’enseignement autant que la science » (2), ne parlons 1c1 que de ses écrits scientifiques.
Après une excellente thèse sur le calcul des variations (n° 4), 1l composa, en 1940, des Remarques sur les systèmes de droites dans l’espace (n° 2); cette œuvre d’un débutant est devenue classique. La même année, sous un titre modeste, /Vote sur les surfaces orthogonales (n° 3), il publia un nouveau travail, qui fut l’origine de recherches importantes, poursuivies successivement par MM. Bonnet, Darboux, Maurice Lévy, Cayley.
C’est maintenant un fait bien établi que la découverte générale des systèmes de coordonnées curvilignes orthogonales dépend de Pintégration d’une équation aux dérivées partielles du troisième ordre; M. Bonnet, puis M. Darboux l'ont prouvé en suivant des voies bien
(‘) Mémorial de l'Association des anciens élèves de l’École Normale. (?) Notice de M. J. Tannery.
différentes (1). Il s’en faut de bien peu que M. Bouquet ne parvienne, du premier coup, vingt ans plus tôt, à ce beau théorème: mais, uniquement préoccupé de corriger l’erreur d’un illustre géomètre (?), 1l se contente d’un cas particulier et semble méconnaître la force de sa propre analyse, si ingénieuse pourtant et si bien appropriée au sujet. L’allure trop réservée, presque timide, de cette simple note à pu, un instant, dissimuler sa grande valeur : ainsi, sans doute, s'explique l'étrange méprise d’un mathématicien célèbre, publiant, quelques mois après, un mémoire (*) sur le même sujet et provoquant une comparaison qui n'est pas à son avantage. Parmi tant d'œuvres si propres à assurer sa renommée, M. Serret a dû regretter de ne pouvoir supprimer ces quelques pages hasardeuses. Ne le regrettons pas trop : si le passé nous dérobait ses faiblesses, nous apprécierions moins bien ses mérites, tant la vérité mathématique, une fois connue, paraît aisée ét naturelle!
onement d’au-
jourd'hui, rien de plus clair et de plus simple que le théorème de
En voici une preuve éclatante. Estal, dans l’ensei
Cauchy sur la série de Taylor? Si les sources disparaissaient, pourrait-On imaginer que, dans cette même année 1846, quatorze ans après avoir trouvé ce théorème, l’un des plus beaux de toute l'analyse, Cauchy était encore incapable de l’énoncer nettement, et soutenait contre M. Lamarle une interminable polémique, une misérable querelle de mots (*)?
M. Bouquet aimait la précision; il résolut de la mettre dans la théorie de Cauchy, et cette triste polémique pourrait bién être l'origine des travaux les plus considérables de notre auteur. Ces travaux, il ne les fit pas seul. À Lyon, où il enseignait alors, il retrouva un ancien camarade de l’École Normale. qui devint, pour la vie, son ami et son collaborateur. Dès lors, les noms de Briot et Bouquet sont inséparables.
En 1853, les deux amis publient leur premier mémoire commun (n% 9, 10). Ils ont su élucider le théorème en liuge, ils avancent har-
(1) Nous avons tenu compte ici d'une modification de texte, introduite par Halphen dans le tirage à part de cette notice. (Note des éditeurs.)
(©) M. Chasles.
(*) Mémoire sur les surfaces orthogonales, par M. J.-A. Serret (Journal de Mathématiques, 1° série, t. XII, 1847, p. 241).
(*\ Dans les tomes XI et XII du Journal de Mathématiques.
diment sur la terre nouvelle découverte par Cauchy. Dans ce début, la hardiesse est presque téméraire ; on tremble de les voir toucher si tôt à tant de points délicats. Mais n’ayons crainte : ils sauront plus tard faire disparaître quelques légères taches et, quand viendra l'œuvre définitive, on n'aura plus qu'à admirer l’enchainement et la clarté d'une analyse irréprochable. De ce mémoire on ne parle plus guère; mais on l'enseigne tout entier.
Poursuivant leurs études sur Cauchy, MM. Briot et Bouquet voulurent perfectionner aussi l'analyse si neuve, par laquelle Pillustre géomètre avait, pour la première fois, démontré, dans les équations différentielles, l'existence de l’intégrale. Ge but atteint, ils ne s’y bornèrent pas et, en examinant « les diverses particularités que peut présenter l’équation » (!), ils ont ouvert la voie aux recherches d’aujourd’hui, celles qui concernent les points singuliers des équations différentielles. Aussi les géomèêtres reconnaissent-ils, dans leur second mémoire (n% 11 et:12), avec toutes les qualités qui brillaient dans le premier, une qualité nouvelle, la plus prisée sans doute, l'originalité, la véritable invention.
En écrivant, sur ce mémoire, un rapport approbatf, Cauchy ne semble pas avoir pressent l'avenir réservé à ce genre de recherches. « MM. Briot et Bouquet », dit ce rapport, « ont ajouté des développements utiles et des perfectionnements nouveaux, dignes de remarque, à la théorie s1 importante de l'intégration par séries des équatuons différentielles. » Nous emploierions maintenant d’autres termes; nous dirions qu'ils étudient la nature de la fonction en un point singulier : ce n’est pas un simple changement dans le Jangage, mais dans les idées. Ce changement, MM. Briot et Bouquet le concevaient parfaitement ; 1ls savaient fort bien que l'étude des points singuliers peut conduire à la connaissance de l’intégrale : ils le montrèrent dans un troisième mémoire (n° 13, 14), où ils se proposaient de chercher, par ce moyen, dans quel cas l’intégrale est une fonction monodrome. Cauchy comprit enfin ce qui lui avait d’abord échappé. « C’est », dit son nouveau rapport, « un véritable progrès dans la haute analyse et le calcul infinitésimal, que d’être parvenu, comme l'ont fait MM. Briot et Bouquet, à intégrer sous forme finie un grand nombre d'équations du genre de celles que nous venons de men-
(1) Notice de M. Bouquet; 1870.
tionner. » Il s’agit d'équations différentielles algébriques. où la variable indépendante ne figure pas explicitement, et le problème, en somme, est celui de l’inversion des intégrales elliptiques. Le choix de l’exemple, auquel ils appliquent leur méthode originale, diminue malheureusement la valeur définitive de ce troisième mémoire, bien propre toutefois à éclairer le précédent, et que nous devons regarder comme une pièce historique d’un haut intérêt.
Le désir de réunir et de développer encore ces belles recherches était bien naturel ; mais, pour en accroître l'importance, il fallait en faire quelque grande application.
Depuis quelques années, Les leçons orales de M. Liouville, les travaux de M. Hermite, certains écrits de Cauchy lui-même et un mémoire célèbre de Riemann, en jetant un jour inattendu sur les fonctions elliptiques, les montraient liées étroitement aux doctrines nouvelles. Ces liens aujourd’hui nous sont familiers; parfois même on se surprend à douter, en dépit de l’histoire, qu'ils n’aient pas existé toujours. Quand, par exemple, M. Hermite imagine d'intégrer le long d'un parallélogramme des périodes, ne semble-t-il pas que, des deux théories, celle des intégrales imaginaires, celle des fonctions doublement périodiques, l’une a été créée pour l’autre? Il n’en est rien cependant : nées séparément, grandies, toutes deux, par leur union, ces deux théories sont aussi, comme MM. Briot et Bouquet, deux collaborateurs qui s'entendent à merveille.
Un Traité des fonctions elliptiques, fondé sur la théorie des imaginaires, c'était, on le voit, l’œuvre qui s’imposait et dont le succès consacra la réputation de MM. Briot et Bouquet. Il parut en 1859; l'édition fut rapidement épuisée. La seconde édition, de 1875, est vraiment une œuvre nouvelle, dont « la première », a-t-on dit avec justesse, « peu, tout au plus, être considérée comme un abrégé» (!), œuvre considérable, qui a rendu aux géomètres d’inappréciables services. C’est, avant tout, un monument élevé à la gloire de Cauchy. « Dans quelques ouvrages », dit avec discrétion la préface, « on ne rend pas à Cauchy la justice qui lui est due ». Ne soyons pas moins discrets et contentons-nous de rendre hommage aux sentiments élevés qui inspirent les auteurs. Tout, dans leur œuvre, est calculé pour établir la puissance des nouvelles théories, auxquelles, dans mainte
(1) Darboux, Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, t. VI, p. 65.
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occasion, ils apportent, sans presque le dire, de notables perfectionnements.
Ces procédés de composition, en forme de thèse, ont un défaut: ils sacrifient la vérité historique. En réalité, c’est avec les ressources antérieures de l’analyse, et sans Cauchy, que les fonctions elliptiques ont été si merveilleusement créées ; et le lecteur ne l’apprend pas dans le livre de MM. Briot et Bouquet. Mais ce n’est pas seulement comme Traité des fonctions elliptiques qu'il faut juger un tel ouvrage. A ce point de vue déjà, étant unique dans notre langue, il fut éminemment utile. C’est comme Traité de la théorie des fonctions qu’il prit dès son apparition, et qu'il conserve aujourd’hui, une importance exceptionnelle.
Une suite naturelle, annoncée même par le dernier livre, était attendue et vivement désirée : nos désirs ne furent pas déçus, et le Traité des fonctions abéliennes vint bientôt répondre à notre attente; mais c’est M. Briot qui le fit seul. Le collaborateur fidèle n’en est pas absent toutefois, et la seconde partie de cet ouvrage débute par la reproduction d’un mémoire de M. Bouquet INDE
À côté d’une œuvre si importante, l’histoire des mathématiques enregistrera encore, sous le nom de MM. Briot et Bouquet, des ouvrages élémentaires qui ont exercé une grande influence sur l’enseignement; sous le nom de M. Bouquet seul, plusieurs mémoires sur la théorie géométrique de la réfraction (n° #), la courbure des surfaces (n° 5), les intégrales ultra-elliptiques (n° 6) et la cinématique (n° 8), écrits secondaires, mais où se remarquent toujours deux qualités essentielles, la clarté et la sobriété de la pensée et du style.
Élu, le 19 avril 1855, dans la Section de géométrie, M. Bouquet est mort le 9 septembre 1889, léguant à l’histoire mathématique de notre siècle, qui compte tant de Rte œuvres, tant de noms illustres, des œuvres et un nom qu’elle n’oubliera pas.
LISTE DES OEUVRES DE J.-C. BOUQUET
N°:. L Années, 1. Sur la variation des intégrales doubles......,.... ie A er ER 1842 Thèse de doctorat, présentée à la Faculté des sciences de Paris.
458 OŒUVRES DE G.-H. HALPHEN.
Nes. Années.
2. Remarques sur les systèmes de droites dans l’espace........... Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1" série, LAN LP Dern
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Ibid., p. 446.
4. Mémoire sur les propriétés d’un système de droites,.......…. Rs Académie des sciences et belles-lettres de Lyon.
Da Sur da coucbhure dés SUP ACCESS TRE MERE RE NOT RE T
Note insérée dans ie J'raité de la théorie des fonctions, par
M. Cournot; Paris, Hachette, 1857. Ce traité renferme aussi, en
notes annexées, un extrait des mémoires publiés avec la collaboration de M. Briot.
6. Mémoire sur la théorie des intégrales ultra-elliptiques........
Publié en extrait dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des sciences en 186$, ayant donné lieu à un rapport de M. Serret le 4 juillet 1850, et imprimé tn extenso dans le Recueil des savants étrangers.
Sur l'intégration d’un système d'équations différentielles totales SIMUUARÉESdUIDTEMIER OPA EE CT RS HA RUN
Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, COL D203
8. Vote sur le calcul des accélérations des divers ordres dans le
mouvement d’un point sur une courbe gauche...............
Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, A RUE LU
EN COLLABORATION AVEC M. BRIOT
9. Recherches sur les séries ordonnées suivant les puissances crotssantes d’une variable imaginaire... ALT RÉSE ATEN Fitrene Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 36, p. 264.
10. Note sur le développement des fonctions en séries convergentes, ordonnées suivant les puissances croissantes de la variable...
Ibid., p. 334.
11. Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des ÉQUAHORS ATINÉTENELEULES NS AIRE De Pr ep te AS DL Ibid, t. 39.
PS
moyen des fonctions elliptiques............................. Ibid, t'41;,:p.12209; Le rapport de Cauchy sur ce mémoire est au tome #3, p. 27. Ces mémoires, partagés en trois parties distinctes, forment le
XXXVI cahier du Journal de l’École Polytechnique (1856).
Théorie des fonctions doublement périodiques et en particulier HE Lo CLOS OLIEDIIQUES Eee RRNe ER en Le Un volume in-8°, Mallet-Bachelier.
Théorie des fonctions elliptiques........................... he Un volume in-4° de 700 pages, Gauthier-Villars.
Leçons de géométrie analytique.
Un volume in 8°, Dezobryÿ et Magdeleine.
Lecons nouvelles de trigonométrie.
Un volume in-8°, Dezobry et Magdeleine.
Années.
Addition au mémoire précédent. ne, eue tettinmese 1854 Ibid.
Le rapport de Cauchy sur ce mémoire est au tome 40, p. 567. Recherches sur les fonctions doublement périodiques...... _ 1859 Comptes rendus, t. 40, p. 542.
4. Mémoire sur l'intégration des équations difJérentielles au
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AUX OBSÈQUES DE LAGUERRE
Comptes rendus de l’Academie des Sciences, t. 103, 1886, p. 425.
L'École Polytechnique perd une de ses gloires. Pendant vingt-deux ans, Laguerre lui a prodigué son rare talent, son zèle infatigable. I la représentait aux yeux de cette jeunesse, chaque année plus nombreuse, qui, dans un loyal concours, brigue, à force de travail, l’entrée de notre grande École. Devant ce public déjà très clairvoyant, l'École Polytechnique, placée si haut dans l'opinion, grandissait encore, représentée par Laguerre.
Tous connaissaient sa science presque sans limite, comme aussi la loyauté, les scrupules qu’il apportait à ses jugements. Mais qui soupconnait seulement son extrême bienveillance, je dirai presque sa tendresse pour cette jeunesse d'élite? Qui, sauf ses collègues, dont tant de fois il a su adoucir ou changer le verdict?
Cette grande douceur se dissimulait parfois sous des dehors austères, qui le faisaient redouter un peu, bien à tort.
C’est là d’aulleurs un trait essentiel de sa physionomie morale : son cœur ne livrait pas facilement ses trésors.
Les amis qui ont pu y pénétrer éprouvent à ce souvenir une ineffable tristesse... |
Au nom de l'Académie des Sciences et de l'École Polytechnique, j'adresse à Edmond Laguerre un suprême adieu.
ENS MN OT M RP, 6 DL NU TR D ° \ » à!
TV RESTE CPNCTI AN k
EN
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 103, 1886, p. 1302.
L'Académie avait proposé, comme sujet de concours pour le grand prix des Sciences mathématiques en 1886, la question suivante : Etudier les surfaces qui admettent tous les plans de symétrie de l’un des polyèdres réguliers.
Elle appelait, en particulier, l’attention des concurrents sur celles de ces surfaces qui sont algébriques et du plus petit degré, ou qui jouissent de quelque propriété remarquable relative à la courbure.
Trois mémoires sont parvenus au Secrétariat avant l’époque de la clôture du concours. L'un d'eux, inscrit sous le n° 4, est accompagné d’un supplément, déposé à une époque ultérieure. Ces mémoires portent, tous trois, empreinte d’un travail sérieux.
Le mémoire n° 1 a pour devise : La clarté est l’éloquence des sciences. Il contient une étude très soignée des surfaces du troisième et du quatrième degré admettant les plans de symétrie du tétraèdre régulier ou du cube; mais il n’aborde pas les surfaces ayant les plans de symétrie de l’icosaèdre. Par la nature des questions traitées, ce mémoire, bien fait, mais trop élémentaire, a paru ne pas répondre suffisamment au désir de l’Académie et ne pouvoir mériter une récompense. |
Le caractère général du mémoire n° 3 est moins élémentaire; on y trouve déjà quelque connaissance des progrès modernes de la géométrie analytique. Ce mémoire porte pour devise : Cette géométrie idéale, qui est une des conditions du beau et qui réside dans la symétrie, dans la proportion, dans tous les rapports de mesure... Il contient l’étude intéressante de plusieurs surfaces ayant les plans de symétrie, non seulement du tétraèdre régulier ou du cube, mais encore de l’icosaèdre régulier. Malheureusement, une erreur, commise dès le début, enlève aux résultats une partie de leur valeur.
Néanmoins, la Commission, voulant rendre hommage au talent mathématique de l’auteur, lui décerne une mention honorable.
Le mémoire inscrit sous le n°2 à pour devise : Von multa, sed multum. Il est divisé en trois parties, dont la première concerne la recherche des équations générales propres à représenter toutes les surfaces ayant les plans de symétrie d’un polyèdre régulier, tétraèdre, cube ou icosaèdre. L'auteur (!) trouve ces équations par des procédés rigoureux et élégants; on reconnaît là, dès l’abord, un géomètre familier avec les théories toutes modernes d’algèbre où les polyèdres réguliers jouent un rôle prédominant. Il étudie rapidement les plus simples de ces surfaces qui sont algébriques et aborde, dans la seconde partie, la recherche vraiment intéressante des surfaces minima qui ont les symétries demandées. Pour y parvenir, il emploie la représentation des surfaces minima sous la forme donnée par M. Weierstrass et l’interprétation géométrique que l’on doit à M. Lie. Dans ce mode de représentation, les coordonnées d’un point quelconque sont exprimées explicitement au moyen d’une variable complexe par l’intermédiaire d’une fonction caractéristique. L'auteur du mémoire n° 2 cherche comment on doit choisir cette fonction caractéristique pour que la surface ait les plans de symétrie d’un polyèdre régulier. Cette recherche se trouve extrêmement facilitée par la connaissance des théories algébriques dont M. Félix Klein a publié un exposé lumineux dans son récent ouvrage, intitulé Vorlesungen über das Tkosaeder. Grâce à ces théories si perfectionnées, le géomètre érudit dont nous analysons le travail a pu, sans difficulté, trouver la représentation générale des surfaces minima algébriques ayant les symétries de l’un quelconque des polyèdres réguliers. La troisième partie est d’un moindre intérêt; on n’y peut guère remarquer qu'une généralisation, bien facile, du tétraèdre régulier et du cube pour Pespace à plus de trois dimensions. On doit regretter que, dans une rédaction hâtive, l’auteur ait seulement indiqué les résultats de quelques calculs, sans en donner le détail, et laissé à son travail une forme trop peu achevée. Mais, considérant qu’il a fait preuve de connaissances étendues sur le sujet proposé par l'Académie, la Commission émet l'avis de lui décerner le prix. ;
(1) [M. Édouard Goursat, dont le mémoire a été publié, en 1887, dans les Annales scientifiques de l’Ecole Normale supérieure (3° série, t. 3).]
AVERTISSEMENT DES ÉDITEURS
Les papiers inédits laissés par Halphen furent examinés par les soins d’une commission de l'Académie des sciences composée de MM. Darboux, Picard, Appell et Poincaré; ceux que cette commission Jugea les plus dignes d’intérêt furent déposés à la bibliothèque de l’Insutut (dossier n° 2418), où ils peuvent être consultés.
Un rapport sur ces manuscrits, fait par Poincaré, a été lu à l’Académie des sciences, dans sa séance du 4 novembre 1001, et les conclusions en ont été approuvées par elle, On trouvera ci-après le texte de ce rapport.
Conformément au souhait exprimé par le rapporteur, nous publions un mémoire sur la classe nouvelle d'équations différenüelles linéaires intégrables découvertes par Halphen (dossier n° 1 du rapport Poincaré), un mémoire sur la théorie des surfaces (dossier n°2 du rapport), et un travail sur l'expression des valeurs de certaines fractions continues sous forme d’intégrales définies (dossier n° 12 du rapport). Nous publions aussi une note sur le jeu du taquin (dossier n° 3 du rapport), qui avait été lue par Halphen, à la Société mathématique, le 2 juillet 1880.
Une nouvelle révision des autres manuscrits, conservés par M: G. Halphen, nous a fait retrouver le texte d’une note sur les courbes dont l’équation en coordonnées polaires est 7 = cos nb, qui avait été lue par Halphen, à la Société mathématique, le 19 avril 1856 : nous publions donc cette note. ;
Nous avons pu extraire, en outre, de ces papiers, d’autres études intéressantes auxquelles Halphen n'avait pas donné leur forme définitive. Ce sont : 1° une généralisation de la fonction H de Jacobi, pour le cas de plusieurs arguments; 2° une note faisant suite à celle qu'Halphen avait présentée à l’Académie des sciences le G mai 1887, sur l'intégration d’un système d'équations différentielles par des fonctions modulaires; 3° des recherches d’arithmétique sur ‘une formule qui se présente dans certaines démonstrations de la loi de
réciprocité; 4° un essai sur un mode nouveau de développement en séries, pour les fonctions continues à variation bornée.
Pour les deux premières de ces études, nous avons pu conserver le texte d'Halphen, qui contenait seulement quelques mots de lecture douteuse et quelques lacunes. Les deux autres manuscrits se présentaient, au contraire, en plusieurs ébauches dont aucune ne pouvait être imprimée telle quelle, et qui se complétaient mutuellement. M. Châtelet, pour le troisième, et M. Fatou, pour le quatrième, ont bien voulu se charger de faire une rédaction d'ensemble: la pensée d’Halphen y à été rigoureusement respectée, et les textes autographes ont pu même être transcrits presque partout.
À ces œuvres inédites nous avons joint quelques communications sommaires, de moindre importance, qu'Halphen avait faites à diverses sociétés savantes, et qu'il n'avait pas mentionnées dans la liste de ses travaux, lors de sa candidature à l’Académie des sciences.
Enfin nous avons extrait du troisième tome du Cours d'analyse de C. Jordan, et réimprimé à la suite du mémoire inédit « sur une classe nouvelle d'équations différentielles linéaires intégrables » une autre démonstration des propriétés caractéristiques de cette classe d’équaons, qui avait été rédigée par GC. Jordan, d’après des indications qu'Halphen lui avait données.
L'ensemble de tous ces mémoires et notes a été classé dans l’ordre chronologique de leur composition, autant qu'il a été possible d’en déterminer les dates.
Nous aurions voulu pouvoir y joindre les lettres d'Halphen aux divers savants avec lesquels 1l avait été en correspondance. Mais nos recherches dans ce sens ont été peu fructueuses. Il ne nous a été possible de réunir qu'un certain nombre d’extraits des lettres d’Halphen à Zeuthen, choisis et transcrits par Zeuthen lui-même. Ils offrent un vif intérêt, car ils correspondent à une longue période de la vie d'Halphen, de 1876 à 1881; on les trouvera après les mémoires et fragments inédits.
Malgré les démarches empressées de M. Volterra, les lettres d'Halphen à Brioschi, qui auraient présenté aussi un grand intérêt, relativement aux recherches qui ont occupé les dernières années d'Halphen, n’ont pu être retrouvées, et 1l paraît à peu près certain qu’elles ont été détruites.
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LES PAPIERS LAISSÉS PAR HALPHEN
(Commissaires : MM. DaRBoux, PICARD, APPELL; POINGARE, rapporteur.)
Comptes-rendus de l’Académie des Sciences, t. 133, 1901, p. 522.
Nous avons été chargés d'examiner les papiers laissés par notre regretté confrère Halphen et nous devons d’abord remercier nos collaborateurs, MM. Painlevé, Humbert, Lucien Lévy, Le Roy, Hadamard, Andoyer, Servant, Kœnigs, Blutel, Goursat, Borel, Niewenglowski, qui nous ont aidés à en faire le dépouillement.
Ainsi qu'on devait s’y attendre, ces papiers étaient presque tous des rédactions de mémoires qui ont été publiés, ou bien des essais de rédaction de ces mêmes mémoires, qui ne diffèrent de la rédaction définitive que par quelques détails insignifiants, ou encore des notes éparses Jetées sur des feuilles volantes et dont 1l est impossible de uürer parti.
Quelques-unes cependant de ces notes méritent d’être signalées. C’est : 1° un mémoire intitulé « Théorie des points singuliers réguliers ». Il doit dater de la fin de 1885 ou des premiers mois de 1886. Il n’a pas été publié. M. Jordan, qui en avait eu connaissance, en à donné, dans son Cours d’analyse, t. WE, n° 170 et suivants, les parties principales en y rectifiant même un point défectueux.
IL y a lieu de supposer qu'Halphen s’est aperçu de cette défectuosité et qu'il n’a pas trouvé le temps de la corriger, et que c’est pour cette raison qu'il n’a pas publié ce mémoire.
Les citations de M. Jordan pourraient faire croire que la publi-
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cation à eu lieu ; ilimportait donc de signaler ici le fait, afin d’épargner aux savants des recherches inutiles.
Le mémoire, qui contient des exemples que M. Jordan n’a pas fait connaître, pourrait être publié avec avantage (cote LL, ).
Je signalerai ensuite un mémoire « Sur la théorie des surfaces ». Ce mémoire doit dater de 1895, il est entièrement rédigé et n'a pas été publié, à notre connaissance. Il pourrait donc être imprimé. [1 contient des théorèmes intéressants sur la courbure des surfaces, les droites et les circonférences surosculatrices à une surface, les lignes de points paraboliques, les centres de courbure géodésiques. Le théorème final, le plus intéressant, a été cependant publié, à deux reprises au moins, par Halphen (cote LL,).
3° Une note sur le jeu dit du taquin (cote LL,:).
4° Üne note sans ütre, figurant sous la cote LL, ; elle se rapporte aux propriétés analyuques de certaines fonctions analogues aux fonctions hypergéométriques. Elle n’est pas susceptible d’être imprimée, mais doit être conservée.
»” Nous avons ensuite, sous la cote LL,,, des feuilles contenant des résultats relatifs aux invariants différentiels. Ces résultats ont été publiés dans un mémoire auquel l’Académie a décerné le grand prix des Sciences mathématiques, mais sous une forme un peu différente. I] s’agit probablement d’une première rédaction du mémoire couronné.
6° Sous les cotes LL,, LL;, LL, LL., nous trouvons plusieurs tentatives de généralisation de l’équation hypergéométrique de Gauss. Lx rédaction n’est pas assez avancée pour qu'il y ait avantage à les publier, mais elles méritent d’être conservées. .
7° Sous la cote P.3, une note intitulée « Construction d’une suite de formes linéaires associées », qui se rapporte à la théorie des équations linéaires etaété sans doute un premier éssai des travaux d’'Halphen sur cette question.
8° Sous la cote P.8, divers fragments (sur la décomposition d’une forme différentielle bilinéaire en HAUR ES simples) qui se LAPRT EE à un sujet analogue.
9° Sous la cote P.9, une note « Sur les invariants différentiels paruels des surfaces algébriques ».
° Sous la cote P.10, une note «sur l'intégrale définie :
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11° Sous la cote LLL, trois fragments : sur les semi-invariants
différentiels; — calculs en vue de la multiplication de largument dans les fonctions elliptiques; — calculs relatifs aux invariants différentiels.
12° Sous la cote LR, un travail intéressant sur les fractions continues qui mériterait peut-être d’être publié.
13° Sous la cote A, quatre fragments portant pour titres : 1° « Recherches sur les fonctions f,, »; — 2° « Relations entre les fonctions 3° « Fonctions ellip-
£m et les fonctions elliptiques ordinaires » ; tiques »3 — 4° « Sur les polygones de Poncelet ». Ces fragments se rattachent tous à un sujet commun, les polygones de Poncelet; la rédaction est très différente de celle qu’a adoptée Halphen dans son Traité des fonctions elliptiques. {Is méritent donc, sinon d’être publiés, au moins d’ètre conservés. |
14° Enfin, sous la cote B, divers fragments et calculs inachevés relatifs à certaines questions d’algèbre.
En résumé, les mémoires en état d’être publiées sont trop peu nombreux pour qu’on en puisse faire un volume qui ajoute à la gloire d'Halphen. Mais si quelque recueil périodique pouvait insérer quelques-uns des fragments mentionnés ci-dessus, et en particulier ceux qui portent les cotes LL, et LL, il rendrait à la science un grand service. |
Nous avons donc l'honneur de proposer à l’Académie de décider que les notes que je viens de signaler soient déposées à la bibliothèque et mises à la disposition des chercheurs et que les autres papiers soient rendus à la famille.
Les conclusions du rapport sont mises aux voies et adoptées.
NOTE DES ÉDITEURS
Aux indications du précédent rapport nous croyons utile de joindre les suivantes.
Le dossier n° 3 contient, sur la forme doublement quadratique d'Euler, des calculs qui paraissent en relation avec la lettre d'Halphen à Zeuthen du 6 juin 1880 (voir plus loin, p. 639). |
Les dossiers n° 7 et 8 contiennent, outre des études sur les formes linéaires associées (voir Œuvres d’Halphen, t. IV, p. 435), et sur leur
application à la théorie des multiplicateurs des équations différentielles linéaires (voir Œuvres d'Halphen, t. IV, p. 193) des feuillets concernant l'intégration des équations différentielles linéaires dont les intégrales sont liées par une relation quadratique. La note présentée par Halphen à l’Académie des Sciences sur ce sujet, en 1885 (Œuvres d’Halphen, t. IV, p.268), annonçait une théorie de la « réduction du rang » d'une telle équation, et se terminait en énonçant que les équations du cinquième et du sixième ordre, de rang maximum, sont des transformées d'équations linéaires du quatrième ordre. Les feuillets en question donnent, sous une forme malheureusement trop sommaire et difficile à déchiffrer, des indications sur la manière d'obtenir une transformation susceptible d'élever le rang, et de former, d'autre part, dans le cas du sixième ordre, le type des équations de rang maximum.
Le dossier n° 14 contient, en plusieurs rédactions inachevées, un essai sur la notion générale d'invariants, pour des groupes quelconques de « Substitutions » (transformations). Cet essai offrirait un certain intérêt historique, si l’on en pouvait fixer la date.
Ajoutons que le manuscrit du premier mémoire d'Halphen sur les courbes gauches, présenté à l'Académie des Sciences en 1870, et dont un bref résumé fut seul publié (voir Œuvres d'Halphen, 1. 1, p. 80), est également déposé à la bibliothèque de l'Institut.
NOTE
SUR
Euler, dans l’/ntroduction à l'analyse infinitésimale, après avoir longuement traité des fractions continues, ajoute : « Optandum esset, ut methodus detegeretur, cujus beneficio, si proposita fuerit fractio continua qualiscunque, ejus valor immediate inveniri posset. » Sans prétendre résoudre ce problème si général que propose Euler, je vais exposer une méthode qui conduit directement à sommer un certain nombre de fractions continues.
Étant donnée une fraction continue quelconque, dont m, désigne le numérateur de rang x, et n, le dénominateur de même rang, on sait que le numérateur et le dénominateur de la réduite correspondante satisfont tous deux à l’équation linéaire aux différences finies
(a ec Va = ReVx1 + ir Vars Soit censée connue la solution générale de cette équation Vr—Ao(r) EBd(r).
On déterminera les constantes À et B pour le numérateur et pour le dénominateur de la réduite de rang +, au moyen du numérateur et du dénominateur de deux réduites quelconques. On prendra la limite du rapport des deux solutions particulières ainsi obtenues pour x = + æ, et l’on aura la valeur de la fraction continue proposée.
La recherche de la solution de l’équation (1) est, en général, un problème inabordable. Cependant, Laplace a donné un procédé pour obtenir cette solution par des intégrales définies, au moyen d’une
(!) Ce manuscrit (n° 1? du rapport de Poincaré) paraît être antérieur à 1850. (Note des éditeurs.)
équation différentielle dont l’ordre est égal au degré de la variable x dans mx et n». I semble donc qu'on puisse toujours appliquer ce procédé quand le degré de m4 et de n4 ne dépasse pas l’umité, et qu'on ne puisse l’appliquer que dans ce cas.
Je vais chercher par le procédé de Laplace la solution de léquauon (1), où æ ne figurera qu’au premier degré, montrer qu'il ÿ a un cas fort étendu où ce procédé devient illusoire, et chercher, dans ce cas, une autre manière de sommer la fraction continue proposée. Je m'occuperai enfin d’un cas d’abaissement du degré de lPéquation (1), d’où ressortira la possibilité de sommer les fractions continues dont les numérateurs sont du second degré en x et les dénominateurs du premier degré seulement.
Soit à trouver la valeur de la fraction continue £
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L’équation aux différences finies sera dans ce cas Ya = (ar + B)Yr 1 +(YT + O0)Vro. =
Le procédé de Laplace consiste à poser
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e étant une fonction de & que l’on déterminera, ainsi que les limites de l'intégrale, de manière à satisfaire à l'équation en y. On remarque que l’on a
Alors l'équation pourra s’écrire
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D'où, en intégrant par parties, on tire
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x l u u? du \ u On satisfera à cette équation en prenant pour # une solution de l'équation
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et en donnant à l'intégrale des limites telles que pour chacune de ces limites, la quantité ue (2 + L) soit nulle, quelle que soit la valeur u
positive et entière de x.
L'équation en y donne
et la quantité
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fraction 3. Si, par exemple, on fait commencer la fraction continue ñn termes plus loin, ce qui modifie les valeurs de 8 et de à, cette quantité ne change pas. Car $ et à augmentant alors l’un de n&«, l’autre de ny, les termes nouveaux qui s’introduisent se détruisent. De même, on peut remplacer « et 6 par Ka, KB, et y, à par K°7, K 5, ce qui revient à multiplier 3 par K, sans changer la valeur
I Ô À . ,» * U , de (6 Se t — ;: Considérons d’abord le cas où cette quantité est
positive.
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valeur que je désignerai, pour abréger, par Ja=Av(x)+BY(x).
Pour déterminer les constantes, prenons deux valeurs y, et J»44 de y+; 1l viendra Jn —=Av(n) +<BV(n),
Ynn=Ag(n+i)+ BV(n +1);
d’où ee Vin (nr + TM CR) gCn)b(n +1) on +n)Ÿ(n) p(n)b(n+i)—g(n+i1)Ÿ(n)
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NS D ES A quand + devient infini; d’où l’on conclut
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Vas Yu désignant les numérateurs de deux réduites et y, y,., les
dénominateurs de ces réduites.
En particulier, si le rapport ‘ est plus grand que l’unité, la quan-
tité qu'il faut annuler aux limites de l'intégrale s’annule encore
pour &u—0, quand x devient égale à — 1 ;on pourra alors faire nr — — 1. On a alors De Es ne, a Y(o) , Poil 1Y1=0, LÉO 0 0) 7l 1 de CO) +1 —- S(B+<)—-<—1 f° uViSe au fa te + PA a) TT Te œ
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. . . LA e. Ô Telle est l'expression de la fraction continue 3. On voit que si : est
: I à . (0) un nombre entier, et =(8+ 1) un nombre entier plus grand que 7 œ m4
les intégrations s'effectuent aisément, et la fraction continue 4 pourra être traduite en termes finis.
Exemple $
résultat bien connu et démontré par Euler.
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Dans ce second cas, la méthode de Laplace ne donne plus qu'une solution particulière de l'équation (1) et est, par conséquent, en défaut. La valeur de la fraction continue 3 peut néanmoins être dé-
duite encore dans ce cas de l'analyse précédente. Et d’abord, si l’on change convenablement la variable sous le signe d'intégration, la valeur (2) de z peut être écrite
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en employant la notation habituelle des intégrales eulériennes.
476 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN On déduit de là : | :
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DT EE LE NUL PERS Rare Re Se —_—_—_—_——————" $ PRES on I Ÿ DR OU Y H\a Y Se PRE -(B+=})+: if[B+t)+r i-(B+l) +o œ œ [a x tn 0 18 RAS ( ‘ d: . . ; I “/ ve Cette équation est vraie quand = Aer nr est une quantulé positive. Mais les séries du second membre sont toujours convergentes, et ce second membre est continu. On en conclut que l’équation a lieu pour toutes les valeurs des paramètres a, $, y, 0. Transformons maintenant les séries qui entrent dans 3 en des intégrales définies.
On a, en général,
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Si l’on observe que l’on a aussi
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Il y a un cas où l’on obtient une formule plus simple; c’est celui où le paramètre y est nul. Ce cas rentre nécessairement dans celui où la
UT - ù 2 6 ÈRE ; quantité = (8 + 1) a. est négative. En supposant y — o dans l’équa-
tion (3), on obtient
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Cette dernière formule permet d'exprimer la fraction continue 3
LS 1 chtermestimns, si l'on à %=10; et Ê — k + =, À étant un nombre entier.
Exemple :
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On conclut aisément de là
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Considérons actuellement les fractions continues dont les numérateurs et les dénominateurs ne sont pas du premier degré par rapport au rang qu'ils occupent.
Parmi ces fractions, y en a-t-1l auxquelles on puisse appliquer le procédé d'intégration de Laplace?
L’équation différentielle en e, étant d’un ordre supérieur au pre- “muer, ne pourra pas, en général, être intégrée. Mais, si elle se trouvait être du premier degré en w, on pourrait l’intégrer complètement par des intégrales définies; car elle est toujours linéaire, Voyons sous quelles conditions ce fait se présente.
Si l’on pose += nx,°, l'équation fondamentale devient
Nx+2 = x x+1 + Marre Or un terme tel que
ù AX(T—I1)(T—1)...(—n+1)nx+m
donne dans l'équation en + le terme
dr un+n
RACE du?
L’équation en » sera du premier degré en u, si(m<+n) n’a que deux valeurs consécutives. Si ce sont, par exemple, les valeurs 2 et 3, on aura des termes en u?e el en uv; et si l’on prend pour inconnue la quantité u?v, l'équation sera du premier degré en «w et linéaire en w?v. Le terme n;,, donne nécessairement à (mn) la valeur 2; cette quantité pourra donc prendre encore la valeur 1 ou la valeur 5. Ceci nous conduit à considérer les fractions correspondant aux équations suivantes
se Ax(æ—1)+Bx DR Cr(x—1)(æ—-2)+Dr(x—:1) Tee Ye = (AT +B)yz1 + | Cx(xz —1)+Dx lYx2.
À l’égard de la première équation, 1l est facile de voir que la fraction continue qui lui correspond se réduit à des termes du premier degré.
x r : y ul "A à
Quant à la seconde équation, elle n’est qu’un cas particulier de la
suivante
(4) Yz=(Atz+B)rzi1+ (Gr +Dr+E)ys;
et je vais montrer que cette dernière peut être intégrée complètement par des intégrales définies au moyen d’une équation différentielle du premier ordre.
K Soit, en général, l'équation
(9) Var = Ar Vx1 + bxCrVx-s.
Si l’on pose Yx = uxP(b:,1), le signe P(b:,,) désignant la factorielle b5b,0:...bx.3, l’équation devient, par la suppression du facteur commun 0»,
(6) brrilx = Axlx-1 + CrUx-0.
Or l'équation (4) pourra être amenée à cette forme avec des coefficients Gx, 0x1, C> du premier degré. On pourra donc l'intégrer complètement par des intégrales définies. On trouve facilement ainsi la valeur de fractions continues bien connues telles que
4 12% ——————— — | —= a —————————— log(1+a) 224 DRE 3 — 24 + - 4j — 3x —- RER | RTS NE 99 7 ue 2 + u 2 + Dirt
La transformation de l'équation (5) en l'équation (6) peut être employée pour compléter l'intégration de l’'équauon
Va = (ar +8 )Yei + (YT +0 )Tr e,
x I Ô = Le 2 dans le cas où — (E — 1) ie est une quantité négative. On se trouve
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ramené à l'équation (JT +Y+Ô)ux = (ar + $)ux-1 + Ux-o,
et l’on obtient la solution particulière
& L LA UY 1 DRE ÿ Y æ+=-(B+) —— =—z(6+s — rer =) 1 u a\F à) e *(a—vyu) x ( &) qu,
applicable toutes les fois que l’on a I a site Al 8 + 1) Le (Eÿe
En joignant cette solution à la suivante, applicable dans tous les
CasS*
PNR Ô 1/ Ô u Var f 7 nr (au + y )* (B+)=gT e “du, At) on obtient la solution générale de équation proposée dans le cas où la solution générale précédemment trouvée ne s'applique pas. Mais l'usage de cette nouvelle forme de solution pour sommer la fraction continue correspondante mène à une formule trop compliquée pour qu'il soit intéressant de la considérer.
Considérons encore les fractions continues à termes à la fois variables et périodiques, telles que la suivante : À mt; SAR P:
Dans cette fraction, 1l y a six fonctions du rang æ. Chaque période comprend trois termes. En général, si une période comprend 7 termes
Ù al!
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désignons par y} le numérateur ou le dénominateur de la réduite comprenant les x termes, par y®? celui de la réduite qui en comprend
un de moins, etc..., par y! celui de la réduite qui ne comprend que tt
le terme Fin de cette période, On aura les équations suivantes : TC
ds [2 (2) (72 2) Ji =0f y +alyf, € . ph A y 5 br D y 3) +. a! LUE
LOUE (2 /i 2 1) PR DRE COTE EEE
Din 1)7(2) JS) = Yi +as Ju:
Au moyen de ces n équations, on peut obtenir une équation linéaire aux différences finies ne contenant qu’une seule des n inconnues, et qui permettra d'aborder le problème de la sommation de la
fraction continue proposée. Soit, par exemple, la fraction à période de deux termes
nm]
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Elle donnera les équations suivantes :
({ 9 (4 HT VER D nv D, 2)
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d’où D = ( tx + 1+ MrQx) Yi — MaxQxPx-19
Ix-19x = (9x x-1 x FPrx-1 x {x )Vx-1 x4{xPx—-1V x 0;
Si l’on suppose que M, A», Pr soient du premier degré et 7: constant, on pourra intégrer cette équation; car elle rentrera dans l’équation (4).
On pourrait évidemment résoudre l’équation en y, si Mx, Pr, Qx étaient du premier degré et n, une constante.
Supposons, par exemple :
Ix=1,; Ax=l,; Prx=X,;, Mr =T, [
AR
ND
(eZ
On trouve (|
TR RE Ru
en désignant par A l'intégrale définie
Le] ER II Ne / ir u
On déduit de l'équation :
J I Ae=I:I+ RS Une
SC RES on) =
(ee
formule qui permet de calculer l'intégrale À avec une approximation assez grande en prenant un petit nombre de termes dans la fraction
continue.
De la résolution de l'équation (4) résulte l'intégration de léquauion différentielle suivante :
d2 z dz
do?
(A+ Ba—1)
En effet, différentions cette équation x fois, et faisons + — 0, dans le résultat. Îl viendra
_—. vu ( dax a=0 a Je ;
On trouvera, en résolvant l’équation en y}, une valeur de la forme
en posant
Yx=T(æ+n) | uzo(u)du, qu'on peut écrire -
Le] S 2 = CU PU f orti-ie-vde [uxe(u)du= f do fdu.vstmie Ut 2e u
Mais l ne a
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EXTRAIT D'UNE LETTRE À M. MANNHEIM
Bulletin de la Société philomathique de Paris, ÉSiSérI HP te TND 2100
Vous avez, dans une communication faite à l’Académie des sciences le 9 mai, donné quelques résultats ayant pour objet de montrer l’utilité des déplacements. Je viens vous rappeler que quelques-uns de ces résultats pourraient être obtenus aussi à l’aide d’une formule que j'ai fait connaître à l’Académie le 18 janvier 1869 (!). Parmi les applicalions que J'ai, à cette époque, données de cette formule, je vous citerai ce théorème : Le nombre des normales communes à deux surfaces est égal au produit des nombres des normales qu'on peut mener d'un point à chacune de ces surfaces, augmenté du produit des nombres des normales contenus dans un plan. Le même théorème s'applique aux normales communes à deux courbes, ou à une courbe et une surface.
(!) [Œuvres d'Halphen, t. 1, p. 55.]
SUR LA
I. Je me propose de développer la théorie générale des éléments du deuxième, du troisième et du quatrième ordre en un point d’une surface, en prenant pour point de départ les changements de variables dans les dérivées paruelles.
Soient M, M'deux points sur une même surface. En M je considère la normale MZ et deux direcuions perpendiculaires dans le plan tangent, MX, MY. Ce seront trois axes de coordonnées X, Y, Z. En M', je considère trois axes de même définition et les coordonnées X”, Y’, Z”. Je lauisserai X, Ÿ, Z pour les coordonnées de M' relativement aux axes (M). Pour un autre point, je mettrai un indice. Ainsi X,4, Ÿ1, 2, seront les coordonnées d’un point M, par rapport à (M), et X', Y’, Z' ses coordonnées par rapport aux axes (M). On aura ainsi : |
RE (NT RO DCR NN V2 2) (1) OR NX) RC) Zi 2), lex — RO AO ON EE NN 07 NAN
Les cosinus directeurs sont liés par les relations connues. Les axes (M') sont entièrement définis par la position du point M' et par la direction de l’un des axes M'X’ ou M'Y". En sorte que, en tenant compte des relations connues, les cosinus sont des fonctions de
(1) Ce mémoire inédit (n° ? du rapport de Poincaré) est consacré à une exposition détaillée de la méthode pour l’étude de la théorie des surfaces qu'Halphen avait brièvement indiquée, en janvier 1875, dans une note des Comptes rendus de l’Academie des Sciences [ Œuvres, t. I, p. 333]. Certains des résultats qu’il contient ont été publiés par Halphen dans cette note, et dans ses communications à la Société mathématique du 28 avril 1875 et du 8 mars 1876 | Œuvres d’Halphen, t. 1, p. 362; ett. I, p. 417]. Le mémoire lui-même a donc dû être écrit en 1875-1876.
(Note des éditeurs.)
trois variables X, Y et #. Le point M' sera pris infiniment près du point M. Il sera variable. Les variations qui en dépendent seront représentées par 9. On aura alors les relations aisées à établir :
| Qi PL DE O; | CAVE 6 AN Ter Pa Nr \ f A! f OX + dP Æ 0, (2) ‘ HETLOS 6 es. Ÿ er sQ/ Re OP ONE = 10) Des. BE ARE l LEO) Br, TA LES de da" + Ÿy — 0.
js 4 1 71 A Et ensuite, avec la notation &ÿ"— ya” — (æy"), etc. : CAT DAY ENG “RE Gr NN DE he dr “y)= 0, à(a' y") = 84,
(Br)=0, GB y") = 28, (BY) = 1, (By) = 0.
Les équations précédentes laissent subsister, outre 04 qui est la variation d’une des variables indépendantes, les variations 09, df”. Ces dernières doivent s'exprimer par cette condition que le plan M'X'Y'est tangent en M à la surface. Le changement de variable va donc les donner.
Soient P,, Q, les dérivées partielles du premier ordre relatives à M, et aux axes (M), et P', Q'les dérivées relatives au même point M, et aux axes M”. J'exprime les premières en fonction des secondes. Pour cela, dans (1), je fais varier le point M,. J'ai : |
dX'= 0 dXi+ 86 dYi+y dli=(a + y P)dXi+(B + y Q:)dYi, dY'= x dXi+f'dY;+y dl; =(x + y P;)dXi+ (8 + y Q:1) dY;,
(3) az. a Axis B'dY: + y’ dZ: _ (Rae yP:) IX SAGE 10 dY: PRE DOUANES | Donc (4) RE ja Po EPS OR NPE)
Bt 7" Q1 =P'(B EyQ:1) HO (PH Y Qui
Si maintenant je fais coimcider M, avec M, P, et Q, deviennent Pet Q, et P'et Q' sont nuls, par hypothèse. Done, le point M’ étant d’ailleurs quelconque, j'ai
(5) d+yP=o, B+yQ—o.
Telles sont les équations exprimant que l’axe M'Z' est normal. J'en
RER SA LT
SUR LA THÉORIE DES SURFACES. 487 déduis, en supposant le point M’ infiniment voisin de M, (6) Sa SP ES 0 I GROS 0 20, et, par suite, Dé ou 6yi= dt).
Et ici (9) SO OX ENEOY MSP RDV ESS.
Ainsi, par les équations (2) et (6), (3), les variations de toutes les Ainsi, par les équat ROC ET t de toutes I quantités sont exprimées par celles de X, Y, «.
Il. Je veux maintenant exprimer les relations entre les dérivées du deuxième ordre R, S,T, et R'S'T". Je différentie encore les équations (3). PSE
TAXE dX,+ 8 &Œ\Y, + dÉ MZ; = (a+yP;,)dXi+(B+yQ:)dY; UIRIAX SE AS, dx aY, Tia: |,
d2Y'—1 d'X,+ 5" d? Y; ie Y d7Z; == (a+ YPyAZ2Xi+ (8 + y Q,)æZ2Y;
(8){ + y {[R1dXi+o2S;dX;dY;+T; dYi|, dinar Xit Bird = (pl) EX (PQ) da
+ J'TR: dX2-+ 981 dX1 dYi+TidY?| — PiŒX +0 Y RP RSR TX Un A NL TUE
Substituant à d?X’ et d? Y' leurs valeurs, ainsi qu'à dX’ et dY',et identifiant les coefficients de d?X, et d?Y,, j'ai les équations (4). Identifiant ensuite les coefficients des termes en dX°, ..., j'ai:
RP TP RO TER ESP) (ee y PTE Y Pa}, Si YP=YyQT=RaTYPH(B+YQ:) (9) HS a+yP)(Ræ+ y Q)+(B+r Qi) (+ 7P)] AC NEA CB PESTE RER PEMOIS RAGE TOURS Er ONE ET O1) ET (BY IQ):
Je fais maintenant coïncider M, avec M”, alors Pet Q' sont nuls ;| 1 et, en vertu de (5), mes équations (0) se transforment en :
TR RARE (a) Cr DT
(ro)| "38 = (ay”) (BYDR' + [(oy”) (87) + (Br) Ce yIS + (ay) (BY) T", TL OR AR ES CBC TE) SEE CETTE
où R',S', T' sont les valeurs des dérivées relatives aux axes (M) à l’origine M.
Si M' coïncide en M, on vérifie aisément, par les équations (2), que (io) seTédut A RARES ES NTEESTE
Mais si M' est infiniment voisin de M, les équations (10) différentiées vont donner les valeurs de ôR', 9S', ÔT', savoir :
| ÔR = ÔR'+ 28 Ôa’, (11) | ÔS —(T—R)ôx + ds, \ ÎT — ÔT —28S 04.
S1 À, B, C, D sont les dérivées partielles du troisième ordre en M, On à :
en sorte que (11) donne ôR/, èS', 0 T" en fonction de 5X, 0 Y, d4/. En particulier, si l’on suppose que les axes soient pris de telle sorte que S’ soit constamment nul (et, par suite, S est nul), on a
Alors la deuxième équation (LI) détermine 02! :
SIA AD SX D ECRN ÀL = —— ;,
LEUR et l’on a, en outre, ÔR'— ÔR = ASX + BY, (12 + Ss te dT' = OT — C9X + DOY.
IT. Faisons les mêmes opérations pour les dérivées du troisième ordre. J'ai : |
di X'= a WX,+8$8 BY;+ 7d1Z, = (z D YP1)dX;+(8+7yQ:) diY, oi AE AE avec
Ur R; dx, dX;+ S1 dX1d'Y;,— SdY; d'X, + T;,dY;:dY,;,
SUR LA THÉORIE DES SURFACES. 489 et ensuite :
dY'=x XX, +$ BY, +; dZ,; = (a+ y P;)BXi+ (8 + y Qi) BYi+ 3 YU + Y'V, dZ'=3"diX;+8"BY;+y"diZ, = (a+ YP;) Xi +R + y Q) BY +IVU+ TV PENSE OA Ve + 3[R'AX'd2X'+ S'dX'd2Y'+ S'dY'd2X' + T'AY'd?2Y'] + [A'4X3 + 3B'AX24Y + 3 C'aX'dY?+ D'AX3]; d’où Ag —4P— y) = Aa 2 PA) 3 Bla + y Pa )(a' + v'Ps) 0 CRE a Cr RE Di (a EP 1) + SR, [R'(«+yP;)y + S'(a' + YPoy— Car Pire ENere re PTS Big" yP— 7/9) = Aa + y PC + Qu) 2e Bi (24 P1)2(8y Q1)+ 2 (a + y Pi)(B+ YQu)(a+ y’ Pi) | er DICO) CRE REP + Ch Y P (By Q) + (ay Pi) P D (B'+ 7 Qi) —— RlyR'(B+yQ: )yS(8"+ y Q:) HV SiB+ y Qi) +Y TB + y Qu) +2 Sir R GE P)+ TSH PD VS (a+ yP;)+ y T'(x + y'P:) | :
€, se déduira de Ri et D, de Fe par le changement de P, en Q,, Q, en P,, dew en $, Ben, a en $, S'en «/, joint au changement
de A’ en D’, Si le point M, coïncide avec M, j'ai :
Y'A = (ay PA! 3 (ay) (a +") B' + 3(ay") (a/y"}2C'— (a! y") D' + 3RY"2{[ (ay) CyR'+ YS")+ (x 7 PL ASTEX il TB (ay) (Br"A' ul (By) + 2(ay") («y ) CE") | SAN a A Enter) CO | + (æ' CE" Habee (B CR + Y ST) + (87 ," }CYS'+ FT af) COR ETS EE GTS y TON:
Différentiant en supposant M’ infiniment voisin de M, j'ai :
DA = dA’+ 3Bôx + 3R(R'0y + S' 07") = I1'+ 3B dx +3R(R y + S 5’), 2B = AÔB+ÔB'+ 20 dx + R(S dy + T dy')+ 2S(R dy +S y’),
RAS 3BOX ES RCR EP CSN ÔB — 5B'+(2C — À) dx + 3RS ÈP +(RT+2582,0Q,
ot
PR md es
Vs”
dC —ÔC'+(D—2B)ô1+3TS 5Q +(RT +2S2)0P, 5D = 5Di—3C da LST(TSO + S5P).
LOUE GA = àA'+ 3B da + 3R3 OX, 5B — 0B'+(2C0—A)04+ RT25Y, ; ÔC — 5C'+ (D —2Bôx+ R?TÔX, 5D — ÔD'—3Cûx . +3T30Y.
IV. Les formules ci-dessus peuvent servir à l’usage de certaines coordonnées curvilignes sur une surface. Je vais en donner des exemples.
Je suppose que le trièdre coordonné mobile soit pris de telle sorte que S' soit constamment nul. (Alors R et T sont les inverses des rayons de courbure principaux.) On demande l’équation différentielle des lignes constamment tangentes à l’axe des X’ en chaque point M (c’est-à-dire un système de lignes de courbure).
Les équations (11), où je fais DŸ — 0, me donnent pour l'équation demandée
Si je suppose donc À et C exprimés en R et T, l'équation est ( Je dR A 15 SRE Re
à AL PQ
Appliquons ceci à une surface du second degré, On sait que, sur ces surfaces, la partie du troisième ordre est divisible par celle du deuxième, en sorte que
Aus+ 3Bute + 3Cuv?+ Dei 3(Ru+ Te?)(au + Ge),
quels que soient w et #. Donc AS FO EAN B— R8, ‘ D—3Tf, et (15) devient RIDER
an KR ges ARE PRE eme TT — 3 T” d’où, en intégrant, RUE
k étant la constante arbitraire. L'autre système de lignes de courbure:
sera T — ÆR3. Ainsi :
Le long d’une ligne de courbure d’une surface du deuxième degré, le rayon de courbure principal correspondant varie proportionnellement au cube de l’autre [Valson (|.
Sur la même surface du deuxième degré, les courbes qui, en chacun
de leurs points, ont r dir QI ER ntles polhodies de P $, pour direction Re ch so P
Poinsot [en vertu d’un théorème de M. de la Gournerie (?)|[. On à donc, d’après (12),
BdR = Af$dX+BE4AY=dX(AB—Bax)= 2RafdX, BdT = CS 4X+D8dY = 4X(CB — Da) =—2T28 dX, dR R
SR — d’où RT = .
aT > k
Ainsi :
Le long d’une polhodie de surface du deuxième degré, le pro-
duit des rayons de courbure principaux est constant. | De la Gournerte (*)].
Ces deux théorèmes peuvent être compris dans un seul énoncé: Prenons les courbes R = £T’”*, toujours surune surface du deuxième degré. Leur équation différentielle est
RUE ARTS AU d’où d\Y RO ETRT ce dX' 3m—18 Ainsi :
Sur une surface du deuxième degré, les courbes telles qu’en chacun de leurs points elles fassent avec une ligne de courbure un angle dont la tangente est proportionnelle à celle de l'angle de la polhodie qui passe au même point, sont telles que tout le long de ces lignes un.des rayons de courbure principaux est proportionnel à une même puissance de l’autre.
(CPE These, Paris) 185% pr10.]
(?) [Journal de mathématiques pures et appliquées, t. XX, 1855, p. 152; Trailede géométrie descriptive, 3° partie, 1864, p. 102.]
(*) [Ce théorème paraît aussi dù à Valson (/oco citato, p. 9).]
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En parüculier :
1° St la courbe coupe la ligne de courbure sous un angle supplémentaire à celui de la polhodie (n —+-1), les rayons de courbure sont proportionnels tout le long de cette ligne.
2° Si la tangente de l’angle de la courbe est le triple de la tangente de l’angle de la polhodie changé de signe (m—o), un des rayons de courbure principaux est constant le long de la ligne considérée.
V. Je ferai le plus généralement usage du cas où S'= 0. Mais je tiens à donner des exemples des autres cas. Je suppose que le mouvement du trièdre soit réglé de telle sorte que ÔR’— 0, c’est-à-dire R'— const. En d’autres termes, l’axe M'X° est pris tangent à une secuon normale de courbure constante. D’après (11), on a alors
A OX + B ôY — 25 ü0’, Considérons la courbe dY'= 0, c’est-à-dire une courbe à courbure normale constante | Ribaucour (*)|.
D’après (3), j'ai dY'=c'dX;+ £'dY; +) dZ;; et si M, coïncide avec M,
dY'=x dX+P'aY +y dZ
et à dY'= 4x5 dX + $'ôdY +; ùdL
+ dX Ga dY 58 + dZ5y.
Mais ALEA0: dd = 0, AU, Bit x 1=70
Donc
à dY'= à dY + dX 1 ou
0 dY'= d'Y + dX 01.
Puisque dY°— 0, j'en déduis
CAN PEUT ou diY + dXÜx'—o avec À dX +28 0x = 0,
d’où d2Y A AXA USE
(!) [Comptes rendns de l’Académie des sciences, t. 80, 1855, p. 644.
SUR LA THÉORIE DES SURFACES. 493 d’où l’on voit que la courbe à courbure normale constante a pour AR ae 25 : ; rayon de courbure géodésique — —: Cette expression s'applique
A également au cas où R — 0, c’est-à-dire que c’est également l’expres-
sion du rayon de courbure d’une asymptotique. Nous pouvons déduire facilement de là Les théorèmes de Ribaucour et Beltrami. La surface étant
ee = (Ra?+ 292Y + Ty?) + a (AZ + RP RE PINS faune LI DA De ET coupons par le plan : — y tango; la projection est
vltansoi—
J tango — Rat
Pour que la section seit à sommet a l’origine, il faut que
PQ I et R 1 À he UN 0 d'où He, 2 tango 6 tang o 9 9 Pet SSD AIT Se ES et alors le rayon de courbure géodésique est — Ris est-à-dire que : ; P à
Le rayon de courbure géodésique de la courbe à courbure normale constante est les deux tiers de celur de la section tangente à sommet |Ribaucour (!)|.
Si la section est faite par le plan tangent et que R — 0, alors la courbe est
O=Say+=Tyt+ se (a+...) )
et la branche tangente à l’axe des x a pour développement
4e, : s k Donc le ravon de courbure est — ——, ce qui démontre le théoà À q Dent
rème de Beltrami (?):
Le rayon de courbure géodésique de l’asymptotique est les
(1) [ Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 89, 1835, p. C41.] (2?) [ Nouvelles annales de mathématiques, 2° série, t. IV, 1865, p. 258.]
deux tiers du rayon de courbure de la branche de section par le plan tangent qui lui est tangente.
Le mouvement du trièdre étant toujours réglé par la condition 2R'— o. les coordonnées seront alors S’et T' ou simplementS et T. Si l'on veut, par exemple, avoir l'équation différentielle des hignes à courbure normale constante R, on aura, en faisant dans (11) dY — 0,
A dX — 25 dx’, BaX —(T—R)d:+ 48, CaX = AT- 2840,
d'où. en éliminant dz' et dX, 2S dS AC
dr DAS SAIT -R} Les trajectoires orthogonales auraient pour équations différentielles
28 dS B = D:
dr. CS "BOT =R})
Si, dans ces équations, on fait R — o, on a les équatuons différentelles des asymptotiques et de leurs trajectoires orthogonales.
Supposons effectivement R — o, et considérons les courbes 54'— 0 ou À/— const.
D'après (14), on aura SA — GA'+ 3B ôx ER 38h 3 B? GdX+HdY —3Bèr = - x
les dérivées du quatrième ordre étant (G, H, J, K, M). Ainsi, la direction de la hgne A'— A, au point M, sera donnée par
Si l’on considère une courbe à inflexion
; I | Z — GAP te.)
A est le paramètre de l'inflexion. Les courbes X'— const. sont donc celles le long desquelles une des sections normales à inflexion a un paramètre constant. Parmi ces courbes se trouve celle pour laquelle le paramètre est constamment nul. Cette courbe est le lieu des points de contact de la surface et de ses droites surosculatrices. Ainsi, avec
les coordonnées actuelles, son équation est À — 0, et sa direction en un point est donnée par G aX + (u — =) D ME
À — 0, G— 0 marquent les points où la droite surosculatrice a un contact du quatrième ordre avec la surface. En ces points, on voit que la courbe À — 0 est tangente à la droite surosculatrice. |
Pour A — 0, S — 0, la courbe est également tangente à la droite surosculatrice.
Avec les mêmes coordonnées, considérons la courbe dS°— 0, c’està-dire S — const. Comme R— 0, on voit que RT — S? est constant. C’est donc la courbe le long de laquelle la courbure géodésique de la surface est constante. J’ai, d’après (11),
A dX +B dY = »S x BaX+CdY =T dx,
d’où (AT LBS)aX E(BT EL 308) d4Y— 0; Si S — 0, c'est-à-dire pour la courbe lieu des points paraboliques, cette équation se réduit à ; À dX + B dY — 0.
Si, en outre, À — 0, l'équation se réduit à dY — 0, c'est-à-dire que la courbe est tangente à la droite suroseulatrice. Ainsi :
La ligne des points paraboliques et la ligne de contact des droites surosculatrices se rencontrent tangentiellement, et tangentiellement à la droite surosculatrice qui passe au point de contact.
Ce théorème généralise celui-ci, qui est dans Salmon, et est dû, Je crois, à Cayley ('):
Si une surface contient une droite, cette dernière est tangente à la ligne des points paraboliques de la surface.
Sur les surfaces du deuxième degré, cette ligne, comme on sait, n'existe pas; sur les surfaces réglées, elle se réduit aux génératrices le long desquelles la surface réglée a le même plan tangent.
(!) [Ce théorème est donné par G. Salmon, 7reatise on the analytical geometry of three dimensions, 3° édition, 1874, p. 225, comme lui appartenant ( Cambridge aid Dublin mathematical journal, t. IV, 1849, p. 255).]
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Sur chaque génératrice d’une surface gauche, il y a deux points (Mannheim?) en lesquels la seconde asymptote de l’indicatrice est . surosculatrice. Ces points appartiennent à la courbe ci-dessus sur les cénératrices le long desquelles le plan tangent est stationnaire. La rencontre est remplacée par le contact, la seconde droite coïncidant avec la génératrice.
VI. En faisant usage des mêmes coordonnées, on voit que À — 0 est l’équation des surfaces réglées. Elle entraîne G = o.
Celle des surfaces développables est S = 0; je verrai tout à l'heure quelles relations elle entraîne pour les À, B, ..., au moyen de nos coordonnées. Il est bon, comme vérification, de les trouver directe-
ment. Prenons TES 0,
et différentions :
r(b dx + 0 dy) +t(a dx + bdy)—2s(b dx + cdy)=0
donne
rc+at—2Ùs —0, rAo+bt—2cs = 0,
et pour 7 —0,Ss— 0, D 10; br 6:
Différentions encore en introduisant, pour abréger, les relations précédentes :
t(gdx + h dy) 210, d'où 2 NO LEO;
t(h dx + 7j dy)—o2cdy =, d'où lt] —20C2= 0.
Passons maintenant aux équations que nous employons 1C1. Avec R'= 0, S'— 0, les équations (11) donnent
A dX + B dY = 0, d'où AVE OH UDC:
CaY =T dx, ; C dX + D dY — àÔT. À N
La première équation se trouvant supprimée, il faut prendre, parmi les équations (14), G dX +- H 4Y = 0, d’où Ge QUO; J'ai, qui; comparé à. GadY=T dx; donne TJ Cr J:aX, LK AV SC ED da K dX + M dY = D —53C da.
On pourra prendre pour coordonnées T et C, avec les équations C dY = Ta CRD AN ENT 3 C2 “ = + r TT AXE AY = 40 ED dx La première question est celle-ci : quelle est l'équation générale
des génératrices rectilignes ? Ce sont les courbes dY — 0, c’est-à-dire que l’on à
HORS, \ CETTE » C2 | =. COSENTAES
\ d’où l’on conclut
tbe uis
FE ae Vete et, par suite,
(16) Cie AE
On va voir que l’équation (16) exprime cette propriété connue des surfaces développables :
Les centres de courbure géodésique des lignes de courbure sont sur l’arête de rebroussement.
VII. J’ai précédemment déterminé le rayon de courbure géodésique des courbes à courbure normale constante. L'emploi des formules donne lieu à un procédé général pour déterminer ces rayons pour des courbes de définition quelconque. Je suppose que la direcuon de la courbe en un point M, relativement aux axes employés, soit donnée par une relation
Fu, v, cosM, sinM) = 0,
où &w et # sont les deux coordonnées. En désignant l'arc par ds, et momentanément
cos M — = par Ë, UNS
sin M — AE par n,
Fe F(u,v,6, n)= 0.
En faisant varier le point M, j'ai
CS CR PSE RUE Pe Los. pe DT 0:
du AN PRE Cle trot
0F = 0 ou
Mais AX'= 2 Xi 8 dYi+ y di, el, par suite, 5 dX'= da, dXi-+ 06. dYi= dy. dit ».8dX3+ 8.0dV 1 + y.5dA.
Et en supposant M' infiniment voisin de M, D'ANE- 0 dX\; te 0B.dY:.
Si, en plus, le point M’ se déplace sur la courbe considérée, à 4X,
n'est autre chose que d?X.
Même observation pour à dY'; J'ai done, dans cette hypothèse,
0 dX' = dX + dY.56.
0 dY'—= d'Y — àdX.û8,
d'où <dX dx adY PUS ner LA OU dE — dé + d0.n, Fai donc è MAT SLT dE ARE D A (EF 570) Ta ou D oe + (En — DE) 06 + DE dE + PE du = 0.
Cette équation servira à déterminer les dérivées d£, dn, car on y pourra joindre ee qui s'exprime en Eetn, dé, dn. On pourra donc résoudre le problème. Jai en vue l’emploi de cette formule dans le cas où Fest homogène en cos M et sin M, ce qui d’ailleurs ne restreint pas la généralité.
Cette hypothèse étant faite, la formule (15) se transforme. En vertu de l'hypothèse, on a en effet
MDE ATP
AE Dan De
(18) Alors (179) peut s'écrire
in (TN Eds ai ET PO ET RUE AT
\ dE
Mais
est l'inverse du rayon de courbure géodésique cherché, En désignant ce rayon par &, J'ai donc
(19) _— D AE Re _—_.
; HA ds ds \ du de a dE . dE
I suffira de remplacer dans cette formule Ôu, dv, 88 par leurs valeurs pour avoir le rayon cherché. Si F ne contient ni u, ni #, c’est-à-dire si la courbe considérée est la trajectoire (sous un angle constant) J g d’une courbe régulatrice du mouvement du trièdre, la formule (10) D ) do,
se réduit à
(20) ee ==
ni O2 TD
(arz F CN un CA
Or 56 sera de la forme U 4X + V 4Y, U et V ne dépendant pas de l'angle M. On aura donc _ — UcosM + VsinM.
Donc UR cos M + VR sin M = 1.
Donc, M variant, le lieu du centre de courbure est une ligne droite, Donc :
Si l’on considère plusieurs séries de lignes se coupant sous des angles constants, pour un point, leurs centres de courbures géodésiques sont en ligne droite (*).
Nous avons 1e1 le moyen général de déterminer le rayon de courbure géodésique des lignes directrices du mouvement du trièdre. Nous l’avons déjà fait pour le cas d’une ligne à courbure normale constante, Faisons-le pour une ligne de courbure. [1 faudra se servir des formules (11) en faisant, par exemple, ÔY — 0. On aura
CRE TX
HR
(1) Enoncé com nuniqué à la Société mathématique de France le 28 avril 1855 [Œuvres d'Haulphen, À. TI, p. 362]. (Note des éditeurs.)
d’où
pour le rayon de courbure géodésique de la ligne de courbure tangente à l’axe des X ; pour l’autre, en faisant ÔX = o, on aura
à condition de le changer de signe pour que son sens positif soit celui de l’axe des X.
Reportons-nous maintenant à (16); en faisant dans (22) R—o, nous avons pour (16)
Comme T est la courbure de la section principale, nous voyons que le rayon de cette section est proportionnel à R', comme cela doit être pour une surface développable.
VIII. Nous emplovons les coordonnées S'—= 0. J'ai alors pto
dR'= À dX + B dY.
Donc la direction À 4X + B dY — 0 est celle dans laquelle la courbure principale R ne varie pas. Nous avons ainsi à considérer sur une surface les courbes lieu des points en lesquels une des courbures principales est constamment égale à une grandeur donnée.
La seconde direction, relative à l’autre courbure, est donnée par
AVR CGAXEED AY:
Si AD = BC — 0, les deux directions coïncident. Cela arrive en tous les points d’un lieu sur une surface quelconque. Si l’équation AD —'BC — 0 est vérifiée en tous les points d’une
surface, alors di dT
Cale
quelle que soit la direction _ Or g étant une fonction de R et T, je
vois que R et T sont liés par une relation. Ainsi, les surfaces dont 1l
” tt à md à lé
SUR LA THÉORIE DES SURFACES. 5o1ï
s’agit sont celles pour lesquelles on à R—%(F). Ces surfaces ont fait l’objet de nombreux travaux, notamment les surfaces minima RET—o.
Pour abréger, j’appellerai lignes (R) et (T) les lignes à courbure principale constante R ou T.
Si l’on pose | Ÿ = A dX3+ 3B dX? AY + 3CdX dY2+ DY5— 0,
on obtient les trois directions de sections normales surosculées par des cercles.
Soient N,, N>, N; leurs trois directions, et R la direction de (R); ja
B I À + COLUPOES VE a(cotNi+ CON: + cotN:), et de même C I tang(T) = — VS 3 CtangNi + tangN,-+ tang N3),
c'est-à-dire que la direction de (KR) est la conjuguée harmonique de la direction de la ligne de courbure R par rapport aux trois dire ections des sections N,, N;, N3.
Ainsi :
La direction dans laquelle une courbure principale est stationnaire est, relativement à la direction de la section principale qui a cette courbure, la conjuguée harmonique des directions des sections surosculées par des cercles.
Remarque.— Si la surface est gauche, alors © contient en facteur la direction de la génératrice rectiligne, et le théorème précédent subsiste, en remplaçant une des sections surosculées par la direction de la génératrice.
S1 la surface est du second degré, © contient en feu les directions des deux génératrices qui figurent alors pour N, et N,. Mais elles sont symétriques par rapport aux lignes de courbure. Donc N,—=—N, et les équations se réduisent à
RS I DOLER 3 — 3 CotN3, tang(T)— -tangN;, 9]
ce qui concorde avec un résultat précédent.
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Si la surface est développable, A et B sont nuls et Fon n'a à considérer que la ligne (T) de direction G 4X + D dY — 0; et lon a
{ 2 tang T= -tang N;, qui donne lieu au même théorème que sur les surfaces du second degré.
Sur les surfaces du second degré, comme sur les développables, la ligne AD — BC — o n'existe pas.
Revenons à une surface quelconque et supposons que, pour un point, on at B— 0. C’est le cas où le rayon géodésique de la ligne de courbure (R) est infini, c'est-à-dire que son plan osculateur est normal, ou que cette ligne est osculatrice à une géodésique. Nous voyons qu’alors la ligne (R) a pour direction dX — o, c’est-à-dire est perpendiculaire à la ligne de courbure R.
Ainsi :
Quand une ligne de courbure est osculatrice à une géodésique, la courbure principale est stationnaire dans la direction perpendiculaire.
C’est ce qui arrive constamment sur une surface de révolution. Les méridiens forment un système de lignes de courbure dont le plan osculateur est toujours normal, et le rayon de courbure correspondant reste stationnaire dans la direction du parallèle. Mais, le long du même parallèle, l’autre rayon de courbure est aussi constant. Ainsi, les surfaces de révolution sont des surfaces AD — BC — 0.
Sur une surface de révolution, dY — o étant la direction du parallèle, on a B— 0. Donc A ou D est nul. Ce n’est pas A; car alors le méridien serait un cercle, c’est donc D ; ce qui est, en effet, puisque CdX+ D dY —o [direcuüon de la ligne (T) en l’autre ligne de courbure |.
Les directions des sections normales surosculées sont alors
dX(A dx?+ 30 dy?) = 0.
L'une d’elles est tangente au parallèle. Les deux autres sont placées
symétriquement.
S1 À est le rayon de courbure du méridien, A A* est le rayon de
courbure de la développée du méridien ; Le second rayon de courbure £ I J
eu —gÿg— 6st la longueur de l’axe com-
prise entre la tangente et la normale au méridien.
principal est la normale EL, et
IX. Il est aisé par les formules ci-dessus d’avoir, au moyen des éléments du quatrième ordre, le centre de courbure géodésique d’une ligne (R). On n’aura qu’à employer la formule (19), qui donne ie1
Ù 08 oA' oB'\ sinM ÉTAT EE (: os M TS + sin Ms = .
D’après (14),ona A = G dX + H dY + 3B 58 — 3 R3 GX,
dB'= H 4X + J AY +(2C—A)58 — RT2 AY, d’où
VAS BE >(AC—B:) 5p R 4 y A2 SN bDatAd
+ (G— 3R3) cos? M + 2H cosM sin M + (J — R'T2?) sin? M.
X. Sur la surface à courbures égales et opposées
Les asymptotiques y coupent les lignes de courbure sous l'angle de 45°. Donc les centres de courbure géodésiques des asymptotiques et des lignes de courbure sont en ligne droite.
Je dirige le trièdre par les asymptotiques. Jai ainsi Ro; Lio;
et HS représente les deux courbures principales. D’après (11), j'ai AdX+BdY—= ,28 du, BadX+CdY—= ds, CG dX + DAY = — 28 du’.
Ajoutant la première et la troisième, J'ai
AC— O, B + D — 0, d'où Np=#bQ— 0,
comme on devait le trouver. Ainsi
A+CG=eo, B + D — 0, BaX+CdY= ds.
AE SE RTE PRET ES ee V RICO nt SPRL OPEN OT TEE
Prenons maintenant (12) :
G dx + H dy = 01'+ 3B x, LL dx + I dy = 6B'+ (20 — A) 0x + 2 SX J dx +Kdy =0C+(D—2B)01 +2" 35Y
K dx + M dy = ÔD — 3C dv,
d’où, à cause de 8A’10C/= 0, dB +0D — 0,
(G+J) dx + (HU + K—283) 4Y = 0, (H+K—2S3) 4X +(J + M)A4Y = o,
d’où GT 0, EME 0 RG ME H+K—2S3—o, | H + K = 253.
Pour traiter un problème sur cette surface, on pourra prendre pour coordonnées, par exemple, S et À; on aura
AUXLEB dY-=0S 4e) BAXEAUINE AS;
GAXSE HAN = AA Bdé d8 da A cosM + B sinM ds PINERUT 2S
La droite qui joint les centres de courbure des trajectoires des
axes est DS ; > a =— (A cosM + BsinM).
Or æ = — 4 sinM, Pen ee dtve0s M:
d’où (253 Bzr— Ay = 28.
Ainsi — Ç est le rayon de courbure géodésique de la ligne asymp- . s T #} 5 . , c totique tangente à l’axe des X et celui de l’autre. Le rayon de cour- >
bure géodésique d’une des lignes de courbure est
yTs : : et de l’autre,
CA © (SA
à-dire CRETE B 4X — A dY = 0.
Ainsi :
La droite qui joint les centres de courbures géodésiques des asy rmptotiques, et aussi des lignes de courbure, est parallèle à la tangente de la courbe des courbures principales constantes.
La même propriété subsiste pour toutes les surfaces telles que la courbure moyenne y est constante R+T = const. (à l'égard de la droite qui joint les centres de courbure des lignes de courbure ).
XI. Jusqu'à présent, nous nous sommes bornés à considérer une seule surface. Nous allons maintenant étendre le cercle de cette étude en considérant d’autres surfaces obtenues en portant sur la normale en chaque point M des longueurs variables (t). Le problème consiste à déterminer les éléments du premier ordre, du second ordre, etc., relatifs à ces surfaces.
Les coordonnées de M' relativement aux axes mobiles sont 0, 0, 0, celles du point AL de la surface nouvelle seront 0, 0, 4, 4 étant une fonction des coordonnées de M’. Ainsi les coordonnées X, 7, x de M relativement aux axes fixes seront données par
jo=a (= X)+ 8 Y)+ 7 (&—2), ne da pe DEN XD Dé VENT 7)
En faisant varier le point M’, on fera varier le point AC. J'ai
0 = a(dX — AX) + B(AY — dY)
UE TN NO ace year (bi Zap:
ce qui, pour la position initiale, se réduit à 0 = dX — AX +0 dy = dX — dX HR IX — S dY );
et ensuite
(25) 0 = d\ — AY +80 dy = d\ — dY + 0(S 4X +T dY), ee l dû = dx.
(1) Comparez les autres notes d'Halphen sur le mème sujet : Œuvres d'Halphen, FT, D. 339, 399; 417. (Vote des éditeurs.)
La dernière équation montre que si Ü est constant, c’est-à-dire di nul, dé est nul, et le plan tangent à la surface (IT) est parallèle à celui de (M), ce qui est bien connu. Ainsi s’introduit la notion des surfaces parallèles.
=! [ Ex 4 2 6 = c Supposons S — 0, et ÿ — me La première équation (25) donne alors
dX = 0. Alors le plan tangent à la surface (HT) est X —o. Ainsi là surface des centres de courbure principaux a pour plan tangent le plan perpendiculaire à la section principale correspondante. Ou, en d’autres termes, la normale à cette surface en un centre de courbure principal de M est la parallèle à la tangente de la section principale menée dans le plan de cette section même. Ou encore, les normales à la surface (M) sont doublement tangentes à la surface des centres principaux. |
J'appelle 4 le centre de courbure principal de la section principale tangente à MX, et je rapporte la nappe (u) aux axes mobiles u£ parallèles à MX, u£ parallèles à MY, et un suivant la normale. En appelant
. . I I , . r C Aet L les rayons principaux =; T’ les équations (2) s’écrivent
R 4 Fr 7 À 7 É ACER O, oO = de — AN -+- TL" MX T
ou
DER ART. (KdX+BAYE
ELLE NAN nd =— = L dE (I (WTA di d G Re R>
En employant L et À, ou R et T, nous avons les deux formes d’équa- Uuons (26) | L AE =(L— A)dY, din =— AA dX + B dY), LASGTETONEES L)aX, dy =— L?(C aX == D'AX) z, ÿ, z étant les coordonnées analogues pour le second centre de courbure principal ». | Ces coordonnées sont celles de mes communicatons de janvier 1855 (t).|
Les mêmes équations s’écrivent avec R et T :
(RE SR = T)aN REA GX EAN),
LTD TTE RON MEL REC EX DIN
Pour trouver les expressions des dérivées partielles du second
(1) [Œuvres d'Halphen, t. 1, p; 333 et 417.]
SUR LA THÉORIE DES SURFACES. 507 ordre de la développée, on peut procéder comme je l'ai fait dans les communications rappelées, ou encore d’une autre manière partieulière que j'indique maintenant.
Considérons la nappe (u); nous avons là un trièdre mobile (u' Sat) analogue à celui déjà employé. Mettons un indice pour les cosinus directeurs ; el employons la notation
(£'Ë) = cos angle de £’ avec £.
Nous aurons
MR (EE EVE V) bla Sri) = Plat =(tE) = (XIV) 8 Pi (fix) =(Vi2)=y|Biz(n nm) =(2i2)= Tv | Pi (Gin) = (XZ)= 7 n= (FO = MX) ot yh =(n 6) = (ZX) = ay = (KE) = (XIX) = © D'ulleurs Yi —= CT de" == dy;
donc
en du ue
dr = pd Ho dn = dy = dx — TK
NN die dr dy dei dl
Nous avons ainsi
o dE + 5 dn = Lex Er À 4X + B 4Y > d CaAN)—=" o ANT ER SET, = 5 A + d LE BR 2 dY R2 , doû x B A5 ee RE ET B {2 RE —— EE ARTE R Re? ? TA Re PPS ER De la seconde équation 5 dé ++ dn ——R AN, ou HEST \ax + Bar D IN ee te) ee NyX.
F «d Rs Rd on tire ensuite ES à BE Â (9) PORTE pre EE Date R.
Ces dernières donnent HAL IER (o —= TV ,
«ui concorde avec la première des équations (29). J'ai donc
ee R>3 BR? RENE R {30) T= —) C—= —— QE ———— ;
RE T
si PE E DCRETA
On voit que l'élimination de À, B, C, D conduira à deux relations entre r, 8, {, 9, 5, 7; ce seront les relations de M. Mannheim ("). On les aura facilement comme il suit : J'ai |
s C RO STE
Eve" Œ R3 RSA
Divisant membre à membre avec (31), j'ai
t(o2— p7) _. RT 1
ST PP REUR Are SL Les deux relations sont donc
(A— L)(o2— pr)t = s, (L—A)(s2— rt) = st.
Siinversement on veut exprimer À, B, GC, D par les dérivées du second ordre de la développée, on pourra ne se servir que de s, 4, 5,7;/ et o étant donnés par les équations (34), on aura ù
ou avec les L et À,
; I JS: AE ES I 3 Are Re ps RTE 7 fi, T3 : NES Her” Ponte
Les valeurs de B et C peuvent s’écrire autrement. En appelant
(1) [ Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 79, 1874, p. 1328.]
SUR LA THÉORIE DES SURFACES. 509 r',r' les rayons principaux en metospsenu,ona
A RE ; OT — 0? ) à li Fa P1 P2 el, par suite, > (L— A}? = (L —* A }?
B te tn a To (> = — ——— trire AL TP162L2A
Pour une surface du second degré, on a (p. 490)
ei i AS D=srB=3;B.
Donc ER NT TEA} TROP re nai li ou
Vi 72a— — 3(L — ere et semblablement À
(37) pipa=—3(L— A) ct, par suite, (38) l'ile PiPa= 9(L—A)!,
relation remarquable qui, ne contenant plus L et À, mais seulement (L — À), caractérise avec (34) les développées des surfaces du second degré.
Pour une surface dont les rayons principaux sont liés par une rela-
tion, on à
ÉD EC =; donc (39) rile Pige=(L— A),
équation qui caractérise les développées de ces surfaces. En particulier, pour les surfaces L — À — const., r,r20,02 est constant.
Il faudrait se garder d'appliquer ces équations si À ou D est nul; car alors + ou £ est infini, et la développée a un point singulier en m ou u. Ceci montre que, les équations (38) et (39) étant imcompatbles, on ne peut avoir une surface du second degré dont les rayons soient liés par une relation que si elle est de révolution, ou si L ou A est infini, c’est-à-dire si elle est développable.
Les valeurs de A et D dans (35 ) signifient que les développées des
sections principales sont osculatrices aux sections de la développée faites par leurs plans. Les valeurs de B et C sont également susceptibles d’une interprétation géométrique simple, que nous allons.
bientôt rencontrer.
XII. Je m'occupe maintenant à chercher les expressions des dérivées du troisième ordre de la développée. Pour les trouver, je pars des équations (5). Il suffit d’y accentuer les lettres et de prendre les à en suivant les formules des n° II et IET.
Je désignerai par &, 8, y, à les dérivées du troisième ordre de (u).- J'aurai, d’après (11), en prenant les deux dernières seulement :
B dé + ydn = ds +(r—=6)d8f",
y dE 5 dn = de — 26 dB";
et au lieu de la première, je combinerai les équations (11), en remarquant que, dans 2S0S — TôR —RGT, 02’ disparaît; donc
25(8 dE + y dr) — 7 (a dé + Be
(os
In) — pr dé +5 di)
ÆY
D AE
ou
8 dè - 7 dn + (= — 0)T dY
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Ces équations donnent 6, 6, y, ce dernier de deux manières, qui sont identiques, comme on va le vérifier. Des équations (40), en éli-
minant à, Je üre
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Et l’on voit que les expressions coïncident.
ENONCÉ D'UN THÉORÈME
SUR LES ENVELOPPES DES DIAMÈTRES DES COURBES ALGÉBRIQUES
Association francaise pour l’avancement des sciences, 4° session, Nantes, 18795, p. 236.
Soit U une courbe plane représentée par l'équation
APB3=— CP+4,
où À, B, C sont des fonctions linéaires des coordonnées rectilignes,
et p, q des entiers positifs premiers entre eux. Le lieu des centres des coniques ayant avec U des contacts du quatrième ordre a pour équation
ArB3= aCPr+1,
a étant un coefficient numérique.
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1. Les courbes dont je vais m'occuper ont été depuis longtemps étudiées dans de nombreux et importants mémoires. Elles jouissent d’un grand nombre de propriétés géométriques et mécaniques, relatées dans un travail qu'a publié récemment M. Haton de la Goupillière (/Vouvelles annales de mathématiques, mars 1856). On peut les définir par l’une de ces propriétés : ce sont les courbes planes dont le rayon de courbure en chaque point est proportionnel à la normale polaire. Cette définition conduit aisément à leur équation générale en coordonnées polaires, sous. la forme
(1) rt = cos ub,
dans laquelle & est une constante positive ou négative. Toutes les fois que w est un nombre commensurable, la courbe (1) est algébrique. Considérée de ce point de vue, les particularités qu’elle offre, comme courbe algébrique, n’ont pas encore été étudiées. C’est cette étude que je me propose de faire 1c1. La nature arithmétique du nombre u, comme on doit s’y attendre, y jouera un rôle important.
2. Les courbes (1) jouissent de la propriété suivante, qui est bien connue et facile à retrouver :
La podaire de la courbe (1) relativement au pôle, c'est-à-dire le lieu des projections orthogonales du pôle sur les tangentes de la courbe, est une courbe de la même famille, pour laquelle la nou-
(:) Note communiquée à Ia Société mathématique de France, dans sa séance du 19 avril 1876, mais non publiée. Voir Bulletin de la Société mathématique, t.1V, 1875-1876, p. 151, l'annonce de cette communication. (Note des éditeurs.)
NA
velle constante u est donnée par \ f 58 — = — —+— I, ( / L'
Si, dans l'équation (1), on change le signe de u, on change ainsi la courbe en sa transformée par rayons vecteurs réciproques. Par suite, on peut déduire de (2) cette conséquence : St u et n, sont liés par la relation
54 met Pis Me,
les deux courbes se correspondent point par point. En prenant les deux signes inférieurs dans le second membre de (3), on a, pour la seconde courbe, une corrélative de la première.
Je suppose maintenant que à soit un nombre commensurable, si Les deux entiers b, a seront ici supposés premiers entre eux, b positif, & positif ou négatif. L’équation (3) donne alors
I Be à Je of
et montre que, pour u,, le numérateur à n’est pas changé. Je vais immédiatement étendre ce résultat en démontrant que :
Tuéorime 1. — Pour deux valeurs de 1: ayant le même numérateur, on obtient deux courbes se correspondant point par point.
9. En posant Ü— aw, je déduis de (1) les expressions suivantes des coordonnées rectangulaires d’un point de la courbe, en fonction de la variable auxiliaire w,
(4 æ = cosaw.(cosbw)? = sinaw.(cosbw), Û ; 44
Il faut avoir soin d’observer que, dans ces deux équations, la racine d'ordre à doit être extraite de la même manière, en sorte qu’à chaque valeur de w répondent b points différents de la courbe. Mais on voil aisément qu'à chaque système de valeurs de + et y satisfaisant à (4), correspond une seule valeur de w, et aussi une seule déterminaluon de la racine d’ordre b. Si done on considère une seconde courbe, obtenue en changeant dans (4) la valeur de l’entier a, les
points de cette seconde courbe correspondant uniformément à ceux de la première pour chaque valeur de w et chaque détermination de la racine d'ordre b. Donc les deux courbes se correspondent point par point. Donc le théorème L est démontré.
4. On trouve très aisément le degré de la courbe (1) de diverses manières, parmi lesquelles voici la plus rapide. Supposons & négatif. La courbe ne passe pas au pôle. Son degré est alors égal au nombre de ses points sur un rayon vecteur quelconque. On voit immédiatement que ce nombre est égal à ab (pris en valeur absolue). D'ailleurs la courbe ne passe pas aux points circulaires de l'infini. Donc sa transformée par rayons vecteurs réciproques, le pôle n'étant pas sur là courbe, est de degré double. Donc, si a est positif, le degré de la courbe est 2ab.
Nous savons (n°2) que certaines courbes corrélatives des courbes (1) sont de la même fanulle. Donc sachant déterminer le degré, nous savons aussi trouver la classe. Faisant le calcul, j'obtiens les résultats réunis dans l’énoncé suivant :
Tuéorëème Il. -- La constante à étant égale à la fraction tirré-
; b ! ape : duetible =: 1° si a est positif, le degré de la courbe (1) est 2ab, ”. |
et sa classe b(a+b); 2° st a est négatif et égal à — «, le degré de la courbe est «b et sa classe est 2b(a— b) ou b(b— ax), suieant que & est supérieur ou inférieur à b.
9. Des théorèmes I et Il, je puis conclure le genre des courbes considérées. D’après le théorème I, en effet, cet élément ne dépend que du nombre b, et il suffit de le connaître en supposant une valeur arbitraire pour a. Je suppose a ——1. D’après le théorème IH, la courbe est alors de degré b et de classe b(b — 1). La comparaison de ces deux nombres montre qu’elle ne possède aucun point singulier. Donc :
Taéorkme HE. — La courbe (1) correspond point par point à une courbe n'ayant aucun point singulier, et dont le degré est égal au numérateur b de la constante 11. Par suite, son genre est égal
A tue |
En particulier, si b est égal à 1 ou à 2, la courbe est unicursale. On peut, au moyen de la formule (3), voir directement que toutes les courbes répondant à ces deux valeurs de b se déduisent soit de la ligne droite, soit de l’hyperbole équilatère, au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques, de la transformation podaire et de la transformation inverse de cette dernière.
6. Par les théorèmes IT et ITE, j'ai, dans tous les cas, le degré, la classe et le genre de la courbe considérée. Je vais maintenant chercher directement quelles sont ses singularités, et par là obtenir de nombreuses vérifications des résultats acquis jusqu’à présent dans la théorie des points singuliers des courbes algébriques planes.
J'étudie, en premier lieu, en partant des relations (4), les affections de la courbe correspondant aux valeurs de w qui font évanouuir le
«te
facteur 1rrationnel (cosbw)”. Ces valeurs de w sont en nombre égal à b; car on voit aisément qu'il suffit, pour obtenir tous les systèmes de valeurs de x et y, de faire varier w dans l’étendue d’une demi-
circonférence. Soit w, une de ces valeurs : je remplace w par (w,+e),.
et je déduis de (4),
a J'= yCosawi— xsinaw;—=(+sinbe)/sinae, «
z'=y SiIP4Wi+XCOSAaw —=(E sinbe)?cosa Es
S1 l’on remplace, dans ces dernières équations, e par (0, on a, pour les valeurs infiniment petites de £, les expressions de y’ et de x sous la forme de deux développements convergents suivant les puissances entières, ascendantes et positives du £, dans le cas où a est posiuf.
Le développement de y commence par un terme de degré (a+b); celui de x’ par un terme du degré a. Donc aux valeurs de w infiniment voisines de w,, correspond, sur la courbe, un système circulaire composé de a branches, dont l’origine est le pôle et dont la tangente commune est la droite y — 0, avec laquelle chacune de ces branches
a un contact de l’ordre = (ae Les mêmes conclusions s'appliquent
également aux autres valeurs de w qui font évanouir cos bo.
(*) Voyez dans le Bulletin de la Societé mathématique, t. IV, p. 30, la définition des systèmes circulaires. [ Œuvres d’'Halphen, t. I, p. 378.]
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Dans le cas où & est négatif, une transformation homographique montre quelle est la nature des branches intinies correspondant aux
valeurs de w infiniment voisines de w,. Soit donc a =— 4; je déduis de (5) AT Xe (6 sinbe)2 ; T | COS UE [ Ve a = tanp us.
Ces dernières équations donnent pour X et Y des développements suivant les puissances ascendantes, entières et positives de #, commençant, le premier par un terme de degré a, le second par un terme de degré b. Ces développements caractérisent un système circulaire de branches dont la tangente est la droite X — 0, si à est supérieur à b; ou la droite Ÿ —0 sic est inférieur à bd. Le nombre de ces branches est d’ailleurs le plus petit des deux nombres, 4, b.
En revenant donc à la courbe proposée, j'ai :
1° So est supérieur à D, un système circulaire de b branches,
b 3 2° Si o est inférieur à b, un système circulaire de x branches,
ayant avec la droite de l'infini chacune un contact d'ordre
ayant chacune avec l’asymptote commune un contact d'ordre d :
Dans les deux cas, le nombre total des intersections de ces branches avec la droite de l'infini est égal à «.
Le nombre total des systèmes circulaires analogues, ou points à l'infini sur la courbe, est b; on a ainsi le nombre total by des intersections de la courbe avec la droite de l'infini.
J'ai, dans ce qui précède, comme Jje le ferai dans la suite, omis le cas où u est égal à l’unité positive ou négative. Dans ce cas, la courbe est une ligne droite ou un cercle.
7. J’étudie, en second lieu, les affections de la courbe qui correspondent aux valeurs infinies de cosbw, affections purement imaginaires, mais qui n'en jouent pas moins un rôle important. Après avoir posé
NX
A 1+ÿ—rtange \ (6) (une | ne
KES ASS La ni u)
on déduira facilement de (4) les équations suivantes :
rs 1+ z\0 ; — 1+3\0 (5) '=s+V—iy=( *) ; d=a—V—iy=( | .
Comme z s’annule quand tango est égal à ÿ— 1, j'étudierai la nature de Ia courbe pour les valeurs infiniment voisines. Je pose donc
tango — Vi an
Aux valeurs infiniment petites de { correspond, pour z, un développement procédant suivant les puissances entières et ascendantes de {, et commençant par un terme de degré b.
Soil, en premier lieu, a positif. Alors +" est infini, y” a une valeur finie pour 5 — 0. On voit donc qu’il s’agit de branches infinies dans la direction y'—o, c’est-à-dire aux points circulaires à infini. Je fais une transformation homographique en posant
X = —, NEC PERS
On voit aisément qu’étant choisie celle des racines d'ordre à à extraire dans ces formules (5) et (8), X et Ÿ se développent suivant les puissances entières, ascendantes et positives de £; le degré du premier terme est, d’ailleurs pour le développement de X, &, pour le développement de Y, (a+ b). On a donc, en revenant immédiatement à la courbe première, un système circulaire de & branches infinies ayant, avec lasymptote commune, chacune un contact
d'ordre _ Cette asympiote est d’ailleurs la droite dont l'équation est
GRIS Ve (2) 10
Comme on peut extraire de b manières différentes une racine d'ordre b, on à b pareils systèmes circulaires, dont l’origine est le même point à infini. En outre, au second point circulaire de Pinfini, les mêmes
circonstances se produisent, comme on le voit en changeant le signe
detre Soit, en second lieu, & négauf et égal à — 4. La racine d'ordre b
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étant choisie, J'ai, pour æ° et pour y’— 2°, des développements
suivant les puissances entières et ascendantes de {, commençant, le
premier par un terme de degré œ, le second par un terme de degré b. Donc : |
1° S1 & est supérieur à D, j'ai un système circulaire de à branches, “ dont l’origine est le point "= 0, 7"— (2) ?, et dont la tangente est
la droite &"— 0. Chaque branche a, avec cette tangente, un contact
LD
d’ordre 5 * La racime d'ordre b, pouvant d’ailleurs être extraite
de d manières, j’ai b pareils systèmes circulaires ayant la même tansente z/= 0 et des origines différentes. En outre, les mêmes circonstances se reproduisent pour les éléments imaginaires conjugués.
2° Si s est inférieur à D, j'ai un système circulaire de & branches,
TIR
dont l’origine est le point x"= 0, y'—(2})". La tangente est alors la droite représentée par la seconde de ces deux équations. Elle change pour chacun des systèmes circulaires correspondant aux diverses
racines d'ordre b; mais les diverses origines sont sur la droite x”= 0.
8. On peut résumer comme 1l suit les résultats obtenus dans les os 6 Los f n LOLEÉ
Faéoriue IV.— 14 >> 0.— En trois points, dont l’un est le pôle, et dont les deux autres sont les points circulaires à l’infint, la courbe présente les mêmes circonstances, savoir : elle y possède b tangentes distinctes; chacune de ces tangentes a des contacts
7 2 b e A d'ordre — avec & branches de courbe, formant un seul système
circulaire.
2 a——0,a >>b.— À l’égard de trois droites, dont l'une est la droite de l'infini, et dont les deux autres sont les asymptotes de cercles menées par le pôle, la courbe présente les mêmes circonslances, savoir : une quelconque de ces trois droites touche la courbe en b points. Chacun de ces points est l’origine d’un système cérculaire de b branches ayant avec cette droite des contacts
Ba——u, 0<a<b.— A l'égard d'une quelconque des trois
d'ordre
mêmes droites, la courbe présente les circonstances suivantes : b points différents de cette droite sont les origines d'autant de
systèmes circulaires, composés chacun de « branches ayant avec b—a
la tangente du système des contacts d'ordre -
J'ajoute que : la courbe ne possède pas d'autre branche superlinéaire, c'est-à-dire système circulaire de plus d’une branche.
Pour prouver cette dernière assertion, J'observe d’abord qu'aux environs de toute valeur de w autre que les précédentes, les équations (4) donnent pour # et y des fonctions synectiques de la variation de w. On ne pourrait donc obtenir de nouvelles branches superlinéaires que si, pour certaines valeurs de w, les dérivées de x et y, par rapport à cette variable, s’évanouissaient en même temps. Il suffit de former ces dérivées pour reconnaître que ce fait ne peut se produire ; car on a
dx ca ee
RTE An PCR AE + D UNE. n ] a(cosbw) ? sin(a + b )w, à a(cosbo) cos(a+b)o
9.11 convient de faire sur le théorème IV la remarque suivante. Il se présente deux cas dans lesquels la courbe considérée ne possède aucune branche superlinéaire, savoir : 1° si b est égal à l’unité; 2° si a est égal à l’unité négative.
Le même théorème donne lieu à deux vérifications de la théorie générale des points singuliers. Pour la première, j’observe d’abord que certaines courbes corrélatives des proposées étant de la même famille, on peut conclure le résultat suivant : en dehors des singularités ci-dessus, la courbe ne présente en aucun point avec sa tangente un contact d'ordre différent de l'unité. J'ai, en diverses occasions (1), démontré la formule suivante, due à
M. Cayley :
(9) E(t—1)=3(c— mm), dans laquelle m et c sont la classe d’une couche algébrique, : l’ordre
du contact d’une branche de cette courbe avec sa tangente, etle signe sommatoire s'appliquant à toutes les branches pour lesquelles 1 dif-
(1) [ Voir, par exemple, Œuvres d’Halphen, t. I, p. 397.]
fère de l'unité. C’est la formule qui donne le nombre des points d’in-
flexion d’une courbe algébrique plane quelconque.
Pour les courbes considérées ici, le premier membre de (9) est, d’après le théorème IV et la remarque que je viens de faire :
1° di 0 : 30(b— a); 24 = 0 L'ÉENE : 3b(a— 20):
39 AG DS ba OS bb),
En nous reportant au théorème IT, nous trouvons les mêmes nombres pour le second membre de (0).
La seconde vérification concerne le genre de la courbe envisagée. J'ai démontré en diverses occasions (1) la formule
dans laquelle #77 et c sont le degré et la classe d’une courbe et p son senre, et où » désigne le nombre des branches de la courbe comprises dans un même système circulaire. Le signe sommatoire s’applique à tous les systèmes circulaires propres, c’est-à-dire pour lesquels » est supérieur à Punité.
Dans les trois cas désignés aux théorèmes IL et IV, les éléments
fournis par ces théorèmes donnent, pour le second membre de (10), b(b — 53). J'en conclus :
TE CP DCR:
ce qui est conforme au théorème IF.
10. En outre des singularités précédemment étudiées, les courbes dont je m'occupe ont aussi des points doubles ordinaires. Un point double proviendra de deux valeurs différentes de w fournissant pour æ et y [équation (4)| le même système de valeurs. La recherche de ces points ne présente pas de difficulté, et je me contente de donner ie1 le résultat.
Toutes les valeurs de w donnant lieu à des points doubles sont
(1!) [ Voir, par exemple, Œuvres d'Halphen, t. I, p. 316.]
)22 ŒUVRES DE G.-H. IHALPHEN.
comprises dans la formule
TÔT (as +r)Or —
PO Ne Se RS Re Vs [ Sin
TI, an D 9 5 rOT
(25 + r)br
eos
sin
dans laquelle r et s sont des nombres entiers arbitraires. Le nombre r ne doit pas recevoir la valeur zéro, qui donnerait cosbw —o; le nombre s ne doit pas recevoir la valeur zéro, ni les valeurs qui don-
neraienL TS 0 (mod «);
car on obüendrait ainsi tangbw = + ur On a donc toutes les valeurs convenables en donnant successivement à r les valeurs 1,2, ... (aG—1), et simultanément à s les valeurs comprises dans le même groupe; et en ayant soin d'éviter la valeur (a — 7).
De là résulte, pour le second membre de (11), (a —1) (a—2) valeurs différentes, et, par suite, b(a —1)(a— 2) valeurs pour w. À chacune de ces valeurs répondent à systèmes +, y. Chaque point double est ainsi répété deux fois. Donc : la courbe considérée a,
; eus ; I | outre les singularités ci-dessus, - b?(a —1)(a— 2) points doubles “ 2
ordinaires. À peine est-il besoin de remarquer qu'ici & doit toujours être pris positivement.
On peut aisément trouver, parmi ces points doubles, ceux qui sont réels. Pour obtenir un pareil point, il faudra que l’on prenne, pour (2s<+7), la valeur & ou la valeur 2a. Le nombre des combinaisons favorables est égal à celui des nombres pairs dans la suite
1,2, ... (2a—1), le nombre & étant excepté. On voit donc que ce
; ; dæ—I NL nombre est égal au double de l’entier [— |) . Ainsi le nombre des * 2
à : à ; TTL.
valeurs réelles de w donnant lieu à des points doubles est 20 | |
Si est un nombre impair, chaque valeur réelle de w donne lieu à une racine réelle d’ordre b. Si, au contraire, b est un nombre pair, la moitié seulement de ces valeurs donnant lieu à des valeurs positives pour cosbw, la moitié seulement de ces valeurs de w fournit des points doubles. Mais alors il y a deux racines réelles d'ordre b. Donc
r r . f A —"1] en résumé : le nombre des points doubles réels est | L
a étant pris positivement.
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11. Je connais maintenant toutes les singularités de la courbe et je peux, en conséquence, calculer directement sa classe. J’aurai ainsi de nouvelles vérifications.
À l'égard de l’abaissement de la classe dû à un point singulier, les singularités mentionnées au théorème IV sont placées dans des cas très simples. Les éléments trouvés jusqu'à présent y suffisent pour le calcul. On sait, en effet, que :
L'abaissement produit dans la classe d'une courbe par un point singulier multiple d'ordre r est égal à r(r —1), plus le double de la somme des ordres des contacts des branches de la courbe entre elles en ce point.
1a>>0,— D'après le théorème IV, chaque branche d’un des systèmes circulaires a, avec la tangente, un contact d'ordre ee Mais de ce que le système circulaire comprend précisément & branches et de ce que «& est une fraction irréducuble, il resulte aussi que deux quel-
À ; bd conques de ces branches ont aussi entre elles un contact d’ordre n.
Donc, en l’un quelconque des trois points singuliers, la somme des
ordres des contacts des branches entre elles est b re D.
D'après l'énoncé ci-dessus, ce point abaisse la classe d’un nombre
d'unités égal à ab(ab—1)+ b?(a—:;).
b2 ÉTAT =—— 9.) .
Eee points dou-
J'ai trois points analogues et, en outre, bles. D’aulleurs le degré est 2 «b. Donc la classe est ce = 2ab(2ab —1) — b?(a—1)(a — 2) — 3ab(ab—1)—3b2(a—1)—=b(a+b),
résultat conforme au théorème If.
2 a——a,a >> b. — ['abaissement produit dans la classe par les singularités énoncées au théorème IV se calcule comme précédemment et est égal à 34b(b — 1). Le degré est zb et la classe est
c—=b(ab—;1)—3axb(b—1)—bix—1)(x— 2) = 2b(a—b), résultat conforme au théorème IE.
2 0 CR . FT É S 4 " A % 4 3° a—œ—a, 0 <a<<b. — Les points singuliers mentionnés au
théorème IV produisent dans la classe l’abaissement 3b?(4 — 1), et la classe est
c—2b(ub —1) —3b?2(x —1) — b?(a —1)(x— 2) = b (D — x),
résultat toujours conforme au théorème Il.
12. Il est facile d'appliquer aux courbes dont il s’agit 1c1 Les résultats généraux que j ai obtenus ailleurs au sujet des développées des courbes algébriques. Les degrés, les classes et d’autres éléments géométriques, tels que le nombre des sommets, etc...; des développées successives d’une courbe algébrique varient d’abord suivant les lois les plus diverses. Mais, quelle que soit la courbe initiale, 1l existe toujours un rang déterminé à partir duquel la loi de variation est toujours la même, celle des termes d’une progression arithmétique. Pour les courbes dont il s’agit ici, le calcul de ce rang et de la raison de la progression se fait sans difficulté et j’en donnerai le résultat seulement :
1° a > 0.— Le rang à partir duquel a lieu la loi régulière surpasse
b b gnant par m;, C; le degré et la classe de la développée de rang £, on a
ne à a a Le de deux unités l’entier contenu dans -: En posant À — [3] , ét dési-
MD ab; co = b(a+b),
et le degré et la classe de chaque développée sont m, et c,, comme pour la courbe, tant que le rang est inférieur à (4 + 1). On a ensuite
mx = bTa+(k+rd], Chan tchat)
My+s = bla+(k+o)b], Cr+» = (k+oa2)b?,
et ensuite, à l'infini,
Mk +3 — b [a —- (/e —- 3) be Ck43 = (A —- 3) b?, Ne PSS m;=b(a+ib), Co tb?
La progression arithmétique a pour raison b?.
2° a—— 4, 4 >> b. — La loi régulière commence à la courbe elle-
AS es É te 2 0er Rs les CE da 2 dé ct, PE OR A Ca pu Yale Vo ne CS Mu: AS 4 Le CL CA: ? NW ss à ' ue PTS ; Te > ff t |
même. La raison est encore égale à b?. On a done, quel que soit le rang 4,
mi = ab + 1b?, C;= 20 (x — b) + 102.
3°a—=— 4, 0 <T a b.— La loi régulière commence à la première
développée et la raison est encore égale à L?. On a
FOMETR 0 c = b(b— x),
M = œb + b?, Ci 0?
m; = ab + 10?, Cet bE,
De là cette conséquence singuhère : st deux courbes de la famille envisagée sont obtenues au moyen de deux valeurs égales et de signes contraires de pb, leurs développées de même rang sont du même degré, pourvu que ce rang soit supérieur à h. St, en outre, u est supérieur à l'unité, les développées de même rang sont aussi de la même classe, pourvu que le rang soit supérieur CRÉES RIRE
Malgré ce rapprochement, 1l convient de remarquer que ces deux développées sont cependant très différentes.
13. La symétrie qui existe dans le rôle, soit de trois points, soit de trois droites, vis-à-vis des courbes (1), et qui est mise en relief par le théorème IV, peut aussi être aperçue immédiatement comme :1l suit.
Après avoir posé
1 1 Re ee vpn Teer te A
GE) -) (GE
X=U + YU Z-h— 0,
ou
Cette équation met en évidence la symétrie du rôle que les sommets et les côtés du triangle de référence jouent relativement à la
Ds
| GAS À DS LE 4 Û courbe. Elle pouvait d'ailleurs être immédiatement obtenue par l’application d’une remarque faite par M. Salmon au sujet de la transfor-
mation de M. Roberts ({igher plane curves, 2° édition, p. 30o1)(1).
(*) Dans l'édition française du Traité de géométrie analytique (courbes planes) de Sahnon (Paris, Gauthier-Villars, 1884), la remarque en question se trouve à la page 438. (Note des éditeurs.)
mt) —
SUR
[. Dans une des démonstrations les plus simples de la loi de réeiprocité (?), on a recours à la formule suivante :
‘. | |F A AE Es | ? ’ P : eTedetrel Î P # Le P) -— ] ee
[12] 22 Ro EE
di
dans laquelle p et 4 sont des nombres entiers impairs premiers entre eux et dans laquelle aussi le symbole | x] désigne le plus grand entier positif au plus égal à x. La démonstration habituelle de cette formule est assez simple. Cependant on ne jugera peut-être pas inutile d’en avoir une nouvelle, fondée sur des considérations différentes, comme on va le voir.
(!) La présente note à été rédigée d’après deux manuscrits inédits d’Halphen. L'un, intitulé Quelques formules d’arithmétique, est subdivisé en cinq paragraphes formant des recherches séparées et qui semblent avoir été surtout des projets d’études. L'autre, intitulé « Sur une formule d’arithmétique, par M. Halphen tocanoé du. 2,06 00 ) » est sous une forme plus définitive (tout au moins dans les premiers feuillets) et semble se rapporter à la communication faite par Halphen à la Société mathématique de France le 16 mai 1877 (voir Bulletin de la Société mathématique, 1. V, 1876-1857, p. 129). C’est ce second manuscrit qui a été suivi dans la présente note; on a cru bon toutefois d'y incorporer quelques résultats et démonstrations du premier.
Comme le dit Halphen, beaucoup des résultats qu’il indique sont connus (Édition francaise de l'Encyclopédie, 1-17, article de Bachmann-Maillet, n°° 9 à 15 inclus), mais la simplicité et l’élégance de ses raisonnements ont paru en justifier .amplement la publication. (Note du rédacteur.)
(*) Troisième et cinquième démonstrations de Gauss. (Vote du rédacteur.)
Leume. — St «a est un entier positif et x un nombre positif quélconque, on à loujours
tas El TT re
Le premier membre est en effet une fonction de x qui est nulle
tant que æ est inférieur à l’unité, et qui, lorsque x se change en x +1, s'augmente de
Donc cette fonction n’est autre que [éc (ae
Démonstration de la formule (1). — Si, dans la formule (2), on fait iq
M me ETS il en résulte
ps EAN ; .
GR [= | = D ji +i]
ASE PERS.
Désignant par M la première partie du premier membre de (1), on conclut de (3)
> Si
Or |: + | est nul, dans les limites marquées pour £, tant que
‘ + ; | Ê J n'est pas au moins égal à < (q +1); on peut donc remplacer ; par
— j et ne faire varier le nouvel enter 7 au’entre les limites 1 J q
(*) La formule est encore exacte, d’après le raisonnement même, pour æ négatif, à condition d'appeler [x] le plus grand entier, positif ou négatif, au plus égal à æ.
Cette formule a été donnée par Hermite dans un article des Acta mathematica, 1884-1883, p. 295 à 330. Dans cet article, postérieur au manuscrit d'Halphen, Hermite emploie la notation E(x), déjà utilisée par Liouville en 1860, au lieu de la notation [æ |]. (Note du rédacteur.)
Lit PT UT OS PET RL OR RE: Ce CT OS RAT CA Pr ln 5
et 2, d’où É »
HA
Semblablement en désignant par N la seconde partie du premier membre de (1)},ona
p—1 T1 EN et Lcd N= VU Y +):
dard pe q
FELAT varient entre les mêmes limites dans les deux expressions. En associant dans la somme MN les crochets correspondant aux mêmes valeurs de #, J,ona
ji + ete] e ets cor + ur LP q P #h q
= 2 —(wù + w');
w et w’ sont des nombres positifs inférieurs à 1; leur somme, étant un nombre entier d’après cette égalité, est égale à 1 ou o. Elle ne pourrait être nulle que s'ils étaient séparément nuls, ce qui exigerait que
PHONE A fût entier; comme la parenthèse du second membre est inférieure à 1, il faudrait qu’elle fût nulle, ce qui exigerait que z et 7 fussent proportionnels à p et g. Ceci n’est pas possible, puisque p et q sont premiers entre eux, et 6 + w' est égal à 1.
Donc à chaque terme de M est associé un terme de N, tel que leur somme soit égale à 1; par suite l’un de ces deux termes est nul, l’autre est égal à l'unité. Dans la somme MN, il y a ainsi autant de couples que M possède de termes, c’est-à-dire
Fac D 4 PEN
Seconde démonstration de la formule (1). — Soient x un nombre entier positif donné et y un nombre entier positif assujetti à vérifier
l'inégalité
Fee
NET P
Le nombre de valeurs de y est [| .S1i æ est au plus égal à
x (p — 1), on en déduit pour limitation supérieure de y = ’ P J
En désignant toujours par M la première partie du premier membre de (1), on conclut de ce qui précède que M est égal au nombre de solutions, en x, y entiers positifs, du système d’inégalités ; NES x < PA
nai SEE ; LÉ
q 2 ANT ENE #) D 2
Semblablement N est égal au nombre des solutions du système obtenu en permutant simultanément +, y et p, q, c’est-à-dire encore
on
ILA RQ | IA S
sh T P 2 2
Comme p et g sont premiers entre eux, T ne peut être égal à 7, æ D P
dont les termes sont respectivement plus grands. Les deux systèmes d’inégalités n’ont pas de solutions communes et la somme M HN est égale au nombre de solutions du système
eg US | 1 #4 2 APE
Le »
c’est-à-dire à (!)
(1) Les deux demonstrations permettent également de voir ce que devient la formule (1) dans le cas ou p et g ne sont pas premiers entre eux. Soit a leur p.g.c.d. et posons SR GR EERISTÉE
Dans la première démonstration, il y a exception au raisonnement qui donne la valeur de (6 + w’); cette valeur est nulle pour £et 7 proportionnéls à p et g, par suite AD Et 7
LERCP AN NTNG,
En tenant compte des limitations des valeurs de z et 7, on voit que À ne peut
DL PTE Ce UT PRO Sy
SUR QUELQUES FORMULES D’ARITHMÉTIQUE. 531 IL. GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE (1). — Soient n un nombre positif quelconque, supérieur à 1, et p, q deux entiers positifs; posons vor j P | £ \9 Le de DATA /H | Lo m=— |? [2 AE LEE PAIN [2 |, _P PE P Pa TN L - Era 2 | RE Es 1) 2 It « (4 CP ET ee RACE Nr q " q mi | à. É _ on
“sf a ER
stp et q sont premiers entre eux, el
D (SE a nl n st pet g n'étant pas premiers entre eux; «a est leur p.g.c.d. On peut employer indifféremment l’un des deux modes de démons-
tration donnés pour la formule (1). En partant de la formule (3), conséquence du lemme, on obtient l'expression de M
NT t mM=YŸ PET dm LT H==0 DA prendre que les valeurs a —1
Pour ces valeurs la somme des crochets correspondants de M et N est égale à 2 au
lieu de 1. La somme M+N est donc égale au nombre de couples, augmenté
CN de >
Dans la seconde démonstration, il ÿ a exception parce que les deux premiers systèmes d’inégalités ont pour solutions communes les couples de valeurs de æ, y proportionnelles à p, g. Ges couples de valeurs doivent être comptées deux fois dans l’ensemble des solutions du dernier système d’inégalités. Le nombre de ces couples se calcule comme pour la première démonstration. |
Chacun de ces raisonnements est amorcé dans les notes d’Halphen.
(Note du rédacteur.)
: L à NT 6 Mais comme - est au plus égal à -, le crochet est nul tant que J P F n q
reste inférieur à 1 — —. On peut, par suite. remplacer arg—7].et ns peut, ] , TéMpP J Par q —J;
ne faire varier le nouvel entier } qu’entre les hmites 1 et 2] * On en
déduit la nouvelle expression de M et aussi de N:
Dit EN Te 21
En associant dans MN les crochets correspondant aux mêmes valeurs de z et 7, on voit, en raisonnant comme ci-dessus, que la
$ JS ee Û
ji ]+ fe +3)
LP de Lo LE est égale à 1 sitet ne sont pas proportionnels à p et g, et à 2 dansle cas contraire. Îl ne reste plus qu’à compter le nombre total de termes de M, et le nombre de termes où exceptionnellement £ et 7 sont pro-
portionnels à p et g; on aboutit à la formule indiquée. Ou peut aussi remarquer que M est le nombre de solutions en x, y,
somme
entiers positifs, du système d’inégalités
DT nelNT le ce THAPE r<|?|; r<|2|;
et que semblablement N est le nombre de solutions du système
2214, ys[fk; ec[2| TL l n n
Si p et g sont premiers entre eux, ces deux systèmes n'ont pas de solutions communes et la somme M + N est le nombre des solutions du système constitué par les seules inégalités
rs (Ali e
. Ur: «a Si p et q ont un p. g. c. d. a, les deux systèmes ont [| solu-
tions communes, qu'il y a lieu de compter deux fois dans les solutions du dernier système pour obtenir la somme M + N. Dans l'un et l'autre cas on obtient bien la formule indiquée dans l'énoncé.
La formule est vraie pour p et 4 quelconques, pairs ou impairs; en les supposant impairs et prenant 7 — 2 on retrouve la formule (1).
IT. Cazcuz ne M pans uN cas PARTICULIER. — Supposons 7 très voisin de 1, on a alors
Jr Le Hire E]=r-s [fes
et les sommes M et N sont
s-[H1-[]e.-[esr) n [É]-(]-—. (une
Or ces sommes sont égales. Effectivement ‘en les considérant comme les nombres de solutions des inégalités en z et y, on voit qu à toute solution du premier système
= UNE Tnt CITE DEN
S IQ
correspond une solution du second système
LA
METRE NN TEE PET; et réeiproquement. Donc
M=N= (M N)= [Cp —1)(g —0 + (a —1)] On peut établir directement cette formule (1). Calculons 2M, en associant les termes équidistants des extrêmes : on à
j=e Rep EEE [AR | = A0 ur, q #1 él q
(:) Cette démonstration extraite du premier manuscrit parait antérieure à ce qui précède. Nous avons cru devoir la reproduire, car elle semble indiquer l’origine du raisonnement employé dans la « première démonstration ». Pour cette somme M, Halphen renvoie à un article de Broch, Journal de Crelle, t. 23, 1842; on trouvera d’autres renseignements bibliographiques dans Particle cité de l'Encyclopédie.
(Note du rédacteur.)
d’où, en additionnant.
LH T'Y | ep se CHER, )1 = p — (ù + w').
AE q La somme (wo + w/) est égale à 1 ou 0; ce dernier cas se pro-
duit si w est nul; w’ étant alors nécessairement entier et inférieur à 3 ne peut aussi être nul. On doit avoir pour cela
ip = 0 (mod 4).
Soit a Le p. g. c. d. de p et g et g = a.q'; pour avoir des solutions de cette congruence, ilest nécessaire et suffisant de prendre : muluple de p' et au plus égal à (a —1).g'. Pour ces a.— 1 valeurs la somme est égale à p, pour les autres elle est p — 1. On en conclut bien
2 M = nr} (ge Er).
IV. Carcur DE M pans LE cas GÉNÉRAL. — Revenons à la forme sénérale de M pour un nombre » quelconque et deux entiers p et q que nous supposerons toulefois premiers entre eux. Pour rappeler leur valeur nous écrirons la somme M(9, p) de sorte que
| rte 2q (Le M(g, p)= 2] 2 | ++ | ———
nous allons chercher à ramener son calcul à celui de sommes analogues pour des entiers inférieurs. D’après la formule établie (SIT). D P Nes
M(p,4)+M(g.p) = BRRE
on peut toujours supposer g supérieur à p. Effectuons alors la division de g par p
En transportant cette valeur dans chaque terme de M, on
obtient | [ses [2 D € FEV
q= P-d1+ Pi; A RE
Qr GS OX
=[E] M(g,p)=a. Ÿ (i)+M(pup)
ma[8] (Le) [RJfE] cr m0
Comme p, est inférieur à p et premier avec p, on peut recommencer l'opération précédente sur M(p, p,) et ainsi de suite de proche en proche. En désignant par &, @>, ... et pi, ps, ... les quotents et les restes dans les opérations du p.g.c.d. effectuées sur q et p, on a donc
d'où
ca R[8)-)--(EHET-EET
fe) fer] np,
S1 Pin 1, M(p;41, p;) est évidemment nul et cette formule donne bien la valeur de M(g, p) (*).
Application numérique -
TH EDE, THE UNE SAS E
on à
ECG 00) QU I0 00:
(:) Halphen indique que cette formule donne encore la valeur de M(g, p) lorsque g et p sont érrationnels; il suffit de prolonger les opérations jusqu’à trouver p.., inférieur à 7. Au lieu des opérations du p.g.c.d., on effectue le développement en fraction continue de g:p.
Il ne semble pas que Halphen ait considéré au préalable le cas de g et p irrationnels, mais 1l est manifeste que la formule (1°} reste vraie dans ce cas, en adoptant, par exemple, la deuxième démonstration. Si le rapport g:p est aussi irrationnel, a est nul; c’est ce qu’on suppose dans le calcul effectif de M par la méthode du développement en fraction continue. (Note du rédacteur.)
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Effectivement
V. FormuLes Diverses. — Soient p et q deux entiers, p non divisible par q, désignons par r un entier inférieur à q et premier avec q et soit, suivant les notations habituelles, w(q) le nombre de ces entiers r. On a
M'(p, 4) >? = PDO).
ID q Gi
I] suffit de reprendre la même démonstration que pour la somme M (voir $ IT). À chaque nombre r correspond g— r également premier avec g; et, en associant les termes correspondants dans la somme
2M',ona | + [Te = p—1, 27 g
à condition que p ne soit pas divisible par g : d’où la formule.
Considérons un nombre entier », un nombre premier p supérieur à m et formons les sommes M{(p, g) (pour 7 très voisin de 1) pour lés valeurs-de lg = 102,00 nr aqurS0n PA UE prenne AVC: Donc
Se
et, en faisant leur somme,
q=m ET |
#1 ESA PA (p —1) mm —i1)
ui Re LS 8 À " 'ÉRES #) Dans la somme double considérons un terme irréductible 2,
r premier avec q, il se retrouve multiplié haut et bas par un facteur & et ceci autant de fois qu'il y a d’entiers £ tels que £.q soit au plus
À , ‘ es me Me TES égal à m, c'est-à-dire Le fois. En groupant ainsi les termes, la Ô
DOTE VAN RAIN E LEE EN TIRE Di ANRT ETAT | NP QUE E AT A 4 se F ” AN »
somme double peut s’écrire, en utilisant le résultat précédent,
S'S-S IS Sr
q=1 el fe
En égalant à la précédente expression, le nombre premier p disparaît et 1l reste la formule (!)
(a) Den
Si dans cette formule on donne successivement à 7» la valeur rm»
(') Comme pour la seconde démonstration du paragraphe III, ces formules diverses sont extraites du premier manuscrit d'Halphen qui semble antérieur au deuxième, suivi surtout dans la présente rédaction.
Les nouvelles sommes introduites ici par Halphen se prêtent également bien à une généralisation analogue à celle du paragraphe IT. Appelons
| Z |, le nombre des nombres entiers, premiers avec p et inférieurs à æ, nombre positif quelconque. On a encore, en appelant à un entier positif quelconque,
T+H2 PAU IE DUR SEAT P è
PAR Loge
Posons aussi
3 Pre k M"(q, P) AS ai rl op
On a, par extension de la formule (1'), pate À na 720 1
Il suffit en effet de remarquer que M’(9, p) est le nombre de solutions du système de conditions en x, y entiers positifs,
| premier avec g, ( premier avec p HAE g LE 57 TE Us P A0 Sr AE D n
de même pour M"(p, g) de sorte que la somme de ces deux nombres est le nombre des solutions des deux dernières conditions. On obtient bien l'égalité annoncée.
Si z est très voisin de 1, 2] et 7 P
| sont égaux à v(p}) et w(g); les sommes sont égales (à x, 4 correspond toujours la solution æ'=p—x, y'=q—7Y).
Donc LE 1.4 En ®. 0 -D FE . pa ; | > LT h El |, -e(p).8 (a).
1 Es P L (Note du redacteur:.)
CN ACT WE X
et mn — 1 et qu'on retranche, on obuent
o(m)+So(gq) ([7] | en A PL? REDON EE Mood Var SCA 7e FRET
On voit aisément que le premier membre se réduit à £e(d), d étant un diviseur de m; on obüent done la formule connue
Zo(d)=m—1.
Inversement cette formule pourrait servir à établir la formule (&).
; a à AD AT VI. Erupe DIRECTE DE LA FONCTION f{n)= 2] . É . 4 n
encore établir la formule générale du paragraphe Il en étudiant
| — On peut
directement son second membre, en tant que fonction de ». Considérons d'une façon plus générale
f(x) Se el
fonction où p, g, &, f sont des nombres donnés positifs et où x est une variable positive.
Supposons d’abord que les deux fractions ne puissent pas devenir simultanément entières pour une même valeur de x. La fonction f(x) est nulle pour + infini, elle s'accroît par sauts brusques lorsque x allant en décroissant traverse une valeur pour laquelle l’une des fracuons devient entière. Supposons par exemple
Pr V (y entrer ); GENE ; É
le crochet correspondant s'accroît de 1 et le produit s'accroît, par suite, de la valeur du second crochet qui est
| Ten UE q es BA Ù NÉE AN me [p+(B—x).y |]
De même, lorsque la seconde fraction passe par une valeur entière z,
Pour obtenir f(x), 1l suffit de sommer ces divers accroissements,
le produit s'accroît de
lorsque æ varie de linfini à la valeur envisagée : y et z varient alors
de
On a donc
ste il LAS RES ef py VERS 1 q= | a+r| |[B+r ami p+(BP—x)y cmd |qg—+-(a—$)zx
En faisant 3 — $ — 0 et x —n, on retrouve la formule du para-
graphe EE. |
Supposons la condition restrictive non vérifiée, 1l existe des nombres entiers y et z tels’ que l’on ait, pour une valeur de x, 2 eue
“re UE B+ x
c'est-à-dire encore, par élimination de x ("),
Pour cette valeur de æ, ou ce système de valeurs de z, l’accroissement de la fonction f(x) n’est que Fz—(y—1).(5—-1)=FY+a3—1,
au lieu de y +3. Il faut donc, dans légalité précédente, retrancher autant d'unités au second membre qu'il y a de tels systèmes de soluüons. D'où la formule
“ Lee Ÿ_ er.
DR GB ET). pe qhia+$).z DR É SE Ë
N désignant le nombre de systèmes d’entiers y, 3 vérifiant la condition précédente. Dans le cas de « et 8 nuls, et p et g entiers, ces
entiers y et z sont des équimultiples des quotients p', g de p et q APS (# A .
par leur plus grand commun diviseur a; leur nombre est — |» puis- A $ F 3 nt. 5 È F1 *; 4 qu ils doivent être inférieurs respectivement à 2] et | On re-
trouve encore la formule du paragraphe I.
(!) Dans son manuscrit, Halphen semble n'avoir envisagé que le cas d'exception où ces valeurs entières de y et z sont égales. (Note du rédacteur.)
A UNE-QUESTION RELATIVE AUX POLYGONES DE PONCELET
Bulletin de la Société philomathique de Paris, To série, 1:03 2970-1070 p 7e
On sait, depuis Poncelet, que si les sommets d’un polygone sont situés sur une conique et ses côtés tangents à une autre conique, il existe une infinité d’autres polygones ayant le même nombre de côtés que le premier et jouissant des mêmes propriétés relativement à ces deux mêmes coniques. Pour que deux coniques À, B soient ainsi, la première inscrite, la seconde circonscrite à un polygone de 72 côtés, 1l faut et il suffit que leurs éléments satisfassent à une seule relation. Cette relation a été explicitement formée par divers géomètres pour les nombres 77 les plus simples, sans qu'on ait jusqu'à présent découvert quelle en est la loi. Cette loi est certainement fort compliquée et, comme on le sait d’après Jacobi, n’est autre que la loi des polynomes naissant de la multiplication des fonctions elliptiques.
Pour certaines questions, il n’est besoin de connaître que quelques parties de cette loi. Telle est celle dont je vais ici indiquer la solution.
Si l’on suppose donnée la conique B et que lon astreigne la conique À à faire partie d’un système S, 1l y a parmi les coniques de ce système plusieurs solutions A. On en demande le nombre. Dans deux mémoires sur les caractéristiques que l’on trouve au Journal de l'École Polytechnique (') et aux Proceedings de la Société mathé-
(?) [Œuvres d’Halphen, t. I, p. 1.]
APPLICATION DE LA THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES
matique de Londres (”), J'ai déjà traité cette question pour les cas du triangle et du quadrilatère. Jai trouvé que, si x est la première caractéristique de S, le nombre cherché est 24 dans le premier cas, 34 dans le second. Des considérations tirées de la théorie des caractéristiques conduisent aisément à conclure que, pour le cas général, le nombre cherché est toujours de la forme Mu, M étant un nombre qui ne dépend que de ». Mais la détermination de ce nombre M n’est pas sans difficulté. Il m'a fallu faire une étude assez approfondie de la relation générale, dont la loi n’est pas explicitement connue, pour lever cette difficulté. J’y suis parvenu et je peux actuellement donner le théorème suivant :
Dans un système de coniques dont la première caractéristique est 1, le nombre des coniques inscrites à des polygones de m côtés qui soient en même temps Circonscrits à une conique donnée est Mu, M étant une fonction numérique de m déterminée comme il su :
Soient p, q, r,... les facteurs premiers de m, on «a
FSU AMC CIE” EMEA NN EE Mecs pe (: (: si Ci =
Cette détermination de M me parait d'autant plus remarquable qu’elle s'applique sans distinction au cas où 72 est pair aussi bien qu'à celui où m est impair, bien que la forme de la relation diffère beaucoup dans ces deux cas.
(OO uvres d'Halphen, VAl:p: 58.1
SUR
LE JEU APPELÉ © LE TAQUIN » o
Voici en quoi consiste ce jeu : dans un cadre carré sont placés au hasard des pions numérotés de 1 à x? et remplissant exactement l’intérieur du cadre. On enlève un de ces pions, celui qui porte le numéro x?, et l’on demande de faire glisser les pions, à l’intérieur du cadre, au moyen du vide ainsi pratiqué, de telle sorte qu'on parvienne à placer ces pions, sans les avoir jamais fait sortir du cadre, dans l’ordre marqué par leurs numéros : c’est-à-dire que la première ligne doit être composée des numéros 1, 2,3, ..., n, dans leur ordre naturel en commencant par la gauche; la deuxième, de même, des numÉrTOS 2 +1, 2+2,...,2n; la troisième, des numéros 2n +1, 2n+2,..., 9n,etc.; la dernière enfin des numéros n?— n +1, n—n+2, n— n+5,...,n?—1, la case à droite et inférieure restant vide.
Voici comment on peut se rendre compte des circonstances qui s'offrent dans ce jeu : Appelons o la case vide. L'opération simple dont la répétition est la seule opération permise consiste en la transposition (0, a), & étant le numéro porté par un des pions contigus à la case 0. Une opération quelconque est donc le produit d’un certain nombre de transpositions successives (0, a) (0, b) (o, c).... Cette opération peut être figurée par la marche de la case o, astreinte à se déplacer toujours carrément d’un seul pas et se transposant avec le pion dont elle prend la place. Une pareille marche ne peut fournir un chemin fermé qu'après un nombre pair de coups; en d’autres termes, la case o ne peut reprendre sa position primitive qu'après un nombre pair de transpositions.
(‘) Note inédite, présentée à la Société mathématique de France dans sa séance du 2 juillet 1880 (voir Bulletin de la Société mathématique, t, VIII, 1879-1880, p. 215). — Signalée au n° 3 du rapport de Poincaré. (Note des éditeurs).
SUR LE JEU APPELÉ « LE TAQUIN
La succession d’un nombre pair de transpositions constitue une substitution pare; donc, dans le jeu en question, toute opération qui ne déplace pas finalement la case o effectue sur les pions une substitution paire.
Ceci reconnu, ramenons d’abord la case vide à la position qu’elle doit finalement acquérir, c’est-à-dire ramenons-la à être la case inférieure droite; cette opération exige une suite de transpositions qu'on peut varier à volonté, mais dont le nombre est toujours pair ou tou- Jours impair suivant la disposition du jeu. Ainsi l'indice de parité de cette substitution est donné : c’est la distance de la case vide à la case inférieure droite, comptée sur un chemin carré. Soit s cette substitution.
L'opération qui doit ensuite mener au but proposé se traduira, en dernière analyse, par une substitution s' effectuée sur les pions seuls, c'est-à-dire 11 laissant la case vide immobile; cette substitution s' est donc d'ordre pair. Donc enfin on aura effectué sur les pions et la case 0, la substitution S—5s.5. Puisque s' est pair, l'indice de parité de ss" est le même que celui de s.
L'opération (ss) doit conduire à une parité connue. On la connaît donc; ou mieux, on peut, sur le jeu donné, trouver immédiatement S. Ce que l’on ne connaît pas, c’est la manière de décomposer cette substitution en des transpositions successives (0, a) (0, b)..…. Mais dès à présent, on reconnaît une condition nécessaire à la solution du problème. Effectivement on connaît s, par suite l’indice de parité de s, ou celui de ss” qui est le même. On connaît aussi cet indice d’une autre manière, c’est celui de S. Il est donc nécessaire que ces deux indices coïncident.
Ainsi, soit S la substitution qui transforme le tableau rangé pur ordre en le tableau proposé, et soit à la distance de la case qu'on laisse vide à la position qu'elle doit occuper dans le tableau rangé par ordre, distance comptée sur un chemin décrit carrément; pour qu’il soit possible de réussir dans le jeu proposé, il
. faut que la substitution S soit de même parité que le nombre x.
Cette condition est aussi suffisante. Effectivement, un examen un peu attentif du jeu montre que l’on peut toujours parvenir à ranger ce tableau tout entier par ordre, sauf à la dernière rangée où tantôt les pions seront par ordre, tantôt deux voisins, les deux derniers n?— 2, n?— 1. par exemple, seront transposés. Dans le
premier cas, on a résolu le problème; dans le second, le problème estimpossible; car, pour cette position, la substitution S se réduit à une transposition; elle est impaire, tandis que & est nul, c’està-dire pair.
Par exemple, dans un tableau où la case vide est à sa place et où il y a alors une transposition de deux pions, le jeu est impossible. S'il y a deux transposituions, le jeu est possible.
En résumé, quelle que soit l'originalité de ce jeu, 1l doit être envisagé comme mal Conçu, puisqu'il est parfois impossible, et que, étant possible, 1l l’est d’une infinité de manières (!). On peut l’améliorer de la manière suivante :
Les n°? pions étant placés au hasard dans le cadre, le joueur en ôtera un à volonté et devra, sans en faire sortir aucun autre, parvenir à ranger le tableau par ordre, en remettant, comme dernier coup, le pion été à la case restée vide.
Dans le jeu ainsi donné, la solution n’est pas toujours possible, mais elle l’est dans un plus grand nombre de cas et de plus de manières. On devra avoir soin d’ôter un pion qui soit distant de sa case naturelle, d’un nombre de même parité que la substitution S. Ceci n’est pas toujours possible.
Par exemple, si S se réduit à la transposition de deux pions dont la distance est paire, le problème est impossible. Mas si S se réduit à la transposition de deux pions dont la distance est impaire, le problème est possible : 1l suffira d’ôter un de ces deux pions.
(1) Le jeu à la mode contient 16 pions (n = 4).
SUR
I. — FoRMULE À TROIS TERMES
Soient u, #, w, ... divers arguments, À, B, C, ... diverses constantes, et considérons la fonction
mn —1 —— > (— 1) 2 Am'pn° CP°...D/22 Ernp F2?,.. EMUHRVEPW ES...
où la sommation infinie s'applique à tous les nombres impairs m,
n, P,.-.., positifs ou négatifs, sauf cette restriction que, dans un
même terme, » *-. sont de même parité.
Considérons les trois produits H(a+b)H(a—b)H(c+d)H(c—d)=I, H(b+c)H(b—c)H(a+d)H(a— d)=1;, H(c+a)H(c—a)H(b+d)H(b—d)=—1:,
où je n'écris pas les arguments #, , ..., dont je ne m'occupe pas
(1) Dans cet essai inédit, composé probablement en 1879, Halphen examine comment il faut modifier la définition des fonctions {hèta à plusieurs arguments pour qu’elles satisfassent à une équation à trois termes, analogue à l’équation classique d’où dérivent toutes les propriétés de la fonction H de Jacobi. De cette équation, il déduit des propriétés analogues à celles qu’il a exposées, sur la multiplication de l'argument, pour la fonction H de Jacobi, dans deux notes publiées en 1870, aux Comptes rendus de l’Académie des sciences | Œuvres d’Halphen, t. II, p. 297 et 296] et qu'il a utilisées en divers chapitres de son 7raité des fonctions elliptiques (par exemple, t. I, p, 103-197; t. IT, p. 377). (Note des éditeurs.)
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pour le moment. Les produits IT seront de la forme 771 —1 >} (— 1) 2 AÈm? Br: CÈp° DÈrnn EË»p F2? e>mnu+Ènv+Èpw ;
pour H, Emu=m(a+b)+m(a—b)+m'(c+d)+m"(c— d),
ou Emu—=(m+mj)a+(m—m)b+(m'+m")c+(m--m')d; pour I, Emu—=(mim,)b +(ni—mi)e+(mi-+mi)a+(mi—mi)d;
pour Ib, EZmu—=(mot+mi)c +(m—m,)a+(mi+ms)b+(m,—mI)d.
Examinons si à un terme de Il correspond, soit dans II,, soit dans IL,
un terme composé de même en a, b, c, d. A l’égard de IT et H,, 1l faudra avoir
Mi+ M = Mm—IM, My — M, = m'+ Im", Mi+mMi=Mm+mMm, my—-mMm=m-—m", ce qui donne 2Mm=Mm—m+m+mM", 2m =m—m—m—m", 2Mi=M+M+mMm—Mm, 2Mi=Mm+m—m'+m".
Ces équations donneront pour m,, ..., m, des nombres entiers, puisque m,m,m', m' sontimpairs; mais ,, ... doivent également être impairs. Faisons
nm =2p +I, m'=2u+I1, NX M = 21 + i,
et il vient 2U=U—RHRHR", 22h —p—
NI
2U=bRHUHR RS 2M=b+b HE"
d’où l’on voit que les 1, sont entiers dans le cas seulement où ue Su pe + pe” BU ts est pair.
Donc, si À est pair, le terme de Il qui y correspond a son correspondant dans If,, composé de même en à, b, c, d.
>à IN y —Ÿ On a, d’ailleurs, Eu, +i—ou, c’est-à-dire (—1) 2 — 7. N' 77—1 Considérons que (— 1) * —=+1: les signes des deux termes sont
donc opposés.
P \ v* À, TRES
On a, en outre, Èm° — Èm?. Donc les deux termes sont composés de même en A.
Mettons maintenant dans Il et dans Il,, pour ?, des arguments composés de même : a+ b', a! — b', c'+ d', c'— d', etc... Alors dans H, Enp=(n+n)a +(n — n)b+...,
dans Il;, Env =(n+n )a +(nm—n;)c+...;
—I Mm—
n I : NE :
€t, comme et Frene sont de même parité, on voit qu'on pourra
aussi résoudre en nombres entiers impairs les équations
2M=n—n+n+n", on nn n",
oni=n+n+n'— n", oni=n+n—-nr+n".
Ainsi, dans Il,, il y a, parmi les termes composés en a, b, c, d de la même manière qu’un terme de IT, des termes composés aussi de même en à, b', c', d'et aussi en À, B. Maison a
UJN//)
4Afmru-mn mn +minm)=4(mn-+ mn + m'n"+ m"n");
donc ces termes sont aussi composés de même en D. Par le même raisonnement, on voit que si l’on fait
I = MH(a seb a bn ab NH (ab? ai Bla 20bt "A RME lee Paca e ATE NAT pe EC CRC EU CRE Re HEAR der DAT APT OR : € D ARR RTE ANT IS SA RATS QE AH a dia dia ani NH (a dia AU d'a to) B= H(c+a,c+a,c'+a’,...)H(c—a,c—a,c"— a", ...)
PCR RC RE RE RCD ND db Te) mm —1
chaque terme de IT pour lequel Ÿ = est pair se trouve détruit, dans
Ja somme I + II, + If, par un terme de Il,.
Comparons maintenant IT et Il, et posons ainsi
M+ M =m+m", M—mM,=M+M, Mo + Mi =M—M, Ma — Mi= mm — Im", M d'où 2M =M+M+mMm+mMm" 2My =—Mm—m+m+m", ? ) 2 )
2M,=mMm—ImMm+m'—m", 2M;, =M—mM=mMm + Im"
et, en faisant encore Ma — 221, ...,
2U—i=p+pu+pu+u", 2 +i=—p—p+p+ nu, 2u+i=p—pæp—p", op+ispp—p+n";
d’où l’on voit que la correspondance a lieu si = est impair.
Ainsi chaque terme de Il trouve un équivalent, soit dans Il,, soit dans Il, sans pouvoir le trouver dans tous deux à la fois. On a d’ailleurs
Et+i=p—p+n+p'æ=En (modo),
Étoomme DRE ou +, est impair, 2 est pair. Donc les signes
sont encore opposés.
Si l’on fait 2mM=n+n+n'+n", on, =—n—n+n+n", 274 _—_ n ES ner ) fe ne DR A SIN: n nu n' LE ni 7108 on a
Mo Not My NS + Mo No + Milo= MN + MN+mMmn+mUn",
CN
m2? + m + mè + mMm?= M+mÎ+m?+m
Donc enfin, dans la formule I +- 1, + I, tous les termes de IT sont détruits par ceux de Il, et de IM,. D'ailleurs, I, I,, I; forment un
cycle fermé par la permutation des lettres a, be ë La, pe c'|, AR
Donc on a identiquement I +1, + M = 0.
Remarque. — Dans H, à chaque terme (m, n, p, ...) on peut
faire correspondre le terme (—m,—n,—p,...); el si
N'—=— M, n——n, DESDITS on «a M = 1 nm +I PRET FO): nee AT = — = — — I = — = —— — "I 2 2 2 ’ D) 2 > :
p'—1 MO Panel P —1 ; 2 ne RES ss 4
LL
$ . ANNE nn —]I ar |! A D et l’on voit que ——, x » +. sont de même parité, comme 2 2, 22
M — I] GEL TpE I ) y 2 2 p)
» +++ On peut donc écrire
SP.) n—1 — M (— 1) Ar Br Cp°,.,.DnEmpFnp.., .(enu+nv+pw, — p—Mmu-NnV—pWe.e
où m ne prend plus que des valeurs positives. DORA UE. 0 0IL d alOrS
C (u) — D (— 1) 2 AmBaCp?... .DrrEmpKFnp,, .(enu — emu),
IL. — MuzriPpLiCATION DES ARGUMENTS
Prenons le’ cas de deux arguments, désignons le premier par des lettres romaines, le second par des lettres grecques, et nous avons la formule générale
On en déduit, pour d— à — 0,
(3) H(a + D, a+ 6) H(a—b, a — 8) H°(e, y) +H(b+e, B+y) H(8 —e, f— y) Ha, a) +<H(c+a,y+a)H(c—a,y—x)H?2(b, B)=o.
Si l’on fait, dans cette formule, a = 8 — y — 0, il vient
formule toute pareille à celle qui concerne la fonction H à un seul
argument.
On en déduit que H (mt, o), où w est entier, se calcule en fonction
de
el énele eo tabrle Lee et à ve) et" 2 ete eos inl ete © a e.6 de ee 70 eee 6 Isle late ele ste sue" ele eue .6 5. ej6 01707 ee) tterte
(?) Le fragment est ici interrompu; et Halphen étudie, d’une manière plus approfondie, le problème de la multiplication des arguments de sa fonction H (w, v ; P P 5 ; dans le manuscrit que nous reproduisons à la suite. (Note des éditeurs.)
Posons (4) (m, p) = H (mé, mr) et
(1, 1) 3 te 1) x en sorte que [m, 4 | est de degré zéro :
1° si(m, u) est considéré comme de degré 1 ; 2 si(m, x) est considéré comme de degré m?; 3° si (m, p) est considéré comme de degré 1?; 4° si (m, à.) est considéré comme de degré n'u.
On a alors Ho] = lo tee E,
Désignons par [m, |! ce que devient [m, | quand on y permute les arguments et les modules (!)
Cu, m)(o, 11, o)"71 m?+V?+ m1 In?-+U2— m1 —1 :
On a, d'autre part,
(pe, m) (1 : Ca M (o, 1)H?—1
Lt m] un m?+V2+n 1 MH mt. 1 ?
(1; 1) 7 be T, 1) :
et, comme (—1,1)——{(1,—1), il en résulte m°+V2—mt.—1 | [rn, pJ'=(—1) è [u, #1].
Je poserai | (6) æ = {2, 0, E =[o, 2], y = (2, 1}, n = (1, 2].
Tout d’abord rl existe une relation entre y et n. On l’obtient en faisant
(?) C'est-à-dire les quantités À et B de la formule de définition (x). (Note des éditeurs.)
SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA FONCTION H DE JACOBI. 551 on à ainsi
ou n—Y+I—=0.
Cette relation est symétrique; car si l’on permute les arguments et les modules, on a meteo tnnese
y =[?2, 1, f'=—"1,;, et
n—y'+i1=0o devint —Yy+n+1—=o.
Je dis maintenant que |m, 4 | est fonction rationnelle et entière de x, &, y. En effet :
1° Si, dans la formule générale (3), on fait
it 0) DETTE CET: nr, Go; ESATE il vient
(2, 1)(—2, 1) (1, 0)2+(3,0)(, o)(0, 1)2— (1, 1)(—1, 1)(2, 0} =0o ou
Si l’on fait
il vient (o, 2) (2; o)(1, 0j C0, Dh, 1)(7, EE 1)(0, Dee 1)?=0
ou TE+[—2,1]—7y —=o.
Ces deux équations donnent [— 2, 1]=y—xé, [3, o]=2—72+xéy.
2° Si l’on fait dans (3) a=t, GEAR Got GNT C0" DEN il vient,
Pan) REA PTE dt Re | DO) PRET LANCE Pal On, Va HAL LOT a pe mA (RATES RAR AP ul et TT RUN, E ; - ; y
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3,1]=22y —1[3, 0o|=7y a+ y ré y.
0 ) dé “A 7
Et cette formule permet déjà une vérification très simple; car en faisant
on à
(2, 2)(2,0)01, 0) +(—i1, 1), 1) (2, 1 — GG, 1), 1)(0, 1} =0,
æ[2,2)= 13; == mea as y, d’où
Le; 2] = (x — E)y —x.
On en tire en permutant les arguments et les modules
Mais | la, 21e Donc G [8 2]l=—(È—x)n — €.
Mais
Nn= Y —1, donc [2,2]=(x—t)(y—-1)—ê= (x —E)y —%x,
ce qui constitue la vérification.
3° Si l’on fait dans (35) d'=2T: b= 1; CL. NT, Po Vie il vient
(4,2) (0,11) (1, 0} 28,0) (10) (6/2) =) QG, 0 (020 ou [4, 1] = æ?[3, 1] — J?[3, o] = T2 (LT TRE A CA EEE)
[4, 1]=— + ax —E)y—xips+yt.
D'autre part, si l’on fait
DEL, br, CIRE, Gant DIEEr0 NEO!
SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA FONCTION H DE JACOBI. 553 d'où je tire æ[4, 0] =1[3, oly —[4, 1][—2,1]
Se Ce de AA A0 nr dans A M ER re 0 CAE EU ou
[4 o]=xi—ai+at(o+at—2)y+x(3t—x)y 0298}
Ayant ainsi [3, o| et [4, o|, on peut calculer [m, o|, par les deux formules suivantes, en faisant [m, ol = x»,
2 3 LTon+1 —= Lh Ln+2 — B}+1 Tn—1;
MORE 9 : 2 T Ton — LTn (Tn+2 Ty — Ln-9 Lh+i Dj
Ces quantités seront des fonctions entières; cela est immédiat POUrT LTon,1 S'il en est ainsi des précédentes. Quant à Z+», admettons QUE ZT, Ln, +.) Ton_2 SOlent entières et divisibles par x; alors dans
sai Le “nexistenlé facteur 72 ;donctirest entier
LTnlnr2Lh_, À Taln_2X
et divisible par æ.
4° De la formule générale (3) on tire, en faisant
a=(n+i)é, OETL, EN GET = {= 0,
[an +i,1]=[n+o2,1]{n, 1][n,0—[n<+1,0o][n—1:1,0o][72+1, 1]?;
et, en faisant “lie Die Le GT, [an,1i]=[n—r,1][nr+7, 1]{n, of —[n+1,o][n—1:1,0o][{[n, 1};
et ces deux formules donnent |», 1| en fonction entière de [m, o|, de [3, 1] et des données. Comme |[m, o] et [3, 1] sont déjà fonctions entières des données, il résulte aussi la même conséquence pour fre, 1], m étant positif.
Pour m négatif, on a
or 1] =1, Se, I]=yY—xé,
et les formules précédentes donnent les autres.
>° Faisant dans (3)
a={(n+i}é, DRE, Cr clt, DETT: DR ES Yi 0m
j'ai
(on [an +1i,2]=|n +02, 1][n, 1f8—[na—51, 1][R +1, 1];
a=(n+i)t, b=(n— 1), CN donne
(8) æ[an,2|=[n+o,1][n, 1][n—1,1fP—{n,1][2—02,1][n +1,02]?
Ur | [n+o,1i][n—1,1f—[n—2, 1][n +1, 1j
Ces formules sont valables pour toutes les valeurs de x et donnent [m, 2|.
La seconde laisse à douter si [m, 2] est entier, ou contient en dénominateur une puissance de x. Mais, faisant maintenant
A NI, b=nt; C'ÉSN: (ENT NN On il vient OMOMTPE RER EE [a +i,2][n2—1,2][{n, 0! —[n+1,0][7—1:1, o][n, 2/°.
vu que [2,2] —(x—£)y — x est entier. On a, d’autre part, par ce qui précède, pour ñ ——1,
Cette formule est applicable pour n°? 2 et pour ñ©— 2. On a déjà
el a] = (0, [5 1];
or SAS fr) 222100; = L(y—axi)— a+ rËy=—-m(i+ rt) +r(x —Et)y +yt; d’où CR AE ES CADET DE RC et
[—2, 2]J=v(i+ré+Ee)—(x+Ët)y=(n—7)(Ëy +an)+rE(x +E).
Donc | — 2, 2 | est aussi entier.
Appliquant alors la formule (9), au lieu de (8) et concurremment avec (7), on voit que [m, 2] n’a au dénominateur qu’une puissance de £. Donc | m, 2] est entier.
6° Pour les valeurs impaires de » dans [m, |, faisons, dans (3), a=(n<+i)t, Dit CNT e æ—(0+I)rT, BEN, Yes 0; il vient
[ar +1,9v+i]=[r +0. v<+i1]{[n, v +1][, v]?
Puis a = nt, b = nt, c —t donnent, de même,
[22,2% +1]=[n +1, v+il{n —x, v +i]{n, vf —[n+i1,v][r—1,v]{n, v +1]
Dans ces deux formules, dès que v? 1, les arguments v +1, y qu y figurent sont moindres que 2v +1 ; et elles sont donc applicables, pour toutes valeurs de n, aux arguments u impairs et 23; il n'y a pas à s’occuper des arguments u négatifs, à cause de
[ri — pl=—{m, pl.
7° Pour les valeurs paires du second argument, faisons, dans (5),
a=(n+i)t, DST Get, Le VT, GEST, 0.
Il vient (10) [an +1, 2v]=[n +2, v]{[n, vP—[n<+r, vin —:, v].
Puis
NTIC. DETEe feed: œ—(v +1), B—(Y—1)r, Y—0 donne (11) E[on, 2v|={[n+i,v+i]fn—1, v+i][n, v—3}
—[n+i,v—il{n—1,v—i]fn, v +1
Enfin a=(n+i)t, b=(n—1,t), TA DEN DRE MALO donne
(12) æœfan,2v]=[{[n+2,v][n, v][nr—1,vf—[n,v] FR 2] [nr +1, vf.
Pour y22, ces formules réduisent le second argument au-dessous. de 2y, et elles sont applicables pour toutes valeurs de n. En raisonnant comme-ci-dessus, on voit, par le concours de (10), (11), (12), que [m, 2v] est toujours entier.
La proposition annoncée est donc démontrée :
La fonction [m,u], pour m, uw entiers, est une fonction entière FÉES PATES
On peut, au moyen de n—y+1—0o, la rendre homogène en
x, 6, Y, n; et alors, en changeant
in en (= DEN r en,
on à nm2+U3—mmU—1
| Ca ont Ainsi [ P, W] = f (+, RAY n);
mb+i—m°—U.
Lu, m]=(—1) : Hier
T, alt
En particulier,
(HLNDE) TEE SENS donne
In?—1
et “ EXEr; re "che nie a en)
él
(En) m) a © (US ESY, ñ) donne in? +1
3 3 (er) : p(æ, es n)=9 Leur, (— 1} x, NS al
IL. — DérivéEes LOGARITHMIQUES
RELATIONS ENTRH LES ÉLÉMENTS %, ec HSE
Prenons la formule générale (2)
H(a+b,a+$8)H(a—b,a—$6)H(c+d, +8) H(c— d, y —à) + H(b+c, B+y)H(b—cB—,)H(a+d, «x +0) H(a— d,a—àù) +H(c+ a y# a) He ay a) Hd; pS) Hd Et),
et dérivons-la par rapport à c, puis faisons après d = c. Posant
1 OH(Z,; 0) à ——" = L(z HSE 03 (3 0),
il viendra
H(a+b,a+$)H(a—b,x—8$8)H(2c, HAN) y —à) x< 1} L(2c,y+8)+1L(0, ENT
CHCbe da) HU rene nm X}L(b+e, B+y)—L(b—e B—7y)
+ H(c+a,y+a)H(c—a, ta) HP ED SP) ES)
Quand on fait y ==, la deuxième partie prend une forme illusoire;
mais, en posant
1l vient *
GH(a+b,a+8)H(a— b,x—$)H(2c, 27) + H(b+c,B+y)H(b—c, B—y)H(a+c,a+y)H(a—c,x— 7) x |L(b+c, B—y)—L(b—c, P—y)—L(c+a,y+a) — L(c—a,y—a)|=0, ou L(b+c,B+y)—L(b—c, B—+)—L(c+a,y+a)—L(c—a, y — a) Re AE ES nr AS RON IR H(a+c,a+y)H(c—a,y—a)H(b+c, B+y)H(b—c, B—7Y)
Si l’on pose
b+c—= ai, c— b = b;, — C—A—= Ci, on a C—a—= a+ bi+ ci, a+b——{(b;+ ci), a—b——{(ai+ ci), 2C— di + Di, &a+—C—=— Ci.
Et si l’on pose, de même, P+y=u, Y—P= a, NE EU ME il vient, après suppression des indices 1,
= Ha, a) HG, Bite, D H(a+b-+ea+Brt)
Si, de même, on fait 1 oH(z,t) ne = A (5, €), 3,0 % Se ét VARIE (NC D CT C0 on à :
A(a,a)+A(b, B)LA(ce, y)—A(a+b+c;a+fp+y) + H(a+b,a+f$)H(b+c,B+y)H(c+a,y+a), ETC (20) H (0, PHASE ie Gien
Le facteur de C et T aux seconds membres est de degré zéro rela-
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tivement aux trois dernières homogénéités, mais du degré — 1 relativement à la première. Composons la quantité
ie 0) (o, 1)
LE “ pl (SNA AA
qui est du degré 1 pour la première homogénéité, et du degré zéro pour les autres. Alors nous pourrons poser
L(a, «) = S D(a, a), A(a, &) = Gite, œ),
‘et nous aurons
D(a,a)+D(b,8)+D(c,y)—D(a+b+c,z+8+7y) LÉGER OP NES Per Tee ee [a, «][b, B][c, YIla+b+c,a+8+y] — A(a,a)+A(b, B)+A(c, y)—A(a+b+c a+8B+y).
Il est manifeste qu'on a D(— a, —a)—=— D(a, «), A(— a, —a)——A(a, x).
Si l’on pose
D(a,æ)—aD(1,0)—axD(o, 1) =f(a, a), A(a, a)— aA(1, 0) —aA (o, 1) = (a, a), je dis que f(m, pm) eto(m, u) sont, pour m, y entiers, des fonctions rationnelles de æ, &, y.
Remarquons, avant de passer à la démonstration, que les équations AE L "1 ; : E précédentes se conserv ent si l’on y remplace D par f et A pare. Seule ment les valeurs initiales sont
(0201) AIN 0) =véoir)—= tro) "0;
1° On peut calculer. f(m, o); c’est le cas particulier des fonc-
tions à un seul argument. On fait, à cet effet, à — 8 —y—o, et l’on a,
CROSS ANT ENT D'LA
| 4 [ra +1, o/?[1,0] y fm +1, 0]?
JE RENTREE Uno] Cr ro] TR Oo le oil formule qui permet de calculer##(8;0), f(5, 0)... à partir de
JG; 0)= 0.
FRE Re NN) cal DE xEy y
[2, of? Cr Ho
Mais il faut calculer autrement f(2, 0). A cet effet, on fera dote etdlionaure
+ [4, o| Ur [ 4, 0] AT OR STE TER RL PT ER pre
ou Re mere | x fat+amE—a(2 mé) y —x(3E—x)yt+ops |.
On peut donc calculer f(m, o) pour toutes valeurs entières de m positives. On a d’ailleurs f(— m, o)—=— f(m, 0).
PROS TRE EE = ON puis bot crane, il vient TM MESRINE 2 mt) A D ere ALL) PE [m, u][m+i, m—i1]
Pour u — 1, cette formule est applicable pour mZ1,et donne tous les f(m, 1) où m est positif. Elle ne s'applique pas pour n —1r, — 1; elle ne donne donc pas f(—1, 1). Elle s'applique pour , à toutes les valeurs de m. Il n’y a donc plus qu’à calculer
= 171, 1); et ilisuffit de faire
DEV, B—=—:, 00 a—=—t os Gé pour avoir [2, — 1] TE—Y.
re ny 00, 0) — : A æ ) d’où I = | RE z)+rt(o + Er —(e + pi.
— 1, I —— = Fe me ) i ARRETE EEE
Soit [D (a, «)]" ce que devient D(a, «) quand on y permute les arguments et les modules; cherchons son expression. On a ao Re) 0 0 CLENTMIAUIT Ts
donc Dear TE RS
LUN cat Ÿ %
J(m, am) = F(x, 4 y}
Si donc on a on en conclura NL 3 3 C-ne(u, m)= [DE (-nèe, = 1].
Donc la fonction © est, comme f, une fonction rationnelle des données.
Comme devant être utile, urons de la formule générale
RNA:
HAUTS LAN NEERRE >
| 2x(x+ my — y?) x iat+ait—at(f+at—E#t)y—a(5t—x)yt+ 4).
Nous avons aussi
fe 1) 6, 0)=— TE, d’où xiy — x|3,1] LR As DR TE NU
Nous avons encore Tr F0 2) 0 EE Em Fo, D ET Jr aoieEte
SVY
Ainsi, nous avons ces formules, en posant f(2, 0) — f, dont l’expression est ci-dessus,
FU, 0)=0, 1 (2,10) =17, MÉO NT) ee 0) JU, 1)=f— 2, JD ST, fon =f EI.
Nous avons JVTION CONTES TX —= [e 0] = PS rte
PA TODUTS 1)? Ge © 1)
d’où
— 2.f(2, 0) — 0 1) + f(x, 1) 3 3 'E — 3 fi (fe LE) + (re EX) 2er te
EE ar
ns. 7
De même, | SÉARS Elu MN RL (OP CNE NE EU SALE donne (4, dé 3 , s: à DER DES D=-sf HE Et l’on a, pour | Je (a ne ARUIE D
CON ErrA l'équation différentielle T'= Dos sf 1) + f(—1, MESSE + E.
Pour la symétrie, introduisons f(— 1, 1) au lieu de f(2, 0); nous avons MAN VENTE)
x a(E—x)+at(r+t)y—(x+t)y}= f(x, 6 y); et nous aurons, par suite,
1 W 3 3 mie lC 1e € mie | ou Li I _ 2(—E+rEn—m!) KE tx 6) mie EE)n (ren).
En introduisant w, nous avons f = u - 2, et, par suite,
LUS 120% Y 3 OST TE NT RS Use dE MUR CS D TN 3e ÜUai”orres ÿ 2% | SRE DE A En a AR 1 0% 1 dE En permutant les indices, on change D CRE 5 etc.; ona, par exemple, pour la première équation, LU r dE 1 3 3 PEER = Co + + Sie LeErOT ( IE 2
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Donc Uorhs ot 3 ; TE oc £ 12 U-1 9% SR LE oE à —0— — D P —— — — 1% 07 c TM COim oO: 2 2€ RE le A ns te _ [| T] OT ë
Envisageons le premier groupe d'équations, où w est censé remplacé par sa valeur. En divisant ces équations membre à membre, on a un système d'équations différentielles, admettant deux équations
intégrales telles que F(x, &, y)— const., c’est-à-dire indépendant de #. Car il est aisé de trouver deux pareilles fonctions. Considérons,
en effet, FREE «- On a
A[o, 2h (o, 3)(1, 0) Co, 2)(1, 0) DSlERR cn CR me | Ne Cal Co, 1)G, (1, 1% Donc [ES Foto 560 en) FRA HOT
ce qui est indépendant de {, et est d’ailleurs, en fonction de x, Led Sr
RON ON Gone 2 ot OS AU Os ele Pme lee aan Up) oi
[o, 2 [$ FR £8 Ka £8 Î
lo, 4],
Une seconde intégrale est fournie par RD TE
CO RE LE CR Dee PEER
CO) QU Em 1) 7
d’où [o, 4] 200, 4):(007 1h RÉF ANAISERNLENE
Donc, s ne dépendant que de 7,
__ —BrbE(o— Etain +E(E —5æ)n+ an D = ……….…. …… 0 E*
Par suite, toute fonction de p, 5 est une intégrale du système.
De même, (3, 0f AI [2, o|8 [2,6
sont des intégrales du second système, ou des fonctions indépendantes de +, à savoir CPE EAN
TS
JR
MR OS a PE ARR RES RTE AV A ROUTE VETS PPT A RNA EP TT PPONENMET TER
Réciproquement, toute fonction de x, Ë, y, indépendante de £, est une intégrale du premier système, c’est-à-dire une fonction de p, 5, et toute fonction de x, £, y, indépendante de +, est une fonction de r,s.
Or, si l’on considère la fonction H(4, +), pour + — 0, elle satisfait à toutes les relations caractéristiques de la fonction H à un seul argument, caractères qui conduisent à une certaine équation du premier ordre, et à une fonction de r, s, qui est indépendante de # (!). Soit G(r,s) cette quantité; elle est indépendante de t; c’est donc une fonction de 6, 5. C’est d’ailleurs la seule dans ce cas.
On a donc [en raisonnant de même sur H(0, +), et désignant par O(p, 5) la fonction analogue à &(r, s)], des équations
GE, s)= a, O(o, s)—=4,
où a, a dépendent seulement des modules; mais comme, en outre, &(r,s) dépend seulement de o, 5, il est une fonction de @ (0, 5), et l’on a aussi une relation
Pa, &)—.0,
D étant à coefficients purement numériques. Cette dernière relation est une identité en r, s, p, 5; et, par suite, s’obtient en éliminant x, &, y entre les expressions des quatre quantités 7, 5, p, 5.
Reprenons l'expression m — 1
H (£ tr) _— E(— 1) 2 eam?+bni+2cmn+2mt+2nr ?
(:) Voir Œuvres d’Halphen, t. Il, p. 294 et 296-299; les lettres 7 et s y sont remplacées par æ et y. (Note des éditeurs.)
Nous en déduisons
nm —1
H (é +20, T+ 20) Les E(— 1) 2 eam?+bn?+2cmn+2m(t+2c)+2n(t+2b)
mn — 1]
— e-tby (— 1) 2 eam?+b(n+2)+2cm(n+2)+2mi+ant,
et, par suite,
Mi H (es ti) a Es H(4 +—2C,T+2 b) erb — Z(— 1) 2 eam’+brè+2cmn+2mt+ant,
où maintenant » prend toutes les valeurs impaires indifféremment.
La
Pour c — 0, ceci devient
In — À
H(4, t) ME etbH(é, 7 + 20) ES: (— 1) 2 an?+2mt Sebni+2nt. Soit | mn — 1
% miT : E(— 1) 2 Lam?'+2mt— ha, t) — (— 1)
= am?+92mlt+ —— 2° e 2
en sorte que Î .
S eam?+2mt — (— 1)2h (a Ti =) $
On peut alors écrire 1 ; m—1 es 1) 2h00: t) h (2, Fr CS =) = (—1) 2 camamiEErEnitanr
et, de même, : : m—1 CRT h(b, r)h (a, t — =) — E(—:1) 2 Qam*+2mt+bni+ant
La somme ne laisse subsister au second membre que les termes où
IUT ENTER ?
à sont de même parité. On a donc, pour c 0,
nu = CP nça gn(e, 5) +008 pnfa ri)
et, pour 7 — 0,
AN Tr 177) " RON. LE ome À Lee € 4177 x oct Sea taf té SU 2 ces EE
cé
SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA FONCTION H DE JACOBI. 565 Ainsi, la fonction H(£, 0) qui satisfait à diverses conditions
communes avec la fonction h(a,t), se réduit, à un facteur près, effectivement à h(«, £), pour c
LV. — GÉNÉRALISATION
En désignant par m, 1 des nombres impairs prenant toutes les valeurs positives et négatives, envisageons la fonction
ft, T)—=2E(—1) À Ar Bb CmnbemttUur) et partageons-la en deux autres ©,, ©,, savoir e) RAD res Ne
TITI LT v, celle où = |
= : (mod:2)),
Met Uu TI o, celle où +:
EE AVE (mod. 2).
Considérons maintenant la fonction
Ia, 8, c, a, 8, y)
vo(a+b,a+fB)so(a—b,a—6) vw(c+d, +0) vec —d,y—àù) + mia + db, a — Boi(a — D, a— Bo (ce + d, y +ô)wi sc — d,y—ù),
dans laquelle £ est zéro ou 1
Dans le premier cas, on à PoPoPoPot pipi pig, dans le second cas, 6opo pipi pi Pi Po po
Examinons si le développement de cette fonction IT peut avoir, x € relativement aux variables &, b, c, d, x, B, y, à, des termes communs avec la fonction analogue IT, obtenue par une permutation
circulaire, savoir
Ii = I (b, C, «&, GB, Ÿ x).
Pour cela, considérons un terme de IT et un terme de Il,,
€ Et en désignant par m,u, m', u/, ... les exposants (par ordre) dans un
terme de IT et par m,, u,, ... les exposants (par ordre) dans un €
terme de I,. On devra avoir l'identité suivante : Et
m(a+b)+m(a—b)+m'(c+d)+m"(c—d) = mb+c)+mi(b—c)+ mi(a+ d) + mi(a— d),
rs , d’où r M+mMmi=mMm—Mm, M— m,= m'+m", Mi+M=MmE+Mm, mn ais 7 = Im — m", à ; et jen ure 2M=M—M+MmH+M", 2M=mMm—m—m—m", 2Mm =mMm+m+m'— Im", 2Mi=M+M—mMm +mMm".
Et l’on aura de semblables égalités pour déterminer m,,u,u,,u en fonction de y, w/, u”, 7.
On observe d’abord cette conséquence que, si les m4, ..., pu, ... sont ainsi déterminés, on a
Mb +mu+miu=me+me+ m'a" m"p", mi+mÎ+mSi mi = m+m?-m?+ m?,
ST ET RENE 2 2H
et que, par suite, si dans IT et Il; deux termes sont composés de € ci
même en «a, b, ..., a, B, ..., ils le sont aussi en À, B, G, et se réduisent entre eux.
Mais, pour qu'il en soit ainsi, les nombres m,, ..., 1, ... ne
doivent pas être quelconques. Ils doivent satisfaire aux conditions ci-après :
1° Les m,,..., 11, ... doivent être impairs ;
ne à ® A A € cr no doivent être de même parité ; 1 [2 212 Fi mi (Re roi ’ x À Le et nes à. + ne doivent être de même parité.
Voyons si ces conditions sont satisfaites. Faisons
m= An +I, M=QN +I, M =2n + I, Mi =2n) #1, Alors, il vient 2mu=n—n+n+n", on\+2=n—n—n—n",
on=n+n+n— n", 2Rÿ=n+n—n+n",
et 1l en résulte que »,, n°, n°, n° sont entiers dans le seul cas où n+n'+n + n" est un nombre par. Il en résultera alors
Ni+ Ni + Ni + Ni+IZ=An,
c'est-à-dire que n, + n°, + n°, + n° sera impair.
NIrLE=T
Ainsi, ce sont seulement les termes où 2 est pair qui peuvent
se trouver dans II,, et si un de ces termes s’y trouve, À "= y est
Co
impair, et la somme de ces termes sera nulle.
. , Nim—1 à . : .
Soit donc, dans IT, un terme où 2 — Xn soit pair. Faisons, de même, D —= 92% +, = 2v +1, ‘er DM= 2" +1, M, =2Vi HI, RE
et, de même, nous voyons que y,,Y,,... sont entiers si y + y + "+ y" est pair. Mais, par construction, on a
n—vy=n—", n'—v'=n"— 1" (mod. 2).
Donc n+n+n+n =v+v+v" +)" (mod. 2).
Donc, les 1:,, ... sont bien impairs. Donc, si Z"— est pair, la pre-
mière condition est bien satisfaite.
Examinons maintenant la seconde condition. Nous avons
2mu=n—nN+n+n", on,+2=n—n—n—n",
DV — V — V'H VV, 2Vy +2 = y — v— v— y",
d’où je conclus :
(ni — V1) — (n — y} ) sr (n'— v") &E (nie y").
Par construcuon, n°— y" et n"— y" sont de même parité. Donc
ny, et 2,—Y, Sont aussi de même parité. La seconde condition
est donc satisfaite.
Pour la troisième condition, nous avons, de même,
NI
on,=n+n+n—n", onj=n+n—n+n",
: LA V1] ! 72 2Vi= + VV V7, 2VI= V+V— HV,
d’où Cr) — Gt) = Cv) — (nv),
Donc aussi », — y, et n)—v, sont de même parité. La troisième condition est donc satisfaite.
Reste maintenant à voir quel est e’. Or des égalités précédentes,
on tire
Gu—v)—(n—v)= (nv) —(n'— y).
Donc », (114
ll (4 A LE pe ù = Vi et, — y, sont de même parité, s il en est ainsi pour
ny EUR Avon;
: d 1! " mt LE .
y, EL, = V,:SOnt de parités opposées, s il en F =. À 1/1 11) ! de ? A » [
est ainsi pour 2 —y et n —y; c'est-à-dire quee'=e
Donc, en définitive, la somme des termes de IT dans chacun
desquels D— est pair est égale et de signe opposé à une somme de termes de Je où D est impair. Mais il y a réciprocité, car en
résolvant te équations par rapport aux 7, ..., 4,..., On trouve qu'à
« x <a — 1 D À Le chaque système m,,...u,,..., où "= est impair répond un
SYSLÈMEN, ee ue
En conséquence, partageons les termes de IT en deux groupes,
mm — A
savoir : Îl° comprenant les termes pour lesquels D est pair,
et I ceux où cette somme est impaire. Faisons de même pour [,. € Li €
Il en résulte l’ égalité
Permutons maintenant en cercle les lettres a, b, c, et, en même temps, les lettres &, $, +. Désignant par IT, le résultat de la
[es
deuxième permutation, nous aurons
9 +, = 0, US + Il = 0.
Ajoutons membre à membre, en observant que
Jo + [= NI, 9 + 0 = Ni, TOI AT; € e £ E € € € € re et il vient
IL + Il + I = 0.
Nous avons ainsi une équation pour la foncuon Il. Il y a deux €
fonctions IT. Nous avons donc deux équations pour les fonctions ©,
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20 Po Po Po + O1 Dr Di Di + D0 20 Po Do Te Pi P1SiP1 + Lo
PoPoP1P1 + DD 1 Do Co + Do 20 21 PA + 21919020 + Lo
< | GI SI 3 [l
Le même raisonnement prouverait que pareilles équations s’appliquant aussi à la fonction
Do(a+b,a+$)w(a—b,a—8B)s(c+d, y +ô)plc-—d,y—3à) + gu(a+b,a+$)gi (a — D, a — Bjoi(c+ d, y +0) o1 (ce — d, y —à) = X(a, 6,0, d,a;$, y, ô).
Mais ce ne sont pas des équations nouvelles. Posons, en effet, a+b= a+ b", a—b=c+ d", RNA NT c—d=c— d'; il en résulte
RO ot oi CT ae D à ON 2 NRA
Faisons de même pour 4, , y à. Alors P 224 ,
AGP PRER ER PR LE CE RE NE à’
Remarquons maintenant que I + H,+ 11, s'obtient aussi bien en permutant circulairement b, c, d que a, b, ce. Mais permuter circulairement D, c, d, c’est permuter circulairement b', c', d'. Donc de
l'équation entre les Il on déduit une équation entre les où 0", c”, € ‘3 €
d' sont permutés. Mais, là encore, permuter b', c', d', ou a, b', c’, revient au même. Donc les nouvelles équations ne sont que des conséquences des précédentes.
— cr Q) —
SUR
Dans une note récente (!), j'ai donné lintégrale générale du système suivant : |
du; + uw) d(us + Us)
d(u3+ Ui) Us: da a
da
cn = Ua U3, Cette intégrale renferme explicitement trois constantes arbitraires. Je demande à y revenir aujourd’hui pour montrer comment ces constantes se déterminent au moyen des conditions initiales, et pour examiner les circonstances qui s'offrent dans l'étude des fonctions ainsi déterminées.
Je considère les trois fonctions U,(x), U:(2), U;(æ&), qui servent à représenter l'intégrale générale, et qui sont définies uniquement pour les valeurs de à dont la partie réelle est négative, et je vais montrer tout d’abord qu’il est toujours possible de trouver pour «une valeur de cette nature satisfaisant à l'équation
A: Ua) + A» U:(«) + A3 U3(«) —= O,
quand AÀ,, À, À, sont des constantes données et dont la somme est nulle.
En effet, d'après les relations qui ont lieu entre les U et les fonc-
tions ®(0), (0) de M. Hermite :
d Ur(a) — Ui(a) =8 — loge(e) de
d Usa) — Ui(a)= 8 —logy(p)
(1) Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 92, 1881, p. 1101; | Œuvres -d’'Halphen, t. Il, p. 455.] ;
Le présent fragment, resté inédit, est, visiblement, le projet d’une seconde note sur Je même sujet, écrit peu après celle-ci. (Vote des éditeurs.)
l'équation proposée devient F log[p(e MALE A] = 0 AS pPLP p IAE
Si l’on revient aux fonctions elliptiques où g — e®, on a p(pN= A, Y(pP= AT, d(k)+d(K?)= 0,
@L l'équation proposée se réduit à
Ag SA 80 0 Ha HT d’où A À» A3 F2 EE te === c'2 — — — :
A: AS AN ; IV
Ld . K [2 « À ce module £? répond pour £o, ou — KR une valeur entièrement
déterminée par le rapport de deux intégrales définies, et dont M. Hermite a directement prouvé (!) que la partie réelle est essentellement négative. Il en résulte pour « une valeur nettement déterminée et à partie réelle essentiellement négative. C’est ce que je voulais prouver. J’appellerai À cette constante entièrement déterminée par À, et À,, et dont l’expression explicite est
T Fa : 0 VIA RAS sin? © de NES TON SES CNE PES
FEAT, A, A3), Ai + Ao + A; — O0.
2 de 0 VAS A3 sin?
Ceci posé, j'arrive à la détermination de l'intégrale des équations (1) pour des conditions initiales données que je suppose être, pour & = %; |
Ui — C1: Ua —= Co, Uz = C3.
Je prends
A; — Co — Cs, À: = C3— C1, A5 Ci — cs,
et J'en déduis
(1) Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 90, p. 1096; [ Œuvres d'Hermite, t. IV, p. 19.|
Ayant ainsi (ce — cs) Ui(À) + (cs — c1) U5(A) + (ci— 62) Us(R) = 0, je peux trouver deux quantités », n qui satisfassent aux équations C=2m+nUi(À), Co= 2m + nUa(À), C3=2m + nU3(À). Leurs expressions sont
Ci U2(À) — œUi(À) nee CD iC ÿ DOUTE LU (X} UE)
OUI
Je détermine ensuite les rapports des constantes a, b, a', b' par les égalités a’ ab'— ba' a ao + d'
—— = m = n = —— Dale NE ER ET ; (a'ay + b'}? @ &y + D
ent
bo)
d'où on les tire sans peine, et je construis avec ces constantes les trois quantités
DCLENMER 2m ab'— ba’ n ED PEU LE =D ERTE (aa — D}? [ma — ap) —1|??
QUE 0, (mA n) (a ao) 4% d'a + bd M(X— %9)—1
Or, si l’on fait le changement de variables
(2) 8 au + b a! & ab bd, ; ‘ ne je re US — 2 :
a'a + b'’ S d'a+b! (aa +b'} $
on voit que $ a la valeur initiale À pour à = 4, et que #4, Po, V3 Ont, en même temps, les valeurs initiales U, (À), U:(2), U:(2); donc, si l’on prend pour #4, #2, #3 les foncuons U,(8), U:(8), U;(B), l’intégrale qui correspond aux valeurs initiales données s'exprime par les
formules (2) (1).
Il convient de faire l’observation que voici. Les trois fonctions
(:) Il y a ici une lacune dans le manuscrit. La suite a le caractère d’une rédaction provisoire et incomplète : Halphen y présente des remarques sur la coupure circulaire qui résulte, pour l'intégrale qu'il vient de déterminer, du fait que U,, U,, U, ne sont définies que pour les valeurs de leur argument $ dont la partie réelle est négative. (Note des éditeurs.)
U,(c) sont susceptibles d’un autre mode de développement ('), qui tire son origine des expressions des fonctions elliptiques en produits. Il suffira de considérer l’une d'elles, car les autres s’en déduisent par des changements de variables (?). Pour Ü,(a), on a, en posant QUE
Ui(a)= 8] 2 PE RE Go
DE 1 — p* De rt
Orsrlonfait p — Fe il vient aussi
12 3 TD Ui(a)—=8 |? se RE CON A CCE Le, 1x) s|-2—. 1—D* Gé Le D HER par |
ce qui donne un développement convergent, pour & à partie réelle positive. Il semble donc naturel d'adopter cette définition, qui n’est pas en [contradiction avec la précédente, mais en est un cas particulier (3); car elle nous donne], pour & à partie réelle positive, U,(a)—=— U,(— x). Avec cette convention, on représente les intégrales par des développements dont chacun s'applique à toutes les valeurs de à (*). Mais c’est là une convention qui me paraît arbitraire, [comme ne résultant pas de la définition des fonctions] par les équauons différentielles elles-mêmes.
En résumé, je pense pouvoir conclure que les fonctions définies par les équations différentielles ci-dessus et des conditions initiales données présentent une ligne de discontinuité qui est un cercle (ou une droite) dépendant des données et dont la circonférence ne peut
(1) Le premier a été donné par Halphen dans la note rappelée ci-dessus. Voir Œuvres d’Halphen, t. IT, p.456. (Vote des éditeurs.)
(2?) Voir Œuvres d’Halphen, t. II, p. 477. (Note des éditeurs.)
(%) Le texte est, par endroits, difficile à déchiffrer, et nous meltons entre crochets les parties qui sont d’une lecture douteuse. Il semble que, dans le passage que nous n'avons pas retrouvé, Halphen avait indiqué qu’une transformation de la forme (2) permet, d’une infinité de manières, de déduire d’un système d'intégrales, définies à l’intérieur (ou à l'extérieur) seulement d’un cercle, un autre système d’intégrales, définies à l’extérieur (ou à l’intérieur, respectivement) du même cercle. Cette hypothèse est d'accord avec la fin du fragment que nous reproduisons,
À (Note des éditeurs.)
(*) Le développement ci-dessus de- U,(x) est divergent, si la partie réelle de x est nulle; de sorte que, pour chaque système particulier d’intégrales, la coupure correspondante reste néanmoins exclue.
(Vote des éditeurs.)
être franchie sans que les fonctions deviennent discontinues. Ce cercle constitue une coupure, de part et d'autre de laquelle les fonctions prennent des valeurs entièrement différentes, et leur différence (”), variable aux divers points de la coupure, est encore fonction d’une nouvelle arbitraire, [réelle], que ne peuvent fixer les conditions initiales. Dans les fonctions définies par des quadratures, et sur lesquelles M. Hermite (2?) vient d'appeler l'attention, la discontinuité existe aussi en général, mas la différence des valeurs de la fonction de part et d'autre de la coupure est entièrement définie. Il y a donc ici une circonstance nouvelle, qui me paraît mériter l'attention (*). Je donnerai ultérieurement d’autres exemples entièrement analogues.
(*) Les mots dont se sert ici Halphen traduisent mal la complexité de la singularité que présente chaque point de la coupure. (Note des Éditeurs.)
(?) Journal de Crelle, t. 91, 1887, p. 55; | Œuvres d'Hermite, t. IV, p. 58.]
(:) Les coupures, dans les exemples d'Hermite, sont des coupures artificielles, qui tiennent au mode de représentation de la fonction, tandis que le cas rencontré par Halphen est celui d’une coupure essentielle, au delà de laquelle la fonction n’admet pas de véritable prolongement. (Note des éditeurs.)
ee —
FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE (') (EXTRAITS
L. — M. Camille Jordan a appelé l'attention sur les fonctions discontinues dans tout intervalle et à oscréllations limitées (?), et a montré qu’elles sont développables par la série de Fourier. Je vais en donner des exemples que m’a suggérés la considération des séries de la
forme :
Tip) + Tip(az) +...+Tro(nx)+...,
la fonction #(x) étant ainsi définie
o(T)=+I1 si E(x) est pair, ®(T)—=—1I si E(x) est impair,
o(T)= 0 si æ est entier.
Je considère en particulier la série
— À _ EF(a)=ÿ tem), In —=41
où l’entier m ne prend que les valeursimpaires, p étant positif et A,
(*) Cet article à été rédigé, en suivant le texte d’aussi près que possible, d’après un manuscrit inédit, qui paraît se rapporter à des communications faites par Halphen, à la Société philomathique de Paris, en 1882. (Voir Bulletin de la Société philomathique, 7° série. t. VI, 1881-1882, p. 189; et t. VII, 1882-1882, p. 19.)
(Note des éditeurs.)
(2?) Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 92, p. 228. (Nous disons au-
jourd’hui : les fonctions à variation bornée.) (Note du rédacteur.)
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mi:
limité. Cette fonction est à oscillations limitées, car on a (!)
et, par suite :
A» mx IYÉAR— > rs + GE(E) —2E(me) 5
ce qui s'écrit en distinguant les termes où À, est positif et ceux où A» est négatif:
B, us CG Fr) > neo A te) > nootuæ) Ge b: ‘(ma \ Re — ms [1+46(2)] tn 7) En DEA)
—2Ù Pn E(ma)—Y ne Li n E(2) | = fi(æ) — f(x).
Il est manifeste que les séries qui représentent f, (x) et f(x) sont absolument convergentes et que ces fonctions ne sont jamais décroissantes : F(x) est donc à oscillations limitées.
Le développement en série trigonométrique de F(x) sera
3 U < WoAe ÿ —"sinmrx m
4 An RS
cette dernière somme étant étendue à tous les diviseurs de m (a)
. . Ex. 2 EN ’ ’ (!) Pour x entier, on doit supposer E(æx) égal à æ 7 -; d'une manière générale les fonctions considérées ici satisfont en tout point de discontinuité de première espèce à la condition
Pour æ non entier, E(æx) désigne, bien entendu, le plus grand entier inférieur à æ en valeur algébrique. (Vote du rédacteur.)
(2) Cette égalité est établie plus loin. Remarquons tout de suite que si l’on se donne une série d’'Halphen uniformément convergente, le calcul des coefficients de la série de Fourier correspondante au moyen des intégrales de Fourier-Bessel ne donne lieu à aucune difficulté, la convergence de la série de Fourier étant, en outre, assurée si la fonction dont on part est à variation bornée comme dans les exemples donnés ici. Au contraire, la transformation inverse donne lieu à une série d'Halphen dont la convergence reste douteuse, même si la série de Fourier dont on part se réduit au seul terme sin Tax. | (Vote du rédacteur.)
Soit, par exemple, A»— 1, 0 —1; On aura
I I l ; F(x) = g(x) + 33 (3%) + 5 05%) + NV er
$ 2 2 12-+ 52. F(x) = —{sinrg + ———— sin3rx + ————— sin5ræx 33 53 12+ 72. 12+ 32492. | sta > SIN7TT + A 0 MR RC
als
SINTT + —SINITT + — sInrx 25 125
OI
+ sinre + À singe +... |.
I A Pour x — 5) on obtient
I I 1 T3 4 10 26 50 FR) + gs pe (1 FORTE LE Tr 1980020 RS “ y" 374 128% | D'ARTS NT AS (2n +1) j
Si l’on part, au contraire, d’un développement de la forme
(e, m, À} satisfaisant aux mêmes conditions que précédemment), on obtient des fonctions à oscillations illimitées, développables néanmoins en séries trigonométriques d’une manière analogue (t). Le caractère arithmétique des coefficients peut être mis en évidence dans certains exemples en introduisant la fonction
Oy(m)= ma (1 +) (1 a) (1 ee
P; 4; r étant les facteurs premiers distincts de m.
Si l’on prend
V(m)o(mæx) RE enen on a
Uno F(x) =S —"sinmre,
| U» = vC) (n diviseur de mn);
nt
(*) Ces assertions devraient être précisées, et l’on n’en trouve pas la démonstration dans le manuscrit d'Halphen; elles demanderaient de nouvelles recherches. (Note du rédacteur.)
Y(m) désigne la fonction arithmétique nulle si m est pair ou divisible par un carré plus grand que 1, égale à (—:1)9 si rm» est le produit de 5 facteurs premiers impairs distincts. On déduit de là
U » = (+ (in). — OuCm) pr qg® mt
TA ELA O,(m)snmrx Erce) = D msn
mb+i
En faisant x — =» = 2, on obuent la formule
Faisons maintenant
F(x) => _ o(max)
en prenant pour m les puissances d’un même nombre (premier) impair X. Il vient
avec
sommation étendue à tous les diviseurs 1, #,...,'k% de m. On peut
encore écrire t F{æ) — | FO {pre kt fs
et Un= f{o)+ f(G)+f(2)+...+ (wo) pour m=£kvu (x premier avec #).
Pour (l)=umTrivient Un = w +1,
I 4 (o +1)snr Sur ; :
F(æ)=S Se(kte) = æ A (14 impair).
Sif(t)=(—1)'ona LIPAEAT si w est pair, LE" 0 si w est impair,
SiINMTX ;
T V'A0n) AU 2
m AOL ENT si m est premier avec Æ ou divisible par Æ?, Æt, ..., LUPU} == 0 St 7res ti 20e Dar Re UE
Il. — Détermination de l'intégrale 1 o(ux)sinarx dx, où u
et a sontentiers.
Il faut partager cette intégrale en
1 2 p D , 0 ns u—1 n v On a k k 7 ue e(ur)sinaræ de = (1) f sinarx dx k—1 ke 1 n b.
(—1)#-1 | (Æk—1)ar "#2 = —— |cos 7" — — cos — |:
aT ue
ar . .
Posons PET 0, il vient
aT [ p(uæ)snmarx dx
= (1— cosÜ) — (cosô — cos20) + (cos20 — cos30) +... + (— 1) it T[cos)u —1)0 — cos]
= (—i)#+a + 1— 2 cos0 + 2 cos20 — 2 cos30 +... cos(u—1)0.
Or, si dans la formule
sin(2 1 — )2
1+ 2 COSÛ + 2 cos20 +...+ 2 cos(u —1)8 — ;
Pr, Sn 4 on change 0 en 0 +7, il vient j 0+T SIN(2u—1 =:
[— 2 COS0 + 2 cos20 +... 2 cos(u —1)0 — Te Ra
sin
Aa
Mais @u—n (+) = (0 + Tr) — =: =(p+a)r — EX Donc
o(uæ)sinarx dx = ENTRER
2° m étant impair, on a ÈŸ(m)—o pour tous les diviseurs d’un même nombre. (Il y a exception pour m—=1,%(1)= 1.
3° On a (d’après un résultat connu de la théorie des séries de Fourier) <
Le] 4 Y SINnMTX ) L o(T) = + RS NE m impair ).
CEA T dcr m ( 1 ) PE
MERE AR MIE PO FD EC ET ENT Rev Et
SUR UN MODE DE REPRÉSENTATION DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE. 581 4° Si dans une suite finie de termes
DATE
on remplace la fonction © par sa série de Fourier et qu'on réunisse les sinus d’un même arc, on aura
H=4 RE = Ty = — ge (ai= mu),
La sommation est appliquée à tous les diviseurs Impairs m dea(en se rappelant que T, = o pour > MECS:
Considérons d’une manière générale une suite imdéfinie 7 nombres
D Oo Ou to CLI POSONS R —= > re £ DEC nt
étendue à tous les diviseurs impairs m de a. Il est aisé d’en déduire inversement les S en fonction des R; je dis qu’on à
Km) => ne
En eflet, si l’on substitue à R son expression dans l'égalité précédente on a
DER a De ns > — Da (re diviseur impair de =).
mm! m'
5 . I =. " F Par suite, le terme S , a pour coefficient ——YŸ{m) appliquée à À _ mm nt
tous les diviseurs m de m m', c’est-à-dire zéro ; 1l y a exception pour m m'—=1. Leterme S, a pour coefficient l'unité. La valeur du second
membre est donc bien S,.
(*) Ceci s'applique à une série illimitée ET, ?(uæx), pourvu qu’elle soit uniformément convergente : les coefficients de Fourier sont toujours donnés par la formule précédente. (Note du rédacteur.)
5 J’envisage une série trigonométrique convergente co HAE > R,sinaræx a —1
et en même temps une série limitée
M fu(a)= + D Suvetux), H=1
les S et les R étant liés par les relations précédentes. Réduisant (x) en série trigonométrique j'aurai
IT) = SRE SMNaAr Tr
_ Î LA sis LÈ
cette dernière sommation s'appliquant sous la condition
Mi Par suite, pour a£ M, on a
Res R
Donc
co f(x) — Éu(x) = D (Ra— R/)sinarx, a—=M +1 R,—R!— —$ # < nm a
mn - , j RE a la sommation s'appliquant sous la condition — > M. mnt Ceci peut s’écrire :
2h 1 U(m') Fe Ra Re = D > m' ul im > M)
nm!
=> nn Ra D o(m') =D = [Re DUC )
an in!
où l’on doit avoir a diviseur impair de &,
m' diviseur de 1,
Le
HE D
ou encore
LR ERr a m' diviseur de 7?
AY D; Mais EU(m")— 0, si l’on prend tousles diviseurs de ++ On a donc I YY NT ROENRA NP RS ï : a > D Foge m' diviseur de + ms se / € , = FH MES
avec CRIE
œ, 4100 )e) S'2.0 "eu el 6,01 e) eh esre eo 0e 0! « + 0 ‘os 0, 6 ce ee + ©
Représentation d’une fonction arbitraire par une série
IT
de la forme È ThP(mx),où SET Nes pair,
P(x)=x—E(x) P(æ)=1-zx+E(x) st E(x) est impair.
P(zx) est une fonction continue de période 2. Pour z entier on a Din) 0; Pan +1) =1.
PA AUS ({4 impair)
D'après légalité rx? /1 APE) AUTRE * pate he te?
valable pour o 31, nous obtenons en faisant 220 ET},
cosurs = cosur|æ — E(x)] = (—1)E&) cosurrxr,
J I COSUTæ ED en
le développement _r?
valable pour E(x) par.
(:) Halphen n’a pas poursuivi plus loin cette analyse qui avait évidemment pour M
but de démontrer que f(xæ)—F,(x) tend vers zéro avec — dans certains cas généraux. Cette démonstration paraît dépendre de considérations plus délicates que (Note du rédacteur.)
celles qui sont exposées dans le texte.
Faisons maintenant :
Z=I—TX + E(x),
cosurs = cosur[xæ—E(x)—1] =(—1)Ét#1 cos ur x.
Si E(x) est impair, on obtient encore l’identité 1 1 + COSUT T LR UPS >. nur ds â Ë «e)] pe?
qui est donc établie pour toutes les valeurs de x. De là, suivant Tchebycheff, on ure (!)
4 [vue]
V(m) =) 1004 " > nan) Vie 1) ie Met
où «a, b, c sont les nombres premiers impairs, et.
D'ailleurs
[ I [ 1 I I I ri <a : PR ERA LE TA PE DES AR nl Los y Lite donc V(m) 8 mi 0,7 el
COSTX = 1— > U(m)P(max).
C'est la série de Tchebycheff. La démonstration est naturellement insuffisante. Admettons-la provisoirement et considérons une fonc-
Tr?
(1) Si l’on remplace en effet dans cette formule É — # (me) | par sa valeur
tirée de l’égalité précédente, on a l'égalité
L(m COSUMT csrm=) Nm) SiENRe,
IN Led ui?
qui, si l’on admet la possibilité d’intervertir l’ordre des termes dans la série à double entrée du second membre, résulte immédiatement de la propriété caractéristique de d(m). (Note du rédacteur.)
tion arbitraire définie entre o et 2 par la série convergente
1e) SAo+ A1 COSTT + A2 COS2TX +...
En remplaçant les cosinus par leurs développements en séries de
TchebychefF, il vient
U Un = > A Au RICE m
sommation étendue à tous les diviseurs m de M, y compris nm —1.
I ie te f(x) — S A0 A1 + A5 —.. sn TD D(Mæ)Un, M
Je dis que (sous certaines conditions qui seront précisées) la série
s b(Mæ)Un est absolument convergente.
Écrivons Au = TE, où eby est limité.
Il vient
a S Un = > LM W(m)
et par suite Ü,, est en valeur absolue inférieur à
sr D, VC),
c constante indépendante de M. La convergence (absolue et uniforme) de la série considérée sera démontrée si l’on prouve la conver- . . as I LE , . JR [2 gence de la série numérique positive y 2? (m). M Or, soit M=atatiqu es ax J'ai PAUL GUN EE 29 I
oi DEN PAIE EC "LE RER SERRE LV QAR NT NP EURE M2 d'u ( ) (@i @. sc)? DNA EL at
Considérons, d’une part, la somme
RSR (aa3...4aç)?
(appliquée à tous les produits différents de nombres premiers impairs et distincts); cette somme a manifestement une valeur finie, car on peut l'écrire sous la forme du produit infini convergent :
cs É 2 2 It — (it — oc (ri — ec.
ai ds a
Considérons, d’autre part, la somme
S => 2À (a%i—1 Xs—1\2 A CERN )
appliquée aussi bien aux & qu'aux exposants Nate la MalGur de cette somme est évidemment celle de la série convergente
2] à a 1 2 4 p O— et | comme tout terme de la somme > TE 242(m) figure dans le pro
di, s, |, on a
dd p(m)< S1 Se;
quantité finie, et la convergence est démontrée (!). Cela posé, si f(x) est continue de o à 1 et qu’en outre sa dérivée soit finie, le développement est valable. On a, en elfet :
1 . 1 ; nr M Au f (6e) cosnre de = 2 | FOIRE | A rs Î f'(z)snnrzx dx. 0 0 0
nr nT
1 | C L'intégrale 4 f'(x)sinnræxdx est inférieure en valeur absolue à +; j ,
C constante indépendante de 7» (2); dans ces conditions À, reste infé-
7 À FUME (7) On peut remarquer que D d'(m) = 2 est inférieur, ou au plus égal, au nombre
ft r(M) des diviseurs de M; or, du résultat aujourd’hui classique d’après lequel la valeur moyenne de la fonction +(M)}) est asymptotique à log M, on déduit tout de suite que
le reste de la série Le est de l’ordre de nee, Le reste de la série EU’, D(Mz) C log M
loin ce résullat par une autre méthode. (Vote du rédacteur.)
(?) Halphen fait ici un raisonnement inexact que nous omettons. Le résultat n’est exact que si f'(æ) est à variation bornée entre o et 1; l'hypothèse d’une dérivée bornée entraîne seulement la convergence de la série £n°A%.
(Note du rédacteur ).
arrêlée au n°" terme est lui-même au plus égal à - Halphen obtient plus
, PAT: Ne :
rieur en valeur absolue à Fe À constante indépendante de n. Cela
étant, 1l en résulte que la suite - A4 + A,cosr2 +...+ A,cosnTx
ne diffère de f(x) que d'une quantité de l’ordre de au MOINS :
1 Tale DENCÉCOS ETS 7 Ë («| Dunes = f(x).
Nous avons
f(x) COST T Cos3Træ COST T 12 — de TL RS ON NOT Do RFA = Ri(æx),
(3x) COS3TT . COSR3TT F2 72) ENS FE ARS ve ES EE UE Er NES LORS PERTE Ï Gi tt
(Se 9” ni d SA) COS57ræ COS NET R;(5x) CTP TLC Ir LÉO UNION DETTES
5 ni Au DS NES 0 Aa RAR SE MP RES PROS KE OT RENE EUR RER ES ARR É AT) ECO nr R,CrT) ne A PO ua
Les entiers n3, ñn; ..., n}x sont définis par
APE ; I Rz pe Or R4 est inférieur en valeur absolue à ——; donc _. est infé- S ee LT
rieur à
I PART Re I ARE TE MO
3 0 PJ RAS ENS Rte)
32 5? Ja ni
et la somme
est au plus égale en valeur absolue à
et comme la quantité entre parenthèses a pour valeur asymptotique logn, le produit tend vers zéro De là résulte que la série
= SARA AE A m2
converge vers Cosræ, el comme cette série arrêtée au n“°"° terme
fournit un reste qui est au moins de l’ordre 0 j'ai donc
BUT
TC? DE Y(R)B(nux) | y.
COSUTE = I — —
4 ; n°? vite 2 ASE
(1) On peut vérifier ce résultat de la manière suivante. Posons
g(x) = TD (m0 impair),
le second membre est absolument et uniformément convergent puisque d(m) et D(mz)sont au plus égaux à r en valeur absolue, et l’erreur commise en s'arrêtant
au nitme terme est inférieure à -——. On a d’ailleurs
km git+2)=g(rx)=8(2—x).
Si l’on pose l’équivalence
g(z)r -b,+b, cosrx +...+ bkcoskK rx +...,
on à
1 1 ie f g(æ)coskrædæ=2 f COSAT ræ—Y HOT: fe ne) co tou 0 0
DE m° 4
nt
puisqu'il est permis d'intégrer terme à terme (après multiplication par coskræ) la série qui donne g (x).
L'intégrale É coskræ est évidemment nulle pour Æ>> 0. D'autre part l’expres-
où À4 reste inférieur à une quantité purement numérique; ce reste
x À À est donc compris entre PEUR DER NES nt M — æ
. J'aurai enfin
COSMRT = I— 7 P(mx) HA me |
Posons maintenant
HCr Ye 5 Ao+ Ai COST T H As COS2TT + :..,
ce que nous écrirons également
}( Lo 3 ‘ f(x) = = Ao+ db; COST T + —* COS2T D + En COST reetee 2 2 2
D’après nos hypothèses, 4, est limité supérieurement en valeur
sion Pl 2 — (mæ) cosk rx, oct
est le coefficient de cosk rx dans la série de Fourier de la fonction
TA 1 COSUMTX Ù :
NA Den) 5 = FRET (u impair), ue
Me : va: I PS LE c'est-à-dire zéro si À est pair ou non divisible par m, et — — = — 7 Si Æ est divitL Ç \
sible par m, ces deux nombres étant impairs. On a donc dans le premier cas : bg = 0, et dans le deuxième cas : ÿ
= mL: k?
In
A2 PERS Fi » v(m)
étendue aux diviseurs de #, ce qui fait encore zéro, sauf par Æ# = 1. On à donc b, = 71, et br = o pour F = 0.
On obtient ensuite
710) b=2—Y “Al is RO £a 1° IA IT en vertu de l'identité 8 FA V(m) RO el VU TTT
qui a été établie, Il reste donc et par suite
puisque g(æx) est continue. (Vote du rédacteur.)
absolue quand n croît indéfiniment. Posons
I el f(&) = = Ao+ db cosr + 7 cos2m7 +4. + "cos nTrY, 9, DES Mo il vient Fe) ele) Tr JAAI m où C est limité. Soit maintenant M — 77 I ALES Mo T2 D ee WT + ,...+ — D P(Mz)U J2( ) 2 0 Li 92 In? 4 ( ) M; M=1
fox) provient de f,(x) dans lequel on remplace les cosinus par leurs valeurs approchées, la différence sera
1 À «bo L far) — fie) = Et + ER
R+...+ = Re +k...+ \m .
A4 Le terme me Rx est compris en valeur absolue entre
y À et eo 4 Àk km k(m— k)
Il s'ensuit, comme tout à l'heure, que la différence f,(x) — f,(x) reste
2 À I I LEE , m 2 71]
où À est une quantité fixe.
moindre que
Par suite, /2(x) et f(x) ont une différence infiniment petite
l is : f avec —: Comme la différence entre f(x) et f,(x) est de l'ordre de —, nt mt
; ; ë à I ; \ SAR on voitque f(x) — f(x) tend vers zéro avec —; ce qui revient à dire
que f(x) est représentée par le développement dont 1l s’agit. La diffélog
rence f(x) — f:(x) est, en outre, de l’ordre de _ au moins.
Ainsi une fonction f(x) satisfaisant aux conditions énoncées est développable en une série convergente, linéaire en D(x)..., D (max) a s qu, arrêtée au mi°”e{erme, a pour reste une quantité
log m :
de l’ordre de — au Mons Ge
(1) Si l’on ne s'occupe pas de l’ordre de l’approximation, on arrive plus rapidement à ce résultat par la méthode indiquée en note pour le cas particulier de la fonction cosrx. Pour ce qui est du degré d’approximation, voir la note page 586.
( Vote du rédacteur.)
Pour f(x) = cosrx, ce reste est de l’ordre de au MOINS GE ul
a vtre 597 ae. dE long ee sise) ee als aYQRetel are sheet: M 20 élite 0 ee je verse, lo) ec) ete sep trene, eee Re
IV, — Une série 2Tho(mx) absolument convergente représente-t-elle une fonction continue de x?
Assurément, si l’on prend une suite limitée, on aura une fonction ayant généralement des discontinuités isolées. Ce même fait pourra -aussi se produire dans une série illimitée. Cependant, entre o et 1, la fonction 2x elle-même est représentée par
I 2 4 . on
C’est ce qu'il est aisé de vérifier en partant du principe de la numération binaire. Il suffit d'écrire
En
at DE RE D) DC
(Xe 0 OUL/pour t=1: à On ure de là
0, sie compris Entre Oeter).
2x = 2M+ar+ f, D CAEN Sd 0,10 0, p(2#T)=—1 TEL A SET ON AD DT) 0 POUR T0.
On a donc
I—o(2%x mn
d’où l’on tire aisément
PQ Rens De | 2 EG) ere es CSN x
(!) Halphen essaie d'obtenir ensuite par dérivation le développement d’une fonction arbitraire en série de o9(næx), rnais cette méthode ne le conduit pas au but. (Vote du réclacteur.)
En ajoutant à cette série quelques termes en nombre fini, on obtient une série illimitée ayant des discontinuités espacées. Mais si la série ZT,v(mæx) est absolument convergente, la fonction qu’elle représente est toujours continue pour x incommensurable.
déote pistes retenue sfr ie Lee ere es ts 226 0e » se ele joe. ee 66e e%lete ele) ve + eee 25e ate 6e ,)019
Un autre exemple intéressant à considérer est celui de la série ne nm A :
= > UE et (m impair) 4 m
qui, d'après ce qu’on a vu, représente sinrx, si elle converge (uniformément); mais cette convergence est douteuse (‘).
Admettons-la provisoirement. Nous allons en déduire le développement d’une fonction arbitraire :
T rt) ADsmare f(t) sin nt dt.
En remplaçant les sinus par leurs développements, 1l vient
fixæ)= LD 00e f{L) sint dt 2 0
mn,
3 D o(Mr)O,
W(m) 1: ere M CU > FAR cé M me) TU sin = é dt
où
pour les diviseurs »m de M.
Si donc je fais SÉCPRREE # (M, t), NT nt * jai T Qu= f SG) LM, #) dt;
(!) Halphen démontre toutefois que pour les valeurs commensurables de æ, cette série, si elle ne converge pas, a du moins des restes bornés.
(Vote du rédacteur.)
pa KO
ou encore Où = = f (rx) {(M,rx) dx.
Posons LOMTLR RE CME" Il vient
! M) :1M s(Mx)=Y 20 sin TX,
LCR ED ece) f f(rz)£g(M, x) dr.
On peut démontrer cette formule directement (1).
s.…she tele en air “= de .. + ee
V. — Sur le reste de la sérte
sin æ sin3T sin ir +- _
I D 3) Soit Sn 1 a somme des m ME termes. Nous donnons à x une
eue compr ise entre © et —:
On a :
T T Fsin2mx 2 sin2/NT 2 sin2/næv Sn — ——— dx — : dr jé D Sin æ sin æ + sin Z 0 x 1 2 sin2mxr Lt I I I sa = M ur. au Fa sin æ 3 a 7 DUT 4 | O(— 1) Qn (D, ADI) OUI Li
as
(:) Halphen fait cette démonstration que nous pouvons laisser de côté, car elle
est implicitement contenue dans ce qui précède (p. 581). Il s’agit de montrer que si "l’on part de la fonction (impaire)
î S T à T e | F(Rr)=E D Ty e(Mæ) = © 2 (M) f f(Ræ) gti) de, M }
où g(M,æ) a la signification indiquée, la série de Fourier de F(rx) n’est autre que Dore de f(rx). Cela revient à ce qui a déjà été démontré (p. 581).
(Note du rédacteur.)
CE
Le calcul est ramené à celui de l'intégrale
2sin2M y RNNRÉSR Re:
& “ sin y
omæ—= kr +E (ORNE AR
Soit
Le dénominateur sinx va toujours en croissant. Partageons l’intervalle d'intégration par les points de subdivision :
(Kk—+1)r (Ko )T nm T TOR AEE AT PDU SR") en .
Dans le premier intervalle sin2 nr a le signe de (—:1}#, dans Île P 8 | )
suivant le signe opposé, et ainsi de suite.
On a :
T (K+2)T 9 ie 2
2 sin 2/7 : ONE (or 1)en ns ne compris entre o et k SID y & T (K+H1) — (k +1) — 21H 271
L'intégrale étudiée est donc comprise entre
(A+HI)T (A HAT (A+2)T 2 nt 2 2 2/2 Ro an 2 x 2 x (A+HIIT 2m Or (FHA)T 2H sin2/n LL 00S2nT (Ni )E Tr —E jé Male" 7) 24 RE ( ) w = æ + 0’ ; Lu Sin y Sin 2m 2 CONTE TS (A +2) 2 y 2 (— 1) Tr —E rx :
ER Ne V1 = TH AE (DÉS ENRSE ge SIN &} 2m 2 m 2m (KA+I1)T 2 pt Donc 2 Sin2/n y ] (— 140” f ———" dy = ————— |cos2mx+(—1)"] + "ut CORPS) Le Sin y 2 SIN 6 ; mt sin t} Finalement ; T (—1)"0 J (— 1,0" D roia CR — ———— [(— 5) + cos2max] + CERN ° { 2IN +I 2 M SIN m Sin w
Six nest pas compris entre o et : il faut l’y ramener en le rempla-
Gant par Z — 207 ou (20 +1)r— +, suivant les cas.
NE T : k DL TO estiéntreno et £ n’est pas changé et les formules subsistent.
Si(20+H1)T
Gti est entre Oel OA ; D)
2ML1 = 2(26 +I)r—20mxr—=kr+E,
d'où 2MX = KT —EË avec TE W=(20+i)r—x+ 0 Fe | EE a sinw = sin (æ— 6! " : 2m ET AR EN A à Gi).
PT
TS — D P, — : EE b x — x 2i— I | ! die | D— — — = C— — ZT + TX DO 2 7: , 1 Pa 20 JA A) 3 vale 11e Cidlerais te DMC CE CENT Ko CCE TE CET OMC ROME OR NCRrO) OUEST AN TCE RCRECC EE & x 1 x D dx (0 A ET EE f dx F2 Er MEL 0 0 0 0 On a de la sorte dx? Eng
(1) Cette recherche avait évidemment pour but de démontrer la convergence des développements en séries Z£ F,o(næ); après quelques essais infructueux, Halphen semble y avoir renoncé. (Note du rédacteur.)
596 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN., , dæP, dnr-1Pp, Pourr 4 PS Pa .. sont nuls. Donc PA De P TRE MENT Tan. sont
nuls. En outre, tous ces polynômes sont impairs. Par suite, a2n-—1 :
P,= + Ans +... DS UD ES AL) | d2nr—2 1
dax?n—2 Re
Ce sont ces polynômes que je développerai.
JAI s I I Pa siNnUr? PAU TE a COSUTT + DU cosuræ dx, UT:
[Ps COSUr DATE Le P', sinprx — ne fPi sINnur Tax.
Prenons pour limites d'intégration o et 1. Îl vient, en remarquant que Prestmul pour #0
AUS IÉ P;, sinuræ dx =
n SiInuUræ dx,
g'iorer e'eo) ele eee érelete. rh: e ee} ee ete, 2e» Telp ot CRONCROMLR)
[ ; cf PHP sinure dr = —— mp PR"? sinpræ dx ù Herr 14 LA (— 1) 7 = — —— ZX SINUTT AT =— — —, HARAS \ ; HART
d’où :
: _ pju+n f Psinpre dr UE, (HT)
SU EE(T)E= /(n2)J'aus S 33
me Le PEN É
f f(rx)g(M,x).dx ->£ DU ee ’ nn = Ana esp in) TA : ( pe nm | | ;
d'où, pour M — 2; : | (am) RTE “es :
je f(ræ)g(2}, x) — (Mr)ri à
SUR UN MODE DE REPRÉSENTATION DES FONCTIONS D’ os VARIABLE RÉELLE. 597
DE
L (— 1)2+1 à | Ve ftre)eQ, r) de = SU. | “0 D Va: # Pour M = a bBcY...
(— 1)M+n NES El J(rz)g(M, gi dx — Manet) Ge A D | 1 | { TR Donc enfin x Fi Ses (if ox) g(x) 3 g(mæ) na 4 PÉRN Ana LATEST, Rep ni ire NAS ane rer mL ME à , À k où | ; “HE Ur I si IR 2h, ci Un=(—1)#(1—an2)(1— bn?) pour m=92%at%b8...
Pour développer les puissances paires considérons les polyÿnômes Q: =. FE; He | D2— x : CE Q2= SAUT Pere ; | * A Di— D. 1 23—x 1 "0 SE ne ee ET ne de den CU | _et généralement TL de 1 | Î @= f. az f Qu de | dr Ordre 0 0 $ 0 0 Et Le polynôme ©, est du degré 2(n7—1);ona | d2lut—1) AD M ee CU Eee tre °° 2n—3, à AREA Q RE NEA 4 “4 d? oo / ‘ dre Qz-1, é Par des calculs analogues à ceux de tout à l’heure on obtient : HU M \ > OR TS (— 1)2-1 o(x) DIN DA à Qu(x) En r?n- 2 122-1 321 p(3æ) — èn—1 p(5x) ue U (— 1}2-1 (mx) À Qr(#)= Dre. mèn-1 7? j fe Un=(i— a?tr2)(r— b2r-2).,., pPouremn — ax bBcY..., / F ST \ w Va! jt
LR
où a, b,c,... sont des nombres premiers impairs distincts (1).
(*) Ces développements n’ont pas grande valeur tant qu’on ne saura pas démontrer leur convergence. Or il est certain que pour # <2 les séries qui donnent P, et O, ne peuvent être absolument convergentes. Considérons en effet le coefficient dev(mæx) :
à un facteur constant près. Si nm — a, nombre premier impair, ce coefficient est en valeur absolue
Or l’on sait que la série ] — étendue aux nombres premiers est divergente; il en a
ï TON 4 :
— — —— )- Les séries données par Halphen a oi:
sont donc tout au plus semi-convergentes, ce qui rend leur étude difficile. Nous savons seulement que si elles convergent, elles représentent effectivement les poly-
nômes P, et Q,. (Note du rédacteur.)
: LAN @ est de même pour » 1 de la série Ÿ ( éd
LINÉAIRES INTÉGRABLES (!)
Je me propose de faire connaître les caractères distinctfs des équations linéaires, sans second membre (à inconnue y et à variable x), dont la solution générale a la forme.
J =emrf(x)+etrtoir)+ert(x)+...,
les symboles f, ©, %, … désignant des fonctions rationnelles.
Dans une communication, faite récemment à l’Académie des Sciences (?), j'ai publié déjà le théorème extrêmement simple, qui concerne ce sujet; J'ai indiqué, en même temps, une démonstration fondée sur l’emploi des fonctions elliptiques. Mais, comme ce théorème est de nature à être introduit dans les cours élémentaires de caleul intégral, où 1l constituera un notable progrès, je désire en donner ici une autre démonstration. Elle suppose connue la théorie des points singuliers réguliers, qui doit être aussi envisagée comme classique.
Pour parvenir à la démonstration qu’on trouvera plus loin, je con-
(!) Cette étude élémentaire de la nouvelle classe d'équations différentielles linéaires intégrables, découverte par Halphen, était destinée au Journal de Mathematiques. La publication en fut abandonnée, à la suite d’une objection faite par Camille Jordan à un point de la démonstration [voir ci-après, p. 6135, note (!)]. L'analyse d’Halphen n’en est pas moins intéressante; et il nous a paru qu'elle devait figurer dans une édition complète de ses œuvres. D’après le préambule, on doit penser que le manuscrit (n° 1 du rapport de Poincaré) a été écrit en 1885 ou 1886.
(Note des éditeurs.)
(?) Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 101, p. 1238 [ Œuvres d'Hal-
phen; 4 1V,p;:2%3"|
sidère d’abord une autre classe d'équations linéaires intégrables. C’est encore, pour les éléments, une acquisition nouvelle, mais bien
facile (*).
Taéorkme 1. — Soit une équation linéaire d'ordre n
dry ET A A REE N Gras +,,.+Pry=0,
ayant pour coefficients des polynomes entiers, P, du degré m2Zn, P,, P:, ..., P, de degrés respectivement égaux, au plus, à m—1, M—92,...,; Mm—N.
Si l'intégrale générale de cette équation est uniforme dans tout le plan, sauf en un seul point singulier régulier x = a, cette intégrale se compose d'une somme de termes tels que
Fra} logP ra) TEL A) lose) CL) ARE
Les exposants 1, v, .… sont quelconques; les exposants p, q,
entiers et positifs ou nuls, et f, ©, .… sont des fonctions rationnelles.
En disant, dans cet énoncé, que l'intégrale générale est uniforme dans tout le plan, sauf au point x — a, on entend que les autres points racines de P, sont seulement à apparence singulière.
La loi, assignée aux degrés des polynomes P, constitue l'infini à l’état de point singulier régulier. |
Voici la démonstration du théorème.
Soit &æ — b une racine de P,. D’après l'hypothèse, l'équation déterminante, qui correspond au point x — b, n’a que des racines entières.
S'il en est de négatives, soit — 3 la plus petite d’entre elles. Soient de même
de P,.
Soit aussi uw une racine de l'équation déterminante pour x — a,
y; — 9, les analogues pour les autres racines c, d, …
choisie de telle sorte qu'il n’y en ait aucune autre égale à 1, augmenté d’un entier égal ou supérieur à l’unité. Prenons, pour nouvelle
(!) M. Fabry, dans son excellente thèse, récemment publiée, Sur les intégrales des équations différentielles linéaires à coefficients rationnels (Gauthier-Villars, 1885), a été bien près de signaler cette classe d’équations intégrables (p. 60).
y =(x—a) f(x) fie am fitedx [ (2 — at fi(e) da nr
SUR UNE NOUVELLE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. Got è inconnue, Ÿ,en posant
# Y(æ— a} Aie (æ — b)B(x— c\Y(x — dd)...
Dans tout le plan, sauf au point + — &, la nouvelle fonction YŸ est uniforme, comme la première y, mais, de plus, elle est finie. D'après les hypothèses, une solution particulière Y est développable autour du point x — a sous la forme
PVR ER Cr AR Rom da
Mais, Ÿ étant finie et uniforme dans tout le plan, sauf au point x — a, ce développement est convergent quel que soit x. Donc Ÿ se reproduit inaltéré quand la variable x décrit un contour fermé, aussi grand que l’on voudra. Comme l'infini est point singulier régulier, pour Y aussi bien que pour y, Ÿ est développable suivant les puissances descendantes de x. Donc Ÿ est un polynome entier. Revenant maintenant à y, nous voyons que l'équation proposée (1) admet une solution de la forme
où f(x) est une fonction rationnelle.
1 l'équation déterminante, relative à æ — «à, n’a ni racines mul- Si l’équation dét te, relat 1 acines mul uples, ni couples de racines à différences entières, on aura » solutions
particulières de Ia même forme (2) avec des exposants ue différents
entre eux. Mais, dans le cas le plus général, après avoir abaissé l’ordre de l’équation (1) par le moyen de la solution (2), on retrouve une transformée d’ordre moindre, qui satisfait encore aux conditions énoncées dans le théorème [. Appliquant à cette dernière la même analyse, et ainsi de suite, on voit que la solution générale de l’équa-
tion (1) revêt la forme
Où f, is +, fn_1 Sont des fonctions rauonnelles. D'ailleurs les quadratures successives ne peuvent introduire d’autres logarithmes que log(æ— a) sans quoi l’équation (1) aurait d’autres points singuliers effectifs que x — a. Donc la forme générale de y est bien celle qu’indique le théorème 1.
le — ani fn1 (x) dx,
La solution (2) correspond à une racine » de l’équation déterminante, relative à l’infini : la différence (v — u) marque la différence entre les degrés du numérateur et du dénominateur de f(x). Comme le dénominateur de f(x) est connu, on a immédiatement le degré du numérateur.
On a un exemple du théorème [ par l’équation
où
4 et { étant des constantes arbitraires, ainsi que À,, À, .…., Ar et A5, À, ayant les valeurs Aç—:1, À, —0o. On observera que les deux équations déterminantes, relatives à x ——t, et à x —=—, coïncident entre elles, sauf un facteur du premier degré. À ce facteur répondent, dans l’une et l’autre, des racines dont la différence est
l’unité.
Comme corollaire du théorème [, on peut énoncer que, st l’intégrale générale d'une équation linéaire, ayant pour coefficients des polynomes entiers, est uniforme dans tout le plan, sauf en deux points singuliers réguliers x — a et x = b, et st l'infint est à apparence singulière, l'intégrale se compose d’une somme de termes tels que
æ Cid
æ—a\t e. (or 28 HO
Les lettres u, y, p, q, f, 2, .. ont 1c1 les mêmes significations que dans l’énoncé du théorème Î.
) LR 3 È ; En effet, si l’on prend CR IPOUT nouvelle variable, l'équation
transformée se trouve dans le cas supposé au théorème H.
Soit, pour premier exemple, l'équation
2 ; (4) ar EL ae (ar 0 = a+ PO | re 0
qui a les points singuliers réguliers 3 = 1, æ=—1,x—o. L'infini
SUR UNE NOUVELLE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 603 n’est pas point singulier: car. si l’on prend = —Ë pour variable, on st pas p singuliér; Car, si l'on pre M € ;
obtient la transformée
(E2— 1}? se + Y [a+ m(m+trE]y=o, qui n’est pas singulière pour £— 0.
Revenons à la proposée (4) : Les racines de l'équation déterminante, pour æ—0, sont — /»7 et m +1, dont la différence 2 m +1 est impaire, si m est entier.
L'équation reste inaltérée par le changement de x en — x; donc, si m est un nombre entier, le point x = 0 est à apparence singulière, et l'intégrale générale a la forme (3), avec a —1, b— —1.
Pour les deux points x — +1, l’équation déterminante est
Au(u—i)+qu—a—m(m+i)=o, dont les racines sont à — + ÿ, avec 1) L \ So Va + nm(m+Ii).
Voici donc, avec deux constantes arbitraires, A, B, la forme de l'intégrale générale
(5) CR 28 CNE,
NUS AS | PAUL GET UE
f(x) désignant un polynome entier, du degré mr. On suppose ici m posiuf, ce qui ne restreint pas la généralité, l'équation (4) ne changeant pas par le changement de m» en — (mn +1). Le degré de f(x) est fixé, comme on vient de le dire, par cette considération que l’infini est un point ordinaire.
Si l’on prend pour nouvelles variables X et Y, en posant
PROESE LI ù CAN V — Y, Xi , Ÿ L + I à) TC
la transformée a les points singuliers réguliers suivants, avec les
racines ci-après pour les équations déterminantes :
racines O0, —"%5$,
SC POP PEL EEE Re LR
D PE PRE PRO RU SO PE GE Re PUS CO IT LE SO D URSS PORT ES *
Cette transformée est donc l'équation hypergéométrique
d?Y CEE m(m +1) Vi
ax? X OR RTE QU UE CT Suivant l'algorithme des séries hypergéométriques D -1)b(b 2 F(a«, b cs Re le que user NE " $ [.C 1.2-C(C+ 1)
l'équation (4) admet la solution Y=F(m+i,— m,1+26,X);
qui se réduit à un polynome entier du degré m, à cause de la forme du second argument. Nous avons donc
ænt
=F(mæ+t, m1 of, )
_ TG es 12e ep) of)
M(M+HI) 1— x (m—i)m(m+1)(m+o) (- =)
l'est à remarquer que, d’après la forme de la solution (5), le changement de:3 en — $ doit équivaloir à celui de x en — x. De là résulte l'identité
2% ) (285 Dm Eure a 2) RENE a) er en):
F(mæ+, —m 1+2h,
Flm+i, — m, 1-28 2%
obtenue par comparaison des termes en +7”? dans les deux polynomes. Cette identité, bien connue dans la théorie de Gauss, fournit facilement la forme modifiée des solutions pour les cas où 26 est un nombre entier; c’est dans ces cas qu'une solution contiendra un logarithme, puisque 2$ est la différence des racines dans l'équation déterminante relative à x — +1. Rappelons brièvement ces faits. En posant
PS) (Fr (mime, 128, 2),
TXT +I DA nous avons les deux solutions Vo = P(B), Yi=P(—B).
S1 donc $ devient nul, nous aurons à prendre, au lieu de y,, cette
D JE. EE dd ot 5 CC ET CHE Me LR RE A ET € San cf 25e te A Res és Et DRE A FO OR COR 6 1 QUES ES SN ts D EC ES EI ES RU RUE AN TP QU D RAR EN LEP © Pue PEC Rd ee AT 4 ES PT SD * \ ve L à ; - * n Yen L 5 ] t Î : ‘ Fe
SUR UNE NOUVELLE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 605 autre :
PPS pee) 2 6
r/ g T1 oF pr (eo) (oi P{o)log EP ()
Ve dir
Telle est la solution y2, qu'il faut joindre à y, = ®(0), au cas B—0.
Soit, en second lieu, 28 — kX, supposé un nombre entier posiuf. Considérons le polynome hypergéométrique suivant :
(m+ k+1) m— A) 1.(£ +1) (m+k+riim+k+o)(m—k)(m—k—1) DCHRRESENT 1.2(4+1)(£ +2)
Par l'identité (6) on voit que P(6) se réduit ainsi : ; HAE SAN (en) c]J=(—i1 UC aa Var (es Fur nue 2 Æ 2 En écrivant o($, x) au lieu de D($5), on voit par là que, pour
26—k, o($B, x) et ©(6, —x) diffèrent seulement par un facteur
constant qui est (— 1}.
Par conséquent, pour 28 = , nombre entier positif, la solution
qu'il faut adjoindre à y, est la suivante :
(1 pa= | 1 le e)+(omtie(h—e)] |
et cette fonction a pour partie logarithmique
TI Pacrorl
vo log
Pour second exemple. nous citerons l’équation suivante, où, comme Pie; , OÙ, on va le voir, la complication n'exclut pas l'intérêt :
(DARAO NE FT +ue(s PTE + 4(æ?— 1) rGe HeiCe | .
+ 4 OO 4er | y =.
606 OEUVRES DE G.-H. HALPIHEN.
Dans cette équation, comme dans la précédente, on reconnait que l'infini n’est pas point singulier, en sorte qu'il y a, en tout, trois points singuliers réguliers, x —æ+1 et x —o. Pour ce dernier, l'équation déterminante est E
mou —i1)(u—2)(u—3)— #{m(m+i)n(n—1)+i2m(m+i)t Jos 12M{M +1) = 10,
dont les racines sont 1, 3, — 2m, 2m +92. À l'égard des deux premières, il est visible qu’il leur correspond des solutions g, uniformes autour du point æ —0, si, du moins, »m est supposé entier, comme nous voulons le faire : effectivement, les différences des racines 1 et 3 avec 2m +2 (ou avec — 2m, si m est négatif) sont impaires, et la nature de Péquation dispense de toute recherche à ce sujet. Quant à la différence paire entre 1 et 3, la vérification directe est facile. Mais, à l'égard des deux racines paires — 2met2m+>, il ne paraît pas possible, tant que #7 reste indéterminé, de vérifier la condition sous laquelle l'intégrale est uniforme. Et cependant, le point æ — o est bien à apparence singulière; voiei la raison indirecte pour laquelle on peut affirmer : considérons les deux équations
à ! as (x? re PP + a) £ X?— 1 2L(LI—1)—— — | —— 3 — 0, \ ) dx? it dx x?
(8) (rien PE A Dre m(m+i) Lodb er.
dx? Ÿ dx x? k
qui différent entre elles seulement par le signe de la constante «, el posons Hhesi a Un
l'inconnue y satisfait à l'équation proposée (7). Pour s’en assurer, on n’a qu’à faire le calcul suivant. Soient
Az"+ -A'z +(B—x)z = 0,
1 , Au"+ - A'u+(B+a)u = 0,
DRRTES
et cherchons l'équation linéaire, du quatrième ordre, à laquelle satis-
fait y. On aura successivement
Vus Hu",
Ay'=oAu'z —u |: A'z" + (B — «| — 3 É A'u'+(B +a)u|,
" I ! ! > Her f=Ay +sA'y+2By=2Auz, f'+2By=oa(zu— us"), NIUE AS + 2ABy'+ (2AB +BA)y + 4e y =0;
La] \
(10) A27av4+ 3AA' y" (2 AA" nr iAB) y"
= É AA = A'AMPGAB'+2BA')y + (2AB'"E AB +{a)y —0. 49 4
Pelle est lPéquation, remarquable par sa simplicité relative, à laquelle conduit le problème proposé.
Si l’on suppose que les équations (8) et coïncident, alors cette P | | \ dernière (10) devient l’équation (=). Mais les équations (8) con- Î 7 q cordent Justement avec l'exemple que nous venons de traiter précédemment:; aussi n’avons-nous plus qu’à écrire. sans calcul. sa solution ) P q ) complète. Soient
Ÿ DEAN TE ET
ND
VER + bp:
ND |
nous aurons, suivant la notation admise précédemment, les solutions suivantes de l’équation (5) :
PAPETERIE PPS D EMRARCPU SRE BEN TE BYE):
A peine est-1l besoin d’ajouter que, si l’un des nombres 25 ou 28, est entier, deux des solutions contiennent un logarithme. Mais on doit remarquer qu'il en est de même aussi, quoique sous une forme un peu différente, quand 25 et 2$, sont, tous deux, entiers : on a
alors, pour w et 3, les formes
| T Lo Up 102 ? RP NT
, 047 2 AR “0 ti DE 1, TT MR NS NE) EP PRE UE n RE > Lrx RS un a HSE d'en SES + En 0 F0)
F ne
Où Uo 30 ©, € sont algébriques. Il en résulte, pour y, les formes
æ—I UoZo, UoZo log — + Uot, Uot — Z0,
Up 20 108? = + (uot + 23 b) log + pé DAS ï 0 0 ri 5
Ce cas se présente quand 2m(m +1) est la somme de deux carrés entiers 2m(m+i)=/2+ Ak?,
et que l’on prend & = m(m +1) — #k; par exemple, pour
MU
J'arrive maintenant aux nouvelles équations que ja annoncées au début de cette note. Pour faire mieux comprendre l’origine que je
. : Nrige 4 . T leur assigne ici, je reprends léquation (4), y changeant x en =
et x en a2?o. C’est donc (après avoir divisé par a?)
æ?\?2 dy 2 dy TET Ar 1) x (11) (1-2) ni LE 2 + | 7 = 0:
Supposons maintenant &@ infini : l'équation se réduit à
d y | mm + 2
(AR dx? x? FA Cette dernière présente, pour æ —0, les mêmes caractères que la précédente; mais 1l n’en est plus rien pour Pinfini, qui est un point singulier irrégulier. Ce nouveau point singulier est 1e1 la réunion des deux points singuliers réguliers, x — a et x —— a, que présentait l'équation primitive. | L'intégration de l’équation (12) est dès lors immédiate : 1l suffit, dans l'intégrale de la précédente, de faire les mêmes changements et les mêmes suppositions que dans l’équation.
Nous avons changé x en &?4; donc $ devient infimi et sa partie
ALT I her P L— 7 dec T F principale est - a a. De même, se change en et sa partie
ë , « principale est — : On a donc DD
(13) 1) , m(Mm Hi) I ne Re sn &
x! I NE 122 \2
SUR UNE NOUVELLE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 609 D'autre part | ?
z\ À Ra lim — ex va, 1 + —
La solution complète de l'équation (12) est donc
y = À eva ft) PNDe TE J{— x)
T nt x!!! ?
f(x) ayant la signification marquée par l'égalité (13). Cette équation (12), au surplus, est depuis longtemps connue avec sa solution, déduite de divers artifices qui l’ont, jusqu’à présent, laissée isolée.
Par les mêmes changements, l'équation (5) devient
d'y 4m(m+1) dy 12m(m+1) dy Mr ANURER +) Me Lie PR ce LEE
Cette dernière donne lieu aux mêmes observations; d’ailleurs, on
obtient quatre solutions y en prenant les produits des solutions « et des solutions z pour les deux équations
Bz je +a] AOL
dx? x? Î du m(m+i)
D dx? æ?
La seule remarque qu'il convienne d’ajouter ici, c’est que, pour l'équation (14), on voit directement la nature du point æ — 0, tandis qu’elle échappait pour l’équation primitive (7). |
Effectivement, l'équation reste inaltérée par le changement de x en + x et +ix, et il n’y a pas de condition subsidiare pour les racines de l'équation déterminante dont les différences ne sont pas
multiples de 4.
Considérons encore l’équation
dnr-1 y
dns
dr F(N)= Te + Q ++ Quy=o,
où l’on suppose
1 I nt Qu= RS [An — À: (= ra PRÉ a.) ?
les constantes extrêmes étant A,— 1 et À,— 0. Ses solutions sont :
To
(15) ÿY = (1+5) ) où y est racine de l'équation
FD) =o= (pr)... (pr +2) NT +Aip(u—i).. (un +3) + An + Ans; et 2° | :
D Ka U+1 (16) Y = (+ £) ta nr CE (+ z) 4 F(p +1) ;
Le n—1+at).
En supposant £ infini, on a
/ — (2 + À ;a — à) y, FR FE
+ Ana) se
ZT
et, pour cette équation, l’infini est un point singulier irrégulier. Les racines y ont pour parties principales $#, si $ est racine de l’équa- Uon
o(b) = O — Gr—1 + À; RES PE SE A no B + À 1 ,
et l’on a, au lieu de (15), les solutions eP*, Quant à la solution (16), elle tend vers zéro. On peut aisément trouver sa partie principale.
Mais, à cause des cas particuliers, il est plus expéditif de procéder ainsi. On a généralement (17)
" \ «8 RC) = (12 hote
En supposant d’abord que 8 soit une racine multiple, d'ordre m, de »,
on en déduit F(xk ex) —0o (K£m—1)
et l’on a les solutions ebx, æœelz, ..., æm-lefx,
Supposons que & soit aussi racine de ©, multiple d'ordre p (p pouvant être égal à zéro). On aura, en prenant les dérivées p% et (p+r)imes,
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dans (18), par rapport à y, et faisant ensuite y — 2, F(xP PA) — — op) (æ) exx, F(ær+1 eXx ) __—— = p(P+1) (a) eEXL, d’où résulte la solution — eXx oiP+1)(4) xP — p(Pl{@œ)xP+1].
4 Le ? )
Après ces exemples, on comprendra aisément la démonstration du théorème général suivant :
Taéoreue 11. — Pour qu'une équation linéaire d' d'i—1 (19) Po Pi ___— Ya Pons + Pay =0
s'intègre sous la forme y = x f(x) + dro(x) +...
Où f,®,... sont des fonctions rationnelles, il faut et il suffit : 1° que ses coefficients soient des polynomes entiers, dont le degré ne surpasse pas le degré du premier d’entre eux, P,; 2° que son intégrale générale soit uniforme (c’est-à-dire que tous les points singuliers, sauf l'infini, soient seulement à apparence singulière).
La nécessité des deux conditions est évidente quant à la seconde, très facile à prouver quant à la première, et nous y reviendrons plus loin. Démontrons d’abord que ces conditions sont suffisantes.
Nous supposons que les deux conditions sont effectivement vérifiées. Divisons le premier membre (19) par P,, et décomposons chaque coefficient en fractions simples. On aura ainsi
a es 2 R LES a! 4 a! œt772—1) (20) P, DD in ee Er nm Pare nt e
aan (æ—a)"—1 (x—a)"n-1 Là
Il se trouve, sous le signe de sommation, autant de pareils groupes que P, a de racines a. La partie entière se réduit à la constante B,,, en vertu de la première condition; Ja partie fractionnaire est au plus
Gr2 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN.
du degré m, en vertu de la seconde condition, suivant laquelle x = & est un point singulier régulier.
Soit maintenant £ une quantité arbitraire, que nous supposerons tout à l'heure infinie. Considérons, au lieu de Q,,, une fraction analogue X,,, mais avec d’autres coefficients, sauf la partie entière B,,, quin'est pas changée :
{ a\?2 Xl 1+ £) \ LA
ae a ent À (21) Xn=Bn+d —— le S .
re D a)" (æ—a)"—i (æ—a)"—? GREY; à « Les nouveaux coefficients a!,,..., a" sont, pour le moment,
indéterminés, dépendant de { d’une manière quelconque. Avec ces fractions X,, X2,..., X, composons l'équation différentielle
dry X:; dn-1y
1+ — A ï X» dan? y Xn-1 dy Xn 0.
T 2 dx'—2 TNT TL n—1 dx sr T rs Fe (+ ) (+ =)
Cette dernière a les mêmes points singuliers réguliers a que la proposée (19), et, en outre, le point singulier régulier x =—1t; de plus, l'infini est, pour cette dernière, un point singulier régulier, tandis qu'il ne l'était pas pour la précédente. Pour l’une et l’autre, l'équation déterminante est : même à chaque point singulier régulier a; car la (x— a)"
ee
(: Ha
D’après la seconde condition. cette équation déterminante a toutes
Himite de est 4», pour æ—a, comme celle de(x—a)"Q,.
ses racines entières. Cherchons à déterminer les coefficients arbitraires de X,, X:,..., Xn, de telle sorte que x = a soit, dans l’équation (22), un point à apparence singulière. D’après la théorie géné-
rale, nous aurons par là équations entre ces arbitraires. Fai-
sons de même pour chacun des autres points analogues; soit Æ le nombre des racines distinctes telles que a; nous aurons, de la sorte,
me
des équations en nombre D'autre part, X» content
(m—1) coefficients arbitraires ee les fractions à dénominateurs (æ—a),(x—a),...; X, contient donc, en tout, Æ(m—1) coef-
ee 0. WAT nf | SE Dért OT 2 2." es CAF re *, AN LÉ Li + : à dE d ; PEL Tps p: o PRE Ne NES $ SUR UNE NOUVELLE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 613
ficients arbitraires; et l’ensemble X:, X3, ..., X, en contient
HR
[ y a, comme on voit, juste autant d’inconnues que d'équations. Ce ne serait pas une raison suffisante pour admettre, sans discussion plus approfondie, que le problème peut être résolu; mais il faut ici
faire l’observation suivante : suivant l'hypothèse, la seconde condition
est vérifiée pour l'équation (20); or, en supposant que a,,, .…, a?
et les analogues varient avec + et deviennent, pour € infini, / + dz 2 . : =: 3 » . . Ce M) L,..., an 1, l'équation (22) dégénère en l'équation primitive.
JOSÉ
Donc (!) les valeurs limites des inconnues satisfont au système d'équations dont il s’agit; il y a donc effectivement, pour ce système
(1) C'est ici le point délicat de la démonstration. Voici ce que GC. Jordan écrivait, à ce sujet, à Halphen, dans la lettre suivante qui se trouve annexée au manuscrit du mémoire : « Mon cher ami, en voulant résumer votre mémoire sur les équations qui ont pour intégrale
Ece“f\(x),
Je me suis heurté à une difficulté que je crois réelle. « Votre équation auxiliaire
dy” x ay!
Dé 3 1 A
dæv 5 1<+ ” dx?”
contient autant d’indétérminées « qu’il y a de conditions pour que l'intégrale soit monodrome, sauf pour æ = — 4. Pour établir sans une discussion plus approfondie que cela suffit, vous dites que pour £ — > les équations de condition sont compatibles (par hypothèse). Donc, pour £ quelconque, elles admettent une solation qui a pour limite, pour £ = +, la solution supposée connue.
« Permettez-moi de vous arrêter là. Les équations pourraient parfaitement être contradictoires pour £ quelconque et indéterminées pour £ = &. Ainsi, pour le système d'équations Az + By = C,
Ax+By=C+;.
Il me semble donc que, pour compléter votre démonstration, 1l serait nécessaire de discuter les équations de condition, ee qui à première vue semble assez compliqué.
« Je suis accablé d'ouvrage en ce moment et n’ai pas le loisir de creuser cela. Je me borne done à vous soumettre la question. Pourriez-vous m'en donner la solution, ou me communiquer l’autre démonstration dont vous m'avez parlé, car cela retarde l'impression de mon livre et je ne voudrais pas impatienter Gauthier-
Villars. » [ Cf. plus loin, p. 620, note (!).] | ( Vote des éditeurs.)
APN æ RAT DC OL EPA SET TRE EL EE SR *e PF. PEN Ver NE an, © TON Etre MERS rue Po Te usr st "4 . LE € ‘ ; x
d'équations, SENTE t est quelconque, un système de solutions qui
at), ... quand t devient infini.
devient le système a’ Fe
TA RES
Les coefficients de X,, X:,..., X, étant ainsi déterminés, l’équauon (22) tombe dans le cas du théorème I, et l’on peut obtenir sa solution complète sous la forme
b. 4 LT PA) (1+2) log” (it À) fe) + (1+ 2) log4 (+5) DE) +.
Il reste à examiner la limite de cette intégrale, pour { = «. L’équation déterminante, pour l'infini, est la suivante :
(24) Me Co ANNE En DCR AE Tr) pe nr 0) +Æ2B20(p—1)...(o—n+3)+...+4-1B;, 10 + 4B; = 0.
Cette équation peut admettre des racines indépendantes de {; mais une telle racine doit rendre nul chacun des termes du polynome. On a donc de telles racines dans le cas unique où quelques-uns des dermers coefficients B,, B,_,, ... sont nuls, et ces racines sont 6, 1, ..… Supposons donc que, parmi B,, B,_,, ..., le premier coefficient différent de zéro soit B,_», on aura : 1° les racines 0, 1, 2, ..., m—1; 29° (n— m) racines, toutes variables avec £. Si, pour une de ces dernières, On pose p — wé, on voit que w converge vers une racine ÿ de l'équation
(25) On=m B,0n-m-1 B,fr-m-1, CB, y» —=0*
w est développable suivant les puissances descendantes de #, et le premier terme de ce développement est 4. On a donc
p1 étant infiniment petit par rapport à 4; 0, a une limite finie quand Ü est racine simple de (25); au contraire, le développement de p, com- 1 1
mence, en général, par un terme en F ou F5 AE quand Ü est racine double ou triple, etc. |
Soit, d'autre part, désignée par C», la valeur de la différence Am— By pour æ ——1. L'équation déterminante, relative au point L'MSNeSt
G(s—1)...(o—n+1) +é (Bi+ G)o(s—1)...(o—n+o) + L(B2+ C2)o(s —1)...(o—n +3) +.
+ AB + C1) os + ér(B,+ Ch) = 0.
2 1°. Lez. A CP SPORE MN PINT à \ "ce, x :
Les coefficients a,,, a, ... de X», déterminés par des équations algébriques, sont développables suivant les puissances descendantes de t; les racines & sont aussi développables suivant les puissances descendantes de £. Mais, d’après le théorème [, à chaque racine o correspond une racine 5, de telle sorte que o — & soit un nombre entier. Donc nécessairement il y à : 1° m racines constantes et entières 5, correspondant aux racines 6 — 0, 1,..., (m—1); 2° (2 —m) racines S—Û6{+50,, où 6, est infiniment peut par rapport à {, et, de plus, chaque différence 6, — 5, est un nombre entier; cette différence est donc constante.
Les racines entières &, qui composent le premier groupe, fournissent à l'expression (23) de y des termes
Es 2) log (+ =) 1(æ);
où-pestun des nombres 0, 1,2, ...,(m —1);.où 2° le degré du numérateur, dans f(x), surpasse celui du dénominateur, au plus de (m—1—5) unités. Mais le dénominateur est indépendant de {; il se compose des facteurs tels que (x — a)*, correspondant aux points à apparence singulière, avec des exposants 4 respectivement égaux, pour chacun, à la plus petite racine (négatuve) de l’équauion déterminante, changée de signe. Les termes dont il s’agit ont pour limites, quand £ est infini, les limites des fractions rationnelles f(x) limites qui sont elles-mêmes des fractions rationnelles.
Les autres racines 3—46/+5, ont entre elles des différences variables avec {, en général. Les différences peuvent cependant être entières quand plusieurs racines 8 sont égales entre elles. L’exposant p du logarithme, en tout cas, est fixe, inférieur à (n — m), en sorte que le facteur logarithmique a toujours l'unité pour limite. Le degré du numéraleur de f(x) surpasse celui du dénominateur de (5 —e)
à M . : TINO: . . 0x unités, qui est un entier fixe; enfin | 1 + —) a pour limite e°*, Donc
les termes actuels ont pour limites des termes tels que CÉRAT AE
Observons d’ailleurs que les termes rationnels sont compris eux-mêmes dans cette dernière forme, si l’on y suppose Û —o, et qu’en outre ils sont en nombre m, pour conclure qu’en effet, comme on l’a annoncé; si les deux conditions énoncées au théorème IT sont
vérifiées, l'équation différentielle s'intègre sous la forme (26) Ho Dee) et que les coefficients 8 sont les racines de l'équation
On B,01-14+ B,02—2+,,,4+B,; 10 + B,=o.
Effectivement, si le groupe de racines entières os existe, cette dernière équation a m racines nulles. |
Pour revenirà la forme primitive de l’équation différentielle, disons que, le degré, de P, étant p, et À, À,,..., À, étant les coefficients de +? dans P,, P,, ..., P,, l'équation fournissant les constantes 4 est la suivante :
AGO A OR IS AS GP EC A SRE A
En étudiant avec quelque attention les quantités C», on pourrait trouver les expressions des différences (5 — 0) par l'analyse qui précède. Mais il est plus simple de les déterminer directement, comme il suit.
À l'égard de la racine 0 — 0, si elle existe, et en supposant, comme précédemment,
“ An en 0e À nm 2 0,
nous connaissons l'existence de mn solutions y, qui doivent être rationnelles, développables, par conséquent, suivant les puissances descendantes de x. Il en résulte nécessairement, comme on le voit sans peine, que si l’on supprimait les termes
dm+1y N—In - 1 drmri D
dry p CHEN
ne net”
JAN
les autres termes composeraient une équation
dm y drn-—1 V
Cm LE OO POTTTETT
où l'infini serait régulier, et seulement à apparence singulière. Chaque racine de l’équation déterminante, pour l'infini et pour cette - équation nouvelle, est justement le degré du premier terme du développement. de y suivant les puissances descendantes de +, où la différence entre le degré du numérateur et celui du dénominateur dans la solution rationnelle y que l’on considère.
SR RE RE EN PT CT NE ER RE ee ne em Ni 72 7" ta A kr ESS T4 4 LT " à N «
SUR UNE NOUVELLE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. G17 2 À ? € « À l’égard d’une autre racine 8, on n’a qu’à poser
Ÿ = jé ex,
et considérer la transformée en 3, puis appliquer à cette dernière ce qui vient d’être dit pour une racine 0 — o. Par exemple, pour l’équa-
tion (12), en prenant Û— /x, on aura la transformée ds 20 Vas — m(m+i)z=0o.
En supprimant le premier terme, on a pour l'équation déterminante, exva f(x) a
relative à l'infini, la seule racine zéro, d’où la solution
avec un polynome f(x) de degré m.
Quelques mots suffiront à prouver la nécessité de la première condition mentionnée au théorème IT. L’équation admet, par hypothèse, n solutions distinctes que l’on peut développer ainsi : »
VE edx(æm + Aixam + Aoæm-2 RTE A
Les développements de deux solutions distinctes diffèrent, si l’on veut, soit par la constante 4, soit par l’exposant m. Si l’on compose maintenant les coefficients de l’équation différentielle avec ces solutions, on voit que le quotient de deux coefficients quelconques donne toujours lieu à un développement (suivant les puissances descendantes de x), où le premier terme est une constante, si toutefois on suppose les constantes À toutes différentes de zéro. Dans ce cas donc, tous les polynomes P sont d’un même degré. Mais, si l’on change y en y e*, le premier polynome P, reste inaltéré, tandis que le degré d’aucun des autres ne peut s'élever. Donc, en tous les cas, même si une des constantes Ü est nulle, aucun polynome P,, n’est de degré supérieur à celui de P;.
Le théorème IT est entièrement démontré. Nous en avons déjà vu des exemples, où l’on avait explicitement l’équation dont la proposée était une dégénérescence. En voici maintenant d’autres où, en conservant l’entier indéterminé », on ne saurait pas trouver la forme explicite de cette équation primitive :
dy 1— mm? dy 1 — n°?
re as ee er
OR ARE ACL CORTE SNS ARS LRU eg EE RE D LR nn te Le Lt CENTER A PET EN TES 0 Ce RÉ NRT RLSS SRU dE SC AA D ROUE EE RP ET ER MES RE ONU? 3 € RE ETS Pr TL TT É ; + FT URPCE Lee T \ s
t 2 = : > ; : SEC
Les racines de l’équation déterminante, pour æ = 0, sont 1,1+4-m, 1— m. Sim est enter, non divisible par 5, le point + = 0 est à apparence singulièr e.
: rexye En prenant une solution, qui sera de Ia forme nn Uk
f(x) étant un polynome entier du degré m, et y changeant la déter-
mination de Va, on aura la solution complète.
Dans mon mémoire Sur la réduction des équations De reTRERES linéaires (Savants étrangers, t. XXVIIT, p. 183) (!), j'ai donné, pour le calcul de ce Ones (æ), un oué de fondé sur la us uon de l’entier 7. Mais 1l n’est pas utile de le mentionner autrement ici. F n’y a aucune difficulté à faire le calcul direct sur l’équation (28) elle-même. En posant
on obtient immédiatement l'équation récurrente 3 Va (k+2)Apso = Va[3(X +i)(f+o)+i m']Agyi—(k + Tr [(k +1) — m°]A;.
Au mémoire que L viens de citer, j’emprunte encore l’exemple suivant (p. 273) (?)
OMS TRS 4 m(M +1 m(m+i1)(m+3)(m—2 y pre ) y" 3 4 He ( ){ ) ) se EDR, x? RE xt
Si m est entier positif, le point æ — 0 est à apparence singulière et LES LPSAMART Le l’on a quatre intégrales de la forme ez V2 f (+) » [ étant un polynome
entier du degré 77. On peut, à volonté, former des exemples analogues.
Pour généraliser le théorème Il, on pourrait chercher les condions caractéristiques des équations qui s’intègrent sous la forme
ie y CURE SEAT).
Ces équations présentent d’abord les caractères suivants : 1° si le
(') [Œuvres d’'Halphen, 1. II, p. 159.] \ COCA In 108)
é Rs
4 rs de P, est p, celui de P, est au plus p+m ET. celui de Pa. PH 0 pi + o(m—1),...; 2° l'intégrale générale est uniforme. Mais un a dr ; examen sommaire fait reconnaître que, sauf dans le cas examiné ici, FT
" où m—i1, ces conditions sont insuffisantes. Il y a, en outre, d’ autres 24 à | LES Es Eu qui ne me sont pas connues. Et PUR $ RAT | mis | J6:54 ES è U is »
É. f l où * es FE ” pres ; “.
—_s0— ne re Hé e < rE0Ë À :
ce \ + 1 en ef 20 s. À ; # REX J ai 4 4 | pr ; «+ ÿ LS ee:
SUR UNE
LINÉAIRES INTÉGRABLES (!)
Extrait du Cours d'analyse de l’École Polytechnique, par C. JoRDAN, t. LIT, 1887, p. 211-219, n°s 170-175 (3° édition, 1915, n°° 174-179).
Considérons les équations dont les intégrales sont partout régulières et sont monodromes dans toute région du plan qui ne contient pas le point £,. Les autres points critiques {», ..., &, des coefficients de l’équation ne pouvant être que des pôles pour lintégrale, les équations déterminantes qui leur correspondent n'auront que des racines entières et les logarithmes disparaîtront des développements
correspondants, ce qui donnera (nu — équations de con-
dition, dont l’existence sera à vérifier.
Lorsque l’ensemble des conditions précédentes est rempli, on peut trouver l'intégrale générale. En effet, on peut alors déterminer un système d’intégrales particulières formant une ou plusieurs séries, et telles qu'aux environs du point {, les intégrales y,, ..., ya d’une
(1) C. Jordan avait voulu résumer, dans son Cours d'analyse, le précédent mémoire d'Halphen. Arrêté par la difficulté signalée plus haut [ p. 613, note (1) ], il remplaça ce résumé par la rédaction d’une nouvelle démonstration qu'Halphen lui avait indiquée. C’est cette rédaction que nous reproduisons ici, conformément à l'avis même exprimé par C..Jordan dans une lettre à M. Louis Halphen, en date du 1 mai 1920 : « Ne conviendrait-il pas, écrivait-il, de reproduire comme fragment posthume quelques pages de mon Cours d'analyse (t. III, p. 222-230, n°° 174-179)? Elles ont trait. à l'intégration très intéressante d’une classe d'équations différentielles ; et bien que la rédaction soit de moi, la découverte du théorème et toute la démonstration sont de votre père, ainsi que je le dis d’ailleurs à cet endroit de mon livre. »
(Note des éditeurs.)
même série soient de la forme
J'o = (£—t; )'Uo,
J'1 = (£ = li )"(0: Uo + ui),
Vr=(t— ti) (0ruo+ ri +... + ur),
Uo, --., Ux étant des fonctions monodromes aux environs du point 4, r désignant une racine de l'équation caractéristique qui correspond à ce point, et les 0 étant définis par les relations
ne Neue se AT RER Een
Les fonctions w5, ..., ux, définies par les équations précédentes, seront des fractions rationnelles. En effet, les points #2, ..., ty étant des points ordinaires pour les fonctions (£—4,)7" et log(t—#,), et de simples pôles pour 75, ..., yx, seront de simples pôles pour Uo, --., ux. Donc ces fonctions sont monodromes, non seulement aux environs de £,, mais dans tout le plan. D'autre part,
et
sont des expressions régulières pour {= ; il en est de même pour Yo» ---, Ya et, par suite, pour wo, ..., ux. De ces deux propriétés réunies on déduit que w,, ..., w; sont des fractions rationnelles de la
Ps Px forme — , ….s .
On pourra d’ailleurs les déterminer par des opérations algébriques. En effet, connaissant les pôles {:, ..., &, des intégrales et leur ordre de multiplicité, on pourra former le dénominateur Q. Le développement de l'intégrale générale pour {= fera connaître le degré des numérateurs P,, ..., P4. Pour obtenir leurs coefficients, 1l ne restera | plus qu’à substituer les expressions précédentes dans l’équation différentielle et à identifier le résultat à zéro.
Considérons encore les équations de la forme
dm x dnm-1% dti LÈ dtni-1
ar Pyæ As
où P,,..., P, sont des polynomes dont le degré soit au plus égal à celui du premier d’entre eux, P5.
Lorsque l'intégrale d’une équation de cette forme n’a pour points critiques à distance finie que des pôles, ce qu'on reconnaîtra aisément par les méthodes classiques, on pourra obtenir l'intégrale générale par les considérations suivantes.
Remarquons tout d’abord que la condition imposée aux degrés des 2 O | D D a P: - Ph polynomes P équivaut à dire que les développements de Pa Map
suivant les puissances décroissantes de t{ ne contiennent pas de puis-
sances positives.
Posons maintenant æ=Ry,
R désignant une fraction rationnelle en £. La transformée en 7,
Po R PAL nat Po R “dim 1 dtr-2
dm dire1 y Le m( _ 1) P, Rp’ dm 2
+ PR + (m—i)P;R — Ps: R
sera de la même forme que la primitive en x; car son intégrale n’a que des singularités polaires, et ses coefficients sont rationnels et pourront être rendus entiers en chassant le dénominateur commun. Enfin, si nous admettons que R, développé suivant les puissances décroissantes de {, commence par un terme en #?, ses dérivées, R, R”,..., commenceront par des termes d'ordre moindre en 4P°1, 472, .... On en déduit sans peine que les développements des coeflicients de l'équation (après division par P$R) ne conuendront pas de puissances positives de £.
Cela posé, on peut déterminer a priori les pôles (4, t2, ... de l’in-
tégrale de lP’équation (14) et leurs ordres de multiplicité {14,, de, Posons
VI SA e UP A NE PRET ES
La transformée en y,
dr V d'i—1 13
Qor es rm trs Ji D)
appartiendra au même type que la primitive; mais ses intégrales n'auront plus de pôles.
Posons y —/eMz,
La transformée en 3 (après suppression du facteur commun ext) sera
0 = Qe DE + mA Q ue O,tl + Q +am-1Q; +- je + Q dm" z amis
0 din —+ 1 din + se LS R2,
et appartiendra encore évidemment au même type. Mais on pourra disposer de l’indéterminée À, de manière à annuler le coefficient du terme de degré le plus élevé dans R,», qui sera dès lors un polynome de degré moindre que R,.
Supposons ce résultat atteint, et cherchons à nous rendre compte de la forme des coeflicients de l'équation en z.
Soient 0,, 0,, ... les racines de l'équation R; — 0; on aura par la décomposition en fractions simples, en remarquant que Rzest au plus du même degré que Ry,
les À, B étant des constantes. (En particulier, À,, sera nul.) D’ailleurs chacun des points Â; étant un point ordinaire, aux environs duquel les intégrales sont régulières, l'indice { ne pourra prendre dans la sommation que les valeurs 1, 2, ..., Æ.
L’équation déterminante relative au point h; sera
r(r—0...(r—m+i) +B:ir(r—i)...(r— m+o2) + Bysor(r—i)...(r—m+3)+... = o.
La somme de ses racines est
mm —1) ne Miit
D'ailleurs f; étant un point ordinaire pour les intégrales, ces racines
seront nécessairement entières, non négalives et inégales. Leur somme est donc au moins égale à
m(m —1) DER NT Qi
donc B;,, est un entier non positif. À fortiort la somme
étendue à tous les points critiques apparents, sera entière et non positive.
Cela posé, admettons d’abord que R,, ne soit pas nul et pre-
- AA FL dz ; 2 nons pour variable auxiliaire la quantité = 7. L'équation en z pourra s’écrire dm—1 3! d'n-2 3 CP PS EF 1 Tres NU Rx 2—0:
Différentiant, il viendra
d'n 3! dn-1 3!
Ro + (CR + Noiéerrerr +...+R,3—=o.
Eliminant 3 entre ces deux équations, on aura la transformée en &
dm z' drni-1 3!
RoRn—— + Lt R° A R; ) Rn — Ro Rh] dti
dt pe LCR 1 gite R y) Rm — R 1 on Zi 0:
Cette équation est évidemment du même type que l'équation en 3; et le rapport des deux premiers coefficients, qui dans l'équation pri-
. . = . 1 mitive était R,” Sera devenu
CR +R) Run — Ro Ry sr R: , R° FR.
Ro R de Ro a Ro R»
Or soient Ro = Co CE — 04 )Ai( € — 03}... Rn = Cm(t— Ti)Bi(é es Ta )Pe. ee on aura 5 R5 2%, &
RTE re
et, de même, RL Ba
dalle ee SR Déesse ra tee: QU AR se Ve d'A CS RSS GS
La somme S', analogue à S, formée pour l'équation en z/, sera
donc S+EZx— 28
et sera supérieure à S, car Z4, degré de R,, est supérieur à Y$, degré dérhe
La dérivée seconde 3” satisfera de même à une équation du même type, mais où la somme S”, analogue à S, sera supérieure à S'.
Si l’on pouvait poursuivre ainsi indéfiniment, on obtüendrait par là une suite illimitée de nombres entiers S, S', S”, ... non positifs et croissants, ce qui est absurde. Or on ne peut se trouver arrêté qu’en arrivant à une équation où le coefficient du dernier terme soit nul. Supposons que celte circonstance se-présente pour léquation en 3(*. Cette équation admettra, comme intégrale particulière, une constante ; et l’équation en 3 aura pour intégrale correspondante un polynome I de degré n; enfin, l'équation en y admettra l'intégrale parti-
eulière eXtI.
sie en fo de.
La nouvelle variable y, satisfait à une équation d'ordre mm — 1, et dat q ë
Posons maintenant
qui, d’après ce qui précède, appartiendra au même type que l’équauon en y. On pourra donc en déterminer une solution de ja forme eX"Il,, IT, désignant un polynome.
Vi= €ht In f y core
on continuera de même jusqu'à ce que l’on arrive à une équation du
Posant
premier ordre, dont l'intégrale sera
En
ni = Con eAm-1t1l» 1,
Cm désignant une constante arbitraire.
Les intégrations indiquées sont d’ailleurs de celles qu'on sait effectuer et fourniront un résultat de la forme
y = Ecrewy,
les W} désignant des polynomes et les cx des constantes arbitraires.
Divisant cette expression par le produit CT CE da), 5, on aura l’intégrale générale de l'équation en æ, sous la forme (15) AN a ER UA À
les fx étant des fonctions rationnelles.
Réciproquement, toute équation différentielle dont l’intégrale générale est de cette forme appartient au type que nous avons considéré.
En effet, éliminant les constantes c; entre l’équation (15) et ses dérivées et supprimant les facteurs communs exponentiels, on obtiendra une équation à coefficients rationnels que l’on pourra rendre entiers en chassant les dénominateurs. Soit
dt x
0 dt +. + PO
cette équation. Son intégrale n’a, à distance finie, que des singularités polaires. Reste à prouver queslestdeorés desert etre passent pas celui de P,;.
La chose est manifeste pour les équations du premier ordre; car de l'équation À = CCr0T (Qt)
on déduira, en prenant la dérivée logarithmique, l’équation
dx dt qu Li Le ft)
où le coefficient À + TT développé suivant les puissances décroissantes de £, ne contient pas de puissances positives. Supposons d’ailleurs le théorème établi pour les équations d'ordre m — 1. I} sera vrai pour l'équation dm-1u |
0 Tnt nee Ou (Oz
qui admet pour intégrale générale
l 2 NE AN A Co — e\%2 s : SRE Cm — elXm—Ai)t Jmtt)
D été te) dt HU
car chaque terme de cette expression est le produit d’une exponen-
NH je Us o uelle par une fraction rationnelle. Il sera encore vrai pour l'équation. TE MAC der: | 1 jet e, d'u du HS + + Dm fe TA Te O é 1 à TO MS id ES dont l'intégrale générale est | MUR Ci Co ElXr—at f00) SC Ge fm fm), ; | | | AC) Ro HSE ASC el si nous posons | N F de ; :
Her ; Fe AGEN | il sera encore vrai pour la transformée en x. Or celle-ci a précisé ment pour intégrale générale F \ + À 2 Dore), lATAAM Hu de : . j , a # | Re E Le + tn NA “< it ne PA ï x s ve.
[ 1 ) ee \ ! * Ë 1 É v- | 3 s AL k. se oh APE " LA ue ! 2 LE Le. À
NOTE DES ÉDITEURS
Ces extraits ont été choisis par Zeuthen lui-même dans les lettres qu’il avait reçues d'Halphen. Voici en quels termes il en annonçait l’envot à M. Émile Picard, indiquant dans quel esprit il avait fait ce choix, et apportant un nouvel hommage à la mémoire de son ami.
Copenhague, le 19 octobre 1916.
« . Désireux de tirer au jour tout ce qui peut contribuer à l’honneur de mon ami, regretté depuis de longues années, et servir aux progrès de la science jqu'il aimait, j'ai relu l’intéressante correspondance en question. J'y retrouve une foule de traits personnels qui le font revivre à mes Jeux. J'y trouve aussi des communications qu’il a publiées ensuite luimème. Mais à côté de cela, je trouve encore des communications scienti- Jfiques qu'il n'a pas publiées et des observations critiques sur la manière dont d’autres auteurs ont traité des questions très familières à lui-même. Je pense en particulier à la théorie dite des caractéristiques.
« Illustrant st bien, soit par des exemples bien choisis, soit par des remarques courtes et précises, la nécessité des points de vue qu’il prend aussi dans ses mémoires publiés, ou qur en font du moins la base, ces lettres ont contribué autrefois beaucoup à me faire adopter les mêmes vues et à ainsi trouver le meilleur guide à la lecture de ses écrits et pendant mes propres travaux ; je crois donc qu'ausst d’autres savants auront bien profit à les connaitre.
« Je vous envoie donc ici, sous le titre de Notes critiques sur la théorie des caractéristiques des coniques ou d’autres figures, une collection d'extraits de différentes lettres qui ont rapport au même sujet. Une lettre du 11 novembre 1859 me montre qu'il pensait lui-même publier ses critiques sur les travaux antérieurs sur l'application de la formule au + 6 aux systèmes de coniques, en les faisant suivre à un perfectionnement de sa propre démonstration, bien entendu en la faisant aboutir à prouver les résultats exacts : on y aurait trouvé probablement la critique de la démonstration de Clebsch, esquissée dans la lettre du 29 juillet 1876; mais d’autres études l’ont empêché de réaliser ce plan.
« Quant au théorème général qu'il énonce dans sa lettre du 29 novembre 1879 d’une manière très précise et qui a égard à des sys-
tèmes de figures de toute sorte, i! donne dans la même lettre une raison pour en remettre la publication, qui lui est fort caractéristique. Non content d'indiquer dans son énoncé les restrictions nécessaires et suffi-
santes, il veut encore ajouter une solution des mêmes problèmes pour les
cas exceptés par ces restrictions exprimées. On reconnait bien la réalité des difficultés de cette tâche, en regardant celles qu'il avait déjà surmontées pour obtenir la même chose lorsqu'il s'agissait seulement de systèmes de coniques.
_ « La publication des extraits que je vous envoie n’était donc pas étrangère à Halphen; mais d'autres recherches importantes . l'ont empêché... »
Copenhague, le 8 Juin 1917.
« .… Ma correspondance avec G. Halphen ne donnera lieu qu'à un plus petit nombre d'extraits pour l’édition de ses œuvres que je n'avais cru; et à ce que je vous avais déjà envoyé en échantillon je n'en ai ajouté que les deux extraits ci-joints. J'ai, en effet, découvert que les autres communications scientifiques que j avais pensé d'extraire ont été publiées peu après par lui-même.
« En récompense, le dernier extrait que je vous communique est de ceux quon ne peut tirer que d’une lettre à un ami. Dans celui d’une lettre du 11 mai 1881, il me raconte, en effet, « puisque nous sommes « entre nous », brièvement le cours des idées qui l'ont conduit aux découvertes faisant l’objet de son mémoire, couronné par l’Académie, sur les équations différentielles linéaires. »
NOTES CRITIQUES SUR LA THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES DES ISYSTÈMES DE CONIQUES OÙ D’AUTRES FIGURES (!).
Le 29 juillet 1876.
Ïl est entendu que Je maintiens absolument ce que Je vous écrivais l’autre jour : Je ne doute plus de l’inexactitude du théorème ou + fy.
* (1) Voir aussi, sur ce sujet, l’article de Zeuthen, Sur la révision de la théorte.des caractéristiques, de M. Study, publié dans les Mathematische Annalen,t. XXX VII, 1800, p. 461-464, et notre note précédente, t. If, p. 552. (Note des éditeurs.)
TS M LE RE
Assurément le plus curieux en ce moment à mes yeux était de reconnaître bien exactement les fautes commises dans les démonstrations qui ont été données de ce prétendu théorème. En ce qui me concerne, j'en «1 donné deux démonstrations ('), et Je n'ai pas eu besoin de les relire pour en trouver le défaut. Ce défaut consiste à n'avoir pas tenu <ompte des coniques qui, dans un système, se réduisent à une droite avec un seul point-limite. Cest aussi le défaut, je crois, de la démonstration de Lindemann. Mais à cet égard je n’affirme rien, n'ayant pas l’ouvrage sous les yeux. Mais il me tardait beaucoup de revoir la démonstration de Clebsch (Mathematische Annalen,t. VI, p. 1), dont ma mémoire n'avait rien conservé de précis. Depuis hier Je l’ai sous les yeux et l'ai étudiée avec le plus grand soin. Elle a d’abord les défauts que je vous signalais dans les miennes, mais elle en a d’autres. C’est de quoi je vous demande la permission de vous entretenir. Pour me suivre, il est nécessaire que vous la placiez sous vos yeux.
Je trouve excellent tout ce qui précède la page 10. C’est là que commencent mes observations. D’après le résultat de la page 12, les deux nombres que Clebsch appelle 4, y (ceux que Chasles appelle x, 5) sont les deux coefficients du module de la condition H— o. Ils doivent donc s’échanger entre eux quand on transforme Il corrélativement. Or cet échange n’a pas lieu entre les deux nombres
u = minimum de æ+y+oû, = minimum de 8 ++
de Clebsch.
En effet, dans
(1) fatoBAYE(f.e, A.u?) (p.1o), remplaçons partout a;x par ax. On sait qu’alors w;; se remplace par AR ÉLANDAT A2
Donc (1) se remplace par
p%fPB A2Y+BF(o.f.A, A2u?),
et comme F est homogène par rapport à ses deux variables, et de
(1) Voir Œuvres d'Halphen, t. 1, p. 98. (Note de Zeuthen.)
EXTRAITS DE LETTRES A ZEUTHEN. 631 degré 5, (1) se remplace par (2) px fBA?Y+8+ÈF(o.f, A.u?).
Le nombre qui remplace $ + Y — à est maintenant
moins un nombre constant, égal au minimum de 2y + 8 +5, puisque l’on doit supprimer dans l’ensemble des termes (2) Le facteur commun. Or ce nombre ne coïncide pas avec le minimum de & + > + à.
On croirait volontiers que Clebsch raisonne comme si l’on pouvait changer, pour faire une transformation corrélative, simplement a;x en &,x et réciproquement, sans altérer alors À. Mais même en faisant cette supposition inexacte, la formule
ZAHyY+Ô=T—2(B+Y+H+Ô) (p.10)
s’opposerail à ce que w et y s'échangeassent entre eux; puisque y est le minimum de 8 + y + 0, v serait alors le naæimum de a ++!
Voilà, je crois, de fortes objections. Pour les faire tomber, il suffit de donner à y et y leurs valeurs exactes qui sont, suivant moi,
. 5 A n v = minimum de (P+2y+o),
Cette valeur étant prise pour y, on a, après la transformation corrélative, la nouvelle expression suivante du nombre qui remplace
a+ 2(2Y+B+Ô)+Ô—ov = 7 +y— 2,
dont le minimum a lieu pour y —‘, et est r —2y—u.
Ces rectifications faites, je vais vous donner explicitement ce que l’on peut dire, à mon sens, pour ne point commettre de faute.
Le théorème de Chasles est exact quand la condition H = o est telle que le minimum de 5 + 2Y + à s’oblienne pour ÿ — 0.
Dans le cas contraire, 1l est exact aussi st le système de coniques ne contient aucune conique réduite à une droite avec un seul point limite.
Dans les autres cas, il est inexact.
La démonstration de tout ceci serait trop longue...
Le 18 novembre 1870.
Hier avant de me coucher, j'ai jeté un coup d'œil sur ce papier (!) et grand a été mon étonnement d’y voir que le nombre des triangles communs [dans un plan] à un système cf et à un système oo" s’exprime par une formule aa + bb'+... d’un nombre déterminé de termes:
Si vous avez conservé le souvenir d’une conversation que nous eûmes à Paris, vous devez savoir qu’une telle formule est impossible pour les triangles, ct cela plus clairement encore que pour les coniques (?).
Du premier coup, je savais donc avoir sous les yeux des théorèmes faux. Je connais le secret de former des exemples qui mettent en évidence la fausseté de semblables propositions. Je me mis donc de suite à en former un pour le cas actuel, et j'ai cherché à rendre cet exemple le plus simple possible. Je vais vous l’exposer, et vous m'en direz votre avis. Je prends le théorème de Schubert concernant le cas où 1— 1. On a donc un système Y/ et une condition E.
Le triangle a pour sommet à, b, c et pour côté opposé à a, a; à b, BP; y |
(a), (b"), (c') sont les ordres des lieux de a, b, c dans 2°. 1° { (x), (B’), (y') les classes des enveloppes de a, $, y dans 2°. (£') le nombre des triangles dégénérés dans X’. (eb?ce?) est le nombre des triangles satisfaisant à E et qui dégénérent de
À manière que D, c coïncident entre eux en un point donné.
(ec?a?), (sa?b?) sont les nombres analogues.
(TB2y2), (Ta? 62), (ra?2) sont les nombres corrélatifs.
Enfin (Ws?9) est le nombre des triangles satisfaisant à ZX, où les trois sommets coïncident avec un point donné et où, en méme temps, les trois côtés coïncident avec une droite donnée passant par le dit point.
(*) Le papier en question contenait un extrait du mémoire que plus tard M. Schubert a inséré aux Mathematische Annalen, t. XVII, p. 153, en y ajoutant une restriction causée par la critique d’Halphen. L'exemple contenu dans la présente
lettre servira à montrer la nécessité d’une telle restriction. (Note de Zeuthen.)
(2) L'objet de cette conversation doit avoir été une observation d’Halphen sur laquelle il est revenu dans la lettre du 29 novembre 1839 qui va suivre ici. (Note de Zeuthen.)
Ces définitions posées, le théorème consiste en ce que le nombre des triangles de ÿ/ qui satisfont à Ÿ est ES
x—=(a')(eb?c?) + (b')(ec?a?) + (c')(ea2b?) + (a°) (cB2Y2) + (CB) (ave) + (71) (ra 2) + [(a') eu +(c)+(s) (Es g).
C’est à ce théorème que je vais maintenant faire des objections par un Fe Pour Y re prends le système suivant :
Les sommets b, c sont donnés et fixes. Le sommet «a a pour heu.
une courbe C de deare m passant en à et y touchant bc. Je suppose, en outre, que b soit un point muluple d'ordre u sur la courbe GC, à pouvant être l'unité. On a alors
Cr) ==, LE Ge 0; (a )=o, (Pi=m, (yY)=m—n
Quant à (2') je ne me hasarderai pas à prévoir sa valeur; mais je La chercherai en prenant une condition Y, particulière donnée par Schubert pour exemple. Le triangle doit-étre inscrit à une conique B, passant par trois points donnes. Les nombres que Schubert donne sont les suivants :
(sb?c? te c? La) = (earbr) (spa) = (ep 22) = 7a?$?)= 0, RSS Ainsi #(S', S)=(a)+ (0 )+(c')+(e); or évidemment x(2°, Z)=2m—p=mE#rt(e).
Donc | (et)= m — p. j
Je connais maintenant toutes les caractéristiques de Ÿ’, et J'ai donc avec une condition quelconque
#(2', E)= m(ebtet) + msyte)+(m—p)(ratft)<(m—p)(Fs2g),
(:) Page 173, formule (62) dans ile mémoire cité de M. Schubert, transformée au moyen de la formule (9), p. 160. (Note de Zeuthen.)
ou, en faisant
(bte?) +(ryiar) + (safe) + W(sg)= A, (ap) + (Vs) =B,
x(2, 2)= Am —Bv.
Je prends pour le triangle abc la condition È suivante :
On donne trois points w, w”, w". La conique Q passant par ces trois points &, w/, W” et tangente à bc en b doit passer au point @.
Il est aisé de trouver a priori x(2°, È). Eu égard à la définition de Ÿ’, le point b et la droite be sont donnés. Donc Q est déterminée d’une seule manière. Les intersections avec la courbe C donnent les sommets a, dont le nombre est x(2°, ?). Or ne saute-t-1l pas aux yeux que ce nombre ne dépend pas seulement de m et 1, mais aussi du nombre des branches de GC tangentes à bc en b, et même des ordres de leurs contacts avec cette droite? Pour avoir le nombre exact, 1l faut distinguer parmi les x branches de C :
1° , branches non tangentes à bc;
2° uw, branches ayant avec bc des contacts d’ordre inférieur à l’unité ; soit y, la somme des ordres de ces contacts;
3° 34 branches ayant avec bc des contacts d'ordre égal ou supérieur
à l'unité.
D'’alleurs | Mi + = pe Et l’on a
(1) #4(È, E)=92m—p—v— 3, formule qui ne peut en aucune façon coïncider avec #4(Z, S)=Am—Bu,
où À et B doivent être des nombres constants. Ils suffirait de supposer
u—1, c'est-à-dire le point b simple sur C, pour avoir
#4(2”7, Z2)=2m—92 — Am —B.
D'où l’on conclurait
EXTRAITS DE LETTRES A ZEUTHEN. 639 Par suite, dans le cas général,
(2) 4(2,2)=2m—on.
Et cette formule (2) est inexacte et donne un nombre trop petit. Car (1) peut s’écrire
4(2, 2)=2m—20p + Hi+ Ho—v,
Où ty EL Uo — V2 SOnt positifs.
Voilà, je pense, un exemple propre à convaincre.
Pour le commun des mortels, je pourrai le simplifier beaucoup de manière à ne pas parler de point singulier. Ainsi dans X’, laissons de côté celte condition que G touche bc en b. Si C passe seulement en b, supposé point simple, x(X°, Ï,) ne sera pas changé et sera 2m — 1. Par suite (<') sera toujours (mn — 1), que GC touche be ou ne touche pas bc.
Donc :(2', X,) sera le même, si le théorème est exact, dans les deux cas. Or, si G ne touche pas bc, on a
(2, Z) = 2m —T, et si C touche be, KO 2) 2 mt — 2:
C’est la même démonstration simplifiée...
Le 2Q novembre 1879.
… Je pense que, pour le bien général, on doit souhaiter que toute formule caractéristique, si elle n’est pas applicable à tous les cas, soit accompagnée d’une définition précise des cas où elle s’applique..…
J'ai déjà dit à vous, à M. Schubert et à la Société Mathématique, que, pour toute figure, il existe une formule au + Êv+yo +. d’un nombre déterminé de termes donnant le nombre de figures qui satisfont à une condition et font partie d’un système, si ce système ne contient que des dégénérences caractérisées par un seul infiniment petit. Je l'ai dit pour la première fois, il y a trois ans. C’est à ce moment, vous le savez, et comme conséquence, que Jai trouvé ce qui concerne le cas des coniques. Je n'ai pas publié
cette proposition, trouvant qu'elle n’en valait pas la peine. J'espérais d’ailleurs parvenir à trouver la formule générale pour les autres cas. J'ai été arrêté par quelques difficultés relatives au classement des dégénérences, difficultés que je ne crois pas insurmontables, mais très réelles. Je voudrais bien maintenant reprendre ce travail, mais je suis tellement engagé dans une autre voie que J'ai bien dé la peine à m'y décider. Je ne vous parle de tout cela que pour vous convaincre que je sais très bien le sens des formules en question, mieux sans doute que M. Schubert.
Pourquoi dites-vous qu il n’est pas permis de demander à la formule de donner dans tous les cas seulement des triangles proposés? Cela dépend uniquement de la défimniuon du problème posé. Pour moi, le vrai problème des caractéristiques est celui-ci :
On dit qu'un système et une condition sont indépendants quand, le système étant donné, les arbitraires de la condition, mise sous forme projective, sont laissés arbitraires.
Sr l’on cherche les figures d’un système qui satisfont à une condition indépendante, on appellera solutions étrangères celles qui ne dépendent pas des arbitraires de la condition, et solutions véritables celles qui dépendent de ces arbitraires.
Ces définitions posées, on demande le nombre des solutions véritables dans le problème de la recherche des figures d’un système qui satisfont à une condition indépendante.
Cet énoncé est clair et précis; c’est celui que j'ai donné pour le cas des coniques. Voilà le problème qu’on doit, à mon sens, désirer de résoudre. Quand il est ainsi posé, on voit bien que les formules de M. Schubert ne le résolvent pas dans sa généralité.
Je suis en correspondance avec M. Schubert au sujet des caractéristiques des systèmes de points en ligne droite...
La ni ve Le 7 décembre:x8;5,
. Ayez la bonté de jeter un coup d’œil sur la petite note que j'ai insérée dans le Bulletin de la Société Mathématique, t. H, p. 69 (*). Sans qu'il y paraisse tout d’abord, le préambule de eette note à quelque rapport avec les questions soulevées par votre lettre.
(1) [Œuvres d'Halphen, 1. I, p. 2035.]
Pas plus qu'il n’y a de courbe gauche générale de degré m, il n'y a
de système général de coniques de caractéristique 4. On ne peut rai-
sonner sur Ce qui n'existe pas. Mais voici comment on peut s’y
prendre pour obtenir des théorèmes tels que ceux que vous appelez généraux.
Pour une conique, par exemple, on peut considérer une condion GC comme cas particulier de la condition générale de degré a, entre les coefficients de la conique. Soit Ÿ un système; alors (E, CG) —vo(a), © ne contenant C que par la lettre a. On en conclut immédiatement (a) —= au. Voilà un théorème général.
En voici un autre. La même condition GC peut être considérée comme cas particulier de la condition générale de degré b entre les coefficients tangentiels de la conique. On a alors (5, C) — o(b) — by. C’est encore un théorème général.
Fort bien; mais pour une condition donnée, lequei des deux nombres choisir pour le véritable ? Cette prétendue généralité n’est donc bonne à rien, et tout le monde ici en conviendra.
Il résulte aisément de mon mémoire que toute condition C qui a les nombres caractéristiques 4, B est cas particulier d’une condition générale (x, 8). D'où encore (GC, Ë) — au + y; c'est encore un théorème général, meilleur, Je l’avoue, que les précédents, parce qu'il est dualistique, parce qu'il s'applique à une foule d'exemples séométriques, parce qu'il ... tout ce que vous voudrez; mais enfin 1l est moins général que le théorème véritable que j'ai eu tant de peine à trouver et que je défendrai jusqu’à la mort unguibus et rostro.
De toutes les raisons qui militent contre les théorèmes prétendus généraux, la meilleure est celle-c1 : les arguments dont on peut les couvrir disparaissent quand les deux êtres (G), (È) sont définis chacun par plus d’une équation. Dans ces circonstances il faut abandonner l’intuttion et revenir à l'analyse. J'entends par là le raisonnement véritable; je n’exige pas d’équation, bien entendu.
M. Schubert veut absolument changer la nature pour l’accommoder à ses formules. Nous traitons un problème qui a une solution : Une! plaisantez-vous? La formule en donne deux : Donc ily en a deux! Savez-vous comment j'ai répondu? J'ai pris la question comme cas particulier d’une autre, où la formule donne 5, et ensuite d’une autre
encore, où la même formule donne 1...
œ QU Go
DÉMONSTRATION D'UN PRINCIPE ALGÉBRIQUE
( Extrait d’une lettre du 6 juin 1880.)
[ L'occasion de la présente lettre était une note de M. Zeuthen dans les « Proceedings of the London Mathematical Society », t. X, p. 196, éntitulée : Déduction de différents théorèmes géométriques d’un seul principe algébrique. Z7 s’y agissait du principe suivant :
« Soit donnée une forme algébrique entière, homogène et du second degré par rapport à chacune de deux couples de variables; formons les deux discriminants de cette forme, qui seront des formes quartiques contenant le couple des variables regardés comme constantes pendant la formation du discriminant : je dis que ces deux discriminants auront les mêmes invariants. »
Après avoir rappelé que le principe appartient originairement à Euler et avoir mentionné ses propres applications du même principe, Halphen continue ainst :|
A propos des mêmes fonctions, je viens de chercher dans mes papiers une nole (!) que J'ai écrite, sans la publier, 1l y a quelques années, et dont j'extrais quelques résultats qui vous intéresseront peut-être. |
Je copie donc cette note avec les notations qui S'y trouvent :
F=(arx?+92bxy + c y?)£e2 +o(a'ax?+ 2b'xy +c'y?)En + (a'x?+2b"xy + c'y?)n? = (aë?+oa'Etn + a"n°)x?
+ 2(022+0b'En + bn )xy + (cEt+ 2c'En + cn?) y2.
On suppose que (x, y) et (£, n) soient séparément transformés par des substitutions linéaires distinctes, et on demande, à ce point de vue, les invariants de F. |
Ces invariants seront à la fois des invariants des formes quadra-
(1) [ Voir ci-dessus, p. /69, ligne dernière. ]
EXTRAITS DE LETTRES À ZEUTHEN. 639 tiques simultanées (1) (noce dc), (a be"), el aussi (2) Care D DIRE EE ed CR:
Tout d'abord, il y a un invariant connu qui appartient à la fois MOLRO(D) ACTE
Kai D EE
a” b' ce’
Ensuite, le système (1) a, avec K, le système complet :
di = à c — b?, HA CA CNd = Dh b (3) d; = a’ c'— b'?, b—=a c +c"a — 20"6, d3 = a”c"— b"?, b—=ac+c a —2b bd",
et le système (2) :
0 CO A 8,= bc'+ cb"— 20b'c", (4) 0e = db" — b'?, 0, = ca"+ac"—2c'a, OC C Ra be Fos ab"
À première vue, on aperçoit que
2,2 + 099 do fo = ca! + ac" — 2b"?,
ce qui donne le nouvel invariant
On vérifie sans pèine que la quantité suivante
L — 4(di d3— tits) + ta(4J tee 32)
n’est pas changée si l’on échange les lettres d et 5 et aussi £ et D, en sorte que L est encore un invariant.
Ceci posé, envisageons le discriminant À de F, quand F est consi-
déré comme fonction de x, y; ona
A=6ditt+12t3t8n + 6(4 dat t2)E2n°+1246n + 6 dsnt,
DES
CE
s SAT RE PSN ie 4e CR
Telle est la citation que j'emprunte à ma vieille paperasse.
Et maintenant, reconnaissant que votre principe, bien qu’ancien, mérite d’être mis dans tout son Jour à cause de l’usage que vous en avez su faire, je viens de chercher à le démontrer directement et par des procédés plus expéditifs.
En voici un :
La fonction F étant envisagée comme je viens de le faire, on doit se poser la question suivante : Æst-il possible de changer les vartiables de manière à rendre F symétrique par rapport à x :7 et dE e
A priort, la réponse paraît affirmative, vu le nombre de conditions et celui des arbitraires. Mais ceci ne suffit pas. Entrons plus avant dans le sujet.
Je désigne par A le discriminant de F considérée comme fonction de x : y, et par D le discriminant de ‘F considérée comme fonction de Ë:"n. |
On peut, en général, prendre Ë:n de telle sorte que A ait les racines 6—0, n—0; et aussi æ:7 de telle sorte que D ait les racines æ —0, y —0. Ceci est incontestable. Supposons ce choix fait. On a alors
dy = 0 d 0 d1—= 0 Ô3 = O0 “ . : LR SEA JS ER QE A) c'est-à-dire ac rat b? _ 0, 2 CES b'2 = 0, aa — u?—=0 ce —c=0
IL ER TE D ee Et note Lu J Ar Ro r ROZ TS EE ERA A te & Î # AJ: vhne te 109 LE 4 die APR AE SA CE sr 4 RE ; A de |
EXTRAITS DE LETTRES À ZEUTHEN. G41 _Ces dernières égalités donnent l’un des deux cas suivants : a V ou bien (2) S1 c’est (1) qui a lieu, le problème est résolu. Si lon remplace
effectivement x par mx, et £ par LE, alors b, c, c', a', a”, b'sont respecuvement remplacés par
HU 0 DC" Tniua na, | mb,
que Je désigne par
en sorte que l’on a
b; su æ b ER pe Da AR a; m «a C DAC CE , a m? a” 'A 4 ID nee b", m Ù”
En vertu des égalités (1), on pourra prendre = de telle sorte que Dire, Cha) CHA)
Ainsi F devient symétrique.
J’examine maintenant la seconde hypothèse :
ac — b?= 0, a" c"— b'? = 0, aa'— a'?= 0, cc"— c'?— 0,
ces égalités ayant lieu suivant le mode (2), savoir :
bd C. 7e CN cer EU TUE Er ro a b a
; ke TL En remplaçant x, y, Ë, n par mx, ny, mé, yn, et choisissant
m, n, d, v convenablement, on met F sous la forme suivante :
(Ce tableau se comprend de soi.) - A = (aË2 2 Pên — en?) —(E + an) (a +n) = En[20t +(20+a+i)n][(28—a?—r7é—2an], en sorte que l’on a le rapport anharmonique
(28 +a+1)(2P—a2— 1) OMELDN CANUAN
D On a de même D=xy[2ax +(28+a—1)y][(268—a?+1)r +o2ay] et le rapport anharmonique
AE 2 ne ha LE nt RÉ rt ol
ou, sous une autre forme,
4B?—(a—1iP= oil, 4AB2— (a +1) = — 4 À.
Retranchant membre à membre, j'obtiens LHN=T.
Ainsi se trouve démontré votre principe; car dans le cas (1) les discriminants D et À coïncident. Dans le cas (2), ils ne coïncident pas; mais /— 1 — À, et comme 1 — À est une autre forme de à, les rapports anharmoniques coïncident encore.
Pour revenir à ma question, je conclus maintenant qu’en changeant convenablement £:1, on peut faire coïncider À avec /, et, par suite, rendre encore F symétrique.
- ut es ‘4 EE.
* Le" = e
RE CNT CEE OPEN TA OR 2 ENT PS TA En TE QUE OR \ +" hs Tr ( : RAA NE EP . aa 1 \
Voilà donc une démonstration purement algébrique et vraiment simple de ce curieux théorème.
TDF
CONTRIBUTION A L'HISTORIQUE DU MÉMOIRE
SUR LA
RÉDUCTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES AUX FORMES INTÉGRABLES 0.
( Extrait d’une lettre du 11 mai 1881.)
... Ce sont, le croiriez-vous? ces mêmes invariants qui m'ont rendu
les plus grands services pour les équations différentielles linéaires. Puisque nous sommes entre nous, Je vais vous en conter l’histoire. Pendant l’été de 1859, ayant terminé mon mémoire sur les invariants différentiels des courbes gauches (?) à la campagne, loin de mes livres, la fantaisie me vint de chercher à me {rappeler ce que Laguerre avait publié dans le cours de l’hiver précédent à propos des invartants des équations différentielles linéaires du troisième ordre (*?). Quelle ne fut pas ma surprise en reconnaissant là mes propres invariants différentiels des courbes planes. Voici comment : soient y,, Ye, ya trois intégrales d’une équation linéaire du troisième ordre dont la variable indépendante est x. Prenons-les pour coordonnées homogènes d’un point y. Ce point a alors un lieu (y), courbe attachée à l'équation différentielle.
Changer la variable x en #(x), ce n’est pas changer la courbe (7),
- mais seulement le paramètre de représentation. Changer les intégrales
en d’autres, c’est faire une transformation homographique. Changer y
(1) [Œuvres d’Halphen, t. YII. p. 1.] (?} [Œuvres d’Halphen, 1. IH, p. 553.] (3) [Œuvres de Laguerre, t. I, p. 420, 421.]
en Ÿ(æ)y ce n’est pas changer la courbe. Done, à ce triple point de vue du changement des intégrales, de x en w(x), de y en d(x)y, la même courbe, projectivement parlant, reste toujours attachée à toutes les transformées d’une même équation. Les invariants de cette équation sont donc des invariants différentiels de la courbe (y), el réciproquement.
Ce point acquis, je pouvais changer en résultat relatif aux équations du troisième ordre chacun de ceux que J'avais obtenus pour les invariants différentiels. Le plus considérable était relatif à l'équation différentielle du huitième ordre (invariante) des courbes du troisième degré ayant un invariant absolu donné. Je pus donc former l’équaon linéaire du troisième ordre à laquelle est attachée la courbe générale du troisième degré. Ceci me révéla une magnifique classe d’équauons linéaires que le rapport de M. Hermite (!) mentionne comme se rattachant à la division de l’argument dans les fonctions elliptiques.
Mis en goût par ces premières trouvailles, je marchai de lPavant, et voilà comment je fus couronné.
(*) La partie de ce rapport qui concerne le mémoire en question a été reproduite par Halphen dans sa Votice sur ses travaux. Voir Œuvres d’Halphen, t. I, p. 34. (Note des éditeurs.)
TABLE MÉTHODIQUE GÉNÉRALE
AVERTISSEMENTS
Tomes. Pages.
ENtraauenons OT oredan Ep Picard)S pe er AE RUE EE Ex Avertissement des éditeurs sur les mémoires et fragments inédits. IV 465-166 Rapport de II. Poincaré sur les papiers laissés par Halphen (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 133, 1901, D 722) ANR DES CR SO NN ES TR en Re US HUM A IV 465-450
Note des éditeurs sur les extraits de lettres à Zeuthen........... IV 69-630
Norices sur G.-H. HALPHEN ET SES ŒUVRES.
Notice sur la vie et les travaux de Georges-Henri Halphen, membre de la section de géométrie de l’Académie des sciences, par M. Emile Picard (Comptes rendus de l’Aca-
TÉLÉ USA SCLeNCCs LAID TOO D DOI TARN eS EE Le TL vri-xvi Notice sur Halphen, par I. Poincaré (Journal de l École Polytech- Bigue, DO cahier 1090) 7208, 00.2 RUE 2 AP EN AE NS AE L xvi-Xin
Discours prononcé aux obsèques de G.-H. Halphen, par Charles
Hermite, vice-président de l'Académie des sciences (Comptes
rendus del Académie des sciences, t. 108, 1889, p.1079)........ ET v-vr Georges Halphen, par Camille Jordan (Journal de Mathématiques
pures et anpuduéessA stress tD, 1080 p-O4 led ser der ET v-xrx Notice sur la vie et les travaux de Gcorges-Fenri Halphen, par
M. Brioschi (lue à la séance du 2 juin 1889 de l’Académie « dei
ENST COS LR TR ne A < PÉN OREP RL AR AS IV v-xv Notice écrite par G.-H. Halphen, sur ses travaux mathéma-
tiques, à l’occasion de sa candidature à l’Académie des
sciences (1885)...... EM RS RE LUXE 2 EU ERA ME RÉ AN M TL 1-47
I. — GÉOMÉTRIE DES COMPLEXES ET DES CONGRUENCES DE DROITES
Sur le nombre des droites qui satisfont à quatre conditions (Comptes rendus de l'Académie des sciences, t. 68, 1869, (r< — TT PR e ED CR RE SAME UT AE MSIE I 95-59
OEUVRES DE G.-Il. HALPHEN.
Tomes.
Sur les droites qui satisfont à des conditions données à
LS LOT ND. UMTS S F5 PT Sur les droites qui satisfont à des conditions données bit CT ONON D AT PV SR Re L'ÉRSURR M
Applications nouvelles d’une proposition sur les congruences de droites (Bulletin de la Société mathématique, t. 1, 1893, p. 253).
PLANES
Sur les points singuliers des courbes algébriques planes (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 78, 1874, p. 1105). Mémoire sur les points singuliers des courbes algébriques planes
(Mémoires présentés par divers savants à l’Académie des sciences, 1:26,/n92:Drésenté on 1874) MERE RCA Sur un point de la théorie des OT abéliennes (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 78, 1874, p. 1833)........ ou sur l'intersection de deux
Sur une question d'élimination, courbes en un point singulier (Bulletin de la Société mathéma- ÉLTUE ES O TOME TI ED 0) CR RE
Sur certaines perspectives gauches des courbes planes algé-
briques (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 80, 18754 p, 0381. TERRA PRES PO EURE EEE à Sur le genre des courbes algébriques (Association francaise pour l'avancement des sciences, Nantes, 1875, PDT) SLR ENTRER CPE ER NE ASE RER IR OR
Sur la conservation du genre des courbes algébriques de les
Congrès de
transformations uniformes (Bulletin de la Société mathématique, LAN TOTPr AO NE SNS PRE NES RER :
Sur une série de courbes analogues aux développées nl 1856,
elisñe lee. aile. nu 01 se le 9 ne, ee ee fers
de Mathématiques pures et appliquées, 3° série, t. 2,
DAS) TR A ISSEL LUE Sa Sur une famille de courbes planes (inédit) .................... Étude sur les points singuliers des courbes algébriques planes
(Appendice au Traité de géométrie analylique des courbes
phares dé: (Salmon res PER SN EN VERT Sur les points d’une courbe ou d’une surface qui satisfont à une
condition cxprimée par une équation différentielle ou aux dérivées partielles (Comptes rendus de l’Académie des sciences,
ESA TETNIDA TONER Sur le contact des courbes planes avec les coniques et les courbes
du troisième degré (Bulletin de la Société mathématique, t. 4,
1879-70,1p. 99). RSR NE AS A AL PE Mer Ma à Sur la recherche re Done d’une courbe RTE 8 pläne qui
satisfont à une condition exprimée par une équation difté-
THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES ALGÉBRIQUES
Pages.
Ta TT 0} a M Fe
NS D TAN. PR 0 LE AUX OA CPS EE SR PE h Ze” AP ITS Ÿ CN PS M RE ù 34 CU SE Te JO EN Et Vu GAS DT US OS RE, 7 OS PO
La
TABLE MÉTHODIQUE GÉNÉRALE
,Jomes. Pages.
rentielle algébrique, et sur les questions analogues dans l’espace (Journal de Mathématiques pures et appliquées, BÉSérie: LD STORE NEUTRE eee EEE 7 Sur les correspondances entre les points de deux courbes (Bulletin de la Société mathématique, t. 5, 1836, p. 5)..............
III. — THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES
Mémoire sur les courbes gauches algébriques; extrait (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 70, 1850, p. 380)......... Sur les courbes tracées sur les surfaces du second ordre (Bulletin de la Société mathématique, t. 1, 1892, p. 19)............. Note relative à une communication sur les courbes gauches algébriques (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 76, LOU Sur quelques propriétés des courbes gauches algébriques (Bulletin de la Société mathématique, t. 2, 1873-84, p. 69).......... Sur les points singuliers des courbes gauches algébriques (Associalion française pour l'avancement des sciences, Congrès du PÉOU PR STORE Pen daim von AE rue Sur les singularités des courbes gauches algébriques (Bulletin de la Société mathématique, t. 6, 1877-58, p. 10).............. Mémoire sur la classification des courbes gauches algébriques (Journal de l'École Polytechnique, 522 cahier, 1882, p. 1)......
IV. — THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES
Mémoire sur la détermination des coniques et des surfaces du second ordre (Bulletin de la Société mathématique, t. 1, p. 130 A PAU 1e ET DORE NN RER PIS TROT ER RE
Sur les caractéristiques dans la théorie des coniques (sur le plan et dans l’espace) et des surfaces du second ordre (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 16, 1873, p. 1074)........
Sur les caractéristiques des systèmes de coniques {Zbid., t. 83,
Sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces HuSecond orure (bd ALI SS I OTO Di SO0LNr. 2:70, ee. Sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces du second ordre (Journal de l’École Polytechnique, 45° cahier, RTE MUR Sn dre s PMU t et DOS OS MO AT PSE Sur la théorie des caractéristiques pour les coniques (Proceedings of the London mathematical Society, t.9, 1877-78, p.149; MAathemauschertinalent 16, 10004 D/10). 5 den sale dede Sur le nombre des coniques qui, dans un plan, satisfont à cinq conditions projectives et indépendantes entre elles (Pro-
I 91-05 Lier58
II
AL
Tomes.
ceedings of the London mathematical Society, t. 10, 1878-50, D 70 Re AT UNE A ARS RASE ET ARE ARS PEER Sur les ordres et les classes de certains lieux géométriques (Comptes rendus de l'Académie des sciences, t. 83, 1870, RO 0e 2e RS Re D res SULTAN INR Te Sur une application de la théorie des caractéristiques pour les coniques à une question relative aux polygones de Poncelet (Bulletin de la Société philomathique de Paris, 7° série, t. 3, LS DCE LO MR CAN M2 PAR M Aa 0 PUR em a ee Notes critiques sur la théorie des caractéristiques (extraits de lettres aZéuthen:r87070) 07 er RE EE Observations sur la théorie des caractéristiques (Bulletin de la SOCLÉLCURÉMOAAQUE LT SR L0TO-CONDNS TMS MERE COS Recherches de géométrie à n dimensions (Bulletin de la Société mMuthéMmANmue" CL TP TISD OH re Leo balRRReT re
Sur un point de la théorie du contact (Bulletin de la Société mathé-
matique, T2 MONTS TREND MOULE PS NEC RAP RAR Sur le contact des surfaces (Zbid., t. 3, 1874, p. 28)...... RME. Sur la théorie des surfaces {mémoiretinédit, 1875).............
Propriétés relatives à la courbure de la développée d’une surface quelconque (Comptes rendus de l’Académie des sciences, LAOO BUS ED LORINAECE VE AN EEE ERNERR RR
Sur un point de la théorie des surfaces (Tbid., t. 80, 1895, p. 258).
Théorème concernant les surfaces dont les rayons de courbure principaux sont liés par une -elation (Bulletin de la Société muthémaiiquent. AA8 70 JO ND 0 6) ATEN CR ER
Sur les centres de courbure géodésique {Tbid., t. 3, 1895, p. 183).
Sur les lignes singulières des surfaces algébriques (Annali di
Matematica; 2% série, 1. Dr878-70, p: 68}).:52 4.54 MS VI. — INVARIANTS DIFFÉRENTIELS.
Sur les invariants différentiels (Thèse, Paris, 1878)............. Sur l'équation différentielle des coniques (Bulletin de la Société mathématiquent 1 E8T0ETO, DONNE EURE Le CET Sur les invariants différentiels des courbes gauches (Journal de l'Ecole Polytechniquerrs cahier 1880 pee ne VII. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES.
Sur l'intégration des équations linéaires (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 58, 1864, p. 471)............ Re
IT
IT
IT
IT
IT
Pages.
TABLE MÉTHODIQUE GÉNÉRALE. 649
; Tomes,. Pages.
Sur l'intégration des équations linéaires (mémoire inédit, 1864). I 53-70 Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires ue
aux formes intégrables (Mémoires présentés par divers savants
à l’Académie des sciences, 2° série, t. 28, 1884, p.1).......... III 1-260 Contribution à l'historique du mémoire sur la réduction des
équations différentielles linéaires aux formes intégrables
(extrait d’une lettre inédite à Zeuthen, 1881)............... IV 644-645 Sur une équation difiérentielle linéaire du troisième ordre,
extrait d'une lettre à F. Klein (Mathematische Annalen, t. 24,
LOS TN 9 a Ve Aie RSR PALERME EE NL A TA ON IV 12-115 Sur une classe d'équations différentielles linéaires (Comptes
rendus de l’ Académie des sciences, t. 92, 1881, p. 779)......... IT 467-450 Sur des fonctions qui proviennent de l’équation de Gauss (Zbid.,
LD PAS SEL TE CA SA À PE MAP CS Ce pa AN PS Res 2" A ARR IT 471-474 Sur certains systèmes d'équations différentielles (Zbid., t. 99,
DO 0 LS DUO RP PS TERRA CON ERe PERS à RATES qe IT 478-481
Sur quelques équations différentielles linéaires du quatrième ordre (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 97, 1883,
je VA AE Re à Lg à 21 AN LATE ne A ER LR EN CRUE TRE SCA RS CR III 457-462 Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième ordre (Acta mathematica, t. 3, 1883-84, p. 325)..... III 463-514
Sur les multiplicateurs des équations différentielles linéaires (Comptes rendus de l'Académie des sciences, t. 97, 1883, p. 1408 ÉLUS RL PDT MR, A0 ele Res dard à NS dolelene cle IV 102-111 Sur un problème concernant les équations différentielles linéaires (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. À, EAU CASA dt NA 65 STRESS A DGA EN ER An STE ASE EE IV 193-260 Sur les formes quadratiques dans la théorie des équations différentielles linéaires (Comptes rendus de l’Académie des
SCHCHCE SR RL ERNST OPEN US CS RES SLA. IV 268-271 Sur les formes différentielles associées (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. 6, 1890, p. 211).......... AAC IV 435-450
Sur une nouvelle classe d'équations différentielles linéaires intégrables (Comptes rendus de l'Académie des sciences, t. 101,
SNS I CR RTS RTE EU CEE AUS OPEN RATE Lite Pi IV 272-275 Sur une nouvelle classe d’équations différentielles linéaires intégrables (mémoire inédit, 1886)........................ IV 600-620
Sur une nouvelle classe d'équations différentielles linéaires intégrables (extrait du Cours d'Analyse de l’École Polytech- UDC URI ALU ANR AU] ARR Ru ne Meme tetes at IV 621-628
VIII. — FonNCTIONS ELLIPTIQUES
Sur la multiplication des fonctions elliptiques (Comptes rendus
de l’Académie dés sciences, t. 88, 1899, p.414)............... II 292-295
650 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN Sur l'intégration d’une équation différentielle (Zbid., t. 88, 1879, p. 562) Sur deux équations aux dérivées partielles relatives à la multiplication de l’argument dans les fonctions elliptiques (Zbid., ESS 71870. pr OO) TRE CT AN PER MORE TA RER Sur le développement d’une fonction intermédiaire (Bulletin de la Société mathématique, t. T, 1878-79, p. 92).............. Sur certaines propriétés métriques relatives aux polygones de Poncelet (Journal de Mathématiques pures et appliquées, D SéTIE Li DA LOTO DE 200 Len ae NS PR A nn ET Recherches sur les courbes planes du troisième degré (Mathemüutische Annalèn it. 45; 1890 /p. 059) 2 Ne DR REC RREREREN Problème concernant les courbes planes du troisième degré (Bulletin de la Société mathématique, t. 9, 1880-81, p. 96)...... Su: un système d'équations différentielles (Comptes rendus délAfadémire des sciences 1419221887 D MIO) RIT Sur un système d'équations différentielles (inédit, 1881)........ Note sur l’inversion des intégrales elliptiques (Journal de l'École Polytechnique, 542 cahier, 1884, p. 171).............. Sur une courbe élastique (Comptes rendus de l’Académie des SCLETLOESS EN 08, LA O0 D: 20). LV PRE EN ARREEeRR Sur une courbe élastique (Journal de l’École Polytechnique, DaiCaRieT 000, DL OS) PR RS RE MR TR Sur le mouvement d’un corps grave de révolution, suspendu par un point de son axe (Comptes rendus de l’Académie des sétences./t. 100, 1885/pa 2005) 12 CRI ET EUE ERE Sur le problème de Gauss concernant l’attraction d’un anneau elliptique (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 103, 1886; -p.2904).4 SN CESSE ART RSR RS A ET À Sur le mouvement d’un solide dans un liquide (Zbid., t. 104, 1687.D: 2000) 2 MU EE EL OR A RTE Rare A TL Sur le mouvement d’un solide dans un liquide (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. 4, 1888, p. 5)......... Un théorème sur les lignes géodésiques de l’ellipsoïde de révolation allongé (Comptes rendus de l'Académie des sciences, t. 405, 1887, p. 535) Un théorème sur les ares des lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré (Jbid., t. 105, 1887, p. 583)....... Sur la multiplication complexe dans les fonctions elliptiques,
sn nm
se
et en particulier sur la multiplication par ÿ—23 (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. 5, 1889, p. 5). Sur la résolvante de Galois dans la division des périodes elliptiques par 7 (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 108, 1889, p. 476).................... SERA DURE OR NT or: +
Tomes.
IT
IT
Ml
IT
IT
Pages.
AVS AA) 570-574
TABLE MÉTHODIQUE GÉNÉRALE
IX. — SÉRIES ET FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES
Tomes. Pages.
Sur certaines séries pour le développement des fonctions d’une variable (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 98, AR D RO) APN Pr ER ee T LU A PR PE LA Ve
Sur quelques séries pour le développement des fonctions à une SCD NATIADIENT IT AA OS APR ED OS) SUR, AC ONE LURNER
Sur quelques séries pour le développement des fonctions à une seule variable (Bulletin des Sciences mathématiques, 22 série, AD LU D PDA OÙ PR SR A EP en nd AO à one
Sur une série d’Abel (Comptes rendus de l’Académie des sciences, VD, TAB DT O0 ee D SR RU EN MA
Sur une série d’Abel {Bulletin de la Société mathématique, t. 10, 1R81202, DA GE RP RL NE PR NS MT ER
Su: une série pour développer les fonctions d’une variable (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 95, 1882, p. 629).
Sur la série de Fourier ({Ibid., t. 95, 18892, p. 1217)...............
Sur la série de Fourier (Lbid., t. 96, 1883, p. 188)...............,
Sur un mode de représentation des fonctions d’une variable (eXtraitde manuscritsrimédits 18820) 00 en Le NE er
Note sur les fractions continues (manuscrit inédit).............
Sur la convergence d’une fraction continue algébrique (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 100, 1885, p. 1451)......
Sur l’approximation d’une fraction continue algébrique (Zbid., LRU Etat D CN DA) Peer RE RO VER COMENT CAS
Sur les intégrales pseudo-elliptiques (Tbid., t. 106, 1888, p. 1263).
X. — THÉORIE DES NOMBRES
Sur le caractère biquadratique du nombre 2 (Comptes rendus de Plcadénmietdesecrences OO MLSOSED 100). RS ann eve NE Sur une formule récurrente concernant les sommes des diviseurs des nombres entiers (Bulletin de la Société mathématique, t. 5, RAD DIM D DIU: rraetaee na deal SON Las on Lan Me Pi te Sur des suites de fractions analogues à la suite de Farey (Zbid., PRO TE SR OST DEA LEO ete Del Me al te dire aie) si Se 2 0e Sur les sommes des diviseurs des nombres entiers et les décompositions en deux carrés (Zbid., t. 6, 1877-78, p. 119)......... Sur diverses formules récurrentes concernant les diviseurs des ombres entiers (bide t:0/1877-78, P:170).e LL ete Sur quelques formules d’arithmétique (extrait de manuscrits DO LE ED D ES Re OR here nn Lens cata th ciel PLAT Sur l’approximation des sommes de fonctions numériques (Comptes rendus de l Académie des sciences, t. 96, 1883, p. 634).
XI. — Suyers DIVERS
19 Géométrie.
Tomes, Pages,
Sur les enveloppes des diamètres des courbes algébriques (Asso-
cialion française pour l’avancement des sciences, 4° session,
NGC DE TO DCS 0) PR RCA RENTE Ace EU IVe Sur une proposition générale de la théorie des conique: (Comptes
rendus de l’Académie des sciences, t. 83, 1896, p. 791)......... TI 549-552 Sur un critérium relatif à la théorie des sections coniques (Nou-
velles annales de Mathématiques, 3° série, t. 1, 1882, p. 5)..... II 482-484 Extrait d’une lettre à M. Mannheim (Bulletin de la Société philo-
müothique OSene te Ti LSTLSDLTO IN UMENTPERCTIIETENSE POP L VO Sur les lignes asymptotiques des surfaces gauches douées de
deux directrices rectilignes (Bulletin de la Société mathématique,
ES OS Re A A AS € HN PA NOTA AS DNS NE RAA NET CUT DAT . II 86-88 Énoncé d’un théorème sur les surfaces développables (/bid.,
ÉROULSO Tr 78. Di 7O | LT IR SRE LR ERRERRE CEE De ME CRNS M NE Sur les courbes planes du sixième degré à neuf points doubles
(bis TS AO SSLERE PDO RER NAS RE NAS IT 547-557
20 Cinématique et mécanique.
Sur le mouvement d’une droite (Bulletin de la Société mathé-
matique, t. 1, 1878, p. 114}.....,.,..........4%.. rs ve NL TO PQ Sur le deDtbeent d’un solide invariable (Zbid., t. 2, 1873- As
PARA OS PRO ER MEANS ONE RER ER AS Eat Reg I ° 194-202 Sur certains cas singuliers du déplacement d’un corps solide
HLBLOS ES GNT 8770-80 DIT ACER ARE OT ER RL LÉO ONE Sur la théorie du déplacement (Nouvelles annales mathéma-
LITUES, 0e Série it, LT DA OO ERREUR NRA EI EN | .... IV 99-102
Sur les lois de Kepler, solution d’un problème proposé par M. B:rtrand (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 84,
LS UD TOO) RE ANS ANA SE NO É RRE NÉT ES IT 89-92 Sur les lois de Kepler (Bulletin de la Société philomathique, BE SéReNt 1070 Di 00) Mes en DDR SPORE tete . II 93-95
30 Algèbre et analyse.
Sur une proposition d’algèbre (Bulletin de la Société mathématique
LOS L862 77 DA DO ERREUR TR ARR PRE TER IT o8-101 Formul:s d’algèbre. Résolution des équations du troisième et
du quatrième degré (Nouvelles annales de mathématiques,
DÉSÉTIE LAN ISO DILT). MR MAP MES AP est ie free LV TORTUES Extrait d'une lettre à M. Rouché (Jbid., 3° série, t. 7, 1888,
DA AOMES Bi ee AMOR ct EURE AREA NERS RO MES Le PEL ELA LP REV ONT
VE A PP TRE FAC # (% DR: PS 2. LR | x M ETC" cab ul” V8
TABLE MÉTHODIQUE GÉNÉRALE
Tomes.
Démonstration d’un principe algébrique (extrait d’une lettre
Cadet Zeuthen TOGO MEN ARE SR ED RE" tel a à A Sur l’équation d’Euler, extrait d’une lettre à Guccia (Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo, t. 2, 1888, p. 40)... ne DU ENT Sur une formule d'analyse (Bulletin de la Société mathématique,
ASS LOTO SCD EDR CP Ne Où ne vd à NON DENT NE IT
Sur la réduction de certaines équations différentielles du premier ordre à la forme linéaire par rapport à la dérivée de la fonction inconnue {Comptes rendus de l’Académie des sciences,
PRO AR TS D UT D PL Se PA DS RE EE RE IT
Sur une généralisation de la fonction H de Jacobi, dans le cas de plusieurs arguments (manuserit inédit, 1859?)........... IV
4° Probabilités.
Sur un problème de probabilités (Bulletin de la Société mathé-
HTDIQUEREST SELS Un D.0 2 DR Eve es een ee ii rm, Il Sur le jeu appelé « le Taquin » (inédit, 1880)............,...... IV XII. — PrÈCES ACADÉMIQUES.
Notice écrite par G.-H. Halphen, sur ses travaux mathéma-
tiques, à l’occasion de sa candidature à l’Académie des
Sciences 1080) fete TE es Pie St ln aie Lee à Menus [l Notice sur J.-C. Bouquet (Comptes rendus de l'Académie des
Sélenines LA LUZ TOC AID IT20 7er ie LOT PAMAS à TRUE AV Discours prononcé aux obsèques de Laguerre (/bid., t. 103,
LOU Op 0420). PRIE MS me D riad cie LU IV
Rapport sur les mémoires présentés pour le grand prix des Sciences mathématiques en 1886 (Zbid., t. 103,1886, p.1302).. IV
Pages.
a, “À + Le #” Fa &-.:
2 > ë 4 rt 2 ne J À L , ’ : “ 4 te . ER Se 2 SATA LÉ te Fe nr 4 Se “ NAS RS “ HE RTE TE MERE Ad NP RENE GES - 26e s' Te F2 7 * * pr ne . on * ' ‘|
TABLE DES MATIÈRES
Notice sur la vie et les travaux de Georges-Henri Halphen, par M. Brioschi (lue à la séance du 2 juin 1889 de l’Académie « dei Lincei»)....... RSS Étude sur les points singuliers des courbes algébriques planes (Appendice au Trailé de géométrie analytique (courbes planes) de G. Salmon, Paris, Gauthier-Villars, 1884)........ RES OE RC «AL ARE En Sur la série de Fourier {Comptes rendus de RAA IE des sciences, t. 96, 1883, p. 188)... RER MERS SU Rene Fe sommes de fonctions numériques (Zbid., t. 96, DO EU A ne ann ne bee ; Sur la théorie du déplacement (Nouvelles annales de mathématiques, 3° série, PSS Dr 200) 112. Re es ee Sur les multiplicateurs des équations différentielles linéaires (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 97, 1883, p. 1408, 1541; t. 98, 1884, p. 134).. Sur une équation différentielle linéaire du troisième ordre, extrait d’une lettre adressée à M. F. Klein (Mathematische Annalen, t. 24, 1884, p. 461). Sur une courbe élastique (Comptes rendus de l'Académie des sciences, t. 98, RAS D MA). Re M ET SR EE 2 AP UT MN PO SPAM RE LUS Note sur l’inversion des intégrales elliptiques (Journal de l'École PolytechniqueOf cahier TOM EDS) LE UE Ne ds ose: NO Se Sur une courbe élastique (Zbid., 54€ cahier, 1884, p. 183)................ Sur un problème concernant les équations différentielles linéaires (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. 1, 1885, p. 11)... He
Sur le mouvement d’un corps grave de révolution, suspendu par un point
de son axe (Comptes rendus de l'Académie des sciences, t.'100, 1885,
EP LR DE AE ST SPAS TE tra EN ee al ee MA RE à sé la convergence d’une fraction continue algébrique (bi, t. 100, 1885, RO DE NS nier divan SAMU uns = Sur les formes quadratiques dans la théorie des équations différentielles linéaires (1bid., t. 104, 1885, p. 664).............. ANS RTS LAS S Sur une nouvelle classe d'équations différentielles, linéaires intégrables (Ibid., t. 101, 1885, p. 1238} ARNO TR RTS
P 5) A NÉ Le etats Die dote elspieelinest ee rare) Te TE SENTE à DÉC CE PONS ss... . FRS ©
Formules d’algèbre. Résolution des équations du troisième et du quatrième degré (Nouvelles annales de mathématiques, 32 série, t. 4, 188);
pages.
Pages.
Sur le problème de Gauss concernant l'attraction d’un anneau elliptique (Comptes rendus de l'Académie des sciences, t. 103, 1886, p. 363).... 292 Sur le mouvement d’un solide dans un liquide (Zbid., t. 104, 1887, p. 807).. 297 Un théorème sur les lignes géodésiques de l’ellipsoïde de révolution allongé
bi MAO ETS DESSUS CRE EE 302 Un théorème sur les arcs des lignes géodésiques des surfaces de révolution du sSéconddepre (hd M0 TS TRES ERP RTE RP TL Re 303 Sur le mouvement d’un solide dans un liquide (Journal de Mathématiques DUreS el GPDILAUÉES AK USÉTIE, LAON D DIN Nec Re Cri 305 Sur l’équation d’Euler, extrait d’une lettre adressée à M. G.-B. Guccia (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 2, 1888, p. 40)...... 374 Sur les intégrales pseudo-elliptiques (Comptes rendus de l’Académie des SCLerICeS. 1 AU0 MSC) D, 12100 en TER AS CRT MR EN PE OMR 378 Sur l’approximation d’une fraction continue algébrique (Zbid., t. 106, 1888, D TO D) Re Re tonte Di 18e ns te vos PO Ce 386 Extrait d’une lettre à M. Rouché (Nouvelles annales de mathématiques, Désériestts LOD0. DOM) tee ENT CN De D NE RARE 391
Sur la multiplication complexe dans les fonctions elliptiques, et, en parti-
culier, sur la multiplication par ÿ—93 (Journal de Mathématiques pures.
ét-appliquées, s6rie, LD" L000, D IE TN RSR EN CT DEEE 392 Sur la résolvante de Galois dans la division des périodes elliptiques par 7
(Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 108, 1889, p. 476)........ 433 Sur les formes différentielles associées (Journal de Mathématiques pures
ét'applhqueées;noseriet. 0 TÉDOEP OIL RS M EP RER 435
Pièces DIVERSES.
Notice sur J.-C. Bouquet (Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 102, POOGNP. LAON) STE MARNE LR AN RS RS ET RE SEE Pit 453
Discours prononcé aux obsèques de Laguerre (Zbid., t. 103, 1886, p. 425).. 460
Rapport sur les mémoires présentés pour le grand prix des Sciences mathématiques en 18804{Jb1d/ 1210517886, paro02) Fee. O0 A6:
APPENDICE !: Mémoires ET FRAGMENTS INÉDITS.
Avertissement des éditeurs...... PRE OS NS 7 DR AE UE ON ANA TES SC 465 Rapport de H. Poincaré sur les papiers laissés par Halphen (Comptes rendus
de l'Académre dés:sciences,1./133,%1901::p2 792) 00e TON 200 RE 467 Note Sur les fractions continues 2 NE Rhin NOR ER NA 47I Extrait d'une lettre à MMannheinms ee Me RS EN OR EE 484 Surilithéonte des: SUIS 2. Ne VAL EU A MNT ee RES RER EE 485 Énoncé d’un théorème sur les enveloppes des diamètres des courbes algé-
Driques LR RIDE SANS LA SNA MORE REP RTE ETRRRE NCRER CEE Dr Süriupe fanrilte de’courbes planes OMR ER Ne IRE PE 513
Sur quelques formules d’arithmétique 25, RS 2 A 527
TABLE DES MATIÈRES
Sur une application de la théorie des caractéristiques pour les coniques à une question relative aux polygones de Poncelet.................. cure jeu appeléclenla quite RER Me RER AE OC SAR HUE Sur une généralisation de la fonction H de Jacobi, dans le cas de plusieurs AIS UIRONLS EN ee Ce Re nt ia eee ete elle) à 22 NE Re DES PART SURUD svstème d'équationsiditierentielles ten He. rs rte
Sur un mode de représentation des fonctions d’une variable réelle (extraits). Sur une nouvelle elasse d'équations différentielles linéaires intégrables. ... Sur une nouvelle classe d'équations différentielles linéaires intégrables
(extrait du Cours d'analyse de l'École Polytechnique, de C. Jordan).
III. Contribution à l'historique du mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes intégrables...........
Table méthodique générale des quatre volumes des Œuvres d’Ifalphen..
Le << CE Le x Æ re ee x = Ge
des Grands-Augustins, 55.8
uai
RIMERIE
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/oeuvresdeghhalph04halp. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Oeuvres de G.-H. Halphen

		M. BRIOSCHI

		H. ARON

		VI BRIOSCHI

		VIN BRIOSCHI

		NOTICE SUR LA VIE ET LES TRAVAUX DE G.-H. HALPHEN. IX

		X BRIOSCHI

		NOTICE SUR LA VIE ET LES TRAVAUX DE G.-H. HALPHEN. XI

		XII BRIOSCHI

		NOTICE SUR LA VIE ET EES TRAVAUX DE G.-H. HALPHEN. XIII

		XIV À BRIOSCHI

		NOTICE SUR LA VIE ET LES TRAVAUX DE G.-H. HALPHEN. XV

		COURBES ALGÉBRIQUES PLANES

		PREMIÈRE PARTIE

		LT MIE PUS T

		TES

		Nous examinerons d’abord les cycles correspondant à des

		Exempze

		EXEMPLE

		I Ù B CG

		DEUXIÈME PARTIE

		D (AM

		Exemples des formules (22) et

		RE KM

		Voici des exemples

		FA CAR

		PACA CE M HO TETE

		TROISIÈME PARTIE

		Considérons une fonction linéaire des uw, soit

		QUATRIÈME PARTIE

		HEURES AUD LU RAT

		NIN—1)=; 2(® + S

		LA SÉRIE DE FOURIER

		SOMMES DE FONCTIONS NUMÉRIQUES

		SUR L’APPROXIMATION DES SOMMES DE FONCTIONS NUMÉRIQUES

		RICE

		SUR LA THÉORIE DU DÉPLACEMENT. IOI

		EMA PE RE

		PUR T

		DU TROISIEME ORDRE

		a+ aa’ + a

		K3| OV OV OV

		NI

		NOTE

		FormuLEs GÉNÉRALES

		II. — Drscussronz

		DIT

		IT 0 (1) EE

		PAST

		PAP VE

		PRÉAMBULE

		LÉ

		TO

		UE OPEN

		QE I

		En me servant du développement (16) pour les seconds

		Les formules (18 bis) donnent d’une manière analogue

		IN

		HI

		STAR

		ST 2123 P

		ITEM

		NT

		PE

		SEUL

		qi X=—— Vg Era (n—;) _

		IV. — ForMULES ET DISCUSSION POUR LE CAS

		Pour développer la formule (31 a), nous écrirons

		Pour le cas e > Lu, on écrira

		Le développement de la formule (31 b) est analogue

		Pour le rayon vecteur, on a

		FL

		RS RS

		CORTE GUESS

		FE

		Pour la prouver, je vais démontrer l'inégalité

		V. —— APPLICATIONS

		CIN NES

		DUREE 4 BUT

		P! - jt —:| [AE | put

		PP D 1 TEA HC

		I . LA : : LA

		x20? / Di S—=-—(mt+hbisint +...) = - : + sine

		CONCERNANT LES

		INTÉGRALES NON LINÉAIRES

		PAPA

		SUR UN PROBLÈME CONCERNANT LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

		ARTE

		CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES

		FORMES CUBIQUES

		ASIE

		I 1 (17) | PRO

		APPLICATION. — DIGRESSION SUR’ L'ÉQUATION DE LAMÉ

		Z : — LS

		SUR UN PROBLÈME CONCERNANT LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

		III. — ÉQUATIONS DU TROISIÈME ORDRE

		PR NV

		D = IL

		PRODUIT DE TROIS SOLUTIONS

		Voici un exemple numérique : {ntégrer l’equation P q

		SPA CE

		SET

		PC, G1—+ {= 0, W + W1 = O

		P + UP

		DIGRESSION SUR UNE ÉQUATION DU- TROISIÈME ORDRE

		En différentiant les équations (48), nous avons

		RER(RIOT = (JUL

		DOTE

		CONCLUSION

		SUSPENDU PAR UN POINT DE SON AXE

		ALGÉBRIQUE

		SUR LA CONVERGENCE D'UNE FRACTION CONTINUE ALGÉBRIQUE

		SUR LES FORMES QUADRATIQUES DANS LA THÉORIE

		SUR UNE NOUVELLE CLASSE

		NOUVELLE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES INTÉGRABLES

		VERTE

		DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ

		IT. — ÉLIMINATION ENTRE DEUX ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ

		B +" VR) (4 + 3 VR) =2 (9 + VR

		LOTO A 2 "2 A

		X. — DISCUSSION DE L'ÉQUATION DE QUATRIÈME DEGRÉ À COEFFICIENTS RÉELS

		TRE EL

		L'ATTRACTION D'UN ANNEAU ELLIPTIQUE

		PROBLÈME DE GAUSS CONCERNANT L'ATTRACTION D'UN ANNEAU ELLIPTIQUE

		SL — M

		PROBLÈME DE GAUSS CONCERNANT L’ATTRACTION D'UN ANNEAU ELLIPTIQUE

		ESS PAT

		PH )E

		COS

		SANTA

		IV. — Mouvements 4 LA Porxsot

		_ PEN

		V. — Sur LA CONCORDANCE DES DEUX MOUVEMENTS À La Poinsor

		LL

		PRE RUSSE RP

		LA _

		UNE

		OISE SEE

		OT OT

		EN RME TY

		PRE MON EE SR

		APR

		RATS NERO

		KS I

		JAP IS

		AC — B?, X1= AC

		X = AC — B

		VX: VX

		TL — T

		PEUX

		nn V\ ti A POUr TZ = Yyn+t

		CENTS

		G H LT AE OT

		D'UNE

		XL VAT

		SUR L'APPROXIMATION D'UNE FRACTION CONTINUE ALGÉBRIQUE

		LA

		SUR L'APPROXIMATION D'UNE FRACTION CONTINUE ALGÉBRIQUE

		LETTRE À M. ROUCHÉ

		CHAOS EE TE CCE

		PRINCIPES GÉNÉRAUX

		LE AE

		PRIE AU EE D

		G3) FE

		BOL 26 + 1 ) AE NET LE

		Ÿ = EU = W + W

		REMARQUES SUR LA RÉSOLVANTE

		GO

		DÉVELOPPEMENT DE LA RÉSOLVANTE

		ONE V

		OS

		TRANS FORMATIONS DU TROISIÈME ORDRE

		I . 72 L k' — 5» ces quantités sont les suivantes

		TRANSFORMATIONS DU SECOND ORDRE

		QQ!+ 80 — 0, 3OP

		VICE—3) , 3— 0% I— 21 DÉPOT

		DATA

		PRES

		D [SI

		TT'H = 55.3::V

		LEA ES

		DIVISION DES PERIODES ELLIPTIQUES PAR

		FENTE

		RE

		GENE SE SAT

		DIVERSES

		LISTE DES OEUVRES DE J.-C. BOUQUET

		Notesur des Surfaces 6 nth 6 ZONES AREA CEE AR AE ARS

		EN COLLABORATION AVEC M. BRIOT

		PS

		AUX OBSÈQUES DE LAGUERRE

		EN

		AVERTISSEMENT DES ÉDITEURS

		LES PAPIERS LAISSÉS PAR HALPHEN

		RAPPORT SUR LES PAPIERS LAISSÉS PAR HALPHEN

		NOTE DES ÉDITEURS

		NOTE

		NE

		AR

		EXTRAIT D'UNE LETTRE À M. MANNHEIM

		RER SA LT

		VIII. Nous emplovons les coordonnées S'—= 0. J'ai alors pto

		X. Sur la surface à courbures égales et opposées

		CA © (SA

		LTD TTE RON MEL REC EX DIN

		RE T

		D AE

		SUR LES ENVELOPPES DES DIAMÈTRES DES COURBES ALGÉBRIQUES

		LS + MUR TR ETS

		NA

		X = —, NEC PERS

		TIR

		GE) -) (GE

		HA

		NET P

		TH EDE, THE UNE SAS E

		PAR Loge

		CN ACT WE X

		A UNE-QUESTION RELATIVE AUX POLYGONES DE PONCELET

		APPLICATION DE LA THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES

		SUR LE JEU APPELÉ « LE TAQUIN

		I. — FoRMULE À TROIS TERMES

		P \ v* À, TRES

		CN

		LL

		IL. — MuzriPpLiCATION DES ARGUMENTS

		IL. — DérivéEes LOGARITHMIQUES

		CROSS ANT ENT D'LA

		TS

		LV. — GÉNÉRALISATION

		ST ET RENE 2 2H

		A: AS AN ; IV

		OUI

		FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE (') (EXTRAITS

		o(uæ)sinarx dx = ENTRER

		DATE

		HE D

		IT

		BUT

		V. — Sur le reste de la sérte

		PT

		NUS AS | PAUL GET UE

		Ÿ DEAN TE ET

		MU

		JOSÉ

		TA RES

		AGO A OR IS AS GP EC A SRE A

		JAN

		SUR UNE

		NOTE DES ÉDITEURS

		TS M LE RE

		DÉMONSTRATION D'UN PRINCIPE ALGÉBRIQUE

		CE

		CONTRIBUTION A L'HISTORIQUE DU MÉMOIRE

		AVERTISSEMENTS

		I. — GÉOMÉTRIE DES COMPLEXES ET DES CONGRUENCES DE DROITES

		PLANES

		THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES ALGÉBRIQUES

		III. — THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES

		IV. — THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES

		II

		VIII. — FonNCTIONS ELLIPTIQUES

		IX. — SÉRIES ET FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES

		X. — THÉORIE DES NOMBRES

		XI. — Suyers DIVERS

		TABLE DES MATIÈRES

		TABLE DES MATIÈRES

		Sources et licence





