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AVEKTISSEMENT.
Publier, dans les cfreonstanees actueUes, la total ite de I'oeuvre mathematique de Georges Humbert aurait ete difficile. Nous nous bornons, avec 1'appui que Ton est toujours stir de rencontrer aupres de la Maison Gauthier-Vi liars, areproduire ici les memoires les plus beaux et les plus caracteristiques de eette oeuvre, negligeant, soit quelquos courtes notes, que G. Humbert lui-meme eonsiderait comme moins interessantcs, soitquelques travaux de second plan qui n'ajoutenta des (juestions deja traitees que des resultats de rnoindre importance. Dans unc oeuvre comme la sienne, d'aUIeurs, presque toutetait a retenir, el Ton verra, par la liste complete de ses travaux donnee plus loin, combien peu nombreux sunt ceux que nous avons cru pouvoir retrancher. Ce premier volume contient des memoires rclalifs aux courbes algebriques el aux theoremes d'Abel; ceux qui suivront comprendront les travaux, d'unc part sur les fonclions abeliennes et leurs applications, d'autre pari sur la tbeorie des nombres.
PREFACE
Les savants qui travaillent a agrandir le domaine de nos connaissances mathematiques peuvenl se diviser en deux grandes classes : les uns, emportes avant tout par l'attrait de I'inconnu, s'efforcent de pousser le plus loin possible leurs recherches fut-ce par les chemins les plus abrupts, tel un explorateur qui a grands coups de cognee se t'raie sa route a travers une foret obscure. Les autres, qui ressentant profondement la pure beaute d'une verite mathematique quand elle a revetu sa forme definitive, n'abandonnent leurs decouvertes qu'apres les avoir amenees a ce point de perfection esthetique que 1'avenir oe saurait plus modifier. C'est parmi ces derniers que se range Georges Humbert. J'ai ecrit jadis, a l'heure ou il venait prematurement de disparaifre, que son etre intime se refletait dans son neuvre scicntifique : de memequ'il portait en lui une ame de cristal, son oeuvre a du crista I la transparente lucidite et la nettete impeccable des contours.
II iniportait que cette O'livre, eparse dans plus de i5o Notes et Memoires, fut rassemblee en volume oO les chercheurs de ravenir pussent s'initier a des theories nouvelles harmonieuses et fecondes et prendre en ineme temps des lecons de methode, d'elegance et de clarte. Car ce sont la des qualites qui caracterisent toules les productions de (jeorges Humbert an point d'en faii'e oublier la profondeur. Qu'un lecteur parcoure par exemple les pages ou, par l'intermediaire des fonctions abeliennes, il etablit une correspondance rigoureuse entre des proprietes geometriques el des verites arithmetiques de I'ordre le plus abstrait : tout est si simple, si clair, si naturel qu'on a peine a se rappeler qu'on se incut dans un des domaines les plus inaccessibles de resprit humain.
C'est cette association d'elegance et de profondeur qui, dans des domaines deja explores, lui a valu de si brillanles decouvertes.
PREFACE
Lorsqu'il a commence ses travaux, I'ere semblail close des decouvertes geometriques saisissantes el simples qui au xix° siecle out ajoute aux gloires de I'antiquite grecque les noms des Poncelet, des Chasles, des Poinsot. Affrontanl des problemes donl la complexity ne semblail apporter que des reponses imparfailes el confuses, Georges Humbert a obtenu des enonces d'une si parfaite beaute, qu'ils suf'firaient pour realiser sa noble ambition d'inscrire son nom parmi ceux des grands geometres : tels ces tbeoremes sur les aires spheriques, sur les aires ellipsoidales, sur les arcs de lemniscate, sur la surface desmique du quatrieme ordre qui possede les proprietes angulaires du plan euclidien mais non ses proprietes metriques.
II en est en analyse comme en loule science : L'etude ininulieuse de sujets particuliers, lorsqu'elle est faile par un esprit etroit depourvu d'idees gene'rales, est sterile. Lorsque au contraire cette etude parti c u - Mere est inspiree par une connaissance approfondie des tbeories generales et coUtribue a faire progresser et a illustrer ces tbeories, elle est peut-etre, comme le d it M. Emile Borel, la forme la plus complete et la plus elevee de la recherche scientifique.
Telle est la methode qui a dirige l'activite scientifique de Georges Humbert. Attire d'abord par les verites geometriques dont le caractere direct, objectif, synthetique correspondait a la nature de son esprit, il s'attaque aux proprietes des courbes el des surfaces algebriques, arme de toutes les ressources de l'algebre, de ('analyse moderne et de la Ibeorie des fonctions.
Apres douze ans de publications qui vont de 1 88.5 a 1898, il lui apparait que certaines doctrines analytiques sur lesquelles il s'appuie ne suf'lisent plus aux rechercbes geometri([ues 011 il se Irouve engage : pour aller plus loin il lui faut completer la theorie classique des fonctions abeliennes. II se revele alors non moins apte a surmonter lesdifficultes analytiques qu'a discerner les faits geometriques. Dans 1111 ocean pour tan t si parcouru, il decouvrc des terres nouvelles : la theorie des fonctions abeliennes singulieres est creee.
Ici commence un troisieme stade de travaux. Ces fonctions abeliennes singulieres, leurs proprietes sont liees a celles des formes
PREFACE
arithmetiques, proprietes qui eclairent, prolongent, developpent a l'infini ties theories d'Hermite, qui passaient pour les plus profondes de l'illustre geometre. Mais par I'intermediaire des fonctions abeliennes singulieres, ces verites arithmetiques si abstraites recoivent dans le tnonde des surfaces et des courbes des interpretations geometriques d'une simplicity merveilleuse et inattendue.
C'est mi veritable corps de doctrine quo constituent ces trois theories associees; des fonctions abeliennes singulieres, des surfaces algebriques qu'elles definissent, des formes arithmetiques qui leur correspondent. Corps de doctrine entierement nouveau, oil la geometrie, I'analyse, l'arithmetique s'enchainent et se pretent un mutuel appui. Corps de doctrine dont les lignes essentielles sont tracees d'un trait stir mais dont l'initiateur laisse une riche moisson de decouvertes a ses eleves et a ses continuateurs.
Tant que des hommes vivront, capables de cultiver la mathematique, ils aimeront et admireront la perfection d'une telle oeuvre.
Nous devons remercier la Maison Gauthier-Villars d'en avoir realise la reimpression sous une forme irreprochaMr
P. Painleve.
CEUVRES
DE
G. HUMBERT
COUKBES ALGEBRIQUES.
1. Application de la theorie des fonclions fuchsiennes a l'etude des courbes
algebriques (Journal de Matheinaliques, 4e serie, t. II, 1886).
2. Sur 1111 probleme dc contact de M. de Jonquieres (Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo, t. IV, 1890).
3. Sur les courbes de genre un (These de Doctorat, Paris, Gauthier-\ illars,
h, 5, 6. Sur les courbes de genre un (Notes publiees aux Comptes rendus de 1' Academie des Sciences, 2e semeslre i883).
7. Sur la conrbe du quatrieine ordre a deux points doubles (Ibid., ier se-
rnestre 1 884)-
8. Sur les courbes du troisieme ordre (Bulletin de la Societe philoma-
ihique).
9. Sur les courbes de Clebsch... (Bulletin de la Societe mathematique,
t. IX, 1881).
Sur les courbes unicursales (Ibid., t. XIII
11. Sur les courbes algebri,|ues planes rectifiables (Journal de Malhema-
tiques, 4e serie, t. IV, 1888).
(') Nous pensons qu'on peut regarder cette liste comme complete. N'y figurent pas, neanmoins, des analyses donnees au Bulletin des Sciences inathematiquea, des solutions de questions proposees par les Aouvelles Annates ou Ylntermediaire, ainsi que quelques articles historiques ou nccrologiques. (Aote des Editeurs.)
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12. Sur les courbes algebriques rectifiables (Comptes rendus, ier semestre
13. Sur les coniques inscrites a une quartique ( Annates de la Faculte des
Sciences de Toulouse, 1890).
\k. Sur une interpretation geometrique de l'equaiion modulaire pour la transformation du Iroisieme ordre {Bulletin de la Societe mathema tique, t. XXVI, 1898).
15. Sur une interpretation geometrique de ('equation modulaire (Ibid.,
XXVII
1(>. Sur les polygones de Poncelet ( /bid.).
THEOREM E D A BEL.
17. Sur le theoreme d'Abel et quelques-unes de ses applications geome-
triqueS" (Journal de Mathematiques, 4C serie, t. Ill, 1887).
18. Sur le theoreme d'Abel et quelques-unes de ses applications a la Geome-
trie (Ibid., t. V, 1889, et t. VI, 1890).
19. Application geometrique d'un theoreme de Jacob! (Ibid., t. I, 1 885).
20. Sur les courbes cycliques de direction (Ibid., I. IV, 1888).
21. Sur le theoreme d'Abel (Comptes rendus, 2'' semestre 1886).
22. Sur quelques proprietes metriques des courbes (Nouvelles Annates de
Mathematiques, 3* serie, I. VI, 1887).
23. Sur l'orientation des systemes de droites (Ibid., l. XII, 1893).
24. Sur rorienlalion des systemes de droites ( American Journal of Mathe-
matics, I. X, 1888).
25. Sur le lieu des foyers d'un faisceau tangentielde courbes planes (Comptes
rendus, icr semestre 1887).
26. Sur quelques proprieties des aires spheriques (Journal de Mathema-
tiques, 4e serie, t. IV, 1888).
27. Sur quelques proprietes des surfaces coniques (Comptes rendus, 2e se-
mestre 1887).
Sur certaines zones ellipsoidales (Ibid
31. Expression de quelques aires sur le paraboloide elliptique (Bulletin de
la Societe mathematique, I. XXI, i8g3).
32. Expression de quelques nouvelles aires sur le paraboloide elliptique
(Ibid.).
33. Quelques proprietes des arcs des courbes algebriques planes ou gauches
(Journal de Mathematiques, 5e serie, t. I, 1895).
34. Sur les arcs des courbes planes algebriques (Journal de I'Ecole Polytech-
nique, 5;'' cahier, 1887).
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35. Sur les arcs do courbe (Comptes rendus, ier semeslre 1887).
36. Sur les arcs des courbes planes (Nouvelles Annates, 3° s<'iie, 1. Vil, 1888).
SURFACES ALGEBRIQUES.
37. Sur les surfaces cyclides (Journal de I'Ecole Poly technique, 55'' cahier,
38. Sur les lignes de courbure des cyclides (Comptes rendus, ier semestre
39. Sur les surfaces bomofocales du second ordre (Bulletin de la Societe
mathematique, t. XIII, i885).
40. Snr la determination des axes de l'indicatrice en un point d'une surface
du second ordre (Ibid.).
41. Sur une generation geometrique de la surface de Kuinmer (Rendiconli del
Circolo matemalico di Palermo, t. XI, 1897).
42. Sur une propriete des cones du second ordre ( Bulletin de la Societe
mathematiq ue, t. XXI, i8g3).
43. Sur un complexe rernarquable de coniques (Journal de I'Ecole Polytech-
nique, 66° cahier, 1894).
44. Sur la surface desmique du quatrieme ordre (Jour rial de Mathematiques,
4e serie, l. VII, 1891).
45. Sur une classe de quartiques planes (Ibid., t. VI, 1890).
46. Sur les normales aux qtiadriques (Comptes rendus, ie' semeslre 1888).
47. Theoremes concernant une classe de surfaces algebriques (Rendiconli
del Circolo matemalico di Palermo, t. Ill, 1889).
48. Sur une classe de surfaces algebriques (Ibid., t. IV, 1890).
Sur une classe de surfaces a generatrices unicursales
51. Des series de courbes algebriques tracees sur les surfaces algebriques
(Journal de Mathematiques, 4e serie, t. X, 1 894 ) -
52. Des involutions sur les courbes algebriques (Bulletin de la Societe matlie-
matique, I. XV, 1892).
53. Sur une classe de surfaces a generatrices rationnelles (Comptes rendus,
ier semestre 1893).
54. -Sur une propriele d'une classe de surfaces algebriques (Ibid., 2e semestre
55. Sur la tbeorie generale des surfaces unicursales (Mathemaiische Anna-
len, t. XLV, 1 894 ).
56. Sur une surface du sixieme ordre liee aux fonctions abeliennes de genre
trois (Journal de Mathematiques, 5e serie, t. II, 1896).
57. 58. Sur une surface du sixieme ordre qui se rattache a la surface de
kuinmer (Comptes rendus, ier semestre 1895). 59. Sur les courbes de quatrieme classe (Ibid.).
okuvrfs r>F. c.f.ougf.s HUMBERT.
FONCTIONS ABELIENNES ET SURKACKS 11 YPEREIJLIPTIQUES.
60. Tbeorie generale des surfaces liyperelliptiques {Journal de Mathema-
tiques, 4e serie, I. 1\, i8g3).
Sur la transformation des fonclions abeliennes {Ibid
71 . Sur les fonctions a qualre paires de periodes {Ibid., ier semestre 1900).
72. Sur les fonclions abeliennes singulieres. — Premier Memoire {Journal
de Mal/tema/iques, 5" serie, 1. V , 1899).
73. Sur les fonctions abeliennes singulieres. — Second Memoire {Ibid., 5e se-
rie, t. VI, 1900).
74. Sur les fonclions abeliennes singulieres. — Troisieme Memoire {Ibid.,
t. VII, 1901).
75. Sur les fonctions quadruplement periodiques {Comptes rendus, t. 132,
76. Sur les fonclions abeliennes singulieres d'in variants 8, 12 et 5 {Journal
de Malhematiques , 6e serie. t. II, 1906).
77. Sur la transformation quadratique des fonctions abeliennes {Comptes
rendus, t. 133, 1901).
78. Sur la transformation ordinaire des fonctions abeliennes {Journal de
Matliemaliques, 5e serie, t. VII, 1901). 102. Sur les fonclions abeliennes singulieres de trois variables {Comptes rendus, t. 158, 191^1 en collaboration avec M. Paul Levy).
THEORIE DES NOMBRES
79. Sur les fonctions abeliennes a multiplication complexe {Comptes rendus,
80. Sur les fonctions abeliennes a multiplication complexe {Ibid.).
LISTE DES MEMOIRES PtIBLlF.S PAR G. HUMBERT.
81. Sur les fonclions abeliennes a multiplication complexe (Ibid., t. 136,
82. Les fonctions abeliennes singulieres et les formes quadratiques (Journal
de Mathematiques, 5e serie, t. IX, igo3).
83. Les fonctions abeliennes singulieres et les formes quadratiques (Ibid,,
84. Quelques formules relatives aux nombres de classes (Comptes rendus,
85. Formules relatives aux nombres de classes (Journal de Mathematiques,
6e serie, t. Ill, 1907).
86. Quelques formules relatives aux minima des classes (Comptes rendus,
87. Formules relatives aux minima des classes (Ibid., t. 146, 1908).
88. Formules relatives aux minima des classes (Ibid., I. 147, 1908).
89. Formules relatives aux minima des classes (Journal de Mathematiques,
6e serie. t. I V, 1908).
90. Sur quelques consequences aritlimetiqu.es de la tbeorie des fonctions
abeliennes (Comptes rendus, I. 142, 1906).
91. Sur les representations d'un enlier par une somme tie 10 ou 12 carves
( Ibid., t. 144, 1907).
92. Demonstration d'une formuhe de Liouville (Bulletin des Sciences mathe-
matiques, 1909).
93. Sur les minima des classes de formes quadratiques (Comptes rendus,
103. Sur les formes quadratiques binaires indefinies (Ibid., t. 157, igi3).
104, 105. Sur quelques fonclions numeriques remarquables (deux Notes)
(Ibid., t. 158, 191/i).
106. Sur les formes quadratiques binaires positives (Ibid., t. 160, 1 9 1 5 ) .
107, 108. Sur la reduction des formes d'Hermite dans un corps quadralique
imaginaire (deux Notes) (Ibid., t. 161, 191 5 ).
Hemarques sur certaines suites d'approximation (Ibid
116. Sur quelques fonctions numeriques remarquables (Comptes rendus,
117. Sur l;i fraction continue cle Stephen Smith (Ibid., t. 165, 1917).
118. Sor la reduction (mod 2) des formes quadraliques binaires (Ibid. ).
119. 120. Quelques proprietes des formes quadraliques binaires indefinies
(deux Notes) (Ibid.).
121, 122. Sur le developpement en fraction continue de Stephen Smith des irrationnelles quadraliques (deux Notes) (Ibid.).
123. Sur les representations d'un entier par certaines formes quadratiques
indefinies (Ibid., t. 166, 1918).
124. Sur les formes quadraliques indefinies d'Hermile (Ibid.).
125. Sur le nombre des classes de formes a indeterminees conjuguees, inde-
finies, de determinant donne (Ibid.).
126. Sur les representations d'un entier par les formes quadratiques ter-
naires indefinies (Ibid.).
127. Sur les representations d'un entier par les formes quadraliques ternaires
indefinies (Ibid., t. 167, 1918).
128. Sur les formes quadratiques ternaires indefinies (Ibid.).
129. 130. Sur la mesure des classes de formes quadratiques, ternaires et
positives, de determinant donne (deux Notes) (Ibid., t. 168, 1 9 1 9 ). 131 . Sur les formes quadratiques positives d'Hermite (Ibid.). 132 Sur la formation du domaine fondamenlal d'un groupe aulomorpbe
(Ibid., I. 169, 1,919).
133, 134. Sur les representations propres d'un entier par les formes positives
d'Hermite, dans un corps quadratique imaginaire (deux Notes) (Ibid.).
135. Sur la mesure de Tensemble des classes positives d'Hermite, de discri-
minant donne, dans un corps quadratique imaginaire (Ibid.).
136. Sur la mesure des classes d'Hermite, de discriminant donne, dans un
corps quadratique imaginaire, et sur certains volumes non euclidiens (Ibid.).
137. Sur les formes quadratiques positives d'Hermile dans un corps quadra-
tique imaginaire (Ibid., t. 170, 1920).
138. Sur le nombre des classes de formes quadratiques positives d'Hermite,
de discriminant donne, dans un corps quadratique imaginaire (Ibid.).
139. Sur une extension du groupe modulaire dans un corps quadratique ima-
ginaire (Ibid.).
HO. Sur les groupes de M. Bianchi (Ibid.).
14-1. Sur la representation d'un entier par les formes d'Hermite indefinies, dans un corps quadratique imaginaire (Ibid., t. 171, 1920).
142. Expression de 1'aire non euclidienne du domaine fondamental lie a une
forme d'Hermite indefinie (Ibid.).
143. Sur une liaison arithmetique entre les formes quadratiques ternaires
reelles et les formes d'Hermite indefinies (Ibid.).
144. Sur les formes d'Hermite ternaires dans un corps quadratique imaginaire
(champ \J — 1 et champ \J— 2) (Ibid., t. 172, 1921).
145. Meme titre (Journal de Mathematiques, 8" serie, t. I V,^ 1 92 1 ).
LISTE r>ES MEMO IRES l'UBLIES PAR HUMBERT.
TRAVAUX DIVEKS.
94. Sur I'equation hypergeometrique (Bulletin de la Societe mathematique,
t. VIII, 1880).
95. Sur le developpement d'une fonction suivant les puissances croissantes
d'un polyuome (Ibid.).
96. Sur la reduction en fractions continues d'une classe de fonctions ( Ibid.).
97. Sur une generalisation de la theorie des fractions continues (Ibid.,
t. VIII, 1880, et t. IX, 1881).
Sur la fonction (x — \)a [Ibid
100. Sur I'equation differentielle lineaire du second ordre (Journal de I'Ecole
Poly technique, 48c cahier, 1880).
101. Sur les integrates algebriques de differentielles algebriques (Acta
malhematica, t. X, 1887).
146. Sur une Mote de M. Fontene (a propos de la surface de Weddle) (Nouvelles Annates, 4e serie, t. 16, 1916).
TRAVAUX SCIENTIFIQUES
DE
AVAJNT-PROPOS.
Les Memoires dont on vient de lire la liste peuvent se diviser en deux classes.
Les Travaux anterieurs a i(S9<S concernent a la fois l'Analyse et la Geometrie et traitent principalement de la theorie des courbes et surfaces algebriques : quelques-uns stmt consacres a 1'Analyse ou a la Geometrie pures; les autres derivent en general d'un principe commun, celui de ['application au domaine geometrique des proprietes analytiques des fonctions. On sait, par exemple, quelle lumiere a jetee, sur la nature des courbes de genre un, leur liaison intime avec les functions elliptiques; cette belle decouverte de Clebsch m'a sans cesse servi de modele, et j'ai pu ainsi, pour l'etude des courbes et des surfaces, employer non seulement les fonctions elliptiques, mais les fonctions fuchsiennes et thetafuchsiennes de M. Poincare, les fonctions abe-
(•) Nous reproduisons ici, en supprimant quelques passages relatifs au but precis (candidature a la chaire du College de France) en vue duquel elle fut ecrite, la Notice sur ses travaux redigee par G. Humbert en 1912. Seuls s'y 'rouvent done resumes les Memoires anterieurs a cette date. (Note des Editeurs.)
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liennes de deux et de trois variables, les fonctions hyperabeliennes de M. Picard.
Au cours de ces recherches, j'ai eu la bonne fortune, sur des sujets deja abordes avant moi, de rencontrer des propositions nouvelles, d'un enonce simple et frappant, dont quelques-unes etaient assez cachees : on me permettra de citer, en particulier, les theoremes sur les aires spheriques et ellipsoidales, qui etendent a la sphere et a l'ellipsoide des proprietes fondamentales du cercleetde l'ellipse, ceux qui se rattachent aux arcs de conrbes, a la surface de Kummer et a certaines surfaces algebriques.
A partir de 1898, mes etudes ont porte sur les fonctions abeliennes singulieres ou ordinaires et sur certaines questions d'Arithmetique.
Les fonctions abeliennes singulieres etaient restees pour ainsi dire ignorees jusqu'a mes premieres recherches : elles se presentaient cependant bien naturellement dans les theories generates de la transformation et de la multiplication complexe; mais en abordant ces deux questions, meme dans des traites speciaux etendus, les geometres supposaient toujours implicitement que les seules transformations possibles etaient celles qu'Hermite avait deeouvertes en i856, et ils laissaient ainsi de cote un champ aussi vaste que fecond.
J'ai done defini les fonctions abeliennes singulieres de deux variables par une relation quadratique entre les periodes; j'ai etudie, avec les fonctions intermediaires qui s'y rattachent, leurs transformations et leurs multiplications complexes, edifiant ainsi toute une theorie, qui remplit trois Memoires etendus, publies de 1899 a 1901 au Journal de Maihematiques. Ces recherches n'ontpasete sans interet geometrique; elles m'ont donne, par exemple, les premieres surfaces hyperabeliennes explicitement determinees, et de curieuses surfaces hyperelliptiques du quatrieme ordre, dont une a quinze points doubles.
Les fonctions abeliennes singulieres m'ont conduit egalement a des consequences arithmetiques; je signalerai, en particulier, une interessante representation geometrique des nombres entiers et des formes quadratiques binaires, dans laquelle la surface associee a un nombre contient la courbe associee a une forme lorsque la forme represente le nombre, et inversement.
Enfin, a l'occasion d'un Cours professe au College de France, j'ai ete ainene a approfondir la methode par laquelle Hermite rattache, a des
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developpements trigonometriques de certains quotients de fonctions theta elliptiques, les formules classiques de Krnnecker sur les nombres de classes; j'ai, par cette voie, obtenu des formules du meme genre, ou figurent, a cote des nombres de classes, les minima de ces classes; combinant la methode d'Hermite avec la transformation du troisieme ordre, j'ai retrouve et etendu les relations arithmetiques que les geometres allemands ont deduites de la multiplication complexe de la fonction modulaire liee au tetraedre.
Le resume qui va suivre, ordonne d'apres les questions traitees, est divise en six sections :
i° Courbes algebriques; ,
20 Theoreme d'Abel et applications geometriques de ce theoreme; 3° Surfaces algebriques ;
4° Fonctions abeliennes et surfaces hyperelliptiques; 5° Theorie des nombres; 6° Travaux divers.
Les travaux de la seconde section auraient pa se repartir entre les autres, mais ils forment un tout si homogene qu'il m'a paru preferable de les grouper.
oeuvres he oeoroes Humbert.
I. — Courbes de genre quelconque
I . M. Poincare, dans un Travail celebre, a etabli qu'on peut exprimer les coordonnees d'un point d'une courbe algebrique en fbnclion fuchsienne d'un parametre; c'est ce resultat capital qui ni'a servi de point de depart, pour l'etude geometrique des courbe9 planes, dans le Memoire 1.
En introduisant les fonctions thetafuchsiennes, je retrouve, au point de vue transcendant, les tbeoremes de MM. Nother et Brill, relatifs it la Geometric, sur une courbe, et j'en demontre de nouveaux; je traite, en particulier, de l'intersection de la courbe fondamenlale avec une courbe nonadjointe, et, comme consequence, du probleme des courbes de contact , c'est-a-dire des courbes qui ont, avec la proposee, un contact d'ordre donne en tous leurs points de rencontre avec elle : cette question n'avait pas encore recu de solution geometrique generale. Grace a l'ernploi des fonctions fuchsiennes j'ai pu combler la lacune, lorsque la courbe proposee n'a comme singularites que des points doubles; voici les principaux resultats de cette theorie :
La famille des courbes d'ordre donne m, qui passent park points doubles et k' points simples donnes sur une courbe de genre p, a d points doubles, et qui ont avec cette courbe, en chacun des autres points de rencontre, un contact d'ordre r — i, se subdivisc en r2p systemes.
Chaque systeme comprend lui-mSme rrf_* groupes de courbes ; le premier membre de 1' equation des courbes d^un meme groupe est un polynome d'ordre r par rapport aux parametres demeure's arbilraires.
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Les systemes de points de contact jouissent de proprietes importantes ; ainsi :
Toute courbe d'ordre m, menee par les k points doubles, les k' points simples donnes, et par les points de contact de r — i courbes de la famille precedente, coupe en outre la proposee en de nouvcaux points qui sont les points de contact d'une autre courbe de la famille ; le sysleme el le groupe auxquels appartienl cette derniere courbe de contact restent fixes, quand les systemes et les groupe s auquels appartiennent les r — l premieres restent fixes eux-memes.
2. Un cas particulier interessant est celui ou l'equation generale des courbes de contact d'un meme groupe ne renferme qu'un parametre arbitraire qui, d'apres la theorie precedents, y figure au degre /•; dans ce cas :
Par un point du plan passent r courbes du groupe; leurs points de contact et les points fixes sont sur une courbe de meme ordre que j'appelle courbe polaire du point considere; inversement, ce point est dit pole de sa courbe polaire. Si la courbe polaire d'un point P passe par un point P', la courbe polaire de V passe par P.
Lorsque r est impair, toute courbe polaire passe par son pole.
Les applications de ces principes aux courbes des quatrieme et cinquieme degres conduisent a des resultats simples et rectifient, en particulier, deux resultats de geometric enumerative de Clebsch.
3. Un Chapitre du Memoire est consacre aux courbes hyperelliptiques; je montre, en particulier, que :
Les droites qui joignent les couples de points conjugues sur une courbe hyperelliptique generale, d'ordre n et de genre p, enveloppent une courbe unicursale de classe n — p — i, d'ordre 2(71 — p — 2), qui touche la proposee en 3n — zp — 6 points.
4. La theorie des fonctions fuchsiennes m'a egalement servi, dans le Memoire 2, a etablir une proposition analogue a un theoreme enumeratif bien connu de l'amiral de Jonquieres :
Parmi les surfaces d'ordre n appartenant a un sysleme lineaire p — 1
fois infini, le nombre de celles qui ont, en un point, avec une courbe plane ou gauche de degre m el de genre p, un contact d^ordre p — i , est egal amnp-h p(p — i)(p - i).
II. — Courbes de genre un et zero
.">. Dans ma These de Doctorat (3), j'avais applique des methodes analogues a l'etude des courbes de genre un; parmi les resultats qui me sont personnels, on peut citer les suivants :
J'indique, etant donnee l'expression des coordonnees des points d'une courbe de genre un en fonction elliptique d'un parametre, le moyen de reconnaitre si elle est de genre un ou zero, a I'aide d'operations algebriques simples. Dans le premier cas, je forme son equation sans introduire de facteurs etrangers, ainsi que les equations de ses adjointes d'ordres n — 3, n — 2, n — 1, en designant son degre par n.
Apropos du probleme des courbes de contact, traite par Clebsch, je donne des proprietes, non seulement des points de contact, mais des courbes elles-memes, avec application aux coniques biosculatrices a une cubique plane.
En appelant points conjugues dans un systeme s deux points d'une courbe de genre un dont les arguments elliptiques ont pour somme s, j'indique sur ces systemes de points de nombreux theoremes; par exemple :
La droile qui joint deux points conjugues dans un systeme s enveloppe une courbe unicursale de classe n — 2, d'ordre 'in — 3, qui touche la proposee en 3n — 8 points.
Le Memoire 3 se termine par une etude detaillee des cy cliques, ou courbes anallagmatiques du quatrieme degre : c'est surtout la consideration des systemes de points conjugues qui me conduit a des resultats nouveaux; le suivant sert de base a toute une theorie des cycliques homofocales :
Le lieu des centres des cercles de rayon nul qui passent par deux points d'une cyclique, conjugues dans un systeme donne, est une cyclique homofoe ale.
6. Dans la Note 10, j'applique aux courbes unicursales une methode
III. — Sujets divers
7. Le Memoire I 1 et la Note 42 ont pour ohjet la solution du probleme suivant :
Determiner touies les courbes algebriques planes dont Varc est une fonction ration nelle des coordonnees.
Voici le resultat :
Les courbes cherchees sont les cansliques par reflexion des courbes algebriques planes, pour des rayons incidents paralleles, et reciproquement.
8. Dans le Memoire 13, je fais connaitre des proprietes nouvelles des systemes de coniques quadritangentes a la courbe plane d'ordre quatre sans point singulier, en montranl que deux de ces systemes jouent, vis.-a-vis I'un de l'autre, deux roles differents selon la nature des coniques decomposees (couples de bitangentes) qu'ils renferment.
9. Enfin, les Memoires 14 et 15 donnent une interpretation geometrique simple de I'equation modulaire pour la transformation du troisieme ordre des fonctions elliptiques, et apportent une contribution a l'etude des polygones de Poncelet.
I. — Formules analytiques
10. La premiere formule relative au theoreme d'Abel, et qui revient d'aillcurs dans certains cas a une formule anlerieuremcnt connue, est
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etablie, sous differentes formes, dans los Memoires 17 et 18; elle peut etre presentee ainsi :
Soit C une courbe plane ou gauche; on considere une integrale abelienne quelconque, I, appartenant a la courbe, et mise sous forme homogenc
fQ(*,y,*- t\{tdx_xdt)
et l'on coupe la courbe C par un systeme do surfaces
®ix, y-> z, t, u) — o,
dependant plgebriqucment d'un parametre u :
La somme des integrates I dont les limites infericures et superieures sont respectivcment les points d' intersection de la courbe C avec deux surfaces du systeme 4>, correspondant aux valeurs u„ et u du parametre, a pour expression
11= f"(2r)du,
Zr designant la somme des residus, par rapport aux zeros de S, de la fonction
oil x, y, z, t designent les coordonnees d'un point C exprimees en fonction (thetafuchsienne, par exemple) d'une meme variable; x' et t' sont les derivees de x et de /.
La formule s'applique meme au cas oil les polynomes Q et S contiennent le parametre u.
Pour le calcul des residus, il n'est pas necessaire de connaitrc explicitement les expressions de x, y, t en fonction d'une variable; la formule n'introduit en effet que des elements geometriques de la courbe C.
Une consequence importante est la suivante :
La somme des integrates I, dont les limites inferieures el superieures sont respectivement les points d 'intersection de la courbe C avec deux surfaces quelconques de mSme ordre, est nulle, si, parmi les surfaces du faisceau determine par les deux surfaces secantes, il en est une, 2, qui
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passe par torn les points de la courbc C rendant I.' integrate infinie : quand an point est an infini d'ordre li pour la quanlite sous te signe /', la surface 1 doit avoir au meme point, avec C, an con tact d'ordre h — i .
11. Sommes de Jacobi. — Une autre serie de formules se rapporte a l'expression de sommes remarquables : etant donnees, en coordonnees cartesiennes, trois surfaces, d'ordres m, n,p, si Ton designe par A leur jacobien et si Q(x, y, z) est un polynome d'ordre m •+- n -+- p — 4 au plus, Liouville ct Clebsch ont montre que la somme
etendue aux points communs aux trois surfaces, est nullc, et Jacobj avait etabli le theoreme correspondant pour le plan. Or, du theoreme d^e Jacobi, Clebsch a deduit une demonstration du theoreme d'Abel dans le cas des integrales de premiere espeCe : cette liaison entre les deux propositions m'a fail penser qu'on pourrait sans doute, a 1'aide de l'expression generale indiquee plus haut pour le theoreme d'Abel, arriver a evaluer la somme 1, lorsquc le degre du polynome Q depasse m ■+- n-{-p — 4- G'est en effet ce que j'ai pu faire et j'ai donne une foi w ule qui ramene la somme cherchee a une autre, etendue seulement aux points situes a I'intini sur la courbe d'intcrsection de deux des trois surfaces proposers.
Enfin des formules de meme nature expriment les sommes plus generales ou Q est une J onction ration netle : on comprendra l'interet de ces resultats, si Ton re marque que les sommes considerees s'introduisent (juand on cherche a etendre le theoreme d'Abel aux integrales multiples.
C'estainsi que j'ai ete conduit, relativement aux integrales doubles, a des theoremes de meme nature que ceux rappeles plus haut pour les integrales simples; par exemple :
La somme algebrique des valeurs que prend une integrate double abelienne, appar tenant a une surface algebrique S, dans les polygones curvilignes decoupe's sur cette surface par deux surfaces quelconques d un premier faisceau ponctuel el deux surfaces quelconques d 'un deuxiemc faisceau, est egale a zero, s'il existe une surface S, formee par I'ensemb/e d'une surface du premier faisceau et d'une surface du second, passant par to us les points de la surface primitive S, qui rendent I 'element de
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V integrate infini; de plus, 2 doit avoir avec S, en tout point de cetle surface qui est un infini d'ordre I pour i 'element de Cintegrale, un contact d^ordre I — i .
La plupart cles resultats geometriques qui suivent sont des applications de ces formules ou propositions.
II. — Propriety geometriques diverses
12. De la proposition clu n° 10 derivent, entre autres consequences simples, les suivantes :
Le centre des moyennes distances des points communs a une courbe algebrique plane fixe el aux courbes d'un faisceau est un point fixe, si chaque asymptote de la courbe est asymptote a l'une des courbes du faisceau.
A une courbe algebrique plane, ayant toutes scs asymptotes d'inflexion, on mene des tangentes par un point quelconque : le centre des moyennes distances des points de contact est un point fixe. Ce point est egalement le centre cles moyennes distances des points de contact, avec la proposee, des tangentes communes a cette courbe et a une courbe algebrique quelconque, etc.
13. De nombreuses proprietes angulaires se rattachent a la notion orientation dans le plan, due a Laguerre : deux systemes de n droites ont meme orientation lorsque la somme des angles que font les n droites avec un axe fixe est la meme pour les deux systemes, a un multiple pres de tc. .
Je donne a ce sujet (23, 24) un theoreme fondamental, qui entraine de nombreuses consequences :
Pour quun systeme de n droites, variable algebriquemenl, garde une orientation fixe, il faut et il sujfit que, lorsqu une ou plusieurs droites du systeme viennent a passer par un des points cycliques du plan, d' autres droites du systeme, en meme nombre, passent au meme instant par I autre point cyclique.
Dans cet ordre d'idees, j'ai traite un probleme interessant :
Trouver, si elles existent, toutes les courbes algebriques, telles que le
III. — Arcs des courbes de direction
14. Les courbes de direction sont, d'apres Laguerro, les enveloppes de droites ayant un sens determine; leur equation generale, en coordonnees tangentielles rectangulaires, est u1 + v- = R2(«, v), R etant une fonction rationnelle de u et v.
L'arc d'une telle courbe s'exprime par une integrate abelienne appartenant a la courbe ; les formules du theoreme d'Abel s'appliquent done immediatement a l'expression de la somrae des arcs intercepted, par deux courbes quelconques de meme degre, sur une courbe de direction fixe.
Le Memoire 17, apres quelques generalites sur les courbes de direction, et la determination des lignes de direction du troisieme degre, donne, relativement aux arcs, de tres nombreux resultats dont voici les plus saillants :
Sur une courbe de direction n' ayant que des asymptotes distinctes, non isotropes, la somrne algebrique des arcs intercepts par deux courbes quelconques d'un mime degre est egale a la somme des segments que ces courbes interceplent sur les asymptotes de la proposee.
Sur une courbe de direction d'ordre 2n, admettanl comme point multiple d'ordre n, a tangentes distinctes, chacun des deux points cy cliques du plan, la somme des arcs interceptes par deux courbes quelconques d'un mime degre est egale a la somme des arcs que ces courbes interceptent sur n cercles, lies invariablement a la proposee.
Ce dernier theoreme, lorsque les courbes secantes sont deux droites, generalise une des proprietes fondamentales du cercle, celle de la mesure des angles :
La somme algebrique des arcs interceptes sur la courbe de direction precedente par les deux cotes d'un angle est proportionnelle a la grandeur de cet angle el independante de sa position dans le plan.
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15. Par mi les courbes de direction, il en esl de particulierement remarquablcs : en cherchant, en efFet, a determiner les courbes algebriques sur lesquelles l'arc est une integrale abelienne de premiere espece, j'ai trouve que ce sonl les courbes de direction n'ayant pas d'autre point a I'infini que les points circulates; il la u t et il soffit, de plus, qu'en chacun de ces deux points multiples, suivant la terminologie connue d'Halphen, la courbe ne presente que des cvrles dont la classe surpasse I'ordre. Par exemple, si les tangentes aux points circulaires sonl dislinctes, chacune d'elles devra etre tangente d'inflexion pour la branche correspondante.
Sur une de ces courbes remarquubles, deux courbes quelconques d un meme degre interceptent des arcs dont la somme algebrique est nulle.
On ne rencontre pas de courbe de cette nature avant le sixieme degre ; la plus simple a pour equation polaire p3 — a3 cos3co.
IV. Aires spheriques
16. Voici les deux resultats fondamentaux sur cette question (18) :
Soient deux surfaces quelconques de meme ordre p et deux autres surfaces de meme ordre q : la somme algebrique des ipq aires que ce systeme decoupe sur une sphere de rayon R est e'gale d ioRd; p elant tin coefficient dependant uniquement du systeme des quatre surfaces primitives, et d designant la distance du centre de la sphere a un plan lie invariablement a ce systeme.
Un systeme, compose de deux surfaces quelconques de. meme ordre el de deux autres surfaces asymptotiques entre elles, decoupe sur une sphere des aires dont la somme algebrique reste fixe pour toutes les positions de la sphere dans l espace : elle est egale au produit du rayon par un paramelre qui depend uniquement des surfaces primitives.
17. On comprend, sans qu'il soit utile d'en donnerdes exemples, a quelles varietes d'applications se pretent ces deux theoremes generaux ; par une methode elementaire (26, 27, 28), j'ai etabli des propositions He meme nature, qui constituent I'extension a la sphere de la propriete
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si simplo et si remarquable que presehte la circonference de cercle pour la mesure des angles situes dans son plan. Voici 1'enonce exact :
18. Un cone decoupe, sur une sphere concentrique de rayon un, deux aires symetriques; appelons plan d-1 orientation du cone le plan mene par le sommel normalement a la droite qui joint les centres de gravite de ces deux aires, et module le produit de la distance des deux centres de gravite par la valeur de Tangle conique.
La difference des deux aires que decoupe, sur une sphere de rayon R, un cone, dont toules les generatrices coupent la sphere, est egale a 2pR^/, p etant le module du cone el d la distance du centre de la sphere au plan d' orientation.
^application aux angles polyedres et aux cones du second ordre donne des resultats interessants.
19. La valeur du module d'un cone de second ordre me permet de calculer la difference des aires decoupees sur une sphere par une quadrique; on arrive a des resultats curieux et inattendus.
Soit Ma?2 -+- Nj- -+- Pz2 = K I'equation d'une quadrique rapportee a son centre et a ses axes; appelons module corrcspondant au plan principal z = o la valeur absolue de la quantite
TP
et definissons de meme les modules correspondant aux deux autres plans principaux.
Deux de ces modules sont reels, le troisieme est imaginaire.
Supposons maintenant que la quadrique coupe une sphere de rayon R suivant deux courbes fermees; le cone du second ordre qui passe par cette intersection, et dont le sommel est interieur a la sphere, a son axe interieur normal a un des plans principaux de la quadrique; soit II ce plan.
La difference des deux aires decoupees par la quadrique sur la sphere a pour valeur 2p R</, p designant le module correspondant au plan II et d la distance du centre de la sphere a ce plan.
Dans le cas d'une quadrique de revolution, le plan II est toujours
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celui de I'equateur; et si la meridienne est une parabole, je montre que :
La difference des deux aires que decoupe sur une sphere un paraboloide de revolution est egale a /|7rRjo, p designant le parametre de la parabole meridienne : cette difference est done independante des positions des deux sur faces dans Vespace, pourvu toujours que le paraboloide coupe la sphere suivant deux courbes fermees.
V. — Aires ellipsoidales
20. Divers auteurs ont essaye d'etendre aux aires, sur Tellipsoide, les proprietes classiques si simples et si elegantes des arcs d'ellipse, mais aucun resultat net n'avait ete obtenu.
Or, tous les geometres connaissent, pour I'ellipse, le celebre Theoreme de Graves : e'est ce theoreme que j'ai reussi a efendre, presque mot pour mot, aux aires ellipsoidales, et cela sous la forme suivante :
Sur un ellipsoide E, , exterieur et homofocal a un ellipsoide E, on prend une conlque quelconque C, dont le plan passe par le centre, el Von circonscrit a cette conique et dE une developpable; soient T et T' les deux boucles de la courbe de contact de la developpable et de I ellipsoide interieur : iexces de Vaire de la developpable, limitee a la. conique C <r une part et aux boucles T et T' d autre part , sur V aire ellipsoidale comprise sur E entre res deux memes boucles, est constant.
L'exces constant s'exprime simplement par les fonctions elliptiques; je donne son expression, etjefais connaitre encore, sur I'ellipsoide, de nouvelles aires reductibles a ces memes fonctions. Par exemple, si Ton appelle zone ellipsoidale la zone limitee sur un ellipsoide par deux coniques, le long de chacune desquelles on peut circonscrire a la surface un cone de revolution, l'aire d'une telle zone s'exprime elliptiquement ; de plus :
Les aires de deux zones ellipsoidales ont une somme ou une difference exprimable algebriquement lorsque les qualre plans qui limitent ces zones touchent un ellipsoide homolhetique a i ellipsoide propose.
Dans le cas ou I'ellipsoide devient un paraboloide elliplique, les zones ont une aire exprimable rationnellement (31, 32) de la maniere la plus simple.
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VI. Arcs des courbes algebriques
21. L'arc d'une courbe algebrique quelconque n'est pas une integrate abelienne appartenant a cetie courbe, de sorte que la somme algebrique des arcs intercepts sur elle par une serie de courbes mobiles ne pourra s'exprimer a l'aide des formules du theoreme d'Abel ; mais il en sera autrement si, en tenant compte de I equation de la courbe mobile, on peut faire disparaitre le radical dans l'element d'arc de la courbe fixe. Jc montre alors (33) que les logarithmes, qui figurent en general dans les formules du theoreme d'Abel, disparaissent, et je precise les quelques cas d'exception.
22. De la se deduisent de tres nombreuses consequences, dont on va citer les plus simples :
A une courbe algebrique C, d'ordre n, ne touchant pas le plan de Vinfini, on mene les tangentes qui font an angle donne avec un axe fixe et I' on fait ensuite varier eel angle : la somme algebrique des arcs parcourus sur C par les points de contact est a chaque instant egale a zero.
A une courbe algebrique ne touchant pas le plan de Vinfini, en un point du cercle isotrope, on mene les plans normaux qui louchent une sphere, et I'on fait varier le centre de cette sphere, son rayon demeurant fixe : la somme algebrique des arcs parcourus sur la courbe par les points d'mcidence des plans normaux est a chaque instant egale a zero.
Les points de contact d^une courbe plane C, de classe v, avec les 2V tangentes communes d cette courbe el a un cercle, se groupent deux a deux de maniere a determiner, sur C, V arcs, dont la somme algebrique est egale a celle des longueurs des tangentes communes (34, 36).
Les tangentes communes sont supposees limitees au cercle d'une part et a la courbe d'autre part.
Le Memoire 33 contient de nombreuses proprietes des arcs des cubiques gauches ou planes, des biquadratiques spheriques, de la lemniscate de Bernoulli ; par exemple :
Deux cercles passant par le centre, d'une lemniscate interceptenl sur cette courbe deux arcs egaux, si leurs centres sont sur une meme conique, ayant pour foyers les foyers de la lemniscate.
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TR01SIEME SECTION.
SURFACES ALGEBRIQUES.
I. — Surfaces cyclides
23. Les cyclides sont les surfaces du quatrieme ordre qui ont pour ligne double le cercle isotrope a l'infini; elles sont 1'objet, dans le Memoire 37, d'une etude detaillee, purement geometrujue, qui complete les beaux resultats donnes anterieurement par MM. Moutard, Darboux et Laguerre.
L'idee principale de ce Travail est l'introduction des groupes de spheres par rapport a une cyclide; on sait qu'une cyclide admet une serie simplement infinie de quadriques inscrites, V, et que, par la biquadratique commune a la cyclide et a une sphere quelconque, passent quatre cones, dont chacun est circonscrit a une surface V. Les spheres auxquelles repondainsi une quadrique V, donnee, sont dites appartenir au groupe V de spheres, et cette notion entraine de nombreuses proprietes ('). Une meme sphere appartient a quatre groupes.
Toute tangonte a une quadrique V coupe la cyclide, ainsi que l'a montre M. Darboux, en quatre points dont la determination depend de deux equations du second degre; les quatre points se divisent done en deux couples et je dis que les deux points d'un couple sont conjugues dans le sysieme V ; enfin, un cercle bitangent a la cyclide appartient au groupe V si ses deux points de contact sont conjugues dans le systeme V.
(') Depuis la publication du Memoire 37. qui remonte ;'i iKR5, j'ai reconnu, au cours < le mes etudes sur la surface (Je Kummer, qu'aux spheres d un meme groupe par rapporl a une cyclide, la transformation de Lie fait conespondre des droiles qui appartieunenl a un des complexes du second ordre. en nombre simplement infini, dont la surface de Kummer est la surface de singularity. 11 n'est done pas etonnant que la notion de spheres d un meme groupe m'ait donne d'iuteressants resultats geometriques; ceux-ci d'ailleurs, pour la plupart, n'auraient pu se deduire des proprietos connues de la surface de Kummer et des complexes du second ordre correspondanls.
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24. Cela pose, voici quelques-unes des nombreuses propositions etablies dans le Me mo ire 37 :
Le lieu des centres des spheres de rayon niu appartenant a un mime groupe est une cy elide homofocale a la proposec.
Les biquadratic/ ues communes a une cyclide et aux spheres d'un meme groupe ont une. de leurs lignes focales sur la cyclide, lieu des centres des spheres de rayon mil du groupe.
Toute sphere passant par un cercle hitangent du groupe V appartient au groupe V de spheres.
Les axes des cercles d'un meme groupe V, bitangenls a une cyclide, touchent une quadrique U, homofocale aux quadriques deferentes de la cyclide.
25. J'appelle cubique principale d'une cyclide le lieu des centres des quadriques V inscrites :
Si une section plane a un axe de symetrie, cet axe est une corde de la cubique principale ; leplan mene par Vaxe normalement au plan de section oasse par un point fixe 0 de la cubique.
Les plans des courbes a deux axes de symelrie qu'on pent tracer sur la cyclide enveloppent une developpable, dont la podaire, par rapport au noint 0, coincide avec la cubique principale, etc.
26. Je signalerai encore des propositions sur les normales, les lignes do courbure, les centres de courbure principaux d'une cyclide et, en particulier, des constructions tres simples de ces centres pour un point donne de la surface.
La Note 38 traite un probleme interessant pose par M. Darboux. L'eminent Geometre a montre qu'on peut determiner les lignes de courbure d'une cyclide quahd on prend pour absolu (Cayley) une quelconque des quadriques V inscrites; je fais voir que ces lignes, quelle que soit la quadrique V cboisie, coincident avec les lignes de courbure ordinaires.
27. Le Memoire 39 etend aux quadriques les notions de points conjugues et de groupes de spheres; le Memoire 41 est consacre a une question d'un ordre different.
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II semble a priori qu'il y ait une infinite simple de quadriques indecomposables touchant respectivement en quatre points deux quadriques donnees; en realite, je montre qu'il n'en est rien : si les deux quadriques primitives ne satisfonl pas a une condition initiate, il n'existe aucune surface du second ordre quadritangente a I'une et a I'autre; si la condition est verifiee, il exisle une infinite double de telles surfaces.
La condition initiale peut recevoir diff'6rentes formes, que j'indique.
C'est la theorie de la surface de Kummer qui m'aamene au probleme precedent; le lien entre les deux questions est exprime par cette proposition :
Les surfaces du second ordre, quadritangentes a deux quadriques donnees et passant par an point donne, ont pour cnveloppe une surface de Kummer.
Reciproquement, toute surface de Kummer est susceptible tie ce mode de generation.
II. — Surfaces du troisieme ordre
28. En etudiant (43) un complexe remarquable de coniques, j'ai etc conduit a quelques proprietes simples de la surface du troisieme ordre.
Considerons cinq points de 1'espace co,, co2, co. et les cubiques gauches en nombre doublement infini qui passent par ces points; lc lieu des points de contact d'un plan quelconque avec les cubiques de ce systeme est une conique. On definit ainsi un systeme trois fois infini, e'est-a-dire un complexe de coniques, dont il y a une et une seule dans chaque plan de 1'espace, et je montre que :
Les deux nouvelles coniques doubles de la surface developpable circonscrite a deux coniques quelconques du complexe appartienncnl egalement au complexe.
La theorie des surf aces cubiques se rattache a la precedente par deux propositions qui donnent deux generations simples de ces surfaces :
Le lieu des coniques du complexe dont les plans passent par une droile donnee o est une surface de troisieme ordre qui contient la droite.
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A tonics les cubiques gaudies passant par les cinq points w, on mene, (rune droitc donnee, o, des plans tangents : le lieu des points de contact est la surface du troisieme ordre precedente.
On deduit dc la de nombreuses consequences relatives aux coniques situees sur une surface cubique.
III. — Surface desmique du quatrieme ordre
29. On dit que trois tetraedres constituent un systeme desmique lorsque les trois surfaces du quatrieme ordre, formees respectivement parlours faces, appartiennent aun meme faisceau ponctuel; on appclle surface desmique toute surface de ce faisceau. Dans le Memoire 44, j'exprime les coordonnees d'un point d'une telle surface a l'aicle de fonctions elliptiques de deux parametres u et v, et j'en deduis tout une theorie geometrique.
On peut tracer sur la surface trois series de biquadratiques gauches, toute tangente de l'une touche !a surface desmique en un nouveau point, de sorte que la developpable, qui a pour arete de rebroussement une des biquadratiques precedentes, est circonscrite a la surface le long d'une courbe; enfin les cordes des biquadratiques des trois series appartiennent aun meme complexe du troisieme ordre.
30. Appelons courbe lineaire toute courbe tracee sur la surface desmique, etdontla tangente en un point forme, avec les tangentes aux trois biquadratiques qui passent par ce point, un faisceau de rapport anharmonique donne; l'equation generale de pareilles courbes est lineaire en u et v.
On peut, a l'aide des courbes lineaires, constituer sur la surface une Geomelrie identique a la Geometric euclidienne du plan, en ce qui concerne du moins les proprietes angulaires.
V angle desmique de deux directions en un point de la surface se definit exactement comme sur la sphere, a l'aide du rapport anharmonique de ces directions et des deux directions asymptotiques au point considere; on etablitces propositions :
La somme des trois angles d'un triangle desmique, c'esl-d-dire forme oar trois courbes lineaires, est egale a u \ deux directions conjuguees sur la
surface font entre clles un angle desmique droit; le lieu du sommet mobile d'un triangle desmique, dont la base est fixe ct dont les deux angles desmxques a la base sont egaux, est une courbe lineaire, conjuguee de la base, . . ., etc.
31. Les sections planes de la surface desmique (44 et 45) sont evidemment des courbes desmiques, c'est-a-dire que chacune d'elles appartient a un faisceau de quartiques qui contient trois systemes de quatre droites; mais il estremarquable qu'une courbe desmique est desmique d'une infinite de manieres; de plus :
Toute courbe desmique a 18 bilangentes remarquables, qui peuvent etre groupies en 6 triangles jouissant de la propriele suivante : les trois bilangentes de chaque triangle sont les diagonales d^un quadrilatere complet, dont les (3 sommets sont lews points de contact avec la courbe.
II existe i83 coniques dont chacune louche un cote de chacun des 6 triangles.
32. La reciproque de la surface des centres de courbure d'une quadrique a centre est une surface desmique; on obtient par la (46) des propositions sur les normalcs dune quadrique.
Au complexe du troisieme ordre signale plus haut correspond celui des normales aux quadriques :
, , j! ii '
((7+6)(<; + c) (o- -t- c) (cr + a) (cr a) (<r + b) ~ '
ou ct est un parametrc variable.
Les normales aux ombilics etant les memes pour toutes les surfaces (i), elles font partie, d'apres un beau theoreme dc Maurice Levy, d'un sy steme triple orthogonal. C'est la famille la plus generale de quadriques a centre pour laquelle les ombilics decrivent des droites normales a toutes les quadriques.
M. Darboux a bien voulu la mentionner dans son Ouvrage sur les Systemes triples orthogonaux.
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surfaces qui ne possedent pas d'integrales de cette nature sontcomparables, sous plusieurs rapports, aux courbes unicursales : sur l'une d'elles, en effet, les courbes d'un ordrc donne peuvent etre individuellement decoupees par des surfaces formant un systeme lineaire; de meme que, sur unc courbe unicursalc, les noints sont individuellement decoupes par des courbes formant un faisccau. L'enonce plus precis de ce theoreme, etabli dans le Memoire 51, est le suivanl :
Sur une surface nayant pas d'integrales de differentielles totales de premiere, espece, les courbes algebriques d'un meme ordre se repartissent en une ou plusieurs series lineaires.
Parmi les corollaires, citons celui-ci :
Si Von pent tracer, sur une surface S, une serie simplement infinie de courbes unicursales , se coupant deux a deux en un point mobile au moins, et n ay ant pas de point singulier mobile en dehors des lignes multiples de S, la surface est representable point par point surle plan.
Le mode de raisonnement que j'ai employe dans la Note 54 et le Memoire 51 a ete bien souvent imite depuis, principaiement par les Geometres italiens : l'un des plus eminents d'entre eux, M. Severi, a spontanement affirme ma priorite a ce sujet.
34. On dit qu'une involution, formee de groupes den points sur une courbe algebrique, est d'ordj-e n; elle est d 'espece k si chaque groupe est determine par k de ses points choisis arbilrairement; elle est rationnelle si ses groupes sont ceux que decoupent, sur la proposee, les courbes d'un systeme lineaire. Cela pose (49) :
Les involutions non rationnelles, en dehors nalurellement de cedes donl I' espece egale V ordre, sonltoutes d' espece un, el il n'en existe pas sur une courbe prise au hasard.
Si une courbe C, de genre p, admet une involution non rationnelle d' 'espece un, elle est Heed une courbe Z, dc genre <^p), de telle sorte qua un point de C corresponde un point de C, et qua un point de 8 correspondent n points de G : les groupes de n points ainsi definis sur C forment V involution.
Si d est le nombre des points doubles, on a
2(p — i) — 2 // (bj — I ) d.
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Je montre aussi qu'il ne peat exister, sur une courbc algebrique, une serie continue d'involutions irrationnelles do meme ordrc. Comme consequence (50) :
Si Von peut tracer sur une surface algebrique une serie simplement infinie de courbes unicur sales, dc meme ordre, se coupant deux a deux en un point mobile, la surface est representable point par point sur le plan, meme si les unicursales onl des points singuliers mobiles en dehors des lignes multiples de la surface.
35. Autant la theorie des surfaces representables point par point sur le plan est riche en propositions particulieres et en exemples curieux, autant elle semble pauvre en resultats generaux. U n'et;iit done pas sans inferet d'arriver, dans ce domaine, a des theoremes d'une application etendue. C'est pourquoi, dans le Travail 55, j'ai recbercbe, d'une maniere generale, quellessont les images sur le plan des courbes communes a une surface unienrsale ct a ses adjointes d'un ordre donne : les resultats anterieurement obtenus sur cette question etaient incomplets et souvent meme inexacts.
36. Une surface peut correspondre point par couple, a une courbc algebrique C; e'est-a-dire qu'a un couple de points de C correspond un point de la surface, et inversement qu'a un point de la surface repond un seul couple sur C. Si C est de genre p, la surface est de genre \p{p - i).
Lorsque p = 3, on peut supposer que C est la courbo plane generale d'ordre quatre; alors, pour une des surfaces qu'on vient dc definir, les coordonnees non homogenes d'un point sontdes fonctions abeliennes a six periodes, de trois parametres u, v, w, lies par la relation v, w)= o, ou designe une des 64 fonctions abeliennes normales du premier ordre.
Je definis analytiquement une surface, S, de cette nature; toutefois, si a un couple de points sur C correspond un seul point de S, a un point de S repondent, sur C, deux couples, situes sur une meme droite. La surface S est neanmoins de genre trois; son degre est six.
Aux demi-periodc's et aux 63 fonctions .j, autres que correspondent, sur S, des points et courbes remarquables, que j'etudie en detail; je trouve ainsi, en particulier, que S a 16 points doubles isoles,
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un point triple, 12 droites concourant en cc point, 32 cubiques planes, 3o biquadratiques.
D'ailleurs, S se deduit geometriquement, d'une maniere tres simple, de la surface de Kummer.
Considerons, en effet, une surface de Kummer, K, et un point 0 : toute secante issue de 0 coupe la surface en 4 points, qui se repartissent, de trois manieres difterentes, en deux couples, et les deux couples de chaque groupement determinent sur la secante une involution du second ordre, dans laquelle le point 0 a un conjugue, m : le lieu des points m, quand la secante varie, est une surface S, dont les 16 points doubles sont ceux de K.
Cetle representation conduit egalement a des proprietes nouvelles des courbes du quatrieme ordre, ou de quatrieme classe (59 et 5G). Par exemple :
Les 28 points doubles d'une courbe 8, de quatrieme classe, sont, 6 par 6, sur 1008 coniques : ces coniques se repartissent en 336 group es de trois, de telle sorle que les trois coniques cCun groupe naienl en commun aucun point double de Z, el se coupent en quatre memes points.
I. — Surfaces hyperelliptiques
37. L'Academie des Sciences avait propose, comme sujet pour le prix Bordin en 1892, la question suivante :
Applications de la theorie generale des fonctions abeliennes a la Geometric
Le Memoire (60) que j'ai envoye au concours a obtenu le prix; on me permettra de citer in cxtenso le Rapport de M. Poincare sur ce Travail :
Si Ton exprime les coonlonnees d'un point d'une courbe algebrique de
genre i par des fonctions elliptiques, l'i n trod nction de ces transcendantes met en evidence bien des proprietes de ces courl)es qui auraient pu echapper au chercheur s'il n'avait possede que les seules ressources de l'Algebre. C'esl la une source imporlante d'applicalions des fonctions doublcment periodiques a la Geometric II peut paraitre nalurel de generaliser cette methode ct d'etudier, par des procedes analogues, certaines categories de surfaces. On avait cependaut jusqu'ici peu travaille dans cette voie; aussi, en y penetrant, les analystes pouvaient-ils elre assures d'y rencontrer une ample moisson de decouvertes.
Cost ce qui a decide 1'Academie a meltre la question au concours; son attente n'a pas ete trompee ; un seul Memoire, il est vrai, a ete depose au Secretariat, mais les resultats qui y sont demontres sont d'une tres grande importance et conduisent a la solution de plusieurs problemes interessants. Les surfaces hyperelliptiques, c'est-a-dire les surfaces telles que les coordonnees d'un quelconquede leurs points peuvent s'exprimer par des fonctions quadruplement periodiques, sont de deux sorles. 11 peut arriver, en effet, qu'a chaque point de la surface corresponde un seul point du champ hyperelliptique, on bien plusieurs points de ce champ. Les surfaces de la premiere classe sont celles de M. Picard ; mais on connait depuis longlemps une surface de la deuxieme classe a laquelle est attache le nom de Kummer.
La plus grande partie du Memoire est consacree a la theorie de la surface de Kummer; bien que cette surface ait deja fait l'objet des travaux d'un grand nombre de Geometres allemands, l'auteur a decouvert beaucoupde proprietes nouvelles dont quelques-unes s'enoncent fort elegaimnent. II s'altache surtout a I'etude des courbes tracees sur la surface. On sait quelles difficulles presente la classification des courbes gauches, et, en particulier, de celles qui sont tracees sur une surface donnee. Cette question, abordee par notre regrettc confrere Halphen, lui avait inspire un Ouvrage justement admire de tous les (ieometres, et couronne autrefois par 1'Academie de Berlin.
Le probleme a ete resolu completemenl par Halphen pour quelques surfaces, pour celles du second degre, par exemple. Grace a l'emploi des fonctions abeliennes, l'auteur du Memoire fait, pour la surface de Kummer ce qu'Halphen avait fait pour les quadriqnes. II etudie en outre, avec de grands details, les surfaces inscriles dans cclle de Kummer, les relations de la surface de Kummer avec sa reciproque, les surfaces adjointes a celle de Kummer.
Quatre Cbapitres sont consacres a I'etude des surfaces de M. Picard et des courbes qu'on peul tracer sur elles. Le plus important est celui oil se trouve etablie la liaison entre les fonctions hyperelliptiques et les surfaces adjointes a une surface hyperelliptique donnee.
Revenanl enfin aux surfaces hyperelliptiques de la deuxieme classe, l'auteur etudie celles qui sont telles qu'a chacun de leurs points correspondent deux couples d'arguments, et il montre que ces surfaces correspondent point par point a celle de Kummer.
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En resume, le Memoire qui est soumis au jugement de l'Academie contienl l'etude complete de plusieurs surfaces interessanles et de leurs relations avec les fonctions abeliennes; c'est la une conquete tres precieuse pour la Geometrie, et qui ne sera pas non plus inutile a 1'Analyse pure, puisqu'elle nous aidera a nous representer, d'une maniere plus concrete, les proprietes de ces transcendanles. La Commission a done ete unanime a proposer de decerner le pri\ Bordin a l'auteur du Memoire portant pour epigraphe
Pendent opera interrupla.
L'auteur de ce Memoire est M. Humbert.
Cette citation rend inutile une analyse detaillee de mon Memoire (60) ; aussi me bornerai-je a preciser les points les plus importants.
38. Surface de Rummer. — Voici, sur cette surface, le theoreme fondamental :
L 'equation de la courbe complete, d'ordre L\p, commune a la surface et a une surface algebrique d'ordre p, s'obtient en annulant une fonction theta normale paire, d'ordre 2p, a caracteristiquc nulle, et recipro-
QUEMENT
Les courbes tracees sur la surface de Kummer sont toutes de degre pair, et le long d'une courbe quelconque (d'ordre ip), on peut circonscrire a la surface une surface (de degre p), ne la coupant pas en dehors de la courbe.
Je donne, pour representer les 16 points et les 16 plans singuliers, un algorithms nouveau, particulierement simple, qui m'est utile dans toute la suite du Memoire, et j'indique la classification des courbes d'un degre donne, (\m ou [\m ■+- 2, tracees sur la surface.
L'etude des courbes de degres 4> 6 et 8 est interessante ; je citerai seulement un resultat :
La surface de Rummer admet 16 families, trois fois infinie chacune, de surfaces inscrites du troisieme ordre, a quatre points doubles; les quatre points doubles, situes sur la surface de Rummer, sont les sommets d'un tetraedre, dont les six aretes louche n I la surface en six nouveaux points.
Dans mes lecons au College de France, j'ai donne bien d'autres proprietes, encore inedites, de la surface de Kummer; quelques-unes derivent d'une transformation, due a Duporcq, et que M. Bricard, alors
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un de mes auditeurs, a developpee analytiquement d'une maniere tres interessante.
39. Surfaces hyperelliptiques generates. - Ce sont celles pour lesquelles les coordonnees d'un point sont des i'onctions abeliennes de deux parametres u, v, telles qu'a un point ne reponde, aux periodes pres, qu'un couple d'arguments. La liaison entre les fonctions theta et les surfaces adjointes resulte de ce theoreme :
Si les coordonnees d'un point d une surface S, de degre n, sont proporlionnelles a quatre fonctions theta, de caracteristique nulle, dordre h, ay ant en des points ut, v{\u2,v2: .. .des singularites communes a <72, les surfaces adjointes, dordre n -+- q — 4, decouperont sur la proposee le systeme lineaire de courbes
'kl9l{u, v) -\-l29.2(u, (')+'... = o,
les 0 etant des fonctions theta de caracteristique nulle, d ordre hq, ayant en (uk, vk) la singularite adjointe de {q^k)- Reciproquement , toute courbe de cette nature est sur une adjointe d'ordre n -+- q — 4-
La surface unique d'ordre n — r\, adjointe a S, coupe celle-ci, en dehors des courbes multiples, suivant des courbes unicursales, quo fappelle unicursales sing uliercs (courbes ausgezeichnele de M. Neither); je montre que :
Les surfaces adjointes d'ordre n + q — 4, qui passe ni par les courbes unicursales singulieres, decoupent sur la proposee le systeme lineaire de courbes
p.l%l(u, v) -h ix,%2(u, <>)+... = o,
oil les Sr sont des fonctions theta de caracteristique nulle, d'ordre hq, ayant, en uk, V/., la singularite (q<j;i), et reciproquement.
Les deux propositions precedentes entrainentde nombreuses consequences geornetriques ; la suivante est relative aux surf 'aces de contact :
Soit S une surface hyperelliptique d'ordre n. Les surfaces d'ordre n -+- rm — l\ , adjointes a S, passant par les unicursales singulieres, et ayant avec la proposee, tout le long du reste de V intersection, un contact d'ordre r — i, se divisent en syslcmes. Dans chaque systeme, les courbes de contact forment une serie lineaire.
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Les r courbes de contact de r surfaces d^un meme systeme sont sur une adjointe d"1 ordre n -+- rm — 4 contenant les unicursales singulieres.
40. Surfaces analogues a celle de Rummer. — Si a un point d'une surface hyperelliplique repondent deux couples d'arguments abeliens, je montre qu'elle est representable point par point sur la surface de Rummer et j'indique la relation entre les fonctions theta et les surfaces adjointes. II y a, dans cette classe, des surfaces du quatrieme ordre; je donne une methode pour les obtenir toutes, et je discute, a titre d'exemple, le lieu des sommets des cones du second ordre qui passent par six points fixes : c'est une surface dont la liaison avec les fonctions abeliennes etait deja connue; j'en fais connaitre quelques proprietes nouvelles.
II. — Surfaces de Kummer elliptiques
41. Parmi les surfaces de Kummer, la plus anciennement connue est la surface de Vonde, ou sa transformer liomographique, le tetraedroide ; on sail, depuis longtemps, que les coordonnees d'un point d'une telle surface s'exprimenta l'aide de fonctions, doublement periodiques separement par rapport a deux parametres. Dans le Memoire 62, je determine et j'etudie toutes les surfaces de Kummer qui jouissent de la meme propriete, c'est-a-dire toutes les surfaces de Kummer elliptiques. A une surface de Kummer elliptique est lie un nombre entier, carre parfait, que nous verrons apparaitre tout a Theure dans une theorie plus generale, et que j'appelle Yinvariant. Le tetraedroide est d'invariant quatre; la surface d'invariant neuf possede cette propriete caracteristique :
Sur une surface de Kummer elliptique, d'invariant neuf, les six points doubles situes sur une quelconque des coniques de la surface se repartissenl en deux groupes de trois, de telle sorte quil existe une conique inscrite au triangle forme par les trois premiers points et circonscrite au triangle forme par les trois derniers; el reciproquement.
III. — Fonctions abeliennes singulieres
42. Soit (i, o), (o, i), (g, h), (h, g') un systeme de periodes normales pour des fonctions abeliennes de deux variables : au cours de
ines recherches sur les surfaces hyperelliptiques, j'ai du supposer <|ue g, h, g' n'etaient li6s par aucune relation a coefficients entiers du type
(i) A^ + BA + C^' + D(/i!-^') + E = o;
dans Thypothese contraire, la surface pouvait admettre d'autres courbes algebriques que celles obtenues en annulant des fonctions theta, formees avec les periodes precedentes.
En appelant relation singuliere entre les periodes toute relation de la forme (i) ou les entiers A, B, . . E sont supposes sans diviseur commun, j'ai etudie dans les Notes 63 a 71, etdans les deux Memoires etendus 72 et 73, les fonctions abeliennes correspondantes, que j"appelle fonctions singulieres.
43. Un premier resultat est que toute transformation, d'ordre un, des periodes g, h, g' change une relation singuliere en une autre, et que la quantite Ba — 4AC — 4DE est la meme pour toutes deux. J'appelle cette quantite Y invariant de la relation singuliere, et j'etablis ensuite cette proposition fondamentale que :
Deux relations singulieres de meme invariant peuvent etre ramenees Vune a V autre par une transformation du premier ordre des periodes.
II en resulte, pour les relations singulieres d'invariant A, selon que A est du type 4N ou du type 4N + i , les deux formes canoniques
44. L'invariant est un nombre essentiellement positif; s'il est carre pa/fait, une integrale abelienne de premiere espece correspondant aux periodes considerees est reductible a une integrale elliptique, et reciproquement. Dans ce cas, que j'appelle le cas elliptique, Tinvariant etant n2, la relation singuliere pent se ramener a nh — i = o : c ost l^i une nouvelle demonstration d'un theoreme celebre, enonce par Weierstrass, etabli et complete par M. Picard.
IV. — Fonctions intermediaires singulieres
45. En designant loujours par (i, o), (o, i), (g, h), (h, g') un systeme de periodes abeliennes normales pour deux variables u et v,
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j'appelle, a l'exemple de Briot et Bouquet et de M. Poincare, fonction intermediaire toute fonction entiere de u, v qui se reproduit, multipliee par une exponentielle e'M^v^', quand on augmente u et v d'une periode.
Si les periodes ne verifient pas de relation singuliere, il n'y a pas d'autres fonctions intermediaires (a un facteur exponentiel pres) que les fonctions theta derivees des periodes (i , o), (o, i), (g, h), (A, g1 ); si, au contraire, les periodes satisfont a une relation singuliere, il existe des fonctions intermediaires, dont chacune est liee a deux entiers, / et k, que j'appelle ses indices.
Le produit d'une fonction d'indices /, k par une fonction d'indices /', — k est une fonction theta, d'ordre /-h On voit ainsi que, dans le cas des fonctions abeliennes singulieres, une fonction theta peut se decomposer en un produit de deux facteurs qui ne sont pas, a un facteur exponentiel pres, des fonctions theta aux memes periodes.
La relation singuliere etant ramenee a v.g ■+- $h + yg' = o :
Deux fonctions intermediaires singulieres, d'indices I, k et I', k', ont un nombre de zeros communs, abstraction faite des multiples des periodes, e'gal dill' -r- §(lk' -h kl') -+- 1 ayM'.
46. Les fonctions intermediaires d'indices /, k sont fonctions lineaires et homogenes de /2 4- ftkl -+- y.yk2 d'entre elles, dont j'obtiens aisement les developpements en serie d'exponentielles.
Je definis les fonctions intermediaires normalesa peuprescomme on definit les theta normaux; il s'introduit un systeme de quatre entiers, egaux a o ou i , qui forment la caracteristique de la fonction. Pour chaque systeme d'indices et pour chaque caracteristique, je determine les fonctions normales paires ou impaires, ainsi que les demi-periodes qui les annulent : de la des groupes interessants de demi-periodes; si k est pair, ils coincident avec ceux qui annulent les fonctions theta normales d'ordre /, ayant meme caracteristique que les fonctions considerees; si k est impair, on obtient de nouveaux groupes, que je caracterise, et dont je donne explicitement le Tableau dans tous les cas.
En annulant une fonction intermediaire, singuliere normale, paire ou impaire, on obtient, sur la surface de Kummer, une courbe algebrique singuliere", qui n'existe pas sur la surface de Kummer generale, et qui passe par certains groupes de points doubles de la surface :
j'etablis deux formules importances donnant le degre et le genre d'une telle courbe.
Inversement, je montre que, si une surface de Kummer admet une courbe algebrique n'existanl pas sur la surface generale, c'est une surface singuliere, c'est-a-dire derivant dc fonctions abeliennes singulieres.
Les resultats precedents contiennent la classification des courbes singulieres d'un degre donne, qu'on pout tracer sur une surface de Kummer singuliere.
V. — Equations modulaires
47. La question se pose naturellement de determiner les radicaux qui donnent naissance a des fonctions abeliennes singulieres; ou, sous une autre forme, dc trouver les conditions necessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les constantes a,, a2, . . ., a6, pour que les periodes des fonctions abeliennes derivees du radical
soient liees par une relation singuliere, ({'invariant donne.
L'equation entre a, , . . ., aB est ce que je nomme I 'equation modulaire correspondant a l'invariant considere; elle est algebrique.
J'indique, pour la former de proche en proche, une meihode geometriquc simple; dans les cas des invariants cinq et huit, elle conduit aux resultats suivants :
Les six points doubles situes sur une meme conique, d'une surface de Kummer repondant a des fonctions singulieres d' invariant cinq, sont tels qu'il exisle une conique passant par I'un d 'eux et inscrite a un pentagone forme par les cinq aulres ; et reciproquement.
Les six points doubles, situes sur une meme conique, d'une surface de Kummer repondant a des fonctions singulieres dHnvarianl huit, sont tels qu'il exisle une conique passant par deux d 'entre eux et inscrite a un quadrilatere forme par les quatre autres; et reciproquement.
On deduit de la, dans les deux cas, l'equation modulaire correspondante entre les <-/,; ces equations, et celle de l'invariant douze que j'ai egalement formee, peuvent s'obtenir sous une autre forme (76), si Ton
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introduit les valeurs que prennent, pour les arguments zero, les dix fonctions theta paires, normales, d'ordre un.
VI. — Transformations singulieres
48. Etant donne un systeme de periodes (i , o), (o, i), (g, h), (//, g'), que j'appellerai plus simplement (g, h, g'), Ie probleme de la transformation, pose par Hermile, consiste a trouver tous les systemes (G, H, G'), tels qu'une fonction abelienne quelconque, F(U, V), formee avec ces nouvelles periodes s'exprime rationnellement a l'aide des fonctions abeliennes, f{u>, v), admettant les periodes primitives.
En exprimant que U et V sont lineaires en u, v, et que, si Ton augmente u et v d'une de leurs periodes, U et V augmentent d'une des leurs, on obtient quatre relations entre g, h, g' et G, H, G', contenant seize entiers ; l'elimination de G, H, G' conduit, entre g, h, g' , a une relation de forme singuliere (n° 42).
Si done g, h, g' sont pris au hasard , les coefficients de g, h, g , h2 — gg' et le terme constant dans cette equation doivent etre mils : e'est 1'hypothese qu'a faite implicitement Hermite, et dont il a deduit la thoorie ordinaire de la transformation. Mais si g, h, g' sont lies par une relation singuliere, il existera d'autres transformations, que j'appelle singulieres, par opposition aux transformations df'Hermite, que je nomme ordinaires.
La relation singuliere etant ramenee au type
g+ yg' = o,
je trouve que toute transformation singuliere depend de deux entiers / et k, que je nomme ses indices; j'appelle degre\e nombre des systemes de valeurs de (u, v) qui correspondent a un systeme de valeurs de U, V, le tout aux periodes pres, et je demontre que le degre est la quantite o
5 = l2 + p.kl-hyks,
qui doit etre positive.
/i9. Une transformation d'indices / et k change une fonction theta, d'ordre m, des variables U, V, aux periodes (G, H, G'), en une fonction
intermediaire singuliere de u, v, d'indices ml et ml,-, aux periodes
D'ailleurs G, II et G' sont lies comme g\ l>, g', parune relation singuliere; la transformation ci-dessus change unc fonction intermediaire singuliere de U, V, d'indices donnes, en une fonction intermediaire singuliere de u, v, dontje calcule les indices en fonction des precedents et de ceux de la transformation.
50. Reduction d'une transformation. — En faisant preceder une transformation singuliere, d'indices / et k, d'une transformation ordinaire d'ordre un, on ne change pas les indices, et Ton peut ainsi donner a la transformation iniliale une forme reduite : deux transformations reduites differentes nesont pas reductibles Tunc al'autre par une transformation ordinaire du premier ordre.
J'obtiens toules les transformations reduites d'indices donnes, / et k, et, comme consequence, toutes les transformations sin gulieres du premier degre : ce sont des puissances de l'une d'entre elles, T0.
51. Une transformation du premier degre fait correspondre point par point deux champs hyperelliptiques, ou si Ton veut deux surfaces hyperelliptiques, s et S, liees respectivement aux periodes (g, h, g') et (G, H, G ) : les deux champs, ou les deux surfaces, onl-ils les memes modules ?
On doit repondre negativement a cette interessante question.
Les surfaces s et S qui se correspondent par la transformation T^ont memes modules; de meme celles qui se deduisent de s par T^+l ont enlre elles memos modules; mais la transformation T0 ne change s en une surface de memes modules que si la forme l2+$kl-i-yk2 peut representer le nombre — i. Dans le cas contraire, on obtient ainsi des couples de surfaces se correspondant point par point et n'ayant pas les memes modules : le theoreme celebre de Riemann sur les courbes algebriques ne s'etend done pas aux surfaces.
52. Mes recherches sur tous ces sujets sont devenues classiques et figurent dans les Traites generaux, dans celui, par exemple, de Krazer Sur les fonctions abeliennes. MM. Enriques et Severi les ont sans cesse utilisees dans leur Memoire, couronne par TAcademie des Sciences, Sur
VII. — Multiplication complexe
53. Si Line transformation, singuliere ou non, fait correspondre deux systemes de fonctions abelienncs auxmemes periodes, je dis, par analogie avec le cas elliptique, que c'est une multiplication complexe.
Le probleme de determiner tous les systemes de periodes de multiplication complexe n'avait jamais ete traite avec la generality qu'il comporte, parce que les auteurs qui s'en etaient occupes avant moi admettaient toujours que la transformation de correspondance est une transformation d'Hermite : le cas des transformations singulieres, qui donne precisement naissance aux multiplications complexes les plus remarquables, n'avait jamais ete aborde.
J'etablis que les periodes (jg, h, g') de multiplication complexe doivent verifier quatre relations (A), (B), (C), (D), de forme quadratique, et qui ne sont des identites que dans le cas de la multiplication ordinaire. Je demontre que :
i° Les periodes g, h, g', de multiplication complexe sont toujours liees par une relation singuliere, au moins;
2° Si les equations (A), (B), (C), (D) se reduisent a une seule, c'esta-dire si g, h, g' sont doublement indetermines, la relation entre g, h, g' est singuliere;
3° Si g, h, g' sont simplement indetermines, les relations entre g, h, g' sont deux relations singulieres, en excluant un cas elliptique de multiplication complexe elliptique;
4° Si g, h, g1 sont completement determines par les equations (A), (B), (C), (D), il existe entre ces periodes une ou trois relations singulieres.
54. Les multiplications complexes correspondant a chaque cas sont les suivantes :
i° Dans le cas ou g, h, g' sont lies uniquement par une relation singuliere, supposee du type ag ■+ $h -h yg'= o, les multiplications
complexes sont donnees par les formules
[] = pu — yae; V = aau -+■ (p + (3a)e,
p et a etant deux entiers quelconques.
Les multiplications complexes de degre un, c'est-a-dire les transformations birationnelles en elle-meme de la surface hyperelliptique qui repond aux periodes (g, h, g'), sont donnees par les formules precedentes, les entiers p et cr verifiant la relation
p2 + (3pa -+- aycr = ± i .
Ce sont, dans tous les cas, des puissances d'une seule d'entre elles, combinee avec les transformations evidentes
U — zt u + const. ; \ = ± v -t- const.
Les formules ci-dessus, appliquees a la surface de Kummer correspondante, montrent que celle-ci admet des transformations birationnelles en elle-meme, formant un groupe infini et discontinu. C'est le premier exemple connu d'un tel groupe pour une surface algebrique; avant ma publication, on pouvait penser, par analogie avec le cas des courbes, que l'existence de ces groupes etait impossible. Depuis, d'autres geometres, M. Painleve en tete, ont fait connaitre des exemples analogues.
20 Dans le cas de deux relations singulieres, on peut ramener ces relations aux formes
h"-—gg!—d; ag+fih + yg'^zu,
avec les conditions
(32 — 4ay>o; rf>o; w2— o?((35— 4«y )< o;
les multiplications complexes sont donnees par
U = [ p -+- aag -h ((3<7 — t) /*•] u -+- [ yO + xg + yah ] (\ V - [ — ad -t- occrh -t- ((3(7 — z)g'] u -+- [p — (30 +- zh ■+■ yag']v,
p, a, 0, t etant des entiers quelconques, et les multiplications de degre un s'en deduisent immediatement.
3° Dans le dernier cas enfin, g, h, g', sont lies par trois relations,
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dont trois ou une sont singulieres. S'il y a trois relations singulieres, les formules de multiplication complexe sont analogues aux precedcntes, bien qu'un peu plus comp!iquees.|
S'il y a une seule relation singuliere (en excluant encore des cas elliptiques de multiplication elliptique complexe),. j'ai obtenu des resultats simples, qui, ainsi que je l'ai fait voir dans un Cours professe au College de France, se simplifient encore quand on substitue aux periodes, liees par la relation singuliere d'invariant A, deux variables convenables, \ et yj. On trouve ainsi que \ et yj verifient les relations
A^2-i-2B4 + C = o, A'ns + 2B'Yi ■+■ G'=o,
ou A, B, C sont des entiers du corps quadratique ^A, et A', B', C leurs conjugues. C'est la generalisation directe de la multiplication complexe elliptique; a une transformation du premier ordre repond, sur H, une substitution, a coefficients entiers du corps \/A, de determinant i, et, sur yj, la substitution conjuguee.
Dans ce meme Cours, j'ai indique une interpretation geometrique tres simple des relations singulieres; elle m'a permis d'abreger beaucoup plusieurs demonstrations et de rattacher aux fonctions doublement singulieres certaines formes quadratiques remarquables introduites par Hermite.
VIII. — Surfaces diverses
55. Les formules qui donnent les periodes G, H, G', deduites de g, h, g' par une transformation ordinaire du premier ordre, ne sont pas lineaires : M. Picard a observe qu'elles le deviennent si Ton fixe la valeur de la quantite h2 — gg', etil a ainsi obtenu un groupe de substitutions a deux variables qu'il a nomme groupe hyperabelien. Les fonctions hyperabeliennes sont celles qui demeurent invariables par les substitutions du groupe, et comme trois d'entre elles sont liees par une relation algebrique, on arrive par la a la notion de surfaces hyperabeliennes : mais l'equation d'aucune surface de cette nature n'avait ete explicitement obtenue. Les equations modulaires que j'ai formees (n° 47) en ont fourni les premiers exemples : en particulier, partant du cas de l'invariant huit, j'ai trouve une surface hyperabelienne d'ordre quatre, et montre qu'on peut exprimer en fonction uniforme (hyperabelienne) de
deux parametres les sept quantites
ou m et v sont arbitraires.
56. Les fonctions intermediates singulieres m'ont conduit (68) a d'autres surfaces, par exemple a des surfaces hyper elliptiques du quatrieme degre a quinze points doubles, dependant de deux modules arbitraires et d'un entier D, et possedant la propriete suivante :
Projetons la surface sur unplan a parlird'un des quinze points doubles, le contour apparent se compose, comme d 'ordinaire , d\me conique et de qualre droites; pour les surfaces en question, it existe une courbe de second ordre circonscrite au triangle forme par trois des droites, tangente a la comque et passant par les poin ts communs a cette conique. el a la quatrie'me droit e.
57. Je traite, dans la Note 71 et le Memoire 74, le problerne suivant :
Existe-t-il des fonctions uniformes, F(«, v), ayant pour paires de periodes (i, o), (o, i), (g, h), (hr, g' ), h' etant different de h; en second lieu, si h' — h, est-il necessaire que h2t — g^ g\ soit negatif, git hs, g'( de'signant les parties imaginaires de g, h, gl ' ?
Je montre comment ces fonctions se rattachent aux fonctions abeliennes singulieres, et je fais connaitre leurs proprietes fondamentales, ainsi que les surfaces, analogues aux surfaces hyperelliptiques, qui leur sont liees; je retrouve laencore une surface d'ordre quatre a quinze points doubles.
IX. — Transformation ordinaire
58. Les Memoires 77 et 78 indiquent une interpretation geometrique tres simple de la transformation ordinaire des fonctions abeliennes. Je commence par etudier les courbes de genre zero et un qu'on peut tracer sur une surface de Kummer et je rencontre des proprietes interessantes de ces courbes, qui doivent necessairement passer par certains points doubles de la surface, six au moins pour une courbe de genre zero. J'en
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conclus que les six arguments unicursaux correspondanls sont les racines d'un polynome qui definit des fonctions abeliennes, liees a celles de la surface de Kummer par une transformation ordinaire, dont l'ordre est le demi-degre de l'unicursale consideree.
Des proprietes analogues existent pour les courbes de genre un, et pour celles de genre deux qui ne contiennent aucun point double de la surface. Ainsi :
Les surfaces d'ordre p qui Louchenl une surface de Kummer en ip2 — i points se repartissent en autant de groupes quit y a de transformations ordinaires, non equivalentes , d'ordre p. Celles d'un meme groupe coupent la surface de Kummer suivant des courbes de genre deux qui onl les memes modules ; ces modules sont ceux d'un des systemes de fonciions abeliennes derivees, par une transformation d'ordre p, des fonctions liees d la surface de Kummer initiate.
Parmi bien d'autres consequences, on peut citer celle-ci, a cause de sa simplicity :
Soit donne un radical sj(x — a,). . .{x — a6); marquons sur une conique quelconque (a) les six points qui ont pour arguments unicursaux les quantites a,, a.,, a0 et joignons-les deux a deux par trois droites, de maniere a former un triangle T dont chaque cote contienne deux des six points et dont aucun sommel ne soit sur la conique. II y a quinze pareils triangles.
Prenons maintenanl le triangle polaire de T par rapport a la conique ; soient bt, &2, . . b(l les arguments des six points oil ses cotes coupent la courbe; les deux radicaux
\J(x — at)...(.r — a6) et \J{x — 6,). . ,{x — 66)
donnent naissance a deux systemes de fonctions abeliennes lies Vun a V autre par une transformation du second ordre.
Aux quinze triangles T correspondent ainsi les quinze systemes qui derivent du systeme primitif par une transformation quadratique.
I. — Fonctions singulieres et formes quadratiques
59. Les Notes 79, 80, 81 et les Memoires developpes 82 et 83 ont pour but d'etablir certaines liaisons remarquables entre la theorie des fonctions abeliennes singulieres ctcellesdes formes quadratiques arithmetiques.
Tout d'abord l'etude des transformations du premier ordre pour les fonctions simplement singulieres introduit un groupe de substitutions lineaires a cinq variables, isomorphe au groupe abelien d'Hermite, et ces substitutions me permettent de deduire d'une seule d'entre elles toutes les representations d'un entier par la forme indefinie
x1 — l\yz — 4 tu.
60. Les fonctions doublement singulieres sont particulierement interessantes. A chaque systeme de telles fonctions j'associe une classe de formes binaires positives, proprement ou improprement equivalentes entre elles, et qui reste fixe quand on opere, sur le systeme propose, une transformation ordinaire quelconque de degre un.
Inversement, les systemes donnant naissance a des formes d'une classe donnee sont reductibles, par de telles transformations, a un nombre fini d'entre eux, nombre egal a l'unite dans un grand nombre de cas.
Si, au lieu des periodes, on considere les trois modules des fonctions abeliennes, ceux-ci sont lies par une ou deux relations algebriques, selon que les fonctions sont simplement ou doublement singulieres. On fait ainsi corresponds a toute relation singuliere, ou plutot a son invariant entier, une surface algebrique; a tout systeme de deux relations, ou plutot a la classe associee, repond de meme une (ou plus d'une) courbe gauche. La relation fondamentale entre surfaces et courbes est exprimee par le theoreme suivant :
Si une classe de formes represente proprement un entier, la surface qui
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repond a Vender contient la courbe qui repond a la classe, et reciproquement.
De plus, 1'ordre de multiplicity de la courbe sur la surface est le nombre des representations propres de Tender par chaque forme de la classe.
Les courbes ainsi introduites ont, au point de vue fuchsien de M. Poincare, des groupes que je determine : ils reviennenta des groupes decouverts par I'illustre geometre, et rattaches par lui aux transformations semblables des formes qnadratiques ternaires indefinies.
Poursuivant cette recherche, j'ai etabli que les courbes qui repondent a des classes de meme determinant et de meme genre arithmetique ont le meme genre geometrique et se correspondent point par point : de la une liaison bien inattendue entre les deux notions si dissemblables de genre en Arithmetique et en Geometrie.
Quant a la correspondance univoque entre les courbes associees a deux classes du meme genre, elle est realisee par trans formations singulieres du premier degre ; fa} developpe les consequences de cette proposition et mis en evidence le lien qui unit la theorie de ces transformations a celle des formes quadratiques ternaires.
61. Une etude analogue porte sur des fonctions triplement singulieres. A tout systeme de telles fonctions je fais correspondre une classe de formes quadratiques ternaires, positives; celte classe n'est pas quelconque : la propriete caracteristique de ses formes est de pouvoir representer un carre.
Inversement, a une classe de formes repondent, en general, plusieurs systemes, non equivalents, de fonctions triplement singulieres; leur recherche se ramene a l'etude des representations du discriminant de la classe par une forme ternaire indefinie.
Dans l'espace, a un systeme de trois relations singulieres, correspondent un ou plusieurs points que j'appelle modulaires, et cette representation possede des proprietes simples. Par exemple, pour qu'une classe de formes ternaires represente proprement un entier, il faut et il suffit que la surface associee a 1'entier (n° 60) contienne le ou les points associes a la classe; de meme pour qu'une classe ternaire puisse representer une classe binaire, il faut et il suffit que les points associes a la premiere soient sur la courbe associee a la seconde.
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On voit par la combien cette representation geomctrique est intimement liee aux proprietes des formes quadratiques, et quel interet il y aurait a en developper l'etude.
II. — D6veloppement d'une m6thode d'Hermite
62. Tous les Geometres ont lu et admire la celebre Lettre d'Hermite a Liouville ; l'illustre auteur, partant des fonetions theta elliptiques, y fait connaiire une methode relativement elementaire, qui lui permet d'etablir les resultats classiques de Kronecker sur les nombres de classes de formes quadratiques binaires et positives. 11 m'a semble que cette methode possedail une souplesse qui devait conduire a la decouverte de formules arithmetiques nouvelles, et j'ai consacre a son extension dans bien des sens de nombreuses recherches.
Les resultats les plus importants de ces travaux sont les suivants :
i° J'ai ajoute, aux formules de Kronecker, plusieurs formules des memes types; j'ai etabli d'autres relations enoncees sans demonstration par Liouville ou Stieltjes et j'en ai obtenu d'analogues.
•2° J'ai, dans ces questions, introduit, a cote du nombre des classes, eel u i de certaines representations d'un entier par une forme indefinie binaire; devance de quelques mois, a mon insu, par un analyste tcheque, M. Petr, j'ai neanmoins trouve, sur ce point, des resultats non compris dans les siens.
3° Le premier, j'ai fait figurer, dans des formules arithmetiques, les valeurs des trois minima d'une classe, e'est-a-dire celles des trois plus petits entiers representables proprement par la classe, et donne ainsi de nombreuses relations ou interviennent ces minima.
4° Utilisant, concurremment avec les idees d'Hermite, la transformation des fonetions elliptiques, j'ai, non seulement retrouve, mais etendu, les relations entre les nombres de classes que les Geometres allemands ont deduites de la multiplication complexe de la fonction modulaire liee au tetraedre; par exemple, si F(A) designe le nombre des classes de l'ordre propre qui ont A pour discriminant, etN un entier de la forme 3n — i, la somme
^F[N -(3ff±i)']
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est egale au quart de la somme des diviseurs pairs, augmente de la moitie de celle des diviseurs impairs, de N : la somme porte sur Ics valeurs entieres, positives, nulles ou negatives, de t, telles cependant que la quantite sous le signe F soit positive.
5° De nouveaux developpements trigonometriques m'ont apportedes formules telles que celle-ci
2(-IrF[24N-(6,+ t)J]=-2;(^7;)^
au second membre, la parenthese est le symbole de Jacobi et la somme s'etend aux decompositions en facteurs 6N = dd,, avec d<^dt, d et d( etant de parites dill'erentes, et un seul etant multiple de 3.
G° J'ai montre que certaines sommes algebriques de minima s'expriment a l'aide de fonctions numeriques simples et classiques. Par exemple, si mK et m designenl, respectivement le premier minimum
impair et le minimum pair d'une classe, la somme^m((- i) * , etendue aux classes propres de discriminant 4N + 1, est egale a la somme
oil '^(A) designe la somme des diviseurs de A inferieurs a sa racine, plus la moitie de cette racine*si A est carre.
Ces proprietes rapprocbent les sommes de minima introduites de la fonction qui exprime le nombre de decompositions d'un enlier en sommes de cinq carres.
70 Dans un dernier Travail (93), j'introduis, dans I'application de la methode d'Hermite, une constante arbitraire, ce qui donne aux formules finales une portee bien plus grande, et ce qui permet meme d'y faire figurer une fonction arbitraire. En variant celle-ci, on deduit, d'une meme formule, des resultats, en apparence tres diftercnts, et que la methode directe n'aurait pas donnes ou n'aurait donnes qu'au prix de longs calculs; on y voit apparaitre, d'une maniere systematique, les minima des classes. Plus recemment, j'ai beaucoup developpe ces idees ; el les m'ont amcne a des consequences d'un ordre tout a fait
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nouveau ct, en particulier, a des f'ormules oil n'interviennent que ceriaines des classes d'un discriminant donne. Par exemple, §{ A) etant le nombre des classes de discriminant A pour lesquclles le minimum pair et la somme des deux minima impairs sont divisibles par un nombre impair donne, p, et N un entier donne positif, on a
2(-iyrf(4|»N-Jp»-4r») = (-i)^2^
au premier membre, r prend les valeurs positives non multiples de p, telles que 4/>N — p- — t\r- soit positif; au second, la somme porte sur les decompositions en facteurs 4pN — pr = dd{ , oil d < d, ; d divisible et dt non divisible par/).
TRAVAUX DIVERS
63. La plupart des travaux de cette section portent sur les equations differentielles lineaires dont les coefficients dependent rationnellement de la variable et qui admettent comme integrales un ou plusieurs polynomes entiers. Les resultats les plus saillants sont ceux du Memoire 100, ou Ton fait connaitre, pour un polynomc satisf'aisant a une equation difTerentielle du second ordre, des proprietes assez simples, liees a la reduction en fractions continues algebriques d'une certaine classe de fonctions; ces proprietes ont ete relrouvees plus tard et publiees dans les Mathematische Annalcn par un geometre allemand, M. Heun, qui a reconnu ensuite ma priorite.
64. Le Memoire 101 a un autre objet : j'y ai etabli des resultats que Weierstrass, parait-il, communiquait dans son Cours oral, mais que j'ignorais completement. 11 s'agit de reconnaitre si une integrate abelienne donnee, appartenant a une courbe donnee, est algebri(jue; probleme ancien pour la solution duquel diverses methodes ont ete
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proposees : ces methodes, toutefois, ont l'inconvenient do ne pas fournirsous une forme explicite les conditions necessaires et suffisantcs clierchees; le theoreme general suivant, conclusion de mon etude, parait remplir le but assez simplement.
Soient :
f\x, y) — o, I' equation d 'une courbe algebrique de genre p ; o(x, y), une fonction rationnelle de x, y;
G, , G2, . . . , G„, p integrates abeliennes de premiere espece dislincles ; Hn H2, Hp, p integrates de deuxieme espece distinctes, apparlcnanl a la courbe ;
Pour que V integrate J o(x, y)dx se reduise a une fonction rationnelle
de x, y, it faut el it suffit :
i° Que cette integrate n ait pas de periode polaire;
2° Que la somme des periodes polaires de chacune des integrates
j'y(jc, y) Gi(x) dx soit nulle;
3° Que la somme des periodes polaires de chacune des integrates
J" ©(a?, y) H,-(a?) dx soit egalement nulle.
II est interessant d'observer que si Ton suppose 1'integrale
J cp ( x, r ) dx
decomposer en integrales de premiere, deuxieme et troisieme especes : Les conditions i° expriment que les integrales de troisieme espece disparaissent;
Les conditions 2°, que les integrales de deuxieme espece se reduisent a une fonction rationnelle;
Les conditions 3°, que les integrales de premiere espece disparaissent a lour tour.
SUR
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INTRODUCTION
Clebsch a fait voir que les coordonnees des points d'une courbe de genre un s'expriment en fonction rationnelle d'un parametre et d'un radical portant sur un polynome du quatrieme degre de ce parametre; ou encore, n etant le degre de la courbe, x er y les coordonnees d'un de ses points, qu'on peut ecrire
(a) *■ = ?(*), y = <KO,
cp et ■]/ etant deux fonctions doublement periodiques d'ordre n du parametre l, ayant memes periodes et memes infinis.
Le present travail a pour but l'etude des courbes de genre un en partant de ce mode de representation.
A ce sujet, les deux premieres questions qui se posent sont les suivantes :
I. Toute courbe dont les coordonnees des points sont des fonctions doublement periodiques d'un parametre esl-elle de genre un ? Quel est son degre ?
II. La representation parametrique d'une telle courbe etant donnee, en deduirc son equation .
Ce dernier probleme revient a eliminer t entre les equations (a); il a ete resolu par M. Hermite pour le cas oil les fonctions doublement
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periodiques donnees sont du troisieme ordre, mais la methode, appliquee a des fonctions d'ordre n, conduit, entre x et y, a une equation de degre in — 3 et non de degre n.
On peut egalement, etant donnee la representation pararnetrique de la courbe, chercher a :
III. En deduire I 'equation de la courbe de degre n — 3 adjointe a la proposee, c'est-d-dire de la courbe de degre n — 3 qui passe par les
points doubles de la courbe de degre n et de genre un donnee.
En deduire egalement Vequation generate des courbes adjointes de degre n — 2.
Ce sont ces trois questions que nous nous sommes propose de resoudre dans la premiere Partie de ce travail. A cet effet, nous avons employe une representation pararnetrique nouvelle, en coordonnees homogenes, ou ne figurent que des sommes de fonctions 0.
Ces fonctions 0 sont liees par des relations homogenes du second degre, d'oii se deduisent des equations que nous avons appelees fonda/nentales, et dont la consideration resout les trois problemes poses plus haut.
On termine la premiere Partie par l'exposition de quelques consequences geometriques, deduites d'identites algebriques qui se presented naturellement au cours des calculs.
Dans la deuxieme Partie, on traite de l'intersection d'une courbe de genre un et d'une courbe algebrique quelconque, adjointe ou non adjointe a la premiere; on retrouve les resultats donnes par Clebsch au sujet des courbes de contact, c'est-a-dire des courbes qui passent par un certain nombre de points fixes de la proposee et ont avec elle en tous leurs autres points de rencontre un contact d'ordre donne ; on etend ces resultats, qui ne se rapportaient qu'aux proprietes des systemes de points de contact, en donnant la forme de l'equation generale des courbes de contact, d'ou Ton peut deduire des proprietes de ces courbes elles-memes.
Dans la troisieme et derniere Partie, on definit les systemes de points
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conjugues et les correspondances sur une courbe de genre un, et Ton donne des proprietes geometriques de ces systemes de points.
Enfin on applique a la courbe du quatrieme degre a deux points doubles les resultats obtenus pour la courbe generale du premier genre.
Les questions examinees dans la premiere Partie n'ont pas encore ete resolues, a notre connaissance ; dans la deuxieme Partie, on nous permettra de signaler Interpretation geometrique de chacune des equations etablies par Clebsch (n° 48) et dont l'ensemble exprime que mn points d'une courbe de genre un et de degre n sont sur une courbe de degre m; nous appellerons egalement l'attention sur la solution du probleme suivant :
Soit
Din = 2 /,-, + k3 -+- r±li -+-. . . + rt/ lq.
Trouver ['equation generale des courbes de degre m, qui passent par ki points doubles et k.2 points simples donnes sur une courbe de degre n et de genre un, et qui ont avec cette courbe en lj points, dont les arguments ont une somme donnee, un contact d'ordre n— i (/ = i , 2, . . . , q).
La forme trouvee pour cette equation generale conduit a de nombreuses consequences geometriques; elle serf, en outre, a etablir les theoremes principaux demontres dans la troisieme Partie.
Parmi ces theoremes nous signalerons ceux qui sont relatifs a la courbe enveloppe des droites joignant deux points conjugues (nos 80 et 81), a la position de ces points sur la droite qui les joint (nos 82 et 83) et l'application de ces resultats aux courbes du cinquieme degre.
La theorie des courbes du quatrieme degre a deux points doubles renferme un certain nombre de propositions bien connues, mais dont la demonstration, a l'aide des fonctions 0, est peut-etre nouvelle ; plusieurs proprietes du centre d'une cyclique (nos 116 a 124) ne nous paraissent pas avoir encore ete donnees; il en est de meme du theoreme du n° 127 sur les eycliques homofocales, qui entraine de nombreuses consequences; des propositions des nos 135 a 141 completant la theorie des points conjugues, et de celles des nos 154 a 160 relatives a Pintersection d'une cyclique et d'un cercle.
Nous avons eu souvent a consulter, pour la redaction de ce travail.
otuvRfis ni? oEoncfis Humbert.
les Memoires bien connus de Clebsch, publies an Journal de Crelle (t. 63 et 64), les herons sur la Geometrie, du meme auteur, la these du P. d'EscIaibes sur les courbes du premier genre, et TOuvrage de M. Darboux Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algebriqucs.
I. — Theoremes gen6raux
1. Soit une fonction f(t), holomorphe dans tout le plan etsatisfaisant aux relations
iizt ... (i) '
ou n designe un entier positif, w et co' des quantites arbitraires, telles
que le coefficient de \J — i dans le rapport — soit positif. On peut poser
m = — oo
tion Iineaire et homogene des n f'onctions
et la relation (2) montre que Am = km_n. La fonction f(i) est done fonclogene des n /, = +-.
An-t- 71 h 2 1 An + 1) ■
^ (/,7i)-;iT H2(A'rt
11 n'existc entre ces fonctions, d'apres la forme meme de leurs develop-
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pements, aucune relation lineaire et homogene. Nous allons les remplacer par de nouvelles fonctions, d'expression plus simple, jouissant des memes proprietes.
Soit 03(/) la fonction
p etant un entier quelconque; on a
c'est-a-dire
(\ ' /'7T /It
«+jB^)=e?TR1(0 + /';rRs(i) + -.. + e "~ T R„- . (0 + R« (0-
En donnant a p les valeurs o, i, — i, on obtient n equations de
cette forme, d'ou Ton deduira les expressions de R,(/), . .., R„(0 on fonction lineaire et homogene de 0.,(/), 04 -+- (n — i)^J> si Ic determinant
n'est pas nul.
Or, en posant
•! ( n — 1 I /' It
k (n — 11 /it
2 in — 1 Wit
2/ it
2 i n — I) > It
ce determinant devient
c'est-a-dire lc produit des differences
(a/, — ay); k,J = i,
oil vr.KS l)E GEORGES HUMBERT.
Mais on ne pent avoir
Ot/, — CXj — o
que si
/.• — /=o (mod/?),
relation impossible, puisque X- et j sont inferieurs a /z.
On exprimera done R, (t), . . . , R„(*) en fonction lineaire ethomogene de 0.,u), 83. t-\-(n — 1)- » et, comrne il n'existe pas de relation
lineaire ethomogene entre R,, Rn, il n'existera aucune relation de celte nature entre les nouvelles fonctions. Do la resulte le theoreme suivant :
2. Theoreme 1. — Toute fonction f{t), holomorphc dans tout le plan et verifiant les relations
iITt . (1)'
f(t+ nu')=/(t)e"i"~~n
s'exprime lineairement en fonction des n fonctions P,(t), Vn(t), definies par V equation
Il nexisle entre ces n fonctions aucunc relation lineaire et homogene. Elles satisfont aux relations
PA(f+0>) =P/.(0,
1 i'u [c + oj ) = ridi },
j Pk(l + «m') = P*(0«"!
\ Pk(t -t-o)') =Vk(t)e~~S
iTZI .to' , ITZ
iTC —2 A — 1| —
3. Theoreme II. — Toute fonction lineaire et homo gene de P, , P2, . . . , P„ a n zeros dans le par allelo gramme to, n to' ; la somme de ces zeros est
-(G) + /Id) ) ,
a des multiples pres de to, nto' .
Car cette fonction divisee par P,(t) devient une fonction doublement
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periodique, aux periodes o>, nw' [formules ( 3)J; ses n infinis sont les n zeros de 1\, dans le parallelogramme to, rcto', e'csl-a-tlire les quantites
^(ci) + w'), ^ (d) + ',)') 4- - ( w + &)') -4- (« — »)&>',
dont la somme est
Dans ce qui suit, lorsque nous parlerons ties « zeros d'un'e tonction lineaire et homogene! tie P,. P„, il s'agira ties zeros de cette fonction, compris dans un meme parallelogramme to, nco'.
4. Thkoiikme III. — // exisle (n — /■) fonctions lineaires et homogenes de Pn . . . , Pn s'annulant pour k valeurs donnees de t(t{, t.,, . . . , ZA), et lineairernent independantes ; toute autre fonction lineaire et homogene rfeP,, . . . , Pn, ayant les zeros (.,, . . . , tk, sera une fonction lineaire et homogene de celles-la.
Si Ton ecrit, en effet, que la fonction
/(0 — o, P, + . . .+ ak P/,4-. .. + a„V„
s'annule pour t = tt, tk, on obt.ient k equations lineaires et homogenes entre les conslantes aK, an\ Si ces k equations sont distinctes, elles permettent d'exprimer k de ces constantes, par exemple an a.,, ak en fonction lineaire et homogene tie ak+f,
On a ainsi
/( 0 = ak+l ( PA+1 + X, P, + . . . + h, P, ) 4- . . . + a„ ( P„ + ffj P» + . . . + **P*) ; f(t) est done fonction lineaire et homogene ties n — k fonctions
i PA+l + >,P1 + ...-+X*PA,
f P„ +er1PI + ... + tf*l,*l
qui s'annulent pour t — t,, t2, . .., tk et sont lineairernent independantes, puisque chacune d'elles contient une fonction Py qui ne figure pas dans Texpression des autres.
OF.tJVnfeS Dt tjEORfcES HUMBERT.
Si les /• equations qui lient a,, a.,, . . . , an sc reduisent a un nombrc nioindre, k — 1 par excmple, on exprimcra k — i de ces constantes en fonction lineaire et homogene des (n — k -+- i) autres, et Ton aura
f{l) = a, [ I>, + A, P, + . . . + PA._, ]+...+ an [ P„ + dt, P, + ... + P*_,].
Cette fonction s'annulant quels que soient ak, an pour t = ...,tk, on pourra toujours choisir les (n — k 1) constantes ak, an de facon qu'elle s'annule pour n — k valeurs de /, choisies arbitrairement ; on aurait ainsi forme une fonction lineaire et homogene de P,, P„ ayant n zeros de somme quelconque, ce qui est absurde.
La premiere hypothese est done seule admissible, et le theoreme est demontre.
Remarque. — Soient $2(0, •••» ^»-*(0 Ies n — 1{ fonc
tions (F) qu'on vient de former, et 9?«-w-a(0 une fonction lineaire et homogene de P,, P„ quelconque, s'annulant pour les valeurs t, , t2, . . . , tk de la variable, la valeur exceptee. II existe evidemment une infinite de fonctions satisfaisant a ces conditions.
Je dis qu'il n'existe aucune relation de la forme
car, si une pareille relation existait, on en deduirait, en faisant I — tif
<x„+i-k(£n+i-k(ti) = o.
ce qui entraine, puisque la fonction ne s'annule pas
pour t = th
On aurait ainsi
et, par suite, puisque les fonctions (\\, . . . , sont lineairement independantes,
On peut done former n fonctions (Pn lineaires et homogenes de
P,, P„ lineairement independantes, et satisfaisant aux conditions suivantes :
Les n — k premieres . . . , (X\t_k s'annulent pour t—t{, . .., lk.
La fonclion c£ni-i-k s'annule pour
t r— tt, . .., ti+i, tk («=I,,2, . . ., k).
Des theoremes II et III resulte la proposition suivante :
6. Theoreme IV. — Etant donnes, dans un par allelo gramme co, nio' , n points dont les arguments onl pour sommej{bi -+- nco') a des multiples pres de to, no/, on pent formpr une et une seule fonction lineaire el homogene deVn . . . , P„ s'annulant en ces n points.
7. Theoreme V. — Deux fonctions P nont pas de zero commun. Car les zeros de PAh_, (^) sont, dans un parallelograinme w, no*',
Pour que PA+,(/) et PA-+1(*) eussent un zero commun, il faudrait que
- ( w 4- w ) — A' - -t- /(to' = - (to + — A-' — -t- A'w' 4- pw 4- /ip'eo', 2 n 2 « r 1
p et p' etant entiers, ou
"(A-'— /c) = w'(/i'— /i) + pco + npV.
Le rapport — etant imaginaire, cette relation entraine les deux suivantes :
k' — k = np , h — h' — n p'.
k et k' etant inferieurs a n, on aura k = k', et les deux fonctions Pa+i sont identiques.
8. Theoreme VI. — Enlre (n -+- i) fonctions, ft (/), . . ., holomorphes dans tout le plan et satis faisant aux iclations
/(fH-») -f(t),
ow n es/ «/i entier positif, h une constante quelconque, Q' a> ofcj quantites
telles que le coefficient de \j — i, </a/w le quotient — > positif, il exisle
une relation lineaire et homogene.
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Posons, en effet, A designant une constante; on a
iTZt , in).
— In It — In
Si X est tel que
/J + 2 /It 7T — = If I 7T — >
Co a
les -f- i) fonctions verifient Ies relations (i) et (2) et sont fonctions lineaires et homogenes de P, , . . ., P„. II existe done entre elles une relation lineaire et homogene et la meme relation subsiste entre les fonctions/, (z), ...,/„+,(*)•
II. — Expression des coordonnees des points d'une courbe de genre un.
9. Le P. d'Esclaibes a mis les coordonnees des points d'une courbe quelconque, de genre un et de degre n, sous la forme
, -^H(/,-«,)...H(<,-«„) H{ti — yi)...H(z,— ym)
y~ ' H^-yO-.-HK-y,,)'
et ill) sont' des constantes; on a, de plus,
1 «, + as + . . . + «„ = y, + . . . -t- y„-t- 2 A K -+- 2/1' «'k',
H(z) est la fonction ordinaire de Jacobi; A, A', A,, A', sont des entiers; x et y sont des fonctions doublement periodiques de tn aux periodes 2K etai'K' ^).
( ') d'Esci.aihes, These, p. 19 et 28.
Pour transformer ces expressions, posons
0 etant une constante.
Les /? zeros tlu denominateur de x sont
Nous choisirons 0 de facon que leur somme soit^(a> + nw'), c'esta-dire qu'on ait
(5 bis) •/, -4- . . . ■+- yn — n Q — '- ( w + 7i
On pourra, par suite (theoreme IV), former une fonction
ayant ces n zeros.
Les zeros du numerateur de x sont a, — 0, a2 — 0, . . ., an — 0; en tenant compte des relations (5) et (5 bis), on trouve, pour leur somme,
a, — B + a.>— 9 -+-. . .-t- a„— 9 = -(&) -+- /tw +
et, par suite, on peut former une fonction
A'1P1(0 + ...+ A',lP„(0
admettant ces n zeros.
La fonction
A;p,-4-.., + A//;_1p„-, + A;/prt
admet, d'apres les formules (3), les periodes co, rca/ ou 2K et 2iK', comme la fonction x(t); elle a, de plus, memes zeros et memes infinis que cette fonction, dont elle ne differe, par suite, que par un facteur constant. On a ainsi
*(C1P, + ...-t-C„P„) = A1P1 + ... + A„Pn
et, de meme,
^(C1P1 + ...-HCBPB)=B1P1 + ...4-B„P/n A,, . .., A„; B,, . . ., B„; C,, . . ., C„ etant des constantes. En coordonnees
homogenes, on pourra done meltre les coordonnees des points d'une courbe de genre un et de degre n sous la forme
( o-, = A,P,-t-. . .4- A„P„, (6) rr2=B1P1 + ... + B,1P)1)
Si Ton change t en / -+- to, ou en t -+- on retrouve [formules (3)J les memes valeurs proportionnelles de cc,, x.,, x3 et, par suite, le meme point de la courbe.
10. Inversement , soit S une courbe representee par des equations de la forme (6), ou A,, C„ designent des constantes arbitraires.
La courbe S est algebrique, car il existe une relation algebrique entre
les deux fonctions ^r(t) et — 3(0» (Iue nous designerons respectivement
par X(if) et Y(z), qui sont doublement periodiques aux memes periodes co, «oj'; de plus, il est clair que la courbe S ne sauraitse decomposer en deux courbes algebriques difierentes.
La courbe S est, en general, de degre /?, car une droite quclconque
aj j?i -+- aixi-sr a6x3 — o la coupe en des points dont les arguments verifient l'equation
Cette equation ayant (th. II) n zeros, tK, i2, tn dans tout parallelogramme w, nw', il y aura, en general, n points d'intersection de la droite et de la courbe : celle-ci sera done de degre n. 11 n'existera que deux cas d'exception :
i° A un ou plusieurs des arguments tn ne correspond aucun
point de la courbe S; en d'autres termes, on aura, par exemple,
En ce cas, a\ (t), x.2(i), x3(t) ont un ou plusieurs zeros communs.
'2° A deux ou plusieurs arguments tif f2, correspond le meme
point de la courbe; on a, par exemple,
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En considerant une autre droite, on obtiendra des relations analogues, de sorte que Ton aura pour une infinite do systemes de valeurs dc a et de (3 comprises dans un lneme parallelogramme co, /«w'
[3 etant different de a.
Je dis que dans ce cas la courbe S est une courbe de degre infericur a n comptee plusieurs fois, e'est-k-dire qu'a tout point de cctte courbe correspondent deux ou plusieurs valeurs de l'argument t; ou que, etant donnee dans un parallelogramme co, tkm', une valeur quelconque de a, on trouvcra dans ce parallelogramme une ou plusieurs valeurs dc (3, differentes de a, telles que les equations (7) soient vcrifiees.
Soit, en effet, (3 une fonetion d'une variable v. definie par la relation
Posons
A une valeur de a correspondent, rn etant l'ordrc de la fonction doublement periodique aux periodes w, /ico', X(/), m series de valeurs de [3,
a + + /i/i'a)', (3[ -+- h d) ■+- nh' co', (3Wi_, + h co co',
h et h' etant des enticrs quelconques, et par suite m valeurs de U(a).
Or nous verrons plus loin (n°30) que la fonction [3 a dans un parallelogramme co, nto' un nombre limite de points critiques, et que, si la variable a tourne autour d'un de ces points, les m series de valeurs de la fonction [3 en ce point se permutent entre olios. II en resulto que les m valeurs dc U(a) sont egalement permutees entre elles, et des lors toute fonction symetrique de ces valeurs est fonction monodromc de a dans tout le plan.
Si l'on augmente a d'une periode (co ou «to'), 1'equation
qui definit [3, ne change pas ; par consequent, l'ensemble des m valeurs de U(a) ne change pas, et les fonctions symetrkjues de ces valeurs demeurent invariables : cllos sont, par suite, fonclions doublement periodi(jues de a, et U(a) satisfait a une relation de la forme
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oil A(a), N(a) sont des fonctions doublement periodiques de a, aux periodes w, n co'.
Remarquons maiiitenant que 1'equation
X(f3) = X(a) donne pour (3 la serie de valeurs
a + Aw + nh'di'
auxquelles correspond pour U(a) la valeur zero. On a done
et 1'equation en U devient, en supprimant Le facteur U,
(U) D'"-14-A(«)UOT-2 + ... + M(a) = o.
Or, par hypothesc, on a, pour une infinite d^aleurs de a et de (3, comprises dans un meme parallelogrammc,
e'est-a-dire
II en resulte que la fonction doublement periodique M(a) s'annule pour une infinite de valeurs de a comprises dans un meme parallelogrammc co, «w' : ell e est, par suite, identiquementnulle, et 1'equation (U) a, quel que soit a, une racine nulle.
On peut done, quel que soit oc, trouver dans un parallelogramme co, nco', une valeur au moins de ,3, differente de a, telle que Ton ait a la fois
H. On peut done enoncer les resultats suivants :
i° Si les fonctions x.2(t), xA(t) n'ont aucun zero commun et
si les equations (7) n'ont d'autres solutions communes en [6 que celles de la forme
a + Aw + /lA'w',
la courbe S est de degre n.
20 Si les fonctions x<(t), x2(t), x3(t) ont k zeros communs, les equations (7) n'ayant pas d'autres solutions communes en [3 que celles de la forme
a + /i co -+- nh'(x>', la courbe S est de degre n — h.
Car une droite
coupe cette courbe en n — k points, puisque les fonctions doublement periodiques X(;) et Y(t) sont d'ordre n — k et ont memes infinis.
3° Si les equations (7) ont d'autres solutions en (3 que celles de la forme
la courbe S sera une courbe de degre inferieur a n comptee plusieurs fois; nous dirons, dans cecas, que la courbe S n'est pas irreductible.
III. — Relations du second degre
12. Avant d'aller plus loin, nous allons etudier et former les relations du second degre qui lient les fonctions P, (t), . . ., Pre(0-
Nommons poids d'un produit Pk+I (t) P/,,+1(z) la somme k-hk', ou plutot le reste de la division de k -+- k! par n.
Theoreme. — Entre trois fonctions PA+I PA,+1 de meme poids existe une relation lineaire et homo gene.
On a, en effet [equation (3)],
P*+1(/ + w) PA-+1(< + w) =PA+1(OP*'+i(0>
iH I i TCCi)' ITT
P*+i(« + «')P*'+i(«-H»') = I>*4-i(OP*+i(Oe'" w~ + 'V,
et -+- /</) etant le meme, a des multiples pres de n, pour trois produits de meme poids, le theoreme est demontre (theoreme VI).
13. Theoreme. — Toute relation lineaire et homo gene entre des fonctions du second degre enPt, P2, . . ., Prt, respectivement de poids p, p' , p" , . . ., <P/» • • • cntraine les conditions
tp,,= o, cp^'=o, ?p» = o>
Supposons, en efl'et, qu'on ait
( 8' ) o = a,, ®p 4- «y <fy + <p/V, + . . . ,
... etant des constantes.
Changeons, dans cette equation, I en t -+- co' ; elle devient, en vertu des equations (8),
(9) o^a^e " " -\-ap,<Bp>e " —
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Les exponentielles e " , e " , ... ont des valeurs differentes, puisque /;,//, ... sont differents et inferieurs a «; si done on elimine cp,, entre les relations (8') 01(9), o yp., ... ne disparaitront pas dans l'equalion ainsi obtenue
o = bp, (dp- 4- £y qy 4-
En changcant / en / 4- co', on obticnt une equation de meme forme, etsi entre celte equation et la precedente on elimine cy, les fonctions <p/;„, ... ne disparaissent pas dans I'equation nouvelle
O = Cp» <Dp» -+-
Continuant ainsi, on arrive a une derniere equation
d'oii, en remontant de proche en proche, on deduit
■ vi ay-=o, Qp,— o, 9p=o.
14. Toutes les relations du second degre entre P,, . .., P„ s'obtiendront done en formant les relations qui lient les produits P/fPA,de meme poids. On les formera de la maniere suivante :
i° Cos de n impair : n = 2v 4- 1 . — Les carres P2, P2, P2 sont de poids difl'erents; car, pour que deux d'entreeux fussent de meme poids, il faudrait que
2/,- = 2 k' [mod (2 v 4- 1)]
ou
k — k' = 0 [mod (2v -+- 1)],
ce qui est impossible, puisque k et k' varient entre o et av. On formera le Tableau suivant :
Fonctions concspoiK
lanles.
VI* V
Pi Pav+r
Pv+2 Pv+3
pa
P2V+1 Pi
Pv+2
p, Pi
pa
p2 Pi
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II est manifeste que chaque ligne renferme v -f- i fonctions. Cela pose, en vertu du theoreme du n° 12, il existe entrc trois fonctions de meme poids une relation lineaire et homogene
(10) AP/c+1fV+i + BP/I+1PA,+1 + CP/+1lV-n= o.
Aucun des coefficients A, B, G n'est nul; car, si par exemple A etait nul, P/+l et P/i+, ou P/t.+, auraient un zero commun, ce qui est impossible (theoreme V).
' On pourra done exprimer v — i des fonctions de chaque ligne en fonclion lineaire et homogene des deux autres, ce qui donnera v — 1 equations de la forme (10); toute relation du second degre de poids k -+- k' est evidemment une combinaison lineaire de celles-la.
Commeily asv + i lignes, on aen tout(av ~h i)(v — i)ou ^n(n — 3) relations du second degre.
Les premiers membres de ces relations sont lineairement independants, car chacun d'eux renferme un produit P;Py qui n'entre pas dans les autres.
2° Cas de n pair : n = 2v. — On formera le Tableau :
Poids.
Fonctions correspondantes.
P3P2V-1 • • • • • • PvPv+2
PvVi
P3 Psv-m
Pv+t
Pi
Pv-t-l Pv— 1
Pfy
Pv+2 Pv-t-1
Pa P2
P.Pi
Pv-t-3 Pv + 2
Pv-i-i Pv
Pi Psv
Dans les lignes de poids pairs, il y a v -+- 1 elements, et dans celles de poids impairs, v; on aura en tout, puisqu'il y a v lignes de poids pairs
et v de poids impairs, v(v — 1) -+- v(v — 2) relations ou ^ n(n — 3) relations homogenes et du second degre en P(, . . ., P,t.
14 bis. Ainsi, quel que soit/i, il y a entre P,, . . ., P„, ^ n(n — 3) relations homogenes du second degre ; il n'existe entre les premiers membres de ces relations aucune relation lineaire et homogene identique; enfin,
toute relation du second degre en P,, P„ est une combinaison lineaire de celles-la.
Revenons a la courbe S definie par les relations
(6) )x.2=BiPl + + B„P„,
f xi=ClPl + + C„P„.
S'il n'existe entre x{, x2, x3 aucune relation lineaire et homogene (auquel cas la courbe S serait une droite), on peut former (n — 3) functions lineaires et homogenes de P,, P„ que Ton designera par xi} xs, xn, telles qu'il n'y ait pas de relation lineaire et homogene
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Par consequent, on exprimera P,, Pre en fonction lineaire et homogene de x{, x2, . . ., xn, et si Ton porte ces valeurs de P(, . . ., P„
dans \es-n(n — 3) relations du second degre formees plus haut, on
obtient
equations de la forme
o = Auxl-+- Aiixltxs h-. . , + AM^+ «£, xk -+- . . . -f Xtxn + Qu
o = B^x; -h + Bnnxjt + 02x4 + ... + X, xn +-
O = Lu X'l + L43 XWX% + . . . + L„„ x\ ■+- <!>£ X,, 4- . . . 4- Xo-Tre .-f- &s- .
Dans ces equations, A44, A,5, . . ., knn, B44, . . ., B?m, L4i, . . ., Lnn sont des constantes; <!>, , . . ., X, , . . ., 3>8> • • •> X§ des polynomes homogenes du premier ordre ; Qt , i22, . . ., £2g des polynomes homogenes du second ordre g n oc j , oc 2 > oc ^ •
Les equations fondamentales (n) sont au nombre de *-n(n —3);
elles sont du premier degre par rapport aux *-n(n — 3) fonctions x*, xh xs, . . ., x\, x,,, xs, . . ., xn, qu'elles permettront d'cxprimer en fonction de xt , x2, x3.
Le determinant de ces equations est le polynome de degre (re — 3)
Au A43 ... A„„ ... X |
I>44 L45 . . . L/j,, <&o ... Xg
— A {xt, Xo, X3
Nous le designerons par A(.r,, x2, x3).
Dans le cas ou ce polynome n'est pas identiquement nul, on tirera des equations (n) l'expression de x\, xkx^, ...,xn sous la forme
/',.,/,5, -•■,f,in sont des polynomes de degre re — i; /,,, /„ des polynomes de degre re — 2 en <r, , ,x-2, a?3, qu'on obtient sous forme de determinants.
Restant encore dans le cas oil A n'est pas identiquement nul, on pourra remplacer le systeme d'equations (1 1) par le systeme suivant :
de -(re — 3) (-re — 2) des equations (11), on tirera les expressions des
- (re — 3) (re — 2) fonctions x\, x,,xs, . . ., x\, sous la forme
x\ — <pia?4 -+- tyy&s-h. . . -+- y^xn-\- w,,
x^Xf,— y2x,t 4- + w2,
\ xh —■ 9 (n — 2i (n— 3) #4 + -+-....
Cettc resolution sera toujours possible, car, A n'etant pas identiquement nul, l'un au moins des determinants mineurs dont les lignes sont formees par les coefficients de x\, x,,x5, x\ dans une meme equation (1 1) n'est pas nul.
Portant ces valeurs de x\, x\ dans les (re — 3) autres equa- t tions (1 1), on obtient (re — 3) relations de la forme
niiXi, -+- nlxi-{-. . .+ qxxn — px — o, m2xk ■+■ -i-q-iXn —pi =0,
/»„_3r4 + -+- gn_3xn— l>n-3= O.
Dans ces relations, <p,-, tyif . . .,yh . . ., mh re,-, . . ., qt designent des poly-
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nomes du premier degre en x,, x.,, x3; w, et pt sont des polynomes du second degre.
Le determinant du systemc des equations (12) et (i3) est la fonction
m2 ii-i
mn 3 nn—3
fln-
II est egal a A(xt, x2, x3) a un facteur constant pres.
V. — Propri6t6s de la fonction A(.r,, x2, xA
16. Theoreme. — Le determinant A se repruduit a un facteur constant pres, si I' on prend pour xs, x5, ocn d'autres fonclions lineaires et homo genes r/eP,, PB que celles primitiveme.nl choisies.
Soient, en effet, x\, x',., x'n ces nouvelles fonctions; nous admettrons qu'il n'y a pas de relation lineaire et homogene entre x{, x2, x.s, x\, x'n. On pourra, par suite, exprimer xt, x5, xn en fonction
lineaire de 00 1 ^ • X 1) •) • X ^ y 00 , f • ■ ■ j 00 j
Xh — llXi -+- \2X2 + ^3^3 + ^i-^/, X6 — /JL, X^ -f- -+- \>-t>x': ■
(7,^! -+- a2x2->r . . . . + a^x r< -\- . . . -+- anxn.
Comme il n'existe pas de relation lineaire et homogene entre xitx2, x3, xif xn, le determinant
In
sera different de zero.
Portons maintenant les valeurs precedentes de x„ ...,xn dans les equations (n), il vient
AU(A,a7, + . . .-hl.x\-h. . .)2+ A45(^,^, + . . .) (JUL,^, + ...)+... + £, = O.
Si Ton ordonne ces -n(n — 3) equations par rapport a
et si Ton forme Ic determinant des coefficients de ces quantites, on voit aisement qu'on obtient le determinant A, multiplies par D" '.
17. Theorems. — Quand la conrbe S est de degre n, ta fonction A(a',, a-.,, x.t) nest pas idenliquement nulle.
Lemme. — On a vu plus haut que les premiers membres des ^n{n — 3) relations du second degre qui lient Pn P2, P„ sont lineairement independants; or, e'est en substituant a P,, P„ dans ces relations leurs valeurs en fonction de xt , a-,, qu'on a obtenu les equations (i i); il en resulte que les premiers membres de ces equations sont lineairement independants, et qu'on ne pourra jamais arriver a une identite en combinant lineairement leurs premiers membres.
Cela pose, supposons que la fonction A(xt, jr.,, x3) soit identiquement nulle; elle restera nulle si Ton y fait une substitution lineaire quelconque, telle que
x i = X', x\ -+- p.', x'.2 -+- v, x'3 , x2 — "k'2 x\ + . . . . , x3 — \'3 x\ + . . . . En resolvant ces relations par rapport a x\, x.,, x'3, il vient
QC \ — ")\ | OC^ -\- £A j CC 2 "4~ V j CC 3 , x'2 — \xl + [LiX^-V- VtX3,
x'3 — X8 Xi + fjL, x2 -+- v3 x3.
Nous choisirons les constantes X2, p.2, v2, X.,, pL3, v3 de facon que x'.,(t) et x'3(t), e'est-a-dire ~h.,x{ (/)-+-... et X3lr, (t) -h ... s'annulent pour une valeur a de On aura done
i o — \„xi(a) ■+■ u., xs(x) -+- v.2x3((x), (a.) \ ■
( o = /3^i(«) + F3^2(a) + v3.r3(ot).
Cela pose, remplacons dans les equations (11) x{, x.,, x3 par leurs valeurs en x\, x'.,, x3. Deux cas sont a distinguer si A(a?,, x.,, x3) est identiquement nul.
(A). Les determinants mineurs, dont les ligncs sont formees des coefficients dea^, x!tx-, x'j] dans une meme equation (n), ne sont pas tous nuls; en ce cas, eliminant x\, x\x,., x\ entre les equa-
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tions (i i), on obtient (n — 3) equations de la forme (i3)
(i3) o = miXf+- nixs-\-. . .+ qixn — pi (1 = 1,2, n — 3),
mt, qt etant du premier degre Pi du second.
Le determinant A
qn 3
est, par hypothese, identiquement nul. Le determinant obtenu en remplaeant chaque element du precedent par le coefficient de x\ dans cet element est egalement nul, puisque c'est le coefficient du terme le plus eleve en xK dans A. On pourra done, en additionnant les premiers membres des relations (1 3), multiplies par des constantes convenables, faire disparaitre x\ des coefficients de xA, x5, xn dans I'equation ainsi obtenue. Cette equation sera des lors de la forme
(i3 bis) x'2(axk-\- . . . + lxn) -+- x'^ (a' xu-+- . . . -I- l'x„) = k\x'f -f- A2 x'g -+-....
Si Ton y fait t = a, il reste, puisque z<\(a.) = a;'3(a) = o,
Aj x'f (a) = o,
ce qui entraine une des conditions
x\ (a) = o, Ai= o.
Si <r',(a) est nul, on voit par les relations qui lient £p'2, que Ton aura x{ (a) = x2(v.) = #3(a) == o. Or a, etant une quantite arbitraire, pourra toujours etre choisie de fagon que ces dernieres egalites n'aient pas lieu. II faut done que A, soit nul, et I'equation (i3 bis) s'ecrira
(E) x[,(pxx\ + p2a?'2 + . • .+ pllxn) = x'3(p'ix\ + . . . + p'nxn),
p,, p'n etant des constantes.
Si x.,(t) et x'3(t) n'ont que le zero commun t = a, les (« — 1) zeros de x\ autres que a devront, en vertu de I'equation precedente, annuler la fonction p\x\ +...-+- pnxn. Cette fonction (theoreme III) sera done identique a x[2, a un facteur constant pres. De meme la fonction (p(^'j ■+- ?nxn) nc differera de x[ que par un facteur constant, et
l'equation (E) sera tie la forme
p etant une constante. II faudra necessairement que cette constante soit nulle; on trouve done une identite en combinant lineairement les relations (n), ce que nous savons etre impossible.
II faut done, pour que A puisse etre identiquement nul, que x[(t) etx'3(t) aient d'autres zeros communs que le zero a, et ceux de la forme
a + h to -+- nh' co'.
Soit (3 un de ces zeros communs. On aura
( o = X1*,(P)+fi,*s(P) + v1flk(P),
Mais les quantites A2, v3 ne sont assujetties qu'a satisfaire aux relations (a); les relations (a) et ((5) devront done etre identiques, et Ton aura
[3 — a n'etant ni nul, ni egal a un multiple des periodes to, no/.
Corame a a ete choisi arbitrairement, (3 sera fonetion de a, a moins que Ton n'ait
ar1(P) = a:,(|3) = ar,(P)-=o.
(B). Si tous les determinants mineurs dont on a parle plus haut (A) sont nuls, on obtiendra, par l'elimination de x*, xAx5, x~n entre les equations (n), n — 2 relations au moins de la forme (i3), et, en les combinant lineairement, on pourra former une equation telle que (i3 bis). On retombe ainsi dans le cas precedent, et les memes conclusions subsistent.
Par consequent :
La fonetion A( ) ne peut Hre identiquement nulle que dans
deux cas :
i° £«?,(£), x2(t), x3(t) ont un ou plusieurs zeros communs; 20 Etant touj ours poses X = — > Y = — > les deux equations
oi:u\ni;s Dfi geokces mjMBEti*.
ont, quel que soit a, d'autrcs solutions communes en ft que celles de la forme
a + h (>•> -t- nhfoi'.
En d'autres termes :
A(.r, , a?2, £P3) rce peut <Hre idenliqucmenl mil que si la courbe S nest pas de degre n.
Le theoreme suivant nous sera utile plus loin
Theoreme. — Si la courbe S est de degre n, il n exisle aucune relation identique en ccif x2, x3 de la forme
ax xx A + a2.z-2 A + a3.r3A + <7t/v + ...-+- a„fn = o.
, a„ sont des consfantes, A,/,,, sont les polynomes definis
au n° 15.
En cffet, la fonction de degre n — 3, A[xt(t), x.,(t), x3(t)], n'est pas nulle, puisque, par liypotlit'se, la courbe S est de degre n, etque d'aiUeurs cette fonction n'est pas identiquement nulle.
On aura done, en divisant par A le premier meinbre de la relation precedente, et en y remplacant xt , x2, x3 par xt(t), x.2(t), x3(t),
axxl{t) + aixi(t) + a3x:i(t) -+- aix,t(L) +. . . + anxIL(l) = o, relation (ju'on sait etre impossible.
VI. — Examen du cas general
19. Supposons maintenant que la courbe S definie par les equations (6) soit de degre n, ce qui est le cas general; nous allons, dans cette hypothese, former son equation, et les equations de courbes qui lui sont liees d'une maniere remarquable.
20. Equations de la courbe S. — Les relations (i i) nous ont donne les relations
on en deduit
fuh _ ft,* _ fin
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Portant clans les relations (i3) ces valeurs dc
+ «//*S + • • • + qi/kn—Pifi — 0 (l t= I, 2, . . . , « — 3 ).
Les — 3) equations ainsi obtenues sont de degre dis qu'elles nc peuvent etre a la fois des identites.
Si toutes, en effet, ctaient des identites, on en deduirait identiquement
mn-3 ■ ■ (] n-3
'h qi
Pn-3
(Jn-3
, c'est-a-dire /44A=/^.
Par suite, (.r,, a?2, .r.t) serait divisible par A(.rn x2, ,r:i), et Ton aurait, quels que soient xx, a-.,, x3,
/4 = A ( li xi -+- 12 xt + X3 a?3 ),
etant des constantes. En particulier, remplacant dans cette relation a?n a72, par a-, (/), ic2(f), a'3(/), il viendrait
£cl{t) = lia;i(t) + X2a:2(/) + A3a?3(*).
relation impossible, puisque, par hypolhese, a?, (t), x2(l), xn(t) sont lineairement independants.
Par suite :
Une au moins des relations de degre n formees plus haut n'esl pas une identite; elle sera V equation de la courbe S.
Ce raisonnement souffre une exception si A se decompose en un produit de deux facteurs, dont 1'un entre au carre. Soit
P et Q etant des poLynomes de degres /> et y, avec
ip -+- q = n — 3 .
En ce cas, la relation
donne
j\= PQR = PV4,
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R et V4 etant des polynomes entiers; de meme, la relation
&fii=fkft (*'=5,6 n)
Si = PV,"
donnerait
Cela pose, on peut admettre, puisque x{(t), x2(t) etx3(t) n'ont pas de zero commun, qu'aucun des zeros de-r, (t) n'annule A[^r,(^),^2^),^.,(/)]; s'il en etait autrement, un changement lineaire de variables permettrait de rentrer dans cette hypothese.
Formons une fonction <p(t) de la forme
qui ait avec xs (t) (n — 2) zeros communs, les deuxderniers zeros 6tant difl'erents des deux derniers zeros dear, (z)(theoreme III); on a, d'apres les formules qui precedent,
a2x2PQ -+- a3.x3PQ + a4V4 + . . .+ anYn
PQ
Or la courbe o = a2x2VQ + ...+ a„V„ coupe la droite xs — o en n — 2 points situ6s stir S; son degre p + q-\-i est au plus egal a n — 3, puisque p est au moins egal a 1, et que ip + q — n — 3; il en resulte que cette courbe se decompose en une courbe H de degre p -+- q, et en une droite x{ = o ; on a aussi
*,(OH[>t(f )'-•■•]
Les deux derniers zeros de x,(t) n'annulant pas cp(/) doivent annuler PQ(0 ou A(t), ce qui est contraire a l'hypothese. La proposition est done generale.
L'equation de S peut, d'apres ce qui precede, s'obtenir immediatement en partant des relations (n), sous forme de determinant; on aura
ffl; Hj
'-'tin
<Ji
Pi . .
mh .. .,pt : s'obtiennent egalement de suite sous forme do determinants.
On a, par exemple,
etant pose
21. Tiieoreme. — La courbe donl V equation est A(xt , x.>, x3) = o a un point multiple d'ordre p — 1 en tout point multiple d'ordre p de S.
Admettons, pour fixer les idees, qu'il s'agisse d'un point triple de S, et soient a, (3, y les trois valeurs correspondantes du parametre t. On aura
^i((3) = a?, (ft) _ =1 xx(y) _ *Ay) _ ^>(y)
(en designant pour abreger par ~k la valeur des trois premiers rapports, par [j. celle des trois derniers). La courbe S etant supposee de degre n, les quantites xx(a), x2(ol), x3(<x.) ne sont pas nulles a la fois; soit, par exemple, a?4(a)^o.
Considerons les (n — 3) equations (i3)
{ jnlxlt + n,^5 + . . .•+- qxxn = pXl
et les fonctions
9,(0 = mx(a)xi(l) + nx(tx)xs(l) + . . .-+- ql{a)x,l(t),
?n-a(0 = »Wj(a)<%(0 + + y«-3(«)a;»(«)..
Les quantites w,(a), ... designent les valeurs que prennent les polynomes du premier degre mK (xt, x.2, x3)... quand on y remplace xK, x2, x3 par xx (a), x2(a.), x3(a.).
En vertu des relations (i3) et(i4), on voit que les fonctions fx , <p2, • .., ip„_3 satisfont aux relations
cp,((3) _ <p,(f3)
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On en conclnt que les (n — 3) fonctions
^i(0 =*i(Oa?i(«) — ^,(/)cp,(a),
^«-a(0 = on-Al)x\(*) — Of «-*(«),
qui s'annulent pour t = a, s'annulcnt egalement pour t — $ et t — y. II en est evidcmment de meme [equations des deux fonctions
xi(t)xl (ct)<—xi (t)x,(x), xz{t)xi{ct) — Xi(t)xs,{et).
Par consequent (theoreme III), il existe entre ces deux fonctions et les n — 3 fonctions $t, $n_3 deux relations lineaires et homogenes, identiques en xK, x.2, xn.
Soit une de ces relations
o = a{Sx + rt2^2+ . . . + an .3 J„_3
4- fl„_2'[a;2(/)a?,(a) — xl(t)xi(cx)] + [^3(/).r1 (a) — a7:j(a).r,(f)] ;
xt eta?., ne figurent pas dans §{, $n_3 : on a done II reste
«» = «i[?i (')•*»(«) — ^i(0?i(«)] + • • • > ce qu'on peut ecrire
Cette equation, puisque <?,(0> ®n-3(t) ne renferment pas xt(t) et que a;, (a) n'est pas nul, entraine les suivantes :
Cette derniere comprend la precedente.
II existe done entre cp,, <pra_3 deux relations lineaires et homogenes, identiques en x,t, a?s, ...,.r„; en d'autres termes, si Ton sc reporte a l'expression des fonctions o, il faut que les determinants mineurs qu'on oblient en supprimant une ligne et une colonne quel-
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conques du determinant
m,(a) «i(a) ••• 71(a) d_ m2(oc)
soient nuls. Le determinant d sera egalcment nul.
On peutdonc trouver des constantes a, , an_3, dillerentes ensemble de zero, telles que Ton ait
a, /raj (a) + a2/i,(a) + . . . 4- a„„37i(a) =0, «! m,(«) •+• + an-s72(«)
Si a,, par exemple, n'est pas nul, on peut ecrire
-+- a2 /li -+- •
a, A (xux2,x3) —
. + oc„_372
mn 3
d'ou, en ordonnant par rapport aux elements de la premiere colonne, (16) a, A = + . . .+ )<5,.
Or la fonction du premier deg
s'annule pour £ = a [equations (i.5 )j ; le determinant mineur 0, devient, pour t = a, un des determinants mineurs nuls de d; en d'autres termes, la droite
cx1m1-+-. . .+ a.n-3q^=- 0
et la courbe
6j (xltx2,x3 ) = o
passent par le point triple de S considere. II en resulte, par l'equation (16), que la courbe
A(aJi,.afj,ar8) = o passe par ce point, et y a un point double.
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Les equations (i3) nous donnent x\, xn sous la forme
/, etant le determinant
Pi "i
/>2 /ij
qn-t
Je dis que les courbes ft — o, — /„ = o, qui sont d'ordre n — 2, ont un point multiple d'ordre p — 1 en tout point multiple d'ordre p de S. On peut, en elFct, ecrire fit en designant toujours par a, [3, y les valeurs de t correspondant a un point triple de S,
Pt — /i,^5(a)^, p2 — n2xs{ot)xl
qlxn(cx)xi nt <7j^„(a)x, n2
Pn—i n n— 3 x$ ( a ) 1
qn-%
#5(a), a?„(a) designant ce que deviennent les fonctions a?5, ... pour t = a; d'ou Ton tire
•27i(«)/>i — m1j?4(a)a;1 — «, x^(a)xi — . . . — q, xn ( a) a?, «, ... 7,
•a?i(a)/92 — m>xk (a)jr, — n.2^c5(a)^c, — ... — q1xll{a)xl n2 ... 72
( a )Pn-z— mn_3 x% ( a ) .r ,— — <7„„3 ( « ) x%
Ordonnons par rapport aux elements de la premiere colonne; il vient
(17) sBi(a)/i = Aasix^a) -+- 2[x](a)px — mlx.l{ct)x1 — . . . — qixn(a)xl]dl. Or les coniques
o = xl(a)pl — tn 1 Xi, ( a ) J' 1 — . . . — qlxn(tx)xi
passent par le point triple ; car, en faisant 1 = a dans les relations (i3), on trouvo
o =fi — m,(a)j74(a) — . . . — qx{a.)xn(v.).
Les courbes o, = o passent egalement par ce point, comme on l'a vu
plus haut ; il resulte done de la relation (i 7) que la courbe JA — o passe par le point triple considere ct y a un point double.
Les equations (12) donnent
x\—ylasiA-... + X\xH -+■ w,,
d'ou
a.*; =/» = <pi/t ■+-...+ 7j/« + wi A»
Par suite, les courbes de degre n — 1 , /4/1 = o, fkl = o, ...,Jnn=o passent par le point triple et y ont un point double.
Nous reviendrons plus loin sur les proprietes des courbes A = o, y4 z= o, fiA = o, qui sont, d'apres ce qui precede, des courbes adjointes de la courbe S.
Courbes du troisieme degre.
24. La theorie preeedente ne s'applique pas au cas de n = 3, puisque le nombre des relations du second degre entre les fonctions P est
— 3), e'est-a-dire zero.
En ce cas, les coordonnees des points de la courbe S etant de la forme
ar/sAvP^OTt-BiP^O + C/P.CO (/ = i,2,3),
on pourra, par une transformation lineaire, ramener ('expression des coordonnees a la forme
^ = Pi(0, ^ = P,(0, < = P3(0-
Or les quatre fonctions P'(/), Pj(0> PJ(*)» p<(0 ps(0 p;>(0 sat's" font aitx relations [equations (3)]
y(t -+- co) = cp(f)>
6 in I 3/ ltd)'
et sont, par suite, liees par une relation lineaire et homogene (theoreme VI). Cette relation, ne changeant pas quand on y remplace t
par t •+- ^5 ou / + , e'est-a-dire quand on change P, en P{+, ou Pt+2»
sera symetrique en P,, P2, P3 et sera d6s lors de la forme
P*+ P^-h P* — 6).P,P.2P3=o, "k etant une constante. L'equation de la courbe sera done
C'est la forme canonique de l'equation des courbes du troisieme ordre, sans points singuliers.
VII. — Examen des cas particuliers
25. Dans ce qui precede, nous avons suppose que la courbe S representee par les equations (0) etait de degre nous devons examiner maintenant les cas oil elle est de degre inferieur, et que nous avons mentionnes aux n° 10 et 11.
26. Premier cas. — Supposons que les trois fonctions oct(t), x.,((), xs(t) aient k zeros communs, sans que les equations
aient d'autres solutions communes que celles comprises dans laformule
+ nh' (*>'.
Pour que xt, x.2, cc.3 soient lineairement distinctes, il faudra (theoreme III) qu'on ait
kin — 3.
Dans cette hypothese, la courbe S etant coupee par une droite en // — k points distincts, sera de degre n — k, et irreductible. Nous choisirons, pour les n — k — 3 fonctions
des fonctions lineaires et homogenes de P,, . . P„ s'annulant pour les £valeurs«,, t.2, ik qui annulent simultanement xif cc2, a?3; et pour la fonction
une fonction lineaire de P4, P„ s'annulant pour les memes valeurs, la valeur it exceptee {Rem., n° 5).
Cela pose, si Ton fait successivement t—ts,t^ . . ., tk dans les relations (i i), on voit que les coefficients des termes en
xn-k+\i xli-k+n •••> xn
doivent etre nuls.
On en tire deux conclusions :
i° Le determinant A(x{, cc.,, x3) a k colonnes formees de zeros et, par suite, est identiquement nul;
2° En eliminant entre les ^ n(n — 3) relations (i i) les fonctions
X 4 ) X 5 1 • • • ? Xn 1 Xi XS> • • • 1 Xi XJ ( '» J 4 ) • • • 1 n)l
on obtiendra n — 3 -+- k relations de la forme
I o = m/^-H /i/aJB + . . .-+- A-fd7„_A;-+- SiXn^k+x->r ^ar„_A+2 + . . . + qtxn — pt
m-i, qL designent toujours des polynomes du premier degre en x,, Pi des polynomes du second degre. Les fonctions m,^4, n4-a75, <lixniPi admettent ; le zero double la fonction sixn-k+i exceptee, car et j?,, par exemple, s'annulent pour t = tK. II en resulte que sera zero double de sh et si Ton pose
on aura
o = a,x\ ( £j ) 4- (3/^'2 ( ) -+- yix'3 (I,);
et st sera de la forme
Si= a,
Les fonctions , s.,, . .., sn_3+k seront done fonctions lineaires et homogenes de deux d'entre elles; il en est de meme pour les fonctions
II resulte de la qu'on peut, en combinant lineairement trois des equations (22), obtenir une relation de meme forme ou xn_k+i aura disparu, et former en tout (n -+- k 3) — 2 relations de cette nature.
Kn operant de meme sur xn_k+2> . . ., xn_t, on arrivera a
c'est-a-dire a // — i — k relations de la forme
(23) o = m'jXi-t- nljX% + >. . + r'jXn-k+ q'jx,,— p'j (/' = i, 2, ...,« — i — A),
et en eliminant xn de la meme maniere, a n — 3 — k relations de la forme
(24) o = iih&i+ vhx5-h. . .+ phxn_k— mu (h — i, 2, . . . , n — 3 — k). Soit A' le determinant du deere n — 3 —
Je dis qu'il n'est pas nul. En effet, la courbe S etant de degre n — k, et irreductible, ce determinant ne peut etre nul que s'il est identiquement egal a zero. Je dis que cette hypothese est inadmissible.
Si, en effet, on l'admet, on en conclut, puisque scif . . ., xn_k ont des valeurs finies, que les determinants obtenus en remplacant nne colonne de A' par la colonne trr,, gt2, . . .,ron_s_A sont aussi mils identiquement, et, par suite, qu'on pourra, en combinant lineairement les premiers membres des relations (24), faire disparaitre x, dans les coefficients de xfl, xn_k, et x\ dans le second membre de 1'equation obtenue. On" aurait done unc relation de la forme
Xs{fiXt + . . .-+- ln-k &n-k ) = *3 (I'i&l . .+ l'n_kxn^k).
Les (n — k) zeros de x2 autres que t.2, ...,tk annulent done la fonction {l\xt -\- . . l'n_kxn_k), car on peuttoujours choisirun triangle de reference qui n'ait aucun sommet sur la courbe S, de telle facon que x2(t) et x3(t) n'aient que les (n — k) zeros communs tlt l2, . . ., tk. Mais la fonction /', xK -+- . . . -+-J'n_kxn_k s'annule en meme temps que xK, xn_k pour t — ts, . . ., tk; elle a done memes zeros que la fonction x2, et n'en difl'erera que par un facteur constant. En raisonnant de meme sur la fonction + on voit que la relation precedente serait de la forme
ce qui entraine L = o, et par suite une identite, resultat contraire au lemme du n° 17. Le determinant A' n'est done pas nul.
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On tirera ainsi des relations (24) les valeurs dc x.lf . . ., xn_k sous la forme
En les portant dans les relations (23), on pourra exprimerx„ en fonction de xt , x2, xa, a moins que les n — 1 — k 1'onctions q ■ ne soient nulles. Si ce cas se presentait, on pourrait, en combinant lineairement ces n — 1 ~- k relations (23), f'aire disparaitre x{ dans les coefficients de xh, ...,^ra_Aet x\, dans le second membre de la relation obtenue, ce que nous savons etre impossible. On aura donca;n sous la forme
q etant du premier degre en xK, x.2, x3, et Ton trouvera des expressions analogues de xn_, , xn-h+{ .
On peut done enoncer les resultats suivants :
27. Si xt, x2, x3 ont k zeros communs, sans que les equations
OC a OC n , . OC% , > OC % '
aient d'autres solutions communes en a que celles comprises dans la formule u = t -h A co -+- nh'di', la courbe S decrite par le point (x{, x2, x3) est de degre n — k; le determinant A est identiquement nul; de plus, toute fonction lineaire et homogene de V K(t), . Prt(0 s'exprime rationne dement en fonclion dexx(t), x2(t), x3(t).
28. Supposons que x{ (t), x2(t), x3 (1) aient ( n — 3) zeros communs : la courbe decrite par le point (x,, x.2, x3) sera du troisieme degre. Les
fonctions ^(0 et ^r(0 etant doublement periodiques, aux periodes co,
n^' , et d'ordre 3, pourront (n° 9) se mettre sous la forme
^2 /A _ *2II2+ 63II3 &3,,s C{Tl, •+- C,II2-+- C3II3
\l) — ~ n , . ti , . ti ' — (') —
xi a,n, + (7,n2+ «3n3 alnl-+- a2n2+«3n
a,, . . ., c3 etant des constantes, et ITy+) (J — o, 1,2) designant la fonc-
tion
ou 0 represente une constante.
Or II,, II2, IT, sont lies (n° 24) par la relation
n\ + ifs + n*— 6*11,11,113 = o
La courbe du troisieme degre decrite par le point (.r,,a;2,a;3) est done du genre 1.
De la resulte la determination du genre de S dans le cas general.
Genre de la courbe S.
Soit, en effet, une courbe S definie par les relations
a?1='A1P1(0+.-- + A»P»(Oi
et supposee de degre n. Designons par £2, £s trois fonctions lineaires et homogenes de P,, Pa ayant n — 3 zeros communs; la courbe S decrite par le point (<;,, £2, £3) est du troisieme degre et du genre un. Or on a, d'apres ce qui precede,
\i — fonction ralionnelle de xu x2, x%, Xi= fonction rationnelle de %u £2, £3.
Les deux courbes S et S' sont done de meme genre, d'apres le theoreme bien connu de Riemann, et, par suite, S est de genre un.
La courbe S, par le meme raisonnement, sera encore de genre un, quand a;, (t), zc2(t), oc3(t) auront des zeros communs, sans que les equations
aient d'autres solutions communes que celles comprises dans la formule
a — l + Aoj -+- nh' 00'.
En consequence :
La courbe S est de genre un toutes les fois quelle estirreductible.
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:}0. Second cas. — Supposons maintenant que les fonctions x{(t), x2 (t), x\(t) aient k zeros communs, et de plus que les deux equations
aient en u d'antres solutions communes que celles comprises dans la formule
a = t ■+■ ■+ nh' &)'.
Soit pose m = n — /c : les deux fonctions doublement periodiques, aux periodes o>, /?<o', X(t) et Y(z) sont d'ordre m.
La discussion qui va suivre nous conduira a distinguer deux cas, que nous examinerons separement des maintenant.
A. Les valeurs de u qui satisfont simultanement aux deux equations
sont de la forme
u = t + const.
En ce cas, les deux fonctions X(«) et Y(*)ont un systeme de periodes plus simple que le systeme co, «ol>'; soit co,, go, ce systeme, et soit m! l'ordre des deux fonctions, c'est-a-dire le nombre des infinis de ces fonctions, contenus dans un parallelogramme co,, oj'r
Si les equations X(w) = X(£), Y(u) = Y(/) n'ont d'autres solutions communes en u que celles de la forme
, U = t -+- /id)! -f- it' Ui\ ,
il resulte de ce qui precede que la courbe decrite par le point (i , X, Y) sera de degre m' et de genre un : sinon on retombera dans le cas que nous allons examiner maintenant.
B. Les equations X(«) = X(Z), Y(«) = Y(/) sont verifiees simultanement par des valeurs de u autres que celles de la forme
sans que les fonctions X(/) et Y(£) aient un systeme de periodes plus simples que le systeme to, nix>' .
L'equation X(u) = \(t) donne, pour toute valeur tinie de t, m series de valeurs de a
t ■+- h co -t- n h! co' , w, -+- h w -1- /i//'co', . ., Kw_t + Aw + «A' &>',
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h el h' etanl des entiers quelconques. Les points critiques de la function u, definie par cette relation, sont donnes par ['equation
qui est verifiee, en general, [tour im series de valeurs de u
Ut + hv> -+- U2,„+ /if.) -+- nh' d .
Aux valeurs de « comprises dans une de ecs series correspondent, par l'equation X(m) = X(j), w series de valeurs de a
T, -+- h w + nh'to', T2-+- //6) + ?i/i'o)', ,
ce qui, en tout, donne \irri- points critiques dans tout parallelogramme des periodes. «
Supposons que la variable t arrivant a un de ces points, T,, la branche considered de la fonction, ait pour valeur un zero multiple, U, , d'ordre q, de l'equation. X_(k) — X(f) ?= p.
Posant t — T, + 0, u = U, + v, cette equation devient
X"/) ( U, ) -h . . . = T XWT, ■+-...,
I . 2 . . . CJ I . 2 ... A
k etant un entier positil', non nul. Si p' est le plus grand commun di vise u r de q et de k, cette relation montre que les q branches de la fonction u, dont les valeurs sont U, au point T,, se partagent en/?' systemes, et que les branches d'un de ces systemes se permutent entre elles quand la variable tourne autour d'un point critique.
La derivee de la fonction u est donnee par l'equation
da _ X'(Q .
dt ~~ X' ( u ) '
elle n'a que m valeurs pour une valeur de t, et un certain nombre de ces valeurs s'echangent quand la variable tourne autour d'un point critique.
Si les deux equations X( u) = X{t),Y(u) = Y(t) ont, quel que soit/, des solutions communes en u, il faut que les deux fonctions u et u, definies par les relations
aient des branches communes : soient /, ut, ces branches. II
est clair que, si la variable part du point t et y revient, apres avoir decrit un chemin quelconque, les fonctions u{, u2, . .., up_K devront reprendre les memos valeurs, a l'ordre pres, et a des multiples pres des periodes co, n co' ; et, par consequent, les derivees de ces fonctions, donnees par l'equation
du _ X'(u) dt ~~ X'(<) '
reprendront les memes valeurs, a l'ordre pres. II en resulte que la somme
du. du., ■ diin-,
dt dt dt
est fonction monodrome de t, dans tout le plan. Je dis qu'clle n'a pas de pole a distance finic ; car,aux environs d'un point quelconque i0, on peut, d'apres ce qui precede, developper uL en serie, sous la forme
'i li iH= uf + A (t — t0)'i-\- R ( t — tQ) 1 + ... ;
on a done, dans le domaine du point t0,
Or^ est posit if, ^ — i est done plus grand que — i, et ne renferme
pas de puissances entieres et negatives de (/ — tu). II en est, par suite, de meme de la somme
dui du2 dUp-\ dt dt ' ' ' dt
et, comme cette somme est monodrome, il ne subsistera, dans son developpement en serie, aux environs de t0, que des puissances entieres et non negatives de t — t0 : elle n'a done pas de pole a distance finie.
D'un autre cote, les relations X(u) = X(l), = Y(^) ne changent pas si 1'on augmente / d'une periode : si done la variable va du point t au point t -+- co, par un chemin quelconque, les fonctions .... reprennent les memes valeurs, a l'ordre pres, et a des multiples pres
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de to, n<ot, etlesderivees-^> . . . reprennentles memes valeurs, al'ordre pres.
II en resulte que la fonction ^ +. . .+ admet les periodes to,
nto'. Comme elle n'a pas de pole a distance finie, c'est une constante, — A. On a done
-rr + -TT+...H -7— ■+- A = 0
at at at
Oil
II l -h + . . .+ ",,--,4- \t = C.
Pour determiner A, remarquons que les equations X(m) = X(^), Y(«) == Y(l) ne changent pas si I'on remplace t par ut(t), puisque X(m,) = X(«). En consequence, la variable allant du point t au point u, (t), par un cheniin quelconque, les fonctions u,(l), deviendront ut(i), ut[ut(t)], up_t et devront reproduire,
a l'ordre pros et a des multiples pres des periodes, la serie de valeurs t, u{ (/), . . ., up_{ (t). Si done on change t en u{ (t) dans la relation
on a
£ 4- tt2 -4- . . . + + A «i = C -+- 0) -t- /i f/., qi',
d'ou
(A — 0 ("i — 0 = ^ -+- "(Jti'-)',
et de meme
(A — i) ( f/s / ) = X 2 CO -I- /? JJljW'
(A— !)(«,,._,— 0 =^_,a -+- nixp_i(,)'.
Si A differe de i, on aura
(7A etant une constante : c'est l'hypothese examinee plus haut (A), et que nous avons ecartee. II faut done que Ton ait A — i = o, et il reste
t ~H «i + «j + . . uP-\ — C.
31 . Cela pose, soit a une valeur telle que les quantites a, u, (a), . . ., Op_,.(a) soient diflerentes; d'apres ce qui precede, les quantites w,(a), u{ [it, (a)], . . ., up_{ [u, (a) ] seront egalement differentes, et les points a, w,(a), . .., ur_, (a) ne seront pas des points critiques de la fonction u.
Soit [3 une quantite analogue a a; considerons la fonction
0,(1 — ape, [MO — «]. . JJX\ «„_,(<) — a]
91 ; e1(«-(J)e,[B1(0-P]...9i[«Ai(0 —
etant pose
Je dis que la fonction ,©(/) est monodrome. En elfet, si la variable part du point t et y revient apres avoir suivi un chemin quelconque, les fonctions u,, . .., se reproduisent a 1'ordre pres et a des multiples pres des periodes. On a ainsi, en designant par (uk,) ce que devient la fonction uk,,
( tip) — Aw + nh' as' ( k!\ i 2, . . . , p — i)
avec lcs conditions
lh=lh'=o,
puisque / + est constant. Le facteur
devient done
21 a — J"i| lit v . ,
et y(t) se reproduit multiplie par la quantite e , e'est-a-dire
l'unite. On voit de meme que <p(*) admet les periodes oj, nw'.
Dc meme, enfin, o(t) ne change pas, si Ton y remplace t par une des quantites ut(t), u.,(l), Uj,_t(t).
Les zeros de <p(/) s'obtiendront evidemment en egalant a zero successivement les facteurs du numerateur. Soit, par exemple,
On en tire
m, ( t) = « -+- /ico 4- hh'w', et lcs relations X(-i/,) = X(r); Y(i/t) = Y(/) montrent que Ton aura X(0 = X(«), Y(0~ Y(a),
e'est-a-dire
J = »/,(a) + A « + nh'us',
I; ayant une des valeurs i , 2, — i .
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Lcs zeros de o(t) ne peuvcnt done etre que de la forme precedente. Inversement, toiite quantite de cetfo forme est zero simple de <o(i). Soit, par exemple, la quantite u,(a) : les quantites
reproduisent, a l'ordre pres et a des multiples pros dew, nto', les quantites
a, «,(«), up_i(cc).
On a ainsi
et le facteur
s'annulera pour z = //, (a). Le point (a) n'etant pas un point critique, par hypothese, les quantites
sont differentes, et les facteurs du numerateur autres que 6((wp — a)ne s'annulent pas pour t — a, (a). La derivee de ce facteur ne s'annule pas non plus pour cetfe valour, car elle est egale a
or Gj jwp [«<'(«)] — a j, e'est-a-dire O',(o), n'est pas mil, et n'est pas
nul au point / = w,(a), puisque les valours de u sont differentes en cc point.
II resulte de la que les zeros de <p(£) sont, dans un parallelogramme des periodes, les quantites a, w,(a), ^((a); et ses infinis, les quantites 3, ((3). On a done, .4 etant une constante,
0,(^(3).. .©.[/-i/^O)] -Jl,Z(0'
Or, nous avons vu.plus haut que o(t) ne change pas quand on remplaceJ par Ui(t); il en est done de mome de Z(t), et Ton a
II en resulte que les p fonctions t, u^t), up_,(t) sont, abstraction faite des multiples de w, nw', les zeros de la fonction de u : Z(m) — Z(7),
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oil Z(u) designe une fonction doublement periodique, aux periodes o>, nto', et d'ordre p«
32. On en deduit que la courbe decrite par le point (ac{, x2, x3) on (i, X, Y ) est unicursale.
II existe, en efi'et, entre les deux fonction s doublement periodiques, aux memes periodes X(/) et Z(t), une relation algebrique. Si Ton se donne Z, on trouve pour t, abstraction faite de multiples de periodes, p valeurs. Soit a l'une d'elles. La relation
montre que les (p — i) autres seront u.2(a), up_t(a). Or,
aux valeurs a, ut(a), . . ., del correspond, a cause de la relation
une seule valeur de X. Ainsi, Z etant donne, X n'a "qu'une valeur : X est done fonction rationnelle de Z. II en est de meme de Y, et la courbe S, decrite par le point (i, X, Y), est unicursale.
33. Le degre de cette courbe est — - — — Soit, en efi'et, l'equation
X(t) = Xit0),
oil lQ est une constante arbitrairement choisie. Elle donne les arguments des points d'intersection de la courbe S avec la droite X = X(z0).
Cette equation, a moins que t0 n'ait des valeurs particulieres, ce que nous ne supposons pas, n'a pas de racine commune avec l'une ou 1'autre des equations
de plus, les equations
n'ont, abstraction faite des multiples de w, wco', d'autres solutions communes que les quantites
to> u\{to)> • • • 7 11 p 1 ( )•
L'equation X(/) = X(/0)admet tout d'abord comme racines ces p quan-
tites, qui sont differentes, puisque Z' [«,-(*„)] n'est pas nul, et qui sont des racines simples, puisque X'[«,u0)] n'est pas nul.
A ces p racines correspond la meme valeur Y(/0) de V.
Soit v0 une autre racine de 1'equation X(*) = X(/0); les quantites e0, u, (v0), . . . , up_t (*>„) seront des racines ; elles different cut re elles, et sont des racines simples pour les m erne's raisons que les quantites t0, "p-ti^o); de plus, la valeur Y(p0) de Y, qui correspond aux p racines p0, u{ (e0), . . ., (V0), differe de Y(i0). On ne peut avoir, en efFet,
en meme temps que
que si v0 a l'une des valeurs /„, u,(t0), . . ., up_,(t0), ce qui n'a pas lieu, puisque les quantites tu, ... sont des zeros simples de la fonction
On voit ainsi que les (n — k) zeros de cette fonction, compris dans un parallelogramme co, nco', se partagent en groupes renfermant chacuri p zeros distincts, et qui different des zeros des autres groupes. Aux p zeros d'un meme groupe correspond une seule valeur de Y(i), et les
- — -valeurs ainsi obtenues sont differentes.
II en resulte que la droite X = X(/0) coupe la courbe S en " points
distincts; cette courbe est done de degre " — -■
VIII. — Discussion generate
34. II nous reste maintenant a reconnaitre si une courbe S, representee par des equations de la forme (6), est de degre n et de genre un.
La consideration des equations fondamentales va nous permettre de resoudre cette question.
II a ete demontre plus haut que, dans le cas ou la courbe S est de degre n, la fonction A(xt,.x.2, jcs) n'est pas identiquement nulle, etqu'il n'existe aucune relation lineaire et homogene identique entre les n fonction s A.r , , Ax„ , Ax3 ; /4 , /, , ...,/„.
Ces conditions necessaires sont en meme temps suffisantes.
Si, en effet, la courbe S n'est pas de degre n, on se trouve dans un des cas particuliers examines plus haut.
i° x, (t), x2(i), x3(t) ont des zeros communs ; en ce cas, on a vu que la fonction A(x{, cc2, x3) est nulle identiquement.
2° xK (t), Xo{t), x3(i) ont k zeros communs, et les equations
sont verifiees simultanement, quel que soit /, pour p valeurs de u comprises dans un parallelogramme to, raw'. On admet, de plus, que les fonctions X(/) et Y(z) n'ont pas de systeme de periodes plus simple que le systeme to, nto'.
En ce cas, si k n'est pas nul, A est identiquement egal a zero comme precedemment. II en est de meme si k est nul.
Admettons, en elFet, que A ne soit pas nul identiquement; on pourra des equations (i i) tirer les equations (12) et (i3). Des lors, en vertu du raisonnement du n° 21, la courbe A = o a un point multiple d'ordre p' — 1 en tout point multiple d'ordre p' de S. Or, a tout point de S correspondent p arguments, I, uf(t), up_^{t), et, par suite, tout point de S peut etre considere comme un point multiple d'ordre p, et Ton aura
la courbe 2 = o etant une courbe unicursale de degre — • La fonction A
sera, d'apres ce qui precede, divisible par 2^-', et Ton aura identiquement
A, etant un polynome de degre - — 3 en a?,, x.,, .r:i.
Remarquons maintenant qu'a un point double de la courbe 2 = o correspondent -ip arguments de la formed, ut(i), ///;_, (t);f, ut <Y), up , (/'); un tel point est done un point multiple d'ordre 2josur S, et, par suite, d'ordre 2/?— 1 sur A. 11 resulte de I'identite precedente que ce point sera un point simple de la courbe A, = o.
Cette courbe est done une courbe adjointe de 2. Or une courbe unicursale n'a pas de courbe adjointe dont le degre soit inferieur au sien de
trois unites |^car une courbe adjointe de degre m — 1 passant par les - m(m — 3) + 1 points doubles d'une unicursale de degre m couperait cette courbe en m(m — 3) + 2 points ; il en resulte necessairement
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que la function A, est idcntiquement nullo, et il en est des lors de meme de la fonction A.
3° Les fonctions X(/) et Y(/) ont un systeme de periodcs to,, to',, plus simple que le systeme to, rcto', sans que les equations X(«) = X(?), Y(u) = Y(/) aient dans un parallelogramme u>loi'l d'autre solution commune que la solution u = t.
En ce cas, si le parallelogramme to, nto' equivaut a p fois le parallelogram me to,, to,, la courbe S est une courbe S, de genre un, de degre ^, eomptee p fois. Cela' resulte immediatement de la discussion des nos 17
On aura, comme plus haut, identiquement
la courbe de degre ^ — 3, A, = o, etant une courbe adjointe de E. De meme,/,, . . .,/„ etant les fonctions detinies au n° 15, on aura
cpA, . . ., <p„ etant des polynomes de degre ^ — 2, qui, e gales a zero, sont
les equations de courbes adjointes de E.
Or nous verrons plus loin que l'equation generale des courbes de degre m — 1, adjointes d'une courbe de degre m et de genre un, est de la forme
o = a, C( ■+- a2C2 -)-... -+- ot-m C,„,
a,, a,„ etant des constantes, C,, Cw des polynomes de degre m — 2 en a1,, x.2, x3.
11 en resulte que les n fonctions
^iA,, a.1A'i, ^sAj, <p4, cp„
sont liees par n relations lineaires et homogenes, et il en est de meme des fonctions
Par consequent
Theorems. — Pour que la courbe representee par les equations (6) soil
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de degre n, il faut et il suffil qiCil rfexiste aucune relation identique {en xK , a?2, x3 ) de lp forme
a, xx A + a2x2 A -+- r/:i.r3 A + #4/4 + . . . -+- ^«/« = o,
^r,, ... elant des constants.
II resulte de ce qui precede que, si la courbe est de degre n, el le sera egalement de genre un.
IX. — Consequences geometriques
36. Soit S une courbe de degre n et de genre un, definie par des equations de la forme (6); designons par a2 le nombre de ses points doubles, par a3 celui de ses points triples, etc.
On a, puisque S est de genre un,
a, -+- 3 a3 + . . . -+- - p ( p — i)ap — -n(n — 3 )
on
2a2 + 6a3 + . . . + p(p — i)ap= n(n — 3).
La courbe A, dont nous avons appris a former 1'equation, est de degre n — 3 et a un point multiple d'ordre p — 1 en tout point multiple d'ordre p de S; elle a done avec S p(p — 1) points communs en un tel point, et 1'equation precedente montre que A ne coupe S qu'aux points multiples de cette derniere courbe.
II en resulte que la courbe A est unique; car, s'il existait deux courbes adjointes A = o et A'= o de degre n — 3, la courbe
aA + «'A'= o,
oil a et a' sont des constantes, serait egalement une courbe adjointe, et Ton pourrait la faire passer par un point quelconquc de la courbe S, qu'elle couperait ainsi en n(n — 3) -+- 1 points, ce qui est impossible.
La courbe de degre n — 2 dont 1'equation est
I oo
(co(, co„ etant des constantes arbitraires) est une courbe adjointe de S.
Heciproquement, toute courbe adjointe de degre n— 2 a une equation de celte forme.
Remarquons d'abord que les arguments des mn points d'inlersection avec S d'une courbe quelconque de degre m, f(oct, cc.2, x3) = o, sont donnes par l'equation
o=f(\lPi+... + AnVn, B, !», + ..., C,P,-+-....),
et Ton demontre sans dil'ficulte, comme au n° 3, que cette equation a, dans un parallelogramme co, no/ , mn zeros clont la somme, a des multiples pres des periodes, est + n<u').
Soit C une courbe adjointe quelconque de degre n — 2 ; elle coupe S aux points oii cette courbe est coupee par A et en n autres points, dont les arguments ont pour somme, a des multiples pres de co. nay', la quantite
( CO + /((.J ) ( CO + It CO ) ,
c'est-a-dire
(to + raco').
On peut done (theoreme IV, n° 6) former une et une seule f'onction de la forme co, cci (/)+...+ 03njcn(i)f ayant ces n arguments pour zeros, et, par suite, la courbe adjointe de degre n — 2, dont l'equation est
o = C — ( tOj x\ -+■ co2ir2 -+- GJ.vr3) A -+- to4/4 -+-...+ co„/„,
coupe S aux memes points que la courbe C. On en conclut immediatement que les courbes C et C sont identiques.
On a trouve (n° 15) les relations
A|>,(o... ]*»(<) =/»i[*i'CO."..L
On en deduit
C'est la une relation de degre i(n — 2) entre x{(t), cc2(t), x3(t), c'est-a-dire entre les coordonnees d'un point quelconque de la courbe S ; si done on designe par S le premier membre de I'equation de cette courbe, on aura identiquement, quels que soient JO I y JO ■} y CC |i j
/4/3-A/V5=SG15) de meme /*-A/44=SG44,
G45, G44, ... etant des polynomes de degre n — 4
6 11 JO 1 * JO ■ , < < <j •
Cela pose, soient deux courbes adjointes quelconques, de degre n— 2, C, el C.,,
Ci = A(a),^i4- 0)0^2+ G^a^) + <"4/4 + . . . + to„/,t = o, C2= A(u'1a?1-+- ) -+- w'4/4-f-. . . + QnfpF= °-
On a
ou, en remplacant/% /,, /3, ... par leurs valeurs tireesdes relations (R),
| C,C2= A2l2 4- SG)2.
(S) ' j On Irouverait de meme
( C\ = Mn + SGn,
G,2, G, , sont des polynomes de degre n — 4; 242, Sn des polynomes de degre n — 1 en a?,, a?2, a?.,.
De plus, les courbes Ir2 = o, Sn — 0 sont des courbes adjointes de S, car on a, par exemple,
212= A(co1j?1 + ...)(w',.r,+...) + (wjart-h.-..) «/, + ...) +. . . + co4cj'4/44 + . . . ,
et Ton sait que les courbes A = o,/4 = 0, .. .,/44 = o,/,,5 = 0, ... sont des courbes adjointes de S.
La relation
CiC1=A211+8G11
montre, en outre, que la courbe Zl2 = o passe par les 2rc points, autres
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que les points doubles, oil C, et C2 coupent S : il n'y a evidemment qu'une seule courbe adjointe de degre n — i remplissant ces conditions. Cela pose, on deduit aisement des relations (S) les resultats suivants :
Soient
C, et G2 deux courbes adjointes quelcon([iies de degre n — 2;
Sn la courbe adjointe' de degre n— 1 qui louche S aux n points, autres
que les points doubles, oil C, coupe S; 2,2 la courbe adjointe de degre n — 1 qui coupe S aux in points, autres
que les points doubles, oil C, et C2 coupent S; A la courbe adjointe de degre n — 3.
i" II existe une courbe Gt2 de degre n — \ , passant par les points , autres que les points doubles de S, oil C, et C2 coupent A;
20 La courbe £12 coupe Gl2 en (n — — 4) points : la moitie de ces points est situee sur C, , I 'autre moitie stir C, ;
3° // existe une courbe Gn, de degre n — l\, tangente a A aux points, autres que les points doubles de S, ou C, coupe A; les courbes G, , et A sont ainsi tangentes en tons leurs points de rencontre ;
4° S, , louche la courbe G, , en torn ses points de rencontre avec elle; ces points sont situes sur C, .
Les theoremes 3° et 4° sont des cas particuliers des theoremes i° et 20.
40. ' Ces theoremes donnent des proprictes de la courbe A; onpeuten deduire les conditions necessaires et suffisantes pour que ^n(ji — 3) points d'un plan soient les points doubles d une courbe de degre «, de genre un(().
Ces conditions sont les suivantes :
Soit A la courbe de degre n — 3 qui passe par les l-n(n — 3) points donnes, cette courbe doit etre unique et n'avoir de point multiple en aucun de ces points.
i° Toute courbe C de degre n — 2 passant par les points donnes coupe A en^(n — 3)(n — 4) points : il existe une courbe G, de degre n — 4> t°Um chant A en ces points ;
(1) M. Ilalplien a traite cette question pour la courbe du sixieme ordre {Bulletin de la Societe matlieniatique de France, t. X, p. i(>>).
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2° La courbe G coupe G en x- (n - - 1) (n — 4) points non situes sur A : t7 existe une courbe 2, flfe degre n — i , touchanl G eft ces points, et passant par les ^n(n — 3) points donnes.
Ces conditions, qui reviennentaux propositions dcs theoremes i°et 2°, sont necessaires : je dis qu'clles sont suffisantes. Soit, on effet, la courbe ayant pour equation
oil A designe une constante arbitraire. Cette courbe de degre in — 4
est evidemmcnt tangente a G en ^(n — 3)(n — 4) points situes sur A,
et en ^(n — — 4) points situes sur Z, puisqu'on suppose veriflees
les conditions i° et 2°; on peut choisir X de facon qu'elle passe par un point arbitraire de la courbe G, qu'elle coupe ainsi en
c'est-a-dire en (n — l\){in — 4) ■+- 1 points : elle se decompose done en deux courbes dont l'une est G et l'autre une courbe S, de degre n. On a ainsi identiquement
Ueprenons l'identite
C,C2 — A2,s = SG,a.
Soient T — - o, T'= o les tangentes a S en un de ses points doubles ;
soient
Tj
as T' =
les tangentes en ce point aux courbes C,, C2, S,2, A ct EM. Si Ton prend pour axes de coordonnees cartesiennes les deux droites T et T', il viendra, en egalant a zero les termes du second degre dans l'identite precedente,
A(T + a,T') (T + a,T) + B(T + ag IV) (T + attT) = CTT' , A, B, C etant des constantes; on en deduit
A + H = o, \.axa1 -+- Basa12 = o,
d'ou
a, a, an
a. a.y — ag a, 2 on - — — — j
«S as ag
ce qu'on peut enoncer ainsi :
Le rapport anharmonique du faisceau (T, T5, T\T, 2) est egal au produit des rapports anharmoniqu.es des faisceaux (T, Ts, T', T,) et (T, Ts, T", T,).
De meme :
Le rapport anharmonique du faisceau (T, Tg, T', T,,) est egal au carre du rapport anharmonique du faisceau ( T, Tg, T', T,.).
42. Si le point double considere sur S est un point de rebroussement, les theoremes precedents sont illusoires. Soient
T — o, la tangente de rebroussement,
T3 = o, la tangente a A au point de rebroussement,
T, = Tg + >.j T = o, » Cj >>
On trouve aisement, en operant comme pins hanf,
Par consequent :
La somme des rapports anharmoniques des faisceaux (Tg, T,, T, T,2) et (Tg, T2, T, T12) est egale a /' unite.
Lc rapport anharmonique du faisceau (Tg,, T, , T, T, ,) est e'gal a -•
Soit une courbe algebrique quelconque de degre m
Les arguments de ses mn points d'intersection avec S sont donnes par l'equation
o=/(0=/(A,PI + ... + A„P,1, B,Pl + ...; C, Pt-+-. . .),
t'Tlf „ /7t W — -pin inn-
/{t-h ntj)')=f(t)e ' "'
qui a, dans un parallelogramme (w, noS), mn zeros dont la somme, a des multiples pres des periodes, est egale a^(co -+- nto'). On trouve aisement, en se reportant aux relations (3),
29) Posons
on aura
//(* + *>) =/(«), (29 bis) j _2,
J /(/ -+- mnu',) = /(/)« u ,
et par consequent (theoreme est fonction lineaire et homognie
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des mn f'onctions II, , . . . , ll„,„,
II, = eJt.w,—\
v ml
L'equation qui donne les arguments des points d'intersection d'uno courbe de degre m aver S pent done se mettre sous la forme
(3o) f{t) = r/, II, H- rt,II2 + . . . + a,„„n,„n = o,
a,, amn etant des constantes.
43 bis. D'apres ee qui precede, on peut dire que :
La somme des arguments des mn points d'intersection de S et d'une
courbe de degre m est egale a ^(w + p'), a des multiples pres
de co, noS.
Si la courbe de degre m est la courbe adjoinle a S de degre n — 3, on voit que :
La somme desn(n — 3) arguments qui correspondent aux^n(« — 3)
points doubles de S est ' 2 (to + rcto'), a des multiples pre si
de co, n,to'.
44. Inversement, les mn points de S dont les arguments verifient une equation de la forme precedentc (3o) ne sont pas toujours sur'unc eourbe de degre m. Certaines conditions doivent etre satisfailes par les coefficients a2, . . . , pour qu'il en soit ainsi.
Nous distingucrons deux cas, m<^n et m>/i.
Si m est inferieur a n, les fonctions de la forme
<l\i <]i-> (li etant des entiers non negatifs de somme m, ne sont liees par aucune relation lineaire et bomogene (sinon, la courbe S serait decomposable); et, comme ces fonctions verifient les relations(2C)) et(2g bis), ellcs s'exprimenl lineairement a I'aide des fonctions II, (*), U.,{t),
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Umn(t). Leur nombre etant de l-(m -+- i)(m + 2), on pourra exprimer
des fonctions II, en fonction lineaire des mn — '-(m + 1) ( m -+- 2 ) autres
f'onctions II et des fonctions x^x^xf : si nous portons ces valeurs dans l'equation (29), et si nous ecrivons que les coefficients des fonctions II restantes y sont nuls, nous obtenons
mn — - (rti -+» I ) ( n% h- 2 )
relations lineaires et homogenes eritre ay,a2, am„.
Siwiestegal ou superieuran, les fonctions x^xfxl'i gt-+-g2-hq3 = m) sont liees par des relations lineaires el homogenes : soit ^m — o une de ces relations, on aura identiquement
'\m-n etant un polynome de degre m — n en xt, x.2, x3.
II y aura done entre les fonctions x\lx1^xq^ un nombre de relations lineaires egal au nombre des coefficients de '\m-n, e'est-a-dire
*? ( in — n -4- 1 ) ( in — n ,-+- ?),
et le nombre de res fonctions lineairement distinctes sera
OU
On en conclut, par le raisonnement applique plus liaut, que les coefficients a{, a.,, ... de l'equation (3o) devront satisfaire a^«(/i — 3)
relations lineaires et homogenes, pour que les mn points de S, dont les arguments verifient cette equation, soient situes sur une courbe de degre m.
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Remarque. — Pour m — n — i et m = n — i, le nombre run — ^(m + i)(»i + ?,)
est egal a - n(n — 3), c'est-a-dire an nombre des relations trouvees pour m> n.
45. Clebseh a mis ces relations sous line forme importante au point de vue des applications (').
Soient
/(J?,, xt, x3) =o
1'equation d'une courbe quelconque de degre m, e! /(/) la fonetion
WO
Designons par (<?,, e\), (e2, e'2), ... les arguments qui correspondent aux points doubles E,, EL,, . . . de S. On a, par hypothese,
xl{<-'\ ) _ ( ) _ ^:,{e\ ) x i ( ei ) _ x". ( e\ ) T x3 ( e, )
et, par suite, c'est-a-dire
/(^);<<yf)^/(i,y:s<(ei)'.
Si done les m/i points, dont les arguments verifient 1'equation (3o), sont situes sur'une courbe de degre m, les rnn coefficients de cetle equation devront satisfaire aux relations
(3i) f{e'i):x'('{e'i)=f(ei):^'(ei) [i = i, 2, . . . , i n (« - 3)J .
46. Les relations (3i), que nous appellerons les equations de Clebseh, sont necessairement verifiees quand les rnn points de S, dont les arguments satisfont a 1'equation f(t) = o, sont situes sur une courbe de degre m; je dis maintenant qu'elles sont suffisantes.
(*) Clebsch, Journal de Cretle, t. 64, p. >">o.
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Pour le demontrer, on s'appuiera sur une interpretation geometiique qu'on peut donner de ces equations.
47. Lemme. — Les inn points de S, dont les arguments verifient une equation de la forme (3o), f(t) = o, sont situes sur une courbe adjointe F, de degre m -+- n — 3.
En d'autres termes :
mn points de S, dont les arguments ont pour somme (a> -h ntx>' ),d des
multiples pres de w, no/, sont situes sur une courbe adjointe a S, de degre m -+- n — 3 .
Supposons d'abord qu'aucun de ces mn points ne coincide avec un des points doubles de S.
Une courbe adjointe, de degre m-hn — 3, coupe S aux points doubles et en mn autres points, dont les arguments ont pour somme,
a des multiples pres de o>, nw', la quantite ^^(w + nco'), ainsi qu'on le voit aisement (n° 43 bis).
Cette quantite est precisement la somme des mn zeros de la fonction f{t), contenus dans un parallelogramme co,
Un des points d'intersection de S et d'une courbe adjointe est done determine par les autres; ces autres sont arbitrages, car on sait que, parmi les points d'intersection de deux courbes, l'une de degre n,
1'autre de degre m-\-n — 3 passant par ^n{n — 3) points doubles de
la premiere, le nombre de ceux qui sont determines par les autres est, au plus,
e'est-a-dire i (').
II en resulte que, etant donnes, sur S, mn points quelconques, difTerents des points doubles, et dont les arguments ont pour somme
(,') Clebsch, Lecons sur la Geomctrie, Traduction Benoist, I. II, p. ioo et suivantes.
■ •Ysl-ii-dire mn points, donl les arguments verilienl line equation tic la forme (3o), on ponrra t'aire passer, par pes points, une courbe de degre m-\-n — 3 adjointe a S, pourvu que le nombre des conditions auxquelles Se Irouve assujellie cette courbe, c'esf-a-dire le nombre
— n(n — 3) -|- nin — i ,
soit inferieur on egal an nombre des conditions qui determinent une
coiirbe de degre m + n — 3, c'est-a-dire a m + ^ — - (m ■+- n) : or, cette
inegalite etant verifiee, quels que soient les entiers positifs m et n, le lemtne est deniontre. ,
48. (lela pose, soit K = o ['equation d'une conrbe, de degre m-h n — 3, adjointe a S et passant par les mn points de S, donl les arguments vevilient une equation f(t) = a de la forme (3o). Si m -+- n — 3 est egal ou superieur a n, c'est-a-dire si m= 3, il y aura, pour une meme equation f(t) = o. une infinite de courbes F ayant pour equation generate
(F)' F^Fo+SR,^,
F0 = o etant 1'equation de Tune quelconque d'entre elles, et Hm_:1 designant un polynome arbitraire, de degre m — 3. Les courbes F ont un point simple en chacun des points doubles de S,
puisqu'elles coupent la courbe S en ses^«(// — 3) points doubles et
en mn autres points, distincts des precedents, par hypo these; il resulte de 1'equation (F) que toutes les courbes F qui correspondent a une meme equation f(t) = o se touchent en un quelconque des points doubles de S.
Soient:
&(x, , ccn, oc3) = o 1'equation de la courbe, de degre n — 3, adjointe a S ; A(t) la fonction &[x, (*), . . .] ; V(t) la fonction f\ xs (t), ...}.
En decomposant cette derniere fonction en un produit de fonctions 0, on obtiendra evidemment la relation
F(0 = AA(0/(A
A etanl une conslante.
sun les courbes DH t.enue uiy. i i i
Supposons verifiee unc des equations die Clebsoh
Si Ton prend pour les axes x., — o et x3 = o les deux tangenles a S, au point double (e, e'), x., — o etanf la tangente a la branche e et x:i = o la tangente a la branche e', on aura, en ordonnant F et A par rapport aux puissances decroissantes de x,,
V(xt, x2, x:i) — l(x.,-i- ax,)x'^"-'' + (/.'./•;+. . . jflff**"* -t- . . . , ' \(xu x2, x-i ) — p. ( x., -+- bx3)x", ' -+-. . .;
X et fx ne sont pas mils, puisque les courbes F et A onl un poinl simple en lout point double de S.
Or, d'apres la relation (3n),f(e) est la limite vers laquelle tend la fo net ion
quand i tend vers zero, e'est-a-dire, en negligeant les termes dn second ordre en x.2 et .-r.,, la limite de Fexpression
_i X[.ri(e + e)-w/.r,(e + B)j
A p.[.r3(e + e) -+- bx^(e + £)] 1 1 '
Mais #o(e, -h 1) est infiniment petit par rapport a x3(e -+- 1), puisque la droite x, = o est tangente a la branche e; il reste ainsi
De meme
et la relation (3j) donnera
Par consequent :
5i r equation de Clebsch, relative a un point double, est verifiee, les courbes F et A se touchent en ce point.
Telle est ['interpretation geometrique qu'on peut donner des equations de Clebsch.
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49. Cela pose, supposons toutes les equations de Clebsch verifiers par une fonction /(/) de la forme (3o).
Les courbes F correspondant a cette fonction et la courbe A sont
tangentes en^n(n — 3) points, qui sont les points doubles de S; en
d'autres termes, on peut dire que l'une quelconque des courbes F passe paries points d'intersection des courbes S et A; on peut done (Clebsch, Lemons sur la Geome'lrie, traduction Benoist, t. II, p. /p et suivantes) ecrire identiquement
F = \A + BS,
A etant un polynome de degre m, et B un polynome de degre m — 3,
On conclut immediatement de cette identite que les points d'intersection de la courbe F et de la courbe S, non situes sur la courbe A, e'est-a-dire les mn points, dont les arguments verifient l'equation f(t) = o, sont situes sur la courbe, de degre m, A = o.
Les equations de Clebsch sont done les conditions necessaires et suf/isantes, pour que les mn points de la courbe S, dont les arguments verifient l'equation f(t) = o, soient sur une courbe de degre m.
50. Remarque I. — Nous avons admis, dans ce qui precede, qu'aucune des quantites /(e) n'etait nulle. Si Ton avait /(e) = o, on aurait egalement, en vertu de l'equation (3i), f(e') — o. Supposons done que Ton ait /(e) = o,/(e') = o, e et e' etant respectivement des zeros multiples d'ordre p et q (p, q= i), de la fonction f(t).
Considerons une fonction f{(t) de la meme forme que f(t), ayant pour zeros multiples, d'ordres p et q, les quantites e + i, e'+s', et s'annulant pour les memes valeurs de t que f(t), les valeurs e et e' exceptees.
Si les equations de Clebsch sont verifiees par la fonction /,(?), les mn points de S, dont les arguments sont les zeros de cette fonction, sont sur une courbe de degre m, et il en sera de meme a la limite, quand e et-s' seront nuls.
En ce cas, l'equation
f(e'):x»>(et)=f(e): r»'(e)
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est verifiee identi(juement, puisque f{e) et f(e') sont nuls, et il suffira
que Ies '-n(n — 3) — i autres equations de Clebsch soient egalement
verifiees, pour que les mn points de S, dont les arguments annulent f(t), soient situes sur line courbe de degre m, passant par le point double (e, e'<) et ayant en ce point avec S(j> -i- q) intersections confondues.
En general, si la fonction /(/) admet pour zeros les k couples de valeurs eK, e\, e2, e't, . . . , ek, e'h, qui correspondent a k points doubles de S, le nombre des equations auxquelles doivent satisfaire les coefficients de cette fonction, pour que les mn zeros def(t) soient les arguments de points de S, situes sur une courbe de degre m, se reduit de k unites.
51. Remarque II, — Si m est inferieur ou egal a n — 3, nous avons vu que le nombre des relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients de f(t), pour que les mn zeros de cette fonction soient les arguments de points de S situes sur une courbe de degre m, est
mn ( m + i ) ( m -t- 2 ) .
En ce cas, il n'y aura que mn — l- (m -f- i) (m -+- 2) relations de Clebsch lineairement distinctes.
52. Remarque III. — Si le point double (e, e') est tin point de rebroussement, il faut, dans l'equation
faire e' = e -+- z, et faire tendre £ vers zero. On trouve ainsi
^i{e) f {e) = mx\{e) J\c).
53. Remarque IV. — D'apres le lemme du n° 47, les mn points de S dont les arguments verifient une equation de la forme
(3o) ^,11, + fljjjiij-h. amnJlmn = o
soul, quelles que soient les eoristantes at, a.,, anmx snr une courbe adjoin te de degre m-\-n — 3, dont l'equation sera evidemment de la
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forme
(33) 11 = a, Hi -+- asHi + , . . + amHi\{ml, = o.
II on resulte qu'a toute propriety analytique de IVquation (3o), e'esta-dire a toute forme de cette equation, correspond™ une forme de l'equation (33), §t, par suite, une propriete des courbes adjointes R.
('/est dans ce sens que la resolution du probleme suivant donnera lieu a une serie d'applications geometriques, qui vont nous oceuper maintenant.
Considerons 1'equation
(3o) ",11,(0 + «,I12(0 + ...-+- apllp(t) = o =/(/),
oil Ton a pose
/> 53 mn, li/+1(0 = Qsyt+jy », ti'\
Soil
k, rt, iif . . . , lg etant des entiers positifs.
Cherchons quelle doit itre la forme du premier membre de V equal ion, pour que :
i° k des zeros de cette equation soienl des quanliies donnees b,, . . ., bh;
2° Les autres zeros se partagent en q groupes, comprenant respcctivement /,, /,, . . . , lq zeros distincts, les lj zeros du jce"'c groupe etant multiples d'ordre /y et ayanl une somme donnee sj.
11 est bien entendu qu'il s'agit des zeros eompris dans un memo parallelogramme co, woo', ou co, pu>\. <
Soienl
c() c2, . . . , c,t les /, zeros d'ordre r{ du premier groupe; jjfa, • . les /, zeros d'onlre rt/ du </''""' groupe.
SUR LKS C.OURBKS DE r.ENUE UN. II.)
On aura (Ihenremc II)
bi -+- . . . ■+• bk -h r,.y, + r2s2 -+-. . . -+- rqs,,— (u -+-/>w'j5 4- Aco + ph'u't,
h et A' etant des entiers.
Si Ton pose, pour abreger,
on aura evidemment, A etant une conslante,
Posons
inl
^(i)^= kQ,(t~ b,)...Bi{i — bl<)
(p-ih--r,l,. ..'■,/,.—
/,' 1 .v, -hi: I n
II vient
/(i) = ^t)f>1<(i). .../>(/) Or la fonction /}(*) satisfait aux relations
//(I + pu\)=fj(()e
et, si I'on pose
V . CO
t — ti ~\ \~p — ->
Fy(M =//(/)•
les relations precedentes deviennent
La fonction F7(/( ) cstdonc fonction lineaire et homogene (theoreine I) des lj fonctions •
i, . . ., lj— i),
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et, par suite, fj(t) est fonction lineaire et homogene des /y fonctions ©y-, . . telles que
On a ainsi
//(<)== »!, ?} (/) + yj, ?; (/)+... +
Les zeros de fj(t), c'est-a-dire Ies ij zeros d'ordre ry du yWme groupe, ne sont assujettis par hypothese qu'a la condition d'avoir j7- pour somme ; les constantes y],, y)a, ... sont done arbitraires.
De la resulte la forme cherchee de f(t),
(35) /(/) = ^(/)[a1?'1 + a2cp';+...+ a/icp(1/'1]''
x [ 3, ©; + . . . Y' ■■■ [*i + % ]'■', a,, . . ., o/( etant des constantes arbitraires.
.")6. La relation precedente montre que /(/) est une somme de termes de la forme
% [x/, v„...,v/„(0 = HtWf . . . ...<#•;.. <p>>%
a,, . . ., ^ etant des entiers non negatifs de somme rt, . . .; v,, . . ., v, etant des entiers non negatifs de somme rq.
Les fonctions satisfont, comme on le voit immediatement, aux relations
_ iitt , a);
et sont, par suite, des fonctions lineaires de II, , . . . , II/,. Nous ecrirons generalement, sous forme symbolique,
(35 bis) f(t) = («„ «2> . . ., a,,)'1. . . . (d,, o.,, . . ., B )>>.
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> Co, p — ,
57. Remarque I. — Si line des quantites /, /, par exemple, est egale a 2, on a (3/i)
?',(*) = Bt[t---P -~
On trouve aisement les relations
[<?'[[< -p^)=Ae ?';{/)' ^'\t-p-f)=ke *
A etant une conslante.
Les fonctions flp',(*) et '^(O out deux zeros dans tout parallelogramme oo, poi\ (ou co, nco'), et la somme de ces zeros ests, , a des multiples pres de o),pu>\. On a ainsi
■2 in i
on en deduit
(^7 ) '• et, de meme,
f c?';(*.-0 = ?'i CO*''' l" ' •
Ces formules nous seront utiles plus tard. 58. Remarque II. — Si Ton a a la fois
^' etant inferieur a ^, la fonction /(*) [equation (35)] prend une forme plus simple.
En ce cas, en effet,/,,/2, sont fonctions lineaires et homo-
genes des deux fonctions <p', et o'[ de la remarque I. On a ainsi
/(0 = <KO[«i?'i + «2 <?'!]'''[ p. + p,?;']** •••[71?; + y*?*Jr*>.« •
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ou, puisque r{ = r., = . . .= r ,
/(/) == 'MO[«iP. • • • •/i?r/'+- • •.+ ««& • • • y^M''-
La fonction entre crochets est un polvnome hornogene, de degre q', en o, et 9*; les quantites a,, (•;,, y2 etant arbitraires, il est clair, d'apres la formation ineme de ce polvnome, que tons ses coefficients sont egalement arbitraires et en posant
= cp, , a>'/_1 9' — a>2» • • • »
on aura
(38) /(0='H')[l»l?l+/'2?2 + --' + /'vVl?,'-n]''' ...
ou, symboliquement,
(38 bis) '/(/) = (/>,, ...,pq+iT\. ..{Su o/(( )'•,,
pt, p2. ... etant arbitraires.
III. Applications
59. Les resultats analytiques obtenus anx paragraphes precedents permettent do traiter la question snivante :
Soit
p = mn = 1 kx -+- kf -\- rJi-\- . . . + rq
Trouver V equation gene/ ale des courbes, de degre m, qui passenl par k, points doubles et /,., points simples, donnes sur une courbe S, de degre n cl de genre un, et qui ont avec cette courbe en lj points, dont les arguments on l une somme donnee s,-, un contact d'ordre r.- — f (y = 1, 2, . . ., q).
Soient f(.xi,x.,,.x:i) = o 1'equation generate cherchee et f{t) la fonction /"[a?, (z), ...]. Cette fonction est fonction lineaire et hornogene de Kt(t), U2(t), Up(t) (n° 43), et peut se mettre sons la forme [equation (35)]
/ ( < ) = in [*i ?'■+•••+ «/, rt* Y' • • • [ «i °\ J>
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on, en developpant,
( % ) /( 0 = 2Ah.„, v v/(( *f «f • • • *i' • • • v v/f( <),
A^, ... (Hani une conslante;
[A,, u2, . . . des entiers non negatifs de somme r(, . . .; vn . . ., v/( des entiers non negatifs de somrne r?; a, , a2, . . ., S, , ... des constantes.
Mais ces dernieres constantes ne son! pas arbitrages, coinme retain) l les constantes analogues de l'equation generale (35); en effet, les rnn points de S, dont les argument^ annulent/(*), sont situes, par hypothese, snr une courbe, de degre m, passant par/.-, points doubles de S, et Ton aura, par suite, entre a,, o,, ... des relations de la forme
(40) («/) + ■ • •]''■ • • • : = Wt)i*KU}+>' Ces relations seront au nombre de
- n(n — 3 ) — kt si m±n — 2,
el de
inn — — (in i)(rn -+-2) — /., si in n — 2.
Si les quantites a,, a2, 0,, ... verifient les equations le second membre de l'equation ( J9) est une fonction lineaire et homogene des quantites x'^^x^^t)^"3^), (m, -+- m2-h ma = m), et Ton a
(41) /(<) = 2^"(0^"(0^'(02A^S y, y,„af.«^ . . . 0'|. . . . ajff,
a,, 0,, ... etant des constantes arbitrages, liees par les relations (4o ).
On tire de la l'equation generale cherehee, en remplacant, dans f(t), •r,(/), x.2(i), x3(t) par x,, x.2, x3, et egalant a zero la fonction ainsi obtenue.
Remarque. — Si /// est superieur ou egal a n, on devra ajouter a la onction f{pKi s>2, #.,), ainsi formee, le produit SR,„_„, ou R,„_„ designe un polynome quelconque, de degre m — n en r,, ae2, x3.
60. Dans le cas particulier oil la courbe, de degre m, passe par tous
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les points doubles de S, Ies relations (4o) sont des idcntites (n° 50), et les constantes a,, a2, . .., o,, ... sont arbitraires. Par consequent, l'equation generale cherchee sera donnee par (3q) :
Fjj, est un polynome de degre m, et la courbe = o
coupe S en des points dont les arguments verifient l'equation
o = ■*NLI.PL,.... (/) = <Mo?r,?iis • • • • • •
EUe passe par les &2 points simples donnes sur S et par les points doubles de cette courbe, puisque les arguments de ces points annulent
61. Nous allons maintenant appliquer a des exemples simples les principes generaux des deux derniers paragraphes.
Problem e. — Soit
inn — ikx -+- k2 -+- rl et m In — 2.
Trouver V equation generale des courbes de degre m, qui passenl par k, points doubles et k.2 points simples donnes sur S, et qui ont avec S en I points un contact d'ordre r — 1 .(* ).
Soient st la somme des arguments correspondant aux points fixes donnes sur S ; s celle des arguments des / points de contact. On a
+ rs — ■ — ( <•) -+- 11 co 4- // o) -+- nli r,) .
On tire de la pour s, en donnant aux entiers h et h' les valeurs o, i; . . ., r — 1, ;-2 systemes de valeurs, aux multiples pres de w, noy'. II y a done r2 systemes de courbes repondant a la question : pour les courbes d'un meme sysleme, la somme des arguments des / points de contact est la meme.
Soit
( 1 ) f-lebsch a traite (Journal de Crelle, t. (i4, p. -144 el suivantes) un probleme analogue, mais il n'a fait, que donner le nombre des courbes on systemes de combes repondant a la question sans s'occuper des equations gene>ales de ces courbes.
l'equation des courbes d'un systeme. On aura, equation (35), /( O = ( O [ «, ?', + a2 9'; + . . . + «, 9fy.
a,, . . qli sont des constantes liees par les o — k{ relations
f(ef) : xf(et) =f(e'() : (t^'i, 2, ...,5-/,,),
e,,^; ea>e'2' •••» es-/,' es-Ai etant les couples d'arguments correspondant aux o — k\ points doubles de S par lesquels ne passent pas les courbes de degre m considerees.
Posons
il vient
( 44 ) [ «i ?', ( «/) + • • • + «e ( et ) y = [a, 0\ {e>i)+... YK-
Les o — /r, relations (44) peuvent s'ecrire
2/„if
ht, h2, ... pouvant prendre les valeurs o, i. ...,/* — i.
En combinant ces valeurs, on aura, puisqu'il y a o — k, relations, /•°-Ai groupes d'equations lineaires et homogenes en a,, a,, et les solutions du probleme s'obtiendront en egalant a zero les S — k, premiers membres des B — k\ equations de Tun quclconque de ces groupes.
Considerons les equations d'un groupe : on en tirera la valeur de I — />-, des constantes a,, . . ., a, en fonction lineaire ethomogene des I — o -+- ks autres, et Ton aura ainsi
/(0. = 4'(0[*i?i(0'.+ «»<Ps(0 4-- ••+ a^S+/,,9/-S+*,(0]'"='MO?''(0^
a,, a2, a/_8+i| etant des constantes quelconqucs.
En consequence, l'equation generale cherchee sera de la forme,
0 — J ( x\ ■> xl: xz) = a\ A,-,o,o,...,o + ,lX'i * a2 A.|— 1,1,0.. ..,0 + •••-+- «/— Ao,o, . . . ,0,/'»
Ar,0,o,...i • • • etant des polynomcs de degre m en xn x2, x3 qui, egales a zero, representent des courbes de degre m passant par les points
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doubles et les k2 points simples donnes sur S; on a
On peut done enoncer les resultats suivants : So it pose
mn — 9, A-, + /. 2 -f- fl, mln — i.
Les courbes de degre m quipassent park, points doubles et k2 points simples donnes sur S, et qui out avec cette courbe en I points tin contact d'ordre r — i , se divisent en r'1 srstemrs : pour les courbes d\m mr/ne systeme la somme des arg uments des I points de contact est la meme.
Chaque systeme se divise en rf~*< groupes, el V equation generale des courbes dun meme groupe est de la forme
(46) o = a'{ A,., o,o,..., o+ raj-' a2 A,._,iMl... + • . . -t- a/ls+*, A0,o
a,, a2, . . ., a,_g4.A.| elant des constanles arbilraires .
62. Remarque I. — Si m est superieur ou egal a n, on ajoutera au second membre de la relation (46) le produit SRm_re, ou R„t_n est un polynome quelconque de degre m — n en xt, x.2, a?4.
Remarque II. — Sim est inferieur a n — i, les equations (44) seront au nombre de mn — x- (m + i) (m -+- 2) — kt ; il y aura ainsi dans chaque
' mn [in -+- 1) (m + 2| — *,
systeme r 2 groupes de courbes.
En particulier, pour m — n — 3, ce nombre devient
63. Pour etablir les resultats precedents, nous avons admis que les relations (45), appartenant a un meme groupe, etaient lineairement independantes, et e'est evidemment le cas general. S'il en etait autrement, l'equation des courbes du groupe correspondant, tout en restant de la forme (46), renferme plus del— o-hk, constantes arbitraires.
Nous allons donner un exemple dc ce cas particulier.
Soient
kl=ki~o, m = rp,
p etant un entier positif.
On aura
mn = lr,- d'ou l=np.
ll sagit de trouver V equation generals des courbes de degre m(ourp), qui ont avec S ennp points un contact d'ordre p — i.
11 y a toujours r- systemes de courbes repondant a la question : considerons celui de ces systemes pour lequel la somme des arguments des np points de contact est egale a ^ ^^(a) -+-nco'),c'est-a-dire^(co -j-noi').
Les equations (45) s'ecriront
(<?i)+ at<f'i(el)+.. •] : *?(«i)=c r |>i<pi(ei) +•••]: [«i<?( (<?») + a2cp';(e2)+. . .] : ar?(e,)=e '■ [a^K) •+...]:
Ces equations sent au nombre de o, e'est-a-dire -n(n — 3). Considerons le grouped'equations (45 to) pour lequel on a
II est clair (n° 46) que les ~n(n — 3) equations ainsi considerees exprirnent que les pn zeros de la fonction
pc,cpj (0 -+-. . .
sont les arguments de pn points de S, situes sur une courbe de degre p.
En d'autres termes, les courbes de degre rp appartenant au groupe considere sont des courbes quelconques de degre p, comptees r fois; ce qui donne bien une solution de la question.
Mais, si p est inferieur a n — 2, il suffit que np — - (p -f- i)(p H- 2) des equations (45 bis), oil Ton a fait h, == h.2 = . . . = o, soient verifiees par les constantes a,, ...pour que les autres le soient egalement; et par suite, a tout groupe d'equations (45 bis), pour lequel
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des entiers // seront nuls, correspondront des courbes de degre p, eoniptees /• fois.
Pour eliminer ccs solutions, on ne devra considerer que lcs groupes d'equations (45 bis) oil np — -(p + i)(P ~+~ 2) ^es entiers ht, h.,, ... ne sont pas nuls a la fois; et Ton voit aisement que ces groupes sont au nombre de
0(6-,). q + 0 8_-Al
etant pose, pour abreger,
l = HP— I (p + 0(P + 2)-
Ainsi, p etant inferieur a n — 2, le systeme de courbes de degre rp, pour lequel la somme des arguments des np points de contact est egale a — (w -+- nco'), se decompose en N groupes; l'equation generalc des
courbes d'un groupe est dela forme (46).
En outre, le systeme comprend toutes les courbes de degre p, comptees r fois.
Si p est egal ou superieurarc — 2, le nombre des groupes du systeme considere sera evidemment r° — 1.
Exemple. — Soient n — 4, r = 1, p
Les coniques tangentes en qualve points a unecourbe du qualrieme degre a deux points doubles forment quatre systemes; pour les courbes d'un systeme, la somme des arguments des quatre points de contact est la meme et a l'une des valeurs
w , CO ,
O, — , 2CO , h 2C0 .
Les courbes de c/iacun des trois derniers systemes forment quatre groupes, et l'equation generale des courbes d'un groupe est de la forme
<x\ A -+- 2cc, oc2 B 4-. ot|C == o,
a, et a, etant des cOnstantes arbitrages.
Lcs coniques du premier systeme comprennent toutes les droites du plan,
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comptees deux fois, et un groupe de coniques dont V equation generate est de la forme precedente.
Go. Revenons maintenant au cas general et considerons l'equation generale des courbes de l'un des groupes definis au n°61
o —f(xu x,, x:i) — a\ A,.i0,o,...,o + /•«!"' a, Ar_M>0)... -+-. . . -+- a/_s+*, A0.a,. „o,r-
On a trouve
= «K0 E *i 9i C 0' + : ■ • + «/-§+*, T/-5+A-, ( 0 ]*"= ^ CO ?r( 0-
Quelles que soient les constantcs a,, a,, les relations (45) sont verifiees : on a ainsi
Les entiers A,, A,, Ag_ti ont les memes valeurs pour les courbes d'un meme groupe.
Considerons r courbes du groupe (A,, A2, ...), et soient
les fonctions /(*) correspondant a chacune de ces courbes. Si Ton pose
F(0 — <K0 9(0f(l,(0 ?(2,(0 • • • ?(r)(0> on aura, en tenant compte de (47)>
et, par suite, les m« points de S dont les arguments veritient l'equation Y(t) = o, et ont evidemment pour somme — (co -+- noi') (n° 61 ),
sont situes sur une courbe de degrem (n° 47). Ainsi :
Z-w points de contact avec S de r courbes dc degre m du meme groupe,
les hi points simples el les /.-, points doubles donne's sur S, sont sur une courbe de degre m ( 1 ).
66. L'equation de cette dernicre courbe est facile a former. Soient, en efTet,
/0,(0 = <K0 [«.?.(/) + «:> ?*(') + • • .+ «/-B+*, ft-B^l)]", **-•*, * * x -••••*• • . f
on a
F(0 = ^(0(«i<Pi + ---)((3i?i + - ••)•••(>•!?! + •• ■)■
En developpant le second membre et en y remplacant
<KO?i (0 par Ar>(>,o...oi
4/(0?r,(0?2(0 par A,._ljI>0>0...0)
on obtiendra le premier membre de l'equation cherchee, qui sera de la forme
o = a,|3j. . .X, A,.,0...o+ («2pi. ■ .li ■+- ai(32. . . + . . • + ai (3j. . . Xt)Ar-i,i,o...o + . • •
+ al— 8+/ , (3/— o+k, ■ • 8+A-, A0)o... <>,;■•
67. Clebsch a donne le nombre des courbes de degre n— 3 qui passent par k, points doubles donnes de S et qui touchent cette courbe en tous leurs autres points de rencontre avec elle (2).
11 resulte du theoreme general du n° 61 et de la remarque II, n° 62, que :
II y a 22, cest-d-dire quatre syslemes de telles courbes; la somme des arguments des points de contact est la meme pour les courbes d^un systeme.
Chaque systeme comprend 2c'~k,~i courbes; on a ainsi en tout 2&_/,+1 courbes repondant a la question.
On voit, comme au n° 63, que ces resultats se modifient si kh est nul et si n — 3 est pair.
Soient
(') Clebsch, Journal de Crelle, t. 64, p. 2/(5. (2) Clebsch, Journal de Crelle, t. Gi, p. 246.
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Le systeme de courbes de degre 2p pour lesquelles la somme des arguments des points de contact est egale a ^(w + nw') ne comprendra que N, courbes proprement dites, etant pose
XT 8 . r (5 — l)(3— 2) (Q — l)(6-2) ...(>. + !)]
et
De plus, le systeme comprendra toutes les courbes de degre p, comptees deux fois,
Exemple. — Les coniques tangentes en cinq points a une courbe da cinquieme degre, a cinq points doubles, forment quatre systemes : trois d'enlre eux comprennent cfiacun seize coniques; le dernier systeme, pour lequel la somme des arguments des cinq points de contact est ^(co -+- 5co'), ne comprend que cinq coniques proprement dites. II comprend, en outre, toutes les droites clu plan, comptees deux fois.
Nous retrouverons, dans la III'' Partie, les cinq coniques dont on vient de demontrer l'existence.
68. Si la courbe S a des points de rebroussement, lesresultats precedents se modifient legerement [Clebsch (')]•
Supposons que les courbes de degre m que Ton considere passent par ki points doubles de S et que, parmi les o — k{ autres points doubles, il y ait R points de rebroussement, auxquels correspondent les arguments
ell e2l • • • 1 Sit-
La relation
/{e,) :<(e1) = /«) :<(<?',) doit etre remplacee (n° 52) par la suivante
/'(tf»)*t(«i) =
(') Journal de Crel/e, t. (i<i, |). 24 ">.
/' et x\ designant les derivees de/(<) et xt (t) par rapport a t. Or on a
/(0 = iKo («,?', + a, ?' + + )p= ^(0^(0 et, par suite,
J(V,)ne peut etre nul que si la courbe /(.a?,, x2, x3) = o passe par le point de rebroussement et, ce qu'on ne suppose pas; en egalant a zero la quantite entre crochets, on a une relation lineaire et homogene en a,, a,, y.t.
De meme pour les relations qui correspondent aux R — i autres rebroussements.
On en conclut que le nombre des groupes que comprend un systeme de courbes de degre m est
/•S~*'-R, si ri/t — i
et
inn— r (;n-H)(»i + 2;— ft,— R
r 2 , si r < n — 2.
69. Pour montrer le parti qu'on peut tirer de la theorie precedente, au point de vue des applications geometriques, nous allons traiter un cas particulier.
Eludier les courbes de degre (n — i), qui passent par tous les points doubles d une courbe S, de degre n, de genre un, et qui out avec cette courbe, en deux points, un contact d'ordre n — I .
On a
ki — S, /»2z=o, r = n, l—i.
Nous appellerons les courbes precedenles courbes A.
I. 11 y a n2 syslemes de courbes A; la fonction f(t), qui correspond aux courbes d'un meme systeme, est de la forme
f{t) = 0,0,(0 + «1?lJ(o]",
a, et a2 etant des constantes arbitral res, et l'equation generate des
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courbes du systeme sera
A(^!, xt, x3) — a?A„+ «a"_i a2 A„_, + . . . -+- a2lA0.
La courbe de degre n — i
passe par Ies points doubles de la courbe S, qu'elle coupe en 2n autres points, dont Ies arguments verifient 1'equation ,
Par suite, la courbe kn_.k = o est la courbe de degre n — i, qui passe par Ies points doubles de S et qui a, avec cette courbe, un contact d'ordrcn — k — i aux deux points de contact de S et de Are= o, et un contact d'ordre k — i aux deux points de contact de S et de A0 = o.
II. Soient n courbes A, d'un meme systeme quelconque
0 = A = a"A„ + »a'B-1A^_i + . . .+ A0 ^== ^M, o = h — ^nAn+ n[3"-1A„_1 + ...,
o = L = 1" A„+ nX"-1 A„_, 4-
Les in points de contact de ces courbes avec S sont sur une courbe de degre n — i passant par les points doubles de S, et dont 1'equation est (n°66)
0 = «(3. . .XA„+ («|3. . .-4- (3. . .1 + a. . .1 t¥. . .)A„_, + . . .-f- A0. Le coefficient de A/( est la somme des produits k a k des n quantites a,
III. Courbes A passant par un point du plan
Soit (»•',, a/,, a^) un point du plan; on peut mener par ce point n courbes A d'un meme systeme; les valeurs de a, correspondant a ces n courbes, sont donnees par 1'equation
o = a"kn{x\, x\, x'3) + na"-lAn_i(x\, ...)-+-...'+ A0(a?t, ••■)• Soient a, (3, ~k les n racines de cette equation.
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La somme de Ieurs produits k a k etant
i .2. . .A- AB(a?',, a/,,
la courbe de degre n — i, qui passe par les points doubles de S et
les -in points de contact avec S des n courbes A menees par lc
point (x\, x\, x'i), aura pour equation
A'UA„ — nA'1An_1+ — i)k\ A„_2 + . . .+ (— i)n A'„A0 = o,
etant pose
Le premier membre de l'equation de cette courbe ne change pas, ou
change designe, selon que n est pair ou impair, quand on permute xt,
. j j j oo .> , oo *j e t oc ^ , co ,j , et' .j •
Cela pose, appelons courbe polaired'un point la courbe de degre n — i qui passe par les points doubles de S et les in points de contact avec S des n courbes A d'un meme system e, menees par ce point. Ce point sera dit pule de sa courbe polaire.
On a ce theoreme :
Si la courbe polaire d'un point P passe par un point P', la courbe polaire de P' passe par P ;
et, par suite,
Les courbes polaires de tons les points dhine courbe polaire passent par le pole de cette courbe.
Les poles de toutes les courbes polaires passant par un point sont sur la courbe polaire de ce point.
Si n est impair, l'equation de la courbe polaire du point a,',, a?'a, x'3 peut s'ecrire
et, par suite,
Si n est impair, loute courbe polaire passe par son pole.
SUU LES COUltBES DE GENRE UN. 1 3 I
72. Ces resultats s'appliquent aux coniqucs osculatrices en deux points a une cubique plane. L'equation generate des coniques d'un systeme est de la forme
a3A3 + 3a2A2+ 3cc A, + A0= o,
a etant un parametre variable.
On demontre aisement les proprietes suivantes :
\. II y a neuf systemes de coniques biosculatrices a une cubique S; la droite qui joint les deux points de contact avec S des coniques d'un meme sy steme passe par un des neuf points d' inflexion. Soil I ce point.
II. Par un point quelconque A du plan passent trois coniques biosculatrices du meme sy steme; ces coniques ont un second point commun B, sur la droite A I ; les six points de contact de. ces trois coniques avec S sont sur une conique, que nous appellerons conique polaire du point A ; A sera dil pole de cette conique : il est clair que B est egalement un pole de la conique et que toute conique polaire a ainsi deux pdles.
III. Toute conique polaire passe par ses poles
IV. Les coniqucs polaires des points d 'une conique polaire passent par les poles de celled.
V. Les poles des coniques polaires, mene.es par un point, sont sur la conique polaire de ce point.
VI. Si un point decrit une droite passant par I, sa conique polaire resle bitangente a une conique fixe; les deux points de contact sont sur la ta/igente en I a la cubique S.
VII. Quand un point decrit une conique C bioscu/atrice a S, du sy steme considere'} sa conique polaire reste bitangente a une cubique fixe, osculatrice a S au point I et aux deux points de contact de S et de C.
VIII. Supposons qu'un point A decrive une conique C ; soient C el C" les deux autres coniques biosculatrices du meme systeme passant par A. Elles se coupent aux deux points A el B, qui decrivent C el, en deux autres points, qui decrivent la cubique du theoreme VII.
IX. Les coniqucs polaires qui passent par un point touchent en deux points une cubique, osculatrice a S au point I.
CONJUGAISONS ET CORRESPONDANCES
73. Nous appellerons points conjugues dans un systeme s deux points situes sur la courbe S, dont les arguments ont la somme constante .y, a des multiples pres de co, /ito'.
Remarque. — Au point devue geometrique, on peut definir comme il suit un systeme de points conjugues.
Soient, sur la courbe S, n — i points fixes quelconques. Considerons les courbes adjointes de degre n — 2 qui passent par ces points. Ces
, n(n—3) , ' , (« — 2)(/i + i) courbes ont ^ — - -+- n — 2, cest-a-dire^ ~ -— 1 points
fixes, etforment ainsi un faisceau. Les deux points mobiles ou l'une quelconque de ces courbes coupe S ont evidemment deux arguments dont la somme est constante, et sont, par suite, conjugues dans un systeme fixe.
I. — Equation generate des droites joignant deux points conjugues.
Enveloppe de ces droites.
74. L'equation qui donne les arguments des points d'intersection d'une droite quelconque avec S est de la forme
Si cette droite passe par deux points conjugues dans le systeme s, on connait la somme s de deux zeros de la fonction f(t); la somme
des n — 2 autres sera -(co + /ico') — s a des multiples pres de to, «co'.
La fonction f(t) sera done de la forme [equation (35)]
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Pour que les n zeros de f(t) soient les arguments de n points de S, situes sur une droite, il faut et il suffit que les quantites a,, a2; Pu $n-2 verifient (n — 3) relations de la forme (n° 44)
Pi(mi'ai + nta3) -+- (32(/n'(a,+ nj«2) +. . .= o (i == i, 2, . . ., n — 3),
mh ... etant des constantes.
De ces n — 3 relations, on tirera les valeurs proportionnelles de 3,, 3 3
^ =•&==.! = fe?,
,/t Ji Jn-2
/,>, /2, ... designant des polynomes homogenes, de degre n — 3 en a, et a2, et Ton a ainsi, sous forme symbolique,
Dans le second inembredeveloppe, a, et a, entrent au degre n — 2, et, par suite, 1'equation generale des droites joignant deux points conjugues dans le systcme s sera de la forme
0 = 07, Cp„_24- ({/„ -2'+ &3 Xn—2,
%-», ••• etant des polynomes homogenes de degre n — 2 en a,, a2. II resulle de la que :
Les droites qui joignent deux points conjugues dans un systemc donne enveloppent une courbe de (n — <±yemc classe ('), unicursale et donl le degre est, en general, 1 (n — 3).
75. Le degre et la classe de cette courbe s'abaissent si la valeur don nee de s est lasommedes deux arguments ef ete.2 qui correspondent a un point double de S : en effet, 1'equation qui donne les arguments des points ou S est coupee par une droite quelconque issue du point double considere admet les zeros e{ et e\ dont la somme esU. La courbe enveloppe cherchee se decompose done en un point et une courbe de classe n — 3. On peut se rendre compte de ce fait directement.
On a toujours, pour la fonction f(t),
/(0 = («t <Pi-l-«2 ?i) ([3,?; + ...).
(') Clebscii, Journal de Crelle, t. 64, p. '217.
76. Parmi les equations qui lient a,, a2 ; (3,, ... est la suivante (n°45)
(6i /(e,) : —f{e\) \ Xi(e\);
or on a, puisque e, -+- e', =
f(e\) = f(s-e,) et, d'apres les relations (37),
liit i/it
9', $>;<*) ^ ■ , <p'; - 0 = ?; (o gir '•
L'equation (61) devient done, en remplacant ^\(e\), y\(e\) par leurs valeurs,
(62) -r- )„ \ [gi?i(ei) + *»<Pt'(*i)] [Pi?a(«i) + • • ■]
2 (It
= _ (fl v [«i<Pi(gi) + «»?i(g«)] [Pi¥t(«'i) + ■ • •]>
et l'expression a, ^(^i) a2?i(e0 est en facteur. Si on l'egale a zero, on ecrit que
e'est-a-dire que la droite consideree passe par Ie point double (e,, e\). Si on ne l'annule pas, l'equation (62), debarrassee de ce facteur,
devient une relation lineaire et homogene entre [3, (3„_2,qui permet
d'exprimer une de ces quantites en fonction lineaire et homogene des autres. On a ainsi
/(0 = («„ fa, .... f3„-3),
et Ton en conclut, corame on 1'a fait plus haut, que l'equation generale des droites joignant deux points conjugues dans le systeme eK -he\, et ne passant pas par le point double (elf e\), est de la forme
o = o;1a);i_3-*-^2d'„_3+ *sX»Hu
<pn_s, . .. etant des polynomes homogenes de degre n — 3 en a,, a2.
Ces droites enveloppent done une courbe de (n — '\yme classc unicursale et, en general, de degre i(n — 4)-
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77. Celte courbe enveloppe louche la tangenle menee an point double (c, , e\ ) a la courbe A, de degre n — 3, adjointe a. S.
En effet, toute courbe de degre n — 3 passant par les ~ n (n — 3) — i
points doubles de S, autres que le point (et, e\), coupe S en deux points mobiles dont les arguments ont pour somme <?, + e\ (n° 43 bis).
La droite D joignant ces deux points sera done une des droites considerees. Or, si la courbe de degre n — 3, dont on vient de parler, se rapproclie de la courbe A, la droite D tend a se confondre avec la tangente menee a A au point (e, , e\ ). c. q. f. d.
II. — Tangentes doubles de la courbe enveloppe
78. II est aise de determiner directement le nombre des tangentes doubles de la courbe enveloppe des droites joignant deux points conjugues, e'est-a-dire le nombre des droites qui passent par deux couples de points conjugues dans le systeme donne s.
La fonction f(t), correspondant a une de ces droites, sera de la forme (n° 58, remarque II)
f(t) = (Pi, Pup»){dx, d,, <af„_4).
En ecrivant, comme plus haut, les n -'3 relations qui lient p2, p3; d{, et qui sont de la forme
o = d^mip^ nipl + qtp-i) + d,{m', pt ■+-...) -h ... ,
mh ... etant des constantes, on obtiendra, par l'elimination de d{, dn_,lt deux equations de degre n — 4 en p,,p-2,p3. Ces deux equations se presenteront sous la forme de deux determinants identiques 1'un a l'autre, a une ligne pres, et Ton sait que deux pareilles equations sont
verifiees, en general, par ~(n — !\)(n — 3)systemesde valeursde ^-2,^.
2 ■ Pt Pi
Ainsi :
Theoreme. — // existe ^ (n — 3)(« — Zj) droites qui passent par deuce
couples de points conjugues, et qui sont, par suite, des tangentes doubles de I1 enveloppe.
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79. Si s est la somme des deux arguments e, rte\ d'un point double de S, ce nombre de tangentes doubles se reduit, comme on le voit aise-
ment, a -j (n - l\){n — 5),
III. — Proprieties de la courbe enveloppe
80. La courbe enveloppe des droites D, qui joignent deux points conjugues dans un systeme donne s, louche la courbe S en un certain nombre de points, que nous allons determiner.
Soit un point quelconque de S, d'argument /. Les valeurs proportionnelles de a, et a2, qui correspondent aux n — 2 droites D qu'on peut mener par ce point, sont donnees par l'equation
f{,f2, ■ • • sont les valeurs proportionnelles trouvees plus haut pour [3,, (3,, c'est-a-dire des polynomes de degre n — 3 et homogenes en a,, a2
L'equation (63) admet tout d'abord la solution
qui correspond evidemment a la droite joignant le point considere, d'argument t, an point d'argument s — t.
Cela pose, remarquons que les points de S situes sur l'enveloppe des droites D sont evidemment les points dont les arguments sont tels que
l'equation (63) ait deux racines egales en ~, et qu'en ces points l'enveloppe touche la droite D qui correspond a la racine double.
Or, parmi ces points, nous rencontrons ccux dont les arguments t sont tels que les deux facteurs du second membre cle Tequation (63) aient une racine cominunjs, c'est-a-dire ceux dont les arguments satisfont a l'equation
,(64) o=/1[cP"l(o, -?',(O]<?;(0 + A[?".(o, -?,1(/)]c?;(o+.-.-
Soit t0 une solution de cette equation. La droite D0, joignant les points d'arguments /0 et s — /„, coupe S en des points dont les arguments veri-
fient l'equation (63)
(63 bis) o=t«;<pU^ + «S?\(0][/i(«?. *2)?'i(0 +•••],
a' et a° satisfaisant a la relation
Or la fonction
c'est-a-dire
s'annule, par hypothese, pour t = t0 : les deux facteurs du second membre de l'equation (63 bis) s'annulent done separement pour t — t0, et, par suite, la droite D0 est tangente a S au point t0.
D'un autre cote, nous avons vu que 1'enveloppe des droites D passait par le point t0 et y touchait la droite D, correspondant a la racine double
Cette droite D est ici la droite D0, et, par consequent :
La courbe enveloppe des droites D louche S en torn les points dont les arguments verijient l'equation (64).
Cette equation est de la forme
(65) 0(O = 2(py(O?'*(O<?f'l_3"*(O=:o (k = o% i, n — 3),
Qj(t) etant fonction lineaire et homogene des fonctions <p's, y"it ... de l'equation (63).
Or, dans le parallelogramme co, nw', fj(t) an— 2'zeros; a/, et 9", en ont deux; il en resulte immediatement que le premier membre de la relation (65) en aura
{n — 2) + 2 (/i — 3), c'est-a-dire 3n — 8.
La somme des deux zeros de ou <p", etant celle des n — 2 zeros de<py-(f) est ^(lo + raw') — s, et celle des 3rc — 8 zeros de ©(/) sera evidemment
- (w 4- nu') — s 4- As 4- (n — 3 — A-)* = (n — 4)* ^ — (w + "00'),
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Ainsi :
V envcloppe des droites D louche S e« 3n — 8 points, dont les arguments ont pour somme
d des multiples pres de to, ft to'.
81. Si s est la somme des deux arguments e{, e\ d'un point double <le S, on verra de meme que I'enveloppe touchc S en 3n — io points
dont les arguments ont pour somme (ft — 5) s -h ^(to-h/ito'); ce qu'on peut enoncer ainsi :
Soil E un point double d une courbe S de degre n el de genre un : les courbes de degre n — 3 qui passenl par les autres points doubles de S coupent cette courbe en deux points mobiles ; la droite qui joint ces points enveloppe une courbe unicursale de degre a (ft — 4), de classe (ft — 3), qui louche S en 3/i — io points dont les arguments ont pour somme
(ft — 5) s + (to 4- ft to') a des multiples pres de to, ft to'.
IV. — Propriete geometrique des couples de points conjugues
82. Theorkme. — Le conjugue harmonique par rapport a deux points conjugues dans un sysleme s, du point oil la droite qui les joint coupe une droite fixe, decrit une courbe unicursale de degre n(').
Soient, en effet,
U = axX\ 4- a2&i+ azx%— o
l'equation de la droite fixe consideree, t et s — t les arguments de deux points conjugues M etN; le conjugue harmonique du point d'intersection des droites U et MN, par rapport aux points M etN, a pour
coordonnees
X(= U(t)xi(s — t) + \](s — t)jr,(l) (i= i, 2, 3),
( 1 ) P. d'I^sclajhes. These, |>. y.
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etant pose
U(/) == a1ari{l) -+- a,x.,(l) 4- <7:)^:j(/), U (5 — / ) = a,a?j (5 — t) + a2x%(s — t ) + «3.r3(i — t).
Les deux fonctions ~ et ^ sontdoublementperiodiquesauxperiodesco,
/ico' d'ordre 2ra; de plus, elles ne changent pas, si Ton y remplace t par s — t. 11 en resulte (nos 32 et 33) que la courbe decrite par le point
(X,, X2, Xs) est unicursale, et de degre — > c'est-a-dire n.
83. Remarques. — I. Si la droite U passe par deux points de S conjugues dans le systeme s, d'arguments a et s -- a, la fonction U(«) s'annule pour t = a et 1 = s — a, et il en est de me me de la fonction U (s — 1). Les trois fonctions X,(f), X2(/), X3(i) out done deux zeros communs, et le degre de la courbe unicursale decrite par le point
(Xn X2, X3) sera — c'est-a-dire n — i.
II. Si la droite U est tangente double de l'enveloppe des droites
qui joignent deux points conjugues dans le systeme s, le degre sera
i c est-a-dire n — 2.
III. Si la droite U passe par un des quatre points de S dont les argu-
ments sont respectivement -> -h — > - + - co , -h h-co, par le
point - par exemple, les fonctions U(£) et U (s — t) s'annulent pour
t ■= -. II cn est, par suite, de meme des fonctions Xt(*)> X2(/), X3(z). Or, de la relation
on deduit, par derivation,
Cette derniere equation montre que les fonctions X',(«), X's(z), X£(*)
s'annulent pour t = - est done un zero double de X, (*), X2(j), X3(/),
et la courbe decrite par le point (X,, X2, X3) est de degre n — 1.
II est clair, en vertu de ce raisonnement, que, si La droite U passe par
le point d'argument -> et par deux autres points de S conjugues dans le
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systeme s, le degre du lieu decrit par le point (X,, X ,, X3) sera 2 " 4 ? c'est-a-dire — 2.
En general, si la droite U passe par A des quatre points d'arguments
- + — » — 1 — to', - + — +-—&>', etpar ^' couples de points conjugues dans
le systeme ^, le lieu du point (X,, X2, X3) sera de degre >
c'est-a-dire n — h — h'.
Exemple. — Sur une courbe S du quatrieme degre et de genre un, le conjugue harmonique par rapport a deux points conjugues dans un systeme s, du point oil la droite qui les joint coupe une droite fixe, decrit
une conique pour quatre positions de la droite fixe. Les quatre droites
• • ■ • s 3 s en question sont celles qui joignent les poles d arguments - et ;
s co %s to - s . u 1 3$ co » s .,
— I — et 1 — ; — 1 h2w et — — H h2w ; -4-20) et
Is
La conique devient une droite si — — est egal a Tune des quantites
- + -> — -+- 2co', - + -•+- 2co', c'est-a-dire si s a l'une des douze
1 CO h CO it, t hdi 111 to , h CO 111
valeurs -7 H h 2A co ; co H h in co ; 7 + w H 2A co :
V. — Courbes menses par des couples de points conjugues
84. Theor£me. — Les courbes de degre n — 3 passant par kK points Roubles donnes de S, et dont les autres points d 'intersection avec S sont deux a deux conjugues dans un mime systeme s,forment un faisceau.
Soit s{ , la somme des ikh arguments qui correspondent aux kt points doubles donnes; on aura
st -)- n (n — 3) — A-,J s — ^-n{n — 3)(to-t-nco')-4-/ico + /i/i'co',
h et h' etant des entiers quelconques. On tire de la, pour s, (8 — A-,)2 valeurs (a des multiples pres de co, nin').
II y a done (o — k,)2 systemes dc courbes de degre (n — 3) repondant a la question.
Soit la fonction f(t)qu\ correspond aux courbes de l'un des systemes. On a (Rem. II, n° 58)
/( t) = <p (t ) [px cpt ( 0 + . . . + P8-*l+i 98-*t+i ( 0 ]»
p,,p2, ••• etant des constantes. Pour que les zeros de f(t) soient les arguments de points situes sur une courbe de degre (n — 3) passant par k, points doubles, il faut que p{, p2, jOg-A.+i verifient o — /»•, — i relations lineaires et homogenes (nos 45, 50, 51).
On pourra done exprimer i?> — — i de ces constantes en fonction lineaire et homogene des deux autres, et Ton aura
f(t)=PlYl(t)+p2Vt{l),
p, et p2 etant des constantes arbitrages. L'equation generale des courbes de degre (n — 3) appartenant au systeme considere est done de la forme
et ces courbes forment un faisceau.
85. Plus generalement considerons les courbes de degre (n — 3) passant par k, points doubles donnes de S. On peut les assujettir a couper en outre S en 0 — /.-, — 1 couples de points conjugues dans un systeme donnes; si ce systeme n'est pas un des (§ — k,)- systemes definis au numero precedent, la somme des arguments des deux derniers points d'intersection avec S des courbes considerees aura une valeur constante s differente de s.
La fonction f(t) correspondant a de telles courbes sera de la forme
f(t) = {pi,Px, - - ■, ps-/-,) (P,, (32).
Les constantes pn p,, (S2 sont liees par 0 /.-, — 1 relations de la forme
Pi(mi$i + «/(32) 4- pi{qifii + nfiz) + ... — 0 (1 = 1, 2, . . ., <5 — ku — 1).
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On deduit de la les relations
Pi _ /h _ _ />3-<,
fi fi /0-/.1
/,, ... ctant des polynomes homogenes de degre 0 — k, — 1 en (J, et (32. L'equation generale des courbes de degre (n — 3) considerees sera done de la forme
° =A*ll
9„_3, ^b-s etant des polynomes de degre n — 3 en ^cn ,z2, xs ct (3,, (3? des constant.es arbitraires.
On verrait aisement, en appliquant la methode du n° 80, que l'enveloppe de ces courbes touche S en 4 (0 — k{ — 1 ) points.
86. On peut donner des resultats analogues pour les courbes de degre superieur a n — 3; mais nous n'insislerons pas sur ce point, car nous aborderons plus loin une theorie plus generale que celle des points conjugues.
VI. — Application aux courbes du cinquieme degre
87. I. La courbe H, enveloppe des droites joignant deux points conjugues dans un systeme s, sur une courbe S du cinquieme degre, el de genre un, est une courbe unicursale, de quatrieme degre, de troisieme classe, ayanl une tangente double.
La courbe H touche S en sept points.
II. Le conjugue liarmonique, par rapport a deux points conjugues dans un systeme s, du point oil la droite qui les joint coupe une droite fixe quelconque, decrit une courbe unicursale du cinquieme degre.
Si la droite fixe est la tangente double de la courbe II correspondant au systeme s, le lieu precedent devient une courbe unicursale du troisieme degre.
Dans le cas ou j a 1'une des yingt-cinq valeurs donnees par la
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formula
la valeur o, par exemple, la tangente double de la courbe II correspondante coupe S en deux couples de points conjugues dans le systeme o, et en un cinquieme point dont ['argument est - (co + 5co') (n° 43 bis). II resulte de la {Rem, III du n° 83) le theoremc suivant :
Le conjugue harmonique, par rapport a deux points de S, conjugues dans un systeme i(/rw -h 5 //to'), du point oil la droite qui les joint coupe la tangente double de la courbe H correspondant au systeme, decrit line conique.
III. Les coniques G qui coupent S en cinq couples de points conjugues dans Vun des vingt-cinq systemes 4- 5/.'w') forment un faisceau
Soit le systeme o, par exemple.
La tangente double de la courbe H correspondant au systeme considere coupe S, comme on l'a dit, en deux couples de points conjugues dans le systeme o, et au point d'argument - (co 4- 5co'), qui est a lui-
meme son conjugue dans ce systeme. Cette droite, comptee deux fois, est done unc des coniques G du faisceau qui correspond au systeme o, et, par suite :
Les coniques G d'un memo systeme louchent deux droites en deux points fixes, situes sur la tangente double de la courbe H correspondante.
On peut deduire de la plusieurs consequences que nous ne ferons qu'enoncer, et, pour simplifier le langage, nous admettrons que les deux points fixes dont il vient d'etre question sont les points cycliques du plan.
Le milieu du segment forme par deux points conjugues dajis le systeme o [ou Vun des systemes ^ (/rw + 5/.'co')J est une conique K.
Tons les cercles ayant pour cen tre un certain point fixe A coupent S en dix points conjugues deux a deux dans ce systeme.
Le point A est silue sur la conique K.
La conique K est la podaire, par rapport au point A, de la courbe H, enveloppe des droites qui joignent deux points conjugues dans le systeme consider e.
IV. Si s est la somme des deux arguments et et e\, correspondant a Vun des cinq points doubles E, de S, I enveloppe des droites qui joignent deux points de S, conjugues dans ce systeme, est une conique tangente aSen cinq points.
La somme des arguments de ces cinq points est - (w -+- 5 a>') ; par suite, ces cinq points sont situes avec les cinq points doubles de S sur une cubique.
Or on a vu (n° 67) qu'il n'existe que cinq coniques tangentes a S en cinq points situes avec les points doubles sur une cubique; soit C, l'une de ces coniques; il resulte de ce qui precede que :
Les tangentes de C, joignent sur S deux points conjugues dans le systeme Ci -t- e'n et la tangente en Et a la conique qui passe par les cinq points doubles de S est une tangente de Ct- (n° 77).
On peut enoncer autrement ces resultats :
Soit S une courbe du cinquieme ordre a cinq points doubles, a, b, c,d,e; les coniques qui passent par quatre de ces points a, b, c, d coupent S en deux points mobiles : la droite qui joint ces points enveloppe une conique qui est tangente a S en cinq points, situes avec a, b, c, d, e sur une meme cubique, et qui louche la tangente menee au point e a la conique des points a, b, c, d, e.
VII. — Correspondances
88. La relation qui lie les arguments de deux points conjugues n'est qu'un cas particulier d'une relation plus generale, que nous avonsdeja rencontree.
Soit Z(t) une fonction doublement periodique quelconque, aux periodes w, n(x>', et d'ordre p. L'equation
donne pour u, abstraction faite des multiples des periodes,/) valeurs
t, Ut, «2, Up— i.
Soient sur la courbc S les p points dont Ies arguments sont t, u{, ///;_, : nous dirons qu'ils constituent une correspondence. Ainsi, etant donnee la fonction Z, un point quelconque de S, d'argument t, determine une correspondance, et une seule.
La somme des arguments des points d'une correspondence est constante : el 1 e est egale, en effet, a la somme des zeros dc la fonction de u : Z(u) — Z(t), contenus dans un meme parallelogramme, a>, //w', e'est-a-dire a la somme des infinis deZ(u), contenus dans ce parallelogramme (a des multiples pres des periodes), On a done
t + Ui -+- «24-> • /+ "p-i = c + Au + nh'w'.
Dans le cas particulier ou Z(i) est du second ordre, on a
t-\- u^ — const.,
et les deux points de la correspondance sont conjugues.
Cela pose, soit une courbe de degre m, ) = o passant
par tous les points d'une correspondance, dont nous designerons les arguments par a, u,(a), ?//;_,(«). La fonction f[x,(t), jc3(t), cc3(t)'\ ou f(t) renfermera (n° 55) le facteur
etant pose
La somme a -+- i*, (a) -K-..H- up_{ (a) est egale a c -+- Ago •+- nA'o/; on peut, en ajoutant ou retranchant ;i t'une des quanlites */<■(«) un certain
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n ombre de periodes, ce qui ne change pas sur la courbe S le point d'argument fairc en sorte que cette somme soit exactement egale
a c; on a alors
A (t + ») = fx ( 0, ftU + nit) =/,(*) r"*"?"*' ^~(-
et Ton en conclut aisement que /, (t) s'exprime lineairement a l'aide des fonctions IT,, II2, 11^, definies aii numero precedent.
D'ailleurs la fonction M(/)N(a) — N(/)M(a), qui est une fonction lineaire de II,, II2, IL„ admet les zeros a, ut(a), w7,_,(a); puisque Ton a
Z{t) = WT) el Z[«/(01 = Z(0.
II en resulte que Ton a, x etant un facteur constant,
/,(/) = A[M(/)N(a)-N(OM(fl)] et, par consequent,
/(0 = [M(OiN(«)-N(OM(«)][...]
ou, sous forme symbolique,
Remarque. — La quantite a etant quelconque, le quotient sera
aussi quelconque, et Ton pourra ecrire, a et [3 etant deux conslantcs arbitraires .
91 . De la se deduisent, par la methode appliquee aux nos 61 et 65, les resultats suivants.
Dans ce qui suit, il s'agit des correspondances definies par une fonction donnee Z(i).
Soit
mn =. 2kl-+- k2-\- pit (mtn — 2).
Les courbes de degre m, passant par k{ points doubles, k2 points simples donnes de S, et ayant avec S en pi points, formant I correspondances, un
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contact d'ordre r — i, forment r*~*« groupes; V equation generate des courbes d un mSme groupe est
Pi A,-,o,o o + '^'r'/^^-i.i.o o+ • • • + Kt-i-S-wi-.Ao.o o, r - o,
pnp,, elanl des conslantes arbitraires ; A/>0 ... des polynomcs de degre m en xK , x2, x%.
Les points de contact avec S de r courbes d'un meme groupe, les kK points doubles el les k2 points simples donnes sur S, sont sur une courbe de degre m, R.
Si
Pi) Pii •••> P/+l—rj+/sti Pl> Pi* ' ' • » '
Fl i Fi i • • • i
sont les valeurs des parametres correspondant aux r courbes consi derees, l'equation de la courbe R sera
o = I **Vi*i A*- *• . (cr,, x2, x3),
/.',, //,, ... etantdes entiers, non negatifs, de somme r, et <A>*;, ... designant la somme des produits
Fi Ft •••Ft Fi •••Ft • • • + • • • '
ou a,, a2, aA< ; (3,, ... sont des entiers, prenant les valeurs o,
92. On pent deduire de ces theoremes quelques consequences. Soient
r — i, k{ = - n(n — 3 ) — I -f- 2, in n — 1 /.", + /. , + pi.
L'equation generale des courbes de degre m, qui passent par /•, points doubles et lc2 points simples donnes sur S, et qui coupent cette courbe en pi autres points, formant / correspondances, sera
Pi Ci -+- Pi C2 + p3 C3 = o.
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pi>p2>Ps etant des constarites arbitrages. Nous doniierons aces courbes le nom de courbes C.
D'apres ce qui precede (n° 90), la fonction C, [%t (t), x2(t), oc3(t)] est de la forme
C, [A, ( 0, • • • ] = C, ( /) = 0 (a, M + f3, N) ( «; M + Pi N ) (a", M + N )
Oil
C1(0 = N'(0[^,Z(0 + |31]...[^-,1Z(0 + P,/-1>]+(0. On en conclut, puisquc Z [«,(/)] = Z('*),
C,K(0] =N/[«/(^][«iZ(/)4-(3l]...[«,/-"Z(O + P(,/-n]J'[«/(0^ et, par suite,
CfDMQ] = C,[»f(Ol (%[>/( 0] P ' C,(<) C3(0
Cela pose, soit un point X du plan, defini par les relations
Les fonctions C,-(/) out, dans un parallelogram mc (<*>, «co'), y;/ zeros variables; comme, de plus, elles satisfont aux relations (p), la courbe decrite par le point (X,, X2, X3) sera line courbe unicursale de degre / (nos 32 et 33).
Soit G (X, , X2, X3) = o son equation .
Par la substitution
Xj= Ci(.r,, x2,
cetle courbe so transforme en courbe de degre Im, qui se decompose evidemment en la courbe S et en une courbe D, de degre Im — n.
Par cette transformation, une droite pK X, -hp-, X, -+-p3 X3 — o devient une courbe C quelconque. On en deduit aisemcnt les resultats suivants :
Les courbes C tan gent es a S en tous les points d'une correspondance touchent en m2 — kt — k2 — p points une courbe D de degre Im — n\ par ces points et les p points de la correspondance de contact, passe un faisceau de courbes C.
SUn LES COUTIBKS DE GEXRE UN. 1 49
La courbe D a un point multiple d'ordre I — i en chacun des k, points simples donnes sur S, el un point multiple d'ordre I — i en chacun des kt points doubles donnes.
Par un point du plan, passent il — 2 courbes C tangentes a S aux points d une correspondance.
11 y a 2 (/ — 2)(/ — 3) courbes C tangentes a S aux points de deux correspon dances.
II y a 3(n — 2) courbes C osculatrices a S aux points d'une correspondance.
En particulier, si Ton a / = 2 et, par suite
/.', ~ - n ( n — 3 ) et mn — n{n — 3 ) + /it +. 2p,
les courbes C serorit des courbes de degre m, passant par les points doubles de S, par Z\, points simples donnes sur cette courbe, et la coupant, en outre, en ip points, formant deux correspondances.
En ce cas, la courbe G est une conique, et les theoremes descriptifs relatifs aux coniques, dans I'enonce desquels ne figurent que des droites, donneront des proprietes correspondantes des courbes C et de la courbe S.
Ainsi :
i° A un point du plan de la conique G correspondent, dans le plan dela courbe S, m2 points, parmi lesquels figurent les points doubles et les k2 points simples donnes sur S; en ne considerant que les points variables, on peut dire qua tin point du plan G correspondent mr — fr2 — 0 points du plan S ; nous appellerons ces points « points associe's » .
20 Par un point du plan, on peut mener deux courbes C tangentes a S aux p points d' une correspondance; les deux correspondances de contact ainsi determinees sonl sur une courbe C, que nous appellerons courbe polaire du point considere : ce point sera dit pole de la courbe polaire.
3° Toute courbe C est une courbe polaire, ay ant m~ — 0 — k2 poles associes.
4° Les courbes polaires des points d'une courbe C passent par les poles de cette courbe.
5° Les poles des courbes C passant par un point sont sur la courbe polaire de ce point.
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Si Ton pose, comme dans la premiere partie
Vj+l(l) = e3(t+J^, co, »'j (y = i,a, 3),
les coordonnees d'un point d'une courbe S, du quatrieme tlegre et de genre un, pourront se mettre sous la forme
X, = A,P,(0 -+-A2P2(0 + A,l»,(0 -f-At[\(0,
X2=B1Pl(0+.--,
ou, en posant
sous la forme
X, — a0 »0 + a, «i + «2 »■> + fl3 «j, X2 = b0u0 + . . .,
a0, ... etant des constantes.
X,, X2, X.t sont lineairement independants (sinon la courbe serait une droite); on pourra done resoudre les trois equations precedentcs par rapport a trois des fonctions ut, u2, u3, par exemple, et ecrire
iti — <*t X\ + <v>2X2 + W3X3 — X«0, Ui= u', X, + — pu0,
ll-i — W1X1+ — v«„.
Les fonctions de / : w,X, -+- oj2X2 -+- w3X3 ; co'( X, . . . ; to", X, 4- . • . sont lineairement independantes, sinon il y aurait une relation lineaire -
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outre u0, u2, u3, c'est-a-dire entre P,, P,, P3, P4, ce que nous savons etre impossible. Nous designerons ces trois fonctions par xn x.2, x3 ; nous aurons ainsi
I Xx = (li -+- llt0,
(A) < x^ — ut + p. u0,
C'est la representation parametrique que nous utiliserons;
sont les coordonnees d'un point quelconque de la courbe S; A, p., v
designent des constantes.
RELATIONS DU SECOND DEtiRE.
95. Les trois fonctions du second degre : P^, P*, P2 P/(, out le meme poids (n° 12); elles sont done liees par nne relation de la forme
a,, ... etant des constantes.
Changeons ? ejj / ..-+■ [1 vient
«,Pj+(3,P? +7lP;P:i^O,
d'ou
ce qui entraine
On a, par suite, entre les trois fonctions considerees la relation
et, changeant t en t -t- ~» il vient
P* + Pf = 2aP,P3,
a etant une constante. Remplacant, dans ces relations, les fonctions P par les fontions u, on a
"o f ul «(-'«! — "D,
96. Cela pose, tirons des equations (A) les valeurs de uK , u.,, u3, en fonction de a?,, a?2, x3, //„, et porlons-les dans les relations (B). 11 vient
( ti\ jul2 — a).2-f- ar)+ 2 m0(<z — — nv j?3)+ .r2, — ax- — ax\=.o, ( «5 ( A* -+- v2 — a -+- a /a2 ) -+- 2 «0( — / .r, — apx* — vj3) +- x; -+- ax'1, + xij = o.
Posons, pour abreger,
p— (a2+i)u2 — (a2 — i) + 2rtv2,"
/• = — (a2 — i)X2 — 2<7(a2 +(rt2+i).
On trouve, en eliminant u'l enlre les equations (C),
2 u0(plxl-\- q {j.x2 + rvx3) = px] -\- qx\ -f- r x\.
II resulte de la premiere partie de ce travail que les deux points doubles de S sont a l'intersection de la conique
p x\ -\-rjxr,->r rx'l = o
et de la droite
A = plxx -+- q ixx2-h rvx3 = o.
97. Dans ce qui suit, nous supposons, pour simplifier les enonces, que les deux points doubles de S sont les points circulates a l'infini, communs a tous les cercles du plan ; la courbe S sera une cyclique.
On a immediatement les proprietes suivantes (nos 43 bis, 47) :
I. Un cercle coupe une cyclique en qualre points, autres que les points doubles, dont les arguments sont une sonime nulle, aux multiples pres de oj, l\(nf.
Ce cercle, passant par les points d'intersection de la conique
p x\ + qx\ + rx\ — o,
et de la droite A, aura pour equation, dans le systeme de coordonnees adopte,
o = 2(«|X1 + a!.r2 + (p^^i -i-(JiJ.x2-+- rvx3) -ha^ipxi + qx\ ■+- rx'\) — o,
et les arguments des quatre points, autres que les points doubles, ou il coupe la cylique, verifieront l'equalion
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II. Quatre points (Tune cy clique, dont les arguments ont une sommc nulle, sont sur un cercle.
Les quatre arguments, dont la somme est nulle, verifieront une equation de la forme (n° 6)
a, xx (t) -+- a2.r2(£) + a3x3(t) -+- aQu0(L) = o et les quatre points correspondants de la cyclique seront sur le cercle
2(<xixi + cx2x2-Jr a3x3) A + <x0(px2t + qx\ -\- rx\) = o.
III. Une droite coupe une cyclique en quatre points, dont les arguments ont une somme nulle (a des multiples pres «/e to, /jw').
II. — Systemes principaux de conjugaison
98. Nous dirons que deux points de la cyclique S sont conjugues dans un systeme principal, si la droite qui les joint coupe la cyclique en deux autres points, conjugues dans le meme systeme. On aura ainsi, en designant par s la somme des arguments de deux points conjugues dans un systeme principal
2s = hoy -t- 4 h'(x>',
h, h! etant des entiers, et de la resultent pour les s les quatre valeurs
O, — > 2C0 , 2 CO H
II y a done quatre systemes principaux.
99. Theokkme. — Les droites qui joignent deux points d une cyclique, conjugues dans un systeme principal, passent par un point fixe.
Ce theoreme est un cas particulier de la proposition demontree au n° 84; nous allons le prouver directement de la maniere suivante :
Soit d'abord le systeme principal, pour lequel on a s = o, et supposons que la droite -h a.2x., -+- a3xz = o passe par les deux points
(*) Les resullats g&ometriqaes dc cc paragraphe soat bien connus; la demonstration seule nous semble nouvelle.
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d'arguments a et — a, eonjugues dans ce systeme, on a
a,^,( cc) + a1x2( a) + a3x3( a)=o, a{Xi{— a) + «j.r2(— a) + a3x3{ — <x) — o.
Or on a identiquement
' +* . it( into' — 2 ni H ;« -1
et, par suile,
p,(-o=p1(-«+^ =Pi ^-^ ='ft/*i^ =p3(o,
d'ou Ton tire (E)
D'apres cela, l'equation
devient
o = ffi[//,(a) + A«0(a)] + fl2[«2(a) -f- ^ f/„(a)] + a3[— f/,(«) + v //„(«)];
on a d'ailleurs
o = «,[«,(«) + >.«/0( a) ] -+- Oi[u2(a) + ^f/0(a)] -+- <73[ //3(«) + v//0(a)].
On en tire, par soustraetion,
asU3(<x) — o,
ce qui exige, puisque a est quelconque, (jue l'on ait
L'equation de la droite considered est alors de la forme
alxi-{- a2 x2 — o ;
elle passe bien par deux couples de points conjugues dans le systeme zero, puisque les fonctions u0(t), ut(t), u.,(t) et, par suite, les f'onctions u{ (/) -+- ~ku0(t), u.,(t) -h \t.u0(t), c'est-a-dire-r, (t),x2(t) sontpaires. On voit que cette droite a un point fixe, le point (x{ — o, x., — o).
Par une methode analogue, on determinerait, en s'appuyant sur les equations (3) de la premiere partie, les points fixes par lesquels passent respectivement les droites joignant deux points de la cyclique, conjugues dans les autres systemes principalis; on arrive ainsi aux resultats suivants :
Les droites qui joignent deux points (fune cyclique, conjugues dans Vun des quatre systemes principaux o, -i 2W, 2W Passent Par un pn*nl
fixe; les points fixes definis ainsi sont :
Pour le systeme o j?, = o, x.2=o, point 0,;
CO
» — xx — o, a-3—0, » U2;
» 2co' x2 — 0,x3=o, » 03;
» 2(0 + -•• x\— A, ^r2=fjt, ^r9 = v, B (J4.
Nous designerons cos quatre points, Ot, 02, 03, 04, sous le nom de poles principaux.
Ainsi, les coordonnees des points de la courbe S etant mises sous la forme (A), trois des poles principaux sont les sommets du triangle de reference.
iOO. Un pole principal est a V intersection des hauteurs du triangle forme par les trois autres.
Nous avons vu, en effet, que les points doubles de la courbe S sont a 1'intersection de la droite
p 1 xt -+- q p. x2 -+- /• v xz = o
et de la conique
p x* -4- qx\ -+- rx\ = o.
Le triangle de reference est autopolaire par rapport a cette conique, et la droite des points doubles de S est, par rapport a cette meme conique, la polaire du point (X, f/., v), c'est-a-dire du point 0^.
Ainsi, le point 0, est le centre d'un cercle, par rapport auquel le triangle 0,0., 0:1 est autopolaire; il est done a 1'intersection des hauteurs de ce triangle. c. q. f. d.
101. La cy clique est anallagmalique par rapport a ses quatre poles principaux .
Soient, en effet, quatre points quelconques d'une cyclique, A et B, A' et B', conjugues deux a deux dans un systemc principal. La somrae des arguments de ces quatre points est nulle; ils sont done sur un cercle, et Ton a, puisque les droites AB, A'B' concourent en un des poles principaux 0,
OA.OB =UaJ.OB'.
Par suite, la cyclique est sa propre transformee, par rayons vecteurs reciproques, quand on prend pour pole d'inversion un pole principal, et pour puissance d'inversion le produit des distances de ce pole a deux points de la cyclique, conjugues dans le systeme principal correspondant.
On appelle cercle directeur un cercle decritd'un pole principal comme centre, avec un rayon egal a la racine carree de la puissance d'inversion correspondante. II y a done quatre cercles directeurs.
Les cercles directeurs se coupent a angle droit
Soient, en effet, sur la cyclique, les quatre points d'arguments
0 etant quelconque.
Les droites (0, — 0), ^— 0 + ^> 6 — '^j passent par 0, ; de meme,
les droites ^0, — 0 -+- ^ > ^ — 0, 0 — ^ passentpar 02. Les quatre points
consideres sont d'ailleurs sur un cercle, et les puissances des poles 0, et 02, par rapport a ce cercle, sont respectivement les carres des rayons des cercles directeurs correspondants. Or, d'apres la disposition meme
des quatre points, on voit que la polaire du point 0,, par rapport a ce cercle, passe par (X; et, par suite, on aura, en designant par a3 la distance 0, 02, par k, et /c, les rayons des deux cercles directeurs,
Les cercles directeurs de centres 0, et 02 se coupent done a angle droit.
103. Remarque. — Les points 0,, Q2, 0:!, 0, elant donnes, les cercles directeurs sont determines.
104. Le triangle, forme par trois poles principaux d une cyclique, est autopolaire par rapport au cercle directcur qui a le quatrieme pole principal pour centre.
Car on a, dans le triangle 0,0,03, en designant par P le point de rencontre des droites 0,04 et 0, 03,
a\ — a'l -+- a\ — ia, . Ot l\
d'ou
La droite 02 04 est done la polaire du point 03, par rapport au cercle directeur de centre 0,. On demontrerait, de meme, que la droite 0305 est la polaire de 0,.
105. Theoreme. — Le conjugue harmonique d'un pole principal 0 par rapport a deux points d'une cyclique conjugues dans le systeme principal correspond ant est une conique.
Soit, par exemple, le pole 04 ; on demontre aisement les relations
i/0f2O)'+^ — tj U i (2 fj)' ->r ^ — tj t/2 ( 2 to' -I- — — tj U3 ( 2 Co' ■+- ^ — I
u0{t) ux{t) u2{t) u3(t)
et, par suite, deux points de la cyclique, conjugues dans le systeme 2co'-i- ont respectivement pour coordonnees
.r,= «,(t?) + >.«„(&), x\ = ui(9) — lu0(8), x2 = «,(0) +fiM0(|5)> &i= «s(0) — H-"o(^)> u,{6) + vt/o(0), x\= U3(9) — VMO(0).
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Le conjugue harmonique du point A, u, v, pur rapport a ces deux points, a pour coordonnees
Or on tire des relations (B), en climinant ir0,
i au\ + «J(i — a!) + H;([ + a!) = o.
Le point (X',,X2,X3) decrit done la conique
(i - «2)X7 -+- ia\ XI -+- (1 -+- «S)X2 = o.
Nous I'appellerons la conique harmonique correspondant an pole principal 04. Le triangle (^(hOa est anlopolaire par rapport a cette conique.
III. — Cercles doublement tangents a une cyclique
106. Soit un cercle, bitangent a la cyclique S en deux points, d'arguments 0 et 0'. On a
,et, par suite :
Les deux points cie contact d'un cercle bitangent a la cyclique sont conjugues dans un des systemes principaux.
II y a ainsi quatre systemes de cercles bitangents, et l'equation generale ties cercles d'un systeme sera tie la forme (n° 61)
o = or A + 2 w B + C,
to etant une constante arbitraire.
II en^resulte aisement que :
Les centres des cercles bitangents d'un meme systeme decrivent une conique.
Les quatre coniques ainsi obtenues se nomment deferenles ; chacune d'elles correspond a un systeme principal et a un pole principal. La puissance d'un pole principal par rapport aux cercles bitangents
du systeme correspondant est evidemment egale au carre du rayon ducercle directeur qui a ce pole pour centre; par suite :
11 y a dans un systeme de cercles bitangents quatre cercles de rayon nul; leurs centres sont a V intersection de la deferente et du cercle directeur correspondant au systeme.
Ces quatre points sont appeles foyers. Une cyclique a ainsi seize foyers. Tous ces resultats sont bien connus, et nous n'y insisterons pas davantage.
107. La conique harmonique el la conique deferente correspondant a un pole principal sont polaires reciproques I une de 1' autre par rapport au cercle directeur qui a ce pole pour centre.
Soient, en effet, A et B deux points de la cyclique conjugues dans le systeme principal correspondant au pole 0 considere; il est geometriquement evident que la deferente est l'enveloppe des perpendiculaires elevees aux segments AB en leurs milieux. Soient M le conjugue harmonique de 0 par rapport au segment AB, p, la distance OA, p2 la distance OB, p la distance OM. On a
- — 1 ou p „ =pipi=*-i
k etant le rayon du cercle directeur du centre 0. Par suite :
Le point M est le pole par rapport a ce cercle directeur de la droite elevee perpendiculairement au segment AB en son milieu.
Corollaire. — Les quatre points de contact d'un cercle directeur avec les tangentes communes a ce cercle et a la conique harmonique correspondante sont des foyers de la cyclique.
108. Par un pole principal passent deux tangentes doubles de la cyclique.
Ces droites sont les tangentes menees du pole principal a la conique harmonique correspondante. Les quatre points de contact de ces deux droites et de la cyclique etant deux a deux conjugues dans un meme
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systeme principal sont sur un cercle. On trouve ainsi huit tangentes doubles. II n'existe pas de tangenle double ne passant pas par un pole principal; car, si 0 et 0' sont les arguments des deux points de contact d'une tangente double, on a
2(0 + 6') — ha +
et, par suite, ces deux points sont conjugues dans un systeme principal.
109. Remarque. — Le cercle directeur de centre 04 est un cercle decrit de 04 comme centre, et par rapport auquel le triangle 040203 est autopolaire; par consequent (n° 100), ce cercle a pour equation
(a) px\ -+- qx\ -+- rx\ = o.
La conique harmonique qui correspond au point 04 a pour equation
(i — a-)x\ + iax\ + (i + ai)x\ = o.
La conique deferente correspondant au ineme point est, par rapport au cercle directeur, la polaire reciproque de la conique harmonique; on a ainsi, pour son equation,
(13) P^L^9lfl^llfL = 0.
i — a2 ia i -+■ ci
Or on a vu que la cyclique a quatre foyers a l'intersection d'une deferente et d'un cercle directeur correspondants ; de la forme meme des equations (a) et ((3) resulte le theoreme suivant :
110. Dans le quadrilale re forme par les quatre foyers d^une cyclique equidistants d un pole principal, les points de rencontre des cotes opposes el des diagonales coincident avec les trois autres poles principaux.
IV. — Systemes gen6raux de conjugaison
111. Soient deux points A et B de la cyclique, d'arguments 9 et s — 6; ces deux points sont, par definition, conjugues dans le systeme s. Tout cercle qui passe par ces deux points coupe la cyclique en
deux nouveaux points, conjugues dans le systeme — s. On en deduit immediatement ce theoreme, de M. Darboux :
Si Von coupe une cyclique par un cercle que'conque, que par deux des quatre points d' intersection on fasse passer un cercle, et, par les deux autres, un autre cercle, les deux nouveaux cercles coupcront la cyclique en quatre points nouveaux, situes sur un cercle.
112. L 'equation generate des cercles qui coupent la cyclique en quatre points, dont deux sont conjugues dans le systeme donne, s, s'obtient comme il suit, Les deux autres points d'intersection d'un de ces cercles et de la cyclique etant conjugues dans le systeme — s, l'equation qui donne les arguments des points d'intersection du cercle et de la cyclique sera de la forme (35)
f(t) =^(0(«l?'l + + (MD =°
ou, a un facteur constant pres,
A et \k etant des constantes arbitrages.
Les fonctions ']> (/), y[ (t), ®"2 (t) sont de la forme indiquee au n° 55; les quatre zeros de <J> (t) sont les quatre arguments qui correspondent aux deux points doubles de S.
L'equation generate cherchee sera done de la forme
o — 1[J.A + AB + /JlC-t-I),
et, comme elle represente un cercle, quels que soient >. et a, les courbes A = o, B = o, C — o, D = o sont des cercles. On a d'ailleurs
et, par suite,
A(i)D(0-B(OC(0 = ».
On en conclut que le premier membre S de l'equation de la cyclique
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divise le polynome du quatrieme degre AD — BC; on d'autres termes, on a
S = AD — BC
113. On deduit de la V equation generate des droites qui joigncnt deux points conjugues dans le systeme s (ou—s).
II suffit, en efTet, d'exprimcr quo la courbe (c'est-a-dire le cercle)
iftA -+- >.B -+- /jlC -+- 1) = o
se decompose en deux droites, dont l'une est la droite des points doubles de S. En expriniant cette condition, on oblicnt evidemment une equation de la forme
a, b, c, d etant des constantes.
Si Ton porte la valeur de p; tiree de cette relation, dans l'equation generale des cercles passant par deux points conjugues dans le systeme s, on obtient l'equation
o — X2(aB — bk) + 7(cU - dk 4- aJ) — bC) + cD — dC
et les trois fonctions du second degre
«B — bA, cB — dk + aV — bC, cD — dC
seront divisibles par le premier membre A, de l'equation de la droite qui joint les points doubles de S.
Designant respectivement par A', B', C les quotients de ces trois fonctions par A, on aura, pour l'equation generale des droites joignant deux points conjugues dans le systeme s,
Les arguments des points d'intersection d'une de ces droites avec S verifieront l'equation
( ?'i + WD ( ?'a + P?9a ) = °-
p. etant he a X par la relation a A p. + frk + cp. -+- d — q.
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Par consequent
V enveloppe des droites joigna.nl deux points conjugues dans un systeme donne est une conique.
L'equation de cette conique, le systeme donne etant le systeme s, est
Or on peut ecrirc identiqueincnl
A2(B'2 — 4A'C') = [(«D + tfA — c\i - 6C)]v+ 4 (6c— ad) (AD - HC)
ou
A2(B'2- 4A'C) = (fll) + f/A-c!!-M',)! + 4(6c — arf)S.
Celte identite montre que la conique cnveloppe louche la c\ clique en quatre points, situes sur le cercle
a I) + dk — cH — bC = o.
Ainsi :
115. Les droitcs jo gnant deux points d une cyc/ir/ue, conjugues dans un systeme donne, enveloppent une conique, qui louche la cyclique en quatre points.
Nous dirons qu'une pareille conique est inscrite dans la cyclique, et nous appellerons cercle de contact le cercle qui passe par ses quatre points de contact avec la cyclique.
Remarque. — Ces resultats sont un cas particulier de ceux qu'on a etablis au n° 80.
A chaque valeur de s correspond ainsi une conique inscrite et un cercle de contact; nous aliens deniontrer que :
1 16. Tous les cercles de contact ont meme centre.
Supposons pour un instant que les points doubles de S soient deux points quelconques E, et E2 du plan.
On peut considerer le systeme forme par une conique inscrite a S et par la droite A des points doubles, comme une courbe adjointe du troisiemc degre, tangente a S en quatre points, situes sur une courbe
adjointe du second degre, que nous nommerons conique de contact. Par suite, si T = o, T = o sont les equations des tangentes a S au point double E, ; si
A = T -+- agT' = o, T + fl,T'=o
sont respectivement les equations de la droite des points doubles et de la tangente en E, a la conique de contact, on aura (n° 41)
puisque ici = a%, d'ou
La solution a, — a?, est a rejeter, car elle cxprime que la conique dc contact touclie A au point E,, et, par suite, puisqu'elle passe par E2, se decompose en deux droites, dont Tune est A, et dont l'autre est une droite D du plan; la conique inscrite correspondante serait alors la droite D comptee deux fois.
Pour obtenir une conique inscrite proprement dite, on doit done prendre le signe — ; on a ainsi a, — — ag.
De la cette consequence :
Les co nig ties de contact onl en an qaclconqae des points doubles de S une tangente commune; cette tangente est conjuguee harmonique de la droite des points doubles par rapport aux deux tangentes de S, au point double considere.
Dans le cas ou S est une cyclique, on voit ainsi que tous les cercles de contact ont meme centre.
On appelle foyers singuliers d'une cyclique les quatre points d'intersection des tangentes a cette courbe en un de scs points doubles avec les tangentes en l'autre point double; ces quatre points sont evidemment situes deux a deux sur deux droites rectangulaires, se coupant en leur milieu.
II resulte de ce qui precede que :
117. Le centre commun des cercles de contact coincide avec le point de rencontre des deux droites rectangulaires qui joignent deux a deux les foyers singuliers de la cyclique.
V. — Proprietes du centre
118. Le centre commun des cercles de contact jouit de proprietes importantes; nous l'appellerons dorenavant centre de la cyclique. Les propositions suivantes justifieront cette denomination.
Soient deux droites quelconques, joignant respectivement deux points conjugues dans Ie systeme s,
Les equations aux arguments des points d'interseclion de ces droiles avec la cyclique sont respectivement
( op', -t- X <p^ ) ( <p2 -+- p tpa ) = Oj (©', + X'<p'j ) (cp'2 -f- /jl'cp'j ) = o.
u. et [// etant lies a X et X' par les relations
o = r/A^jt. + 6X + cjx + c?, o = aX'|j.'+ 6X'h- Cfi'-H c/.
Les huit points ou les deux droites considerees coupent la cyclique forment quatre couples; deux de ces couples sont conjugues dans le systeme s, les deux autres le sont dans le systeme — s. II en resulte que ces huit points sont quatre a quatre sur deux cercles, et les equations aux arguments des points d'intersection avec S de ces cercles sont respectivement
o = ( o\ + X'<pi) (<pj -4- p. ©I).
Par suite, on a, pour les equations de ces cercles,
o = l f/A + X B + fA'C + I), o = X'[jl A + X'IJ + fjt C + D
ou, en tenant compte des relations qui lient X et a, X' et \l' ,
o = XX'(aB — bA)-hl (cB — dX) 4- X'(aD — 6C) + cD — dC, o = XX'(aB — bA) 4-X'(cB -d\)+ X(aU— £C) + cD — dC,
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ce qu'on peut ecrire (n° 11.'})
o = (a J) + d A - cB — bC) + >./' A' + tfci B' + C,
o= -^^(aD + ^A — cB — 6C) + >./.' A'-f- '—^-W + C.
Si Ton remarque (|iio le cercle de contact de la conique B'2 — 4 AC a pour equation (n° 114)
aD + dk — c H — bC — o,
et que l'equation de la droite qui joint les deux points de contact des droites considerees avec cette conique est
>.VA'+ — — B' + C'=o,
on arrive, par des considerations simples de Geometrie analytique, aux resultats suivants :
Soient
A et B deux points d'une cyclique, conjugues dans un systeme donnej; a et b les points nouveaux ou la droite AB coupe la cyclique; A' et B', a' et b' deux couples de points analogues, situes sur une seconde droite ;
II et H' les points oil les droites AB et A'B' touchent la conique C, enveloppe des droites joignant deux points conjugues dans le systeme s; M le milieu de AB; m le milieu de ab.
I. Les points A, B, a , 1/ sont sur un cercle 2; Les points A', B', a, b sojU sur un cercle £'.
II. Les cercles 2 et 2' se coupent en deux points, situes sur le cercle de contact de la conique C, et sur la droite WW.
III. Le centre du cercle de contact est le milieu de la ligne des centres des cercles 2 et 2'.
IV. Le point W est le centre de V involution delcrminee sur la droite AB
par les segments AB, ab ; on a ainsi
HA..HB = WaWb,
el la valeur commune de ces deux produits est egale a la puissance du point H par rapport au cercle de contact.
120. De la troisieme de ces propositions, on deduit une consequence interessante.
Le centre du cercle Sest sur la perpendiculaire, elevee a la droite AB en son milieu M; de meme le centre du cercle Zr est sur la perpendiculaire elevee au milieu m de ab. D'apres le theoreme III ci-dessus, le centre du cercle de contact est an milieu de la ligne ties centres des cercles £ et 2'; il en resulte que la perpendiculaire abaissee du centre du cercle de contact sur AB tombe au milieu des points M et m.
En d'autres termes :
121. Le pied de la perpendiculaire abaissee du centre de la cy clique sur une droite quelconque est le centre des moyennes distances des qualre points oil cetle droite coupe la cyclique.
122. Corollaire I. — Les pcrpendiculaires elevees aux liuit tangenUs doubles d'une cyclique, au point milieu des deux points de contact, concourent au centre de la cyclique.
123. Corollaire II. — Si Ton connait le centre d'une cyclique, et trois points de cette courbe, situes sur une droite D, le quatrieme point ou cette droite coupe la cyclique est determine.
124. Corollaire III. — Le centre de la cyclique est le centre des quatre coniques-deferent.es,
Soient, eneffet, A etB deux points conjugues dans un systeme principal; a et b les deux points coujugues dans le meme systeme, oil la droite AB coupe la cyclique; M le milieu du segment AB; m celui du segment ab.
D'apres ce qui a etc dit au n°107, les deux droites elevees perpendiculairement a AB aux points M et m touchent la conique deferente correspondant au systeme principal considere; par suite le centre de cette
conique est sur la droite P, elevee perpendiculairement a AB au milieu du segment Mm, et les droites telles que P passent ainsi par un point fixe, qui est le centre de la deferente. Or nous savons, d'apres le theoreme precedent, que la droite P passe par le centre de la cyclique; il en resulte, puisque la droite P a une direction variable avec la direction de la droite AB, que lc centre dc la deferente consideree coincide avec le centre de la cyclique.
VI. — Coniques inscrites
125. L'equation generale des coniques inscrites peut se mettre sous une forme simple. Si Ton suppose, en effet, que le rayon du cercle de contact augmente indefiniment, ce cercle aura pour limite la droite de l'infini comptee deux fois, et la conique inscrite correspondante aura la meme limite. En d'autres termes, la courbe A2 = o est une des coniques inscrites a S.
Or l'equation generale des coniques inscrites est de la forme
MX2+2N>, + P = o,
X etant arbitraire (n° 64), et M — o etant evidemment l'equation d'une quelconque d'entre elles. Si Ton fait M = A2, on aura, en coordonnees cartesiennes, pour l'equation generale des coniques inscrites,
(£') A2+ 2XC-f-G = o.
La conique' C = o est evidemment le cercle de contact de la conique inscrite G = o.
On en deduit immediatement les resultats suivants
Les coniques inscrites a une cyclique ont monies directions d 'axes . Le lieu des centres des coniques inscrites a une cyclique est une hyperbole e'quilalere, passant par le centre de la cyclique. Les asymptotes de cette hyperbole sont paralleles aux axes des coniques inscrites.
Nous appellerons directions axiales de la cyclique les directions axiales des coniques inscrites. Parmi les coniques inscrites, figure evidemment le couple de tangentes doubles issues d'un pole principal ;
par consequent, la conique, lieu des centres, passe par Ies quatre poles principaux.
Nous appellerons cette conique, qui passe par le centre et les poles principaux de la cyclique conique principale.
VII. — Cycliques homofocales
127. L'etude des cycliques homofocales est liee intimement a celle des points conjugues. Le theoreme suivant est dans ce sens fondamental :
Le lieu des centres des cercles de rayon nul passant par deux points d une cyclique S conjugues dans un sysleme donne s, est une cyclique S', homofocale a S.
i° Le lieu est une cyclique. En effet, les cercles passant par deux points conjugues dans le systeme s ont pour equation generale (n° 112)
A/jtA -+- AB -+- fJtC -I- I) =o,
~k et pi etant des constantes arbitraires, A, B, C, D les premiers membres des equations de quatre cercles. Soit, en coordonnees cartesiennes,
A = a(x2-+- j2) + i{a^x + (3,/) -+- y,, B = 6(.rs + y-) 4- 2(a,.r 4- (32y) 4- y2, C= c(x*-hy2) 4- 2{azx -+- pijO 4- y3, D = d(x2-\- y"1) 4- i{a,x + fcy) 4- y4.
Le cercle XptA + XB-+-[jlC + D = o sera de rayon nul si les equations
Iplax -+- (3, ] + ").[bx 4- a, | 4- f/.(c.r 4- a3) 4- fl^c 4- oc4 =o,
*f*[«T+M +m>y + Ps] 4-/A(cy;4-{33) + %■ -f-f 4 =o, >;p.[a,x-t- (3, j)- + y,]+-)v[aoj: + |32 j+y2]4-^(a3J" + j33j4-y3)+ a4.r 4-|34 r4-y4 = o
sont compalibles, et le lieu des centres des cercles de rayon nul passant par deux points conjugues s'obtiendra en eliminant X et fx entre ces trois equations.
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On trouve, en les resolvant par rapport a X et a,
P, Q, T, R etant les premiers membres des equations de quatre cercles. Le lieu cherche a pour equation
PQ = RT
c'est done bien une cyclique S'.
20 Cette cyclique est homofocale a S.
Revenons, pour plus de clarte dans le langage, au cas oil les points doubles de S sont deux points quelconques E, et E2 du plan ; et soient en e\ ; e2, e[, les couples d'arguments qui leur correspondent respectivement. On a e, -+- e\ -f- e2 -+- e', — o (n° 43 bis). D'apres ce qui precede, la droite qui joint E, a un point quelconque A de la courbe S, et d'argument 0, et celle qui joint E2 au point B d'argument s — 0, se coupent sur une courbe du quatrieme degre, S', dont E, et E2 sont des points doubles. La droite E,A coupe S en un quatrieme point d'argument — (e'j-f-e, +6); de meme, la droite E2B coupe S en un quatrieme point d'argument — (e't + e2 -+- s — 0), et Ton voit que la somme des arguments de ces deux points est — s. En d'autres termes, la droite qui joint E, a un point quelconque de S, d'argument 0', et celle qui joint Ea au point d'argument — s — 6' se coupent egalement sur la courbe S'.
Cela pose, etant donnee une droite quelconque. issue de E, et coupant S au point A d'argument 0, on obtiendra les deux points de la courbe S' (autres que E,) situes sur cette droite en prenant son intersection avec la droite qui joint E2 au point d'argument s — 8 et celle qui joint E2 au point d'argument — s — 6. Si ces deux dernieres droites se confondent, la droite E, A seratangente a S'. II faut, pour cela, que les points d'arguments 5 — 6, — s — 0 et le point E2 soient en ligne droite, e'est-a-dire que Ton ait
ou
En ce cas, le quatrieme point oil la droite E., A coupe S, et qui a pour argument — (e, -i- e\ -t- 0), e'est-a-dire e2 + — 0, coincidera avec le
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point d'argument 6, et la droite E, A sera tangente a la courbe S en ce point.
Par consequent :
Les tangentes menees aux courbes S et S', par les points E, et E2, sont les memcs.
En d'autres terrnes :
Les cy cliques S et S' sont homofocales.
128. II resulte de la que les huit points de la cyclique S, dont les arguments sortt
S , S W , SO
sont situes sur la cyclique S' ; ces points sont, en effet, conjugues a euxmeracs dans le systeme s ou dans le systeme — s.
Les deux cycliques ne se coupant qu'en huit points, a distance finie, on a ainsi les arguments de tous leurs points d'intersection. lis sont de la forme
129. Remarque. — Nous dirons desormais que les deux systemes de conjugaison s et — s sont complementaires.
130. Les cycliques homofocales ont mimes poles principal v x et memes cercles directeurs.
Ce theoreme resulte directement de ce qui a ete dit au n° 106.
131. D'apres ce qui precede, les huit points d'intersection de deux cycliques homofocales, situes a distance finie, ont pour argument sur Tune, S, de ces cycliques, huit quantites de la forme
s h co - ± — I h 2//u' :
la tangente a S en un de ces points joint done sur cette courbe deux points conjugues dans le systeme s, ou le systeme complementaire, et, par suite :
Les huit langentes menecs a une cy clique en ses points a" intersection avec une cyclique homofocale touchent une conique inscrite dans la premiere cyclique.
132. La definition donnee plus haut d'une cyclique S', homofocale a S, peut se traduire ainsi :
Soient A et B deux points d'une cyclique S, conjugues dans un systeme donne, s, ou dans le systeme complementaire. Les points A, et B, situe's sur la perpend iculaire elevee au segment AB en son milieu M, et tels que
MA, = MB, = MA v1— •»
sont sur la cyclique S' .
Car ces deux points sont bien les centres des deux cercles de rayon nul qui passent par A et B.
De la resulte la propriete connue :
Les cy cliques homofocales se coupent a angle droit.
Soient, en eftet, sur la cyclique S, deux points A et B, d'argu-
ments ^ 4- z et s- — i. La quantite £ etant tres petite, ces deux points
sont voisins; pour z = o, ils se confondent en un des points d'intersecr tion A0 des cycliques S et S', et la droite AB a pour li mite la tangente en A0 a la cyclique S.
D'apres la construction indiquee plus haut, les points A, et B, qui correspondent sur la cyclique S' aux points A et B sont voisins, et la droite A,B, a pour limite la tangente en A0 a la cyclique S'. Or les droites A,B, et AB restent perpendiculaires; il en resulte que les deux cycliques se -coupent a angle droit au point A0. c. q. v. n.
Des deux theoremes precedents on deduit le suivant
Les huit normales menees a une cyclique en ses points d' intersection avec une cyclique homofocale touchent une conique inscrite dans la deuxieme cyclique.
134. Les huit points ({'intersection de deux cycliques homofocales sont sur une cubique circulaire, qui passe par les sornmels, les points de rencontre des coles opposes et des diagonales du quadrilalere forme par les quatrc poles principaux des cycliques.
Tout d'abord, ces huit points sont bien sur une cubique circulaire, car la somme de leurs arguments ± - -f- - w -+- ili 0/ sur la cyclique S est nulle (n° 47), a des multiples pres de to, l\<a'.
Remarquons maintenant que les quatre arguments \ — ^> s- -+-
— s- -+- ^ ont une somme nulle (a des multiples pres de w, 4W')' c' qu'ils verifient, par suite, une equation de la forme
al)u0(t) + a, «i(0 -I- a2a.,{l) ■+■ a3n3(t) = 0.
Or les fonctions u„(t), ut(i), u2(t) sont paires, la fonction u3(t) est impaire [eq. (E), n° 99]; il en resulte que la constante a3 est nulle. De meme, les fonctions u0, u3 ne changent pas quand on y rem-
place / par ^ — la fonction u2 change de signe, et Ton a a, = o.
L'cquation est done de la forme
Les quantites - -+- 201 , — - + 2a/, - h (- 2co , +- - +201
verifient par suite l'equation
e'est-a-dire, a un facteur exponentiel pres,
Les arguments des huit points d'intersection de la cyclique S et d'une cyclique homofocale S' verifient done la relation
Le rapport ^ varie avec s, e'est-a-dire avec la cyclique homofocale S' consideree.
Les huit points d'intersection de S et de S' sont done situes sur la cubique circulaire, dont l'equation est,
en designant par U0 = o, U, = o les equations des cubiques circulaires qui coupent respectivement S aux points dont les arguments verifient les relations
Les huit points d intersection de deux cy cliques homofocales sont done sur une cubique circulaire, passant par sept points fixes a distance finie.
II reste a determiner ces sept points.
Or nous avons trouve (n° 96)
px'\{t) + qx\{t).->r rxl(t) = 2M0(/) A CO- Il en resulte que la cubique, dont l'equation est
xx [>.( p x\ -+- qx\ ■+- rx\ ) — xx ( + q p ^2 •+- rv.v3 )] =1 o,
coupe S aux points doubles et en huit autres points, dont les arguments verifient l'equation
o = .r, ( t) [2 A tt0(t ) — .r, ( 0] on ( 11 y + Xa0) («,. — 1 u$) = u\ — «; =n o.
Cette cubique fait done partie du faisceau (U0, U,); son equation est
Ui — A'-U0 = o;
on verifie aisement qu'elle passe par les sept points
(x.2=zo, x{ = o), (.r3 — o, Xi — o), (x2= o, x3— o), (J?t = >, x2— fx, x3 = v), e'est-a-dire les poles principaux de S, et
( xt — A, x.z ■= n, x3 — o), (.r, — 1, X}— o, j;3= jj.), (ar, = 0, fx, j?3= v),
e'est-a-dire les points de rencontre des cotes opposes et des diagonales du quadrilatere forme par les poles principaux.
D'un autre cote, ttjj, u'\ sont lies par une relation lineaire (n° 95); si done U, = o est l'equation de la cubique circulaire qui coupe S aux points dont les arguments verifient la relation u\(t) = o, le faisceau de
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cubiques (U0, U.,) est identique au faisceau (U0, U,) : or on trouve, comine plus haut, que la cubique [a2U0 — U2 = oa pour equation
x1[p.(px^ -+- qx\ -+- rx\) — x^{p\x^ -+- q\xxt-\- rvx3)] — o,
et Ton verifie qu'elle passe par les sept points mentionnes plus haut.
Toutes les cubiques du faisceau a* U0 — a) U, = o passent done par ces points. c. q. f. d.
VIII. — Systemes paraboliques de conjugaison
135. Soiente,, e\ ; e.,, e\ les couples d'arguments qui correspondent respectivement aux deux points doubles E, et E2 d'une .courbe du quatrieme degre S; considerons sur cette courbe deux points conjugues dans le systeme e, -+- e2, ou dans le systeme complementaire — (e, 4- e2), e'est-a-dire e\ -+- e[,. La droite qui les joint touche une conique inscrite dans S, et, comme la droite E, E2 joint le point d'argument e, au point d'argument e2, cette conique touche E,E2; dans le cas oil S est une cyclique, la conique est done une parabole.
De meme, les droites qui joignent deux points de la cyclique S conjugues dans le systeme e, -+- e[, ou dans le systeme complementaire e\ -+- e2, enveloppent une parabole.
Nous appellerons systemes paraboliques de conjugaison les systemes e, -+- e2, eK ~h e[, et les systemes complementaires.
136. Remarque. — L'equation generale ties coniques inscrites dans une cyclique
montre que, parmi ces coniques, il n'y a que deux paraboles, et que ces deux courbes ont leurs axes rectangulaires et paralleles respectivement aux directions axiales de la cyclique.
137. Nous avons rappele plus haut la definition des foyers singuliers d'une cyclique. Dans ce qui suit, nous designerons par :
Fo\er singulier F le point de rencontre des tangenlcs aux branches e, et e2, » F' » e\ et e'.2,
Les foyers F et F', F, et F'( sont situes sur deux droites rectangulaires, se coupant au centre de la cyclique, en leurs milieux; on a
F,F', = FF' v^- Nous dirons que les foyers F et F, F, et F'( sont conjugues.
138. Tout cercle dec/it (/'an foyer singulier d'une cyclique comme centre coupe cette courbe en deux points a distance finie, et la ligne qui Joint ces deux points enveloppe une parabole inscrite dans la cyclique.
A deux foyers singuliers conjugues correspond la meme parabole.
Soit, en eflet, un cercle decrit de F comme centre; ce cercle est tangent aux points E, et E2 aux branches et et e.2 de la cyclique; il coupe done cette courbe, a distance finie, en deux points dont les arguments ont pour somme — (e, -+- e2)> e'est-a-dire e\ -+- e'2.
De meme, les deux points a distance finie, ou la cyclique est coupee par des cerclesayant leur centre en F', F,, F'^sont respeclivementconiugues dans les systemes e, -+- e2, e\ + e.2, et -+- e\. c. Q. f. d.
139. Ueprenons l'equation des coniques inscrites dans une cycli(jue
G + aXC + X^o,
et choisissons, comme axes de coordonnees cartesiennes, les axes de la conique G = o. L'equation precedent? devient
( H ) o = I1 x2 4- m*y* — l2m2+ilC -+- X2,
etant pose
C — a ( x2 + y2 ) + 2 b x + 2 cy + d.
Considerons les cercles qui sont bitangents a Tune des coniques representees par cette equation, ctqui ont leur centre sur l'axe de cette conique parallele a l'axe des x. L'equation de l'un quelconque U de ces cercles sera, ~k' designant une constante arbitraire et n- la quantity I'1 — m2,
o = U = l2x2-+- m2y2 — llm2 + aXC + A2 — n2(x + I')2.
La cyclique S, enveloppe des coniques representees par l'equation (H),
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a pour equation
0 = S = C2— l-x-— niLyi+ llm\ On a done identiquement
ou
Gette identite donne aisement les consequences snivantes :
i° Les quatre points d'intersection, a distance finie, du cercle U et de la cyclique S, sont a l'intersection de ce cercle avec les deux cercles
C-hl — n(x -+■!') = o, C + A + n(i; + ^) = o
dont les centres respectifs sont fixes, quels que soient la conique inscrite et le cercle bitangent a cette conique, que Ton considere.
2° Les asymptotes de ces deux cercles coincident avec les asymptotes de la cyclique; en d'autres termes, leurs centres sont deux foyers singuliers conjugues de la cyclique.
3° La ligne qui joint les centres de ces deux cercles est parallele a 1'axe des x.
Par consequent :
140. Les directions axiales d'une cyclique sont celles des droites qui joignent le centre aux foyers singuliers.
Et :
141. Etant donnee une conique inscrite dans une cyclique, les cercles qui touchent doublement cette conique et qui ont leur centre sur I' axe parallele a une direction axiale donnee coupent la cyclique en quatre points : deux de ces points sont conjugues dans un systemc paraboliquc , les deux autres le sont dans le sysleme parabolique complementaire .
Si la direction axiale donnee est celle de la droite FF', les deux systemes dont il s'agit sont les systemes e, -+- e2 et e\ -+- e2 ; si la direction donnee est celle de F, ¥[, ce sont les systemes e\ -f- e., et e, -i-e',.
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IX. — Centres et foyers singuliers des cycliques homofocales.
142. Nous avons appele conique principale d'une cyclique l'hyperbole equilatere qui passe par les quatre poles principaux et le centre de la cyclique : cette conique est le lieu des centres des coniques inscrites dans la cyclique.
La conique principale passe par les milieux des droites qui joignent deux a deux les quatre foyers de la cyclique, situes sur un quelconque des cerclcs directeur s.
Gonsiderons, en effet, les quatre foyers d'une cyclique S, situes sur le cercle directeur dont le centre est le pole principal 0. Le lieu des centres des coniques circonscrites au quadrilatere forme par ces quatre points est une conique qui passe par les points de rencontre des cotes opposes et des diagonales de ce quadrilatere, et par les milieux des six droites qui joignent deux a deux les quatre foyers.
On sait, de plus (nos 106, 124), que par les quatre foyers d'une cyclique, situes sur un cercle directeur, passe une conique (deferente), qui a pour centre le centre de la cyclique.
Si done on se reporte au theoreme du n° 110, on peut dire que les quatre poles principaux et le centre d'une cyclique, les milieux des droites qui joignent deux a deux les foyers situes sur un quelconque des cercles directeurs sont sur une conique, qui est evitlemment la conique principale de la cyclique. c. q. f. d.
Les cycliques homofocales ont memes directions axiales
Car les directions axiales d'une cyclique sont celles des asymptotes do la conique principale.
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145. Le lieu des centres des cycliques homo focales est la conique principale, commune d ces cycliques.
Car le centre d'une cyclique est sur la conique principale.
146. Dans une quelconque des coniques inscrites a it/ie cyclique, lesdeux foyers situe's sur I' axe (de celte conique) qui est parallele a une direction axiale donnee sonl sur une cubique circulaire, homo focale a la cyclique el ayant une asymptote parallele a la direction consideree.
En effet, d'apres le theoreme du n° 141, ces deux foyers sont les centres de cercles de rayon nul passant par deux points de la cyclique consideree S, conjugues dans un systeme parabolique : le lieu de ces foyers est done une cyclique S', homofocale a S. Mais, si Ton considerc la parabole inscrite dans S, dont Taxe est parallele a la direction axiale donnee (n° 136, Remarque), on voit qu'un des foyers etant a l'infini dans cette direction, la cyclique S' coupera la droite de Tinfini en cinq points. Elle se decomposera done en la droite de l'infini et-en une cubique circulaire, homofocale a S, dont une asymptote sera parallele a la direction axiale consideree (').
147. Remarque. — Dans un systeme de cycliques hornofocales ne figurent que deux cubiques circulaires, puisque, par un point du plan et en particulier par un point a l'infini, ne passent que deux cycliques du systeme.
Les deux cubiques que nous avons- rencontrees au paragraphe precedent, en considerant successivement les deux directions axiales. sont done les deux cubiques circulaires faisant partie du systeme de cycliques hornofocales a S.
Si Ton se reporte au theoreme du n° 13 i, on voit que :
148. Les deux cubiques circulaires hornofocales a une cyclique passent par les sommels, les points de rencontre des cdle's opposes et des diagona/es du quadrilatere forme par les quatre poles principaux de la cyclique.
(') M. Darboux a donne un theoreme analogue pour les surfacesdu qualrienie ordre qui admettent lc cercle a 1'iaBoi comnie ligue double (Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces alge'briques. p. 334 )•
Nous appellorons T la cubique circulaire homofocale a S, dont une direction asymptotique est parallele a la droite FF'; T, la cubique circulaire bomofocale a S, dont une asymptote est parallele a Ft F', .
149. Une droite parallele a FF' coupe la cubique T en deux points a distance finie : ces deux points sont les foyers d'une conique inscrite dans la cyclique S;le centre de cette conique etant sur la conique principal, on a cette proposition :
Dans une cubique circulaire, homofocale a une cyclique donnee, le lieu des milieux des cordes paralelles a la direction asymptotique reelle est la conique principale de la cyclique.
La conique principale est done la conique harmonique du point situe a 1'infini, dans la direction asymptotique, sur la cubique circulaire consideree. Si Ton se reporte a des proprietes connues des cubiques et si Ton re marque que la conique principale et la cubique consideree passent par les poles principaux de la cyclique S, on peut dire que :
Une cubique circulaire, homofocale a une cyclique donnee, a une asymptote commune avec la conique principale de la cyclique.
Les tangent.es menees a cette cubique aux poles principaux de la cyclique sont paralleles a cette asymptote.
150. Le lieu des foyers des coniqucs inscriles dans une cyclique est le mime que le lieu des foyers des coniques inscribes dans toute cyclique homofocale (*).
Ce lieu se compose, en effet, des deux cubiques circulaires qui ont memes foyers que les cycliques considerees.
Le theoreme demontre au n° 146 peut s'enoncer ainsi
Le lieu des centres des cercles de rayon nul passant par deux points d'une cyclique, conjugues dans le systeme parabolique donne ou dans le systems complementaire, est une cubique circulaire, homofocale a la cyclique.
(') Foir, pour un theoreme analogue dans 1'espacc, l'ouvragc cite" de M. Darboux, p. 334-
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Si les systemcs paraboliques consideres sont des systemes complementaires e{-\-e2, e\-he.,, la cubique circulaire correspondante passe par les foyers singuliersde lacyclique F et F' : ces points sont, en effet, les centres de deux cercles de rayon nul passant par deux points de la cyclique conjugues dans le systeme et + e., ou le systeme complementaire (n° 138).
Si done nous nommons axes d'une cyclique les deux droites rectangulaircs qui joignent le centre aux foyers singuliers de cette cyclique, nous aurons ce theoreme :
152. Dans une cyclique quelconque, homofocale a une cyclique S, les deux foyers singuliers situes sur I'axe qui est parallele a une direction axiale donnee sont sur une cubique circulaire, homofocale a S, ayant une asymptote par'allele a la direction consider ee.
Ainsi, le lieu des foyers des coniques inscrites dans une serie de cycliques homofocales et le lieu des foyers singuliers de ces cycliques coincident.
. X. — Intersections d'un cercle et d'une cyclique.
153. Nous avons vu comment, etant donnes le centre d'une cyclique et trois des points communs a cette courbe et a une droite, on pouvait determiner le quatrieme point commun. Nous allons traiter une question analogue pour les points d'intersection d'un cercle et d'une cyclique.
154. A et B etant deux points dune cyclique conjugues dans un systeme donne, s, la perpendiculaire elevee au milieu M du segment AB enveloppe une conique V.
Cette conique a pour centre et pour foyers le centre et les foyers singuliers de la cyclique.
On obtient la mime conique quand on considere, au lieu du systeme de conjugaison donne, le systeme complemcntaire .
Soient, en effet, sur la perpendiculaire elevee au milieu M du segment AB, les points A, et B,, definis comme au n° 132, e'est-a-dire
tels que
MA.^MB.^MAv/^T.
Soient
a, b les points nouveaux oil la droite AB coupe la cyclique considereeS; A', B'; a', b' deux couples de points respectivement conjugues dans les
systemes s et — s, et situes sur une meme droite ; a,, bt; A\, B't ; aj, b\ les points definis a l'aide des points a, b; A', B';
a', b', comme les points A, et B, le sont a Taide des points A et B.
Les points A,, B,, a[, b\; a{, bt; A\, B, sont sur une cyclique S', homof'ocale a S (n° 132).
Les points A, B; a', b' sont sur un cercle (n° 97) : je dis qu'il en est do meme des points A,, B, ; a\, b\.
Soit, en effet, L le point d'intersection des droites AB, a' b' . On a, puisque A, est le centre d'un cercle dc rayon nul passant par A et B,
LA^ = LBi* = LA,LB;
de meme
Mais A, B; a', b' etant sur un cercle, on a
LA. LB = Ld.LV
et, par suite,
LaT == LliT = Ld* — LV~l .
Les points A,, B, ; a\, b\ sont done sur un cercle de centre L; de meme les points A',, B', ; a,, bx. D'un autre cote, les points A,, B,; a,, bs sont evidemment sur un cercle, ainsi que les points A'(, B, ; a\ , b\ . II en resulte que, sur la cyclique S', les points A,, B, ; A',, B^ sont conjugues dans un meme systeme — a-, et que les points a,, b{ \ a\, b\ sont conjugues dans le systeme a.
Par consequent (n° 114) :
Les droites A,B(, at b{, A^B'j, a\b\, ... louchent une conique V inscrile dans la cyclique S'.
Le centre de cette conique est, sur la perpendiculaire elevee a la droite AB, a egale distance des perpendiculaires A,B, et ; or cette perpendiculaire (n° 121) passe par un point fixe qui est le centre de la
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cyclique S; il en resulte que le centre de cette cyclique coincide avec le centre de la conique V.
Les axes de la conique V sont paralleles aux directions axiales de la cyclique S' et, par suite, coincident avec les axes de la cyclique S (n°- 126-144).
Les foyers de la conique V sont les points a distance finie oil l'axe FF' coupe la cubique T et ou l'axe F, F', coupe la cubique T, ; ce sont done les points F, F', F,, F', eux-memes (nos 146-152). c. Q. f. d.
Corollaire. — Si le systeme considere s est un des systemes principaux, la conique V est une deferente (n° 107). Par suite :
155. Les coniques deferentes d' une cyclique ont pour foyers les foyers singuliers de cette courbe.
Soit maintenant un cercle quelconque de centre K coupant une cyclique S aux quatre points (a distance finie) A, B, a', b' ; soient M et m' les milieux des cordes AB et a b' . Les points A ct B sont conjugues dans un systeme les points a' et b' le sont dans le systeme — s (n° 97).
En vertu du theoreme precedent, les droites KM et Kmr touchent une conique V, dont les foyers sont les foyers singuliers de la cyclique S. On peut done dire, en s'appuyant sur une propriete bien connue des coniques, que les bissectrices des droites KM et Km' (qui sont paralleles aux bissectrices des droites AB et a' b') coincident avec les bissectrices des droites KF et KF', qui joignent le point K a deux foyers singuliers conjugues F et F' de lacyclique S.
En d'autres termes, si nous nommons cordes communes a une cyclique et a un cercle un des trois systemes de deux droites qui passent par les quatre points, a distance finie, oil le cercle coupe la cyclique, nous avons ce theoreme- :
1 56. Les bissectrices de tout systeme de cordes communes a une cyclique el a un cercle coincident avec les bissectrices des droites qui joignent le centre du cercle a deux foyers singuliers conjugues de la cyclique.
Ce theoreme permet, etant donnes deux foyers singuliers conju-
gues F et F' d'une cyclique et trois points communs a cette cyclique et a un cercle, de determiner sans ambiguite Ie quatrieme point d'intersection des deux courbes. Soient, en cffet, trois points A, B, a' d'une cyclique, situes sur un cercle, dont nous designerons le centre par K. On menera par ce point ia droite KM perpendiculaire a AB, puis la droite Km' symetrique de la precedente par rapport aux bissectrices des droites KF et KF'; le quatrieme point b' , commun au cercle et a la cyclique, est le symetrique du point a' par rapport a la droite Km'.
Corollaire. — Les bissectrices de tout systeme de cordes communes a une cyclique et a un cercle ayanl son centre sur un des axes de la cyclique sont paralleles aux axes de cette courbe.
157. Problkme. — Construire une cyclique connaissant les foyers singuliers el qualre points de cette courbe, non situes sur un cercle.
On construira autant de points de la cyclique qu'on voudra par la methode suivante :
Soient a, (3, y, £ les arguments des quatre points donnes. En appliquant la construction du paragraphe precedent, on determinera sur le cercle (a, (3, y) qui passe par les points d'arguments a, [3, y le point de la cyclique dont l'argument est — (a + p+y); et de meme, sur les cercles (a, [3, o), ((3, y, o), ([3, y, o) les points d'arguments — (a -+- [3 ■+- S ) , — a + y -h o), — ([3 + y + o).
On combinera ensuite tous ces points trois a trois et l'on obtiendra, comme on le voit aisement, de nouveaux points de la cyclique, et ainsi de suite.
Tangente en un point. — On peut construire la tangente a la cyclique en un de ses points, le point a par exemple.
On determinera surlecercle (a, y, (3) le poinld'argument — (« + y-t-(3) » sur le cercle ((5, y, — y — [3 — a) le point » a + (3 — §
» surlecercle (a, o, a -t- (3 — 8) le point » —2a — (3.
Le cercle (a, (3, — 2a - P) sera tangent a la cyclique au point a ; il coupe, en effet, cette courbe aux points d'arguments a, (3, —2a — [3, et son quatrieme point d'intersection avec la cyclique aura pour argu-
SUn LES COUIUSES DK GENRE UN.
ment
— a — j3 2« -j- (3, c'est-a-dire a. c. Q. r. d.
Cercle osculaleur en un point. — Supposons construites les tangentes a la cyclique aux points d'arguments a et (3.
On determines sur le cercle (|3, (3, — 2« — (3) le point d 'argument 2a-:, » sur le cercle (a, |3, 2a — (3) le point » — 3a.
Le cercle (a, a, —3a) coupera la cyclique en un quatrieme point u" argument — a — a + 3a, c'est-a-dire a, et sera par suite le cercle osculateur a la cyclique au point a.
158. Remarque. — Si les quatre points donnes sont sur un cercle, il faut que les bissectrices de tout systeme de deux droit.es qui passent par ces points soient paralleles aux bissectrices des droites qui joignent le centre du cercle a deux foyers singuliers conjugues F et F' donnes.
Si cette condition n'est pas remplie, la cyclique cherchee sera la courbe du quatrieme degre formee par le cercle donne et la droite de I'infini comptee deux fois.
Si cette condition est remplie, il y aura une infinite de cycliques repondant a la question, et il faudra eonnaftre un nouveau point de Tune d'elles pour la determiner.
159. On peut completer de la maniere suivante le theoreme du n° 151.
Soient A et B deux points d'une cyclique S, conjugues dans le systeme s. La perpendiculaire elevee au segment AB en son milieu enveloppe une conique V; nous savons d'ailleurs (n° 114) que la droite AB enveloppe une conique frinscrite dans la cyclique S.
Si I' on fait tourner la conique V de 900 autour de son centre, elle devient homothelique a la conique C .
Prenons pour axes, en coordonnees cartesiennes, les axes de la conique C. Soient A et B (?w figure, p. 186) les deux points conjugues dans le systeme s, 011 la tangente au sommet H de cette conique coupe la cyclique S ; a' et b' les deux points conjugues dans le systeme — s
situes sur la tan gen te au sommet W. Soit
(.r — a y -+- (v — (3 )» — ll2 = o
['equation <lu cercle de contact de la conique C; le centre P(a, (3) de cc cercle est le centre de la cyclique S ct celui de la conique V.
ft'
Les axes de cette derniere conique sont, en direction, paralleles a ceux de C (nos 154, 140), et, en grandeur, ce sont les distances du point P aux droitcs elevees perpendiculaircmcnt aux segments AB, a' b' en leurs milieux.
Or on sait que le produit HA. 1113 est egal a la puissance du point H par rapport au cercle de contact de la conique C (n° 1 19, § IV); on a done
UA. HB = (a)* + (b — (3)a — R2,
de meine
lT a', lib1 — ( a — a)1 + |32 — \V. Les points A, 13, a', b' etant sur tin cercle, on a
GA. GB = Get'. Gb'
ou
(UA - a) (lUi - a) = (W a' — b) (Wb' — b).
Rcmplacant dans cette egalite les produits HA.IIB, Wa'. lib' par leurs valeurs, il vient
a{2«- HA - HB) =6(2(3 — Wa' — B'b').
D'apres ce qu'on a dit plus haul, les longueurs des axes de la
conique V sorit:
Pour 1'axe parallele a Ox a — -( HA 4-HB);
Pour I'axe parallele a 0/ (3 — ~ (H'a'-H H'b').
Le theorems est done demontre, en vertu de I'egalite precedente.
160. Remarque. — Le point M milieu de la droite AB est, d'apres cela, situe sur la courbe, lieu du sommet d'un angle droit dont les cotes restent tangents a deux coniques, C et Y, homothetiques a 90°. II en est de merne du point m', milieu du segment a'b'. Or le lieu precedent est, comme le calcul le montre aisement, une courbe du huitieme degrc, qui se decompose en deux cycliques, ayant chacune un point double a distance finie. Si Ton se reporte au theoreme general du n°83, on peut enoncer les resultats suivants :
Le lieu du milieu du segment forme par deux points d' une cyclique S conjugues dans un systeme donne est une cyclique ayant un point double a distance finie.
Le lieu du milieu du segment forme par deux points de la cyclique S conjugues dans le systeme complementaire du premier est une seconde cyclique a point double.
V ensemble de ces deux cycliques est le lieu decril par le sommet d'un angle droit dont les cotes restent respectivement tangents aux coniques C et V, definies plus haul.
XI. — Theoremes divers
161 . Les quatre cercles directeurs d un systeme de cycliques homo focales font partie de ce systeme.
Soit, en effet, un cercle de rayon nul passant par deux points d'une cyclique S, conjugues dans un des systemes principaux, le systeme o par exemple. La puissance, par rapport a ce cercle, du pole principal 0, de la cyclique est egale au carre du rayon du cercle directeur de centre 0, (n.° 101) et, par suite, le centre du cercle de rayon nul considere est sur le cercle directeur precedent.
Uu cercle directeur d'une cyclique est done le lieu des centres des
oku v res nr. georoes Humbert.
cercles du rayon nul passanl par deux points de cette cyclique conjugues dans un systeme principal. c. q. f. d.
162. Le lieu des pieds des normales abaissees du centre d une cyclique sur les coniques inscriles dans celte cyclique est la conique principale.
On le verifie immediatement par le calcul, en partant de l'equation generate des coniques inscriles dans une cyclique. Par consequent :
163. Le lieu des pieds des normales abaissees du centre d'une quelconque des cycliqucs d un systeme hornofocal sur les coniques inscriles dans cette cyclique est la conique principale du systeme.
164. Nous savons que la perpendiculaire elevee en son milieu au segment forme par deux points d'une cyclique S, conjugues dans un systeme principal, enveloppe une deferente de cette cyclique. D'apres ce qui a ete dit au n° 154, celte deferente est inscrite dans la cyclique S', homofocale a S, qui est le lieu des centres des cercles de rayon nul passant par deux points de S conjugues dans le systeme principal considers;.
Si ce systeme est le systeme o, la cyclique S' sera le cercle directeur de centre 0, et, par suite, d'apres le theoreme precedent :
Les pieds des normales abaissees d'un pole, principal d'une cyclique sur la deferente corrcspondante sont sur la conique principale de la cyclique.
165. Le lieu des foyers singuliers des cycliques d'un systeme homofocal coincident avec le lieu des foyers des deferentes de ces courbes (n° 155).
Or les deferentes correspondant a un meme pole principal passent par les quatre foyers situes sur le cercle directeur dont ce pole est le centre.
Par consequent :
Le lieu des foyers des coniques passant par quatre points situes sur un cercle se compose de deux cubiques circulates, ay ant ces quatre points pour foyers (Sylvester).
Ces deux cubiques passent par les points de rencontre des cod s
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opposes ct des diagonales du quadVilatere forme par les quatre points. Elles passent egalement par le cent.re du cercle sur lequel ces points sont situes.
XII. — Cycliqu es inscrites
166. Nous dirons que deux cycliq ues S et S' sont inscrites l'une dans l'autre si elles se touchent en quatre points (a distance finie) situes sur un cercle.
L'equation generale des cycliques S" inscrites dans la cyclique S sera, en coordonnees cartesicnnes,
o = S' — S + M2, M — • o etant l'equation d'un cercle.
167. Les cercles (Tun meme systeme, bilangents a une cyclique S' inscrite dans une cyclique S, coupent cetle derniere en quatre points : deux de ces points sont conjugues dans un sysleme fixe, les deux autres lesont dans le sysleme complementaire .
En elTet, U = o etant l'equation d'un cercle bitangent a la cyclique S', on a (n° 106)
a> etant une constante. L'equation de la cyclique S', enveloppe des cercl es U, sera
b' — B2 — AC = o.
On a ainsi l'identite
B2 - AC = S + M
ou
c'est-k-dire
S ■+- AU = (Aw + B)s — M!-(Aw+ B + M) (Au + B- M).
Par consequent, les points coinmuns a la cyclique S et au cercle U sont a l'intersection de ce cercle avec les deux cercles
A co + B -+- M = o, Aw + li — M = o. Or le cercle Aoj + B+ M a deux points fixes, quel que soit w, et ces
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deux points sont situes sur S, puis • i Ton fait dans l'identite precede nte
A = o et li -!- M — o,
on trouve
Si=o.
II en resulte que deux des points communs a la cyclique S et au cerclc U sont situes sur un le passant par deux points fixes de S, c'est-a-dire out des arguments Jc. somme constante. c. q. v. d.
168. Corollaire I. — Deux d> points communs a une cyclique et a un cerclc qui louche deux cerclc d'un mime systeme, bilangenls d cette cyclique, sont conjugues dans un s \ Mime fixe.
Corollaire II. — Les cercles qui p>issent par deux points dune cyclique conjugues dans un systeme donne, qui touchent un cercle fixe bitangent a la cyclique, touchent un second c '/xe, bitangent a la cyclique et du meme systeme que le premier.
Corollaire III. — Les cercles qui passent par deux points d'une cyclique conjugues dans un systeme donne, et par un foyer de la cyclique, touchent un cercle, bitangent a cette courbe.
Corollaire IV. — Les quatre foyers, situes surun cercle directeur, d'une cyclique S' inscrite dans une cyclique S, sont sur une cyclique homo/ocale a S (Darboux).
Car ces quatre points sont les c le cercles de rayon nul pas-
sant par deux points de S, conjugue- dans un meme systeme.
'APPL1 CATION
LA THEORIE DES F01N HONS FUCHSIENNES
A L'ETl'ltE DES COURBES ALGEBRIQUES
{Journal de Math ie serie, t. II, 1886.)
1. M. Poincare a demon tre qu'< t pent tou jours exprimer les coordonnees des points d'une courbe algebrique en fonction fuchsienne d'un parametre : c'est ce resultat capital qui a servi de point de depart au present Memoire, et nous a p'ermis d'appliquer aux courbes de genre quelconque les principes et la inethode dont nous avons fait usage, dans un autre travail, pour etudier les courbes de genre un.
On connait la relation intime qui existe en tre la Geometrie sur une courbe algebrique et la theorie des integrales abeliennes qui appartiennent a cette courbe : c'est Clebsch qui a mis le premier cette relation en evidence dans son beau Memoire Sur I' application des fonctions abeliennes a la ge'ometrie, public au Journal de Cre/le, t. 63 ; il est revenu sur la question, avec plus de details, dans ses Legons sur la Geometric , recueillies et completees par M. Lindeniann.
II resulte de ces travaux que le theoreme d'Abel et les elements de la theorie de 1'inversion des integrales abeliennes de premiere espece permettent de trailer, d'une maniere complete, la question de I'intersection d'une courbe algebrique et d'une courbe adjointe quelconque, et de resoudre, en part iculier, dans le cas des courbes adjoinles, le probleme dit des courbes de contact.
Pour les courbes non adjointes, il faut introduire en outre des inte-
grales de troisieme espece; la question se rattache alors au probleme de l'inversion etendu, ctClebsch ne 1' pas traitee d'une maniere generale, au point de vue geometrique.
L'emploi des fonctions fuchsienntf.-s nous a permis de combler cette lacune, sans recourir a la theorie des integrates de troisieme espece: nous avons d'ailleurs envisage la question de l'intcrsection d'une courbe algebrique et d'une courbe quclconque, adjointe ou non adjointe, a un autre point de vue que Clebsch.
Clebsch se preoccupait specialernent des relations qui lient les coordonnees des points d'intersection; nous avons, au contraire, examine celles qui lient les parametres dont depend l'equation de la courbe secante, soumise a certaines conditions; et nous avons pu ainsi, dans le probleme des courbes de contact, donncr non seulement les proprietes des systemes de points de contact, comme l'a fait Clebsch dans le cas particulier des courbes adjointes, mais indiquer la forme de l'equation generate des courbes de contact, et en deduire des proprietes geometriques de ces courbes elles-memes.
Les cinq premiers paragraphes de notre travail sont consacres a l'exposition de quelques proprietes importantes des fonctions fuchsiennes et thetafuchsiennes: en particulier, on demontre au paragraphe III une proposition purement algebrique, relative aux zeros et aux infinis d'une fonction fuchsienne, proposition identique, au fond, au theoreme d'Abel et qui joue dans notre. theorie le role que joue, dans la theorie des courbes de genre un, le theoreme de Liouville sur les zeros et les infinis d'une fonction doublement periodique.
Dans les paragraphes VI-X, on expose les principes de la representation des coordonnees' des points d'une courbe a l'aide des fonctions thetafuchsiennes, et Ton etudie l'intersection d'une courbe de genre p et d'une courbe adjointe. On est ainsi conduit a distinguer deux especes de courbes de genre p.
Dans les paragraphes XI-XII, on aborde la question de l'intersection d'une courbe de genre p et d'une courbe quelconque, et Ton traite le probleme general des courbes de contact.
On termine enfin par l'etude sommaire de quelques courbes speciales, des courbes hyperelliptiques en particulier.
2. Parmi les modes de representation en fonctions fuchsiennes,
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indiques par M. Poincare pour les coordonnees des points d'une courbe de genre p, celui que nous avons adopte est le suivant.
Soit R0 un polygone fuchsien de la premiere famille de 4 P cotes, et tel que les cotes opposes soient conjugues : tous les sommets de ce polygone appartiennent alors a un meme cycle, et Ton pourra supposer que la somme de tous les angles de R0 est egale a 27c. Un tel polygone definit un groupe fuchsien G, et il sera toujours possible de determiner les parametres de ce groupe, de telle sorte qu'etant donnee une relation algebrique quelconque f{x,y) =0, on puisse poser x = F(Y), y=v (z), F et <p etant deux fonctions fuchsiennes du groupe G.
Remarque. — Soient ab et a, b, deux cotes opposes de R0, tels que les points a et b correspondent respectivement aux points a, et bt ; il resulte des travaux de M. Poincare que, si Ton decrit le perimetre du polygone en partant de a dans le sens ab, le cote conjugue sera parcouru dans le sens bK a,.
I. — Fonctions thetafuchsiennes holomorphes du premier degre.
3. Soit @ (z) une fonction thetafuchsienne de groupe G, holomorphe a l'interieur du cercle fondamental, et de degre m, c'est-a-dire
telle que Ton ait, (^z,^ ®tant une ^es substitutions de G, (1) & Ql^j = ® {z){vz +vy>*,
en supposant Agj — fxv = 1 .
Dans le cas que nous considerons, la somme des angles du polygone R0 etant egale a 2 tz, les sommets de ce polygone ne sont pas, en general, des zeros de la fonction 0 (s): le nombre des zeros de cette fonction dans l'interieur de R0 sera, d'apres une formule donnee par M. Poincare, egal a 2 m(p — 1).
Bien que M. Poincare, en etudiant les fonctions qui satisfont a I'equation (1), ait suppose que m designait un entier superieur a l'unite, la formule precedente, dont la demonstration ne s'appuie que sur la relation (1), est egalement applicable au cas m = 1 : la fonction thetafuchsienne correspondante est alors du premier degre.
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II est facile de dernontrer l'existence de fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre un, et de donner une expression analytique de ces fonctions.
Soient, en efTet, x{, x.2, x3 trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre m ; posons x = — ,y = — : les deux fonctions f'ueh-
siennes x ety seront liees par une relation algebrique / (x, y) — o, que nous ecrirons aussi f(xif x2, x3) = o.
II est aise de determiner lc des;re de cette relation. Soit k le nombre des zeros communs aux trois fonctions xt, x.2, x3 : les fonctions x et y auront, dans R0, im(j>— i) — k infinis, ces in finis etant d'ailleurs les memes pour les deux fonctions, et, par suite, une droite
ax + by + c = o
coupera la courbe/ = o en 2m(p ~i)—k points : le degre de cette courbe sera done im (p — i) — k.
II n'existera, cemme on le voit aisement, qu'un cas d'exception, celui ou les equations
a designant l'affixe d'un point quelconquc interieur a H0, auraient, dans l'interieur de ce polygone, d'autres solutions communes que la solution z — a.
Si nous ecartons de cas particulier, nous pouvons dire que la courbe / = d est de degre 2 m (p — 1) — k, et qu' a un point de cette courbe ne correspond, dans l'interieur de R0, qu'une seule valeur de l'argument z.
Cela pose, considerons 1'expression
P (37, y) dx _ P (xux,, .r3) / dxj, dx\ \
ou P (x, y) est le premier membre de l'equation d'une courbe de degre n — 3 [ etant pose 2 m (p — 1 ) — k = n ], adjointe a la courbe /=o.
II est clair qu'on a
(3) .fi.(A£±£)=fi(,)(v,-4.«B)»." . V ^1
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Je dis d'ailleurs que 0 (z) est holomorphe a I'interieur de Rfl : on voit en effet, par la deuxieme expression de cctte fonction, qu'elle ne peut devenir infinie que pour les valeurs de z qui annulent f'Xt,
Or on a
X\ fx, -t" + ^3 fxt —nf—o, d&i t, , dxt dx3
x3 et ne devenant pas infinis dans I'interieur de R0, les valeurs de z qui annulent /'..verifient les equations
et par suite, annulent le determinant x{ — Xz^p > a moins qu'on
n'ait a la fois/^ =/„ = = o.
Dans la premiere hypothese, le numerateur de 0 est nul, en meme temps que le denominateur, et la fonction reste finie ; clans la deuxieme, deux cas pourront se presenter :
Ou le zero commun des fonctions fx\ = f = /,. sera un des k zeros communs a xt, x2, x3, et 6 (z) reste fini pour ces valeurs de z, comme le montre la premiere expression de la fonction; ou le zero commun sera I'argument d'un point double de/, argument qui, par hypothese, annule P (x{, x.,,x3), et 0 reste encore fini.
II resulte de cette discussion que 0 (z) est une fonction thetafuchsiennedu premier degre, holomorphe dans I'interieur du polygone R0.
Cherchons maintenant quels sont, dans ce polygone, les zeros de la fonction.
En partant de l'expression
et en remarquant que les infinis de e'est-a-dire les infinis de x et y, ou les zeros de xa, n'annulent pas 6 (z), on voit que les zeros de cette fonction seront :
i° Les zeros de P (x, y) n'annulant pas / , e'est-a-dire ne correspondant pas a un point singulier de/: leur nombrc est egala celui des
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points communs aux courbes P = o et/ = o, distincts des points singuliers decette derniere, c'est-a-dire a i (p' — 1), p' etant le genre de !a courbe/ = 0.
20 Les zeros de^qui n'annulent pas fy. Or la relation
dx dy
montre qu'un tel zero, afl, doit annuler^; done, dans le voisinage du point z — a0, x et y se developpent en serie de la forme
1 / so ( ^'X\
X = -xa -+- — - ( x — )H 1 ■+-...,
d'ou
7) = /(•*<»>) + A(.r — .r0)2 -+- B(j— jo)2 +. . .,
/; = 2i!(v-Jo)+...
et f'y s'annulera egalement pour z — a0. II en resulte que 0 (z) n'a, dans le polygone R0, que 2 (/?' — 1 ) zeros.
Or une fonction thetafuchsienne holomorphe du premier degre, de groupe G, a, dans R0, 2 (p — 1) zeros; on a done p' = p, et la courbe f = 0 est de genre p. Ainsi :
Trois fonclions thelafuchsiennes t/e degre m, ayant
k zeros commons dans le polygone generateur, et lelles que les e'qua-
( Z t 3C ( Z 1 OC ( Z ) •
lions 1 ~ = " = 3 riaient pas dans ce polygone a" autre xi(oc) x2(oc) x3(cc)
solution que z = a, sont liees par une relation algebrique homogene f — o d'ordre 2 m (p — 1 ) — k et de genre p.
Les arguments des points autres que les points singuliers, ou la courbe f — 0 est coupee par une courbe adjointe quelconque d'ordre 2 m (p — 1) — k — 3, sont les zer^os d une fonction thetafuchsienne, holomorphe dans le cercle fondamental et de degre un.
5. La courbe f = 0, etant de genre/), admet p courbes adjointes d'ordre n — 3, dont les equations sont lineairement distinctes : nous
pourrons ainsi, en partant do l'expression (2), former /> fonctions thetafuchsiennes holomorphes et de degre un, 0,, 0,, 0 qui sont evidemment lineairemcnt independantes.
Je dis que toute fonction thetafuchsienne holomorphc de degre un 9 (z), est fonction lineaire et homogene des precedentes.
En effet, le rapport . dx > etant une fonction fuchsienne, s'exprime
rationnellement en fonction de x ety ('). On pent done ecrire
P (x, y) etant une fonction rationnelle. On demontrerait aisement, comme. dans la theorie des integrates abeliennes, que 6 (z) ne peut rester fini dans le polygone R0 que si P est un polynome entier et la courbe P = 0 une adjointe a la courbe / = 0, de degre n — 3.
II. — Periodes
6. Soient 6,, 02 9 p fonctions thetafuchsiennes holomorphes du premier degre, lineairement distinctes.
Considerons l'integrale
A z -+- \L ,V Z -+-CT
etant une des substitutions du groupe G : cette integrale a
(') On a en effet, en designant par u une fonction fuchsienne, y{u,x) = 0, <h(u,y) = o,
cp et <]; etant deux fonctions algebriques : u est done une fonction rationnelle de x etde 7, a moins qu'a des valeurs x ( a), y ( a) de x et y, correspondant a un raeme point de la courbe = o, ne corresponde plus d'une valeur de u; ce cas ne peut se presenter que si les equations x (z) — x (a), y (z) —y ( a) ont, dans R0, d'aulres solutions communes que 3 = a, hypothese que nous avons ecartee.
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une valeur independante de z, car en vertu de(3).
Soient S, (z), S2(s) deux substitutions du groupe G : on a identiquement
/S,[S,(c)] *8x{si /»S,|St(s)|
B,{z)dz = 9/c(z)dz + 9,{z)dz.
Or la derniere integrale est, d'apres ce qui precede, egale a
II en resulte que, endesignant par S(s) une substitution quelconque du groupe G, on aura
Qk ( z ) dz = m co* + m'o', -+-...+ mf^-'Jco^/'-",
aw, w', ... etant des entiers, et coA, u>'K, ... designant les valeurs de Pintegrale correspondant aux2/? substitutions fondamentales de G, c'est-a-dire aux substitutions qui transformentrespectivement Tun dans l'autre les cotes conjugues du polygone R0.
Si au lieu de 6* on considere une autre fonction analogue 0/, on aura de meme
/Sis) 9 1 ( z) dz = mw -+- m'dij -+- . . . ,
m, m' , ... etant les memes que dans la relation (4), puisque ces entiers ne dependent que dela maniere dont S est formee a l'aide des substitutions fondamentales.
Les quantites wA. sont evidemment les periodes de I'integrale abelienne de premiere espece
J Jy
III. — Zeros et infinis des fonctions fuchsiennes
7. Soil. F(s) une fonction fuchsienne quelconque d'ordre [/., c'esta-dire ayant ix zeros ct tu. infinis dans l'interieur de R0. L'integrale
r oA.(S)dz 3 -J VUj^TS
ou u designe une constante arbitraire et 0A une fonction thetafuchsienne holomorphe du premier degre, est nulle le long du perimetre dcR0. Soient en efl'et ab et a{ b, deux cotes conjugues de ce polygone,
tels que, par la substitution ^z, ^rqr^)> ab se transforme en a{ b,.
D'apres une remarque faite au n° 2, si Ton decrit le perimetre de R0, a partir de a, dans le sens ab, on decrirale cote conjugue de ab dans le sens b{ a,. La partie de l'integrale relative a ces deux cotes sera done
, _ rb Qk{z)dz rK djMdzt ' ~J„ F(s)>« Jai F(Sl)-«"
Soit s, le point de l'arc a, b{ qui correspond au point z de 1'arc ab. On a
F(s.) = F(z), h(**:)^Mz) O + gO2, d*t.=d*(vz et, par suite,
Qk{z)dz Bk{zx)dzx ¥(z)-u F(*,) — u*
ce qui entraine i — o. On a done aussi, le long du perimetre deR0,
En designant par a, , a2, . . . , les \x zeros de ¥ (z) — u compris dans l'interieur de R0 , il vient par suite
Or, si dans ('equation F(a) — u — o, on jconsidere a comme une fonction de u, on a
F' (a) dy. = <Y«,
et, par suite,
o = 8k (a,) dai -J- 8 k (a,) da2 -+•....
Faisons varier u depuis la valeur u consideree jusqu'a une valeur u', les zeros a, . . . varieront d'une maniere continue et prendront finalement les valeurs a', , a'2, . . . ; on aura done
(5) o = / 8k(<xl)dal I 9k(cx2)dcx2-{-. . . .
II peut arriver que, dans leurs variations, une ou plusieurs des quantites a sortent du polygone R0 : si a',, par exemple, est en dehors de ce polygone, designons par (3, le point correspondant dans R0.
On a
/ 8k{z)dz = 8,c{z)dz+ 8k{z)dz.
■Ax, -4, ^p,
Or la derniere integrate est (§ II) de la forme m(ok-\-m'v>'k .
Si done on designe par (3,, (32, . . . les zeros de F(s) — compris dans R0, il vient
/ 8k(z)dz+ 8k{z)dz+...= huk + h'u'k+...,
A, A', . . . etant des entiers. En donnant successivement a k les valeurs i, 2, ...,£>, on obtiendra yo equations de cette forme, les entiers A, h! , ... etant evidemment les memes pour toutes ces equations. On a ainsi
2 J M*)<fr^ A«1 + AV,+...-!-/i<2''-,>w<2''-,>,
(6) <( , (1=1, 2, . . ., fi),
^ f 0p(*>rf«=,A<Bp-t-A,^-H...-t-Af»'-»>»»i-l>l
•Ax
Ces relations, si Ton se reporte a l'equation (2), reviennent manifestement au theoreme d'Abel, relatif aux integrales de premiere
espece.
En particulier, on peut, dans les equations (6), supposer que a,, a2, ... sont les zeros, (3,, (32, ... les infinis d'une fonction fuchsienne.
Le quotient de deux fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre m est une fonction fuchsienne : les equations (6) restent done
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vraies si Ton designe par a,, a2, ... les z6ros (rune de ces fonctions, par (3,, (3,, ... ceux de l'autre.
8. On peut deduire des equations (6) un theoreme dont nous f'erons souvent usage :
Toute fonclion fuchsienne d'ordre p — k peut Stre mise de k -+■ i facons differentes sous la forme du quotient de deux fonctions ihitafuchsiennes holornorphes du premier degre.
Plus generalement :
Soienl h fonctions fuchsiennes, d'ordre n, ay ant meme in finis el lineairement dislinctes : si Vinegalite p-\-h — n^> o est verifie'e, chacune de ces fonctions pourra se mettre, de p -+- h — n facons differentes, sous la forme du quotient de deux fonctions thilafuchsiennes holornorphes du premier degre.
En effet, F,, FA, etant h fonctions fuchsienne S d'ordre n, ayant les memes infinis, (3,, [J2, (J„, la fonction
/( = ) — ul F, -i- u.2F2 -+-. . .+ Uf, ¥/, 4- Uh+u
ou ... sont des constantes, a les memes infinis et Ton peut disposer de ut, ... de maniere a l'annuler pour h valeurs quelconques de z, X, , . . . , XA. Soient {/.,, . . . , [J-„_A les n — h autres zeros de cette fonction. On a
/ 9k(z)dz + :..-hl \6k(z)dz+...-h 0*(5)ck = const.
d'ou, en derivant successivement par rapport aux quantites variables X, , . . . , XA,
(7) h{h ) + Bk ) ^ + . . . + Bii^pj^ = o,
(7blS) M*«) + 0*(f*l)^j + --- = <> (*=I,2,...,/»),
Soit, pour fixer les idees, p — n -+- h = i : les quantites u. sont au
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nombre de p — i ; les equations (7) etant en nonibre p, on en conclut que les determinants formes avec/?— 1 lignes quelconques du tableau
0i (M M/M afe.) ... MF/,_S)
mm ^
MM MfM
Mf*i>-»)
sont nuls; en vertu des relations (7 bis), etc., on obtient de meme des resultals nuls, en remplacant dans la premiere colonne de ce tableau A, par X2, X3,..., X„. II en resulte que les deux fonctions thetafuchsiennes holomorphes, de degre un et lineairement distinctes,
0,(fM
fM
M.(fM ...
92(Fp-2)
MfM ...
s'annulent pour z = A,
[*<>•••» f^jB-a-
Les rapports -jf-, ■» sont ainsi holomorphes dans l'interieur du
polygone R0, et ce sont evidemment des fonctions thetafuchsiennes du premier degre, 90 et On a done
Une telle egalite subsiste, quelles que soient les constantes «, , u2,... et, en particulier, si elles sont toutes nulles, sauf une, e'est-a-dire si f(z) se reduil a F, (z), F2 (-),.. ,,FA(a). c. q. f. d.
9. Les equations (6) moritrent qu'on ne peut pas se donner arbitrairement les zeros et les inflnis d'une fonction' fuchsienne; p de ces quantites sont determinees par les autres.
De meme on ne pourra choisir arbitrairement plus de im(p — 1) — p des im (p—i) zeros d'une fonction thetafuchsienne de degre m.
II existe pourtant un cas d'exception : pour le decouvrir, supposons
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qu'on puisse former une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre ms'annulant pour 2 m (p — 1) — p-\-i zeros arbitrairement choisis, h\, A2, ....
Soient [/.,, [j.2,..., pt, les /> — 1 autres zeros; on aura, en differentiant successivement par rapport aux variables A les equations du theoreme d'Abel
(8) o = ^(XO*+M^)^^...+ ^(^1)^^ (* = »,*,
Les equations (8) etant au nombre de /> et les quantites au
nombre de p— 1, le determinant de ces equations est nul, et, par un raisonnement identique a celui qu'on a fait plus haut, on voit que tous les zeros de la fonction thetafuchsienne de degre m consideree annulent une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre un. On a done m — \.
Cette condition necessaire est aussi suffisante, car une fonction thetafuchsienne holomorphe du premier degre etant de la forme
«i #1 -+- «2 #2 4- • • • -H av Bp
pourra avoir p — 1 zeros quelconques, et les autres zeros, determines par les precedents, sont en nombre i{p— i) — (p — i)—p— 1 .
IV. — Fonctions thetafuchsiennes holomorphes
10. On peut deduire de ce qui precede le nombre M des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre m, lineairement independantes, e'est-a-dire le nombre de ces fonctions au moyen desquelles toutes les autres s'exprim en t lineairement.
On aura evidemment, puisqu'une telle fonction a 2 m(p — 1) zeros dans l'interieur du polygone R0, et que p de ces zeros sont determines en fonction des autres par les relations (G) :
(9) iou
D'un autre cote, trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes, de degre m, x, , x.lf x.)f n'ayant aucun zero commun, sont liees par une relation algebrique f (xt, x.2, x.t) = o, de degre im (p—i) ou n, et de genre p (§1). Une courbe P = o, de degre n~-3, adjointe a la courbe f=o, coupe cette derniere aux points singuliers et en 2 (p — 1) autres points; par ces points et les points doubles de f=o, dont le
noinbre est egal a— — — — — p, faisons passer des courbes de
degre n— 2 : leur equation generale renfermera, sous forme lineaire et homogene, un nombre de parametres arbitraires au moins egal a
Soit C,= 0 l'equation de Tune d'entre elles : la fonction de z
est evidemment une fonction thetafuchsienne de degre m; elle est d'ailleurs holomorphe dans le polygone R0, puisque, par hypothese, les zeros du denominateur annulent le numerateur. On pourra former ainsi (2m — 1) (p — 1) fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre m : je dis qu'elles sont lineairement independantes. S'il existait en effet une relation de la forme
2,Cli@i — o,
on en tirerait
laidlsciiz) . . .] = 0
et, par suite, la fonction 2a;Ci(icl,a72,^3),s'annulant en tous les points de la courbe /== 0, on aurait identiquement, quels que soient x{,
2 Cli C; ( Xt , X3 ) ~ ^-fi
A designant un polynome entier en a?,, x.2, x.t; mais les polynomes Ct etant de degre n — 2, et/ de degre n, A est mil, et Ton arrive ainsi a une relation lineaire et homogene entre les polynomes C,, ce qui est oontraire a l'hypothese.
On a done
Ml{2/n — \)(p — 1)
APPLICATION DE LA THEORIE IJES FOJNCTIONS FUCHSIEJVNES.
et, par suite, d'apres(()),
Cette formule n'estpas vraie pourra = i, parce que l'inegalite (9) n'estplus exacte '.p—i seulement ties zeros sont alors determines par les autres comme on l'a vu au n° 9. On a dans ce cas M == p.
11. II resulte de la valeur de M pour m > 1 qu'on peut toujours former une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre m ayant pour zeros 2 m(p — 1) — p quantites choisies arbitrairement ; les p autres zeros sont lies aux precedents par les p equations (6).
Peut-on en deduire qu'inversement 2 m (/> — 1) quantites satisfaisant a ces equations sont les zeros d'une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre ml Pour que cette conclusion soit legitime, il faut evidemment demontrer que, les valeurs ~k de 2m (p— 1)— p de ces quantites etant donnees, les equations (6) fournissent, pour les p autres [x, un seul systeme de valeurs, ou, s'ils en fournissent plusieurs, qu'il existe toujours une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre m s'annulant pour les valeurs \ donnees et pour les valeurs u. d'un des systemes correspondants.
Nous sommes ainsi conduit a la discussion des equations
(6) f '9!c(z)dz + f 'dk{z)dz+...
9k(z)dz -+- .. .4-/ 9k(z)dz = AuA-f ... (* = i, 2, p).
a,, (3,, $p designent les zeros d'une fonction thetafuchsienne holomorphe et de degre m, donnee, et quelconque d'ailleurs.
On obtient, en differentiant, les equations aux differentielles totales
o = dll Qk ( \ ) -hdl29k(l2) -+-... -h d[xl9,,{ixi) + ... + diJ.p 9k{pp) (k — 1,2, p).
On demontrerait sans difficulte, en suivant la marche adoptee par M. Briot pour la discussion des equations differentielles abeliennes, qui sont, au fond, identiques aux precedentes, que les relations (6) fournissent generalement, si At, A, ... sont donnes, un seul systeme de valeurs de a,, . . . , \lp : toutefois, pour certains systemes speciaux
de valeurs des X, s des quantites pi, p.,, p., peuvent etre choisies arbitraircment; les autres sont determinees sans ambiguite en function des preeedentes et des quantites A; p.,, pp sont alors des zeros de s fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre un, lineairetnent distinctes.
Or nous verrons plus loin ( § VIII ) que, dans ce -cas, on peut former v + i fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre m s'annulant pour z — X, , X2 , . . . . On pourra done former une telle fonction s'annulant en outre pour p.,, p.2,..., u.s, etles autres zeros de cette fonction seront necessairement, d'apres(6), les quantites pi5M, . . . , \xp.
II est done permis d'enoncer la proposition suivante :
Si 2m(p — i) quantites a,, a,, ... satis font aux relations
oil (32, ... sont les zeros dune fonction thStafuchsienne holomorphe de degre 'm, il exisle toujours une semblable fonction admettant pour zeros les quantites a, , a2, ....
Remarque. — Dans le cas de m>i, on pourra toujours, en vertu de la formule (10), former s fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre m, lineairement distinctes, ayant pour zeros
im{p — i) — p — s + i
quantites donnees, et en general on ne pourra en former que s. Mais il peut se presenter des cas d'exception que nous etudierons plus loin au point de vue geometrique; nous nous bornerons a enoncer pour l'instant la proposition suivante, qui se deduit immediatement du theoreme du n° 8.
Si s-<rp fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre m, lineairement distinctes, ont 2m(p — i) — p—s+i zeros communs, elless ont} de p manidres differentes, proportionnelles a des fonctions thetafuchsiennes de degre un.
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V. — Expression des fonctions fuchsiennes a l'aide des fonctions thetafuchsiennes holomorphes.
12. SoitF(z) unefonction fuchsienne d'ordre n, admettant les zeros a,, «2, ... , a„ et les infinis $t, {$,',
Proposons-nous de mottre F(s) sous la forme du quolient de deux fonctions thetafuchsiennes holomorphes.
II est d'abord evident que ces deux fonctions devront, en general, avoir des zeros communs ; car, s'il en etait autrement, on aurait, en designant leur degre par pi, n — i\t.(p—i), et n serait divisible par 2 (p-i).
Supposons n compris entre les nombres
— i)(p — 1) — deux cas seront a distinguer suivant le signe de la difference
Premier cas : i^.(p—i)—n — p = o. — On pourra former une fonction thetafuchsienne holomorphe, de degre fx, 0, ayant pour zeros les n quantites (3, , (32, . . . , p\, et 2.[x(p— i)— n — autres quantites qu'on peut choisir arbitrairement, X,, X2, nous designerons par p,, p2, . . . , p/; les p derniers zeros de 0 (s).
Je dis mainlcnant qu'on peut former. une autre fonction holomorphe de degre fx, 0, (s), ayant pour zeros :
i° Les n zeros de F (z), a, , a2, . . . , a„ ;
2° Les 2 m (p — i) — n — p quantites Xn X,, ... ;
3° Les jo quantites p,, p,, p^.
11 suffit en effet de demontrer, puisque (3,, p\, X,, X2,
pn pp sont les zeros d'une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre p., qu'on a les relations
': = /iut + ...
OU
I Btl{z)dz +. . .+ f 6t(z)dz = AW+
Or ces dernieres relations sont veriUees, puisque par hypothese a,,...,a„ sont les zeros, (3 (3„ Ies infinis d'une fonction fuchsienne
F(s). La fonction fuchsienne^- (s)aura par suite memes zeros et memes
infinis que F(s), dont elle ne differera que par un facteur constant.
Second cas : 2|i.(j» — i) — n — /><o. — En ce cas, il sera generalement impossible de mettre F(s) sous la forme du quotient de deux fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre fx; mais on pourra employer deux fonctions de degre [x-f-i : en vertu du raisonnement precedent, il suffit, pour le demontrer, de verifier la condition
2 (JUL -t- I) (/3 — i ) — n — p^o
OU
Or cette inegalite est vraie, puisque par hypothese n est inferieur a 2[i.(jD — i) et que p est au moins egal a 2. En ce cas, on aura
t^^—Qiz^'
0O et 0 etant deux fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre (/.-*- 1, ayant 2 + 1) (/> — i) — n zeros communs, parmi lesquels 2((a -+- i)(p — i)— n — p peuventetre choisis arbitrairement.
Considerons maintenant deux fonctions fuchsiennes, F et F, ayant memes infinis : il resulte de ce qui precede qu'on pourra les mettre sous la forme
0O, 0'o, 0 etant des fonctions thetafuchsiennes holomorphes.
Remarque. — Les raisonnements precedents montrent que, si n quantitesa sont liees a n quantites (3 par les relations
rP, /.P«
on pourra former une fonction fuchsienne d'ordre n admettant les quantites (3 comme zeros et les quantites a comme infinis. II est clair d'ailleurs qu'on ne peut, a un facteur constant prcs, en former qu'une seule.
VI. — Expression des coordonnees des points d'une courbe algebrique.
13. Les coordonnees des points d'une courbe algebrique de genre/? peuvcnt, comme l'a montre M. Poincare, s'exprimer en fonction fuchsienne d'un parametre, 1c polygone R0 generateur ayant (\p cotes et etant determine comme nous l'avons rappele. On pourra toujours, par un choix convenable des axes de coordonnees, faire en sorte que les fonctions fuchsiennes de z qui representent les coordonnees x et j aient memes infinis; soit /z leur ordre commun.
Nous supposerons que les equations z=-~^ = i n'ont, dans le
polygone R0, d'autre solution commune que la solution z = a : la courbe S, decrite par le point (x, y), est alors de degre rc(§ 1). Soient
les deux multiples consecutifs do 2 (p — 1) qui comprennent n. On pourra, d'apres les resultats du paragraphe precedent, mettre x et y sous la forme
les fonctions thetafuchsiennes holomorphes Q, 0O, &'0 etant de degre [x ou [i. + 1 suivant le signe de la quantite 2jj.(/) — \) — n — p. Si Ton a
les coordonnees des points d'une courbe de degre n et de genre p pourront, en coordonnees homogenes, etre representees par trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre p.; on ne pourra employer, en aucun cas, pourcette representation, des fonctions de degre \x— i, parce que le degre d'une courbe ainsi definie serait au plus egal a 2([x— i)(yt? — 1), quantite inferieure a n par hypothese. Si Ton a
ip{p — i) — n—p<o,
2tO
lesfonctions thetafuchsiennes holomorphes de la representation seront, en general, de degre [/.-hi; toutefois, pour certaines courbes speciales de degre n, on pourra employer des fonctions de degre pi, puisque, par hypothese, 2 \t.(p — 1) est egal ou superieur a n.
II en resulte que les coordon n G 6 S OC j , <X/ .> , OC <j des points d'une courbe algebrique de genre p pourront se mettre sous la forme
(11) Xi= <0,4- <02 + . . .+ a}^,,,,,.,,©,,^.,,,,,.,, (1 = 1, 2, 3),
©,,02, ... designant (2^—1) (p — i) fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre jjl lineairement distinctes; et a1," , ... des constantes.
Inversement, toute courbe representee par des equations de la forme (R) sera du degre 2 a. (p—i)—k, k designant le nombre des zeros communs aux trois fonctions a;,, x.2, x:i, a condition toutefois que les equations
n'aient dans R0 d'autre solution commune que z = a.
La courbe, en ce cas, sera de genre p, comme il resulte des considerations developpees au paragraphe I.
VII. — Intersection d'une courbe de genre p et d'une courbe adjointe.
14. Soient x{, x2, xs trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre fx ayant k zeros communs. Proposons-nous d'etudier la courbe S decrite par le point (xif x2, x3).
Nous avons fait l'hypothese que les equations
n'ont, dans l'interieur du polygone generateur de f\p cotes, R0, pas d'autre solution commune que z — a : cette hypothese ne restreint pas la generality, car on demontre sans grande difficulte que, si elle n'est pas verifiee, la courbe Sestde genre inferieur hp; les coordonnees de
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scs points peuvent done s'exprimer a I'aide de fonctions thetafuchsiennes de genre inferieur 'dp (*),
Nous supposerons de plus que les fonctions xn x.2, x3 ne sont ni de de degre un, ni, ce qui revient au meme, proportion nelles a des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre un : nous aurons a etudier ensuite le cas oil il en serait autrement.
Dans cette hypothese, je dis qu'il n'existe que (2[x — i) (p — i ) — k fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre (/., lineairement distinctes, et s'annulant pour les valeurs a,, a2, aA. des k zeros comrnuns a x{, x2, x3 : en effet, s'il en existait davantage, x{, x.>, x3 seraient proportionnels a trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre un (§ IV, Remarque).
De meme, il n'existe que [2(^/1 -\- p)— 1] (p - 1) — hk fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre [ih-\-p lineairement distinctes, et admettant au degre de multiplicite h chacun des k zeros a,, ...,aA.; car, s'il en existait un plus grand nombre, on voit qu'en designant par 0p une fonction thetafuchsienne quelconque holomorphe de degre p, les fonctions x'[ 0p; x'[~K x., ®p;x'l~* x3@p, qui admettent h fois chacun de ces zeros, seraient proportionnelles a trois fonctions de degre un ; il en serait par suite de meme de a?,, x.,, x3.
(') On peut s'en reridre compte de la maniere suivante. Supposons que la condition dont il s'agit ne soit pas remplie, et qu'a un point de la courbe S correspondent, dans R0, deux valeurs, par exemple, de I'argument z. Si
V (xx, X2, X3) — o
est I'equation d'une courbe de degre n — 3 adjointe a S, on voit, comrae paragraphe I, que la fonction
P(xu x2,x3) / dx-i dx^
est une fonctiou thetafuchsienne holomorphe de degre un, ayant par suite 2 {p — 1) zeros dans Rj. Or parmi ces zeros figurent les valeurs qui annulent P sans annulery^, e'est-a-dire les arguments qui correspondent aux points non singuliers oil P coupe S. Si p' est le genre de S, ces points sont en nombre egal a 2 (p' — 1) et les arguments correspondants sont au nombre de 4 (p' — 0- On a done
et par suite
15. L'etude des systemes de points communs a une courbe algebrique et a ses courbes adjointes constitue une des theories les plus importantes de la Geometrie sur une courbe; elle repose, comme l'a fait voir Clebsch, sur le theoreme d'Abel relatif aux integrates de premiere espece.
L'emploi des fonctions thetafuchsiennes va nous permettre de retrouver simplement la plupart des resultats connus de cette theorie, et d'en demontrer de nouveaux.
Dans tout ce qui suit, nous designerons par S la courbe de genre p et de degre n = 2|x (p— i) — k decrite par le point x,(z), x.2 (z), xi (z) '■> Par ai > • • • 5 a* les ^ zeros communs a xt , x2, x%.
Les propositions suivantes mettent en evidence la relation simple qui lie la theorie des zeros des fonctions thetafuchsiennes et celle de l'intersection d'une courbe algebrique avec ses courbes adjointes.
[. Soil C une courbe adjointe a S d'ordre n -+- q — 3; les arguments des points, autres que les points singuliers, communs a cette courbe el a S, annulent une fonction thHaf uchsienne holomorphc de degre fx^+i; les autres zeros de cette fonction sont les quantites a(, ock, chacune au degre q de multiplicite.
Inversement:
Soit 0(-) une fonction thetaf uchsienne holomorphe de degre fxy-t- i, admettant comme zero multiple d'ordre q chacune des quantites a, , . . . , aA ; les autres zeros de cette fonction sont les arguments des points, autres que les points singuliers oil la courbe S est coupee par une courbe adjointe de degre n + q — 3.
En effet, G '(xi,'Xi, x3) =o etant l'equation d'une courbe adjointe de degre n-+-q — 3, les arguments des n (n-\-q — 3) points oil cette courbe coupe S annulent la fonction C[xt(z), x2(z), x3 (z)], qui admet de plus les zeros a,, a/c, chacun au degre n-hq—3 de multiplicity. Cette fonction n'a pas d'autres zeros dans le polygone R0, car ceux dont nous venons de parler sont en nombre egal a
c'est-a-dire a
2(x(rc + q — Z)(p — i);
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or la fonction C(a?,(s), ...J est de degre pi («•+•</ -3) et a par suite 2u.(n-{-q — 3) (f) — i) zeros dans le polygone R0.
Cela pose, soil P = o 1'equation d'une courbe quelconque d'ordre n — 3, adjointe a S, coupant cette courbe en i(p — i) points, distincts des points singuliers, dont les arguments verifient la relation 0 (-) =o; O(-) etant une fonction thetafuchsienne holomorplic du premier degre (§ I).
Posons
La fonction &(z) est evidemment une fonction thetafuchsienne de degre [x(rc q — 3) -h i — (x (n — 3) == u.q + 1 , dont les zeros, d'apres 1'expression precedenle, sont les zeros de C [xt (z), ...] qui n'annulent pas P [x, (z), ...], c'est-a-dire les arguments des points non singuliers oil C coupe S, et les quantites a,, aA, chacune an degre q de multiplicite. Elle est d'ailleurs holomorphe, puisque les zeros du denominates annulent le numerateur: les arguments des points non singuliers ou C coupe S et les quantites a,, aA, prises au degre q de multiplicity, sont done les zeros d'une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre \t,q-\-\. c. o. f. d.
Pour demontrer la reciproque, considerons ainsi toutes les courbes adjointes a S de degre n -hq — 3 et les fonctions C [xt (z), ... ] correspondantes, nous obtenons une infinite de fonctions = Cherchons combien de ces fonctions sont lineairement distinctes.
Les courbes d'ordre n+q — 3 adjointes a S et dont les equations sont lineairement distinctes sont en nombre au moins egal a
-(" + <? — a)(« + <7 — i) — nq + p — i + -(g — i)(q
soient C,=o, C2 — o, ... leurs equations.
Parmi les courbes figurent evidemment celles dont l'equation est
<p?_3 designant un polynome quelconque d'ordre p — 3, homogene Ge polynome renfermant — — — — coefficients arbi-
traires, l'equation precedente fournit un nombre egal de courbcs adjointes d'ordre n-\-q — 3, lineairement distinctes, que nous choisirons pour les courbcs
^ni/-t-p — Of ^n^-Kp-t-i — - O, •••» ^J l — O.
nq+i> -1+ -'</—') '</— 2)
Or si, dans l'expression de on remplace CparS<p„_3, on trouvc
un resultat nul, puisque S \x{ (s), ... ] = o : il ne nous reste ainsi que nq^-p—i fonctions 0(s), formees avec les premiers membres des equations des courbcs C,=o, C>1tq+p_i=o.
Je dis que ces fonctions 0 (a) sont lineairement distinctes.
En elfet, par suite de ce qui precede, il n'existe pas, entre x{, x.,, x3, de relation identique de la forme
#l Ci -+- a2L2+ . . . + rt,K/+p_i Cnq+p-l = Scp>
aif ... etant des constantes et cp un polynome de degre q — 3 en a;,, £03j se3. Or, si l'on avait une equation de la forme
c'est-a-dire
diC,[*i(s), ...]-+- a2C2[>2(s), . ..] -h. . . = o,
on en deduiraitque la fonction a, C, (x{, x.2, x3) + qui s'annule en
tous les points de la courbe S, est divisible par S ( ); on aurait ainsi
a,C,-H a,C2-K . .= Scp,
relation que nous savons etre impossible.
On obtient done, par le procede indique plus haut, nq-hp—i fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre u.q-\-i, lineairement independantes, et admettant au degre q de multiplicitc chacun des
zeros a,, aA.
Or les fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre txy-i- 1 qui admettent q fois ces k zeros sont en nombre au moins egal a
i%(pq+i) — i](p— I)— kq
— ( 2 + 1 ) ( /> — i ) — q[2^{p — i) — n] = nrj + p — I.
Elles ne sont pas en nombre superieur, ainsi qu'on l'a dit plus haut,
puisque cc2(z), x3 (z) ne sont pas proportionnels a trois fonc-
tions thetafuchsiennes holomorphes de degre un. II en resulte :
i° Que, par les points singuliers de S, on ne peut faire passer que
nq H- p — i -h - (q — i) (q — 2) courbes adjoin tes d'ordre n -+- q — 3
dont les equations soicnt lineairement dislinctes;
20 Que les zeros d'une fonction thetafuchsienne holomorphe de
degre fxy-t-i,qui admet q fois chacun des zeros a,, aA, sont les
arguments des points non singuliers 011 S est coupee par une courbe
adjointe d'ordre n+q — 3. c. q. f. d.
16. On demontrerait, en suivant une marche identique, les propositions suivantes, qu'on pourrait d'ailleurs deduire directement des precedentes.
II. Soil C une courbe adjointe a S d'ordre n -h q — 3, passant var les i(p — 1) points non singuliers communs a S el a une courbe adjointe quelconque d ordre n — 3 ; les arguments des autres points (non singuliers) oil eetle courbe coupe S annulenl une fonction thetafuchsienne liolomorphe de degre u.q, dont les derniers zeros sont les quantites a,, aA, chacune au degre q de multiplicite.
Inversement :
Soil 0 (s) une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre \t.q, admetlanl comme zero multiple d'ordre q chacune des quantites af, ah . ; les autres zeros de celte fonction sont les arguments de points de S, situes, avec les z(p — 1) points oil S est coupee par une courbe adjointe quelconque de degre n — 3, sur une courbe adjointe d'ordre n -+- q — 3 .
VIII. — Des groupes de points sur une courbe algebrique
17. Considerons toutes les courbes adjointes d'un degre donne, qui passent, cn dehors des points singuliers, par un certain nombre de points fixes de S; dies determinent sur cette courbe, par lours intersections mobiles, des groupes de points dont l'etude constitue 1'objet principal de la Geometrie sur une courbe algebrique.
3l6 OEUVRES DE GEORGES HUMBERT.
Soient $h; X,, X2, XA les arguments des points de deux
de ces groupes : on a evidemment, en se reportant au theoreme I du paragraplie VII et aux resultats du paragraphe III, les relations
f'ei(z)dz-{-f Bi(z)dz + ...+ f 0* (*)<&.== /V,4-W .
Inversement, les relations precedentes peuvent servir a definir les groupes de points independamment des courbes adjointes qui les traversent : si h quantites (3,, $h sont liees a // quantites X4, XA par des equations de cette forme, nous dirons que le groupe X,, XA est equivalent au groupe ($,, [3/,.
D'apres cette definition, deux groupes equivalents a un troisieme sont equivalents entre eux.
Nous dirons qu'un groupe (3',, $'h, est residuel du groupe (3,, (3A, par rapport a une courbe adjointe C(/, si les points d'arguments (3,, (3,,, [3'(,- (J^, constituent le systeme complet des intersections de la courbe S avec une courbe adjointe de degre q, les points singuliers exceptes (').
Le theoreme fondamental de la theorie des groupes est connu sous le nom de theoreme du reste; il peut s'enoncer ainsi :
Si deux groupes sont residuels par rapport a une courbe C9, un groupe quelconque equivalent au premier est egalement residuel d'un groupe quelconque equivalent au second.
Soient, en effet,
((3) et ((3') deux groupes residuels par rapport a une courbe C„+?_;t ; (X) un groupe equivalent a ((3) ; (X') un groupe equivalent a ((3').
On a
Bi(z)dz = /&>,+ + . . . (i = i,2, ...,/>),
^ / 6,- (2 ) az — m (Hi + m'toi-t-.,. . (< = i,2, ...,/?).
(') Glebsch, Lecons sur la Geometrie ; trad. Benoist, t. II, p. 187.
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D'un autre cote, les groupes ((3) et ((3') ctant residuels, on a, en designant par y4, y2, . . ., yh, -{[, yk, les arguments des points comrauns a S et a une courbe adjointe C/r)_9_:! (§ ill et VII) :
•ft
V / ni{z)dz + ^ij ' di{z)dz— ritoi-h n'^ + . . . (i = i, 2, . . . , />),
d'ou
2^ ei(z)dz-h^J} ei{z)dz = aai+.a^+... ( t = 1, 2, . . . , p).
Or on sait ( § VII ) qu'il existe une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre pq-\-i, admettant comme zeros les quantites yy et y'j, et ayant comme zero multiple d'ordre q chacune des quantites a,, at : il resulte de l'equation precedente qu'on peut former une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre pt^ + i, ayant lesmemes zeros multiples d'ordre q que la precedente, et admettant comme derniers zeros les quantites Kj et \'} (n° 11). En d'autres termes (§ VII, th. I), les groupes (A) et (A') constituent l'ensemble complet des intersections de S et d'une courbe adjointe de degre n q — 3, les points singuliers exceptcs : ils sont done residuels par rapport a une courbe C„+7_3. c. q. f. d.
18. Dans un systeme de groupes equivalents nous distinguerons, avec MM. Brill et Nother, deux elements importants :
i° Le nombre h des points d'un groupe du systeme ; 20 La multiplicite r du systeme, e'est-a-dire le nombre des points d'un groupe qu'on peut se donner arbitrairement.
Nous designerons un tel groupe par g'h.
Les arguments des points d'un groupe etant lies par p relations, on ne peut, en general, se donner arbitrairement que h — p de ces points, et par suite, en general, on a r = h — p.
Mais il pourra se faire qu'on ait r = h — p -+- p, et nous dirons dans ce cas que nous sommes en presence d'un systeme special (Vindicc p.
19. D'une maniere generate, d'apres la remarque du paragraphe V,
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l'etude des groupes equivalents a un groupe donne (3,, .. ., (3A est idenlique a l'etude des zeros des fonctions fuchsiennes qui admcttent les infinis (3,, (3A; car on peut former une et une seule fonction fuchsienne ayant pour i nfinis les arguments des points d'un groupe, et pour zeros les arguments des points d'un groupe equivalent.
D'un autre cote, les fonctions fuchsiennes ayant memes infinis sont evidemment des fonctions lineaires et homogenes d'un certain nombre d'entre elles, etce nombre est precisement egal au degre de multiplicite du systeme auquel appartient le groupe considere, augmente de i.
On peut done dire, en designant les fonctions fuchsiennes dont il s'agitpar/, (z),f2(z), . . . , fr+t (z), que les arguments des points d'un groupe equivalent au groupe ([3) sont les zeros d'une fonction de la forme
et reciproquement. U'ailleurs, on doit retrouver parmi les groupes ainsi determines le groupe ((3) lui-meme, et par suite, I'une des fonctions /(z) devra avoir pour zeros (3n (3A : comme elle admet dejit ces quantites pour infinis, elle sera egale a une constante : nous pourrons done supposer, par exemple,/r+1 =i, et il rcste
/(*) ~ ai/i(s) + . . drM*.) + '*m-
Cette remarque tres simple va nous permettre de donner quelques proprietes des systemcs speciaux.
S'il s'agit d'un systeme special, on a en elfet
II existe alors /• fonctions fuchsiennes lineairenient distinctes, d'ordre h, ayant memes infinis,/, (z), . . ., fr(z) : par suite (§ III ), une quelconque d'entre elles pourra se mettre de p-\-r — /t, e'est-a-dire de p. manieres differentes, sous la forme du quotient de deux fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre un. On a ainsi
et, par consequent, les zeros de f, annulent 9», et les infinis de cette fonction annulent 6^(^=1, 2, ...,p). Les fonctions /, et/2 ayant memes infinis, la fonction thetafuchsienne /26;'+1 est holomorphe,
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et, comme elle est du premier degre, elle est egale a une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre un, 6* : on a ainsi
J2\* J fl| —
et, de merne,
9Wi
On peut comprendre toutes ces relations en une seule, en designant para,, //p des constantes arbitraires
On en conclut que les h zeros de «,/, -+- ...-(- a,.+1, c'est-a-dire les arguments des A points d'un des groupes consideres, annulent la fonction thetafuchsienne holomorphe de degre un u{ Sa{0)+...; ces A points sont done situes (§ I et VII) sur des courbes adjointes d'ordre n — 3, dont l'equation generate est de la forme
et qui determinent par suite, par leurs i(p — i) — h autres points d'intersection avec S, un systeme de multiplicite p — i. Ce systeme est egalement un systeme special, car on a
etson indice est / + r. Geometriquement, nous pouvons done enoncer la proposition suivante, connue sous le nom de theoreme de Niemann et Roch ( ' ) :
Par les points d? un groupe apparlenanl a un systeme special de multiplicite ret d 'indice p, on peut /aire passer un nombre p — I fois infini de courbes adjointes de degre n — 3. Ces courbes determinent , par leurs points mobiles d'intersection avec la courbe primitive, un nouveau systeme de multiplicite p — i, qui est un systeme special d" indice r + i .
(') Clebscii, Lecons sur la Geometrie; trad. Henoist, t. Ill, p. 5r.
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Ainsi les systemes speciaux sur une courbe d'ordre n peuvent toujours etre decoupes par une famille lineaire de courbes adjointcs de degre n—3; et ils se groupent deux a deux, suivant la loi remarquable indiquee par le theoreme precedent. On voit egalement qu'au point de vue algebrique l'etude des groupes speciaux se ram en e a celle des fonctions thetafuchsicnnes holomorphes du premier degre : nous reviendrons sur cette question dans le dernier paragraphe du present Memoire.
20. Remarque 1. — Un systeme de groupes renfermant moins de p-hi points est un systeme special; car, /• etant au moins egal a i, on a
k — p pli ou pip — h-hi,
et, par suite, si h est inferieur a p-\- i, p est positif et le systeme est un systeme special d'indice egal ou superieur a p — h -h i.
21. Remarque 11. - Si les h points d'un groupe sont sur une courbe adjointe de degre n — 3, il en est de meme des points de tout groupe equivalent.
La propriete est evidente si h est egal ou inferieur a/? — i , puisque par p — i points de S on peut toujours faire passer une courbe adjointe d'ordre n — 3.
Si h ==p — - i + s, la courbe adjointe d'ordre n — 3 qui, par hypotbese, contient les h points d'un groupe g, coupe S en
autres points. Or, d'apres le theoreme du reste, on obtient tous les groupes equivalents a g en menant par ces p — i — s points toutes les courbes adjointes possibles d'ordre n — 3, et en prenant les intersections mobiles de ces courbes. c. q. f. d.
22. Remarque III. — II est clair qu'au lieu de definir un systeme de groupes par des relations de la forme
2 / 9k(z)dz^± ha>k+ h'a'A+... ( k — i , a, . . . , p),
(3,, $h etant des quantites fixes, et A,, \h les arguments ties points d'un groupe, on peut partir d'equalions telles que
\j 9k{z)dz=vk-hhuk-h.,..,
les vk etant des constantes. Les systemes de valeurs des X qui satisfont a ces equations sont les arguments de points appartenant a des groupes equivalents entre eux, mais non equivalents au groupe (J,, p%.
23. Remarque IV. — A la theorie des systemes speciaux se rattachc la solution du probleme suivant :
Comment doit-on choisir h points sur la courbe S pour que les courbes adjointes de degre n + q — 3 menees par ces points forment une familie lincaire I fois infinie, le nombre I etant plus grand quon ne devrait s'y atte.ndre d^apres les donnees de la question?
Les points d'intersection de S avec toutes les courbes adjointes Cre^9_3 forment un systeme dont la multiplicity est egale au nombre, diminue de i, des fonctions thetafuchsicnnes lineairement independantes, de degre [x^-f-r, qui admettent comme zero multiple d'ordrc k chacune des quantites a,, aA, c'est-a-dire a nq -\- p — 2 (§ VII, nos 14 et 15). Si Ton assujettit les courbes adjointes C„+9_3 a passer par h points fixes de S, elles determinent par leurs intersections mobiles avec S un systeme-de groupes dont la multiplicite est, en general, nq-\-p — 2 — h. '
Le probleme revient a choisir les h points de telle sorte que la multiplicite du systeme devienne nq ■+- p — 2 + h + p.
Je dis qu'en ce cas le systeme considere est un systeme special. Pour le demo.ntrer, il suffit, en appelant h' le nombre des points d'un groupe du systeme, de calculer la quantite
nq -+■ p — Ii — 2 + p — h' + p.
Or on a
La quantite precedente se reduit par suite a p.
Le systeme est done un systeme special d'indice p.
La reciproque do cette proposition est vraie et se demon trerait do la memo maniere, en partant du theoreme du reste. Done :
Par h points donnes sur la conrbe S, on peul /aire generalement passer une famille lineaire de courbes adjoinles d'ordre n -f- q — 3 / fois infinie; si les h points sont tels que lew systeme residuel par rapport a des courbes Cn+q_li soit un systeme special d^indice p, la famille lineaire des courbes adjointes d'ordre n -h q — 3 qui passent par ces points sera t •+■ p jois infinie, et reciproquement.
Au point de vne algebrique, on peut deduire de tout ce qui precede une proposition dont nous avons fait usage au n° 11, et qui peut s'enoncer ainsi :
Soient s jonctions thetafuchsiennes holomorphes du premier degrey lineairement independantes, ayant q zeros communs, et une fonction theta fuchsienne holomorphe de degre m admetlant ces q zeros el s'annulant
en outre, dans R0, pour les im (p— i) — q valeurs \t, X2, Onpourra
former q—p-hs-hi fonclions thetafuchsiennes holomorphes de degre in s'annulant pour z = \K, X2
IX. — Proprietes d'un systeme particulier
24. Une courbe adjointe d'ordre n — 3 coupe S en 2(^ — 1) points formant un groupe qui appartient a un systeme special.
En effet,, on peut choisir arbitrairement p — 1 de ces points, puisque les courbes adjointes d'ordre n — 3 forment une famille p — i fois infinie ; on a done
h—2(p — i), r = p — i, et, par suite, l'indice p du systeme est donne par la relation
p = p r — h — p1 -F/> — 1 — 2 (p — 1) '=rx.
Nous designerons, dans ce qui suit, par y tout groupe de i(p — 1) points communs a S et a une courbe adjointe d'ordre n — 3.
Nous allons donner quelques proprietes du systeme des groupes residuels des groupes y par rapport aux courbes adjointes de degre n — 2.
Soit C„_2 une courbe adjointe de dogre n — -2 passant par les points
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d'un groupe y : elle coupe S en n nouveaux points, constituant un groupe que nous designerons par V
II resulte de la theorie du paragraphe precedent que :
Un groupe y el un groupe Y quelconques sont sur une courbe adjointe d'ordre n — 2.
Toule. courbe adjointe d'ordre n — 2 passant par les points d'un groupe y(ow T) coupe S en de nouveaux points, formant un groupe T(ouy).
Par n points pris sur S on peut /aire passer en general une famillc de courbes adjoinles Cre_2, p — 2 fois infmie ; si les n points forment un groupe T, la famille des courbes Cre_2 qui passent par ces points sera p — 1 fois infinie, el reciproquement.
Les arguments des points d'un groupe V sont les zeros d'une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre [k, dont les autres zeros sont les k quantites fixes at, . . . , aA(§YII, II).
Par les points d'un groupe y et d'un groupe T quelconques, faisons passer une courbe adjointe d'ordre n — 1, qui coupe S en n nouveaux points : je dis que ces points forment un groupe T.
En effet, les arguments des points autres que les points doubles, oil cette courbe adjointe d'ordre n — 1 coupe S, sont les zeros d'une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre 2(j.-+ i, dont les derniers zeros sont les quantites a, , . . . , aA, chacune au second degre de multiplicite.
Appelons
©2EX.-M (z) cette fonction ;
0^ (s) la fonction thetafuchsienne de degre [k qui s'annule pour les
arguments des n points du groupe T considere ; O(^) la fonction thetafuchsienne du premier degre qui s'annule pour
les arguments des 2 (p — 1 ) points du groupe y.
Les arguments des n points ou la courbe adjointe d'ordre n — 1, qui traverse les groupes T et y, coupe de nouveau la courbe S, annulent
(') La courbe C„_2 peut se decomposer en une courbe adjointe C„_3 et en une droite : les groupes T sont done equivalents au groupe forme par n points quelconques de S, situes en ligne droite.
evidemment la fonction > qui est une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre ta, admettant comme zeros simples les quantites a,, . . . , aA.. c. Q. f. d.
La reciproque de ce theoreme est vraie et se clemontre de la meme maniere. Done :
Une courbe adjointe d^ordre n — I menee par les points d'un groupe y et d'un groupe T quelconques coupe S en n nouveaux points formant un groupe T.
Deux groupes Y el un groupe y quelconques sont sur une courbe adjointe a S d^ordre n — i .
Plus generalement, on voit de meme que :
Une courbe adjointe d'ordre n -+- q — 2 menee par les points d^un groupe y et de q groupes T quelconques coupe S en n nouveaux points formant un groupe T.
(q -h 1 ) groupes T et un groupe v quelconques sont sur une courbe adjointe a S d'ordre n 4- q — 2.
X. — De deux especes de courbes de genre p
25. Soient n Ie degre d'une courbe de genre /» ; 2 ([/. — 1) (p — i)ct 2 u. (p — 1) les deux multiples consecutifs de 2 (p — 1) qui comprcnnent n, de telle sorte qu'on ait
? *) {P — il<»S a|i(/) — 1)'.
Nous avons vu (§ V et VI) que si Ton a
les coordonnees des points de la courbe consideree S peuvent, en coordonnees homogenes, etre representees par trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre [jl ; si, au contraire, on a
ces fonctions thetafuchsiennes seront, en general, de degre [i + 1, sauf pour certaines courbes speciales, dont les coordonnees des points seront des fonctions thetafuchsiennes de degre p..
Dans le cas oil 2 u.(p — i) — p — n <[ 6, il y a done deux especes de courbes de degre n et de genre p : nous allons indiquer quelques proprietes geometriques qui derivent de la definition precedente, et nous montrerons ensuite qu'il existe egalement deux especes de courbes, dans le cas ou Ton a 2 p. (p — 1) — p — n>.o.
Soit done, en premier lieu,
2 f* iP — 1 ) — P — n = — h ; on a necessairement, d'apres les hypotheses faites,
hip et A3I,
Pour les courbes generates de degre n et de genre/?, que nous appellerons courbes de seconde espece, les coordonnees des points seront des fonctions thetafuchsiennes de degre f/.-h 1, ayant i(p — i)-hp — h zeros communs a,, a2, . . . ; pour les courbes speciales, que nous appellerons courbes de premiere espece, les coordonnees des points seront des fonctions thetafuchsiennes de degre p., ayant p — h zeros communs fi,, |ja, • • » fip—h-
Considerons d'abord ces dernieres courbes.
Soient 0,, 02, 6^4.,, (u. h-i) fonctions thetafuchsiennes
quelconques du premier degre ; leur produit
est evidemment une fonction thetafuchsienne du degre f/.-1-i. On peut choisir la fonction 0^, de fagon qu'elle s'annule pour les/) — h zeros (3,, car on peut toujours former une fonction thetafuch-
sienne du premier degre s'annulant pour moins de p valeurs donnees. Si maintenant on se reporte au paragraphe VII, on voit que les zeros de 0(-s), a l'exception de (3,, [32, . . ., fip_/t sont les arguments de points situes sur une courbe adjointe a S de degre n — 2. On peut done enoncer cette proposition.
Par les points simples communs a S et a a courbes adjointes d'ordre n — 3, on peut faire passer une courbe adjointe d'ordre n — 2, dont les aufres points d'intersection avec S sont sur une courbe adjointe d'ordre n — 3 passant par p — h points fixes.
Si nous considerons maintenant une courbe de seconde espece, nous
pourrons poser
0{:.) = Ql9,...ei>.9>,
0' etant une f'onction thetafuchsienne du second degre; on pourra, en general, choisir cette fonction de facon qu'elle s'annule pourles
2 [p — 1 ) + P — ll
valeurs a,, a2, En effet, les fonctions thetafuchsiennes holomor-
phes du second degre sont fonctions lineaires et homogenes de 3 (p — i ) d'entre elles (§ IV), et la condition precedence pourra etre remplie si Ton a
ou
Ainsi, si h est superieur ou egal a on pourra, par les points coramuns a S et a fx courbes adjointes d'ordrc n — 3, faire passer une courbe adjointe d'ordre n — i : les autres points d'intersection de cette courbe avec S ne sont pas sur une courbe adjointe d'ordre n — 3.
Si h est egal a l'unite, on ne pourra faire passer une courbe adjointe d'ordre n — 2 que par les points communs a S et a f* — i courbes adjointes d'ordre n — 3.
Arrivons, en second lieu, au cas ou Ton a
2 Pip — O — P — » = h>
avec les conditions
Les coordonnees des points d'une courbe S de degree et de genre p s'expriment par trots fonctions thetafuchsiennes de degre ayant p-h h zeros communs a, , a2, . . . .
p 4- h est compris entre p et i p — 3 : nous dirons que la courbe S est de premiere espece si a,, a2, ... sont des zeros d'une meme fonction thetafuchsienne holomorphe du premier degre ; clle sera de seconde espece dans le cas contraire (').
(')Parmi les p + h zeros, a{, a,, ..., /t sont arbitraires (§ V), et 1'on peut remplac^r le systeme a, , a2, . . . par un autre systeme <x\ , a^, . . . . Mais il est clair que les quantites a,, as, . . . ; a\, <x'2, ... constituent des groupes equivalents, et, par suite, si <xt, a2, ... sont les zeros d une fonction thetafuchsienne du premier ordre, il en sera de meme de (Refn. II, § VIII).
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On voit alors, comme plus haut, quo par les points simples communs a une courbe de premiere espece et a \i. courbes adjointes d'ordre n — 3 on peut faire passer une courbe adjointe de degre n — 2, dont les autres points d'intersection avcc la courbe primitive sont fixes; si la courbe est de seconde espece, on ne pourra faire passer une courbe adjointe d'ordre n — 2 que par les points communs a la courbe considered et a ijl — 1 courbes adjointes d'ordre n — 3.
En resume
Soit
Premier cas : 2\).(p — 1) — p — n^o. — Les courbes de degre n et de genre p se dwisent en deux classes, distinguees par les propriete's suivantes :
Appelons groupe y tout groupe de 2 (p — 1) points simples, communs a la course de degre n et de genre p, et a une courbe adjointe
Sur une courbe de premiere espece, jj. groupes y quelconques sont traverses par une courbe adjointe d'ordre n — 2, qui coupe en outre la courbe consideree en n — 2 ([/. — 1) (p — 1) points fixes.
Sur une courbe de deuxieme espece, u. — 1 groupes y quelconques sont traverse's par une courbe adjointe d'ordre n — 2 ; \). groupes y ne peuvent jamais etre sur une telle courbe.
Second cas : 20. (p — 1) — p — n < 0. — Les courbes de degre n et de genre p se divisent encore en deux classes.
Sur une courbe de premiere espece, u. groupes y quelconques sont traverse's par une courbe adjointe d'ordre n — 2, dont les autres points d'intersection avec la courbe consideree, en nombre egal a n — 2 (u. — 1) (p — 1), sont sur une courbe adjointe d'ordre n — 3, passant par 2 (X (jo — 1) — n points fixes de la courbe de genre p.
En particulier, si n = 2 [x (p — 1), pi •+- 1 groupes y quelconques sur la courbe de premiere espece sont traverses par une courbe adjointe C^j .
Sur une courbe de seconde espece, jj. groupes y quelconques sont
traverses par une courbe adjointe d'ordre n — 2 ; mais les aulres points communs a cette courbe et a la courbe considered ne peuvent Stre sur une meme courbe adjointe d'ordre n — 3.
II y a exception pour le cas ou n = (2 jj. — 1) (p — 1) : on ne peut alors faire passer une courbe adjointe C„_2 que par (/. — 1 groupes y de la courbe de seconde espece.
27. Dans le cas des courbes de genre 2, les resultats precedents prennent une forme plus simple. Les groupes y comprennent alors deux points que nous appellerons points conjugues.
It y a deux especes de courbes de degre n et de genre 2.
Soit d'abord
La courbe de premiere espece est celfe dont les coordonnees des points sont des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre ]x. Sur une telle courbe, (jl -+- 1 couples de points conjugues sont toujours traverses par une courbe adjointe C„_2, qui ne coupe la courbe primitive qu'en ces points el aux points singuliers.
La courbe de deuxieme espece est celle dont les coordonnees des points sont des fonctions thetafuchsiennes de degre [/. + 1 ayant deux zeros communs. Sur une telle courbe, couples de points conjugues sont lou jours traverses par une courbe adjointe C„_2 passant par deux points fixes, situes sur la courbe consideree.
Soit
n = 2 fji — 1.
La courbe de premiere espece est celle dont les coordonnees des points sont des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre fx ayant un zero commun. Sur une telle courbe, couples de points conjugues sont toujours traverses par une courbe adjointe C^.o, coupant en outre la courbe primitive en un point qui est fixe.
La courbe de deuxieme espece est celle dont les coordonnees des points sont des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre p.-M, ayant trois zeros communs. Sur une telle courbe, fx — 1 couples de points conjugues sont toujours traverses par une courbe adjointe C„_2 ct ix couples ne le sont jamais.
XI. — Intersection d'une courbe de genre p et d'une courbe algebrique.
28. Les arguments de mn points d'intersection de la courbe S, de degre n et de genre p, et d'une courbe quelconque, f(x{,x2, x3) = o, de degre q, sont donnes par I'equation
La fonction f{z) est une fonction thetafuchsienne de degre txq, qui admet comme zero multiple d'ordre q chacune des quantites a,, a,, . . . , aA (') ; les autres zeros de cette fonction, en nombre egal a i\xq{p — i ) — kq, c'est-a-dire a nq, sont les arguments des nq points communs aux deux courbes.
Inversement, soit /(s) une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre \j.q, admettant comme zeros multiples d'ordre q les quantites a,, . . ., a/c : les nq autres zeros de cette fonction ne sont pas necessairement les arguments de points de la courbe S, situes sur une courbe de degre q ; certaines conditions doivent etre satisfaites pour qu'il en soit ainsi.
29. Le nombre de ces conditions se determine comme il suit : Remarquons d'abord que les fonctions /(z)que nous considerons
sont des fonctions lineaires et homogenes de ( 2 \>.q — 1 ) (p — 1 ) — kq d'entre elles (n° 14) /,,/2, . . . ; et distinguons ensuite deux cas
q<i n et q = n-
Si q est inferieur an, les fonctions de la forme (z)xl* (z)ccp(s), oil qt, q2, q3 sont des entiers non negatifs de somme q, ne sont liees par aucune relation lineaire et homogene (sinon la courbe S serait decomposable); ces fonctions sont d'ailleurs thetafuchsiennes holomorphes de degre \xq, et admettent comme zeros multiples d'ordre q les quantites a, cck : leur nombre etant de \ (q + 1 ){q -+- 2), on
(') On suppose toujours que les coordonnees d'un point de S sont trois fonctions thetafuchsiennes de ft, ayant k zeros communs, cct) ...,a*; on a alors
pourra exprimer ^ (g -+- i ) (y + 2) des fonctions /, ,/2, . . . , cn fonction lineaire des (2 u.g — i)(p — 1) — kg — \ {g -+- 1) (7 -h 2) autres fonctions /), et des fonctions x\* afy x&> ; si nous ecrivons maintenant que dans 1' expression de/(s), les fonctions/] disparaissent, nous exprimerons que les ng zeros de /('■) autres que a,, . . . , a*, sont les arguments de points de S situes sur une courbe de degre g. Nous avons ainsi un nombre de conditions egal a
(2^9 — 1) (p — 1) — kq — t(y+ 0(7 + 2)
ou, puisque
k — 2jx(p — 1) — n,
egal a
Si g est egal ou superieur a n, les fonctions
*J' 4?J< «f« ( yi + 7* + 7s = 7 ) sont liees par des relations de la forme generale
etant un polynome quelconque de degre g — n. II y a done entre les fonctions x'[< x\- xq3» un nombre de relations lineaires et homogenes egal au nombre des coefficients de vp, e'esta-dire a ^(y — n -+- 1) (g — zi + 2), et le nombre de ces fonctions Iineairement distinctes sera par suite
i ( q + 1 ) (y •+- 2 ) — i ( y — /i 4- 1 ) (q — /i + 2 ) = rty — |n(n — 3 ).
On en conclut, par le raisonnement fait plus haut, que la fonction f(z) devra verifier ^n^n — 3) — p -+- 1 conditions, pour que ses ny zeros, autres que a,, . . . , a/o soient les arguments de points de S situes sur une courbe de degre g.
Dans le cas de g — n — 1 et g = n — 2, le nombre de ces relations est le meme que pour g = n, e'est-a-dire egal au nombre des points doubles de la courbe S.
30. On peut mettre les relations dont il s'agit sous une forme tres importante au point de vue des applications, comme I'a fait Clebsch dans le cas des courbes de genre o et de genre i.
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Si la fonction/(s~) est une somme de termes de la forme
il est clair qu'on aura, en designant par(e, e') les arguments qui correspondent a un point double E, de S ( 1 ),
ft/iV fie) = /(g,)
Les relations (14) sont precisement en nombre egal a
elles sont necessairement verifiees quand les nq zeros de f(z), autres que a,, . . . , a/f, sont les arguments de points de S situes sur une courbe algebrique d'ordre q; je dis maintenant qu'elles sont suffisantes.
La demonstration de ce theoreme repose sur une interpretation geometrique simple qu'on peut donner de chacune de ces equations (2).
31. D'apres la proposition II du paragraphe VII, les nq zeros de f (z) dont il s'agit sont situes, avec les i(p — i) points simples ou S est coupee par une courbe adjointe quelconque d'ordre n — 3, sur une courbe adjointe d'ordre n -\- q — 3. Nous designerons cette derniere courbe par F, et la courbe d'ordre n — 3 consideree par P.
Si n -+- q — 3 est egal ou superieur a n, c'est-a-dire si q>3, il y aura, pour une meme fonction f(z), une infinite de courbes F, ayant pour equation generale
(F) F = F0 + StV3,
F0 = o etant I'equation d'une quelconque d'entre elles, et R?_3 designant un polynome arbitraire de degre q — 3. II resulte de cette equation que les courbes F, qui correspondent a une meme fonction f(z), ont meme tangente en un quelconque des points doubles de S.
(') Dans ce qui suit, nous supposerons, pour plus de simplicity, que la courbe S n'a comme points singuliers que des points doubles ou de rebroussement.
(2) Nous avons donne cette interpretation dans le cas des courbes de genre un {Sur les courbes de genre un, p, 55 et suiv.).
Or on a evidemment
a. etant une constante.
Supposons verifiee une des equations ( i4)
Prenons pour axes x.2 = o etx3 = o les deux tangentes a S au point double (e, e'); x, = o etant tangente a la branche e, x3 = o a la branche e' . On aura, en ordonnant F et P par rapport aux puissances decroissantes de xt,
F(a-,, x2, x3) = l(xi + ax3) x'\+i-'' + ( X' x% + . . . ) x'\* + . . . , P {xux2, x3) = [).{x2 + bx3)x<{-'* -+-
Or, d'apres (i5), /(e) est la limite vers laquelle tend la fonction
Mais x2 (e -+- s) est inflniment petit par rapport a x3 (e -+- e), puisque x.2 — o est la tangente de la branche e ; il reste ainsi
i 1 x2 (e -+- e) -t- ax3(e -+- s)
a // x2(e -\- s) -h bx3 ( e + e )
de me me
etla relation (i4) donnepar suite a = En d'autres termes :
Si V equation (i4)> relative a un point double, est verifiee, les courbes F et P se louchent en ce point.
32. Cela pose, si les equations (i4) sont verifiees pour tous les points doubles de S, les courbes F et P sont tangentes en
points coincidant avec les points doubles, et se coupent encore aux 2 (p — i) points simples communs a S et a P. On peut done dire que la courbe F passe paries points d'intersection des courbes Set P, et Ton peut ecrire identiquement (' )
F = AP + BS,
A et B etant deux polynomes entiers, de degre q et q — 3.
33. On en conclut que les points d'intersection de F et de S, non situes sur la courbe P, e'est-a-dire les nq points dont les arguments verifient l'equation f(z) — o, sont sur la courbe de degre q, A = o.
Les equations ( 1 4 ) sont done les conditions necessaires et suffisantes pour que les nq zeros de autres que les k zeros d'ordre q
a, , . . . , aA, soient les arguments de nq points de S, situes sur une courbe de degre q.
Remarque 1. — Si la fonction / (z) s'annule pour z = e et z = e , l'equation correspondante est identiquement verifiee, et 1°, nombre des conditions diminue d'une unite.
Si q est inferieur ou egal a n — 3, le nombre des relations auxquelles doit satisfaire la fonction consideree, /(:;), est egal, comme on l'a vu, a
n(l — !(<7+')(?+2) — P+ii
en ce cas, il est clair que les equations (i4) °e seront pas distinctes, et qu'elles se reduiront
re.Hj(f+i)(? + 2)-/>4i
d'entre elles.
Remarque II. — Si le point double (e,e') est un point de rebroussement, il faut, dans l'equation correspondante
f{e):x'i{e)=f{e');x'>{e'), faire e' = e + e et faire tendre e vers zero ; on trouve ainsi
(') Clebsch, Leconssur la Geornetrie, traduct. Benoist, t. II, p. 45.
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XII. — Applications geometriques. Courbes de contact
Soient, sur une courbe algebrique S de degre n et de genre p, h groupes, g{, g.2, g/t, comprenant respectivement /,, //( points. Nous supposerons qu'il existe une courbe algebrique
<p(^,,Xj, .r3) = o,
de degre q, ayant avec S aux lj points du groupe gj un contact d'ordre rj— i ( j ==■ i, 2, . . . , k) et coupant en outre S en k{ points doubles et en k2 points simples. On a ainsi
nq = 2 A , + A2 +/•,/,+ ...+ rh lh.
On demande de trouver la forme de ^equation generate des courbes de degre q, qui coupent S aux k{ points doubles et aux lc2 points simples precedents, et qui ont avec S, en lj points formant un groupe equivalent a gj, un contact d'ordre r: — I (/ = i, 2,..., A).
En d'autrcs termes, il s'agit de trouver sous quelle forme entrent les constantes arbitraires dans 1'equation f = o de ces courbes, ou, ce qui revient au meme, dans la fonction /(-) — \oc,(z), . . .].
La fonction F (z) = est evidemment une fonction fuchsicnne
d'ordre nq — ikK — k2.
Soient a,-, (3y, A,- les arguments des points du groupe gj \ ctj, 3'-, . . . ,Xj les arguments des points d'un groupe quelconque, equivalent au precedent, etpar lequel passe la courbe f = o.
II existe une et une seule fonction fucbsienne, Fy(js); ayant pour infinis a,-, ... , \j, et pour zeros a}, $'f, ...,X7- ( n° 12, Remarque); inversement, toute fonction fuchsienne d'ordre lj, ayant pour infinis ocy, ...,Xy, aura pour zeros les arguments des points d'un groupe equivalent ag-y. Or les fonctions fuchsiennes ayant memes infinis, en nombre lj, sont des fonctions lineaires et homogenes d'un certain nombre d'entre elles : ce nombre est egal a /, ■ — p ~h i, si gj° n'est pas un groupe special, et a lj — p -+- i -+- pj si gj est un groupe special d'indice py (n° 19).
On a done
¥j(z) = % y'/\z) * +- % Fi3,(5) + • • • +■
en posant pour abreger mj — lj — p -+- i + p7.
Dans cette fofmule Y)t, y]2, . . . sont des constantes qui sont arbitrages, si Ton n'impose pas a a), . . . , A; d'autre condition que d'etre les arguments des points d'un groupe equivalent a gj.
37. De la resulte la forme -de la fonctjon F(^); on a en effet evidemment
F'(4i) = F^(#)F5.(i)..,F;*(ar)
et, par suite,
(/) =u(z)[xlF<» + a2F\*> + +
[ x [ (3, Fy> + . . . + (3,„, f^ p . . . [ 3, FA" 1 + . . . + 3,„, Fjp*> ]'%.
Nous ecrirons symboliquement (/bis) /( a ) = ( «, . . . ( (3, . . . (3„„ jr* . . . ( 3... . . 3„„. )'X
D'apres la formule (/), les zeros de f(z) sont. : i° les arguments correspondant aux kK points doubles et aux k2 points simples considered sur S ; 2" les arguments de h groupes, equivalents a g,, gh, aux degres respectifs /*,,... de multiplicity ; 3° les k zeros communs aux trois fonctions thetafuchsiennes xK (z), x.2(z), x.t(z), an degre q de multiplicity. II reste maintenant a exprimer que les nq zeros des deux premieres categories sont les arguments de nq points de S situes sur une courbe de degre q, passant par kt points doubles de la courbe S ; on ecrira pour cela les relations ( \\)
,(i4) f{e):xl{e)=f(e'):x'>{e').
Ces equations seront en nombre egal a
si q > n — 2, et a
n(!—Hl + 0(7 + 2)— P + 1 — A'i>
s\q<n - 3(§XI).
Klles ctabliront des relations entre les constanles a, (3, qui figurent dans les formules (/) et (f bis).
De la resultera sans difficulte la forme de l'equation generate cherchee.
38. Parmi les applications qu'on peut faire de cette theorie, la plus importante est relative a l'etude des courbes de contact. Le probleme a traiter peut s'enoncer comme il suit :
Probleme des courbes de contact. — Soit
nq = 2 A'! -+- k1 -+- rl, q = n — 2.
Trouver V equation generate des courbes de degre q qui passent par k{ points doubles el k2 points simples donnes sur une courbe S, de degre n et de genre p, el qui ont avec cette courbe en I points un contact d'ordre r — i.
Dans ce qui suit, nous designerons par d, pour abreger, le nombre des points doubles de la courbe S
d = in(n — 3) — q + i.
Soit <p, ( ) = o une des courbes repondant a la question, et
ayant avec S un contact d'ordre r — i aux / points d'arguments [3,, [3,, . . . , (3,. Soient a,, . . . , a, les arguments des points mobiles ou l'une quelconque des courbes cherchees, f( ) = o, touche S. On
a, par l'application du tbeoreme d'Abel,
/• ■f*%{*)dz + ...+ r l lQ((z) dz=z AU/ + A'uj + 1 . + h^»-" ^''-^
d'ou
(16) f*lQl{z)dz + ...-h p'e/(*)rf*'=i-i(A«ii.+ A'«aJ + ...).
Dans le second membre, on peut donner aux ip entiers h, hi, ... les valeurs o, i, . . . , r — j : il en resulte que les courbes cherchees se divisent en r2p systemes, et que les groupes formes par les / points de contact correspondant aux courbes d'un meme systeme sont equivalents.
Supposons que les courbes cp = o et /=o appartiennent au meme systeme ; on aura, d'apres ce qui precede,
f(z) = cp (5) [X,F<'> + ).2Ft!) + . . . + \m F('«) ]'•, }M, . . . , ~km etant des constantes, et etant pose
en designant par p l'indice du systeme des groupes equivalents au groupe des points de contact de S et de ©. (Dans le cas general, ce systeme ne sera pas special, et Ton aura p == o.)
Les fonctions F(,), . . . , F(m) sont des fonctions fuchsiennes d'ordre /, ayant pour infinis les quantites (3,, (32, . . . , pY
On a de plus entre les constantes XM . . . , \m les equations ( i4), qui prennent ici une forme remarquable.
On a, en effet (n° 30),
et, par suite,
[ X, F<1>(<?) + . . . 4- X,„ Ff') (e) = [X, F<») (V) + . . . + X,„ F<'»> (e' ) ]>'.
On a d — k, equations de cette forme. On peut les ecrire, en extrayant les racines ri4m<" des deux membres,
s etant un entier qui peut prendre les valeurs o, 1 ,...,/* — 1 ( 1 ).
En combinant ces valeurs, on aura, puisqu'il y a d — kK equations de la forme precedente, rd~/t> groupes d'equations lineaires et homogenes en \{, X,„, et les solutions du probleme s'obtiendront en egalant a zero les d — kK premiers membres des d — ks equations de Tun quelconque de ces groupes.
Considerons les equations d'un des groupes : on en tirera la valeur
(') Ces equations peuvent aussi s'ecrire
)■ .x~'. (e) isLH -1 ,
Cette forme nous sera utile plus loin.
dc d — kt des constantes X,, .. . , X,„ en fonction lineaire et homogene des m —d + k, autres et Ton aura ainsi
/(-) = ?. (i) + • • • + K,-a+k, 9,„-rf+A-, (;)]'',
A,, . . . , X„,_,/_hAi etant mainlenant des constantes arbitraires.
En consequence, l'equation generale des courbes appartenant au groupe considere sera de la forme
o =/Oi> x3) =^J' A,.„ o -t- /-X;-' X2 A(._ti ,,...0 -+-. . . A0i.
Les A sont des polynomes de degre q en ccn cc2, x3, qui, egales a zero, representent des courbes de (iegre q passant par les kt points doubles et les k2 points simples donnes sur la courbe S ; on a
On peut done enoncer les resultats suivants : Soit
n^r = ik\ -r />2 + q/- n — 2.
Les courbes de degre q, qui passent par k, points doubles et k2 points simples donnes sur une courbe S, de degre n et de genre p, et qui ont avec cette courbe en I points un contact d'ordre r — 1 , se divisent en r2p syslemes : pour les courbes d'un meme systeme, les I points de contact avec S forment des groupes equivalents.
Chaque systeme se divise en groupes, et V equation generale
des courbes d un meme groupe est de la forme
(18) ll A,. , 0< . . . o + /•>.', - 1 X2 A,... 1 , , , . . .o -t- . . . + K,-d+k, A0, ... ,— o,
oil X,, X2, ... designent des constantes arbitraires, et oil /'o/i a pose
p etant I'indice du systeme des groupes equivalents formes par les I points de contact des courbes considerees.
40. Remarque I. — II resulte de l'equation (18) que, pour que le
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probleme soit possible, il faut qu'on ait
c'est-a-dire
I + p + A-, >/; +1 rf.
En general, si les points donnes sur S sont choisis arbitrairement, les groupes equivalents formes par les points de contact des courbes d'un meme systeme ne sont pas speciaux et Ton a
La condition ci-dessus devient alors
On peut deduire de ce qui precede la proposition suivante :
Soit g un groupe quelconque de I points, situes sur une courbe S de genre p, a d points doubles : une courbe quelconque de degre q ayant avec S en ces I points un contact d^ordre r — i coupe, en outre, la courbe en kt points doubles et en k., points simples. Inversement, par ces kK 4- k2 points, on peut faire passer rd~k' groupes de courbes de degre q, ayant respeclivement avec S des contacts d'ordre r — i en I points formant un groupe equivalent a g. V equation generale des courbes d'un groupe est de la forme ( 1 8 ) et ren ferme
parametres arbitraires.
Si le groupe g est un groupe special d'indice p, le nombre de ces parametres est augmente de p.
Celte proposition est une generalisation de celle du n° 23 sur les proprietes des groupes speciaux.
41. Remarque II. -— Si q est egal ou superieur a n, on ajoutera au second membre de l'equation (18) le produit SRv_7i, oil Rf/_„ designe un polynome quelconque de degre q — n en xn x.2, x3.
42. Remarque III. — Si q est inferieur a n — i, les equations (17) seront au nombre de nq — - (q -+- 1) (q -+- 2) — /c, — p -h 1 (n° 33); il
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n'v aura ainsi, dans chaque systeme, que
groupes de courbes de contact.
En particulier, pour q = n — 3, ce npmbre devient t^-*'-' ( 1 ).
43. Remarque IV. — Si la courbe S a des points de rebroussement, il convient de modifier legerement les enonces precedents.
Supposons que, parmi les d — k{ points doubles par lcsquels ne passent pas les courbes de contact considerees, ily ait R points de rebroussement, d'arguments et, e2, . . . , cK.
L'equation (14) relative a l'un de ces points devient (33)
f'(ex)xx (ei) = qf(et)a:'i (e,), c'est-a-dire, puisque Yon a
o — di'"-' (<?,)
(') On doit remarquer que, si q est inferieur a n — 3, le probleme des courbes de contact est generalement impossible, lin effet, pour qu'il soit possible, il faut, comme on le voit aisement en appliquant la melhode du n° 40, qu'on ait
(0 l — p + p — nq + ~'q + i)(q + 2) + /» , + />> 1 .
Or on a
nq = 2 A', -+- k.2 -+- rl;
la plus grande valeur de /, toutes choses egales d'ailleurs, correspond a la plus petite valeur de r, soit /• = 2 ; si Ton fait cette hypotbese dans la relation precedente, l'inegalite (/) enlraine la suivante :
et, a fortiori, en supprimant ~,
zp-hq(q — n + 3 ) = o.
En general, p = o, et Ton doit avoir par suite q 2 n — 3.
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'\>{et) ne peut etre nul que si la courbe / '— o passe par le point de rebroussement (e,), ce qu'on ne suppose pas; en egalanl a zero la quantite entre crochets, on trouve une relation lineaire et horaogene en X,, ~k,, A,,,.
On conclut de la que le nombre des groupes que comprend un des f'2f> systemes de courbes de contact est egal a
/'' -R — *i si <J~fl — 2
et a
n'l — : it + D (<7 + 21 - -*i — /' — R + 1 /• 2 . si q < n — 2.
Proprietes des systemes de points de contact.
44. On peut donner, relativement a la distribution des points oil les courbes de contact touchent la courbe consideree, quelques propositions simples, qui sont l'extension de quelques resultats enonces par Clebsch dans le cas oil les courbes de contact sont des courbes adjointes.
Ces recherches mettront en evidence I'existence d'une classe de fonctions uniformes interessantes, et dont l'etude est Iiee a eel le des fonctions fuchsiennes.
Soient deux courbes de contact appartenant a un meme systeme, /' == o et f, — o. On a
/(z) =<p(5)[x, mi +*2f<2) +....].■ = <P(a)^(S)>
/, (*) = cp (z) [ft F<» + ft F<" +...]'• = ? (z) ^(z) ;
o = o est l'equation d'une quelconque des courbes du systeme considered | et sont des fonctions fuchsiennes ayant memes infinis.
La fonction > c'est-a-dire *jp est done une fonction fuchsienne,
dont les zeros et les infinis sont respectivement les arguments des
/ points de contact de S avec les courbes /et/,.
Cherchons ce que devient la fonction (^j^j dans le cas ou /, = o est une courbe de contact appartenant a un autre systeme que la
CEUVRES DE G. HUMBERT, T. I.
•lf\"i. ftf.l VRES DE GF.ORfiES HUMBERT.
rourbe f — o. Soit pose, pour abreger.
La fonction efJ' (s) est uniforme dans l'interieur du cercle fondamental ; je dis qu'il en est de meme de la fonction (s).
En efFet, les zeros de /(.s)[ou /t(s)]sont : t° les k zeros communs a .)',(;), x2(z), x3(z), chacun au degre q de multiplicite; i° les ikK -+- k., arguments qui correspondent aux points fixes de S par lesquels passent les courbes de contact de la famille consideree; 3° les arguments des /points de contact de f=o | ou/, = o] etdeS, chacun au degre r de multiplicite.
II resultc de la (jue les zeros et les infinis de la fonction J-^^ sor>t tous d'un degre de multiplicite egal a /*, et par consequent la fonction reste monodrome dans le domaiue de l'un quelconque des points correspondants ; elle est done uniforme dans l'interieur du cercle fondamental.
D'un autre cote, on a, en designant par ]'J ~ "f" lJ'J ) une quelconque des xp substitutions fondamentales du groupe G, generateur des fonctions fuchsiennes considerees
et, par suite,
hj etant un entier,- qui esl evidemment unique et determine quand la substitution ( z, - " ~j~ ^v ^ est donnee.
Si Ton remplacc la courbe /, = o par une autre courbe de contact, /, == o appartenant au meme systeme, on a une nouvelle fonction
et je dis qu'elle satisfait aux relations
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oil hj est fe meme que pour la fonction (s); le quotient > c'est-
a-dire J > est en efiet une fonction fuchsienne cle groupe G,
d'apres ce qui a ete dit plus haut, puisque les courbes f[ = o et /, = <> appartiennent au meme systeme.
Considerons maintenant une courbe de contact f2 — o appartenant
a un nouveau systeme ; et soit §2 {z ) = yyry 'a fonction correspondante. On a
TT
h£±m = jl(a)g*'~ (y=.,a, :".'.„»>>.
Je dis que la suite (g-, , g:2, . . . , g2/t) differe de la suite (A, , . . . , /«2/)) : s'il en etait autrement, la fonction uniforme
seraiten eil'et une fonction fuchsienne de groupe G, et Ton aurait, en designant par (3n fit les arguments des points de contact de S et de par yt, . . . , y{ ceux des points de contact de S et de f2,
/ 8,(j)</;+...+ / ^rf^Aw^+Ws)^-... (< = i.a, . . . ,/>).
Les groupes ([3,, . .., et (y,, y*) seraient alors equivalents, ce qui est impossible, puisque les courbes/. = o el f, = o font part ie de deux systemes de contact diii'erents (38).
II resulte de la que, si Ton considere successivement les r2'' systemes de courbes de contact, on forme r21' systemes de fonctions '§ (z), satisfaisant aux relations
\ vj z + mjJ
et pour chacun de ces r2p systemes, les suites (A,, h2, h3p) sont dilTerentes. Or le nombre de suites diff'erentes qu'on pent former en donnant a /<,,... , h3p les valeurs o, i ,...,/• i est precisement egal &r-p : on voit ainsi qu'il existe un systeme de fonctions § ( z) satisfai-
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sanl a des relations de la forme precedente, oil ht, h2 sont des entiers choisis arbitrairement.
i5. Nous pouvons par suite euoucer le theoreme algebrique suivant :
SotV G un groupe fuchsien, derivant de i p substitutions ( 1 ). On pent former des fonctions uni formes dans Vinterieur du cercle fondamental, i(z) satisfaisant aux relations
■ih, —
; , \ \ "j" j^7 ) est une quelconque des substitutions fondamentales du
v,z +ro
groupe G, o// hj est un entier choisi arbitrairement.
Les considerations geometriques qui precedent mettent en evidence l'existence et la forme de pareilles fonctions : toutes les fonctions de meme nature s'obtiennent d'ailieurs en multipliant l'une des precedentes par une fonction fuchsienne quelconque, de groupe G.
46, Au point de vue geometrique, on pent deduire de ce qui precede quelques consequences interessantes.
Soient /, = orf 2 = o, . . . , f . — o, /• courbes de contact quelconques, a p par tenant aux systernes
( hli hit •••'•> l>ip ) ( o'li gl, • • • ) gtp )' • • • i ( *l) ^2l' • • * )i
c'est-a-dire telles qu'on ait
/, / lj Z + \J.j
f \VjZ + 73j
(') II s'agit toujours, bien enlendu, des group'es (i qui donnent naissance a un polygone R0 de la nature indiquee au n° 2.
et considerons la fonction
<S>(z)=A(z)A(z)...,fr(z).
On peut ecrire
et, sous cette forme, on voit que est une fonction uniforme, sans infinis dans I'interieur du cercle fundamental, et satisfaisant, puisque f(z) est une fonction thetafuchsienne de degre q, aux relations
Au point de vuc analytique, on est ainsi en presence d'une fonction holomorphe, analogue aux fonctions thetafuchsiennes sans infinis, et il est clair, d'apres ce qui precede, qu'on peut choisir la fonction fr(z) de facon que, quelles que soient/, (s), ... , fr , (z), la quantite
hj + gj 4- . . . + l j
ait, suivantle module/-, une valeur entiere quelconque (/ = i, 2, -±p), On peut, en particulier, etant donnes les systemes auxquels ap'partiennent les courbes f, — o, = o, choisir le systeme auquel
appartient la courbe /r = o de faeon que $(-) soit une fonction thetafuchsienne holomorphe.
Nous d irons en ce cas que les r systemes
(hi, h,, . . . , htp), (gu gi, ■ ■ . , ff,p), (/„ I,, • , ■ , tip)
sont complementaires . Les conditions a verifier sont pour cela
Ai + i',+...+ 'i = /'! + 8ff! + ...+ U".
= thp + gip +• • • + 4P = 0 (mod/).
On peut alors (§ VII) enoncer la proposition suivante :
Soient r courbes de contact appurtenant a r systemes complementaires : par leurs points de contact avec S, les points fixes donnes sur cette courbe, et 1 (p — 1) points simples de S situes sur une courbe adjoinle quelconque P, d'ordre n — 3, on peut mener une courbe adjointe <E> d or die n -+- q — 3.
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Les tangentes menees aux courbes <1> et P, en Pun quelconque des points doubles de S, presentent une propriete interessante. •
Supposons en effet que les courbes /', — o, /, — o, . . . , fr = b appartiennent respectivement, dans les systemes complementaires dont elles font parti. •, aux groupes (st, ss, su_ki}, (/,, td_ki)f (v,, v2, . .. , v(l_ki), c'est-a-dire que Ton ait (note du n° 38)
< (el-)
on en tire
Gette relation peut recevoir une interpretation geometrique analogue a celle qui a ete donnee au paragraphs XI ; en prenant pour axes x., — o et == o les tangentes a S au point double (eh e\ ) et en supposant que les equations des tangentes en ce point aux courbes <l> et I' so i cut respectivement
,r, -+- «,^3 = o, .l\ -+- b(X3 — o; on voit comme au n° 31 que la relation qui precede doniie
En d'autres ternies :
Les points de contact avec S de r courbes appartenant a des systemes complementaires el faisant partie de groupes determines, sont silues, avec les points fixes donnes, el les (zp — i) points simples oil S est traversee par une courbe adjointe quelconque P d^ordre n — 3, sur une courbe adjointe <t> d'ordre n -f- q — 3 : le rapport anhai monique du faisceau forme pur les tangentes a la courbe S en an. de ses points doubles, el les tangentes en ce me me point aux courbes <I> el P, est egal a une des racines rlemes de I'unile, el il resle fixe quand les courbes
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de contact consider ccs raricnl sans cesser <C apparlenir aux sysle/nes et aux groupes primitivemenl fixes.
On peut loujours, etant donnas les groupes auxquels appartiennent dans leurs systemes, supposes toujours complementaires, les courbes ft = o, . . .,/,._, = o, choisir le groupe de la courbe fr = o, de fagon qu'on ait
Si ■+- t, •-+-...+ v, ■= o ( mod r) ( i = i , 2, . . . , d — /r, ), et Ton a en ce cas
Les points de contact des r courbes considrrecs sunt alors situes, avec les points fixes, sur une courbe de degre q (n° 33).
Nous dirons en ce cas que les groupes (s t ,s2, ...,sd_kt), (tt, ...,-td_ki), . .., (V,, v2, • • • , Vd-ki) son' complenientaires .
On pent done enoncer le tbeoreme suivant :
Les points de contact de r courbes appartenant a des systenies et a des groupes complenientaires sont situes, avec les points fixes, sur une courbe de degre q.
En particulier :
Les points de contact de r courbes appartenant a un meme systerne et a un meme groupe sont situes, avec les points fixes, sur une courbe de degre q.
II resulte egalernent de la que :
Si par les points de contact de r — i courbes quelconques de la famitle conside'ree et par les points fix-es, on mene une courbe de degre q, cette courbe coupe S en I nouveaux points, qui sont les points de contact el'une r'e"'e courbe de la meme famille. Le systerne el le groupe auxquels appartient cette courbe restent fixes quand les systemes et les groupes auxquels appartiennent respectivement les r — i premieres courbes restent fixes eux-memes. Si les r — "i premieres courbes appartiennent a un meme systerne, la i**"*" courbe appartiendra a ce systerne.
47. L'equation de la courbe qui passe par les points tixes et les
points de contact de r courbes du meme systeme et du meme groupe est facile ii former.
Soienl f, — o, . . . , fr = o ces courbes.
On a
/, (z) = CD (Z ) (X, Cp, + X2 Cp2 + . . . -+-
//•.(-) = <P(«) (W|«Pl+ • )'•
La fonction $(z) a ici pour expression
<P ( 3 ) = cp (;;) (X, cp, + X, cp5 + . . .) . . . (73, cp, + . . .).
En developpant le second membre et rernpla^ant, comme au ft? 38,
5P(a) <Pi C*>) par A,. 0i.. o,
?(-)?'r' (-) par A'-i.i,...o,
on obtiendra ie premier membre de, Inequation cherchee
O = X, JUt-i . . .GT1Ar'°- (X2fA,. . .5J, + >.,fAi. . .73,+ .. . + X, /X, . . . T34) A,-i,i,..,o + • • •
+ X,„_,/ + /.l fX„, + . . . Effm-rf + A, A0,o, .../••
48. Dans le cas ou les courbes de contact de degre q ne passent par aucun point fixe donne sur S, on a
/•/ — nq.
Supposons qu'on ait aussi
/'</'= nq',
r' et q' etant des entiers inferieurs k ret h q.
Soient jf, — o, . . . , fr, — o, r' courbes de contact quelconques : posons
V{z) =f\(z)fl{z)...fl,{z).
La fonction /, (z),y2 (s), . . ./r(-z'). a pour zeros : i° chacun des zeros communs a xK (z), ac.2(z), x^(z) au degre qr ou q'r de multiplicity ; 20 chacun des arguments des points de contact de S et des courbes ft =0, = 0, au degre r de multiplicity : il en resulte que ^'(s)
est une fonction uniforme, et Ton demontre comme plus haut les pro-
positions suivantes :
• o = V p., ...m, A''.°-°+ (X2fjL,. . . nj, -+- X,p,...ro, -4-...-+- XifL,...v») A'-'-1--1--
Si /?«/• points de contact de r' — i courbes quelconques de la famille. consideree on mine une courbe de degre q', cetle courbe coupe S en I nouveaux points qui sont les points de contact dUine r"me courbe de la mime famille.
Le sysleme et le groupe auxquels appartient cetle courbe restenl fixes quand les systemes et les groupes auxquels apparliennent respeclivement les r' — i premieres courbes restent fixes eux-memes.
Cas particuliers.
49. Supposons que les courbes de contact de degre q ne passenl par aucun point fixe donne sur S, de sorfe qu'on ait
;•/ = nq .
Admettons de plus que
s etant un entier, el r' el q' etant premiers entre eux.
11 est clair qu'on aura une courbe de contact de degre q, ayant avec S en / points un contact d'ordre r— i, en prenant une courbe de degre q', ayant en I points un contact d'ordre r — 1, et en comptant cette courbe s fois.
Soit <p = o l'equation d'une telle courbe de degre q' ; designons par [3, , . . . , fti les argments de ses points de contact avec S, et par a, , . . . , a, ceux des points de contact avec S d'une courbe de degre q.
On aura (§ III)
/ 9,(z)dz +...-+- j 9i(z)dz = -(Aw. + A'd! + ...). Si nous considerons le systeme de courbes pour lequel
on aura, /'=o etanl I'equation d'une d'entre elles,
ou
'j'(-) etant une fonction fuchsienne d'ordre /, ayanl pour infinis p„ ...,p,(n° 38).
On a, de plus,
91 ( « ). Vs ( O = ( e > ^' K) ' ('(= i, 2, ., : ,
oil
Considerons celles de ces equations qui correspondent a
La fonction <p (e4) <|f' (e,) est evidemment une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre \).q' , admettant comme zero de multiplicity q' chacun des /• zeros communs a x{ (z), x2(z), x3(z) : les relations precedentes expriment done que les autres zeros de cette fonction sont les arguments de points de S situes sur une courbe de degre q . En d'autres termes, la courbe f=o est une courbe de degre q' comptee s fois.
Les relations precedentes, ou l, —... = t(l = o peuvent s'ecrire, en extrayant les racines j-'Umr\
<l_ , lis
11 en resulte que, parmi les rd groupes de courbes que comprend le systeme considere, il en est r"1 qui ne renferment que des courbes de degre q' comptees s fois ; le nombre des groupes de degre q indecomposables, compris dans le systeme considere, se reduit ainsi
a rd — r'd.
Mais il peut se presenter un cas important ou ces resultats se modi- (ient : e'est celui oil q' est inferieur a n — 2.
En ce cas, il suffit que nq' — ^ (q' + l)(?' + 2)'"/'+ 1 des e(lua" tions (19), oil Ton a fait t, = t2 = . . . = o, soient verifiees pour que les zeros de op (s) '.J/'( z), autres que les zeros communs de cc, (z), x.x (z), x3(z), soient les arguments de points de S silues sur une courbe de degre q' (n° 33); et, par suite, a tout groupe de d equations de la forme (19), pour lequel nq' — ^ (q' -+- 1) (q' 4- 2) — p -+- 1 au moins
des entiers / scront nuls, correspondent des courbes de degre q' comptees s fois.
Le nombre de ces groupes est, coinrae on le voit aisement, egal a
I + ^(,-,)^^^(,-o-+...+rf(f/~1);^(\-<:')(.^-.)^
en posant, pour abreger,
I — nq' r- - ( q' '-+- i) (q' -4- 2 ) — p + 1
et
Chaque groupe d'equations (19) donnant naissance a r'd groupes d'equations (20), on voit ainsi que le systeme considere renferme un nombre de groupes de courbes de contact indecomposables de degre q egal a
Les autres groupes de ce systeme ne comprennenl que des courbes de degre q' comptees s fois. Si \ est nul ou negatif, il est clair qu'on aura N = o.
Courbes de degre /; — 3 tangentes a 8 en tous leurs points de rencontre
avec cette courbe.
51. Cherchons le nombre des courbes du degre n — 3 qui passent par points doubles de S et qui touchent cette courbe en tous leurs autres points de rencontre avec eLle.
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II resuite du theoreme general du n° 38 et de la remarque du n" 42 qu'i/ y a i'2'1 systemes de telles courbes; les points de contact <lcs courbes d'un me me systeme forme nt des groupes equivalents .
Chaque systeme comprend 2''~A|_' courbes, de sorte qiSil existe en tout 22/'+rf-*-1 courbes repondant a la question.
On a, sur les syslemes de points de contact, des theoremes analogues a ceux du n° 46.
On voit, coinrne an n" 49, que ces resultats se modifient si k{ est nul et si n — 3 est pair, c'est-a-dire si n est impair.
Soil n — 3 = 2 v, = o.
Parmi les systemes des courbes de degre n — 3 tangentes a S en tous leurs points de rencontre avec celte courbe, d en est un pour lequel les groupes des points de contact sont equivalents an groupe
de — — — — points silue's sur une courbe de degre v.
Ce systeme ne comprend que N, courbes indecomposables de degre n — 3, etanl pose
IV
et
(d-i)(d-*) (rf-Q... (>■' + ■)
- , 3 // - — ia/i-4-1
II comprend, de plus, toutes les courbes de degre comptees deux f'ois.
Pour X' nul ou negatit', on aura
52. Remarque. — Ces resultats cessent d'etre exacts si la courbe de degre n — 3 doit passer par tous les points doubles de S(d — /-, >, car les equations (17) du n° 38 n'existent plus, et les equations (16) se reduisent a p — 1 d'entre elles (n° 9). En ce caSj les quantiles //, h', ... qui figurent dans ces equations ne sont pas independantes, ct le nombre des systemes de courbes de contact est inlerieur a f1'' .
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Application aux courbes du quatrieme degre.
53. JI est aise de voir que les formules qui precedent s'appliqttent au cas qui semblc echapper a la methode de p = o.
Nous pouvons done enoncer, pour toutes les courbes du quatrieme degre, les propositions relatives aux systemes de coniques quadritangentes.
[. Courbes du quatrieme degre sans point singulier. — II y a 04 systemes de coniques langentes a la courbe en 4 points : Tun de ces systemes ne comprend que des droites comptees deux fois.
L'equation generale des coniques comprises dans fun des 63 autres systemes est de la forme
~kt et A2 etant des constat) tes arbitraires.
Les points de contact de deux coniques du me/ne sysle/ne sont sur une conique.
II. Courbe S du quatrieme degre a un point double (e). — // y a 16 systemes de coniques de contact : chaque systeme comprend deux groupes de coniques, et l'equation generale des courbes d'un groupe est de la forme (21). Toutefois, Fun des systemes ne comprend que des droites, comptees deux fois.
II n'y a done, en realite, que 3o groupes de coniques de contact ( 1 ).
Les points de contact de deux coniques de meme systeme et du meme groupe sont sur une conique.
Par les points de contact de deux coniques de meme systeme et de groupes diffcrenls, on peat mener un faisceau de cubiques qui onl commc neiwieme point commun le point double e.
Une quelconque de ces cubiques, C, coupe en outre la courbe S en deux nouveaux points, determinant une droite I) qui passe
(') Et non 3i, oomme il est dil dans les Legons sur la Geometrie de Clebscli, trad. BiiNOisf, t. HI, p, 278.
par le point e. En ce point, la tangente a C est la conjuguee harmonique de D par rapport aux deux tangentes de la courbe S.
III. Courbe S da qualrieme degre a deux points doubles. — fly a quatre systemes de coniques de contact ; trois (Centre eux rcn ferment qua/re groupes, et I'equation generale des courbes d'un des groupes est de la forme (21). Le dernier systeme ne comprend qu'un groupe de coniques proprement dites et renferme en outre les droites du plan, romptees deux fois. II n'y a done, en realite, que i3 groupes de coniques de contact.
Les quatre points de contact d'une conique du dernier groupe sont sur ane conique qui passe par les deu.r points doubles et et e.,, et louche en chacun d'eux la conjuguee harmonique de la droite e{ e., par rapport au.v deux tangentes menees a S en ce point.
Les points de contact de deux coniques du meme systeme et du meme groupe sont sur une conique.
Dans un meme systeme, on peut distinguer les quatre groupes, suivant la notation du numero, par les symboles (0,0), (0,1), (1,0), (1, i)(n°46).
Les points de contact de deux coniques appartenant a un meme systeme et aux deux groupes (a, (3) et (a', [3') sont situes, avec les points doubles e, et e2, sur une cubique C.
Cette cubique louche au point e, la droite ete.,, si a + a' est pair, et la conjuguee harmonique de et e2 par rapport aux deux tangentes de S en en si a + a' est impair.
De meme elle louche au point e2 la droite e{ e2, si ft -+- ft' est pair, el la conjuguee harmonique de e{e2 par rapport aux tangentes de S en e.,, si ([3 + (3') est impair.
IV. Courbe S du qualrieme degre a trois points doubles. — II n'y a qu un seal systeme de coniques de contact ; il renferme huit groupes de coniques, et I'equation generale des courbes d'un groupe est de la forme (21). Toutefois, quatre de ces groupes ne eomprennent que des droites coinplees deux fois : il n'y a done en realite que quatre groupesde coniques de contact ( 1 ).
(') El non 7, corame il est dil dans les Leqons sur la Gtoindtrie (ibitl., p. 3o0j. Les Irois groupes, designcs dans ce passage par les symboles (o, o, 1), (o, 1,-0) (1. o, o), ne eomprennent que des droites comptees deux fois.
Les points de contact de deux coniques appar tenant a un mSme groupe sont sur une conique.
54. On peut donner des resultats analogues pour les cubiques oscuiatrices en quatre points a une courbe du quatrieme degre. Nous ne les enoncerons que pour les courbes sans points doubles et les courbes a un point double.
Courbe S du quatrieme degre sans point singulier. - II y a 729 systemes de cubiques osculatrices a la courbe en qualre points: l'un de ces systemes ne comprend que des droites comptees trois fois. L'equation generale des cubiques comprises dans l'un des 728 autres systemes est de la forme
(22) 3i}A+ 3X2AJ B + 3X4* € + Xj I) = o,
A, et >u etant des constantes arbitraires.
Toute cubique menee par les points de contact de deux cubiques coupe S en quatre nouveaux points qui sont les points d1 osculation (rune autre cubique : le systeme auquel appartienl cette derniere reste fixe si les systemes auxquels appartiennent i-espectivement les deux premieres cubiques restent fixes.
Les douze points de contact de trois cubiques d'un merne systeme sont sur une cubique.
Toute conique menee par les points de contact d une cubique coupe S en quatre nouveaux points, qui sont les points d: osculation d'une autre cubique : le systeme auquel appartient cette derniere courbe reste fixe quand le systeme auquel appartienl la premiere reste fixe (n° 48).
Courbe S du quatrieme degre a un point double, e. — II y a 81 systemes de cubiques osculatrices en quatre points : chaque systeme comprend 3 groupes, et l'equation generale des courbes d'un des groupes est de la forme (22). Toutefois, l'un des systemes, que nous designerons par la notation (o, o, o, o) ne comprend que des droites comptees trois fois.
II n'y a done en realite que 240 groupes de cubiques de contact.
Designons les systemes par les symboles («, b, c, d) et les groupes par les symboles (a) : a, b, c, d, a pouvant prendre les valeurs 0,1, 2 (n° 4C>)."
Soient trois cubiques appartenant respeetivement aux systemes
(a,, bt, cu dty, (as, bt, ct, d,), (3 — ax — a,, 3 — (!>, — b*> 3 - r, — c2, 3 — dl — d2),
et aux groupes
Si a, + a2 -h a3 = o(mod 3), les douze points d'osculation des trois cubiques sont sur une meme cubique.
Dans le cas contraire, on pourra par ces points et le point double e mener nn laisccau do eourbes du qualrieme ordre : I'une (jneleonque de ces eourbes, C, coupe S en deux nouveaux points qui determinent une droite D, passant par e. Le rapport anharmonique du faisceau forme par la tangente en e a la courbe C, les tangentes an meme point
2/ Tl
10t. I Ot- 1 PC,,)
a S, et la droite D, est egal a e a • : il est done equianharmonique.
Les douze points d'osculation de trois cubiques du meme systeme et du meme groupe sont sur une cubique.
Toute cubique menee par les points d ] osculation de deux cubiques quelconqucs coupe S enquatre nouveaux points qui sont les points d'osculation d une nouvelle cubique : le systeme et le groupe auxquels appartient celte derniere restent fixes si le systeme el le groupe auxquels apparliennenl les deux premieres restent fixes eux memes.
Les points de contact de deux cubiques, appartenant respectivement
aux systemes.
(«!, &!, Ci, Hfj) el (3 — 3 — />, , 3 — Cj . 3 — rf,), et aux groupes
(xy) et (3 — «,)>
sont sur une coniquc.
Toute coniquc menee par les points d'osculation d une cubique coupe S en quatre nouveaux points qui sont les points d'osculation d une autre cubique ; le systeme el le groupe auxquels appartient celte derniere restent fixes si le systeme et le groupe auxquels appartient la premiere restent fires eux-memes.
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Coniques tangentes en cinq points a une courbe du cinquieme degre.
55. Nous ferons une applicati on des resultats du n" 51 aux courbes du cinquieme degre.
Courbe du cinquieme degre d un point double ('). - II y a 1023 coniques louckanl la courbe en cinq points.
Courbe, du cinquieme degre a deux points doubles. - Les coniques tangentes en cinq points se repartissent en systemes ; chaque sysleme comprend deux coniques, sauf un qui ne cotnprend que des droites comptees deux fois. Ily a done 5 10 coniques de contact.
Courbe du cinquieme degre a trois points doubles. — Les coniques de contact sc repartissent cn 64 systemes ; chaque sysleme comprend 4 coniques, sauf un qui ne comprend que des droiles comptees deux fois. Ily a done 232 coniques de contact.
Courbe du cinquieme degre a quatre points doubles. — Les coniques de contact se repartissent en 16 systemes; les quinze premiers comprennent chacun 8 coniques, le dernier ne comprend qu'une conique proprement dite. Par les cinq points de contact de cette conique el les quatre points doubles on peul /aire passer un faisceau de cubiques : V une quelconque de ces courbes C coupe, en outre la courbe du cinquieme degre en deux points, situes, avec les points doubles, sur une conique H. Les tangentes menees en un quelconque des points doubles aux courbes C et H sont con/uguees harmoniques par rapport aux tangentes menees a la courbe du cinquieme degre en ce point.
Ily a en tout 1 2 1 coniques de contact .
Courbe du cinquieme degre a cinq points doubles. — Les coniques de contact se repartissent en \ systemes; 5 d'entre eux comprennent chacun 16 coniques; le dernier ne comprend que 5 coniques proprement dites. Par
(') SuivanL la remarque du n" 53, les f'ormules qu'oti y a donnees ne s'appliquent pas au cas de la courbe sans point double, puisque d = kt= 0.
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les cinq points de contact de Cune de ces coniqu.es el les cinq points doubles on peat faire passer une cubique C. Les tangentes menees en quatre des points doubles a la courbe C et a la conique 11 des points doubles sont conjugates hannoniques par rapport aux deux langentes de la courbe du cinquieme degre au point considere. Au cinquieme point double, les courbes C et II se touchent.
lly a en tout 53 coniques de contact.
Courbe du cinquieme degre a six points doubles. — // y a 16 coniques de contact.
Proprietes geometriques des courbes de contact.
56. Comme derniere application de la theorie des courbes de contact, nous don nerons quelques proprietes geometriques applicables aux courbes d'un meme groupe, quand leur equation generale renfenne un parainetre arbttraire (
Soil
nq = 2 A-! + k2-+- rl
et
I — p — il -+- k i HH p — - ' •
Les courbes considerees sont celles de degre q qui passent par k{ points doubles et k., points simples donnes sur S, et out avec cette courbe en / points, formant un groupe d'indice p, un contact d'ordre r — i .
L'equation generale des courbes d'un meme groupe sera de la forme
vx kF p A,_, % ;'(/'~ 0 i\- 1 xj A,, 1-K*'« .'•+■ X; A0 = o.
Nous appellerons ces courbes, pour abreger, courbes A. Soient r de ces courbes :
o = A = ocrAr-\- /-a''-1 A,._i -t- . . . -t- A0, ^x — y-^j,
(!) Nous avons signalc cos proprietes dans le cas oil la courbe S est de genre i.
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Les rl points de contact de ces courbes avec S sont (46) sur une courbe de degre q, qui passe par les points fixes donnes, et dont ['equation est (47)
o — a(3 . . . XA, -+-(a(3 . + + (3... >. -+- a. . .1 + .. .) A,._, + . . . -t- A„.
Le coefficient de AA est la somme des produits & a k des r quantites a, [3, . . . , \.
Courbes A menees par un point du plan. — Soit (x\, x'2, x\) un point du plan; on peut moner, par ce point, / courbes A : les valeurs correspondantes du parametre sontdonnees par l'equation
o == arK'r + rxr-i A',._, + . . . + A'0,
en posant
A k = A/; (x j , xlt x3).
Soient a, (3, . . . , X les racines de Fequation precedente : la somme de leurs produits /' a k etanl
AT
la courbe de degre r qui passe par les points fixes et les rl points de contact des r courbes A menees par le point (x\, x[, x'3) aura pour equation
o = A'0 A,.— r\\ A,._, + A'2 Ar_, + ...+ (-, )''A',.A„.
Le premier membre de cette equation ne change pas, ou change de signe, suivant que rest pair ou impair, quand on permute xt, x2, x3, e i x j . x tl , cc j •
Cela pose, appelons courbe polaire d un point la courbe de degre q qui passe par les points fixes et les /•/ points de contact des r courbes A menees par le point. Ce point sera dit pole de sa"courbe polaire.
On a ce theoreme :
Si la courbe polaire dUm point P passe par un point P', la courbe polaire de P' passe par P ;
et, par suite :
Les courbes polaires de tons les points d'une courbe polaire passent par le pole de celle-ci.
Les poles de loules les courbes polaire.s passant par un point sont sur la courbe polaire <le ce point.
Si rest impair, l'equation de la courbe polaire <lu point (x\, a?s', x\) peut s'ecrire
o = (A'0 Ar— A;.A0) 4- '■(A',A,._I — A',._, A,) +. . .
el, par suite :
Si r est impair, loute courbe polaire passe par son pole.
Ces resultats, y compris lc dernier, s'appliquent en partieulier aux cubiques osculatrices en quatre points a une courbe du quatrieme degre.
XIII. — Des courbes hyperelliptiques
57. On dit qu'une courbe S (de genre p et de degre n) est hypcrelliptique quand il existe snr cette courbe un systeme simplement infini de groupes g\ formes de deux points : nous dirons (jne les deux points d'un groupe sont conjugues.
Le systeme en question est un systeme special, d'indice p = p — i, puisque dans les formules du n° 19 il fant faire h — 2 et r = i.
D'apres le theoreme de Riemann et Rocb, les courbes adjointes a S d'ordre n — 3, qui passent par les deux points d'un groupe, torment un systeme p — i, c'est-a dire p — 2 fois infini; leur equation generale est done de la forme
o = a, P, 4- o.2Fa + . , .-+-
... etant des constantes arbitraires. En d'autres termes, les fonctions thetafuchsiennes liolomorphes du premier degre, qui s'annulent pour les arguments des deux points d'un groupe, out pour expression
6{z) = alBl-h <7.>02 + . . . + a,,_xBp_i.
Comme il n'y a que p fonctions thetafuchsiennes du premier degre lineairement independanles, il resulte de la que :
Toute fonction thetafuchsienne holomorphe du premier degre, qui
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s'annule pour I'argu merit d'nn point, s'annule pour I'argu nienl du poinl conjugue, et geometriquement :
To ale courbe adjointe d'ordre n — 3, qui passe par un poinl d^une courbe hyperelliptique, passe par le conjugue de ce point.
Line courbe adjointe d'ordre n — 3 passant par deux points conjugues coupe en outre S en z(p — 2), points par lesquels on peut, d'apres le theoreme de Roch et Riemann, faire passer un faisceau de courbes adjointes d'ordre n — 3. Soient 0, et 02 les tbnctions thetafuchsiennes holomorphes du premier degre qui correspondent a deux courbes de
ce faisceau : fa f'onction fuchsienne J . n'a que deux infinis dans I'in-
terieur du polygone generateur; ell e est done d'ordre deux. On peut dire, d'apres cela, que :
Pour que deux f one lions fuchsiennes de mcme groups (\ soient lie'es par une relation hyperelliptique, f = o, il faul et il sufjit qiCune des fonct ions fuchsiennes du m^rne groupe soil du second ordre.
La condition est suffisante, car, F(z) etant cette fonttion, les deux zeros de l'equation F(s) = const, dcterminent sur la courbe / = o un systeme de groupesg^.
Equation generalc et enveloppe des droites joignant deux points con/ ' agues.
58. Une droite f— o joignant deux points conjugues coupe S en n — 2 autres points, determinant un groupe dont la multiplicity est en general n — p — 2 : il en resulte qu'en designant par ^> = o l'equation d'une droite analogue, on aura (n° 37)
F't", F1,2.1 etant des functions fuchsiennes d'ordre deux, F2", F(" p 11 des fonctions fuchsiennes d'ordre n — 2 ayant respeetivement memes infinis! Ges infinis sont pour les F, les arguments des deux points conjugues situes sur la droite 9 = o, pour les F2, ceux des n — 2 autres points de S situes sur cette droite.
26?. oeuvb.es tie ceorges Humbert.
Les constantes a et ft seront liees par n -p — i relations de la forme (37)
|3i ( ni| a, + m2a2) -H (32(/i, a, + rc2sc2) + . . . — o,
//?,, ... eta nt des constantes. De ces // p - i relations, on tirera les valeurs proportionnelles des ft
fit fn ••• etant des polynomes homogenes de degre n — p — i en a,, a2. On aura ainsi, sous forme symbolique,
Dans le second membre, a, et a., entrent done au degre n — p — i, et I'equation generale des droites joignant deux points conjugues sera de la forme
0 = z-i <prt-,,-i -f- a?j ^„_/,_, + J?3 '/«-/>-!»
cp, ... etant des polynomes homogenes de degre n — p — i en a,, a,. Done :
Les droites qui joignent deux points conjugues sur une courbe hyperelliptique, de degre n et de genre p, enveloppent une courbe unicursale de classe n — p — r et de degre i(n — p — 2) en general.
59. Cette courbe, comme nous l'avons fait voir dans le cas des courbes de genre un, touche S en un certain nombre de points, que nous allons determiner. Pour abreger, nous designerons par droites D les droites joignant deux points conjugues.
Les valeurs proportionnelles de a, et a, qui correspondent aux n — p — 1 droites I) qu'on peut mener par un point de S, d'argument z, verifient I'equation
x \A FV 1 ( = )-+-.■• + /«-,-. F'2"-"- » (z) ] ;
/,, f.,, ... sont les valeurs proportionnelles trouvees plus haul pour ft{,
[i2, — Cette equation adni'et d'abord la solution
oci=Fr(z), a2=-F'1"(G),
qui correspond a la droite joignant le point z a son conjugue.
Remarquons maintenant que les points de S situes sur l'enveloppe des droites J) sont tels que ['equation precedente ait deux racines egales en ~, et, en ces points, l'enveloppe touche la droite D qui correspond a la racine double. Or, parmi ces points, figurent ceux dont les arguments sont tels que les deux facteurs entre crochets dans le second meinbre de(23)aient deux racines egales, c'est a-dire tels qu'on ait
+/„_,-[ F ,2 '(-),- F1," ( - ) ] FT"" 1 1 ( * ) = o.
Soit z0 une solution de cette equation : la droite D„, qui joint le point z0 a son conjugue, coupe S en des points dont les arguments verifient la relation
%l et a* etant lies par l'equation
«»F<1',(^o)+«5Fl.J,(-o) = o.
Or la fonction
c'est-a-dire
• /[F^'(3o),-F^e0o)3FV'(^)+,..
s'annule, par hypothese, pour z = z0 : les deux facteurs entre crochets du second membre de l'equation (24) s'annulent done separement pour z = s0, et par suite la droite D0 est tangente a S au point z0.
II en resulte que la courbe enveloppe des droites D touche S aux points dont les arguments verifient l'equation
(25) o=ft[V?>(z). - l-V'(-)] #(*) + . • • .
Les F, sont des fonctions fuchsiennes d'ordre deux; les F2 des fo notions d'ordre n — i, ay ant respectivement memes infinis; f%*f%% des polynomes d'ordre n — p — 2 : il en resulte que le second membre
de I'equation precedente esl une i'onetion fuchsienne d'ordre
2 ( « — /; — 2) -\- n — 2 — in — 2p — 6,
et par suite :
La courbe enveloppe des droites qui joignenl deux points conjugues sur une courbe hyperelliptique, de degre n et de genre p, louche cette courbe en 3n — ip — 6 points.
On peut dire de plus, en remarquant que les inlinis du second membre de ('25) soul : 1" les arguments des deux points conjugues situes sur la droite <p — 0, an degre n — p — 2 de multiplicity ; 20 les arguments des n — -i autres points de S situes sur cette droite, que :
Le groupe determine par les 3n — 'ip — 6 points de contact est equivalent an groupe forme par n — p — 9. couples de points conjugues quelconqucs, et les n — 1 points oil la droite qui joint deux de ces points coupe de nouveau la courbe hyperelliptique .
Courbes de genre deux.
60. Toute courbe de genre deux est hyperelliptique, car ses courbes adjointes d'ordre n — 3 sont en nombre simplement infini et n'ont avec elle que deux points mobiles d'intersection : ces deux poinls determined un systeme de groupes g\.
La courbe la plus simple de genre deux est la courbe du quatriime degre a un point double : toute droite inenee par ce point coupe en outre la courbe en deux points qui sont conjugues.
Les coordonnees des points d'une courbe S du quatrieme degre a un point double peuvent se mettre sous la forme
0,, 02, 03 etant des fonctions thctafuchsiennes holomorphes de degre trois, ayant deux zeros communs a, et <x., (') ( § VI).
(') D'apres la theorie generale, il semble qu'on pourrait aussi prendre pour a?j, x.,, xt des fonctions thSlafuchsiennes de degre deux. Mais, si Ton designe par 0, et 92 les deux fonctions tlietafuchsiennes de degre un et de genre deux, celles de degre deux, qui sont au nombre de trois, se reduisent evideinmcnt aux fonctions 0j', 0,0, et 0| : la courbe decrite par le point x_u xs, a?s *erait alors une conique.
Soient 0t(z) et 0,(.s) les deux fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre un : chacune d'elles a deux zeros dans le polygone generateur; et les deux zeros de toute fonction lineaire, de la forme
sont les arguments de deux points conjugues de S (n° 4).
Proposons-nous de cteerchef les conditions neeessaires et suffisantes pour que trois couples de points conjugues, dont les arguments verifient respectivement les relations
. X,0, -+- fJL,0i= o, X20, + fx202 = o, X30,-f- ^362= o,
soient, sur une conique, f = o.
On aura
f(s ) = ( x, 9, + |i, e,) ( x2 e, + fx, e2 ) a3 e, + )
X (3) -+- «2?2 (-)+... + asyh(z)]
OU
f{z)^{aQ\ + pB\Qi+yd,fJl + o6\)[a^l{z) +...],
<p4, ...,cp5 designant cinq fonctions thetafuchsiennes de degre trois lineairement distinctes, a, , . . . , as des constantes.
Pour que f(z) soit une fonction du second ordre de xy(z), x2(z), a?3(s), il faut d'abord qu'elle admette comme zero double chacune des quantites at, a2 ; ce qui donne, en annulant pour ces valeurs la fonction a, ©,(:;) -k . . et sa derivee, quatre relations lincaires en a,, a~ qui determinent les valeurs proportionnelles de ces quantites. II restc ainsi
/( z ) = d, ( z ) ( X, 9i + jft, 6, ) , . . ( If 6, + fx3 9S )
ou
f{z) = wz)(*e\ + 395).
On ecrira ensuite la relation
e' designant les arguments qui correspondent au point double de S. Cette equation est de la forme
«a + 6|3-)-cy4-rf<5 = o,
ou
+ c(Xtfi2^34- fA,X2fi3+ f*i(XtAg) -+- d^p^—O,
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a, b, c, d etant des constantes ; c'est la relation cherchee entre les quantites X et (j..
Remarquons qu'en tenant compte de la relation precedente mise sous la premiere forme, on pent ecrire
'|v tyz* sont des fonctions thetafuchsiennes de degre trois; a, (3, y des constantes arbitraires, et une fonction thetafucbsienne de degre trois, qui a, en outre des quantites a, et a., comptees deux fois, deux zeros, a, et a,.
De la resultent les consequences suivantes
Les coniques qui traversent trois couples de points conjugues, sur une courbe du quatrieme degre a un point double, passent par deux points fixes de cette courbe et jorment une famille line aire deux fois injinie.
On en deduit sans difficulte que la droite qui joint les points fixes, a, et (j.,, coupe en outre la courbe en deux points qui sont situes respectivement sur les tangentes menees a S au point double.
Si Ton fait une perspective de la courbe S de maniere a faire coincider les deux points fixes avec les points cycliques du nouveau plan, et si Ton se souvient que la droite joignant deux points conjugues passe par le point double, on voit que :
La nouvelle courbe est anallagmatique par rapport a son point double. En d'autres termes :
Toute courbe de quatrieme degre du second genre, qui passe par les points circulaires d I'injini et a en outre pour directions asymptotiques cedes des tangentes au point double, est anallagmatique \par rapport a ce point.
Cette proposition se verifie directement sans difficulte.
G2. Nous n'insisterons pas plus longtemps sur cette tbeorie, nous nous bornerons a enoncer la proposition suivante, qui est une consequence des theoremes generaux sur les courbes de contact (n° 38 ).
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H existe trois coniques osculutriccs , en deux points con/ agues, a une courbe du qualricme degre, de genre deux : les six points (/'osculation sont sur une conique.
(les quatre coniques passent d'aillcurs par les deux points t, et n.,.
63. La courbe du cinquieme degre, de genre deux, a quatre points doubles : les coniques menees par ces points eoupent en outre la courbe en deux points, qui sont conjugues.
D'apres les resultats du n° 27, il y a deux especes de courbes de degre cinq et de genre deux.
64. Pour les courbes de premiere espece, les coordonnees d'un point sont des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre trois, ayant un zero commun.
Sur une telle courbe, S, trois couples de points conjugues sont toujours sur une cubique, passant par les quatre points doubles et coupant cn outre la courbe en un point fixe a (n° 27) : si nous considerons une droite D, menee par a, et coupant S aux points a, b, c, d, e, la cubique qui passe par les points b, c, d et leurs conjugues se decompose evidcmment en une droite, qui est D, et une conique qui passe par les points doubles. II en resulte qu'il y a necessairement sur D deux couples de points conjugues; en d'autres termes :
La droite qui joint deux points conjugues sur une courbe de cinquieme, degre, de genre deux et de premiere rspece, passe par un point fixe a, sitae sur la courbe, quelle coupe en deux nouveaux points, egalemenl conjugues .
On demontrerait sans difficulte que :
Le point a est le point de concours de deux tangentes doubles, dont les deux points de contact avec la courbe du cinquiemc degre sont respectivement conjugues.
65. Pour les courbes de seconde espece, les coordonnees d'un point sont des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de degre quatre, ayant trois zeros communs a, , a2, a3.
Les droites I) qui joignent deux points conjugues sur tine courbe de seconde espece enveloppenl (n0" 58 et 59) une conique qui louche la courbe en cinq points. Le groupe determine par ces cinq points est equivalent a celui (les points eommuns a S et a une des droites D (n° 59); en d'autres tennes (n° 24), par ces cinq points et les quatre points doubles, on peut mener un nombre simplement infini de cubiques coupant on outre la courbe en deux points conjugues.
La conique enveloppe des droites I) est done celle que nous avons rencontree au n° 55.
Sur une courbe de seconde espece, trois couples de points conjugues nc peu vent, jamais etre sur une cubique passant paries points doubles.
66. Proposons-nous d'etudier les coniques f=o qui traversent quatre couples de points conjugues. On a
/(s) = (X,0, + |*,0,) • • .(**0, + M1)(ai?iH-«,<Pt + .. - + «7?7)
Oil
f{z ) = ( «6\ + pe\ 9.2 + . . . + s0£ ) (a, <p, + . . . ),
'p, a>7 etant sept fonctions thetafuchsiennes holomorphes lineaire-
ment distinctes, de degre quatre. Pour que /(s) soit une fonction du second ordre de xt(z), a?2(s), x$(z), il faut d'abord qu'elle admette comme zero double chacune des quantites a,, a2, a3 : ces conditions determinent les valeurs proportionnelles de a,, . .., a.t, et Ton a
II faut ensuite que f(z) satisfasse a trois equations (n° 33) de la forme
f{ei):x\{e)=f(e'i):x\{e'i),
(eh e\) etant les arguments d'un des points doubles. Ces relations determinent y, o et e en fonction lineaire homogene de a, (3, et il reste
les constantes a et (3 etant arbitraires.
La fonction <\>(z) a, outre les quantites a,, a2, a3, comptees deux
fois, deux autres zeros a, etT2; il resulte, par suite, cle l'cxpression precedente, que :
Les coniques qui traverse nl quatre couples de points conjugues passent par quatre points fixes dont deux sont silues sur la courbe du cinquieme degre considered; et, reciproquement, toute conique menee par ces quatre points coupe, en outre, la courbe en huit points mobiles, qui sont deux a deux conjugu.es.
On demontrerait de meme que :
Les coniques menees pur un des points doubles de. la courbe, et traversanl trois couples de points conjugues, passent par quatre points fixes, dont trois (y compris le point double) sont situes sur la courbe, et reciproquement.
Les coniques menees par deux points doubles et truversant deux couples de points conjugues passent par quatre points fixes silues sur la courbe, et reciproquement.
Dans ce dernier cas, en designant par
les fonctions qui out pour zeros les arguments des deux couples de points conjugues, on a, entre les quantites u. et X, une relation involutive de la forme
(26) aA, A2 + 6 (A, + A2) + cp-i f/2 = 0.
Les equations des deux droites qui joignent les deux points de ces couples sontde la forme (n°58)
o = 1\ A + 2>MpL, B -(- uyC, o = A -+- 2 A2 ^jl2 B -1- [J-r, C,
et il resulte de la relation(26) que le point d'intersection de ces droites decrit la droite
Done :
Les droites qui joignent les points conjugues de deux couples
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situes sur une meme conique, menee par deux points doubles donnes, se coupe nt sur une droite fixe.
On verrait de meme que :
Les droites qui joignenl les points conjugues de trois couples situes sur une meme coniquc, menee par un point double donne, se coupe nt deux a deux sur une conique fixe.
68. Les courbes du sixieme. degre, de genre 2, presenlent les memes partieularites que eelles du cinquieme degre : elles sont de deux especes, et Ton voit, comme plus haul, que sur une eourbe dc premiere espece, la droite qui joint deux points conjugues passe par un point fixe, et que les quatre nouveaux points ou el ie coupe la eourbe sont deux a deux con jugues. Sur une eourbe de scconde espece, la droite qui joint deux points conjugues enveloppe une eourbe du quatrieme degre, de Iroisieme classe, tangent e a la eourbe en huit points.
XIV. — De quelques courbes speciales
69. Nous avons du rcserver, au n° 14, pour une etude ulterieure, le cas ou les coordonnees xlt x2, x.3 des points d'une eourbe de genre p sont proportionnelles a des t'onctions thetat'uehsiennes du premier degre.
Nous distinguerons dans ['etude de ces courbes les deux cas suivants.
Dans les deux cas, ./;,, / 3 sont trois functions thetal'uehsiennes holomorphes de degre un ayant k zeros communs, a,, . . . , aA :
i° 11 n'existe pas de systeine de groupes equivalents au groupe des quantites a, , . . ., ak\
20 Le groupe des quantites a,, ...,ak determine un systeme de multipliciie r.
70. Les courbes des deux categories jouisscnt d'une propriete importante qui les caracterise au point de vue geometrique.
Supposons que le groupe (a,, aA) determine mi systeme de multiplicity r.
Lacourbe S, dont ['equation est f — o, decrite par le point xif xif x3, sera de degre n = i(p — i) — k et de genre p(n" 4), et les fonctions thetafuchsiennes holomorplies de degre tin pourront toujours se meltre sous la forme (§ ] )
Pt(asu xit x3) ( dxi dxx\
i{z)=~- — 7T \Xi
II existe r-h i fonclions thetafuchsiennes de degre un, lineairement distinctes, s'annulant pour les i(p — \) — k zeros de x3 aulres que a,, a/r; cette proposition resulte de l'hypothese et du theoreme du reste.
Soient x3, 0,, 0r ces fonctions. On aura, en vertu de l'expression precedente,
Xx __ 0, _ 02 _ _ Br
P, P,, Pr etant les premiers memhres des equations de /'-hi courbesde degre n — 3, adjointes a la courbe S. Les zeros de x3, 0,, 0r sont respectivement (§ 1) les arguments des ■> (p — i) points simples communs a S et aux courbes P = o, P, = 0, . . ., Pr = o. Parinj ces points figurent done les i{p — i) — k points de S situes sur la droite x3 = o, et par suite chacune des courbes P = o, . . ., Pr = o se decompose en une droite x3 = o et en une courbe de degre n — 4- Gomme la droite xs peut etre une droite quelconque du plan, la courbe de degre n — 4 est une courbe adjointe de S.
// y aura ainsi r+ i courbes adjointes de degre n — \, Q = o, Q, = o, . . ., Qr == o, et les premiers membres de leurs equations seront lineairement distincts, sinon il existerait une relation lineaire et homogene entre x, (z), 0, (-),..., Qr(z), ce qui n'est pas. De meme, il n'existe pas de courbe adjointe de degre n — l\, Q,.+ ( = o, dont l'equa tion ne rentre pas dans la forme m O -+- rn{ Q, -+- . . . mrQ,. = o; m, . . . etant des constantes.
Les courbes Q, = o coupent la courbe S aux points multiples et en k points dont les arguments forment un groupe equivalent au groupe (a ,«*).
Dans le cas oil le groupe (a,, aA ) ne determine pas de systeme,
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il n'existe qu'une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre un s'annulant pour los i(p — i) — k zeros de xa (z), autres que a,, . . .-, aA ; c'est la fonction xa (z ) elle-meme : si, en effet, il existait deux semblables fonctioris x3(z) et 0(g), le groupe des zeros variables de la fonction p, x.t(z)-h p2Q(z), qui est equivalent au groupe (a,, . . . , aA), determinerait un systeme de multiplicite un. II en resulte qu'il n'y a quune courbe adjointe de degre n — 4; el I e coupe la courbe f = o aux points multiples et aux k points d'arguments a, , aa, . . . , aA.
71. Les reciproques de ces propositions sont vraies et se demontrent de la meme maniere. On pent done dire que :
Si une courbe de degre n et de genre p admet une famille lineaire r fois injinie de courbes adjointes d'ordre n — (\ , les coordonnecs des p points de celle courbe sont proportionnelles a Irois jonclions thetafuchsiennes du premier degre dont les zeros communs determinent un systeme de multiplicite r, el reciproquemenl.
72. Cette theorie se lie etroitement a celle des systemes speciaux : je dis, en eff'et, que si le groupe (a,, aA) determine un systeme de multiplicite r, ce systeme est necessairement -special.
La proposition est evidente si k est inferieur a p -h i (n° 20); si Ton a k -+- i , les i(p — i) — k zeros variables de la fonction
alxi-^aijci-ha3.r3,
ou a,, a2, a3 sont des constantes, formeront un groupe qui appartiendra a un systeme de multiplicite i : ce systeme sera special, car la quantite
e'est-a-dire k — p -h 4 est positive par hypothese; d'apres le theoreme de Riemann et Roch le groupe forme par les zeros a,, a* communs k xK , x2, x3 sera egalement un systeme special.
73. On peut tirer de la quelques consequences relatives aux transformations unideterminatives d'une courbe quelconque de genre p.
On sait que, parmi ces transformations, les plus interessantes sont celles ou Ton fait usage de courbes adjointes d'ordre n — 3 : [si C est
une courbe quelconque, de genre p et de degre n, le point de la transformed C, de coordonnees %2, %3, qui correspondra aux points £2, i3 de C sera donne par les relations
r, = Pt(li,5n £a)>
Pi> P2) P3 etant les premiers membres des equations de trois courbes de degre n — 3 adjointes a C.
Cette transformation est unideterminative en general, parce que,
inversement, les fonctions fuchsiennes y- et ^ sont fonctions rationsi si
VP
nelles des fonctions fuchsiennes |f et^3 (n° 5, note).
Or P,(5i, . ..)> Pt(jn» ••■)» P»(5<» •••) sont proportionnels (n° 4) a trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes du premier degre, et Ton en conclut, en s'appuyant sur les resultats precedents, les propositions suivantes :
Toute transformation unideterminative (Vane courbe C, de genre p et de degre n, a Vaide de courbes adjointes d'ordre n — 3 passant par k points simples de C, fait corrcspondre a cette courbe une courbe C de genre p et de degre n', [n' = i(p — i) — k], dont les points doubles sont sur une courbe de degre n' — 4 (' )•
Ainsi, une courbe quelconque C, de genre quatre et de degre n, se transforme, a l'aide de courbes adjointes de degre n — 3, n'ayant en dehors des points doubles aucun point commun sur C, en une courbe du sixieme degre, dont les six points doubles sont sur une conique.
(') Cette proposition constilue bien un thcoreme, car les points doubles dc S' sont au nombre de ^ {ip — k — 3)(2/> — k — 4 ) — p ; le nombre des points qui determinent une courbe de degre ip — k — 6 est d'ailleurs
- (ap — k — 6)(tp^-k — 3), et la difference de ces deux nombres est p — 3 — k.
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Une courbe de genre cinq devient, par une transformation analogue, une courbe du huitieme degre, dont les seize points doubles sont sur une courbe du qnatrieme degre.
Plus generalement :
Toute transformation unideterminative d'une courbe C de genre p el de degre n, a Vaide de courbes adjointes d'ordre n — 3 passant par k points simples situh sur C el formant un groupe g, qui appartient a un systeme (special) de multiplicite r, fait correspondre a eelte courbe une courbe C', de degre n', [n' = i(p — i) — k], qui ad/net une famille lineaire r fois infinie de courbes adjointes de degre n' — 4-
. I />• points de C formant un groupe equivalent a g correspondent, sur C, k points situes sur une courbe adjointe de degre n' — l\, et reciproquement.
Cette derniere proposition donne, au point de vue geometrique, une idee assez nelte de la nature des groupes speciaux sur une courbe algebrique.
Si k = o, la courbe adjointe de degre 2(p — i)— 4> qui passe par les points doubles de la courbe transformee de degre i(p — i), ne coupe cette courbe qu'aux points singuliers, car on a identiquement
{ip — 3)(a/> — 4) — 2p — (2p — 6)(2p — 2).
Done :
5/ x{, <v2, x3 sont trois fonctions lliHa fuchsiennes holomorphes de degre un nayajil aucun zero comma n, la courbe S, decrile par le point x1,, a?2, x3, est de degre 2 (p — i) : ses points doubles sont sur une courbe adjointe de degre 2(p — i) — 4i qil< tie la coupe qiien ces points.
74. Pour les courbes S, de degre n, qui admettent des courbes adjointes d'ordre n — 4, les theoremes du n° 16 sont remplaces par les suivants, qu'on demontrerait par une melhode analogue :
Soil C une courbe 'adjointe a S, (fordre n + q — t\ passant par les points non singuliers communs a S el a une courbe adjointe d'ordre n — 4 : les arguments des a litres points (non singuliers) oil cette courbe coupe S anntdent une fonction thStaf uchsienne holomorphe de degre q,
dont les derniers zeros sont les quantites an a*, chacune an degre q de multiplicity.
Inversement :
Soil ®(z) une fonction thStafuchsienne halomorphe de degre q, admettant cotnme zero multiple d^ordre q chacune ties quantites a,, . . . , ak : les autres zeros de eelte fonction sont les arguments de points de S situes, avec les points simples ou S est coupee par une courbe adjointe quelconque d'ordre n — 4> sur une courbe adjointe (ford re n -h q — 4.
75. En partant de ces propositions, on peut repeter les raisonnement du paragrapheXI, en remplacant simplcment les courbes adjointes d'ordre n — 3 de la theorie generale par des courbes adjointes d'ordre n — 4; et les resultats geometriques du paragraphe XII subsistent sans modification.
SUR
QUELQUES PROPRIETES DES AIRES SPHERIQUES
(Journal de Math., 4e serie, t. Ilf, 1888)
1. L'objet du present Memoire est 1'extension a la sphere de la propriety si simple et si remarquable que presente la circonference de cercle pour la mesure des angles situes d'une maniere quelconque dans son plan, et qu'on peut enoncer ainsi : la difference (ou la somme) des arcs intercepted par les deux cotes d'un angle a sur une circonference de rayon R est egale a sRa. Dans l'espace, ce theoreme n'est pas applicable sans modification a la difference des aires que decoupe sur une sphere un cone rencontrant cette surface suivant deux courbes fermees; nous montrerons que cette difference ne depend pas seulement du rayon de la sphere et de la forme du cone, ce qui serait la generalisation directe de la proposition sur la mesure des angles plans, mais qu'il suffit, pour l'exprimer, d'introduire un nouvel element, a savoir la distance du centre de la sphere a un plan passant par le sommet du cone et lie invariablement a ce cone. Nous verrons cgalement que cette propriete s'elend aux surfaces developpables et, en general, aux surfaces reglees; dans le cas special des surfaces reglees, a plan directeur, on retrouve meme la propriete de Tangle plan, e'est-a-dire que la difference des aires decoupees sur une sphere par une telle surface ne depend pas de la position de la sphere dans l'espace. Enfin, les formules relatives au cone nous permettront d'evaluer la difference des aires decoupees sur une sphere par une quadrique, dans le cas ou l'intersection se compose de deux courbes fermees, et d'etablir, relativement a cette difference, quelques propositions curieuses parmi les-
quelles nous signalerons celles qui concernent le parabolo'ide elliptique.
2. Proposons-nous d'evaluer d'abord la difference des aires decoupees sur une sphere de rayon R par un angle polyedre convexe, dont toutes les aretes rencontrent la sphere, et dont le sommet, pour fixer les idees, est suppose exterieur a la sphere (fig. 2). Nous ferons le raisonnement dans le cas d'un angle a quatre faces; la theorie s'etend sans changement au cas d'un angle solide convexe quelconque.
Fig. 2.
L'expression a evaluer est la difference ABCD — abed; cherchons la variation que subit cette difference quand Tangle polyedre S se deplace d'une maniere quelconque dans l'espace.
Tout deplacement de cet angle peut s'obtenir : i° par une translation; 20 par une rotation autour d'un axe qu'on peut supposer passer par le centre de la sphere. Une telle rotation n'alterant pas les aires decoupees par Tangle polyedre sur la sphere, il suffit, pour etudierla variation de la difference de ces aires, de considerer le cas d'une translation infiniment petite de Tangle polyedre.
Soient e,, e2, e3, £/( les deplacements des faces AB, BC, CD, DA comptes normalement a ces faces; les aires decoupees sur la sphere deviennent A'B'C'D' et a'b'c'd'-, la figure convient au cas ou les faces
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de Tangle polyedre se sont deplacees vers Tinterieur de cet angle. Joignons par des lignes quelconques les points voisins a et a',...; A et A', . . . ; appelons a2 l'aire ABCD, a, l'aire abed; on aura
rfff2 — dax = — [AA'B'B —aa'b' b]-.. ..
Or, AA'B'B est une portion de zone spherique, de hauteur En et, si p, est le rayon de la circonference a laquelle appartiennent les arcs ab et AB, on a evidemment
AA'B'B = 27tB£, , aa'b'b = 2 7iR£, >
27rp, 2 7rp,
d'ou
arcAB — area* AA'B B — aa b b = Rsi
Pi
r, . arcAB — arca6 , , , . , , ,
L expression — est egale, d apres le tneoreme sur la
mesure des angles plans, a Tangle a, des droites Aa et Bb, e'est-a-dire a une des faces de Tangle polyedre. On a done, aL>, a3, a4 etant les autres faces,
du2 — cht = ( — 2 Sj a, — 2£2a2 — 2£3a3 — 2£4a4)B.
Si le deplacement d'une des faces, telle que SAB, s'etait effectue vers Texterieur de Tangle polyedre, on aurait eu a remplacer dans cette formule — e, par e,, de sorte que Ton peut ecrire la formule
da2 — rfo-, = 2 B(£, a, + £2a2 + . . .),
en convenant de donner le signe -h aux deplacements diriges vers Texterieur de Tangle solide et le signe — aux deplacements diriges vers Tinterieur.
Si Ton suppose le sommet de Tangle situe a Tinterieur de la sphere, on aura une formule analogue, exprimant toujours la difference des aires decoupees par Tangle sur la sphere et non leur somme, comme on pourrait le penser, par analogie avec le Iheoreme de la mesure des angles plans; cette formule est
^ (c/o-j — da, ) — e, a, + £2a2 + . . . ,
en convenant de donner le signe -h aux deplacements diriges vers
l'exterieur de l'aire a2, et le signe — aux deplacements diriges vers Tinterienr de cette aire. Cette regie comprend la precedente si Ton ajoute que, dans le cas ou le sommet est exterieur a la sphere, <r2 designe la plus grande des deux aires.
Cela pose, observons qu'en nommant h,, h2, ... les distances des faces de Tangle au centre de la sphere, on a
si la face SAB, en se deplacant vers l'exterieur de l'aire ct2, s'eloigne du centre de la sphere, c'est-a-dire si le centre est situe, par rapport a cette face, du meme cote que l'aire a2, et qu'on a
Ei = — dhl
dans le cas contraire.
La formule peut done s'ecrire
^ ( d<j2 — dax ) = ± <xldhi±: a, dh2 ± . . . ,
avec la convention suivante :
On prendra le signe -h pour la face a si le centre de la sphere est, par rapport a cette face, du meme cote que l'aire a2; et le signe — dans le cas contraire.
On tire de la
— (<72 — <7[) =± a, ± <x2h2±. . . + const.
La constante est nulle, puisque, si le sommet de Tangle est au centre de la sphere, hn h2, ... sont nuls, et a2 egal a a, . II reste done
(i) ~(cri^-(T1)=±(Xlh1±:<Tihi±.. .,
les signes etant choisis comme il vient d'etre dit.
Nous avons ainsi I' expression de la difference des aires decoupees sur une sphere de rayon R par un angle polyedre dont toutes les aretes coupent reellement la sphere. Rappelons que, dans cette formule, a(, a2, ... sont les angles des faces et h,, h2, ... les distances de ces faces au centre de la sphere.
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3. Remarque. — II importc d'observer que, dans revaluation de la difference di.,— dv{, nous n'avons nullement suppose que les quatre aretes Aa, B/>, Cc, Dd concouraient en un meme point, mais seulement que chacune d'elles rencontrait la precedente et la suivante. On en conclut sans difficulty que la difference des aires decoupees sur la sphere par un solide ainsi defini est encore donnee par la formule
(i bis) -?5(<Ti — vi) = ±aihl±(xtht±...,
a, , A, , ... ayant la meme signification que plus haut.
4. Arrivons maintenant au cas oil Tangle polyedre considere deviendrait un cone.
Prenons le sommet de ce cone pour origine des coordonnees; soient a, b, c les coordonnees du centre de la sphere. II est clair d'abord que le double signe de la formule (i) devra disparaitre en raison de la continuity : les quantites ±a,A, deviennent en effet ±hd§, en designant par d§ Tangle d'une generatrice du cone avec la generatrice voisine, et par h la distance du centre de la sphere au plan tangent correspondant. Or, si Ton doit prendre le signe -h pour une generatrice, on aura egalement le signe -+- pour la suivante, et cela jusqu'au moment oil h sera nul, c'est-a-dire ou le plan tangent passera par le centre de la sphere, et, a partir de ce moment, d'apres la regie donnee plus haut, on devra prendre la distance de ce centre au plan tangent avec le signe — . Mais h est une fonction continue du parametre qui determine la generatrice, et cette fonction change generalement de signe en passant par zero; il en resulte que la formule definitive est
-^■(a2 — <7,)= J hdQ,
h etant exprime en fonction du parametre qui determine la generatrice correspondante.
Le calcul permet aisement d'evaluer hdO, et Ton trouve une expression sans radical.
On a en effet, /(a?, y, z) ~ o etant Tequation du cone,
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En designant para; -+- dx, y •+- dy, z ■+- dz un point du cone voisin du point (x, y, z), on a
fy? + fzz = °> fx dx + f'ydy + /I dz = o,
d'ou
, a[ y dz — z dy]-\- b[z dx — x dz ] -+- c [ x dy — y dx]
\J{ y dz — z dy)'1 -+- (z dx — x dz)2 -+- (x dy — y dx)*
Quant a d§, angle des directions x, y, z et x -+- dx, y -h dy, z 4- dz, il est donne par la formule connue
dO
\J {y dz — z dyy~h (z dx — x dz )2 4- ( x dy — ydx)*
yl
Done enfin
a( y dz — z dy ) + b(z dx — x dz ) -+- c(x dy — y dx) x2 + /* 4- z* 1
l'integrale etant prise le long du contour du cone. En posant
fydz — zdy -J xi+y+f*
' z dx — x dz
_ ft
x2 4- 4- a2 ' a; c?y — y eta;
ces integrates etant toujours prises le long du contour du cone, on aura
a2 — <7,= 2R[).a-Hpi6-|-vc], Si done on designe pur plan d' orientation du cone le plan
\x -\- [iy -\- vz — o,
dont la position, par rapport au cone, corame on le voit aisement, est independante du choix des axes de coordonnees, et par module du c6ne la quantite
V/ X* -i- /JL2 H- V2,
on arrive au resultat suivant :
Theoreme. — Soit un cone, de module p, rencontrant une sphere de
SUR QUELQUES PROPRIETIES DES AIRES SPHERIQUES. 283
rayon R suivant deux courbes fermees, et de telle sorte que toutes les generatrices reelles du cone coupent reellement la sphere; designons par d la distance du centre de la sphere au plan d"1 orientation du cone : la difference des deux aires que le cone decoupe sur la sphere est egale a i prW.
5. La remarque du n° 3 permet d'etendre ce theoreme aux surfaces developpables.
En effet, a la limite, la figure consideree dans cette remarque, formee de droites, telles que chacune d'elles rencontre la precedente et la suivante, devient une surface developpable.
Soit alors ux -+- vy -+- wz -+- p = o I'equation du plan tangent de cette developpable, u, v, w et p etant des fonctions d'un parametre on a
hHa_au + bV + cw+pH()i
et, d'apres (i bis), la for mule quidonne la difference des aires decoupees par la developpable sur une sphere de centre (a, b, c) et de rayon R est
i r au -+- bv -+- cw + p — (ct2— =^-de,
l'integrale s'etendant a tout le contour de la developpable.
r. , • . , , C udB C vdQ C w d9
Or les lnteerales / => / — , I —
J v/«2+^-t-w2 J yu\+ »>*-+- VP* J \Ju2 + t>2 ■+- w2
sont egales aux integrales X, fx, v relatives au cone directeur de la developpable; il en resulte qu'on peut ecrire
. ^ (u2 — ct,) = la 4- {J-b + VC4-CJ,
et, par suite :
Si une developpable rencontre une sphere de rayon R suivant deux courbes ferme'es, et de telle sorte que toutes les generatrices reelles coupent reellement cette surface, la difference des deux aires quelle decoupe sur la sphere est egale a apJid, p designant le module du cone directeur de la developpable, et d la distance du centre de la sphere a un plan lie a la developpable et parallele au plan d 'orientation du cone directeur.
Ce plan peut etre appele plan d' orientation de la developpable.
6. Avant de faire quelques applications des resultats qui precedent,
nous ferons connaitre une autre methode pour revaluation de la difference des aires dans Ie cas du cone. Cette methode, qui nous a ete indiquee par M. Darboux, donne une definition geometrique simple du plan d'orientalion du cone; nous avons cru toutefois utile, malgre la simplicity de la nouvelle demonstration, de faire connaitre celle qui est exposee precedemment, parce qu'elle s'applique aux surfaces developpables et qu'elle donne, sous une forme plus commode et plus precise, la difference des aires decoupees par un angle polyedre.
Fig. 3.
Considerons {fig. 3) une sphere de rayon R et de centre 0, et un cone de sommetS : un pinceau conique tres petit, de sommet S et d'ouverture du>, decoupe sur la sphere deux aires du2 et da{. On a
SM2- SM
c'est-a-dire
da2 — da i = 4 R da) SP, P designant le pied de la perpendiculaire abaissee de 0 sur M, M2.
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Si Ton prend le point S pour origine, en designant toujours para, b, c les coordonnees du centre de la sphere, il vient, x, y, z etant les coordonnees d'un point de SM,,
# j ,n,ax + b v -+- cz a<j2 — d<jx — 4 n aw ' — ;
y x2 -+- y1 4- as
d'ou, en integrant,
r ax + by + cz .
<72 — o-j=4R/ —doi,
l'integrale etant prise cette fois dans l'interieur du cone.
Or, si Ton designe par co 1'aire spherique interceptee par Ie cone sur une sphere concentrique de rayon un, par X, Y, Z les coordonnees du centre de gravite de cette aire, on a evidemment
J \fx2+y2+z2
et deux expressions analogues pour Yet Z, les integrales etant toujours prises dans l'interieur du cone.
L'expression cherchee peut done s'ecrire
ff2— o-,— 4R(aX + 6Y-4- cZ)co.
Si Ton compare cette formule a celle qui a ete trouvee par la premiere methode, a savoir
a-2 — (7j = 2 R ( ). a + fjt.6 + vc),
on en conclut
(2) X = 2coX, |jt. = 2wY, v = 2wZ;
et, par suite :
Le plan d' orientation d'un cone est le plan mene par le sommct normalement a la droite qui joint les centres de gravite des deux aires que decoupe le cone sur une sphere concentrique de rayon egal a V unite; le module du cone est egal au prod nit de la distance de ces deux centres de gravite par la valeur de V angle conique.
On peut dire aussi que le module est egal au moment, par rapport au sommet, des aires decoupees par le c6ne sur une sphere concentrique de rayon un.
II est facile de verifier directement les formules
En effet, I'expression ^ xdw = est la projection de I'element t/co,
de la sphere concentrique au cone, sur le plan des yz ; il*en rcsulte que
I'integrale J' ^ a xd™ ==> prise dans I'interieur du c6ne, represente
l'aire de la projection sur le plan des yz de l'une des aires decoupees par le cone sur la sphere concentrique de rayon un.
Or, si Ton designe par x, y, z les coordonnees d'un point du contour de l'aire spherique, la projection de cette aire sera representee par
I'integrale ~ ^ {ydz — zdy), prise le long de son contour, ou, si Ton veut, par I'integrale ^ J ^^~r^i' prise le long du contour du cone. Cette derniere integrale etant egale a ^ X, on a bien
k — 2 coX,
ce qu'il s'agissait d'etablir.
8. Nous allons faire maintenant quelques applications des formules qui viennent d'etre demontrees.
Observons, en premier lieu, que le theoreme fondamental sur la difference des aires spheriques decoupees par un c6ne, et sur revaluation de cette difference en fonction du module et du plan d'orientation du cone, s'applique non seulement aux cones algebriques ou aux cones transcendants ayant une equation determinee, mais encore a toute surface conique composee de portions de cones algebriques ou transcendants juxtaposes suivant les generatrices.
En particulier, un angle polyedre possede un plan d'orientation et un module, qu'on peut definir comme dans le cas general, soit analytiquement, soit geometriquement.
Cela etant entendu, on peut de la formule
cr2 — <7i — 2p Jid
deduire les consequences immediates suivantes :
Le lieu des centres des spheres de rayon constant sur lesquelles une surface conique fixe decoupe deux aires de difference donnee est un systeme
SUR QUELQUES PROPRIETES DE8 AIRES SPHERIQUES. 287
de deux plans paralleles au plan d'orientation du cdnc el symetriques par rapport a ce plan.
En particulier :
Les spheres sur lesquelles un cone fixe decoupe deux aires e gales sont celles qui ont leur centre dans le plan d 'orientation ducdne.
Remarquons que, si Ton fait tourner un coneautour d'une droite perpendiculaire a son plan d'orientation, ce plan, qui est lie invariablement au cone, ne fait que glisser sur lui-meme, et, en realite, il ne change pas de position dans l'espace : la distance d du centre de la sphere a ce plan demeure ainsi constante, et la formule fondamentale montre qu'il en est de meme de la difference cr2 — a,. On arrive done a ce theoreme curieux :
La difference des aires que decoupe un cone sur une sphere fixe reste constante quand on /ait tourner ce cone aulour d'une droite quelconque perpendiculaire a son plan d 'orientation .
La propriete de Tangle inscrit dans une circonference peut se generaliser dans l'espace comme il suit :
Un cone qui se deplace d'une maniere quelconque, de telle facon que son sommel reste sur une sphere et que son plan d'orientation demeure tangent a la sphere, decoupe sur cette surface une aire de grandeur constante.
La valeur de cette aire est donnee par la formule generale ou Ton fait d—K; elle est done egale a 2pR2, p etant toujours le module du cone.
On voit, en particulier, que les cones dont le module est egal a it decouperont ainsi une aire egale a la moitie de la surface totale de la sphere.
Plus generalement :
Un cone qui se deplace d'une maniere quelconque, de telle f agon que son sommel reste sur une sphere et que son plan d 'orientation demeure tangent a une sphere concentrique a la premiere, decoupe sur celle-ci une aire de grandeur constante.
La valeur de cette aire est 2p R2cos9, en appelant 0 Tangle constant sous lequel le plan d'orientation coupe la sphere primitive.
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Dans tons ces enonces, on suppose toujours que toutes les generatrices reelles du cone coupent reellement la sphere.
9. Remarque. — Lorsque le somniet du cone est sur la sphere, la courbe commune peut etre une courbe fermee sans point double, ou une courbe composee de deux boucles avec un point double au sommet du cone : dans ce dernier cas, 1'aire d'une des boucles doit etre prise positivement, et celle de l'autrc negativement.
II peut se faire que la courbe commune a un cone et a une sphere que rencontrent toutes les generatrices reelles du cone se compose d'une seule boucle fermee : c'est ce qui se presente, par exemple, quand le cone est du troisieme ordre et que son sommet est interieur a la sphere. Les formules et les theoremes precedents s'appliquent alors a la difference des deux aires spheriques comprises l'une a I'interieur, l'autre a l'exterieur de cette boucle.
10. Nous n'insisterons pas plus longtemps sur les consequences immediates de la formule fondamentale, ni sur celles qu'on pourrait deduire de la formule etablie pour les surfaces developpables : nous y reviendrons plus loin, a l'occasion des surfaces reglees de nature quelconque ; mais, auparavant, nous donnerons quelques exemples de la determination du module et du plan d'orientalion d'une surface conique.
Triedre. — Soit un triedre ayant son sommet a l'origine des coordonnees; appelons a,, a2, a:) les angles des faces, et At, h2, h3 les distances de ces faces au centre d'une sphere de centre (a, Z>, c) et de rayon R. Si le point (a, b, c) est dans I'interieur du triedre, et si le sommet du triedre est exterieur a la sphere, on aura, pour la difference des aires decoupees.
D'apres la formule generale relative aux c6nes, on a aussi, en designant par p le module du triedre, et par d la distance du point (a, b, c) au plan d'orientation
(T2 — (7, = 2 p It d,
d'ou
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Si l'equation de la face a, est
kix + B,y ■+- CjZ — o (t = i,2,3),
et si "k'x -+- \x'y -+■ v'z — o est l'equation du plan d'orientation du triedre, on aura done
2 A/a -f- ttib -+- C,c _ V a -+- \x' b -+- v' c _"1 v/Af -t- BjTCf - p V^+^T^"'
d'ou Ton tire, puisque («, 6, c) est un point arbitraire,
At pV
^VA? + B? + Cf ~~ y^+^ + v'*'
et deux autres equations analogues.
En designant par lL, mL, nl les angles que fait avec les trois axes la normale a la face och et par p, q, r ceux que fait avec les axes la normale au plan d'orientation, ces equations peuvent s'ecrire :
^ a, cos /, + a2 cos /2 + a3cos/3 = pcosp, (E) <J a, cos nii + oc.2 cos «?2 + a3cos /», = p cos </,
[ at cos + a2 cos «.2 + a3cos n3 — p cos r.
Ces trois equations determinent cos/?, cos^, cosretp, e'est-a-dire le plan d'orientation et le module du triedre; en meme temps, elles mettent en evidence la construction geometrique suivante :
Par le sommet d'un triedre, clevons sur chacune des faces une normale dirigee vers I'exterieur da triedre, et porlons sur cette normale, a partir du sommet, une longueur egale a Vangle de la face; si Von compose comme des forces les trois longueurs ainsi deftnies, la resultante obtenue est egale au module du triedre et perpendiculaire a son plan d * orientation.
Nous avons appele exterieur du triedre par rapport a une face la portion de 1'espace qui n'est pas situee du meme cote de cette face que l'arete opposee.
Le module du triedre petit se calculer aisement en fonclion des angles des faces.
Ajoutons, en effet, membre a membre, les equations (E) elevees au
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carre; il vient
p«=«? + a» + ai
4- 2 «■) a2 (cos /, cos /2 + cos m, cos m2 + cos «i cos ns) +. . . .
Or, si Ton designe par Al2 Tangle du triedre compris entre les faces a, et a2, on a
— cos A|2 == cos li cos /2 -+- cos m, cos m2 + cos n% cos «2,
d'ou
( — 2a, a2 cosA|2 — 2a,a3cosA13 — 2a2cc3cosA23.
Cette formule donne le module du triedre en fonction des faces a,, a2, a3 du triedre et des angles A,2, A)3, A23 qu'elles comprennent; on peut, si Ton veut, exprimer tout en fonction de a,, a2, a3 par les formules
cos a3= cos oil cos a2+ sin a{ sin a2 cos A12,
11. Exemples. — i° Pour un triedre trirectangle, le plan d'orientation est normal a la droite qui est l'intersection des plans bissecteurs des trois triedres, et que, pour abreger, nous appellerons axe du triedre; le module est donne par la formule (3), ou
otj — ot2 ; — cc3 ~ Ai2
on a ainsi
On peut maintenant appliquer a ce cas particulier la formule generale; nous nous contenterons d'enoncer le resultat suivant :
Un triedre trirectangle dont le sommet est sur une sphere de rayon R , et dont Vaxc passe par le centre de la sphere, decoupe sur cette surface une
aire egale a tc
Cette aire est done incommensurable avec celle de la sphere.
20 Pour un triedre ayant ses trois faces egales, le plan d'orientation est encore normal a Yaxe, le moiaxe ayant la mome signification que tout a rheiire; appelons a Tangle commun des faces, A Tangle diedre
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compris entre deux faces, on a
p — a^/3 — 6 cos A.
Si a = ^> le triedre est I'ande solide d'un tetraedre re^ulier et 3 ° 5
cos A = ;
par suite,
De la cette consequence intercssante :
Si un triidre, dont les faces sont de 6o°, a son sommet sur une sphere, et si son axe passe par le centre, il decoupe sur la sphere une aire e'gale au sixieme de Caire totale de cette surface.
12. II serait aise de multiplier ces exemples; mais nous preferons, pour ne pas lasser l'attention du lecteur, arriver a une application plus importante de nos formules.
Nous allons montrer qu'elles permettent de determiner, sur la sphere, la valeur d'une aire quelconque limite'e par des arcs de pelits cercles.
Designons, en effet, par P le polygone qui limite cette aire; si nous faisons passer un grand cercle par deux sommets consecutifs du polygone, nous obtenons un nouveau polygone V, limite par des arcs de grand cercle dont on sait calculer 1'aire, et, pour deduire l'aire de P de celle de P', il suffira de savoir evaluer la surface de la lunule comprise entre un grand cercle et un petit cercle.
Or c'est la une application immediate de la formule qui donne l'aire decoupee sur une sphere par un triedre dont le sommet est sur cette surface; car le triedre dont le sommet est a l'une des extremites de la lunule, et dont les aretes sont la corde de cette lunule, la tangente au grand cercle et la tangente au petit cercle, decoupe precisement sur la sphere l'aire de la lunule.
Si done on appelle :
a Tangle de la tangente au grand cercle et de la tangente au petit cercle a l'une des extremites de la lunule, ces tangentes etant supposees dirigees vers la lunule;
(3 Tangle de la tangente considcree au petit cercle et de la corde de la lunule, cctte corde etant supposee dirigee vers la seconde extremite de la lunule;
h la distance du centre de la sphere au plan du petit cercle;
Taire a de la lunule sera, d'apres (i),
a =aR[R«±A(3].
On prendra le signe +■ si le centre de la sphere est, par rapport au plan du petit cercle, du meme cote que la lunule, et le signe — dans le cas contraire.
On peut donner une formule tout a fait pareille pour V aire a de la lunule comprise entre deux pedis cercles B et C. Si Ton appelle :
a Tangle des tangenles aux deux cercles a Tune des extremites de la
lunule, ces tangentes etant dirigees vers la lunule; (3 Tangle de la tangente consideree au petit cercle B et de la corde de la
lunule ;
y Tangle analogue de la tangente au cercle G et de la corde de la lunule ;
h et k les distances du centre de la sphere aux plans des cercles B et C : on aura
a = 2R[Ra±/i(3±A-)/].
On prendra le signe -h devant h (ou/f) si le centre de la sphere est, par rapport au plan du cercle B (ou C), du meme cote que la lunule, et le signe — dans le cas contraire.
13. Angle polyedre. — On a, pour determiner le plan d'orientation et le module d'un angle polyedre convexe quelconque, des formules analogues a celles qu'on a etablies pour le triedrc, et en particulier une construction geometrique de ces deux elements identique a celle du n° 10.
14. Cone du second ordrc. — II est clair que, pour un cone du second ordre, le plan d'orientation est le plan mene par le sommet normalement a Taxe de symetrie interieur ou principal, car une sphere avant
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son centre dans ce plan est coupee par Ie cone suivant deux courbes fermees symetriques l'une de l'autre, et comprenant des aires egales.
Cela pose, supposons que le cone soit rapporte a son sommet et a ses axes, l'axe principal etant celui des s, son equation sera
A-r2+Bj2 — C3! = o,
A, B, C etant positifs.
Le plan d'orientation etant le plan des xy, les integrales que nous avons appclees \ et [/. au n° 4 seront nulles, et le module p du cone est egal a la valeur absolue de 1'integrale
/x dy — y dx r
prise le long du contour du cone. Si Ton pose ^ = tangcp et si Ton remplace z- par sa valeur tiree de l'equation du cone, il vient
Cdy
J C 4- A cos2cp -+- B sin- o=>
ou
Ja (A + C)cos2<p-t-(B + C)sin2cp' et, d'apres une formule connue ('),
^(A + CJCB + C)
Si maintenant on appelle a et (U les angles que fait l'axe principal avec les generatrices du cone situees dans les plans principaux qui passent par cet axe, il vient
sin oc = — ? sin p -
et, par suite,
p = 271 sin a sin (3.
D'apres cela, la difference des deux aires que decoupe le cOne considere sur une sphere de rayon R que rencontrent toutes ses genera-
(') Voir, par exemple, le Cours d 'Analyse de M. Hermite, p. 396.
trices reelles a pour valeur 4^ sin a sin (J, d etant la distance du centre de la sphere an plan principal normal a l'axe interieur du cone.
15. Quadriques. — On peut faire une application de ces resultats a revaluation de la difference des aires decoupees sur une sphere par une surface du second ordre, qui rencontre la sphere suivant deux courbes fermees.
Soient
+ z1— FT=o
et
F = Mx2-+- Ny2 +P:2+ 2 mx -+- my + ipz + g = 0
les equations de la sphere et de la quadrique F, les axes de coordonnees etant paralleles a ceux de F.
Si F coupe la sphere suivant deux courbes fermees, il est clair que l'un des deux cones reels qui passent par Intersection des deux surfaces aura son centre a l'interieur de la sphere. Les axes de ce cone sont d'ailleurs paralleles a ceux de F; nous supposerons que son axe interieur est parallele a Os.
Cela pose, l'equation du cone est de la forme
0 etant une constante convenablement choisie; son sommet est a une distance d du plan xOy donnee par la relation
c'est-a-dire
Quant au module p du cone, il s'obtient en calculant, d'apres la formule donnee plus haut, le module du cone qui lui est parallele et dont le sommet est a l'origine; ce dernier cone ayant pour equation
M^+N7!+PiJ + fi(^! + jJ + ;i) =o,
on aura
p = mod 2 7T-, — •
La difference des deux aires decoupees sur la sphere par la quadrique F, ou, ce qui revient au meme, par le cone considere, sera done,
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d'apres la formule generate,
mod p
(4) C2 — O"! == 2 p IW= 27:R
Cette formule met en evidence plusieurs proprietes curieuses des surfaces du second ordre.
Si on la met sous la forme
oj — a-, = mod 271R
on voit que la difference des deux aires decoupees par une quadrique sur une sphere est egale au produit du rayon de la sphere par la distance de son centre a Vun des plans principaux de la quadrique, le tout etant multiplies par un coefficient numerique, ou module, qui ne depend que de la forme de la surface du second ordre, et nullement de sa position dans l'espace.
C'est done une relation tout a fait analogue a celle qu'on a trouvee dans le cas des surfaces coniques; seulement, ici se presente cette circonstance remarquable que les quadriques n'ont pas seulement un, mais deux modules, le module a choisir pour l'application de la formule dependant des positions respectives de la sphere et de la quadrique.
Pour mettre ce fait en lumiere, supposons par exemple que ,1a quadrique soit un ellipsoide : M, N et P sont alors positifs.
Le cone ayant. pour sommet l'origine qui est parallele au cone passant par l'intersection de l'ellipsoide et de la sphere, et dont le sommet est interieur a la sphere, a pour equation
(M -t-0)o-2 + (N + 8)yt + {V + 9)zi = o.
Nous avons suppose que l'axe principal de ce cone etait 0^; on a done
ou
ce qui exige que P soit plus grand que M et N ou plus petit que ces deux quantites; en d'autres termes, l'axe de l'ellipsoide dirige sui-, vant Oz sera le plus grand ou le plus petit axe de la surface.
Ce resultat peut encore s'enoncer ainsi :
L'axe principal du cone qui passe par ['intersection d'un ellipsoide et d'une sphere, et dont le sommet est interieur a la sphere, est parallele soit au grand axe, soit au petit axe de Tellipsoide.
Imaginons qu'il soit d'abord parallele au grand axe, et designons par a, b, c [a > b > c] les trois demi-axes de 1'ellipsoide ; P sera alors inferieur a M et N, et Ton aura
Le plan principal de 1'ellipsoide dont la distance au centre de la sphere intervient dans la formule (4) est le plan du petit et du moyen axe ; le module correspondant a pour valeur
TP
Si, au contraire, l'axe principal du cone considere plus haut est parallele au petit axe de 1'ellipsoide, le plan principal de cet ellipsoide, dont la distance au centre de la sphere intervient dans la formule, est celui du grand et du moyen axe; le module correspondant a pour valeur
\/(tf2 c2)(&2 c2)
On aurait des resultats analogues pour rhyperboloide a une nappe ou l'hyperboloide a deux nappes.
16. Toute cette discussion peut se resumer dans les termes suivants :
Soit Mx2 + Ny2 + P22 = K r equation d'une quadriquc rapportec a son centre et a ses axes; appelons module correspondant au plan principal z — 0 la valeur absolue de la quantite
27rP
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et modules correspondant aux autres plans principaux les quantites analogues obtenues en per mutant M, N et P. Deux de ces modules sont reels, le troisieme est imaginaire.
Cela pose, admettons que la quadrique coupe une sphere de rayon R suivanl deux courbes fermees; le cone du second ordre qui passe par cet/e intersection, et dont le sommet est inlerieur a la sphere, a son axe interieur normal a Vun des plans principaux de la quadrique ; soit II ce plan.
La difference des deux aires decoupees par la quadrique sur la sphere est e'gale a 2Rp^, p designant le module correspondant au plan II, et d la distance du centre de la sphere a ce plan ( ' ).
Cette formule n'introduit jamais celui des modules qui est imaginaire, parce que le plan II ne peut pas coincider avec le plan principal correspondant a ce module, si Ton suppose que la quadrique coupe la sphere suivant deux courbes fermees.
De la resulte immediatcment cette consequence :
La difference des deux aires que decoupe une quadrique sur une sphere ne varie pas quand on fait tourner la quadrique autouv eTUN de ses axes, ou de toute autre droite parallele a cet axe.
L'axe dont il s'agit est celui qui est normal au plan II defini plus haut. Si Ton remarque que les modules de la quadrique ne dependent que
des rapports p et p, on voit egalement que :
L,a difference des deux aires que decoupe une quadrique sur une sphere ne varie pas quand la quadrique se deforme en restant concenlrique el homolhelique a elle-meme;
ou, si Ton veut :
Les deux aires annulaires decoupees sur une sphere par le solide compris entre deux quadriques homothetiques et concentriques sont e'gales.
17. Dans le cas ou la quadrique est de revolution, il est aise de voir,
(!) II est a remarquer que ce theoreme s'applique a la difference des deux aires decoupees sur une sphere par un cone du second ordre, mdme quand toutes les generatrices reelles du cone ne rencontrent pas la spliere. II suffit que l'intersection se compose de deux bOucles fermees.
d'apres ce qui precede, que le plan n est toujours normal a l'axe de revolution ; si cet axe est l'axe des z, on aura
et le module correspondant sera
18. Paraboloide. — Ces resultats s'appliquent aux paraboloides, mais avec une modification importante dans le cas ou, le paraboloide etant elliptique, le plan II est normal a Taxe de cette surface.
Soient, en effet,
£*+ y*-hz* — R2=o
F = M x2 ■+■ Ny5 -+- 2 mx ■+■ 2 ny 2 pz -t- q = o
les equations d'une sphere et d'un paraboloide, dont l'axe est parallele a l'axe des z.
Supposons que le paraboloide coupe la sphere suivant deux courbes fermees, et que le cone qui passe par ces courbes, etdontle sommet est interieur a la sphere, ait son axe principal parallele a l'axe du paraboloide; on aura alors, pour la difference des deux aires decoupees sur la sphere,
(5) or,, - er, = 2 itRi
en faisant simplement P = o dans la formule (4) (').
II resulte de la que, si Ton imprime au paraboloide une translation quelconques la difference a2 — a, reste constante, car les coefficients M, N et p ne varient pas quand on remplace x, y, z par x + h,y -\- k, z -hi dans 1'equation du paraboloide.
Comme on peut egalement, sans changer a2 et a,, faire tourner le paraboloide autour d'un diametre de la sphere, on voit que la difference cr2 — or, rcstera invariable pour tout deplacement du paraboloide dans l'espace.
(') Cette formule montre quo M et N doivent fetre de mfime signe, c"est-a-dire que le paraboloide est elliptique.
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On peut done enoncer le thcoreme suivant :
Soil un paraboloide elliptique coupant une sphere suivant deux courbes fermees; le cone du second ordre qui passe par ces courbes, el donl le sommet est interieur a la sphere, a son axe interieur parallele a I' une des directions principales du paraboloide : supposons-le parallele a l'axe de cette surface.
La difference des deux aires que decoupe le paraboloide sur la sphere rcsle conslante quand le paraboloide se deplace d'une maniere quelconque dans Vespace, la condition precedente e'tant toujours supposee remplie.
Si, au contraire, l'axe interieur du cone dont il vient d'etre question etait normal a l'axe du paraboloide, la difference des deux aires aurait la meme expression que dans le cas des quadriques a centre.
Si le paraboloide est de revolution, le cone dont il s'agit a toujours son axe interieur parallele a celui de la surface; le theoreme s'enonce alors plus simplement et d'une maniere tout a fait generate :
La difference des deux aires que decoupe sur une sphere un paraboloide de revolution est independante des positions respeclives des deux surfaces dans I'espace.
D'apres la formule (5), elle est egale a 4^Rw, ©designantle parametre de la parabole meridienne.
Le paraboloide elliptique nous presente ainsi le premier exemple d'une surface pouvant decouper sur une sphere deux aires dont la difference ne depend que de la forme des deux surfaces : e'est une generalisation directe de la propriete de Tangle plan et de la circonference; nous indiquerons, a la fin de ce travail, une infinite d'autres generalisations de meme nature, mais le paraboloide est la surface la plus simple a laquelle s'appliquent ces extensions si curieuses.
19. Pinceaux de droites. — Nous terminerons ce Memoire en etendant aux surfaces regiees la propriete etablie pour le cone et pour les surfaces developpables ; quelques remarques relatives aux aires decoupees par un pinceau de droites sur un plan et sur une sphere serviront de base a cette extension.
Soit do) l'airo infiniment petite que decoupe un pinceau de droites sur un plan normal a l'axe du pinceau en un point M : il est clair que
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l'aire da decoupee sur un plan passant par M et faisant avec le premier un angle 0 sera donnee par la formule
rfw = da cos 9,
car l'aire c?w peut etre consideree comme la projection de l'aire da.
Cela pose, cherchons comment varie l'aire decoupee par le pinceau sur un plan qui se deplace en restant parallele a lui-meme.
Soient
x — ccz -+- p,
les equations d'une droite : si Ton imagine que a et (3 soient fonctions de p et q, et si Ton donne a p et q des valeurs voisines de deux quantites p0 et q0, on obtient, par les equations precedentes, une infinite de droites appartenant a un pinceau infiniment delie.
L'aire decoupee par ce pinceau sur un plan z = const, sera
d*=moA{%%-Jt%)dPd<l>
x et j etant des fonctions de p et q definies par les equations (6), ou z est une constante. On a ainsi
da' - mod ( As2 -+- B z + i ) dp dq,
etant pose
dp dq dq dp ~Z dp dq
Ces formules permettent d'evaluer l'aire decoupee par le pinceau sur un plan quelconque P.
Soient en effet :
z l'ordonnee du point M ou le plan P rencontre l'axe du pinceau; 0 Tangle de la normale a ce plan avec l'axe du pinceau; 6' Tangle de ce meme axe avec 0 z ;
da et da' les aires decoupees par le pinceau sur le plan P et sur le plan horizontal mene par M.
On a
da cos B = da' cos 8',
car chacun des deux membres est egal a l'aire decoupee par le pinceau sur le plan normal a son axe au point M.
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On en conclut
da= C°S ^ mod (A-2+ Bi + i) dp da.
cos 0
On sait que toutes Ies droites du pinceau rcnconlrent deux memes droites; si le plan secant passe par Tun des points oil ces droites coupent l'axe du pinceau, l'aire decoupee sur ce plan est nulle; on voit ainsi que les deux racines de Tequation As2+B^h-i = o sont les ordonnees des deux points focaux du pinceau.
Cela pose, sur une sphere de rayon R
xi + y2 + z"' — 2 ax — 2 by — a cz -4- k = o.
Proposons-nous de calculer les deux aires que le pinceau (6) decoupe sur cette surface : on peut evidemment substituer a la sphere son plan tangent en chacun des points M, et M, ou elle est rencontree par l'axe du pinceau.
Si done on designe par 0 Tangle que fait l'axe du pinceau avec chacun des deux rayons de la sphere qui aboutissent aux points M, et M2 ; par 0' Tangle de ce meme axe avec 0 z ; par z, et z2 les ordonnees de M, et M2, on aura
cos 9' " da.= mod (Az1. -+- B^,+ i)dp dq,
cos d 1 ■ '
cos 61
da2= g mod (A.z\ + Br2+i)rf/) dq.
Deux cas sont maintenant a distinguer.
Si les deux points focaux du pinceau sont tous deux a Tinterieur, ou tous deux a Texterieur de la sphere, les trinomes Az\-\- Bs, -+- i et kz\ -f- Bz., + i sont de meme signe, et Ton a
cos 6'
da2— da-i= -^tq m°d [A(^^ — z^) -+- B(s2 — dp dq.
Si au contraire les deux points focaux sont Tun a Tinterieur, I'autre a Texterieur de la sphere, on aura
cos 6f
rf(j24- d<jt = g mod [A(z^ — z\ ) -+- B {zt — zx)] dp dq.
Or on peut ecrire
cos
2 R 2 R cos 6' et, par suite,
rf<rs ±rfa,= 2R cos2 9' mod [k{zl ~ Z}] ^ B (g* ~ ~' } j tfp c'est-a-dire
da2± ^(7,= — mod[A(s,-+- «,) + B] o^rfy.
ot -+■ p ■+■ i
En cherchant les z des points d'intersection de la droite
x—az+p, y=fiz + q
avec la sphere, on trouve
_ 2(aa + 6(3 -+- c — ap — fiq)
done enfin
rf^i^rz ^ V* + ^ ■ [ A(aa + 6(3 + c a/? — ft g) + B («« + ft' + 1)] <p ;
en prenant la valeur absolue du second membre.
Cette formule peut etre interpreted geometriquement d'une maniere tres simple.
Le plan mene normalement a l'axe du pinceau par le milieu du segment que determinent les deux points focaux a pour equation
— aC -/?■) + (3(7 — |3? — q) + z — ? = o,
'( designant l'ordonnee de ce point milieu ; or, d'apres ce qui a ete dit, on a
et l'equation du plan devient
Acer + B (3y + kz — A(a/> + ft q) + B(«2 + ft2 + i) r= o.
La distance o du centre de la sphere a ce plan est done
3_ k(aa + b$ + c — qp — ft7) + B(a2-4- ft2 + i) ™ Ay/a2 + ft2 + i
et, par suite,
da2 ± do = Adpdq.
(a! + ft2+i)^
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Or, si Ton fait un changement de variables en prenant pour variables independantes a et [3 a la place de p et q, il faut remplacer dans cette formule kdpdq par dadfi, puisque A est le jacobien de a et (3, considered comme fonctions de p et q. II vient done
da2 ± diY = _ da dp .
La quantite da d^ — 3 a une signification geometrique simple; elle
represente l'aire decoupee sur une sphere de rayon un par le faisceau des droites menees du centre de la sphere parallelement aux droites du pinceau.
Designons par - cette aire, qu'on peut appeler Vowerture du pinceau, on a finalement
da2 ± da i = 2 R <5co .
On peut done enoncer ce theoreme :
La somme algebrique des deux aires decoupees sur une sphere par un pinceau de droites est egale au double produit du rayon de la sphere par I'ouverture du pinceau et par la distance du centre de la sphere au plan de symetrie des deux points focaux du pinceau.
Ce plan est toujours reel, meme si les points focaux sont imaginaires.
La somme algebrique dont il s'agit sera la difference des deux aires si les points focaux sont simultanement a l'interieur ou a l'exterieur de la sphere; ce sera la somme des aires si l'un seulement des points focaux est interieur a la sphere.
21. Le resultat qui precede devient illusoire si co est nul, e'est-a-dire si les droites du pinceau sont paralleles a un meme plan : en ce cas, un des points focaux est a l'infini, A est nul, et le raisonnement n'est plus applicable.
Supposons done que Asoit nul; la formule qui donne l'aire decoupee par le pinceau sur un plan sera
, cos 9' , .
da — K (B* + i)«Pa?
COS
et la somme algebrique des deux aires d6coupees sur une sphere
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devient
On prendra le signe -+- si le point focal a distance finie est interieur a la sphere, et le signe — s'il est exterieur.
Cette formule ne renferme que le rayon de la sphere et ne contient pas les coordonnees du centre. Ainsi :
La somme algebrique des deux aires decoupees sur une sphere par un pinceau de droites, toutes paralleles a un meme plan, est egale au produit du rayon de la sphere par un coefficient constant, qui ne depend que de la nature du pinceau. Cette somme reste done constante quand le pinceau se deplace dans Vespace d^une maniere quelconque.
La somme algebrique qui intervient dans ce theoreme est la difference des deux aires, si le point focal du pinceau situe a une distance finie se trouve a I'exterieur de la sphere; elle est la somme des deux aires dans le cas contraire.
22. On peut, en s'appuyant sur ces propositions, demontrer quelques resultats simples relatifs aux surfaces reglees.
En raison de la variete des formes que peuvent presenter ces surfaces, il ne parait pas possible d'enoncer des theoremes generaux sur la somme ou la difference des aires que decoupe une telle surface sur une sphere; nous nous bornerons, dans ce qui suit, a traiter quelques cas speciaux, tres etendus d'ailleurs, qui offrent de l'interet par euxmemes, et dont la discussion montrera comment la question peut etre abordee dans chaque exemple particulier.
23. Surfaces reglees a plan directeur. — Considerons, pour commencer, une surface S, a plan directeur et a deux directrices, dont l'une est une droite D et l'autre une courbe plane C, situee dans un plan paralleleaD; on peut toujours supposer que cette courbe n'a pas de point double; sinon, on la decomposerait en deux ou plusieurs courbes fermees, sans point double.
La surface 2 est un conoide, compose de deux nappes, qui se croisent le long de la directrice D; pour distinguer ces nappes, nous appelle-
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rons nappe anterieure celle qui est decrite par Ies generatrices rectilignes, prolongees a partir de !a droite D, du cote de la courbe C, et nappe posterieure celle qui est decrite par les generatrices prolongees dans 1'autre sens.
Remarquons maintenant que le solide compris a l'interieur du conoide 2 peut etre decompose en elements de volume infiniment petits par des plans paralleles au plan directeur et des plans passant par la droite D : deux couples de ces plans, deux a deux infiniment voisins, limitent une sorte de coin infiniment delie; les coins ainsi obtenus remplissent une et une seule fois l'interieur du conoide, car ils n'empietent pas les uns sur les autres. Pour evaluer l'aire decoupee par le conoide sur une surface, il suffit done de faire la somme des aires decoupees par les tranches elementaires.
Or chacune de ces tranches peut etre consideree comme un pinceau de droites, toutes paralleles au plan directeur, et dont le point focal a distance finie est sur la droite D; la somme algebrique des aires decoupees par ce pinceau sur une sphere est, comme on l'a vu, egale a Rota, dus etant un coefficient infiniment petit, independant de la position de la sphere; il en resulte que la somme algebrique des aires
decoupees sur la sphere par le conoide est egale a R dus, et qu'elle
ne depend par consequent pas des positions respectives de la sphere et du conoide, pourvu, bien entendu, que toutes les generatrices reelles de la secondc surface rencontrent reellement la premiere.
Pour determiner le signe a attribuer aux aires spheriques, il suffit d'appliquer a chacune des tranches elementaires la regie qui a ete donnee plus haut : soient alors A et B deux courbes fermees suivant lesquelles le conoide coupe la sphere; admettons pour plus de generalite que chacune de ces courbes soit tracee en partie sur la nappe anterieure et en partie sur la nappe posterieure du cone. On donnerale signe -h aux aires qui correspondent aux portions de A situees sur la nappe anterieure, le signe — a celles qui correspondent aux portions de A sur la nappe posterieure, et, pour la courbe B, on prendra les signes inverses.
Si, par exemple, les courbes A et B sont situees sur une raeme nappe du conoide, e'est la difference des aires qui intervient; e'est la somme si A et B sont sur deux nappes differentes.
CEUVRES DE O. HUMBERT, T. I.
On peut enoncer maintenant le theoreme suivant
La somme algebrique des aires decoupe'es sur une sphere par un conoide dont toutesles generatrices reelles rencontrent la sphere est egale au produit du rayon par un coefficient qui ne depend que de la forme du conoide.
Cette somme reste done conslante quand la sphere se deplace d'une maniere quelconque dans Vespace, sans cesser de rencontrer toutes les generatrices reelles de la surface reglee.
Ce theoreme s applique non seulement aux conoides, mais a toutes les surfaces reglees a plan directeur, ou a toutes les portions continues de ces surfaces, qui nadmetlent qu'une settle directrice multiple, parce que, dans ce cas, on peut toujours decomposer le solide interieur a la surface en coins infiniment delies, ayant leurs sommets sur la directrice multiple, et n'empietant pas les uns sur les autres, ainsi qu'on l'a fait dans le cas du conoide.
Nous avons ainsi une infinite de surfaces, jouissant par rapport a la sphere de la meme propriete que Tangle plan par rapport a la circonference; a ces surfaces, il convient d'ajouter, comme on l'a vu plus haut, le parabolo'ide elliptique, qui est d'ailleurs une surface reglee a plan directeur, mais a generatrices imaginaires.
Comme exemple de surfaces auxquelles le theoreme precedent s'applique simplement, on doit citer le conoide droit connu sous le nom de coin de Wallis;\& determination du signe a donner aux aires spheriques se fait en ce cas sans aucune difficulte.
25. Surf aces reglees . — La formule generale donnee au n° 20 pour les pinceaux de droites peut etre appliquee eomme il suit aux surfaces reglees.
Soit, par exemple, une surface 2 reglee, definie par deux directrices rectilignes, D, et D2, et une troisieme directrice plane, C, fermee et sans point double. Decomposons l'aire comprise a Tinterieur de C en elements infiniment petits, n'empietant pas les uns sur les autres, et considerons le pinceau des droites qui s'appuient sur D4, D2 et rencontrent le plan de C a Tinterieur de Tun des elements : il est clair que les pinceaux ainsi oblenus rempliront Tinterieur du solide compris dans la surface 2, et n'empieteront pas les uns sur les autres. Pour
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calculer la difference des aires decoupees par 2 sur une sphere, il suffit done de faire la somme des differences analogues pour les pinceaux introduits, et d'appliquer a cet effet les formules du n° 20, en observant que les points focaux de l'un quelconque des pinceaux sont sur D etD(.
La somme algebrique des aires decoupees par un pinceau sur une sphere de centre a, b, c et de rayon R est de la forme
dds± dil — 2R(l'a -+■ }J-' b -+- v' c -+- m')dw',
X, \k' , v', tb' et doi' etant des coefficients qui dependent seulement de la nature du pinceau; il resultede la que la somme algebrique des aires decoupees sur la sphere par 2 sera de la meme forme
ir,±a, = 2R(k -i- -h vc tb),
\, p., v, gt etant des coefficients qui dependent des elements definissant la surface 2.
Cette expression est analogue a celle qui a ete trouvee dans le cas des cones et des surfaces developpables; on peut 1'ecrire, en posant
p = \/^2-t- P-2-H v2, cr2 ± an = 2 R p d,
formule ou d designe la distance du centre de la sphere au plan
Ix + jjlj 4- vz ■+- m — o,
qu'on peut appeler plan d' orientation de la surface regime; nous appellerons de meme la constante p module de la surface.
On peut demontrer que le module de la surface reglee est generalement egal a celui du cone directeur, et que son plan d'orientation est parallele a celui de ce cdne.
Reprenons a cet effet les formules du n° 20, en supposant que le plan de la courbe directrice C soit celui des xy. On a, pour la somme algebrique des aires decoupees sur une sphere de rayon R et de centre a, b, c par le pinceau des droites infiniment voisines de la droite
x — az + J9, y = $z-\-q,
la formule
d^±d<Jx = [A(a<X + bp + c-ccp-Pq)+P(«>+p+1)ldpdq,
d'ou
2A(aa+ bfi + c — <xp — (3g) 4- aB(oe2+ (32 + i)
1'integrale etant prise a l'interieur de la courbe C. On a done
2 Act
dpdq.
Si Ton prend comme variables a et [3 a la place de /? et de on aura,
pu.squeAestegala^ _ _
les integrates etant prises cette fois a l'interieur du cone directeur de la surface reglee, puisque, si le point p, q est sur la courbe C, le point a, (3, 1 est un point du cone forme par les paralleles qu'on peut mener de l'origine aux generatrices de la surface.
Les variables p et q ont ainsi disparu ; il en resulte que les quantites \, p. et v ont les memes valeurs pour toutes les surfaces reglees qui ont meme cone directeur, et en particulier qu'elles ont, pour une de ces surfaces, les memes valeurs que pour le cone directeur, ce qui demontre la proposition a etablir. On peut d'ailleurs la verifier directement comme il suit.
L'expression cl<*d$ _ esj. ['a|re infinimentpetite </co,que decoupe
un pinceau conique ayant pour axe la direction a, [3, 1, et compris a l'interieur du cone directeur, sur une sphere concentrique de rayon un ; on a, d'apres cela, en designant par oc,y, z les cordonnees d'un
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point de cette sphere,
sJX1 + yl _|
les integrates etant prises a l'intericur du cone directeur : ce sont pre-
cisemcnt les formules etablies aux nos 6 et 7 dans ie cas du cone,
On peut done enoncer le theoreme suivant
La somme algebrique des aires decoupees sur une sphere de rayon R par une surf ace re glee, a deux directrices rectilignes, dont loutes les generatrices reelles rcncontre.nl la sphere, est egale d 2pRrf, p designant le module du cone directeur de la surface et d la distance da centre de la sphere a un plan, lied la surf ace re glee, et parallele au plan d 'orientation du cone directeur.
Ce theoreme s'etend evidemment a toutes les surfaces reglees, ou a toutes les portions de surfaces reglees, telles qu'on puisse decomposer le solide qu'elles renferment en pinceaux rectilignes n'empietant pas les uns sur les autres.
On peut deduire de la proposition precedente des conclusions analogues a celles qui ont ete etablies pour les cones; ainsi, la somme algebrique des aires decoupees reste constante quand la surface reglee tourne aulour d'un axe normal au plan d'orientation du cone directeur.
SO
SUR
LE THEOREME D'AREL
QUELQUES-UNES DE SES APPLICATIONS GEOMETRIQUES
(Journal de Math.. 4e serie, t. Ill, 1887)
1. Le but de ce Memoire est de demontrer une formule qui permet, etant donnees une courbe algebrique /= o, de degre n, et une integrate abelienne quelconque appartenant a cette courbe, de calculer aprioriXz. sorarae des variations de l'integrale sur les lignes decrites par les points d'intersectionde la courbe proposeeetd'une courbe algebrique variable, appartenant a un faisceau. Si Ton d6signe par F — utp = o l'equation des courbes de ce faisceau, la somme cherchee sera une fonction du parametre u, et l'etude de ses variations, quand on fait varier le parametre, donne lieu a des consequences analytiques interessantes, se traduisant geometriquement d'une maniere souvent tres simple.
L'emploi des fonctions fuchsiennes, introduites dans la Science par M.Poincare, nous a permis d'arriver simplement au resultat cherche.
La premiere Partie du present travail est consacree a la demonstration et a l'etude des consequences analytiques de la formule fondamentale ; on examine specialement le cas oil l'integrale abelienne se reduit a une fonction rationnelle, et Ton en deduit le moyen de trouver la somme ou le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle des coordonnees aux points c'ommuns a deux courbes algebriques, et de discuter cette somme ou ce produit quand une des courbes varie, sans cesser d'appartenir a un meme faisceau.
La seconde Partie comprend les applications geometriques les plus
simples de cettc theorie : en considerant, soit une integrale abelienne ayant une signification geometrique determines soit une fonction rationnelle simple des coordonnees des points d'une courbe, on peut enoncer immediatement des theoremes geometriques, relatifs a la somme des valeurs que prennent cette integrale et cette fonction aux points communs a la courbe proposee, et a chaeune des courbes d'un faisceau. On a developp'e specialement des applications relatives aux aires, aux directions et aux longueurs.
La troisieme Partie a pour but de faire les memes applications aux arcs de courbe qui s'expriment par une integrale abelienne appartenant a la courbe : les courbes qui jouissent de cette propriete sont celles que Laguerre a nominees courbes de direction.
Comme consequence de cette theorie, on determine les courbes curieuses dont l'arc s'exprime par une integrale abelienne de premiere espece ; elles jouissent de cette propriete que la somme des arcs intercepts sur elles par deux courbes quelconques de meme degre est toujours nulle.
PREMIERE PARTIE
Enonce du probleme.
2. Soit / Yj) = o l'equation d'une courbe algebrique plane de genre p et de degre n ; considerons une integrale abelienne quelconque appartenant a cette courbe
dh
oil Q et R designent respectivement des polynomes de degres q et r Coupons la courbe /== o par deux courbes de degre m
u0 et u designant deux constantes; et soient
to to to . t t t
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les abscisses qui correspondent respectivement aux points d'intersection de ces courbes avec la courbe primitive. On sait que l'expression
i= mn p
est la somme d'une fonction rationnelle et d'une fonction I#garithmique des coefficients des fonctions /, F, o et des parametres u0 et u. Pour calculer la valeur de cette expression, on peut, par excmple, decomposer l'integrale I en elements simples, c'est-a-dire :
i° En integrates de fonctions rationnelles de \\
2° En integrales abeliennes de premiere espece;
3° En integrales normales de seconde et de troisieme espece, et calculer, en partant des theoremes connus, les parties de la somme cherchec qui correspondent a chacun de ces elements.
Cette methode parait etre un peu compliquee au point de vue des applications; nous nous proposons, dans ce qui suit, d'etablir une formule simple, qui permettra d'evaluer directement la somme cherchee; nous nous appuierons, dans ce but, sur la theorie des fonctions fuchsiennes, qui nous a deja permis,dans un travail anterieur('), d'etablir le theoreme d'Abel pour les integrales de premiere espece.
Rappelons d'abord quelques considerations, developpees dans ce travail, et qui se deduisent sans difficulte des belles recherches de M. Poincare.
Introduction des fonctions fuchsiennes.
3. Les coordonnees des points d'une courbe algebrique plane, ayant pour equation en coordonnees ordinaires /(£, r\) — o, ou, en coordonnees homogenes (-), f{oc,y, z) = o, peuvent toujours se mettre
(') Application de la theorie ties fonctions fuchsiennes ii V etude des courbes algebriquei {Journal de Malheinatiques pures et appliquees, 1 886) (page 191 du present volume). (-) Dans tout ce qui suit, £ et •/) designeront, des coordonnees cartesiennes ; x, y, z
des coordonnees homogenes : on passera d'un systeme a l'autre en posant % — *-> '/)="-•
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sous la forme
Qj» ^3 etant des fonctions thetafuchsiennes holomorphes d'une variable t, et de degre [x; c'est-a-dire telles qu'on ait, en designant par
(t, y^J^J une quelconque des substitutions du groupe fuchsien G qui
correspond a ces fonctions,
en supposant aS — (3y egal a l'unite.
Le polygone fuchsien R0, qui correspond au groupe G, appartient a la premiere faniille de M. Poincare ; il a 4 p cotes ('); les cotes opposes sont conjugues deux a deux, c'est-ii-dire transformes Tun dans l'autre par une des substitutions de G, et la somme des angles est egale a 271.
La courbe representee par les equations (1) est de genre p\ son degre n est egal a 2p.(p — 1) — k, Ic designant le nombre des zeros communs aux trois fonctions 0,, 6,, 03, dans l'interieur du polygone R0.
Rappelons enfin une propriete du polygone R0 qui nous sera utile plus loin. Soient ab et a, b{ deux cotes opposes de ce polygone, tels que les points a, et b, soient respectivement les transformes des points a et b par la substitution de G qui transforme ab en aibi : si Ton decrit le perimetre de R0 en partant de a, clans le sens ab, le cote oppose sera parcouru dans le sens bta,.
Demonstration de la formule fondamentale.
4. Cela pose, rendons l'integrale I homogene en y remplacant c; et yj par ->-> et substituons a x, y, z les valours 0, (t), 63(*), en fonction thetafucbsienne de 1. II vient
, _ fQ^, r, g) x'z — jcz' J ^-'+2 xr, y', z' designant les derivees de x, y, z par rapport a t.
(.*) Si la courbe/ = o etait unicursale, on aurait recours a des polygones fuchsiens de la premiere famille, de genre zero, et d'nn nombre pair de cotes; les demonstrations seraient les memes que dans le pas general.
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Posons, pour abreger, On a
i= y K{t)dt.
Je dis que la fonction '£ (t) est une fonction thetafuchsienne de degre un. On peut ecrire en efFet
At)
Or ^ est une fonction fuclisienne de t, de groupe G, puisque le
numerateur et le denominateur sont des polynomes de meme degre q, en x, y, z, et que x, y, z sont des fonctions thetafuchsiennes de
groupe G et de meme degre La fonction - (t) est pour la meme raison une fonction fuchsienne, et Ton a
x fa t + (3^ x
z \y < + o d'oii, en derivant,
xz' / at -f (3\ .r's — .a?~'
Par suite, on a bien
Pour evaluer la somme des integrates I entre les points d'intersection de f—o avec les courbes F — «0<p=o, F = «^ = o, considerons
1'integrale
F et <p etant les polynomes F(.r 7, 3), y (&,y, s)> de degre aw, ou Ton a remplace x,y, z par leurs valeurs en fonction thetaluchsienne de t.
Je dis que la valour de cette integrate, le long du polygone R0, est nulle.
Soient, en effet : / un point quelconqne d'un cote ab, de R0 ; t{ le point corrospondant sur le cote oppose a, bt, transforme de ab par la
substitution (t,
Les elements de I'integrale J qui correspondent a ces deux points stmt, puisque les cotes ab et a, b, sont parcourus en sens contraire, comme on l'a fait rcmarqucr plus haut,
K(t)dt el K{t,)dtx
Or on a
li- t+$> dtx=dt{yt + o)\
D'un autre cote, - (t) est une fonction fuchsienne de t, de groupe G,
puisque F (x,y, z) et 9 (a:, y, s) sont des fonctions thetafuchsiennes de meme degre; il en resulte qu'on a, d'apres ce qui precede :
KitJ.dt, Z(t)dt
et Ton voit que les elements de I'integrale J se detruisent deux a deux. On a done bien, le long de R0,
II resulte de la que la sommc des residus de la fonction uniforme de 1
affs C(0 _ QA^z — acz!) Q 1 d (x\
0(O=F— ~-n-,-,.2/F \ = — Jt {-)>
dans l'interieur de R0, est nulle.
C'est en evaluant cette somme et en I'egalant a zero, que nous arriverons a la formule que nous avons en vue.
5. Determinons d'abordles infinis de 0 (1). Si Ton observe que cette fonction, mise sous la troisieme forme ci-dessus, est homogene et de degre zero en x, y, z, et par suite ne devient pas infinie pour la valeur
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de l'un des k zeros communs aux trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes x (/), y(t), z (t), on voit que les infinis de 0 (t) sont :
i° Les arguments des rn points communs aux courbes / = o, R= o, a moinsque l'un ou plusieurs d'entre eux n'annulent aussi le numerateur de & (t), mis sous la seconde forme ;
2° Les arguments des points a 1'infini sur f = o : ces arguments sont des infinis d'ordre y-r+a; si q — r + 2 est egal ou inferieur a zero, ils ne sont plus des infinis;
3° Les arguments des points communs a la courbe f— o et a la courbe F — iw= o.
Les residusqui correspondent aux infinis de cette derniere categorie prennent une forme remarquable. Soit a l'argument de l'un des points consideres; on a, pour le residu, en supposant que a soit un zero
simple de - — u,
Or, si dans la relation - (a) — u = o, on considere a comme fonction de u, on a, en differentiant,
en designant par d\% la variation de l'integrale I quand on passe du point d'argument a, de la courbe f — o, situe sur la courbe F — 110 — o, au point d'argument a 4- den, situe sur la courbe F — (u + du) © = o.
d'ou
C (a) dot.
du du
Formule fondamentale.
6. Si done on designe par ^a somme des residus de la fonction
par rapport aux zeros de R [x ( t),y(t), «(*)]; par la somme des residus de la meme fonction par rapport aux zeros de s7-r+2 = o, on aura
d'ou, en integrant par rapport a u, entre les limites u0 et u,
i—mn ^
C'est la formule qu'il s'agissait d'etablir : on voit qu'on est ramene a calculer les residus de la fonction 0(/)> ce <iul ne presente aucune difficulte.
Formes diverses de la formule fondamentale.
7. On peut d'ailleurs mettre cette formule sous une forme un peu plus simple. On a en effet, en coordonnees homogenes,
j f Q (x, y, z) z dx — x dz
R(x,y,z) zi~^ ou
Q et S etant des polynomes homogenes en x, y, z dont les degres sont respectivement q et q + 2. La formule (3 bis) devient alors
i—tnn
m> 2X;"^^(*""-^3)=-2X."''prf"'
en designant par ^a somme des residus, par rapport aux zeros de S(x, y, s) de la fonction
Plus simplement encore, dans le cas ou l'integrale I reste finie pour
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les points situes a l'infini sur la courbe /(£, Y)) = o, on a
i=mn 5 ,
1=1 . ?1 "° en designant par la somme des residus, par rapport aux zeros de S(c;, yi), de la fonction
Q(£, y)) rig
8. Remarque. — II est evident a priori que les expressions ^j(r$-\~~ ry) 011 fig^^nt dans les seconds membres des equations (3), (4) et (6), doiveut etre independantes des parametres qui caracterisent le groupe fuchsien G, et ne dependre que d'elements geometriques appartenant a la courbe f = o.
On peut d'ailleurs s'en rendre compte comme il suit :
Soit le residu de la fonction mise par exemple sous la
forme (7), par rapport a un zero, (3, de S (E, yj), correspondant a un
point £p, Y]p de la courbe / = o.
La valeur de 2-ir?/-p est egale a l'integrale^0(/)^ le long d'un petit
cercle enveloppant le point (3 et, par suite, si Ton passe du plan de la variable t au plan de la variable \, cette valeur est celle de l'integrale
: /•.„,= f«(fi»)_J3
J J sa,-n)ia n)_u
le long d'un petit contour enveloppant le point £p : elle peut done se calculer, independamment de la variable 1, au moyen des valeurs de y] et des derivees de Y] par rapport a £, au point £p.
Cas particulier de la formule fondamentale.
9. Le cas ou les infinis de la fonction 0 (/), correspondant aux zeros de S, sont tous simples, peut se traiter immediatement.
Supposons, en effet, S etant toujours de degre^-1-2, que la courbe
S = o ne touche en aucun point la courbe f = o. On aura, pour le residu relatif a un infini (3,
dl
dt
dS/F
or,
d'ou
dt \(d
dS _ dS d\ dSdr, dt ~ dt dt^ dn dt'
_df d\ df dn °~ dl dl + dndi'
et, par suite, appelant X,, Y,; X2, Y2, ... les coordonnees des points communs aux courbes S = o, /= o,
i—mn y
/ q \ V f*Q&*)jt V Q(X.Y) ,_F(X, Y)-«y(X, (8) Z J J' STIT^T * = 2 Sx/v _ SV/'X % F (X, Y) — u0 cp ( X,
La somme dans le second membre, doit porter sur les systemes de valeurs de X, Y, qui verifient les equations S = o, /= o.
Consequences analytiques
On peutdeduire de la formule fondamentale plusieurs consequences analytiques interessantes.
10. Les infinis de 1'integrale j'Q (z dx — x dz) sont les points ou
la courbe S = o rencontre la courbe /= o, a moins que les arguments de ces points n'annulent Q ou z dx — xdz.
Supposons que la courbe o(x,y, z) = o passe par les points de / — o, qui sont les infinis de 1'integrale, en tenant compte de leurmultiplicite, c'est-a-dire que, si un point correspond a un zero d'ordre h pour la fonction S [x(t),y (i), z(t)\, la courbe 9 = 0 ait en ce point, avec f=o, un contact d'ordre h—i. Admettons, de plus, que la
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courbe F(x,y, z) = o ne passe par aucun tie ces points. La fonction
ne devient pas infinie pour les valeurs de t qui annulent S, puisque,
SF
pour ces points, la fonclion — (x,y,z) reste finie ; &(t) n'a done pas
d'autfes in finis que ceux qui annulent- — u, et, par suite, les residus r$ sont nuls. On a done
et Ton peut enoncer le theoreme suivant :
Soit I une integrate abelienne quclconque relative a une courbe algebrique f(x,y, z) — o, de degre n. La somme de mn integrates I, dont les limiles inferieures el superieures sont respectwement les systemes de valeurs de x, y, z, qui correspondent aux mn points d' intersection de la courbe f— o avec deux courbes quelconques de degre m, est nulte, si,parmi les courbes du faiscean determine par les courbes secanles, Hen est une qui passe par tons les points de la courbe f — o rendant V integrate infinie.
La somme est nulle, en particulier, si les courbes secantes coupent aux memes points la courbe S = o, parce qu'alors une des courbes du faisceau comprend la courbe S — o elle-meme.
11 y aurait exception au theoreme precedent, si toutes les courbes du faisceau considere passaient par un ouplusieurs des points qui rendent l'integrale infinie, parce que, alors, F et cp s'annulant tous deux en ces points, la fonction %{t) pourrait y devenir infinie et Ton ne saurait affirmer que le residu correspondant, rp, est nul.
11. Le cas ou le denominateur S est divisible par f'y est particulierement interessant : soit S — Tf'Y, T etant de degre q + 3 — n.
Nous allons montrer que la somme de ceux des residus de la fonction &(t), qui correspondent aux zeros de fy, est nulle.
Les zeros de la fonction J'Y (x,y,z) sont en efi'et de deux sortes : les uns correspondent aux points de contact des tangentes qu'on peut
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mener a la courbe / (x, y, z) — o par le point x = o, z = o ; les autres correspondent aux points singuliers tie cette courbe.
Si [3 est l'argument d'un des zeros de la premiere categorie, la fonction x'z — xz' s'annule pour t = (3. On a, en effet,
et
d'ou Ton tire
,4/ ,*J ,df
dx J dy dz
df df df .
dx J dy dz J
x'z — xz' y' x — yx' z'y — zy'
~dj = df ~ JT~y dy dz dx
et, par suite, si ^ s'annule sans que ^et ^ s'annulent egalement
(c'est-a-dire si le point d'argument (3 n'est pas un point singulier), il faut qu'on ait, pour t = (3,
x' z — xz' — o.
II en resulte que, pour chercher les residus de la fonction
Q(x'.z-xz')
correspondant aux zeros de f 'y , on n'aura a tenir compte que des arguments des points singuliers de la courbe / = o.
Soit, pour plus de simplicity, A un point double de cette courbe, de coordonnees a et b, auquel correspondent les valeurs y et o de l'argument i.
On aura, pour 1c residu de 0 (t) relatif a l'une de ces valeurs, y par exemple, en revenant a la forme (7) de 0 (t),
Uf'nYh
Posons,.pour simplifier l'ecriture,
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on a
[J i ; ~~ d\ di^ On dt
dn
Le rapport ^ a pour valeur, si Ton fait t = y, le coefficient angulaire
~dt
mt de la tangente a la branche y de la courbe / = o au point A. On a ainsi
T(«, b) F ( <ty <ty ^ ^ <ty
ou, dans ^ et on remplace c; et yj par a et
Cela pose, si I'on designe par Q, un polynome quelconque en £ etY], de degre n — 3, et si Ton considere l'integrale
CO
Ji = / -p (z dx — x dz),
on voit, comme plus haut, qu'elle est nulle le long du polygone R0. Si Ton choisit pour Q, le premier membre de ['equation d'une courbe de degre n — 3 presentant, en tous les points singuliers de la courbe f=o, le point A excepte, le caractere d'une courbe adjointe ( 1 ) (ce
qui est toujours possible), les infinis de la fonction ~ ^ — x
seront les quantites y et o. La somme dcs residus de cette fonction etant nulle, on trouve, comme plus haut,
et par suite, d'apres (9),
fy + n = o .
II n'y aurait d'exception a ce raisonnement, qui s'etend sans difficulte au cas des points multiples d'ordre superieur a 2, que si, dans
(') C'est-a-dire ayant en tout point multiple d'ordre p (autre que A) de la courbe /= o un point multiple d'ordre p — r, comme la courbe/^ = o, et ne passant pas par A.
l'expression de /'Y -+- r5, on ne pouvait pas mettre en facteur la quantite
c'est-a-dire siT(«, b) etait nul, cas oil lcs infinis y ct o ne seraient plus des infinis simples de ou si Ton avait a la fois
F(a, b) = cp (a, b) = o,
parce qu'alors la fonction - (£, y] ) aurait deux valeurs differentes au point A, selon la branche decourbe que Ton considererait.
Si Ton suppose done que la courbc T = o ne passe par aucun des points singuliers de / — o, et qu'aucun des points fixes du faisceau F — uy = o ne coincide avec I'uri de ces points, on voit qu'on a la relation
designant la somme des residus, par rapport aux zeros de T, de la fonction de t,
cp
12. Corollaire I. — On en deduit, en s'appuyant sur les resultats obtenus plus haut, la proposition suivante :
Soit I une integrate abelienne de la forme
relative a une courbe algebrique de degre n, f — o.
La somme de mn integrates \dont les limites inferieures et superieures sont respectivement les systemes de valeurs de x, y, z, qui correspondent aux mn points d' intersection de la courbe f — o avec deux courbes quelconques de degre m est nulle, si, par mi les courbes du faisceau determine par les courbes secantes, il en est une qui coupe la courbe f =6 aux points situes sur la courbe T = o, el qui rendent Vinlegralc injinie.
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II faut toutefois : i° que la courbe =o ne T passe par aucun des points singuliers de la courbe f=o; i° qu'aucun des points fixes du faisceau determine par les courbes secantes ne coincide avec un de ces points, ou avec I'un des points communs aux courbes f = o, T = o, et rendant l'integrale infinie.
13. Corollaire 11. — Supposons, Q ( r, y, z) etant toujours de degre q, que T(x, y, z) soit un polynome de degre q — n-h3, non divisible pars. Si la courbe T = o nc touche en aucun point la courbe f — o, les zeros de T (x, y, z) seront tous simples, et Ton aura, pourle residu relatif a l'un de ces zeros, [3,
r r qa "j r o i
[/^(n/i'-TU(^-«)Jp Lcxfej^— X5,y«>(|— <r)Jp
Par suite, en designant par X, Y les coordonnees d'un point commun aux courbes T = o, f=o, il vient
f,0 V C QCzrr>) ^-V 0(X»Y) ■ F(X,Y)-«<p(X,Y) ZtA* fiT&v) ""^'JV'y-T'v/x' °°F(X,Y) — «i<p(X,Y)'
la somine s'etendant, dans le second membre, aux systemes de valeurs de X, Y, qui verifient simultanement les equations f= o, T = o.
On deduit de cette formule un tbeoreme bien connu de Jacobi. Si Ton fait, en effet, u= oo dans la formule, il faut, pour que le second membre reste fini, qu'on ait 1'identite
la somme etant etendue a tous les points communs aux courbes /(£, y)) = o, T(£, -f]) = o, de degres respectifs n et k, et Q(£, yj) designant un polynome quelconque de degre n-+-h — 3, au plus, en £, r\.
11 serait facile, d'apres les considerations qui precedent, de voir ce que devient le theoreme de Jacobi quand le degre de Q surpasse n-\-h— 3 ; nous aurons occasion, dans un autre travail, de revenir sur ce sujet a un point de vue plus general.
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14. Corollaire III. — Si T se reduit a une constante, ^7P est nu^> et Ton peut enoncer le theoreme suivant : Soil I une integrate abelienne de la forme
illative d une courbe Y)) = o, de degre n, Q designant un polynome quelconque de degre n — 3.
La somme de mn integrates I dont les limites in ferieures et superieures sont rcspectivement les systemes de valeurs de%,Y\, qui correspondent aux points d' intersection de la courbe f=o avec deux courbes quelconques de degre m est nulle, si ces deux courbes ne passent simullanement par aucun des points singuliers de la courbe primitive.
Dans le cas special ou Q est une courbe adjointe a la courbe J—o( la fonction
£\ i .\ Q dl
i) = 77v — \ji Hi-")
ne devient infinie que pour les zeros de - — u, et la somme des mn integrales I est nulle, quelles que soient les courbes de meme degre F = o, ? = o.
C'est le theoreme d' Abel pour les integrales de premiere espece. On retrouverait de meme, sans difficulte, les theoremes connus pour les integrales normales de troisieme et de seconde espece.
Application aux fonctions rationnelles.
15. La marche qu'on a suivie pour etablir la formule fondamentale s'applique egalement au cas ou la differentielle abelienne est la differentielle d'une fonction rationnelle de 2j, yj.
Soit U = ^l^j-j cette fonction, Q et R etant des polynomes de
degres q et r respectivement.
Considerons l'integrale
dl
rdv
J ~di F
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Elle est nulle, d'apres ce qui precede, le long du polygone R0; par suite, les residus, dans ce polygone, de la i'onclion
_ . . aV 'i dt * dt
ont une somme nulle, et Ton en conclut, comme plus haul, la relation
rp etant le residu de Q(t) par rapport a un infini de cette fonction,
autre qu'un zero de - — u.
Pour determiner les infinis de cette nature de 0 (t), on doit distinguer deux cas, selon que q est inferieur ou superieur a r.
Si Ton a q 5 r, il est clair que la fonction ^ ^ ] == 2 ^x,y" " \ zr~q ne . . R(?»;o) r, z) _
devient pas infinie pour les zeros de .s(j), et il en est, par suite, de
meme de sa derivee par rapport a t. En ce cas, les infinis correspond
dant aux residus r$ sont les arguments des points communsaux courbes
f = o, R = o. Si Ton a, au contraire, q^> r, tout zero de z (t) est, en
general, un infini d'ordre^ — r pour la fonction S, et d'ordre^ — r-h i
pour sa derivee. Ces infinis sont a ajouter a ceux qui proviennent des zeros de R (£, y]).
II est clair qu'on discutera a la fois les deux cas en supposant £ et r\ remplaces dans^(^, ri) par-> on obtient ainsi une fonction 3[x^'"]t
ou Ton peut supposer que le numerateur et le denominateur sont deux polynomes de meme degre, q, l'un ou l'autre pouvant etre divisible par une puissance de z. Les infinis de @(t) correspondant aux residus rp sont alors les zeros de V(a?, v, z). Soit [3 un de ces zeros, suppose simple : e'est un infini double de ©(*)• Pour calculer le residu correspondant, il suffit de remarquer que le residu de relatif a ce zero, est nul, puisque U est une fonction monodrome de t. On trouve ainsi, evidemment,
pp etant le residu correspondant de U = ^- Or on a, ainsi qu'on l'a deja trouve plusieurs fois,
en designant par X, Y,ZIes coordonnees du point d'argument [3, commun aux courbes f= o, V = o, et il vicnt enfin
? ( Fx /v — F y/x ) — F ( cp'x /v — cp'v/\ )
Fx
Fv
Fx
cp'y ?z
On peut ecrire 9 (Fx/i - Fv/i)-F (9'x/v - ?'v/x)=-
en tenant compte de la relation /(X, Y, Z)==o et en designant toujours par m le degre des courbes F = o, cp = o.
On deduit de la, en integrant, par rapport a u, les deux membres de (12), le resultat suivant.
Soient 2"v ^ 2 v ^es somrnes respectives des valeurs que prend la
fonction ^ y, -) aux points communs a la courbe f—o et aux courbes F — <p o, F — i70<p = o ; on a
m V'x/v \'v/x [F(X,Y,Z)-Mcp(X,YIZ)][F(X)Y,Z)-«0?.(X,Y,Z)]
oil la somme, dans le second membre, s'etend aux points X, Y, Z, communs aux courbes f=o, V = o, supposees n'avoir aucun contact, et oil J designe le determinant jacobien
fk /v fi
Fx F'v Fz
fpx cp'v 9z
Cette formule montre, ce que nous savions deja par la tbeorie generale, en raison de la forme de ®(t), que le second membre de (i3) s'annule dans le cas ou l'une des courbes, <p — o, du faisceau F — uz> touche la courbe f = o aux points oil celle-ci est coupee par la courbe
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V = o; elle met de plus en evidence une particularity speciale aux integrals abeliennes dans le cas oil ces integrales sont des fonctions rationnelles de a?, y, z : c'est que le second membre de ( i 3) esl mil quand la jacobienne des courbes F = o, o = o et /— o passe par les points communs a cette derniere et a la courbe V= o, c'est-a-dire, puisque les points communs a la jacobienne et a / sont les points de contact avec cette derniere courbe des courbes du faisceau F — u<p qui la toucbent, lorsque les courbes du faisceau qui passenl respectivement par les points d'intersection des courbes V = o, f= o toucbent en ces points cette derniere courbe.
Onvoitque ce resultat comprend, comme cas particulier, le cas rappele plus haut, oil Vane des courbes du faisceau touche fen tons les points communs aux courbes f= o, V = o.
On peut etendre ce theoreme au cas oil la courbe V — o touche en certains points la courbe f — o : nous al Ions deniontrer, en ell'et, la proposition suivante :
La somme des valeurs que prend une fonction ralionneile ^ {x, y, z)
homogene et de degre zero, aux points communs a une courbe altiebrique J = o, el a chacune des courbes d\m faisceau, resle constante, si les courbes du faisceau qui passenl respectivement par les points (/'intersection des courbes f=o, V = o, rendant la fonction ^ in/inie, out,
enchacunde ces points avec la courbe f =o, un contact d'un ordre au moins egal a la difference entre les ordres des contacts de la courbe f = o avec les courbes V = o et Q = <> au point considere ( 1 ).
On suppose toujours qu'aucun des points fixes du faisceau ne coin-' cide avec un des points communs aux courbes f = o, V = o, et rendant
infinie la fonction
Soit l'argument d'un point oil les courbes V = o, Q = o out respectivement avec f=Q des contacts d'ordre [/. — 1 et v — i; soit
Cj Si la courbe Q = o nc passe pas par le point considere, on devra, pour appliquer le theoreme, regarder 1' ordre de son contact avec f=o en ce point comme egal a — i. II faudra alors que la courbe du faisceau qui passe par ce point y ait avec /= o un contact plus eleve que la courbe V = o.
F— / v-p = ° 1'equation d'une courbe du faisceau, ayant en ce point un contact d'ordre u. — v avec la courbe /= o.
Posons I — (J 5= t.
On a
dl \ V / F
CD
Par hypothese, on a, aux environs du point / — f$;
V(<)==a*fl ~H bx^ + . . ., Q(0 = a':v+4':v+1 + ...,
d'ou
on a egalement
F(0 — </«9(0 = 'fM '-f- mTf* v+! + . . .,
et le residu correspondant de 0(/) sera le coefficient de - dans Fexpression
d7 \ T^-v TlJ■-v-, + ' ' " + 7 + ? + ' ' ' / X /Tft-V-+-1 _ mT|J.-v + 2 + . . . "
Or, cp (/) n'est pas nul pour / = J3, puisqu'une seule courbe du faisceau passe par le point (3, et qu'on a suppose que cette courbe etait
Le deuxieme facteur de l'expression precedente, ordonne suivant les puissances croissantes de t, est done de la forme
+ A-7^-v+1-Hy'7tJ-v-+-2 + . . .,
et comme le premier ne renferme ni terme en -ni terme en ^v+i> le residu est nul. c. q. f. d.
1. On peut donner une formule analogue pour exprimer le produit is valeurs que prend la fonctio f— o et a la courbe F — u <p — o.
des valeurs que prend la fonction y aux points communs a. la courbe
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Soient J J ~ ce produit, et ^- le produit analogue pour les
u t<fl
courbes f=o, F — u0's> = o. On part, pour I'evaluer, de I'integrale
<m at
It F~
en posant toujours LT = ^> on trouve, de meme,
rp designant le residu de la fonction
U dt F O dt \ \ F
cp f
par rapport a un infini de cette fonction autre qu'un zero de - — u, c'est-a-dire par rapport a un zero de Q (&,y, z) ou de V {oc,y, z). S'il s'agit d'un zero de V, d'ordre de multiplicity ix, on a evidemment
dt dt dV / F
et s'il s'agit d'un zero de Q, d'ordre de multiplicity v,
dt dt
dl \ <p J
Si maintenant on integre les deux membres de la relation (i4) par rapport a u, on a
2 log £ = £ v log( ~ - «i) ^ log (1 - « Q v
d'ou
nMi$)n[F^
F(X, Y, Z)-«<p(X, Y.zy ,Z)-«0cp(X,Y,Z)
Dans le second membre, leproduit] | estetendu aux points X, Y, Z communs aux courbes f — o, Q = o; et le produit J"J aux points X, Y,
Z communs aux courbes f — o, V = o.
On en deduit, comme plus haut, les consequences suivantes :
Le produit des vdleurs que prend une fonclion rationnelle ^ (x, y, :)
do degre zero aux points communs a une courbe f = o et a chacune des courbes d'un faisceau F — wd = o est constant, quand une des courbes du faisceau passe par les points d 'intersection de la courbe J = o
avec les courbes O = o, V = o, rendant la fonclion ^ nulle ou in/inie ('). Ce produit est constant, en parliculier, si I' une des courbes du faisceau comprend la courbe QV — o, c'esl-d-dire si loutes les courbes du faisceau rencontrent aux mimes points les courbes Q = o, V = o.
17. Le theoreme demontre au n° 15 est 'susceptible d'une consequence interessante, dont nous ferons quelques applications, et que, pour cette raison, nous placerons a la suite de la theorie generale.
Supposons que les points de la courbe f = o, ou la fonction rationnelle^ (x, y, z) de degre zero devient infinie, soient tons des points
d'inflexion de /', et que la fonction ~ soit infinie du premier ordre en chacun de ces points.
Prenons pour faisceau secant le faisceau des courbes qui coupent respectivement f— o aux points de contact des tangentes communes a cette courbe et a cbacune des courbes d'un faisceau langentiel donne.
Je disque lasommedes valeurs do la fonction y aux points communs
a f=o et a chacune des courbes du faisceau ponctuel considere demeure constante.
II suffit, pour cela, de montrer que la courbe du faisceau ponctuel qui passe par un des points d'inflexion donnes sur la courbe f—o
( 1 ) II sufTU que la courbe du faisceau considcree pause paries poinls designes, quel (|iie soil le nombre des intersections de la courbe /= o avec les courbes Q = o, V = o conf'ondues en chacun de ces poinls.
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touche cette courbeen ce point, ee qui est evident, puisque la tahgente d'inflexion correspondante doit etre comptee deux f'ois par mi les tangentes communes a la courbe /'— o et a la courbc du faisceau tangentiel qui touche cette droite. Done :
Soit (x, y, z) une fonction rationneUe quelcongue, de degre zero,
ne devcnanl infinic, sur une courbc algebrique /( x,y,z) — o, qiien des points d'inflexion de cetle courbe, et elunl infinie du premier ordre settlement en ces points (').
La somme des valeurs que prend cette fonction aux points dc contact de la courbe f — o et des tangentes communes a cette courbe et a une autre courbe algebrique de classe donnee reste fixe quand cetle derniere varie d\ine maniere. quclconquc, mais sans toucher constammeist une des tangentes menee a la courbe primitive en un des points d in flexion consideres.
DEUXIEME PAHT1E.
En appliquant a des ditferentielles algebriques ou a des fonctions rationnelles des" coordonnees ayant, par rapport a la courbe f = o, une signification geometrique, les formules et les theoremes demontres dans la premiere Partie de ce travail, on obtient des propositions geometriques nombreuses, dont quclques-unes meritent d'etre mises en evidence.
Nous les classerons en propositions relatives aux aires, aux directions et aux longueurs. Celles qui concernent specialement les arcs de courbe, dans le cas oil ces arcs s'expriment par une integrate abelienne, feront l'objet de la troisieme Parlie de notre travail.
(') Le sens de cette expression estle suivant : Si V = o a un contact d'ordre jjl — i avec/ = oau point considere, il faut que Q =o ait avec cette derniere courbe, au meme point, un contact d'ordre \j. — 2.
Propositions relatives aux aires.
18. L'aire elementaire comprise entro les deux points y); \ -+- d£, •q -+- dri de la courbe f — o et les rayons vecteurs qui joignent ces points a I'origine des coordonnees a pour expression
da — — n di -+- I dr, = -- [ — y ( - dx — x dz ) -+- x ( z dy — y dz ] ; or on a
J'/v-t- zf'z=nf=o, dxfx + dyf'y+ dz fl = o ;
on en conelut
da — (z dx — x dz).
z Jy
La fonction 0(0 est ici
(zx'-xz')
Elle ne devient infinie que pour les valeurs de / qui annulent z1 ; si 9 est de la forme z2 cp, et si F ne s'annule pour aucune de ces valeurs, 0(0 reste fini pour les memes valeurs, et les residus r$ correspondants sont nuls. Done :
Soit une courbe algebrique quelconque j ; menons les rayons vecteurs qui joignent un point arbilrnire da plan aux points communs a f et a une courbe algebrique quelconque F nayanl avec la premiere aucune direction asymptolique commune : la sommc des aires decrites par ces rayons vecteurs est nulle si la courbe F se deplace en reslant asymptote a elle-m^me ( ' ).
19. On peutdonner sur les aires un theoreme beaucoup plus general, et qui fournit une interpretation curieuse d'une des propositions algebriques exposees plus haut (14).-
Proposons-nous de chercher l'aire elementaire comprise entre les
courbes / = 0, F—uy = o, f-\-sty=o, F — (u-hdu) 9 = 0, au
(') Plus ijeneralement cette somme reste nulle si Ton prend successivement pour F toutes les courbes d'un faisceau comprenant une courbe qui admet pour asymptotes toutes les asymptotes de /.
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voisinage du point £, yj, commun aux courbes F — acp = o, f - o.
Dans ces equations, i designe une quantile infiniment petite, independante do //.
Soient \ + d\, r\ -+■ dq les coordonnees du point voisin de /] situe sur les courbes f — o, F — (// -+- du) cp = o,lj -t- oi:, rj -t- or), celles du point voisin situe sur les courbes F — // <p — <>, J -+- z ^ = o. On a, pour l'aire cherchee, a un facteur constant pres,
da = a\ 8ri — d(\ 5? ;
or
d': [ F'p — u <p£ ] -\- O f) [ F'.n — u Cp',, ] = o, 3? /E -+- 8fj f rx + = O.
On en conclut
_ e4> [( f; - u 9i ) + ( Fr, — u 9;, ) </r, ]
et, en tenant compte dp la relation
o — dlJi + dr,/;r
il vient
Supposons que ^ soit de degre /> ^, « designant toujours le degre de f = o ; on aura, en revenant aux coordonnees homogenes,
da — £ _, ; ., ( s fta — # <r/= )
et
CP
On n'a a s'occuper, pour le calcul des residus r$, que des zeros de z3-9 ; ces zeros ne sont pas des infinis de 0 (/), si Fon a
cp — z3~'>yt,
et les quantites r$ sont nulles. On en conclut, en donnant successivement a q les valeurs i et 3, les propositions suivantes :
La somme des aires comprises entre deux courbes asymptotes et deux courbes asymptotiques (' ) quelconques est nulle.
(0 Nous disons que deux courbes sont asymptotes, si elles out memes asymptotes asymptotiques, si elles ont memes directions asymptotiques.
La sornme des aires comprises enlre deux courbes quelconques, de mime degre, et deux courbes osculatrices enlre elles en torn leurs points a I'infini est nulle.
On doit adniettre toutefois que les deux groupes de courbes n'ont aucune direction asymptotique commune.
20. Plus generalement, ainsi que cela resulte du theoreme du n° 12 :
La somme des aires comprises enlre deux courbes asymptotes et deux courbes quelconques <le meme degre est nulle si, parmi les courbes du faisceau determine par ces dernieres, il en est une qui admette pour directions asymploliques toutes les directions asymptotiques des deux premieres.
La somme des aires comprises entre deux courbes asymptotiques et deux courbes quelconques de meme degre est nulle, si, parmi les courbes du faisceau determine par ces dernieres, Hen est une qui admette pour asymptotes toutes les asymptotes de Vune des premieres.
La somme des aires comprises entre deux courbes de meme degre et deux courbes quelconques, egalement de meme degre, est nulle, si, parmi les courbes du faisceau determine par ces dernieres, il en est une qui oscule I' une des premieres en tons ses points a I'infini.
En particulier :
La somme des aires illimilees comprises entre deux courbes osculatrices entre elles en lous leurs points a I'infini est nulle.
Propositions relatives aux directions.
21. Soit 8 Tangle que fait avec 0; la droite qui joint 1'origine a un point £, 7] du plan ; on a
tang B— y
et
!C. \ dt\ — n d\
Si le point £, yj appartient a la courbe /(£, yj) =o, il vient
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ou, en coordonnees homogenes,
d9=/i(Aj-)ixds-sdx)-
L'angle 0 est done donne par une integrate abelienne, et les theoreme.s de la premiere Partie permettent de calculer la somme des angles que font avec Ox les rayons vecteurs des points communs a la courbe f=o et a une courbe algebrique queleonque F — //o = o, ou plutot la variation qu'eprouve cette somme quand on passe de la courbe secante F — u0f = o a la courbe F — no = o.
Pour simplifier le langage, nous adopterons une definition due a Laguerre.
Soient dans un plan deux systemes de n droites A et B ; prenons arbitrairement un axe fixe H, dans ce plan : si la somme des angles que font avec l'axe fixe les droites du systeme A est egale, a un multiple de it pres, a la somme des angles que font avec ce meme axe les droites du systeme B, on dira que les deux systemes A et B ont meme orientation. lis jouiront evidemment de la meme propriete relativement a tout axe situe dans le plan ( 1 ).
22. De la forme de la dill'erentielle e/0 et des llieoremes generaux de la premiere Partie resultent par suite les propositions suivantes :
Les deux systemes, formes par les droites qui joignent respectivemcnt un point fixe auv points oil deux courbes algebriques de meme degre sont traversees par une courbe algebrique, ont meme orientation, si, par mi les courbes du faisceau determine par les deux premieres, il en est une qui passe par tous les points oil la derniere rencontre le cercle de rayon nul ay anile point fixe pour centre.
En.particulier :
Les deux systemes ont mime orientation, quelle que soil la derniere courbe, si les deux premieres rencontrent le cercle de rayon mil aux memes points.
(') Laguerre, Sur la determination du rayon de courbure des lignes planes {Bulletin de la Societe philomathique, p. i5 ; 18O7.
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23. Corame application de ces propositions generales, on peut enoncer, parexemple, les theoremes suivants :
L 'orientation du systeme des droites qui joignent un point fixe aux points d 'intersection d'une courbe algebrique quelconque et dun cercle ayant ce point pour centre est independante du rayon du cercle.
L 'orientation du systeme des droites qui joignent un point fixe a aux points a" intersection d'une courbe algebrique et d'un cercle quelconques est la meme que celle du systeme forme : i° par les droites qui vont de a aux points d' intersection de la courbe et de Vaxe radical du cercle eldu point a ; i° par les directions asymptotiques de la courbe.
Ce theoreme prend en particulier une forme tres simple si Ton suppose que le point a est situe sur le cercle ; l'axe radical du cercle et du point devientalors la tangente au cercle en a.
Si Von coupe par une courbe algebrique un faisceau de coniques ayant une direct/ice et un foyer communs, les systemes formes par les droites qui joignent le foyer aux points d intersection de la courbe et de chacune des coniques ont meme orientation : cette orientation est celle du systeme forme par les droites qui joignent le foyer aux points d 'intersection de la courbe et de la directrice el par les droites opposees.
Ce theoreme est une generalisation d'une proposition connue sur les coniques, et qu'on retrouve en supposant que la courbe secante soit une droite.
24. On peut obtenir des propositions analogues, et plus elegantes, en considerant, au lieu des coordonnees ordinaires, des coordonnees tangentielles.
Soit /(U, V) = o, ou, en coordonnees homogenes, / (;/, v, w) = o l'equation tangentielle d'une courbe, Tangle que fait avec 0£ la tangente TJ^-h Vy] ■+- i = o est defini par la relation
tang0= — ^,
d'ou
_ YdU-UdV _ V fj + U fj dV U24-V2 _ U2+V2 ft
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et, en coordonnees homogenes,
On conclut de cette expression que l'orientation des tangentes communes a la courbe/ = o et a deux courbes algebriques est la meme si, parmi les courbes du faisceau tangentiel determine par ces dernieres, il on est une qui touebe les droites menees tangentiellement a la courbe f—o paries points u -+- vi — o, u — vi = o, c'est-a-dire par les points cycliques du plan. En d'autres termes :
Les deux systemes de tangentes respeclivcment communes a deux courbes algebriques de meme classe et a une courbe algebrique quelconque ont meme orientation, si, parmi les courbes du faisceau tangentiel determine par les deux premieres, Hen est une qui admette pour foyers tous les foyers de la derniere.
En particulier :
Les deux systemes de tangentes respectivement communes a deux courbes homofocales el a une courbe algebrique quelconque ont meme orientation ( ' ). (Laguerre.)
25. Ces propositions donnent lieu a de nombreuses consequences : de la derniere on deduit en particulier les theoremes suivants :
Si d'un point M situe dans le plan a" une courbe de classe n on mene les n tangentes a la courbe, et si I' on joint le point M aux n foyers reels de la courbe, les deux systemes de droites ainsi oblcn us ont meme orientation (2) .
Soient deux courbes de classes m et n, A et B : le systeme des mn tangentes communes a meme orientation que le systeme des mn droites qui joignent les m foyers reels de A aux n foyers reels deB (3).
(') Ce dernier tlieoreme a cte donne sans demonstration sous une autre forme par Lagnerre [Sociite philomathique, p. 140 ; 1870).
(2) Ce theoreme a ele donne par Laguerre sans demonstration dans les Comptes rendus (janvier i865).
(3) Ce theoreme a ete donne par Laguerre sans demonstration dans le Bulletin de la Societe philomathique, p. 140; 1870.
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La premiere ties propositions du n°24 fournit egalement des consequences interessantes :
Soil un faisceau tangentiel de courbes a/gebriques de classe n ; par un foyer f de I' une d'entre elles, menons les n tangenlcs a Vune quelconquc des autres : lous les systemes ainsi obtenus a parlir du point f onl meme orientation.
On en conclut que :
Si V on joint le point f aux n foyers reels d'une quelconquc des courbes du faisceau tangentiel considere el aux n foyers reels d^une autre de ccs courbes, egalement quelconque, les deux systemes ont meme orientation.
En d'autres termes :
Le lieu des foyers des courbes d'un faisceau tangentiel, determine par deux courbes A et B de classe n, est une courbe telle que, si Von joint un de ses points aux n foyers reels de A et aux n foyers reels de B, les deux systemes ainsi obtenus aient meme orientation. Ce lieu ne depend done pas de lous les parametres qui definissent les courbes A et B ; il ne depend que de fa position des foyers de ces courbes.
26. En appliquant ces resultats aux coniques, on obtient les propositions suivantes, dont quelques-unes sont aisees a demontrer directement.
Solent deux coniques A et B, ayanl respectivement pour foyers re"els les points aK et a.2t b, et 62; soil C une conique quelconque inscrile dans le quadri latere circonscrit a A et B : les deux faisceaux de droites qui joignenl un foyer de C aux points a, et «2, b, et b2 ont mimes bissec- Irices.
Le lieu des foyers des coniques inscrites dans le quadrilalere circonscrit a deux coniques reste le meme si ces deux coniques varienl, leurs foyers respectifs demeurant fixes : la proposition prece'dente definit ce lieu.
Soient deux systemes de courbes respectivement homofocales : les points d' intersection des tan gentes communes a une courbe quelconque du premier systeme, et a une courbe quelcon(jue du second, reslent sur une courbe qui coincide avec le lieu precedent.
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Car ce lieu est celui des points tcls que les droites mas et ma2 aient les memes bissectrices que les droites mbf et mb2 : on forme sans difficulte son equation, en s'appuyant sur eette propriete, et Ton trouve une courbc du troisieme degre.
Propositions relatives aux longueurs.
27. Nous commencerons par des theoremes relatifs aux centres des moyennes distances d'un systeme de points, et dont quelques-uns ont ete donnes par Liouville.
Soit /(£, r]) = o une courbe algebrique de degre n; appliquons les theoremes generaux de la premiere Partie a I'integrale
On a, en coordonnees homogenes,
.. z doc — jc cl z> d\- ~.
La fonction Q(t) est ici
On en conclut que la somme des abscisses des points communs a la courbe f=o eta l'une quelconque des courbes du faisceau F — «cp — o est constante, si, parmi ces courbes, il en est une qui admette pour asymptotes les asymptotes de /; et, en particulier, si toutes les courbes du faisceau sont asymptotes entre elles.
Les memes theoremes s'appliqucnt a la somme des ordonnees.
Si les courbes du faisceau F — u® ont memes directions asymptotiques, c'est-a-dire si 0= z<d,, on a
Les infinis de correspondantauxzeros de z, sont alors simples,
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et Ton a, pour le residu relatif a l'un de ces zeros, (3,
quantite independante de //.
Par consequent on aura
A est une constante, et
On aura it de meme
^n=Af« + B'.
28. De tout ce qui precede, on deduit les propositions suivantes :
Le centre des moyennes distances des points communs a deux courbes algebriques quelconques resle fixe si I'une de ces courbes varie en reitant asymptote a elle-meme ( 1 ). (Liouvjixe. )
Le centre des moyennes distances des points communs a une courbe algebrique quelconque et aux courbes d'un faisceau resle fixe, si, parmi les courbes de ce faisceau, il en est une qui admette pour asymptotes toutes les asymptotes de la premiere courbe. (Exemple : la courbe fixe est une droite, asymptote ii I'une des courbes du faisceau).
Le centre des moyennes distances des points, communs a une courbe algebrique quelconque el a chacune des courbes d~*un faisceau, decrit une droite, si les courbes du faisceau onl memes directions asymptoliques, ousi rune d'elles admet pour directions asymptoliques toutes les directions asymptotiques de la premiere courbe.
Exemple. — Le centre des moyennes distances des pieds des normales abaissees d'un point sur une courbe algebrique ne passant pas par les points cycliques du plan decrit une droite, quand le point considere se meut lui-mime sur une droite.
(') Journal de Mathematiques pares et appliquees, p. 371; 1 84 * -
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Dans lous ces ('nonces, on suppose que la com bo consideree et le faisceau des courbes secantes n'ont aucune direction asymptotique commune; il est d'ailleurs inutile d'introduire explicitement cette restriction, puisque, si Ton se (rouve place dans le cas singulier dont il s'agit, un des points de rencontre de la courbe fixe et des courbes du faisceau est toujours a 1'infini, et qu'il n'y a des lors plus lieu de considerer le centre des moyennes distances de ces points.
29. Nous n'avons applique jusqu'ici a ('integrate j' cCc, que les propositions generales sur les integrates abeliennes; nous pouvons allcr plus loin puisque cette integrate est une fonction rationnelle de \, yj; et la proposition du n° 15 nous donnera la consequence suivante, plus generate que celles qui precedent.
Le centre des moyennes distances des points communs a une courbe algebrique quelconque et aux courbes d' un faisceau reste fixe, si chaque asymptote de la courbe est asymptote a V une des courbes du faisceau.
On peut deduire de la des theoremes interessants, en faisant varier le degre et la nature du faisceau secant, tout en satisfaisant toujours a la condition indiquee; ainsi :
Le centre des moyennes distances des points de contact des tangentcs menees a une courbe algebrique parallelement a une meme direction resle fixe quand cette direction varie. (Chasles. )
30. Si toutes les asymptotes d'une courbe sont d'inflexion (la courbe
n'etant pas tangente a la droite de rinfini), la fonction \ ou ^ ne devient
infinie qu'en des points d'inflexion de cette courbe et, par suite, d'apres (17),
Le centre des n\oyennes distances des points de contact des tangentes menees par un point quelconque du plan a une courbe algebrique ayant loules ses asymptotes d'inflexion est un point fixe.
Ce point est egalemenl le centre des moyennes distances des points de contact avec la courbe consideree des tangentes communes a cette courbe et a une courbe algebrique quelconque.
En transformant ces propositions par la methode de reciprocite, on arrive aux resultats suivants :
Soit une courbe telle que toutes les tangentes qu'on peut lui mener par un point soient des tangentes de rebroussement : la polaire de ce point par rapport aux tangentes menees a la courbe en ses points de rencontre avec une droite quelconque est une droite fixe.
Cette droite est egalement la polaire du point considere par rapport aux tangentes menees a la courbe en ses points de rencontre avec une courbe algebrique quelconque.
Ces propositions s'appliqnent par exemple, a l'hypocycloide a trois rebroussements, aux developpees de coniques. etc.
31. Si, an lien de Fintegrale j a%, on considere J on est amene a la recherche du produit des abscisses qui correspondent aux points d'intersection des courbesy — o, F — wu — o.
On a
rdl px'z — xz' ,
Jt=J-^-'"-
et Ton peut par suite enoncer le theoreme suivant :
Le produit des distances a une droite fixe D des points communs a une courbe algebrique f, et a chacune des courbes d' un faisceau, est constant, si, parmi les courbes du faisceau, il en existe une qui admelte pour directions asymptotiques toutes les directions asymplotiques de f, et qui passe par les points ou cette derniere courbe rencontre la droite D.
En particulier :
Ce produit est constant si toutes les courbes du faisceau ont mimes directions asymptotiques et coupent aux memes points la droite D.
Exemple. — Si Ton coupe une courbe algebrique par une serie de cercles ayant deux points communs, A et B, le produit des distances a la droite AB des points d'intersection de la courbe et d'un des cercles est constant.
En partant de l'integrale
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on arrive a des resullats semblables a ceux des nos 28, 2(.) el 30, Ainsi, par exemple :
La somrne des inverses des distances a une droile D des points communs a une conrbe algebrique et a chacune des coui'bes d'un faisceau reste constante si I une des combes du faisceau passe par les points d [intersection de la courbe primitive avec la droite, D el y a les memes langentes que celle courbe.
Si tons les points oil une droite D rencontre une courbe algebrique sont des points d inflexion, la somme des inverses des distances d cettc droite des points de contact de la courbe avec les tangentes issues d'un point quelconque est constanle.
Ce theoreme s'applique, par exemple, aux courbes du troisieme onlre.
33. L'emploi des coordonnees langentielles conduit egalement, sur les longueurs, a des proprietes interessantes, dans l'enonce desquelles figurent des systemes de courbes homofocales, comme dans le cas des propositions sur les directions.
La distance de l'origine a la droite U^ + Vy] 4-1 = 0 est donnee par la formule
d'ou
_do __ 1? dil +VrfV ~T~ L'a+V2 5
et, en coordonnees homogenes, en supposant qu'on ait pour equation de la courbe
il vicnt
0 fi,{u!^
[w du — u dw).
II rcsulte de cette expression que le produit des distances de l'origine aux tangentes communes aux courbes
/=o, F — l(u* + v*)(v% — o reste constant quand on fait varier le parametre A, et Ton exprimerait
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sans difficulty cette proposition sous une forme purcment geometrique, d'ailleurs un peu compliquee.
Nous nous bornerons a examiner quelques cas particuliers.
34. Supposons d'abord que la courbe /= o soit une conique, ayant I'origine pour foyer. On aura
f(u, r, »') = w2+ r2 + n'(au -+- bv -+- civ),
d'ou
do bu — av . . , .
Le denominateur ne contient plus le faeteur w, on peut done enoncer les theoremes suivants :
Le produil des distances du foyer d'une conique aux tangenles, communes a cette conique el a chacune des courbes d'un faisceau tangentiel, est constant, si, parmi les courbes du faisceau, il en est une qui admelle pour foyers les foyers de la conique.
Le produit des distances du foyer d'une conique aux tangenles communes a cette conique et a chacune des courbes d'un systeme homo focal, quelconque d'ailleurs, est constant.
En d'autres termes :
Le produil des distances du foyer dune conique aux i n tangenles communes a cette conique et a une courbe algebrique de classe n est e'gal au produit des distances du meme point aux i n tangenles quon peut mener a la conique par les n foyers reels de la courbe.
35. Supposons, en second lieu, la courbe f=o etant quelconque, que Ton considere les tangentes communes a cette courbe et a des coniques homofocales, ayant I'origine pour foyer, [/equation generate de ces coniques sera
w(au -+- bv -t- cw) — a(«s -+- P?) = o,
X etant un parametre variable, et la fonction ®(l) correspondantc sera
ufv — i/„ wu' — uw
fvw («2 ■+- e2) w {au + bv + cw) ^
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Los zeros du dcnominateur qui sont des infinis de &(t) sont ceu\ de w, le residu correspondant a l'un d'eux (3 est
Or on a, pour t = (3, puisque w est nul,
ce qui donne enfin
d'ou, en vertu de la formule fondamentale,
~2 / T=-,ilog*'
n etant le nombre des zeros (3, c'est-a-dire la classe de la courbe / = o. ElTectuant l'integrale dans le premier membre, on Irouve, en appelant o,, o2, ... les distances de I'origine aux tangentes communes a/= o et a la courbe w(au -h bv -+- cw) — \{ir + v'-) = o,
a, a,. . .=AX",
A etant une constante independante de ~k. Or, si Ton designe par B le demi-petit axe de la conique w(au -+- bv + w) — A(«2 + v2 ) = o, on a
d'ou cette proposition :
Soient une courbe algebrique C, de classe n, et une serie de coniques homo focales, ay ant pour foyers les points f etf \ le produit des distances du point f {on f) aux in tangentes communes a C et a I'une des coniques est proportionnel a la puissance in du petit axe de cette conique.
36. Les coordonnees du pied de la normale menee de I'origine a la droite 0 \ -b Vyj 4- i = o sont
On a
c_ -u -V \— CPh-V*' Y)— u2+V2'
rfU(U2- V'2) + aUVrfV
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et, en coordonnees homogenes, La fonction Q(t) est ici
(a3 — v*)/,:— nn'fu wu'— uw' ?
En raisonnant comme au n° 27, on voit que :
Le centre des moyennes distances des piecls dcs perpendiculaires abaissees d'un point Jixe sur les langentes communes a line courbe algcbrique et a chacune des courbes d'un faisceau langentiel homofocal, decrit une droite.
Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires abaissees d'uu point Jixe sur les langentes communes a une courbe algebrique et a chacune des courbes d^un faisceau langentiel decrit une droite quand, parmi les courbes du faisceau, il en est une qui admet pour foyers tous les foyers de la premiere courbe.
37. De meme, si Ton observe que les courbes dont l'equation tangentielle est de la forme F — \(u'2 -+- ^2)2cp — o ont a la fois memes foyers et memes points de contact avec les droites isotropes issues de ces foyers, c'est-a-dire memes foyers et memes directrices, en appelant directrice correspondant a un foyer la droite qui joint les points de contact de la courbe avec les deux droites isotropes passant par ce foyer, on peut enoncer les propositions suivantes :
Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires abaissees d'un point quelconque sur les langentes communes a deux courbes algebriques reste fixe quand Vune de ces courbes varie en conservanl ses foyers et les directrices correspondantes .
Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires abaissees d'un point quelconque sur les langentes communes a une courbe algebrique et a chacune des courbes d'un faisceau langentiel reste fixe, si, parmi les courbes du faisceau, il en est une qui adrnette pour foyers, et pour directrices correspondantes les foyers et les directrices de la premiere.
SUR LE THEOHEWE n'ABF.L.
Soit toujours pose
on a
II resulte de cette expression que :
La somme des carres des distances d'un point quelconque aux tangentes communes a deux courbes algebriques reste constante, quand Vane de ces courbes varie en conservant ses foyers el les directrices correspondanles.
La somme des carres des distances d un point quelconque aux tangentes communes a une courbe algebrique el a chacune des courbes d un faisceau tangentiel reste constante, si, parmi les courbes du faisceau, il en est une qui admette pour foyers el pour directrices correspond antes les foyers el les directrices de la premiere.
39. Nous terminerons ce Chapitre par la remarque suivante, qui montre cornbien la methode generale se plie aisement aux applications. Considerons la courbe
us(rtU + ovy- >.(U2+ v2)= o.
C'est l'enveloppe d'uiie droite de longueur egale a dontjes deux extremites s'appuient respectivement sur les droites
y) = o, at) — Z>> — o.
En coordonnees homogenes, on a pour son equation u-(au -+■ bv)2 — A(«2+ v2)w2— o.
On deduirait aisement de la, par la methode generale, les theoremes suivants, dont quelques-uns ont ete deja demontres plus haut, sous forme plus generale.
Soient G une courbe quelconque de classe n\ D, et D2 deux droites quelconque, se coupon t en un point 0.
Les tangentes a C se parlagent en sy slimes de l\n droites, telles que les
segments interceptes par les droites D, et J)2 sur les tangentes d'un mime sysleme soient egaux enlre eux :
i° Tons ces sy si ernes ont mime orientation .
2° Le produil des distances da point 0 aux tangentes d'un mime sysleme est constant.
3° La somme des distances da point 0 aux tangentes d'un meme sy steme est constanle.
4° Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires abaissees de 0 sur les tangentes d'un mime sysleme decrit une droite.
5° Le centre des moyennes distances des points ou les tangentes d'un mime sysleme rencontrenl la droite D, (ou D.,) est fixe.
6° La polaire du point 0 par rapport aux tangentes d'un mime sysleme est une droite fixe.
On eomprend que les applications de cette nature peuvent etre multipliees indefiniment ; comme elles ne presentent aucune difficulte speciale, nous ne les poursuivrons pas ici, nous reservant d'exposer et de developper, dans un autre travail, les resultats principaux auxquels nous sommes parvenu par cette methode.
DES COURBES DE DIRECTION
Definitions et proprietes generates.
40. Laguerre a le premier introduit dans la Geometrie la notion des courbes de direction, c'est-a-dire des courbes qui peuvent etre regardees comme Tenveloppe de droites ayant un sens determine.
Au point de vue analytique, ces courbes sont telles que la distance d'un point quelconque du plan a une tangente soit fonction rationnelle. des coordonnees du point de contact.
D'apres cette definition, l'equation generale des courbes de direc-
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tion sera, en coordonnees tangentielles,
(U« + V*)F»(U, V) = cp2(U, V),
F et © etant deux polynomes entiers en U et V. En coordonnees cartesiennes rectangulaires, la courbe yj) — o sera de direction si l'expression f\-\-f'^ est le carre d'une fonction rationnelle de y\ pour toutes les valeurs des variables satisfaisant a 1'equation f(%, rj) = o.
II resulte de la que Varc d'une courbe de direction s'exprime par une integrate abeliennc appartenant a la courbe; nous pourrons done appliquer a ces arcs les tlieoremes etablis pour les integrates abeliennes, et ces applications constitueront l'objet de la troisieme Partie du present travail. Toulefois, avant d'aborder celte etude, nous exaininerons de plus pres la forme de la differentielle de l'arc d'une courbe de direction, et nous indiquerons quelques proprietes qui se deduisent immediatement de l'expression obtenue.
41. D'apres ce qui precede, si la courbe /( r, y, z) = o est de direction, on a identiquement
(i) NH/;2+/;;i)=M2+p/)
M, N et P etant des polynomes entiers en x, y, z. Cette identitc peut se mettre sous la forme plus simple
'\/ et % etant des polynomes entiers.
Pour le demontrer, nous rappellerons un theoreme que nous avons demontre, dans un travail anterieur, sur ['Application de la theorie des fonctions fuchsiennes a i etude des courbes algebriques ( 1 ).
Supposons les coordonnees des points de la courbe f —o mises sous la forme
on 0,, 02, 0S sontdes fonctions thetafuchsiennes holomorphes de /, de degre [J. et de genre p, ayant k zeros communs dans le polygone generateur; le degre n de la courbe /= o sera egal a 2^(^ — 1) -k K3),
(' ) Journal de Matheinatiques pures et appliquees, 1886.
Cela pose, soit G(/) une fonction thetafuchsienne holomorphe, de degre u. q, admettant comme zero multiple d'ordre q chacun des k zeros communs a cc,y, z : el le sera fonction ration nelle de Q,,02, 03; pour que cette fonction rationnelle soit une fonction entiere, il faut et il suffit(et c'est en cela que consiste le theoreme demontre dans le travail precite) qu'on ait, en designant par e, e' les arguments qui correspondent a 1'un quelconque des points doubles de la courbe /= o,
6(s):S'>(s) = 6(s'):ei(e').
Remplacons maintenant, dans l'identite (i), oc,y, z par Q((/), 62(/), 03 (/) ; il vient, puisque f—o,
If? +
Cette equation montre que la fonction de /, (f 'J +-/]')' , qui n'a evidemment pas . d'infinis dans le polygone generateur, est une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre p(n — 1); elle admet, d'ailleurs, comme zeros multiples d'ordre n — 1 chacun des zeros communs a 0,, 0a, 0, ; designons-la par O(^).
On a evidemment
Hz):B"{-^i) = Ht'):B'\-^'),
puisque, f'x et /' s'annulant au point double (e, e'), 0(e) et (Y) sont nuls. Par suite, 6(£) est une fonction entiere, de degre n — 1, de 0n 62, 63.
Soit '^(6(, 02, 03) cette fonction.
On a, tout le long de la courbe /= o,
et par suite, il vient idenliquement, quels que soient x, y, z,
']> et y etant respectivement des polynomes de degres n — 1 et n — 2. De la resultent, pour Tare de la courbe f — o, les expressions
, d) ,v <l> z dx — x dz (3) ds=?Td^=ZT -
/*) Jy
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De I'identite (2) on deduit sans diflieulte que la courbe •} = o est une courbe adjointe de la courbe /= 0, et que, si cette derniere a un contact d'ordre h en un point avec la droite de I'infini z = 0, la courbe ^ = o a en ce point, avec la meme droite, un contact d'ordre h — i.
Cette identite met egalement en evidence la propriete geometrique suivante des courbes de direction :
Les tangentes quon peul mener a une courbe de direction par les points cy cliques de son plan, et dont les points de contact sont a distance /inie, sont des tangentes d' inflexion.
En d'autres termes :
Les foyers, non singuliers et a. distance finie, d'une courbe de direction, sont les centres de cercles de rayon nul biosculateurs a la courbe.
L'exprcssion
■Ai - ■.
montre que, si Ton s'est donne la fonction '\>, qui n'est determinee qu'au signe pres, I'element d'arc compris entrc les points r\ et ? + f/;, y] -+- d/] a un signe et, par suite, un sens determine. Ge sens definit egalement celui de la semi-droite qui touche la courbe an point rj. Si Ton -cbange le signe de -js le sens change pour toute la courbe.
II existe toutefois des courbes de direction pour lesquelles la fojiction ']> a plusieurs valeurs diflerentes; ces courbes sont necessairement decomposables en courbes de degre moindre.
Si Ton a, en effet,
/;2 + /;- = -y + yj = <h + -/a /,
on en conclut
et, comme ^ et ^, sont de degre n — 1 , tandis que / est de degre n, il f'aut que la courbe/ = o se decompose en courbes de degre moindre, qui seront evidemment des courbes de direction.
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Soil alors / = Fcp, avcc les relations
E'* g*+ df,
ta'J +■ cp'2 = T1 -t- Ao,
on a
, /i* + /;« = ?» ( g2 + df ) + f2 ( p + a? ) + 2 f 9 ( f.v a4 + f; cp;. )
(4) =(?<; -Fr)2+AF?
I = (9C1 4- Fr)2-+- BF<p,
A et B etant des polynomes entiers. On voit ainsi que a les quatre valeurs =t (©G — Fr) et ± (G -4- Fr), qui correspondent evidemment aux quatre combinaisons que Ton peut faire en associant la courbe F = o ou cette courbe parcourue en sens inverse avec la courbe 9 - o ou avec cette courbe' parcourue en sons inverse.
43. Les courbes de direction jouent, dans la theorie des surfaces algebriques, un role important, qui n'a peut-etre pas ete remarque, et que le theoreme suivant met en evidence :
Toute ligne de cowbure plane, non singuliere, d' une surf ace alg&brique est une courbe de direction, dans le cas au V angle constant sous lequel son plan coupe la surface nest ni nul ni droit.
Ou encore :
Tout plan qui coupe une surface algebriqtie, le long d'une courbe non singuliere sous un angle constant, qui n'est ni nul, ni droit , la coupe suivant une courbe de direction.
Soit, en efi'et, la surface F(£, rk, '() = o, coupee par le plan '( — o sous un angle V, tout le long de la courbe /'(£;, yj) = o. On a
(5) F(t, rj,^) = M, Yi) 9 (t n, 0 -+- KM *>, K) et, tout le long de la courbe 'C — o, f(l, yj) = o,
w cos V s
Or le long de cette courbe, on a, d'aprrs (5),
Efe=<p(5,n,o>/h F; = cp(^,-o,o)/0'; F^ = x(f, „,o).
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La relation (6) devient
ftt, n, o) ( +fi? ) = z2 (c, v), o) tang' V,
et, par suite, la courbe /= o est bien de direction, si tang V n'est ni nul, ni infini, et si j\ et f ne sont pas nuls le long de la courbe.
De la resulte cette consequence importante que les transformations qui conservent les lignes de courbure changent une courbe de direction en une autre courbe de direction; en particulier :
Toute transformation par rayons vecteurs reciproques dans le plan fait correspondre a une courbe de direction une autre courbe de direction.
Cette proposition, qu'on peut d'ailleurs verifier directement, nous sera utile plus tard.
Courbes de direction du troisieme ordre.
44. Les considerations qui precedent vont nous permettre de trouver les courbes de direction les plus simples apres la ligne droite et le cercle, c'est-a-dire les courbes de direction du troisieme ordre.
Cherchons d'abord les courbes de direction du troisieme ordre, nc touchant pas la droite de l'infini, ne passant pas par les points cycliques du plan et n'ayant pas de point singulier.
Si f=o est l'equation d'une telle courbe, on a, comme toujours,
II resulte de cette equation que chacune des coniques f'x± if touche la courbe en trois points, situes sur la conique ^ = o; les tangentes a f = o en ces points passent, d'ailleurs, par l'un des points cycliques du
plan : on peut done mener par Tun de ces points, z = o, — = i par
exemple, trois tangentes a la conique /, . -+■ ij'r =o. Les coniques f'x±ify=o doivent, par suite, se reduire a une droite double. On a ainsi, en supposant f(oc, y) reel,
/;+ ify t= ( a + b OS fi -«/;=( A - B iy ;
d'ou
/a'.^A2-B2, /;=2AB;
A et B sont deux polynomes reels <lu premier degre en x,y, z. Eerivons maintenant que les valeurs de/* tirees do celles de /'. et/' sont egales; nous arriverpns ainsi a la forme de A et B et, par suite, a celle de/.
Sans entrer dans les details de ce ealcul, qui ne presenie aucune difficulte, nous dirons sculement que, en prenant pour axe des \ la droite A = o, on arrive a trouver ( 1 )
/,'= x1— y*, f; = —ixy;
d'oii
/ = ^ x3 — xy- -+- A z3 — o,
~k etant une constante arbitraire. On peut ecrire cette equation
(7) J-3 — ?>xyt—a*z3 on ^! — 3£/j2 = r/2.
On demontrerait ensuite, sans difficulte, qu'il n'existe pas de com bes de direction reelles du troisieme ordre, indecomposables, sans point double, touchant la droite de 1'infini 011 passant par les point cycliques : il ne reste plus qu'a chercher les cubiques de direction a point double.
45. Si une cubique a point double est de direction, il faut, puisque les tangentes issues des points cycliques doivent etre d'inflcxion, et puisque la courbe n'a que trois points d'inflexion, que la cubique touch e la droite de 1'infini en trois points confondus, et admette deux autres points d'inflexion, a distance finie, tels que les tangentes en ces points passent respectivement par les points cycliques.
Son equation peut done se mettre sous la forme
z( x'1 4- y- ) — ~k(x -t- az)3.
Ecrivant qu'elle a un point double, on trouve
et Ton verifie qu'elle est de direction. On a en eflet
f?+f'y- = {x + azy
31(x + az) — -^z .
(') On trouverait egalement dans le courant du calcul des courbes de direction du troisieme ordre se decomposant en courbe de direction de degre moindie.
Nous avons done une seconde categorie de. cubiques de direction donnees par 1'equation
(8) 27 m(42+rf-) = (4 + 4"03-
46. Les cubiques de direction sont, d'ailleurs, remarquables a plus d'un litre. Considerons d'abord celles de la premiere categorie. Nous savons que les tangentes qu'on peut leur mener par les points cycliques du plan sont d'inflexion, etque les points de contact des trois tangentes issues d'un meme point cyclique sont sur une droite. Comme on a
/;+ i/;=- 3(j + i*S*, f ',— '/>' = - 3(y - ix)K
on voit que les points de contact des tangentes issues d'un point cyclique sont sur la droite qui joint l'autre cyclique a l'origine. Si Ton remarquc, de plus, que les trois asymptotes sonl des tangentes d'inflexion, et qifelles concourent a l'origine, on peut enoncer la propriete suivante de la courbe :
Le triangle forme par Voi-igine et les deux points cycliques est tel que les tangentes quon peut mener a la courbe par I'un des sommets de ce triangle sont trois tangentes d'inflexion, et que leurs points de contact sont sur le cote oppose.
L'existence d'un pareil triangle earacterise une cubique equianharmonique.
Inversement, toute cubique equianharmonique peut etre projetee suivant une courbe de direction : il suffit de faire coincider les projections de deux des sommets de son triangle inflexionnel avec les points cycliques du nouveau plan.
En coordonnees polaires, 1'equation des cubiques de direction prend une forme simple. Si Ton pose
£:=pcosw, yj = psinw,
on trouve
p3 (cos3 a> + 3 cos &> sin2 w) = a3 ou p3cos3w=:a3.
Ces courbes appartiennent done a la classe si remarquable des courbes on — A cos noi, sur lesquelles nous aurons a revenir plus tard.
II nous sera egalement utile, dans la suite, de connaitre l'expression
des coordonnees des points de la cubique (7) en fonction elliptique d'un parametre.
Soit pu la fonction de M. Weierstrass, correspondant au cas de g2 = 0. On a
Si Ton pose
ag% 1
ft 3
on trouve, en eliminant pu et p'u entre ces trois relations,
Examinons maintenant les cubiques donnees par l'equation (8). En coordonnees polaires, on a aisement
p' cos ^ oi
equation d'une forme analogue a celle trouvee plus haut, et qu'on sait appartenir a la caustique par reflexion d'une parabole, les rayons lumineux etant perpendiculaires a l'axe.
Proprietes des arcs des courbes de direction.
premiere Partie; elle est egale z—^f r$du, en designant par Z/'p la
somme des residus, par rapport aux zeros de z-f'y, de la fonction de l,
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La courbe = o etant une courbe adjointe, on n'a pas a s'occuper des zeros de f 'y qui correspondent a des points singuliers de f — o et qui donneraient des residus nuls; on sait d'ailleurs que les autres zeros de f annulent x' z — z' x\ il n'y a done a former que les residus qui correspondent a des zeros (3 de z.
Avant d'aborder la question a ce point de vue general, nous enoncerons les propositions qui, d'apres les principes poses dans la premiere Partie, se deduisent immediatement de la forme de ®(t).
I. La somme des arcs interceptes sur une courbe de direction par deux courbes quelconques de meme degre et n'ayant, avee la premiere, aucune direction asymptotique commune est nul/e, si,parmi les courbes du faisceau determine par ces dernieres, il en est une qui admette pour asymptotes toutes les asymptotes de la courbe de direction.
La somme des arcs interceptes sur une courbe de direction par deux courbes quelconques, ayant les memes asymptotes, est nulle, pourvu que les courbes secantes n'aient, avec la proposee, aucune direction asymptotique commune.
Pour completer ces propositions, il reste a examiner le cas oil toutes les courbes du faisceau secant, F — acp = o, passent par un ou plusieurs points a Tinfini sur la courbe/ j= o.
Si ¥(t) admet q fois le zero |3, il faudra, pour que ^ n'annule pas le denominateur de &(t), que cp(i) admette q -+- 2 fois ce zero; ce cas se presente en particulier si o(x, y, z) est de la forme zg+2^>t{x, y, zY Par suite :
La somme des arcs a distance Jinie interceptes sur une courbe de direction par deux courbes de mime degre ayant, avec la premiere, des contacts a"ordre p{, p.2, ... en des points as, a2, ... a Vinfini, est nulle, si, parmi les courbes du faisceau determine par les courbes secantes, il en est une qui ait, avec la courbe de direction, des contacts dordre p{ -h 2,p.2 -+- 2, ... aux points a{, a2, ....
Cetle somme est nulle, en particulier , si les deux courbes secantes ont entre elles, en tous leurs points a Vinfini, un contact d'ordre p-h2, p designant le plus grand des nombres p{,p2, ....
Intersection d'une courbe de direction et d'un faisceau de courbes asymptotiques.
48. Avant d'examiner le cas general, oil les courbes du faisceau secant sont quelconques, il nous sera utile d'etudier, avec quelques details, le cas ou ces courbes sont asymptotiques entre elles, c'est-a-dire le cas oil cp(#, y, z) est de la forme scp, (x, y, z), <p, etant un polynome de degre m — i .
La fonction &(t) s'ecrit alors
^{x'z—xz')
Supposons que la courbe F = o ne passe par aucun des points a l'infini sur f — o. Les points a 1'infini sur la courbe f — o peuventetre des points ordinaires, a tangente distincte ou non de la droite de 1'infini, des points multiples a branches separees ou tangentes entre elles. Soit (3 1'argument de Tun de ces points.
Si le point est simple, ft est un zero simple de z(t)\ on peut, d'ailleurs, supposer que les axes des coordonnees \ et r\ ont ete choisi^de facon que la courbe /'= o n'aitaucun point a 1'infini dans la '^jlfection de ces axes ; alors ety(fi) ne sont pas nuls. On a, en ce cas, pour le residu '
Si le point est simple et si la droite de 1'infini a en ce point, avec la courbe, un contact d'ordre p, (3 est un zero d'ordre p -v- i de^z-(t) et Ton a
Si le point est un point multiple d'ordre h a branches separees, les h valeurs de 1'argument qui lui correspondent sont distinctes et le residu qui correspond a chacune d'elles a la meme forme que dans le cas du point ordinaire ; si plusieurs branches de la courbe sont tangentes entre elles au point [3, p -+ i valeurs de 1'argument sont egales, et Ton
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a pour le residu correspondant la meme expression que dans le cas du point oil la droite de I'infini a un contact d'ordre p avec la courbe.
Dans tons les cas, on a, si [3 esl l'argument d'un point a Tinfini sur la courbe/" = o,
Or la relation
yz' — zy' xz' — xz'
donne, dans tous les cas, pour t = (3, puisque ;r((3) ety((3) sont differents de zero, et que z(t) est de la forme (t — f^)7-,, ^, ne s'annulant plus pour t == (3,
U'Jp
On en tire
et par suite les deux expressions donnees pour r$ deviennent
On devra donner au radical clans ces expressions, le signe de -^pour
Jy
Gette valeur de t annulant z, il resulte des expressions precedentes que la valeur de r$ ne depend, en supposant que les courbesE = o et f , — o ne passent pas simultanement par le point (3, que de la valeur de
^((3), c'est-a-dire de la direction asymptotique correspondante, et du
signe de 4 pour t — (3.
Jy
Or, d'une maniere generate, on a, sur une courbe de direction,
ds= f, dl, Jy
et le sens de Tare elementaire, par suite aussi celui de la tangente qui
est le meme, est determine par le signe de %; inversement, si, en deux
Jn
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points a et b situes sur une meme courbe dc direction ou sur deux courbes de direction differentes, les tangentes sont paralleles et de
meme sens, les valeurs de — auront le meme signe pour les deux courbes. En particulier, le signe de % sera le meme, en un point a
Jy
l'infini, commun a deux courbes de direction, si les asymptotes correspondantes des deux courbes sont paralleles et de meme sens.
11 resulte de cette discussion que les valeurs des residus r$ ne changent pas si Ton remplace la courbe f—o par une autre courbe de direction de meme degre, ayant scs asymptotes paralleles a cclles de la premiere et de meme sens.
On peut, en particulier, choisir la courbe formee par les semi-droites menees par un point quelconque parallelement aux asymptotes de f = o, et de meme sens que ces asymptotes : nous dirons que ce faisceau de semi-droites est asymptotique a la courbe de direction.
Si la courbe f=6 a en un point un contact d'ordre q avec la droite de l'infini, ou si elle a en un point multiple a l'infini q -+- i brandies tangentes entre elles, et correspondant a une meme valeur de t, le faisceau de semi-droites asymptotiques comprendra q -+- 1 droites paralleles a la direction asymptotique correspondant, et toutes de meme
sens. Ce sens est, en eff'et, determine parle signe de %> fonctionqui n'a
Jy
evidemment qu'une seule valeur pour la valeur unique de t qui correspond au point ou aux branches considerees.
Remarquons enfin que, dans tons les cas, et quelle que soit la nature du point a l'infini d'argument [3, /^estnulsi ce point est l'un des points cycliques du plan : il n'y aurait d'exception que si F s'annulait pour t = (3, c'est-a-dire si toutes les courbes du faisceau secant passaient par le point considere, cas que nous avons ecarte.
De cette discussion resultent les theoremes suivants
II. La sornme des arcs inlerccptes sur une courbe de direction par deux courbes asymptotiques quelconques est egale a la somme des segments interceptes par les memes courbes sur tout faisceau de semi-droites asymptotiques a la premiere.
Si la courbe de direction ne louche pas la droite de Pin/ini, la somme
des arcs intercepts est egale a la somme ties segments intercepted sur les asymptotes.
La somme des arcs inlerceptes par deux courbes asymptotiques sur une courbe de direction, qui n'a pas d autres points a Vinfini que les points cycliques clu plan, est toujours nulle.
On suppose, danstous ces enonces, que les courbes secantes n'ont aucune direction asymptotique commune avec la courbe de direction consideree.
50. De ces theoremes decoule immediatementla solution du probleme suivant :
Trouver toutes les courbes de direction sur lesquelles la somme des arcs inlerceptes par deux courbes asymptotiques est toujours nulle ( ' ).
Pour qu'une courbe de direction jouisse de cette propriete, il faut et il suffit, d'apres ce qui precede, que les directions asymptotiques non isolropes soient deux a deux paralleles et de sens contraire.
Cette condition est remplie en particulier, comme on 1'a dit plus baut, si la courbe n'a pasd'autres points a l'infini que les points cycliques.
En deliors des points cycliques, qui pourront etre des points simples ou multiples de la courbe, tous les autres points a l'infini devront etre des points multiples, d'ordrepair. Si l'un de ces points est a branches separees, et d'ordre ip, p des asymptotes correspondantes devront etre de sens oppose aux p autres. Si le point a p branches tangentes entre elles etformantun cycle (2), c'est-a-dire correspondant a la meme valeur de t, il faudra que les asymptotes relatives aux/? autres branches soient de sens oppose al'asymptote relative au cycle. Enfin, si la courbe a en un point avec la droite de l'infini un contact d'ordre p pour une de ses branches, il faudra qu'une autre branche ait au meme point avec la meme droite un contact du meme ordre, et que les directions asymptotiques qui correspondent aux deux branches soient de sens contraire.
(') Les courbes secantes sonl supposees n'avoir aucune direction asymptotique commune avec la proposee.
(2) Nous appellerons cycle, d'apres M. Halphen, l'ensemble des branches d'une courbe qui correspondent, en un point de cette courbe, a une meme valeur de la variable auxiliaire, a I'aide de laquelle les coordonnees sont exprimees d'une maniere uniforme aux environs du point considere.
51. Les plus interessantes des courbes que Ton vient de rencontrer sont celles qui ne rencontrent la droite de l'infini qu'aux points cycliques; elles presentent d'ailleurs, dans la categorie des courbes de direction, une grande generality, puisquc les transformees par rayons vecleurs reciproques d'une courbe de direction quelconque a partir d'un point non situe sur cette courbe sont des courbes de direction (n° 43) n'ayant pas d'autres directions asyniptotiques que les directions isotropes. Une courbe de direction quelconque donne ainsi naissance a une infinite de courbes de la classe qui nous occupe.
Cette propriete permet de definir analytiquement ces courbes; elles sont l'enveloppe des cercles
(9) ul + <'*> = M£2 + ri>),
X etant une constante, et u, v deux parametres lies par une relation de la forme
(to) («5+^2)F2(m, i>) = f*(u1 »').
Cette relation est en effet ('equation tangentielle generale des courbes de direction, et le cercle (9) est la transformee par rayons vecteurs reciproques, a partir de l'origine, de la tangente u\ -+- vr\ + i^=o. II faut toutefois que la courbe representee parl'equation tangentielle (10) ne passe pas par l'origine.
Courbes cycliques de direction.
52. Les courbes de direction qui ne coupent la droite de l'infini qu'aux points cycliques du plan, etque nous appellerons, pour abreger, courbes cycliques de direction, presentent une particularity analytique remarquable et dont les consequences geometriques ont un grand interet : c'est que la fonction <\>(x, y, z) correspondante est generalement de la forme ztyt, la courbe ^, = 0 etant une courbe adjointe
de la courbe de direction consideree, et la fonction ^1 restant par suite
■ • i-ii
finie aux points multiples de cette courbe.
Supposons d'abord que la courbe cyclique f=o, de dcgre 2V, ait
en cliacun des points cycliques I et J un point multiple d'ordre v, a
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branches separees, et qu'elle ne touche pas la droite tie l'infini. Soient a,, «j av les valeurs de I'argument qui correspond aux v branches passant par I. Les courbes /',. = o, fv '— o ont en 1 un point multiple d'ordre v — i, et par suite les fonctions de t, fx et f* admettcnt v — j fois chacun des zeros a,, <x.2, . .., ocv. 11 en est de meme de la fonction en vertu de I'identite
Mais de plus la fonction ^s'annule pour / = a,, a2, . . . , av. On a en
Jr
efi'et, com me on l'a vu plus haut,
fl- = fr .
yz'—zy' z.x' — xzn
d'ou Ton tire
_ z"-(x* + j2) — izz'jxx' + vy') + z2(^ + ya) //.* — {z'x — x'zY2
Par hypothese, z'(t) ne s'annule pas pour I = a,, .. . ,av, puisque la droite de l'infini ne touche pas la courbe /=o; le denominateur de l'expression precedente n'est done pas nul, tandis que le numerateur est nul, en meme temps que z et r+j2. On en conclut que •]> admet au degre v de multiplicite au moins les zeros a,, a2, av, ce qui ne pent se faire que si la courbe ']/ = oa un point multiple d'ordre v en I. Le meme raisonnement se repete au point J, et, comme ^ est de degre 2 v — i , la courbe '\> = o se decompose en la droite de l'infini et en une courbe de degre 2v — i, ayant un point multiple d'ordre v — i en chacun des points I et J. C'est la proposition qu'il s'agissait d'etablir.
Ce theoreme peut cesser d'etre vrai si la courbe/ = o a, aux points I et J, des branches tangentes entre elles et correspondant a une meme valeur du parametre, ou si elle touche la droite de l'infini.
Soit en effet a une des valeurs de I'argument qui correspondent au point I ; on aura, en posant t — a == t, dans les environs du point a,
f S = CZ'I + C1T'/+1 + . . .,
(12) lx=p + azr + &i zr+* -)-...,
[ y = pi + bzr -+- 6, t',+1
d'ou
x -+- yi = Ats+ A'ts+1 + . . . , s etant au moins egal a r.
Si la tangente correspondante o'est pas la droite de 1'infini, ce sera, par un choix convenable de l'origine des coordonnees, la droite x -+■ yi = o, et la quantite s sera superieure a q. L'ordre du cycle forme par les branches considerees sera q; la classe sera s-q('). Dans
l'expression donnee plus haut pour ^ on voit qu'au numerateur le
Jy
terme de moindre degre en t sera de l'ordre de -2<7-2+*, et an denominates de l'ordre de x2q~2; par suite, j£ sera de l'ordre de t*; lecoef-
Jy
ficient du terme en is est d'ailleurs esral a
7 rL/ J<72c2//2'
il n'est pas nul, car q est, par hypothese, inferieur a s. II en resulte
que s est necessairement pair, et que la fonction ~ admet le zero a an
degre $- de multiplicity. Par consequent la valeur de pour t=u. dependra du signe de q — ^> c'est-a-dire de la demi-difference entre l'ordre et la classe du cycle considere. Dans le cas particulier oil l'ordre est egal a la classe, ^ reste fini pour t=a.\ c'est precisement ce que nous avons verifie plus haut pour le point multiple a branches separees ; ^jr s'annule pour t = a si la classe du cycle est superieure a son ordre; enfin ^ devient infini pour t= a si l'ordre est superieur a la classe.
Si Ton suppose que la tangente correspondant au cycle a est la droite de 1'infini 2 = 0, on aura q > .y; l'ordre du cycle sera s, sa classe q — s.
L'expression ^^sera toujours de l'ordre de is et par suite a sera, pour la fonction -^7, un infini d'ordre egal a q — -> c'est-a-dire la somme de
Zfy 6 7 2
(') L'ordre d'un cycle est, d'apres M. Halphen, le nombre de points confondus avec l'origine de ce cycle dans le nombre total des points d'interseclion de la courbe et d'une droite differente de la tangente au cycle; si cette droite est la tangente, le nombre des points d'intersection confondus avec l'origine du cycle est egal a la somme de l'ordre et de la classe de ce cycle.
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la classe et du demi-ordre du cycle considere. Cet ordre devra etre pair, et, en aucun cas, ^ ne peut rester fini pour / = a( 1 ).
zJy
Intersection d'une courbe cyclique de direction et de deux courbes quelconques.
53. La propriete de la fonction ^, dans le cas ou la courbe cyclique de direction n'a, aux points I etJ, que des branches distinctes, et ne touche en aucun de ces points la droite de l'infini, permet d'exprimer simplement la somme des arcs intercepts sur cette courbe par deux courbes quelconques de degre m.
II s'agit, en elfet, d'evaluer les residus par rapport aux zeros de z(t) de la fonction
Or, d'apres l'hypothese, ^ reste fini pour tout zero, (4, dez(i), et Ton a, pour le residu correspondant a ce zero, qui est un zero simple de z,
/ <Sj X I \
Pour calculer ^> reportons-nous aux relations (n) et (12). Dans
ces dernieres, on devra supposer, x designant la quantite t — p, que q estegal a 1, et s au moins egal a 2.
Soit d'abord s — 2, ce qui est le cas le plus general ; la tangente a la branche (3 au point cyclique correspondant, I, a un contact simple avec cette branche.
On a done
z — CT -4- C,T2 4- . . . , a; -f- y i — At2 4- A,t3 + . . . , x — yi~ 'ip -t- Bt
(') s etant pair, il y a au moins deux branches du cycle (angentes a la droite de l'infini ; il en resulte que les courbes cyeliques de direction, dont les branches a l'infini sont distinctes, ne touchent pas la droite de l'infini.
Portant ces valours dans (i i), on a
J,s -2c!A/j:2 + ... „ fx<h\ — ?.A«
7T2 = — Fl ' doii
Or, si Ton considere la courbe definie par les relations
r z — ct, < .r + j / = At1,
t designant un parametre variable, on voit que cette courbe est un
cercle
et que ce cercle a au point cyclique I un contact du second ordrc avec la branche de courbe (3. La courbe de direction etant supposee reelle, ce cercle aura egalement un contact du second ordre avec une des branches de la courbe au point cyclique J. Soit R son rayon ; on a
Or, si dans la fonction &(t) on avait considere x, y, z comme representantles coordonnees, non plus d'un point de la courbe de direction, mais d'un point du cercle, on aurait trouve de meme, pour le residu correspondant a la valeur t = o,
Le signe sera le memo que celui de r$, si Ton donne au cercle le
sens meme de la branche qu'il oscule; quant a la quantite - — u, elle
est la meme dans r et dans rp, puisqu'elle est egale a *' — u. II n'y aurait d'exception que si les deux courbes F — o et <p = o passaient toutes deux par le point I.
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54. De eette discussion resulte immediatement la proposition suivante :
III. La somme des arcs interceptes sur une courbe cy clique de direction, a branches cycliques distinctes, par deux courbes quelconqucs de meme degre, est egale a la somme des arcs interceptes par ces m&mes courbes sur les cercles qui osculent a Vinfini les branches de la courbe primitive.
II faut, toutefois, que les courbes secantes ne passent pas simultanement par les points cycliques.
On arriverait a une conclusion analogue pour les courbes a branches
tangentes entre elles a Finfini, dans le cas ou^reste fini et different
zJy
de zero pour 1'argument correspondant, c'est-a-dire dans le cas oil la classe du cycle forme par ces branches est egale a son ordre.
55. Ces resultats vont nous permeltre de determiner toutes les courbes de direction sur lesquelles la somme des arcs interceptes par deux courbes quelconques de meme degre est toujours nulle.
A priori, il est clair, d'apres la theorie des integrates abeliennes, que ces courbes sont celles dontl'arc s'exprime par une integrate abelienne de premiere espece appartenant a la courbe; les courbes cycliques de direction peuvent seules jouir de cette propriete.
En effet, soit ds - — dt la differentielle de Tare; les infinis
de ^ ne peuvent etre que les zeros de z'- ; or, pour que ^ reste fini pour z = o, il faut que ^ s'annule; mais nous avons trouve que, pour une valeur (3 de t annulant z, on avait
II est done necessaire que la courbe n'ait pas a l'infini d'autres points que les points cycliques.
Si maintenant a est un argument correspondant a un de ces points I, et si Ton designe par o et y le degre et la classe du cycle relatif a cet argument, on sait que ^ admet a pour zero au degre de multiplicity
la quantite "x ^ x~ admet a comme infini simple; il en resulte,
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puisque est necessairement entier, que ^ resle fini pour t — a, si
l'ordre du cycle est inferieur a sa classe. Dans le cas ou la branche est simple, o == i, il faut que y soit superieur a i, c'est-a-dire que la tangente. a la branche soit d'inflexion; comme d'ailleurs y devra etre egal au moins a 3, la.tangente aura un contact du troisieme ordre an moins avec la branche. 0
On pent done enoncer le theorcme suivant
IV. La somme des arcs intercepted par deux courbes quelconques, ae mime degre, sur une courbe cyclique de direction ne touchant pas la droite de 1' in fini, est toujours nidle si cette courbe na, a Vinfini, que des cycles dont la classe surpasse l'ordre.
En particulier :
La somme des arcs interceptes par deux courbes quelconques , de meme degre, sur une cour be cyclique de direction, est toujours nulle si les asymptotes de cette courbe sont toutes dislinctes et inflexionnelles .
Les deux courbes secantes peuvent avoir des points communs sur la courbe de direction, et ces points, quels qu Us soient, meme dans le cas ou ils sunt al'infini, n'interviennent pas dans les theoremes precedents; on n'a a tenir compte que des arcs compris sur la courbe de direction entre les autre s points ou elle est coupee par les deux courbes secantes.
Ces propositions peuvent, d'ailleurs, se verifier en remarqliaot que toutes les quantites /p sont nulles dans les cas consideres.
Enfin ;
Si la somme des arcs interceptes par deux courbes quelconques de meme degre sur une courbe algebrique est toujours nulle, cette courbe est ne'eessairement une courbe cyclique de direction, nay ant a .fin fini. que des cycles donl la classe surpasse f ordre.
Exemples.
57. II est interessant de former directement l'equation de quelquesunes'de ces courbes remarquables : la propriete precedente permet
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toujonrsde reconnailre facilement si une coiirbc donnee rentre ou non dans la categorie qui noiis occupe ; maisellene se prete pas simplement a former l'equation ponctuelle ou tangentielle generate de toutes les courbes de cette categorie.
Les plus simples de ces courbes ne peuvent etre que du quatrieme degre au plus. Si, d'ailleurs, il existait une courbe cyclique de direction de ce degre, on obtiendrait, en la transformant par rayons vecteurs reciproques a partir de l'un de ses points, une courbe de direction du troisieme degre passant par les points cycliqnes, courbe que nous savons ne pas exister.
Ce n'est done pas avant le sixieme degre que nous devons chercher une courbe jouissant des proprietes indiquees.
58. Prenons la transformer par rayons vecteurs reciproques, a partir de l'origine, de la courbe de direction du troisieme ordre,
p3cos 3 co — a6,
nous trouvons
p:! — a3 cos 3 w,
e'est-a-dire
Soit C cette courbe du sixieme degre, qui est evidemmentune courbe cyclique de direction; pour l'etudier aux points i et J, posons
Y ----- * yi-
Son equation devient
Sous cette forme, on voit que les trois tangentes aux points X = o, z = o sont les droites
qui sont distinctes; une quelconque de ces droites coupe la courbe en six points confondus aux points X = o, z — o; elle a done un contact du troisieme ordre avec la branche qu'ellc touche.
II en resulte que Tare de la courbe C est exprimable par une integrate abelienne de premiere espece appartenant a la courbe.
Cette cmrbe a la forme indiquee ci-dessous. Un cercle la coupe aux points cycliques et en six points a distance finie; ces six points coin- Fig. 4.
cidentavec I'origine, si le cercle considere est le cercle de rayon mil ayant I'origine pour centre.
On deduit de la, en particulier, la propriete suivante :
Un cercle passant par le point triple reel 0 coupe la courbe en trois autres points a distance jinie A, B, C. Le plus grand des arcs OA, 013, OC, sur la courbe C, est egal a la sommedes deux autres.
Cette propriete permet aisement, si Ton suppose la courbe tracee, de porter sur cette courbe, a partir d'un point donne, un arc egal a la somrae ou a la difference de deux arcs don ires sur la courbe par leurs extremites.
Remarque. — La courbe C est de genre un, puisqu'elle est la transformer par inversion d'une courbe de ce genre; les coordonnees de ses points sont done des fonctions doublement periodiques d'un parametre u, etl'arc doit etre proportionnel a ce parametre. On peut le verifier aisement en partant des expressions donnees au n° 46.
M. W. Roberts avait deja observe que l'arc de cette courbe s'exprime par une integrate elliptique de premiere espece {Journal de Mathe-
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matiques pures el appliquees, t. XII), mais sans remarquer quecctte integrale appartient a la courbe.
59. On prouverait de la meme maniere que les courbes dont 1'equation polaire est,, en designant par n un entier superieur a zero,
p2"+» = a2»+'cos (2/i + i)oj {n^i)
sont des courbes cycliques de direction, jouissant de la propriete que la somrne de leurs arcs compris entre deux courbes quelconques de memo degre est toujours nulle.
En premier lieu, ce sont bien des courbes de direction, car on a
ou, si /(£, y)) = o est l'equation de la courbe,
expression qui est bien une differentielle abelienne appartenant a la courbe.
Ce sont ensuite des courbes cycliques; car leur equation, en posant toujours
\ = x-hyi, Y=zx — yi,
peut s'ecrire ,
X^n+i Yln+1 = - a2"+1 ( X2"-*-1 ■+- Y'l+t )
et Ton voit de plus que les tangentes au point X = o, z — o sont distinctes et ont avec la branche de courbe qu'elles touchent un contact d'ordre 2/1 + 1. Par consequent, si n est au moins egal a 1, la proposition est demontree.
Ces courbes interessantes ont ete etudiees par de nombreux geometres, parmi lesquels on doit citer notamment Maclaurin, Euler, L'Hopital, Fagnano, Riccati, Lame, Serret; MM. 0. Bonnet, Halphen, Haton de la Goupilliere, W. Roberts, et Fouret; la propriete qu'on vient d'etablir nous parait completer utilement les propositions qu'on a donnees sur les arcs.
60. Les beaux travaux de M. Halphen sur ces courbes vont nous permettre d'etendre ces considerations.
Soit la courbe cyclique
p*= cos koi,
ou Ton a k — %* f-et s etant deux nombres positifs premiers entre eux. Elle sera de direction si sa polaire reciproque par rapport a un cercle de rayon un, concentrique a l'origine, est ce que M. Ilalphen nomme une courbe de premiere categoric, c'est-a-dire, comme l'a fait voir ce
seometre, si le denominateur de la fraction irreductible — - — ou — —
est pair. En d'autres termes, la courbe sera de direction si q et s sont impairs.
L'ordre des cycles a rinfini, aux points I et J, est, comme on le voit tres facilement en appliquant les methodes de M. Halphen, egal a s; la classe est egale a q. Done, si q^> s, l'arc de la courbe s'exprimera par une integrale abelienne de premiere espece, appartenant a la courbe.
Par suite :
L'arc de toutc courbe representee en coordonnees polaires par une equation de la forme
p2«+1 = Acos^-^,
oil p etq sont deux ntiers non negatifs, tels que la fraction ^p ^ | soit irreductible, s'exprime par une integrale abelienne de premiere espece appartenant a la courbe, sip est plus grand que q.
Ges courbes jouissent done de la propriete fondamentale signalee aux nos 55 et 56.
61. Nous allons maintenant indiquer une classe tres generate de courbes de cette nature, en nous appuyantsur le caractere geometrique qu'elles doivent presenter aux points I et J.
Soit S une courbe quelconque de direction, ne passant par aucun des points cycliques; appelons 0 un point du plan exterieur a S.
La transformee de S par rayons vecteurs reciproques a partir de 0 est une courbe cyclique de direction S'; cherchons quelles sont ses tangentes aux points I et J.
Soit m un point commun a S et a la droite OJ; le point transforme
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de m sera le point J, et la tangente en J a la branche correspondante sera la droite transformee de la droite \m : ce resultat est connu par la theorie generale de 1'inversion. Pour que cette tangente a S' en J ait avec la branche correspondanle un contact du second ordre au moins, il faut et il suffit que la droite Im ait en m, avec la courbe S, un contact du premier ordre au moins.
La courbe S' n'auradonc, a l'infini, que des tangentes inflexionnelles si, en tous les points supposes simples des droites 10 et JO, les tangentes a S passent respectivement par les points J et I.
Si cette condition est remplie, on aura, en posant X = x -+- iy, Y = x — iy et en designant par /(X, Y, z) = o l'equation de S,
et, reciproquement, si f% et f'K sont divisibles respectivement par X et Y, la condition sera remplie.
Or, pour que la courbe F(a?, r, z) — o soit de direction; "\\ suffit qu'on ait identiquement
si Ton pose
X = <r + 71, -Y — a? — y-iy
et si F(x, y, z) devient, par cette substitution, /(X", Y, z), on aura
On aura done une courbe de direction S, de I'espece eherchee, en posant
A - WMY ',
o(X) etant une fonction entiere de X. La meme fonction doit figurer dans/v pour que la courbe ¥(x, y, z) soit reelle. On aainsi, pour equation de S,
-•..••o—S=±: f ■'■X*Y(X)dX^f- YY'(Y■)tfY•rt;•-•■
i _ — Jf) ......
A el ant une constante difFereiUe de zero, et la courbe S'.s.era la transformeejjar rayons vecteurs reciproques de S a.partir de I'origine.
Soit pose
X2cp2(X) = rtXi+6X.3+cX4 + ...+ /Xs\
on aura
ou en coordonnees polaires, en posant \ = p cos co, yj — p sin to, d'ou
X — p (cos co + « sin co), Y = p(cos co — < sin w),
il viendra
ah I
S — - p3cos 3to + - p4cos4 to + . . . h p2v+1cos(2v + i)w + A.
On peut mettre I'equation de la courbe sous la forme definitive
(S) OtO3 COS 3 to -+- (3p4 COS 4 to + . . . -t->ip!v+1 COS (2 V -+- I ) to = /J.,
a, (3, . . ., ^ sont des constantes, telles que la derivee, par rapport a p, de la fonction
ap3+ f3p' + . . . -H^p2^1
soit le carre parfait d'un polynome entier en p.
La transformee de S par rayons vecteurs reciproques a partir de 1'origine a une equation de la forme
(S') ap2v-2cos3w + (3p2v-3cos4w +. . .-t-Acos(2v + i)to = pLp2v+1,
et son arc est exprimable par une integrate abelienne de premiere espece si la derivee, par rapport au parametre, de la fonction
est le carre d'un polynome entier en 0.
On obtient ainsi une classe etendue de courbes satisfaisant a la condition proposee; en particulier, si Ton suppose tous les coefficients a, (3, ... nuls, sauf A, on trouve les courbes pav+1 = A cos(2v -h i )co, deja rencontrees.
Intersection d'une courbe de direction quelconque et de deux courbes algebriques.
62. Revenons maintenant au probleme general de 1'evaluation de la somme des arcs intercepted par deux courbes de meme degre sur une
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courbe cle direction quelconque; nous trouvcrons encore des resultats simples dans le cas oil la courbe considered n'a, a I'infini, que des points simples on des points multiples a branches distinctes, et si elle ne touche pas la droite de I'infini.
Soit [3 l'argument d'un point a I'infini sur cette courbe f — o, de degre n : par hypothesc, (3 est un zero simple de z(t).
On a toujours
_ , di x' z — xz' Pour trouverle residu rp, ecrivons
9">= /F NrfiF
Posons t — (3 = t; on a, en designant par a?0, x'0, ... les valeurs de x, x\ ... pour t = o,
g = ar.+ Ta^ + . . . = jgr ■ ^
Lc coefficient de l- dans le developpement de ®(t) sera done egal a — —, > multiplie par la valeur de la derivee par rapport a t de la fonction
— r-,pourT = o : cette fonction ne s'annule pas, en effet, pour
t — o, si le point considere n'est pas un des points cycliques du plan. On a ainsi
- x0 i (F>~ Ftp')2
/ F \ \fy)o *'o U'jo (F — "?)o
Je dis que le premier terme de rp est nul pour t = (3. On a, en effet, d'oii
etje dis que la derivee de 4> par rapport a /, s'annule pour / = (3.
Jy
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On peut toujours supposcr que les axes de coordonnees ne sont
paralleles a aucune des asymptotes de la courbe f —Q\ le rapport*^,
Jy
reste done fini pour t — [3. Pour montrer que la derivee de % s'annule
Jy
pour cette valeur, il suffit done, en vertu de la relation precedente, de
faire voir que la derivee de J-f, s'annule.
Jy
Or on a
fl._yz'-y'z
et
zb.
dt /,'. (zx'~ z'x)2'
etant pose
Si Ton fait, dans cette relation, t = ft, il vient, puisque z(fi) = o, et que, par suite de l'liypothese, -'(P) nest Pas nuh ~Tffy — °i e^ ' on
Jy
a, par consequent,
x<b F'cp — .Fee' '
F' et cp' designent les derivecs de F et 9 par rapport a t. Or on a
mF =FiaJ +F' / -+- F'3 z ,
mcp = <p'cj: + cpV/ + <p'i,
m etant le degre des courbes F = o , cp= o. On tire de la
m(F9-F9') = (xy'-yx')(9'.v F'x - <pj. ft ) + . . . ,
et, a cause des relations xf'x + yf'y-\- zf'. — o; x'fl+yf'y + z'f'z — o, il vient
m (F'cp - Fcp') —7^-7- = /. ( 9'J'y- ?,) + •••= J.
en designant par .1 la jacobienne des trois fonctions /, cp et F. On tire de la
rp~ •L'»/;2(F-«?)!!Jp"
Le second membre est une fonction de -> e'est-a-dire de la direction
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du point a l'infini considere; les derivees de la fonction f, par rappoil a x, yet z, n'y figurent que par leurs rapporls, car <\>. est de la forme
^P' Ct 1 de ,a f°rme A/-~l"B/r+C/^ II en resulte que la valeur de rp ne change pas si Ton remplace f par une autre courbe passant par Ie point a l'infini considere et ayant meme tangcnte en ce point; par consequent, 2>p ne change pas si Ton remplace la courbe f=o par le systeme de ses asymptotes. Done on peut enoncer ce theoreme :
V. Soil C une courbe de direction ne passant pus paries points cy cliques, ri ayant a l'infini que des points simples ou des points multiples a branches dislinctes, ct ne touchant pas la droite de Cinfini; la somme des arcs interceptes sur C par deux courbes quelconques de meme degre est Sga/e d I a somme des segments que ces courbes interceptent sur les asymptotes de C.
On peut citer comme exemple de ce genre de courbes celles qui ont pour equation
p2"+1 cos(2« + \ )<s) — a-n+\
ou n est un entier non negatif.
En combinant ce resultat et celui des nos 53, 54, on arrive a la proposition generale suivante :
VI. Soil C une courbe de direction n ayant a l'infini que des points simples ou des points multiples a branches distinctes, ne touchant pas la droite de Vinfiniet admettant comme point multiple d'ordre \j, chacun des deux points cy cliques; la somme des arcs interceptes sur C par deux courbes quelconques de mime degre est egale a la somme des arcs que ces courbes interceptent sur les asymptotes non isotropes de C et sur les cercles qui osculent respectivement a Vinfini les branches cycliques de cette courbe (' ).
63. Nous terminerons ce Memoire en enoncantquelques propositions qui sont relatives aux centres de gravite des arcs interceptes sur certaines courbes cle direction par des courbes de meme degre, et qui
(') Dans ces enonces, on suppose toujours que les courbes secantes ne passent simultanement par aucun des points a l'infini de la courbe de direction.
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se demontrent sans difficulte en appliquant la formulc fondamentale aux integrates j^^dset J'zds.
I. Les arcs intercept's sur une colirbe de direction par deux courbes de meme degre, osculatrices entre elles en lous leurs points a Vinfini, ont une somme algebrique nulle; de plus, le centre de gravite des arcs complcs posilivement dans cette somme coincide avec le centre de gravite des arcs comptes negalivement.
II . Les arcs interceptes sur une courbe cy clique de direction par deux courbes ay ant les memes asymptotes ont une somme algebrique nulle, et le centre de gravite des arcs positifs coincide avec celui des arcs negatifs.
On suppose dansces enonces que la courbe de direction n'a avec les courbes secantes aucune direction asymptotique commune.
Comme application du dernier theoreme, on a une propriete simple des centres de gravite des arcs d'un cercle compris entre deuxconiques ayant memes asymptotes.
III. Les arcs interceptes sur une courbe de direction par deux courbes quelconques de meme degre ont une somme algebrique nulle, et le centre de gravile des arcs positifs coincide avec celui des arcs negatifs, si la courbe de direction consideree est une courbe cyclique, n ayant a Cinfini que des cycles dont la classe surpasse le triple de l ordre.
Exemple. — La courbe de direction est une des courbes
ip ■+- 1
0 ' = A cos
p et q etant deux nombres entiers, non negatifs, tels que la fraction ^ ^ t' soit irreductible, et que p soit superieur a 3q -+- 1 . En particulier, on aura dans cette classe les courbes
p etant un entier au moins egal a 2.
COURBES CYCLIQUES DE DIRECTION
(Journal de Math., 4e serie, t. IV, 1888.)
Dans notre Memoire sur Ie theoreme d'Abel, nous avons enonce, relativement aux courbes cycliques de direction, la proposition suivante :
La somme des arcs intercepted sur une cottrbe cyclique de direction, a branches cycliques distinctes , par deux courbes quelconques de meme degre, est egale a la somme des arcs interceptes par ces memes courbes sur Irs cercles qui osculent a l'in/ini les branches de la courbe primitive.
Pour demontrer ce theoreme, nous avons admis qu'un meme cercle reel osculait a l'infini. deux branches conjuguees de la courbe primitive; mais, en general, line courbe cyclique n'admet pas de tels cercles biosculateurs, et le theoreme precedent doit subir, pour s'appliquer a tous les cas, une legere modification.
Parmi les cercles qui ont pour centre un foyer singulier reel d'une courbe reelle* et qui touchent tous, en chacun des points cycliques I et J, une branche de cette courbe, il en est un qui oscule la branche correspondant au point I, et un autre, imaginaire conjugue du premier, qui oscule la branche correspondant au point J. Si ces deux cercles coincident, on est en presence d'un cercle biosculateur ; s'il en est autrement, designons par R -f- RY et R — R'i leurs rayons, et appelons cercle focal le cercle, concentrique aux precedents, et de rayon R. On arrive alors sans grande difficulte, en appliquant les principes etablis dans le Memoire sur le theoreme d'Abel, au resultat suivant :
La somme des arcs interceptes sur une courbe cyclique de direction
reelle, a branches cy cliques distinctes, par deux courbes quelconques de meme degre, est egale a la somme des arcs interceptes par ces mimes courbes sur les cercles focaux de la courbe primitive.
La meme modification doit etre introduite dans le theoreme YI du n° 62.
A cette occasion, nous completerons les resultats que nous avons donnes, relativement aux courbes cycliques de direction a branches cycliques distinctes, et ne touchant pas la droite de l'infini, par les remarques suivantes :
Si Ton considere la somme algebrique des arcs interceptes sur une de ces courbes par les deux cotes d'un angle a, elle sera egale, d'aprcs le theoreme precedent, en appelant R,, R2, ... les rayons des cercles focaux, a a£R,, les rayons etant alfectes de signes convenables, determines par le sens dans lequel sont decrits les cercles focaux. On voit que cette somme est independante des positions respectives de la courbe et de Tangle, et Ton generalise ainsi la propriete bien connue du cercle relative a la mesure des angles :
La somme des arcs interceptes sur une courbe cyclique de direction reelle, a branches cycliques distinctes, par les deux cotes d'un angle, est proportionnelle a la valeur de cet angle, el independante de sa position dans le plan.
La somme des arcs interceptes sur une courbe cyclique de direction par deux courbes asymptotiques etant toujours nulle (50), on voit egalement que :
La somme des arcs interceptes sur une courbe cyclique de direction reelle, a branches cycliques distinctes, par deux courbes quelconques de meme degre, est independante de la position de la courbe cyclique par rapport aux deux courbes secantes.
Car on peut remplacer chacunc de ces dernieres par le faisceau des droites menees d'un point parallelement aux directions asymptotiques. Ce theoreme s'applique, en particulier, au cercle.
SUU LES
COURBES ALGEBRIQUES PLANES RECTIFIABLES
(Journal de Math., 4C serie, t. IV, 1888.)
1. Nous appelleronS, a l'exemplc de Serret, courbe algebrique rectijiable toute courbe dont l'arc peut etre exprime par une fonction algebrique des coordonnees; parmi les courbes rectifiables, on peut considerer en particulier cclles dont Tare est exprimable par une fonction rationnelle des coordonnees. Cela pose, les problemes que nous aborderons dans ce travail sontles suivants :
1. Determiner loutes les courbes algebriques planes rectifiables, et trouver la forme de V equation qui lie l'arc aux coordonnees.
It. Determiner toules les courbes algebriques planes, dont rare est une fonction rationnelle des coordonnees.
Nous terminerons en donnant quelques exemples de courbes rectifiables, et en indiquant quelques proprictes relatives aux longueurs de l'arc sur ces courbes.
2. Soit/(a?, y) = o l'equation d'une courbe algebrique : supposons qu'il existe entre Tare s, compte a partir d'un point fixe, et les coordonnees, x, y, de l'extremite de l'arc, une relation algebrique, ¥(s, x,y) — o.
Nous allons montrer que cette equation peut se ramener, dans tous les cas, au second degre par rapport a s.
Cherchons en effet combien de valeurs peut avoir la fonction s quand
on donnc a x et y les valeurs qui correspondent a un j>oint de la courbe /= o.
Rcprescntons sur un plan la variable x, selon le mode ordinaire de representation des quantites imaginaires ; soient x0 et x, deux points donnes de ce plan, y0 et v, deux valeurs de y correspondant respectivement a ces points par la relation f(x,y) = o.
Tous les chemins allant de et tels, qu'en partant de x0 avec
la valeur y0 de la fonction y on arrive en a?, avec la valour y,, peuvent, comme on sait, se ramener a un chemin determine L, allant de x0 en a?,, precede d'un nombre quelconque de cycles, c'est-a-dire de contours fermes, allant de et tels, qu'en partant de ce point
avec la valeur y0 de y, on y revienne avec lameme valeur.
Chercher les valeurs que peut avoir la fonction s pour des valeurs donnees, x, et yt, des coordonnees d'un point de la courbe /=o, c'est chercher les valeurs que prend cette fonction au point a?,, quand on part du point. x0 avec une valeur initiale determinee ^0 et que Ton decrit la ligne L, precedee d'un nombre quelconque des cycles definis plus haut.
Or on a
dx
Soit st la valeur de l'integrale J' ds, suivant la ligne L, quand on
part de x0 avec la valeur j0 de y et un signe determine du radical qui figure dans 1'expression de ds.
Evaluons maintenant cette integrate le long des differents cycles consideres.
Ces cycles se divisent en deux categories : en decrivant un cycle de la premiere categorie, on revient au point x0 avec la valeur initiale du radical \] fx1 ->r f* un cycle de seconde categorie, au contraire, ramene la valeur de signe contraire de ce radical.
Cela pose, je dis que la valeur de l'integrale
Jy
est nulle le long de tout cycle de premiere categorie : si elle etait egale en eflfet a une quantite a, differcnte de zero, l'integrale, en sup-
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posant qu'on decrive m fois le cycle considere, puis la ligne L, prendrait la valeur mv-\-sn et l'arc aurait, pour des valeurs donnees xt, j, des coordonnees, Ies valeurs en nombre infini comprises dans la formule s0-hs, -{-ma. L'arc ne serait done pas fonction algebrique de x, y, contrairement a l'hypothese.
Soit, en second lieu, 2co, la valeur de l'integrale J ds Ie long d'un
cycle de deuxieme categorie : deux cycles de cette categorie decrits successivement constituent evidemment un cycle de premiere categorie, et l'integrale correspondante est nulle; de plus, 2co, est la valeur commune de l'integrale J ds le long de tous les cycles de la seconde espece.
Si done Ton decrit un nombre quelconque de cycles, puis la ligne L, on n'aura, pour la valeur de l'integrale J ds le long de ces chemins, que
deux expressions differentes qui seront s, et 2co, — st : on trouvera s{ si Ton a decrit un nombre pair de cycles de la deuxieme categorie et 2co, — .y, si Ton a decrit un nombre impair de ces cycles.
En d'autres termes, l'arc s n'aura, pour des valeurs donnees de x et y, que deux valeurs, dont la somme ne depend pas des coordonnees x, y; et par suite l'equation algebrique a laquelle satisfait s sera necessairement de la forme
S2 — 2GJ5 + R = O,
R designant une fonction rationnelle de x, y, et to une constante, qui dependdes coordonnees du point origine des arcs.
3. On peut, dans une certaine mesure, preciser la forme de la fonction R(x, y) : on tire en effetde la relation- precedente
s — to =\/w2 — R,
d'ou
En egalant le second membre de cette relation a-r, (fj1 on
Jy
voit que \J(x>2 — R est de la forme
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P etant une fonction rationnelle dex, y, et l'equation en s devient
4. De cctte equation on deduit que la courbe f = o est la developpee d'une courbe algebrique, et que ces deux courbes se correspondent rationnellement point par point.
Porlons en effet, sur la tangente au point x, y de la courbe f = o, dans le sens de l'accroissement de s, une longueur to — s : l'extremite de cette tangente decrira une courbe, dont la courbe / = o est la developpee. Soit !j, *) le point de cette courbe qui correspond ainsi au point a?., y ; on aura
ft.
I = x + ( io — s ) - J =x—P fl,
fl=y + (u-j) — *Fh= = y+ P/,';
\ et y] sont done ties fonctions rationnelles de j et la courbe decrite par le point y] est algebrique. Inversement, on sait, par la tlieorie generale ties courbes, que x, y, qui sont les coordonnees du centre de courbure de la developpante au point !;, r\, sont fonctions rationnelles
de I, y] .
La proposition est done demontree. II est clair d'ailleurs que l'arc de la developpee d'une courbe algebrique est une fonction algebrique des coordonnees de ses extremites, et Ton peut, par consequent, enoncer le theoreme suivant, dont la premiere partie etait evidente :
Toute courbe algebrique recti fiable est la developpee d'une courbe algebrique, el reciproquement.
Varc d'une courbe algebrique rectifiable, f(%,y) =0, est donne par une expression de la jorme
ou x, y designent les coordonnees de Vextremitc de Varc, w une constante qui depend du choix du point origine des arcs, et P une fonction rationnelle de x, y.
5. La forme de la relation qui lie Tare aux coordon nees permet de deter-
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miner immediatement cellesdes courbes rectifiables pour lesquelles I'arc est une fonctionralionnelle des coordonnees : si en effet/(#, y) =o est 1 'equation d'une courbe rectifiable, il faut et il suffit, pour que I'expression de Tare soit rationnelle, que le radical \lf^-h/y2 soit egal, en chaque point de la courbe, a une fonction rationnelle, Q(a?, y).
Cette propriete caracterise les courbes A\les de direction, que Laguerre a inlroduitesdanslaGeometrie, et que nous avons nous-meme etudiees, an point de vuc des proprietes de leurs arcs, dans un travail recent ( 1 ). Ces courbes sont cellos dont V equation, en coordonnees tangentielles, pent se mettresous la forme
F et <p etant des polynomes entiers en u, p.
Les courbes que nous cherchons sont done les developpees de direction des courbes algebriques.
Or nous allons montrer que, si la developpee d'une courbe algebrique est de direction, cette courbe est elle-meme de direction, et, inversement, que la developpee d'une courbe de direction est generalement une courbe de direction.
6. Pour demontrer la premiere proposition, considerons une courbe de direction f(x, y) = o, qui soit la developpee d'une courbe algebrique : d'apres ce qui precede, I'arc de la courbe f—o sera exprime par une fonction rationnelle s(x, y) des coordonnees.
Une quelconque des courbes qui out pour developpee J ' = o s'obtiendra en portant sur la tangente a la courbe J\oc, y) = o, au point x, y qui correspond a la valeur s de I'arc, une longueur egale a a — s, dans le sens de l'accroissement de s .: a designe une constante, quelconque d'ailleurs.
Soient \, y] les coordonnees du point ainsi obtenu, qui decrira une courbe algebrique F(E,Y])=o, dont /' = osera la developpee : les coordonnees x,y du centre decourbure de F = o au point rj seront functions rationnelles de y).
Le rayon de courbure R de la courbe F = o au point q sera egal
(') Journal de Mathematiques pares et appliquees , 4° serie, t. Ill; 1887.
a a — s, c'est-a-dire a une fonction rationnelle de x, y et par suite de I, yj.
On aura ainsi
[Fr + F-^'J- = fonction rationnelle de £, rj, ce qui exprime que la courbe F(!j, r\) = o est de direction. Ainsi :
Quand la developpee d'une courbe algebrique est de direction, cette courbe est elle-meme de direction.
7. Arrivons maintenant a la deuxieme proposition, enoncee pour la premiere fois par Laguerre : la developpee f(x,y) = o d'une courbe de direction F(E, r\) = o est elle-meme de direction.
Soient x, y les coordonnees du centre de courbure de la courbe V — o, au point £, yj : deux cas sont a distinguer, selon qu'au point x, y correspond ou non un seul point £, yj.
Dans le premier cas, les normales a la courbe F(£, yj) = one coupent orthogonalement cette courbe qu'en un point; dans le second cas, elles la coupent orthogonalement en deux points au moins.
La courbe F = o etant de direction, le rayon de courbure au point - £, Y] est une fonction rationnelle de £, yj; et, par suite, si l'on se trouve place dans le premier cas, de x, y. La differentielle de ce rayon de courbure etant egale a celle de Tare s de la courbe f = o, il en resulte que la diflerentielle de Tare de cette courbe sera egale a dx multiplie par une fonction rationnelle de x, y. En d'autres termes, la courbe f — o est de direction.
La demonstration precedente ne s'applique pas au second cas; nous allons faire voir que le theoreme de Laguerre n'est pas lui-meme applicable a ce cas, c'est-a-dire que la developpee d'une courbe de direction coupee orthogonalement en deux points par chacune de ses normales n'est pas une courbe de direction.
II est necessaire pour cela d'entrer dans quelques details sur la theorie des courbes paralleles, c'est-a-dire des courbes qui ont meme developpee.
8. Soit f(x, y) = o la developpee d'une courbe algebrique : pour obtenir une quelconque des courbes dont elle est la developpee, il fauf, comme on l'a deja fait observer, porter sur la tangente, au point x, y
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correspondant a la valeur s de Fare, une longueur a —s, dans le sens de l'accroissement positif de s. Soient !j, yj les coordonnees du point ainsi obtenu : on aura, en gardant les notations des nos 3 et 4,
j + («-«-pv(a7+/;2)
ou
? = x — Vfy+ (a — u) ■1 = J + p/.' + (« - w)
On peut, dans les seconds membres, prendre pour le radical des signes quelconques, a condition toutefois que le quotient des fonctions yj — y — V f'x et \ — x -h Py^,' soit egal au coefficient angulaire de la
tangente a la courbe f=o, e'est-a-dire a — -fy
II en resulte qu'a un point x, y correspondent deux points E, rj equidistants du point yj,, dont les coordonnees sont
et qui est egalement sur la tangente a / = o au point .r, v. La distance au point E,, yj, d'un des points E, yj est d'ailleurs egale a (a — oo), e'esta-dire a une constante.
Si nous appelons courbe simple une courbe qui n'est coupee orthogonalement par ses normales qu'en un point, courbe complexe une courbe coupee orthogonalement par ses normales en plus d'un point, onvoitque le point yj, decrit une courbe simple, et les points E, yj une courbe complexe parallele a la premiere.
Inversement, toute courbe simple ou complexe peut etre obtenue de cette maniere a 1'aide de sa developpee.
II resulte de la quo :
Une courbe algebrique indecomposable ne peut elre coupee orthogonalement par ses normales en plus de deux points ( 1 ).
Une courbe algebrique indecomposable , coupee orlhogonalement par toutes ses normales en deux points, soblient en portant sur les normales a une courbe simple, de part el d' autre de lew pied, une longueur constan le.
On peut demon trer que toute courbe parallele a une courbe algebrique est une courbe de direction : si la courbe primitive n'est pas elle-meme de direction, la courbe parallele se compose de deux branches paralleles, algebriquement inseparables, et sc trouve ainsi coupee orlhogonalement en deux points par toutes ses normales; si la courbe primitive est de direction, la courbe parallele se decompose en deux courbes paralleles distinctes, qui ne sont coupees orlhogonalement par leurs normales qu'en un seul point. Les demonstrations de ces theoremes sont donnees dans le Traite de Geometrie de Salmon (Courbes planes) (2), appliquees aux courbes dont I'equation tangentielle est de la forme (u2 -+- p2) F2(«, v) — ^(u, v) — o, e'est-a-dire preeisement aux courbes que Laguerre a appelees depuis courbes de direction.
En combinant tous ces resultats, on arrive, pour notrc objet, aux conclusions suivantes :
La developpce d'une courbe de direction simple est une courbe de direction.
Toute courbe complexe est une courbe de direction.
La developpee d1 une courbe complexe nest jamais de direction.
Celte derniere proposition se demonlre en observant que, si la developpee d'une courbe complexe etait de direction, il en scrait de meme, d'apres le theoreme du n° 6, de la courbe simple a laquelle la courbe complexe est parallele; cette derniere courbe serait alors decomposable en deux courbes simples.
(') II n'est pas sans interet de faire observer qu'un theoreme analogue n'existe pas pour les courbes algebriques spherjques et les grands cercles normaux. (2) Trad. 0. Chemin, pages i5o et suiv.
SUn LES COURBES ALGEBRIQUES PLANES RECTIFI A ISLES.
Nous avons maintenant demontre cette proposition
Theoreme. — Les courbcs algebriques planes, donl fare peul elre exprime par une jonction ratwnnelle des coordonnees , sont fas developpees des courbes algebriques simples de direction.
10. On peut donner a ce resultat une forme plus elegante. Lagucrre a demontre, en efTet, que toute courbe de direction peul etre, d'une infinite de manieres, consideree com me une anticaustique par reflexion d'une courbe algebrique, les rayons incidents etant paralleles, et, reciproquement, que toute anticaustique d'une courbe algebrique est une courbe de direction (Nouvelles Annales, 3e serie, t. II, 1 883, p. 29 et suivantes).
11 est necessaire, toutefois, de completer ce theoreme en introduisant la distinction des courbes de direction simples et complexes.
Rappelons d'abord la construction des anticaustiques par reflexion d'une courbe C.
Soient
D une droite perpendiculaire a la direction des rayons lumineux; m un point de C ; mx\e rayon incident; mx' le rayon reflechi ; ml la tangente en m.
Si, par le point de rencontre de mt et de D, on mene la droite A, symetrique de mt par rapport a D, l'enveloppe de cette droite est une anticaustique A, a laquclle le rayon reflechi est normal au point ou il rencontre A.
Le rayon reflechi n'est ainsi normal a A qu'en un point : pour qu'il en fut autrement, il faudrait qu'un meme rayon reflechi put correspondre a deux points m et m' de C, ou, en d'autres termes, que les points de C fussent associes deux a deux, m et m', de facon que les rayons incidents, tombant en metm', se reflechissent tous deux suivant mm'.
Si cette condition est remplie, on voit immediatement que les normales, et par suite les tangentes a C en m et m', sont rectangulaires, et que la droite qui joint le point de concours o de ces tangentes au milieu
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de mm' est parallele a la direction des rayons incidents : il resulte de la, par l'application d'un theoreme elementaire de Cinematique, que la normale au lieu du point o est parallele aux rayons incidents, c'esl-adire que le point o decrit une droite normale a ces rayons.
Cette discussion montre que les anticaustiques par reflexion des courbes algebriques, pour des rayons paralleles, sont des courbes simples, qu'on sait d'ailleurs etre de direction; il n'y a qu'un cas d'exception, celui oil la courbe reflechissante est telle qu'on puisse lui mener deux tangentes rectangulaires par tous les points d'une droite normale aux rayons incidents : les anticaustiques sont alors des courbes complexes, une seule est une courbe simple, non de direction.
1 1. On deduit de la le theoreme suivant :
Theoreme. — Les courbes planes algebriques, dont Tare peut etre exprime par une fonclion rationnelle des coordonnees, sont les causliques par reflexion de courbes algebriques, les rayons incidents etant paralleles, et reciproquement.
Toutefois, si la courbe reflechissante est telle qu'on puisse lui mener deux tangentes rectangulaires de. tous les points d'une droite normale aux rayons incidents, la caustique aura son arc exprimable algebriquement, mais non rationnellement.
Si Ton observe que, d'apres un theoreme bien connu du a Quetelet, la caustique par reflexion d'une courbe algebrique, les rayons incidents etant concourants, est la developpee d'une courbe algebrique, qui est arbitraire, si la courbe reflechissante l'est elle-meme, on voit que :
Les courbes planes algebriques, dont Varc peut etre exprime par une fonclion algebrique des coordonnees, sont les caustiques par reflexion de courbes algebriques, les rayons incidents etant concourants , et reciproquement.
12. Nous allons donner maintenant quelques exemples de courbes dont l'arc est une fonction rationnelle des coordonnees; nous insisterons sur lecas, particulierement interessant, des epicycloides.
Exemple I. — Caustique d'un cercle. — La caustique par reflexion d'un cercle, les rayons incidents etant paralleles, est, comme on sait, une
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epicycloide engendree par un point d'un cercle roulant sur un cercle de rayon double.
Son equation peut se mettre sous la forme
On a, pour Tare s, l'expression
s = 3 a3 h const.
ou, d'apres (r),
ga-x
const.
On a done bien une expression ration nelle, comme on devait s'y attendre.
13. Exemple II. — Un autre exemple de courbe rectifiable est fourni par V hypocycloide a quatre rebroussements , engendree par un point d'un cercle roulant interieurement sur un cercle de rayon quadruple.
Cette courbe, bien connue, a pour equation
on trouve, pour l'arc,
xs -\- y3 — a3
5 a ix- — y- + a-
s — : — — ~ -+- const.
La courbe est done une caustique par reflexion de courbe algebrique pour des rayons paralleles; nous allons faire voir qu'onpeut la considerer comme la caustique d'une hypocycloide a trois rebroussements.
En effet, l'axe des x passant par un des trois points de rebroussement de cette derniere courbe, et 1'origine etant au centre du cercle fixe, on a, pour les equations de la tangente et de la normale en un pointde I'liypocycloide a trois rebroussements (Salmon, Courbcs planes),
x sin - a -\- v cos - cp = — k si n - q>,
x cos - co — y sin-Q = — 5 k cos - cp,
k etant une constante et cp un parametre variable. Si les rayons lumi-
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neux sont paralleles a Ox, le rayon reflechi au point d'intersection des deux droites precedences aura pour equation
01 3 . cp . . . 3 9 x sin cp + y cos o = — o A cos - cp sin J A" sin - o cos —
Oil
.r sin o + j cos cp = — 2 A- sin 2 9 -+- A sin cp.
En transportant l'origine des coordonnees au point y = o, x = k, cette equation devient
x' sin o + v'cos cp = — 2Asin2cp.
C'est celle d'une droite dont la partie comprise entre les axes a une longueur constante egale a f\k : l'enveloppe de cette droite, c'est-a-dire la caustique cherchee, est done une hypocyclokle a quatre rebroussements. Ainsi :
La caustique par reflexion d'une hypocyclo'idc a trois rebroussements, les rayons lumineux etant paralleles a un des axes de symetrie de la courbe, est une hypocycloide a quatre rebroussements.
De plus, on deduit sans difficulte des formules qui precedent que les deux hypocycloides peuvent etrc engendrees dela maniere suivante :
Soienl trois cercles, de rayons a, 3a, l\a, tangents entre eux interieurement en un point m. Si Von fait rouler success ivement le premier cere le a, I'interieur de chacun des deux autres, lepoint m decril deux hypocycloides, dont la seconde est la caustique par reflexion de la premiere, pour les rayons lumineux paralleles a la lignc des centres des cercles fixes.
14. Exemple III. - Epicycloides algebriques . — On peut se demander, en presence des resultats qu'on vient d'obtenir, si, dans la famille des epicycloides ou des hypocycloides algebriques, il n'existe pas d'autres courbes ayant leur arc exprimable rationnellement en fonction des coordonnees.
En designant par a le rayon du cercle mobile, par n le rapport de cc rayon au rayon du cercle fixe, on a, pour les coordonnees des points
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d'une epicycloide,
— = cos n cs — cos « + i a,
an
'- - - sin n® — sin (n 4- 1) cp,
an
d'oii Ton tire
- = — 1 (n -|- 1) cos - + const.
II ne parait pas facile de determiner, d'apres ces formules, dans quels cas.y est fonction rationnelle de x, r; mais on peut aborder la question d'une autre maniere.
Dans le cas oil n est une fraction, on deduit des relations precedentes que s est une fonction algebrique de x, y, c'est-a-dire que toute epicycloide algebrique est une courbe rectifiable; par consequent, les epicycloides dont Tare est rationnel sont les epicycloides de direction.
Pour trouver toutes ces courbes, observons que, 1'equation tangentielle des courbes de direction etant de la forme
les reciproques de ces courbes, par rapport a un cercle ayant l'origine pour centre, auront une equation de la forme
En d'autres termes, pour qu'une courbe soit de direction, il faut et il suffit que la distance a l'origine d'un pointquelconquede sa reciproque, prise par rapport a un cercle ayant l'origine pour centre, soit une fonction rationnelle des coordonnees de ce point. Cette propriete caracterise les courbes que M. Halphen appelle de premiere calegorie, c'est-a-dire les courbes dont 1'equation en coordonnees polaires est changee quand on remplace r par — r et 0 par 0 -+~ tt.
D'un autre cote, la reciproque d'une epicycloide a pour equation polaire, le centre du cercle fixe etant pris pour origine,
(2) r cos — d = k.
M. Halphen a fait remarquer que les courbes, dont 1'equation est
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sont de premiere categorie seulement si l'un des nombres, supposes premiers entre eux, p et q, est pair. Appliquons ce resultat a la
courbe (2); soit n = -; on aura alors
q 2 X -+- fi
Deux cas sont a distinguer : si est impair, p. et 2 \ + u. sont premiers entre eux, en supposant que \j. et A le soient; de plus, ces deux nombres sont impairs, et la courbe n'est pas de premiere categorie; si p. est pair, soit [/, = 2ft', on aura
f* _ Fj .
los deux nombres pi/ et A + u' seront premiers entre eux, et la courbe sera de premiere categorie si l'un de ces nombres est pair, c'est-a-dire si leur somme est impaire. Or cette somme, egale a "K 4- 2p/, a la parite
de X; il en resulte que n sera de la forme —^r~> et> par suite :
Les epicycloides algebriques, dont fare est une fonction rationnelle des coordonnees, sont celles qu on obtient en pre nant, pour 1' expression du rapport du rayon du cercle mobile au rayon du cercle fixe, une fraction irreductible de de nominate ur pair.
Les deux courbes trouvees plus ha ut rentrent bien dans cette categoric, puisque Ton a, dans le cas de l'exemple I,
et, dans celui de l'exemple II,
15. Exemple IV. — Caustique par re/Iexion de la parabole. — La caustique par reflexion d'une parabole, en supposant les rayons lumineux perpendiculaires a l'axe de la conique, est la developpee de la courbe de direction remarquable que Laguerre a nommee hypercycle cubique; son equation peut, comme on le sait, se mettre sous la forme
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en supposant que l'equation de la parabole soit
y2= l\{mx -+- m-).
La courbe caustique est done unc cubique quia, comme on le voit sans difficulte, un point double pour y = o, x = 8m. C'est, apres la ligne droite, la courbe de moindre degre dont Tare est exprimable en fonction rationnelle cles coordonnees; il est clair, en efTet, qu'aucune conique ne remplit cette condition, et parmi les cubiques il n'y a, comme nous I'avons montre dans un autre travail, que deux especes de courbes de direction. Les cubiques de la premiere espece ont leur arc exprimable par une integrale elliptique; celles de la seconde sont preciscment celles que nous venons de rencontrer (').
On peut mettre sans difficulte les coordonnees des points de la caustique de parabole sous la forme suivante :
x = \(^- — fj ■+•<*, y = \t-+$,
/•etant un parametre variable, et ~k, a, (3 des constantes ; d'ou ds*- — dx- -+■ dy - = ~k- ( t- + i ) - dt
et
s = l J { t-+ i ) dt ;
s est done une fonction rationnelle de t, et par suite de a?, y, comme on le savait d'avance.
16. II est interessant, dans le cas ou 1'arc d'une courbe algebrique est une fonction rationnelle des coordonnees, de determiner la forme de cette fonction.
M. Poincarea demontreque les coordonnees des points d'une courbe algebrique,/ (as, y) = o, peuvent s'exprimer en fonction fuchsienne d'un parametre il en resulte que l'arc, dans le cas oil il est fonction rationnelle des coordonnees, sera lui-meme une fonction fuchsienne de t.
Si, au lieu des coordonnees cartesiennes x et y, on introduit des
(' ) Journal de Mat/teniatir/nes pares et appliquees, \e seric, t. Ill, 1887.
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coordonnees homogenes en posant x = — , y — '-- on pourra considers JJ3
per a?,, a?2, a?a comme des fonctions thetafuchsiennes de t, de meme degre u., holomorphes a ['interieur du cercle fundamental, et ayant k zeros communs a, , ot2, . . ., a/(.
Si Tare s est une fonction fuchsienne de t, la fonction s (i)x3 (i) sera vine fonction thetafuchsienne de degre jjl : je dis qu'elle est holomorphe dans le cercle fondamental.
On a en effct
/ dxx dx3\ - / dx2 dx3\ dsY I Xi ~~dt ~ 'Vi ~dt I ( X% ~dt ~~ X2 ~dt '
dt I \ x'{ / \ x
. . ds
Cette expression montre que les infinis de^> ne peuvent etre que
les zeros de x3 (t), non communs aux trois fonctions xif x2, x3, et que,
si (3 est un zero d'ordre h de x3(t), il est, pour^> un infini d'ordre
h -+- i, au plus. Par consequent, les infinis de s (t) ne peuvent etre que les zeros de x3 (t), les quantites a,, . . ,,etk exceptees; et un zero d'ordre h &ex3 (t) est pour s(t) un infini d'ordre A, au plus. La fonction s (t)x3 (t) est done une fonction thetafuchsienne holomorphe dans le cercle fondamental; elle est de degre jx, et de plus elle s'annule pour
t = au a2, . . ., a.k.
Or noUs avons demontre dans un travail anterieur (') que les zeros de toute fonction de cette nature, les quantites a,,..., v.k exceptees, sont les arguments de points de la courbe f (a?,, x.2, x3) = o situes, avec les points ou cette courbe est coupee par une courbe adjointe quelconque P — o de degre n — 3, sur une courbe adjointe C = o, de degre n — i, n designant l'ordre dela courbe /= o.
11 resulte de la que la fonction
Cjx^t), x2(l), x3(t)] Plx^t), x2((), x3(t)Y
qui, evidemment, est une fonction thetafuchsienne holomorphe de degre [i, s'annulant pour / — a,, a2, . .., aA, a les memes zeros que la
(') Journal de Mathe'matiques pnres et appliqiiees, 4e serie, t. II.
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fonction s (/) x3 (t); ces deux fonctions sont done identiques, a un facteur constant pres, et Ton a
En revenant aux coordonnees cartesiennes, on trouve ainsi, pour ['expression dc l'arc de la courbe / (x, y) == o,
P = o etant 1'equation d'une courbe de degre n — 3 adjointe a la courbe / = o, et que Ton peut choisir arbitrairement; C— o etant 1'equation d'une courbe adjointe d'ordre n — i, passant par Ies points oil la courbe P = o rencontre la courbe f = o.
C'est la forme cherchee de l'expression de Tare.
On voit aisement que, dans le cas des courbes unicursales, auquel le raisonnement precedent n'est pas applicable, on a pour sunc expression analogue, seulement Ies degres respectifs de P et C sont n — i et n — i .
17. Les resultats precedents montrent que l'arc s, dans le cas oil il s'exprime rationnellemenf, ne peut devenir infini que pour les points a 1'infini de la courbe, car les arguments de ces points sont les seuls qui annulent x.t. De plus, la fonction sx3 ne devient plus infinie en ces points.
Si done on applique a la fonction s un theoreme que nous avons demontre dans notre Memoire sur le theoreme d'Abel, on arrive sans difficulte au resultat suivant, qui ne serait pas vrai pour une courbe de direction quelconque.
Soil C une courbe algebrique do/it Varc est une fonction rationnelle des coordonnees : la somme algebrique des arcs interceptes sur C par deux courbes quelconques de mime degre, appartenant a un mime faisceau ponctuel, est toujours nulle, si chacune des asymptotes de la courbe C est asymptote a Vune des courbes du faisceau.
SUR UNE INTERPRETATION GEOMETRIQL E
L'EQUATION MODULAIRE POUR LA TRANSFORMATION
DU TROISlEME ORDRE
(Bulletin de la Societe math., t. XWf, 1898, et t. XXVII, 1899.)
Si dans 1'integrale elliptique
r dl
on fait la substitution \ — f et 9 designant deux polynomes d'ordre ip ■+- 1, on sait depuis Jacobi que la transformee sera unc integrale elliptique, a condition que, pour X = ~kh on ait identiquement
f(x)-h®(x) = (x - x^Pfix) (i = h 2, 3, 4),
xt etant une constante et P, un polynome en x. On a alors
r dl _ rr r dx
J y/(A — A,)...(X — A4) J \J(x — Xi). . .(x — x,,)
g designant une constante, et les modules des deux integrates elliptiques en \ et en x sont lies par l'equation modulaire pour n = zp -+- 1 . Geometriquement, on peut interpreter ce resultat comme il suit : Sur une courbe unicursale C, dont les coordonnees d'un point s'expriment rationnellement cn fonction d'un parametre x, considerons l'involution definie par l'equation f(x) — \y(x) = o,/et cp etant des polynomes d'ordre 2/J+1. Si quatre groupes de l'involution, correspondant aux valeurs A, , . . ., A, de ~k sont formes respectivement par un point simple xt et par ip points confondus deux a deux, le rapport
anharmonique des quatre valeurs At et celui des quatre valeurs xt sont lies par l'equation modulaire pour n == ip -h i.
Par exemple, sur une cubique plane unicursale, les droites issues d'un point fixe quelconque P decoupent les groupes d'une involution qui jouit de la propriete ci-dessus; les quatre groupes remarquables sont en elFet decoupes par les quatre tangentes menees de P a la cubique. D'ou ce theoreme :
Soit une cubique plane unicursale quelconque : les quatre tangentes qu'on lui peut mencr par un point arbitraire la coupent de nouveau en quatre points : le rapport anharmonique des droites qui joignenl a ces quatre points le point double de la cubique et le rapport anharmonique des quatre tangentes primitives sont lies par l'equation modulaire du cas den = 3.
Si p et t designent les deux rapports consideres, celte equation est
( i ) \fpa + \f(\ — p) (i - T) = i ;
c'est l'equation classique entre les modules de Legendre K2 et K*.
On peutdonner de ce resultat une verification geometrique simple. Soit la cubique unicursale.
qui a un point double a l'origine et dont Ox est un axe de symetrie. Menons-lui les quatre tangentes paralleles a cet axe : nous trouvons sans difficulte, pour leur rapport anharmonique,
lj a+.)!(3A-i) et, pour le second rapport anharmonique,
m (j-t)(BX-f-i)9
valeurs qui verifient la relation (i). On voit de plus, puisque p et .a sont exprimes rationnellement en X, que l'equation modulaire pour n = 3, entre K2 et K2, est de genre zero.
Du theoreme general se deduisent quelques consequences :
i° Supposons p = a, c'est-a-dire les rapports anharmoniques egaux : en ce cas, si Ton designe par D le point double de la cubique, par P lc
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point d'ou partent les tangentes, par mn . . ., m, les points oil ces tangentes coupent de nouveau la courbe, les six points mK, mit P et D sont sur une conique. D'ailleurs les relations (i) et (3) montrent que, lorsque p = a, les quantites — p et — i sont une des racincs cubiques imaginaires de l'unite, ou ont une des valeurso, — r, En laissant de cote ce dernier cas, oil deux des points mt coincident, on peut dire que :
Si les quatre points oil les tangentes, menees (Tun point P a la cubique, coupent de nouveau cette courbe sont sit lie's avec le point P et le point double sur une mime conique, le rapport anharmonique des quatre tangentes est equianharmonique, et reciproquement.
Le lieu du point P est alors, eomme on le voit directement sans difficulte, la droite qui contient les trois points d'inflexion de la cubique.
2° Si la cubique a un point de rebroussement, le theoreme general subsiste : une des tangentes issues de P passe alors par le point de rebroussement D, et le point mt correspondant est le point ou la droite PD coupe de nouveau la cubique.
On entire immediatement l'equation du lieu des points de rebroussement des cubiques qui touchent trois droites concourantes et passent par trois points situes sur ces droites : ce lieu est une courbe unicursale du 6e ordre, qui se deduit de la courbe modulaire (i) par une transformation quadratique simple.
Un peut faire une nouvelle application de la propriete ci-dessus aux polygones de Poncelet, d'un nombre impair, ip -+- 1, de cotes, inscrits a une conique C et circonscrits a une conique C.
En effet, sur l'unicursale C, les valeurs du parametre x qui correspond aux sommets d'un polygone sont les racines d'une equation de la forme / (x) — X <p (x) = o, comme le montre immediatement la theorie des fonctions ellipliques : on peut le voir encore en observant que les sommets des polygones determinent sur la conique C une involution, laquelle est necessairement rationnelle, c'est-a-dire du type
puisque C est unicursale.
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Parmiles groupes de cetle involution, ceux qui comprennent un des qualre points xt communs aux coniques C et C comprennent en outre p points confondus deux a deux, car le polygone correspondant se replie sur lui-meme a partir du ( p -+- i )i4me sommet; done, en vertu de la proposition indiquee ci-dessus, le rapport anharmonique des quatre points xt sur la conique C et le rapport anharmonique des valeurs de \ qui correspondent aux qualre polygones replies sont lies par ['equation' modulaire pour n = ip + i .
Afin de donner une forme exclusivement geometrique a ce theoreme, observons que les centres des moyennes distances des sommets des polygones inscrits a C et circonscrits a C decrivent une conique C" {voir a ce sujet une Note de M. Bricard au tome XXVI, p. 91, du Bulletin de la Societe math, de France} et que par consequent le rapport anharmonique des valeurs de \ pour quatre polygones est le meme que celui des quatre centres des moyennes distances correspondants sur la conique C". Ainsi :
Spient deux coniques C el C se coupanl en An . . ., A.,, et telles quil existe des polygones de zp -+- 1 cotes inscrits a C et circonscrits a C : on salt que le lieu des centres des moyennes distances des sommets d'un polygone est une conique C". Cela pose\le rapport anharmonique des quatre points A,, sur la conique C, et le rapport anharmonique, sur la conique C", des centres des moyennes distances correspondant aux: quatre polygones qui out respectivement un des points A, pour sommet sont lies par V equation modulaire du cas n = ip -+- 1 .
On aurait une interpretation analogue si n = ip : l'enonce suivant resume les deux enonces, n etant quelconquc :
Parmi les polygones de n cotes inscrits a C et circonscrits a C, il en est quatre qui ont pour sommet on pour cote un point commun ou une tangente commune a C et a C : le rapport anharmonique, sur la conique C", des centres des moyennes distances correspondant a ccs quatre polygones, et le rapport anharmonique des quatre points A,, sur la conique C, sont lies par r equation modulaire relative a, la transformation d'ordre n.
SUK
LES POLYGONES DE PONCELET
(Bulletin de la Societe math., I. XXVII, 1899.)
Parmi les polygenies inscrits a une conique C et circonscrits a une conique C, il en estquatrequi sont replies sur eux-memes a partird'un de leurs sommets. Si n est impair, ces polygones sont ceux qu'on obtient en partant d'un des quatre points communs aC et a C : le som-
met de rang - l ~^ 1 est le point de contact d'une tangente commune a G
et a C, le sommet suivant coincide avec lui, et le polygone se replie ensuite sur lui-meme, de sorte que tous ses sommets sont doubles, a l'exception du premier. — Si n est pair, en faisant la meme construction a partir d'un point A commun a C etC, on trouve, pour le sommet
de rang ~ + i, un autre point commun A'; le polygone revient ensuite
sur lui-meme, et tous ses sommets sont doubles sauf A et A', Enfin, en faisant la construction a partir du point de contact d'une tangente commune a C et C, on trouve un polygone dont tous les sommets sont doubles, et parmi eux figure un deuxieme point de contact de tangente commune. Cela pose, je dis que :
Le centre harmonique des sommels dun polygone quelconque par rapport a une droite donnee est un point fixe, si la droite coupe la conique C en deux sommets doubles, ou, en lan gage non projectif :
Le centre des moyennes distances des sommets d'un polygone quelconque est un point fixe si les deux points a Cinfini sur la conique C sont des sommets doubles.
Cela resulte immediatement d'une proposition que j'ai fait connaitre
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dans raon Memoire sur le theoreme d'Abel et qui s'applique evidemment au cas actuel : le centre des moyennes distances des points communs a une courbe C et a chacune des courbes d'un faisceau est un point fixe, si, quand un des points communs s'eloigne a l'infini, un second s'eloigne en raeme temps a l'infini dans la meme direction. En particulier :
Le centre harmonique des sommets dun poly gone quelconque par rapport a la droite qui joint les points de contact de C avec deux des tangentes communes a C el a C est un point fixe.
SUR
QUELQUES-UNES DE SES APPLICATIONS A LA GEOMKTRIE
{Journal de Math., \' serie, t. V, 1889 et t. VI, 1890.)
1. Dans un Memoire publie au tome III (4e serie) de ce Journal, nous avons fait connaitre une formule simple, qui permet, etant donnees une courbe algebrique plane et une integrale abelienne appartenant a cette courbe, de calculer a priori la somme des variations de i'integrale proposee sur les arcs decrits par les points d'intersection de la courbe consideree et d'une courbe algebrique variable, faisant partie d'unfaisceau ponctuel.
Cette somme est, comme on le sait depuis Abel, une fonction algebrique et logarithmique du parametre du faisceau, et la formule que nous rappelons donne un moyen facile de calculer cette fonction, ou plutot sa derivee par rapport au parametre : on estramene a une simple evaluation de residus.
II n'y aurait presque rien a changer a cette theorie pour passer du cas de la courbe plane a celui d'une courbe gauche : les coordonnees d'un point d'une telle courbe peuvent en effet s'exprimer en fonction fuchsienne d'un meme parametre, et, en partant de ce principe, on n'a qu'a repeter pour la courbe gauche les raisonnements fails pour la courbe plane. La formule fondamentale du Memoire precite permet ainsi de calculer la somme des variations d'une integrale abelienne sur les arcs decrits par les points d'intersection d'une courbe gauche et d'une surface algebrique variable appartenant a un faisceau ponctuel.
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Aii lieu de supposer que la surface variable apparticnt a un faisceau, on peut eonsiderer Ie cas plus general oil elle fait partic d'un systeme algebrique : la question se traite d'une maniere toute semblable, et Ton arrive a une formule de meme nature que celle dont nous venons de parler.
C'est cette nouvelle formule que nous allons tout d'abord dcmontrer : nous etendrons ainsi aux courbes gauches, en les generalisant notablement, les resultats que nous avons etablis pour les courbes planes.
En second lieu, de la formule nouvelle, nous deduirons un certain noinbre de consequences analytiques, dont la plus importante nous permettra de donner une extension du theoreme d'Abel aux integrales doubles et triples, et de retrouver, pour ces integrales, un certain nombre de proprietes que nous avons rencontrees dans le cas des integrales abeliennes ordinaires.
Ces developpements analytiques constituent la premiere Partie du present Memoire : la deuxieme contiendra les applications geometriques, parmi lesquelles nous signalerons celles qui concernent les aires et les courbures spheriques des surfaces algebriques, et les volumes limites par de telles surfaces.
Soient deux surfaces algebriques
/(X,Y,Z) = o et 9(X,Y,Z) = o;
de degres m et n, se coupant suivanl une ou plusieurs courbes gaudies indecomposables ; considerons specialement 1'une de ces courbes que nous designerons par C.
Les coordonnees X, Y, Z d'un point de C peuvent, d'apres un theoreme de M. Poincare, s'exprimer en fonction fuchsienne d'un para-
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metre A; ou, si Ton veut, les coordonnees homogenes x, y, 3, t d'un point de la courbe ^etant pose X = j> Y = j> Z — peuvent se mettre sous la forme
0,,...,0, designant des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de la variable A.
Ces fonctions appartiennent a la premiere famille de M. Poincare; le polygone fuchsien correspondant a l\p cotes, les cotes opposes sont conjugues deux a deux, et la somme des angles est egale a 2-rc.
Cela pose, considerons une integrale abelienne quelconque appartenant a la courbe C,
/'Q,(X, Y, Z)^v l-J S,(X, Y,Z)rfX'
Q, et S, etant des polynomes entiers. Remplacons-y X, Y, Z par ■- , y
et supposons x, y, 3, I exprimes en fonction thetafuchsienne de X ; l'integrale prend la forme
x' , i' designant les derivees de x et t par rapport a \. Par suite de la difference des degres des polynomes Q, et S, et du facteur ^ provenant
de la differentielle ^fyj' i' a Pu s'introduire, au numerateur ou au
denominateur de l'expression soumise au signe J", un facteur nous ne le mettrons pas en evidence, le supposant compris dans Q ou dans S, mais alors la difference des degres en x, y, 3, t des polynomes S et Q sera egale a 2.
Nous designerons par q le degre de Q ; celui de S sera q + 2.
3. Soit maintenant un systeme de surfaces algebriques dont l'equation depend algebriquement d'un parametre u,
0(X,Y, Z, u).= o ou, en coordonnees homogenes,
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Proposons-nous d'evaluer la somme des integrates- 1, dont les limites inlerieures sonl respectivement les arguments des points communs a la courbe C et a une surface
* (x, y, z, I, it0) = o,
et les limites superieures les arguments des points communs a C et a la
surface
Considerons, a cet effet, l'integrale
x,y, z, t etant lou jours supposes exprimes en fonction thetafuchsienne de X.
La fonction soumise au signe j , e'est-a-dire la fonction que nous designerons par @(A),
est une fonction thetafuchsienne de degre un, car elle peut s'ecrire
el, sous cette forme, on voit qu'elle estleproduit de troisfacteurs, dont les deux premiers sont des fonctions fuchsiennes, comme etant les quotients de deux fonctions thetafuchsiennes de meme degre, et dont le troisieme est la derivee d'une fonction fuchsienne, c'est-a-dire une fonction thetafuchsienne de degre un.
II resulte de la que l'integrale J' 0(X)dA, prise le long du polygone fuchsien fondamental, est nulle : nousn'insistons pas sur cette demonstration qui est, sans aucun changement, celle que nous avons donnee dans le Memoire mentionne plus haut ( ').
On en conclut que la somme des residus de la fonction 0(A) dans l'interieur du polygone fondamental est nulle : c'est en evaluant ces residus que nous allons arriver a la formule cherchee.
(') Journal de Mathematiqu.es pares et appliquees, 4e serie, t. Ill, p. 33a.
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Les infinis de 0 (A) sont les zeros de S et ceux de <I>, c'est-a-dire les arguments des points de C situes sur les surfaces S = o et <P = o, Soit d'abord A 1'argument d'un point de G silue sur la surface
le residu correspondant p a pour valour
Q 7. £, 0 ( , ^ *;,(*■ J, «, g, ») , ^ S(a?,7, z, ty y,z, t, u)
Or on a, par hypothese, entre les coordonnees du point considere, la relation
*(ar, y, z, t, it) — o.
On en conclut, lorsque Ton passe de la valeur a du parametre a la valeur u + du, que 1'argument, A, du point eprouve une variation definie par l'equation
<&),(jr, y, 3, t, u) (0. + ®'U(:V, y, Si I, a) dtl = o;
d'ou
et, par suite,
ce qu'on peut ecrirc, en se reportant a la definition de I'integrale I,
p = -dTt
La somme des residus p, changee de signe* est done egale a la derivee de la somme cherchee par rapport an parametre u.
D'apres ce qui precede, cette derniere somme est egale a celle des residus, par rapport aux zeros de S, de la fonction 0 (A).
On a done, en designant par r un de ces residus,
dt J 777/
d'ou
designant la somme des residus par rapport aux zeros de
de la fonction
(2) ea)=^(*'f-*0.
Cost l'extension de la formule demon tree dans notre Memoire sur le theoreme d'Abel.
4. Remarque I. — Si tous les zeros de S sont simples, c'est-a-dire si la surface S = o ne louche pas la courbe C, il est aise d'evaluer les residus correspondants.
Soit A l'un de ces zeros; on aura, pour le residu,
Q(x'i — xt') ^,
it i
— S-/0) or
a, OS , OS , OS . OS ,
D'ailleurs on a, par la formule des fonctions homogenes,
OS OS OS OS
x — + y ~r + z — -h t— - = (^ + 2)S = o, Ox J Oy Oz Ot ^
puisque le point x, y, z, t est sur la surface S = o.
Si Ton tire de cette relation la valeur de S^ en la portant dans celle de S), il Vient
tS^^ix't-xn + ^iy't-yn + ^iz'l-zt').
D'un autre cote, lesquantites (x't — xt'), (y't — yt'), (z't — zt') sont proportionnelles aux differentielles d > d (^j , d , c'esf-a-dire
aux cosinus directeurs de la tangente a la courbe C au point y> -; ces cosinus, puisque C est a l'intersection des surfaces f — o, cp — o, sont eux-memes proportionnels aux fonctions
fx iz - f'z iy , f'z <pi — /.I- fi_ , fx- <?'y — f'r im
et Ton a des lors
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en posant
eten designant par As/Sle determinant
s.',. s; s's as/?= /;. /; %
II vient clone
ou, puisqueQ et S sont independants de «,
ox cpv Cpj
Ad Ad °*(.r, r, z, t, u0)'
la somme du second membre etant etendue aux points communs a la courbe C eta la surface S = o, et cr etant defini, en chacun de ces points,
par la relation (3), e'est-a-dire a = ■ ^y ^z — . On pent dire aussi
que a est le residu, au point considere, de la fonction
5. Remarque II. — L'integration par rapport a u de la quantite £r, qui figure dans la formule (i), est tout aussi aisee si Ton suppose que S (x, y, z, t) admette des zeros multiples. Soit, en eflet, \ un zero d'ordre h de S ; ecrivons 0 (X) sous la forme
Le residu de 0(A), correspondant au zero considere, sera de la forme
r - X 4- Kb 4t
<i> eft *
ei, nb, .^etant independants de u, puisqueQ et S le sont eux-memes, et I'integrale corresporidante, f\ rdu, sera
f _ ZJi du
dl»-1 0>
La premiere integrale est »i,log<1>; une quelconque des autres se calculera par la formnle
r dk <&,, . d>> rvH . dk ,
/ i=rt -xrdu = -rr. j — - du — -prj. log <P.
6. La formule (i) montre que la somme des integrates I sera nulle lorsque 2> sera lui-meme nul. Ce cas se presente, en particulier, si la fonction no devient infinie pour aucun des zeros de S, parce que
tous les residus r sont alors nuls.
Commo exemple, supposons que les surfaces <I> = o forment un faisceau ponctuel <I>U -h u<&) — o; <&'lt est alors egal a 4>, et la fonction 0 (a) devient
QQijx't — xt')
Elle n'aura pas d'autres infinis que les zeros de<I>0-(- m<J>(, si <!>, s'an^nule pour tous les zeros de S qui n'annulent pas Q(x't — xt'). De la resulte cette proposition que nous avons enoncee deja dans le cas des courbes planes (' ) :
Soil I une integrate abelienne , relative a une courbe gauche algebrique C. La somme des integrates I, dont les limites inferieures et superieures sont respective ment les systemes de valeurs des coordonnees qui correspondent aux points d' intersection de la courbe G avecdeux surfaces quelconques de merne degre, est nulle, si, parmi les surfaces du faisceau ponctuel determine par les surfaces secantes, il en est une, 2, qui passe par tous les points de la courbe C rendant V integrate infinie.
Si la quantite sous le signe j" devient infinie d-1 ordre h en un point de G, la surface S doit avoir au meme point avec C un contact d'ordre h — i .
On suppose que toutes les surfaces du faisceau consiilere ne passenl pas par.un de ces points, sinon ©(A )pourraitdevenir infini en ce point, comme le montre l'expression (5).
7. Si les surfaces <I> = o forment un systeme algebrique quelconque, on arrive a un resultat analogue.
(') Loc. cit., p. 338.
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So it
y, s, «i) = MfA -+- aP-'B +... + Ktt + L
Pour que 0 (A) reste fin i aux points de la courbe qui annulent S, il faut d'apres (2) que s'annule en ces points, quel que soit u, c'esta-dire que Ton ait en chacun d'eux A = B = . . . = K = o.
Cela montre qu'une seuje et meme surface du systeme <I> —.0 passe par tous ces points; cette surface est la surface L = o.
Cette condition necessaire est evidemment suffisante, et Ton peut dire que :
La somme des integrates I dont les limites inferieures et superieures sont respectivement les systemes de va/eurs des coordonnees qui correspondent aux points d intersection de la courbe C avec deux surfaces quelconques d' un systeme algebrique a un parametre est nulle, si les surfaces de ce systeme qui passenl respectivement par les points de la courbe C, rendant r integrate infinie, se reduisent a une seule et meme surface du systeme.
8. Un autre cas particulier interessant est celui ou, S n'ayant que des zeros multiples, la fonction a, quel que soit //, les memes zeros, a un ordre de multiplicite inferieur.
Supposons d'abord que Ton ait <I> = <1>0 4- ; 0(A) est encore donne par la formule (5).
Soit A0 un zero d'ordre h de S : le residu correspondant de 0 est, comme on l'a vu au n° 5, de la forme
La fonction $, s'annule pour la valeur A0 par hypo these; supposons que A0 soit pour cette fonction un zero d'ordre k. Les fonctions^,
^ > . . ., Jp— 7 ^ s'annuleront dans l'expression der; on aura ensuite:
d*_ $t _ 1 dk
d\k <D ~ $ dkk "
dk^ *, _ 1 d 1 dk
Jk^ * -®dl^®, + {k + l)d^®d¥~u
Si Ton remplace <P par <J>0 4- u<&{ , on voit que, pour A = A0, u dispa-
4'l'6 OEUVRES DE GEORGES HUMBERT.
rait dans Ics denominateurs <1>, *I>2, ... de ces expressions; pour qu'il
die 4>:
apparaisse au numerateur, dans une des derivees -tA i » c'est-a-dire
cfki> <1> + a*i> ' ^au^ 1ue P S01^ au mo'ns ^8a' a Pu'S(Iue les derivees de *J>, s'annulent pour X = X0 jusqu'a l ordre k — i inclus.
II en resulte que les derivees de^> jusqu'a l'ordre h — i inclus, seront independantes de u, pour X = Xu, si Ton a
c'est-a-dire
h<ik.
Si, au contraire, h — i — k — k, c'est-a-dire si h = ik -h i, u apparaitra au premier degre au numerateur de Jpizi ct, en general, on voit aisement, en discutant la forme des derivees successives de ^> que u n'apparaitra pas au second degre dans les numerateurs si Ton a
h<ik,
et ainsi de suite.
Le residu r sera done un polynome entier en u \ il sera de degre zero si h est inferieur ou egal a ik, de degre i si h est compris eritre ik i et 3k, de degre 2 si h est compris entre 3/f + 1 et !\k, et ainsi de suite.
Nous pouvons enoncer maintenant la proposition suivante :
Soil I une integrate abelienne relative a une courbe plane ou gauche
algebrique C, et telle que la quanlite sous le signe J n1 ait que des in finis
d1 ordre de multiplicity superieur a un . La somme des integrates I dont les limites inferieures el superieures sont respeclivement les systemcs de valeurs des coordonnees qui correspondent aux. points d' intersection de la courbe C avec deux surfaces quelconques d 'un faisceau ponctuel, $0 -h uQ<t>, — o, <I>0 -+- u<t>{ = o, s ex primer a par un polynome entier en u0 et u si la surface <!>, = o passe par tous les points de la courbe C rendanl I integral e in/inie, quel que soit d' ailleurs V ordre du contact quelle ail en ces points avec G.
Le degre du polynome entier se calculera aisement par ce qui precede.
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9. On a une proposition lout a fait analogue dans le cas on les surfaces 4> — o torment un systeme algebrique quelconque.
La somrne (les integrales I prises sur la courbe C, entre les points d'intersection de cette courbe avec deux surfaces <T> (x, y, z, t, u0) = o et^(x,y, z, t, u) — o, sera encore exprimable par un polynome entier en u0 et it, si <£,', s'annule; quel que soil //, pour les points de la courbe C qui rendont 1'integ.rale inftnie.
So it tou jours
4> = «f A -+- mP-'B +...+ K«+L;
il faudra pour cela, que les surfaces
passent toutes par les points eonsideres.
Nous n'insisterons pas davantage sur les consequences analytiques qu'on pourrait deduire de ces resultats; nous nous bornerons, au point de vue des applications geometriques, a developper le cas ou I'integrale abelienne consideree est de seconde espece, et, en particulier, celui oil elle est la derivee d'une fonction rationnelle.
II. — Application aux fonctions rationnelles et aux integrales de seconde espece.
Soit une fonction rationnelle quelconque de x, y, z, t
Q et S designant des polynomes bomogenes en x,y, z, t, de meme degre, q : cette hypothese ne restreinl pas la generality, car nous supposerons toujours qu'on a mis en faeteur, au numerateur ou au denominateur, une puissance de t convenable, de maniere a realiser la condition indiquee.
La formule fondamentale (i) permetde calculer la sommedes valeurs que prend la fonction U, aux points communs a la courbe gauche C et aux surfaces <I> (x, y, z, t, u) = o; il suffit en effet d'appliquer cette formule a I'integrale
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en supposant toujours les coordonnees des points de C exprimees en fonction thetafuchsienne de X.
On a ainsi
lU = Ifrdu, r designant le residu do la fonction
par rapport a un quelconque des infinis de0(X)qui ne sont pas des zeros de <E>, c'est-a-dire par rapport a un zero de S.
Soit X0 un de ces zeros, suppose simple. On a, dans le voisinage de la valeur A0,
U = , r + Hi, + C (I- l0) ■+-. .
dl (I — A0)2^'
et, par suite, il vient, pour le residu rt\e 0(X),
r~ -dl OT
On a done
et la formule qui donne 2 U devient
la somme du second membre etant etendne aux points communs a la courbe G et a la surface S — o.
II est aise de transformer cette formule.
On a. en effet, puisque 4> est le residu de U = jr> pour X === A0,
et. par suite,
AJW _ Q *x «1> ~ 4> s / '
Or
OS . dS . OS . OS .
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et, puisque le point x, y, z, l est sur la surface S = o,
dS <?S dS dS
d'ou
De me me
o = — x -\ — - ■ y 4- — z +- — t, Ox dy J dz dt
dy
dx dy J dz dt
dy
et, si p est le degre de <I>,
0<\> d*\> d<t> d(I> 1 dx dy J dz dt
d'ou, en eliminant ^ entre les deux derniercs relations,
t^=^(x't-xt')^{y't-yt') + ^-z{Z't-zt')+pt'^.
II vient ainsi
-j- (x' dx
t — Xt') + . . . -+- ~ (z' dz
I — zt')
dS
— (x't — xt') +. . .
dx
La quantite ^-t' est independante de u; prise entre u0 et u, elle donne
done un resultat nul, et il reste
— (x't — xt') + ...
dx
dS
dx
(x't-xt')-i-..
Remplacant xt — xt', . . . par les valeurs proportionnelles, introduites deja plus haut, f'yy'z — f'.y'y, et designant par As/S le determinant
s; sv s:
V<p= tt /; &
on arrive a la formule exprimee par le thcoreme suivant :
Soit § j' Y~t~^ une fonction rationnelle de degre zero en x, y, z, t \ la
somme des valeurs que prend celie function aux points comnwns a une courbe gauche C, el a une surface algebrique <I> — o, est donnee par la for mule
> k- = — 7 t -r-^ + const.,
/« constants etant independante des coefficients de la surfaced = o, el la somme du second membre etant etendue aux points communsa la courbe C a la surface S = o.
O/i suppose toutefois que cette courbe et celte surface ne sonl langentes en aueun de fears points cornmuns.
Cette formule met en evidence la maniere dont les coefficients de la surface variable, $ == o, entrent dans la somme cherchee; sans y insister davantage, nous tirerons de ce qui precede I'extension aux surfaces de proprietes simples indiquees par nous dans le cas des courbes planes.
Nous avons trouve, pour un residu /■ de La fonction
v ' dl <t
correspondant a un zero X0 de S, suppose sim[)le, la relation
d). <I> da <1>
II resultede la que /-sera nul si ^ est independent de //, pourX = ),,. Or soil
tf> = u? A -+- aP 1 B + . . . -t- L, A, B, — L etant des polynomes en oc,y, z, t. On a <b{ = «P k{ + u9-i B{ + .- . . ■+- L.
Pour que ^ ne depende pas de «, il faut et il suffit qu'on ait, P°urX = X0, '
Ces relations peuvcnt s'interpreter geomelriquement d'une maniere
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simple; elles signifient que tonics les surfaces du systeme
qui passent par le point d'argument X0 sur la courbe C, sont tangentes a cette courbe en ce point.
Si done cette condition est verifiee pour tous les points coinmunsaC et a la surface S = o, les residus r seront nuls, et par suite la fonction 2U sera constante.
En d'autres termes, si Ton suppose que la surface S = o ne louche
en aucun point la courbe C, la somme ^endue aux points eom-
muns a cette courbe et a chacune des surfaces du systeme
4> (jc, y, z, t, u ) — o,
sera independante du parametre w, si toutes les surfaces du systeme qui passent par les points communs a la surface S — o et a la courbe C touchent cette courbe en ces points.
Cette proposition peut s'etendre aisement au cas ou la surface S = o a, en un ou plusieurs points, 1111 contact d'un ordre quelconque avec la courbe C,
Supposons en effet que la surface S = o ait avec la courbe C, en un point d'argument X0, un contact d'ordre A — i, et admettons, pour plus de generalite, que la surface Q == o passe aussi par ce point et qu'elle y ait, avec la courbe, un contact d'ordre k — i.
On aura, dans le voisinage de la valeur A0 du parametre X,
n__ Q _ X Hi.
Le residu r de la function
pour la valeur X0, sera
ce qu'on peut ecrire
Cette valeur sera nulle si la quantitc ~ et ses derivees par rapport
a X, jusqu'a l'ordre h — k — i, sont independantes de u, pourX = X0. Or on a
d_ <i>/ _ <i»; <!»• - To. ~<p ~ <i>~ o^'
et, si Ton suppose que ^ est independant de u, il faut et il suffit, pour
que le premier membre le soit egalement, que ^ ne depende pas de //.
On voit de meme que, pour ~ soit independant de u, il faut et il
suffit, les conditions precedentes etant supposees remplies, que ~ ne depende pas de u; et ainsi fie suite.
En resume, r sera nul si les quan tiles
sont independantes de u quand on y fait A = X0. Soit tou jours pose
<b = wPA + aP-'B + . . . + L,
on a
La condition necessaire et suffisante pour que ^» •• • soient independants de u est que les equations en u, de degre p,
aient les memes racines, quand on y fait X = X0.
Soit //„ une racine de Pequation $ = 0; dire qu'elle annule aussi — o, c'est dire que la surface <I> (x, y,z,t, u0), qui passe par le point d'argument X0 sur la courbe C, touche cette courbe en ce point; si u0 annule aussi , c'est que la surface $ (x,y, z, t, u0) a, au meme point, un contact du second ordre avec la courbe, et ainsi de suite.
11 en resulte que la surface O (x, y, z, t, u0) a, au point X0, un contact d'ordre h — k avec la courbe C, et, par suite, la fonction
— — - — — ^-7—- t s annule en ce point, en desitmant par u. une
\tP S (a?,/, z, l) r sir
fonction lineaire quelconque de x, y, z, l, ne s'annulant pas au point
considerr, et introduce pour 1'homogeneite.
Ainsi la somme Vendue aux points eommuns a la courbe C et
a chacune des surfaces du systeme $(x, y, z,t, u) = o, sera indepen-
dante de u si, enchaque pointde la courbe C rendant la fonction ^ infi-
nie, les surfaces du systeme passant par ce point
7> z, t, «0) = o, $ (as, y, z, t, «,) = o, sont telles que les fonctions — (^j ■ M'o) Q > y, », 0? . . . s'annulent
au point considere. -
Nous pouvons done enoncer le theoreme suivant, qui est une generalisation de celui que nous avons demontre dans le cas des courbes planes.
La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle, ^ '
homogene et de degre zero, aux ptnnti eommuns a une courbe gauche algebrique C et a chacune des surfaces d1 un systeme algebrique de degre p, y, z, t, u) = o, dont V equation renferme un parametre variable u, reste constante, si les surfaces de ce systeme, $ (x, y, z, t, uf) = o, qui
passent respeclivement par les points de la courbe C rendant la fonction ^ in/inie, sont telles qu en chacun de ces points les fonctions
1>(.r, y, z, t, n j) Q(x,y,z, t) Fp S (a?,/, s, t)
s"1 annulent, u. etant une fonction lineaire quelconque de x, y, 2, t ne s1 annulant en aucun des points considered.
Geometriquement, cela revient a dire que les surfaces
<b(xry,z, t, 11,) = 0
ont, en chacun des points considered, avec la courbe C, un contact d'ordre superieur au contact de cette courbe avec la surface S — o, et me nie, dans le cas ou la surface 0 = 0 passe par le point, il suffit que le contact de
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la courbe C et des surfaces <t> — o soit d'ordre superieur a la difference entre les ordres des contacts do la courbe avec les surfacesS = o et Q = o.
12. Ce theoreme s'etend immediatement aux integrates abetiennes de seconde espece, puisque toute la demonst ration repose sur ce fait que,
dans le developpement de la fonction ^ au voisinage d'un de ses
infinis,X0, il n'existe pas de terme en * — — y-; on pent done enoncer la proposition suivante :
Soit 1 une integrale abelienne de seconde espece apparlenant a une courbe gauche C. La somme des integrates I, dont ieslimites inferieures et superieures sont respectivement les syslemes de valeurs des coordonne'es, x, y, z, t, qui correspondent aux points d" intersection de la courbe C avec deux surfaces quelconques du systeme <I> (x, y, z, t, u) — o, est nulfe, si les surfaces de ce systeme $ (x, y, z, t, uf) — o, qui passent respectivement par les points de la courbe C rendanl l integrale I in/inie, sont te/les
quen chacun de ces points les fonctions — -— ' —p — I s'annulent.
On peut dire aussi qu'en ces points les fonctions
<[> {x. y, z, t, in) dl
doivent rester finies.
13. On peut etendre le theoreme du n° 11 au cas oil la courbe C est variable dans I'espace, et enoncer a cet egard la proposition suivante, qui se deduit sans difficulte de ce qui precede :
La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle
homogene et de degre zero, aux points communs a trois surfaces algcbriques,
/(•*•» y-> z> h «) = 0, ®(.v,y,z,t,i') = o, ty(x, y, z, I, = o,
est independanle des pnrametres a, v, w, dans le cas suivant :
Soient /', , f2, . . . ; <pn <p2, . . . ; . les surfaces de chacun des
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trois systemes qui passent par un meme point, A, situe sur la surface S = o : il faudra d'abord qu elles admettenl en A unc meme langente commune T.
Soient de plus (fir <py), (f, '\>k), (cpy, les courbes communes a deux de ces surfaces, de systeme different; il faudra que les courbes de ces trois series aient entre elles, au point A, un contact d'un ordre supcrieur au contact de I'une quelconque d 'entre elles, en ce meme point, avec la surface S = o.
Dans le cas oil la surface S = o est une surface simple, c'est-a-dire si S n'est pas la puissance d'un polynome S, la seconde condition est remplie d'elle-meme si la premiere est verifiee, pourvu toutel'ois que la tangenteT ne touche pas S. Si T touche S au point A, il faudra que les courbes (/, <p), (/, ^), (<?,^) soient osculatrices entre elles en ce point, etc.
Le theoreme s'applique en particulier si l'equation f — o ne renferme pas de parametre variable : il peut alors s'enoncer un peu plus simplement.
La somme des valeurs que prend la fonction ~ aux points communs a une surface fixe f = o, et a deux surfaces mobiles
est independanle des parametres v el w, si, toutes les fois quun de ces points r>ient a coincider avec un point A, situe sur la surface S = o, les surfaces des systemes mobiles ©2, . .., '|/n '\>2, passant par A, sont telles que les courbes (<py, <^k) aient en ce point avec la surface f = o un contact d? ordre supcrieur au contact de I'une quelconque d ] entre elles avec la surface S = o.
14. Le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle homogene et de degre zero, ^> aux points communs a la courbe C et a chacune des surfaces du systeme <&(x, y, z, t, u) = o, donne egalement lieu a quelques remarques interessanles.
Soit Q ce produit, pour la surface correspondant a la valeurwdu parametre. Pour l'evaluer, nous considerons, en posant toujours U = -2, l'integrale
_ rd\2 rdU i I=ZJ TT=J divdl-
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Les infinis de la fonction ^ sont tous simples, ce sont les zeros de
S et les zeros de Q. Nous pouvons done appliquer a I la formule du n° 14, <>l nous aurons, les integrales I etant prises entre les points co'mmunsa
C et aux surfaces,
2I = 2g log *3^">
la somme du second membre s'etendant aux points communs a la courbe C et aux surfaces Q = o, S = o, et a etant en chacun de ces points le residu de la fonction
Soit \a l'argument d'un point commun a C et a la surface Q = o. On a, au voisinage de cette valeur,
U = § = X ( I — \Y+ lfi> ( I - X0)A-' -+-.... = a A-(X-X0 )*-' + ..., et, par suite, le residu correspondant de ©(X)sera
Si, de meme, X, est l'argument d'un point commun a C et a la surface S = o, et si Ton a, au voisinage de cette valeur,
on trouvera, pour residu correspondant,
crl — — h.
II vient ainsi
vt v rd[] v/i ...,«) v /, i
Dans le second membre, la premiere somme est etendue aux points communs a la courbe C et a la surface Q = o; dans la deuxieme, aux points communs a C et a la surface S = o.
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Si Ton passe des logarithmes aux fonctions, on arrive a la formule suivante :
„S -I.JL.S ll(>d>(.r, v, z, t, M0) 11
«t> (x, y. g, /, f/n) Q<l>(.r, v, z, t, u0) lls «I» (.r, }', s, /f, a)
Les produits jj s'etendent aux points communs ii C el a la surface Q = o; les produits J aux points communs a C et a S — o. On peut ecrire plus simplement
(b) 11„S -Aris<D(,r)7, s,i, «)'
A etant une constante independante de «.
15. II est aise de trouver la condition necessaire pour que le second membre soit lui-meme independant de u.
Le numerateur VLQ$> (x,y,z,l, u) est un polynome en u, dont les racines sont celles des equations
*(>»n JTn =n 'i» ") = o, <t»(.r2, k)'=°i
a?,, . . ., ^ ; x., . . ., t2 ; . . . etant les coordonnees des points communs a la surface Q = o et a la courbe C. Ces racines sont done les valeurs de u qui correspondent aux surfaces du systerne <$>(x, y, z, t, u), passant par les points en question.
De meme, les racines du denominaleur Tl^^(x, y, s, t, u) sont les valeurs de u qui correspondent aux surfaces du systerne passant par les points communs a la surface S = o et a la courbe C.
Pourque le second membre de la relation (6) soit independant de u, il faut et il suffit done que les deux series precedentes de valeurs de u soient identiques.
Done :
Le produit des valeurs que prend une fonclion rationnelle,^ (x,-y , z, t),
homogene et de degre zero, aux points communs a une courbe gauche algebrique, C,et a chacune des surfaces du systerne <$> (x,y, z, t, </) = o, est independant du paramctre u, si les surfaces de ce systerne qui passent par chacun des points communs a la courbe C et a laswface Q — o sont
les memes que celles qui passent par chacun des points communs a. la courbe et a la surface S = o .
En particulier, le produit reslera constant si toutes les surfaces du systcme qui passent par un quelconque des points communs a la courbe C et a I' ensemble des deux surfaces Q = o, S = o passent en meme temps par tons les aulres.
Cette proposition subsiste sans modification, quels que soient les contacts de la courbe C avec les surfaces Q = o, S = o.
III. — Extension d'une formule de Jacobi
16. Pour l'npplication du theoreme d'Abel aux integrales multiples, nous nous appuierons sur une formule qu'on pout considcrer comme l'extension d'une formule celebre, donnee autrefois par Jacobi, etqui joue en Analyse un role important. Elle se deduit de considerations analogues a celles dont nous venons de faire usage.
La formule de Jacobi est la suivante.
Si /(X, Y) = o et cp (X, Y) = o sont les equations de deux courbcs planes algebriques, de degres respectifs m et n, et si Q (X, Y) est un polynome en X, Y, de degre egal ou inferieur a m + n — 3, on a identiquement
la somme etant etendue a tous les points (X, Y) communs aux deux courbes / = o, <p = o. Jacobi a meme donne un moyen de calculer cette somme, dans le cas oil le degre du polynome Q est egal a m h- n — i.
[/importance de la formule de Jacobi est mise en evidence par ce fait qu'on peut, en la prenant comme point de depart, etablir le theoreme d'Abel pour les integrales de premiere et de troisieme espece : e'est la marche qu'ont suivie MM. Clebseh et Gordan.
Cette formule s'etend sans difficulte au cas d'un plus grand nombre de variables et de fonctions : Jacobi l'avait observe lui-meme; apres lui, Liouville et Glebsch ont donne des demontrations de la formule ainsi generalisee, qui, dans le cas des surfaces, pent s'enoncer comme il suit :
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Si /(X, Y, Z) = o, <p(X, Y, Z) = o, i|>(X, Y, Z) = o sont les equations de trois surfaces algebriques tie degres respectifs m, n et />; si Ton designe par A le determinant
<pk cp'Y cp'z H A fi
et si Q(X, Y, Z) est un polynome en X, Y, Z, de degre inferieur au degre de A, c'est-a-dire k m -\- n + p — 3, on a identiquement
VQ(X, Y,Z)_ ^A(X, Y,Z)
la somme etant etendue aux points (X, Y, Z) commmuns aux trois surfaces /= o, 9 = o, 'I = o.
17. Que devient cette fornmle dans le cas ou Ie degre de Q est superieur ou egal a celui de A? C'est ce que nous allons rechercher, en examinant meme le cas ou Q est non plus un polynome, mais unc fonction rationnelle quelconque ; nous arriverons ainsi a une expression relativement simple, qui servira de base a nos recherches ulterieures sur Ie theoreme d'Abel.
Designons toujours par C la courbe gauche, intersection complete ou partielle, des deux surfaces /(X, Y, Z) = o, <p(X, Y, Z) — o, de degres respectifs m et n.
Soient Q(X, Y, Z) un polynome de degre q en X, Y, Z; '^(X, Y, Z) un autre polynome de degre p : designons toujours para;', y', z', t' les derivees des coordonnees xry, z, t d'un point de la courbe C par rapport au parametre fuchsien ~k, et considerons I'integrale
J <KX, Y,Z)[/^'Z_/^'V]
X, Y, Z etant lies par les relations /= o, 9=0; ou, plus exactement, X, Y, Z etant les coordonnees d'un point de la courbe C. Si nous ren-
dons cette integrate homogene par la substitution de ~, -> - a X, Y, Z
et si nous remplacoos x, y, 2, t par leurs valeurs en fonction theta-
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fuchsienne tie A, I'integrale devient
, C Q {x, y, z, i) x't — xi'
-J ^{x,y, s, t)[/;.9'z- f[9'y] F dL
Dans cette expression, k est un entier defini par la relation
Designons par 0(X) la fonction tie A soumise au signe J , ~ . < . _ Q x' I — xt'
Nous savons (n° 3) que la somme des residus de cette fonction, dans 1'interieur du polygone fondamental, est egale a zero. Les infinis de la fonction 0(A) sont de trois sortes :
i° Ceux qui correspondent a un zero de '\>(x, y, z, t), c'est-a-dire les arguments, X, des points communs a la courbe C et a la surface ']i(x, y, z, i) = o;
2° Ceux qui correspondent a un zero de la fonction/' y'z — f'ztfy\ 3° Ceux qui correspondent a un zero de tk, dans le cas ou le nombre k est au moins egal a i , c'est-a-dire si Ton a g = m -+- n -+- p — 3.
Soit d'abord \ l'argument d'un point de la courbe C situe sur la surface ']>(x, y, z, i) = o.
Si nous admettons que cette surface ne touche C en aucun point, X est un zero simple de <\>(.r,y, z, t) et le residu r est donne par la formule
_ Q (x, y, z, t) x' t — xL' i
et, d'apres un calcul deja fait plusieurs fois,
f'yiz — fziy yr{x't — xt')+yy(y't—yt')+yz(z'l — zt')
Remplacant x't — xt', y't — yt', z't — zt' par les quantites proportionnelles (n" 4)
on trouvc
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A etant le determinant defini au n" 16, ct X, Y, Z etant les coordonnees d'un des points communs a la courbe C et a la surface 'j/(X, Y, Z) — o. La somme des residus de la fonction 0(A), correspondant aux zeros
de 'js est done precisement egale a la somme chcrchee,^ -J> t'tendue
aux points communs a la courbe C et a la surface = o. Soit maintenant un zero, X, de f'yo'~ — /',?', ■ On a en chaque point de la courbe C (n° 4)
x't — xt' y't — yt' z't — tz'
fy^-f- ?v ~fW.r~ f'r 9'- ~ f- <?'■ - f'r ?'■>■ '
Si le zero, X, de/', .cpl — f'.o'r n'annule pas x t — xt', e'est-a-dire si le point correspondant de la courbe C n'est pas le point de contact d'une tangente parallele au plan des YZ, il annulera necessairement les fonctions f'sy'x — f'x% et f'xy\ . — /',.©',.. Deux cas sont done a distinguer :
i° Le zero, X, de 'f'ytf- — f'sy'y annule x't — xt'; la relation
montre que 0 reste fin i pour cette valeur, et par suite le residu correspondant est nul.
2° Le zero considere annule/', fWr; fy'x -f'xo'z ;/'xfy -fyix\ les deux surfaces f — o, <p = o sont alors tangentes au point correspondant de la courbe C, ou, plus plus exactement, leur intersection presente en ce point un point singulier. Ce cas va lui-meme se subdiviser en deux autres, selon que le point singulier de l'intersection sera ou non un point singulier de la courbe C; ce sera necessairement un point singulier de C, si C constitue l'intersection complete des deux surfaces, ce que nous allons supposer.
18. Admettons, dans cette hypothese, qu'il s'agisse d'un point double, A, de la courbe C, de coordonnees a, b, c, auquel correspondent les deux valeurs fx et [x, du parametre X.
Posons, pour simplifier,
Le residu de la fonction 0(X), correspondant a l'infini simple fx,
sera
^(a, b, c) RW-hR'bb'+Kc''
a', b', c' etant les derivees de X, Y, Z par rapport a A, pour la valeur X = [/. : ces derivees sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la tangcnte menee, au point A, a la branche de la courbe C qui correspond a la valeur tx du parametre.
On a de meme, pour le residu correspondant a A =
~ <\,(a, b, c) KX-t-R',,^ 4-HI.c', '
ou
^ * ^ (a, b, c) \K„a'+ Wbb'+Kc' RX + R'X + R'cc', ) '
Je dis que la quantite entre crochets dans le second membre est egale a zero.
Soit, en effet, P(X, Y, Z) un polynome de degre w + en X, Y, Z. On voit, comme plus haut, que 1'integrale, appartenant a la courbe C,
fP(X, Y, Z)
J fw-i-n^
prise le long du polygone fondamental est nulle. Cette integrate peut s'ecrire
J /;■?':- fay } '
et, t n'etant pas en facteur au denominateur a cause du degre de P, la quantite sous le signe / n'a pas d'autres infinis que les valeurs de ~k qui correspondent aux points singuliers de la courbe C. La somme des residus relatifs a ces valeurs est done nulle. Or, on peut choisir pour P le premier membre de l'equation d'une surface de degre m -+- n — 4, presentant en tous les points singuliers de la courbe C, le point A excepte, le caractere d'une surface adjointe ('); les seuls
infinis de la fonction , _ , sont alors les quantites fx et [/., ; la
J z J z tyy
(') Poir, pour la demonstration de l'existence d'un tel polynome P le Memoire de M. Nother sur les courbes gauches (Journal de Crelle, t. 93).
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somme des residus correspondants etant nulle, on a, comme plus haut,
o= rb+fb = P(«, h c) (R, a,+ R?^,+ K c, + n>, + R/6, - R,c, et, par suite, on a bien aussi, puisque P(a, 6, c) n'est pas nul,
II n'y aurait d'exception que si, dans l'expression de r^-h r^,, on ne
pouvait pas mellre en facteur ^~L^~^, c'est-a-dire si '\>(a, b, c) etait
nul, ce qui, geomelriquement, sign ifierai t que la surface ^ = o passe par le point singulier. Ecartons ce cas particulier; nous voyons que, si la courbe C est l'interseclion complete des deux surfaces f = 0,0 = o, il n'y a pas, dans revaluation des residus de ©(A), a tenir compte des zeros de/;Gp'r-/;.'f;.
Si C ne forme pas l'interseclion complete des deux surfaces f=o, 0 — 0, nous nous bornerons a faire observer qu'on n'a pas a tenir compte de ces zeros s'ils annulent en memc temps Q(x,y, z, t) parce qu'alors 0(A) reste fini pour les valeurs correspondantes.
19. Revenant au cas oil C est l'interseclion complete des deux surfaces f— o, 9=0, il resulte de tout ce qui precede que la somme a
evaluer, V ou, en coordonnees homoffenes, "V -Mn > etendue a tous
les points communs aux trois surfaces f = o, <p = o, '\ — o, est egale et de signe conlraire a la somme des residus, corrcspondant aux zeros de t, de la fonction
Q(.r, y. z, t) x'l — xl'
oil Ton suppose les coordonnees de la courbe /== n, 0 = 0 exprimees en fonction thetafuchsienne d'un parametre A.
Rappelons que m, n, p, q sont les degres en X, Y, Z de f, <p, '|, Q et qu'on a
Pour arriver a ce resultat nous avons du faire plusieurs hypotheses, dont il est aise de nous dcbarrasser.
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Nous avons admis que la surface <J< = o ne touchait pas la courbe C et ne passait par aucnn des points singuliers de cette courbe.
S'il en est autrement, designons par x, y, z, t les coordonnees d'un point de contact de } = o et de C, ou celles d'un point double de C par lequel passerait la surface •]/ = o. 11 est clair qu'en ce point le determinant A s'annule; de plus, deux des points communs aux trois Surfaces f — o, <p = o, '\ = o etant confondus avec le point x, y, z, t, deux
des termes de la somme ^ deviennent infinis, et cette somme est
indeterminee.
Mais, si nous supposons que la surface | = o deperide d'un parametre variable, le theoreme precedent s'appliquera lorsque cette surface, par exemple, sera sur le point de toucher la courbe C, et il restera
vraie a la limite, lorsqu'elle touchera cette courbe; la somme ^
dont deux termes tendent vers rinfini, aura ainsi une limite bien determines. II en sera de meme si la surface = o vient a passer, en variant d'une maniere continue, par un point multiple de C.
II faut seulement que la surface mobile, — o, ne passe pas constamment par un point multiple de C, et ne touche pas constamment cette courbe en un meme point.
Remarquons enfin qu'il n'est pas necessaire, pour qu'on puisse appliquer la formule precedente, que les surfaces f== o, 9 — o sc coupent suivant une courbe indecomposable : si ces surfaces se coupaient en effet sui vant plusieurs courbes distinctos, on pourrait modifier infiniment peu leurs coefficients de facon a roster dans l'hypothesc d'une intersection indecomposable, et le theoreme serait applicable. II restera done a la limite, puisqu'il conduit a une formule parfaitement determinee; seulement il faudra former autant de functions 0(X) qu'il y a de courbes distinctes dans l'intersection des deux surfaces, et fairc la somme des residus de toutes ces fonctions pour tous les zeros de l.
20. On peut, dans certains cas, transformer ce resultat, pour le presenter sous une forme plus simple.
Soit \u un zero de t, e'est-a-dire l'argument d'un point a rinfini sur la courbe/— o, cp = o. Le resultat correspondant de 0(A) est egal, au
facteur — . pres, a la valeur de l'integrale j'(d{\)<fk le long d'un petit
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contour entourant le point X0. Effectuons un changement de variable, en prenant pour nouvelle variable, a la place de X, la quantite -, et
posons
Soient o, yj0, '(0 les valeurs de G, y), Z, pour X = X0; 1'integrale precedente peut s'ecrire
c'est-a-dire
ou, en simplifiant et remarquant que £ = </ — (m -+- n -+-/>) -h 4>
Si X„ est un zero simple de pendant que la variable X decrit un contour autour du point X)p, la variable 9 decrira une fois un contour autour du point 0 = o, et, par suite, le residu que nous cherchons sera
egal au produit de — -, par la valeur de 1'integrale du second membre le
long d'un petit contour entourant le point 0 = 0, les fonctions yj et 'C etant definies par les equations
/(i, *),?, 0)-o, cp(i,t,, C, 6) = o,
et ayant les valeurs initiales y]<> et '(„ pour G = o. On peut done dire que le residu cherche est le residu de la fonction de Q
f — I) rffl
oil Ton a fait 6 = o.
Nous sommes ainsi arrive a la formule suivante :
Soient trois surfaces algebriques,
rfe degre's respectifs m, n, p; soit de plus Q(jc, y, z, t) un polynome homogene dont le degre q est superieur ou egal a
m H- n -f - p — 3, et soit pose
Designons par A /<? determinant
fx fy fz V* ?v I* ^ ^
L« valeur de la somme^? Jjt > etendue a tous les points communs aux trois surfaces f = o, qp = o, '|> = o, e.yZ donnee par la formule
~~ i. 2... (A — i)2dddA-1
Z)<m$ second membre, la sommc selend a tous les points a Vinfmi de
/a courbe f—o, cp = o ; Y], 0 designent —■> ^» -; Y] eZ '( kwZ considerces comme des fonctions de 0 definies par les equations
/(i, Yi, 9) = o, <p(t,U, £, 0) = o,
ez, <Z*a«* /a derivee d'o/'dre k — i calcule'e d'apres ces bases, on fail /inalement 6 = o.
On suppose toutefois que la courbe f = o, <p = o ne touche pas le plan de l'infini.
21. Remarque I. — Dans cet enonce, nous n'avons pas laisse subsister la restriction faite plus haut que la courbe commune aux surfaces f = o,
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<p = o est indecomposable : si en effet les deux surfaces se coupent suivant plusieurs courbes distinctes, modifions infiniment peu leurs coefficients de maniere qu'elles se renconlrent suivant une courbe indecomposable; le theorcme est alors applicable, et il est clair qu'il reste vrai a la limite, puisque la formule continue a se presenter sous une forme bien determinee. Seulement il importe d'observer que la
somme ^ ^ ^ ainsi calculee s'etend a tons les points communs aux
surfaces f = o, cp = o, ^ = o, et qu'elle ne serait pas vraie si on l'appliquait seulement aux points communs a la surface ^ = o et a une partie de 1'intersection des surfaces f= o, cp = o.
22. Remarque II. — La formule se presente sous une forme non symetrique par rapport aux fonctions f, cp et '| : il est clair qu'elle peut prendre deux autres formes, par la permutation entre elles de ces fonctions. Dans chaque cas particulier, on choisira ainsi la forme la plus commode pour le developpement de la derivee d'ordre k — i.
Remarque III. — Si le degre de Q est inferieur ou egal a
k est negatif ou nul, et l ne figure plus en denominateur dans 0(A) : il n'y a done pas de residus correspondant aux zeros de t, et la somme
^ — etendue aux points d'intersection des trois surfaces /= o,
cp = o, ^ = o, est uulle. C'est le theoreme de Jacobi, Liouville et Clebsch.
24. Remarque IV. — Si Q est de meme degre que A, e'est-a-dire de degre m -\- n p — 3, on aura k = i , et la formule devient
Q _y QO,-i,C.o) A ^ + (i,tj,C,o)[/,'^-/c<Pi]
ou, si Ton veut,
^(^,7, Z, 0[/YV;-/i<P.v]
la somme du second membre etant etendue aux points a Tinfini de la courbe / = o, cp = o.
Cette somme ne depend que des termes des degres le plus eleves en
x, y, z dans les polynomes /, cp, '\> et Q, c'est-a-dire des courbes a I'infini sur les surfaces /= o, cp = o, = o, Q = o; elle ne change done pas si Ton remplace ces surfaces par des surfaces qui leur soient respectivement asymptotiques.
25. Remarque V. — On voitde meme, en general, que la somme^^FT^' etendue aux points d'intersection des trois surfaces / = o, cp = o, <\> — o, ne change pas si Ton remplace /, cp, '\ et Q respectivement par / 4- ; cp-f-*Acp(; "\ 4- ' Q+^Qi? f%> ?m 'j'l' Qi etant des polynomes quelconques de degres respectifs m — k, n — k, p — q — k\ car, dans la derivee d'ordre k — 1 qui figure dans le second membre de (8), f\> ®i> Qi et leurs derivees n'apparaitront que multiplies par des puissances de 6, et par suite ne subsisteront plus dans l'equation quand on y fera 0 = o.
Remarque VI. — La forme de la fonction 0(A
Q x't — xt'
montre que les residus par rapport aux zeros de ih seront tous nuls, non seulement si Q est divisible par tk, ce qui est le cas de la
Remarque 111, mais encore si ^ reste fini pour les points de la
courbe f —o, cp — o, situes dans le plan de I'infini, t == o. Done :
La somme ^ -r^f? V-> ■*■> l>> etendue aux points a" intersection des
trois surfaces f = o, cp = o, <J» = 0, est nulle si la fonction ^^^l '^-/- ^ reste finie pour les points a Vinfini de la courbe commune a deux de ces surfaces, en designant par une fonction lineaire quelconque de x, y, z, t, introduite pour 1'homogeneite, et ne s'annulaut en aucun de ces points.
27. La formule du n° 19 est susceptible d'une extension importante, a laquelle on arrive par 1'application des principes employes plus haul.
Si Ton part en effet de ['integrate, appartenant toujours a la courbe f = <>, cp = 0,
Q (X, Y, Z) dX
+ (X, Y,Z)[/vcp,-/^;.] K«TP.
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Q etant un polynome de degre q;R., T, ... des polynomes de degres r, s, ... en X, Y, Z, on voit qu'en la rendant homogenc ct en substituant a x, y, ~-, i leurs valours on fonetion thetafuchsienne de X, ellc prend la forme
0 x ' t — xt' cfk
etant pose
Le facteur I ne figurera pas au denominateur si Ton a k<o, c'esta-dire si
Cela pose, on voit, oomme plus haut, que la somme des residus, dans le polygone f'ondamental, de la fonetion
est nulle, et qu'il n'y a pas lieu de tenir compte de ceux qui proviennent des zeros de/^.cp'. — f. cc/., pourvu toutefois qu'aucune des surfaces 'I> = o ; K = o; T = o; t = o ne passe par un point singulier de la
courbe = o, © = o.
Le residu de ©(X) pour un zero de ty, correspondant a un point x, y, z, t de la courbc f = <>, cp — o, est, d'apres le calcul du n° 17, egal a
ARaTP. .."
On a done la relation
2 ARgTP.-. . +2 P" +Ep'l+-,, = °'-
la premiere somme s'etendant aux points communs aux surfaces f=o, cp = o, -j/ = o; SpR, SpT, ... designant les sommes des residus de la fonetion 0(X) par rapport aux zeros de R, T, . . ., tu .
Si Ton suppose a = (3 = ..'.= i, et si £ est nul ou negatif, la formule devient
f^ RS . . . ^ A/?R (j/f . . . a/?t vj; R
Af9ty designant toujours le determinant dont les lignes sont les derivees partielles de /, cp, par rapport a x,y, z. La premiere somme s'etond
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aux points communs aux surfaces f = o, cp = o, = o ; la seconde aux points communs a f = o, o — o, R = o, et ainsi de suite.
Remarque I. — La formula (10) montre que la somme V
'^ARaTP . . .
est nnlle si n'a pas d'autres infinis que les zeros de ^ et ceux de
f'Ty's — /"- 9, , c'est-a-dire si la surface Q = o a un contact d'ordre a — i avec la courbe / = o, <p = o, en tout point de cette courbe situe sur R = o; un contact d'ordre [S — i en tout point situe sur T = o, un contact d'ordre k — i en tout point situe sur / — o, [/<> i].
D'une maniere plus precise, on peut dire que la somme^ ^Rg^ —
etendue aux points communs aux surfaces j — o, <p — o, ^ = o est
nulle, si la fonction „ ,, ^ — ; — r reste time pour tous les points de la Ra IP... tk\>Jl r r
courbe /= o, 9 = 0 situes sur les surfaces R = o, T == o, .... / = o,
fx etant une fonction lineaire de x,y, s, t, introduite a une puissance
convenable pour l'homogeneite, et ne s'annulant en aucun de ces points.
29. Remarque 11. — Si, dans ce qui precede, on remplace le polynorae Q par un polynome de meme degre, Q,, de la forme
Q,==Q + A/4- Bf + Cip,
A, B, C etant des polynomes entiers, la somme ^ ^p^p — > etendue.
aux points d'intersection des surfaces f = o, y = o, '\i = o, sera egale a la somme analogue, oil Q, est remplace par Q.
Elle aura encore pour valeur la somme, changee de signe, des residus par rapport aux zeros de R, S, . . ., I de la fonction
Q+A/ + Bcp + C4 x't-xt'
Elle sera nulle si la fonction ^ B<! +. ^ reste finie pour tons
ft« TP . . . tk ph r
les points de la courbe /= o, <p == o, et en particulier si
Q + A/-+- Bcp.+ C^
est divisible par RaTp. . ,tk.
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IV. — Application aux integrates multiples du theoreme d'Abel.
30. Soit /(X, Y, Z) — o l'equation d'une surface algebrique de degre m ; considerons 1'integrale double, appartenant a cette surface,
,ff Q(X, Y, Z) ^/X d\ •'-./ J S(X, Y,Z) /z
Soient maintenant deux systemes de surfaces algebriques : <5 (X, Y, Z, u) = o, <F(X,Y,Z, i>) = o,
dont les equations, de degres et /; en X, Y, Z, renferment respectivement deux parametres, u el v.
Deux surfaces voisincs du premier systeme et deux surfaces voisines du second decoupent sur la surface fixe, /(X, Y, Z) = o, des quadrilateres curvilignes infiniment petits, dont le nombre est egal a celui des points de rencontre des surfaces f—o, $ = o, — o, e'est-a-dire a mnp.
Si Ton fait varier la deuxieme surface du systeme u, en laissant la premiere fixe, et si Ton fait de meme varier la deuxieme surface du systeme v, les quadrilateres decoupes prendront des dimensions finies : le probleme que nous nous proposons est d'evaluer la somme algebrique des valeurs de 1'integrale J, prise dans tous les quadrilateres ainsi determines.
Soient
$(X,Y,Z, u) = o, $(X,Y,Z, u + du) = o, W(X, Y, Z, (0 = o, V (X, Y, Z, v -hdv ) =o
les equations de deux surfaces voisines du systeme // et de deux surfaces voisines du systeme v. Transformons 1'integrale J en prenant pour variables u et v a la place de X, Y.
II faut, pour cela, remplacer dXdY par mod H > H designant le jaco-
bien de u et v, consideres comme fonctions de X et Y. Or on a les relations
44=* d'ou
Jx
dX
dX
dX
0$ du
du,
Si Ton tire drL de la premiere de ces equations pour le porter dans les deux autres, on trouve
r^O df [dX dZ
d0> df dZ dX
dX +
df dY dZ
dZ dY
du dZ
et une equation analogue pour dv.
Ces relations donnent 4^-> ^> 4r ' ^? fit l'on a, par suite,
#X yi <y\ dY 1
d« de d<> dw dX dY _ dX dY (d® df_
_i \dX dZ
d<l> d»F dw dt;
c'est-a-dire
en posant
d* df dZ OX
dW df dY dZ
dW dY
( dY) \ dX dZ dZ dX J \d Y dZ dZ d Y )
dfV dZJ
d4> dW df'
du du dZj
df df df dX dY dZ
dO d$> d*b dX dY M dW dW dW dX dY ~dZ
L'element de l'integrale double J devient ainsi
Q dXdY
du dv
mod
td® dW df\ du dv dZj
La somme de ces elements dans les quadrilateres infiniment petits
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decoupes sur la surface f=o par les quatre surfaces considerees a done pour valeur
dQdWdf
. j v< Q .dudvdZ
du dv 7 rr-p mod - .
Au lieu de considerer la somme de ces elements, considerons leur somme algebrique, en supprimant le signe mod; nous aurons alors a evaluer l'expression
, , Q d® dW SA du di>
la somme s'etendant a tous les points communs aux surfaces /=o, $ — o, ¥ = o; et par suite, la somme algebrique des valeurs que prend l'integrale J dans les quadrilateres curvilignes compris sur la surface / = o, entre les surfaces
aura pour expression
la somme s'etendant aux points communs aux trois surfaces /=.?, *(X,Y,Z,«) = o, <F(X,Y,Z,p) = o.
Comme nous l'avons fait observer, e'est la l'expression de la somme algebrique des valeurs de l'integrale J; pour preciser, on peut dire que, dans cette somme, chaque element de l'integrale J
e'est-a-dire ~- dX dY\ fisrure avec le signe de — ^ 1— A.
S/z / 5 & du dv dz
31. Dans la nouvelle integrale double (12), en u et v, entre une somme de la nature de celle que nous avons etudiees precedemment.
Cette somme est une fonction symetrique des coordonnees des points communs aux surfaces /= o, <I> = o, W = o : e'est done une fonction rationnelle de u et v.
L'integrale double K est done de la forme
^ du dv,
M et N etant des polynomes entiers. Cette integrate ne peut done, en general, se ramener aux fonctions rationnelles et logarithmiques, comme dans le cas d'une seule variable.
Une etude approfondie des differentes formes dont elle est susceptible sortirait du cadre du present Memoire, et nous nous reservons de revenir plus tard sur ce point; nous nous contenterons de signaler ici, en raison de leurs applications geometriques, quelques cas particuliers tres etendus oii l'integrale K se presente sous une forme simple.
32. Supposons d'aborJ que les systemes de surfaces <£ = o, W — o soient deux faisceaux ponctuels, et posons
«I> ( X, Y, Z, a ) = (D, ( X, Y, Z ) + a 4>2 (X, Y, Z ), «F(X,Y,Z; (>) = ir\(X,Y,Z)+ (;*T2(X,Y,Z).
On aura
la somme S s'etendant aux points coinmuns aux surfaces f — o, <I> = o, W = o.
Soient toujours m, n, p, q, s les degres, en X, Y, Z, de /, W, Q, S. La somme^^-^— 2 clevient, en coordonnees homogenes,
etant pose
Nous distinguerons deux cas, selon que k est ou n'est pas superieur a zero.
i° Soit d'abord kio.
D'apres les propositions du n° 28, la somme precedente sera null i*
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si la fonclion
Sfx"
reste finie en tous les points de la courbe /= o, <I> = o, situes sur la surface S = o ; designe unc fonction lineairc quelconque de x, y, z, t, ne devenant pas nulle en ces points, et h est defini par la relation
A fortiori, la somme dont il s'agit sera nulle si la fonction (i3) reste finie en chacun des points de la courbe commune <tux surfaces /= o; S = o : cette condition est plus avantageuse a etudier que la precedente, parce que la courbe / = o, S = o est une courbe fixe, independante des parametres u et v.
Seulement, il importe de remarquer que jx est alors une fonction lineaire de x, ,yz, t, qu'on devra faire varier d'un point a l'autre de cette courbe, de telle facon qu'elle ne s'annule pas au point de la courbe que Ton considere.
Posons, pour abreger,
3 (x,y,z,t)=w 2 2 — , et supposons que Ton ait
S = RaTP. ...
Imaginons que les coordonnnees d'un point de la surface /= o soient exprimees en fonction de deux parametres, aet w; §{x, y, z, t) devient alors une fonction '§ (<r, to).
Cherchons d'abord a quelles conditions ^i-jp' ^ restera fini en un
point, de parametres <o0, <r0, situe sur la surface R = o.
Si ce point est un point ordinaire de la surface /= o, et si la surface R = o ne la touche pas en ce point, on aura, au voisinage des valeurs co0, cr0 :
R (oo, <t) = X(o) — u0) +Di(«j- (T0) -+- 3(w — oo0)2 + . . . ,
A et ub n'etant pas nuls a la fois.
Si les surfaces T = o,... ne passent pas par le point considere, il
faudra, pour que Ra^p — reste fini pour co = a>0, a = <r0, que Ton ait,
pour ces valeurs,
Si la surface R = o touche au point co0, a0, la surface / = o, ou, plus generalement, si la surface S = o a en ce point, avec cette derniere, un contact d'ordre/ — i (/etant superieur a a), ce qui se presente notamment aux points communs a /= o et a deux des sur-
faces R = o, T == o, . . il faudra, pour que j^fp- ' ' reste nn' au P°int considere, ajouter aux equations qui precedent lessuivantes :
d*$ _ da$ _
^co'-1 ~0' do1-1 ~°'
Comme la fonction p ne s'annule pas pour to == a>0, a = <x0, il faut evidemment que ces conditions soient verifiees par la fonction Q<D2T2f * qui figure au numerateur de §\ geometriquement, d'apres la theorie du contact, cela revient a dire que la surface Q<^2W2t-/' = o passe par la courbe commune aux surfaces / = o, S = o, et que, si en un point de cette courbe la surface S = o a un contact d'ordre / — i avec la surface /= o, la surface Q<fr2W2t~'' = o a, au meme point, avec cette derniere, un contact d'ordre superieur.
La surface Q<&2W2t~k = o se decomposant en surfaces distinctes, il suffit que la condition precedente soit remplie par l'une d'elles, et en particulier par la surface $2W2 = o.
2° Soit maintenant £>o. La sommc^ 2 s'ecrit, en coordonnees homogenes,
et Ton voit comme precedemment qu'elle sera nulle si la fonction (l4) -sTv^"
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reste finie en tous les points de la courbe commune a la surface f — o eta la surface SzA= o.
On arrive ainsi a un resultat semblable a celui que Ton a trouve plus haul, en ayant soin de traiter le facteur /* qui figure au denominateur comme on a traite les facteurs Ra,
33. Toutes ces consequences peuvent se resumer en une formule simple.
Soil I une integrale double abelienne appartenant a une surface algebrique,/ (X, Y, Z) = o, de degre m,
Q et S etant des polynomes de degre q et s en X, Y, Z.
La somme algebrique des valeurs que prend I'integrale I dans les polygones curvilignes decoupes sur la surface f = o par deux surfaces quelconques d'un premier faisceau ponctuel de degre n, et deux surfaces quelconques d'un second faisceau de degre p, est egale a zero si Ton peut trouver une surface <I>2 = o du premier faisceau et une surface W., = o du second, telles que la fonction
reste finie en chacun des points de la surface / = o situes sur les surfaces s — o, t = o, etant pose
h = rn -+- n -+- p — 1\ .
Dans cette fonction, designe une expression lineaire quelconque en x, y, z, t, introduite pour 1'liomogeneite, et qu'on choisira de maniere a ne pas s'annuler au point de la surface f = o que Ton considered.
Geometriquement, cette condition est equivalente a la suivante : il faut qu'on puisse trouver une surface $2 = o du premier faisceau, et une surface W2— o du second, telles que la surface $21Ir2 = o passe par tous les points de la surface /— o situes sur la surface Stk = o, el qu'elle ait avec f = o, en chacun de ces points, un contact d'ordre superieur a celui des surfaces / = o, = o au meme point.
34. On peut encore transformer ce resultat pour lui donner une forme identique a celle du theoreme du n° 6, relatif aux integrates abeliennes simples.
A cet effet, soit I, une integrate double abelienne de la forme
dX dY,
Q, et S, etant des polynomes en X, Y et Z, de degres qt et st , et X, Y, Z etant lies par l'equation /(X, Y, Z) = o.
Cherchons a determiner les infinis de l'integrale I,. A cet effet, rem-
placons X, Y, Z par -■> y> -
et supposons x,y, z, t exprimes en fonc-
tion de deux parametres, a et w. II vient
dX dY =
ce qui s'ecrit
da db> \
dX dY
r dx
da
Odd
da
dy
If) c
da
da rf&j,
dt
' da y da
dx l7Fa
dt da
Or
dt
dr,> J d'j>
c'est-a-dire
On a d'ailleurs
dX dY.
Si
da dui t3
dx dv dt
du da du
dx dy da
da da dt
Ces expressions montrent que les infinis de l'element differentiel de l'integrale I, sont les points de lacourbe /= o, Sitqt~Sl+3= o.
Nous dirons que cette courbe, ou une portion de cette courbe, est un infini d'ordre/pour l'element differentiel si la surface S/'''I,+3=oa, le long de cette courbe, avec /=o, un contact d'ordre l—i. Ainsi, en general, le long de la courbe a l'infini sur la surface /= o, l'element differentiel sera infini d'ordre qt — s,-+- 3.
Dans le cas ou f'z figure au denominateur de l'element differentiel, il
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est aise de voir que, le long de la courbe / = o, f'L = o, l'element differentiel ne devient pas infini , parce que le determinant qui figure dans I'expression (i5) s'annule en tous les points de cette courbe qui ne sont pas des points singuliers.
Ainsi, en revenant aux notations des nos 30 et suivants, l'element differentiel
devient infini le long de la courbe S«'/_i_"i",_t— o, c'est-a-dire de la courbe S/*=o; il devient en outre infini aux points singuliers de la surface /= o.
Si maintenanton se reporte a la proposition du n° 33, on voit qu'elle peut s'enoncer ainsi :
I. La somme algebrique des valeurs que prend une integrale double abelienne appartenant a une surface algebrique
dans les polygones decoupes sur cette surface par deux surf aces quelconques d'un premier faisceau ponctuel el deux surfaces quelconques d'un deuxieme faisceau est egale a zero, s'il exisle une surface 2, formee par r ensemble a" une surface du premier faisceau et d'une surface du second, passant par tous les points de la surface f—o, qui rendent l'element de Vinlegrale infini, avec la con lilion d' avoir avec la surface f = o, en tout point de cette surface qui est infini d'ordrc I pour V element de V integrale, un contact d^ordre I — i .
De plus, quand l'integrale est sous la forme J* j" 1^yrd\ dY, il n'y a
pas, dans l'enonce precedent, a tenir compte de ceux des infinis de l'element differentiel qui annulent/'z, meme s'ils correspondent a des points singuliers de la surface f =o.
Dans le cas ou les surfaces $ = o, W = o forment deux systemes algebriques quelconques, il faut quela condition precedente soit rem-
plie, quels que soient les parametres u et v, par la surface ^j- ^ = o,
comme le montre la formule (12).
35. On peut signaler, en raison de l'interet geometrique de ses appli-
cations, un nouveau cas particulier, oil la so mine algebrique des integrales doubles I, au lieu d'etre nulle comme dans l'exemple precedent, s'expriine en fonction rationnelle et logarithmique des parametres u et v. Soit, pour fixer les idees, l'integrale
'ffsfi
oh le degre de ~r est egal a — 3; et soit
pose
S = KaTP...
Les infinis de l'element differentiel sont les points communs a /= o et aux surfaces R — o, T = o, . . . .
Imaginons que, parmiles surfaces de 1'un des faisceaux secants, il en existe une passant par les courbes d intersection de/= o et des surfaces R = o, T = o,. . ., soit par exemple
$,= A/ + BRT....
Nous ne supposons pas que cette surface aitavec f = o, le long de ces courbes, des contacts d'ordre plus ou moins eleve, comme on l'admettait dans le theoreme precedent.
L'integrale K est ici
Nous avons supprime au numerateur de la somme S le ternie Af, parce que la somme s'etend aux points communs aux trois surfaces /^o,$( + u$>., = o, W, + v Wz = o.
La proposition que nous allons etablir est que l'integrale K est une fonction entiere de u, et une fonction rationnelle et logarithmique de v.
On a, en effet, en remarquant qu'en vertu de 1'hypothese faile sur le
degre de Mr le numerateur de la quantite sous le signe 2 est de degre inferieur au denominateur et, en appliquant la formule (io) du n° 27,
SPR, £pT, ... designant les sommes des residus, par rapport aux zeros
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de R, T, . . ., de la fonction
Q'F2B x't — xt'
(/^'i ;-./V 'I ''=)[*, + «*,] R*-' TP-
Dans cette fonction, x, y, z, t sont les coordonnees, exprimees en fonction tbetafuchsienne de A, d'un point de la courbe f = o, W = o. Si Ton remarque maintenant que <£2 s'annule pour les points de celte courbe situes sur les surfaces R = o, T = o, . . ., on voit que, dans les residus de 0 (X) par rapport aux zeros de R, T, u ne figurera pas au denominateur, car il n'entre, an denominateur, que dans des puissances de la fonction ^ '^^ , fonction prise en un point commun a la
courbe /'= o, W = o et a Tune des surfaces R = o, T = o, Comme
pour ces points <P2 s'annule, u ne figurera pas au denominateur. On voit ainsi que la somme
AR^-'TP
qui est une fonction rationnelle de u et de v, est une fonction entiere de u. II serait aise de preciser son degre en u; nous en donnerons des exemples dans les applications.
Cette fonction est done de la forme
§0, i(, . . . etant des fonctions rationnelles de v. On a done
11 si V
Ks=J j dudv[3\{v) + «£, (<')+•• .] = (« — «„) f $0(v)dv+"2~ "° f i^vjdv
ce qui demontre la proposition enoncec.
Dans le cas oil la surface du second faisceau W2 — o passe egalement par les courbes situees sur f —o rendant I'integrale I infinie, on voit de meme que K est une fonction entiere de v\ cette integrate est alors fonction entiere des parametres u et v.
On aurait un resultat analogue si ~- etait de degre superieur a — 3.
Nous pouvons done enoncer la proposition suivante :
II. La somme algebrique des valeurs que prend une integrate double
abelienne, apparlenanl a une surface /(X, Y, Z) = o, dans les polygones ({{'coupes sur cette surface par deux surfaces quelconques d'un premier faisceau <I>, -+-u<f>2 = o, el deux surfaces quelconques d'un autre faisceau, W, H- vW2 = o,est une fonction entiere du parametre u et une fonction rationnelle et logarithmique du parametre v, si la surface <$>2 = o du premier faisceau passe par tous les points de la surface f—o qui rendent V element de Vintegrale infini.
Si la surface W2 = o du second faisceau satis fait egalement a la mime condition, la somme precedente est une fonction entiere aes deux parametres u et v.
36. On a un resultat semblable dans le cas ou les surfaces <J> = o, W = o forment deux systemes algebriques quelconques.
La somme des integrales I sera une fonction entiere de u et une
fonction rationnelle et logarithmique de v si la surface ^ = o passe,
quel que soit u, par tous les points rendant l'element differentiel infini.
Si $ = Au9 -h B«f_l -+- . . . -+- Ku + L, il faut pour cela que les surfaces A = o, B = o, . . ., K = o passent par ces points.
V. — Le theoreme d'Abel pour les integrales de differentielles totales.
37. Soit toujours /(X, Y, Z) = o l'equation d'une surface algebrique de degre m; considerons l'integrale, appartenant a cette surface,
rQ(X,Y,Z) R(X,Y,Z) J S (X, Y, Z) T ( X, Y, Z)
Q, R, S, T etant des polynomes de degres q, r, s, t, et les fractions 0 R
rationnelles ^ > ^ satisfaisant a lacondition d'integrabilite
On suppose, dans cette integrale, que Z est une fonction de X et Y, satisfaisant a l'equation /(X, Y, Z) = o.
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Cela pose, soient deux systemes de surfaces algebriques <I> ( X, V, Z, u ) = o, W( X, Y, Z, o) = o,
dontles equations, de degres rn et p en X, Y, Z, renferment respectivement deux parametres u et v.
Considei'ons deux surfaces du premier systeme, correspondant aux valours u0 et ut du parametre u, et de meme deux surfaces du second, correspondant aux valeurs e0 et i\ ; proposons-nous d'evaluer la somme des integrates I, dont les limites inferieures sont les valeurs de X et Y qui correspondent aux points communsa f— o et aux surfaces de parametres u0 et v0, et dont les limites superieures sont les valeurs de X et Y' correspondant aux points communs a f=o et aux surfaces de parametres ut et .
Soient u et v des valeurs des parametres, comprises respectivement outre u0 et u{, v0 et cf ; transformons I'integrale I en prenant pour variables u et v a la place de X et Y.
On a les relations
d'ou
MdX + ~ d~u ' .dW,.. dW dX dv
On tire de la
dd> ( df dW df dW } ,
dW ( df d<t> df
et
dv \ d'L dY dY dZ \ di'
. <)4> \df dW df dW) ,
+ dv I dX dZ dZ dX \
A designant toujours le determinant^ — ^i^^dY' ^n a done, pour
l'element do I'integrale I,.
S 1 OIL
M,, N, ; Mo, N, elant les coefficients de (~ da et ~ dv dans les valeurs
an Oi>
de A^X et AdY.
La somme de ces elements, pour les points communs a la surface/ — o et aux surfaces <P(X, Y, Z, u) = o, T(X, Y, Z, v) = o, est done de la lor me
■ _ d<& d¥ {,6) '"2 sr^ sTT'
les sommes s'etendant aux points communs aux trois surfaces.
On est done encore ramene au calcul de sommes analogues a celles que nous avons si souvent introduces dans ce travail, et ce calcul se f'era par l'application de la formule generale du n° 27.
II est clair d'ailleurs que chacune des sommes qui figurent dans l'expression (16) est une fonction rationnelle de a et de et Ton en conclut aisement que I'integrale de cette expression est une fonction rationnelle et logarithmique de u et de v.
En effet, soit la fonction
J — j M («, v)du -+- N(k v) dt>,
oil M et N sont rationnels.
On a
J =i ^ M(«, v)du+j^ N (</„,(•)<•/('
La premiere integrale etantune fonction rationnelle et logarithmique de u, et la seconde etant independante de u, on voit bienquej est fonction rationnelle et logarithmique de a et, par suite, de v, puisqu'on pent repeter pour v le raisonnement fait pour a. Cost l'extension evidenle du theoreme d'Abel aux integrates de differentielles totales.
Le casou les surfaces 0 — o, W = o appartiennent respectivement a un faisceau ponctuel donne des resuliats simples.
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Soit toujours
W = + vWt.
L'integrale a calculer est
J==J^2sTA+'/r28TA-
On arrive sans difficulty, en repetant les raisonncments faits dans Ie paragraphe precedent, aux propositions suivantes. Soit 1'integrale
que nous ramenerons a la forme
M,rfX + N,rfY S,
Nous appellerons infini de I'element de I, en designant par m,, nif s< les degres de M,, N,, S,, les infinis des fonctions
Mt(j?, y, z, t) 1 N,(ag, y, z, t) i_
L'ordre d'un infini, defini comme au n° 34, sera l'ordre de cet infini dans celle des deux fonctions qui l'admet avec l'ordre le plus eleve.
I. La sommc des valeurs des integrates I, dont les limites infer ieures sont les valeurs de X, Y, Z qui correspondent aux points d"1 intersection de la surface f — o avec deux surfaces <!>, -+- w0$2 = o, W, -+- v0 W2 — o, et dont les limites superieures sont les valeurs qui correspondent aux points d ' intersection de f = o avec les surfaces <D, -+- u<S}2 — o, Wt -+- vW2 = o, est nulle si Vune des surfaces du faisceau <J>, 4- — o et Vune des surfaces du faisceau W, -+- vW., = o passent par les points de la surface f = o qui rendent I element de V integrate I infini, avec la condition d avoir avec la surface f — o, en tout point de cette surface qui est pour I'element de I un injini dordre I, un contact d'ordre I — 1 .
II. La somme des valeurs precedentes des integrates I sera une fonclion entiere de u si la surface <£2 = o passe simplemenl par les points de f — o qui rendent V element de l'integrale injini.
Elle sera de me me une fonction enliere de v si la surface W2 == o satis- Jait a la mime condition.
On a des rcsultals analogues dans le cas ou Ies surfaces $ = o, W — o appartiennent a deux systemes algebriques quelconques.
DEUXIEME P ARTIE
38. Les theories analytiques exposees dans la premiere Partie de ce Memoire donnent lien a des applications geometriques nombreuses et variees. Parmi ces applications, celles qui reposent snr la consideration d'integrales abeliennes simples appartenant a une conrbe plane ou gauche rentrent dans le meme cadre que les questions traitees par nous dans un travail anterieur publie dans ce Journal (' ) ; aussi n'avons-nous pas juge utile d'y revenir.
C'est done uniquement sur les problemes ou inteiviennent des integrals abeliennes multiples que nous avons insiste : on trouvera, par exemple, dans le present Memoire, des propositions geometriques nouvelles sur les aires planes et spheriques, sur les volumes limitespar des surfaces algebriques, et une serie assez etendue de theoremes sur les aires ellipsoidales, theoremes qui conduisenta une generalisation interessante des resultats celebres de Graves et Chasles sur les arcs d'ellipse. Les proprietes des aires sur iVllipsoide ont ete jusqu'ici a peine effleurees par les geometres; nous ne connaissons sur ce sujet, en dehors des travaux relatifs a l'aire totale de la surface, que les recherches de Jellett et de Lebesgue, qui ont donne l'expression, a I'aide des integrates elliptiques, d'aires ellipsoidales limitees par des courbes algebriques, d'ailleurs tres particulieres. Nous demontrons qu'on peut determiner simplement sur l'elli psoide une infinite de courbes algebriques a deux boucles fermees, comprenant entre elles une aire reductible aux fonctions elliptiques et, sur une quadrique
(4 ) Voir Journal de Mat/iematiques, 4e serie, t. Ill, p. 327.
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quelconque, une infinite d'aires dont la somme algebrique s'exprime a l'aide de fonctions rationnelles et logarithmiques. Ce sujet etant nouveau, nous avons cru devoir lc developper assez longuement, et ilconstitue la partie principale du present Memoire. L'emploi des fonctions elliptiques nous a permis de pousser les calculs jusqu'au bout.
Le dernier Chapitre, qui est tres court, est consacre a l'extension do quelques-unes de ccs proprietes aux aires sur une surface algebrique quclconque.
Soient deux systemes de courbes algebriques planes
de degres n et p.
Deux courbes voisines du premier systeme et deux courbes voisines du second comprennent entre elles np quadrilateres curvilignes infiniment petits; la somme algebrique de Ieurs aires se calcule d'apres les
formules du n° 30, en partant de I'integrale J' d\^l\^ elle a pour expression
du dv ^
da dv
la somme s'etendant aux points communs aux courbes $ = o, W = o, et A etant le jacobien de <I> et de W.
On en deduit, par 1'application des raisonnements et des theoremes des nos 34 et 35, les propositions suivantes, dont quelques-unes ont ele deja demontrees par nous, a l'aide de considerations dillerentos (').
La somme algebrique des aires planes comprises entre deux courbes asymptotes et deux courbes asymptotiques quelconques est nulle.
La somme algebrique des aires planes comprises entre deux courbes valuables appartenant a un systeme algebrique
(*) Sur le tlieoreme d'Abel {Journal de Mathenialicjues, 4' serie, t. Ill, p. 354).
el deux courbes egalcrnent variables appartenant a un fauceau ponctuel de courbes asymptotes entre elles,
W\ + vt*Wt—o ('),
est une fonction rationnelle el logarithmique de u, et line fonction entiere^ du premier degre, de v.
La somrne algebrique des aires planes comprises enlrc deux courbes variables, appartenant a un systeme algebrique,
et deux courbes egalcrnent variables appartenant a un faiseeait ponctuel de courbes asympto/.iques,W , -f- vl W., = o, est une fonction rationnelle et logarithmique de u, et une fonction entiere, du second degre, de v.
La somme algebrique des aires planes comprises entre deux combes variables, appartenant a un faisceau ponctuel de courbes asymptotiques, et deux courbes egalcrnent variables, appartenant aussi a un faisceau analogue, est une fonction entiere des paramelres des deux faisceaux.
Dans toutes ces propositions on suppose que les courbes d'un des systemes n'ont pas de point fixe commun a l'infini avec les courbes de l'autre.
40. On a des theoremes tout a fait analogues pour les volumes dans
I'espace.
Soient trois systemes de surfaces algebriques
la somme algebrique des volumes compris entre trois de ces surfaces et (rois surfaces respectivement voisines est
d<b dW did
i 7 7 du dv dw du av aw 2^ ^ >
( ' ) t designe la variable d'homogeneile.
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la somme s'etendant aux points communs aux surfaces 0 = o, W = o, 0 - o, et A etant le jacobien de <E>, Ws (-). On cn conclut que :
La somme algebrique des volumes compris entre deux surfaces asymptotes, deux autres surfaces egalement asymptotes et deux surfaces quelconques de mime degre, est nulle.
De mime, est nulle aussi la somme des volumes compris entre deux surfaces asymptotiques, deux autres surfaces egalement asymptotiques el deux surfaces asymptotes quelconques, etc. (').
Nous entendons par surfaces asymptotiques des surfaces qui ont memes points a l'infini, et par surfaces asymptotes des surfaces qui ont memes plans tangents en tous les points a l'infini.
La somme des volumes compris entre deux surfaces fixes de mime degre, deux autres surfaces fixes egalement de mime degre et deux surfaces variables, appartenant a un faisceau poncluel de surfaces asymptotes (asymptotiques), $ + ut''<& = o, est une fonction entiere, du premier, (du troisieme) degre en a (// = i ou i).
On suppose que les surfaces des trois systemes n'ont pas constamment de point commun a l'infini.
41. Nous allons chercher, en revenant a la question des aires planes, comment varie la somme des aires decoupees sur un plan qui se deplace parallelement a hii-meme, par le solide compris entre deux surfaces de meme degre et deux autres surfaces egalement de merae degre. Soient
deux systemes de surfaces, et un plan paraljele aXOY,Z = A. On a (n° 30), pour la somme des aires decoupees sur le plan par quatre sur-
(^On deduit de la que la somme des volumes compris a Vinterieur dun cylindre a base fermee, entre deux surjaces asymptotes, est nulle, parce qu'on pent dexouper le cylindre en tranches inliniment pctitcs comprises entre deux series de plans, paralleles aux generatrices et respectivemcnl paralleles entre eux dans chaque serie. Les plans de chaque serie ferment en elTet un systcme de surfaces asymptotiques. La courhe -de base du cylindre peut etre algebrique ou transcendante.
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faces u0 et u, p„ et ['expression
K = / / du dv
Jtf dW
du dv
Or, d'apres la formule (8) du n° 20, oil Ton doit faire k = 3, il vient
<H> dW
dud.y^
d2 du dv
x*d62 (z — hd) [ <!>,, y ' j — <i>f <i , ]
La sorame du second membre s'etend cette fois aux points communs, a (T> = o, W = o, 0 — o; rj et 'C sont des fonctions de u, v, 0 definies par <I>(i, yj, 9, u) = o; y7(i, yj, C, 0> ") = o, et l'on doit faire tinalement 0 = o ('). On voit alors que h figurera au second degre au nume-
rateur et disparaitra au denominateur de la quantite sous le signc j J* ; il en resulte que K est de la forme
Done :
La somme des aires decoupces sur un plan qui se deplace parallelement a lui-meme, par le solide compris entre deux surfaces de meme degre, et deux autres surfaces egalement de mime degre, est proportionnelle au produit des distances du plan mobile a deux plans fixes de mime direction.
Si les surfaces q> = o forment un faisceau ponctuel de surfaces asymptotiques, on peut poser
<I> = <!>, -+- ut^,\
, oiit alnvc enrol o /<T) of n
du
est alors egal a t$,, et, par suite, k — 2 (n° 20 ). II vient alors
K =J fdu dv^ ±Q (T_^yT^__>
et par suite K est du premier degre en h - si
<I> — 3>, + ur-<&.,,
Y 3 t ' (') Rappelons que q, £, 0 designent respectivement1^ , - ■> - ; x, y, z, t etant des
variables d'homogeneite, telles que S.I = x; Yt =y ; Zt — z.
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K est une constantcen /*. II en est de meme si
* — <!>, + ut$t et W — % -t- vtW*.
Ainsi :
La sornme des aires decoupees sur un plan qui se dc place parallelement a lui-meme par le solide cornpris entre deux surfaces asymptotes {asymplotiques) et deux surfaces de meme degre quelconques (asymptotiques) est const ante.
Si les deux premieres surfaces sont asymptotiques, les deux dernieres etant quelconques, la somrne en question est proporlionnelle a la distance du plan mobile a un plan fixe de meme direction.
II. — Aires spheriques
42. La somme des aires comprises sur la sphere S, S = \2+ V2 + Z2— R2=o,
entre deux surfaces d'un premier systeme
et deux surfaces d'un second systeme
a pour expression
K = nf f rfBrf„2^fl,
on le voit en partant de 1'integrale qui donne l'aire spherique
Dans l'expression de K, la somme est etendue aux points communs aux surfaces <P = o, W — o, S = o, et A est le jacobien de <D, W, S.
II est a remarquer ici que le denominateur de l'expression sous le signe 2 est de degre inferieur, en general, d'une unite seulement au numerateur, et non pas de deux unites comme dans le cas des aires planes, ou de trois comme dans celui des volumes; cela tient a ce que
le radical \.'X2 + Y2 -+- '// est une constante sur toute la sphere. II en resulle les consequences suivantes, toujours par Implication des theoremes des nos 34 et 35.
La somme des aires comprises sur une sphere entre deux surfaces quelconques de meme degre et deux surfaces asymptotes est nulle.
La somme des aires comprises sur une sphere entre deux surfaces asymplotiques et deux autres surfaces egalement asymptotiques est nulle.
La somme des aires comprises sur une sphere entre deux surfaces variables appartenanl a un systeme algebrique, <I>(X, Y, Z, u) = o et deux suryaces egalement variables appartenant a un faisceau ponctuel de surfaces asymptotiques, Wt -+- vtW2 = o, est une fonction rationnelle et logarithmique de u, el une fonction entiere du premier degre de v.
On suppose que les surfaces des deux systemes n'ont pas constamment de point comrnun sur le cercle a I'infini.
43. II est interessant d'etudier la forme sous laquelle les coefficients de l'equation de la sphere figurent dans les expressions precedentes. On a, d'apres la formule (8) du n° 20, en y faisant k = i,
d^d_W_ d$> dW
Ou dv i> V1 d. du dv
2j a ~ 2dd~s (i + + - \v-e-) n\~ <i>;>r;j '
la somme du second membre s'etendant aux points communs a <I> = o, W — o,0 = o. Plus generalement, si la sphere a pour equation
on aura, au denominateur, au lieu de i ,-f- rj2 -+- 'C2 — R2 02, l'expression
(. - aQY+{-n-^f + ^-yBy--\V-d\
Dans le second membre de la relation precedenle, yj et '( sont des fonctions de u, v et 0 definies par $ (i, yj, 'C, 0, u) = o, W (i , Y], 0, v) = o et Ton doit, dans le resultat final de la derivation, faire 0 = o. II en resulte que l'expression a deriver par rapport a 0 se compose de deux facteurs, l'un
dW
■ du dv
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est independant des coefficients de la sphere-, Tautre scul
( , _ aQy- + ( y) — (30 )5 4- (. K — yO y- — \v S*-
depend de a, ft, y, R. Par suite, le resultat de la derivation, en y faisant 8 = o, est de la forme
<Ai 2 lib
[a + Y)({3 -rio) + ?(y — ?'o)],
ct» et >i!) etant independants de a, ft, y, R, ainsi que yj, 'C, yjg et £9. U en resulle que la somme des aires comprises sur la sphere entre deux surfaces fixes du premier systeme et deux surfaces fixes du second est de la forme
r» /I a \ ,i /—, i , + f/3 + vy + ZD
2R (la + p.|3 -+- vy -4- hj) ou 2 K V'' + p.- -I- v- 11 ' — — ,
sjl* + p2 v2
|x, v, ci etant fixes. En d'aulres termcs, on a ce theoreme interessant et tres general, tout a fait analogue a une proposition que nous avons fait connaitre au tome IV de ce Journal, pour les aires decoupees sur une sphere par une surface conique ou une surface reglee (').
Soient deux surfaces quelconques de meme degre p, et deux autres surfaces egalement dememe degre q. La somme algebrique des i pq aires que ce systeme decoupe sur une sphere de rayon R est egafe a i p Rd ; p etant un coef ficient dependant de la nature du systeme des surfaces primitives, et d designant la distance du centre de la sphere a un plan, lie invariablement a ce systeme.
44. La quantite que nous avons designee par ill s'annule en tous les
points communs aux surfaces <I> = o, W = o, 0 = o, si ^> par exemple,
est divisible par 0; cela arrive en particulier lorsque les surfaces <J> = o appartiennent a un faisceau ponctuel de surfaces asymptotiques
0, -h ut<&.. = o, puisque alors ^ = 6$3(i, V), C 0) : il faut toutefois
(*) Journal de Mat/icmatiques, 4e serie, t. IV, p. 3ig.
que i + Y]a+ 'C2 reste fini, c'est-a-dire que les surfaces 4> = o, W — o n'aient aucun point eommun sur le cercle ii I'infini.
En excluant, comme plus haut, ce cas particulier, nouspouvons dire, puisque, si iil> est nul, a, (3, y disparaissent dans K, que :
Un systeme compose de deux surfaces de meme degre el de deux surfaces asymptotiques decoupe sur une sphere des aires dont la somme algebrique reste. fixe, pour toule position de la sphere dans Vespace.
Cette somme est d'ailleurs proportionnelle au rayon.
Pour appliquer ce theoreme et le precedent, on ne doit pas oublier qu'un certain nombre des aires considerees peuvent etre imaginaires, et qu'elles sont en tout au nombre de 2 pq, p et q etant les degres des systemes de surfaces secantes.
45. Exemples. — Imaginons qu'on deforme homographiquement un tore annulaire sous la condition que les sections normales a l'axe deviennent des couples d'ellipses situees dans des plans paralleles : on obtient une surface S, qui decoupe sur une sphere quatre aires fermees dont la somme algebrique ne depend pas de la position de la sphere.
Car on peut decomposer 1'anneau obtenu en anneaux infinimeni petits, compris respeclivcment entre deux des plans paralleles de la serie consideree, et deux cylindres ayant pour bases sur ces plans des ellipses; le theoreme etant vrai, par ce qui precede, pour un de ces anneaux, est vrai pour 1'anneau total.
On obtient un systeme jouissant de la meme propriete en considerant le solide limite par deux ellipsoides, dont l'un est interieur a l'autre, et par deux plans paralleles; et, plus generalemcnt, toute surface engendree par une conique dont le plan reste parallele a un plan lixe.
De meme, on peut prendre le solide limite par deux ellipsoides homothetiques et deux plans quelconques.
40. Des propositions analogues s'obtiendraient pour les sur faces de direction, c'est-a-dire telles qu'en chacun de leurs points le radical sj f'J -\- f 'y H- f'g soit egal a une fonction rationnelle; nous nous reservons de revenir sur cette question dans un autre travail.
SUR LK THEOKEME d'aBEL. 4^5
III. — Aires ellipso'idales
ZONES ELLII'SOIDALES A BASES PLANES.
47. Lcs formules demontrees dans la premiere Partie de ce Memoire conduisent egalement a des resultats remarquables relatifs a certaines aires ellipsoidales, limitees par des courbes algebriques; mais, avarit d'aborder la question dans toute sa generality, il nous sera utile d'etablir directement le plus simple de ces resultats, en nous appuyant sur des considerations geometriques elementaires.
La proposition que nous avons en vue est relative a l'aire comprise sur un ellipsoide quelconque entre deux sections planes, le long desqnelles on peut circonscrire a rellipsoide un cone de revolution; on sait que les poles de ces sections planes, c'est-a-dire les sommets des cones de revolution circonscrits, ont pour lieu l'hyperbole locale.
Soit done E l'ellipsoide
l'hyperbole focale a pour equations
Le plan polaire P.d'un point (x, z) de cette hyperbole a pour equation
Xa? Zs
<sr c-
Proposons-nous d'evaluer l'aire de la zone ellipsoidale comprise entre ce plan et le plan polaire P', d'un point (x -+- dx,z + dz) infiniment voisin du premier sur l'hyperbole focale.
A cet effet, projetons la zone sur un plan normal a l'axe du cone de revolution de sommet (x, z) circonscrit a l'ellipsoide E : il est clair que l'aire de la projection est egale a la difference des aires des projections, sur le meme plan, des sections planes faites dansE par les plans P etP'. Or, en appelant da l'aire de la zone, et 0 Tangle que les plans tangents a l'ellipsoide le long de la section P font avec l'axe du cone, on a pour la
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zone projetee la valeur di sin G; d'autre part, en designant par co l'aire de la section P, par o> + r/to celle de la section P', par ~k et X' les angles des plans P et P' avec l'axe du cone, il viendra
du sin = (co -+- dd)) sin A' — co sin / .
L'axe du cone est, comme on sait, la tangente en (a?, z) a 1'hyperbole focale; ses equations sont done
~ °' cr — tV ~~ — '
et, par suite,
c2(a2 — b'-)xz + a2(62— c2).ra
sin A =
et,
sin V— c2(a-— b2) {x + dx) z -t- a2(62 — c2) (a 4- <afe)g
~~ y/[ c* ( .r -+- <lr )2 + a* ( z rfs )2 ] [_ ( «2 — ^ )2 -=2 + ( b2 — c2 )s .z2 ]
Posons, pour abreger,
G =(a2— c*)*ar*,
II — C4^2+ rtvS2,
et developpons sin A' suivant les puissances croissantes de cte et dz; il vient
. , , . , c2z (a2 — b 2) dx Sin A' = sin A H j — -— ^
G* IP
a2x(b'2 — c2) dz b-la2 — c2) . , , . , .
- — : xz (c*xdx -+- alx dz);
sin 9 se calcule sans difficulte, et Ton trouve
sin 0 = —t (a2— b2f(b2—c2f.
On a done da, au second ordre pres, par la formule
b(a%— b2)2{b2—c2)*da
= b2(a2 — c2)~dw + ^T[c2(a2 — b2)zdx + a2(b2 — c2)xdz] H2 R2
^ cV(«2 — c2) xz {c% x dx + «4s dz),
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L'aireco de la section de l'ellipsoide par le plan P a pour valeur
bE* D
en posant
E = c-x-->r cPz1 — a2c2, A — c2 x~ + a2.z2.
On en deduit
rfw = -^_fAH.rfA + -AE.rfH — -EH. rfA Y
puisque rfE = rfA; on peut ecrire, en introduisant w,
T-m^AH.rfA + -AE.rfH--EH.rfA AHE V 2 2
Transportant cette valeur dans l'expression de da, il vient, en remarquant que la quantite c"xdx 4- a" zdz est egale a^rfH,
6 (a2— &*)-'(&« — c2y-da
= ~{ci(ai— b^zda; + «2(62 — c2) j; rfs] H-'
CO
AEH c'est-a-dire,
(a2— b-Y(b*-— c!)^rf<T
| 62(a2 — c2) j?s ^AH . rfA — ^ EH . rfA
= ^[AEc2(«!- b-)zdx + AEa2(62— c2)#rfs
+ ^//(a!-cs)^(3a!c!-A)rfA].
On peut exprimer rfA en fonction de rf.r et dz, et ensuite rfs en fonction de dx, puisque x et z sont lies par l'equation
il vient ainsi, apres un calcul facile, en remarquant que A = E + arc2,
do \ja b _ni cldx aA1_A(6*_3aI61_36ScS_|_5a,cS)
48. On a done, puisque x et z sont lies par la relation (2), une differentielle elliptique en x; il est aise de la reduire. Des identites
a- — c- ,/xz\
f 1 = -^-[— A2 — 2k(a2b--h b-c2 — 2aic2)
-hi a*c*(a*—b*)(b'—c9-)]
b- a- — c2 Jxz\ dx \ A- , , „~|
on conclut
da \Ja-—b- a2 — 6! / , , .r- — dx
(3) S = t:62 rR-«
. . xz\
AV
et, si Ton pose
8 = Tibia2— b2f{b2— cs)s \AJ
il vient
(4) rt'S — d<7 = izi/—n %, (c-x2 -+- a2z2 — arc2),
x et s etant lies par la relation , ' — rr- — ; = r , et A etant egal a
c2;r2 h- a2sa. La differentielle elliptique qui figure au second membre est maiutenant ramenee aux differentielles de premiere et de seconde espece.
49. Avant de l'etudier de plus pres, nous devons signaler une interpretation geometrique remarq Liable de la fonction designee par S : cette fonction reprcsente Vaire du cone de sommet (x, z) circonscrii a Vellipsoide, Voire etant prise enlre le sommet et V ellipse de contact.
En effet, si Ton projette l'aire en question S et la conique de contact sur un plan normal a l'axe du cone, cone de revolution comme on sait, il vient, en gardant les notations employees plus haut,
S sin 9 .= ta sin 1,
d'ou, en remplagant 00, sinO, sinX par leurs valeurs, trouvees deja,
EH" b2(a2 — c2)xz 1
S = itb
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c'est-a-dire
izb-(a- — c-)
(a2 — b*-f(b*— c2)'- |_AS ce qui coincide bien avecla valeur de la fonction S ecrite plus haut.
Revenons maintenant a la relation
.„ , lb- — c- dx r , , . . . ._ ah — a<j = 7r t / - \ c-x- -+- a- — a -c- J,
et transformons le second membre en introduisant les fonctions elliptiques.
Posons a cet effet
36sc2
(5) < et = i
On a > e2 > e3 et e{ + e2 -+- e3 = o.
Si Ton considers la fonction pu, detinie par la relation habituelle
(p'2 u == 4 (p a — e{) (,p u —ei)(pu — e3),
on peut poser
on a bien, en effet,
On en conclut
(7) A—c-x-+ a-z-=^(p ii — e2),
Les equations (6) donnent les expressions, en fonction d'un para-
metre u, des coordonnees d'un point de l'hyperbole focale; a chaque point (x, z) do l'hyperbole correspondent, puisque pu est une fonclion paire, deux valeurs de u egales et de signes contraires.
Si u varie de o a ia demi-periode reelle co, pu varie de + oo a e,, et il resulte des formules (6) qu'on obtient ainsi tous les points reels de l'hyperbole. Pour les points de l'hyperbole exterieurs a l'ellipsoide, on aE>o, e'est-a-dire pu^> i : soit u0 la pins petite racine positive de l'equation pu0 — i =o; on peut dire que, si le point (x, z) part d'un ombilic de l'ellipsoide et s'eloigne a 1'infini sur la^branche de l'hyperbole focale qui passe par cet ombilic, 1'argument correspondant positif u decroit de u0 a o (*).
Supposons, pour fixer les idees, que le point (x, z) decrive ainsi la branche de Thyperbole focale situee dans Tangle positif zOx \ on a
x ax — ~- — ; p u da
So- a- — c2 r
D'apres les hypotheses qu'on vient de faire, x et dx sont positifs, du est negatif : p'u sera done negatif et Ton devra ecrire
p'u — — 2 v/(p« — ei)(pu — e2){pu — e3).
II vient ainsi, en resolvant l'equation precedente par rapport a dx, et remplacant x par sa valeur en u,
/p ai i)i j
•dx — ~ V/3 a.__c2 l^Vu— ei)(pu — et)du,
et, par suite, en portant dans 1'expression (4) de dS — du les valeurs en u de x, z, A, E, dx, on aura
c/S — do — — 7i y/ 1 (pu — i ) du,
e'est-a-dire, en integrant,
S — c = — 71 \/ o / (P 11 — i)du.
Si Ton integre entre u0 et u, on aura, puisque S et a sont evidem-
(!) II est clair que l'equation p«0-[ = o a des racines reelles, puisque ei est inferieur a i.
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ment nuls quand le point (x, z) est a Tombilic, (9) S — u = 7:4//£ -1- « — C"o— »o
Dans cette formule, a est l'aire de la calotle ellipsoidalc PGQ; S l'aire laterale du cone PMQ (Jig. 5).
Fig. 5.
Si le point M, (x, z) s'eloigne a l'infini sur la branche d'hyperbole focale GM, son plan polaire, PQ, tend vers la position RT, le plan RT etant le plan diametral conjugue de I'asymptote OV : S devient alors infini, ainsi que puisquc u tend vers zero, et les deux membres de la relation (9) sont infinis. Pour etudier la question de plus pres. ecrivons la valeur de S en fonction de u. On a trouve
d'ou
s = Try/f (P" —
(p" — ei)-(pu — eiY
Lorsque u tend vers zero, on a, en remplacant pu par-^ +/vr
L'aire cr tend vers l'aire de la calotte RGT, c'est-a-dire vers la moitie, S0, de l'aire totale de 1'ellipsoide; enfin '(a est de la forme
~ 4- k'u* -+- — Portant ces valeurs dans (9), il vient
Les termes infinis disparaissent. et, a la Iimite u tendant vers zero, il reste
On a done finalement, en remplaeant 'Cu0-hu0 par sa valeur en fonction de S0, dans (9),
S-4-20-(j = 7ri/|(C«+«).
Ce resultat peut s'enoncer ainsi
Soit tin cone de revolution circonscrit a un ellipsoide, d\ixes ia, ib, 2 c : Vexces de Voire Interale de ce cone, limite a son sommet et a C ellipse de contact, sur I'aire de la calotte ellipsoidale comprise a son inte'rieur, a pour expression
D0 etant I'aire du demi-cllipsoide, u le plus petit argument positif de/ini, en fonction des coordonnees x et z du sommet du cone, par les relations compatibles
db* a2— c2
et etant pose
(ptt — Cj),
Zb-c* Za-c"e, = 1 > e2 = 1
P _ P e,--\ ■-. : ) p = a2 b* + a2 cl + 6' c2 :
5 e.tf d\iilleurs donne, en fonction de u, par la formule
s=«i/i(p»-")<JUf^ft)l(|,B'r<s')V-
On voit que S est algebrique par rapport a pu, c'est-a-dire par rapport aux coordonnees du sommet du cone.
52. De cette formule on deduit immediatement I'aire de la zone comprise entre les plans polaires de deux points de I'hyperbole focale, lorsque ces deux points sont sur une meme branche de I'liyperbole et dans le meme angle des axes Ox et Oz; on a, en designant par et u2 les arguments pos i til's correspondant a ces points, par S, et S2 les aires des deux cones circonscrits, et par I 1 aire de la zone cherchee,
S, — S, + I — it y | (Ki't — O2 + a i + "2).
. M;iis cette formule, a cause des hypotheses faites sur u, ne convient
plus au cas de deux points non silues dans le meme angle des axes.
Pour I'etendre a tons les cas, nous definirons ['argument de telle
sorte qu'il varie d une maniere continue tout le long de I'liyperbole
focale : remarquant a cet effet que (pu — e,)2 et (pu — e.t)2sont egaux h—(u) et-^(u), nous poserons, (x, z) designant toujours un point de I'hyperbole,
by 3 a2— c2 ttv' ~~ b V
v etant un nouvel argument egal a ± u, et les deux radicaux etant pris positivement. Si 200 et 200' designent, comme d'habitude, les periodes reelle et imaginaire de pu, les periodes communes aux fonc-
tions ^ et ^ s'eront 4W et 4(0'5 et a un point (a?, z) de Phyperbole
focale correspondent, dans un parallelogramme 4W et 4^', deux arguments de la forme de v et — v -+- 2(0 -+■ 2 0/, dont le premier seul est reel ; c'est cet argument reel bien defini que nous ferons correspondre a un point de I'hyperbole; nous le supposons compris, ce qui est permis, entre — 3a> et w.
Cela fait, en posant
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et
9(v) =S -+r 20_ Try/l (Co + p),
on demontre aisement que la zone ellipsoid ale 2 comprise entre les plans polaires de deux points, d'argumenfs cn f>2> (1° l'hyperbole focale a pour expression
lorsque les deux points sont dans un merae angle des axes on dans deux angles opposes. Si deux points sont dans des angles adjacents des axes, il faut ajouter a 2 ou en retranclier la constant e
2TT l/| (rj + w),
V) etant la constante £co.
Dans tous les cas, on peut dire, puisque ,s est algebrique par rapport aux coordonnees des deux points, que 2 est egale, a une quantite algebrique pres, a la fonction £t>2 — 'Cvt -h <>2 — ( i> et, par suite, les zones qui correspondent a des valeurs de v.2 et vt telles que (p2 — e,) reste constant sont egales entre elles, a une fonction algebrique pres, car Cf>2 — tv{ est egal a 1 {v2 — v,) augmente d'une quantite algebrique en pv2 efpvy
On a ainsi une propriete analytique, analogue a celle des arcs de conique et dont il est aise de trouver une interpretation geometrique.
53. Les plans polaires des points (.&, s) de 1'hyperbole focale, par rapport a l'ellipsoide E, enveloppent un cylindre hyperbolique ; si X, Z designent les coordonnees du point ou le plan polaire de (cc, s) touche la trace de ce cylindre sur le plan xOz, on trouve aisenient
x — ai — z — — °2 gyp ,
Considerons maintenant l'hyperbole H, intersection du cylindre precedent par un plan mene par le grand axe, Or, de E, el faisanl
avec le petit axe, Oz, un angle de cosinus egal a -: les cercles de ce
plan se projettent sur le plan z-O.r selon des ellipses homothetiques a la section de E par zO v. Les coordonnees d'un point X,, Z, de l'hyper-
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bole H,, rapportee a son centre et a ses axes, auront pour expressions
x — x — a* a*y . j : — _ i \ — _ ac £j v_
L'arc s de l'hyperbole H, a une expression remarquable; on a en effet
ds* _ a,bt(a,,— ci) dv"2 ~ {a2— bi){b*—c'i)
d'ou
M et N etant des constantes.
On voit ainsi que, si v^—vl reste constant, les arcs correspondants de l'hyperbole H, seront cgaux entre eux, a une fonction algebrique pres; en d'autres termes, deux zones ellipsoidales auront une difference algebrique si les arcs correspondants de H, jouissent de la meme propriete.
Or on sait que, si d'un point d'une hyperbole homofocale a H, on mene a cette derniere courbe deux tangentes, les arguments v2 et i>, des points de contact out une difference constante : c'est l'expression analytique du theoreme de Graves et Chasles. On pent dire aussi, d'apres une propriete connue des coniques, ([lie deux arcs de l'hyperbole H, out une somme algebrique rectifiable lorsque les tangentes a leurs quatre extremites louchent un meme cercle; ces tangentes etant les traces sur le plan de 11, des quatre plans qui limitent les deux zones correspondanles, i-l en resulte immediatement la proposition suivante :
r)4. Appclons zone ellipsoidale la zone comprise sur I'ellipsoide entre deux ellipses le long de chacune desquell.es on pent circonscrire a cette surface un cone de revolution .
Les aires de deux zones ellipsoidales ont une somme on une difference exprimable algebriquement lorsque les quatre plans qui limitent ces zones louchent un cercle sitae dans un plan passant par le grand axe et
faisant avec le petit axe un angle de cosinus egal d -•
Ou, si Ton veut, en vertu de la re marque f'aite sur la projection d'un tel cercle :
Les aires de deux zones ellipsoidales ont une somme ou une difference
a* IP (a*— c*) { a* — b- ) (/>■"■ — c*
exprimable algebriquement lorsque les quatre plans qui les limitent touchent un ellipsoide homoihetique a I'ellipsoide primitif.
ZONES DE LEBESGUE ET DE JELLETT.
55. Les zones a bases planes qu'on vient d'etudier sont les aires ellipsoidales les plus simples qu'on ait pu ramener jusqu'ici aux integrates elliptiques; un autre exemple a ete donne il y a longtemps par Jel left (' ) et par Lebesgue (2).
Le lieu des points d'un ellipsoide on La normale fait avec l'un des axes principaux de la surface un angle donne se compose de deux boucles fermees, symetfiques par rapport au centre, et c'est l'aire comprise sur I'ell ipsoide a l'interieur d'une de ces boucles que Jellett et Lebesa;ue ont calculee.
La methode de Lebesgue est bien connue; si Ton designe par Q l'aire comprise a l'interieur d'une des boucles correspondant a la valeur <p de Tangle (Taxechoisi etant, par exemple, I'axe Oz), par w la projection de cette aire sur le plan xOj, on aura
Ju co^cp \coscp/0 J0 \coscp/
On oblient aisement co, qui est l'aire de l'ellipse suivant laquelle la boucle consideree se projette sur le plan xOy :
' i lang*op / I tnng'-'cp
d'ou
, tangscp / i tang5 <n nabc — - — H — -
i lang2cp\;J/ i tang'tpX2/ i lang2cp\sl
a1 c* ) \b nabc
'It
tang3cp ^ tang<
tangscp\2/ i tang2<p\2/ i lang2cp^i
ft3 H c2"
(') Cambridge and Dublin mathematical Journal^ t. I, p. 57. (2>) Journal de Mathematiques, i" serie, t. XI, p. 33 1 .
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L'integrale du second membre se ramene anx integrates elliptiques en prenant La"^ ^ pour variable, et Ton a ainsi l'expression annoncee de CI.
Lebesgue dcduit immediafement de cette formule que trois zones, correspondant a des angles cp, cp', cp" fails respectivement par les normales avec Oz, Oy et Or, auront leurs differences deux a deux pla-
nifiables si Ton a la"°? = '""^ — taf>8? : l'integrale elliplique qui
figure dans l'expression de Q, est en efTet la meme pour les trois zones. C'est le premier, et jnsqu'ici le seul exemple connu d'aires ellipsoidales a difference algebrique; nous en avons fait connaitre un second dans les paragrapbes precedents.
56. Avant d'en donner un troisieme, beaucoup plus general et plus important, nous ecrirons la formule de Lebesgue en introduisant les fonctions elliptiques. II suffit de poser, en gardant les notations des paragraphes precedents,
tanffJcQ p
pour trouver
v UP" — e>) (*>" — e*) J'»
Les fonctions elliptiques sont les memes que celles envisagees plus haut et de plus la partie transcendante de £2 est identique a celle qui figure dans l'expression de la zone ellipsoidale.
Dans cette formule, u0 est toujours la plus petite racine positive de l'equation pu — i == o, qui correspond a cp = o.
En observant que tz y/| (C,u0 + u0) est la demi-aire 20 de I'ellipso'ide (i i), il vient
expression tout a fait analogue a celle de la calotte a base plane. On peut dire aussi qu'a toute zone de Lebesgue est associee une calotte a
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base plane telle que la difference des deux aires soit planiliable, le plan de base de la calotte etant defini algebriquement en t'onction des lignes trigonometrigues de Tangle correspondant a la zone.
Nous n'insisterons pas davantage sur les courbes de Lebesgue, que nous allons retrouver comme cas partic ul ier de courbes plus generales.
A IKE D'UN PARALLEI.fi.
.")7. Appelons sur I'ellipsoide, parallele, d'axe D et d'angle :p, le lieu des points de la surface oil la normale fait un angle <p avec une droite D issue du centre (') : un parallele se compose de deux boucles fermees symetriques par rapport au centre; l'aire comprise sur l'e 1 1 ipso i ci e entre ces deux boucles sera Yaire du parallele.
Les paralleles dont Taxe est un des axes de I'ellipsoide sont precisement les courbes de Lebesgue.
C'est pour evaluer Yaire d'un parallele que nous allons faire appel aux formules de la premiere Partie de ce Memoire.
Soient
(1) A x- + By* -\- Cz2 — i = o
l'equation de I'ellipsoide; /, m, n les parametres directeurs de l'axe d'un parallele; 9 Tangle correspondant : la seconde equation du parallele sera
cos'cp (A-x' + B2y2 + C2zl) — *■ (Mx -+- Bmy 4- CnzV.
Nous Tecrirons
(2) k2x2 + U^*-f-C,5*- «2(a.r-+- +- yz)*=o,
en posant, pour siinplifier Tecriture,
(3) A/ = a, Bm = S, C/i = y, u1— — — — l- — — •
Supposons/, m, n, e'est-a-dire a, (3, y fixes, et coscp, ou //, variable; les paralleles envisages auront le meme axe, et soient deux de ces paralleles, correspondant aux valeurs // et u -+- du.
(l) Cette definition est due a Lebesgue, lor. cit.
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Eii coupantces courbes par deux plans infiniment voisins, (4) P+ («' + rfi»)Q = o, P + i>Q = o,
passant par une droite fixe, P = o, Q = o, menee par le centre de 1'ellipsoide, on determine sur cette surface, entre lcs plans et les paralleles, quatre aires infiniment petites dont la somme s'evalue aisement.
L'element d'aire sur 1'ellipsoide a pour expression
cla —. dx ay
on, en prenant u et v pour variables (n° 30),
(h— du dv ^/A^.r2 + B2/2 -r <^2 z! ■-- ' - ,
A etant lejacobien des premiers membrcs des equations (i), (2), (4). En chaque point des quatre aires infiniment petites considerees, on
peut remplacer y A-x'2 -+- B-j- -+- O' z- par u(v.x + $y -h ys); d'apres 1'equation (2), il vient alors
Pour avoir la somme des quatre aires, on devra sommer ['expression 4 ^(«« H- fry -h y = )3 pour les quatre points communs aux surfaces (1), (2), (4); si de plus on suppose que la droite P = 0, Q = o rencontre 1'ellipsoide a Pinterieur des boucles fermees qui correspondent aux paralleles u{ et 11 ('), on obtiendra Paire comprise entre ces deux paralleles en integrant la somme precedente entre les limites - 00 et -f- 00 pour c; ut et u pour 11. On a done, en designant Paire comprise entre les deux paralleles par n,
(') Cette condition, qu'on peut toujours supposer realisee, est necessaire pour que lous les elements da entrenl positive uiei»t d;ms l'expression de <r : on le volt en appliquant la regie du n" 30, reclifiec par !a note (2) de la premiere page de la deuxieme Panie de ce Metnoire.
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La somme qui figure au second membre s'evalue a I'aide de la formule (8) du n° 20; on a ici k = 3, et il vient
fi yQlcu + Py + ys)^ i -y d* Q(i, n. C, 6)\« + 6r) +
^ A 2Zrfrf&* (P+?Q>[/i<Pc-/fc.?i,]
Pour appliquer cette formule, on a suppose
/= A.rJ -+- Bj2 + Cis — i,
cp = A2jc!+ B2j2 + C2=J— £/s(aaj + 3/ + ys)*;
on se rappelle que yj, 'C, 0 designent -> -> -> £ etant la variable d'homo-
geneite; la somme du second membre s'etend mainlenant aux points communs aux surfaces /(i, r\, 'C, 0) = o, <p(i, yj, 0) = o, 6 = o; et Ton y doit fa ire finalement 8 nul.
Les coordonnees de ces quatre points sont independantes de v, et, par suite, dans l'equation
l'integration par rapport a c pourra s'effectuer de suite. On peut ecrire, si Ton veut, puisque u est independant de 0,
et l'integrale indefinie par rapport a e est de la forme
Soieut P, et Q, les valeurs des functions P et Q en Pun des quatre points auxqucls s'etend la somme; supposons que, dans le plan
des quantites v, le point dont Paffixe est — soil au-dessus de I'axe
des x; en integrant la function ^ — — - ~ le \ons du contour ci-contre,
J_ p^+JcpT7q=2™'
on aura
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r etant le residu q-» relatif au pole — ^y- Quant a I'integrale J > on
Fig. 6.
voir aisement, en supposant que le rayon du cercle C augmente indefi-
niment, qu'elle est egale a on a done
r+x dv
P-+-«'Q _+ gT
Si le point d'affixe — ~ avait ete au-dessous de Ox, on aurait trouve
r+x de -K'i
II vient done
le signe a choisir etant celui du coefficient, de i dans — jj-; et, par suite,
la somme etant toujours etendue aux quatre points communs aux surfaces /= o, <p = o, 0 = o. II est a remarquer qu'on aura dans le second membre deux signes + et deux signes — , car, les quatre points etant imaginaires conjugues deux a deux, les parties imaginaires des quatre P c
valeurs de — ^ sont deux a deux e»ales et de sicrnes contraires. Q o o
58. Pour calculer I'integrale par rapport a u, faisons un changement de variable en posant
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Y] et csont des fonctions des variables u et 0 definies par les relations
j f(n, ?) =A + Bn2 + CC2 - 9s = o,
(to)
6 est d'ailleurs une variable independante de 11, qu'on doit faire finalement egale a zero, apres avoir effectuG I'operation J^- On tire de la, en supposant 0 constant,
Adrt -f ftdZ =0,
cfc} + 9'; dK = 211 da (a + fin + yZ )2,
d'ou, en eliminant dq et d£,
udu(a^-fin-^yK)t _ U dU
fWz—A?'-n ~~ 4 o?BC(C — B) '
II vient ainsi
a-JL±^W*J BC(C-B)„f' y] et 'C etant des fonctions de U et 0 definies par les relations
( A + B-o2+ CC!= 9\ ) A» + B'-tf-H C'?2= U2,
et la somme s'etendant aux quatre valeurs de rj, £ definies par ces equations, dans Thypothese de 0 = o. II ne f'aut pas oublier que U n'est pas independant de 0 ; on a
(12 bis) U = u(a + fin -+- y£),
u etant independant de 6.
Soient U, et U les valeurs de U correspondant a us et u\ on a
n.dV
Or on a, en differentiant par rapport a 0 les relations (12) et (12 bis),
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m ~~ a d ~~ dd ~ 0
On en conclut et, par suite,
-^jr se calcule aisement; en differentiant deux fois par rapport a 6 les relations (12) et (12 bis), on trouve
d dQ _ U» d^l ri; dB1
dO yiC
II vient ainsi
En C£ 1
d*U dd* d2U
IF
Or on a, en tirant Y)2 et 'C2 des relations (12),
Posons, pour abreger,
HI. = U2+ A(B — A), S = U2+ A(C— A
on trouve, eh efFectuant l'operation ^ etfaisant 6 = 0 dans le resultat final,
^BCtC-B) f/92 „■,! 31
Effectuons un nouveau changement de variable en posant 04 few) ■ U2- A2= Aa,
on a
U2dU (D1.C +SB) _ /" y/Am[X(B + C) 4- 2 BC] rfX
1 1 ill/2 S2
Ay/A
V/AV/(X^B)(A + C) 2^/AJ v/(A + A)(B + a)(C+ X)
II vient done finalement
isfk + i i r idi
y'ABC
2 YlCVrfS2
La somme s'etend aux quatre systemes de valeurs rj, '(, U, A, definis, en fonction de u, par les relations (12), (12 bis) et (14 bis), ou G est nul.
Employons maintenant les fonctions elliptiques. Soient
36'2c2 3«2c- 3a262 e, — 1 , » ea = 1 > e3 — 1 ;
On peut poser, en introdnisant la variable definitive, v,
1 p (ej— «?,) (e, — <?,)
d'oii, en calculant U par la relation U2 — A2 = AX et yj, '( par les equations (i4)>
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Posons egalement, pour la syrnetrie des notations ulferieures, /, m, //, (I esignant toujour* les parametres de l'axe du parallele,
bsJP-
h ni1 -+- n'-
Les valeurs de q et '( en fonction de v sont depourvues d'ambiguite; quant aux fonction s et pv elles sont fonctions algebriques de yj, u et par suite d'apres (12) et (ii bis) des parametres du parallele. Observons maintenant qu'auxquatre couples de valeurs yj, '( qui figurent dans l'expression (i5) de a, et qui verifient l'equation
correspondent, en vertu de (16), quatre valeurs de v, verifiant l'equation
p 1 ^ oca {
3 abcu I i 1
3 b yc
(e2 — e,)-(e2 — e3)2 (e,— e ,)2 (es — e2)a
qui, en remplacanl a, (3, y, a par leurs valeurs (3) en /, m, n, coscp,
et tenant couipte de (16 bis), devient
/ . cos 9 . , ,
(17) 4V — liJi (' + /23V' + lt<StV.
Observons que /, et l3 sont reels et que A, est purement imaginaire, d'apres (16 bis).
Portant les valeurs de A, U, yj, '( dans (i5), il vient
VI
( (ei — e2) (e, — e3)
£ /Te _ 1 + (gi~ e^)(gi -~e^
cTt v<iv dv
S±*bc^^-{e>-e>)'2^i ,
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GO. Nous ne calculerons pas en ce moment -^p-? qui, d'apres (i3),
est algebrique par rapport a yj, '(.et a, c'est-k-dire par rapport aux parametres du parallele ; la derniere partie de a est par suite une fonction algebrique de ces parametres, quels que soient les signes a choisir ; il en est de meme de la premiere partie, et par consequent 1'aire a s'exprime, a une fonction algebrique pres par rapport aux elements des deux paralleles qui la limitent, par I'expression
p(v -+- w) = ex +
(ei — e2)(el — e3)
d'ou
La somme s'etend aux quatre racines, distinctes a des multiples pres de 4W> 4W> de l'equation (17).
On peut ecrire
ou, en integrant,
etant pose
Le premier terme de a[ est encore algebrique, et la transcendante qui figure dans a se reduit simplement a a".
Pour calculer 1'aire d'un parallele (n° 57) correspondant a une
valeur <p de Tangle, il faut faire varier © de © a -+- -> et, par suite, u de u
a -hoc; 1'aire de l'ellipsoide s'obtiendra en faisant varier © de o a--
Nous avons ainsi ramene a a une fonction algebrique et a la somme de quatre expressions de la forme 'Cv -h v; nous pouvons aller plus loin et donner, avant de developper l'expression trouvee, une interpretation geometrique de ces formules.
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INTERPRETATION GEOMETRIQUK DE LA FORMULE I)E l'AIRE d'uN PARALLELE.
60. Soit II un parallele d'axe D (/, m, n) et d'angle o, sur l'ellipsoide(E); considerons la developpable circonscrite a (E) le long du parallele. Les plans tangents de cette developpable sont paralleles aux plans tangents du cone de revolution dont 1'axe est la droite D, et le
demi-angle au somraet Tangle ^ — 9; on peut done dire que la developpable est circonscrite a E et a la sphere de rayon infini inscrite an cone; cette sphere a pour centre le point kl, km, kn et pour rayon kr, k etant un parametre tres grand et r etant defini par la relation
/ - = (/2+ m'+ n2) cos2 (p.
Or on sait que la developpable circonscrite a une quadrique (E) et a une sphere a ses quatre coniques doubles sur quatre quadriques homofocales a (E) ( Chasles); nous avons montre, dans un autre travail (' ), • que (E) etant la surface
et la sphere ayant pour equation
on obtiendra les quatre quadriques homofocales par l'equation
oil 0 est une des quatre racines de l'equation
^ ^ JL. _ , - R!
a*+ 6 b2-hd c2 + 9 ~ 9 '
Dans le cas actuel, en remplacant a?0, y0, z0, R par kl, km, kn, kr et faisant k infini, on voitque l'equation en G se reduitau troisieme degre; ce fait pouvait se prevoir, car une des lignes doubles de la developpable est a 1'infini, les tiois autres sont sur les quadriques
(') Bulletin de la Socicte inalhematique de France, t. XIII, p. 99.
oii 0 est une des trois racines do {'equation
(2,) ^Te + T^re+ ^Te = e cos
Une et une seule de ces racines est positive, comme on le voit en substituant — a2, — b2, — c'1 et o ; les deux autres sont reelles et negatives, comprises respectivement entre — a2 et — b2, — b2 et — c2; en d'autres tennes, les trois coniques doubles sont situees respectivement sur un hyperboloide a deux nappes, sur un hyperboloide a une nappe et sur un ellipsoide E(, ce dernier etanthomofocal et exterieur a l'ellipsoide (E). Les plans des trois courbes passent d'ailleurs par le centre de E et sont respectivement conjugues, par rapport a la quadrique homofocale correspondante, de la direction /, m, n (Chasles).
Inversement, si sur un ellipsoide E
homofocal et exterieur a E, on prend une conique centrale quelconque, les plans tangents a cette conique et a E touchent E suivant un parallele d'axe I, m, n et d'angle z>; I, m, n est la direction conjuguee du plan de la conique dans I'ellipsoide E, et cp est lie aux parametria /, m, n par la relation (21).
62. Or on a cette propriete imporlante que, pour tous les paralleles ainsi determines, V ellipsoide E, reslant Jixe, les racines de 1' equation (17) en v ont deux a deux une somme constante, et inversement.
Soit, en eft'et, une equation de la forme
(22) /„. <jv + lx. + lt.<ftv + lt.<itv = o,
oil les / sont des constantes ; cherchons la condition pour que deux des zeros, e, et v.2, aient une somme donnee h. On aura alors, e3 et v,, etant les deux autres zeros,
a des multiples pres des periocles 4w, l\oi' .
Si Ton considere la courbe definie par les equations
3V CTif (SiV CJV''
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c'est line courbe gauche du quatrieme ordre, de genre un, et il est conn u que la relation v, ■+- v2 — h exprime que la corde dont Irs extremites out pour arguments vy et*>2 decril une quadrique fixe passant [»arla courbe. En d'autres tonnes, le plan/„a? -t- l{cc{ -+- l2x2 -+- l3x3 o est tangent a une telle quadrique live, et recipioquement. Or des relations
on lire
*\v ■+■ e^v — <f?jf -+- 3*v— s\v -+■ et<s%v,
et l'equation de loule quadrique passant par la courbe sera • p.,(j,2+ e,.r2) -+- ^{x\-Y- eiX1) 4- /jl3(^2 + e,^-') = 0,
avec
Le plan l0x -+- . . . = o sera tangent a cette quadrique si Ton a
(24) ii + k+ ii-i- . -h =0.
f*i Pi H» e\ P-t H— e2 H-» —I— esH-s
La condition pour que deux racines de (17) aient une somme conslante est done, en tenant compte de (23), et en introduisant /, m, n, ii la place de /, , L, l3,
f7, (a2- 62)(a2 — c2) + pt (62 — a2) (6* — c2)
1 n* cos2cp(/2 H-nt' + n1)
p., (c2 — a2) (c2— bl) ~~ b*c*p.i -t- a^c1^-^ a262f/3'
U- , , [x2, [i3 etant trois quantites de somme nulle, et le rapport de deux d'entre elles etant d'ailleurs fonctiori de la valeur de la somme constant r.
Pour demontrer la proposition enoneee, il sul'tit de prouver (ju'un peut toujours trouver une quantite 0, telle que cette relation soil iuentique a l'equation (21) qui lie /, m, n, 0 dans le cas oil l'ellipsoide E, est fixe.
On montre aisement qu'il en est ainsi, la quantite 0 etant definie par l'equation
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63. II resulte de la que, si les racines de F equation (17) en v ont deux a deux une sonime constante, la developpable circonserite a E le long du parallele correspondant a une de ses lignes doubles sur une quadrique fixe, homofocalea E; pour quecette quadrique soit un ellipsoide E,, exterieura E, it fau( encore que la quanlite 0 soit positive.
Or il esl aise d'exprimer 0 en fonction de la sonime A, de deux racines vy et v.,.
D'apres ce qui precede, ['equation
a deux racines de sonime constante, h, si les / sont lies par la relation
f*l f*J f*» <m |X,-+- efj^-f- C'3fAa
;aM f*-2> etant trois quantites de somme nulle, dont les rapports sonl f'onctions de h : pour les calculer il suflit de considerer un cas particulier, et de supposer, par exemple, (|iie I'equation en v a pour racines o et //.
On a ainsi
h.&h ■+■ lt. -r /2. + l*.ish — o,
d'oii Ton tire /2 et /3 en fonction de l0 et /, ; portant ces valeurs dans ( i» 4 1 et ecrivant que I'equation obtenue est satisfaite, quels que soient l0 el l{ , on trouve
&ih) (<f3h
el la valeur (26) de 0 devient
On dcmontre aisement que, A etant reel, la quanlite entre crochets
dans le second membre est egale a
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et, par suite, on a
Pour quo 0 soit posilif, il faut el i' suffit que p - soit superieur a r ; soit u0 la plus petite racine positive de pu — 1= 0, la quantite - devra
olre comprise entre o ol u0, a cles multiples pres des periodes, el /< entre
0 et 2i/0: on peut toujours, en effet, supposerA>o, puisque, si deux racines de l'equation en v onl une somme h. les deux autres onl la somme — h.
COS <D
II s'agit rnaintenant de savoirquel sign e on doit faire corresponds a chacune des quatre racines de cello equation dans l'expression de a"'.
Supposons satisfaite la condition qui exprime que deux deces racines out h pour somme, etdesignons ces racines par o,, // —. v,,v2, h — y2, h etant une quantite positive comprise entre o ol iu0,
Si, dans les fonctions -~ v, -| v , ~ v, on remplace 0 par 20>+ 2(0' — v,
la premiere et la troisieme ne changenf pas, la seconde change de signe : on en oonclut aisement, en se rappelant quo le coefficient /;, est purement imaginaire, quo, si l'equation (17), en v, admet la racine p -+- qi, elle admet la racine 2 to -(- 2 w' — p -hqi, et, par suite, h etanl une quantite reelle, les quatre racines de cetle equation seronl de la forme
p +qi. h — p — qi,
1 to -H 3<u' — p -\- qi, — A — 2&) — 2 co' + — 7/.
On verifie sans difficulte que la premiere et la troisieme racine, substitutes dans les valeurs (iG) de yj et 'C, donnent des resultats imaginaires
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conjugues; de memo la deuxieme el la quatrieme; par suite, d'apres une remarque faite a la fin du n° 57, les signes qui, dans I'expression de 3"', correspondent a chacune de ces racines seronl (£, e'designantrt 1 ), respectivemenl .
Cherchons d'abord !es signes relatifs de eei e'; il n'v a a faire que deux hypotheses e — e' et e = - e'. Si e = e', il vienl
Jl/f [Zvf^U h - P,)/^- r <>,— C( - // - p, j + 2 A ],
e'est-a-dire
it'— e7r\/£(^+A)-HR.
R etant algebrique en pv{ et pr...
Si £ = — £', on a
£(A — -vt) — $p,-h£(— A— PjJ + jIc,- cj — A)],,
Oil
cr" = etc (K ^ Vt—h) + fi — *] i- R>
Or, pour avoir l'aire de l'ellipsoide, il faut, /, rn, n .etant donnes, faire
varier 3 deo a-; aux variables-. — , o 011 ■£> % on peut substituer
les variables vf, v2, h, puisque ^'equation (17) ecrite deux fois en y
rernplaeanl v par v, etc., et I'equatioh (21) determinent -> ™> cos<p en
fonction de v2, 9 et (jue (26) definit 0 en fonction de h. Or, tp variant
de o a. -? I'equation (21) montre que 6 varie de 00 a o, et, par suite,
d'apres (26), h varie de 2 «0 a o; il resulte de la que l'aire de l'ellipsoide sera, dans I'hypothese de e = z' , exprimee, a une fonction algebrique pros, par la fonction transcendante
2 err 4/^ (?««,-+- «0)i
qui est independante des valeurs de I, m, n, et dans I'hypothese de e = — £', par une fonction transcendante qui depend de vs — pa, e'est-
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a-dire, com me on le reconnait aisement, qui depend effectivemenl des
valeurs de-> — > resultat absurde, puisque Ton doil aboutir a la meme n 11 11
expression pour I'aire <le ['ellipsoide, quel <|ue soit I'axe des paralleles consideres (' ).
Observons de plus que dans I'expression trouvee, pour le cas de £ = e'== i, on reconnait cello qui a ete obtenue par une autre voie pour I'aire de la surface (n° 50 ).
On a done necessairemenl £ — t' t= i, el
ff"=^y'|(2C/i + 3A)+ M.
ce qu'on peul ecrire, a unefonction algebrique pres,
2rt \/s ^«>-r-<x>),
w, e'est-a-dire ih, etant defini par la relation (26)
3as62c!
el 0 etanl la racine positive de I'equation
/2 m2 «2 cos2 a; ( /* + m* -+■ n* )
aJ--H& b'-+d c2 +
On a done cette proposition
V aire d'un parallelr d 'axe (/. m, n) et d' angle 3 est egale. d tine fonclion algebrique pres, a I expression
it. y \ + w),
om 55/ plus petite f/uantite positive de/inie par les relations (27)^/(21).
Geometriquement, d'apres ce qui precede, on peul dire, puisque w depend seulemenl de la racine positive 0 de (27), que :
Si sur un ellipsoide, E,, homo focal et exterieur a tin ellipsoide E, on
(') C'esl ici qu'inlervient expressement la condition que la quadrique considered doit etre un ellipsoide; pour un hyperboloide, le groupemeut des signes serait different.
prend une conique cent rale quelconque, et si Von circonscrit a cette conique et a E une developpable , I aire comprise sur E enire les deux boucles de la courbe de contact demeure constante, a une fonction algebrique pres, quand la conique centrale variesur K, .
GENERALISATION DO THEOREME DK GRAVES ET CIIASI.ES.
66. Pour completer ces resultats, il nousrestea donner l'expression de cette fonction algebrique et son interpretation geometrique.
Introduisons a cet effet I'aire des deux nappes de la developpable precedente, limitees a la conique centrale sur E,, et a la courbe de con- I act sur E; nous allons faire voir que la fonction algebrique etierchee est precisement egale a cette aire.
Nous demontrerons auparavant une proposition auxiliaire interessante par elle-meme.
Soient C, la conique choisie sur E, ;/, in, n la direction conjuguee de son plan dans E, ; la courbe de contact sur E est un parallele d'axe /, m, n, d'apres ce qui a ete dit (n° 60); soit cp son angle.
Considerons une generatriee de la developpable circonscrite a C, et a E, et suivons cette generatriee a partir de C,, en nous dirigeanl vers son point de contact avec E; ce point depasse,on rencontre une conique double C2 de la developpable que nous appellerons la deuxieme conique double, G, etant la premiere. Si nous li mi tons la developpable aux coniques C, et C2, on a cette proposition que :
Vaire de la developpable circonscrite a E, timitee aux coniques C, et C2, est constante, quelle que soit, sur Vellipsoide E, , la conique centrale C, .
En effet, I'aire a evaluer est divisee en deux nappes par C, ; projetons I'aire d'une des deux nappes sur un plan normal a la direction /, m, //. avec laquelle les plans tangents a la developpable font un meine angle tp ; si 5 est I'aire des deux nappes, 12, I'aire de la conique Cn on aura
3 cos <p = 2 proj . 12 , .
x* ' .V'" '^aIh
Or on trouve aisement, en designant par ^—q +...— 1=0 I equation de E,,
sur le thkorkme b'abel. /\go
et, d'apres (21;,
sje_ I l* m* ~n»
d'oii
ce qui est bien independanl de /, /w, /'•
<>7. Gela pose, considerons I'aire -S, comprise, sur une des nappes de la deveioppable, entre la eourbc de contact avec \i el la eonique C2; cette portion rle surface comprend a son intcrieur, sur E, une calotte dont la base esl une des boucles du parallele (/, ///, n, <p); projetons les
tleux aires- S, el les deux calottes qu'elles comprennent, sur un plan normal ii I'axc du parallele; il vient evidemment
S c »s cp 1= proj- de I'aire des deux calotto.
Or, si nous decoupons les deux calottes a projeter en zones infiniment petites par des paralleles de meme axe/, m, n, et d'angle variable, on aura, en reyenant aux notations du n° 57, pour I'element de la projection
ate' = dx dy ^
c'est-a-dirc
011, en remplacant, comme au n° 58, les variables a? el v par les variables u el v,
dgl = du dv 4"(«* + Pr + y»)'Q 1 _ .
on a done, d'apres 1'expression (3) de coso,
S = uf j\ a du rf/g + ,
les variables el la sommeN etant les memes que dans l'equation (5). En posant encore
on trouve
2 rfS*^ BC(C-B)r,? '
- est identique a l'exp?ession ( 1 1) de er, oil Ton aurait divise par // la
quantite sous le signe j ■
On en conclut, toujours comine au n° 58,
bc(C-b)S= Hi [jf°u<« + ^ + £ (£) + ^ (Sr)]-
Si Ton pose encore U2 — A2 — A A, il vient, en suivant toujours pas a pas les calouls fails plus haul,
S = uy-±-^= (' [>-(B + ^) + ^BC] L | ,/C+Xy/A y/B + Xy/A I M >\/BCJ iA(X + B)*(X + C)*L v/B(C-B) VC(C-B)J
L'integrale qui figure au second membre s'obtient de suite; il vienl
_ y ± » f « _ >■ ft* _ , y
^ 2 [sAv/BCyAB -hX)(C + X) ay/ABy/C^By/B •+■ > 2y/AB y/C — B y/Cf+ X
+ 2d~ 2 ^ v^es )'
68. Soit maintenanl a 1'aire des deux calottes ellipsoidales comprises a l'intericur des deux portions de developpable considerees; elle est donnee par la forniulc (i5), les limites etant convenablement choisies, et d'ailleurs les memes que pour S. On voit alors que dans I'expres-
sion S — a, les lermes en ( -^p- J disparaissenl, el il reste, en rempla-
U v7 Ay/ATT
cant u par r5 ou par — p>
1 a. + ,3y) + y£ 1 a pn 4- ye
0<y/Ay/C-t-X y/Ay/B+->, a + (3 - v -+- y v
«Xy/C^~B £t y ]
[2Ay/BCy/(BH-X)(C-HX) 2 y/ACy/B~+T 2y/ABy/C^X.J
7T p Ay/ A 4-/. ^ /" ArfX 1
"^aV'ABG L^B-hXXG + X) 2.7 y/( A + X )(B + 1)(C+T) J
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Introduisons les fonctions elliptiques par les formules (16), il vient
2 (g2 _ e VI L tf *i
-2±iv/s/['---+(',7;'-r''']^
Les sommes s'etendent toujours aux quatre zeros distincts a des multiples pres de 4W> 4°>'> de l'equation (17) en p. L'integrale qui figure au second membre est
r -+- co ) c ] ;
et l'on a
C (('-)- co ) = r f -t- rw h 1
2pi>—el
Les termes en £co se detruisent deux a deux, a cause du choix des signes (64) ; faisant passer le terme ^ p^—e sous ^a Premiere somme,
il vient par un calcul facile, en remplagant a, (J, y, u par leurs valeurs (3) en fonction de /, m, n, coso, et tenant compte de (16 bis) et (17),
Soient vtyh — vt; v2, — A — e2 les quatre racines de l'equation (17) en f ; posons
il vient, d'apres ce qui a ete ditsur le choix des signes,
Pour avoir la valeur de S — u, c'est-a-dire l'exees des deux portions de nappe considerees de la developpable sur l'aire ellipsoidale qu'elles comprennent, il faut faire varier cp de o a s et, par suite, d'apres (21) et (26), 0 a partir de qo, et h a partir de 0.
Or ilu lYquation
<iv — li C, v + l2 cC, v ■+- ts tfj v,
ou Ton fait successivement^ = v{, v2, h — vt, on tireles valeurs proportionnellesde cos^>, l,,l2, l3, eten les portantdans la relation precedente, on voit sans difficulte que le second membre est independant de et P2, parce qu'il ne peut devenir infini pour aucune valeur de et p2. Ce second membre est done seulement une fonction de h, ou de 0 (26), et par suite S — cr est constant quand la conique C, decrit l'ellipsoide Et.
En introduisant, au lieu de S, l'aire S, des deux nappes de la developpable comprises entre C, et la courbe de contact sur E, et, au lieu de l'aire desdeux calottes ellipsoidales, l'aire du parallele, on a, puisque S -f- S, est constant, ainsi qu'on l'a demontre au n° 66, le theoreme suivant, tout a fait analogue a celui de Graves et Chasles sur les arcs de conique :
Sur un ellipsoide E, , exterieur et homo focal a un ellipsoide E, on prend une conique quelconque, dont le plan passe par le centre, et Von circonscrit a cette conique et a E une developpable : lUexces de Vaire de cette developpable, limitee a la conique et a V ellipsoide E, sur Vaire ellipsoidale comprise sur E a son interieur, est constant.
70. Le theoreme de Lebesgue (n° 55) est un cas particulier de cette proposition; on l'obtient en supposant que la conique choisie est situee dans un des plans principaux de E, . Quant a la valeur de la constante, elle peut se determiner en partant de ce qui precede, ou, plus simplement, en s'appuyant sur les formules donnees pour les zones de Lebesgue.
Si Ton suppose que la conique C, soit dans le plan z — o, l'aire du parallele correspondant sera, en gardant les notations du n° 55 et designant par S0 l'aire de l'ellipsoide, 2 (S0 — Q) ; l'aire S, sera donnee par la formule
(28) S, cos cp = 2aireCi — 2 to,
12 et w ayant les memes significations qu'au n° 55. On a trouve
(29) o=_^__7rV/£(?M + w)+voi
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u etant defini par
,o \ tang2* p
(3o) -JL_s=fSiL5><pa-«).
D'ailleurs on a
aire
et, par l'equation (21), (3i) cosjc
II vient alors, pour la valeur de la constante cherchee, qui est egale a S, - 2(S0 — Q),
2 7t — 7 ,_ — — 2 — 2 7ii/^ ") '
l/g cos <jp L y 3 coscpj
c'est-a-dire
Ainsi, on peut dire que iexce.s de I' aire de la developpable sur celle du parallele a pour valeur
7rt /p I t /3(q»+fl)(6j+fl) (c* + (9) _
w etant la plus petite valeur positive de/inie en fonclion de 0 par la relation, deduitede (3o)et (3i),
EXPRESSION COMPLETE DE l'aIRE DU PARALLELE.
71. En partant de la formule (18) et en calculant^^ par la relation (i3), on arrive, pour l'aire du parallele d'axe /, m, n et d'angle <p, a l'expression suivante.
Soient. 0 la racine positive de l'equation
P \nt* n? _ cos*<?(/*-Km*-+- «2)
et w le plus petit argument positif defini par la relation
3a262cs
dp
pw — i.
Posons, /, , /2, /3 etant toujours definis en fonction de /, m, n
par (16 bis),
/|tfi4^t'+(' + 2ei)^|;]+ 4*2 ''[";;'' +(' + 2ei)j'p]+ l*3sv[<iiv + (i + aca) a12!-] L'equation
COS CD
(19) ~abc <Sv == '1<3',^+ ^a'!!t + 1*<**V
a, dans un parallelogramme 4w, 4W'» quatre zeros, dont deux ont pour somme 2 w, et les deux autres — iw, a des multiples pres de 4^, 4W '; soient , 2 w — vK , v2, — iw — ces zeros. On aura, pour l'aire comprise entre deux paralleles,
le second membre etant pris entre les limites qui correspondent aux deux paralleles.
On voit bien que la partie transcendante est 2itt/|(£ w-h w).
Pour se rendre compte de la nature de la partie algebrique, on peut substituer a l'equation (17) une equation dn quatrieme ordre en pv, en
remplacant -~ par \jpv — ea \ et, si Ton designe ses racines par P,, P2,
P3, P.f, la partie algebrique de a est de la forme
cp(P1)+a>(Pi)-cp(P3)-cP(Pt),
o etant une fonction rationnelle.
Pour avoir l'aire d'un parallele, il faut prendre le second membre a partir des valours qui correspondent a cos 9 = o, c'est-a-dire, commc on 1'a dit deja, a «• = o. En ce cas, t et § etant des functions impaires, le second membre s'annule pour la limite inferieure, et il suffit de substitner les valeurs qui correspondent au parallele considere.
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AUTRES AIRES ELLIPSOID ALES REDUCTIBLES AUX FONCTIONS ALGEBRIQUKS. ELLIPTIQUES OU LOGARITHMiy UES.
72. Soit toujoiirs E un ellipsoide; menons les plans tangents communs a E et a une sphere exterieure a cette surface. La eourbe de contact sur E se compose de deux boucles fermees, et e'est l'aire comprise entre ces deux boucles que nous allons maintenant evaluer.
Designons par /, m, n les eoordonnees du centre de la sphere, par R son rayon : la eourbe de contact a pour equations
x- v5 z* I / Ix my nz \2
Supposons que la sphere se deplace de telle facon que son centre reste sur une droite issue du centre de E, et que son rayon varie proportionnellement a la distance des deux centres; on aura ainsi, u etant un parametre, a, (3, y, r des quantites fixes,
— : — — > , , — — > — = —■> n — — , a1 u br u c2 ii u
et la deuxieme equation devienl
(34) ? = ~ + £ + ^ - (ocx + (37 + yz - «)•= o.
L'aire comprise entre les courbes de contact correspondant a deux de ces spheres, de parametres //, et u, a pour expression, d'apres les raisonnements fails au n° 57, P = o, Q == o designant les equations de deux plans convenablement choisis,
A etant le jacobien des premiers membres des equations (3a), (34), et P -f- v() = o, et la somme s'elendant aux points communs aux trois surfaces representees par ces equations.
En appliquant la formule (8) du n° 20, cette somme devient egale a
cette autre,
y d Q(i, -o, c, g)(« + grj +yZ— uQY
etendue aux points communs a /== o, <p — o, 6 = o, et ou Ton fait linaleinent 0 nul. Soient rj, '£ les coordonnecs d'un de ces points. On a,
par (32) et(33),
11 en resulte que yj et C sont independants de m ; que ^ et ^ sont de
la forme 4, -+- iii> 4> et iil> etant independants deu, et, par suite, s sera de la forme
ffdudi'l [ttk
)C OIL, « -+- -X,, -+- <'(3IL2 « 4- 0u2) ' (P + ('Q)2
les quantites on, etant independantes de u et dee; ce qu'on peut ecrire, en effectuant la somme,
San I jdudV[$a{v) + uMr)l
#0 et §{ sont ici rationnels en v, I'i ntegrale double est par suite one fonction entiere et du second ordre en u, et line fonction rationnelle et logarithmique de v. Si Ton fait varier v entre — ■ oo et + =c, on obtienl I'aire annulaire cherchee, qui est des lors une fonction entiere et du second ordre de u. Or, pour u — o, la courbe de contact se reduit a un parallele d'axe /, m, n, et dont Tangle <p est defini par la relation
R = \fP
n- COS CD,
ainsi que le montre l'equation (34 ). On sait evaluer I'aire d'un parallele; la formule precedente permet d'evaluer I'aire comprise entre le parallele et la courbe de contact qui correspond a rune des spheres considerees ; il en resulte qu'on saura, par difference, evaluer I'aire comprise entre
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les deux boucles de cettc derniere courbe. D'apres ce qui precede, cette aire ne differera de celle du parallele corresponda.nl que par une fonction algebrique.
On peut resumer ces resultats de la maniere suivante
Soient deux spheres, C0 et C, inscritcs a un meme cone de revolution, concenlrique a un ellipsoide E ; menons les plans tangents a E et a chacune des deux spheres, appelons Y0 et V les courbes de contact sur I' ellipsoide, et faisons varier la sphere C, en la laissant toujours inscrite dans le cone.
V aire comprise sur P ellipsoide entre les boucles des deux courbes Y \ et T est une fonction entiere et du second ordre de F inverse du rayon R de la sphere variable.
La somme algebrique desquatre aires comprises enlre les courbes V \, T et
deux plans quelconques est aussi une fonction du second ordre de ^ ; c est
de plus une fonction rationnelle et logarithmique des coefficients des deux plans.
74. Quant a Voire $ comprise enlre les deux boucles de la courbe T, elle est egale, a une fonction algebrique pres, a la partie transcendante de l'aire du parallele correspondant (n° 72). Soient /, m, n les coordonnees du centre, R le rayon de la sphere ; l'aire f> aura pour expression
-S — 2 7Tt/| ( C + tv) -1- M .
<sft. etant algebrique, et w etant le plus petit argument positif defini par la relation
ou 0 designe la racine positive de l'equation
Nous avons done sur l'ellipsoide une nouvelle serie d'aires reductibles aux integrates elliptiques; celles qui ont ete considerees jus-
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qu'ici en sont des cas particuliers, et, d'une maniero generate, nous pouvons dire que :
V aire ellipso'idale limitee par une courbe a deux boucles, le long de laquelle les plans menes tangentiellemcnt a Vellipsoide touchent une sphere exterieure a la surface, est exprimable par les fonctions elliptiques et algebriques.
Elle est equivalente, a une fonction algebrique pres, a celle d'unetzone ellipso'idale a bases paralleles, les parametres de la zone, etant de finis algebriquement en fonction de ceux de la sphere (n° 54).
75. On peut donner a cette proposition une autre forme. Nous avons montre, dans un travail deja rappele, que la developpable circonscrite a l'ellipsoide et a la sphere C a ses quatre coniques doubles sur quatre quadriques homofocales a E,
les quatre valeurs de k etant les racines de l'equation
I- m* n* _ Ra
a^hk + 65 + k + c^^+H ~ 1 — li '
de plus, le plan de chaque conique est le plan polaire du centre de la sphere par rapport a la quadrique correspondante ('). U en resulte aisement les consequences suivantes : »
Soit E, un ellipsoide exterieur et homo focal a Vellipsoide E,
considerons sur E, la conique situce dans le plan
l.v + /jlj + vz xn = o,
et circonscrivons a cette conique et dE une developpable ; I 'aire comprise sur E entre les deux boucles de la courbe de contact a une expression de la
forme
l 1 ) Bulletin de la Societe mathe'matique de France, t. XIII, p. 99 et suiv.
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A' elanl algebrique en A, v., v, ro, /.", el w designate le plus peril argument positif de fin i par la relation
oil 0, est la racine positive de V equation
, -f- /r .„ „ b*+ k , , c'2~hk km1 a2 6| ' /;* -+- B{ c1 -+- 0{ k — (/,
76. Dans le cas oil la sphere C a sun centre sur mi desaxes de I'ellipsoide, Ox par exemple, I'aire cllipsoidale comprise entre les deux boucles de la courbe de contact de la developpable circonscrite ii I'elUpsoide e( a la sphere a I'expression suivante, qu'on trouve en appliquant la methode du n" 57 :
/designant I'abscisse du centre, et wetant defini, en fonction de / et du rayon R, par la relation
„ I'- — Rl //2t.2
p tv — i .
On dnit supposer, pour appliquer cette formule, que la sphere est exterieure a rellipsoide.
77. Soit toujours V la courbe de contact avec I'ellipsoide E de la developpable circonscrite a E eta la sphere C; si Ton coupe cette courbe par deux plans, on obtienl sur rellipsoide, entre la courbe et les deux plans, deux aires curvilignes donf la somme algebrique n'esf generalement pas exprimable par les functions elliptiques on algebriques; elle le devient si les deux plans sunt paralleles.
Consideroris, en eft'et, deux spheres concentriques, de centre /, m. n et de rayons infiniment voisins; soient u et u -h du les inverses de ces rayons; si nous nienons les plans tangents a E et a chaque sphere, et si nous coupons les courbes de contact sur E par deux plans paralleles.
Ua'VHKS HI'. I.. III MBURI . 1 . I.
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P+c=o; P + ^ + </p = o, nous obtenons quatre aires ellipsoidales infinimenl petites, donl la somrae algebrique a pour valeur
. Ijc my nz
A etant le jacobien des fonctions
7> + Jt+ci-l>
jc* v5 z1 .(Ijc my nz «* I)" c* \ a1 b* ts\
et
et la somme s'etendantaux points communs >l f — o, <p . = o, P -+- e = o.
On en concltit ( n° 20 ) que Ton a, pour I'aire finie qui correspond aux spheres u{ et u, et aux plans v{ et v, f expression
> r" * a / "'/• v d Wt " bt + r*
la somme s'etendant aux points communs aux surfaces J '— o, 9 = 0, 0 = 0. II en resulte sans difficulte que ('integrate double csl ime fonction entiere et du second ordre en v, et une fonction rationnelle el logarithmique en u (n° 35). Si Ton part de la sphere de centre /, in. n et de rayon nul, pour laquelle la courbe de contact sur E se reduil ;i la conique polaire du centre comptee deux fois, on voit aisemenl qu'on pent enoncer la proposition suivanle :
La somme algebrique des deux aires ellipsoidales hmitees par deux plans paralleles et par une. courbe a deux boucles, le long de laquelle les plans menes tangentiellement a Tellipsoide louchent une sphere, est une fonction algebrique el logar/lhinir/ue des pararnetres de la sphere ; de plus, c est une fonction entiere el du second ordre du parameire variable qui enlre dans V equation des plans.
Olte aire, en supposant la sphere fixe, csl de la forme
SCR LK TIIEOKKME d'auEL., •)«>-
oflo et ift) etant independants de ^ et p,. On pent ecrire
el . par suite.
£a somme algebrique des deux aires ellipsoid/ties precedentes est nullr si Irs deux plans pen alleles varienl en conservant lew direction et en restant cquidistants d im plan fixe, de meme direction.
Cette proposition el la precedente s'appliquent a une quadrique quelconque; elles permettenl de determiner, sur nne telle surface, une infinite d'aires, limitees par des courbes al geb ri(j ties el exprimables par des fonctions rationnelles et logarithmiques.
Nous n'insisterons pas plus longtemps sur les applications aux aires ellipsoidales, el nous donnerons quelques propositions relatives aux aires sur une surface algebrique quelconque.
IV. — Aires sur une surface quelconque
78. Soil /(X, Y,Z) = o I'equation d'une surface algebrique d'ordre ///, en coordonnees rectangulaires; I'element d'aire a pour expression
|p:\ ' d^dXctY tfi.+fi+f't.-
On peul evaluer aisemen I, comine dans le casdesquadriques, la somme algebrique des aires comprises sur la surface/" = o, entre deux plans paralleles et deux courbes le long desquelles les plans tangents it la surface touchenl respeetivement deux spheres concentriques.
Soient, en effet, /, in, n les coordonnees du centre de deux spheres voisines, // et u -+- du les inverses de leurs rayons; P '-+- v = o et P v -¥■ dv == o deux plans paralleles voisins : la somme des aires infiniment petites a evaluer est (n° 30)
A etant le jaeobien des f, P -+- c, et o, etant pose
* -/< + ft + fit — "J ( l/x "t- mfk + /i/z -+- /,' )*,
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et la somrae s'etendant aux points communs a / — o, © = o, P 4- c = o. On pent fecrire anssi
et, d'apres la formule du n° 20, deja si souvent appliquee, I'aire finie qui correspond aux spheres m, et //, et aux plans <>, et v, sera
la somme s'etendant aux points communs a /"— o, © = o, 0 = o : on a remplace X par i, V par yj, Z par £e( / par 0. II resulte de la, commedans le cas de l'ellipsoide, que I'integrale double est une fonction entiere e( du second ordre de v, et une fonction rationnelle et logarithmique de //. Done :
Soienl, sur une surface algebrique deux courbes, le long He chacune desquelles les plans tangents touchenl respect ivernent deux spheres concentriques; la somme des aires comprises sur la surface entre ces deux courbes et deux plans paralleles est une fonction algebrique el tbgarithmique des paramelres des deux spheres, el une fonction entiere du second ordre du parametre variable qui entre dans f equation des plans.
Elle est nulle si les deux plans paralleles varienl en conservant lew direction el en rcstant e quia lis t ants d'un plan fixe, de meme direction.
Le meme raisonnement montre que la proposition estvraie, non seulement pour deux spheres eoncentriques, mais pour deux spheres quelconques.
79. Plus generalemenl, en reinplagant les plans paralleles par un systeme de surfaces asyinptotiqucs, <I>, -+- vt<P., == o, on verrait de meme que la somme des aires correspondantes est une fonction entiere et du second ordre de v ; si les surfaces etaient asymptotes, <!>, 4- vi2Q?2 = o, elle serait du premier ordre en v, et si el les etaient osculatrices a I'infini, <I>, -h K3<&2 — <>, l» somme des aires serait nulle.
(SO. Soit, sur la surface/ = o, une serie de courbes definies par une
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equation de la forme
ou s est un polvnome en tier, .de degre (m — i) au plus en X, V, Z, et <le degre quelconque on //.
On voit, par le memo raisonnement, (pie la somme des aires comprises sur la surface enlre deux de ces courbes el deux plans paralleles est une J'onction rationnelle el logarilhrniqiie da parametrr u, el une fonction entiere, d'ordre deu.r, du parametre qui enlre dans 1'equation des plans paralleles.
Si s Hail d'ordre m — 3 en X, V, Z, la somme precede nl c serait toujours nulle.
On a done ainsi une infinite de manieres do determiner, sur une surface quelconque, des aires dont la somme algebrique soil exprimalde par les fonctions elementaires.
EXPKESSION
QUELOUES AIRES SUK LE PARABOLOIDE ELLIPTIQUE
(Bulletin de la Soc. math., t. i S 9 J . ;
I. Dans mon deuxieme Memoire sur Ic theoreme d'Abel, j'ai donne line formule simple permettant d'exprimer, a I'aide desfonctions elliptiques, L'aire d'une calotte ellipsoidale limitee par une conique le long de laquelle le cone circonscrit a I'ellipsoide est de revolution. La meme methode s'applique a revaluation d'une aire analogue sur le paraboloide elliptique, mats le resultat est beaucoup plus simple, puisqu'on arrive pour l'aire cherchee it une expression algebrigue et meme rationnelle.
Voici la marche des calculs, qui soul tout a fait elementaires.
Soil le paraboloide elliptiquc
on suppose p >> 0, q > 0, et p > q.
Le lieu des sommets des cones de revolution reels circonscrit a la surface (1) esl Une des paraboles locales, ou plutot la partie de la parabole exterieure a la surface : les equations de cette parabole locale sont
(2) y = o, z- — ix (p — 7) =p(p— <]).
Le plan polaire P d'un point {pc, z) de la courbe (2) par rapport an paraboloide a pour equation
oiuviiks nr. georces Humbert.
Proposons-nous d'evaluer l'aire de la zone comprise, sur le paraboloide, entre ce plan P et le plan polaire P' d'un point (x -f- dx, z -r- dz), infiniment voisin de (x, z) sur la parabole focale (2)
A cet efl'et, projelons la zone sur un plan normal a l'axe du cone tie revolution de sommet (x, z) circonscrit an paraboloide; il est clair que l'aire de la projection esl egale a la difference des aires de projections, sur le meme plan, des sections fades dans le paraboloide par les plans P c( P'. Or, en appelant da l'aire de la zone el 0 I'angle que les plans tangents au paraboloide le long de la section P font avec l'axe du cone, on a, pour la zone projetee, la valour da sin 9, el, en designant par a> et c.o + d(o les aires des sections P el P', par X el X' les angles des plans P et P' avec l'axe du cone, il viendra
(4 ) d3 sin & — ( to -+- <Yw ) sin /.' — to sin >..
L'axe du cone esl la tangente en ( .r, z) a la parabole locale (3), ses equations sonl done
(5) Y = o, \{p — q) — Zz -+- {p — q)(x -(-/>) = o,
et par suite
• ^ Pz
sin/. =
pz-h (p-q)dz y/ [( ■ -4- dz Y- + (f 1 I ;s + {p - qY
Si Ton developpe sinX' suivant les puissances croissantes de dz, it vient, en negligeant les termes en dz2,
sin /. = sin A + dz q — -t ,
sinO se calcule aisement; on trouve
sin b -
v ^-t-ip — qy
Enfin to, aire de la section faite dans le paraboloide ( 1 ) par le plan | i 1, a pour expression
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On aura w + i/co en changeant dans cette expression s en s + dz. Sortons mairilenant dans (4) les valeurs de sin 0 . sin/., sin/.', to el a) -t- ^/(>j : il vie nl apres reductions
da= -fM 1 [{3p - q) a*~- q\p - qf\
On a ainsi ['expression de en fonelion entiere de on en deduit I'aire 7 de la calotte du paraboloide qui a pom' base le plan I' :
5/' Jixx - r-P
const.
La constante sc determine en ecrivant que tx esl nul lorsque le plan V touche le paraboloide, e'esl-a-dire lorsque le pole {x, z) de ce plan est un des ombiliics du paraboloide : or les deux ombilics sont a I'iriterseclion de la surface avec la locale (2) : on trouve ainsi. pour le j de I'ombilic situe au-dessus du plan des xv.
et par suite on a pour I'aire cherchee
" 3 npq.
g-(p - 'if
On pout done enoncer le resultat suivant, qui resume cette note :
Soil un cone de resolution circonscril au par aboloide elliptique Y» ri}
Son soinniel est dans le plan V =s 0: designons par x et z ses deux autres coordonnees, el supposons, par exemple, z^>o. Vaire a de la calotte de paraboloide qui a pour base le plan polaire du soinmet du cone est une fonction entiere, du troisieme ordre, de z, et elle est donnee par la formule (6).
Verification. — Si le paraboloide est de revolution, on ayo = yet s esl taujours nul, I'aire a se presente alors sous forme indelerminee. .Mais si Ton remplace 3 par sa vateur en fonction dex, tiree de(/-i), on trouve
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pour o\ dans le cas general,
■in
el si ['on Tail p = r/, il vient
formule qui se verifie sans difficulty, en clierchant I'aire engendree par la revolution autonr de son axe de la portion de la parabole
comprise entre le sommet et la droite polaire du point (x, o).
II. line t'onnule que j'ai Tail connaitre aiileurs permet d'exprimer ii I'aide des fonctions elliptiques I'aire comprise sur un ellipsoide entre les deux boucles de la courbe de contact de la developpable circonscrite a I'ellipsoide et a une sphere, le centre de la sphere etanl suppose sur un des axes de la quadrique. Si Ton applique cede formule an paraboloide elliptique, les fonctions elliptiques disparaissent, el I'on arrive a une expression rationnelle remarquablement simple, que I'on va donner.
Yoici la formule pour le cas de I'ellipsoide :
Soil une sphere de rayon K, dont le centre est situe a une distance I du centre d'un ellipsoide, sur Faxe de longueur '±a : I'aire ellipsoidale S definie plus haut a pour valeur
„ Id Id <JiU ou
(o s = 27r^e(Cu + tt)^2TC^e(p„._0__
Dans cette formule, les fonctions elliptiques dependent des quantites e, , e.2, ea ainsi definies :
a, b, c sunt les demi-axes de 1'ellipsoide; enfin u est le plus petit
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argument reel el pbsitif determine par la relation
On doit, pour appliquer la forrnule, supposer la sphere exterieure a ['ellipsoide, c'est-a-dire l^>a el R<^1 — a.
Pour passer au cas du paraboloide, on <loil remplaccr dans res Cor1 mules / par /„ -f- a, lr [tar ap, c1 par aq el fatre tendre a vers L'infini;
Tellipsonle ■+- . . . '= i a pour limite le paraboloide elliplique
- 1 |-2jr = o.
La forrnule ( '>) s'ecril
, a*~i- 2a l0 ■+■ l\ — R1 pq a ( p -t- q) ■+- pq . Ks
el, par suite, // tend vers zero lorsque a tend vers I'injini. On lire de la le developpement de a en I'onction de u sous la forme
si Ton porte eelle valeur dans les relations ( 2), on obtient des developpements analogues pour e, , e.,, e3 et p ; si enfiri on remplaee dans I'equation (1) les quantities a, eK, e2, ex, p par ces developpements, et si I'on develop pe les fonqtiohs elliptiques suivant les puissances croissanles de a, on arrive a line expression de la forme S = A -+- \ht -+-..., qui pour u == 0 se reduit a S = A. II est inutile d'entrer dans le detail des ealculs, qui n'olfrenl ailcune difficult^, la forrnule finale est la suivante :
Ainsi
2/;2 72 + 2 l„pq (/>-+- 7)-+- — ( 3p2 -f- 3 r/5 +2pq)
L'aire S comprise sur le paraboloide elliplique — - — h 2a? = 0 entre
les deux bouctes de la dcveloppable circonscrite au paraboloide et a urnsphere de rayon R, ay ant son centre sur t' axe du paraboloide a une distance l0 du sommet, est exprimee, en fonction ralionnellc de K et de ln , par la forrnule (Zj ).
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On doit supposer la sphere exterieure an paraboloide, c'est-a-dire /„>nel K</„.
Verification. — - Si le paraboloide est de revolution, I'aire S est comprise en (re deux paralleles el peul seealculer directement. Considerons la parabole y2-+- 'ipx — o et le cerele (.v — /,, )a -+- y'1— \\-. Les tangentes communes ;i res deux courbes toucherif la parabole aux points donl les abscisses verilienl I'equatiOn
S'pient, par ordre <le grandeur croissante, r, el x2 les deux racines de cette equation; sur le paraboloide engendre par la rotation de la parabole autour de Ox, I'aire comprise entre les deux paralleles x == it', et x = .r.2 a pour expression
c est-a-dire
S— 3-|(/^ — '■'-^•'i)-— (/>2 — zpxrr
chacun do radicaux du second membre devant elre pris nositivement. Or la relation (5) donne
D'ailleurs on verifie que /„ esl compris entre .r, et x.it el par suite, on aura, en tenant compte de ((>),
Ainsi S est une fonction syinetrique entiere de xK etxif le calculse fail immediateinenl et donne apres reduction
S = — - i/„/' + g Ha
formule qui coincide aver (4) oil Ton a fail p ■ = q. On a ainsi veriiie la relation et, par contre-coup, I'equation ( i ).
PLANES OU GAUCHES
(J. fie Xlalh., V st'-iic, l.l. iKcp.i
I. Le hut H 11 present Memoire est de montrer que, sur une courbe algebrique quelconque, on peul toujours, d'une infinite de mariieres, determiner un certain nombre < Tares don t la so mine algebrique s'exprime par des functions rationnelles : flans un travail public au LVilp Cahier du Journal de VEcole Poly technique j'avais esquisse letude de la ttieme question, mais les resultats * j 1 1 e j'obtenais etaient (res ineomplets et, sur certains points de detail, pen precis; ils etaienl d'ailleurs limites aux eourbes planes.
Le Memoire aeluel eomprend Irois Parties. Dans la premiere, on efahlit une form ule qui donne la somme des arcs intercepted sur une courbe, gauche ou plane, par des surfaces cbrtvenablement clmisies el Ton montre, par la discussion de la formule, que cette somme est, en general, rationnelle el ne peutdevenirlogarithmiqueque pourcertaines eourbes particulieres.
La seconde Partie est consacree a des applications generales de la formule f'ondamentale ; on y etudie specialemenl les cas ou les airs introduits soul susceptibles d'une definition geometrique simple el I on examine, aver quelque detail dans cet ordre d'idees, les proprietes des eourbes planes.
Le travail se termine, dans la troisieme Partie, par des applications aux coniques el a des eourbes particulieres des troisieme et quatriemc ordres.
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2. Soil c une coiirbe, intersection totale ou partielle de deux surfaces algebriques
d'ordres m el p. On su [> [m )>e que s n'esl multiple sin- aucune des deux surfaces el que celles-ci ne so totichenl pas foul le long de z. L'arc do la eourbe, dans un systeme d'axes reetangulaires, esl represente par 1'integrale
en posant, pour abreger,
A ~f'\y'i — ft v'y- B ~/'z — /xcp'z, C t=/xcp'v — /ycp'x.
A cause tin radical qui figure sous le signe /', I'integrale n'est pas ( sauf pour certaines courbes particul.ieres, dites de direction ) une integrale abelienne appartenanl a la eourbe ©; il en resulte que la somme des arcs inU'Pceptes sur z par deux surfaces queleonques, de memo degre, n'esl pas une fonction rationnelle el logarithm ique des paramelres de res deux surfaces.
On peut toutefois choisir les surfaces secantes de ma nit* re <|ue cette condition soil realised.
Soienl, en effet, K el 'I' deux polynomes queleonques en X, Y, Z. dont
les coefficients -dependent rationnellemenl de parametres if, v que
nous supposerons en nombreegal a deux pourabreger l'ecrilure; considerons les surfaces §, representees par r equation
(i) $ = F-(\. Y, Z, a, c) - <l»2(\. Y. Z, ii, f)(A! + B*+C!) = <>,
el cherchons a evaluer la somme algebrique des arcs compris sur z (Mitre deux surfaces f, correspondant aux valeurs u, c el // +■ du, v -+- dv des parametres.
En verlu de la relation ( i), cette somme sera
—j A <l> du \ <l> £d ' dv J \ <l»
les sommes etanl etendues aux points communs a la eourbe z el a la surface ( i ). II esl clair, d'aillenrs, puisque le radical a disparu. que les deux dernieres sommes, qui son! des functions symelriques de ees points, sont des functions rationnelles de et de v fainsi que des coef-
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lieienls des surfaces / — o, 0 = 0, cm general (')]; soie.nl ty(t£, ?) et /.("' v) ces °"eux fonctions : la somme des arcs corapris sur 2 entre les surfaces # qui correspondent aux valours u0, va el p des parametres a pour valeur
(•2) / '^{a, t')rfw + I x-(«». «04ki
el s'exprime des tor's ( theoreme d'Abel ) en fonction ration nelleetlogarithmique de u, v.
3. Nous allons maintenant indiquer une formule simple pour calculer 1'integrale (2;, et nous arriverons ainsi a ce resultal reuiarquable que, en general, Les logarithmes disparaissent dans cette integrate, de sorte que la somme des arcs consideres est une fonction rationnelle des parametres u, v, c'est-a-dire des coefficients des polynomes F et <1>.
Nous nous appuierons it cet effet sur une formule etablie par nous an Tome V (4C serie) de ce Journal, et que nous allons rappeler.
Soil 8 une courbe gauche; X, Y, Z etant les coordonnees d'un de ses points, nous passerons aux coordonnees homogenes en posant
On supposera que x, y, z, 1 sont exprimes en fonction holomorphe
d'une variable, A, et Ton designera par x',x", .... t',t" lesderivees
successives de ces fonctions par rapport a A.
Considerons ma i n tenant nne different ielle abelienne a p part en an I a S,
Q et H etant deux polynomes bomogenes et de me me ordre, en x,y, z, t. Si Ton designe par §{x, r, z, t, U) = o l'equation d'une famille de surfaces dont l'equation depend rationnellement d'un parametre, U, on a la formule
V 9 '±(*\ - Vr.
(*) La somme des valeurs que prend une function rationnelle aux points comruuns a une surface quelconque et a une courbe 3, intersection partielle de deux surfaces / = 0. 3=0, est rationnelle en fonction des coefficients de ces dernieres, lorsque la projection de 3 sur un plan quelconque a ses coefficients rationnels en fonction deceux de / et de <s.
• >20 OKUVILBS 1)F. GEORGES IIUMBEIIT.
Dans le premier membre, la somme s'etend aux points communs a la courbe 2 el a la surface # = o; designe raccroissemenl de la
eoordorinee d'un de ces points, quand on passe de la surface
a la surface
$(x,y,z,l,[ -+-rfL) = o;
dans le second membre -r designe la somme des residus, par rapport aux zeros de R el de t, de la fonction de la variable X,
^ . o .f; ./■* — xt' , , IT -i —F- (,)-
Ces residus se calculenl d'ailleurs sans qu'il soil necessaire de connaitre ['expression de x, y, z, i en fonction de X; ils dependent des elements geometriques de la courbe z aux points on elle est coupee par les siui'iices 1! —(),/ = o.
4. r*our appliquer la formule ( 3 ) au cas qui nous occupe, supposons d'abord que, dans ('equation des surfaces secanles,
v- — o>-( A5 +ir-+c= ) = n,
<\> depende seul d'un parametre, //; les coefficients de F soul alors supposes constants. Cousiderons, le long de z, la differentielle abelienne
on a, d'apres la formule (3 ),
V Jl ± [*\ - V,.
— A *l» du \t J '
la somme du premier membre s'etendant aux points communs a la courbe Z et a la surface $ :
(4 ) 9 - t, «)'*= F2 (.r, v, 3, 0 - f*ix-tf, z, t, u) [A3 Ba + C«]
et Iip designant la somme des residus, par rapport aux zeros de 4>A/2,
i 1 i Cette forrnule s' applique ineine si (J et It cmitiemienl le parametre U.
de la fonction
9(1)= — ■T't — xl\2JW'(y + B2 + C2), v ' AO t- § v
ou j, s, £ sont remplaces par leurs valeurs en fonction du parametre X, le long de la courbe ©.
D'apres tout ce qui precede, la somrne algebrique des arcs compris sur © entre les surfaces (4), qui correspondent aux valeurs u0 et u du parametre, a pour valeur
f du(lr),
et tout revient ainsi a calculer les residus /•.
5. Observons d'abord que les zeros de 4> ne rendent pas 0(A) infini, puisque le facteur <£ peut etre supprime aux deux membres de la fonction 0(X), qui s'ecrit
F x' i — xt' <\>' <5) -^r- p._#,(a,Vb^C.)'A^B' + C'>-
On n'a done a calculer que les residus de cette fonction qui correspondent a des zeros de A on de t. Soient X„ un de ces zeros, ra le residu correspondant.
La quantite X0 etant independante de u, l'expression
/ r0du
est evidemment le residu, pour X = X0, de la fonction de X
f 0(A, u)du,
integrale dans le calcul de laquelle X est regarde comme une quantite independante de u. Or on a, d'apres la forme (5),
x' I — xt' /A2 + B2 + C2 , _ { F - O y/A2 + B2 + C2 N
/ 0(A, u) du = s - log
D'ailleurs A, B, C sont proportionnels aux cosinus directeurs de la
tangente en un point de e ; done
ABC
( 5 bis )
x't — xt' y't — yt1 z'i — zt' et la fonction precedente, que nous designerons par cd(X, a), s'ecril (6) <&{h «) = j»sj{x't — xt'y- + {y,t — yt'y + (z't — zt'y-
F — <& JA* -+- B- -f- C2
x log
L integrale qui donne la somme des arcs cherches, e'est-a-dire
f du(lr),
est done egale a la somme des residus, par rapport aux zeros de A et de t, de la fonction
comme d'ailleurs dl ne devient pas infini quand A s'annule, les seuls residus a considerer sont ceux qui correspondent aux zeros de t (').
6. Supposons maintenant que $ ne contienne pas de paramctre variable, mais que F depende d'un parametrer. L'element d'arcde 3 peut s'ecrire
rfX(A'-+B2+C2) ds = , »
Pour les points de e situes sur la surface
on a
ds = ^(A24-B2 + C2)4».
Partant alors de cette differentielle rendue homogene en x, y, z, t,
(') On pouvait voir direciement, en s'appuyant sur les equations (5 bis), que 6(X) resle fini aux points de S qui annulent A, a moins que ces points n'annulent t.
on a, comme au n° 4, la formule
2<&(A;!-hB--!+ C-) d_ fx\ _ AF dv \ t) ~ '
la somme du premier membre s'etendant aux points eommuns a 3 et a la surface (7), § = o, et 2> designant la somme des residus, par rapport aux zeros de FA.t- de la fonction
ou
(8) ea)=2-—^- F,_»(A.;B.+ C,)(A-+B'+C-).
Les seuls residus a considerer sont encore, puisque le facteur F a disparu du denominateur, ceux qut correspondent aux zeros de A et de t; si r„ est un de ces residus, correspondant a une valeur A„ de A, on voit, comme au n° 5, que l'integrale
est le residu, pour A = X0, de la fonction
9(1, v)dv;
or on a, d'apres (8),
c/, , , .r'/ — xt1 v/A-+ B-+C-. F-WA' + BM-C-
d(k,i>)dv=: v 7 log •
En designant par s(X, v) le second membre, la somme des arcs interceptes sur e par les surfaces (7), qui correspondent aux valeurs vn et v du parametre, est done egale ii la somme des residus, par rapport aux zeros de 1, de la fonction S(A, v) — s( A, pu).
D'ailleurs la fonction s a la meme forme que la fonction (K.
7. Si maintenant Ton suppose que <t> depende d'un parametre u, et F d'un parametre v, variant sJmultanement d'une maniere quelconque, il est clair que la somme des arcs interceptes sur S par deux surfaces du systeme
F!(.r, j, s, t, i>) — V{x, v, s, t, «)(A! + BsH-C?) = o,
correspondant aux valeurs uu, v0 et u, v des parametres, sera la somme des residus, par rapport aux zeros de t, de la fonction de A
(K{1, u , V)— tft(X, "o, v) + h{\, u0, V) — S(X, tt0, C0),
c'est-a-dire
<Jt(X, u, c) — <K(l, u0, c0),
puisque Ton a
dl(X, ti. c) = S(X, «, c).
La fonction dl a pour expression :
[ (K(l) = -^(,x'i — a:t'y--+-(y't — jt'y-+(z't — zt'y-
x log
8. Montrons qu'en general les logarithmes disparaissent dans les
residus de dl.
Les residus aconsiderer sont ceux qui correspondent aux zeros de t, c'est-a-dire aux points a l'infini sur G.
Plusieurs cas sont a considerer selon la nature de ces points.
i° Le point est un point simple ou multiple, a branches distinctes ou non, mais la courbe n'y touche pas le plan de l'infini. De plus ce point n'est pas sur le cercle isotrope.
Soit \u la valeur du paramelre correspondant au point considere (ou une de ces valeurs s'il y en a plusieurs); on aura, en posant
pour des valeurs assez petites de i,
La tangente correspondanle de © n'est pas dans le plan de l'infini, par hypolhesc; il fa ut des lors que les quantites a„, a,, a/(_, ; (30, •••» P/>-o Y<>, • Y/,-i soienl respectivement proportionnelles, en
sorte qu'on a
(9 bis)
et v etant des constantes. La direction du point considere a Tinfini
est j — ^ — * et la quantite i -+■ u.'2 -+- v2 n'est pas nulle, puisque, en
vertu de notre seconde hypothese, le point n'est pas sur le cercle isotrope.
On deduit des deux equations precedentes, en derivant par rapport a e,
y' t — yt' x' t — xt'
= f* 72 H bi
(gter) d'ou
z' t — zt' x't — xt'
i sj{x't- xt' y- -tift- yt' y+(z't- zty
x't — xt'
y] etant une quantite s'annulant avec e, et telle, de plus, que le produit
x't — xt'
reste fini pour £ == o. D'apres cela le residu de pour X = X„, est
le meme que celui de la fonetion
, > x't — xt', -. F— 0^+B24-Cs
Or on a, en derivant la premiere des relations (9),
x' t — xt' a0 a.
( 1 o bis ) ; = — p
le terme en ^ manquant au second membre. Done, dans le residu de la
fonetion (10), le seul terme qui puisse contenir un logarithme di sparait, et il ne reste que des termes rationnels en u et v.
2° Le point a t'infini est sur le cercle isotrope, ou c'est un point de contact do la courhe £ et du plan de l'infini.
Dans les deux cas, il est clair que A2 + B2-+-C2 s'annule en ce point; des lors, dans ft(~k), le terme logarithmique
. F — 4> v/A--f- B-+ C- Josr Y
tend vers logp> ou zero. Les logarithmes disparaissent done encore
dans les residus. II ne peut y avoir d'exception que si F s'annule au point considere, et de telle sorte que I'expression
ou son carre
, . <1>2(A'4-B2-hC2) (") p; '
tende vers une limite finie, non nulle.
9. Voici done le theoreme general qui resulte de ces recherches :
Theor6me general. — Soit 3 une courhe algebriquc, intersection totale ou partielle de deux surfaces f = o, o = o, sur aucune desquelles elle nest multiple et qui ne se touchent pas en tous les points de cette courbe; posons pour abreger
On coupe la courbe 3 par des surfaces ay ant pour equation F2 — **( A2 + B2 + C2) — o ou fy—o,
F et <I> designant des polynomes quelconques en x, y, z, t; la sommc algebrique des arcs compris sur la courbe 3 entre deux surfaces de ce sysleme, §a et §{ , obtenues en faisant suiwe une loi de variation quelconque aux coefficients des polynomes F et <I>, est une f one lion rationnelle des valeurs initiates et finales de ces coefficients.
C'est cgalcrnent une fonction rationnelle des coefficients des deux surfaces f— o, s = o, pouivu toutefois que I equation de la projection de 3
sur un plan quelconque ail ses coef ficients ralionnels par rapport a ceux des deux surfaces ( 4 ).
Le theoreme precedent ne peat souffrir d' exception que si, pour les valeurs les plus generates des coefficients de F et de $ verifiant la loi de variation adoptee, les surfaces F2=o et (A2 + BJ+C2)$2=o passent par un meme point a l'infini de s, (x0, y0, z„, o), et de telle sorte que le quotient
$'(A«-i- B2-t- Ca)
tende vers une limite finie, non nnlle, lorsque le point (x, y, z, t) tend vers (xu,y0, z0, o), en restant sur une des branches de la courbe £ qui passent par ce dernier point.
II faut de plus, pour que rexception puisse se presenter, que ce point soit un point du cercle isotrope ou un point de contact de la courbe et du plan de l'infini.
// ny a done jamais d' exception au theoreme pour une courbe ne touchant pas te plan de l'infini et ne renconlrant pas le cercle isotrope, quelles que soient d'ailleurs ses singularites a distance finie ou in/inie.
Enfin, dans tons les cas, la sommedes arcs considered dans Venonce du theoreme general est egale a la somme des residus, par rapport aux zeros de t, de la fonction
\/{x't- xt' )•-• + ( f1 t-yt'y-+(z'l — zt>y
\ F + <bv/A!+ OJ0
oil le logarithme est pris entre les valeurs initiales et finales des coef ficients de F el de Dans cette fonclion, x, y, z, t sont les coordonnees d'un point de S supposees exprimees en fonction d'un parametre X.
10. Remarque. — Pour connaitre avec quel signe chaque arc entre dans la somme du theoreme precedent, il suffit de se rappeler que
(l) 11 ne pourrail en etre autrement que si les surfaces j — o, » = o se coupaient suivant plusieurs courbes appartenant, sua- Tune d'elles, a la meme serie que ©. Ce cas exceptionnel se presenle par exemple si l'une des surfaces est un cone et l'autre un plan arbitraire passant par son sommet.
s 1'element d'arc a ete mis sous la forme
F dX ds = — —- , O A
ce qui donne le signe de chaque arc infiniment petit, et par suite de chaque arc on de chaque portion d'arc fini.
Applications generates.
COURBES GAUCHES
11. Pour faire des applications 'du theoreme general, nous chercherons des surfaces de la forme i en relation geometrique simple avec la courbe 2, de maniere a debarrasser l'expression du theoreme de tout terme analytique; les exemples sont d'ailleurs faciles a trouver.
Considerons, sur la courbe e(/*=o, y — a) les points oil la tangente fait un angle donne, a>, avec une droite fixe, l'axe des X, par exemple; ces points sont sur la surface
(12) A-— cos2gj(A'24-B2+C!)=:o.
Lorsque cosoo varie, les surfaces representees par cette equation appartiennent au type §, considere dans le theoreme general qui est des lors applicable; mais il y a lieu ici de pousser les calculs jusqu'au bout.
D'apres le n° 4, si Ton pose cosco=r u, la somme des arcs compris sur e entre les surfaces du systeme (12) qui correspondent aux valeurs u„ et u du parametre a pourvaleur
du(Ir),
2/- designant la somme des residus, par rapport aux zeros de t, de la fonction
x'l-.rt' a-+B2+C2 = ^i— aT=.^(A2+B^"C^)-
Soit>.0 la valeur de ~k qui correspond a un point a l'infini de e : nous supposerons que la courbe ne touehe pas le plan de l'infini en ce point.
Tout d'abord si le plan x — o passe par le point ~Ka, - reste fini
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pour A = 'An, en vertu de l'hypothese precedent?; i! en est de meme
de sa derivee '■ — — et, par suite, de la fonction 0(A). Le residu
correspondant de cette fonction est done nul.
Si Ie plana; = o ne passe pas par le point A„, on a, en posant X — A0 = e, d'apres (9) et (9 bis),
Pour calculer le residu de ©(X), posons
A!H- B'+C2 . ' (x't — .rt'y- + ( )•' I — yt')'1 -h (z' t — zt' )-
A- {x't — xt'Y
En vertu des equations qui precedent et des equations qu'on en deduit par derivation, on peut ecrire
x' t — xt' r OU
^(A) = I 4- p.- -+- v-+ E^'cr,
p et <t ne devenant pas infinis pour z = o; p. et v sont des constantes.
Cette derniere formule montre que les p premieres derivees de '\> sont nulles pour £ = 0; il en est, par suite, de meme evidemment des p premieres derivees de la fonction
A2— m-(A' + B24-C-) 1 — m 2 ip
II en resulte irnmmediatement que le residu, pour A = A„, de la fonction
t- 1 — u-<ij
est nul, puisque, d'une part, ' — — est de I'ordre de et que,
d'autre part, il ne contient pas de terme en
(EUVHKS DE O. HUMBERT, T. I.
Ii7
53o OEUVRES DE GEORGES HUMBERT.
On peut done enoncer ce theoreme :
I. .1 une courbe algebrique douee de singularites quelconques, mais ne louchant pas le plan de I'in/ini (('), on meue Louies les tangentes qui font un angle donne avec un axe fixe el Von jail ensuite varier eel angle : la sornme algebrique des arcs parcourus par les points de contact des tangentes est a chaque instant egale a zero.
Ce theoreme est une extension a l'espace d'une propriete connue dans le plan.
On etab 1 irait de meme, sans difficulty, que :
II. Le mime theoreme subsiste pour une courbe ayant avec le plan de I'in/ini, en un seul point, un contact de premier ordre, lorsque Caxe jixe est perpendiculaire auv plans {par alleles enlre eux) qui touchent la courbe en ce point.
12. Les points de e dont le plan normal touche la sphere de rayon u et de centre fixe (o, o, o, i)
+ z- — it- 1- = o
sont sur la surface
J = (A.r -+- Bj +- Cz)-— u"C-{ A-+ B-+ C2)
qui est du type §. Pour calculer la somme des arcs compris sur z entre denx de ces surfaces, correspondant aux valeurs u0 ct u du rayon, nous calculerons encore directement les residus, par rapport aux zeros de t, de la fonction (5)
x't — xt' (Ax + Bj + Cs)(A;+B;+ C1)
ou A, B, C sont supposes remplaces par leurs valeurs proportion-
nelles x' l — xf, Au denominateur, e'est seulement la premiere
puissance de t qui est en facte ur : cette circonstance permet de calculer de suite le residu de par rapport a un zero quelconque, X„, de£,
meme si e touche le plan de l'infini au point X0.
Si X0 est un.zero d'ordre q de t, n'annulant pas (comme on peut
(') C'est-a-dire n'ayanl aucune langente dans le plan de l'infini.
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toujours I'admettre) x, y el s, dans le terme
x' I — xl' t '
la partie inlinie pour A = Xa est — qr„^ ' . , et lc residu de 0(a) esl
_ \ (\x + B/+Cz)(A:+ B2+C5) J
la valeur do ['expression entre crochets etant prise pour X = X0* Si maintenant on suppose que, pour X = X„, -+- y- -+- n'est pas mil, on voit que les termes de moindre degre en X — X0 sont, au numerateur de cette expression,
et au denominateur,
— x0{xl +yl -hzl)H'3;
par suite,
La somme des residus est ainsi egale a I'Zq, c'est-a-dire a deux fois l'ordre, N, de la courbe a, si celle-ci n'a pas de point sur le cercle isotrope. Alors la sornme des arcs considered, c'est-a-dire
J du (Sri
est ici egale a 2N(« — «„).
Ainsi :
III. A une courbe algebrique, d'o/dre N, ne rencontrant pas le cercle isolrope et Wailleurs quelconque, on mene Lous les plans normaux qui touchent une meme sphere, et Von fail ensuite varier le rayon de la sphere, son centre demeurant fixe : la somme algebrique des arcs decrits sur la courbe par les points d incidence des plans normaux esl egale ri 2N fois la variation du rayon de la sphere.
Si un zero simple, X0, de 1 (n'annulant pas simultanement x, y, z) est aussi un zero simple de x- -+- y~ -+- z2, on etablit sans difficulty que, pour X = X„, ®(X) restefini; le residu correspondant est done nul. Or, pour une courbe n'ayant a 1'infini que des points simples ou des points multiples a branches distinctes et ne louchant pas le plan de rinfini,
les zeros de / sont tous simples et reciproquement; dire que, en un de ces points, x2 <-f- y2 -+■ z2 s'annule comme/, e'est admettre que la sphere de rayon nul x2 y2 -+- z1 — o ne touche pas la courbe au point, considere. Par suite :
IV. A une courbe algebrique quelconque, d'ordre N, n'ayant sur le cercle isotrope que des points simples ou des points multiples a langentes d/stinctes et ne touchant en aucun de ces points le plan de Vinfini , on mine les plans normaux qui touche nt une sphere el Von fait varier le rayon de celle-ci, son centre demeurant fixe : la somme algebrique des arcs decrits sur la courbe par les points d 'incidence des plans normaux est egale A2(N-A) fois la variation du rayon de la sphere, ih elant le nombre des points d' intersection de la courbe et du plan de Vinfini situes sur le cercle isotrope.
II faut de plus, pour que la proposition soit applicable, que les spheres concentriques considerees ne touchent pas toutes la courbe en un ou plusieurs points fixes a l'i nfini.
13. Menons rnaintenant ceux des plans normaux a © qui touchent une sphere variable, de rayon fixe, dont le centre decrit une droite, Taxe OX, par exempLe : les points d'incidence de ces plans sont a ('intersection de e et de la surface
0 = [\(x— e/) + By + C-]2— R2*?(A!+ Bs + C2) = o,
v designant l'abscisse variable du centre de la sphere et R le rayon fixe. Pour evaluer la somme des arcs decrits sur s par les points d'incidence quand v varie, on peut partir des formules du n° 6, puisque v figure seulement dans la fonction que nous avons appelee F; on a ainsi a calculer les residus, par rapport aux zeros de t, de la fonction
n:'i\ nA! + B!+C!, , ..
6(1) = — 2R 1 (x't — xt1).
Au denominateur, / a disparu : les residus cherches sont done nuls, a moins que, pour un zero, A„, de t, § ne s'annule quel que soit v, de maniere que G(X) devienne infini. Or, en rempla^ant dans 0(X), A, B, C par leurs valeurs proportionnelles x't—xt,, on voit que, si pour X = X0, x2-+- y2 -h z* n'est pas nul, les termes de. moindre degre
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en \ — sont au numerateur '>\{xl ':'(x- -+- y'2 -+■ -■-), et au denominateur i'-(x'2 -\- y~ + z1 ) : la fonction 0(A) reste done toujours finie pour les zeros de et tous les residus correspondants sont nuls. Done :
V. A une courbe algebrique ne renconlranl pas le cercle isolrope et d'ailleurs quelconque, on mene les plans norrnaux qui touchent une mime sphere el Von fait ensuite varier le centre de la sphere, le rayon demeurant constant : la somme algebrique des arcs decrits sur la courbe par les points d incidence des plans norrnaux est a chaque instant egale a zero.
De ineme on voit qne :
La proposition precedenle s' applique a une courbe n ay ant sur le cercle isolrope que des points simples ou des points multiples d tangentes distinctes en aucun desquels elle ne touche le plan de Vinfini.
14. D'une maniere analogue on etablit les propositions suivantes :
VI. A une courbe algebrique d\)rdre N ne renconlranl pas le cercle isotrope, on mene toules les spheres orthogonales de rayon donne qui coupent une sphere fixe a angle droit, et Von fail ensuite varier le rayon donne : la somme algebrique des arcs decrits sur la courbe par les points d'orthogonalite des spheres mobiles est egale a 4N fois la variation du rayon .
En particulier :
MI. On considere sur la courbe les points pour lesquels la portion de la tangente comprise enlre le point de contact el un plan fixe a une longueur donnee, que Von fait ensuite varier : la somme algebrique des arcs decrits par les points consideres est egale a 2N fois la variation de cetle longueur.
15. Dans les applications precedentes, la courbe gauche intervient seule, independamment des surfaces qui la determinent; voici un exemple oil ces surfaces jouent un role interessant.
Les points de la courbe ©(/— o, cp = o) oil les deux surfaces /= o, <p = o se coupent sous un angle donne co verifient l'equation
v/(/;:-' +/;2) («42 -t cp;s + cp;4)
qu'on prut ecrire
$ = (/'rCp.V ■+• fy<f'y + /i?r )"— COl!&>(A5 + B2+ C2) = O.
On a encore la, quand to varie, ties surfaces du type i. Done :
VIII. Sur la courbe, intersection totale ou complete, mais non multiple, de deux surfaces afge'briaues, on considere les points oil les deux surfaces se coupenl sous un angle donne, co, el Con fait ensuile varier cet angle ; la somme algebrique des arcs decrits sur la courbe par les points consideres est une fonction rationnelle de la cotangente de V angle variable.
C'est egalement une t'onction rationnelle des coefficients des deux surfaces, dans les conditions specifiers au n° 9.
La proposition precedente peul ne pas etre vraie pour une courbe rencontrant le cercle isotrope ou tangente au plan de l'infini, lorsq u c les conditions d'exception enoncees au n° 9 sont verifiees; la somme des arcs s'exprime alors en fonction rationnelle et logarithm ique de cotco.
II est aise de donner l'expression de la somme des arcs, dans le cas ou la courbe S n'a, a l'infini, que des points simples ou multiples a branches distinctes, non situes sur le cercle isotrope, et en aucun desquels elle ne touche le plan de l'infini. Cette somme, d'apres le theoreme general du n° 9, est egale a la somme des residus, par rapport aux zeros de t, de la fonction
T 1 //— 1 TT, T—i IT, Tl TTi 1 . F ~ COtWv/A2-f- B2 -+- C2
M*)= ?\I(x't--rt'y+{y't-Yt'y- + {z't-zt'y- iog^ v — ==■
l1' J F -+- coiw vA24- B2 + C4
en posant, pour simplifier, F =f'xy[r -+- / ,<p' -\-f". o'..
Par hypothese, t n'a que des zeros simples, soit X0 1'un d'eux. Si Ton pose X — X„ == £, on sait (n° 8) que le facteur entre crochets dans <<R(X)
ne contient pas de terme en -; le residu cherche, p0, est ainsi :
po — 77-5 s/ 0 ( xl + J I + zl ) Trr log
F — col w \/\-+ B2+CJ
V V ' 0 Ju " d\ b F + cot m V/A*H-BS+C« En developpant les calculs, on trouve sans difficult*!
COtO)
co„ etant I'angle sous lerjue I se coupent les deux surfaces au point /.„, ct m„ un coefficient dont la valeur esl
xn d I : F \
et dont il serait aise d'ecrire ['expression en fonction des coefficients qui figurent dans l'equation de la tangente (asymptote) a e en ce point. Ainsi, dans le cas examine :
La somrne des arcs consider es au theorerne VIII esl, a une constante pres, qui depend de i angle initial,
2 colco m i 5 : > COl/OJ — COL" ',)/
la somme s'elendanl aux points a Vinfini sur la courbe, co, designant r angle des deux surfaces f = o, cp = o en un de ces points, el mi elant un coefficient independant de w, dont la valeur a ele donnee plus haul.
16. Si Ton considere la courbe 3 comme I'intersection de deux cones, de sommets P et Q, on a, comme cas particulier du theorerne VIII, la proposition suivante :.
On mene, par chaque tangente d'une courbe gauche ©, les deux plans qui passent respectivement par deux points fixes P et Q, et Von considere les points de e oil ces deux plans font un angle donne a> : quand on fait varier co, les points eonsideres decrivent sur la courbe des arcs dont la somme algebrique esl une fonction rationnelle de colco.
Si la courbe touche le plan de l'infini, il faut, pour que le tbeoreme s'applique, qu'aucune des tangent.es situees dans ce plan ne touche le cercle isotrope ; si la courbe rencontre le cercle isotrope en des points a,, il faut qu'aucun des plans menes par P (ou Q) et par la tangente en ane touche le meme cercle.
Sans insister davantage sur des exemples qu'il serait aise de multiplier, nous passerons aux proprietes des arcs des courbes planes, en nous bornant aux applications qui sont speciales a ces courbes.
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COURBES PLANES
17. Le theoreme general du n° 9 peut etre mis, dans le cas des courbes planes, sous une forme plus geometrique. Kappelons d'abord une definition.
On nomme, dans le plan, courbes de direction, les courbes dont l'equation, en coordonnees tangentielles rectangulaires, est de la forme
(D) (^-H^)*»a,:ii^ F«(|,n)^>
F et $ designant deux polynomes entiers, et l'equation carlesienne de la droite enveloppee etant
Le premier membre de l'equation (D) peut d'ailleurs se decomposer en facteurs, dontchacun, egale a zero, represenle unecourbe de direction: dans tout ce qui suit, nous appellerons courbe de direction du type (D) la courbe ou l'ensemble des courbes representees par une equation de la forme (D). C'est ainsi, par exemple, qu'une courbe de direction de classe impaire ne constituera pas a elle seule une courbe du type (D). Cela pose, observonsque les points de contact des tangentes communes a la courbe (D) et a une courbe quelconque, f(x,y, t) = o, soul a 1'intersection de cellc-ci et de la courbe
qui appartient au type §.
Voici done la conclusion :
Theoreme general. — La somme algebrique des arcs decrits sur une courbe plane, w, par les points de contact des tangentes communes a cette courbe et a une courbe de direction de classe donnee, du type (D), qui varie d'une maniere quelconque, est une fonction rationnelle des coefficients de la courbe fixe et de la courbe variable.
Les cas d'exception, d'apres le n°9, ne peuvent etre que les suivants :
i° La courbe 3 et toutes les courbes de direction variables toucbent la droite de l'infini ;
2° Lacourbe 8 passe par les points cycliques, et les courbes variables admettent pour foyer un ties foyers singuliers dee(').
La somme algebrique des arcs se calculera par la formule gonerale du n° 9; si Ton rend homogene l'equation (D) des courbes de direction, en l'ecrivant
H'+rn^a, 7), £) — F*(£,y], K) = o,
cette somme est egale a la somme des residus, par rapport aux zeros de (, de la fonction
■q (?.) =- ^ ~ ■XL' r+iy'i^Jn* {QJ(f'sJ'yJ't)- \/f'£ +f?®U\rJ'yJ'c)
oil le Iogarithme est pris entre les valeurs initiates et finales des coefficients de F et de 4>, et oil x, y, t sont les coordonnees d'un point de 3, supposees exprimees en fonction d'un parametre A.
18. On peut donner une regie geometrique precise pour le signe a affecter aux arcs du theoreme general precedent.
Rappelons d'abord que, sur une courbe de direction, la tangente a un sens determine : soit en effet la courbe
(P+n^ft'U, n, £)— F2(^ n, 0 = o, .
la tangente
EX + -oY + ? = o fait avec la droite OY, dirigee de 0 vers Y, un angle 0, tel quo
sin 6 = — =±: — .
Choisissons le signe -+- dans le second membre; on aura
cos 9 = colS sin 6 = — - sin 9 = —
Nous dirons que le sens de la tangente est cclui du rayon qui va de 1'origine 0 au point de coordonnees X = sin 0, Y = cos 9.
Cela pose, menons les tangentes communes a la courbe e et a deux
(') Les foyers singuliers d'une courbe passant par les points cycliques 1 et J sont les points d'intersection d'une tangente en I a la courbe avec une tangente en J.
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courbes de direction voisines (D0) et(D); soient m0 et m deux points tie contact voisins sur e, dont les coordonnees sont X„, Y0 (ou en coordonnees bomogenes x0, y{), t0) et X„ -h d\t), Y„ + c/Y„.
D'apres ce qui a ete dit au n° 10, on a, en grandeur et en signe,
arc m0 m = ^ (/^, /;,,, /',,).
La tangente a £ au point m0 est, par hypothese, une tangente de la courbe (D„), et son sens, par rapport a cette derniere, est determine : si 0o est son angle avec la semi-droite OY, on a
. a ^( j fi, Q f r,
La droite qui va du point m() au point m fait d'ailleurs, avec la semidroite OY, un angle 6'n, tel que
As etant le module de Tare mHm. On a ainsi
a re rnn rn = As — — ^ • sin9„
Les quantites sin0'o ct sinOn sont egales si la droite qui va de m0 vers m a meme direction que la tangente a la courbe de direction (D0) qui touche 2 au point m0 \ elles sont egales et de signe contraire si ces directions sont opposees, et 1'arc m()m a le signe -+- ou le signe — suivant l'hypothese.
Done enfin :
« Dans la somme algebrique des arcs cornpris sur 8 entre les points de contact des tangentes qui touchent respectivement deux courbes dc direction voisines (D„) et (D), un arc m0/rccompris entre le point de contact d'une tangente T0, a la courbe (D„), et le point de contact voisin d'une tangente a (D), sera pris positivement si le sens de Tare mnm (en allant de m0 vers m) est le meme que celui de la tangente T0, considered comme appartenant a la courbe de direction (D0). II sera pris negativement dans le cas contraire.
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19. La plus simple des courbes de direction du type (D) est le cercle; done :
IX. Les 2N points de contact des tangentes communes a une courbe algebrique de classe N et a un cercle deer went sur la courbe, lorsque le cercle varie, 2N arcsdont la sornme algebrique est une fonction rationnelle des coefficients de la courbe et du cercle.
II faut toutefois que les cercles variables n'aient pas tous pour centre un foyer singulier de la courbe fixe.
La somme des arcs consideres s'evalue simplement si la courbe [\xq, f (x, y, t) = o, ou ©, n'a a Tinfini que des points simples ou des points multiples a tangentes distinctes.
Soient :
a, (3 les coordonnees du centre du cercle; R son rayon;
a', (V, R' les valeurs initiales de ces parame'tres;
la somme cherchee est egale (nos 9 et 17) a la somme des residus, par rapport aux zeros de t, de la fonction
^x't-xt'Y^iv't-yt'y «/:,.+p/v+/;-Rv//^+77
le Iogarithme etant pris entre les systemes de valeurs a, [3, Ret a', [3', IV.
Admettons d'abord que la courbe 3 ne passe pas par les points cycliques du plan; soit A„ un zero simple de t : pour des valeurs de A voisines de A„ la fonction
jiS/(a:'t — xt')>+(y't-yt'y
est de la forme (n° 8)
a, I), ... etant des constantes. Le residu cherche est done egal au produitdu facteur a par la derivee du terme logarithmique, prise pour A=A0. Posons, pour abreger,
G =fx, H s= /',., K=fn L = v//£+/?
54o OEUVRES DE GEORGES HUMBERT.
et designons par (*', . .., L' Ies derivees de ces fonctions pour A — A0. Le residu est
«(LG' — L'G) + (3(LH'— L'H) ■+■ LK - L'K
(aC -f- j3 H + K )2— R*(G' + H-)
Dans le numerateur de cette expression, les coefficients de a et de [3 sont nuls. On a vu en effet au n° 11 que la dcrivee par rapport a A de la fonction
est nulle pour A = A„. Or ici nous avons
et, comme ~ n'est pas nul pour X " = A0, on a, pour cette valeur,
LH ' — L'H = o.
Le coefficient de (3 est done nul, et il en est de meme de celui de a; si maintenant on observe que la quantite
VG^+T?
n'est autre chose que la distance du point a, ft a la tangenle menee a £ au point A0, e'est-a-dire a l'asymptote, on voit que le residu est de la forme
R0 etant la distance du point a, (3 a l'asymptote, et ///„ une quantite qui ne depend que des elements de la courbc £ au point a I'infini considere.
Par suite la somme des arcs a evaluer est de la forme
la somme s'etendant aux points a I'infini de la courbe £, m, etant un coefficient special a chacun de ces points etR, la distance du centre (a, [3)
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du cercle mobile a I'asymptote correspondante. De plus, on devra retrancher de cette somme une somme analogue, oil a, (3, R sont remplaces par leurs valeurs initiates a', (3\ R'.
On peut calculer m, directement
En effet, au voisinage d'un point ordinaire a 1'infini, pour des valeurs tres grandes de X, l'equation de la courbe © peut s'ecrire
g, h, ... etant des constantes. La tangente au point (X, Y) est, en designant par X', Y' les coordonnees courantes,
Y'=gX'+h -+- — +.
Supposons que le cercle, de centre a, (J et de rayon R, tende a devenir tangent a I'asymptote
Y'=gX'+/t;
un des points de contact (X, Y) des tangentes communes au cercle et a © tendra vers 1'infini sur celle-ci, et Ton aura
'on
les termes negliges dans le second membre ne devenant pas inlinis avec X. Tar suite, dans ('expression de la somme des arcs decrits sur z par les points de contact des tangentes qui touchent le cercle variable, le terme infini sera
m' i — ; — iv
D'un autre cote, l'arc limite sur 2 au point X, Y a pour valeur principale, quand ce point s'eloigne a 1'infini,
les termes negliges restant finis pour X infmi. On a done
gv/7T^x = xv/rr^;
d'ou
La quanlite /• ainsi introduite est un element geometrique do la courbe £, susceptible d'une definition simple. On voit aisemenl que k est la liniite du produit op, oil o designe la distance d'un point de la conrbe, qui s'eloigne a l'rafini, a l'asymptote correspondante, et p la distance de ce point a un point fixe (quelconque d'ailleurs) du plan. Cette definition est independante du cboix des axes de coordonnees.
Done :
X. Soil une courbe de classe N, ne touchant pas la droite de Vinfini et n ayanta V in fini que des points simples ou des points multiples a tangentes distinctes : leszN points de contact des tangentes communes a cette courbe el a un ecrele variable decrivent sur la courbe 2X arcs, dont la somme algebrique a pour expression
i4^\R*_R? R"-R'tV*
La somme s'etend a toutes les asymptotes de la courbe ; II et IV designenl les rayons du cercle variable dans ses positions finale el initiale ; \\, ci R'£. sont les distances a une meme asymptote du centre du cercle final et du centre <lu cercle initial; k, est V element geometrique de fini plus hunt qui correspond a cette asymptote.
Si la courbe passe par les points cycliques du plan, le theoreme subsiste, car il conduit a une forinule parfaitement determinee : pour une asymptote isotrope, U, et IV, deviennent infinis, tandis que /•, garde une valeur finie; le terme correspondant a une branche cyclique est done nul. En particulier :
La somme algebrique des arcs consideres au theoreme X est nulle pour une courbe qui ne coupe la droite de Vinfini qu'au.r points cvcliques.
11 taut toutefois, independamment des conditions restrictives du
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theorome X, que le centre du cercle ne soit pas un foyer singulier de la courbe.
21. Remarque. — Pour deux courbes planes ayant une asymptote commune, les quantiles k correspondant a cette asymptote sont egales Iorsque les deux courbes sont osculatrices entre elles a l'infitii. D'ailleurs, pour une asymptote d'inflexion, k; est nul. Done :
La somme algebrique des arcs compris sur une courbe. plane entre les points de contact des tangentes qui touchenl deux cercles ne change pas si Von substitue a la courbe proposee une quelconque des courbes de meme ordre qui lui sont osculatrices en tous ses points d Vinjini.
La somme considere'e est nulle pour une courbe dont toules les asymptotes sont inflexionnelles el distinctes.
22. On peut, dans certains cas, simplifier notablement Tenonce des theoremes IX et X.
Supposons en effet que le cercle initial soit de rayon nul, et que les points de contact des tangentes menees de son centre a la courbe s soient tous reels; soit m un de ces points de contact. Augmentons maintenant \e rayon du cercle, le centre demeurant fixe : il est clair que toutes les tan°entes communes a © et au cercle seront reelles si le rayon est assez petit; deux points de contact de ces tangentes et de S, n, et n.2, seront voisins de m et situes de part et d'autre de ce point. 11 suffit d'appliquer la regie du n° 18 pour reconnaitre que, dans la somme des arcs compris. sur © entre les points de contact des tangentes qui touchent le cercle initial et le cercle final, les deux arcs mn{ et mn., sont toujours pris avec le meme signe et peuvent, des lors, et re remplaces par l'arc n, n2.
Par suite :
XI. Soit une serie de cercles concentriques, de ray on croissant de o a R„, et tels que toutes les tangentes communes a I'un quelconque d' entre eux el a une courbe algebrique fixe © , de classe N, soient reelles : les 2N points de contact des tangentes communes a © et a un de ces cercles, de rayon \\, peuvent se grouper deux a deux de maniere d determiner, sur la courbe £, N arcs dont la somme algebrique est rationnelle par rapport aux coefficients de la courbe et du cercle.
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Cette somme a pour expression
/■, et H, ayant la meme signification que dans 1'enonce du theoremeX(').
Applications particulieres.
23. Dans le cas des courbes unicursales, l'application de la theorie generate peut clre simplifiee.
Pour une courbe unicursale s, d'ordre n, les coordonnees d'un point sont proportionnelles a quatre polynomes d'ordre n, fonctions d'une variable X, et la differentielle de l'arc est de la forme
P et Q etant des polynomes en X, dont le premier est d'ordre !\{n — i). Ce polynome peut admettre des racines multiples; nous le metlrons sous la forme
R et V etant des polynomes, dont le second n'a pas de racines multiples. Soit ih le degre de V(X); si Ton designc par ^(X) et F(X) deux polynomes en X, le degre du second surpassant de h unites celui du
(') J'ai demontre, au I., VII' Cahier du Journal de I'Ecole Polytechnique, quo cetle somme est aussi egale a la somme algebrique des longueurs des tangentes communes au cercle et a la courbe, ces tangentes 6tant limilees a leurs points de contact.
Plus gcneralement, il serait aise d'etablir a priori que :
Si Von mene let tangentes communes a une courbe algebrique plane et a un cercle et si Von fait ensuite varier ce cercle, la somme algebrique des arcs decrits sur la courbe par les points de contact est egale a la variation de la somme algebrique des longueurs des tangentes communes.
Je n'avais etabli cette proposition que dans le cas ou les cercles variables sont concentriques.
On pourrait voir egalement que le mcme theoreme s'applique si Ton substitue au systeme de cercles un sysleme de courbes de direction n'ayant, comme asymptotes a distance finie, que des asymptotes isotropes; par exemple un systeme des courbes que Laguerre nomme hypercycles. 11 faut dans ce dernier cas que © ne touche pas la droite de l'infini.
premier, les points de la courbe 3, dont les arguments A verifient l'equation
V(Xj:$«(A)-FJ(X) = o,
decrivent sur 3, quand les coefficients des polynomes <I> et F varient d'une maniere quelconque, des arcs dont la somme algebrique (nos 4, 9) est egale a la somme des residus, par rapport aux zeros de t(~h), de la fonction
x log
F(D — o>(a) Jv
Cette somme est en general rationnelle, et les cas d'exception ne pourront se produire que si, pour un point de 3 situe sur le cercle isotrope ou pour un point de contact de 3 et du plan de l'infini, la
function -nr- a une valeur tinie, non nulle.
Voici Venonce geometrique qu'on pent donner a cette proposition :
« Sur une courbe unicursale, d'ordre n, les points ou la tangente est isotrope sont doftnes par une equation d'ordre 4(" — i); ceux de ces points qui correspondent a des racines d'ordre impair de l'equation seront dits points critiques de I'arc de la courbe.
XII. Paries ih. points critiques de Vote iV une courbe unicursale 3, on mene les surfaces S, de degre donne ik, qui louchent la courbe (avec un contact d'ordre impair} enchacun desautres points ou elle la rencontrent : deux surf aces quelconques d^ordre ilc, i{ et i2, respeclivement inscrites a deux surfaces 2, el IL, du systeme Z, inlerceptent sur la courbe 3 des arcs dont la somme algebrique est rationnelle.
Par surfaces d'ordre ik inscrites a £, on entend les surfaces ayant une equation de la forme
ou F est un polynome en x, y, z, t, d'ordre /.'.
Le theoreme s'applique naturellement a deux surfaces § inscrites a une meme surface 2.
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24. Cubique gauche generate. — II y a, sur une cubique gauche generale, e, huit points distincts oil la tangente est isotrope. Soit 2 = o l'equation d'un cone du quatrieme ordre ayant son sommet en un point quelconque de ©, et passant par Ies huits points precedents : on sait qu'a un cone d'ordre 4 on peut inscrire 63 systemes de cones du second ordre, ayant meme sommet que le propose, et touchant celui-ci suivant quatre generatrices. Si #0 — o et i = o sont les equations de deux cones inscrits du meme systeme, on a 1'identite
F = o etant l'equation d'un cone du second ordre, de meme sommet. Ces propositions resultent de la theorie generale des courbes planes d'ordre 4-
On peut d'ailleurs mettre Fidentite precedente sous la forme
2 — (F + u$0y- = i<0(j -2uF - u*$0),
u etant un parametre arbitraire. D'apres les definitions du numero precedent, les surfaces — iuY — u2§Q) = o sont inscrites a 2, et, comme elles comprennent une surface fixe, §u, on n'a a considerer, pour appliquer le theoreme XII, que les arcs decrits sur e par les points d'intersection de cette courbe avec les c6nes
§ — 2«F — Ui§„— O,
qui forment un des 63 systemes de cones quadiiques inscrits a 2. Par suite :
Etant donnee une cubique gauche, on considere un quelconque des cones du quatrieme ordre, S, qui ont leur sommet en un point de la cubique et qui passent par les huit points de cette courbe oil la tangente est isotrope. Le cone 2 admet soixante-trois systemes de cones du second ordre, de meme sommet, qui lui sont inscrits, cest-a-dire qui le touchent suivant quatre generatrices : deux cones inscrits d'un meme systeme interceptent sur la cubique gauche quatre arcs dont la somme algebrique est rationnelle.
Ce theoreme permet de trouver sur la cubique quatre arcs de somme rationnelle, quand on se donne un de ces arcs et l'origine de chacun des trois autres; on retrouve d'ailleurs les memes arcs quel que soit le point de la cubique que Ton prenne pour sommet des cdnes.
L'arc dependant d'une integrale hyperelliptique de genre 3, on ne peut trouver sur une cubique moins de quatre arcs mobiles ayant une somme rationnelle.
La reciproque du theoreme precedent est vraie et s'etablit aisement : si quatre arcs mobiles d'une cubique gauche ontune somme algebrique exprimable rationnellement, on les obtient par la construction indiquec (').
25. Cubique gauche parabolic/ ue. - - Une cubique qui touche le plan de l'infini est dite parabolique : en ce cas, sur les huit points oil la tangente est isotrope, deux sont confondus avec le point de contact du plan de l'infini, et l'arc n'a que six points critiques. On etablit, par la methode du n° 24, la proposition suivante :
Elant donnee une cubique gauche parabolique, on consider e un quelconque des cones du second ordre qui passent par les six points de la courbe (a distance finie) oil la tangente est isotrope : deux plans tangents arbitrages de ce cone interceptent sur la cubique trois arcs dont la somme s' 'ex prime par les fonctionslogarithmiques et rationnelles.
26. Cubique gauche circulaire. — C'est une cubique qui rencontre en deux points le cercle isotrope. Chacun de ces points compte pour deux dans le nombre des huit points oil la tangente est isotrope, Tare n'a que quatre points critiques :
Elant donnee une cubique gauche circulaire , on considere un quelconque des cones du second ordre qui ont leur sommet en un point de la cubique el qui passent par les quatre points de la courbe (a distance /inie) oil la tangente est isotrope : deux plans tangents arbitraircs de ce cone interceptent sur la cubique deux arcs dont la somme s^exprime par les fonctions logarilhmiques el algebriques.
( 1 ) Une proposition analogue existe pour une courbe unicursale d'ordre quelconque : si l'arc de cette courbe a ih points critiques, on pent, d'apres la theorie generale des integrales hyperelliptiques, determiner algebriquement sur cette courbe h arcs dont la somme s'exprime par les fonctions rationnelles et logaritlimiques. Un de ces arcs et 1'origine de chacun des // — i autres peuvent etre choisis arbitrairement. Mais le theoreme ne parait pas susceptible d'une interpretation geometrique simple. Dans le cas d'une courbe ne rencontrant pas le cercle isotrope et ne touchant pas le plan de l'infini, la somme des h arcs mobiles est toujours rationnelle.
L'arc lui-meme s'exprime d'ailleurs par les integrates elliptiques do premiere, deuxieme et troisieme especes.
On a un theoreme identique pour une cubique osculatrice au plan de linfini .
Si cn un point d'une cubique la tangente et le plan osculateur sont isotropes, ce point compte [tour deux dans le nombre des points ou la tangente est isotrope : le theoreme precedent subsisle done pour une cubique reclle douee de deux de ces points remarquables, mais alors la somme des deux arcs interceptes par deux plans tangents du cone est rationnelle ( 1 ).
27. Cubiques planes. — Voici deux propositions geometriques sur les arcs de ces courbes; les demonstrations dccoulent des principes poses plus haul :
Elant donne'e une cubique plane generate, on considere une quelconque des courbes du quulrieme ordre qui passent par les douze points de contact des langenles menees a la courbe par les points cycliques du plan : deux coniqucs arbitraires dim mime systeme, inset ites a celte quur tique, intercept ent sur la proposee six arcs, dont la somme algebrique s'expri/ne en [auction rationnelle des coef jicients de la cubique el des deux coniqucs.
. I une cubique circulaire unicursale on pent mener par les points cycliques quatre tangentcs ayant leurs points de contact a distance jinie, et itexiste deux coniqucs passant par ces quatre points de contact et touchanl la cubique en un nouveau point : deux langenles arbitraires d une de ces coniqucs interceplent sur la cubique trois arcs dont la somme s'exprime par les fo actions algebriques et logarithmiques.
28. Courbes du qualrieme ordre. — Des propositions analogues s'appliquent a certaines courbes du quatrieme ordre :
Sur une biquadratique spherique generale il exis/c, d distance Jinie, bait points ou la tangente est isotrope, et par lesqucls passe une infinite simple de cones du second ordre : deux plans tangents quelconques de I'un
I 1 ) II est clair que les propositions des n"s 24, 2o, 26 donnent sur une cubique gauche, des interpretations du tlicoreme d'addition des integrates hyperellipliques de premiere espi:ce, dc genres 3, i et i . Dans le cas des integrates de genre ■>. (n° 25), on retrouve ainsi l'inlerpretation donnee par Laguerre (Bulletin de la Society mailiematique, t. I).
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de ces cones interceptent sur la biquadratique quatre arcs dont la somme sexprime par les fo actions logarithmiques el algebriques.
Si la biquadratique a un point double A, le theoreme s applique aux deux arcs interceptes par deux plans tangents de I'un quelconque des cones du second ordre qui onl leur somme. L en A et qui passent par les quatre points de la courbe, a distance finie, oil la tangente est isolrope.
On enoncerait sans diffieulte des proprietes de meme nature pour les combes planes bicirculaires du quatrieme ordre, specialement pour celles qui out deux axes de symetrie.
La lemniscate est particulierement interessante :
Deux coniques quelconques ayant pour foyer le centre d'une lemniscate interceptent sur cetle courbe hint arcs dont la somme algebrique est nulle.
Deux tangentes quelconques d'un mime cercle, doublement tangent a une lemniscate, interceptent sur cetle courbe quatre arcs dont la somme algebrique est nulle.
Si deux arcs de lemniscate sonl egaux, les quatre cercles qui passent par le centre et qui touclient respectivement la courbe aux extremites des deux arcs sont tangents a un meme cercle; et reciproquement.
Cetle derniere proposition peut etre mise sous une forme plus elegante et qui semble egalement nouvelle :
Deux cerdes passant par le centre d' une lemniscate interceptent sur cette courbe deux arcs egaux, si leurs centres sonl sur une meme conique ayant pour foyers les foyers si/iguliers de la lemniscate.
On a ainsi une construction geometrique simple qui permetde porter sur la lemniscate, a partir d'un point, un arc egal a un arc donne de la courbe.
29. Coniques. — L'arc d'une conique generale a (n° 2?) quatre points critiques, qui sont les points de contact des tangentes isotropes ; on voit de suite, cornine au n" 26, que :
Eianl donnee une conique, deux tangentes quelconques a" une secondc conique, qui passe par les points de contact des tangentes isotropes menees it la premiere, interceptent sur celles-ci deux arcs dont la difference s'exprime rationnellement.
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Si Ton transforme ce resultat par polaires reciproques en prenant pour directrice la premiere conique, on retrouve le theoreme si connu
de Graves :
Les polaires, par rapport a une conique, de deux points d'une seconde conique homofocale a la premiere interceptent sur celle-ci deux arcs, donl la difference s^exprime ralionnellement.
En observant que les quatre tangentes menees a une conique par deux points d'une meme conique homofocale touchent un cercle, on voit que le theoreme de Graves est l'application aux courbes du second ordre de la proposition generale XI (n° 22), et, calculant pour une conique les coefficients que nous avons appeles kn on arrive a ce resultat :
Etant donnee la conique ^- ■+- ~ —1 = 0, rapporlee a son centre et a
ses axes, on mine les tangentes communes a cette courbe et a un cercle, de centre a, (3 et de rayon R, qui lui est exterieur : les quatre points de contact sur la conique peuvent se grouper deux a deux, de maniere a former deux arcs, dont la difference a pour expression
8AB(A - B)Rg(3
[(A — B)RS — A(3- -i- Ba2]"--i-4ABa!(3*'
En passant de l'ellipse a la parabole par le procede classique, on deduit de la que :
Les quatre points de contact des tangentes communes a une parabole, de parame'tre p, et a un cercle exterieur, de rayon R. peuvent se grouper deux a deux sur la parabole, de maniere a former deux arcs, dont /a
difference est egale a — — > [3 de'signant la distance du centre du cercle a
I' axe de la parabole.
Appliquant a l'ellipse le theoreme III (n° 12) et raisonnant comme au n° 22, on etablit cette proposition assez simple :
Les huit pieds des normales qiCon pent mener a une ellipse, langentiellement a un cercle interieur a la developpee de la courbe, se groupent deux a deux de maniere a determiner sur I ellipse quatre arcs, dont la somme algebrique est egale a quatre fois le rayon du cercle.
Co theoreme, dans le cas particulier ou le cercle est concentrique a l'ellipse, donne la propriete connue sous le nom de theoreme de Fagnano.
Nous n'insisterons pas davantage sur les applications nombreuses qu1on pourrait faire aux coniques de nos propositions generates, et notamment des theoremes des n"s 17 et 23; ces applications n'offrent aucune difficulte.
SUR
LES ARCS DE COURRES PLANES
{Nouvelles A/males, i' seric, t. VII, 1 8H8. )
Le tbeoreme suivant, dont la demonstration esi tout ii fait elementai re, constitue I'extension ii une courbe" algebrique quelconque de la celebre proposition de Graves et Cbasles sur les arcs dc conique.
Nous nous appuierons sur une proposition aujuurd'hui bien conniic et que Laguerre a enonce le premier : La sommedes angles que font avec un axe fixe les rayons qui joignent le centre d' un cercle aux points d^ intersection du cercle et d' une courbe algebrique donnee reste constante si le rayon du cercle carle, son centre demeuranl fixe.
En transformant cette propriety par polaires reciproques, on voit que : La somme des angles que font avec un axe fixe les tangentes communes a une courbe algebrique et a un cercle reste constante si le rayon du cercle varie, son centre demeuranl fixe.
Cela pose, soil C une courbe algebrique queleonque; menons les tangentes communes a cette courbe et a deux cercles voisins dc memc centre 0, de rayons R el R + d\\ ; soicnt AT et A T deux de ces tangentes, infiniment voisines. On a evidemment
XT'- VT = ai( AA' -h R TOT'.
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Or 1'angle TOT est egal a celui ties tangentes A T' et AT : soil dQ cet angle : il vienl, en designant par / la longueur de la tangente commune AT, par / -+- dt eel le de AT, par ds l'arc AA',
ds = dt — R dB.
Si Ton fait la somme de toutes les equations analogues, relatives a tous les points de contact de la courbe £ avec les tangentes communes a cette courbe et an cercle sv, il vient, puisque I d() = o d'apres le theoreme rappele plus haut,
1 ds = Idt.
En d'autres terines :
Si Von mene toutes les tangentes communes a line courbe algebrique et a un cercie, et si Con fait ensuite varier le rayon du cercle, son centre restant fixe, les points de contact sur la courbe decrivent des arcs dont la somme algebrique est egale a la variation de la somme algebrique des longueurs des tangentes communes.
Si, en particulier, Ton suppose que I'un des cercles consideres a son rayon nul, on voit sans difliculte que :
Les 2v points de contact d\ine courbe de classc v avec les tangentes communes a cette courbe et a un cercle peuvent ctre groupes deux a deux, de maniere a determiner sur la courbe v arcs dont la somme algebrique est egale d la somme algebrique des longueurs des tangentes communes.
C'est cette proposition qui, dans le cas des coniques. donne le theoreme si connu sur les arcs d'ellipse ou d'hyperbole.
Considerons en effet une ellipse, menons les quatre tangentes communes a cette courbe et a un cercle.
SUR LES ARCS DE COURBKS PLANES
Le theoreme que nous avons demontre apprend que : arcAA' — areBB' = AT — A'T'— BS 4- U S',
ce (ju'on peut ecrire
arcAB' — arcA'B — (AM + MS') — A'T' — (BN + NT') 4- B'S' = AM H-B'M - ( A N -+- BN )
on en fin
AM + B'M - arcAB' = A'N -+- BN - arcA'B.
Si l'on remarque maintenant que, d'apres un theoreme connu, le points M et N sont sur une meme ellipse hotnofoeale a la proposee, oi voit que I'equation precedente revient precisemenl an theoreme d Graves et Chasles.
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