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PREFACE
Le présent volume des « (JEuvres de Henri Poincaré » contient tous les mémoires ou notes relatifs à la théorie générale des fonctions analytiques d'une ou plusieurs variables, et à la théorie des fonctions abéliennes ou connexes. On y a joint quelques notes brèves sur les séries trigonomélriques, préliminaires aux travaux d'Astronomie qui seront publiés dans les tomes VII et VIII. M. Georges Valiron, professeur à la Faculté des Sciences de Paris, avec sa compétence reconnue dans la théorie des fonctions analytiques, a établi le manuscrit définitif et ajouté une série de notes, destinées à orienter le lecteur vers les développements que ces travaux de Poincaré ont reçus jusqu'ici. Nous lui adressons nos vifs remerciements, comme à la maison Gaulhier-Villars, qui assura tous ses soins à l'édition du volume.
Cette édition a été rendue possible grâce à l'aide que nous avons reçue de l'industrie française. A l'appel du Comité Poincaré des « Amis de l'Ecole Polytechnique », elle a répondu généreusement et rapidement, et nous tenons à lui rendre cet hommage dès aujourd'hui. La souscription n'étant pas close, c'est dans la préface du dernier volume des (JEuvres, que nous donnerons la lis.e complète de nos « bienfaiteurs », c'esL-à-dire de tous ceux dont la onlribution aura dépassé une importante limite fixée par le Comité. N lus espérons, grâce à eux, réaliser l'édition des OEuvres de Henri Poincaré dans un délai minimum.
Gaston JULIA.
ii\ juillet 1900.
QUESTIONS DIVERSES
ANALYSE
DK SES
Faite par H. POINCARÉ (').
Acta niathematira, t. 38, p. 65-70 (1921).
La Théorie des fondions d'une seule varialile complexe a uni dans ces derniers temps des progrés considérables, grâce aux lra\aux de M. Weierslrass el de M. Mitlag-Lefllcr.
Ces fondions peuvent se répartir en trois classes :
i" fonctions uniformes existant dans toute l'étendue du plan; 2" fondions uniformes à espaces lacunaires, c'est-à-dire n'existant pas dans toute l'étendue du plan;
3" fonctions non uniformes.
Parmi les fonctions de la première classe, les plus importantes sont les fonctions entières, c'est-à-dire celles qui peuvent se développer suivant les puissances de a?, en séries toujours convergentes. M. Weierstrass a fait voir
(') Comme les précédentes, celte analyse, et les suivantes faites en lyoi, ne portent que sur les travaux publiés à cette époque. Dans la bibliographie nous avons fait figurer les travaux ultérieurs (numéros au delà du 304).
qu'une pareille fonclion peut toujours se décomposer en un produit d'une inimité de facteurs primaires. Un facteur primaire de genre n est le produit
(i je*"'"', P{x) étant un polynôme entier de degré n. Une fonclion de
genre n est une fonction entière dont tous les facteurs ju-imaircs sont de genre inférieur.
Celte classification des fonctions entières en genres soulève un grand noinhre de problèmes intéressants. J'ai voulu contribuer [87] à la solution de ces problèmes eu étudiant la manière dont une fonction de genre n se comporte à l'infini el la rapidité avec laquelle décroissent les coefficients de son développement suivant les puissances de x. Je suis arrivé ainsi aux résultats suivants :
i" Si F(.r) est une fonction de genre n et si le module de a" croît indéfiniment avec un argument tel que e"-^"' tende vers zéro, le produit F(.r) e"-'"^' tend aussi vers zéro.
2" L'intégrale
'""c(-r-)"+'F(z)rf-
représente une fonction entière de — •
3" Si A;, est le coefficient de x'' dans le développement de F(a.-), on a lim.Vy, ' \fp\ = o ( pour /' =00).
4" Si F(a;) esl une fonclion de genre zéro, elle est susceptible d'être représentée par la série d'Abel étudiée par M. Halphen dans le Tome X du Bulletin delà Société Mathématique de Fiance, et cela quelle que soit la constante p.
Malheureusement les réciproques de ces propositions ne sont pas toujours vraies. Il est aisé de voir la raison pour laquelle il est impossible de trouver un crilère infaillible, donnant les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction soit de genre n. En etlel, la classification des fonctions en genres se rattache très étroitement à la théorie de la convergence des séries. Il y a donc toujours, ainsi que l'a montré M. Iladamard, des cas douteux où l'on peut hésiter entre le genre n et « + i . Mais M. Hadamard a montré quel parti on peut tirer de ces réciproques malgré les restrictions auxquelles elles sont soumises.
Pour qu'une fonction dont les zéros sont, par ordre de module croissant,
soit de genre n, la première cundiliou el la plus importante, c'est que la série
soit convergente. Or il n'y a point de critère de la convergence d'une série pouvant s'appliquer à tous les cas. C'est pour cela qu'il n'y a pas non plus de critère permetlaut de reconnaître dans tous les cas si une fonction est du genre ii.
Outre les fonctions entières, la première classe comprend :
i" les fonctions qui ont des pôles;
2° celles qui ont un nombre fini de points singuliers essentiels;
3" celles qui en ont un nombre infini parmi lesquels on peut trouver des points singuliers isolés (j'appelle ainsi les points singuliers autour desquels on peut tracer un cercle assez petit pour ne contenir aucun autre point singulier);
4" celles qui ont une ligne singulière;
5° celles qui, ayant un nombre infini de points singuliers, mais n'ayant pas de lignes singulières, n'ont cependant pas de (joints singuliers isolés. (Les Allemands disent alors que les points singuliers forment eiiie perfecle Menge.)
J'ai donné, pour la première fois (*), un exemple de fonctions de cette dernière catégorie; ce sont les fonctions fuchsiennes qui existent dans toute l'étendue du plan. En appliquant un théorème de M. Picard, on peut voir en elfet que ces fonctions ne peuvent avoir des points singuliers isolés.
Passons maintenant à la deuxième classe, celle des fonctions à espaces lacunaires signalées pour la première fois par M. Weierslrass. J'ai été conduit par deux voies différenles [100] à m'occuper de ces fonctions. En premier lieu les fonctions fuchsiennes et kleinéennes n'existent en général qu'à l'intérieur d'un cercle ou d'un domaine plus compliqué; elles me fournissaient donc un exemple de fonctions à espaces lacunaires. Les résultais de ma ihése inaugurale me conduisaient également à des fonctions présentant des lacunes. Si l'on veut bien en effet se reporter au paragraphe que j'ai intitulé Généralités sur les
( ' ) Fonctions fuchsiennes.
équations différentielles el à réqualioii (4) de ce paragraphe, on verra que cette équation (4) n'a d'intégrale holomorphe que si le polygone convexC; qui contient tous les points représentatifs des difl'crentes racines dune certaine équation algébrique, ne contient pas l'origine. Cela ne pourrait pas arriver, si l'intégrale holomorphe de l'équation (4) considérée ctimnie fonction des racines de cette équation algébrique, n'était une fonction à espace lacunaire.
Cette remarque m'a fait découvrir toute une classe de fondions présentant des lacunes. Voici quel est leur mode de génération. On pose
en supposant que la série 2iA„ soit absolument convergente et que les points b,, soient intérieurs à un certain domaine D ou situés sur le contour de ce domaine, et cela de telle façon que, si l'on prend sur ce contour un arc quelconque et aussi petit i[u'on voudra, il y ait toujours sur cet arc une inlinilé de points b,,.
La fonction cp(a7) est alors une fonction uniforme admettant le domaine D comme espace lacunaire. Comme exemple particulier, j'ai cité la série
XT" (i'"c"tv/'
où M, p, u' sont des constantes données, île module inférieur à i, où a, (3, y sont des constantes imaginaires quelconques el où m, n et/) peuvent prendre sous le signe ^ tous les systèmes de valeurs entières et positives.
La fonction cp(^) a alors pour espace lacunaire le triangle a^y.
Il importe de se rendre compte de la véritable nature de ces fonctions à espaces lacunaires. 11 arrive souvent que les développements en séries, à termes rationnels par exemple, sont convergents à la fois à l'intérieur et à l'extérieur de ce domaine et ne divergent que sur le contour même du domaine. Les deux parties du plan où la série converge sont alors complètement séparées par une ligne le long de laquelle le développement cesse d'être valable. Doit-on cependant considérer les deux fonctions représentées par le développement à l'intérieur et à l'extérieur du domaine comme le prolongement analytique l'une de l'autre? Plusieurs géomètres élait'iil autrefois tentés de le croire. M. Weierslrass a montré pour la première fois que leur point de vue était faux, en donnant des exemples de séries qui représentent dans des domaines
difTérenls des fonctions manifestement difTcrentes. J'en ai moi-même rencontré un exemple dont je veux ici dire un mot. Certains développements qui représentent à l'intérieur du cercle fondamental une de ces fonctions que j"ai appelées plus liaul théta-fuchsiennes représentent zéro à l'exlérieur de ce cercle.
J'ai voulu donner [35] un argument nouveau à l'appui de la manière de voir de Weierslrass. Considérons une fonction F(a;) admettant un domaine D comme espace lacunaire, et une autre fonction F((.t) n'existant au contraire qu'à l'intérieur do ce domaine et admettant par conséquent tout le reste du plan comme espace lacunaire. Divisons le contour du domaine D en deux arcs A et B. J'ai démontré qu'on pouvait trouver deux fonctions uniformes 0(ar) et <ti(x) existant dans tout le plan et admettant seulement, la première A, la seconde B comme ligne singulière; et cela de telle sorte que
$-)-<î'i=F (à l'exlérieur de D),
$ -+- $ I = F I (à l'intérieur de D).
Si la fonction F avait un prolongement analytique naturel à l'intérieur de D, ce prolongement devrait être Fi ; mais nous avons choisi cette fonction F, d'une manière tout à fait arbitraire, en l'assujeltisant seulement à n'exister qu'à l'intérieur de D. Il est donc dénué de sens de parler du prolongement naturel d'une fonction à l'intérieur d'un de ses espaces lacunaires. J'avais en même temps ramoné l'étude des fonctions à espaces lacunaires à celle des transcendantes uniformes à ligne singulière essentielle. Je suis revenu sur la même question dans un Mémoire plus élendu [-01].
La Théorie des fonctions non uniformes est loin d'être aussi avancée que celle des fonctions uniformes. J'ai montré d'abord [218] que le nombre de leurs déterminations s'il est infini est la première puissance au sens de Canlor.
Quoiqu'on connaisse assez bien la manière d'être de ces fonctions non uniformes dans le voisinage d'uu point donné, quoique l'introduction des surfaces de Riemann ail jeté beaucoup de lumière sur les parties encore obscures de leur théorie, il y a- encore bien des progrès à faire avant de connaître leurs principales propriétés. J'étais donc animé du désir de ramoner leur étude à celle des transcendantes uniformes. La théorie des fonctions fuchsiennes me rapprochait déjà du but; j'avais démontré, en effet, f|iie si f{x, y) z= o est l'équation d'une courbe algébrique quelconque, on peut choisir un paramètre z de telle façon que .r et v' soient des fonctions uniformes de ce
paramètre. J'avais ainsi résolu le problème pour les plus simples des fonctions non uniformes, c'est-à-dire pour les fonctions algébriques.
J'étais donc [80] naturellement porté à me demander si celte propriété est particulière aux fonctions algébriques, ou si l'on peut l'étendre à une fdncliou non uniforme quelconque. J'ai pu répondre à cette question et démontrer le théorème très général suivant :
Soit une fonction analytique quelconque de or, non uni/orme. On peut toujours trouver une variable z, telle que x et y soient fondions uniformes de z.
Mon point de départ a été la démonstration du principe de Diricidel donnée par M. Schvvarz. Mais ce principe n'aurait pu à lui seul me permettre de triompher des difficultés qui provenaient de la grande généralité du théorème à démontrer. Il faut d'abord définir la surface de Riemann à une infinil(' de feuillets dont je cherche à faire, sur une partie du plan, la représentation conforme. Je choisis cette surface de façon qu'elle soit simplement connexe, que tous les points singuliers restent en dehors <le la surface proprement dite et se trouvent pour ainsi dire sur sa frontière, et enfin de façon que la fonction y ne puisse prendre deux valeurs difTérentes en un même point de la surface.
Je découpe une poilion finie R de cette surface, et j'en fais sur un cercle la représentation conforme, ce que le théorème de M. Schwarz me permet de faire. Cette représentation se fait à l'aide d'une certaine fonction analytique (/. Faisons ensuite croître indéfiniment la région R; nous aurons la représentation conforme d'une portion de plus en jdus étendue de notre surface de Riemann. Il me faut alors faire v((ir que la fonction analytique u dont je parlais plus haut tend vers une limite finie et déterminée. Quaud cela e.sl l'ail, les premières difficultés seules sont vaincues. En effet, il reste à démontrer que la limite de la fonction u est elle-même une fonction analytique. Pour cela, il faut que la fonction analytique u tende uniformément vers sa limite (gleichmâssig), ce que je suis parvenu à démontrer.
Ainsi, l'étude des fonctions non uniformes est ramenée, dans tous les cas possibles, à V étude bien plus facile des fonctions uniformes.
Je rattacherai à ces recherches, relatives aux fonctions d'une variable, les travaux que j'ai consacrés à l'étude des séries de polynômes [33, 83]. El en
eiïel, il 3' a un fait qui joue un rôle 1res iniportanl dans la théorie des fonctions ; c'est que les régions où une fonction quelconque peut être représentée par une série de puissances sont limitées par des cercles. On peut donc supposer qu'on pourra tirer un profit analogue de la connaissance des régions où conviennent des développements d'autre forme.
J'ai cherché, en particulier, les conditions do convergence des séries dont le n'*""" terme est un coeflicient constant multiplié par un polynôme entier P„ (a") de degré n, en supposant qu'il y ait entre un certain nombre de polynômes P^ consécutifs une relation de récurrence. Les séries ordonnées suivant les polynômes de Legendre n'en sont évidemment que des cas particuliers. J'ai trouvé que les régions où ces séries convergent sont limitées par certaines courbes de convergence et j'ai déterminé ces courbes en remarquant cpie la série
considérée comme fonction de z, satisfait à une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont des polynômes entiers en ; et en x.
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PROPRIÉTÉ DES FONCTIONS UNIFORMES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 92, p. i335-i336 (6 juin 1881).
Si P{z) est une fouclion uailorme de «, il pourra se faire ou qu'elle existe dans tout le plan, ou seulement dans une certaine région que j'appellerai la région S; si la fonction existait dans tout le plan, la région S s'étendrait dans tout le plan. A une même valeur de F(;) correspondront une infinité de valeurs de z. Envisageons toutes ces valeurs comme fonctions de l'une d'entre elles que nous appellerons -, et a](pelons-les
(0 /.(-), Mz), .... fd-~);
ces fonctions forment un groupe, et l'on a évidemment
La région S va se trouver partagée en une infinité de régions
Ro, Ri, R2, ..., R,
telles que, si z parcourt la région R|i,/,(3) parcourra la région R, : c'est dire que l'on ne pourra, en général, disposer de / de telle façon que le module de fi{z) — - soit aussi petit que l'on veut.
Nous dirons alors que le groupe (1) est disconlinu.
A fortiori,, tout groupe contenu dans le groupe (i) sera discontinu.
Nous dirons que la fonction uniforme F(ar) admet le groupe (1); nous dirons aussi qu'elle admet tout groupe contenu dans le groupe (1).
En résumé, un groupe de fonctions
/,(5), Mz\ ..., fiiz) H. P. — IV. 2
PROPRIETE DES FONCTIONS UNIFORMES
sera discontinu si l'on peut diviser le plan ou une partie du plan en régions Ro, Ri, .... Ri, . . . telles que /,(-) parcoure R,: quand c parcourt Ro, cl la fonction uniforme F(~) admettra ce groupe si l'on a identiquement
Gela posé, soit un groupe discontinu quelconr|iie; envisageons les deux séries
Dans ces deux séries, m est un entier plus grand que i ; H et Hj sont les algorithmes de deux fonctions rationnelles quelconques.
Ces deux séries seront convergentes sans que leur somme soit altérée quand on change l'ordre des termes; elles définiront deux fonctions uniformes de x;, jouissant de In [jropriété suivante :
La fonction
Qiz)
sera donc uniforme et jouira de la propriété suivante
\nj\(.z)] = ¥{z),
c'est-à-dire qu'elle admettra le groupe proposé.
// existe donc une infinité de fonctions uniformes admettant un groupe discontinu donné.
PROPRIÉTÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES
licndiconti del Cirrolo mateinatico di /'alerino, t. 2, p. 197-200 (188s). (lixtrait d'une lellre adressée à M. G.-B. Glccia, le 27 octobre 1888.)
La leclure de la Note de M. Vivaiiti dans un des derniers numéros des Rendiconli m'n vivement intéressé et m"a inspiré diverses réflexions qu'il ne sera peut-être pas inutile de mettre sous les veux de vos lecteurs.
D'après M. Vivanli, une fonction multiforme est de la «'"™" puissance, si l'ensemble des valeurs qu'elle peut prendre pour une valeur donnée de la variable, est lui-même de la n"""" puissance, au sens de M. Cantor. En particulier, elle sera de la première puissance si elle peut prendre en un point donné une infinité do valeurs susceptibles d'être rangées en une série linéaire
ri, i"., •■•, jK«, ••■,
de façon que chacune d'elles se trouve dans celle série une fois, et une seule, avec un indice déterminé; si. eu d'aulres termes, on peut assigner à chacune de ces valeurs un numéro d'ordre. Au contraire une fonction qui pourrait prendre en un point donné, par exemple, toutes les valeurs possibles commensurables ou non, ou encore toutes les valeurs incommensurables, serait de la deuxième puissance.
Je me propose d'établir qu'il n'y a pas dr fonction analytique multiforme d'une puissance supérieure à la première. Mais pour cela il faut bien s'entendre sur ce qu'on doit appeler fonction analytique.
J'adopterai la définition de M. Weierstrass.
Un élément de fonction analytique sera une série do puissances convergente à l'intérieur d'un certain cercle. Deux éléments de fonctions seront la conti-
PROPRIÉTÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES
nuation analytique l'un de l'autre, ou, plus bricvenicnl. seront déri\és l'un de l'autre quand les deux cercles de convergence ont une partie commune et que dans cette partie commune les deux séries ont même somme.
Pour construire une fonction analytique, nous partirons d'un élément de fonclion F,, convergent dans un certain cercle Co- Nous construirons ensuite les divers éléments de fonction F, dérivés de F„; puis les éléments F2 dérivés des divers éléments F,; puis les éléments F;, dérivés de F._>, et ainsi de suite.
L'ensemble des éléments F,, celui des éléments Fa, etc. sont de la deuxième puissance. Mais il n'est pas nécessaire d'envisager tous ces éléments pour obtenir toutes les déterminations de la fonction.
J'appellerai V\ ceux des éléments F,- dont le cercle de convergente C- aura pour centre un point ayant ses deux coordonnées commensurables.
Il est aisé de vérifier que l'ensemble des éléments F', est de la première puissance (et qu'il en est de même de l'ensemble des éléments F-^, dérivés d'un éléineal 1", donné).
On voit aussi sans peine que tout point intérieur à l'un des cercles de convergence Ci de l'un des éléments F, sera aussi intérieur à l'un des cercles de convergence C, de l'un des éléments F',.
Tout cercle ayant une partie commune avec l'un des cercles C| aura aussi une partie commune avec un des cercles C, . Donc, tout élément dérivé de l'un des éléments F, sera aussi dérivé de l'un des cléments F',. Les divers cléments F'^ sont donc dérivés des divers éléments F', ; de même les éléments F', seront dérivés des éléments F'„, etc.
La considération des éléments F',, F'„, F',, etc. suffit pour obtenir toutes les déterminations de la fonction. Soit en elTel AMB un chemin quelconque allant de la valeur initiale A de la variable à la valeur finale H. Il existera un nombre Jini d'éléments F„, F,, \\, . . . F„ ayant pour cercles de convergence C„, C,, C:;, . . . , C„ cl tels que F.v, soit dérivé de F,, que le point A soit intérieur à C„ et le point B à G„ et que l'arc AMB traverse successivement le cercle Co, la partie commune à Co et Ci, le cercle C,, la partie commune à Ci et Cj, etc., sans jamais sortir de l'ensemble des n + i cercles C,,, C|, . . . , C„. Ce n'est qu'à cette condition que la fonction aura une valeur déterminée au point B quand on sera arrivé en ce point par le chemin AMH.
Nous pourrons alors remplacer F», Fi, ..., F„, par n + \ éléments F,,, F',, . . ., F'„ qui en diffèrent assez peu pour que l'arc AMB ne sorte pas de l'ensemble des n 4- 1 nouveaux cercles de convergence Co, C',, . . . , C'„.
PROPRIÉTÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES. l3
La considéraliou de ces élémunLs F] suffit donc pour faire connaître la valeur qu'acquiert la fonction quand on a parcouru le cliemiu AMB.
L'ensemble des élénienls F',, F,, . . ., F^, elc. est de la première puissance.
En ell'et, l'ensemble des élémenls F',, dérlvi^s de Fo, est de la première puissance; donc on peut attribuer à chacun d'eux un nunu^ro d'ordre ci. L'ensemble des éléments F!,, dérivés de celui des éléments F', qui a pour numéro d'ordre a,, sera encore de la première puissance, donc on peut donner à chacun d'eux un numéro d'ordre a^, el ainsi de suite.
En résumé, un élément F^^ sera défini par n numéros d'ordre
2i, ao, ..., a„.
De sorte que l'ensemble des éléments F',, F',, .... F',^, etc. aura même puissance que l'ensemble des fractions continues limitées
ou que l'ensemble des nombres commensurables, lequel est comme on sait de la première puissance. c. y. f. n.
Il suit de là que l'ensemble des déterminations d'une fonction analytique en un point donné est toujours, au plus, de la première puissance.
Il n'existe donc pas, par exemple, de fonction analytique qui prenne en un point donné toutes les valeurs possibles commensurables ou non.
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 95, p. 33-2G (3 juillet 1S82).
On sait que la découverle des facteurs primaires a jeté une lumière toute nouvelle sur la théorie des transcendantes entières, et a permis de les classer en un certain nombre de genres. D'après cette classification, une fonction du
genre zéro est celle dont tous les facteurs primaires sont de la forme i — !
et une fonction de genre /; est celle dont tous les facteurs primaires sont de la
forme e'''''( 1 — ' )> P(a?) étant un polynôme de degré n.
A l'égard de ces transcendantes entières, de genre n, je suis arrivé aux résultais suivants :
I. Soil d'ahord une fonction F(.r) de genre zéro
1" Supposons que x croisse indéfiniment en conservant un argumcul déterminé, et que a soit un nombre tel que
lim e^' ^ o ;
on aura également
lim e»''F(x) = o,
quelque petit que soil le module du nombre x.
2" Considérons l'intégrale définie
linlégrale étant prise le long d'une droite d'argument tel que la limite de e=^
pour 5^30 soll nulle. Celle iiilograle définira une fonction tl> ( ) qui esl holoinorphe en .r, sauf pour ,r-"=o, c'est-à-dire une foncliou entière de--
3" La fonction F(.') peut se mettre sous la forme
<\Hz)
e' dz,
l'algorithme •I'(-) désignant une fonction entière, et l'intégrale étant prise le long d'un contour enveloppant l'origine.
4" Si l'on se reporte maintenant au savant Mémoire de M. Halphen, intitulé Sur une série d'Abel et inséré dans un des derniers Bulletins de la Société mathématique de France, on reconnaîtra que F(j") peut être représentée par la série d'Abel dont il esl question dans ce Mémoire, et cela quelle que soit la constante (3.
II. Malheureusement ces propriétés ne sont pas caractéristiques des fonctions du genre zéro; elles appartiennent en outre a quelques fonctions de genre i, parmi lesquelles je citerai la suivante ;
Si plus généralement on envisage le produit iulini
OÙ la suite des nombres a„ est telle que la série 2. — "'^ soit pas convergente, mais que cependant l;i limite de — " ])our n infini soit infinie, la fonction f (./) sera de genre r et cependant jouira des propriétés énoncées plus haut.
III. Considérons maintenant une fonction F(x) de genre n
i" Supposons que x croisse indéfiniment en conservant un argument déterminé, et que a soit un nombre tel que
lim e»'^"^' = o;
l6 TRANSCENDANTES ENTIERES.
oa aura f-galemenl
lim c=<^""'F(a:) = o,
quelque pclil que soit le module de y..
2° L'intégrale définie
prise le long d'une droite d'argument tel que la limile de e''^"'""' pour ^ = oo soit nulle, représente une fonction entière de -•
3" Si l'on pose et si a est le plus grand entier contenu dans — - — i on aura
limA^«!=o, |Miur // = ao.
4" On aura de même
lilii Ap y(/)!)=o, pour /j = oc,
et même la série
2Ap"*V(P]a:/' représentera une fonction enlière.
5" La fonction F(x) peut se mettre sous la forme
<!>(«) désignant une fonction entière et l'intégrale étant prise le long d'un contour enveloppant l'origine.
Buttelin de la Sociale Afathéinatiijue de France, l. 11, p. i3i;-i.'|4 (20 juillet iS83).
Lorsquuue série développée suivant les puissances de x est convergente pour
toutes les valeurs de cette variable, elle définit une fonction entière; mais on
peut aussi mettre une pareille fonclion sous la forme du produit d'une infinité
de facteurs primaires, comme le fait AI. Weierslrass. Un facteur primaire est
. une expression de la forme
P(x) étant un polynôme entier en r, et le facteur est de genre n, si P(j") est de degré /i.
Une fonction entière est alors de genre ii si elle ne contient que des facteurs de genre n ou de genre inférieur.
Bien des questions se posent au sujet de celle classification des fondions entières; on j)eul se demander, par exemple :
i" Si 1(1 somme de deuj fonctions de genre n est aussi de genre n; 2" Si la dérivée d' une fonction de genre n est aussi de genre n.
Ces théorèmes, on admettant qu'ils soient vrais, seraient 1res difficiles à démontrer. Je crois que je serai utile à ceux (|ui en cliL-rcheront plus lard la démonstration en publiant quelques résultats sur la façon dont se comportent à l'infini les fonctions de genre n.
Leurs propriétés à cet égard dépendent, en effet, dans une certaine mesure de leur genre. Par exemple, si l'on considère une fonction entière dont tous les zéros soient réels positifs, et que l'on fasse tendre x vers l'infini par valeurs réelles négatives, la fonclion tendra vers l'infini si elle est de genre zéro, et vers zéro si elle est de genre i. Voici d'autres propriétés analogues :
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Considérons une transcendante de "enre zéro
et supposons que x tende vers Vinjîni avec un argument déterminé ; soit a. un nombre, aussi petit que l'on voudra, mais d'argument tel que
lim e»i'= o.
Je dis que
lim F(a;)ea'-= o.
En effet, posons
o! = o:i-l-ao-f-...-l-a.;-l-...
(a,. «2, . . . , St., avant même argument que oc), d'où
Quelle est la coniJilion [)Our que le module du facteur
reste plus petit cpie i quand œ varie de zéro à l'infini en conservant l'argument que nous lui avons attribué? Nous pouvons toujours supposer que oi^x est réel et négatif, sans quoi on se bornerait à la [);irtie réelle de ix,.x, la partie imaginaire ne devant rien changer au module. Cela posé, il faut satisfaire à l'inégalité
Or
partie réelle I^(i )<L|i-i- inod — ) < niod — i
de sorte que l'inégalité ( i ) sera satisfaite si l'on a (2) inodav>mod —
On peut choisir les a., de telle sorte que, pour toutes les valeurs de v
supérieures à une cerlaine limite /.', cette inégalité soil satisfaite. On a alors
liin F 1 (".(■) = o, nind F«(.r ) < r;
d'où
liiii e»'^F(^) = o. c. 0. F. n.
Il résulte (le là que l'intégrale définie
a une valeur finie toutes les fois que le chemin d'intégration est tel
que lime''^= o. Celte intégrale définit donc une fonction <!>( ] -, <I> étant une
fonction entière.
Soit
il viendra
V(z) = SA,
d'où
On déduit de là
lim mod (m ! A,„) = o pou
r m = ce.
ixF(x) = / *(— z)e
-.dz
celte intégrale étant prise le long d'un contour entourant l'origine.
Si l'on se reporte maintenant au savant Mémoire de M. Halphen intitulé Sur une série dWbel ('), on reconnaîtra que F(,r), c'est-à-dire une fonction quelconque du genre zéro, peut être représentée par la série d'Abel dont il est question dans ce Mémoire, et cela quelle que soit la constante (3.
(') Bullelin de la Soriété mathèmalique de France, t. X, p. G7.
Mallicureiisemonl ce n'est pas là une propriété caraclérislique des funclinns de genre zéro. En effet, la fonction
IK
qui est du genre i . jouit de la même propriété. En ellel, je dis ([ue l'on a
lim e"''F(.r) = o,
si l'on fait tendre x vers l'infini avec un arguinenl dt)nné et si x est un nombre tel que x.f soit réel et négatif. Pour cela, il suffit de faire voir que
lim — : : — = o,
bUl l x.v
puisque, dans ces circonstances, on a
lime*'' sin («a; = — .•
Or on n
F(x) _ I II / H-I/-/(
d'où, si .r est assez grand et que ^ soit son module et a celui de a,
,„„dJl<:^<.i( '^^"^ | = ri(n„);
on peut toujours prendre /i assez grand jiour (pjc
et, par conséquent, pour que le facteur II„ correspondant soit plus petit que I. Nous poserons alors
fi("")=ri<"")'< ri(H„).
Nous pourrons prendre /. nssez grand pour que
II,, < I quand n > k.
On auiii alors
mod^li;^ <r|(ii„).
snita,c iJ.
Mais, quand c, tend vers l'inlini, II„ tend vers
r. = -^i— ■ d'où
lim iniid
\\(Gn).
Or on peut prendre n assez grand pour que le second membre de cette inégalilé soit aussi petit qu'on le veut, (^n a donc
Il m iiKid —. — : = o;
!-Ml ( /..V
d'où
limF(a:)e*' = o.
Do là on déduit ([ue la fonction F(.r) jouit do toutes los propriétés que nous avons démoatrées plus haut pour los fonctions entières de genre zéro.
Considérons maintenant une fonction du sfenr'e i :
F(x) = lle="ïi — t^x).
Je dis que, si y. est choisi de telle façon f/ue
liine"''= o,
on aura
lime*''F(.r) = o,
En edet, posons encore
a = a 1 + ao + . . . + a., -t- • -1 nous aurons
Quelle est la condilion pour que le module du fadeur
OU pour que
(i) partie réelle (x.,x--^ t.,x) ^ partie réelle L(i — ^.jX) -Col
Supposons qu'on ait choisi a., de telle façon que, à partir d'une certaine valeur de v que j'appelle A', i° c..,t'- soit réel et négatif ; 2" niod :<,= /« mod e^ ; h étant une quantité indépendante de y et que nous allons déterminer. Je dis d'abord qu'on peut choisir h de façon à satisfaire à (i ).
En effet, si l'on pose
t.,X = ç -I- Ït).
l'inégalité (1) s'écrira
Je dis qu'on peut prendre h assez grand pour satisfaire à celle inégalité, quels que soient c et r,.
En effet, la fonction
? + iL[(i-|p+ri^]
reste inférieure à une certaine limite, car elle ne pourrait devenir infinie que si ï ou T) tendaient vers l'infini, mais alors la fonction tend vers zéro; ou si ^ etr) tendaient vers zéro, mais alors, en posant
Ç ^ p co^c). T| = p sinw,
on trouve
. cos:>(t) pcos3(t> p-eos.î(o
qui reste finie. Nous avons donc pour h une limite inférieure finie, c. q. f. d.
Posons alors
argx.,x- = -, niodz.; = A modî.; (v > /:),
V=: as
Ol.,X- = ^jX-.
Nous aurons
F2(ar) = TT e«-^'+=.--(, _ £^x).
On pout prendre k assez grand pour que la valeur absolue de (3.?- soit aussi petile que l'on veut et, par conséquent, pour que la partie réelle de (a — P)^' soit négative; on aura alors
limFi = o, mndF2<l,
d'où
lime*''F(a;) = o. c. y. F. d.
En général, si F(.r) est une fonction de genre n. on aura
limF(x)e='->''*'= o
toutes les fois que
lime"'" '= o.
Il suit de là que l'intégrale
représente une fonction <t( - |) <!• étant une fonction entière. Posons
Nous aurons, en changeant ; en zx,
Jr"" C.
é'-~r + 'zPdz= — ^.
En diiïérentiant celte relation, on trouve
ou
/ c"")''+'-"+i(« -+- ija;"5/'rf= =
ou. faisant ,r = i ,
Si donc on pose
p = a(n -i-i) -i- r, r < /( + i , il vient
r —( \nr f^+ '^ Yr + \') + in -+- \\\\(r-^\) + -i{n -i- i')]. . . [fr -i- i) h- (« — i) (» -i- i i]
ou, posanl
r,/,= (— 0" CrS(s -4- l)(i + ■-',). . .(s -)- O — I).
Or, quand a tend vers l'infini
,. S( s -hl )( s -h ■'- ). . .( s -h II I)
i.->.. .t II — i)
Si l'on pose
il vient
d'où
car
F(g)= SA,,,;'", *
mod n^, = modC,.mod A;,s(i -\- i)(s -h -i). . .(s -\- a — i), lim A/, I .J. . .(« — i) = o pour « = oc,
Mais, comme on a aussi
on aura
lim H/, = o.
limy) B^, = o,
\\mar>p = o, lim A/, « ! = o.
Or nous avons
/>!<(/( -1-1/'+' [:'."+•(" + !)"+'][ 3"-*-' ("-t-')"^'J- .•[«""^'(« + i)"^'Jy'''i
ou
ou
A/.r vV<lA„ |«!(n -h !)" + '//'-*-'< |A/,| (a -!)!(« -f-ir + '/'"
sf .s -T- I ). . .(i -H a — I)
dont la limite est zéro.
Donc
lim A^, y'/) : = o.
Ainsi, diins une fonction entière de f^enre n, le coefficient de tP multiplié par la racine « + i''""' du produit des p premiers nombres tend vers zéro quand p croît indéfiniment.
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Comptes rendus de l^ Académie des Sciences, t. 96, p. ii34-ii36 (i6 avril i8S3).
Dans une Noie récente, M. Goursnl, généralisant un i-osullat de M. Picard, a montré qu'une fonction uniforme admettant n coupures séparées peut être regardée comme la somme de n fonctions, admettant chacune une seule coupure. Le théorème que j'ai l'honneur de communiquer aujourd'hui à l'Académie est analogue à celui de M. Goursat. Ce qui lui donne peut-être quelque intérêt, c'est qu'il jette une certaine lumière sur le mode d'existence des fonctions à espaces lacunaires.
Considérons le plan des x comme divisé en deux parties par l'axe des quantités réelles. Soity(x) une fonction n'existant que dans la partie supérieure et étant partout holomorphe dans celte partie; soit f[{x) une fonction n'existant que dans la partie inférieure et étant partout holomorphe dans celte partie. La moitié inférieure du plan est pour f{x), la moitié supérieure pour/, (.r), un espace lacunaire. Je dis que je pournii trouver deux fonctions (p(a;) et '\i{x) jouissant des propriétés suivantes : elles existeront dans tout le plan; la somme 9 + 4' ^'^'"^ égale à / dans la moitié supérieure du plan et à/, dans la moitié inférieure. La fonction cp admettra pour coupure le segment ( — I, +i) et la fonction (|; admettra les deux coupures ( — oo-, — i) et(+i, + a>).
En effet, désignons par la notation V{x) une fonction qui sera égale à _/' dans la partie supérieure du plan et à /", dans la partie inférieure. Décrivons sur le segment ( — i, + i) comme diamètre une circonférence C qui aura pour centre l'origine et pour rayon l'unité. On démontre aisément qu'on peut toujours trouver deux fonctions entières G(^x) et G'(a?) telles que
26 FONCTIONS A ESPACES LACUNAIRES.
tende vers zéro quand x lend vers — i ou vers + i en suivant la circonférence C.
Cela posé, si l'on pose a? = pe'™ et qu'on fasse p = i, ¥{x)fi{x) sera une fonction de w développable par la formule de Fourier, de sorte que
F(j:) 6(:f) = 2c,„ cosmo) -+- l,d„, sinm lo, ou bien, en supposant toujours p ;= i ,
posons
<p(j;)0(a-)= Za,„.i-"', 6(:r)9(.f) = lb,„x"'.
Ces développements ne définissent la fonction cp qu'à l'extérieur et la fonction ']/ qu'à l'intérieur du cercle C. Mais il est aisé de définir ces fonctions pour toute l'étendue du plan, à l'exception de leurs coupures respectives. Soit, par exemple, à définir la fonction <p(j;) pour un point x situé dans la moitié supérieure du plan. Soit AMB un arc du cercle C situé tout entier dans la moitié supérieure. Soit BNA ce qui reste de C quand on en a enlevé cet arc AMB. Soit APB un arc de courbe ne coupant pas l'axe des quantités réelles et laissant le point x en dehors; on définira (f{x) de la façon suivante : on posera
'FCsiOl ;-),/;
rFi
l'intégrale étant prise le long du contour AI'BNA. On posera ensuite
et les fonctions 9 et ■]/ ainsi définies satisferont aux conditions énoncées.
Il est clair d'ailleurs que ce qui précède s'applique au cas où la fonction/(a-), au lieu d'être limitée par l'axe des quantités réelles, admettrait un espace lacunaire quelconque.
Voici le point sur lequel je désirerais attirer l'attention. On pourrail croire qu'il existe une fonction f\{x) qui serait le prolongement naturel de f{x) dans la moitié inférieure du plan, de telle sorte que, si deux fonctions 9 et (]; existant dans tout le plan ont pour somme / dans la moitié supérieure, elles devront avoir pour somme /i dans la moitié inférieure. Il n'en est rien; je puis choisir tout à fait arbitrairement les deux fonctions/ et/, ; de sorte que/ n'a
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pas à proprenieut parlur de prolongement naturel au delà de l'axe des quantités réelles. C'est le résultat auquel conduisait déjà l'étude des développements infinis.
(^n pourrait se demander ce qui arriverait si l'axe des quantités réelles était pour f et pour J\ une limite artificielle et non une limite naturelle, si, par exemple, on prenait/= i ety\= o. Les coupures des fonctions cp et i|; seraient alors aussi des coupures artificielles et, si l'on voulait les prolonger au delà de ces coupures par la série de Taylor, elles cesseraient d'être uniformes.
SUR LES FONCTIONS A ESPACES LACUNAIRES
Acta Societalis scienliaruni Fennicir, t. 12, p. 3|3-35o (iSSS).
M. Weier.strass dans un Mémoire inlilulé Zur Fnnklionenlelire el inséré dans les Derliner Monatsberichle a appelé l'allention des géomètres sur cerlaines fonctions présentant des singularités spéciales. Au lieu de présenter un nombre fini ou infini de points singuliers essentiels isolés elles offrent des lignes singulières essentielles ou même des espaces lacunaires à l'intérieur desquels elles cessent d'exister. Dans une letU'e à M. Mittag-Leffler, insérée dans les Acta Societalis Scienliaruni Fennicic M. Hcrmite a retrouvé les mêmes résultats par une voie toute difTérente. .D'après les conseils de M. Hermile j'ai entrepris de rechercher de nouveaux exemples de la particularité signalée par les deux savants géomètres.
Il y a une infinité de manières de définir une fonction, et si l'on ne s'imposait a priori aucune condition, rien ne serait plus facile que de concevoir une transcendante présentant un espace lacunaire quelconque; on pourrait imaginer par exemple une fonction définie de la manière suivante; elle devrait être égale à i à l'extérieur d'un certain cercle, et cesser d'exister à l'intérieur de ce cercle. Ce cercle serait alors un espace lacunaire. Si donc on donnait au mot, fonctions à espaces lacunaires le sens étendu qu'il semble comporter d'abord, on pourrait en imaginer arbitrairement une infinité. Il est donc nécessaire de préciser ce qu'on doit entendre par cette çx^rGss\on] fondions à espaces lacunaires. C'est ce qui est facile, grâce à une conception nouvelle des fonctions analytiques qui a son origine dans les travaux de Cauchy et que M. Weierslrass a si clairement exposée dans son Mémoire Zur Functionenlehre {Manatsberichte., août 1880, p. 12).
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Considérons une série développi'e suivant les puissances croissanles de X — Xa- Elle sera convergenle à l'inlàricur d'un certain cercle Co ajanl pour centre aro et pour rayon R. Si l'on ne s'occupait que du développement luimême, on pourrait considérer la fonction définie par la série comme cessant d'exister à l'extérieur du cercle de convergence, et toute la région du plan extérieure à ce cercle comme formant un espace lacunaire. Ainsi comprise, la fonction à espaces lacunaires ne serait pas une notion analytique nouvelle. Mais il est un moyen bien connu d'étendre au delà du cercle de convergence le domaine où la fonction envisagée existe. .Si l'on considère un point ^r, intérieur au cercle de convergence, on pourra par la formule de Taylor développer la fonction en série ordonnée suivant les puissances de x — x^ et convergenle à l'intérieur d'un certain cercle Ci. A l'intérieur de Ci, on prendra un point Xj et l'on développera la fonction en série ordonnée suivant les puissances de 2: — x^ et convergenle à l'intérieur d'un certain cercle Co. La fonction se trouvera alors définie non seulement à l'intérieur du premier cercle de convergence, mais à l'intérieur de Ci, de Co, etc.
Pour la plupart des fonctions qui ont été jusqu'ici l'objet des travaux des géomètres, les cercles tels que C,, Co, etc.. recouvrent tout le plan, soit une fois, soit plusieurs fois, soit une infinité de fois, en laissant seulement de côté certains points isolés, appelés points singuliers. La fonction existe partout, sauf en des points isolés. Il n\y a pas d^ espace lacunaire.
Mais il n'en est pas toujours ainsi; il peut arriver que les cercles Ci, Co, etc., laissent de côté non des points isolés, mais toute une ligne, ou même toute une région du plan. M. Weierstrass a le premier mis cette vérité en lumière, et après lui M. Hermite a défini à l'aide d'intégrales multiples définies des transcendantes qui n'ont d'existence que dans un domaine limité.
On pourrait citer un grand nombre d'autres exemples de ce fait analytique. Ainsi l'on sait que les fonctions définies par les séries
et
x ip (i) + a^- ?( 2 ) + . . . -I- a;" ç ( /i ) -t- . . .
[où cp(n) représente la somme dos puissances premières des diviseurs de n)] n'existent qu'à l'inlérieur du cercle qui a pour centre l'origine et pour rayon l'unité. I! en est de même de certaines fonctions (|ue j'ai définies dans une Note
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insérée aux Comptes rendus de C Académie des Sciences de Paris (séances des 1 4 et 2 1 février 1 88 1 ) el que j'ai appelées fonctions fuchsiennes ( ' ).
Les exemples que je veux étudier spécialement dans la présente Note présenteront les particularités suivantes. Le plan sera divisé en deux régions, l'une extérieure, l'autre intérieure à un certain contour C convexe. A l'extérieur du contour la fonction envisagée sera liolomorphe et uniforme (et par conséquent finie, continue, monodrome et monogène). A rintérieur du contour elle cessera d'exister. La région intérieure à C sera un espace lacunaire.
Si ^u est un point quelconque extérieur à C la fonction sera dévcloppable suivant les puissances de x — x„; le cercle de convergence sera tangent extérieurement à G. Réciproquement si [x„ étant un point quelconque extérieur à C) une fonction est développable suivant les puissances de x — a,,, de telle sorte que le cercle de convergence soit tangent extérieurement à C, il est clair que cette fonction offrira un espace lacunaire qui sera la région intérieure au contour C.
Voici maintenant comment je définirai une transcendante jouissant de ces propriétés. Envisageons la série suivante :
Je suppose :
i" que la série
ao (2) 2, """' ^n
2° que tous les points 6„ soient intérieurs à C ou sur le contour C lui-même; 3" que si l'on prend sur le contour (] un arc quelconque et aussi petit cpic l'on voudra, il y ait toujours une infinité de points i»,, sur cet arc.
Je pose
7/ =Z QO II ^ K
lip = / niod A„, S = 2. ""^'' '^'i-
(') Voir 'l'onie II. p. 1-7.
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La série (2) étant convergeute, ou pourra prendre p assez grand pour que R/, soit aussi petit que l'on veut.
Je dis d'abord que si x„ est extérieur à C. la fonction '^{x) définie par la série (i) peut se développer en série suivant les puissances de a? — x^, et que cette série est convergente à l'intérieur du cercle qui a pour centre x\ et qui est tangent extérieurement à C. Si en effet R est le rayon de ce cercle, on aura pour tous les points bn '■
mod (b„ — Xo) > R.
Posons
mod { X — i-(i ) = 6 . R .
Supposons que x soit intérieur au cercle qui a pour centre ./„ et pour rayon R, on aura
On aura évidemment
H := Il \ (/ =: U
H := Il \ (/ =: U
Il est clair :
1° que la série à termes positifs et à double entrée
mod .\„e'7+<
od ( j;- — Xo ) est convergente;
2" que
.r. (œ — xo'yr "I modA„e'?+' mod A„ — ; < •
L 1,"// — Xu)'!'^'^ \ mod(a; — a;o) •
Il en résulte que les séries à double entrée
(4) "~y"'modrA. \^-^'^'^'' 1
et
sont convergentes et que leur somme est indépendante de l'ordre des termes.
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La somme de la série (5) sera doac — 9 (a") quel que soil l'ordre des tenues. On aura donc
en posant
J'ai donc démontré à la fois :
i" que si x est extérieur à C la série (p.) est convergente et la fonction cp(,r) qu'elle définit est holomorphe et uniforme;
2° que si X est intérieur au cercle qui a pour centre Xo et pour rayon R et qui est langent extérieurement à G, la série (6) est convergente.
,Te ilis maintenant que la série (6) est divergente si x est sur ce cercle ou extérieur à ce cercle et pour le démontrer, je suppose d'aljord que .r,, soit sur la normale élevée à C en un des points b„, au point ù/, par exemple.
Je me propose de faire voir que le terme
ne tend pas vers zéro quand q tend vers l'infini ; je vais montrer en ellet (jue l'on peut prendre q assez grand pour que
raud K'/[B,,- Ai(6< — .r„)-'7+')] < £,
quelque petit que soil £.
Soityo un nombre entier assez grand pour que
Supposons en même temps
Décrivons du point x„ comme centre un cercle de rayon R' plus grand que R, mais assez petit pour que tous les points
bo, ht, bi, ,.., bt,—i, b/.^t, bk+\, bk+i, ..., bp
soient extérieurs à ce cercle. On aura
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Soit maintenant (/ un nombre entier assez grand pour que
On aura On aura
{b„ — Xo)f'*
(6„ — xo;?-*-
{b„ — xo)<r-'
mod K'/ [ B,— Ai(6< — Xû)-l»+'i]
< moJ 7 — ; — - — - -T- /
A„Rv
(6„— .cuj'/^
mud A,i
- mod 2
T mod A„
rv V F/
+ Tf <^-
On a donc
Or
I i m IV/ [ B,, — A i ( 6i — ^0 r''~' ] = "■
mod Ai
mod H'/ [A^X^iA—aro )-■?-'] =
Il est donc impossible que Rv A/, (6/. — Xo)"'''^ el par conséquent que R^ B,/ tende vers zéro.
Supposons maintenant que x„ ne soit pas sur la normale élevée à C en l'un des points b,,] je dis que la série (6) est encore divergente quand
mod {x — Xo) > R.
En effet supposons que cela ne soit pas vrai et que le cercle de convergence ail un rayon R' plus grand que R. Ce cercle de convergence découperait sur le contour G un certain arc sur lequel, par hypothèse, il devrait y avoir une iulinilé de points 6„. Soit bi. l'un de ces points. Elevons en ce point une normale à C et prenons sur celle normale un point x, assez voisin de 6/, pour que le cercle K qui passe par 6/, el qui a X\ pour centre soit tout entier intérieur au cercle qui a pour rayon R' et pour centre Xu ; cela est évidemment toujours possible. La fonction o{x) pourrait alors se développer en série suivant les puissances de x — Xt et celle série devrait être convergente, non seulement à l'intérieur du cercle K, mais sur la circonférence de ce cercle, ce qui est contraire à ce que je viens de démontrer.
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11 est donc démonlrô que le cercle de convergence de la série (6) est toujours tangent extérieurement à G.
Donc la fonction cp (x) est holomorphe et uniforme à l'extérieur de G et présente un espace lacunaire à l'intérieur de ce contour.
Je vais maintenant citer quelques exemples de séries satisfaisant aux conditions imposées à la série (i).
Soit d'abord
II'!" u't- . . . u';;~
Je suppose :
i" que Wi, Mo, ..., «/, sont des quantités données de module plus petit que i ; 2" que y.\, a,, ...,«/, sont des constantes quelconques;
3" que m,, m-,, ■ . ■ , m,, prennent sous le signe i tous les systèmes de valeurs entières positives.
J'envisage le polygone P défini par les conditions suivantes :
I " 11 est convexe.
2" Tous ses sommets font partie du système des points cx^, (x->, . . . , ajj. 3° Tous les points «i, «o, ..., a/, qui ne sont pas des sommets du polygone P sont sur le périmètre de ce polygone ou à son intérieur.
II est clair que :
i" La série
S niod( m',"' «'!''...«;'>)
est convergente.
2" Tous les points
m, -xi -+- «i-2 Xo -+-.
sont sur le périmètre de P ou bien à l'intérieur de ce polygone.
3° Sur tout segment, si petit qu'il soit, de l'un des côtés de P, il y a une infinité de points :
»ii 2 1 -I- m» ao + . . . H- ni/i Xp Dii -H m, ^-. . .-H- /";,
Soit en efTet aia.j le côté du polygone considéré, il est clair qu'on pourra
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choisir les entiers positifs //*, cl m^ (et cela d'une infinité de inaQiéres) de telle sorte que le point
m 1 -T- nii
soit situé sur un segment donné du côté «la.^.
Il en résulte que la fonction cp(a?) est holomorphe et uniforme à l'extérieur de P et présente un espace lacunaire à l'intérieur de ce polygone.
Dans le cas oà p ^= 3, l'espace lacunaire se réduit au triangle ai c-, a,.
Dans le cas où jd^2, l'espace lacunaire se réduit à une ligne singulière essentielle qui est le segment de droite y.\ y.-,.
Comme second exemple je citerai la fonclion dont voici l'origine.
Soit l'équation aux différences partielles
(iJ) "l F, -7^ -H M«Fo — ^ +. . .-(- u„V„ -T^ = z.
ilu.\ (lu, au,,
Fi. F2, .... F„ sont des fonctions des n variables n^, u,, ..., ii„ et du paramètre x, holomorphes pour toutes les valeurs de x et lorsque les uiodiiles de iii, u^, ..., m„ sont suffisamment petits. Elles se réduisent respectivement à
j; — ai X — X 1
quand on y annule tous les u.
Dans une thèse que j'ai soutenue devant la Faculté des Sciences de Paris le i"'' août 1879 ('), j'ai démontré que si le point x est extérieur au polygone convexe P circonscrit aux n points «i, c.^, ..., y.n, il existe une série S ordonnée suivant les puissances des u, convergente et satisfaisant à l'équation (8) pourvu que les modules de ces variables soient assez petits. Les coefficients de cette série sont des fonctions rationnelles de jt; si l'on donne aux u des valeurs de module suffisamment petit et qu'on les considère comme des constantes, la somme de la série est une fonction de x, et l'on peut voir qu'elle est analogue à la fonclion o^x) définie par la série ( i ) et qu'elle présente comme elle un espace lacunaire. Le polygone P est compris tout entier dans cet espace lacunaire.
(') X'oir Tume I, p. XLix-cxxix.
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American Journal of malheinalics, I. 14, p. 201-321 (1892).
M. Weiersirass dans un Mémoire intitulé Zur Funklionenlelire et inséré dans les Berlincr Monatsberichle a appelé l'attention des géomètres sur certaines fonctions présentant des singularités spéciales. Au lieu de présenter un nombre fiui ou infini de points singuliers essentiels isolés elles offrent des lignes singulières essentielles ou même des espaces lacunaires à l'intérieur desquels elles cessent d'exister. Dans une lettre à M. Mittag-Leffler, insérée dans les Acta Societatis Scientiarum Fennicx M. Ilermite a retrouvé les mêmes résultats par une voie toute difTérente. D'après les conseils de M. Hermite j'ai entrepris de rechercher de nouveaux exemples de la particularité signalée par les deux savants géomètres.
Il y a une infinité de manières de définir une fonction, et si l'on ne s'imposait a p/v'o/'t aucune condition, rien ne serait plus facile que de concevoir une transcendante présentant un espace lacunaire quelconque; on pourrait imaginer par exemple une fonction définie de la manière suivante; elle devrait être égale à 1 à l'extérieur d'un certain cercle, et cesser d'exister à l'intérieur de ce cercle. Ce cercle serait alors un espace lacunaire. Si donc on donnait au mol, fonctions à espaces lacunaires le sens étendu qu'il semble comporter d'abord, on pourrait en imaginer arbitrairement une infinité. Il est donc nécessaire de préciser ce qu'on doit entendre par cette expression, fondions ci espaces lacunaires. C'est ce qui est facile, grâce à une conception nouvelle des fonctions analytiques qui a son origine dans les travaux de Caucliy et que M. Weiersirass a si clairement exposée dans son Mémoire Zur Functionenlehre {Monatsberichle. août 1880, p. 12).
Considérons une série développée suivant les puissances croissantes
FONCTIONS A ESPACES LACUNAIRES. 37
de X — Xa. Elle sera convergente ù l'intérieur d'un certain cercle Co ayant pour centre Xu et pour rayon R. Si l'on ne s'occupait que du développement lui-même, on pourrait considérer la fonction définie par la série comme cessant d'exister à l'extérieur du cercle de convergence, et toute la région du plan extérieure à ce cercle comme formant un espace lacunaire. Ainsi comprise, la fonction à espaces lacunaires ne serait pas une notion analytique nouvelle. Mais il est un moyen bien connu d'étendre au delà du cercle de convergence le domaine où la fonction envisagée existe. Si l'on considère un point Xi intérieur au cercle de convergence, on pourra par la formule de Taylor développer la fonction en série ordonnée suivant les puissances de x — Xi cl convergente à l'intérieur d'un certain cercle Ci. A l'intérieur de Ci, on prendra un point X2 et l'on développera la fonction en série ordonnée suivant les puissances de x — x^ et convergente à l'intérieur d'un certain cercle Co- La fonction se trouvera alors définie non seulement à l'intérieur du premier cercle de convergence, mais à l'intérieur de Ci, de Co, etc.
Pour la plupart des fonctions qui ont été jusqu'ici l'objet des travaux des géomètres, les cercles tels que Ci, Co, etc., recouvrent tout le plan, soit une fois, soit plusieurs fois, soit une infinité de fois, en laissant seulement de côté certains points isolés, appelés points singuliers. La fonction existe partout, sauf en des points isolés. Il rCy a pas d'espace lacunaire.
Mais il n'en est pas toujours ainsi; il peut arriver que les cercles C,, Co, etc., laissent de côté non des points isolés, mais toute une ligne, où même toute une région du plan. M. Weierslrass a le premier mis celte vérité en lumière, et après lui M. Hermite a défini à l'aide d'intégrales multiples définies des transcendantes qui n'ont d'existence que dans un domaine limité.
On pourrait citer un grand nombre d'autres exemples de ce fait analytique. Ainsi l'on sait que les fonctions définies par les séries
iH — x'^^ -x^'-h...-\ a;'" + . . .
et
a; <f> ( I ) + a;- cp ( 3 ) + . . . -t- j;" !f ( /i ) + . . .
[où 'Jf{n) représente la somme des puissances premières des diviseurs de /;]
n'existent qu'à l'intérieur du cercle qui a pour centre l'origine et pour rayon
l'unité. Il en est de même de certaines fonctions que j'ai appelées fuchsiennes.
Les exemples que je veux étudier spécialement dans la présente Note pré-
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senteronl les particularitos suivantes. Le plan sera divist' en deuxréj^ions, l'une extérieure, l'autre intérieure à un certain contour C. A l'extérieur du contour la fonction envisagée sera holomorphe et uniforme (et par conséquent finie, continue, monodrome et monogène). A l'intérieur du contour elle cessera d'exister. La région intérieure à C sera un espace lacunaire.
Je supposerai dans ce qui va suivre que la ligne qui limite C ait en chaque point une tangente et un rayon de courbure afin qu'on puisse construire un cercle tangent à cette ligne, ayant son centre en un point quelconque de la partie du plan qui est en dehors de C et de telle façon que ce cercle soit tout entier extérieur à C.
Si Xu est un point quelconque extérieur à C la fonction sera développable suivant les puissances de r — Tu] le cercle de convergence sera tangent extérieurement à C. Réciproquement si {x„ étant un point quelconque extérieur à C) une fonction est développable suivant les puissances de .r — x„, de telle sorte que le cercle de convergence soit tangent extérieurement à C, il est clair que cette fonction offrira un espace lacunaire qui sera la région intérieure au contour C.
Voici maintenant comment je définirai une transcendante jouissant de ces propriétés. Envisageons la série suivante :
.le suppose :
i" que la série
soit absolument convergente ;
2" que tous les points A„ soient intérieurs à C ou sur le contour C lui-même;
3" que si l'on prend sur le contour C un arc quolconcjue et aussi petit que l'on voudra, il y ail toujours une infinité de points b,, sur cet arc.
Je pose
La série (2) étant absolument convergente, on pourra prendre/» assez grand pour que R/, soit aussi petit que l'on veut.
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Je dis d'al)Ord que si Xo est extérieur à C, la fonction (f{x) définie par la série (i) peut so développer en série suivant les puissances de x — Xo, et que celte série est convergente à l'intérieur du cercle qui a pour centre x^ et qui est tangent extérieurement à G. Si en effet R est le rayon de ce cercle, on aura pour tous les points b„,
\bn-Xo\>R.
Posons ,
[j: — Xo\ = 0.R.
Supposons que x soit intérieur au cercle qui a pour centre Xo et pour rayon R, on aura
On aura évidemment
Il est clair :
i" que la série à termes positifs et à double entrée
est absolument convergente ;
2" que
mod A„ -i — < =
|_ ( 6„ — :Co )'/^' J moAix — Xo)
Il en résulte que la série à double entrée
(x — x^yi
est absolument convergente et que sa somme est indépendante de l'ordre des termes.
La somme de la série (4) sera donc — 9(a?) quel que soit l'ordre des termes. On aura donc
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en posant
J'ai donc démontré à la fois :
i" que si x est extérieur à C la série (2) est convergente et la fonction o{x) qu'elle définit est holomorphe et uniforme;
2" que si X est intérieur au cercle qui a pour centre x„ et pour rayon R et qui est langent extérieurement à C, la série (5) est convergente.
Je dis maintenant que la série (5) est divergente si x est sur ce cercle ou extérieur à ce cercle et pour le démontrer, je suppose d'abord que Xo soit sur la normale élevée à C en un des points hn, au point 6/, par exemple.
Je me propose de faire voir que le terme
ne tend pas vers zéro quand r/ tend vers l'infini ; je vais montrer en effet que l'on peut prendre q assez grand pour que
mod Yi'J[B^— \),{bi — Xo)-f'r+'^]< t,
quelque petit que soit £.
Soit/> un nombre entier assez grand pour que
R,<iR.
Supposons en même temps
Décrivons du point Xa comme centre un cercle de rayon R' plus grand que R, mais assez petit pour que tous les points
b„, ùi, Ih, ■■■, bk-1, bic-i, bk+\, bk+o., ■■■■, bu soient extérieurs à ce cercle. On aura
Soit maintenant 7 un nombre entier assez grand pour que
R' V RV 2
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On aura
On aura
mod R-/ [B^— A^r^A — Xo )-!''+"]
Vr' mod A„ / R\i "^ mod A„ / R \'/ v" mod A„ - S / R y Rj,
On a donc Or
H'i \n,j- Xi{bt- x,)-'>-'] = o.
, , . . , mod Ax nu.d[R'?AA(tx.-.r„)-'/->]= -— ^ •
Il est donc impossible que R«'Aa(6a — Xu)^i~' et par conséquent que R''By tende vers zéro.
Supposons maintenant que x„ ne soit pas sur la normale élevée à C en 1 un des points b„; je dis que la série (5) est encore divergente quand
mod (a; — a;o) > R.
En elTet supposons que cela ne soit pas vrai et que le cercle de convergence ait un rayon R' plus grand que R. Ce cercle de convergence découperait sur le contour C un certain arc sur lequel, par hypothèse, il devrait y avoir une infinité de points b,i- Soit bk l'un de ces points. Elevons en ce point une normale ù C et prenons sur cette normale un point Xi assez voisin de b/t pour que le cercle K qui passe par b/^ et qui a Xi pour centre soit tout entier intérieur au cercle qui a pour rayon R' et pour centre o^u ; cela est évidemment toujours possible. La fonction <f{x) pourrait alors se développer en série suivant les puissances de x — Xi et cette série devrait être convergente, non seulement à l'intérieur du cercle K, mais sur la circonférence de ce cercle, ce qui est contraire à ce que je viens de démontrer.
Il est donc démontré que le cercle de convergence de la série (5) est toujours tangent extérieurement à C.
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Donc la foaclion (f{x) esl holomorphe et uniforme à l'extérieur de C et présente un espace lacunaire à l'intérieur de ce contour.
Je vais maintenant citer quelques exemples de séries satisfaisant aux conditions imposées à la série (i).
Soit d'abord
/n I y. I -t- ninXi -h . . .-h ni/, Xf,. /«i -h ni>-h . . .-i- ni/,
Je suppose :
i" que Ml, Uo, .••, w,, sont des quantités données de module plus petit que I ; 2° que <Xi, y.T, • • • . y-j, sont des constantes quelconques;
3" que m,, nin, .... nip prennent sous le signe i tous les systèmes de valeurs entières positives.
J'envisage le polygone P défini par les conditions suivantes :
1° Il est convexe.
2" Tous ses sommets font partie du système des points «i, ix-,, . . ., y./,. 3" Tous les points ai, c.-,. . . ., oip qui ne sont pas des sommets du polygone P sont sur le périmètre de ce polygone ou à son intérieur.
Il est clair que :
i" La série
2 mod ((«',"■ m'^... «;;'/•)
est convergente.
2" Tous les points
/rti ai + rn^a^-
nii ■+- ni«-
sonl sur le périmètre de P ou bien à l'intérieur de ce polygone.
3" Pour tout segment, si petit qu'il soit, de l'un des côlés de P, il y a une infinité de points
/«i a, -I- Woocj-H. . .-I- nipXp m\-\- ni.-h. . .-h ni f,
Soit en effet a, «o le côté du polygone considéré, il est clair qu'on pourra choisir les entiers positifs m^ et m2 (et cela d'une infinité de manières) de telle
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sorte que le point
m, ai ■+- m-iOLn riii -+- m«
soit situe sur un segment donné du côté aj a,.
lien résulte que la fonction (^(x) est holoiiiorphe et uniforme à l'extérieur de P et présente un espace lacunaire à l'intérieur de ce polygone.
Dans le cas où p := 3, l'espace lacunaire se réduit au triangle «i ao °^i-
Dans le cas où p ^ 2, l'espace lacunaire se réduit à une ligne singulière essentielle qui est le segment de droite arj a,.
Comme second exemple je citerai la fonction dont voici l'origine.
Soit l'équation aux différences partielles
(7) UlF, -T^ -h UlF,-^ -i-...-h U„F„-y^ = z.
Fi, Fo, ..., F„ sont des fonctions des n variables «i, Mo, ..., m„ et du paramètre x. holomorphes pour toutes les valeurs de x et lorsque les modules de Ml, «2; . . . , Un sont suffisamment petits. Elles se réduisent respectivement à
quanil on y annule tous les u.
Dans une thèse que j'ai soutenue devant la Faculté des Sciences de Paris le i" août 1879, j'ai démontré que si le point x est extérieur au polygone convexe P circonscrit aux n points «i, a,, . . . , a„, il existe une série S ordonnée suivant les puissances des u, convergente et satisfaisant à l'équation ('j) pourvu que les modules de ces variables soient assez petits. Les coefficients de cette série sont dos fonctions rationnelles de x; si l'on donne aux u des valeurs de module suffisamment petit et qu'on les considère comme des constantes, la somme de la série est une fonction de x^ et l'on peut voir qu'elle est analogue à la fonction ^{x) définie par la série (i) et qu'elle présente comme elle un espace lacunaire. Le polygone P est compris tout entier dans cet espace lacunaire.
On remarquera que dans la démonstration qui précède, il y a un procédé qui joue un rôle essentiel. On décrit du point Xt, comme centre un cercle avec un rayon R' plus grand que
R = I Xa~ b/c I,
et cependant assez petit [lour que tous les points
i>o, i>,, i),, ..., bk-i, bk-i, b/;^,, bk+1, ■■■, b„,
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c'esl-à-dire les points 6„ tels que n^p^ n^k soieiiL tous extérieurs à ce cercle, et que
la sommation étant ainsi étendue à tous les indices n >/»• Les points b,, sont ainsi répartis en deux catégories :
i" ceux pour lesquels n^p; ils sont en nombre fini et ils sont tous extérieurs au cercle de rayon R' à l'exception dun seul, le point è/, ;
2° ceux pour lesquels /i>/J qui sont en nombre infini, mais si /> est assez grand la somme des modules des coefficients correspondants A„ sera aussi petite qu'on voudra.
C'est sur la possibilité de celte répartition que repose toute la démonstration et c'est pour cette raison qu'elle n'est pas susceptible de diverses généralisations que l'on croirait d'abord possibles.
Soit par exemple dans le plan une courbe fermée C et 3 un point mobile assujetti à rester sur cette courbe; soit x un point extérieur à la courbe et /(-) une fonction quelconque de z. L'intégrale
étendue à la courbe fermée C définit une fonction cp(a;) dei\ On pourrait croire que les raisonnements qui précédent lui sont applicables, à condition que l'intégrale
' \f(z)dz\
soit fini(!, et que la fonction 9(^) admet l'intérieur de G comme espace lacunaire. Il n'en est rien à cause de l'impossibilité de la répartition dont nous venons de parler. Il est vrai que cette fonction cp(a;) reste holomorphe à l'extérieur de C, mais non pas que si a^o est extérieur à C, le cercle de convergence relatif au développement de 9(^) suivant les puissances croissantes de x — x^ soit tout entier à l'extérieur de C. Il suffit pour s'en convaincre de se rappeler que nifi^x) est une fonclion quelconque holomorphe à l'extérieur de C et tendant vers zéro quand le point x s'éloigne indéfiniment, l'intégrale
•f{z)dz
prise le long de G est précisément égale à litifix).
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De même si le point ; n'csl plus assujetti à rester sur la courbe C elle-même mais peut prendre une position quelconque à l'intérieur de cette courbe, sif(z) est une fonction continue quelconque de z et rfw unélément de l'aire limitée par cette courbe, et que ;; désigne précisément l'aflixe du centre de gravité de rfw, l'intégrale
étendue à l'aire limitée par G représentera une fonction cp(x) qui sera holomorphe à l'extérieur de C mais qui n'admettra pas en général la région intérieure à C comme espace lacunaire.
On obtient des résultats analogues dans la ibéorie du potentiel newtonien.
Soient M|, M,, . . ., M„, . . ., un nombre infini de points dont les masses /)(,, m.,, . . . , /;/„ soient toutes positives. Supposons que la série
soit convergente; que tous ces points attirent un point mobile P de coordonnées X, y el z conformément à la loi de Newton; que tous ces points soient à l'intérieur d'une certaine région R limitée par une surface S; el enfin que sur chaque élément si petit qu'il soit de cette surface S il j ait une infinité de ces points.
Soit alors V(x, y, z) le potentiel de ces points attirants. On verrait aloi's par un raisonnement tout pareil à celui qui précède, que la fonction V est liolomorphe à l'extérieur de R et qu'elle admet cette région 11 comme espace lacunaire.
Supposons au contraire que nous ayons affaire non pas à des points attirants discrets quoique en nombre infini et infiniment rapprochés les uns des autres, mais à une surface attirante, ou à un volume attirant, il n'en sera plus de même.
Si l'on considère par exemple un volume attirant limité par une surface S sans point singulier et que la densité soit une fonction holomorphe de x, y el z, la fonctions V pourra être prolongée par continuation analytique à l'intérieur du volume attirant.
Supposons en particulier une sphère attirante homogène ayant son centre à l'origine, ayant pour rayon R et pour masse M. Alors on sait que la fonction
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loin d'admeltre comme espace lacunaire rintérieur de la sphère
poul être prolongée par continuation analytique jusqu'au centre même de cette sphère.
Il arrive quelquefois qu'on a à envisager des développements en séries de la forme suivante :
R„(ar) étant rationnelle en x.
Supposons que ce développement soit convergent à l'intérieur d'une certaine courbe C, convergent également à l'extérieur de cette courbe, mais qu'il diverge pour tous les points de la courbe elle-même. Les développements de celte forme ont été étudiés par M. Weierstrass dans le Mémoire que j'ai cité plus haut, ainsi que les diverses circonstances que je vais signaler.
Soit oi(.r) la somme de la série à l'intérieur de la courbe C, 93(^) la somme de cette même série à l'extérieur de la courbe C. Il peut se faire d'abord que les fonctions (f\{oo) et ©^(x) puissent être prolongées, par le procédé de la continuation analytique exposé au début du présent travail, la première à l'extérieur de G, la seconde à l'intérieur de C.
C'est ainsi que par exemple la série de M. Tannery :
/ï=zac
a pour somme + i à l'extérieur du cercle
et — là l'intérieur de ce cercle. Il est clair alors que les fonctions +1 et — 1 peuvent être prolongées dans tout le plan.
Mais il peut arriver aussi que les fonctions 91 et o-, admettent comme espace lacunaire, la première l'extérieur de C, la seconde l'intérieur de C. M. Weierstrass cite des exemples de ce fait dans son Mémoire et d'ailleurs plusieurs des développements en séries de la fonction modulaire présentent la même particularité.
Une question se pose alors. Nous avons
9,(^) = SP.„(a;)
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à l'intérieur de C et
?.2(a7)= SR„(a;)
à l'extérieur de C. Avons-nous le droit do dire que la fonction cp, cesse d'exister à l'extérieur do C et la fonction cpo à l'intérieur, ou bien ne devrons-nous pas plutôt considérer les deux fonctions cp, et cp^ comme le prolongement naturel l'une de l'autre ?
On en serait d'abord tenté; mais on renoncera à cette manière de voir si l'on réfléchit qu'à ce point de vue, une fonction à espace lacunaire aurait dans cet espace une infinité de prolongements naturels possibles. C'est ce dont on peut se rendre compte par deux raisonnements dlIFérenls r[ue je vais appliquer à des courbes C particulières mais qu'on pourrait étendre, mitttilis nmtandis, à des courbes C quelconques.
Supposons d'abord que la courbe C soit un cercle.
Soit encore
3,(a;) = SR„(a:), 90(3:) = 2 R„(a;),
la première égalité ayant lieu à l'intérieur du cercle, la seconde à l'extérieur. Supposons que les deux fonctions cb) et cpa ne puissent être prolongées analjtiquement au delà du cercle.
J'ai démontré l'existence de certaines fonctions que j'ai appelées fuchsiennes et létafuchsiennes qui n'existent qu'à l'intcirieur du cercle C et pour lesquelles par conséquent la région extérieure à ce cercle est un espace lacunaire. Les fonctions télafuclisiennes sont susceptibles d'un développement dont les termes sont des fonctions rationnelles de a;; je me suis longuement étendu sur ces développements dans mon Mémoire sur les fonctions fuchsiennes {Acta Matliematica, t. 1) (^).
Soit
un de ces développements. ïl représentera, en général, à l'intérieur de C une fonction tétafuclisienne qui cessera d'exister à l'extérieur de ce cercle, et à l'extérieur de C il représentera une autre fonction tétafuchsienne qui cessera à son tour d'exister à l'intérieur de ce cercle.
C) Voir tome II, p. 16^-257.
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Dans ce développemenL H(j;) est une fonction rationnelle quelconque, m est
un entier et ix. ""^"'"f" ) une substitution quelconque du groupe fuchsien.
Si tous les infinis de H (a:) sont à l'extérieur de C, la fonction tétafuchsienne représentée par notre développement à l'intérieur de C n'aura pas d'infinis et, ainsi que je l'ai montré dans le Mémoire cité, on peut d'une infinité de manières choisir H de telle sorte que celte fonction soit identiquement nulle. On aura alors
2H„(a;) = o (à rintcriciii- de C),
2H„(a;) = 0(.r) (à Pexu-rifur do C),
0 étant une fonctinn tétafuchsienne.
Quel serait alors le prolongement naturel de '^\{x) à l'extérieur de C. Comme
ce prolongement sérail In somme de ce développement à l'extérieur de C, c'està-dire 92.
Mais on a aussi à l'intérieur de G
o, = S{'R„+H„) |)uisi|iR' SlI„ = o.
Le prolongement naturel de oi à l'extérieur de C devrait encore être la somme de ce développement 2(R„+ H„), c'est-à-dire 9., 4-0.
Ainsi une fonction à espace lacunaire serait susceptible de plusieurs /?/o/ortgements naturels: c'est assez dire qu'il n'y en a aucun qui mérite ce nom.
Mais on peut s'en rendre compte encore d'une autre manière.
Considérons le plan des r comme divisé en deux parties par l'axe des quantités réelles. Soit f{x) une fonction n'existant que dans la partie supérieure et étant partout holomorphe dans cette partie; m^\.f^{x) une fonction n'existant que dans la partie inférieure du plan et étant partout holomorphe dans cette partie. La moitié inférieure du plan est pour/(a?), la moitié supérieure poury'i(^), un espace lacunaire.
Je dis alors que je pourrai trouver deux fonctions <?(/') iit<\i{x) jouissant des propriétés suivantes :
r Elles existeront dans tout le plan, sauf le long de certaines coupures. 2" On aura cp -4- ij' =/dans la moitié supérieur!' du plan. 3" On aura cp -H 4^ =/i dans la moitié inférieure.
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4° .La fonclion 9 admettra pour coupure le segment de l'axe des quantités réelles compris entre les points x ^=- — 1 et x- := -4- 1 .
5" La fonctiou d/ admettra pour coupure les deux autres segments de l'axe des (juanlltés réelles, c'est-à-dire les segments ( — 00, — 1 ) et (+ 1 , + 00).
S'il en est ainsi, il est clair que si la fonction f avait un prolongement naturel dans la moitié inférieure du plan, ce prolongement ne pourrait être que /) ; car les fonctions cp et t]> existent dans tout le plan et le prolongement naturel de/' devrait être comme la fonction /elle-même égal à la somme cp + 4'- Mais y'i est une fonction quelconque assujettie seulement à n'exister que dans la moitié inférieure du plan. Une fonclion quelconque pourrait donc être regardée comme le prolongement naturel de/'.
Pour démontrer le lliéorème que je viens d'énoncer, j'ai besoin d'abord d'établir le lemme suivant.
Soit F(j') une fonction que je n'assujettis pas à être analytique, mais qui doit rester finie et continue pour toutes les valeurs réelles et positives de x, tout en croissant indéfiniment avec x.
Je dis alors que quelle que soit cette fonction ¥(x), on pourra toujours trouver une fonction analytique entière G(x) qui croisse assez rapidemment pour que le rapport
xG(a:)
tende vers zéro quand x croit indéfiniment par valeurs réelles positives.
En effet, on peut toujours trouver un nombre positif A,i assez grand pour que la plus grande valeur que prenne le module de F(:r) quand x varie de « à n-\- i soit plus petite que A„.
On aura alors (pour n <C x <^ n -\- i)
lF(^)l<A„<A„(jy'"
Je puis supposer que In est un entier positif plus grand que n et assez grand d'ailleurs pour que
Considérons alors la série
o<.)=2*.fâ'-
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Je dis d'abord que celle série converge pour toules les valeurs de x et représente par conséquent une fonction entière. Il vient en eiïel
iAHÏf-:(f)'<t
Quand n croît indéliniuienl tend vers zéro et comme — est plus grand
que I il en sera de même de
La série est donc convergente.
Je dis ensuite que pour les valeurs réelles et positives de x, on a
En effet tous les termes de la série G(.7') sont positifs, et l'inégalité (8) prouve qu'il y a toujours un de ces termes qui est plus grand que | F(.r) |. Il est clair alors que
V (x) Mm— -r— — 7=0 (i)our a:= + <»). c. Q. F. D.
On peut tirer de ci; lemme divers corollaires. Comme G(j:) est une fonction entière dont les termes sont tous positifs et contiennent des puissances de x dont l'exposant dépasse toute limite, on aura quand x croîtra indélinlment par valeurs réelles positives
et par conséquent
lira 7^- — - = o, lim — ttH- = o,
lim F(^) e-'-l')= o.
Je dis maintenant que si F(x) est (inie pour les valeurs réelles de x tant positives que négatives et suffisamment grandes en valeur absolue, on pourra trouver une fonction entière G (a?) telle que
limF(a;)e-G(')=o,
quand x croît indéfiniment par valeurs réelles soit positives, soit négatives.
Soient en efl'et F, (x-) la plus grande des deux quantités | F{x) | et | F( — x) {, ce sera évidemment par définition même une fonction paire de x, c'est-à-dire ne changeant pas quand on change j" en — x.
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On pourra alors d'après le leinine qui prc^céde irouver une fonction G[{x-)
telle que
lim Fi(.r2)e-G.(i')=()
pour x- = -\- 00 {x- réel positif).
Si alors G| (a?-) = G{x) on aura
lim F(a;)e— ''1''= o
pour .r ^zh oo (x réel, positif ou négatif).
Gomme les valeurs que prend F(x) quand ] j? | est suffisamment grand, influent évidemment seules sur cette limite, il suffit pour que le lemme soit vrai que F{x) soit fini pour les valeurs réelles de j: suffisamment grandes, il suffit par exemple que F(.r) ne devienne infini que pour un nombre fini de valeurs réelles de x.
Considérons maintenant la circonférence
décrite sur le segment ( — i, -f- i) comme diaméire et supposons que sur cette circonférence que j'appellerai G pour abréger la fonction F(,/) n'ait qu'un nombre lini d'infinis parmi lesquels le point x = -h i .
Je dis qu'on |iourra trouver une fonction entière (j[x) telle que
lim F(.r)e ^ -"-'^ =o
quand x tendra vers i en suivant la circonférence. Posons en eflet
Si X est sur la circonférence G, r sera réel; si x tend vers i en suivant lune des moitiés de la circonférence, y tend vers 4- oo ; si j" tend vers i en suivant l'autre moitié, y tend vers — oo. Si nous posons F{x) =^ Fi(j'), la fonction F| n'admettra qu'un nombre fini d'infinis réels. Alors on pourra irouver une fonction G{y) telle que
lim Fi(j) e~'"l.'' =o (pour lim j' = ±00),
on en déduira par conséquent
lim F(.r) e ^ -^ '•' = o. c. Q.
FONCTIONS A ESPACES LACUNAIRES.
De même, alors même que F(j;) deviendrait infinie pour j- = — i , on pourra trouver une fonction entière G'[x) telle que
lim F{x)e ^ '^ '^ = 0,
quand .f tend vers — i en suivant la circonférence.
Ces corollaires établis, venons à la question qui nous occupe.
Nous désignerons par F{x) une fonction qui sera égale kf{x) dans la moitié supérieure du plan et à f,(x) dans la moitié inférieure. Sur la circonférence que j'ai appelée G, la fonction F(x) ainsi définie ne pourra avoir que deux infinis, x ^=-{-i et r = ^ i .
On pourra alors construire les deux fonctions entières
im) " <im
que je viens de définir.
Soit alors
e(ar) = e V-^— >/ V r+i / = g-G-G'.
On voit que 0(x) est une fonction de x holomorphe dans tout le plan et n'admettant d'autres points singuliers que deux points singuliers essentiels .r = I et ar = — i.
Je dis maintenant que
lim F(j:-)e(.r) = o,
quand .r tend vers — i ou vers + i en suiiant la circonférence G. En ellel
F 9 = F<'-Ge-G'.
Si X tend vers -|- i , Fe~'' tend vers zéro et e~'' vers une limite finie; si x tend vers — I, Fe"*" tend vers zéro et e~'' vers une limite finie. Soit donc
to étant réel; x est alors sur la circonférence G; le produit F(j:) ^i{x) peut ainsi être regardée un instant comme une fonction dew. Cette fonction est analytique sur tout arc de la circonférence G qui ne contient ni le point a' == + i , ni le point a? = — ■ I, et quand x se rapproche indéfiniment de l'un de ces deux points
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elle tend vers zéro. Elle est donc développable par la formule de Fourier et je puis écrire
F 9 = S c„, cos m (o -H S d,„ siii m o),
ou bien encore
F9 = Sa,„e-""w+ i;6,„e""'"' («0= o)
les coefficients a,n et bn étant des constantes qu'il est aisé de calculer. On a en effet
2;ifl,„= / Ff)e'«'"r/to,
iT.bm= I FOe-"'""rfoi.
Considérons les deux développements
Le premier de ces doux développements est convergent à l'extérieur de la circonférence G et sur la circonférence elle-même, mais diverge à l'intérieur de cette circonférence; le second développement au contraire converge à l'intérieur de C et sur la circonférence elle-même, mais diverge à l'exléricnr de G. Sur la circonférence elle-même, on a
<p(x)0(j;) + 4/(x)0(.r) = Srt„,,'C-"'-i- S6„.r"'= F(.r)9(,r)
et par conséquent
Pour reconnaître si celle égalité a encore lieu pour les valeurs de x qui n'appartiennent pas à celte circonférence, il faut cherciier à prolonger anal} liqucinent cp(j?) à l'intérieur de G et '\i{x) à l'extérieur de G.
Nous avons
2izia,n=i I Ff)e""M r/w = / Vflx'"-'fix,
2;ij6„,= j / Ffie-"'''»do) = j F 0.t— '"-W/.c,
les intégrales étant étendues à la circonférence G tout entière. Si je désigne alors pour éviter toute confusion par la lettre z un point de la circonférence C
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et par la letlre x un point n'appartenant pas à cette circonférence, il viendra
■2{7:a,n= Cf(z)^(z)z"'-U/z; ■j.iKb,,, =J F(z)^{z) z-'"-' dz,
et par conséquent si x est extérieur à G
2inzj(j-)e{x)=^ 2l7zl.a,nX-"'= jF{z)D(z} Iz'"-' j;-"' dz, ou enfin
et si .r est au contraire intérieur à G,
2i-'\,(x)Q{x) = ■iixZbmX'"= r V { :) Q{z) 1. z-'"-' jc'" dz ou
Toutes ces intégrales doivent être prises le lonj; de G.
Ges intégrales ne définissent encore les fonctions cp et 4*, la première qu'à l'extérieur de G seuleuient et la seconde qu'à l'intérieur de G seulement.
Mais on peut modifier le contour d'intégration.
Je représente sur la figure i l'axe des quantités réelles AOB, l'axe des quantités imaginaires DOE, et la circonférence BNEMAM'DN'B qui n'est autre chose que la circonférence G. Le point A est le point j" =: — i et le point B est le point X ^= + I .
Joignons deux points M et N de la moitié supérieure de G par un arc de courbe quelconque MPN restant tout entier dans la moilié supérieure du cercle limité par G. Joignons de même deux points M' et N' de la moitié inférieure par un arc de courbe M'P'N'.
On peut remplacer le contour d'intégration G par le contour BNPMAM'P'N'B que j'appellerai G'. Je dis que si x est extérieur à G, on aura encore
• / Nn/ ^ rF{z)Q{z)dz
l'intégrale étant prise le long de G', ou en d'autres termes que l'intégrale
rFiz)Hz)dz
prise le long de G' est égale à cette même intégrale prise le long de G.
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II suffit de montrer que celte même intégrale prise le long du contour NEMPN ou le long du contour N'P'M'DN' est nulle.
En effet F(3)Q(3) est holomorphe sauf sur l'axe des quantilt's réelles, __ ^
est holomorphe sauf pour z ^ x. Si donc x est extérieur à C, la fonction sous
signe / sera holomorphe tant à l'intérieur du contour NEMPN qu'à l'intérieur
du contour N'P'M'DN'; ce qui démontre la proposition énoncée.
Mais l'intégrale (i i) prise le long de C, définit une fonction de x qui reste holomorphe pour tous les points extérieurs à C, et comme on peut rapprocher les deux arcs- MPN cl M'P'JN' autant que l'on veut de la droite AOB, on peut
définir ainsi la fonction o(x) pour toutes les valeurs de x sauf pour le segment AOB, c'est-à-dire pour le segment ( — i, -+- 1) qui sert de diamètre à la circonférence C.
La fonction 9(.r) ainsi définie est holomorphe sauf pour les points qui appartiennent à ce segment ( — i , + i )•
Je me propose maintenant de démontrer qu'on aura pour un point x intérieur à C
.Supposons en effet que le point x vienne en X, c'est-à-dire à l'intérieur du contour NEMPN. L'expression — 2 i t: ']/ (x) (i (x) sera égale à l'intégrale (11) prise le long de C; l'expression 2j'7r9(.r) <p(x) sera égale à l'intégrale (i 1) prise le long de C Par conséquent l'expression
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sera égale à l'inlégrale (i i) prise le long de NEMPN qui est égale à
en vertu du théorème de Cauchj, plus l'inlcgrale (i i) prise le long de N'P'M'DN' qui est nulle en vertu du même théorème; il vient donc
tp -<- 'L = F. C. Q. F. D.
On définirait de la même manière la fonction ^'(■ï) à 1 extérieur de C. Il suffit pour cela de prendre l'intégrale (lo) le long d'un contour C" formé en remplaçant les arcs NEM et M'DN' de la circonférence par deux arcs de courbe quelconques NQM et N'Q'N' situés en dehors de C et ne coupant pas l'axe des quantités réelles. On pourra alors choisir ces deux arcs de courbe de telle façon que le point x quel qu'il soit se trouve à l'intérieur de C".
L'intégrale (lo) prise le long de C" est alors égale à 2«'7t'|( j-) 0(,r), ce qui définit la fonction 4'(^)-
On verrait aussi que '\'{x) est holomorphe dans tout le plan et qu'elle n'admet d'autres singularités que deux coupures qui sont les deux segments ( — oo , — i) et (+1, +oo).
On démontrerait d'ailleurs par un raisonnement identique à celui qui précède
que l'on a à l'extérieur de C
Celte égalité a donc lieu dans tout le plan; c'est-à-dire qu'on aura
dans la moitié supérieure du plan el
^(x)-^-'\i{x)=/^{x) dans la moitié inf(''ii('iire. c. q. f. n.
Les fonctions cp et <\i ne sont d'ailleurs pas les seules qui jouissent de cette propriété. Si en efTel "^{x) est une fonction de x n'ayant d'autre point singulier que deux points singuliers essentiels -|- i et — i. la fonction cp(r) + ).(r) n'aura d'autre singularité qu'une coufiure ( — i , 4- r ) ella fonction 4'(.r) — l{x) n'aura d'autre singularité que deux coupures ( — «, — i)el(+i, + oo).
On aura d'ailleurs dans tout le plan
SUR UN THEOREME
Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 11, p. ii2-ij5 (i8 mai i883).
Voici le théorème que je me propose de démonlrer :
Soit y une fonction analytique quelconque de x, non uniforme. On peut toujours trouver une variable z telle que x et y soient fonctions uniformes de z.
Pour démontrer ce résultat, je me servirai du beau théorème de M. Schwarz [Monatsbericlite, octobre 1870), connu sous le nom à& Principe de Dirichlet. Voici quel en est l'énoncé :
Appelons ï et y] les parties réelle et imaginaire de x.
Etant donné un contour quelconque C sur un plan ou sur une surface de
Riemnnn, on peut toujours trouver une fonction u de \et de ri qui satisfasse
il Vé<juation
qui reste liolomorplie à r intérieur de C et qui prenne des valeurs données le long de C.
Je dirai qu'une fonction u devient logarithmiquement infinie au point Ç=a, Y) ^ è quand la différence
reste holomorphe dans le voisinage de ce point. H. P. — IV.
En vertu du théorème de IM. Schwarz, on pourra aussi trouver une fonction u qui satisfera à l'équation Aa ^ o, qui prendra des valeurs données le long de C et qui restera holomorplie à l'intérieur de G, à l'exception de un ou plusieurs points donnés où elle deviendra logarithniiquement infinie.
Formation de la surface de Riemann S.
Considérons m fonctions de x,
(0 jri> .>'"-. ■••> y m,
analytiques, non uniformes en général. Ces fonctions seront complètement définies lorsque l'on connaîtra, non seulement la valeur de .r, mais encore le chemin par lequel la variable x a atteint cette valeur en partant du point initial O.
Nous considérerons la variable .r comme se mouvant non sur un plan, mais sur une surface de Riemann S. Cette surface sera formée de feuillets plans superposés comme dans les surfaces de Riemann, à l'aide desquelles on étudie les fonctions algébriques : seulement ici le nombre des feuillets sera infini.
Traçons dans le plan un contour fermé quelconque C partant d'un point iiiilKil X quelconque et revenant finir à ce même point .r. La surface S sera complètement définie, si nous disons à quelles conditions le point initial et le point final de ce contour devront être regardés comme appartenant à un même feuillet <ui à des feuillets dilierents.
Or il y a deux sortes de contours C :
i" Ceux qui sont tels que l'une au moins des m fonctions j' ne revient pas à sa valeur initiale quand la variable x décrit le contour C ;
2" Ceux qui sont tels que les m fonctions^ reviennent à leurs valeurs initiales quand la variable x décrit le contour C.
Parmi les contours de la deuxième sorte, je distinguerai encore deux espèces :
i" C sera de la première espèce, si l'on peut, en déformant ce contour d'une façon continue, passer à un contour infinitésimal de telle façon que le contour ne cesse jamais d'être de la seconde sorte;
2" C sera de la seconde espèce dans le cas contraire.
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Eh bien, le point inilial et le point final de G appartiendront à des feuillets différents si ce contour est de la première sorte, ou de la seconde espèce de la seconde sorte. Ils appartiendront au même feuillet si G est de la première espèce de la seconde sorte {voir Note I, à la fin du Mi'moire).
La surface de Rieinann est alors complétonient définie. Elle est simplement connexe et ne diffère pas, au point de vue de la Géométrie de situation, de la surface d'un cercle, d'une calotte sphérique ou d'une nappe d'un hyperboloïde à deux nappes.
Définition des contours C.
Notre surface de Riemann S étant simplement connexe, nous pourrons y tracer une infinité de contours G s'enveloppant mutuellement et enveloppant le point ( ). Par chacun des points de la surface S (excepté par le point O) passera un de ces contours G et un seul.
Voici, d'ailleurs, comment on peut se rendre compte de la disposition de ces contours G. Gonsidérons un cercle K ayant pour centre le point () et de rayon assez petit pour que les m fonctions y soient holomorphes à l'intérieur de ce cercle et même sur sa circonférence. On tracera ensuite une infinité de cercles G intérieurs et concentriques à K. Des différents points de la circonférence de K comme centres nous décrirons des cercles K' assez petits pour c|ue les fonctions jk restent holomorphes à l'intérieur de chacune d'eux et sur sa circonférence. Soit Kl la portion de l'enveloppe des cercles K' qui est extérieure à R. La portion des cercles K! qui est extérieure à K recouvrira une région annulaire limitée par K et K|, et l'on pourra sillonner cette région d'une infinité de contour G s'enveloppant mutuellement et enveloppant K.
Des divers points de K, comme centres, nous décrirons des cercles K" assez petits pour que les fonctions y restent holomorphes à l'intérieur de chacun d'eux et sur sa circonférence. Soit Kj la portion de l'enveloppe des cercles K" qui est extérieure à Ki. La portion des cercles K" qui est extérieure à Kj couvrira une région annulaire limitée par Kj ot K3, et l'on pourra sillunner cette région d'une infinité de contours G s'enveloppant mutuellement et enveloppant Ki, et ainsi de suite. On voit qu'on aura construit ainsi une infinité de contours fermés G, tels que par chaque point de la surface S passe un de ces contours et un seul.
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Parmi ces contours C, j'en choisirai une infinité
tels que Cn+i enveloppe C„ et que tout point de la surface de Riemann soit intérieur à un des contours C;, .
Définition de la fonction >„,.
Soient A^ le module d'une fonction elliptique, K et R' ses périodes. Définissons l'algorithme cp par la relation suivante :
On sait que la fonction cp est holomorphe, sauf pour
k- = o, A- = I , /.- = co,
et qu'elle ne peut prendre que des valeurs dont la partie imaginaire est positive. Soit <\i une fonction de x définie par l'équation
■ Vt^ + W 1__.
La fonction '\i a son module constamment plus pelil f|ue i, cl elle est holomorphe, sauf pour (l'o/r Note 11, à la fin du Mémoire)
Je supposerai de plus f[uo (3 et o aient été clioisis de lelle sorte que
de lelle façon que '} s'annule pour a: ^^ o.
Je supposerai ([ùe la fonction y,,,, la dernière du Tahleau ( i ), soit précisément '\i. Si cela n'étail pas, et si ij; ne faisait pas partie du Tableau (i), on l'y adjoindrait.
Posons maintenant
l = loi; inod -p •
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La fonclioQ t satisfera à l'équaliou \t =^ o. Elle sera essentiellement posiiive, et elle deviendra logaritlimiquenient infinie au point O et en divers autres points de la surface S, points que nous appellerons Oi, O. . ....
Définition des fonctions ii„-
J'appellerai «„ une fonction qui est assujettie à satisfaire à l'équation Am„ = o, à s'annuler le long du contour C„ et à rester liolomorphe à l'intérieur de ce contour, sauf au point t) où elle devient logarithmiquemenl infinie.
Pour étudier les propriétés de cette fonction, je m'appuierai sur le tliéorènie suivant, bien connu :
Si une fonction u satisfait à l'équation Aa ^ o, si elle est positive le long d'un contour C; si de plus, en tous les points intérieurs à ce contour, elle est ou lioloinorphe ou logaritlimiquenient infinie, elle sera positive en tous les points intérieurs au contour C.
De là, on déduit que les fonctions a„, m„+i — m„ et < — m„ sont positives à l'intérieur du contour C„.
•Ainsi, en un point quelconque de la surface de Riemann S, la fonction m„ est constamment croissante avec n et constamment plus petite que /. Elle tend donc vers une limite finie u quand n croît indéfiniment.
En d'autres termes, la série
(2) u = Ui-hiU-z— Ui)-h.. .-+-(m„+i— Un) -t-.. .
est convergente.
Emploi des fonctions /,.
Cette démonstration ne s'appliquerait pas aux points O, , O-j, . . . , où la fonction t devient infinie pendant que u,, reste finie. En effet, t devenant infinie, nous n'aurions plus de limite supérieure pour u„. Considérons, par exemple, le point O,- et de ce point comme centre décrivons un cercle K( ne contenant aucun point singulier. On pourra construire une fonction ti qui satisfera à l'équation A/,- := o, qui deviendra égale à / le long de K,-, et qui sera holomorphe à l'intérieur de ce cercle. Cela posé, la fonction ti — u,, sera positive à l'intérieur de K,; par conséquent, même au point ();, nous aurons une limite supérieure de u„, qui sera /,.
Continuité de la fonction u.
Il fauL démontrer maintenant que u est une fonction continue de t et de rj. Pour cela, je m'appuierai sur le théorème suivant, facile à démontrer :
Si u est fonction de c^ et de ri qui, à r intérieur d\in cercle K de rayon R, satisfait à Véquation Aw^o et reste constamment comprise entre zéro
et A (A étant une constante positive), ses dérivées —^ et -^ à l'intérieur d'un
cercle k de rayon r et concentrique à K resteront plus petites en valeur
absolue que -7- ••
Considérons donc deux cercles concentriques quelconques K et k ne contenant aucun point singulier. Soit A la plus grande valeur que puisse prendre la fonction l à l'intérieur de K, nous aurons à l'intérieur de k (et cela quel que soit n)
du,,
dZ
(lu,,
'Ih
Considérons maintenant deux points x' et j" , situés à l'intérieur de /■', et soient u„ et u„, u' et «" les valeurs correspondantes de a„ et de u. Je dis que l'on pourra prendre la distance p des points x' et a" assez petite pour que l'un ait
I îi'— U"| < £,
quelque petit que soit z.
En effet, nous aurons, (juel que soit n,
4ARÎ v/2
Nous pourrons donc toujours prendre p assez petit pour que l'on ait, (juelque soit «,
Les points x' et x" sont alors déterminés. Nous pourrons prendre alors n assez grand pour que
Oq aura alors
Ainsi u est une fonction continue de £ et de o.
Uniformité de la convergence.
Nous avons vu que la série (2) est convergente, mais cela ne suffirait pas pour ce que nous avons en vue; il faut encore faire voir qu'elle est uniformément convergente {gleichmcissig). En d'autres termes, il faut montrer qu'autour de chacun des points de la surface de Riemann S on peut trouver une région P jouissant de la propriété suivante; on pourra prendre n assez grand pour que la différence u — u„ reste plus petite que e à l'intérieur de la région P, et cela quelque petit que soit i. Pour cela, il suffit de montrer qu'on peut toujours prendre n assez grand pour que la différence a„^y, — u,, reste plus petite qu'une quantité donnée £ pour tous les points de P et quel que soit le nombre positif^.
En efiet, prenons pour région P un carré intérieur au cercle />•, et dont les côtés soient parallèles aux axes des ? et des n.
Soit / le côté du carré. Partageons le carré P en h- carrés égaux par // — i parallèles équidistantes menées à cliacun de ces côtés; les côtés de ces petits
carrés seront j • Considérons un quelconque de ces petits carrés; soient a' le
centre de ce petit carré et x" un point quelconque intérieur à ce même petit carré ; on aura
moà(x' — x") <. — — ■
Soient u' . u" : u',^, u"/, a'„^^,, «)]+,, les valeurs correspondantes de u, u„ et u„+p; je dis qu'où peut prendre n assez grand pour que
Gela suffira pour démontrer le tliéorèaie énoncé, puisque x" est un point quelconque du carré P.
On aura évidemment, quels que soient /( el p,
I 'in+p— "«— "n+p+ Un \ < (^H_rY- II'
On pourra doue prendre le nombre entier h assez grand pour que l'on ait, quels que soient n et/»,
Le nombre h est désormais déterminé. Formons la somme des h- quantités m'„, i.«'„ : elle aura évidemment pour limite lu'; ou pourra donc prendie n assez grand pour ([ue
On aura alors
et, enfin,
La série (2) est donc uniformément convergente.
Propriété de la fonction 1/.
Je dis que la fonction u satisfait à l'équation Am = o et est holomorphe si ce n'est au point O. En ellet, considérons un contour c quelconque intérieur à P. La fonction u étant continue, nous pourrons construire une fonction U iioloinorplie à l'intérieur de c et satisfaisant aux condition suivantes :
AU = 0 (à l'intérieur de c), V — u (le long de c).
Nous pourrons toujours prendre n assez grand pour que u — u,, reste plus petit que s le long de c. On aura alors
le long de c et, par conséquent, à l'intérieur de r. On aura donc
U = lim ii„ ])our /( = 03 ou
11 suit de là que la fonction u est holomorphe comme U et satisfait à l'équation Au = o.
La démonstration précédente ne s'appliquerait pas au cas où l'un des
(joints O; se trouverait à l'intérieur du cercle K, car alors la fonction t deviendrait infinie à l'intérieur de ce cercle; mais on tournerait la diflicullé en remplaçant t par d. Il n'y aurait rien d'ailleurs à changer aux démonstrations précédentes, il n'y aurait qu'à changer partout t en /,. Ainsi la fonction u est liolomorplie, même aux points O,, ()o, ....
On démontrerait de même que la fonction u devient logarlthmiquement infinie au point O.
Considérons un cercle K' de rayon R' intérieur au carré P, et un cercle A-' de rayon r' intérieur et concentrique à K'. On pourra toujours prendre /i assez grand |>our que
u — ii„ < £
pour tous les points intérieurs à K'. On aura alors, à l'intérieur de Â',
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Donc on peut prendre n assez grand pour que les valeurs absolues des
,.,,., (hi du,, <lu du,, . , . , .-. . 1
dillerences -r; -rr et -^ -r- soient plus petites qu une quantité donnée a
di, d\ dT\ dr, ' ' ' ■
pour tous les points intérieurs à A"'.
Considérons maintenant une région quelconque G : je dis qu'on pourra prendre n assez grand pour que les inégalités
subsistent pour tous les points de G. En effet, nous pourrons décomposer la région G en un nombre fini de régions partielles assez petites pour que chacune d'elles soit contenue dans un cercle tel que A'; alors nous pourrons prendre n assez grand pour que, dans chacune de ces régions partielles, les inégalités proposées soient satisfaites. En donnant à n la plus grande des valeurs ainsi obtenues, les inégalités auront lieu dans toute la région G. En d'autres termes, les séries
dux I dut dui\
~d^ '^Vd^ "'dT)'
/ du, du I \
dut
/ du„^\ _ du„\ \ <l\ '/? /
/du„+i _ du,, \ \ ''-r, de, )
. ,. , du du
sont unitormémenl corweri^entes et ont pour sommes -rr et -r--
P. — IV
Définition des fonctions r et i,,. Nous définirons les fonctions v et ('„ par les équations
di' du dv du
dr, rfÇ'
:A'„ dun
dv„ du,,
r/Ç dr, '
dr, ~ dt
Ces équations sont compatibles à cause des relations
Nous achèverons de définir les fonctions c et i'„ en leur imposant de s'annuler pour un certain point A de la surface S, différent du point O. Les fonctions c et ('„, si M est le point (^, rj), seront alors définies par les intégrales
Reprenons la région G, et appelons L le plus grand chemin qu'il faut parcourir sur la surface S pour aller du point A à un point quelconque de G; supposons qu'on ait pris n assez grand pour que les inégalités (3) soient satisfaites; on aura alors
I f — l'n I < 2aL,
ce qui prouve que la série
Vi +( l'a — l'i )+••■+ ( i'n+i — Cn ) -4- . . .
est uniformément convergente et a pour somme c.
Définition des fonctions z et :„.
Nous poserons
Les fonctions v et P'n n'étaient pas entièrement déterminées, car, selon le chemin que l'on prend pour aller de A en M, les valeurs de c, par exemple,
peuvent difl'ércr d'un multiple de 2~. Si, par exemple, on revient an point A après avoir tourné A" fois autour du point O, on a
V = (■„= lA-.
Au contraire, les fonctions z et z„ sont parfaitement déterminées. On aura
f/z I 'lu .du\ , . , riz,, I (lun ■'ln„\
,1.1- \ </Ç r/r, / ' rlx V ''i 'l'i I
ou, en posant u -\- iv .rz= co, m„ -|- ivn= w„,
- /> — ''Jn
rlz„
rtx
Nous pouvons prendre n assez grand pour qu'à l'intérieur de la région G on
ail à la fois
c?to rt'to,.
I 2 — Sn ! < s,
(Ix tlx
a et £ étant deux quantités données.
Je dis que si l'on considère tm point de G où
on pourra prendre n assez grand pour que
>tz
ô étant une quantité donnée. En effet, on aura identiquement
riz rlz„ rlwn rlw
rtx rlx rlx rlx f/w„ z — z„
<lx (z — a)(z„— a)^
d'où, si n est assez grand, (4)
dz Tlx
riZn rlx
mod»/ ( mod
mod j I — - )
rh> \
riz J inodi ; —
- '/) [ mod( G — (( ) — ; ]
El il est évident qu'on peut prendre £ et oc assez petits pour que le second membre soit aussi petit que l'on veut.
Propriétés des fonctions z et :„.
Il est évident, d'après la définition de la fonction ;„, que celle fonction ne peut prendre qu'une seule fois la même valeur à l'intérieur du contour C„. Si donc on prend l'intégrale
,lx
dx
le long d'un contour fermé intérieur à C„, on aura pour résultat zéro ou lir.. Je dis mainlenanl que la fonction :; ne peut prendre deux fois la même valeur. Supposons, en effet, qu'elle prenne la valeur a en deux points B et C; on pourrait toujours construire une région G contenant les points B et C, et ne contenant ni le point (), ni aucun point (autre que B et C) oii la fonction z devienne égale à a. On pourrait alors trouver une limite supérieure du module
de -T^ et une limite inférieure du module de ; — a quand le point .r est assujetti à rester sur le périmètre de G ; soient \ et [x ces deux limites. ( )n auia aussi
„od(,-^)
puisque le module de z est essentiellement plus petit que i.
On aura donc, en désignant par L la longueur du périmètre de G et en nous reportant à l'inégalité (4),
itz
dx
dx
[-1- mod((( ), + a) L,
l'intégrale étant prise le long du périmètre de G.
Il s'ensuit qu'on peut prendre n assez grand pour que la valeur absolue de la
différence des deux intégrales
r dz r '!^
^dx, -^
J z — Il ,J Z„ — (I
dx
soit aussi petite que l'on veut; or cela est absurde, puisque, si n est assez grand pour que le contour C„ enveloppe G, la première intégrale devrait être égale à 4i7t et la seconde à 2(7r ou à zéro.
THÉORIE GENERALE DES FONCTIONS. fi()
L'hypothèse faite au début doit donc èlro rejelée, et, par conséquenl, la fonction z ne peut prendre qu'une seule fois la même valeur. A une valeur de c; ne pourra donc correspondre qu'un seul point de la surface S, et par conséquent un seul sjstcuie de valeurs des fonctions j'i, y.,^ ..., i„o ^, puisque la surface S a été construite de telle façon que ces fonctions ne puissent avoir qu'une seule valeur en chacun des points de cette surface.
// résulte de là que yi, y.,, . . ., y,,, et x sont des fonctions uniformes
de z.
NOTE I
Il résulte de la manière dont cette surface S a été construite qu'autour de chaque point singulier viennent s'échanger une infinité de feuillets. Nous ne regarderons pas un point singulier comme faisant partie de la surface de Riemann, mais seulement de sa frontière; ainsi, quand nous dirons plus loin cjue tout point de la surface de Riemann est intérieur à l'un des contours C„, il va sans dire que tous les points singuliers restent en dehors de tous les contours C„.
Il résulte, en outre, de la façon dont la surface a été construite, que x et que les fonctions )', leurs intégrales, les intégrales de leurs intégrales, etc., ne peuvent prendre qu'une seule valeur en chacun des points do la surface S.
I. — Introduction
Dans lia Mémoire inliliilé Sur un théorème de la théorie générale des fonctions {Bull. Soc. math, de France^ l. 11, i883) ('), j'ai dcmonlré que plusieurs fonctions analytiques d'une même variable indépendante peuvent toujours être égalées à des fonctions uniformes d'une même variable.
La question a été reprise par M. Osgood, puis par M. Johansson : lleber die Uniformisirung Rienianii scher Fldchen mit endlicher Anzahl Windungsl>unkte (Acta Socielatis Scientiarum. Fenn/ar, l. 'S.i, n" 7) et enfin dans un intéressant travail de M. Brodén, Bemerkungen ûber die Uniformisirung analylischer Funktionen {Lund, Berlingsche Buchdruckerei, igoo) que nous aurons l'occasion de citer plus loin.
Mon premier Mémoire laissait subsister plusieurs questions non résolues.
i" Pour tout point de la surface de Riemann, pour lequel les fonctions données existent, les fimclions uniformisantes se comportent régulièrement. Il y a exception pour trois de ces points qui constituent ce que M. Hilbert appelle des A usnahmsstellen. Celle difficulté a été signalée de nouveau par M. Hilbert dans sa Communication au Congrès des malliéiiialiciens de Paris en 1900.
Elle tient à ce qu'on introduit une fonction auxiliaire, inverse d'une fonction fuchsienne et que pour ces trois points, cette fonction auxiliaire n'existe pas. 11 est possible de l'écarter, et cela de deux manières; d'abord en remplaçant la
(') loir ce Uinic IV, p. 57.
fonction auxiliaire par une autre, également inverse d'une fonction fuchsienne et qui ne présente pas le même inconvénient; c'est ce que je fais plus loin au paragraphe IV; l'autre manière consiste à se passer complètement de fonction auxiliaire, c'est ce que je fais aux paragraphes XIII et XIV.
2" Mes procédés permettaient bien de démontrer que l'on pouvait faire la représentaticin conforme de ma surface de Riemann sur une aire intérieure à un cercle; mais on ne voyait pas que ce fût possible sur un cercle; M. Osgood a écarté cette difficulté; nous aurons néanmoins à y revenir au paragraphe VIII.
3° On n'était pas certain que cette façon d'uniformiser les fonctions fut la plus simple de toutes; on était même certain du contraire par l'exemple des fonctions fuchsiennes. L'introduction de la fonction auxiliaire, arbitraire dans une large mesure, donnait à la solution un caractère artificiel dont il convenait de se débarrasser, et pour cela il fallait démontrer que toute surface de Riemann, simplement connexe, est représentable soit sur un cercle, soit sur une sphère pointée (ou ce qui revient au même sur le plan tout entier).
Le problème n'est autre chose que le problème de Dirichlet appliqué à une surface de Riemann à une infinité de feuillets. Malheureusement les procédés ordinaires ne sont pas toujours applicables pour deux raisons : i° parce que le domaine auquel on veut l'appliquer n'est pas une aire plane à un seul feuillet, mais est formé de plusieurs feuillets superposés; 2" parce que les frontières de ce domaine ne sont pas nettement délimitées et que souvent même on ne peut pas les atteindre, mais s'en approcher pour ainsi dire par une suite indéfinie d'approximations. De là la nécessité de faire grande attention aux détails de la démonstration, ce qui entraîne une assez grande prolixité.
Dans le paragraphe II, je précise la notion de la surface de Riemann qu'il va s'agir à' uniformiser . Je la considère comme un domaine formé d'une suite d'éléments, imbriqués les uns dans les autres et correspondant aux divers éléments d'une fonction analytique au sens weierstrassien du mot. Je montre comment on peut généraliser celte fonction et la rendre plus souple, principalement par l'introduction des éléments algébriques qui permettent de traiter les points de ramification algébrique de la surface de Riemann comme faisant partie de cette surface. J'étudie les relations mutuelles des diverses surfaces de Riemann correspondant aux divers systèmes de fonctions analytiques.
Dans le paragraphe III, je forme la fonction de Green relative à ma surface de Riemann; et je la représente par une série qui converge quand cette fonction
existe. Je modilie la déiiioiislraLion donnée dans mon Mémoire primitif en la rattachant à la méthode du balayage et je la simplifie par l'application du théorème de Harnack.
Dans le paragraphe IV, j'introduis la fonction auxiliaire majorante nécessaire pour assurer la convergence de la série; je montre que cette fonction peut être choisie de façon à éviter les AusnahmssleUen .
Dans le paragraphe V, je déduis de la fonction de Green, la fonction analytique z qui doit assurer la représentation conforme de la surface de Riemann sur un cercle.
Dans le paragraphe VI, je généralise la méthode du balayage de façon à y faire rentrer celle que j'avais employée dans mon Mémoire primitif.
Dans le paragraphe VII, je compare les diverses fonctions z qu'on peut déduire d'une même surface de Riemann, et je montre qu'elles sont liées par des relations linéaires; je montre ensuite que chacune d'elles ne peut prendre plus d'une fois la même valeur.
Il s'agit ensuite de montrer que la surface de Riemann peut être représentée sur un cercle; c'est ce qu'a fait Osgood; je reproduis sa démonstration dans le paragraphe VIll, mais en la présentant de manière à faire voir que c'est bien par la fonction z que se fait la représentation. Je donne ensuite du même théorème une seconde démonstration.
Dans les paragraphes IX, X et XI, j'étudie les propriétés des fonctions uniformisantes; je montre leur analogie avec les fonctions fuchsiennes, leurs relations avec un groupe analogue aux groupes fuchsiens et la possibilité de les représenter par des séries analogues aux séries ihétafuchsiennos.
A la fin du Mémoire, je cherche à me passer de la fonction auxiliaire majorante du paragraphe IV^. Je considère un domaine D (ou surface de Riemann) simplement connexe, mais d'ailleurs quelconque. J'en enlève une aire simplement connexe, et il me reste un domaine Di doublement connexe. Au paragraphe Xll je forme la fonction de Green relative à ce domaine et je montre qu'elle existe toujours. Je suis amené ensuite à distinguer deux cas.
Le premier cas est examiné aux paragraphes XIII et XIV; je montre que dans ce cas le domaine Di est représenlable sur une couronne circulaire et le domaine D sur un cercle.
Dans le second cas que j'étudie au paragraphe XV, le domaine D| est représentable sur un cercle, et le domaine D sur une sphère.
Les critères qui permettent de discerner entre les deux cas peuvent se
présenter sous des ("ormes très différenles; on comparera celles que j'ni données au paragraphe XI, à la fin du paragraphe XII, au paragraphe XIII, au paragraphe XV; et ou les rapprochera des critères proposés par M. Brodén.
Le théorème final (paragraphes XIV et XV) permettrait de démontrer l'existence des fonctions fuchsiennes d'un type donné, sans avoir recours ni à la méthode dite de continuité, ni à l'équation Am = e".
II. — Définition des domaines D
Représentons-nous une fonction analytique comme le faisait Weierstrass. Un élément de fonction, c'est une série de puissances R convergente à l'intérieur d'un cercle C. Deux éléments sont contigus quand leurs cercles de convergence C et G' ont une partie commune, et quand en tout point de cette partie commune, les deux séries R et R' correspondant à ces deux éléments ont même somme. Une fonction analytique sera alors constituée par un ensemble dénombrable d'éléments de fonction, tels que l'on peut passer de l'un quelconque de ces éléments E à un autre quelconque E' par une chaîne formée par un nombre fini d'éléments, le premier élément de la chaîne étant E et le dernier E', et chaque élément de la chaîne étant conligu au suivant et au précédent. Pourquoi cet ensemble doit-il être dénombrable, c'est ce que j'ai expliqué au Tome 2 des Rendiconti del Circolo Malematico di Palcrmo ( ' ).
Cela posé, voyons ce que nous devons entendre par le domaine D d'une fonction analytique F quelconque. C'est l'ensemble des cercles de convergence C relatifs aux différents éléments de F, mais avec la convention suivante : pour que deux points du domaine soient regardés comme identiques, il ne suffit pas qu'ils aient mêmes coordonnées. Soient E et E' deux éléments de la fonction, C et C les cercles de convergence correspondants; R et R' les deux séries correspondantes, soient M et M' deux points considérés comme appartenant le premier à C, le second à C, et ayant d'ailleurs mêmes coordonnées; les deux points coïncident donc au point de vue géométrique, mais il ne s'ensuit pas qu'ils soient identiques à notre nouveau point de vue; de l'un de ces deux points comme centre, je décris un cercle K assez petit pour être contenu tout entier tant dans C que dans C; si les deux séries R et R' ont même somme à
C) Voir ce Tome IV, p. ii.
l'intérieur de K. les deux points M et M' seront regardés comme identiques, sinon non. Ainsi notre domaine sera un plan à plusieurs feuillets et en général à une infinité de feuillets; ce sera une sur/ace de Riemann analogue à la surface S envisagée dans le Mémoire cité.
On pourra faire une convention difl'érenlc; on pourra convenir que l'égalité des séries R et R' reste une condition nécessaire pour que les deux points M et M' soient identiques, mais que celle condition ne soit plus suffisante. Nous pourrons même convenir de regarder deux éléments de la fonction F comme non identiques, bien que les cercles C et C correspondants soient les mêmes de même que les deux séries R et R'. Si par exemple on a F = \'^, et qu'on parte d'un élément quelconque de cette fonction, l'élément sur lequel on retombera après avoir tourné deux fois autour du point z^^o sera généralement regardé comme identique à l'élément initial. Mais nous pourrons également convenir de le regarder comme différent.
On définira ainsi un autre domaine D', nous pourrons appeler D le domaine principal de la fonction F; les divers domaines D' seront les domaines secondaires de cette même fonction. Alors à chaque point d'un domaine secondaire D correspondra un point et un seul du domaine principal D, mais à un point de D pourront correspondre plusieurs points de D', et en effet pour que deux points de D' soient identiques il faut, mais il ne suffit pas que les deux points correspondants de D soient identiques.
Pour définir un domaine secondaire D', nous devons, d'après ce qui précède, énoncer les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux de ses points M et M' doivent être regardés comme identiques. Le choix de ces conditions reste arbitraire dans une très large mesure, il est cependant soumis aux restrictions suivantes. Soient deux points 1\I et M', ayant mêmes coordonnées et appartenant respectivement à deux éléments de fonctions; soient G et C les deux cercles, R et R' les deux séries correspondant à ces deux éléments. Il s'agit de savoir à quelles conditions les deux points M et M' seront identiques.
1° La condition que R = R' dans le voisinage des points M et M' n'est plus suffisante, mais reste nécessaire.
2" Si les points M et M' ont mêmes coordonnées, il y aura une infinité de couples de points N et N' appartenant respectivement à C et .à C et qui auront mêmes coordonnées. Si M et M' sont identiques, il devra en être de même pour tous les couples de points tels que N et M'.
UNIFORMISATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES. yS
3" Deux, points identiques à un même troisième sont identiques entre eux.
4" Si nous considérons deux éléments quelconques de la fonction F, et que les cercles correspondants soient C et C';il faudra que l'on puisse passer de l'un à l'autre par une chaîne d'un nombre fini d'éléments, dont les cercles soient respectivement C. Ci, C^, . . ., C„, C; et de telle façon que si l'on considère deux cercles consécutifs de cette chaîne, il j ait un point intérieiiià l'un qui soit identique à un point intérieur à l'autre.
On voit aussi la possibilité de définir un domaine, indépendamment de toute fonction F. Il suffit de se représenter un ensemble dénonibrablc de cercles Ci, C2, ..., en convenant que deux points appartenant à deux de ces cercles peuvent ne pas être identiques bien qu'ayant mêmes coordonnées, ou même que deux de ces cercles peuvent coïncider sans être regardés comme identiques. Il faut alors pour achever de définir le domaine, énoncer les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux points M et M' soient identiques; ces conditions devront rester soumises aux restrictions énoncées plus haut; la première ici n'a plus de sens, mais les trois autres doivent subsister.
Les cercles Ci, Co, ... sont les cléments du domaine, et deux de ces éléments sont dits contigus quand les deux cercles ont une partie commune et que dans cette partie commune, les points correspondants sont Identiques. Si alors D est le domaine principal ou un domaine secondaire d'une fonction F, et si deux éléments de D sont contigus, il en est de même des deux éléments correspondants de F; mais la réciproque, vraie pour le domaine principal, n'est pas vraie pour un domaine secondaire.
Observons maintenant qu'étant donnée une fonction analytique, on peut construire pour cette fonction plusieurs domaines principaux. Il y a en eflel une infinité de manières de décomposer cette fonction en un ensemble dénombrable d'éléments de fonctions. Soit par exemple la fonction y z, nous pouvons prendre une infinité d'éléments, dont les cercles de convergence iront tous passer par l'origine; mais les centres de ces cercles, qui doivent former un ensemble dénombrable, pourront être choisis arbitrairement dans une certaine mesure. Il suffit do s'arranger de façon que tout point du plan soit intérieur au moins à l'un de ces cercles.
Comme nous pouvons choisir d'une infinité de manières ces c(!rcles de convergence. Il y a, si nous conservons la définition qui précède, une infinité de domaines qui peuvent être regardés comme le domaine principal d'une
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même fonction analytique. Tous ces domaines devront cependant être regardés comme équivalenls. Cette notion de l'équivalence de deux domaines peut aussi se définir sans faire intervenir la fonction F. Deux domaines seront équiva Cents quand on pourra établir entre les points de l'un et ceux de l'autre une correspondance biunivoque, de telle façon qu'à tout point de l'un corresponde un point de l'autre et un seul, à deux points identiques de l'un deux points identiques de l'autre, à deux points non identiques de l'un, deux points non identiques de l'autre; et à deux points infiniment voisins de l'un, deux points infiniment voisins de l'autre.
Un domaine D est contenu dans un domaine D, quant à tout point de 0 correspond un point de D, et un seul; quant à un point de Dj ne peut correspondre qu'où bien un seul point de D, ou bien aucun point de D; quand enfin deux points de l'un sont identiques, non identiques ou infiniment voisins si les deux points correspondants de l'autre sont identiques, non identiques ou infiniment voisins.
Un domaine D sera multiple d'un domaine D,, quand à tout point de D correspondra un point de D, et un seul, tandis qu'à tout point de D, correspondent plusieurs points de D ou même une infinité; de sorte qu'à deux points identiques de D correspondent deux points identiques de Di, tandis que la réciproque peut ne pas être vraie; de sorte enfin qu'à deux points infiniment voisins de D correspondent deux points infiniment voisins de Di. Complétons toutes ces définitions (domaines équivalents, contenus ou multiples) en disant que deux points correspondants doivent avoir mêmes coordonnées. 11 est clair alors que si D est le domaine principal et D' un domaine secondaire d'une fonction analytique F, D' est multiple de D.
Quelques remarques encore. Nous avons donné plus haut la définition d'une fonction analytique F et de son domaine principal D; mais si l'on s'en tient à cette définition, il est permis de supposer que la fonction pourrait encore être prolongée analytiquement au delà de son domaine D, et que la frontière de ce domaine n'est pas une limite naturelle, mais une limite artificielle. C'est ainsi qu'un élément unique de fonction, une seule série avec son cercle de convergence satisferait à notre définition. Dans ce cas nous dirons que la fonction F est incomplète. Elle sera au contraire complète, si elle ne peut pas être prolongée, analytiquement en dehors de son domaine. Si l'on a une fonction incomplète, la fonction obtenue en la prolongeant analytiquement de toutes les manières possibles sera la fonction complétée. Il résulte de là que le domaine
d'une fonctiou incomplélu est contenu dans le domaine de sa fonction complétée.
Nous pouvons étendre la notion d'élément; et par exemple admettre des éléments injinis de fonction formés par la partie du plan extérieure à un cercle C, de centre a, et par une série procédant suivant les puissances négatives àa X — a et convergeant à l'extérieur du cercle C.
Ce n'est pas tout. Nous regardons en général la circonférence d'un de nos cercles comme ne faisant pas partie de l'élément correspondant. Si alors la fonction F possède des pôles, d'après la définition précédente, ces pôles ne feraient pas partie de son domaine, puisqu'ils ne seraient à l'intérieur d'aucun de nos cercles de convergence mais seulement sur la circonférence. Mois nous pouvons envisager outre les éléments de fonction considérés jusqu'ici et que nous appellerons éléments holomorp/ies, et qui sont formés d'une série de puissances et de son cercle de convergence, nous pouvons, dis-je, envisager ce que nous appellerons des éléments polaires et qui seront formés d'un cercle de convergence et du quotient de deux séries de puissances. Si nous introduisons ces éléments, nous pouvons étendre le domaine D de la fonction F de façon que les pôles en fassent partie.
Nous pouvons même envisager une troisième sorte d'éléments, les éléments algébriques formés d'un cercle de convergence et d'une série de puissances fractionnaires, cela pourrait nous permettre d'étendre le domaine d'une fonction de façon que ses points de ramification algébriques en fissent partie. Ce seraient seulement des points singuliers de ce domaine, et les éléments correspondants seraient singuliers même au point de vue géométrique (c'està-dire en faisant abstraction de la fonction F qui leur a donné naissance), car un pareil élément ne serait pas un cercle simple, mais un cercle multiple, «1''^ si n est le dénominateur des exposants fractionnaires de notre série; de telle façon qu'il y aurait à l'intérieur de ce cercle, n points, qui auraient mêmes coordonnées et qui devraient néanmoins être regardés comme distincts ; et qui s'échangeraient entre eux quand on tournerait autour du centre du cercle. Nous pourrons nous placer tantôt à l'un, tantôt à l'autre de ces différents points de vue.
Nous pouvons envisager maintenant le domaine d'un ensemble de fonctions analytiques. Soient Fj, Fj, . . . , F^ un pareil ensemble. Un élément se composera d'un cercle de convergence C, et de p séries de puissances Rj, Rj, .... l\p, convergentes à l'intérieur de ce cercle, et représentant respectivement une des
déterminations desjD fonctions Fi, F^, . . ., F^,. Deux éléments C, Ri, Ra, . . ., R/j et C, R'i, . . . , R'^ sont contigus quand C et C ont une partie commune et quand on a dans celle partie commune Ri = R, , Ro^^ R,,, . • . , R/,= R^. Rien à changer d'ailleurs à la délînition du domaine principal.
Quelle relation j a-t-il entre le domaine principal D de l'ensemble et les domaines principaux Di, Do, . . . , D^j des p fonctions considérées individuellement? Considérons un élément de Dj et un point de cet élément, il pourra se faire qu'en ce point une des fonctions F.^, F;,, . . . , F^ n'existe pas; dans ce cas ce point n'appartiendra pas à D; il pourra se faire aussi que l'une de ces/j — i fonctions admette plusieurs valeurs, n par exemple; alors à ce point de Dj correspondront n points de D qui devront être regardés comme distincts. Au contraire à lout point de D correspondra toujours un point de Di et un seul. Nous pouvons alors construire un domaine intermédiaire, D',, déduit de Di en supprimant tous les points de ce domaine auxquels ne correspondent aucun point de D; de sorte que Vi\ est contenu dans D( et que D est multiple de D', .
Deux points d'un domaine quelconque seront infîniracnt voisins s'ils ont des coordonnées infiniment peu différentes, et s'ils appartiennent à un même élément de ce domaine. Cela suffit pour qu'on comprenne ce qu'on doit entendre par une ligne continue tracée dans un domaine, par une ligne fermée, par une aire continue dont tous les points font partie d'un domaine, et par la frontière de cette aire. Le domaine sera alors simplement connexe si toute courbe fermée tracée sur ce domaine est la frontière complète d'une aire continue dont tous les points font partie du domaine.
III. — Formation de la fonction de Green
Considérons un domaine D quelconque; soit Co un cercle représentant l'un des éléments de ce domaine, soit O un point intérieur à C,,; nous allons définir d'abord la fonction initiale «„.
1° A l'intérieur de l'élément C,,.
Soit O' un point extérieur au cercle Co, de telle façon que la droite 00'
passe par le centre de ce cercle, et que le produit des distances de ce centre
aux deux points O et O' soit égal au carré du rayon du cercle. Alors si P est
PO un point quelconque de la circonférence de G^, le rapport ry-p sera égal à une
constante K.. C'est ce que nous exprimerons eu disant que les points O et O' sont inverses l'un de l'autre par rapport au cercle C,,.
Si alors M est un point du domaine, inti^rieur à G,,, nous prendrons pour la valeur de la fonction u^ au point M :
MO'.K
On voit que u„ devient logarilhmiqucment infini au point O, est toujours, positif à l'intérieur de G,, et nul sur la circonft''rence de ce cercle; Uu peut être regardé comme le potentiel logarithmique dû à une masse + i placée au point ( ) et à des masses négatives réparties sur la circonférence de G,,.
2° Dans les éléments contigus à Go- Si G) est un élément contigu à Gu, on aura dans la partie commune à Gi
et à Gii
MO'.K
et en dehors de celte partie commune
iio= o.
3° Dans les éléments non contigus à C^, on aura partout ;<o= o.
On voit d'après cela que la fonction ?<o est partout positive ou nulle, qu'elle est continue, mais que ses dérivées ne le sont pas.
Nous allons maintenant définir une suite indéfinie de fonctions
(i) Uo, u,, ii«, ..., ((„,
Ges fonctions, comme nous allons le voir, seront toutes positives ou nulles; elles seront finies, sauf au point O, où elles deviendront logaritlimiqucment infinies de telle façon que la diflérence a„ — m,, reste finie. De plus elles seront coiuinues mais leurs dérivées ne le seront pas. Et ceci nous amène à définir ce que nous appelons les masses génératrices. Ges masses sont réparties le long des lignes de discontinuité de ces dérivées. Soit dans un élément du domaine L une de ces lignes de discontinuité; la fonction u, d'après ce qui précède est continue, mais il n'en est pas de même de ses dérivées, et eu particulier la
dérivée normale -z- relative à la ligne L subit un saut brusque, quand on
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franchit celle ligne. C'esl ce saut brusque divisé par 2n qui représente la densité de la masse génératrice le long de la ligne L. Les masses ainsi réparties le long des lignes de discontinuité sont comme nous le verrons loutes négatives, et il faut y adjoindre une masse positive égale à + i et située au point O.
Nous allons voir comment nous passons de l'une des fonctions de la série ( i ) à la suivante; comme nous connaissons Uo, toutes les autres fonctions de la série (i) se trouveront ainsi définies. Le passage de la fonclion m„ à la fonction Un+{ se fera par la méthode du balayage^ que j'ai exposée dans V American Journal of Mathematics^ t. 12 (*).
Considérons la fonction w„, soit C/, l'élément du domaine D que nous nous proposons de balayer. Envisageons les masses génératrices négalives relatives à la fonction m„ et situées à l'intérieur de C/, ; elles sont réparties le long de certaines lignes de discontinuité L. Soit ds un élément de l'une de ces lignes, et — [J-ds la masse génératrice négative située sur cet élément. Alors nous aurons pour la valeur de la fonction «,,+1 — ^<„ au point M :
1" A l'intérieur de C/, :
r , , MQ'.PQ
Q est le centre de gravité de l'élément ds, Q' est inverse de Q par rapport au cercle C^, le point P est un point quelconque de la circonférence de C;,;
PQ quel que soit d'ailleurs ce point, le rapport -—7 conservera la même valeur,
puisque Q et Q' sont inverses par rapport à C<. L'intégrale doit être étendue à tous les éléments de toutes les lignes ds de discontinuité L intérieures àC^.
2° Dans un élément C/, conligu à G^.
On aura encore
MQ'.I'Q
JL tfS lo
dans la partie commune à Ca et à Ca, et
Un^y— "n= o en dehors de cette partie commune.
( ' ) Voir Tome IX.
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3" Dans un élémonl non conligu à G/, on aura parloul Un+{ — w,i= o.
Il résulte de là, que la fonclion iin^i — u„ est partout positive ou nulle; qu'elle est continue; que c'est un potentiel logarithmique, engendré par des masses génératrices positives p. c/.v placées sur les divers cléments ds des lignes de discontinuité L intérieures à G/,, et par des masses négatives réparties sur la circonférence de C/,. La densité de celle matière génératrice négative en un point P de cette circonférence est
/(x (/s /cosç' cosoN
o et <p' étant les angles que fait le rayon mené de P au centre de G/, avec les droites PQ et l*Q'. On voit que cette densité est toujours finie quelle que soit la position du point P sur la circonférence G<.
Nous voyons alors que pour la fonction h„,i, les masses négatives qui se trouvaient sur les lignes L inli''rieures à G/, ont dispaiu; cailes masses négatives qui engendraient u,, sonlcgales elcontraires aux masses positives qui engendrent M/I+-I — M/1- Les masses négatives qui se trouvaient à l'intérieur de G/, en ont élé balayées. Si le point O est inléricur à G/,, il b'y trouvait une masse positive + i , qui était l'une des masses génératrices de u,,- Le balayage ne porte pas sur celte masse positive qui subsiste et demeure l'une des masses génératrices de u,ni. Ainsi aucune des masses génératric(;s de Un+i n'esta l'inlérieur de G/., sauf la masse positive + i qui pourrait se trouver au point O. Donc en aucun [joint de Ca (sauf au point O, si ce point est intérieur à G/,) il n'y a de masse génératrice de w„-i-|. Donc eu tout point de G/, sauf en O, la fonction «„_, i est une fonction harmonique, finie et continue ainsi que ses dérivées et satisfaisant à l'équation de Lapiace Su,, ,1 = a.
( )n voit de plus (pie les lignes de discontinuité L ne sont autre chose (jiie les circonfi''rences d(!s dilléreuts cercles qui représentenl les i''léinents du domaine.
J'ai expliqué dans le Mémoire cité (American Journal, p. 220), comment on peut choisir l'ordre des balayages de façon que chaque élément du domaine soit balayé une infinité de fois.
Nous avons donc une série de fonctions
l'i, ifi, ..., u,„ ..., toujours positives et toujours croissantes; c'esl-à-dire que nous avons une série
dont tous les termes sont positifs ou nuls. Deux hypothèses sont possibles; la série converge ou elle diverge. Voici ce que nous apprend à ce sujet le théorème de Harnack.
D'après ce théorème, si l'on a une série
et qu'à l'intérieur d'un certain cercle, le terme général /„ soit une l'onction liarnwnitjue et positive: si la série converge en un point intérieur au cercle, elle convergera en tout autre point intc^rieur au cercle; de plus la convergence sera uniforme et la série obtenue en la dillérentiant une ou plusieurs fois terme à terme sera aussi uniformément convergente.
Gela posé, considérons un élément C,(. Cet élément est balayé une indnilé de fois. Soient
les fonctions obtenues immédiateinenl après ces différents balayages. Si le point O n'est pas intérieur à G/,, toutes ces fonctions sont harmoniques à l'intérieur de G/,; en tout cas, que () soit ou ne soit pas intérieur à G/,, les diflérences de ces fonctions seront harmoniques à l'intérieur de G/.. Donc la série
a tous ses termes harmoniques et positifs et nous pouvons lui appliquer le théorème de Harnack, si donc elle converge en un point de ('./,, elle convergera dans ce cercle tout entier. Si la série (2) converge, u^^ tend vers une limite finie quand n croit indéfiniment, ce qui montre que «„ ne croît pas indéfiniment avec n, c'est-à-dire que la série (1) converge. La condition nécessaire et suffisante pour que (2) converge, c'est que (i) converge. Si donc (i) converge en un point de G/,, elle convergera dans tout G/,, et l'on en déduit aisément que si elle converge en un point du domaine D, elle convergera dans ce domaine tout entier.
De plus, d'après le théorème de Harnack, si la convergence a lieu, elle sera uniforme, et l'on pourra différentier la série terme à terme, une ou plusieurs fois, la convergence restant uniforme; de sorte que la somme de la série sera une fonction harmonique.
Nous souiines donc en présence de deux hypothèses seulement.
i" Ou bien ?/„ croil indiïfiniiiieat avec n el cela pour tous les points du domaine D.
2" Ou bien, pour lous les points de D, w„ lend vers une liuiile u, et cette limite que nous appellerons fonction de Green est une fonction harmonique, sauf au point (_) ; et dans le voisinage de O, la différence u — «„ est harmonique. Cette fonction de Green est partout positive ou nulle.
Voyons quelle est Tinfluence de l'ordre des balayages. Je dis que la fonction u ne dépend pas de l'ordre des balayages, pourvu que chaque élément soit balayé une inlinité de fois. Soient
deux suites de fonctions obtenues par balayages successifs el ayant respecliveinenl pour limiles u et ii' . Observons que la toncliun iniliale est la même pour les deux suites
On a donc u' ^ z^,, puisque a'> m'^ ; je dis que ^l « > m„, on aura également m'>- «,,-hi. Si l'on passe de m„ à ^^,,^| en balayant l'éléiiient C/,, on a en dehors de C/t, «n= «/i+i et par couséquenl u'> ;/„., i. A l'intérieur de C/., on volt que m' est une fonction harmonique, et il en est de même de m„^i puisque Ca vient d'être balayé. Il en sera donc de même de (/' — i<„Ji, même si O est à l'intérieur de (]/,. Or sur la circonférence de C/. on a «„^ i = u,,, cl par conséquent m'> «rtt-i- On aura donc encore à l'intérieur de C/,
On en conclut par récurrence que
et à la limite
On trouverait de même
Donc
Si dans la formation de la suite des m'„. lous les éléments n'étaient pas
balayés une infinité de fois, ce raisonnement ne serait plus applicable, parce qae la fonction u' ne serait pas partout harmonique, des masses génératrices pouvant rester dans des éléments qui auraient fini par ne pas être balayés. Mais la fonction u resterait harmonique et l'on aurait toujours
Peut-on appliquer les mêmes procédés, (juand lo domaine comprend ce que nous avons appelé un élément algébrique (c'est-à-dire un cercle multiple, vide supra § II in fine). Oui, mais il faut expliquer comment on peut Lalaver un pareil élément. Soit C/, le cercle en question, A son centre, et supj)osons que ce cercle soit «'''°, c'est-à-dire que chaque point intérieur à C< re])résente n points du domaine regardés comme distincts et qui s'échangent entre eux quand on tourne autour de A. Nous construirons un autre cercle C avant pour centre un point quelconque B; de telle façon qu'à loul point I\I du cercle C/, de coordonnées polaires p el o), corre!>j)onde un point M' du cercle C de coordonnées |)olaires, ^p et^- [-.a fonction f/^, avant le halavage est une fonction
harmonique des coordonnées de M, sauf le long de certaines lignes de discontinuité L où il y aura des masses génératrices négatives. Ce sera donc aussi une fonction harmonique des coordonnées de M' snuf le long des lignes L' formées par les points correspondants de ceux de L. Le long de ces lignes L', il y a aussi des masses génératrices négatives, et en edet la fonction fi,, considérée comme fonction des coordonnées du |)oint M', est continue le long de ces lignes, mais ses dérivées |)remiéres ne le sont pas. Nous pourrons balayer par le procédé ordinaire, celles de ces masses négatives qui sont à l'intérieur de C (puisque (V est un cercle simple, et non plus un cercle multiple ciuiiuk! C/,); on définira ainsi la fonction !<;,,|. Ou \(ii[ (pie, en dehors de C/,, on aura
de même sur la circoutéreuce de C et par conséquent sur celle de C/,. A l'intérieur de Gx, on aura ;//, , i > Up et m,, , , sera harmonique. Ainsi nous pouvons faire la représentation conforme du cercle multiple C,; sur le cercle simple C, et appliquer la méthode du balayage au cercle C. De même si nous avions des éléments infinis, nous ferions la représentation conforme de la partie du plan extérieure au cercle C/., sur l'intérieur d'un cercle C el nous appliquerions la méthode du balayage à ce cercle C.
Comparons inaintcnanl les fondions do Gret'n u et ;/' relatives à deux domaines D el D' :
i" Quand D est conlenu dans D'. Soient alors
ii„, II,. .... «„, ...
U^f■, Wj, .... ««. . . •
nos deux suites de fonctions, formées par i)alavages successifs et relatives, la première à D, la deuxième à D'. Nous pourrons supposer
et en ell'et comme D est contenu dans D', nous pourrons supposer que le cercle C|| qui est un élément de D, est aussi nu élément de D'. Nous aurons alors à l'intérieur de C,,
Mu = ci\, > o,
et en deliers de Gq
Un = «Q = o.
Si la preuiiére suite c>t converj;entr, nous appellerons u su limite et de même si la deuxième suite converge, sa limite s'appellera u'. La fonction u' est harmonique dans D' et par conséquent dans D (sauf au point ( ) où c'est u' — u„ qui est harmonique); elle est d'ailleurs positive; on diMuontrcrait comme plus haut que l'on a «'> u„, que l'on a i<'> u„,t si «'> u„, que par conséquent quel que soit n on a a'> u,, et à la limite
D'où cette conséquence, si la suite des u,\^ rornerge pour le domaine !)', la suite des u„ relative ci un domaine D conlenu dans D' convergera a iorliori.
2" Quand le domaine D est multiple de D'.
Celte fois à tout jioinl de D' correspondent plusieurs points de D; si nous reprenons nos deux séries, il faut supposer qu'aux différents points de 1) qui correspondent à un même point de D', la fonction «',, reprend la même valeur, mais que la fonction u,, ne reprend pas en général la même valeur. Soit C,, celui des éléments de D qui contient le point O; il y aura alors d'autres points Oi, Oo, . . . , Oj,, . . . qui correspondront au uième point de D' que le point O;
et l'oa pourra les regarder comme appartenant à autant de cercles C,', Cl, . . ., C'„', . . . qui seront des éléments distincts de D, mais qui correspondront à un même élément de D'. Alors la fonction w), deviendra logarithmiquement infinie, non seulement en O, mais en O), Oj, . . . , tandis que la fonction u„ ne deviendra infinie qu'en ().
Alors nous aurons dans le cercle C,,
"o = ll'g > O, ■
dans les autres cercles CJ, C'^, etc.
«'„ > o, Ko = O,
et en dehors de ces cercles
Si donc la suite des w'„ converge on aura et en raisonnant cumme plus haut on trouvera
Une observation toutefois; nous nous sommes appuyé plus haut sur ce (jue la diir(»rence w' — • ««4-1 est harmonique à l'intérieur du cercle C/, que l'on vient de balayer; sachant de plus que cette difl'érence est positive sur la circonfcrence de ce cercle, nous en avons conclu qu'elle reste positive à l'intérieur de ce cercle. Ici il peut se faire que u' — t/n+i devienne infinie, puisque u' devient infinie aux points ()/, différents de O, tandis que u„^i reste finie, mais alors cette différence tend vers +00 et non pas vers — 00 de sorte que la conclusion subsiste.
On aura donc à la limite
Si donc la série converge pour un donuiinc D' elle coinergera a fortiori pour un domaine D multiple de D'.
3° Quand enfin à tout point de D correspond un point de D' et un seul, tandis qu'à un point de D' peuvent correspondre soit zéro, soit un, soit plusieurs points de D.
Dans ce cas il existe un domaine inlermcdiaire D" tel que D soit inuliijjle de D" et D" contenu dans D'.
Si alors la série converge pour D' elle convergera pour D", et par conséquent pour D.
( )n voit que la démonstration du Mémoire cilé {Bull. Soc. ttiatli.) a clé simplifiée par l'application de la méthode du balayage et surtout par celle du théorème de Harnack, qui permet de supprimer toutes les discussions relatives à l'uniformité de la convergence.
IV. — Introduction de la fonction auxiliaire majorante
Considérons un système de fonctions
et soit D le domaine principal de ce système; soit D, le domaine principal de l'une des fonctions jvi ; d'après ce que nous avons vu plus haut, à chaque point de D correspond toujours un point de 1)| et un seul; mais à un point de 1)| peuvent correspondre zéro, un ou plusieurs poinis de D. Il existe donc un domaine intermédiaire D', , contenu dans Di et donl D est multiple, et il en résulte comme nous venons de le voir, que si la série converge pour Di, elle convergera également pour D, et la fonction de Green existera pour D.
Soit maintenant D' un domaine secondaire de notre système de fonctions, il sei'a multiple de D, de sorte que la fonction de CJrecn existera également pour D'.
Gela posé il y a des fondions ji pour le domaine principal desquelles la fonction de Green existe certainement. Considérons en clfet une fonction fuchsienne quelconque
n'existant qu'à l'intérieur du cerch- foudameiilul, de centre j = o et de rayon i. Résolvons l'équation x^^f{z) par rapport à ; et soit
9(.r) sera une fonction multiforme dont on peut former le domaine principal Di. Considérons sur ce domaine Di la fonction
t = [os- — -,
ce sera la foncUon de Greeu chercli6e; elle esl en eflel toujours positive, et toujours Jiarmunique, sauf en un seul point du domaine Dj, celui pour lequel on a 5 == o, et en ce point elle devient logarilhmiquement infinie.
Nos fonctions (/„ du paragraphe précèdent sont toujours plus petites que t, et cela est vrai des fonctions u,, relatives soit au domaine D, lui-même, soit à tout domaine contenu dans Di, ou multiples d'un domaine contenu dans D,. Si donc notre svstéme (i) comprend la fonction
la suite des «„ converge et la fonction de (Ireeii existe, soit pour le domaine principal D, soit pour un domaine secondaire D' quelconque de ce système (i). F^a fonction t joue le même rôle que celle que nous avons désignée par la même lettre dans le Mémoire ciié (Bull. Soc. math.). Elle permet de montrer par l'ini-galilc
que la série converge sauf pour les points ou t est inlîni. Ces points sont les points de I) qui correspondent au point z ^^ o de Dj ; en général, il y en a plusieurs, l'un est I<î point O, les autres pourront s'appeler Oi, Os, ....
r^a fonction de Green, d'après sa définition, doit devenir infinie au point O, mais rester finie en O,, ()■,, etc.; seulement le théorème de Harnack nous apprend que si la séi'ie converge en un point du domaine D, elle convergera dans tous les autres points de ce même domaine, sauf au point (). Or elle converge en lous les points où / est (ini; donc elle convergera également eu ()i, ()■., .... Nous sommes ainsi disp(;ns(''s de la considération des fonctions fi (jui dans le !\Iémoire cite, avaient été précisément introduiles pour démontrer la convergence aux points tels que ()|, ()..., ....
Supposons maintenant que dans notre syslcuie (i) ne figure pas de fonction de cette forme, c'esl-à-dire qui soient l'inverse d'une fonction fuchsienne. rVoiis formerons alors un système (i bis), obtenu en adjoignant au système (i) une /) -t- I ""' fonction
(pii soit l'inverse d'une fonction fuchsienne.
Soit A le domaine principal du système (i bis), el A' un domaine secondaire de ce même système. Alors A' et A sont multiples d'un domaine ô contenu dans le domaine principal D du système (i).
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Nous sommes ccrlaius alors que In fonction de Green existe pour A el A' puisque le s^'sléine (i bis) contient une fonction ins'crse d'une fonction fuchsienne; nous verrons que l'existence de celle fonction de Greon, permet d'uniformiser les fonctions
y\- }■:• • • • ■ }'!>, yp-t-\,
c'est-à-dire d'exprimer ces p -^ i quantités en fonctions uniformes d'une même variable auxiliaire Ç; mais une difficulté peut se présenior; le champ dans lequel cette uniformisation sera réalisée, comprendra tous les points pour lesquels les/) + I fonctions existent, c'est-à-dire tous les points qui ont un correspondant dans A, c'est-n-dirc tous les points de o. Elle ne le sera pas pour tous les points pour lesquels les p premières fonctions données existent (abstraction faite de la /> -+- i""^ fonction arbitrairement adjointe), c'est-à-dire pour tous les points de D, si ô est plus petit t]ue D. I^a solution pourrait donc jvaraîire imparfaite et c'est ce qui me conduit à la discussion suivante.
On peut faire plusieurs hypothèses au sujet de la fonction fuchsienne dont l'inverse esi y/,^,.
1° Nous pouvons supposer que le polygone générateur de celle fonction fuchsienne a des sommets sur le cercle fondamental, c'est-à-dire qu'il est de la deuxième ou de la sixième famille. C'est ce qui arrive par exemple si l'on choisit pour celle fonction fuchsienne la fonction modulaire comme je l'ai fait dans le Mémoire cité. On saii que celte fonction ne peut prendre aucune dos valeurs o, i, «s , de sorte que la fonction inverse
nexisle |)as pour x = o, x = i, x = o:>; si donc il y a dans le domaine D des points pour lestjuels x prend l'une de ces trois valeurs, ces |)oints doivent être exclus du domaine ô; ce sont des Ausnahmsstcllen.
2" Nous pouvons supposer que lo polygone générateur est lout entier à l'inlcrleur du cercle fondamental, c'est-à-dire que la fonction fuchsienne est de la première famille. Dans ce cas, celte f(jnclion peut prendre toutes les valeurs possibles; la fonction inverse
yp+x= 9(.c)
existe pour toutes les valeurs de x. Il arrivera toutefois cpie colle fonction pri''- H. P. — IV. 12
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scnlera des points de ramificalion algébrique. Si nous nous placions au point de vue que nous avions d''abord adopté, c'est-à-dire si nous ne voulions composer nos domaines que d'éléments holomorphes ou polaires, ces points de ramillcation seraient en dehors du domaine principal de celle fonction )>+i; il n'en sera plus de même si au contraire nous admcllons les éléments algébriques; à tout point de D correspondra un point du domaine de »•,,+ ! et par conséquent un point de A. Les domaines ô et D seront identiques; A et A' seront multiples do D et il n'y aura plus d' Ausnahmsstellen.
Mais il j a quelque chose de plus; soient A et D deux domaines quelconques et supposons que A soit multiple de D. Nous dirons que A est ré^ulièremenl multiple de D, s'il satisfait à la condition suivante. Soit M un point de D; soient
les points correspondanls de A. Soit M' un autre point de D infiniment voisin de M; nous supposerons que parmi les points de A qui correspondent à M', il y en ait un qui soit infiniment voisin de M,, un qui soit infiniment voisin deMo, ....
Si celle condition est remplie, c'est-à-dire si A est régulièrement multiple de D, il est clair que, si à un certain jioinl M de D correspondent un nombre fini n de points de A, alors à tout autre point de D correspondront le même nombre fini n de points de A.
Revenons maintenant aux domaines principaux A et D des svstémes (i bis') et (i). Je dis que A est régulièrement multiple de D (si l'on admet des éléments algébriques, et si la fonction fuchsienne auxiliaire est de la première famille). Soit en efTet M un point du domaine D, et x la valeur correspondante de celte variable. Pour cette valeur x, la fonclion ,)'/,, i existe et peut prendre une infinité de valeurs
qui se déduisent de l'une d'entre elles, a, par exemple, en appliquant à celle quantité «i les diverses substitutions linéaires du groupe fuchsienqui engendre la fonction fuchsienne auxiliaire.
Au point M de D, correspondront une infinité de poinis de A, que j'appellerai
fM, a,), CM, a.), .... (M, a,,j, . . .• et qui correspondront aux dillérentes valeurs de la fonction j';,+ i.
Soil maiiileaant M' un aulre poinl (io D, infinimenl voisin do M; soit a^ -j- j la valeur correspondante de x, et
IJI, l...>, ..., IJ,p ...
les délerminatioQS correspondantes de _y/,^_^. Au point M' de D correspondront une infinité de points de A qui sont
Ce qu'il s'a};il de démontrer, c'est que parmi ces points il y en a un qui diffère infiniment peu de (M, «,,), et comme M' diffère très peu de M par hypothèse, il suffit d'établir que parmi les déterminations de ^{x + e), il y eu a une, [3,/ par exemple, qui diffère infiniment peu de la détermination a,, de o{x). Or cela paraîtra évident pour |)eu qu'on réfléchisse aux propriétés des fonctions fuchsiennes de la première famille.
Soit maintenant D un domaine quelconque; je dis que nous pourrons trouver un domaine A, régulièrement multiple de D et simplement connexe. Soient en effet C|| l'élément initial de D, C un élément quelconque, M un poinl intérieur à C, M(| un point intérieur à C,,. On peut aller sur le domaine D de M,, en M par plusieurs chemins; envisaf;eons deux de ces chemins; ils pourront être équivalents, c'est-à-dire qu'ils pourront limiter une aire continue située sur D; mais ils pourront aussi ne pas l'être, à moins que D ne soit simplement connexe.
Cela posé, définissons le domaine A; un poinl de ce domaine sera caractérisé par le point M de D qui lui correspond, et par le chemin par leqtud on est venu de M„ en M; pour cjue deux points de A ainsi caractérisés soient identiques, il faudra et il suffira qu'ils correspondent à un même point M de D et ([u'on soit venu de M,, en M par deux chemins équivalents, il est clair que A est simplement connexe, je dis qu'il est régulièrement multiple de D. .Soient en effet M un point de D, appartenant à un élément C, MjNM, MqN'M, deux chemins allant de IVr„ à M et que je supposerai équivalents. Ainsi se trouvera défini un point de A que j'appellerai (iNI, M„NM). Ce qu'il s'agit de démontrer, c'est que si M' est un poinl de D. très \oisin de ]M, il y aura sur A un point très voisin de (M, M„NiM) el qui correspondra à j\J'. Et en effet. M' élant très voisin de RI, pourra être joint à M par un arc MM' très petit; en l'adjoignant au chemin M, .IN M, on obtiendra un clieiiiin M,|NMM'qui en différera très peu; el alors le point (M', MjNAlM') est un point de A qui correspond à M' et qui est très voisin de(M, M„NM), .... c. Q. F. D.
Ce qui juslifie ce résultai, c est que si deux chemins MiiNM et, INluN'M sont équivalents, il en est de même des deux chemins M„NMM' et MqN'MM'.
En résumé, étant donné un système (i) quelconque de fonctions multiformes, et D le domaine principal de ce système, on peut toujours former un domaine régulièrement multiple de D, simplement connexe, et pour lequel la fonction de Green existe.
Et en effet, formons une fonction Vp^^-^ ?(^)i inverse d'une fonction fuchsienne de la première famille; adjoignons-la au système (i) de façon à former le système (i bis); le domaine principal A de ce système sera régulièrement multiple de D, à la condition que nous admettions des éléments algébriques. De plus A sera mulliple d'un domaine contenu dans le domaine principal de Vp^-i et comme la fonction do Green existe pour ce dernier domaine, elle existera a fortiori pour A. Nous avons vu en ell'et que la présence d'éléments algébriques n'empêche pas l'application de la méthode du balayage.
Nous j)ouvons ensuite construire un domaine A', régulièrement multiple de A et simplement connexe. Etant régulièrement multiple de A, il le sera de D. De plus la fonction de (ireen existant pour A, existera a fortiori pour A'.
V. — Les fonctions i et
.Soit un domaine D ([uelconfpie, adinetlant une fonction de Green.
Nous allons maintenant comme dans le Mémoire cité, définir les fonctions v et (•„. Nous avons défini déjà les fonctions u et m„ ; s\ x ^\-\- if] est la variable complexe envisagée, nous aurons
Les équations (I)
dul
drr -"'
dv du
du dv
dl^" d',
di ^ d-n
dvil du,.
du,, dv„
dl ~ dn
sont donc couipatil)les et peuvent servir a définir c et v„. On achève de définir
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ces fondions en leur imposanl In comlilion de s'annuli-r eu un |)oint A difTérenl de O; et alors nous aurons
-m"^-'SA ■■■=x(t"-t<)-
Un voit tout de suite que les suites — tj-» —r~ convergeant iinituriiiement (en
vertu du tliéorènie de Harnack) el avant pour liniiles -rr? -r-i la suite i'„ convergéra uniform(''inent et aura pour limite v; nous reviendrons plus loin sur ce résultat pour le préciser. Posons ensuite, toujours comme dans le Mémoire
cité,
il est clair que la suite :„ a poui' limite z. Le point essentiel, c'(;st que la Iduclion 3 est unilorme sur le domaine D quand ce domaine esi simplement connexe.
En lifTet revenons aux intégrales (2) cpii définissent r, C(>s intégrales peuvent admettre deux sortes de périodes :
1" Une [lériode polaire, relative au point O qui est un infini jiour les f(jnc-
lions suus le signe / . Cette période est égale à 21:.
2" .Si D n'est pas simplement connexe, des périodes cycliques relatives aux cliemius d'intégration qui seraient fermés sans être équivalents à zéro. Si [) est simplement connexe, ces dernières périodes n'existent pas, de sorte que r n'admet que la période 21:; mais quand r augmente de 27r. ; ne change pas. Celte fonction est donc uniforme. c. o. F. n.
Mais il y a lieu d'examiner de plus près la formation de ces fondions c,, et z„. Soit d'abord G,, l'élément initial, celui (jui contient le point O. Nous aurons à l'extérieur de C,, : Zf,^ i et à l'intérieur de C„
expression dont je vais expliquer la signification ; x est la variable indépendante, c'est l'affiie du point M de coordonnées courantes Ç et r;; a est l'affixe du point O, a celle du point O' inverse de O par 'rapport au cercle C^, de telle sorte que l'équation de la circonférence do Cq soit
u: — ft
, = const.
X sera l'aflixe d'un point quelconque de celle circonférence, il en résulte que la fonction ;„ nesl pas entièretnent définie, puisque nous pouvons choisir arbitrairement X sur cette circonférence; z„ n'est définie qu'à un fadeur constant près de module i.
Ayant ainsi défini Zg, voyons comment les balayages successifs vont nous permettre de passer de z„ à Za+i- Nous remarquerons que les fonctions z„ peuvent présenter des discontinuités le long des lignes L, c'est-à-dire le long des circonférences des dilTérents éléments; voyons quelle est la nature de ces discoatinuités. D'abord a,, est continu; il en résulte que quand on franchit une des lignes de discontinuité, le module de z„ ne change pas, mais il n'en est pas de même de son argument — r„. Les dérivées de u,, sont au contraire discontinues. Soient ds un élément de l'arc d'une des lignes L, rfv un élément normal à cette ligne; soient
//il II </ii<> r/i,l, ,/ii}, r/s f/v f/s ihi
les dérivées de h„ prises le long de L, ou le long de la normale à L; l'exjjosantd correspondant à l'un des côtés de la ligne L, l'exposant i à l'autre côté. De même pour les dérivées tic t',,. On aura
c/(/JJ du), i/u'!i ilu],
(h ils (hi ih ' '
en désignant par dm ce que nous avons appelé la masse génératrice siluée sur ds, et en posant m' = —j- de façon que ni' représente la densité de celte matière génératrice. D'autre part les équations (i) nous donnent
dUn di'ii du II il Vil
ds (h ih (/s
et on en conclut
d'i d-i ils ds
Cela posé, supposons que pour passer de Zn à ^„_n on veuille balayer un certain élément C/,, et je supposerai d'abord qu'il s'agisse d'un élément holomorphe ou polaire. A l'extérieur de C/, nous aurons
el à l'inlérieur de C/,
dm .
Dans celle expression, x est la variable indépendanle; a esl l'affixe d'un point d'une ligne de discontinuité L situé à Tlntérieur de C/, : y.' est l'affixe du point inverse de y. par rapport à C/,, de telle façon que la circonférence de C/i ait pour équation
const.
A esl l'affixe d'un point quelconque de la circonférence de C^, choisi arLitraireinent, mais une fois pour toutes; dm est la masse génératrice située sur l'arc infiniment petit ds de la ligne L, arc dont le centre de gravité est a. Enfin l'intégration doit être étendue à toutes les lignes de discontinuité intérieures à C<. A cause des équations (3) nous pouvons encore écrire
(1 bis)
i"" = / lOg -, 7^—, '/ —
r)I et i',' étant les valeurs de la fonction r„ de pari el d'aulre de la ligne de discontinuité et dans le voisinage du point a de cette ligne.
Si C/, esl un élément infini , cesl-à-dire comprenant la partie du plan exlérieure à la circonférence de C/., nous aurons en dehors de l'élément C/,, Za^\ = z,i, et dans l'élément C/,, qui est tout entier à l'extérieur de la circonférence de C<
(4 ter)
(ar-a')(A
Si enfin Ca est un élément algébrique el si C/; esl un cercle y'''", on aura à l'extérieur de C/, : z,,j^\ = Zn et à l'intérieur de C/.
,ua,er) ,og_ =j ,og^^^_^^=^^^^-^./ (__
On volt qu'à cause des points A qui peuvent être arbitrairement choisis sur la circonférence de l'élément C<. les fonctions ;„ successives ne sont définies qu'à un fadeur constant près de module i ; el encore ce facteur n'est constanl que si l'on ne franchit pas une des lignes tie discontinuité, mais il peut varier brusquement quand on franchit ces lignes.
Supposons un clieinin ne franchissant el ne touchant aucune de ces lignes de discontinuité, c'est-à-dire aucune des circonférences des différents éléments, et envisageons l'intégrale
prise le long d'un de ces chemins. Puisque le chemin n'a aucun point commun avec aucune des lignes de discontinuité, on peut conlruite une aire où il n'v aura aucune ligne de discontinuité et qui contiendra notre chemin. Dans cette aire toutes les fonctions u„ sont harmoniques et on peut leur appliquer le
théorème de Harnack; donc la suite des '-^ et celle des '-^ converiient uniforincment, de sorte (jue / dv„ tend vers j ch-.
Si nous supposons maintenant que notre chemin, tout entier contenu à l'intérieur d'un élément G/,, coupe une ligne de discontinuité I.: le même raisonnement n'est plus immédiatement applicable. Et en efl'et les fonctions m„ sont bien toutes positives, croissent avec n; de plus elles sont harmoniques dans l'aire envisagée, si l'on donne à n certaines valeurs en nombre inlini, à savoir celles qui correspondent aux balavages successifs de l'élément G/,, parce qu'après chacun de ces balayages, il n'y a plus de masses génératrices dans G/,.
Donc par le tln-orème de ILirnack la suite des m„ et celle des '-^ convergent
uuiforinémeut pourvu qu'on ne donne à n que ces valeurs particulières. Mais comme a,, croît avec n, nous pouvons eu conclure que la suite des a,, convergera encore uuilormémenl pour l(jutes les valeurs entières de//; seulement la
même conclusion ne s'impose pas eu ce qui concerne les dérivées '-^, qui ne
vont pas nécessairement en croissant avec n. Décomposons notre chemin en deux parties séparées l'une de l'autre par le point d'intersection P du chemin et de la ligne L. il sufllrait de démontrer le théorème pour ces deux parties. Soit PM l'une de ces parties; si nous |)ouvions assigner aux dérivées de u„ une limite supérieure À, même au point P, le théorème serait démontré. En effet, nous voulons déuiouti'er que l'on peut prendre n assez grand pour que
quel que soit e.
Pour cola nous diviserons l'M (în deux parties PiN -(- NM ; si a" esl la longueur de l'arc PN, et À la limite supérieure dont nous venons de parler, nous aurons
{dv — dv,i) < sX,
et nous pourrons prendre N assez prés de P pour que si <C "j el le point N
une fois choisi, comme iNM ne va plus jusrpi'à ia ligne L, nous pourrions prendre n assez grand pour que
I ih- — dVn ) <
NM
Nous sommes donc conduits à chercher cette limite supc^rieure 1 et pour cela à étudier la façon dont les masses se distribuent sur les lignes L. Soil une masse m située à l'intérieur d'un cercle Ci, en A; soit B un point de la circonférence C/,, el R le rayon de celle circonférence, et O son centre. Balayons le cercle Ct, cette masse m va se répartir sur toute la circonférence C/;; soit ô la
densité de la matière ainsi répartie dans le voisinage de B. On voit que — est
une fonction des trois distances OA, OB, AB, et que cette fonction ne devient infinie que pour AB = o. Si le point A décrit une ligne de discontinuité L intérieure à C/,, el si B est un poinl tîxe de la circonférence C/, non situé sur L,
nous pourrons donc assigner une limite supérieure à — •
Supposons donc que B soit un poinl d'une circonférence C/,, mais ne soit pas à l'intersection de Ca avec une autre ligne de discontinuité; je me propose de chercher une limite supérieure de la densité de la niaiière attirante en ce point. Cette densité ne peut varier que dans deux cas ;
i" Quand on balaye Ca;
•i" Quand on balaye l'un des éléments dont fait partie B.
Dans le deuxième cas cette densité devient nulle. Dans le premier cas une masse négative au plus égale à i en valeur absolue est répartie en dillerenls points A de Ca; on la balaj'e vers la circonférence de Ca; les points A sont sur les lignes de discontinuité intérieures à Ca, el comme le point B n'est pas sur une de ces lignes, nous pouvons assigner une limite supérieure à la distance AB,
et par conséquent d'après ce qui précède au rapport ' , de- l'accroissement ô de
H. 1^ — tv. ,3
densité au point B, par suite du balayage d'une masse m située en A, à cette
masse m. Nous avons ainsi une limite supérieure de :;; — ) et comme — »i est au
plus égale à i, nous avons une limite H de iô, c'est-à-dire de l'accroissement total de la densité en B par suite du balayage de C/,. Si nous supposons qu'entre deux balayages consécutifs de C/,, on balaye toujours l'un des éléments dont fait partie B, nous voyons qu'avant ciiaque balayage de C/,, la densité en B est nulle; après ce balayage elle prend une valeur inférieure à H (limite de -ô) et la conserve jusqu'à ce qu'on balaye un des éléments dont fait partie B, elle redevient alors nulle. La densité au point B est donc limitée.
Je dis maintenant que les dérivées — ^) —r^ sont limiloes au point B. Décri-
vons en ellct autour du point B un petit cercle K. Soit <p„ le potentiel logariihinique dû à l'attraction des masses situées à l'intérieur de K et qui sont toutes sur la circonférence de C/, ; les densités étant limitées, cp„ et ses dérivées seront limitées; la fonction «„ ([ui est plus petite que u est limitée. La différence u,, — 9,1 est donc limitée à l'intérieur de K et sur la circonférence; de plus cette dillérence u,, — cp„ est harmonique à l'intérieur de K; nous pouvons donc par l'application du théorème de Harnack, trouver une limite supérieure des dérivées de «„ — cp„, et par conséquent de celles de u„, puisque celles de 0,, sont limitées. c. q. f. d.
Ce qui précède ne s'appliquerait pas à un jjoiut B qui serait à l'intersection de doux lignes de discontinuité; on verrait en effet qu'en un pareil point, la densité pourrait devenir logarithmiqucment infuiio (je veux dire que la densité en un point B' de C/,, très voisin de B est de l'ordre de logarithme de la distance BB'). 11 en est de même pour les dérivées de m„. Au contraire la fonction Un elle-même, toujours plus petite que u, reste finie.
Mais nous pouvons toujours éviter de faire passer nos chemins d'intégration par ces points d'intersections des ligues de discontinuité. Le résultat resterait
le même d'ailleurs si on les y faisait passer, car bien que -^ devienne logarith-
miquement infinie, l'intégrale / '—j^dr, resterait (iuie. Il résulte de là que l'intégrale
( dv — dv„ ),
prise le long d'un chemin quelconque tend vers zéro quand n croît indéfiniment.
On a vu quo les fonctions ;„ ne sont déllnios qu'à un l'acteur constant près de module i qui peut varier brusquement quand on franchit une des lignes L, ou ce qui revient au même que les fonctions c,, ne sont définies qu'à une constante près qui varie brusquement quand on franchit une des lignes L. Les fonctions i'„ outre les variations continues
du,, flu„
—rd-^ — f/|
d\ du
qu'elles subissent quand on décrit un chemin quelconque, subissent donc des variations brusques quand on franchit une ligne L.
On peut pour achever de définir les c,,, convenir que ces variations brusques en certains points de certaines lignes L, doivent être nulles. Mais ces variations ne peuvent être nulles partout. Envisageons en effet les intégrales
prises le long d'un chemin fermé quelconque. Elles sont égales à 2 7r multiplié par la somme des masses intérieures au contour d'intégration. Pour r, il ne peut y avoir que la masse + i située au point O; pour r„ il peut y avoir en outre des masses négatives sur les lignes L. Si donc le contour enveloppe le point O, la première intégrale sera égale à 271 et la deuxième généralement plus petite que 27:; si le contour n'enveloppe pas le point O, la première intégrale sera égale à zéro et la deuxième généralement négative.
VI. — Les fonctions
Nous avons dit que la fonction u oblenue était indépendante de l'ordre des balayages; mais nous avons jusqu'ici supposé que ceux-ci étaient dirigés de telle façon que l'on pouvait trouver une fonction u,, dont Vindice n est un entier fini et pour laquelle un élément quelconque aurait été balayé un nombre de fois aussi grand qu'on le veut. Nous considérions alors la série
a = j(o+ (u^ — Un) -^ . . .-- {Ui,^\ — u„) +. . .
comme une série ordinaire; nous pouvons aussi la traiter comme une série à double entrée.
Supposons une suite de fonctions à deux indices u„,p. La première «ou sera celle que nous appelions jusqu'ici m„ ; Moh+i se déduira de Ugn par le balayage
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d'un oerlaiu élément G< ; «i o sera la limite de «on pour /i := ac ; Ui,,^, se déduira de u,,n par un balayage; 11-2.0 sera la limite de Uin pour « = » ; et ainsi de suite; Up.n+i se déduira de m^.„ par un balayage, et W;,-ti „ sera la limite de Upn pour « = 00. Il est clair que l'on aura
On verrait comme plus haut que
" > llp.n,
ce qui montrerait que la suite des m^, „ quand n puis p tendent vers l'infini a une limite .^^ u; et comme cette limite est une fonction harmonit[ue en vertu du théorème de Harnack, elle est plus grande que les m„ que nous avions envisagés dans les paragraphes précédents. Elle est donc J^w; elle est donc égale à u; c'est toujours le raisonnement de la fin du paragraphe 111 qui s'applique sans changement.
Nous pouvons, par exemple, considérer une série de domaines
do, '/i, ffo, ...
contenus dans notre domaine D, et tels que chacun d'eux soit contenu dans le suivant. De plus chacun d'eux sera formé d'un nombre fini d'éléments de D. A.lors nous supposerons que les balayages qui font passer de Ua.,, à ;/„ ,,^,1 ne portent que sur les éléments de do et de telle façon que chacun d'eux soit balayé une infinité de fois; que les balayages qui font passer de Ui,,, à Ui.,i+{ ne portent que sui- les éléments de di et cela de telle façon que chacun d'eux soit balayé une infinité de fois; et ainsi de suite.
Dans ces conditions, il est clair ([ue «t „ est liarmonique dans tout le domaine (/„, et nul (de même que toutes fonctit)ns u,,.,,) en dehors de ce domaine et sur ses frontières; que U2.„est harmonique dans tout le domaine rfi et nul (de même que toutes les fonctions Ki.„) en dehors de ce domaine d, et sur ses frontières et ainsi de suite.
Toutes les conclusions des paragraphes précédents s'appliquent sans ciiangegement; ou peut définir les fonctions i'n.j, et z,,,/, à l'aide des u„p comme on a défini les c,, et les -„ à l'aide des a„. On pourrait seulement se demander si l'on peut encore comme au paragraphe précédent limiter la densité des masses génératrices en un point B, et si les conséquences déduites de cette limitation subsistent. Il faut pour cela, comme nous l'avons dit, que (si B est sur la
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circonférence de C/,) eulre deux balayages consécutifs de C*, on bnlaje toujours l'un des éléments dont fait partie B. Il est clair qu'on peut remplir cette condition pour les fonctions u^,„ si B est à l'intérieur du domaine <af„ et non pas sur sa froniit're; pour les fonctions Mi.„ si B est à l'inlérieur du <lomaine d^ et non pas sur sa frontière, et ainsi de suite. Quelle que soit donc la position de B, on pourra prendre p assez grand, pour que la condition ne cesse plus d'être remplie à partir du moment où l'on aura formé la fonction w,, , . Nous pouvons donc raisonner comme au paragraphe précédent et conclure que
/ {fh> — chf,,n)
prise le long d'un chemin quelconque, tend vers zéro, quand on fait tendre n puis p vers l'infini.
Dans le Mémoire cité {Bull. Soc. Math.) nous avons envisagé seulement les fondions
qui sont les fonctions de (ireen relatives aux domaines successifs
du d«, ..., dp,
Nous j trouvions l'avantage que la fonction a/,.û est harmonique à l'intérieur du domaine d,,., de sorte que la fonction Zp,„ est uniforme et continue dans le domaine dp (ce qui n'arrive pas pour les fonctions z„ susceptibles comme nous l'avons vu de variations brusques). Nous évitions ainsi en partie la discussion du paragraphe précédent; j'ai cru pourtant que cette discussion était par ellemême instructive'et je n'ai pas voulu pour cette raison me servir ici du même artifice.
VII. — Propriétés de la fonction
Faisons mainlenanl varier la position du point O; et amenons-le en O' (le sens de cette notation O' n'est donc plus le même qu'au paragraphe 111; O et O' désignent simplement deux points quelconques du domaine D). On peut former deux fonctions de Green u et u' devenant logarilhmiquement infinies, l'une en O, l'autre en O', et ce sont ces deux fonctions que je me propose de comparer.
Nous pourrons diriger les balayages soit comme au paragraphe III, soii
comme au paragraphe VI; nous aurons dans le premier cas une suite de fonctions Un, dans le second cas une suite de fonctions à double indice U/,.n', mais ces deux suites ont même limite. Nous désignerons par a'„, m^, „, (''„, c^, „, ;'„. s'^, „, les fonctions qui sont à «' ce que «„, Up.n, 'Vi, »'/'■'" ^m ^p" ^'^^^ '^ "•
Considérons en particulier les fonctions ly^o. ^',, „ '• soit Op la valeur de Zp,„ en O' et a^, celle de s^ „ en O. Je dis que Zp,o ne pourra prendre qu'une seule fois la valeur ap] prenons en effet l'intégrale
0) fr^
le long de la frontière du domaine dp_, ; elle est égale à 2/7:; en efiet quand nous ferons le tour de celte frontière, le point Zpo décrira un cercle de rayon i puisque Up,u est nul sur toute cette frontière, et il le décrira une fois et une
seule. En cITet / f/17, 0 est égal 327:, puisqu'en ce qui concerne cette fonction Up.u il n'y a à l'intérieur du domaine dp_i d'autre masse génératrice qu'une masse -I- i au point O. Le point ap est d'ailleurs à l'intérieur du cercle de rayon 1 décrit par le point :-p,i,; l'intégrale (i) est égale à 2J7r. Or celte intégrale est égale à 2 in multipliée par le nombre de fois que la fonction Zp,„ prend la valeur ap à l'intérieur de rf^-i- Donc la fonction ne prend qu'uni' seule fois celle valeur. c. q. f. d.
Celle démonstration ne peut donner lieu ici <à aucune objection, car le domaine dp^i se composant d'un nombre fini d'éléments, sa frontière se compose d'un nombre fini d'arcs de cercle; la fonction Up,o peut être ainsi définie, comme l'a montré M. Schwarz, à l'aiile d'une équation dillérenlielle linéaire à coefficients rationnels, de la mêTue façon que les fonctions fuchsiennes. On pourrait d'ailleurs appliquer l'un quelconque des procédés pour la démonstration complète du principe de Dirichlet quand la frontière du domaine envisagé est formée de lignes analytiques, ou plus généralement (juand elle a un rayon de courbure déterminé (cf. American Journal, p. 227, 228 et 229). 11 n'y aurait rien à y changer.
Nous sommes donc certains que u„,„ tend bien vers zéro quand on se rapproche indéfiniment de la frontière de dp-i ; et l'on peut appliquer les résultats obtenus plus haut, non seulement à l'intérieur, mais à la frontière de dp_i. On démontrerait de la même manière que z'^^ „ ne peut prendre qu'une seule fois la valeur a'p.
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Cela posé soient pp et cpp le module et l'argument de eip, envisageons le rapport
Je dis que ce rapport ne peut, à l'intérieur de c/p-i, devenir m nul, ni infini; en ellel 5^, „ et Zp.o étant finis à l'intérieur de ce domaine, R ne pourrait devenir nul ou infini, que si l'on avait :
1° ou bien z' „ = o, ce qui ne peut arriver qu'an point O;
2° ou bien ppZp,o — e'Tpz=o, ce qui est impossible puisque pp<^ i, \Sp.o\<i i, I e'fp \~i;
3" ou bien ;,, „ — p,,e'?f = o, ou Zp,„=a,,; ce qui a lieu en O' par hypothèse, et ne peut avoir lieu en aucun autre point par suite du théorème que nous venons de démontrer.
Il n'y aurait donc que pour le point O', et en ce point le numérateur et le dénominnteur s'annulent et la fraction reste finie.
Donc logj R| est une fonction harmonique à l'intérieur de dp^i. De plus quand on décrit la frontière de dp_,, on a
l-7'.o| = l=^..ol = |R|=I,
d'où log|R| = o; cette fonction s'annulant à la frontière du domaine et étant harmonique dans tout le domaine, doit s'annuler dans tout le domaine. Donc R est une constante dont le module est égal à i.
Pour déterminer celte constante je donnerai aux fonctions leurs valeurs au point O, c'est-à-dire
Pp
On a donc entre z'^, „ et s^ „ la relation linéaire
(a) ,' ^ _ ^' "P«— Pp'^"fr
f'.fl , r
Pp Pp^p.o — ^ ■ P
Soit maintenant
la valeur de ; au point O', et a' la valeur de ;;' au point O. Faisons croître /)
indéfiniment, ^^,.0. -^ „, «/m p/n 9^r a,, lendronl vers z, z', a, p, 9, «', et à la limite la relation (2) devient
Donc les deux fonctions z et z' sont liées par une relation linéaire. Ce n'est pas tout; ;' ne peut s'annuler qu'une fois; à savoir au point O'. Donc z ne peut prendre qu'une fois la valeur a, c'esl-à-dire la valeur qu'il prend au point O'; et comme O' est quelconque, la /onction z ne peut prendre qu'une seule fois la même valeur.
VIII. — Représentation conforme du domaine I» sur un cercle
Résumons les résultats obtenus; nous avons vu qu'il existe une fonction anal^'tique ; du domaine D, qui ne peut prendre que des valeurs de module plus petit que I. et qui ne peut prendre chacune de ces valeurs qu'une seule fois, mais nous ne savons pas encore si elle peut prendre toutes ces valeurs. En d'autres termes, traçons dans le plan des s le cercle K, de centre O et de ravon i. Nous aurons une représentation conforme du cercle R sur le domaine D, de telle façon qu'à tout point de D corresponde un point de K et un seul, et qu'à tout point de R ne puisse correspondre plus d'un point de D. Mais nous ne savons pas encore si à tout point de R correspond un point de D. C'est ce dernier point qu'il s'agit d'établir.
Nous serons clone amenés à distinguer dans R deux ensembles de points :
1° l'easemble E des points de R auxquels correspond un point de D:
2" l'ensemble E, des points de R auxquels ne correspond aucun point de D.
Je me propose de démontrer que l'ensemble E comprend tout l'intérieur de R et que l'ensemble Ei se réduit à la circonférence de R.
Observons d'abord que autour de tout point de E on peut décrire un cercle de rayon assez petit |)our que tous les points intérieurs à ce cercle appartiennent également à E, et en elTet la fonction :; étant analytique, à toute aire de D correspondra une aire de R. L'ensemble E ne contient donc pas de points isolés, et est contenu dans son propre dérivé E'. En revanche E' contiendra des points qui n'appartiendront pas à E et qui représenteront la frontière de E.
Aux différents éléments C/, de D correspondront des aires y/, du cercle R; toutes ces aires feront partie de E. Deux de ces aires ne pourront avoir de
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points communs que si elles correspondenl à deux éléments contigus de D, c'est-à-dire à deux éléments tels que certains points do l'un soient identiques à certains points de l'autre, piiisqu'à un point de Iv ne peut correspondre qu'un seul point de D (c/'. paragraphe II). Je remar(|ue d'autre part que l'enseinble E esi simplement connexe, je veux dire par là que si une courbe fermée t'ait parlie de E, tous les points intérieurs à cette courbe feront également parlie de E. Cela résulte de ce fait que le domaine D est lui-même simplement connexe.
Si alors tous les points d'une courbe fermée C font partie de E, c'est-à-dire ont leurs images sur D, l'ensemble de ces images formeront aussi une courbe fermée. D étant simplement connexe, celle courbe enfermera une aire faisant partie de D. Les images sur K des différents points de cette aire furmeront à leur tour une aire cpii ne sera autre chose que l'aire limitée par C.
Si C est une circonférence de centre O, il n'y aura à l'intérieur de celle circonférence aucun point de E, ; si donc il n'y a pas de points de E, dont la distance à O soit égale à a, 11 n'y en aura pas non plus dont la dislance soit plus petite que a.
Cela posé, nous allons donner de notre proposition une première démonstration fondée sur la méthode de Osgood.
.Soit q un point quelconque de la frontière de E, soient qi et (72 deux autres points de E, d'ailleurs quelconques. Construisons une fonction fuchsienne
définie de la façon suivante :
i" elle ne devra prendre aucune des trois valeurs
q, qi, qi-
1" le polygone générateur aura tous ses sommets sur le cercle fondamental (c'est-à-dire qu'il sera de la troisième famille); ce sera un quadrilatère dontles côtés seront conjugués deux à deux, de façon que deux côtés conjugués soient adjacents (c'est-à-dire qu'il sera de genre zéro); quand w se rapprochera de l'un des quatre sommets, ^(tv) lendra vers respectivomenl q, q,, q.^ ou qi [de sorte que notre fonction o((v) sera liée à la fonction modulaire par une relation linéaire simple].
3" de plus on aura
Posons alors
on voit que (v esl une fonction nuilliforme de z et qui ne peut prendre que des valeurs dont le module est plus petit que i. Quand s tend vers q. le module de toutes les déterminations de ti' tend vers l'unité, je précise : si parmi toutes les déterminations de w, celle dont le module est le plus petit est n,,, le module \wo\ est plus grand qu'une fonction 'i{\:- — 7I) qui tend vers l'unité quand I 3 — q\ tend vers zéro.
J'observe de plus qu'à l'intérieur de E la fonction w peut être regardée comme uniforme. En effet, cet ensemble E étant simplement connexe, une courbe fermée tracée sur E ne peut contenir à son intérieur que des points de E; elle ne peut donc contenir aucun des trois points singuliers cy, q^, q,. Nous choisirons la détermination de n' qui s'annule pour 3 = 0.
Posons alors
t = log
cette fonction t sera harmonique dans E sauf en O où elle devient logarilhmiquement infinie; de plus elle esl toujours positive.
Comparons-la à une des fonctions u„; ces fonctions, harmoniques dans D, le seront aussi sur K, puisque la représentation de D sur K est conforme. Il n'y aura d'exception que pour le point O où ces fonctions deviendront logarilhmirjuement infinies et pour les lignes correspondant aux lignes de discontinuité L des paragraphes précédents et qui en sont l'image sur K; dans le voisinage de ces lignes que nous appellerons l, les fonctions (/„ se comportent comme des potentiels logarithmiques engendrés par des masses négalii-es répandues sur ces lignes.
La différence t — u„ sera donc une fonction harmonique (même au point ( )) sauf sur les lignes / où elle se comportera comme un potentiel logarithmique engendré par des masses positives répandues sur ces lignes; elle pourra donc avoir des inaxima, mais pas de iniuima.
Soit alors e,, l'ensemble des points appartenant aux divers éléments que l'on a dû successivement balayer pour obtenir m„ ; sur la frontière de e„ et en dehors de e„, on a
t > o, Un =0, I — Un > o,
on aura donc aussi à Tinlérieur de e„ (où il ne peul pas y avoir de minima)
t — u„>o, t > Un,
et comme cela a lieu quel que soit n, on a dans E, à la limite
Mais nous pouvons trouver une suite de points
nii, m,, . . ., m/,,
qui appartiennent à E et qui se rapprochent indéfiniment de q, puisque q fait partie de E'. Si
\\m m /, = q , l\mG( \ m/, — q \) = i.
Soient t/, et uvi les valeurs de C et de (v correspondant à ni/,, on aura
I «"/, I > e( I «!/, — y I ), lini I «'/, ! = I , lini 'h = o.
Or M = log donne donc
On a donc
et à la limite
et se réduit à log
pour z = m/,. L'inégalité f^u nous
th > log
lim log
loÊ
= 0, |yl=l.
Le point q est donc sur la circonférence du cercle K, et comme q est quelconque, tous les points de la frontière sont sur cette circonférence, c'est-à-dire que E comprend tous les points intérieurs à K.
Nous allons donner de la même proposilion une seconde démonstration.
Remarquons d'abord que les m„ considérées comme fonctions de z vont se comporter comme des potentiels logarithmiques; et les masses génératrices seront les mêmes que les masses correspondantes, quand on regardait les Un comme fonctions de x :=^ i-\-iri. Je ne veux pas dire que les densités restent les mêmes, parce que les aires et les longueurs sur K. ne sont pas égales aux
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aires et aux longueurs sur D; mais dans deux aires, ou dans deux arcs correspondants, les quantités totales de matière attirante sont les mêmes. Je fais en passant cette remarque bien qu'elle ne doive jouer aucun rôle essentiel dans la démonstration qui va suivre, parce qu'elle découle immédiatement des propriétés de la représentation conforme.
Nous allons nous appuyer sur l'un des théorèmes de Green, qui est le suivant. Soient V et V deux potentiels par exemple logarithmiques, on aura l'identité
les masses m sont celles qui engendrent le potentiel V, et chacune d'elles doit être multipliée par la valeur de \ ' nu point occupé par cette masse. De même les masses m' sont celles qui engendrent V, chacune d'elles doit être multipliée par la valeur correspondante de \\ Nous allons appliquer ce théorème :
i" A la fonction u rej^ardée comme fonction de ;;, c'est un potentiel logarithmique engendré par une masse + i située au point O, et par des masses négatives — m réparties sur la circonférence de K.
2" A la fonction u„ regardée comme fonction de z, c'est un potentiel logarithmique engendré par une masse + i située au point (), et par des masses négatives — m,, réparties sur les lignes de discontinuité l.
3° A un potentiel auxiliaire tv que nous allons diMinir.
Soit
Soit VV un potentiel logarithmique, dû à des masses /j., toutes positives et toutes situées à l'intérieur de K et au sujet desquelles je suppose :
1° que la somme des masses p. contenues entre les deux circonférences concentriques à K et de rayons /■' et r' -}-dr' , que cette somme, dis-jc, est égale à II' dr\ h' étant une fonction quelconque de ;■', positive et finie;
2" que si sur la circonférence de rayon /', il y a des points de E|, toutes les masses [i. qui se trouvent sur celle circonférence, sont sur E,.
Si alors /■' et 0' sont les coordonnées polaires de la masse attirante [>■', si /• = e"", 0 := — (• sont celles du point attiré, on aura
W = S.a Ing ■
\jr--\- r'^—2rr' cos{^ — 9')
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Soil W le poU'nlicI que l'on déduit de W en balayant le cercle K; il est dû à des masses posilives fi' siluées sur la circDiilérence de K, el il est égal à W en dehors de K el sur la circonférence de K. Posons enfin
Le potentiel w est alors dû aux masses /jt et — f^'; il est égal à zéro hors de K et sur la ciiconférence de K. A l'intérieur de K on a
^ 1 < / r'r- -T- I — •) rr ru?.( 0 — 0' ) ,
Le radical du second membre, quand ou fait varier 0 — 0', atteint son maximum pour 0 — 0'= o et cela quels que soient /• et /' (qui sont < i). On a donc
v.ji loï = / /( <lr loir — ■
On voit aisément que le dernier membre est toujours fini el positif; qu'il s'annule pour /•:= i et que si h' s'annule pour /'^ i , si par exemple /i' = i — /■', il s'annule comme u, de sorte que le rapport de u' à u resle fini. On peut donc trouver une quantité positive X telle que
La formule (i) appliquée à m et à u,, nous donne (u — u„)o= - rn,, u — S niu„.
Le premier membre représente la valeur de u — Un au point O où sont les doux masses +i; dans le second membre, il faut donner à u les valeurs correspondant aux. diverses masses m,, et à a„ les valeurs correspondant aux diverses masses m. Mais ces dernières masses sont toutes sur K et sur cette circonféience u,, est nul. Nous pouvons donc écrire
Appliquons maintenant le théorème <le Green à u et à tv, il viendra
(4) »'o — -/>nv = i;;ji(/ — -;i'«!
n'„ étant la valeur de u' en zéro. De même en l'appliquant à u,i el à (v : Ci) ii'o — !/?(„»'= 2,uiM„ — 2;i.'«„.
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Toutes les masses /j.' sont sur la circonférence K de même que loules les masses m, or sur K on a
Nos équations peuvent donc s'écrire
(ibis) ii'o= -;-Jt«<,
( 6 bis ) «"o — - "tn II' = 2,a ti„,
ou en retranchant, et tenant compte de (2) ou en vertu de (3)
(6) 2,a(M — M„)< À(m — tt„)o
la différence u — u„ est toujours positive; mais sur les points de Ej on a u„^o; de sorte que si sur la circonférence de rayon ;•', il y a des points de Ei, comme toutes les masses |jl de cette circonférence seront en ces points, la valeur correspondante de u — u„ sera
u = log p •
On aura donc
(7) 2u(u -«„)>/ /idr\o^,,
a étant la plus courte distance du point O à l'ensemble E, ; car s'il y a des points de El pour r'= a, il y en aura, comme nous l'avons montré plus haut, pour /•'> a. Ou a donc
/iV/r'Iog- <à(m — «„)o.
Quand n croit indéliniiuenl la difl'érence (u — m,,),, tend vers zéro; il en est donc de même du premier membre, ce qui veut dire que a tend vers 1 ; on a donc
ce qui veut dire que l'ensemble E, se réduit à la circonférence K.
IX. — Propriétés des fonctions uniformisantes. Considérons un système quelconque
de fonctions multiformes de x. Nous avons vu au paragraphe IV que si D est le domaine principal de ce système, on peut toujours trouver un domaine D' régulièrement multiple de D, et simplement connexe, pour lequel la fonction de Green u existe.
Ce domaine D' étant simplement connexe, les paragraphes V et VIII nous apprendront qu'on peut déduire de u une fonction z; que si dans le plan des : on trace le cercle K de centre O et de rayon i; à tout point de K correspond un point de D' et un seul, et réciproquement. Donc
yi, j,, .... X
so/U des fonctions uniformes de z, x ^ <l'{z), yi=^ fJi(z).
J'ajoute qu'à tout point pour lequel les fonctions j-j, j'^, . . . existent toutes, correspondra un point intérieur à K, et non pas un point situé sur la ciconférence de K. U suffit pour obtenir ce résultat de choisir convenablement la fonction fuchsienne auxiliaire du paragraphe IV' et d'admettre les éléments algébriques. // n'y a pas d^ Ausnahmsstellen.
Cherchons maintenant les propriétés de ces fonctions uniformes de 2,
Nous avons dit que D' était régulièrement nuiltiple de D; cela veut dire qu'à tout point M de D correspondent divers points
M,, Mo, ...
de D'; si de plus le point M varie sur D d'une manière continue, il en sera de même des points M|, Mn, . . . sur D'. Si M décrit une courbe fermée infiniment petite, il en sera de même de Mi, M2, . . -, mais cela ne sera plus vrai en général si la courbe fermée décrite par M n'est pas infiniment petite.
Je dis maintenant que si Mi décrit une courbe fermée finie, il en sera de de même de M2. Cela lient à ce que le domaine D' est simplement connexe. Soit en edet C la courbe fermée décrite par Mi, elle limitera une certaine aire
située sur D'. Décomposons celte aire en une infinité daiies infiniment petites. QuanJ Ml décrira le contour dune de ces aires partielles, M-, reviendra à sa valeur initiale et décrira une courbe fermée. Il devra donc en être de même quand M décrira le contour de l'aire totale.
Donc M.> est fonction uniforme de ÎNI, et réciproquement. Soit
la fonction ainsi définie; si A est une courhe, ou une aire décrite par le point M, alors i2{\) sera la courbe ou Taire correspondante décrite par AI,. Par exemple celle aire A peut être un des éléments du domaine D' el alors "(A) sera un autre élément de D'.
Cela posé considérons les fonctions
Mo, Wl, W2, • • ■ 1 W/j) ■ • •
formées en partant du point O et en balayant successivement les éléments
du domaine D'.
Formons ensuite les fonctions
en partant du point Î2(0) et en balayant successivement les éléments Û(C,), 2(Co), ..., Û(C„), ...
du domaine D'.
Les éléments correspondants C„ et i2(C„) coïncident au point de vue géométrique, de même que les points O et 12(0); les opérations donneront donc les mêmes résultats et l'on aura, pour un point M, quelconque du domaine D'
et à la limite
en appelant u' et u les limites des deux suites «'„ et u,,.
( )r u' et u sont les fonctions de Green formées respectivement en partant des deux points i2(0) et O; à l'aide de ces deux fonctions on peut former les deux fonctions z et :■' par les procédés du paragraphe V^ Nous avons vu au para-
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graplie VII que ces deux fonctions sonL li^es par une relation linéaire. Donc les valeurs de z qui correspondent aux deux points
sont lices par une relation linéaire. Mais ces deux points correspondent à un même point M du domaine D, et par conséquent aux mêmes valeurs des fonctions
yi=^,{z\ .r = 0>(3).
Donc ces fonctions ']'(-) ^^ ^i{^) ^^ sont pas altérées par certaines relations linéaires. Ces relations linéaires sont généralement en nombre infini, parce que les points de D' qui correspondent à un même point de D sont généralement en nombre infini. Elles forment naturellement un groupe; enfin de même que les substitutions des groupes fuchsiens elles n'altèrent pas la circonférence K. Ce groupe tout à fait analogue aux groupes fuchsiens peut s'appeler yMc/(.çoi't/e .• ainsi nos fonctions '-!^(-), Oi(^) ne sont pas altérées par les substitutions linéaires d'un groupe fuchsoïde.
X. — Relations entre les fonctions de Green
Comparons maintenant les fonctions u„ relatives au domaine D, et celles qui sont relatives au domaine D', i-égulièrement multiple de D. Soit M un point de D et
1),(M), -Qo(M), ...
les points correspondants de D'; les fonctions £2,, ii^, . . . sont continues, mais il peut se faire qu'elles s'échangent les unes avec les autres quand M décrit une courbe fermée de D.
Considérons la suite des fonctions
relatives au domaine D' et obtenues en partant du point i2, (()) et en balayant successivement les éléments
Considérons de même la suite des fonctions
,,{k) ,,{k) ,,lk)
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relatives au domaine D' et obtenues en partant de "/,(0) et balayant successivement
Q*(C,), iik{C.,), ..., Qk(C„), .... D'après le paragraphe précédent on aura, pour un point M quelconque,
ttS*'[Q,l(M)] = «„'>[n,(M)].
Considérons enfin les fonctions
Uo, u,, ..., u,„ ...
relatives au domaine D et obtenues en partant du point O et balayant successivement les éléments suivants de D
Je désignerai par Co l'élément de D dont fait partie le point O. Alors le point 0/,(()) fera partie des éléments £2/,(Co). Les différents clémenls 1^/,(C„) n'ont aucun point commun.
Supposons en effet que deux éléments ii;(Gû) et £2i(Co) aient un point identique, tous leurs points qui ont mêmes coordonnées devront être identiques, d'après l'une des conditions énoncées au paragraphe II. Or ces deux éléments coïncident au point de vue géométrique, donc tous les points correspondants de ces deux éléments devraient être identiques; si ensuite i2,(C() est contigu à Î2,(C|,), i2/.(C,) est contigu à 1^/,(C|,); les deux éléments i2,(Ci) eti2/,(Ci) auraient donc des points identiques, et il s'ensuivrait, comme pour iî,(Co) 'et £2jt(Co), que ces deux éléments devraient être identiques; on verrait alors de proche en proche, que quel que soit le point M. £2, (M) serait identique ài2A(M).
Nous devons donc admettre que les deux éléments £2,(Co) et £2i(Co) ne peuvent avoir aucun point commun, et il en serait de même évidemment pour les deux éléments i2,(C„) et 12^(0,,).
Cela posé, je me propose de démontrer que l'on a en un point quelconque du domaine D'
et d'abord que
Un — — X-"ii •
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Considérons un polnl M quelconque de D'; s'il n'apparlienl à aucun des
"/,(C„) on aura
S'il apparlienr à l'un des i^A(C„), il ne pourra appartenir à aucun des i2,(C„),
on aura donc
?,.((' = o (si î't A-),
cl d'ailleurs, d'après la façon dont les fondions ;/„ sonl formées
Il _ „{k)
On aura donc dans lous les cas Je dis maintenant que si
(2) u„_i = Sx «;,':!,,
on aura également
KJ II -tk li ,1 .
En effet si le point M n'apparlienl à aucun des i2<(G„), c'est-à-dire à l'un des éléments que l'on balaye pour passer des fonctions d'indice n — i aux fonctions
d'indice «, on aura
Si M appartient à l'un des Q.k{C,i), il n'appartiendra à aucun autre desî2,(C„). Les masses génératrices de la fonction U„_i s'obtiendront en ajoutant entre elles toutes les masses génératrices des fonctions u^^^^ , en vertu de l'équation (2) et de la définition de ces masses génératrices. En balayant toutes ces masses on
aura donc
Qu'arrive-t-il maintenant quand n croît indéfiniment; M^f tend vers une iiinitc w"' que nous supposons finie, et U„ tend vers une Iiiuilc U (jui peut être infinie. On a donc
u = u„+ i:„(U„- u„_,) = Sx«'/'+ 2„i:/,(«,r'- u',^i, ).
11 faut ici sommer d'abord par rapport à A', puis par rapport à /(, mais comme les termes de ces séries sont essentiellement positifs, on peut en intervenir l'ordre et écrire
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Donc la condilion nécessaire et suffisante pour que la fonction de Green existe pour le domaine D, c'est-à-dire pour que la suite des U,, ait une limite finie, c'est que la série 2/,«"' converge.
Si cette condition est remplie, nous voyons que les fonctions U et «"'étant harmoniques et positives, on aura également, par le théorème de Harnack :
et par conséquent
f<''l, s"', V, Z étant formées avec «''■', U, comme «■ et ; l'ont été avec u au paragraphe V (la lettre H représente un produit infini).
Mais les variables ^'''i sont liées entre elles par les relations linéaires, qui forment le groupe fuchsoïde du paragraphe précédent. On prendra donc les diverses Iransforniées de z par les subsliLutions linéaires de ce groupe fuchsoïde, on en fera le produit; si ce produit converge test que la fonction de Green existe pour le domaine D et ce produit est précisément la fonction Z déduite de cette fonction de Green U par les procédés du paragraphe V.
XI. — Propriétés du groupe fuchsoïde
Soit
T'ï/^ + sJ
la substilulion la plus générale de notre groupe fuchsoïde. Désignons par m(D, ()) la fonction de Green relative au domaine D et qui devient infinie au point <). De cette façon, les fondions
u(*), U du paragraphe précédent seront désignées par
«[D', Qi(0)], «(D, 0).
Nous désignerons par ^(D, U) la fonction déduite de u(D, ()), comme z a été déduit de u au paragraphe V.
Nous désignerons simplemenl par z la fonction .3 [D', rii(0)]elce sera noire nouvelle variable indépendante. Nous aurons alors
Ok
le second membre correspondant à l'une des substitutions du groupe fuchsoïde; d'après cela, on devra avoir a, = ôi=:i, (3, = -1 = 0, de sorte que l'indice i correspondra à la substitution identique.
On aura alors, d'après le paragraphe précédent
D, 0)=JJ
ax ; + pA-
Ok
Soit maintenant lii(()') un autre point quelconque de D', on aura d'après le paragraphe \II
z[D', lJ,(0'j] =
a, b, c, d étant des constantes; on en conclut
-m' n m'M <-'(^kZ + ^k) + b{-;kZ + ôk)
et l'on trouvera encore
(2) 5(D, o') = n.-[D', iik{0')] -fjfrl
11 s'agit donc de savoir si la somme
m(D, 0) = i:iog
• aj^kz + pli) -i- fc(T<-5 + 5<) ::( «t 3 -H pi ) + rfC 7* 2 -+- S* )
fk ô*
converge, c'est-à-dire si la fonction de Green existe pour le domaine D.
Or en vertu d'un théorème bien connu la condition nécessaire et suffisante pour que celte série
Slos
■J.Z + fj
converge, c'est que la série
converge absolument, ou encore que la série
converge ou encore qu'il en soll ainsi de la série
en désignnni par ;' une quantité qui a lucnie argument que ;; et même module que _ ; et en elFcl
sont imaginaires conjuguées. ( )r cela peut s'écrire (en tenant compte de
aô — |3y= i);
y îzii
Il est aisé de voir que pour les termes d'ordre élevé, pour lesquels a, (3, y, ô ont de 1res grandes valeurs, |a5'+(3| est sensiblement égal à |y;'+ô| et à I y^ + ô |.
Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour (juc la fonction de Green existe cest que la série
converge.
Reportons-nous au premier Chapitre de mon Mémoire sur les fonctions fuchsiennes el rappelons un des modes de raisonnement que nous y avons employés; soit S une petite aire enveloppant le point z, el soit S/, [loc. cit.) ce
que devient cette aire quand on change z en ^^^^^^ ^- Nous avons vu que ces
aires sont entre elles comme les quantités
iT*=-t-8i-|'
et comme la série iS^; converge cerlaineiiieut, puisque la somme de toutes ces aires est toujours plus petite que le cercle fondamental, nous en avons conclu que la série
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converge toujours, ce qui est le tondement de la théorie des fondions ihélafuchsiennes.
Dans le cas qui nous occupe, nous pouvons en tirer la conclusion suivante : La condilion nécessaire et sujjisan/e pour que la fonction de Green existe pour le domaine D, c'est que la série
Si cette condition est remplie, et si D est simplement connexe, il existe une foaciion / ipii prend aux difierenls points du domaine D toutes les valeurs intérieures au cercle de rayon i et ne prend chacune d'elles qu'une fois. Elle permet la représentation conforme du domaine D sur un cercle. Elle n'est pas altérée par les substitutions du groupe fuchsoïde.
Si cette condition est remplie, et si D n'est pas simplement connexe, il existe une fonction Z qui par rapport aux substitutions du groupe fuchsoïde satisfait à la condition
M/, étant une constante de module i .
Qu'arrive-l-il enfin si la condition n'est pas remplie. On pourrait former les séries thôtafuchsiennes, lambdafuchsiennes. etc., tout comme avec les fonctions fuchsiennes ordinaires; on arriverait ainsi à l'étude complète du domaine D. Mais nous suivrons une autre voie.
XII. — Le domaine l'i et sa fonction de Green
Je vais utiliser les résultats de la méthode alternante de M. Schwarz. Reprenons notre domaine D, sur lequel nous ne faisons aucune hypothèse. Soit Co un élément de ce domaine, où se trouvera le point O, et C„ un autre élément qui aura pour centre le point O'. Nous pourrons toujours supposer que le point O qui appartient à Co, n'appartient à aucun autre élément de D, contigu à Co, et de même que le point O' qui appartient à C'„ n'appartient à aucun autre élément de D, contigu à C',,.
Construisons ensuite un domaine Dj contenu dans D, et qu'on déduira de D tout simplement en supprimant l'élément C',,; les points de D qui font partie
de C'„, sans appartenir à aucun autre élément de D, contigu à C'„ ne feront pas partie de Dj; et au contraire les points des éléments contigus à C'„ appartiendront à D,, bien que faisant partie de C'„.
Je dis d'abord que la fontion de Green existera pour ce domaine Di. Formons en effet comme au paragraphe III, la série des fonctions Un en partant du point O et en effectuant une série de balayages successifs portant sur les divers éléments de Di (c'est-à-dire sur les divers éléments de D, sauf sur €„). Ces fonctions Un sont des potentiels logarithmiques engendrés par une masse positive + I située en O et par diverses masses négatives dont la somme est égale à — i .
Cherchons la valeur moyenne de «„ sur la circonférence de C'„; prenons pour un instant des coordonnées polaires r et u, en prenant pour pôle le centre de C'„, c'est-à-dire le point O' et envisageons l'intégrale
r/dJ
prise le long d'une circonférence ayant son centre en O'; nous aurons
M r du,, ,
Celte intégrale est, en vertu des théorèmes de Green, égale à — in multiplié par la somme des masses génératrices situées à l'intérieur de la circonférence. Cette somme est plus petite que i en valeur absolue; on a donc
dS ^
Si alors /•„ est le rayon de la circonférence de Co et si /-j est la plus courte distance de O' à la frontière de D|, on aura
Jo< Ji-i-2- log^-
Mais J| est nul puisque m„ est nul en tous les points de C'^ qui ne font pas partie de Di; ri n'est pas nul, car le point O' et les points voisins ont été supposés en dehors de Di ; on a donc
Jo = / t'n doi < 2 - log — , ce qui veut dire que la valeur moyenne de Un sur la circonférence de C'^ est
plus petite que log"; a fortiori la valeur minimum de m„ sur celle circonférence sera plus petite que log — ■
Soit E„ l'ensemble des arcs de cette circonférence tels que
M„< log -"• 'l
On voit que E„ ne peut pas se réduire à rien, quel que soil n. De plus E„_^i est contenu dans E,; puisque
Donc il y a sur la circonférence de C'„ au moins un point M lel que l'on ail, pour toutes les valeurs de n,
Un< log — • ' 1
En ce point iM la suite des «,i convergera; et comme elle ne peut converger en un point sans converger partout {voir paragraphe III), elle convergera dans tout le domaine Di. La fonction de Green que nous appellerons f<(Di, O) existe donc pour ce domaine Dj.
Soit 0 la partie commune à G',, et à Di; ce sera un domaine limité extérieurement par la circonférence G'„ et intérieurement par une ligne fermée L„, formée d'un nombre Uni d'arcs de cercle appartenant aux circonférences des divers éléments contigus à C'„. Getie ligne fermée Lo fera partie de la frontière de D|.
On peut vérifier que la fonction de Green «(Di, O) tend vers zéro quand on se rapproche de Lo. En effet, celte fonction est harmonique et par conséquent analytique sur la circonférence C'^ qui est tout entière à l'intérieur de D,. Nous pouvons donc construire une fonction T qui soit harmonique dans le domaine ô, qui soit égale à zéro sur Lq et à m(Di, O) sur la circonférence Co- On aura alors
M„ = T = o sur Lo et
sur la circonférence C'„. Comme Ua — ^T ne peut admettre que des minima, on aura
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dans tout le domaine ô; cl par conséquenl
Mais quand on se rapproche de Lq, T lend vers zéro, il en est donc de mémo de m(Di, O). Donc T et u{D,. O) sont deux fonctions harmoniques dans le domaine ô et qui prennent les mêmes valeurs sur la frontière de ce domaine. Elles sont donc égales et l'on a
Cela nous prouve en même temps, qu'en lnus les poinls de L,,, la dérivée
>/ii( Di, O ) ,1-. -Il • • 1 '^^ï -1
se comporte régulièrement, puisqu il en est ainsi de -t-; et il en est
,/X ainsi de -j—j puisque le domaine dans lequel la fonction T est définie est limité
par un nombre fini d'arcs de cercle et que tous les raisonnements habituels relatifs au problème de Dirichlet lui sont applicables sans difficulté.
Cela posé, supposons que le domaine D soit simplement connexe, le domaine Di ne le sera pas en général, car par exemple la circonférence C', limite une aire faisant partie de D, à savoir le cercle G'„, mais celte aire ne fait pas partie de Di. l'our rendre le domaine D, simplement connexe, nous allons y pratiquer une coupure Q. La coupure Q sera une ligne qui partira d'un point quelconque de L|| et qu'on prolongera indéfiniment dans le domaine Di.
Je précise; imaginons une série de domaines successifs que j'appellerai
définis de la façon suivante : chacun d'eux sera formé d'un nombre fini d'éléments do D,; c/| comprendra entre autres tous ceux de ces éléments qui sont contigus à Cj, ; dn+^ comprendra tous les cléments de d„ cl d'autres encore; enfin nous nous arrangerons pour que le domaine comprenant C[, et tous les éléments de d„ et que j'appellerai e,i soit simplement connexe, et que tout élément do Dj fasse partie de l'un des domaines f/„ (et par conséquent de tous les domaines suivants r//,+i. . . .).
Le domaine e„ étant simplement connexe sera limité par une certaine courbe fermée L„ ; alors le domaine d,, sera doublement connexe et compris entre les deux courbes L„ et L(,; le domaine rf„_^( — f/„ sera doublement connexe et compris entre les deux courbes L„_,.i et L„.
Alors notre coupure Q sera composée d'une série d'ares Qi, Q.,. ..., Q„, etc..
l'arc Q„ allant do L„„i à L„ à travers le domaine d,, — dn-i- Dans ces conditions la coupure Q rend le domaine D, simplement connexe, et en ell'et si une courbe fermée quelconque tracée sur Di, n'enferme pas une aire appartenant à Di, celte courbe appartiendra à l'un des domaines d,, et enveloppera la ligne Lo, elle coupera donc la coupure Qi + Q.; + . . . + Q/,, et par conséquent la coupure Q.
Soit Dj le domaine obtenu en partant de Di et le rendant simplement connexe par l'introduction de la coupure Q. Il va sans dire que certains éléments de D, étant traversés parla coupure Q, devront être remplacés dans le domaine Di par d'autres éléments en nombre fini ou infini, disposés de telle sorte qu'aucun de ces éléments nouveaux ne soil traversé par Q et que tous les points de l'élément ancien, sauf ceux de la coupure Q, appartiennent au moins à l'un des éléments nouveaux.
Cela posé je dis que la fonction de Grecn m(D2, O) existe pour le domaine D^; en elTet soit
une des fonctions obtenues par les balayages successifs, on aura
puisque la dernière fonction est harmonique et positive dans loutle domaincDi et par conséquent dans tout le domaine D^ ; que u„ (à part la masse + i qui est au point O) n'est engendré que par des masses négatives de telle façon que la différence
ne peut admettre que des minima et pas de maxima et est d'ailleurs négative dans tous les éléments où h„(D.j, O) est nul, c'est-à-dire dans tous les éléments de Do sauf un nombre fini d'entre eux.
Donc la suite des ««(Do, O) converge. c. q. f. n.
Le domaine D.^ étant simplement connexe, l'existence delà fonction m (Do, O) entraîne celle de la fonction -(Do, O), c'est-à-dire d'après les paragraphes V, \ I, ^ II et \ III la possibilité de la représentation conforme du domaine Do sur un cercle K. On voit alors que la circonférence de K va se partager en quatre arcs; l'un l'arc AB correspondra à la ligne Lo, les deux extrémités A et B correspondant au point où la coupure Q aboutit à Lo ; deux autres arcs A'A
et BB' correspondront aux deux lèvres de la coupure Q. Le quatrième arc B'A' correspondrait à la frontière du domaine primitivement donne D. Mais ce dernier arc B'A' peuf se réduire à un point.
Nous sommes donc amenés à distinguer deux cas :
i" Celui où l'arc B'A' ne se réduit pas à un point. Dans ce cas je dis que le domaine Di est susceptible d'une représentation conforme sur un anneau circulaire et le domaine D sur un cercle; la fonction de Green m(D, O) existe.
2" Celui où l'arc B'A' se réduit à un point. Dans ce cas je dis que le domaine Di est susceptible de représentation conforme sur un cercle, et le domaine D sur une sphère fermée.
XIII. — La fonction
Proposons-nous d'abord de construire une fonction V qui soit harmonique dans le domaine D,, égale à r sur L,, et qui tende vers zéro quand on se rapproche de la frontière du domaine primitivement donné D. Partons d'une fonction V,, ainsi définie :
i" A l'intérieur de Lq (c'est-à-dire dans la partie de D qui ne fait pas partie de Di) on a Vo= I .
2" Sur Lo on a Vo ^ 1 .
3" En dehors de C'„ et sur la circonférence de C„ on a Vo= o.
4" Dans le domaine ô, c'est-à-dire entre la circonférence C'„ etLo, la fonction Vo est harmonique, elle tend vers zéro quand on se rapproche delà circonférence C'„ et vers 1 quand on se rapproche de L,, ; elle est donc toujours comprise entre o et 1.
Nous allons maintenant, en partant de cette fonction V,,, balayer successivement les divers éléments de Di.
Cette fonction Vo se comporte comme un potentiel logarithmique engendré par diverses masses situées sur L(, et à l'intérieur de Lq (donc en dehors des éléments de Di)etsur lesquelles par conséquent ne porteront pas les balayages, et par des masses négatives situées sur la circonférence de C'„.
Les masses balayées étant toutes négatives, les fonctions V„ seront toujours croissantes, toujours comprises entre o et i. La suite des V„ convergera donc vers une certaine limite V qui sera harmonique dans le domaine Dj.
Je dis que V tend vers i quand on se rapproche de Lq. Soit en cfl'et ), un des arcs de Lq, soit c la circonférence à laquelle cet arc appartient et qui limitera un cercle c correspondant à un élément de D conligu à Cj ; je suppose d'abord que l'on se rapproche de l'arc )., je construis une fonction T, harmonique à l'intérieur do c, égale à i sur À et à zéro sur le reste de la circonférence c. Au moment où l'on vient de balayer c, la fonction V„ est harmonique dans c; et l'on a
V„=T = i sur).,
Vn> o = T sur le reste de la circonférence c.
On a donc à l'intérieur de c
et par conséquent à la limite
Quand on se rapproche de /, T tend vers i , il en est donc de même de V. 11 reste à voir ce qui se passe quand on se rapproche de l'extrémité d'un des arcs À, c'est-à-dire du point d'intersection de deux circonférences telles que c. 11 n'est pas nécessaire pour cela de répéter la discussion. Soient c et c' ces deux circonférences, A leur point d'intersection, /. et À' les deux arcs de Lq qui font partie de c et c'; du point A comme centre décrivons un cercle y de rajon très petit, et considérons le domaine £ commun à y et à Di et qui sera limité par une partie de la circonférence de y et par une partie des arcs À et À'; dans ce domaine la fonction V est harmonique, elle tend vers i quand on se rapproche d'un quelconque des points de ?. ou de X', le point A excepté; cela suffit, d'après les propriétés bien connues des fonctions harmoniques, pour qu'elle tende encore vers r quand on se rapproche du point A.
On pourrait seulement se demander si la fonction V ne se réduit pas à une constante et n^est pas partout égale à i .
Supposons d'abord qu'il n'en soit pas ainsi. Je dis qu'en tout point intérieur au domaine D, elle est plus petite que i. Considérons en effet la représentation conforme du domaine D._, défini plus haut sur le cercle K. Nous voyons que la fonction V [considérée non plus comme fonction d'un point N du domaine Di (ouD.,) mais comme fonction du point correspondant M du cercle K] est encore harmonique; elle est d'ailleurs toujours comprise entre o et i. De plus en un point M au moins intérieur à R, la fonction V est < i, puisque par hypothèse elle ne se réduit pas identiquement à i. Soit alors M' un autre point intérieur
à K; soient V(M) et V(M') les valeurs de V en ces deux points. Comme la fonction harmonique i — V est toujours positive, nous pouvons appliquer le théorème de Harnack el assigner une limite inférieure au rapport
Comme i — V(M) n'est pas nul, il en est de même de i — ^'(M'). Ainsi la fonction V n'est pas égale à i, sauf peut-être aux points de Di (ou de D^) qui correspondent à un point situé sur la circonférence de K. Mais les seuls points intérieurs à D, qui correspondent à un point de la circonférence de K sont ceux qui appartiennent à la frontière de Dn, c'est-à-dire les points de la coupure Q. Mais comme cette coupure Q a été arbitrairement tracée, et qu'on peut la changer, le théorème est vrai pour tous les points intérieurs à Di.
En particulier on peut assigner une limite inférieure différente de zéro à la différence i — V sur la circonférence de C'„.
Nous aurions pu, au lieu d'appliquer les procédés précédents au domaine Dj, les appliquer au domaine d,, que nous avons défini plus haut et qui est limité par les lignes L„ et L,, (cf. p. 122). Nous aurions obtenu une fonction V((/,i) qui aurait él(; à d„ ce que V est à D|.
Ces fonctions \{d,i) présentent une grande analogie avec les fonctions Up^o du paragraphe VI; on pourrait les obtenir en effet en partant de V et en balayant une infinité de fois tous les éléments de d„ avant de passer au balayage des autres éléments de Dj.
L'essentiel c'est que
va eu croissant avec /i ; l'application du théorème de Harnack nous apprend alors que la suite des V{dn) converge uniformément vers V, et que [si \" est une dérivée quelconque de V et V'(rf„) la dérivée correspondante de V(o?„)], la suite des V'(rf„) converge uniformément vers V. Posons maintenant
Les intégrales sont prises le long de la circonférence do C'„ ; ds est l'élément u arc de cette circonférence; les dérivées -y-^» — y. — sont prises pai- rapport a
la normale à cette circonférence; il résulte de ce qui précède que la suite desK,, converge vers R; nous poserons alors
On voit que la suite des W„ converge uniformément vers W, cl que la suite des W^ converge uniformément vers W (en désignant par W et W,', une dérivée quelconque de W et de W„).
Nous allons maintenant définir des fonctions qui seront à W et Wn ce que v et :; étaient à u au paragraphe V. Posons, à cet efTet, comme dans ce paragraphe V :
dW >l\\'
d\\ dW
d\ du •
Nous voyons que Z„ et ses dérivées convergent uniformément vers Z et ses dérivées. Les fonctions Z et Z„ sont uniformes, en effet, quand on tourne autour de L^, WelW;, augmentent de 271, tandis que Z et Z„ ne changent pas.
La variable Z„ nous donne la représentation conforme du domaine </„ sur un anneau circulaire; en effet la frontière de dn se compose de L,, et de L„,
sur Lo on a V„ = i , W„ = =r^ , et sur L„ on a W„ = o ; il n'y a pas de difficulté
pour établir ce dernier point puisque les lignes Lo et L„ qui limilenl le domaine dn se composent d'un nombre fini d'arcs de cercle. Il résulte de là que Z„ ne peut prendre plus d'une fois la valeur A et par conséquent que l'intéarale
dl.„_ A
prise le long d'un contour fermé quelconque ne peut être égale qu'à zéro ou à 2t7r. Mais nous avons vu rpie Z„ et ses dérivées convergent uniformément vers Z et ses dérivées, d'où il suit que J„ tend vers
ce qui montre que cette intégrale ne peut être égale qu'à zéro ou lir.^ et que Z ne peut prendre plus d'une fois la valeur A.
Donc la variable Z nous donne la représcnlaùon conforme du domaine Dj
sur un domaine plan, à un seul feuillet, c'est-à-dire dont les diverses parties
ne se recouvrent pas mutuellement et qui est limité intérieurement parla cirait conférence de rajon e "^ et extérieurement par une ligne fermée ne pouvant
sortir de la circonférence de rayon i (ce dernier point provient de ce que W
est essentiellement positif).
Il faut maintenant établir que cette ligne fermée, qui limite extérieurement
ce domaine plan n'est autre chose que la circonférence de rayon i. C'est un
problème analogue à celui du paragraphe VIII. Nous n'avons qu'à répéter
l'analyse de ce paragraphe que nous ne reproduirons pas. L'ensemble E des
points du plan auxquels correspond un point de Di n'est plus simplement
connexe, puisque D| n'est pas simplement connexe; mais il est doublement
_ VI connexe, étant limité intérieurement par la circonférence de rayon e ^ ; celle
circonférence et une courbe fermée tracée dans E limitent alors toujours une
aire faisant partie de E; si donc une circonférence de même centre, a tous ses
points dans E, il ne pourra y avoir à l'intérieur de cette circonférence aucun
point de l'ensemble Ei des points du plan extérieurs à la circonférence de
rayon e "^ et n'appartenant pas à E.
En s'appuyant là-dessus on définira comme au paragraphe Vlll la fonction auxiliaire de Osgood cp(tv).
Nous prendrons ensuite
/ = A log ■
le coefficient A étant assez grand pour que t soit plus grand que ^ > c'esl-à-dire
que W„ le long de la circonférence de rayon e " qui limite intérieurement E. Le reste de la démonstration se poursuit comme au paragraphe VIII et l'on arrive à la même conclusion : tout point q de la frontière de E est sur la circonférence de rayon i .
Donc la fonclion L nous donne la représentation conforme de D, sur un anneau circulaire.
Nous avons ainsi :
i" Le domaine Di applicable sur un anneau circulaire; 2" L'élément C'„ qui est un cercle.
Ces deux domaines onl une partie commuue o et leur ensemble forme le domaine
On peut alors appliquer un lliéoréme eonnu de M. Scliwarz el conclure que l) est applicable sur un cercle. La fonclioii de Grecn m(D, O) existe.
Où dans le raisonnement qui précède, avons-nous été amenés à supposer que la fonction V ne se réduit pas à une constante égale à i; c'est que si V se réduisait à i , la quantité R serait nulle. Ce qui rendrait la démonstration illusoire. Supposons donc que V ne se n'uluit pas à i, je dis que K ne sera pas nul. Nous avons en ellel comme nous riiv<ms vu plus liaul, une limite siipi'Tieurc de \ , [)lus petite que i sur la circonférence C,,, c'est ce que nous avons expliqué plus haut, soit A celte limite; soit alors T une fonction harmonique dans le domaine ô, se n'^diiisant à i sur L,, el à A sur la circonférence C', ; on aura
as.
et l'intégrale du second mciiiLre n'est pas nulle.
XIV. — Seconde démonstration
On peut arriver au mémo résultat d'une fac^on plus simple par une autre voie. Observons d'abord ([ue nous pouvons supposer que la ligne L,,, qui limite Di se réduit à une circonférence concentrique àC'„. En eflet rien ne nous oblige à prendre pour limite de Di, les frontières de divers éléments de D, puis(jiie ces éléments ont été tracés sur D d'une façon très arbitraire el qu'on aurait pu remplacer D par un domaine équivalent au sens du paragraphe II. Si nous avions supposé plus haut que L,, est une circonférence, plusieurs des raisonnements précédents auraient pu être simplifiés.
Soil O' le centre commun de C'„ el de L,,, Tu le rayon de L,,, /■, celui de C',, /■ la dislance d'un point quelconque à O'. Considérons la f(jnction V, elle est égale à i sur L,,, et sur C„ elle est < A <; i; je dis que nous pouvons assigner une limite inférieure à la dérivée
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en un point quelconque de Lo; celte expression est d'ailleurs essentiellement positive; et en effet cette limite inférieure est
/•O log -;-
Je l'appellerai q.
Soit ensuite à l'intérieur de Lo,
= log-.
Nous aurons sur Lo,
Construisons alors une fonction U satisfaisant aux conditions suivantes : i" Dans D| ou a
a" A l'intérieur de Lo on a
3" Sui- L,i on a
qr„ <]r„
Considérons deux points très voisins de L„, l'un à l'extérieur, l'aulre à riatt''rieur : au premier on aura
_ ( — \ - Zi '^ •> -Lau second on aura
et par conséquent
ce qui veut dire que la fonction Ll, harmonique dans Di et à l'intérieur de Lq, présente sur L» une discontinuité correspondant à des « niasses génératrices » posilii-es.
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Cela pos('. je dis que la fttnclion de Green
M(D, O') existe; formons en eilel par balayages successifs les foiiclions
elles admellent une masse 4- i en O', el en oulre des masses génératrices qui sont toutes négatives. La dillérence
n'est plus discontinue en O' et comme en dehors de O' le potentiel U n'admet que des masses positives, el ii„ que des masses négatives, la diilérence U — u,i ne peut avoir que des maxima, el pas de miiiiina; elle est d'ailleurs positive pour tous les points qui n'appartiennent pas aux ('•[('■ments qu'on a déjà balayés; car avant d'obtenir u„ en ces points on a
On a donc dans tout le domaini' D
ce qui veut dire que la suite des u„, constamment croissante, lend vers une limite finie.
On aurait pu évidemment, avec (pielques changements, raisonner de la même manière sans supposer que Lu est une circonférence, mais cela n'a pas d'intérêt.
Il résulte de là par les raisonnements des paragraphes V, VI, VII et Mil que le domaine D est rcprésentable sur un cercle.
XV. — Cas où la fonction de Green n'existe pas pour D
Nous allons maintenant rechercher ce qui se passe quand la fonction V est constamment égale à i. Reprenons la fonction de Green u(Di. O) etsupposons encore que L» est une circonférence concentrique à C'„; envisageons la dérivée
du(D,, O) dr
aux (Jiffëreiils points de L„ ; nons avons vu au [jaragraplie Xll qu'elle s'y comporte réguliéremenl ; posons
IS
Elle représente au facteur — 2- près, les niasses négatives que les balayages ont amenés sur L; la masse négative totale étant — 1 , on a
Supposons d'abord
je dis que dans ce cas V n'est pas conslaiumenl égale à 1 .
En elFet envisageons le domaine d,, limité par L„ el Lu et imaginons (|ue O fasse partie de ce domaine, ce qui arrivera pourvu ijue /i soit assez grand. Ecrivons simplement u au lieu de m( D, , U) el V„ au lieu de \ {d„ ) ; nous aurons la formule de Green ;
Dans celle formule V" est la valeur de V„ en O; l'intégration est étendue
à tous les éléments ds de la frontière d'un domaine contenant O ; les dérivées -y
représenlenl les dérivées estimées suivant la normale à celte frontière, cette normale étant dirigée vers l'extérieur.
Nous pouvons appliquer celte formule au domaine d,i dont la Irontière se compose d'un nombre fini d'arcs de cercle, de sorte que toutes nos fonctions s'y comporlenl réguliéremenl.
.Sur L., on a
Sur \^n on
tt'/
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On a donc
.(rX='^'"' X-^"' ir
d'où
■i::V,';<Il; on a donc à la limite
V" élanl la valeur de V au point O, el H <; 27r
La foiicliou V n'est donc pas conslaimnont égale à i , ce qui permet d'appliquer les démonstrations des deux paragraphes précédents et de conclure que 1) est représenlable sur un cercle.
Supposons maintenant H = 27:.
Dans ce cas, je dis que le domaine D, est représenlable sur un cercle.
En effet continuons à écrire u au lieu de ;<(Di, O) et déduisons-en les fonctions V el z comme au paragraphe V. Bien f(ue le domaine D, ne soil pas simplement connexe, la fonction j sera uniforme, et en effet quand on tourne autour de l>o, v augmente de H, c'est-à-dire de 27r, ^ est multiplié par e-''^ el ne change pas.
A chaque point de D,, correspond donc un point du plan des :; et ce point est situé à l'intérieur du cercle F de centre () et de rayon i. Il faut voir maintenant si la fonction z ne peut pas reprendre plusieurs fois la même valeur.
Reprenons les notations du paragraphe XIII en posant
W et W'„ avant même sens que dans ce paragraphe XIII.
Les conclusions précédentes subsisteront, c'est-à-dire que la varialile /.„ donnera la représentation conforme du domaine d„ sur un anneau circulaire,
compris entre les deux circonférences concentriques de rayon i ete '^". Seulement dans le cas qui nous occupe, K,j qui va constamment en décroissant, tend vers zéro, el l'on a K =; o, V ^ i , W = ao. Je dis que K„ va constamment en
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décroissant avec n; et en effet \ {d,,) va constamment en croissant, sauf sur L^ ou elle reste égale à i ; il en résulte que sur L„
dF-'
et par conséquent K,i vont en décroissant.
Gela posé, considérons u{dn, O) comme fonction de Z„. C'est une l'onction
harmonique dans l'annean circulaire ' i, e "'■ j , sauf au poinlcorrespondantàO où elle devient logarithmiqucment inlinic, et qui s'annule sur les deux circonférences qui limitent cet anneau. C'est donc le logarithme du module d'une fonction douhlemenl périodique de troisième espèce par rapport au logarithme de Z„.
Je précise; considérons un sj'stème de fonctions doublement périodiques
admettant pour périodes ■j.ir. el~, de sorte que si F(logZ„) est l'une de ces
fonctions on ait
!• ( log Z„ ) = V ( log Z„ + 2 ( î:) = F ( l..g Z„ + '^^ ■
Nous pourrions les considérer comme des fonctions de Z„, mais il \audra mieux poser
de telle façon que | Y„ | = i le long de L„ cl | Y„ | = e *•" le long de L„. Si nous posons alors
F('logZ„) = <I>(Y„),
nous vojons que <^ est une fonclion uniforme île Y„ telle que
<KV„) = <I.(Y„e'*" ).
Mais si nous posons
„(•./„, 0) = Ios|q(y„)y;, I,
il sera une fonction de Iroisiéuie espèce, c'est-à-dire que ce sera une fonction uniforme de Y„ satisfaisant à la condition
il\\„e^") = o.V.(\„)
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a el ). sont des constanles. Si Y," est la valeur de Y„ qui correspond aupoiiil O, valearque nous pouvons toujours supposer réelle puisque l'argument de Y „ n'est dàterininé qu'à une constante près, la fonction 12 devient infinie pour
el nulle pour
V„= V;|, V„ = ^,",6*^" (m entier positif ou négatif)
Y — — , Y — _L fiXr
Elle se réduit à i, pour Y„ = i , et elle est par là enlicrement déterminée par le quotient de deux fonctions 0.
Il est aisé de voir que si nous posons
rduid,,. O) , "" = ~i dr ^^'
on aura H„-< it., 2 7:)i = H — H„=: 2- — H„. On aura d'ailleurs
Lorsque n croît indéfiniment, i — V(rf„) et K„ tendent vers zéro, mais leur rapport reste limite; je ne sais pas encore s'il tend vers une limite finie. En effet la fonction harmonique
estconstammentpositive el elle s'annule sur Lo ; nous pouvons donc lui appliquer
le théorème de Harnack, ce qnl nous fournira une limite supérieure et inférieure
du rapport
V(./„^i)-VCr/„) k„— K„+,
Ces limites s'appliqueront au rapport ou en faisant croître/? indéfinlmenl, au rapport
Ainsi en chaque point du domaine Di, nous pouvons assigner une liinilc supérieure à
lus
Nous pourrions de même nssigner une liniile supérieure à ses dérivées : car si V représente une des dérivées de V, le lliéorémc de Harnack nous fournira encore une limite supérieure du rapport
Cela posé nous avons
logiQ ! = «(./„, 0) + ),
.le dis que quand n croît indéfiniineut, log | i2 1 tend uniformément vers »(Di, O); en cH'ct u(D„, O) tendant uniformément vers m(Di, 0),on peut prendre n assez grand pour que
De plus À tendant vers zéro et log r- restant limité, «n peut prendre n assez grand pour que
). loï
d'où
K(D,, 0)-l..gll2
On démontrerait de même que les d(''rivées de log | i2 | tendent uniformément vers celles de (/(D, , ()), puisque celles de u(d„, O) tendent vers u{Di, O) et
que celles de log r^ sont limitées.
On en conclura que i^ tend uniformément vers :;, et les dérivées de £2 vers celles de •: quand /i croît indéfiniment.
On verrait que dans le domaine d„ la fonction iî peut prendre la même valeur deux fois au plus. Si alors l'on considère deux points O et M du domaine D, et les valeurs correspondantes Y,'| et Y„ de Yn ; nous avons vu que
et log ^ sont limités; nous pouvons donc assigner une limite infé-
loE
vu
' Il
rieure à | Y)) | et à ] Y„ ]. Soit alors M' uu point du domaine (/„ pour lequel il
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reprenue la même valeur qu'au poinl M, el ^ '„ la valeur correspondante de V„. On dàmontrerail, en se servant de l'expression de il par les séries 0, que quand n tend vers l'infini, el par conséquent K„ vers zéro ( Y„ el Y", restant au-dessus d'une certaine limite), Y'„ tend vers zéro, de sorte que le point M' s'éloignera indéfiniment sur le domaine Dj, il ne pourra par exemple rester dans le domaine <//,, où /> est un nombre fixe plus petit que n. On peut donc prendre n assez grand pour que l'on soit assuré que ii(Y,i) ne prendra pas plus d'une fois la même valeur dans le domaine d,,; mais nous avons vu que Î2( Y,i) tend uniformémenl vers s quand n croit indéfiniment (et qu'il en eslde même pour les dérivées) donc en répétant le raisonnement du paragraphe XIII, on verrait que z ne peut prendre qu'une seule fois la même valeur dans le domaine d,, et par conséquent dans le domaine Dj.
Ainsi soit C le cercle de centre O et de rayon i ; la fonction z nous donnera la représentation conforme du domaine Dj sur ce cercle, de telle façon qu'à tout point du domaine corresponde un poinl du cercle et un seul, el qu'à tout poinl du cercle ne puisse correspondre plus d'un poinl du ilomaine; à un poinl de Ln correspondra un point de la circonférence du cercle et réciproquement.
Nous serons ainsi conduits à répartir les points du cercle C en deux ensembles, l'ensemble E des points auxquels correspond un poinl du domaine, (ensemble dans lequel nous ferons entrer la circonférence dont les points correspondent à ceux de L,,) et l'ensemble Ei des points auxquels ne correspond aucun poinl du ilomaine.
Tous les points do E| sont intérieurs à une circonférence, intéricuie ellemême à la circonférence de rayon i. Les points de la frontière de E, sauf ceux do la circonférence de rayon i, font paiiie de E,. Le domaine E esl doublemoiil Connexe, comme D, dont il (^sl l'image. Si donc nous considérons une courbe fermée tracée dans E, tous les points de Ei seronl intérieurs à celte courbe ou tous extérieurs.
Deux hypothèses sont donc possibles :
1° Ou bien E, se compose d'un >rul poinl;
2" Ou l)ieii E, en contient une infinité; car si Ei conlieiil |)lus d'un point, il ne peut admettre de points isolés.
Soient dans cette deuxième iiypolhéso (j. //i et q-, trois points de E,, le pre- H. P. — IV. ,8
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niier sur la frontière do E. Construisons avec ces trois points les fondions auxiliaires d'Osgood :
Cette fonction l est harmonique dans E sauf en O où elle devient logarithmiquemenl infinie; elle est partout positive et tend vers o (|uand on se rapproche de q. La fonction w est uniforme dans E, parce que toute courbe fermée trac(!'e dans E n'enveloppe aucun des points singuliers q, qi q^ ou les enveloppe tous trois.
On a donc < > w (rf„, O) et par conséquent
ce qui montre que ?<(Di, O) tend vers zéro quand on se rapproche du point q\ on en conclurait comme au paragraphe VIII que le point q doit se trouver sur la circonférence de rayon i. Mais il n'en est pas ainsi puisque tous les points de El sont intérieurs à cette circonférence.
Nous sommes donc ramenés à la première hypothèse, d'après laquelle E( se réduit à un seul point.
Pour nous résumer, la fonction z donne la représentation conforme de Di sur un cercle pointé.
Nous avons donc les deux domaines D, et C'„,, qui ont une partie commune ô, et représentahles le premier sur un cercle pointé, le second sur un cercle. Nous pouvons alors, en appliquant les procédés de M. Schwartz {Monatsberichte de V Académie de Berlin^ octobre 1870, p. 75)2) conclure que le domaine total
D = Di-t-C'o— 3
est représentable sur une sphère pointée.
En résume, un domaine D simplement connexe quelconque est susceptible de représentation conforme soit sur un cercle (paragraphes XIII et XIV), soit une sphère pointée (paragraphe XV).
Si alors nous nous reportons à la fin du paragraphe XII, nous verrons que le premier cas ne peut être que celui où l'arc B'A.' ne se réduit pas à un point, et le second cas celui où cet arc se réduit à un point. On peut donc donner au critère qui permet de discerner les deux cas plusieurs formes entièrement diflé-
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rentes les unes des autres et différentes aussi de celle qu'avait adoptée M. Brodén.
Revenons pour terminer à notre fonction Y„ ; nous avons vu que nous pouvions lui assigner une limite supérieure et une limite inférieure; mais il pourrait encore se faire qu'elle oscille entre ces limites quand n croît indéfiniment au lieu de tendre vers une limite déterminée. Les considérations précédentes montreraient qu'elle tend efTectivement vers une limite déterminée qui est
Zo étant l'affixe du point unique auquel se réduit l'ensemble Ei, tandis que :;'„ est le point inverse de Zo par rapport au cercle C-
ANALYSE
TRAVAUX SUR LES FONCTIONS M DEUX VARIABLES
AITE PAR H. POINCAHE.
Acta iiiathcmatica, t. ijS. |i. 70-73 (nj3i).
Il semble d'abord que, pour éludier les fonctions de deux variables, il sutlil d'appliquer, sans rien y changer, les principes qui ont servi à établir les propriétés des (onctions d'une seule variable. Il n'en est rien; il y a entre les deux théories des difi'érenccs essenlielles et l'on ne saurait passer de l'une à l'autre par une simple géniW-alisation.
Cette difi'érence apparaît dés (jue l'on considère les polynômes entiers qui sont décomposables en facteurs s'il n'y a qu'une varial)le et ne le sont plus dans le cas conirairc. Je laisserai de côté pour le moment les diflicultés que l'on a éprouvées en voulant généraliser la théorie des résidus de Cauchy, car j'y veux consacrer le paragraphe suivant. J'insisterai seulement sur un exemple qui met bien en évidence les difTérencos dont je viens de parler; c'est l'étude des fonctions méromorphes dans tous le plan, c'est-à-dire des transcendantes qui ne présentent à distance finie d'autres singularité que des infinis.
On sait que M. Weierslrass a démontré que, si une fonction d'une seule variable est méromorphe dans tout le plan, elle peut être regardée comme le quotient de deux fondions entières. Pour arriver à ce résultat, le célèbre
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géomètre de Berlin conslruil uue fouclion enlière qui s'annule pour Ions les infinis de la fonction méromorphe donnée. Le produit des deux fonctions, ne devenant plus infini, est une fonction entière. Pour construire la transcendante en question, il faut considérer séparément les diliérents infinis de la fonction iiK'iouiorplie donnée.
La iniHhode de M. Woierslrass paraît donc, au premier abord, ne pas pouvoir s'étendre aux fonctions de deux variables, dont les infinis sont non plus des points isolés, mais des multiplicités continues, et ne peuvent par conséquent être envisagés séparément. Aussi les géomètres qui tentaient de généraliser le théorème de M. VVeierslrass ont-ils été longtemps arrêtés [32, 67].
J'eus l'idée de tourner la diflicultc en t;énéralisaiit la notion de fonction de deux variables. Soit en ell'et V + AV une fonction des variables imaginaires X + (')• et z -+- it. La partie réelle V satisfera à l'équalion
„ r/2V rh\ ,h\ r/^y
Mais cette condition n'est pas suffisante |)our qiie V soit la partie réelle d'une fonction de nos deux variables. Il faut en outre que V satisfasse aux relations
^'-) 777^ ^ 77?^ = "' 7J71/Z "^ TJTT/t = '^•
Envisageons maintenant toutes les fonctions \' qui satisfont à l'équation ( i) sans être assuj(ttlies à satisfaire aux équations (2). On pourra alors construire une fonction qui remplira celte unique condition (1) et qui de plus admettra une partie seulement des infinis de la fonction méromorphe donnée sans en adineltre d'autres. Cela était impossible au contraire quand celte fonction restait assujettie aux conditions (2).
Pouvant alors considérer séparément les infinis de notre (onction méromorphe, nous n'avons plus tju'à appliquer la méthode même de M. Weierslrass pour construire une fonction e^ qui s'annule pour tous les infinis de la fonction méromorphe donnée et telle que V satisfasse à l'équation (i). On peut même en trouver une infinité. Soient en effet V„ l'une d'elles et G une fonction enlière, c'est-à-dire toujours finie, de x, y, z, t, satisfaisant à l'équation AG=:o; toutes les fonctions V„-|- G rempliront, comme la fonction Vq ellemême, les conditions énoncées plus haut. U reste à faire voir que, parmi ces fonctions, V,|+G, il y en a une qui peut être regardée comme la partie réelle
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d'une fonction de x -j- iy cl de z -{- it, ce qui veiU dire que l'on peut disposer de la fonction entière G, de telle façon que
C'est ce que j'ai fait, démontrant ainsi le théorème suivant :
Si une fonction de deux variables imaginaires est partout niêromorphc, elle sera le quotient de deux fonctions entières. Je suis revenu sur celte même question [190] et je suis ]iarvenu à simplifier considérablement les démonstrations.
En ce qui concerne les fonctions non uniformes, j'ai contribué à l'élude de leurs propriétés dans le voisinage d'un point donné, par les lemmes que j'ai démontrés au début de ma tliése inaugurale. .Supposons qu'une équation
F( Z, .T,, Xo, . . ., x„) = o,
définissant ; comme f(jntion implicite de x,, X'j, .... x,,, soit satisfaite pour le systèuKî de valeurs
et que nous étudions la fonction dans un domaine voisin de ce système de valeurs. Je suppose de plus que dans ce domaine la fonction F soilholomorphe.
VIT
On sait depuis longtemps que, si -^— n'est pas nul, z est fonction holomorplie
de Xf, x-2. . ■ ., Xn- J'ai cherché ce qui se passe lorsque -j: est nul en même
temps fine —, — i —, — > ••• > -; ri mais que la m' '" dérivée —, — n est pas nulle.
ï * (/z- ftz'' dz'"^^ ' tlz'" '
J'ai démontré que dans ce cas z satisfait à une équation algébrique de la forme
dont les coefficients B sont des fonctions holomorphes des x. J'ai obtenu ensuite un résultat analogue pour le cas où l'on a p fonctions implicites de n variables définies par/> équations simultanées.
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Ou snil (juu M. Weiei-blrass a déinoiilrL' le ihùorème suivant :
Si F (x) est une fonclion inéromorplie dans toute Pétendue du plan., on peut la mettre s<ius la forme du quotient de deux fonctions entières.
\a' lliéuiHMiie aiialugiie ])our les funcli(jns de deux varialjles n'est pas encore diMniinlfé. Je crois eu avoir trouvé une dijmonslralion rigoureuse, dont j'exposerai ici la marche générale si l'Acadéuiie veut Ijieu le periuellre.
Je coUNidère nue fonctiou F(X, Y) de deux variahles imaginaires
X = X ■+- if, Y = c -h (7,
et je suppose que, dans le voisinage d'un point quelconque, celle fonction
N puisse se mettre sous la forme j- > IN et l) étant deux fonctions lioloniorphes.
La partie réelle u d'une fonction quelconque de X et de Y satisfait aux équations •
f/- Il //' Il il- Il il- Il
A" = -j—, + -r-, -*- -7-7 -+- -777 = ") i/.c- iiv- ilz- al-
il- u il- u ^ il- Il il- Il
ilx- liy- (Iz- ilt-
(t- a d- II. , </• Il il- u
llv ilz llx lit llx llz il) lit
J'appellerai fonction/jo«e«</eZ/e toute fonction qui salisfaitàréquationAM=o, et je dirai que cette fonction est entière si elli; est liolomorphe pour toutes les valeurs finies de x, y\ z, t.
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L'ensemble des points x^ y, z, t qui satisfont à l'inégalité
( X — x„ y- + {y _ j'„ )5 -I- ( c _ so )■■' H- ( < — ^, y < r-
formera une réi;l()ii que j'appellerai liyjx'vsphcrique^ à cause de la ressemblance entre l'inégalité précédente et celle qui exprime qu'un point est intérieur à une sphère.
i" Cela pose, je construis une infinité de régions hjpersphériques R°, R'i, .... Je suppose qu'un point quelconque (.r, j', z, t) appartient au moins à une et au plus à cinq de ces régions. Je suppose que ces régions sont choisies de telle sorte qu'à l'intérieur de R°, par exemple, la fonction F peut se mettre
sous la lornie ^r'
J'envisage également les régions Pi,', formées par la partie commune à deux des régions R," et les réglons R;, Pif, R*, formées par la partie commune à trois, à quatre ou à cinq de ces régions.
1° Je construirai une fonction potentielle Jf jouissant des propriétés suivantes : elle est holomorphe à l'extérieur de Rf et tend vers zéro quand X- -\- y- -\- z- -\- t- croît indéfiniment. La différence i[' — log mod D est holomorpiie à l'intérieur de Rf; enfin, sur la limite de la région Rf, Jf est holomorphe quand D ne s'annule pas.
Par exemple, si la région R" est formée de l'ensemble des points qui satisfont à l'inégalité
voici comment ou peut former la fonction J correspondante : on posera
x = rrijpO, )• = /■ siii 0 cristl;, G = /■ sin 0 siii i]; cd* ç, / = /• siii 0 ^lii 'j/ kIii 3.
Considérons trois angles 0', i]>' et o', et posons
a/- = X i:osO' -\- y sin 0' cos Jj'-f- g sin 0' sin 1];' oostp'-i- / ■^iii 0' «in 'i' sin c', (■/(■)'= '^in-O' sin '{/' r/0' c/'V r/i'.
QIC- 1 1^ //(niodl)) / I • . 1 r • -1
uand on tait r := 1 , modU et y se réduisent a des lonctions v et A
de 0, œ et '\i; soient v' et V ce que deviennent v et 'k quand on y remplace 0, cp et ij* par 0', o' et d;'. La fonction J sera égale, pour 7' >> I , à
■> îi - J
( I — ■' X r -(- /■■- /' II. P. — IV. 19
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pour r •< 1 , à
lo" mod D / ^ ^^ db> .
'i^'- J (1— 2oir -+- r-)-
3" Je formerai ensuite, à l'aide des fonctions Jf, une fonction potentielle *I>,
N telle que si, en un point quelconque, F peut se mettre sous la forme ^i la
différence «I> — logmodD soit holomorplie. Je n'ai, pour cela, qu'à appliquer, sans y rien chnuger, la méthode par laquelle M. VN'eierstrass démontre le théorème de M. Mittag-Leffler (Monatsberic/ite, août i88o).
4" La fonction 4» ne satisfait pas, en général, aux équations Al <I> = A. <I> = A:, * = A4 * = o ;
mais les expressions Ai<î> sont des fonctions potentielles entières.
Je démontre que je puis trouver une fonction potentielle entière G satisfaisant aux quatre équations
A,G = At'P, A,G = A2*, A:,G=An<I>, A4G=A4<I'.
La dillérence <I> — G est alors la partie réelle d'uue fonction de deux variables 'j'(X., Y), et l'on voit aisément que les fonctions
eV = G, et Fe'l' = G.
sont des fonctions entières, de sorte que F est le (juotient de deux fonctions entières G, et Gj. c. q. f. d.
Les mêmes considérations peuvent servir à étaldir le théorème suivant :
Si Y est une foncLion (juelconque de X, no/i uni J'onne, qui ne présente pas de point singulier essentiel li distance finie, et qui ne puisse jxts, pour une même valeur de ^, prendre une infinité de valeurs finies infiniment voisines les unes des autres, elle pourra être considérée comme lu solution d^une équation
OÙ G est une fonction entière.
Acta matliematica, l. 2, p. 97-1 13 ( i883).
l. On sail que M. Weierstrass a déiuonlré au sujet des fondions d'une seule variable le théorème suivant :
Si F[x) est une fonction méromorphe dans toute l'étendue du plan, c'est'à-di/'e n'ayant ii dislance finie d'autre singularité que des pôles, on peut la mettre sous la for/ne du quotient de deux fonctions entières.
Le tliéorème analogue pour les fonctions de deux variables n'est pas encore démontré. Je crois être arrivé à en donner une démonstration rigoureuse, mais comme elle est un peu longue, je n'en donnerai pas ici tous les détails; je me bornerai à en exposer les traits principaux qui suffiront aux géomètres pour la reconstituer.
Voici quel est le problème.
Je considère une fonction de deux variables F(X, Y) et je suppose que dans le voisinage d'un point quelconque X,,, Y„, on puisse la mettre sous la
N forme .t ) N et D étant deux séries ordonnées suivant les puissances de X — X„
et Y — • Yo et convergentes lorsque les modules de ces quantités sont suffisamment petits. Je suppose de plus que, lorsque les modules de X — X,, et Y — Yo restent assez petits, les deux séries N et D ne peuvent s'annuler à la fois que pour des points isolés. Je dis que cette fonction peut se mettre sous
la forme -. — ./ ., > G et d étant des séries ordonnées suivant les puissances
de X et Y et toujours convergentes. Ainsi autour du point X,,, Y„ il existera par hypothèse une région R^, où la fonction F pourra se mettre sous la
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forme "; de même autour d'un autre point Xi, Y,, il existera une région Ri où F pourra s'écrire , -• Mais si les deux régions llu et lli ont une partie
r Ui
commune, N| pourra ne pas être la continuafion analytique de JN,,- Tout ce que nous savons, c'est que dans la partie commune aux deux régions, le
rapport -' ne devient ni nul, ni infini.
2. On sait que la partie réelle u d'une fonction d'une variable imaginaire ce -\- iy, satisfait à l'équation -— H — -j—, = o, de sorte que l'étude des
fonctions d'une seule variable se ramène à l'élude d'une attraction s'exerçant en raison inverse de la distance. On a vu dans les derniers numéros des Malhematiscke Annalen, quel parti M. Klein a su tirer de considérations physiques qui sont au fond tout à fait analogues. De même si nous posons
X = x -t- iy, Y = 3 + il,
la partie réelle u d'une fonction quelconque de X et de Y satisfera à l'équation
i/-u (/-u il'-u <l-u
dx- fly- ilz- ill- ,
de sorte qu'à ce point de vue l'étude des fonctions de deux variables se ramène à celle d'une attraction s'exerçant dans Vespace à /j dimensions en raison inverse du cube de la distance. M. Kronecker a déjà fait voir [Monalsberichte, 1869) que la considération d'une pareille attraction peut être utile au géomètre qui veut étudier les fonctions de plusieurs variables. Je n'emploierai pas cependant le langage hjpergéométrique; je me bornerai à lui emprunter quelques expressions. Ainsi l'ensemble des points x, y, :■, l qui satisfont à
'inégalité
s'appellera une région hyperspitérique dont le centre sera t,,,^-,,, ^„, <„ et le rajon W. L'ensemble des points qui satisferont à l'égalité
formeronl uni; sur/ace hypersphérique.
Il y a toutefois une différence essentielle entre cette théorie et celle des fonctions d'une seule variable. Pour (jue m soit la partie réelle d'une fonction
dv-
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de X et de Y_ il ne suffit pas qu'il satisfasse à l'équation Ah := n. Il doit en outre satisfaire aux (équations suivantes :
, d- Il d- u .
Al u = -y-; + -;-- = O, A» " =
dx- dv-
d- Il d- Il .
djdz dxdt ' dx dz dy dt
J'appellerai foiiclioii potentielle toute fonction u qui satisfait à l'équation Aw ^ o. Je supposerai que ma fonction potentielle est holomorphe pour toutes les valeurs de x, y, z, t, sauf pour certaines valeurs exceptionnelles qui formeront des points singuliers, ou même des lignes et des plages singulières.
Toute fonction |50tenllelle rpii n'aura aucune singularité à dislance (inie sera dite entière. Toute foucliou potentielle entière qui reste constaminenl inférieure à une quantité donnée se réduit à une constante.
3. Voici la marche que je vais suivre dans la démouslralion :
i" Je construirai une infinité de régions hjpersphériques R", R", le
supposerai qu'un point (|uelconque x, y, z, t appartienne au moins à une, et au plus à cinq de ces régions; cela est toujours possible. Je supposerai de plus que ces régions sont choisies de telle sorte qu'à l'intérieur de R" par exemple,
N ■ la fonction F peut se mettre sous la forme ,-'; j'appelle M; le module de D,.
J'envisage également les régions R/ formées par la partie commune à deux des régions R°, et les régions R,', R,", R,' formées par la partie commune à trois, à quatre, ou à cinq de ces régions hjpersj)hériques.
2° Je construirai une fonction potentielle Jf jouissant des propriétés suivantes : elle est holomorphe à l'extérieur de Rf, et tend vers zéro quand x--^y--{-z--\-t- croît indéfiniment; à l'intérieur de Rf, la différence Jf — logM, est holomorphe; enfin sur la limite de la région Rf, Jf est holomorphe quand logM, l'est lui-même.
3" Je montrerai ensuite qu'on peut former une fonction potentielle <!> existant pour toutes les valeurs de jo, y, z, t et telle que si en un point
N quelconque, F peut se mettre sous la forme jt ) la différence <S> — log modD soit
holomorphe.
4" Puis, je ferai voir que •I' peut s'écrire
G élanl une fonction polenlielle entière el "ti étant la partie réelle d'une fonction imaginaire «t, + i<P\ de X et de Y.
Le théorème énoncé sera alors démontré, car les fonctions e '~^^^ et p g't.-t-i'I', serQQ[ (Jes fonctiiins entières de X et de Y.
Principe de Dirichlet.
Considérons la région hypersphérique dont l'équation est
X- -t- y- -^ z--h t- = 1 el qui a par conséquent pour centre l'origine et pour ra^on l'unité. Je pose
j: = rcosO, v ^ /' siii 0 ros'J^, s = r siii 0 siii 'J/ cns o, < = /■ siii 0 siii tL siii 9. Soient ;, ri, Ç, r quatre quantités liées par la relation
r--l--rr'-t-^--*-T:- = I,
et posons
Ç = cofO', T| =: sin 0' cosil/', ^ = sin 0' siii il' cosœ', t = sin 6' siii i}*' fin ?';
sin2 6' sin i|;' rf9' rf?' rftj/' = f/io'.
Soit i> une fonction quelconque des angles 0, ij/) 9; soit v' ce que devient c quand on y remplace 0, 'ji, (f par G', <]/' et o'. Considérons l'intégrale triple
v' rf io'
étendue à toute la surface hypersphérique. Celte fonction V sera évidemment une fonction potentielle qui sera holomorphe tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de la région hypersphérique, mais cessera de l'être sur la surface hypersphérique elle-même. Supposons maintenant que le point x, y, z, t vienne sur cette surface, c'est-à-dire que r se réduise à i ; V se réduira à une fonction Vo de 0, o, et (]> définie par l'intégrale triple
_ 1 f v' (fo)'
la limite de V est toujours V,, quand r tend vers l'unité, soil par valeurs inférieures, soit par valeurs supérieures à l'unité; donc V est une fonction toujours
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continue. Il n'en est pas de même de sa dérivée -3- comme on le verra plus
loin. De plus on peut démontrer que V^ sera holomorphe en Q, 9, et (J/ pour les mêmes valeurs que la fonction v elle-même. La fonction
rf\' r(f"' — r-)v' diit'
nfr "J ( I — îar -h r- )'-
est aussi une fonction potentielle holomorphe à l'intérieur et à l'extérieur de la région hjpersphérique; mais celte fonction présente une discontinuité pour r = I. Elle tend vers tt-c — Vq pour /• ^ 1 — s, c'est-à-dire quand r tend vers 1 par valeurs inférieures à i et vers — tt-c — V,, pour /• = !-{-£, c'està-dire quand r tend vers i par valeurs supérieures à i.
Tout ce qui précède ne suppose pas que i' reste fini; celte fonction peut devenir infinie pour certaines valeurs de 0, cp, di, pourvu qu elle reste intégrable; j'entends par là que l'intégrale triple
c'y dio
(oii /est une fonction quelconque finie de 0', o' et 'h') doit être finie. Ainsi, si A et Al sont deux fonctions holomorphes de 0, 9, ij^) dont les déterminants fonctionnels par rapport à deux de ces variables ne s'annulent pas à la fois, la fonction v pourra devenir infinie toutes les fois que A^.\, = o pourvu que v{X- + A^)'" reste fini, m étant supposé plus petit que i .
Considérons maintenant la fonction suivante
r-')v' dv>'
rif
Cette fonction, d'après ce qui précède, est une fonction holomorphe pour r5 I ; pour r = 1 elle se réduit à :àz i> selon que /• tend vers i par valeurs inférieures ou supérieures à celle limite. Or la fonction c est une fonction donnée quelconque, qui n'est assujettie qu'à être intégrable. Nous savons donc construire une fonction potentielle qui reste holomorphe à l'intérieur d'une région hjpersphérique et qui prend des valeurs données sur la surface de cette région. C'est le principe de Dirichlet étendu aux fonctions de deux variables.
6. Ce qui précède s'applique évidemment à une région hjpersphérique
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quelconque. On peut même étendre, en appliquant directement la belle méthode de M. Schvvarz, le principe de Dirichlet à une région quelconque et en particulier à une région limitée par des portions de surfaces hjpersphériques. Mais il j a une différence essentielle avec la théorie des fonctions d'une seule variable. 11 n'y a qu'une seule fonction potentielle holomorphe u qui prenne sur les limites d'une région donnée une suite de valeurs déterminées, et ciîtte fonction ne satisfait pas en général aux équations
Al u = A-. M = An u = ^lU = o,
de sorte qu'il est impossible en général de construire une fonction de x -\- iy et de ; + it qui n'ait pas de singularités dans une région donnée, et dont la partie réelle prenne des valeurs déterminées à l'avance sur les limites de celte région. C'est là qu'il faut chercher la véritable explication des différences si profondes que l'on observe entre les fonctions d'une variable et celles de deux variables et en particulier do ce fait que l'on ne peut construire une fonction de doux variables ayant quatre périodes quelconques.
Formation des fonctions J".
7. Considérons une des régions que nous avons appelées R" et supposons
Nqu'à l'intérieur de cette région on ait F==-'; N; et D,; étant liolomorphes
en X et en Y.
Jo pose
Je suppose enfui que la région R" soit hypersphérique et, pour fixer les id(''es, je supposerai comme aux paragraphes 4 et 5 qu'elle ail pour centre l'origine et pour rayon l'unité. Sur la surface hypersphérique qui limite R°, le logarithme de M; se réduit à une fonction de 0, (f el >^ que j'appelle c. Cette fonction est intégrable d'après la règle exposée à la fin du paragrapiie é. Le principe de Dirichlet nous permet donc de former une fonction potentielle.
I r (i — /■•;)i'V/io'
n- J (1 — 2«r-H /■-)qui est holomorphe pour r <^ i et se réduit à ç pour /• ^ i — ■ e.
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Si nous posons comme plus haul
nous aurons
d'où
du _^d\_ d'\
dr " dr dr-
Mais l'équation AV = o peut s'écrire
di- dr
en posant pour abréger
DV = —r, 1- coséc^e -n-T + coséc-0 cosécL -r— - + 2 cotgO -^ -^coséc"0 cotg'^ -tt ,
d'où
dr dr
f/a et SI w est ce que devient -v- pour /■ = i
Mais V,i et par consrquent l)V„ est holomorphe en 0, o, et t]^, toutes les fois que la fonction v l'est elle-même, c'est-à-dire pourvu que l'on n'ait pas à la fois A = Al = o. II en est donc de même de w.
Quand r>i, la fonction u est holomorphe, mais elle se réduit à — v pour /■ := I + £, et est par conséquent discontinue pour /• — i . Quant à la
fonction —ri elle se réduit à dr
p-t-p,(Vo-DV„)
pour r = I -I- £, puisque r -r- se réduit à — tt- i' — Vq d'après le paragraphe 4. Soit maintenant / ce que devient — -j- — pour r = i . Un aura
r/M, r/M,- dMi rf.M, f/M,
dr _ dx ■' dy dz dt
H. P. — IV. ao
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Ainsi, le produit >i y/A- + A ; restant fini quand A et Ai s'annulent à la fois, la fonction 1 est inlf^grable, et nous pourrons écrire, en appelant V ce que devient 1 quand on y change 0, (p, 'ji en 0', 9', 4'' :
J 1 — 2ar-hr- J i — a
W sera une fonction potentielle analogue à V, et W„ sera holomorphe en 6, tp, ip en même temps que 1, c'est-à-dire toutes les fois que M,- ne s'annulera pas. Définissons maintenant notre fonction .1," ainsi qu'il suit; elle sera égale :
pour r > I à
pour ;• < I à
Quand r tendra vers i soit par valeurs supérieures, soit par râleurs inférieure à i , J" et -^ tendront respectivement vers
!:_A_^ et 1^ + ^ + ^.
2 2K- 2X- 'ITZ- '171- 1
Ainsi les deux fonctions Jf et —7^ sont continues pour ;• =; i , et elles se
réduisent pour r ~ \ à des fonctions de 0, cp, <]^ qui sont holomorphes pourvu
que Mi ne soit pas nul.
Mais d'après le théorème de M""" de Kowalevskj, il n'j a qu'une seule
fonction analytique F de r, 0, o, <^ qui satisfasse à l'équation AF = o et qui se
réduise ainsi que sa dérivée ^r à dos fonctions analytiques données de 0, cp el 4"
quand on fait r=i. Les deux portions de la fonction J" sont donc la continuation analytique l'une de l'autre, f^a fonction J° satisfait donc bien aux conditions imposées. On peut voir d'ailleurs qu'elle est inlégrable sur la surface hjpersphérique R".
Ce que je viens de dire s'applique évidemment à une région hjpersphérique quelconque.
8. La fonction J" peut se mettre sous la forme suivante. Soient Ç, rj, Ç, t quatre fonctions de m et de p telles que l'on ail identiquement
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soit 0 une fonction convenablement choisie de u et de f , on peut écrire
S ffu riv
"-Il
i — xy^-h(-r\~y)- + Ci — ^)--<-{- — t')-
rinlégrale double s'élendant aux valeurs de u et de p- telles que le point E, yj, Ç, r soit à l'intérieur de R,".
!). Si une fonction potentielle u est holoniorphe à l'intérieur et à l'extérieur d'une certaine région R; si elle tend vers zéro quand x- -{- y- -\- z- -\- t- ^= rcroîl indéfiniment; si elle est encore holomorphe sur la limite même de la région R, excepté sur une certaine ligne singulière pour laquelle nous ne savons rien; si enfin elle est intégrable sur la limite même de la région R, je dis qu'elle est identiquement nulle.
Je suppose d'abord que la région R soit hjpersphériquc et. pour fixer les idées, qu'elle a pour équation
x--hy--h z--i- t-= I .
Si l'on fait /' ^ i , notre fonction u devient une certaine fonction r de 9, o, ij>, qui par hypothèse est intégrable. Soit i'' ce que devient f quand on y change 0, 9, <\) en 0', cp', ij»'. La fonction c étant intégrable, nous pourrons former les Intégrales suivantes :
-- J (l — iar-\-r-y- J l — lar -h r- J I
Pour r > \ ^ on aura U := — (i et pour r < i , on aura U ^ m; on aura donc pour /•=! + £ :
et pour r := I — c :
^=-..--l(V„-DV„),
Mais la fonction étant holomorphe par hypothèse même pour /• = i , sa dérivée doit être continue, c'est-à-dire que l'on a pour r = i :
J. =-P, V„-DV„ = o.
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Mais alors les deux fonctions polenlielles u et — ''77"' ayant même valeur
sur la surfiico lijpersphérique, seront identiques et l'on aura
du
ar
Celle identilé entraîne la suivante :
Mais u doil être liolomorphe pour r ^ o, et cela ne peut avoir lieu vu l'idenliU' précédente, que si c et u sont identiquement nuls. c. q. f. d.
10. .le sup|)(jse mainlenanl que la région- U soil la partie commune à deux régions hjpersphériques S et Si, donl j'écrirai les écjuations sous la forme
S = o, Si = o,
de telle sorle que la région II se compose de l'ensemble des points x, y, s, t, qui satisfont à la fois aux deux inégalités
S<o, Si<o.
La région R aura alors pour limites deux portions s et Si des deux surfaces hyperspliériques S et S, ; et par hypothèse noire fonction u pourra cesser d'être holomorphe sur deux lignes singulières /et /i situées respectivement sur s et ii, ma/s sans cesser d'être intégrable.
Considérons une surface hypersphérique i avant pour équation
S -I- Si = o,
et passant par conséquent par l'inlersection des deux surfaces iiypersphériqnes S et Si. Je suppose que s et / soient extérieures à i et que .?i et /j soient intérieures à i; nous pourrons, en faisant jouer à noire fonction u le même rôle que jouait logM; dans le paragraphe 7, construire une fonction Wj, jouissant des propriétés suivantes :
1" Elle sera holomorplie à l'extérieur de -, et par conséquent sur la portion de surface s.
2° \jH différence u — «1 sera holomorphe à l'intérieur de i, et par conséquent «1 ne pourra cesser d'être holomorphe que sur la ligne singulière /, mais sans cesser d'être intégrable.
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D'après le paragrajjhe précédent la fonction u^ est identiqiiemenl nulle. On verrait de même que la fonction u — Ui qui ne peut cesser d'être holomorplie que sur la ligne singulière li et (jui ne cesse pas d'être intégrable, doit être identiquement nulle. U en est donc ainsi de la fonction u elle-même.
Formation des fonctions J/.
11. Considérons d(!ux régions lijperspliériqucs R° et R^', les deux surfaces hypersphériques S,- et .S/, qui leur servent de limite, et les fonctions J," et J],' correspondantes. Je puis, en faisant jouer à J" le même rôle que jouait logM, dans le paragraphe 7, construire une fonction J,' qui soil liolomorphe à l'extérieur de R," et telle que la différence J° — J,' soil holomorplie à l'intérieur de R". Considérons la région R/ formée par la partie commune à R° et à Wl et limitée par deux portions de surfaces hypersphériques .?, et */, appartenant respectivement aux deux surfaces S,- et S/,. Notre fonction J,' est alors liolomorphe à l'exlérieur de R,' el sa dilférence avec logM, est liolomorphe à l'intérieur de R^,' .
On peut construire de la même manière une autre fonction K' qui soit holomorphe à l'extérieur de R? et telle que la différence J" — R/ soit liolomorphe à l'intérieur de R". Celle fonction est identique à J,', car la dilférence K/ — ,(-' ne peut cesser d'être holomorphe que sur les portions de surfaces s/ et A/, et seulement aux points où M, s'annule. Elle ne cesse d'ailleurs pas il'rlre intégrable. Elle est donc nulle.
12. Considérons maintenant l'ensemble des deux régions R" et RJ et la fonction J,'-|-J" — J,' ; supposons qu'eu un point quelconque intérieur à
l'une des deux régions R" et R^', F se mette sous la forme ! ; je dis que la différence
Jf + J);.— J,' — logllKidl»
est holomorphe.
Eu effet, si le point consid(''ré n'appartient pas à Si ou à s/,, C(;la est évident; mais supposons qu'il apparli(;nne à l'une de ces portions de surfaces, par exemple à 5,; les difTcrences J)J. — -logmodDelJ" — .1/ seront holomorphes d'après la façon même dont ces fonlions J" et J,' ont été construilcs. Il en est donc de même de leur somme .l^-j-J" — J,' — log mod D.
13. On formerait de même les fonctions J,°, J,", J-. Supposons que l'on envisage n régions hyperspliériques Pi,, R", .... R,"; puis toutes les régions R,' formées des parties communes à deux quelconques de ces n régions; puis toutes les régions R,", R,", R,' formées des parties communes à trois, à quatre ou à cinq quelconques de ces n régions hjpersphériques. Formons les diverses fonctions J,", J/ , J;, J,% J/ correspondant à ces diverses régions R", R/, R,", R,", R*. On voit aisément, comme au paragraphe 12, que si en un poiut quelconque
intérieur à l'une des n régions R°, la fonction F se met sous la forme ., > la
fonction
S J,° — IJ,' -+- zr- — SJf -I- SJ,' — log modD
est holomorplie.
Formation de la fonction <I>.
14. Pour former la fonction <I» il suffit d'appliquer, sans y rien changer, la méthode par laquelle M. Weierslrass a démontré le théorème de M. Mittag- Leftler.
Une fonction potentielle U qui ne présente pas de singularité à l'origine peut se développer suivant les puissances croissantes de .r, j', z, t. Si la série ainsi obtenue est convergente, toutes les fois que
r sera le rayon de coiwergence.
Soient £ et s^ deux nombres positifs quelconques, le premier plus petit que i . Soil U,„ ce que devient le développement de la fonction U suivant les puissances de .r, y, z, t quand ou y supprime tous les termes d'ordre inférieur à m. On pùuira toujours prendre m assez grand pour que
modU,,, < i','„
toutes les fois que
On pourra alors trouver un nombre e ■< i et une série do nombres positifs e^^ dont la somme soit convergente. Supposons de plus, ce qui est permis, que l'origine ail été choisie de telle sorte qu'aucune des fonctions Jf n'y présente de singularité, J'^ pourra alors être développé suivant les puissances de t^ y, z, t; appelons K-'^[ ce que devient J^| quand on y supprime les termes de degré
inférieur à «2^. INous supposerons que m'; a été choisi assez grand pour que :
modK'^ <£^;, toutes les fois que
rj étant le rayon de convergence de la série J^j. La fonction
n it n n n
satisfera alors aux conditions énoncées, c esl-à-dire que si dans le voisinage d'un point quelconque on a
la différence
<I> — log mod D
sera holomorphe.
Formation de <I», et de G.
15. La fonction O satisfait a l't'quation A*I> = o ; mais elle ne satisfait pas en général aux équations
A, <I> = Ai '1' = A, '1' = A. 4> = o.
Les expressions Ai<I», Ao»!», AjO, A^O sont dos fonctions potentielles. Je dis qu'elles sont entières. En effet, dans le voisinage d'un point quelconque la fonclion $ — log mod D est holomorphe; il en est donc de même de Ai<t — Al log modD et de A|<I», puisque A, logmodD =: o.
Les fonctions Ai<l>, AjO, A^O, A,<I> sont donc entières cl par conséquent développables suivant les puissances de x, y, z, t quelles que soient les valeurs de ces quantités.
16. 11 s'agit de former une fonction «I>i satisfaisant à la fois aux équatious
A,<P, = Ai*, = Ari<l>, = Al*, = o,
et telle que la différence 4» — «I»i ~ G soit une fonction entière. Pour cela, il suflit de trouver une fonclion entière G qui satisfasse aux équations
\ Al G = Ai*. a, g = A,<J>:
^'' iA3G = A3<I', A4G = A.*.
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Je dis que cela est toujours possible. Posons en eilet
Voici la condition pour que G soit une f(jnction entière. Posons
«i -f- /i -I- jO -+- Çf = s,
et considérons un instant s comme un nombre donné. Soit 11^ la plus grande valeur que puisse prendre le module de A,„.„./j.^. G sera une fonction entière si l'expression
tend vers zéro quand s croît indéfiniment et cela quel que soit r. Posons
Ai*= SB,,,.,,.,,.,, — •- . —. —.•, ' ' m ! « ! /) ! q\
<l-m ytt ^J> fif ' ' lui /l '. Ji'. Ij'.
:r"' y" zl' il
' ia\ II'. /i\ q\
^iti ytt -rit ta
' ' in\ n.\ p\ q\
Soit Pj la plus grande valeur que puisse prendre le module de B,,,. „./,.,/, Cni.//./j,'/; D,„. „./,.,/, E„i.„./j.,,; s élanl toujours supposé constant. Le |)i'(nluil
tendra vers zéro quel que soit /■ quand .ç croîtra indédnimcnl, puisque les A, 4» sont des fonctions entières.
Les équations (i) nous donnent
^m.n.iJ.q~'^ i^m—l.ji-^l.p.q = ^' m—l.fi.f.i/j
'^ in.n.p.t/ ~^ A,,,.,,./,— o.y-,--! ^ ^rn./i./'—'^.'/j
1^ ni.lt. p. 1/ -^/,i+) ./( — !./, — l.i/-)-! ^^ ^^ ni,ll — \.p~\ .qi
'^ iii.n.p.f; '^ ^iii—\.n + \.p—\.il^\ ^^ *^in — \ ./i.p—\.i/'
Ï5i nous supposons toujours j constant, nous avons
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incoamies qui sonl les A el ^ ■> i équations a résoudre. Mais
nous savons que ces équations sont compatibles, puisqu'on peut toujours satisfaire aux équations (i) en faisant G = <I>. Nous pouvons même nous donner aiijilrairement les p..?+ i coefficients
Nous les prendrons é";aux à zéro. On a alors, comme on le voit aisément,
d'où
Donc G est une fonction entière. Donc «I», est une fonction qui satisfait aux ([iiatre équations A;$i=;o, de sorte qu'on peut trouver une fonction imaginaire "1*1+ \ — ! *I*'| dont elle soit la partie réelle. D'ailleurs 11 est clair que la difTéronce
<l'i -h \ — l'I'', — logD
est partout lioloniorplie.
Le théorème est donc démontré.
!7. Il n'est pas douteux que des considcralions analogues à celles qui précédent ne puissent être très utiles dans l'élude de divers points délicats de la théorie des fonctions de deux \arlablos.
Elles peuvent servir à démontrer le lliéorème suivant : Si Y est une fonction quelconque de X, non uniforme, qui ne présente pas de point singulier essentiel ci distance finie et qui ne puisse pas, pour une même valeur de X, prendre une infinité de valeurs finies infiniment voisines les unes des autres; elle pourra être considérée comme la solution d'une équation
oii G est une fonction entière.
SUR LES PROPRIÉTÉS DU POTENTIEL
Aitri iiuilheinalica. l. ÎC, p. 89-r7S (1898).
Introduction.
Uae courbe de genre/» dépend de ?>p — 3 modules; les fonciions & à. p variables qui dérivenl d'une courbe alg(''bri(|ue par le procédé de Riemann dépendent donc de Sp — 3 paraiiièlres arbitraires. Les fonciions 0 les plus générales de p variables dépendent de
jnp
paramètres arbitraires. Pour /) ;= a et pour/» = 3, les deux nombres sont égaux et l'on a
Pour p >> 3, le premier nombre est toujours plus petit ([ue le second. Il j a donc des fonciions 0 qu'on ne peut obtenir par les procédés de Riemann.
Nous arrivons donc à celte conclusion que les fonctions définies par Riemann ne sont par les fonctions les plus générales qui ont/; variables et 2/? périodes. Nous sommes ainsi amené à nous poser la question suivante :
Toutes les fonctions qui ont /> variables et 9.p périodes peuvent-elles être regardées comme un quotient de fonctions 0 ?
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Weiersirass s'esl préoccupé de celte question et est arrivé à démontrer que la réponse doit être affirmative.
Mais sa démonstration est restée longtemps inédite et n'était connue que de quelques-uns de ses élèves.
M. Picard et mol, abordâmes le même problème en i883, et publiâmes à ce sujet une Note dans les Comptes rendus (décembre 1S8.':)) ('). Nous connaissions le résultat de VVeiortrass, mais nous ignorions les procédés par lesquels il y était parvenu.
Quand la démonstration de Weiersirass ayant été enfin imprimée {Oh'ui'res complètes, t. 3), je pus en avoir connaissance, je reconnus la complète identité des deux démonstrations.
La démonstration de M. Appell est au contraire complètement différente de celle de Weiersirass.
Mais elle se rattachejà un problème difTérenl, étroitement apparenté à celui qui nous occupe, et dont je dois d'abord dire quelques mots.
Soit une fonction de plusieurs variables; elle est méromorphe, c'est-à-dire que dans le voisinage d'un point quelconque, elle peut être égalée au quotient de deux séries de puissances, convergentes dans une certaine étendue. Est-elle toujours le quotient de deux fonctions entières, c'est-à-dire de deux séries de [)uissances toujours convergentes ?
La réponse doit être affirmative. C'est ce que j'ai démontré dans le Tome 2 des Acta mathematica ('-).
En s'appujant sur ce résultat et sur les pro|5riétés de certaines équations aux diflérences finies, M. Appell a donné une démonstration entièrement nouvelle du théorème de Weiertrass [Journal de Liouville, i8gi ).
Mais en réfléchissant sur la démonstration contenue dans mon Mémoire cité plus haut du Tome 2 des Acta, je me suis aperçu qu'il suffit d'j changer peu de chose pour en tirer une troisième démonstration du théorème de Weiertrass, entièrement différente des deux premières.
C'est cette troisième démonstration dont je voudrais faire l'objet du présent Mémoire.
Je dois m'appuyer sur les propriétés du potentiel dans l'espace à n dimensions. Ces propriétés sont bien connues et je n'aurai le plus souvent qu'à les rappeler.
(') Voir ce Tome IV, p. .J07.
(•) Voir i-e Tnnje IV, p. 1I7.
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Mais quelques-unes d'entre elles représentent un certain intérêt; on me pardonnera si, à roccasion, j'y insiste un peu plus qu'il n'est nécessaire pour mon sujet.
C'est ainsi que les paragraphes IV et V pourraient être supprimes sans que la démonstration en souffrit le moins du monde.
J'observerai que la démonstration que je donne ici est plus simple que celle que j'ai donnée dans le Tome 2, où j'ai employé un détour inutile, dans la crainte un peu puérile de redémoutrer des théorèmes déjà connus.
II. — Fonctions harmoniques
Une fonction V de n variables
est dite liarmoniqur dans un certain domaine :
i" Si dans ce domaine elle est finie, continue et possède des dérivées des deux premiers ordres.
2" Si dans ce domaine ses dérivétis du second ordre satistont à l'équation de
La place :
si le domaine s'étend à l'infini, il faut de plus que la fonction V s'annule à l'infini.
Considérons les « variables j; comme les coordonnées d'un point dans l'espace à ;; dimensions; la dislance du point mobile ar,, .t-j. . . ., .r„, au point fixe rt,, rt-j, . . . , a,i est égale par définition à
/• = v'-^l— lti)--Jr(Xi.— (!■,)- + .. .-+- (x„— a,,)-.
On voit aisément que
est une fonction harmonique dans tout l'espace, sauf au point
.(■, = «,, X-. = rto, ..., x„=a„.
Pour n =: 3, c'est-à-dire dans l'espace ordinaire, on a nous retombons donc sur le potcnliel ncwlonieu.
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Les propriéLés du potentiel uewtouien sont bien connues; elles peuvent d'ailleurs en général être étendues facilement au cas de n quelconque.
La première de ces propriétés est le théorème de Green exprimé par l'équation
la seconde intégrale est étendue à tous les éléments d~ d'un volume T et la première à tous les éléments d',i de ia surface S qui limite ce volume.
La dérivée -7- représente la dérivée estimée suhrint la normale à l'été-
ment c?oj, c'est-à-dire que l'on a
d\ , fis , r/V , .A' rfv (Ixi aXî ax..
ly, In et /j étant les cosinus directeurs de l'élément de surface dw.
Les fonctions V' et U doivent être finies et continues, et posséder des dérivées des deux premiers ordres.
Théorème I . — Si V et U sont des fondions harmoniques, il reste
f/llj
Une autre propriété du potentiel newtonien est la suivante : si un potentiel est dû à des masses attirantes, il est une fonction holomorphe de Xi, x-,. x,s en tout point situé hors des masses attirantes.
ThéorIîvie 2. — Considérons par exemple une surface attirante : soit Jw' un élément de cette surface: .r', , x'.,, x. les coordonnées du centre de gravité de cet élément; r la distance des deux points x\, x'.,, a;',, et 37, , Xn, x.i- Le potentiel aura pour expression
0 dui'
0' étant une fonction de x\, x'„, x'^; c'est cette fonction que ion appelle ordinairement la densité superficielle de la matière attirante.
Considérons un sphère
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ayant pour centre l'origine et supposons (jiie la surface aUiraule soil loul enliéi-c en dehors de cette sphère, de sorte que l'on ail
Développons
- = [(x'i — Xi y^-\- (x', — x.f ■+- ( x', — j::, )]~ '
suivant les puissances de .r, , ^To, .r,. Les coefficients du développement seront plus petits que les coefficients correspondants du développenienl de
[^e développement est donc uniformément convergent par rapport à x\, x'.^^ x. pourvu (|ue
V(ll|iJ^d)<,
ou enfin pourvu (|uc
IMiis géiiéralcnient le (lc\eloppemenl de
sui\unt les puissances croissantes des Jk a ses coefficients plus petits que ceux du développement de
en posant
Le développement converge donc uniformément pourvu que
I^a-Kp (t/i-t- '^ — ij (A- = i,2, ..., «)■
Soil donc
(■i) S A a;?' a:?' xj"
le développement de suivaul les puissances de x,, jtj el./:,. La convergence de ce développemcnl est uniforme, lanl par rapport à x\ , x'.,, x. que par rapport à JCi, X-,, x.^ pourvu que ces quantités satisfassent ans inégalités
£ étant une quantité aussi petite que l'on veut.
Les coefficients A sont, bien entendu, des fonctions des x,.. il vient alors
V= Çï^^-Zx^^xr'^xl TaSVA./.
Comme la convergence de la série (2) est uniforme, la série du dernier membre de (3) converge également et représente V. Donc le potentiel V peut être développé en série procédant suivant les puissances de x^. x^, x^ pourvu que les modules de ces quantités soient assez petits.
Pour que ce résultat soit exact, il n'est pas nécessaire que la fonction 0' soil finie et continue, il snffil que l'intégrale
existe et soit finie. Par exemple, en un point Q de la surface attirante, la densité 0' pourra devenir infinie, pour\u que le produit de la densité ô' au point M' par la distance M'Q tende vers une limite finie quand la distance M'Q tend vers zéro.
En eiïel, d'après la discussion précédente nous avons
lî et II étant deux nombres indépendants des exposants v. et des coordonnées x\, x'.,, x'.. On a donc
CwiIm' </(2.+'=^'-.Iî Ç 0
du)'.
ce qui montre que la série (3) converge pourvu que / j '5' ] d'W soit finie. Par un simple cliangement d'origine, on démontrerait que Vestdéveloppable
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suivant les puissances de Xi — </i, .r-, — «31 ■l'.i — «3 pourvu que l'on puisse trouver des nombres p et s tels que
(jTi— «,)--^-f- (^2— «2)--!- (ar.i— «3)- = ?- ( — — I J — £•
Or c'est ce qu'on peut toujours faire, pourvu que le point fli, a^, a^ ne soit pas sur la surface alliraule.
Le potentiel V^ est donc une fonction holomorphe dans tout l'espace sauf sur la surface attirante.
En particulier, ce sera une fonction holouiorplie en tout point de la sphère
Cela ne veut pas dire que la série (3) converge en tous les points de cette sphère; tout ce que nous avons démontré, c'est que la convergence a heu en tous les points de la sphère concentrique dont le rayon est
Mais la série présente une particularité curieuse; supposons que dans la série (3) on groupe ensemble tous les termes de même degré; chacun de ces groupes formera un polynôme homogène en .ri, .ro, x.i et satisfaisant à l'équation de Laplace; c'est ce qu'on appelle un polynôme sphérique.
Quand les termes sont ainsi groupés. la série (3) converge en tous les points de la sphère de rayon p; et en ellet la série (2), si l'on convient de grou[)er ensemble les termes de même degré, converge uaiformément dans toute sphère de rayon plus petit que p.
Je n'insisterai pas davantage sur la démonstration de celle proposition qui est bien connue et qui ne m'est d'ailleurs pas utile pour mon objet.
La condition de convergence absolue de la série (3) est donc
si l'on groupe ensemble les termes de même degré et
si on laisse ces termes séparés les uns des autres.
C'est ainsi que la série allernée
ifi()
n'est pas absolument convergente, mais i[n"elle le devient si l'on groupe les termes de la manière suivante
Passons au cas dit de la double coucbe.
TiiûoRÙviE 3. — Soient l\, l'.., l'. les cosinus directeurs de l'élément de surface d'W; x\, x'.,, x'. les coordonnées du centre de yravilé de cet élément, et 0' une fonction quelconque de ces coordonnées; soit toujours r la distance des points Xi, x-,, Xs et x\, x',. y,. Considérons l'intégrale
,lx,
ilx%
■ dx^
Celte intégrale est ce qu'on appelle le potentiel d'une double couche. Soit encore
soit
le développement de l'expression qui figure entre parenllièses sous le signe /
par rapport aux puissances de Xi, Xo et x^. Comme l[, /' et l'. sont limités, nous voyons d'abord que ce développement converge et que la convergence est uniforme tant par rapport aux ^r' que par rapport aux x pourvu ([uo
Par conséquent V peut se développer suivant les puissances de Xi, X2, x-s et le développement converge pourvu que
■xl < p^
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Donc le polenliel V d'une double couche aUlranle est une fonclioii liolomorphe dans toul l'espace, sauf sur la double couche alliranie elle-même.
Cela resterait vrai, même si ô' pomail devenir infini, pourvu que l'inlf^grale
j o' \ c/oj'
soit finie.
Enfin si Ion groupe ensemble les termes de même degré, le dé\eloppeuienl de V converge absolument pourvu que
x'I -\- xl -h xl <i p-, et chaque terme de ce développement est un polynôme sphcrique.
Théoricme 4. — Considérons une surface fermée quelconque S.
Soit V une fonclion (|iii soit iiarmonique à l'intérieur de S, sauf sur tous les points d'une certaine courbe singnlière C.
Soit p la plus courte distance du point ./■,, x-2, .r.t à la courbe singulière C. ,1e suppose que
logp ' r/xi ' (Ix-, ' fixi
restent finis quand p tend vers zéro et que le point .ri, x-,, ./;, se rapproche indéfiniment de la courbe C.
Je supposerai que la surface S et la courbe C sont analytiques et qu'elles ne se louchent en aucun point de façon qu'elles se coupent sous un angle fini.
Considérons maintenant le vecteur F dont les composantes sont
r/\ ,P\ rA
l/X\ i/j-> ilx-
Soit ensuite M le point j",, x-,^ .r, et N le point de la courbe G qui est le plus rapproché de M; la droite MN est par conséquent normale à la courbe C et c'est sa longueur que nous avons appelée plus haut p.
Soit <J> la projection du vecteur F sur la droite MiN.
Je suppose que le produit p<I> tend vers une limite bien déterminée i\i. quand le point M se rapproche indéfiniment du point N. Cette limite 2p. est, bien entendu, une fonction de la position du point N sur la courbe C; mais elle ne dépend pas de la direction de la droite MN dans le plan normal en N à la courbe C.
Nous envisagerons encore un point P intérieur à S et dont les coordonnées s'aj)pelleront j)', , j>^., y.,.
Construisons un domaine D défini par les trois conditions suivantes :
i" Les points de ce domaine sont intérieurs à S. 2" La distance d'un point de ce domaine à I' est plus grande que s. '.V La distance d'un point de ce domaine à la courbe C est plus grande que £.
Le domaine D est limité par trois surfaces :
1" par la surface S, ou plutôt par la jiortion S, de cette surface dont lous les points sont à une distance de C plus grande que e;
2" par la sphère i île centre P et de rajon s;
3" par une surface-canal K, enveloppe des sphères de rajon e dont le centre est sur C. L'équation do cette surface-canal peut s'écrire p = £.
Si la courbe G coupe la surface S en h points, la surface-canal Iv découpera sur la surface S. si £ est très petit, h petites courbes fermées entourant ces /* points. La portion de S située en dehors de ces h petites courbes est celle que nous venons d'appeler Si; la portion de S située à l'intérieur de ces h petites courbes pourra s'appeler S^.
Posons
r"- = (x,— _y,y-+ (Xi — y,y--h (X3 — y,y-; U = -•
Les fonctions V et U sont harmoniques dans le domaine D et le théorème de Green nous donne
V — i u -^ I f/oj = o.
Les intégrales doivent être étendues à toutes les surfaces qui limitent le domaine D, c'est-à-dire aux surfaces S,, i cl K; nous aurons donc
Faisons maintenant tendre £ vers zéro et voyons vers quelle limite tendra chacune de ces trois intégrales.
Occupons-nous d'abord de / . Je dis que cette intégrale tend vers une
limite finie et déterminée que l'on peut considérer, d'après les conventions hahiluelles, comme la définition de l'intégrale / étendue à la surface S tout entière.
11 suffit pour cela de montrer que l'inti'grale
est finie; la fonction sous le signe / devient infinie aux // points où la
courbe G coupe la surface S; mais comme il s'agit d'une intégrale dou])le, il suffit, pour que l'intégrale soit finie, qu'en tout point M, voisin de l'un
de ces h points que j'appelle Q, la fonction sous le signe / soit au plus
de l'ordre de l'inverse de la distance MQ, ou ce qui revient au même de
l'ordre de -•
Or U et — ,- sont finis, V est tle l'ordre de lo<;p et ,- de l'ordre de - ■ La
'l'i °' /ri p
condition est donc remplie.
Pour la même raison
Js •• s
sont finies. Donc, d'après un lliéoréme démontré plus haut, l'intégrale
est une fonction holomorphe de ),, j'o, j;, pourvu que le point j'i, );>, y.t soit à l'intérieur de S.
En effet l'intégrale
n'est autre chose que le potentiel de double couche envisagé plus haut
les notalions seules sonl changées, oa passe de la seconde intégrale à la première en changcanl Xi, x-,, Xi en Yi, r-i-, V.i', x\. x'.,, x'. en x,, x-,, x^; c/co' en ddi ; ô' en V.
De même l'intégrale
n'est autre chose (|ue l'intégrale
,n,' (lu,
qui représente le potentiel d'une surface attirante. 11 n'y a qu'un changemont de notations et Ion passe de l'une à l'autre en changeant les x en r,
les x' en x. f/w' en d'ji, ô' en —j^-
Voici donc un premier résultat : la limite pour e := o de Vintégiale j est une fonction liolornovpiie. des y.
Passons à l'intégrale / ; la surface de la sphère est .^r^z"^. V et —p sont finis;
L) est égal a - et —=- a — • Donc
est de l'ordre de £ et tend vers zéro; et d'autre part
hm j \-^fh.> = hm / V— =.\T.\{y„y..,y,.), c'est-à-dire que
Considérons enfin l'intégrale / .
La surface-canal K est engendrée pas des circonférences de rajon £ dont le plan est normal à la courbe C. Soient Q et Q' deux points infiniment voisins de la courbe C; considérons les deux circonférences dont le plan est normal à C aux deux points Q et Q'. La portion de la surface comprise entre ces deux circonférences sera ce que j'appellerai un « segment » de la surface.
Si l'arc QQ' esl égal à ds, l'aire du segment correspondant sera iT.£.ds. Considérons noire intégrale
et étendons-la à ce segment.
U et -^ sont finies; V est d(' l'uidre de loc£ et — de l'ordre dt; • Alors l'intégrale
est de l'ordre de £ logs et Icnd vers zéro. L'intégrale
tend au contraire vers une limile Unie; qui esl égale an produit
, ,. / ./V\ ,. I y.-^ (Is \\m \ i -- \ \\n\ - ■
\ ih, 1 r
La limite de s. —r- est ce que j'ai appelé plus haut •?.[j.. La limilt' de - est
l'inverse d«; la distance du [loinl P au centre de gravité de l'élcmenl ds. L'intégrale devrait être étendue à la portion Iv, de la surface K (jui est à l'inlérieur de S; considérons l'intégrale
étendue à la portion IVj de la surface K engendrée par les circonférences de rayon e dont le centre est sur la partie de C intérieure à S.
Les deux surfaces K| et K-, ne coïncident pas exactement parce qu'il peut j avoir des circonférences de rayon £ qui ne sont qiu; partiellement intérieures à S, ou encore des circonférences qui sont intérieures à S mais dont le centre esl extérieur à S, ou inversement.
Mais si e est très petit, l'aire totale des parties de Kf qui n'appartiennent pas à Kl, ou celle des parties de K^ qui n'appartiennent pas à K,, esl de
l'ordie de £-'. El, comme la fonction sous le signe / esl de l'ordre de -i la différence
est de l'ordie de £ et tend vers zéro.
Quant à l'inlégrale / , elle esl la somme des intégrales relatives aux
segments qui correspondent à la partie de C intérieure à S. Elle tend duuc vers la limite
où r désigne la distance du point P à l'élément ds.
C'est, au facteur — /jt: prés, le potentiel par rapport au point P de la ligne attirante C, la densité linéaire étant égale à tj..
Ce poteullel multiplié par — /ir. est donc la limite vers laquelle tend notre
intégrale / .
Donc en passant à la limite, notre équation
nous apprend que V(j)',, }.j, j'^) est égal au potentiel ilc celte ligne attirante plus une fonction des j-, holomorphe à l'intérieur de S. Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :
Théorème -4. — La f onction \ satisfaisant aux conditions énoncées plus haut est égale îi V intérieur de S ci une fonction holumorplie plus le potentiel d'une ligne attirante; la ligne attirante est C et la densité linéaire est ;-t.
Si en particulier on suppose que \ est harmonique dans toute la région intérieure à S, ,a sera nul; et V sera une fonction holomorphe en tout point intérieur à S.
D'où cette conséquence.
Toute fonction harmonique dans un domaine esl holomorphe dans ce domaine.
J'ai insisté un peu sur cette démonstration, parce que c'est le modèle sur lequel sera calquée plus loin la démonstration d'un théorème important.
Tous ces résultats s'étendent facilement au cas d'un nombre quelconque de variables; et d'abord le théorème de Green.
Considérons dans l'espace à n dimensions un domaine D et la variété fermée an — I dimensions S qui limite ce domaine.
Considérons une portion de celle variélé assez pelile pour cjue ses équalions puissent se mellre sous la forme suivanle :
Les H sont des variables auxiliaires et les o sont des séries procédant suivant les puissances des u.
Considérons le jacobien ou déterminant fonctionnel de
par rapport à
Ce jacobien étant évidemment une fonction linéaire des indéterminées oc, je l'appelle
Soit ensuite
Do = V L)ï-hL)5-^..--i-I->^
L'intégrale /« — i?"-'
/ ï)o'lll\<lui . . . thln—i
étendue à une portion 11 de la variété S s'appellera Vaire de cette portion II; les intégrales ii — i""'""
i Mirluxfln, . . . ilu„-\, ..., / 0„
/(/i ihi i . . . ilu ,i—\
s'appelleront les projections de celle aire sur les espaces coordonnés. Si la portion II est infiniment petite, l'intégrale
pourra s'appeler l'aire d'un élément de la variélé S et se représenter par </aj. Les rapports
\K Do' ■■■' D„
seront les cosinus directeurs do l'élément dai.
Nous poserons alors, y étant une fouclion (juelconque des x :
(/v bu '/.l'i Dû '/'i Du iIj:,,
Ces définitions posées, le théorème de Green se généralise immédiatement et l'on a :
Théorème 1 généralisé. — Si V et U sont deux fonctions liartnoniques dans le domaine D, on a
f/co = o.
On trouve de même :
Théorème 2 généralisé. — Considérons V intégrale
o'do)'
étendue à tous les éléments c?co' d'une variété San — i dimensions ; soient
les coordonnées de Vêlement dco'; /■ la distance des points xt, Xn, . . . , Xn et x\, x'„, . . . ^ x\; o' une fonction quelconque des x' telle que l'intégrale
S' I dui'
soit finie.
La fonction V sera dèveloppable suivant les puissances de x pourvu que
:x'^>P\ 2.i-^<p^(^^i-Hi-ij .
La série converge encore absolument si
pourvu que l'on ait soin de grouper ensemble les termes de même degré.
Corollaire. — La fonction V est holomorphe dans tout l'espace à n dimensions sauf pour les points de la variété S.
Théorème 3 généralisé. — Considérons l'intégrale
V= / 0 flia ——j- — -1 J d;
Dans celle formule, ù', rfu' el ;• onl même signiilcalion que dans le ihéorème précédenl el l'on pose
D'i, el D';^ élanl les quantités analogues aux D„ el aux Da- définis plus haut qui sont relatives à l'élément rfto'.
La fonction V sera encore développable suivant les puissances des x si
Sa;'2>p2, Za;=
Si l'on groupe ensemble les termes de même degré, la convergence est encore absolue pour I. x- <Z p- .
CouoLL\iHE. — La fonction Y est holomorphe dans tout Vespace à n dimensions sauf pour les points de la variété S.
Le théorème 4 est également susceptible de généralisa lion ; je ne m'en occuperai pas pour le moment parce que je me réserve de revenir avec plus de détails sur ce point important. Mais j'aurai peut-être encore besoin de plusieurs propositions qui sont des conséquences des propriétés des fondions do Green relatives à une hjpersphère. Ces propriétés étant bien connues, au moins en ce qui concerne l'espace à 3 dimensions, je n'insisterai pas sur la démonstration.
Théorème 5. — Considérons V hypersphère
(I) S.f^=RS
que j'appellerai S. Soil P un point intérieur à l'hypersphère dont les coordonnées seront y,, j-o, . . . , j„ ; nous aurons
Soit P' le point conjugué de P; ses coordonnées seront
R2 Ri R2
Soit /• la distance du point j^i, x-,, . . . , x„ à P el /■' sa dislance à P' de sorte que
Lorsque le point x, , x^, . . . , .?„ est sur l'hypersphére, on a considérons alors la fonction
c'est une fonction harmonique dans tout l'espace à n dimensions, sauf aux points P et P'; elle s'annule quand le point .ri, . . . , sc„ vient sur S.
Considérons une fonction \' harmonique à l'intérieur d'une hjpersphère plus grande que S.
Considérons une hypersphére 2 de rayon £ et de centre P et le domaine D compris entre les deux hypersphères S eti; dans ce domaine les deux fonctions V et G sont harmoniques et le théorème de Green nous donne
L'intégration devant être étendue à tous les éléments des deux hypersphères S et 1, j'écris
Quand £ lend vers zéro, hi seconde inlégale / tend vers une limite finie
CV(/i, j'2, ..., jn);
C est une constante numérique, qui esl égale à « — 2 fois l'aire de l'hypersphére de rajon 1 .
Quant <à la première intégrale, comme G s'annule sur S, elle se réduit à
•dG,
J cil Ainsi V( ri. y^i • • • , v„) est égal à l'intégrale
. V cU
De même, comme la fonction /•'-""" est aussi harmonique dans tout l'espace sauf au point P, on trouverait
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Mais d'après les ihéorèines 2 el 3 généralisés, l'intégrale du second membre est développable suivant les puissances de j' pourvu que
Dans le cas où la fonction V est harmonique dans loule portion finie de l'espace, on peut prendre R aussi grand que l'on veut. Nous arrivons donc au résultat suivant :
Si la fonction V est harmonique dans taule portion finie de V espace à n dimensions (c'est-à-dire si elle satisfait partout à l'équation de Laplace AV = G et possède partout des dérivées du second ordre, mais sans être assujettie à tendre vers zéro quand le point a"i, oc-^, ■ ■ ■ , .r„ s'éloigne indéfiniment), cette fonction V est développable suivant les puissances des x ; ce développement est toujours convergent.
Si l'on groupe ensemble les termes de même degré, chacun des groupes sera un polynôme homogène qui devra satisfaire à l'équation de Laplace; c'est-àdire ce qu'on peut appeler ua polynôme hypersphérique.
Théorème 6. — Reprenons la formule
ho.
Si R est très grand et p fini, r est de l'ordre de R et /•' de l'ordre de R-, si le point Xi, x-2, . . . . Xn est sur S.
Donc ;•■-"" el r'-~" sont de l'ordre de R'-"" etR' -". Leurs dérivées premières par rapport aux x sont respectivement de l'ordre de R'~" et R-'-'-", et leurs dérivées secondes sont respectivement de l'ordre de R-" et R--".
Les dérivées premières de r'-^" par rapport auxj' sont égales au signe près aux dérivées premières par rapport aux x, elles sont donc de l'ordre de R'-".
De même les dérivées secondes de r^-" prises par rapport à l'une des variables x el à l'une des variables y, sont égales au signe près aux dérivées secondes prises par rapport à deux variables x; elles sont donc de l'ordre de R-".
Supposons ensuite que le point P vienne en Pj et que la distance PPi soit finie ; soit Tj la dislance du point X), Xn., ..., Xn au point Pi et ;•', sa distance au point F^', conjugué de Pi ; soit pi la distance du point Pi à l'origine.
L'accroissement
dr"-—" est du même ordre que les dérivées — ; — > c'est-à-dire de l'ordre R'~"; de même
les accroissements
dx
fp. f1—n
seront du même ordre que les dérivées —, — -^ -, c'est-à-dire de l'ordre de R^".
' dxay
Si nous observons ensuite que l'on a
d¥ v^ xk d¥
df ^ Xk
dV ^^ K" d7l'
on verra que
d(r"r"— r--") dr''-'-"'i dr'p-"^ d'i f/v rfv
sont du même ordre que
d{ r f-" — r"--" ) ^r'(^-") rfr'," "' dx dx dx
c'est-à-dire respeclivement de l'ordre de
Nous avons
et nous poserons, de même
G,= ri-"-
et il viendra
^ _ rfG^ _ rf(r2-"— r?-") /RY'-2a^r'(2-") / R V'-^ «^r'/^-n) rfv rfv i^v \ P / o'^ \ pi / <^f^
Dans le second membre, le premier terme est de l'ordre de R^" et les deux derniers sont aussi de l'ordre de R^" ; donc le premier membre est de l'ordre de R-".
Cela posé, soient ^i, z^^ ...,;„ les coordonnées de P| ; nous aurons
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La fonction '^-4^ — '~r est de l'ordre de R^" ; le champ d'intégration est de
Tordre de R"~' ; si la fonction V est finie, l'intégrale du second membre est infiniment petite et l'on a
Comme les deux points P et Pi sont quelconques, cela veut dire que V est une constante.
Nous arrivons donc à cette conséquence :
Une fonction harmonique dans toute po/'tion finie de Vespace et dont le module est limité se réduit à une constante.
Théouème 7. — De là on peut tirer une conséquence importante : Supposons que la fonction V soit harmonique dans toute partie finie de l'espace; qu'elle soit par conséquent susceptible d'être développée en une série toujours convergente de polynômes hypersphériques. qu'elle soit en un mot ce qu'on pourrait appeler une fonction harmonique entière.
Supposons de plus qu'elle soit n fois périodique; alors l'espace à n dimensions se trouvera subdivisé en une infinité de prismatoïdes des périodes formant un assemblage à la Bravais et à l'intérieur de ces divers prismatoïdes, la fonction reprendra les mêmes valeurs.
Son module est donc limité et elle doit se réduire à une constante; d'où cette conclusion :
Toute fonction harmonique entière n fois périodique se réduit à une constante.
C'est aussi une conséquence de ce fait bien connu qu'une fonction harmonique ne peut avoir ni maximum ni minimum.
Je renverrai d'ailleurs pour plus de détails à un Mémoire de M. Appell publié dans les Acta mathematica, t. -4.
III. — Fonctions biharmo niques
Soit F =: \' 4- f W une fonction des n variables complexes
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On aura alors
dV^ _dW dV_ ^ dW
dxk " dfk ' dy'k dxk
d'où il suit que l'expression
est une différentielle exacte.
Si donc V est la partie réelle d'une fonction F, l'expression (i) sera différentielle exacte.
De là nous tirons les équations
rfa:| c(rl ' (lxkdx,j dykdy^ ' dxkdy,^ dykdxq
Toute fonction satisfaisant à ces équations (2) et d'ailleurs continue et ayant des dérivées secondes sera dite biharmonirjue. Des équations (2) on tire aisément
Ainsi toute fonction biharmonique est en même temps une fonction harmonique des 2 n variables x et y.
Si « = i, toute fonction harmonique est la partie réelle d'une fonction de variable complexe.
Mais, si « > i , il n'en est plus de même et la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction V puisse être regardée comme la partie réelle d'une fonction de variables complexes, c'est que celte fonction V soit bdiarmonique.
Les équations (2) peuvent encore se mettre sous une autre forme.
Soit
Uk= xk— iyk-,
et supposons qu'au lieu des x et dos y, on prenne pour variables les z et les u. Alors la condition pour que V soit biharmonique, c'est qu'il soit de la forme
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de sorte que les équations (2) peuvent être remplacées par les suivantes qu'on en déduit d'ailleurs par un calcul simple
où l'indice k peut être égal à q. Ces équations sont au nombre de «'-.
Théorème 8. — • Quelle est la condition pour qu'on puisse trouver un polynôme V satisfaisant aux n- équations
ail les <I> sont des polynômes donnés.
Il est clair que les <t doivent satisfaire aux relations suivantes :
dz „, (/; k c/z m dzkduq
d^g.k ^ d%.n ^ d^y du,n duk dzçdu/cdii,,,
L'indice q peut être égal à k ou à m; mais ces deux derniers indices doivent être différents, sans quoi les relations se réduiraient à des identités.
Le nombre des relations ( 5 ) est donc n-{n — i ).
Les conditions (5) sont évidemment nécessaires, je dis qu'elles sont suffisantes.
En eflel supposons d'abord que les $ soient des polynômes homogènes de degré À par rapport aux r d'une part et homogènes de degré fx par rapport aux u d'autre part :
Alors il suffira pour satisfaire aux équations (4) de faire
l.SkU,^k.,
Il est aisé de vérifier que celte expression satisfait aux équations (4) si les conditions (5) sont remplies.
Si maintenant les <!• sont des polynômes quelconques, on n'aura qu'à les décomposer en parties homogènes tant par rapport aux z que par rapport aux u.
Ainsi pour qu'on puisse satisfaire aux équations (4) il faut et il suffit que les conditions (5) soient remplies.
dxl
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Il est clair d'ailleurs que si l'on peut y satisfaire, on peut le faire d'une infinité de manières puisqu'on peut ajouter à V une fonction biharmonique quelconque sans que les équations (4) cessent d'avoir lieu.
Si l'on revient aux variables x et r les équations (4) deviennent
dxk dx^ dfk dy-fi '
I dx/i dy,, dxq dyk ~ '"''
les F étant des polynômes donnés en x et )•, el les conditions (5) deviennent
dPki, dF'ii^ _ r/F,,,^ dV',„,^
, , dx,„ «•/)-„; dxi dy/c
^ dF^j dF'^^ ^ dF,„,j dF'n,^
dy,n dx,n dyk dxk
IV. — Potentiel d'une courbe
Considérons d'abord une courbe analytique dans l'espace ordinaire à 3 dimensions. Soient a;',, a;',, x'.^ les coordonnées d'un point de cette courbe et /• la distance de ce point au point X\, x^. x.^,. Le potentiel de cette courbe sera
• S' ds
_ /^ S' ds
où â' représente la densité et ds' l'élément d'arc de la courbe. Je veux étudier cette courbe el son potentiel dans le voisinage d'un de ses points O. Je prendrai ce point, que je supposerai non singulier, pour origine des coordonnées; je prendrai la tangente en ce point pour axe des X\ et le plan osculateur pour plan des a;i :r-., ; nous pourrons mettre alors les équations de la courbe sous la forme suivante :
les cp étant des séries ordonnées suivant les puissances de t et s'annulant avec t.
'il dt
De plus pour / == o, —j- ne s'annule pas, mais
~dï Ut ~ di- ~
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Nous aurons d'ailleurs
ris' = c/t'\i{t),
']/ étant une série développée suivant les puissances de t, et je supposerai de plus que è' est également développable suivant les puissances de t. Cela posé
r-= {x\ — Xi)--+- (;r', — jTj)--»- (a;, — Xa)-
est développable suivant les puissances de t, Xi, x^ et x^. Ecrivons l'équation
et résolvons-la par rapport à t; cette équation comportera deux solutions
qui s'annulent pour x, = ^2 = j-:, = o. Ces deux solutions sont imaginaires bien entendu.
Considérons le produit {t — Oi) (' — Oo) et posons
(t — fii)(t — &.) = r-- 2\t-h7.,
Y et Z seront deux séries procédant suivant les puissances des x. De plus on aura
0 étant une série procédant suivant les puissances de t, x,, x-,, x^ et ne s'annulant pas pour
/ = Xi= X«= Xx= o.
Pour tous ces théorèmes, je renverrai au Mémoire de Weierstrass sur les fonctions de plusieurs variables (Œuvres complètes, t. II, p. i35 et suiv.) et au début de ma thèse inaugurale (Paris, Gautliier-Villars, 1879) (*). On aura donc
U étant une série développée suivant les puissances de t et des x.
(') Voir Tome I, p. XLIX-CXXIX.
Cela posé, nous allons nous proposer de mettre U sous la forme suivante : (I) u = L'o-+-*(<-Y)-+---^(<î-2Y<-+-Z),
Uo étant une série développée suivant les puissances des .r, et <I> une série développée suivant les puissances des x et de t.
Si nous mettons U sous cette forme, nous en déduirons la valeur de V, car l'intégrale indéfinie sera
Uolog[(< — Y)-i- v'^-— 2Y<-4- Z] -(-<I>v72— 2Y<-i-Z.
Si U était un polynôme, il se mettrait sous la forme (i) par un procédé bien connu. Mais U étant une série, il faut démontrer que ce procédé, toujours applicable, conduit à un résultat convergent. Posons
l'équation (i ) devient
(I') u = U„~|<I. + (Ç=-Ti)^.
Comme U est développable suivant les puissances de t et des a? et Y suivant les puissances des x; la fonction U sera développable également suivant les puissances de \ et des x.
D'autre part rj est développable suivant les puissances de x; mais nous ne nous servirons pas de cette propriété et nous traiterons r/ comme une variable indépendante.
En conséquence, dans l'équation (i') :
1° U sera une série donnée procédant suivant les puissances de ï et des x\
2" Uo sera une série inconnue procédant suivant les puissances de y) et des a^;
3° $ sera une série inconnue procédant suivant les puissances de ^, de f) et des x.
Ecrivons alors
Uo = M(l -i- T| «, H- T,' Jio -I- . . . , <I> = <I>o -H r, $, -+- 7)2 <t>.. -4- . . . .
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Alors l'équation (i') se décompose dans la série d'équations suivantes :
Nous sommes ainsi conduits à envisager l'équation
2AmH"' étant une série donnée procédant suivant les puissances de E. On j satisfait en faisant
Mi-=Ao, <I)t=AlH ;^ H J^ 1-
On peut donc calculer les <I»/; et les m*, mais il reste à savoir si le développement converge.
Pour cela je compare l'équation (i') à la suivante :
U' est une série donnée procédant suivant les puissances de E et des x. U'„ et <I»' sont des séries inconnues procédant, la première suivant les puissances de rj et des X, la seconde suivant celles de ^, de yj et des x, et où enfin cp' est ce que devient 4»' pour ^ = o. L'équation (i"), en posant
se décompose en une série d'équations
Supposons que U' ait tous ses coefficients positifs et plus grands en
valeur absolue que ceux de U et comparons les équations (2') et (2"); soit U = SAÇ"' j;«.x»>x*», U' = I:A'Ç"' x«ix««ar«>; A'>|A|
(J), = 2 B, <;'"+■' x^' xi;' x<^', *', = S B'i 'i"'+^x'}ixfx'^',
11 viendra
Bo=-, B'„=A', Bi= B„, B', = 2B;,
ce qui montre que les B' sont positifs et que
Bk.>|B;t|.
La convergence des séries dans le cas de l'équation (1") entraîne donc la convergence dans le cas de l'équation (1'). Or on satisfera à l'équation (1") en faisant
,„ li'(s/7^) + U'(- v'^). ,., u'(v/I^)-U'(- ^/I^)
Inutile de dire que LI'(^/2rjj représente ce que devient U' quand on y change ^
en y2ri.
On voit en effet que dans ces conditions U'— U'„' — Çcp' est divisible par ^- — 20.
Ainsi nos séries convergent et U peut se mettre sous la forme (i).
Nous pouvons alors trouver la valeur de V, puisque nous avons l'intégrale indéfinie
U„ log[z — Y + sj'f^-2Yt-i~'/.] + * vV-^-2Y<-+-Z.
Nous supposerons que les deux extrémités de la courbe attirante correspondent aux valeurs ^,1 et ti du paramètre t; de sorte que les deux limites d'intégration seront l„ et ti.
Nous supposerons d'abord que ^,1 et ^1 ne sont pas nuls et que, par exemple,
En d'autres termes, nous étudierons le potentiel dans le voisinage d'un point de la courbe qui n'est pas une des extrémités.
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Dans ces conditions U„, "^(fi). •!*(<„), el les deux radicaux
V^^î — 2 Y«i-H Z, \Jtl— 2\ to+'L
sont des fonctions holomorphes des .r; il en est de même do
log[«i— Y -I- \jti—i\ti + 'l].
Car le radical est développable suivant les puissances de "\ et de Z et le logarithme ne devient pas infini pour ^ = Z = o. Il n'en est plus de même de
car si l'on fait Y i= Z = o, il reste
iog(/o-+- 4tl).
Si l'on convient de prendre la détermination positive du radical; il faudra, puisque <„ est négatif, prendre
v/îl = -<o, d'où
Au contraire,
log( — <o+ Y-+- ^tl—iXt^-^Z)
se réduit pour Y = Z^o à log( — 2t„) et n'est pas infini; c'est donc une fonction développable suivant les puissances des x. Or nous avons
log(<o-Y-h ^tl — -i\^+Z) = log(Z- Y2)-log(-/o+Y-+- v/<5- -'V/„+Z). Donc :
Théorème 9. — Le potentiel V d'une courbe attirante est égal dans le voisinage d'un point de cette courbe qui n'est ni une extrémité de la courbe, ni un point singulier ; ce potentiel, dis-Je, est égal à une fonction U,, lioloniorphe par rapport aux x, multipliée par log(Z — Y-), plus une autre fonction liolomorplie des x. D'ailleurs Z — Y'-* est aussi une fonction holomorphe des x.
Supposons maintenant /„=o; ou en d'autres termes, étudions le potentiel dans le voisinage d'une des extrémités de la courbe. Alors
sjtl — 2to\ -h L
se réduit à \J'L et n'est plus une fonction holomorphe des x. Mais Z est égal k x\^ x\ 4- x\, multiplié par une fonction holomorphe des x ne s'annulant pas avec les x.
On a d'autre pari
log(<„-Y-H v/^i-H2Z„X + /.) = log(v/^-Y).
Le potentiel est alors égal à la fonction holomorphe U,, multipliée par log(^Z — Y), plus une fonction holomorphe, plus une autre fonction holomorphe
multipliée par \ x\ + x\ + x\.
En résumé soit une courbe attirante AOB, décomposons-la en deux segments AO et OB; et prenons le point O pour origine.
Dans le voisinage du point O, le potentiel du premier segment sera
Uo log( v^Z — y) H- H + W \lx\ -H x\ + x\, et celui du second segment
U„ log ( v/Z + Y ) + H' — W \jx\ + x\-\-xl,
U„, H, H' et W étant des fonctions holomorphes; celui de la courbe entière
sera
Uolog(Z — Yî) + H + H'.
Pour bien nous rendre compte de la signification de ce résultat, cherchons
d'abord ce que c'est que la surface Z —Y- = o; l'équation
signifîe que l'équation en t
ti— 2ty -hZ = 0
a deux racines égales; or cette équation en t est équivalente à la suivante :
Supposons donc que du point Xi, x^, x, comme centre nous décrivions une sphère de rayon nul. Cette sphère coupera la courbe attirante en un certain nombre de points imaginaires; le lieu des points Xi, x-2, x.^ qui sont tels que
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deux de ces points imaginaires dinlersection se confondent est précisément la
surface
Celle surface esl imaginaire, mais elle présente une courbe réelle qui n'esl autre chose que la courbe attirante.
Cherchons maintenant la signification de \J^.
Notre potentiel V est égal à l'intégrale
Vdt
V7- — li Y < -H Z
La fonction sous le signe / , considérée comme fonction de t, présente un
certain nombre de points singuliers. Représentons ces points singuliers dans le plan des t ; nous ne nous occuperons que de ceux d'entre eux qui sont voisins de l'origine; ils sont au nombre de deux qui sont les racines de l'équiilion en t
Soient T et z' ces deux points :
Quand les variables x varieront, ces deux points z et t' varieront également; etquand les x auront décrit un contour fermé, ces deux points z et t' décriront des contours fermés ou s'échangeront entre eux.
Dans ce dernier cas (ou bien encore si z et z' décrivent des contours fermés, mais de telle sorte que z ail tourné autour de t') l'intégrale définie V ne reprendra pas sa valeur, mais elle augmentera d'une période.
Cette période que j'appelle II sera l'intégrale
{] dt
/-— -iZ Y -h Z
prise le long d'un contour fermé enveloppant les deux points z et t'. Or les diverses déterminations de notre intégrale définie V correspondent aux diverses déterminations du logarithme
log(Z-Y=).
Quand ce logarithme augmente de 2. in, V augmente de 2ir.\J„; on a donc
Il = '>.iT:U„.
11 serait d'ailleurs aisé de vérifier que la période II est une fonction holomorphe
des T. En elTet, le couleur fermé le long duquel celte iulégralc esl prise puul êUe choisi d'une manière quelconque pourvu qu'il enveloppe t el r'. Je le choisirai donc fixe el indépendanl des x. Comme il passe toujours à dislance
finie des deux points t et r', la fonction sous le signe / est en tous ses points, iiolomorphe par rapport à t et aux x. L'intégrale est donc une fonction liolomorphe des x. c. q. f. d.
Il faudrait pour être complet, étudier V dans le voisinage d'un point singulier de la courbe attirante, par exemple d'un point de rebroussement. Je me contenterai de la remarque suivante :
Soitp la distance du point a?), ^^i -'j ai' point singulier. Le produit Vp tend vers zéro quand le point .r,, Xa, x,., se rapproche indéfiniment du point singulier en suivant une courbe quelconque non tangente à la courbe attirante.
Revenons à notre fonction U,,, cherchons sa valeur quand les ./■ s'annulent; c'est au facteur constant près /tt l'intégrale
vV-tjC-
Si les x sont très petits, t et t' sont très voisins l'un de l'autre et de zéro et
quant t varie de t à t', t reste très petit. Alors sous le signe / la fonction U
ne prend que des valeurs très peu différentes de A, A étant la valeur de U quand t et les x s'annulent.
L'intégrale diffère donc peu de
= Ai-.
Ainsi U„ se réduit à A quand les x s'annulent. Or nous avons
■^ = \/y,{'-^y; B(t-x)(t~z') = -s:çx'-xy-.
Quand les x s'annulent, r et t' s'annulent et il reste
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Si l est 1res petit, on a sensiblenifiit
il reste donc On en conclut
Ainsi sur la courbe attirante, la fonction Uo n'est autre chose que la densité. Ce que nous venons de dire de l'iulé^ralc
s'applique sans aucun changement si la courbe attirante, au lieu d'être dans
l'espace ordinaire, est dans l'espace à n dimensions et si au lieu de trois
variables Xt, x^, r;,, nous en avons un nombre quelconque.
Revenons encore sur (juelques points de détail et d'abord sur la génération
de la surface
C'est l'enveloppe d'un cône isotrope (c'est-à-dire d'une sphère de rayon nul) dont le sommet décrit une courbe attirante. On voit aisément que c'est une surface développable.
Reprenons la formule donnée plus haut
ou en lire
et
V = U„log(Z- Y=)+II + II';
— _ =— — log(Z — Y-) -I- Uo -. 1 ;
(Ixt dxi dxi ax\ elxi
Je remarque que U,, et '^r sont des fonctions holomorphes des x et que le
second membre est égal à une fonction holomorphe des x divisée par Z — \-.
Donc V satisfait à une équation linéaire du premier ordre à second membre et à coefficients holomorphes.
Il est intéressant, au point de vue de la généralisation qui va suivre, de retrouver ce résultat par une autre voie.
Nous avons el nous en tirons aisément
Les fonctions ô''J>, /'- el
cl Xi ilX\
sont hûlouiorphes par rapport à < et aux x\, de plus le développement de ;commence par des termes du second degré, celui de ô'']; par des ternies de degré zéro; celui de M par des ti.'rmes de degré i. Nous poserons
de sorte que nos intégrales prendront la forme
C^dt dv ry\. dt
Transformons ces deux intégrales, et d'abord l'intégrale V; nous allons chercher à mettre l'intégrale indéfinie sous la forme
■\Sdt _, r dt
r i\ dt . r dt j^,
P étant une fonction holomorphe de t et des x, el •I' une fonction holomorphe des X seulement.
Cela nous donne
dV dr _,
Cette équation (3) présente une grande analogie avec l'équation (i'); elle pourrait, soit se traiter de la même manière, soit s'y ramener par une transformation, je préfère suivre une autre marche.
Je développe f- suivant les puissances de t et des j", et je fais de même pour N, P et *I>; je groupe ensemble les termes de même degré et j'écris
N = N„-i- Ni H- N2 + .. .,
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La nolalion F/,, par exemple, représente un groupe de lerrnes homogène par rapporl à t el aux ,r.
L'équaliou (3) se décompose alors el nous donne
1 fit (It ■)■ lit >- lit
r// 2 (It fit 2 c/< 2 fit
La première équation nous donne <I>o; de la seconde, on en tirera P,, et <I>i. La troisième nous donnera Pi et 4>2, la quatrième P2 et <I>:,, etc. En général ces équations prendront la forme
P.— 7- H 7- P<-i-*/ + i= Htt-l,
crt 2 fit
H/, étant un polynôme connu homogène et île degré /.■ par rapporl à < et ans x. Pour résoudre celle é([unlion, posons
Les A el les B sont évidemment des polynômes homogènes j)ar rapport aux .r. Les degrés respectifs de A,„, B,„, Cj, C,, C„ sont A- — m. A + 1 — m, o, i el 2. En égalant les termes en V", on trouve
«iC; A,„_i, -t- (2»i -t- 1 ) Cl A„, + («î -I- i) Ci)A„,+i = B,„.
Comme Cj est une constanle, ou fera successivement dans l'équation précédente
in = k-^-\, k, k — \, ..., 2, I,
ce qui peruietlra de calculer successivement
A<-, Aa_i, ..., Ao,
qui seront des polynômes entiers par rapporl aux x.
La dernière équation, qui correspond au cas de m = o, est d'une forme un peu dillerenle, elle s'écrit
3 C, A„ + 2 C„ A 1 + <l>*+, = Bc,
elle nous donne 4»/,+i.
On peut donc mettre N sous la forme (3), la question de convergence des séries demeurant réservée.
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Occupons-nous inainlonnnl de transformer l'intégrale
^A r M dt
Je m'appuierai sur le lemme suivant, sur lequel je me réserve de rc\enir pins loin.
Soient trois fondions holomorphes M, Ai et K^. Si M. s^annule toutes les fois que Al et Aj s'annulent à la fois {au moins dans le voisinage de l'origine), on peut trouver deux fondions holomorphes B, et Bj telles que Von ail identiquement
M = .ViB|-t- AjBo.
Considi'rons les deux fonctions holomorphes
rir I- el /• , • (It
Pour qu'elles s'annulenl à la fois, il faut que l'équalion
ail deux racines égales; c'est-à-dire que
dr
La fonction (Z — Y'-') M s'annule doue toules les fois que r- el r-y s'annulenl à la fois, de sorte qu'on peul poser
^ ' dt -'
Bi et Bo étant holomorphes; on en déduit
L'intégrale
r/p dii,\,/t
peul se traiter comme V, ce qui montre qu'elle est égale à
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4»' el l'' élanl holomorphes; on a donc finalemeiil
Il reste à lrait(;r la question de la convergence des séries.
Pour démontrer la convergence do la série P qui entraîne celle de toutes les autres, j'emploierai la méthode des fonctions majorantes et je comparerai l'équation (3) à l'équation
où N" est une série donnée, holomorphe en < et x et dont tous les coefficients sont positifs el plus grands en valeur absolue que ceux de N; où $" et P" sont deux séries Inconnues holomorphes, la première en a-, la seconde en t et ./', où enfin
G étant une série dont les coefficients sont positifs et égaux à la valeur absolue de ceux de r^ — Gît'-'-
L'intégration de l'équation (3') est d'ailleurs facile.
On en tire
1"'F"= Ij W rll — ^V t — <i''" ,
•l>'" étant une nouvelle série holomorphe on :r; on peut toujours choisir los doux séries inconnues "I»" et <I>'" de telle façon ((uo le second membre soit divisible par F"; ou obtiendra ensuite immédialemont P".
Gela posé, reprenons l'équation (4) cl l'équation qui donne la valeur
de / — — ; nous en tirerons
Gherchons les valeurs de •!> et <!•', et pour cela prenons l'équation
j — =*J ,.+■'•• Prenons les intégrales le long d'un contour fermé enveloppant z et r'; le
premier membre devient égal à U„ ; soit J rinléf;rale / — prise le long de ce même contour. Quant à l'intégrale
prise le long d'un contour fermé, elle est nulle; il vient donc
Uo=*J.
Nous avons vu que U„ est une fonction holomorphe des x ne s'annuinnt pas avec les x. Pour la même raison, il en est de même de J. On trouve de même, en parlant de l'équation (4)
et alors l'équation (5) peut s'écrire
ou en prenant les intégrales entre les limites t„ et ti
<— ("•ê-vt)-,
0 étant une fonction holomorphe des x. c. q. f. d.
V. — Généralisation
Je me propose d'étendre les résultats précédents au cas d'une variété attirante à 7t — 2 dimensions dans l'espace à n dimensions, la loi d'attraction étant en raison inverse de la puissance n — i des distances.
Soit f la variété attirante, O un point de cette variété dans le voisinage duquel nous voulons étudier le potentiel. Nous supposerons que ce n'est pas un point singulier et nous le prendrons pour origine.
Les équations de la variété c prendront la forme suivante :
x'k= ?/((<l, '"., ■ ■■, tn-i) (k = 1, 2, ..., n),
les (»/c étant holomophes et s annulant avec les (. L'expression
est développahlft en série procédant siiivanl les puissances des t et, des /, le développement commence par des termes du second degré; je pourrai toujours choisir les variables auxiliaires t de telle façon que, quand les x s'annulent, les leruies du second degré de ;'^ se réduisent à
Cela posé, le potentiel cherché sera représenté par l'intégrale /i — 2'''''
N désigne une fonction holomorphe des t et des x et j'ai désigné pour ahréger par du le produit
L'intégrale V n'est pas une fonction iiolomorphe des t et des ,r parce que /■ s'annule avec les t et les t, c'est-à-dire dans le champ d'intégration. \ ojons d'un peu plus près en quoi consiste cette singularité.
Représentons dans l'espace à. 2 n — 4 dimensions les parties réelles et imaginaires des n — 2 variables complexes l,, t-,, . . ., l„-i-
L'intégrale V est une intégrale n — 2'''" étendue aux éléments d'une certaine variété w k n — 2 dimensions située dans cet espace k in — 4 dimensions.
Celte variété est d'ailleurs plane; soit, en edet,
tk= i<i-+- v'— ' "A-
Comme dans l'inti-grale V, nous ne donnons aux t que des valeurs réelles, nous aurons
C'est là l'équation de notre variété (V. Mais cette variété n'est pas indéfinie, elle est liuiilée par une variété an — 3 dimensions que j'appellerai >. et qui aura pour équations
l'<=0, /(Ul, u«, ..., (<„-•") = 0.
Pour achever de définir la variété w, il faut donc adjoindre aux équations (^/;= o, rinégnlilé/> o.
La variété /. est ainsi le bord de la variété iv.
Le point
'1 = <•> = ... = in-i = o
n'appartient d'ailleurs pas à À; car nous n'avons pas supposé que le point O se trouvait sur le bord de la variété attirante c.
D'après un ihéoréme connu, généralisation de celui de Cauclij \<'f- Mémoire sur les rcsidus des inlégrales doubles ( Acta innlhematica., '•'')] ( ' )' l'intégrale ne changera pas f[uand on la prendra le long d'une autre variété iv', ayant même bord que iv, |iourvu qu'on puisse passer d'une manière contuiue de H' à w' sans rencontrer de point singulirr.
Quand le point x^, x-<, . . ., x„ décrira certains contours fermés, il faudra déformer la variété w d'une manière continue de telle façon que sur celle variélé ne se trouve jamais aucun point singulier; quand le contour fermé aura (Hé complètement décrit; il pourra se faire que la variété w ne revienne pas à sa forme primitive, et se soit changée en une autre variété n'.
L'intégrale V se sera alors changée en V + U,,, Uo étant une période de
l'intégrale (n — 2)1''"
rîUh J /•"--■
Pour aller plus loin, nous allons appliquer la même méthode que dans le cas de l'espace ordinaire.
Nous allons chercher à mettre N sous la foruie
où <I> est une fonction holomorphe des x et les P/,(A==i, 2, ..., « — 2) des fondions holomorphes des x et des /.
Celte équation équivaut en effet à
Décomposons les séries N, P/,, <1>, 7''- en groupes de termes homogènes tant par rapport aux t que par rapport aux x. Soient
Nli.v, Px-.ji.v, 'l'a. F|j..,
les groupes de termes de
N, Pa, *, r%
qui sont de degré y. par l'apport aux x et degré v par rapport aux t.
(') Voir Tome III, p. 440-48,).
Nous allons calculer les groupes inconnus P/,.jj..., dans l'ordre suivant : on commencera par les termes où p.+ v est le plus petit et l'on rangera les groupes dans l'ordre des p. + v croissants; les groupes correspondant à une même valeur de p. + v seront rangés dans l'ordre des p. croissants.
Nous aurons donc en posant pour abréger
l'X:.(j..v= lU-,
en nous rappelant que
et en désignant par M un ensemble de termes déjà calculés, homogènes de degré p- par rapport aux x et de degré v + i par rapport aux t, nous aurons donc, dis-je [en égalant dans ( i ) les termes de même degré]
(3) M = Sr^ 2^ -("-'') -"<'*■
Nous poserons ^ - r = Z. et d'autre part, on peut poser et cela d'une infinité
de manières
Nous chercherons donc à faire
Aa=/*Z-(«-4)iu.,
d'où l'on tire aisément
en tenant coni|Uo de
car Z est homogène de degré v — i par rapport aux l.
Nos équations nous donneront donc Z et les II/,.
En égalant dans l'équation (3) les termes de degré p par rapport aux j; cl zéro par rapport aux <, on a une équation qui donne <I>^.
Il reslerait à traiter la question de la convergence des séries; comme les théorèmes que je démontre dans ce paragraphe et dans le précédent ne sont pas indispensables pour mon sujet principal, je ne veux pas trop m'y attarder et je me bornerai à indiquer la marche générale de la démonstration.
Il est d'abord facile de mettre /•- = F sous la forme suivante :
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OÙ «/, est une série développée suivant les puissances de t et des x, commençant
par des termes du premier degré, et dont les termes du premier degré se
réduisent à tk quand les r s'annulent; où z est une série développée suivant les
puissances des x et commençant par des termes du second degré.
Gela posé, l'intégrale
, • N f/l^i/l.. . .lit,,-.
devient
' N A rlui du« . . . diiii—i
OÙ A est le jacohlen dos t par rapport aux u\ ce jacobieu étant une fonction holomorphe des l et des ,r, et aussi des u et des j", nous vo^'ons que nous pouvons toujours supposer que l'on a
car les u peuvent jouer le même rôle que les t. Supposons donc
Notre équation devient alors
Notre fonction N peut se développer en une série absolument convergente de la forme
N = 2YpP,
où (5 est un entier pair et où ^ est un polynôme homogène de degré a par rapport aux t et satisfaisant à l'équation
7 —, — = Al = «,
jLu dV- '
et où enfin l'on a posé
Cherchons à satisfaire à la fois aux éfpiations
dV
Vr'J:=o, v,p=__^Yp°.
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Pour cela faisons
où a el b sont des coelTicients qu'il s'agit de déterminer. Pour cela on trouve les deux équations
fla -t- 6 = -,
II—
a 7l[j -t- b {oL -h [j -i- n — 4 ) = "dont le déterminant ne s'annule que pour
a = o ou a -t- « — 4 = "■
Comme n est plus grand que 4i cette seconde hypothèse ne peut se réaliser, mais nous devons exclure le cas de a ^ o.
Appelons donc No l'ensemble des termes de N pour lesquels a sera nul, de sorte que N„ sera fonction de p- seulement et résolvons l'équation
(4') c^r^z)^"^ -(n-.\) zar) = ?<-?<,■
cela pourra se faire en prenant
P = So^û?^ Sfcn'pP-= dt ' '^
(les termes où a est nul étant exclus); comme les coefficients ael b sont limites, la série est convergente.
Il faut maintenant trouver des séries P* satisfaisant à l'équation
Nous poserons
Q étant une fonction de p'-; l'équation devient
ou bien
_f/ r Qp"-^ "I _ (N„— 'i')p"-^
L'cquallon est tout à fail semblable à celle qui a élé Uailée dans le paragraphe précédent et pourrait se traiter de la même manière.
On pourrait dire aussi : nous déterminerons <P à l'aide de l'équalion
les intégrales étant prises le li3ug d'un contour fermé entourant les deux points
Si dans ces intégrales on pose
et qu'on prenne les intégrales sui\ant un contour entourant les deux points p'= dr i, l'intégrale du second memlire sera une constante; dans celle du premier
membre la fonclion sous le signe / sera une fonction holomorphe des x et de \l z\ <t devra donc être une fonction holomorphe des j" et de \J z\ et j'ajouterai des x et de -; car <I> ne change pas quand ^ z se change en — y/s.
Si 4* est une fonction holomorphe, il est clair qu'il en est de même de Q.
On pourrait aussi ramener nos intégrales par des intégrations par parties aux cas simples n = 3 ou /i ;= 4-
Pour résumer celle longue discussion, l'intégrale V peut toujours être mise sous la forme
Considérons maintenant l'intégrale
flM _ rMch
ou
est une fonction holomorphe des t et des x. Considérons les équations
/ r N ., dr dr dr
dl^ du ' ' ' dt„-i
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el éliminons les t enlre ces équations dont les premiers membres sonl holomorphes en t el en x] nous obtiendrons une certaine équation
dont le premier membre sera holomorphe par rapport aux x. En appliquant le même lemme que dans le paragraphe précédent, nous pourrons écrire
A et les B étant liolomorphes en t et en x\ car H s'annule toutes les fois que les équations (5) sont satisfaites.
Ce lemme est bien connu, et d'ailleurs, en ce qui concerne son application actuelle, il suffit pour lui donner une évidence immédiate, de rappeler que nous avons vu qu'on peut toujours supposer
d où
'•5^='^' " = =• Cela posé notre intégrale devient
La première intégrale du second membre se traitera comme / -;;37 et l'on
trouvera finalement l'équation suivante analogue à (2) ainsi qu'à l'éijuiition (4) du paragraphe jirécédenl
Nous n'avons plus qu'à continuer le raisonnement comme dans le paragraphe précédent.
Dans l'équation (2) comme dans l'équation (^), le premier terme du second membre est nul si l'intégrale est prise le long d'une variété fermée; elle est une fonction holomorphe des x dans le cas contraire.
Prenons d'abord les intégrales le long de la variété fermée qui correspond à
la période U,, dont nous avons parlé plus haut, les équations (2) el(7) nous
donneront
Uo=1>J,
J iHaiil la périoLliî île l'Inlugrale / "t;;— ; ' laquelle période est une fonction luilo-
inorphe des x ne s'annulant pas avec les x.
On tirera alors dos équations (2) 01(7) (en prenant les intégrales dans les limites qui conviennent à V)
"(^■S-^'Sf)-..
0i étant uue fonction holomorplie dos x et l'on trouverait de même
dXn d-l-n I
ces équations peuvent s'écrire encore
^\dxs -(- B-idxi-
ay
H Lui
expression
U 5 dXk
devra être une différentielle exacte, ce qui entraîne l'identité
0 = (A.— \,.)-7-^ -; 1-(A, — Ao) I
dxi dx2 ' dx\dx«
\dxi dx\ dx\ dx-i) \dx-i dx\
Celle équation nous montre d'abord que pour H -= o, on a A, ^ Ao et de même
Comme les A/, sont arbitraires pourvu qu'ils se réduisent à t^:-, — pour H = o,
Uj dxi- ' '
nous pourrons supposer que tous les A/, sont égaux et supprimer l'indice k; notre équation devient alors en divisant par H
dK^ (l\\_ _ dS^ (m_ „ I dV„ d\W dx\ dx« dxa dx\
ce qui montre que Ion peut regarder A comme une constante; car si l'on a H = G, dll = G, il vient c/A = g. 11 vient alors
rf ^ jj j = A rf log H -+- Bi rfr, ■+- n. ,lx. -I- ...-,- B„ dx,,.
Comme il est aisé de vérifier que les B ne peuvent èlre que des fondions liolomorphes des a", nous déduirons
V = AL„logII -t- fonction hnlnniorphe des .r.
il nous reste à voir quelle est la signilicatioii de cette variété H = o, qui joue un grand rôle dans l'analyse précédente. L'i'quation
est l'équation d'une variété are — i dimensions que j'appelle K et qu'on peut assimiler à un cône ayant son sommet en un point P de la variété attirante c. La variété K est le lieu des points dont la dislance à P est nulle; elle est donc imaginaire et n'a d'autre point réel que le point P lui-même.
Quand le point P se déplace sur la variété c, la variété K se déplace également et son enveloppe s'obtient en éliminiinl les / entre les équations (5); c'est donc la variété an — i dimensions
II =o.
Cette variété est donc imaginaire et n'a d'autres points réels que ceux de c. Considérons une fonction holomorphe F de n variables compleies
;, = .r, -I- (ki, :.. = x-i-h iVi, ..., z„ = x„-h ifn
et considérons les œ et les y comme les coordonnées d'un point dans l'espace à 2 « dimensions.
L'équation F = o se décompose en deux autres obtenues en égalant à zéro la partie réelle et la partie imaginaire de F; elle définit ainsi une variété à 2 « — 2 dimensions que j'appelle v.
Nous verrons plus loin que la fonction
log|F|
est égale au potentiel de la variété alliranle v plus une fonction iiojomorplie des X et des y.
Nous devrons donc avoir
Iog|F| = U„logH-H<I>,
U„, H et $ étant des fonctions liolomorphes des x et des y.
L'équation |F|=o doit donc coïncider avec l'équation H = o. L'équalion I F I = o représente une variété k in — i dimensions qui est imaginaire et dont les seuls points réels sont les points de la variété à in — 2 dimensions v.
Vérifions donc que la variété | F| = o est bien l'enveloppe des variétés r- =■ o.
Observons d'abord que, si nous laissons de côté les points singuliers, nous
pouvons écrire
où /est une fonction holomorphe de 5,, Cj. .... s,,-» et où «l» est une fonction holoinorphe de c,, z-., .... z„ qui ne s'annule pas dans le voisinage du point considéré.
Soit
de sorte que/, et/2 sont des fonctious holomorphes de
Xi, .l'i, x-i, fi, ..., x„_i, rii—\',
les coefficients des développements de ces fonctions holomorpiies étant réels. La variété à 2 « — 2 dimensions p- a pour équations
et la variété imaginaire à 2 « — i dimensions ] F ] =: o a pour équations
(8) (xn-/i)-^iLrn-A) = "-
Cela posé, soit x\, x',, . . . , x'„, r\, /.,, ■ ■ -, /„ un point de (', la variété correspondante r- = o a pour équation
( 9 ) ^(-rt- x'i, y-^Z (Vk - r't )-=o.
Il faut chercber l'enveloppe de cette variété, en faisant varier
X \, X-2J • ■ • : Xfi_i ,
et en même temps x'„ el_}''„, puisque l'on a
y'n = A ( ^'l : y\ ' ■■■■ x'„-\, fn-l )■
On trouve ainsi par la différentiation de (9)
dx^ dXk , ,
dx' dV (k = i,2,...,n-i).
{yk - y'k ) - ( ^„ - ^;, ) ^ + ( r„ -/„ ) |:f = o
A cause des relations
dx'k dy-'k' dfk . dx'k il vient
(dx' dy' \ 5;^ - '■ ^ ) [(•^« - -c^ ) -I- « (y', - }■'„ )l = o,
et en combinant avec (9)
(xi — x\)^ l'vic — yt) = {x„ — x'„) + i(y„ — y',.) = 0. On a donc
Xn ■+- iVii = x'„ -+- iy'^ = / ( x\ + iy\ , x'.^ ■+■ iy'.^ , . . . , x'„ , + y '„ . , ) . Or
a^x + iy'k = Xk-^ ivk- Donc
x„-^ iyn = f{xi-^iyy, Xi+ iy-i, j„_,+ y'„_i),
de sorte qu'on retrouve l'équation (8).
VI. — Généralisation du théorème
Soit dans l'espace à n dimeusions une v:iriélé S i\ n — 1 dimensions; supposons que cette variété soit fermée et limite un domaine G.
Soit mainleuant C une variété anuljtiqueà n — 2 dimensions; nous mettrons les équations de la variété C sous la forme suivante :
(i) Xk=:ik(U, U., ..., tn-i) (k = i, î, ..., n).
Cela posé, considérons les hjpersphères de rayon s ayant pour centre un point de C. L'équation générale de ces hjpersphères sera
et cette équation contient n — 2 paramètres arbitraires qui sont les /. Pour
avoir l'enveloppe de ces hypersphères, il suffit de difTérenlier l'équalion (2) par rapport aux paramètres /, ce qui donne les « — 2 équations
(3) •L{xk-<fk)'^=o (/i = i, 2, ..., n-2).
En éliminant les t entre les équations (2) cl (3) on obtiendrait l'équation d'une variété h n — 1 dimensions que j'appelle K et qui est une sorte de variétécanal.
Posons
Xk — î* = «jt - cos 6 -f- Ti^ £ sin 6,
el cherchons à choisir les a et les (3 de telle façon que les équations (2) et (3) soient satisfaites quel que soit 6; nous obtiendrons les équations suivantes qui définissent les a et les (3
^^^ Lo.J^ = spJ=o (A = .,2, ...,«-2).
Je dis que les cosinus directeurs de l'élément de surface de R, c'est-à-dire les quantités que j'ai appelées
au paragraphe II sont égales à
!— = a<- COS 0 -t- yjk sin 0.
Pour cela il suflU de vérifier que l'on a
et en outre
ou ce qui revient au même
2(xx.— yi)-^ =0, Mu
Ces conditions sont évidemment rempliiîs, car en ditrérentiant (2) on trouve 2(^*-?0 777]^-="' S(^,-9,)-;^=o,
et en combinant avec (3) on retrouve (à).
On déduit de là
D„= 2(aiCose + ^iAsiiiO)Di,
c'est-à-dire que D„ est égal au déterminant
dx), (Ixk dxk dxk
Or on a
dtn-
dO
1 «tcosO ■+- 3i sinO
f/x). f/ix /dct/, d^k . ,,\
— — = —, H £ 1 — r- cosOh 'r- sin 0 ),
(/t lit \ dt dt /'
et comme £ est très petit, on peut écrire
dxk _ dijk dt ~ dt
Il vient donc, en négligeant £- :
I (hk dzk '-'o— TT' ~j:~>
I dti dii
dt,.
ou bien
£ ( — a/- sin 0 -H ''jk cos 0 ), a-k cos 0 -1- jj^ sin 0
d'^k djk d:^k
,lt, ' <lt-i ' ■ ■ ■ ' dt„^«
» i^A, ax
Remplaçons les lignes m'"'"" et yj'^™" du déterminant par deux lignes ainsi obtenues; l'une sera obtenue en multipliant la première ligne |)ar «i, la seconde par «2, ..., la «"'"" par :z„, et ajoutant; l'autre en multipliant la première ligne par p, , la seconde par (3|,, .... la n"^"'' par (j„ et ajoutant. Le déterminant se trouve ainsi multiplié par
En tenant compte des équations (4) on voit que tous les éléments des ideux lignes nouvelles sont égaux à o ou à i et l'on conclut
( «m P^ — «/, pw ) Uo = £A,„,/„
A,„ ,, étant le mineur obtenu en supprimant les deux dernières colonnes et les lignes m et p.
POTENTIEL ET FONCTIONS ABÉLIENNES. 2l3
On a " ' " ~ équations de cette forme. En faisant la somme des carrés, et remarquant que
on trouve
-(«m P/)— a/)Pm)- = I,
Nous poserons
et il viendra, aux quantités près de l'ordre de e- :
Do=eA„.
L'aire de la variété C est donc représentée par l'intégrale n — 21""
/ Ao dt, r//, . . . dtn—1,
et celle de K (en négligeant e-') par l'intégrale n — ip'"
£ TAo dti fit. . . . dt„_,. rfe.
11 nous faut distinguer quelles seront les parties de la variété-canal K qui conviennent. Nous ne conserverons de cette variété que les points qui satisferont aux deux conditions suivantes :
1° ils seront à l'intérieur de S ;
2° leur plus courte distance à C sera précisément £, et non pas plus petite que e.
Les circonstances suivantes peuvent en efTet se présenter :
1" Il peut arriver que le point Xi^ x^, . . . , ir„ de K soit à l'extérieur de S, tandis que le point correspondant ©i, œ.j, . . . , œ,, de C est à l'inlérieur de S.
2" Il peut arriver au contraire que le point ^r,, a-j, . . . , a:,, de K soit à l'intérieur de S, tandis que le point correspondant ^j, cp», ■ • -, On de G sera à l'extérieur de S.
3" Il peut arriver enfin que l'on puisse du point Xi, x^i, . . .. x„ mener deux normales à C, l'une égale à e, l'autre plus petite que s, de telle façon que ce point appartienne à K, mais que sa plus courte distance à C soit cependant plus petite que £.
2i4 POTENTIEL ET FONCTIONS ABÉLIENNES.
Soit R| la portion de K formée par les points j-,. x-^, • • -, ^n, tels que les points correspondants cpi, cpo, . . . , o„ de C soient à l'intérieur de S. La portion de K qui convient au problème sera alors
Kl — A -4- k' — k" ;
Â-, lieu des points Xi.x-xi ■■■i-^n qui sont extérieurs à S, mais tels que les points cpi, cpî, . . . , 9,1 correspondants soient intérieurs à S ;
A', lieu dos points ;r,, ar.j, . . ., T„ qui sont intérieurs à S, mais tels que les points cp,, cp2, . . . , 9,, correspondants soient extérieurs à S ;
A", lieu des points d'où l'on peut mener à C deux normales, l'une égale à £, l'autre plus petite que e.
Je dis que l'aire totale de A, A' et A" est de l'ordre de £-.
Démontrons-le d'abord pour A et A'.
Si les deux points x^, x^, . . . , j;„ et cp, , 90, • • -^ ?« «ont l'un extérieur et l'autre intérieur à S, comme la distance de ces deux points est e, la plus courte distance de cpi, <pa, . . . , 9,, à S sera plus petite que e. Considérons la partie de C formée par les points 91, 93, . . . , 9;, dont la plus courte distance à S est plus petite que £. Son aire, représentée par l'intégrale
/ Ao dti dit . . . c/t„,
sera, je suppose, égale à A. L'aire de A + A', représentée par l'intégrale
e j A„ dti dl-2 . . . dt„ f/8, sera alors plus petite que
2re£ A.
Je dis que A. est de l'ordre de £.
Pour nous en rendre compte, supposons par exemple que la variété S soit une hjpersphére
(xi— ai)^ -{-{J^i— ai)--h. . .-h{x,i— a„y-= p-,
et faisons varier p.
Soit F(p) l'aire de la partie de la variété G contenue à l'intérieur de cette hypersphére.
Nous allons faire varier p depuis zéro jusqu'à po par exemple; cet intervalle
va pouvoir se partager en un nombre fini d'intervalles partiels, de telle sorte que dans chacun de ces intervalles partiels, F(p) soit une fonction analytique de p.
Si nous donnons àp uno valeur comprise à l'intérieur d'un de ces intervalles, A sera égal à
F(pH-£)-F(p-£),
et comme la fonction K est analytique, A sera de l'ordre de s.
On peut d'ailleurs éviter cette difficulté par l'artifice suivant.
•Soit C l'intersection de C et de S; c'est une variété à n — 3 dimensions. Soit 'jt, (pa, . . . , cp„ un point de C; oi/^ et 3/, les valeurs correspondantes des coefficients y. et (3 définis plus haut.
Considérons l'ensemble des points
x/c= 9i-+- Ç(ax-cosfl + pA sinO),
où les 'jf/i (ainsi que les «/, et |3<.) prennent toutes les valeurs qui correspondent aux différents points de G' ; où 0 varie de zéro à 27: et Ç de zéro à e.
Cet ensemble de points formera une variété W à n — i dimensions qui s'écartera peu de S, puisque le point cpi, cpa, . . . , cp„ est sur S et que Ç est très petit.
Remplaçons S par une variété S' peu différente, mais comprenant la variété VV; il n'y aura plus alors d'aires k et A'; car si le point cpi, 9^, . . . , cp„ de C est à l'intérieur de S', il en est de même du point correspondant X|, x^, . . ., x,, de K et inversement. Pour s'en rendre compte, il suffit de remarquer que lorsque le point cp<. de G traverse S', il est sur C et par conséquent le point correspondant ^a est sur W et par conséquent sur S', puisque W fait partie de S'.
Passons maintenant à k" ; je dis que l'aire de k" sera très petite, non seulement d'une manière absolue, mais par rapport à s.
Eu effet, l'équation de la variété-canal K peut poure très petit se mettre sous la forme suivante :
Soient
F=o, Fi = o
les équations de la variété C; l'équation de R s'écrira en négligeant les puissances supérieures de s:
__ FF V/— ^'\ -^F'V/— V =fS' ('^ ^-^ ^V ^ 'Zd\dj: dx / ' Zà\dxl Zu\dXi dxk dxk dxi)
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Celte variété ne présentera pas de singularité, à moins que tous les déterininanls
dP, r/F rrP, dF dx, dxk dxk dxi
ne s'annulent à la fois. Si cela n'a pas lieu, dans un certain domaine, ou est donc certain que deux nappes de la variété K ne peuvent pas se couper dans ce domaine, et par conséquent que ce domaine ne contient aucune partie de k" .
L'ensemble des points de C tels que tous ces déterminants s'annulent forme une variété singulière G" qui aura au plus n — 3 dimensions.
Si le point oi, o^,, . . ., cp„ de C n'est pas sur C", nous pourrons choisir £ assez petit pour être certains que le point correspondant r,, j;^, . . . , ar„ de K n'est pas sur A".
Soit alors Ci l'ensemble des points de C dont la plus courte distance à C est plus petite que o. Nous pourrons prendre z assez petit pour que si le point r:f^, cp2, .... 9,1 de G n'est pas sur Ci, nous soyons certains que le point correspondant Xi, X-,, . . . , x„ de K ne sera pas sur A". Il est à remarquer que la valeur que l'on iloit attribuer à z doit être d'autant plus petite que 5 est plus petit.
Soit A l'aire de G|, elle sera de l'ordre do i5. L'aire de A " sera plus petite que 27rîA. Quand 0 et par conséquent z tendent vers zéro, on voit que le rapport de l'aire de A" à e tend vers zéro. c. q. f. n.
Envisageons maintenant une fonction V jouissant des propriétés suivantes :
i" Elle est harmonique à l'intérieur de la variété S, sauf sur la variété G. 2° Quand le point .ri, x.,^ . . . , j"„ est à une distance e de la variété G, elle est de l'ordre de logs.
3" En même temps ses dérivées premières sont de l'ordre de -•
4" Considérons un point oi, cpj, . . ., 9,1 de C et un point X|, x.^, . . . , x,i très voisin du premier, et tel que l'on ait
•r*— çx = a<.ecos8 -I- p<£ sinO,
les o(x et les 3/, étant les coefficients déllnis plus haut et correspondant au point 9t, 93, . . ., 9„; je supposerai que l'expression
,dY. ^dV , ^dW
tend vers une limite finie indépendante de 0 quand z tend vers zéro.
Cette limite que j'appellerai 0 est évidemment une fonction des coordonnées 9) , 92, . . . , 9,1 du point considéré de C.
Cela posé, soit
ri f'-, ■■■, Xn
un punit quelconque intérieur à S. Posons
Soit ensuite i l'hjpersphére
Dans le domaine limité par la variété S, par l'Iiypersphére 2 et par la variétécanal K, les deux fonctions V et U sont harmoniques, nous pouvons donc appliquer le théorème de Green et écrire
V —, U —z- I dit) = o,
«V CfV
les intégrales étant prises le long des variétés qui limitent le domaine, c'est ce que je mettrai en évidence en écrivant l'équation qui précède sous la forme suivante :
ou bien encore
Si représente ici la partie de S qui est extérieure à K. Je vais maintenant faire tendre evers zéro.
Je dis que / lend vers une limite finie et déterminée que j'appellerai / . En
elTel la variété S a n — i dimensions, l'intersection de C et de S en a « — 3; l'aire de S — Si (c'est-à-dire de l'ensemble des points de S dont la distance à G est plus petite que e) sera donc de l'ordre de £'. Si nous changeons £ en s', e' étant plus petit que s et tel que la différence i — s' soit très j^etite par rapport à £, si nous a[)pelons s l'ensemble des points de S dont la distance à G est comprise entre î et e'; l'aire des sera de l'ordre de £(£ — e'); de plus dans*, les
fonctions U et — r sont finies, tandis que V et -y- sont de l'ordre de logé et de - • L'intégrale / est donc de l'ordre de £ — £'. ?S^ous en concluons que l'intégrale
et même l'inlégrale
i(hShh'Sl)-
sont finies.
De plus d'après les théorèmes 2 el 3 généralisés, la première intégrale est une fonction holomorphe et harmonique des r.
Ainsi quand £ tend vers zéro, l'intégrale / lend vers une fonction holomorphe et harmonique des y.
En même temps, les intégrales / > / ' / tendent vers zéro ; en ell'et les
aires d'intégration k, A' el /." sont très petites par rapport à £ et la fonction sous le signe / est de l'ordre de -^•
Passons à l'intégrale / . L'aire de 1 est proportionnelle à £"^'. A la surface
de 1, V et -^ sont finis ; U est égal à ~^ ^' 7/7 ^ " ~,^- Donc quand £ tend vers zéro,
•-'(vf-O
tend vers (n — 2) V„, V„ étant la valeur de \' au point de ji, > '3, . . ., j„, c'està-dire au centre de 2.
La limite de l'intégrale / est donc égale à V„ multipliée par un facteur constant numérique.
Reste l'intégrale j . Elle est égale à
dx.
en représentant par
l'aire de C.
/ rfx = / A(, Ht^ Ht. .. . r/t»-.
V est de l'ordre de logé et— r- est fini, donc
tend vers zéro. D'autre part U est égal à r--" et
^dS ^ dS
tend vers ô. Donc l'intégrale / tend vers
Kl
r désignant la distance de l'élément dz au point r,, y\, . . . , yn-
C'est le potentiel d'une variété attirante k n — 2 dimensions, au pointai,
yj, . . ., jn- La variélc attirante est C et la densité de la matière attirante estô. Notre équation devient ainsi
G étant un coefficient constant.
Nous arrivons donc à l'énoncé suivant qui est la généralisation de notre théorème 4 :
ISotre fonction V est^ dans le domaine considéré, égale au potentiel delà variété attirante C, plus une fonction holomorphe et harmonique.
On pourrait dans la démonstration précédente, remplacer la variété-canal K, par d'autres variétés très peu différentes et qui joueraient le même rôle. Nous en verrons un exemple dans le paragraphe suivant.
VII. — Applications aux fonctions logarithmiques
Soit F une fonction des n variables complexes :
z, = XiH-ij',, z-i= Xi-\- iyi, ..., z„= x„-h iy,,
holomorphe dans un certain domaine G.
La fonction
V = log 1 F I
sera une fonction biharmonique des ■j.n variables x et y dans tout ce domaine sauf sur la variété à 2« — 2 dimensions
variété que j'appellerai C dans ce qui va suivre.
J'appellerai S la variété à 2n — i dimensions qui limite le domaine G.
Nous pourrions ea partant de la variété C, construire, comme dans le paragraphe précédent, une variété-canal K à 2« — i dimensions qui serait l'enveloppe des hjpersphères dont le rayon serait e et dont le centre serait sur C.
J'envisagerai ensuite une liypersphère 2 dont le centre sera un point quelconque de G et dont le rayon sera e. Je désignerai par P le centre de cette hypersphère.
Je désignerai par M le point de coordonnées courantes
^1, 7l, ^'-, yi, ■■■, ^n, Yn
et par ;• la distance MP.
J'ai déjà posé
je pose de même
V = loe I F 1
La fonction LJ a même définition qu'au paragraphe précédent ; il me reste à montrer que la fonction V satisfait bien aux mêmes conditions que dans le paragraphe précédent.
i" Quand le point M est à la distance £ de la variété C, V est de l'ordre de log£.
Soit en eflet
*^i) }'\t *^2î yii •••) ^m yn
un point quelconque M' de la variété C. Je poserai d'ailleurs
^'k -t- iy'k = ='* ■
Si le point M' n'est pas singulier, c'est-à-dire si en ce point -j^ ne s'annule pas; nous pourrons poser
II est une série développée suivant les puissances de
Si — Zl, 2» — So, ..., 3/1—1 — -n— Il
et se réduit à z\^ quand tous les ;/, deviennent égaux à
0 esl une série développée suivant les puissances de
et ne s'annule pas quand lous les z/, deviennenl égaux à s'^ .
Supposons maintenant que le point M' soit singulier; je suppose donc qu'en
ce point -rr- s'annule, mais cependant que toutes les dérivées successives de F
par rapport à z,, ne s'annulent pas à la fois. Par exemple, pour fixer les idées, je supposerai
d^„ - dzl - "' rfil ^ °-
Alors nous pourrons poser
0 conserve la même signification. Les séries IL, H,, H,, sont comme H développées suivant les puissances de
-I -Il -•» ^ïi ..., ■^ii—\ — -Sn— 1.
Quand lous les z^ deviennent égaux à z\., le polynôme
sjj-f- Ho^f, -I- H| ;;„ -H H(, se réduit à
Tout cela résulte des lliéorèmes cités plus haut et qui se trouvent soit dans les œuvres de Weierslrass, soit au début de ma thèse.
Reste le cas où toutes les dérivées —r-r sont nulles à la fois. Mais ce cas se
dz
ramène au précédent. 11 suffit de faire un changement linéaire de variables; et l'on peut toujours le faire de telle façon que toutes les dérivées de F par rapport à l'une des nouvelles variables ne s'annulent pas à la fois. Car nous ne supposons |)as que F soit identiquement nul. Qu'on se reporte d'ailleurs au dernier des théorèmes de la partie citée de ma thèse.
Cela posé, plaçons-nous d'abord dans le premier cas ; celui où
Considérons le point de coordonnées courantes M dont les coordonnées sont les parties réelles et imaginaires de
Considérons le point M" donl les coordonnées sont les parties réelles et imaginaires de
Z,, Zn, ..., Zn—I, ïi{z,, Zn, . . ., Z,i—i).
La distance MM" est précisément
Nous aurons alors
V = logl..„-HKlog|8|;
le second terme est fini, le premier est négatif et très grand ; il est égal à logMM".
Mais comme £ représente la plus courte distance de M à C et que M" est sur C, on a
MM''>£, et par conséquent
|logMM"|<|loge|.
Donc V est de l'ordre de loge. c. q. f. d.
Passons au second cas où
F=(;^-f-H,ô,^-hH,s„+ Ho)e.
Soient //,, /(,, /« , les trois racines de l'équation
Z^ -+- UnZ^ -h H| Z„ -+- Ho = O.
Soient M'[, M^, M, les trois points dont les coordonnées sont les parties réelles et imaginaires de
Z\, Zn, ■ ■ -, ^n_l, «1, Z\, Z^, . . ., ^«_l, /(■>,
Z\y 2-2, - • - j .s„_i, An.
Ces trois points sont sur C et l'on aura
\z'' +H,;^^ H,;„-hH„| =MM'; x MMJ x MM';;
d'où
V = log(MMÏ.MMi'.MM;) + log | 8 |.
Le second terme est fini.
Quant au premier il est plus en valeur absolue que
3 logE; car les points ]\I", M", M, étant sur C, on a
mm;>£, mm:;>£, mm2>e.
Donc V est de l'ordre de logé. c. g. f. d.
2° Les dérivées premières de V sont de l'ordre de - ■
Ces dérivées premières sont les parties réelles et imaginaires de
f/logF </logF ^/logF
dzi ilZi ' ' ' dzii
Nous pouvons toujours supposer que toutes les dérivées successives de F par
rapport à Zn ne s'annulent pas à la fois, non plus que toutes les dérivées par
rapport à S(, non plus que toutes les dérivées successives par rapport à z^,, etc.
Car, ainsi que je l'ai dit plus haut, s'il n'en était pas ainsi, on n'aurait qu'à
faire un changement linéaire de variables.
f/\oo F 11 suffira d'ailleurs de démontrer la proposition énoncée pour — -j^ ; si
l'on a
il vient
f/logF I (/loge
t/z„ z„—li dz„
Le second terme est fini et le premier a son module égal à -j-r^, et par conséquent plus petit que - • .Si l'on a
F = ( c^ -h Ho zf, - H, ;„ + H„ )8 = ( z„ - /i, )(s„ ~ /(., )(s„ - />,)e,
il vient
c/logF I I I (/lug6
dz„ Z„ — Al Z: — /(. z„ — //3 (/z„
Le dernier terme est fini et les trois autres ont leurs modules égaux à
MM
c'est-à-dire plus petits que -•
Donc dans tous les cas le module de — r^ — est de l'ordre de - •
3° L'expression
tend vers l'unité; quand le point M' dont les coordonnées sont x'^ el y'/, est sur la variété C; quand la distance de M' au point M dont les coordonnées sont x/.et }'/, tend vers zéro; quand enfin la droite MM' est normale à la variété C.
Exprimons d'abord que la droite MM' est normale à la variété C. Nous aurons les équations suivantes :
Aï AS ■ ■ a;;
qui correspondent aux équations (3) du paragraphe précédent.
Dans ces équations A^' a la signification suivante. Soit A/, ce que devient
-z — quand on y remplace les Z/i par z'/. ; A" sera l'imaginaire conjuguée de A/,.
D'antre part E est la partie réelle de
La formule des accroissements finis nous donne ensuite
B/; étant une quanlilé complexe dont la partie réelle est comprise entre celle de A/, et celle de -r- et dont la partie imaginaire est comprise de même entre
celles de Ai et de —. — En effet F est nul pour ;/.= z'/. puisque le point M' est sur C.
Il vient alors
^nk{z,-z'^)-- ',iz, ilAl'B, ■ Quand la distance MM' tend vers zéro, -7 — et B/, tendent vers A/, et J tend vers 1 .
(IZ/c
Il en est donc de même de sa partie réelle E. c. q. f. d.
Ainsi la troisième condition imposée à V dans le paragraphe précédent est remplie et la quantité 0 est égale à i .
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Donc
La fonction log | F| est égale dans le domaine G à une fonction holoniorphe et harmonique des a: et des y, plus le potentiel de la variété attirante G, la densité de la matière attirante étant égale à i .
C^est là le théorème fondamental que je veux emprunter à la théorie du potentiel pour V appliquer à la théorie des fonctions abéliennes.
La déinonslralion du paragraphe pràcédent peut être un peu modifiée en substituant à la variété-canal K, une autre vai-iété peu diilérenle qui a pour équation
F i = consl.
En efTet résolvons l'équation
par rapport à 5„ et supposons que Ton trouve ainsi
et faisons-j
Soient H' et H" les parties réelles et imaginaires de H de telle sorte que
x„ = ir, V., = II".
Alors x,i et i'„ vont se trouver exprimés en fonctions de
de sorte que la quantité que nous avons appelée DJ sera la somme des carrés des déterminants contenus dans la matrice
dx„
<lx„
dx„
dx„
dx„
dx.
dXi
dj;_
dt>
dy'n
dy„
dVn
dv„
rfO
J'ai en écrivant cette matrice supposé « = 3 pour fixer les idées, n. P. — IV.
On en déduit
, , _'^ /«Ya-,, il y II ilxi, dy,.\- -^ ( f/j'n fly,, rlVi, dx„
"~2j\7uI "^Tij m' TïH) "^-^ \^ ~1ïï ~7iyk~d^
d'où
dzii
D'autre part nous aurons
1 „,, /fA'\'- V I ^'
Mais pour comparer cette formule avec la précédente, il importe de remarquer que dans l'une d'elles nous faisons entrer les dérivées partielles
dz„ dF
dz„ dzt
en regardiint ;„ comme fonction de F et dos ^^ cL dans l'antre les dérivées
dF
dzk '■
dF
dZn
en regardant F comme fonction de ^i, z.;.^ .... ;„ comparables, nous transformerons par les relations
Pour rendre les formules
dF ,fF^ dz„
<lzk dzn dzt
dV_ dz„ dzii 77k
ce qui donne
Df,=
■y dF
dF dz„
* Zi dzt
Envisageons l'intégrale qui correspond à / , à savoir
j ( U -y- — V -^ \ Do dxi d_y, dx-, dy.,. . .dxn—i dyi,—i dll.
Entre quelles limites faut-il prendre cette intégrale? Pour nous en rendre compte, observons que le domaine G est arbitraire dans une très large mesure; nous pourrons le supposer défini par des inégalités de la forme suivante :
5<i<Xi<a'|, a2<ar2 <o:2,
Nous pourrons toujours supposer que les constantes a et S ont été choisies de telle sorte que si l'une des quantités ar„ ou y„ atteint l'une de ses limites «„, a'„, j3„ ou [3',,; et que l'une des inégalités relatives à Xn ou à j-„ soit remplacée par une égalité, le module | F | restera supérieur à une certaine limite. En effet donnons d'abord à ^i , -2, • • • , ~-n-\ les valeurs
a 1 -(- t ^>i , ao -t- i 05 ,
nous pourrons choisir a„, [3„, a'^ et j3'^ de telle sorte que si nous considérons dans le plan de la variable 2,, le rectangle dont les côtés ont pour équations
Xn — iJ«j
F ne s'annule pas sur le périmètre de ce rectangle et sannule à l'intérieur de ce rectangle.
Si ensuite y!,- est assez voisin de a/, et Pj. assez voisin de H/(7 F ne s'annulera pas non plus quand z-n décrira le périmètre de ce rectangle et quand en même temps Xk variera de a/, à (x^ et ^)v, de (3/,. à (3'^ (/.' = i , 2, . . . , « — i). Ainsi se trouve justifiée l'hypothèse faite plus haut.
Dans ces conditions, les limites de l'intégration seront
ax et ai pour Xk
'}k et [i't pour Yk (/' = I,
o et 2- pour 0,
pourvu que | F | soit plus petit que le plus bas module que puisse atteindre F fjuand z-a décrit le périmètre du rectangle dont il vient d'être question. Cela posé l'intégrale
<lxx...dY„-id^
tend vers zéro quand |F| tend vers zéro, et il nous suffira d'envisager l'intégrale
Tu ^' Do tlx, . . . r/)-„_, r/0 =y
(/F dz-k
(Ixx . . .dy,i—i dH.
Quand 1 F I lend vers zéro, la variété | F | ;= const. tend à se confondre avec C et la quantité sous le signe / tend vers la valeur qui correspond aux points de
la variété C.
Elle devienl donc indépendante de 0, eL en inlégranl d'abord par rapport à 0, notre intégrale devient
dF
'Iz-k
/F_ dz„
/■/./■, . . .iIy,i—\.
Comparons-la avec l'Intégrale qui représcnle l'aire de C. Il est aisé de \ oir que cette intégrale est égale à
IX
. . .(ly„-\ = / '
JNotrc intégrale a donc pour limite
ce qui représente au facteur 27: près, le potentiel de la variété alliranle C.
L'avantage de celte façon de procéder, c'est qu'on évite les difficultés relatives aux peliles |)ortions de variété appelées /,-, /,' cl /■" dans le paragraphe précédent.
VIII. — Application aux fonctions Abéliennes
Nous allons appliquer ce qui précède aux fondions di; 11 xariaLles méromorphes et in fois périodiques.
Qu'est-ce d'abord qu'une fonction méromorphe ?
Voici les hypothèses que nous allons faire et que nous rpgardons comme constituant la définition d'une fonction méromorphe.
Il J aura dans l'espace à 27i dimensions une infinité de domaines G, distribués de telle façon f[ue tout point de l'espace à 2« dimensions a])parlienne au moins à un de ces domaines.
Dans un domaine G, la fonction méromorphe pourra être représentée par le quotient de deux séries de puissances.
Je ne restreins pas la généralité en supposant que ces deux séries de
puissances ne peuvent être l'une et l'autre divisibles par une troisième série de même forme s'annulant à l'intérieur de G.
Weierstrass a démontré en efTel (OEuvres complètes, 2, p. i5i) que si deux séries de puissances Pi et P-, s'annulent en un certain point M, on peut toujours trouver trois autres séries P„, P', , P'o telles que Ton ait
l'u= PoP'o,
et telles que les deux séries P', et P'^ n'admettent aucun diviseur commun s'annulant au point M.
Qu'arrive-t-il alors dans la parlie commune à deux domaines G et G'?
Dans le domaine G, la fonction méromorphe F sera égale au quotient do
deux séries ^; dans le domaine G' au quotient de deux séries -y,; dans la parlie
commune on aura
La variété P^oa 211 — 2 dimensions; je dis que dans la parlie commune à G et à G', elle ne diffère pas de la variété P'^ o.
Supposons en effet, qu'en un point de celte partie commune, on ail P'=o sans avoir P = o ; soit
ce point que j'appellerai AI. Je pourrai toujours supposer qu'en ce point toutes les dérivées successives de P' par rapport à z,, ne s'annulent pas à la fois, sans quoi je ferais un changement linéaire de variables. Imaginons par exemple
Alors on aura
P' = [( Zn — a,,)-' -i- Uy(z-n— a,.y -h lU.(z„ - a„) -i- U::]B = n.&,
où les II sont des séries ordonnées suivant les puissances de Zi — cTi, :;:> — 0-2. •••■ -«— i — '''/i— Il
et s'annulant pour Z/t= a/,, et où 0 est une série ordonnée suivant les puissances des Sa — a/, et ne s'annulant pas pour :r<= «x.
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Soil alors
11 = (;„— «„— /(,)(;,, — «„— hi)(=„— n„— /ij);
h,, /i2 et hj seront des fonctions de
s'annulant avec ces variables.
Quand on égalera z„ à a„-\-h,, a„-\- h.,, On + lis', P' sera nul cl P ne sera pas nul, donc Q' devra s'annuler; donc Q' est divisible par H, ce qui est absuTde puisque nous avons supposé que P' et Q' n'avaient pas de diviseur commun.
Donc les deux variétés P =o, P'^ o sont identiques.
Il en est évidemment de même des deux variétés Q = o, Q'= o.
J'appellerai C la variété P = o; et G la variété Q = o; j'appellerai W l'intersection de ces deux variétés qui est elle-même une variété à 2 7t — 4 dimensions.
Il iniporlail de démonircr que la définition de la variété C ne dépendait pas de la façon dont F est mise sous la forme du quotient de deux séries, c'est-à-dire que les deux variétés P = o et P'^ o sont identiques ; je puis ainsi étendre nos variétés C et C au delà du domaine G.
Supposons maintenant que notre fonction méromorphe F est 2« fois périodique. L'espace à ■in diuicnsions va se trouver partagé en une infinité de prismatoïdes des périodes dont le rôle est analogue à celui des parallélogrammes des périodes dans la théorie des fonctions elliptiques.
Soient
n„, R,, R„ ..., lu. ...
ces prismatoïdes; l'ordre des indices est d'ailleurs arbitraire jusqu'à nouvel ordre.
Je désignerai par C^, C|(, W^ les portions de variétés (î, C, W qui sont intérieures au prismaloïde R^.
L'aire de Ci sera finie; ce sera une constante qui sera la même pour C^ que pour Co; car la variété Ci n'est autre chose que la variété Cu transportée parallèlement à elle-même. Soit A celte aire.
Soit dû)' un élément de l'aire de la variété C, M' son centre de gravité, x\, y\, . . . , x',,, y'^ ses coordonnées. Soit M le point de coordonnées courantes, X\, y\, . . ., Xn: Xn ses coordonnées. Soil /• la distance MM'.
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Considérous l'intégrale
étendue à tous les éicmeuts d(,)' de la variété C/, (c'csl-à-dire le potentiel de celte variété C*)-
Développons _„ .suivant les puissances croissantes des x et des y,
c'est-à-dire des coordonnées du point M. et écrivons
-Î-; =U„+Ui+Uo
Lu étant un ensemble de termes homogènes de degré A" par rapport aux .r et aux y.
Supposons que les coordonnées x et y soient finies et les coordonnées x' el y' très grandes, de telle façon que
p= v^Z./v-l-Sl-r
distance du point M' à l'origine, soit un infiniment grand du premier ordre. Alors U„ sera égal à
et sera un infiniment petit d'ordre 2rt — 2.
Ui sera un infiniment petit d'ordre 2« — i, Uj d'ordre 2/1, etc. Si nous posons
II = — 1—-U„-U,-U
H sera un infiniment petit d'ordre an + i.
Précisons davantage; je suppose que po et pi soient deux constantes cl que l'on ail
on pourra trouver une constante B telle que Soit maintenant
Sa.= /■,/„,(Lio+U,-KlJ,),
l'intégration étant (''tendue à tous les éléments dhi' de la variété C/, ; S/, sera un polvnônic du second degré par rapport aux x et aux v. Ce ])oljnômc sera harmonique, c'est-à-dire qu'on aura
AS<. = o;
car on a
et par conséquent On a ensuite
AU„=AUi = AU-,= o.
Il est clair que si les inégalités (a) sont remplies, on aura
iv.-s.|<^,
la lettre tr désignant la plus petite valeur que puisse prendre p à l'intérieur du prismatoïde R^;-.
Soit d'un autre côté T le volume d'un prismatoïde des périodes; ce volume est évidemment le même pour tous les prismaloïdes. Soit D la longueur de la plus grande diagonale de ce prismatoïde; cette longueur est aussi la même pour tous les prismatoïdes.
A l'intérieur du prismatoïde R/,, p sera compris entre a et ct+D. L'intégrale 2«l''''
/ilx\ f/.r'.. . . .rLr'i, (l\ ', . . .<l\'„ _ Ç (h.
T étendue au prismatoïde R< sera plus grande que ■ .,^^^^ ; je désigne pour abréger
par d- le proiluit des in différentielles dx' et dy' . On aura donc
Je dis que la série
S(V,-Sx-)
est absolument convergente. En effet^, nous distinguerons parmi les prismatoïdes R^ :
POTENTIEL ET FONCTIONS ABÉLIENNES. 2'i'i
i" ceux dont tous les points ne satisfont pas aux inégalilc's
Ceux-là sont on nombre fini et correspondent à un nombre fini de termes de la série.
2" ceux dont tous les points satisfont aux inégalités
P>pi, p > D.
La soniine
siVi-s,!
relative à ces prismaloïdes est plus petite que l'intégrale
AB r d-
étendue à tous les éléments c?t de ces prismatoïdes; ou a fortiori plus petite
que l'intégrale
étendue à tous les éléments d~ de l'espace tels que
?>pi, P>D;
je puis toujours supposer pour fixer les idées
?>pi>D.
Or cette dernière intégrale est égale à l'intégrale simple
m étant une constante, et cette intégrale simple est finie. Donc la série
est absolument convergente. c. q. v. n.
Cette série est évidemment égale à l'intégrale
étendue à tous les éléments diJ de la variété C.
Je désigne par Y la somme de celte série.
Voici les propriétés fondamenlales de celle fonclioii V.
i" Elle esl harmonique dans lout l'espace sauf pour les poinls de la variété C.
2" La difTérence V — V^ est liaruioiiique en tous les poinls du prismaloïde R/,.
3" Envisageons un domaine (j, où l'on peut mettre F sous la forme ^^ et qui fasse partie do Rx.
D'après le théorème fondamental du paragraphe précédent, la fonction
log|P| est, à l'intérieur de G, égale à
<p étant une fonction holomorphe el harmonique des x et des y et o' étant le potentiel d'une variété attirante qui est la partie de C intérieure à G; c'est-à-dire l'intégrale
dti)'
étendue à celle partie de C. Mais comme V/, est la même intégrale étendue à une partie de C plus étendue, à savoir à la partie de C qui est intérieure à R/., la différence
sera une fonction holcjinorphe el harmonique dans G. Donc la diO'érencc
V,-Iog|P|,
et par conséquent la différence
V-log|P
esl dans tout le domaine G une fonction holomorplie et liarnionique des x el des y.
4" La fonction logj P | esl biharmonique. Si donc je représente par
DV
l'une des expressions
«f-'V f/-\' rt'-'V ,/-\ ,1-, V <P\
<lxl dyl dxkd.J-,i 'lyk'ly.i 'Ixk'ly,! i/yk'/j-„
on aura
Dlogl PI =0.
Or V — log| P I est une fonclion lioloinorphe el harmonique; donc
D(V-log|P|)
sera aussi une fonclion holoinorplie et harmonique, puisque
AD(V — logl P|)= DA(V — log|P|) = o;
Cl puisque
Dlogl P| = o,
nous arrivons à celle conclusion que
DV est une fonction holomorphe et harmonique dans tout Vespace.
5" Qu'arrive-t-il quand les quantités ;,, r,, ..., Za augmcnienl d'une période ?
Soit ai, flî, . . . , rt„ une période de telle façon que la fonction F ne change pas quand ^i, z-.,, .... s,, se changent en
Te représenterai par
V(si-i-«,), Vx(:,-i-«,), SA-(2,-i-«i)
ce que deviennent V, V^ et S/,, c'est-à-dire ^ (c,), Va(-,), S/ (.;,■) quand on change Zj en ;;+«,■; nous aurons alors
V(3,-i- Oi) = i:|Vx(;,-f- ai) — Sa-(3,-+- «i)J, V(3,-) = i;[Vx-(s,-)-Sx-(z,-)].
Quand z[ se ciiangera en z[ +«,, le prismaloïde R/, se changera en un autre prisinatoïde R/, ; et comme la distance des points ^j-f- a, et z'^ -+- a, est égale à celle des points zi et ;,' , nous aurons
V<-(;,) = V/,(Zi-+- «,).
D'aulre pari nous pouvons remplacer l'équation
V(5,-H ai) = }:[\/c(Zi-hai) — Si(:i-+- <7,)J.
par la suivanle
V( ;, -1- fl; ) = 1 [ V/, ( ;,■ -I- «,) - Sa ( =,■ -f- Oi )].
Les deux séries ne diffèrenl en effet que par l'ordre des lerines; la première s'étend aux prisniatoïdes R/,, c'est-à-dire à tous les prisniatoïdes; la seconde aux prisniatoïdes R/,, c'est-à-dire aussi à tous les prismatoïdes. Je puis écrire également
\(zi-+- «,) = i:[V*(=i)- S/,(;,+ ai)], et par conséquent
V(3,--i-«0-V(:,) = S[Sa.(;,)-S/,(=,-h«,)]-
Tous les termes du second membre sont des polynTmies du second degré par rapport aux x et aux y.
Donc quand les 3 augmentent d'une période, \ augmente d'un polynôme qui est au plus du second degré.
Etudions les termes du second degré et cherchons par exemple le coefficient
de ^1 •
Dans S/,(-,) ce coefficient est égal à l'intégrale :
l'intégration est étendue à tous les éléments d<ji' de la partie de G qui est intérieure à R*; j'appelle J/j cette intégrale.
Dans S/, ( 5,- -1- a,- ) , le coefficient sera la même intégrale étendue à tous les éléments f/oj' de la partie de G intérieure à R/, ; c'est donc J/,.
Donc le coefficient cherché dans V(s,-|-a,) — V(;;,) est la somme de la série
Z{h-ih).
Je dis que cette série est absolument convergente et a pour somme zéro. Elle est absolument convergente parce que son terme général est de l'ordre de
c'est-à-dire du même ordre que le terme général de la série i(Vi — S,s') qui est convergente.
Pour évaluer la somme, groupons les termes d'une façon particulière.
Soit R<=R'„ un prismaloïde quelconque, R/,= R', ce que devient R/, quand
on change z'. en z\-\-ai; soit plus généralement R^, ce que devient Pu r= R', quand on change z\ en z\ + «a,, n étant un entier positif ou négatif. Les prismaloïdes
..., w-, , HL,, R'„, R'n Ro, .... r;„ ..■
formeront ce que j'appellerai un groupe de prismatoïdes. Tout piisiiialnïde appartiendra à l'un de ces groupes et à un seul.
Nous aurons ainsi réparti en groupes les prismatoïdes et par conséqueni les termes de la série.
Il me suflit de montrer que la somme des termes d'un groupe est nulle.
En effet, soit J|, l'intégrale qui sera à R'„ ce que J* est à R*. Notre groupe de termes s'écrira
La somme des termes sera
en nous arrêtant au ;i'"""^ terme dans un sens et au/)"''"'^ dans l'autre. Quand n et p croîtront indéfiniment, Jl„ et J^,^, tendront vers zéro.
Donc la somme cherchée est nulle. c. q. f. n.
Donc le coefficient de -- est nul et l'on démontrerait de même que les autres
termes du second degré sont nuls également.
Donc la différence Y {zi-\- ai) — V(sj) est un polynôme du premier degré seulement.
Donc quand les z augmentent d'une période, la fonction V augmente d'un polynôme du premier degré par rapport aux x et aux y.
On démontrerait de même :
i" Que l'intégrale
/'= fu,/io'
étendue à tous les éléments de la variété C est finie.
2" One la fonction \ ' est harmonique dans tout l'espace sauf sur la variéti' C.
3" Que la difTérence
IX. — Introduction des fonctions
Nous venons de voir que les expressions Ti\ sont des fonctions liolomorphes el harmoniques dans tout l'espace.
D'autre pari, nous avons trouvé
V(i:,-i-«,)-V(:,-) = n, n étant un polynùme du premier degré; on a donc
DV(c,-i- a,) — DV(;,)= DU = o ou
DV(;;,+ «,) = DV(s,),
ce qui montre que les DV sont des fonctions périodiques.
[^es DV^ étant des fonctions à la fois harmoniques et périodiques se réduiseiil à des constantes (théorème 7).
.le dis inaintenanl que l'on peut toujours trouver un polvnôme Z du second degré par rapport aux x et aux y et tel que les expressions DZ se réduisent à des constantes données.
Ce théorème peut encore s'énoncer d'une autre manière.
Reprenons les notations du paragraphe 111 et posons
Xk -t- iyk = ^i, x/! — iy/c = un.
.le dis qu'on peut toujours trouver un polynôme Z du second degré par rapport aux z et aux u et tel que les n- quantités
soient égales à /t- constantes données h.^,^.
L'idenlité des deux énoncés est manifeste et d'ailleurs le second énoncé est immédiatement évident puisqu'on n'a qu'à prendre
Il résulte de là que nous pourrons toujours trouver un polynôme Z tel que les expressions DZ soient égales aux constantes DV. Ou aura donc
c'est-à-dire que la fonction V — Z est blliannoniquc dans tout l'espace sauf sur C.
D'autre pari log| V | étant biharmonique, on a
D(V — Z — logl l'i) = o,
et comme V — Z — log|P| est holomorphe et harmonique à l'intérieur de G, même sur C, nous pouvons conclure que
V-Z-loglP
est holomorphe et biharmonique à l'intéiicur de G, même sur C. Enfin V — Z augmente d'un polynôme du premier degré par rapport aux x cl aux )•, quand les z augmenlenl d'une période.
Les équations
nous apprennent que l'expression
est une dilTérenlielie exacte. Posons donc
djc/.
L'intégrale prise le long d'un contour fermé est nulle si ce contour ne tourne pas autour de C; elle n'est pas nulle en général, si le contour tourne autour deC.
Donc T est une fonction uniforme dans tout domaine simplement connexe ne contenant aucun jioint de G. Mais ce n'est plus une fonction uniforme dans un domaine traversé par G.
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Considérons de mcnK! la foncùon
c'est également une fonction uniforme dans tout domaine simplement connexe
non traversé par C; et une fonction non uniforme dans un domaine traversé
par C.
La différence
r -^ r '/i V — Z — loï I P ' ) , r/( V — Z — lojr 1 P I ) , 1 T_a,gP=y 2L TÛT^ ''■'' 17, ^^''"'J
est une fonction uniforme dans tout le domaine G, quoique ce domaine soit traversé par C; cl en effet V — Z — log | P | est biliarmonique dans tout le domaine G.
La fonction
a pour partie réelle
V-Z-loi,':P
el pour partie imaginaire
T — arirP.
C'est donc une fonction des n variables complexes
et de plus celte fonction est holomorjilie dans Imil le domaine G. Posous ensuite
il viendra
e = Pe?,
P et 9 étant des fonctions liolomorphes des n variables complexes ^ dans le domaine G, il en sera de même de 0 cl comme tout point de l'espace fait partie d'un domaine tel que G :
La foiiclion 0 esl une fonction des n variables complexes z holomorphe dans tout Vespace.
Nous avons trouvé plus haut
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n élaut uu polynôme du premier degré. D'auirc part Z élanl un [)()lyuôme du second degré, on aura
Z(s,-+ <(i\ — Z{Zi) = il,
il étant un polynôme du [iremier degré; il vient alors
di II — o )
= =ciinst.)
et de même
Les dérivées de T(;,+ «,) — 1 (-^1) étant d(>s constantes, on aura
'Pi ;,-f- (I,) '- T( c, 1 = >r.
•r étant encore uu polynôme du [)remier degré, .l'écris enfin
V(3/..-f- «/, I— Z( ;/;. + «/. ) — /Ti ;/ -I- '(/. 1 — V( :■/, I -J- Z(z/,)~iT(:/.) = U,
U étant un polynôme du premier degré par rapport aux x et aux r. Comme
V( ;<•-+- cu-,1 — Z( 3/1 — 'U) -H jT(3;t-f- «<-)
sont des fon( lions des n variables ( omplexes :, il en sera de même de U.
Donc U est un polynôme du premier degré par rapport aux n variables complexes z et Von aura
(I) e(;i+«,) = e(;ijeU.
Cette propriété rappelle la propriété fondamentale des fonctions 0 et il est aisé de voir comment les fonctions qui satisfont à la condition (1) se ramènent aux fonctions 0 ordinaires; je renverrai pour plus do détails à mon Mémoire sur les fonctions a l)éliennes insévè danfiV t merican Jour nal of Mat/iemnlics {*).
On démontrerait de même :
i" rjue les DV sont des constanles;
(') Voir ce Tome J\', p. ,iiS.
P — IV
2" qu'il existe iiu polynôme du second degré // tel que
l>Z'= DV; 3" que si l'on pose
(lyk
la fonction t)' est dans loul l'espace une fonction holomor])he dus ii variables complexes ;.
4" cndn que
U' étant un polynôme du premier dei;ré par rappori aux ii \ arinliles complexes ;.
Considérons maintenant le rapport
Fe'
ou plutôt son los;aritlime
Il = iogi=' ^ loge' - loge.
i" C'est une fonction des n variables complexes z.
2" Cette fonction H est holomorplie dans tout l'espace, et en ellet, dans le domaine G, elle est égale à la différence de
V— Z'+ îT'— log(^>
et
V — Z + (T — logP,
qui sont toutes deux liolomorplies dans le domaine (<.
3" Quand les ; augmentent d'une période, cette fonction 11 augmente de
U'-IJ
c'est-à-dire d'un polviiômi' du premier degré; les dérivées secondes de H sont donc périodiques et comme elles sont liolomorphcs dans tout l'espace, elles se réduisent à des constantes.
Eu d'autres termes, 11 est un polynôme du second degré.
On a donc fiaalemonl
H étant un polynôme du second degré.
Cette formule démontre la possibilité de mettre F sous la tonne du (piolienl de deux fonctions 0 ordinaires; il suffit pour s'en rendre compte d'appliquer les principes de mon M(''molre clli' de V American Jour/ial of Malhrinnlics.
I. — Énoncé du problème
On sait que Li lliéorie des louctions analytiques d'une seule variable est inliinomenL liée à celle de Li représenlaliou conforme, et cpudle clarté celle considération de la représentation confoniK! a jetée sur les propriétés fondaiiienlales des fonctions. Dans ces conditions, j'ai été tenté de rechercher s'il n'y aurait pas quelque chose d'analogue en ce qui concerne les fonctions de deux variables. Je n'ai obtenu, bien entendu, que des résultats partiels et fragmentaires, mais avant de les exposer, je voudrais rappeler en quelques mois les propositions fondamentales bien connues relatives aux fonctions d'une varial)le.
On peut se proposer deux problèmes distincts :
Soit Z = X + < Y une fonction analytique de z =z x -\- iy- Soit dans le plan des 3 un arc de courbe l et sur cet arc un point m; soit dans le plan des Z un autre arc de courbe L et sur cet arc un point M. Est-il possible de déterminer la fonction analytique Z, de telle façon qu'elle soit régulière dans le voisinage du poini m: que Z soit au point M quand ; est au point m el (jue Z dé( rive la courbe L quand ; décrit la courbe /? Gela c'est le prohlrim- local-, et l'on sait (ju'il comporte une infinité de solutions.
Soit maintenant dans le plan des z une courbe ferince l limitanl un certain domaine d; soil dans le plan des Z une courbe fermée L limitant un domaine D.
Esl-il possible de délerininer la ionclion analytique /,, de telle faeon qu'elle soit régulière dans le domaine d, que Z parcoure la ligne L (ou le domaine D) quand ; parcourt la ligne /(ou le domaine f/) ? Cela c'est \q problème étendu: el le principe de Diriclilet nous apprend qu'il coinporle une solution el une seule.
On peut se poser deux proljléines analogues en ce ([ui concerne les fonctions de deux variables. Soient Z = X+ t V et Z'= X'+ jY' deux fonctions analytiques des deux variables complexes ; = .r + iy et -'= x' + ir'. Nous pouvons envisager l'espace à quatre dimensions des zz' et celui des ZZ'.
Soit alors dans l'espace zz' une portion de surface à .3 dimensions s el sur cette surface un point m. Soit dans l'espace des ZZ' une portion de surface à .j dimensions S et sur cette surface un point M. Est-il possible de déterminer les fonctions Z et Z' de telle façon qu'elles soient régulières dans le voisinage du point m, que le point ZZ' soit en M quand le point zz' est en m el qu'il décrive S quand le point zz' décrit s ? C'est le problème local.
Soit maintenant dans l'espace des ;;' une surface fermée à 3 dimensions s liiuitanl un domaine à 4 dimensions d. Soit dans l'espace ZZ' une surface fermée à 3 dimensions S limitant un domaine D. Est-il possible de déterminer les fonilions Z et Z' de telle façon qu'elles soient régulières dans le domaine d, que le point ZZ' parcoure .S ou D quand le point zz' parcourt s ou c?? C'est le problèm.e élendu.
Dans le cas où ce problème étendu est susceptible dune solution, on ne saurait dire, sans un abus de langage, que cette solution nous lournil la représentation conforme de d sur D. Ce molde représentation conforme suppose en elTet la conservation des angles. Nous dirons donc simplement que nous obtenons ainsi la représentation régulière de c? sur D.
Une première remarque, presque évidente, c'est que le problème local ne comporte pas toujoiirs une solution. En effet les fonctions X, Y, X', ^ ' doi\ent satisfaire aux équations différentielles
d\ _ d\ ^ __'_IX
'/.c il y ffv dx
et à trois autres svstèmes analogues que Ion déduit de (i ) en accentuant, soit les lettres X et Y, soit les lettres x et y. soit les quatre lettres à la fois. Ces quatre systèmes réunis forment un système (i 6/.?). Soient alors
les équations des surfaces s et S. Supposons alors que le point :z' reste sur lu surface s et exprimons tout en fonction àev, x\ i '.
Désignons par des i) ronds les dérivées partielles prises par rapport à ces trois variables, x étant liée à ces trois variables par l'équation de la surface X =^ 'J. Continuons à désigner par des d ordinaires les dérivées par rajiport aux quatre variables supposées indépendantes. Nous aurons alors
^ '' àv dy dx dy^
pluiî onze autres équations que l'on déduira de (2) en changeant >• en x' ou en y' \ ou bien X, en Y, \' ou \' . L'enseiiilile de ces douze équations formera le svstème (2 his^.
Si alors entre les huit équations (i bis^ et les douze équations (2 his) on
élimine les dérivées partielles —-, -j-i etc., il restera quatre équations linéaires
entre les douze dérivées partielles -p? etc.; c'est ce que nous appellerons le
système (3).
D'autre part, si le point ZZ' reste sur la surface S dont l'équation est X ^ <I>,
on aura
ô\ _ d'l> ()\ d<P d\' d'l> f)\' ^'^ jy ~ dS' J^ ~^ Trv TT ^ dv ,jy '
avec deux autres équations déduites de (4) en changeanl y en i' ou 1' et qui
avec (4) formeront le svstème (4 bis). On remplacera dans le svstème ( 3 ) les
trois dérivées
,ri ,i\ <A
<7?' ,17' ih'
par leurs valeurs donni'es par le syslémi' (4 bis) et il restera quatre équations entre les trois fonctions inconnues \, X', V et leurs dérivées partielles par rapport aux variables indépendantes y, x'. y'. On aurait donc à trouver /roi.s fonctions inconnues satisfaisant à qualri' é(|uations difierenlielles, ce qui en général est impossible.
II. ■ — Principes de la classification des surfaces
A ce point de vue, les surfaces s peuvent se répariii- t'u plusieurs classes. 11 peut arriver qu'aucune transformation ne transforme s en elle-même. Je m'explique; les transformations que je vais envisager sont celles qui changent
le point X, y\ x' . y' dans le poiiil \, \ . X', \' de U'ile fiieon (jue X + i\ et X'+ i\' soient {"onctions anah tifjiies de x + iy ut ^'+ iy' .
Ce sont les transfornialidns que j'ai eii\isagées dans le paragraphe précédent, ce sont les seules que, sauf avis contraire, j'envisagerai désormais.
Qu'arrive-t-il alors si aucune transformation de cette forme ne transforme s en elle-même? Il en résulte évidemment que si le />/'o/>/ème /oca/ comporte une solution, il n'en comporte certainement qu'une. Car si deux transformations T et Ti changeaient s en S, la transformation inverse T7' changerait S en .s, de sorte que la comi)inaison TT7' changerait la surface .î en elle-même.
Nous verrons plus loin comment on peut dans ce cas reconnaître si le problème local comporte une solution par des calculs qui peuvent èlre longs mais qui restent élémentaires.
Si au contraire il existe des transformations qui changent s en elle-même, le problème local ne saurait comporter une solution sans en comporter |>lusieurs.
Nous sommes ainsi conduits à étudier les Iransformations des surfaces s en elles-mêmes et à fonder sur ces transformations et les groupes qu'elles forment une classification de ces surfaces.
Nous nous attacherons surtout aux groupes continus formés de semblables transformations.
Soit s une surface quelconque; soit (î le groupe de i'. c'est-à-dire le groupe des transfonnalions fpii n'allèrent pas s; soil .s' une autre surface, soit (î' le groupe de s'.
Soient
les diverses subslitulicms de G. Si le groupe G' est le transformé de G par une transformation (J i[uelconque, c'est-à-dire si les diverses transformations de G' sont
U-iTiU, U-'T, U
nous dirons que G et G', ou bien encore que i' et s' apparlieiuicnl à la même classe.
Pour que le prolilème local soit possible, il est évidemment nécessaire que s et S appartiennent à la même classe et par conséquent que leurs groupes soient isomorphes.
III. — Classification des groupes
Je ne ferai pour le momenl intervenir dans la classification des surfaces s que les transformations infinitésimales de ces surfaces en elles-mêmes; de sorte que nous avons à rechercher les tjroupes continus G qui n'altèrent pas ces surfaces, et parmi ces groupes continus nous sommes d'abord amenés à distinguer les groupes continus y?«« et les groupes continus infinis.
Envisageons d'abord les groupes continus finis. Leurs subslilulions doivent, comme nous l'avons dit, être de la forme suivante :
[:, c', co, s'„; ./'( 5, z' ), /\z, z' ), /„(;o, z'„), /'„{zo, z'„)],
où ; et z' sont les variables complexes .r + i )■ et x'-+- t )', ou .;„ et :■'„ sont leurs imaginaires conjuguées x — iy et x' — i)', où /(:■, :•'), /'{:■■ -') sont des fonctions analytiques de ; et de ;', et oùy'„(3u, ;'„)./"„(:„, z\^) sont imaginaires conjuguées de _/"(;, .:'), f'{z, z'). .Si nous considérons le groupe formé parles substitutions
en nous abstenant momentanément de considérer .s,, et ;'„, ce groupe est un groupe continu fini à deux variables.
Or on sait former tous les groupes conlinus iiiiis à deux variables; les méthodes de Lie permettent de le faire. Je me bornerai à renvoyer à Lie luimême (') ou bien à Campbell (-).
On verra que ces groupes se ramènent à vingt-sept types dont les principaux sont le groupe linéaire général à deux variables et ses sous-groupes, le groupe des substitutions linéaires à une variable portant séparément sur ; et sur z\ le groupe
{q, xq, ..., X' q, yq, />, x/i, x'- p -i- rxyq)
et leurs sous-groupes.
Toutefois ces groupes ne sont pas ainsi mis encore sous la forme qui nous
(') Soi'HUS Lie, Théorie de/- Transformationsgrnpi>eii, III. Absclinitt, Alillieilunf; 1 et 2 (Leipzig, Teubner, i8;|.3).
(-) V.wun^Ei.x., Introductory Trcatise on I.ii:',v l'heorie of Fiiiile Continuons Transformalion (Jroiips (Oxford, (Uarendon l'ress, i(|o3).
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convienl. En ell'el dans la lliéorie géuérale des groupes, on considère un groupe d'ordre r comme dérivé de /' substitutions infinitésimales
et alors toutes les lriuisforiii;ilions inliuilésiiiialcs du groupe sonl di' la forme
où les coefficients a,, z.j, . . . , 2, sonl réeh ou imaginaires.
Au contraire, dans des recherches comme celle-ci, il convienl de définir un groupe dérivé de /' subslitulions infinitésimales
celui dont toutes les transformations infinilésimales sont de la lorme
les coejjicienls 7. ùlanl tous réels.
Soit, pour prendre un exemple simple, le groupe dont toutes les transformations infinitésimales sont
.,, df , , .,„, df
a, 3, a'. ^' étant quatre constantes réelles.
Au point de vue ordinaire, ce groupe est d'ordre •?. et dérive des deux substitutions fondamentales
df df
dy 7n-
Au point de vue nouveau, il est d"ordre \ et dérive des quatre substilulions
fondamentales
df . df df . df
//z dz dz <lz
Pour bien faire comprendre ce qu'il y a à faire, j'opérerai sur le groupe linéaire général. Ce groupe dérive des huit substitutions fondamentales suivantes
/.,, • - I- I df ,lf\
M cens partout^ et/i au lieu ue y^j -—-, I :
A = /^, A' = // : n = zp, fî' = ;'// : C = z p. C = c/»' ;
D = z{zp -^ z'p'). D'= z'(zp-^ z' p).
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avec les t'-quations de structure
( A, B ) = .\. ( y, ir I = A'. I V, C ) = A'. I A'. C 1 = A.
(A, D 1 = 2B— l!', ( A', D') = 2lî'-(- ]!. (A, ri'i = (;. ( A , D i = C,
Au point de vue nouveau, nous devons regarder le groupe comme d'ordre i6 et comme dérivé des i6 subslilutions
A, A', B, B', C, C, D, D', /A. /A'. /B. iB'. iC, iC, /!>, /D',
Quant aux nouvelles équations de structure, elles se déduiront aisément des anciennes; ainsi l'équation
nous donnera
(A,lî)=A, (i\.V,) = i\. (A./"B) = ('A. ii\.iB)=—A.
I.e groupe linéaire ('tant ainsi envisage comme d'ordre 16 et ses équations de structure étant formées, on aura à rechercher tous ses sous-groupes; on sait qu'il y a des méthodes générales pour les former.
Je citerai seuleinenl quelques exemples; nous pouvons preudie le groupe dérivé des huit substitutions
en e'''\. ei'i'W I!. B', e'ifi-f'n, p'if)'-Oi(;', ,.--0 0, e-'"' D',
où 0 el 0' S(jnl (h'S angles réels quelconques, ou bien encore
ur.--jLC\ Ma'C -aC'i. i\',. i\V, A -t- a D
^ ^ ( nA— aD), A'-+-aI-). £( A'— a'D'),
où a el a' sont des constantes quelconques, réelles ou complexes.
Quand on suppose en particulier 0 = 0', le grou]ie(i) se réduit au grouperez/
(3) A, A', B. ir. C. C. D. If:
quand on suppose a =; a'^ — i , le groupe (2) se réduit au groupe
(4) C — C. î(C-i-C'i. (B. /B'. A — D. /i A -t- D I. A'- D', i{A'-hD') qui est celui des transformations qui n'altèrent pa-- l'Iiypersphère
On peut se demandei' si ces groupes peuvent toujours se ramener aux groupes réels étudiés par Lie {loc. cit.. 111. Absclinill, p. 36o et suiv.). Nous remarquerons d'abord que lous les groupes (i) sont isomorj>hes cl se ramèneni au groupe réel (S) par un changement de variables, en posant
De même, tous les groupes (2) sont isomorphes cl se ramèneni au groupe (4) par un changement de variables, en posant
S= — Xîi, .3'= — 7.' z-\.
Mais il n'y a pas moyen de ramener par un changement de variables analogues le groupe (4) au groupe (3). Le problème que nous nous proposons ici est donc plus général que celui qui a été résolu par Lie dans le Chapitre cité. Mais il présente avec lui une grande parenté et il peut être résolu par des procédés analogues sur lesquels nous n'insisterons pas ici.
Supposons donc que Ton ait formé par ces moyens un gioupe g d'ordre r, dont loiiles les transformations sont de la forme
f el /" étant analytiques, el dont d'antre pari chaque transformation finie est une puissance réelle d'une transformation inlînilé^imale, tandis que chaque Iransforiuatiou iniinilésimale est une coinliinaison linéaire à coefficieuls réels de /■ tran>foriiiali()us fondamentales.
Les considérations qui précédent permettent de former lous les groupes g qui satisfont à ces conditions; quand on connaîtra l'un de ces groupes g on formera immédiatement le groupe G correspondant qui a pour transformations
Mais il n'est pas encore certain qu'à ce groupe G corresponde une classe de surfaces s el c'est ce qu'il nous reste à examiner.
Si le groupe G est d'ordre 1, il existe un système de lignes à une dimension qui sont inaltérées par le groupe, cl qui sont définies par des équations difTérentielles. Toute surface à 3 dimensions engendrée par ces lignes est inaltérée par le groupe; de sorte qu'à ce groupe G correspondront une infinité de surfaces s dépendant d'une fonction arbitraire de deux variables.
Si le groupe G est d'ordre 2, il existe un système de surfaces à 2 dimensions
qui sont inaltérées par le groupe et qui sont définies par des équations difl'érenlielles. Toute surface à 3 dimensions enyendiée par ces surfaces à 2 dimensions est inaltérée par le groupe; de sorte qu'à ce groupe G correspondront une infinité de surfaces s dépendant d'une fonction arbitraire d'une seule variable.
Si le groupe G est d'ordre o, il existe un système de surfaces à 3 dimensions qui sont inaltérées par le groupe et qui sont définies par des équations difTérenlielles. A ce groupe G correspondent donc une infinité de surfaces \ dépendant d'une constante arbitraire.
Si donc le groupe est d'ordre 3 au plus, il y a toujours une classe correspondante de surface i'. Qu"urrive-t-il mainleiiani >i le i;rou|)e est d'ordre plus
élevé? Soient
les transformations infinitésimales du groupe; on aura
dz^^'dz-^"'dr„^^'"-dF::
où \< et X',, sont des fonctions de :; et ;', tandis que Xu/, et X|,j sont les fonctions imaginaires conjuguées de ^0 et r'„.
Si f est le premier membre de l'équation de la surface s, la fonction J doit satisfaire à l'équation aux d(''rivées partielles
sinon identiquement du moins pour_/= o.
Formons donc un déterminant de quatre lignes
/i prenant (juutre des /■ valeurs i, 2, .... /■. l'iiisieurs cas peuvent se piésentei' :
1" Ou bien tous les déterminants ainsi formés s'annulent identiquement; alors le groupe G n'est pas transitif, il existe une infinité de surfaces *■, définies par des équations dilTérentielles et dépendant d'une constante arbitraire, et qui ne sont pas altérées par le groupe.
C'est ce fjui arrive par exemple pour le groupe dérivé de
i'B = ;/'— Zapa.
JB'= z'p'— z%p'„,
G — C = z' p — zp' -f- z'^pn — Zap\,. (■( C — C) = z'p -+- zp'— :■'„/)„— Zap'„.
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J'ai écrit p. p„. etc.. nii lieu de ; • -7^ • elc. Le groupe étant d'ordre :J. on n'a (lu'un seul délorminaiit
qui esi identiquement nul, et l'on voit en ellet que les surCaces
=G„- zz„=W.
où Iv est une consLanle arbiliiure, ne sont pas altérées par le groupe.
2" Ou l)ien tous les déterminant? ne s'annulent pas identiquement; mais ils s'annulent tous à la fois quand on a
J^'c'qualion (.')) déliait alors une surface à .i dimensions. Cela nécessite quelques explications. Le premier membre de l'équation (.5) est complexe, de sorte qu'il semblerait que celte équation équivaut à deux équations réelles entre x^ y, x , y' qui d('liniraienl une surface à 2 dimensions. Les équations do celle surface à 2 dimensions devraient alors s'écrire
( j bis)
( F(;. s', z„, z'„} = o, ( Fu(3o, ^'o. ;• :■') = «■
F|, étant ce que devient I" quand on change i en — i dans ses coefficients.
Mais on doit observer que X,,/, et X,,, sont imaginaires conjugués de X/,el X](.. Donc quand on changera /, ;, :;', ^„, z'^ en — i, ;„< ^,,1 ^j ^\ il arrivera que X/, el X,,/, s'échangeront de même que X](. el X'^^. el les délerminanls ne changeront pas. On aura donc
de sorte que les deux équations (5 bis) ne sont pas distinctes et définissent par conséquent une surface à 3 dimensions.
S'il existe une surface s inaltérée par le groupe, ce ne pourra être que la surface (.')): je dis maintenant que celle surface (o) n'est ellectivemeni pas altérée par le groupe. Soil eu etlet T une iransformation quclcourpie du groupe ; alors les substitutions inlinilésimales
seront les Iransformées par T des suliblitiilions (i)iiiJainentales A/, du groupe.
Si l'on forme lia délcrniinanl A avec quatre suhsliliilions A/, comme on vient de l'expliquer, puis qu'on l'orme de la même manière nu déterminant A' avec les quatre substitutions T^'A/T, ce délerminant A' sera le transformé de A par la transformation T.
F est par définition le plus grand commun diviseur des d(''lerniinants A; de même le plus grand commun diviseur des déterminants A' sera le transformé de F par T.
Mais comme T fait partie du groupe, les substitutions T~'xVxT sont des combinaisons linéaires à coefficients constants des A/; les déterminants A' seront donc aussi des combinaisons linéaires des A; le plus grand commun diviseur des A' sera donc égal à celui des A à un facteur constant prés. Donc F se reproduit à un facteur constant prés quand on lui applique la transformation T. Donc la surface (5) n'est pas altérée par celte transformation.
C'est ce qui arrive par exemple pour le groupe (^4) où les fonctions qui jouent le rôle de X<., etc., sont :
jB'
— -So
— zz'
i--'ii
zz'
— i — zl
-Il -d
— zz'
zz
Zd -0
En formant les déterminants A on voit qu'ils ont pour plus grand commun diviseur
Le groupe n'altère donc pas l'hypersphère
-u-i- - -Il
?i" Ou bien les déterminants A sont premiers entie eux. Dans ce cas il n y a pas de sui-face s inaltérée par le groupe (1.
C'est ce qui arrive pour le groupe (3); nous voyons en elTet que deux de nos
déteniiinanls A (obtenus respecliveinenl avec les subslltulions A, A', B, C ou A, A', B', C) s'ccriveiiL
Zo
: : - :-'oy-,
et nont uiicnu coinimiii diviseur; les déterminants ne peuvent s'annuler à la fois que si l'un a
ce qui définit une surface à 2 et non pas à 3 dimensions.
Je terminerai en citant un exemple d'une classe de surfaces s où le groupe G est continu d'ordre infini. Soit en eflet la surface
Cette surface est évidemment inaltérée par le groupe
[s, s', Go, s'o ; 9( 3), /(;, z), o(3o), ./ii(-o, =0)],
où o est une fonction réelle arbitraire, f et/,, deux fonctions complexes arbi- Iraires, imaginaires conjuguées l'une de l'autre.
Définition des invariants.
Proposons-nous le problème suivant, analogue au problème local. Soit s une surface quelconque et m un point sur cette surface; soit .S une autre surface et M un point sur celte surface. I^eut-on trouver une transformation qui change s en .S', S' ayant avec S au point M un contact du n"'™'^ ordre?
Nous pourrons, sans restreindre la généralité, supposer que m et M sont à l'origine des coordonnées. Nous mettrons alors l'équation de la surface S sous In forme
cl nous supposerons F développé suivant les puissances de X, Y, X', Y'; nous avons besoin, pour notre objet, de connaître ce développement jusqu'aux termes du n"'^"' ordre inclusivemrnl, ce qui suppose
\)( Il
coefficients aibliraires. que nous appellerons les coefficients A; mais nous pouvons aussi, sans restreindre la généralité, supposer que F est de la forme
et il ne reste plus alors que
coefficients arbitraires réels que nous appellerons les coefficients A'. L'équation de la surface .v pourra se mettre sous la forme
(2) a:=-:^)iu. r. u-i. _)=ç.i(«. i\ iri. a:'=ç:;tii, i'. ir). ^■'=z■,(ll, r, ii'i,
'yi. (a-2, cp:i, 9, étant quatre fondions réelles déveioppables suivant les puissances de trois paramétres ;/, r, tv. nous avons besoin de ce dcveloppemeni jusqu'aux termes du n'""" ordre inclusivement, ce qui suppose 4N' coefficients arbitraires r(''els que nous appellerons les coefficients B.
Ici encore ce nombre peut être réduit; car nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer
|- = u. x' = 1', r' = ir,
et il ne reste plus alors que N' coefficicnis arbitraires réels que j'appellerai les coefficients B'.
Enfin, les équations de la transformation peuvent s'écrire'
■h et l/, «'tanl deux fonctions analytiques complexes déveioppables suivant les puissances de ; et de :■' : nous avons besoin des termes juscpiau /("''"'' ordre, ce qui fait
coefficients arbitraires complexes, ou, ce qui revient au même,
coefficients arldiraiii's r(''ols que nfius appellerons les coefficients C.
Cela posé, nous pouvons dans les équations (3) séparer les parties réelles et imaginaires, ce qui nous donne
('\) X = 91, V = i.,, \'= in. V= ?,,
les ti étant des fonctions développées suivant les puissances de x, )', x' , y' .
Si dans les ôqualions (4) on remplace x, y, x\ y' par leurs valeurs (2), on aura X, Y, X', Y' en fonclions de w, r, ir, sous la forme
(5) X = 0|(K, i', ir I. ^ = 0.;i H. r. IV I. \' =().;(«, v. Il' ), V'= 0.,(m, r, (!'),
et ce seront les équations de la surl'ace S'.
Pour exprimer que S el S' ont un contact du n''"'" ordre, substituons dans Y, à la place de X. Y, X', \' leurs valeurs (5); nous aurons F développé suivant les puissances de u, r, w : c'est ce que nous appellerons le développement (6). La condition à exprimer c'est que tous les termes de ce développement, jusqu'au 7^"""' ordre inclusivement, sont nuls. Comme les termes de degré zéro sont nuls d'eux mêmes, cela fait N' coefficients qui doivent s'annuler. Et ces coefficients sont égaux à des polynômes entiers par rapport aux .V, aux B et aux C et d'ailleurs linéaires et homogènes par rapport aux A.
Nous avons donc N' équations à satisfaire. Si nous considérons les A et les B (^c'est-à-dire les deux surfaces s et S) comme donnes et les C (c'est-à-dire la transformation) comme inconnus, nous avons iN" inconnues. Pour /i < q, nous
avons
c'est-à-dire plus d'inconnues que d'équations. Pour « =i; 9 nous avons
c'est-à-dire plus d'équations que d'inconnues.
Le problème serait donc toujours jiossible pour n <^ g et généralement impossible pour ri-^g; mais il convient d'examiner la chose de plus près. Supposons que l'on élimine les C entre les N' relations, combien restera-t-il de relations distinctes entre les A et les B? Pour nous en rendre compte, nous allons procéder par difTérentiation. -Supposons que l'on ait écrit les équations (i) et (2) sous la forme particulière où les A et B se réduisent aux A' et aux B'; ce qui, comme nous l'avons vu, ne restreint par la généralité. Nos relations seront satisfaites quand les deux surfaces * et S seront identiques et que la transformation se réduira à la transformation identique; c'est-à-dire quand chaque A' sera égal au B' correspondant, f|iiand chaque C se réduira à la valeur C„ (C„ étant égal suivant les cas à o ou à 1) qui correspond à la substiliilion identique. Donnons ensuite aux A' et aux C des accroissements inlliiiuieut petits, de telle sorte que l'on ail
a; = n; -+- sa; , c = c„-f- se.
En différenliant nos IN' équations, nous obliendrous A' relations linéaires entre les N' dilférentielles ô.V et les iN" différentielles oC. Ces relations sont toutes distinctes, et en effet chacune d'elles ne contiendra que l'une des dillerenlielles ôA', et cela avec le coelfîcient i. Par exemple, celle d'entre elles que l'on obtiendra en égalant à zéro le cot'ficient de u-{.'w du développement (6) ne contiendra que le oA' du coefficient de Y'X' V dans le développement (i).
Eliminons maintenant l'un des oCl, que nous appellerons oCi. Celte différentielle figurera dans l'une au iiioins de nos relations, sans quoi on pourrait satisfaire à nos lelations en annulant tous les dA! et sans annuler tous les oC; supposons donc que ôCi figure dans la relation qui contient oA', ; alors en retranchant cette relation de chacune des antres après l'avoir multipliée par un coefficient convenable, on i''liminera oCi et il restera N' — i équations linéaires; elles seront toutes distinctes, car chacun des ôA' autres que oA', figurera dans une de ces équations et dans une seule.
En y faisant âA', = o, nous aurons des équations de même forme sur lesquelles nous pourrons opérer comme sur les précédentes, en éliminant ôCo et réduisant d'une unité le nombre des relations, à moins que l'on ne puisse j satisfaire en annulant tous les ôA', sans annuler tous les oC, et iiinsi de suite.
On voit ainsi que le nombre cherché des relations distinctes est égal à
P étant le nombre de manières de satisfaire aus équations données en annulant tous les oA' sans annuler tous les oC.
Or toute solution de ces équations, où oA'=o, et où par conséquent la surface S ne change pas, correspond à une transformation infinitésimale qui change S en elle-même, ou tout au moins en une surface présentant avec S un contact d'ordre n au point M.
Donc P n'est autre chose que l'ordre de ce groupe. Il ne faudrait pas croire que P est l'ordre du groupe G défini plus haut. En effet nous ne devons prendre [jaruii les substitutions du groupe que celles qui conservent lo point M, ce qui réduit déjà l'ordre de trois unités. D'autre part, supposons par exemple que le point M soit l'origine, et que nous considérions un polynôme du rt"™" ordre en X, y, x\ y', s'annulant à l'origine (c'est-à-dire en 1\I); ce polynôme sera transformé en une série ordonnée suivant les puissances de x. r, x' . y' . et s'annulant à l'origine; si dans cette série les termes d'ordre n et d'ordre plus petit sont identiques au polynôiue primitif, Va transformation correspondante
sera une de celles que Lie appelle clans son Chapitre ^8 une transfurinalion d'ordre n-|-i. Au point de vue qui nous occupe, elle correspondra à des ôC nuls et devra être regardée comme une transformation identique. De ce fait encore l'ordre se trouve réduit. Ainsi P n'est pas égal a l'ordre /■ de G, mais c'est l'ordre du groupe formé par celles des transformations de G qui conservent rorigine M et qui sont au plus de l'ordre ii au sens de Lie. On voit que pour n très grand, P se réduit à /■ — .'i.
Quoi qu'il en soit, le nombre de nos relations distinctes entre les A' et les B' est
Ces relations expriment que les deux surfaces S et 5 peuvent être transformées de façon à être amenées à avoir un contact d'ordi'e n. Si s est donnée, il faut que les coefficients de S satisfassent à N' — N"+P conditions, c'est-à-dire que N' — N"+ P fonctions de ces coefficients, que nous appellerons les invariants du Ti"""' ordre de noire surface S, aient des valeurs convenables; je n'insiste pas sur les détails de la démonstration qui devrait être conduite comme dans tous les cas analogues.
Nous arrivons donc à la règle suivante qui nous fait voir l'importance de ces invariants : pour que deux surfaces s et S puissent être transformées l'une de l'autre^ il faut qu'aux points correspondants tous les inrariants de tous les ordres des deux surfaces aient même valeur.
V. — Etude de quelques cas simples
Supposons d'abord que le groupe G se réduise à la substitution idenlitjue, c'est-à-dire que j et S ne soient inaltérées par aucune translorumllon; nous savons que si le problème local admet une solution, il n'en admet qu'une. Considérons un système quelconque d'invariants, trois au moins; soit /h, un point de s. Pour savoir quel est le point M, de S qui peut correspondre à m,, il faut chercher quel est le point de S qui a même invariants que m,. Lo |)oinl Ml est déterminé par cette condition; de sorte que nous savons quel est le point de S qui peut correspondre à chacun des points de s; il reste à vérifier si la correspondance ainsi définie entre les points des deux surface.--, définit une transformation de la forme cherchée.
Supposons maintenant que le groupe Cj soit d'ordre i ; les points de S (|ul
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ont mêmes invariants que in^ sont alors en nombre infini, ils forment une ligne sur S; si d'ailleurs la transformation de * en S est possible, elle l'est d'une infinité de manières, de sorte que n'importe quel point Mi de la ligne L peut correspondre à rrii. Considérant donc un point m^ quelconque de .y, et la ligne L correspondante de S, nous choisirons ar6/7/«/reme/U sur cette ligne le point Mj qui doit correspondre à m, ; la transformation, si elle existe, sera alors entièrement déterminée; comment verrons-nous alors quel est le point INK qui doit correspondre à un autre point m-i de 5? Supposons d'abord que les points m, et «i-j soient infiniment voisins; il doit en rtre de même pour Mi et M-i. Si les points Toi et Mi sont donnés, la transformation, si elle existe, est entièrement déterminée, on peut développer Z — Zj et Z' — Z', suivant les puissances de .5 — Zi et z' — z\ (en supposant que l'on a Z = Zi, Z'= Z', au point Mi et ;; = ri, 3'= 3', au point ln^) et il est facile de calculer les premiers coefficients du développement en fonctions des coordonnées des points nu et I\J|. Connaissant ces premiers coefficients nous saurons comment la grandeur et la direction du vecteur infiniment petit MilVL dépend de celles du vecteur nii/ii-,; le point inn étant donné, nous en déduirons donc le point Mj.
Si maintenant Wi et nii ne sont pas infiniment voisins, joignons nii à w.i par une ligne quelconque située sur s; il s'agit de déterminer la ligne correspondante sur S. Pour cela considérons un segment mm' de la ligne m,m^ et le segment correspondant ]MM' de la ligne MiMo. Soient x, y, x' , y' les coordonnées de m; X, Y, X', V celles de M; so\Qn\. x -{- dx , y -\- dy , x' -\- dj;' , y'+dy celles de ml; X-f-rfX, ^ + d\ , X'+dX.', \'-{-d\' celles de M'. D'après ce qui précède, nous avons une relation entre
X, )■, x', }■', \, V \'. ^ ' ; dx, f/f, t/x', dy , ir/X, d\ , d\' , //\ '
et si la ligne mim^ est donnée de faron que x, y, x', y\ dx, '/y, dx\ dy puissent être regardées comme des fonctions coiuiuos d'un paramétre unique l et de sa différentielle <•/<, cette relation nous fournira une équation dilTérenlielle entre
/, .\, 'l, \, ^ . -^, -^j, -jj-, -^,
qui déterminera les fonctions inconnues \, Y, X', Y' en fonction de / et par conséquent la ligne M) M:..
On opérerail d';iprés les mêmes principes si le groupe G était d'ordre plus grand que i. Nous examinerons plus loin avec plus de détails le cas du groupe (4) du paragraphe III.
Quelques mots encore au sujet de l'exemple cité plus haut, et où le groupe G est d'ordre infini. Supposons que la surface S se réduise au plan
A quelles conditions doit satisfaiie la surface s pour que le prohlème local puisse être résolu ? En tous les points de .s, on a X = o.
Soit F(x, j', x', j') ^= 0 l'équation de la surface s; on aura, en difl'érentiant, cette équation
(l) -;— (tX H r- f/y H ^-7 dx H T-, CIV = O.
rix dy ■' dx dy ■
Mais comme celle équation de la surface i- peut également s'écrire X:=o, nous aurons
d\ , d\ ^ tlX , , d\ , , -r- dx + -7- dy + -,—; dx H — ^, dy = o. dx dy dx dy '
Les quatre dérivées de X sont donc proportionnelles aux quatre dérivées de F, non pour tous les points de l'espace, mais pour tous les points de s. Cela posé, considérons les équations
X = o. V = "\ 0 (^'0 étant une constante).
Elles définiront une surface à a dimensions que j'appellerai ^(Yo) et qui sera tout entière sur s; je me propose de foimer l'équation dill'érentielle de ces surfaces (t(\o). Nous aurons
~j— dx — -r- tir -+- -j—, dx — -, dy = o.
dx i/v ■ dx dy
bien
ou sur s
dX , dX , f/X , , dX , ,
-r- dx ;— dy n — ;— , dx t-, dy = o,
«)' dx - dy dx •
. rfF , r/F , dF , , d¥ , ,
(2 -;— dx -j- dy -h -;-; dx ;-7 c/V = O.
dy dx • dy dx '
Nous avons ainsi Irois équations entre .2, y. .r' . y' el leurs difi'érentielles. Ce seul les deux équations diOerentielles (i) el (2) et l'équation F = o. Entre ces trois équations éliminons y' et dy', il restera une équation difl'érentielle
( 3 ) Irfx^ T| r/l- M- I' '/x' = o,
OÙ ^, ï), 'c,' sont des fonctions connues de x, y, a.'.
L'équation (3) doit satisfaire à une condition d'intégrahilité, facile à former. Si cette condition n'est pas satisfaite, le problème local ne peut pas être résolu. Si au contraire elle est satisfaite, je dis qu'on aura une solution de ce problème. En effet, dés que réquation (3) sera intégrée, on aura la valeur de X et celle de Y en tous les points de la surface s. Donnons à x' et à )' des valeurs quelconques x'^ elj'u j nous aurons alors la valeur de la fonction
en tous les points de la ligne l, intersection de la surface s avec le plan à 2 dimensions
X = Xqj y = Yq.
Or quand on connaît une fonction analylique d'une variable le long d'une
ligne, on la connaît dans tout le plan. Aous connaîtrons donc la fonction Z pour
toutes les valeurs de z, quand ou aura z' ^ x\ + iy\^, mais comme x\, et >•',, ont
des valeurs arbitraires quelconques, nous connaîtrons Z pour toutes les valeurs
de :; et de z' . Nous savons que Z est fonction analytique de z, c'est-à-dire que
l'on a
en supposant Z exprimé en fonction de z ^ x -\- iy, de z^^ x — < r, de :;' et de ;'„. Cette é(|ualion a lieu en tous les points de l'espace, el nous en déduisons
dzu </z'„
ce qui nous apprend que -j^ est fonction analylique de z. Il reste à montrei que Z est fjiiclion analytique de ;', ce qui s'expriiuerait par la relation
La fonclion \-\-i\ étant définie par l'équation (3), nous avirons, non pas dans tout Vespace. mais en tous les poiuls de s :
'£L - B^ -i- G — (Ix dx dy
d\ ^ dV ^ dV
dv dy dx
,l\ dV ./F
-7-; = li -r-7 + '- -7-T ' fix dx dy
d\ „ dF dF
-j—: = " -7—' ~^ ^ ~ï~' ' d\ dy dx
dx
dx
dX
.dF
dy
dy
dx'
= A -^ , dx
rfX
dy'
dy
A, B, G étant des fonctions indéterminées.
dZ
dl~,
Mais l'équation j^ = o équivaut à
dx dy dy dx
OU
d'où
(A + C)-+ li-^=o,
ou, puisque A, B ei G sont essentiellement réels,
d'où
ce qui équivaut à
r/X _ rfY d\ __ d\
dx' dy' dy' dx'
dZ ^="'
équation qui est ainsi satisfaite en tous les points de s. Or nous avons vu que '-T^ est une fonction analytique de ;, et celte fonction étant nulle en tous les points de s devra cire identiquement nulle. De sorte que r(''quation -y^f, = o devra être satisfaite dans tout l'espace. c. q. k. d.
On peut remarquer que l'équation (3) admet une infinité de solutions et que Y peut être remplacé par une fonction arbitraire réelle quelconque de Y.
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Dans ces condilions, Z se trouve rempLicé par une fonclion arbitraire réelle quelconque de Z. Quant à la seconde fonction Z':=X'+A', elle peut évidemment, dans le cas qui nous occupe, être tout à fait quelconque.
VI. — Le problème mixte
Nous allons introduire un problème nouveau que nous appellerons le problème mixte parce qu'il tient pour ainsi dire le milieu entre le problème local et le problème étendu.
Supposons que les surfaces .ç et S ne présentent pas de point singulier.
Supposons que le problème local puisse être résolu dans le voisinage de chacun des points m de la surface s. Si alors
est l'équation de la surface s et
<I>(Z, Z', Z„, Z'„) = o celle de la surface S, on peut trouver des fonctions
analytiques dans le voisinage du point m, et telle que l'on ait identiquement dans le voisinage de ce point m :
(2) <!>[/( 3, z)./'(z, s'), Mz.o. Z',). /;,(;„. ;;, ,] = =(;, z-', ;„. z'„)-H=, :■' , ^o, s'o ),
<\i étant une fonction analytique de z. z' , z^, z\ dans le voisinage du point m. Nous devrons supposer de plus que le déterminant fonctionnel
— 'El _ "'''' 'IL
ne s'annule pas au point m, sans quoi, en résolvant les équations (i) on ne trouverait pas pour .3 et z! des fonctions analytiques de Z et de Z'. Il s'ensuit que la fonction ■]/, qui est finie et analytique au point //;, ne s'annule pas au point //(.
Les fonctions /, /', 'h dépendant du point m, nous mettrons re fait en évidence en posant
f{z,z') = 'l.{m): f'{z,z.) = Z'(m); /„(;:„, c'„ )= Zo(/« ); /'„(z„, ;'„ ) = Z'„(»! ),
et en écrivant '\'{r>r. z, z', z^, z'„), ou simplement '^{m), au lieu de ■]>(;, z', s,,, ;'„). Nous retenons donc que la fonction 'i('«) est finie, analytique et différente de zéro dans le voisinage de //;.
D'autre part il peut se faire que le problème local admette plusieurs solutions ou une infinité de solutions. C'est même seulement dans ce cas que la question dont nous allons nous occuper peut présenter de l'intérêt. S'il en est ainsi, nous désignerons par Z(//(), 'A\iii), l'une des solutions du problème local au point m et nous choisirons cette solution arbitrairement, mais une fois pour toutes.
Nous devons nous demander maintenant s'il existe des fonctions
qui restent analytiques en tous les points de s et telles que l'on ait une identité de la forme (2) où la fonction 'h reste analytique, finie, et différente de zéro en tous les points de s. C'est là ce que nous appellerons le problème mixte.
Nous supposerons que les deux surfaces s et S sont continues au point de vue analytique, de telle sorte que les fonctions 9 et 4» soient analytiques pour toutes les valeurs des variables que nous avons à envisager.
Si le problème local n'admettait ([u'une seule solution, c'esl-à-dire si la surface s n'admettait aucune transformation en elle-même, le problème mixte doit évidemment être résolu par l'affirmative. Soient en efiét Z(/«) et Z'(rti) les fonctions relatives à un point m de s; soient Z(m'), 7J(m') celles qui sont relatives à un autre point m' de s, et (jui existent d'après nos hypothèses. Ces fonctions substituées à la place de /"(:;, z'), f'{z, z') satisfont à la condition (2); il doit en être de même, par continuité analytique, des fonctions qui sont la continuation analytique de Z(//i), Z'(m). Or si le problème local n'admet qu'une solution, ces deux solutions doivent être identiques, d'où il suit que Z(/n'), Z'(wj') ne peuvent être autre chose que la continuation analytique deZ(/«), Z'(w).
Comme nous supposons que le problème local admet une soUiiion en tous les points de j>, nous savons que les fonctions Z(/«'), Z'(m') sont analytiques et ne présentent aucune singularité dans le voisinage du |)oint m'. Donc on peut poursuivre la continuation analytique de 'A(in), Z'(?w) sur toute la surface s sans rencontrer aucune singularité. Ces fonctions avec leur continuation analytique nous donnent donc la solution du problème mixte.
Mais il n'en est plus de même si la surface s admet des transformations en H. H. - IV. 34
elle-même, la solution du problème n étant plus unique; nous savons bien que Z(ot'), Z'(m') n'ont pas de singularité près de m', nous savons bien que l'on peut poursuivre par continuation analytique les fonctions Z(m), Z'(m); mais nous ne savons plus si Z(//i'), Z'(m') sont les continuations analytiques de Z(m), 7J[m). La question est donc de savoir si ces continuations analytiques de Z(/n), TJ {rn) [nous dirons simplement désormais si /es /o«f/<o».« Z(w) et Z'(m)] peuvent présenter des singularités sur la surface s.
Il s'agit de savoir quelles peuvent être ces singularités. A cet eliét, nous remarquerons que si nous posons
la substitution
sera une substitution du groupe fcmdamonlal G relatif à la surface S. D'ailleurs, si Z(m"), Z'(w), considérées comme fonctions de z et de z' , présentent une singularil('' dans le voisinage du point m \ couiine d'antre part dans le voisinage de ce point Z(7«'), Yj^m!) sont des fonctions analytiques régulières de z et de z' et que réciproquement ; el :' sont des fonctions analytiques régulières de Z(m'), 'L{m'), il faudra bien que les fonctions
[c'est-à-dire 'A{m), Z'(m) considérées comme fonctions lie yj(m'), Z'(/?i')] présentent une singularité. Nous sommes donc encore ramenés à l'étude du groupe fondamental G de la surface S.
Nous pouvons déjà tirer de là la conclusion suivante. Supposons que pour aucune des substitutions du groupe G. les fonctions
ne présentent aucune singularité en aucun point de la surface S. C'est ce qui arrivera dans un très grand nombre de cas et qui sont précisément les plus importants. Nous verrons en particulier que c'est ce qui arrive si la surface S est une livperspliéi'e. C'est là ce que nous appellerons la condition A.
Il arrivcira alors que les fonctions Z(//i), Z'(m) pevivent être prolongées analytiquemenl sur toute la surface s sans présenter aucune singularité en aucun point de cette surface, il reste à montrer ([ue ces fonctions sont
uniformes. C'est ce qui arrivera si nous supposons de plus que la surface s est simplement connexe; dans ce cas, en ellel, si la foncliun 'Ll^m) n'étail pas uniforme, deux de ses déterminations ne pourraient s'échanger qu'en tournant autour d'un point singulier et nous avons vu qu'il n'y en avait pas.
Donc, pour les surfaces simplement connexes qui satisferont à la condition A, toutes les fois que le problème local pourra être résolu en chaque point de la surface, le probicuie mixte admettra une solution.
Je n'ai pas l'intention do pousser jusqu'au bout la discussion de la condition A. Je me bornerai à quelques remarques :
i" Je suppose que les fonctions /,(m ), Z'(m) puissent être définies de façon à être des fonctions continues du point m. En d'autres termes nous savons que le problème local admet une solution autour de chaque point de*; et je suppose de plus que les deux solutions de ce problème qui correspondent à deux points infiniment voisins soient infiniment peu différentes l'une de l'autre. Soit encore
Z( m) = V[Z{ /«.' I, Z'i «)' )J, Z'i ni ) = l'"'( Zi /// i, Z'( /«') |.
Nous avons vu que la substitution définie par les deux fonctions F et F' appartient au groupe G de S; mais nous devons distinguer dans ce groupe les transformations infinitésimales et leurs combinaisons qui forment un groupe continu Go faisant partie de G.
Je dis qu'avec notre nouvelle hypothèse, la substitution F, F' fait partie non
seulement de G. mais de G,,. Et en effet cette substitution peut être désignée
^ par [m, ni ) puisqu'elle dépend, d'après sa définition, des deux points m et m'.
Joignons m et m' par un arc de courbe quelconque situé sur s et décomposons cet arc en une infinité d'arcs infiniment petits
mm,. 7?(| «i-j III:,— [111,1. m,im.
Alors la substitution iin. ni \ pourra être regardée comme la combinaison des substitutions
(m, m,), (m,, mi), .... (ni,,^,, in„ ). (iii„, m'),
qui sont infinitésimales. Elle a[)[iartient donc à G,,. Il suffit donc alors que la condition A soit remplie par toutes les transformations de G,,.
2" Je suppose que la condition A suit remplie par toutes les transformations injinitîsi nulles de G, je dis qu'elle le sera encore pour toutes les transfor-
malions finies de Go- El en elTel si elle l'esL pour deux Iransfornialions, elle le sera également par leurs produits. Le ihéorème de Cauchj sur rinlégrabilité des équations difiérentielles permet de compléter aisément la démonstration.
3° 11 est aisé de voir que les substitutions de G ne peuvent jamais présenter certains genres de singularité; par exemple elles n'auront jamais de pôle si la surface S est tout entière à distance finie; car, le point
Z(m), Z'(m), Z,i(«(), Z||(nî)
devant se trouver sur la surface S, ses coordonnées ne pourront devenir infinies.
4° Elles ne pourront pas non plus, ou moins dans des cas très étendus, présenter de points de ramification algébrique, mais ceci exige pins d'atlontion. Pour pouvoir l'exposer plus facilement, je vais changer pour un instant de notation et écrire : ji et j'i au lieu de '/^{m'), Z'(m'); et x et j' au lieu de '/.{m), Z'(m). Alors on aura
.i- = F(jr,,.)-,). j)- = F'(;t,, j,), d'où l'on tirera
Xi = fi(x, y), _>•,= 0'(;r, _>');
et pour l'équation de la surface S
Je poserai ensuite
.r,= (l(xt, y,), .ro= 0'(a:,, >-,), x:,= 0(x,, jo), r,=:0'(.ro, ro),
xl et yl étant les imaginaires conjuguées de x,, et i „. On aura alors l'identité
'I)i = (l>ii(.i-, y. xo, .)•(.)'
•^ étant une fonction régulière et différente de zéro au point considéré.
Soient a, h les valeurs de Z.(m), 7J {m) qui correspondent au point m' de la surface s; soient ai, ^i les valeurs de '/^{in'), Z'{m') qui correspondent à ce même point m'. Ce que nous appelons le /joint considéré c'est le point x = a, r = b, X, = (lu _>-! — (jf
Dans des cas très étendus, le groupe G relalif à la surface S comprendra une substitution
T = iZ. 7.', Z,„ Z;,: Z,, Z',, Z',', Z'," ),
(jui, cliangeaul la Mirface S en elle-même, changera le point Z, n^ rt, Z,':=6, en Z,i = ai, Z', = ^i ; et de telle façon que dans le voisinage de Z, ^ a, '/J ^^ b, les fonctions Z,, Z', soient analytiques en Z et Z' et, rcciproquemenl, que daus le voisinage de Z, = «i, Z', = A,, les fonctions Z, Z' soient analytiques en Zi et Z',. Si cette condition est remplie nous pourrons toujours supposer que
.Si en ell'et il n'en élail pas ainsi, nous pourri.ms appliquera Z(«i'), Z'(m') la substitution inverse de T et nous obtiendrions de nouvelles fonctions Y (wi'), Y'(/n'), telles que l'on ail
pour c'est-à-dire pour
'/J/ii') = /i,, Z'(in') = ht,
'At ni) = II. Z'i m I = b.
tandis que Zi//n, Z'(//(), considérées comme fonctions de Y(/»'), Y'(m'), présenteraient un point de ramification.
Nous pourrons alors, sans restreindre la généralité, supposer
« ^ /; = '(i = ^1 = II.
S'il en est ainsi, les fonctions F(.T,. Vt), F'{.r,, y,) s'annulent et présentent un point de ramification pour ./, = )i:=o. Si nous envisageons les fonctions inverses
.ti=.0(.r. )•), )-| = «'(.'■, y),
ces fonctions seront développables suivant les puissances de x et de y. Pour X ^y ^o elles s'annuleront ainsi que le déterminant fonctionnel
_ f/j-t r/y, ^ dxy dyt _ i)(j-u Ti) ~ </.i: il y (/y dx 0( x, y )
("■ela posé, nous aurons successivement
OÙ l'on a posé pour abréger
i, = 'il r, V. c" i" )
Cela nous peniiel d'écrire
où
La fonction i ne s'annulonl pas à l'origine par hvpolhèse, il en est de même de <hn et par conséquent de H„.
Soit
à(j-„. y„) _ f)(Xn. r„) i)(-ri. .) i) <>{.i-t, .l'i )
rj{x,_y) t/(x„-\, y„-i) '/(Xi.r,) >)(j:\ y)
Il est clair que A„ présente un zéro d'ordre /( pour ./ =^ y = o. Nous pouvons toujours supposer
■0-2 et Y]'., étant d(îs S(''ries développées suivant le> puissances de .r et de r et commençani par des termes du second degré. Car on peut toujours ramener les fonctions 0 et 0' à celle forme par un changement linéaire de variables. Mais nous allons faire d'abord une hypothèse de plus; nous allons supposer que Ui et par conséquent a?„ est fonclion seulement de x. On a alors
" ~ dx dy '
et comme pour x = ^^--^ o on a —^ = a" , on voit que -y— doit présenter un zéro d'ordre n. il vient alors en diflerentiant <^„ ^ •l'H,,
d>K dy„ _ '/-1> ^,1, '/11,.
'/) „ dy " dy dy
Le premier meuibrc |irésenlc un zéro d'ordre /), et II„ ne s'annule pas. Il faut donc que l'équation <1» = o entraîne —.- = <i aux quantités prés d'ordre n en x-, )', x^^ )•„ ; c'est-à-dire que les deux surfaces
[jrësenicnl un conlact d'ordre n. Comme ou pmit [irendru l'entier n aussi grand
que l'on veut, ou doit conclure que l'équation $ ^ o entraîne -^ = o. Pour la
II 1 ■ . - ""!• même raison, elle doit entraîner -; — = o.
Mais cela n'est possible que si l'on a
f\ ne s'annulanl pas pour x ^ y = x„^=yv^= o; c'esl-à-dire si l'équation de la surtacc S se réduit à
C'est là une forme d'équation très particulière et admettant un groupe G continu d'ordre infini.
Seulement nous avons fait au début une hypothèse très particulière, à savoir que .ri est fonction de x seulement et il reste à faire voir que l'on peut toujours, par un changement de variables convenable, ramener au cas où cette hypothèse est vérifiée.
Je veux montrer qu'il existe une fonction ;(.r, j) développablc suivant les puissances de x et j', et telle que l'on ait identiquement
?(^,, j,)=l-[E(x-,j)J, F étant développable suivïinl les puissances de £. Posons
\,i étant homogène de degré n en x et f. Nous aurons d'abord
ç 1 = .ïj ^J 1 = ^ •
Nous déterminerons ensuite par approximations successives \^ et [Bo, puis ^3 et p^, etc. Pour déterminer £„ et (3„ nous aurons une identité de la forme
5i(j.j-, o ) = :(ç„(j, )■_) ^ p„j;" -I- termes connus
et l'on pourra déterminer ;„ et p,, sans difficulté. On pourrait même supposer ^,,= 0 à moins que l'on n'ait
Quant à la convergence des séries, on rétal)lirait par la méthode des fonctions majorantes.
On pourrail alors prendre pour variables nouvelles ; et j- au lieu de .r cl y oL recommencer le raisonnemenl précédent. On verrait ainsi que l'équation de S doit être de la forme
5" Comme les deux surfaces 5 el S jouent un rôle identique, il est clair qu'au lieu d'envisager le groupe G de la surface S, on aurait pu tout aussi bien envisager le groupe g de la surface s.
VII. — Transformations de l'hypersphère
Je suppose que la surface s soit Vliypersphère
Ci) zz^^zz'„=y.
et je me propose de déterminer le groupe G correspondant. J'observe d'abord que cette hypersphère se change en clle-mémo par les substitutions linéaires
I ri Z -^ b z' -^ C II' Z ^ II' z' ^ C \
\' " ' a"z -h b" z' + c°' II" z -^ b" z' ^ c" J '
pourvu que les coefficients a, h. ... satisfassent aux conditions
1 mu, -h a II',, — '("«',; = bbi, ^ ù' b'„ — b"b", = — cc„ — c' c'„ ^- c'cl, (3) } iibu -J- a b'„ — a''b"„ = bc,, — b' c\, — b" c"„ = ca„ -i- c' a'„ — c" a!'„ = o,
( iiu b — a'a b' — (/',; b" = b„c -i- b'„ c' — b"„ c" = c„ a -h c'a a — c", a" = o.
Les substitutions (2) forment évidemment un groupe que j'appellerai 1'. C'est un groupe continu d'ordre 8 qui est précisément le groupe (4) du paragraphe 111. Les groupes discontinus contenus dans ce groupe F sont précisément les groupes hyperfuchsiens découverts par M. Picard.
Il reste à savoir si T est idenli(|ue à G, ou si T est un sous-groupe de G. J'établirai d'abord que G ne conlienl jias d'autre substitution infinitésimale que celles de F.
A cet eflet, j'aurai avantage à transformer l'équation de l'hypersphère en posant
doù
~ {\ — x){l — Xa)
L'cqualion Je l'hypersphére devient ainsi
(4; X -r- j[:o — yyo=o.
Appliquons à nos variables une transformation infinitésimale en changeant x et r en a: + ; ely-\-ri. Pour que cette transformation n'allf're pas l'Iiypersphére, il faut que l'on ait l'ideulité
(5) Ç H- Eo-t- V"-*- ''^lo.y = (^ + ^o-^ryo)'^,
•h étant une fonction analytique de x, x„, y, j'o-
Développons ï, rj, ïo) "loi '^ suivant les puissances de y et de j-^ et écrivons
-av) • • • 1 'l'jiv représentant l'ensemble des termes en y^y',. L'identité (5) nous donnera en égalant les termes en y^y''„
On voit que l'on peut avoir une série d'identités de la forme (6) où figureront seulement des fonctions
pour lesquelles la différence jj. — v sera constante. Nous pourrons donc considérer séparément les fonctions de la forme (7) correspondant à une différence donnée /j. — v.
Nous devons observer de plus que dans f.j..v l'indice v doit être nul, car la fonction H ne dépend que de x et de y. Inversement, dansï^., l'indice jn doit être nul. De même dans r;ji.,,_t on doit avoir v =^ 1 ; dans r)^_,.v on doit avoir fi r= 1 . Donc on aura ^av^ o par exemple si v n'est pas nul.
Faisons d'abord p. — v = o, nous aurons la série d'identités
Çoo-H m 11 = (.zr + a;o)<{'oo, '110.10-1- -noi.l' = (^-r -i- a^o)'l'ii -HJKo'l'oo,
o = (.r -H .ro)4'2«-^-.^'.^■o'^ll = (x + j;i))<!':u-+-yjo'l'22 = - . .= (j: + Xo)(!'[i[j.-l-yo'J'u.-i.[j.-i.
On voit nue les rapports f^» 4-^) • • • 1 '^7' '^~' sont divisibles par .r + x^,.
Donc i/u sera divisible par (.c + jto)'^"' et cela quelque grand que soit ,u.,
c'est-à-dire que Ion devra avoir
'iii = I),
d'où
;oo-+-ÇSo = ("j:^-!- J;o)'j'oo, t, 1 oj 0 -l- ■'■,01. >' =>l>'o'l'oo H. P. — IV. 35
OU, en posant rîio= Ky, ■'iôi = Çojo,
s -H Ço = <j'oo.
Nous aurons d'ailleurs
? = Çooj |o = ?0(U
puisque ; ne contient pas d'autre terme, et il restera
(8) I -f-io= (J.- + J^o)(Ç — ïo),
où ; et Ç dépendent seulement de x; la et Ço seulement de a\,. Cela n'est possible que si
-y^ = — -~- = consl.
ox aXo
Ce qui nous donne les quatre solutions suivantes :
I" l = ix, Ço = — 1^0, i = i^-, ?o = — '-l'o, ■'i = ''^J'; 1^11 = — I j;u )|,;
2» C = ^„=i, ? = -?.r, Ço=2j:o, ■'■i=.y, ■r,o = j-o;
'3" :; = i, io = — h ç = ?o = o, Ti = '.)■, % = — î^o; 4" î = ;o=o, ? = '■, ?o = — ', •^ = -no = o.
Supposons maintenant
nous aurons la suite d'identités
o = (j; -l-a:o)<^32+i!'ai = (a; + a;o)i|^i3H- 't'32 =
On verrait comme plus haut que d^oi = o, et l'on en déduirait
a et Y dépendant seulement de x, et f3„ de j^g. 11 reste alors
ce qui comporte les quatre solutions suivantes :
Y = o, ï = «, ^0 = — ', ? = O'i CCI = o, ■») = o, -^0 = — i,
'v=o, 3t=I, iJo= — I, ?=r, Ço=0, ^ = 0, T,„ = — I,
Ces solutions ne conviennent pas, car elles ne donnent pas pour \ et ^o d'une part, pour n et r)„ d'autre part, des fonctions imaginaires conjuguées. Mais en faisant fx ^ v — i on trouve quatre nouvelles solutions
{lobis)
U = ^aXo,
■'•io = yl,
|o = — O'Ol
Ço = J'o,
çn = — i*^"o.>'oj
?o = -Coya,
Eo = .»o,
? = ('xf.
Ço =^ — ''t'o.Ko,
•r|0= ixd — iyl
qui sont imaginaires conjuguées des précédentes. En ajoutant les solutions (lo) et (iobis) on trouve quatre nouvelles solutions
qui conviennent au problème.
Si nous faisons maintenant jjl = v + 6, il vient, en supposant b > o,
1*0 = (-1' -+- J'o)'|'4o, ■'■|/.+i.n,1û= (.K + .Bo)4'6+i.i-l-J'o'l'6o-
On verrait comme plus liant que i^/, hi.i est nul et l'on en déduirait
ylba= {^ + J^o)'"14-)-i.o-
Le premier membre ne dépendant pas de a:„, il doit en être de même du second; ce qui entraîne
7|()+i.o = iio = o ;
il n'y a pas de solution. Si l'on supposait 6 < o, on arriverait au même résultai, car on obtiendrait des relations qui seraient imaginaires conjuguées des précédentes. Le problème ne comporte donc pas d'aulres solutions (jue les solutions (9) et (1 1). Ces solutions sont au nombre de huit, elles ne peuvent donc être autres que les huit liansforinalions inlinilésimales du groupe T qui est d'ordre 8. c. q. v. n.
Je mets maintenant de nouveau l'équation de l'hypersphère sous la forme (1) et je me propose de démontrer que le groupe G ne contient pas d'autres transformations finies que celles de F. Soit en effet
une pareille transformation. Je ne restreindrai pas la généralité en supposant que pour z =^ 2'= o, on a Z := Z'= o.
Supposons en effet que cette transformation T transforme le point 3 = a, a'= a' dans le point Z = j3, Z'^ |3'; je supposerai de plus qu'aucun de ces deux points n'est sur l'hypersphère. Je supposerai encore que le déterminant fonctionnel de la transformation T, c'est-à-dire le déterminant fonctionnel de Z et Z' par rapport à s et z', ne s'annule pas pour s r= a, ^'= ot'. Cela est permis puisque ce déterminant n'est pas identiquement nul et que le point a, a' est arbitraire.
Parmi les substitutions du groupe F, il y en a une qui change l'origine en un point quelconque ^ := c, z' ^ c', pourvu que ce point ne soit pas sur l'hypersphère; ce qui veut dire que l'on peut choisir les coefficients a, b, ... de la substitution (2) de telle façon que les relations (3) soient satisfaites, que c" =^ i et que c et c' aient des valeurs quelconques, pourvu que ces valeurs ne satisfassent pas à l'égalité
CCo -I- c'c'n = I.
Soient alors A et B celles des substitutions du groupe T qui changent l'origine en le point x, a' pour A, ou en le point 3, |3' pour B. Alors la substitution
ATB-i
transformera le point 3=s'r=o en lui-même. Elle fera d'ailleurs partie du groupe G puisque A, T et B en font partie; elle pourra donc être substituée à T. D'ailleurs son déterminant fonctionnel ne s'annule pas à l'origine.
Soient Gj et l'i les sous-groupes formés des substitutions de G et de F qui changent l'origine en elle-même. Il est clair que F, sera un sous-groupe de Gi et, d'après l'hypothèse que nous venons de justifier, T fait partie de Gi- Quant au groupe F|, il est formé de toutes les substitutions (2) qui sont telles que
d'où
Nous ne restreindrons pas non plus la généralité en supposant que T est tel que l'on ail (pour z r= z'=z o, c'est-à-dire à l'origine)
dZ
Supposons en effet que l'on ail à l'origine
(iZ . dZ ^ dZ' dZ'
Nous pourrons combiner la substitution T avec une subslitulion du groupe \\, et nous obtiendrons ainsi une substitution Ti appartenant comme T au groupe Gi el qui changera z et z' en
Zi = aZ -t- bZ' , Z\ = a'Z -4- b'Z'
Les coefficients a, b, a\ b' sont assujettis aux conditions
( aao-r- a' a'f) =; bbt, -t- ô'è'o = i, (12) ■
( aèo ^ a' 6 0 = «0 6 — «0 6 = O)
qui ne sont autre chose que les conditions (3); il faut choisir cr, b de façon que ces conditions (3) soient remplies et que l'on ait
Cela est toujours possible. La substitution Ti satisfait d'ailleurs à la condition
, ofZ, imposée "T^r = o. c. q. f. n.
Ajoutons que le déterminant fonctionnel de Zj et Z', par rapport à z et à z' ne s'annule pas à l'origine, puisque celui de T ne s'annule pas.
Soient G-2 et Fo les sous-groupes formés des substitutions de Gi el Fj qui satisfont à l'origine à la coudilion
Il esl clair que T., sera un sous-groupe de G2 et, d'après l'hypothèse que nous venons de justifier, T fait partie de G.^. Quant à T^, il esl formé de toutes les substitutions de F] pour lesquelles on a
d'où, d'après les conditions (12),
Il se compose donc des substitiiiions qui changent z et z' en
az, b'z',
où
aoo = fc'è'o = I.
Ainsi T fait partie de G, de Gi et de G^. D'ailleurs : F est le plus grand groupe continu contenu dans G; Ti est le plus grand groupe continu contenu dans Gi ; T., est le plus grand groupe continu contenu dans Gj. Comme T fait partie de G, il change tout groupe continu contenu dans G en un groupe continu contenu dans G; donc tout sous-groupe de T en un sous-groupe de F; donc F en lui-même. De même T change F( en lui-même et F, en lui-même.
Si donc l'on a
on devra avoir identiquement
/{az, b'z') = X/(z, z'), f'iaz, b'z') = }i'f'{z, z'),
A et B' étant des constantes de module i , si a et 6' sont des constantes quelconques de module 1 . Cela n'est possible que si l'on a
Il est aisé de vérifier que l'équalion de l'hypersphère ne pourra rester inaltérée que si les constantes n et/? se réduisent à l'unité, c'est-à-dire si T fait partie de Fo.
Donc il n'existe pas d'autre substitution qui n'allére pas l'hyperspliére que celles du groupe F. Les deux groupes G et F sont identiques.
Nous allons maintenant vérifier que les fonctions
az-t-bz'-t-c „, a z -i- b' z' -h c
'' = —r, nr-, ;» Z =
b'z'-^-c' a'z-i-a'z'-hc"
ne présentent aucune singularité en dehors de l'hypersphère. La seule singularité possible serait obtenue pour
Mais en vertu des relations (3) l'équation de l'hypersphére peut s'écrire
(i5) (az -h bz' -h c)(at)Za-h boz't,-i- Co) -i- (a' z -h b' z' + c')(a'oZo+ b[,z'„-h c'a) = ( a"z + b'z'-h c") ( ol zo + bl z'o -+- cl ).
Si l'équation (i4) était satisfaite, le second membre de (i5) devrait s'annuler, ce qui est impossible, car le premier membre est essentiellement positif.
Comme d'ailleurs l'hypersphére est simplement connexe, les conditions du paragraphe précédent sont remplies; c'est-à-dire que si l'une des deux surfaces * et S est une hypersphère et si le problème local peut être résolu dans le voisinage de chaque point, le problème mixte comportera une solution.
VIII. — Le problème étendu
Reprenons notre surface s limitant un domaine d et notre surface S limitant un domaine D. Nous supposons le problème mixte résolu; nous connaissons donc des fonctions Z et Z', analytiques en tous les points z, z' de la surface s et transformant 5 en S. Pouvons-nous en déduire la solution du problème étendu, c'est-à-dire pouvons-nous trouver des fonctions, analytiques, non seulement en tous les points de la surface s, mais en tous les points du domaine d limité par cette surface et transformant .? en S et rf en D ? Les fonctions Z et Z', qui nous fournissent la solution du problème mixte et qui sont régulières sur la surfaces, présentent-elles des singularités à l'intérieur de of ?
La réponse nous est fournie par un théorème de M. Hartogs ( ' ).
D'après ce théorème, une fonction de deux variables s et z' sera analytique à l'intérieur d'un domaine d à quatre dimensions, pourvu qu'elle le soit sur la surface s à trois dimensions qui limite ce domaine.
La démonstration pourrait se rattacher à des considérations que j'ai développées à propos d'une question entièrement difTérente dans le Bulletin Astronomique, t. XVT. Voir aussi mes Leçons de Mécanique céleste, t. IL Soit ¥{z, z') la fonction en question. Par hypothèse, elle est régulière dans un domaine o comprenant tous les points de 5 et les points suffisamment voisins; je dis qu'elle est régulière dans tout le domaine d.
Considérons un contour y dans le plan des z et l'aire (3 limitée par ce contour.
(') Hartogs, Eiiiige Folgertingen aus der Caachyschen Inlegralformel bel Funklionan mehrerer Verander/ichen (Sirzangsb. der inath.physik. Klasse der K. B. Akademie der Wissenschaften zu Munchen, t. 30, 1906, p. 223-242).
28o FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. REPRÉSENTATION CONFORME.
Je dirai qu'un point ; = a salisfail à la condilion A, s'il existe une valeur a! de z' telle que le point n, a! appartienne à d; je dirai que l'aire ,3 satisfait à la condition A si tous ses points satisfont à la condition A. Je dirai qu'un point ; = a satisfait à la condition B, s'il existe des valeurs a! de s' telles que le point a, a! fasse partie de ô. Je dirai que l'aire (3 satisfait à la condition B, s'il existe des valeurs de z' qui associées à un point quelconque de (3 donnent un point appartenant au domaine ô.
L'ensemble de ces valeurs de 3' forme alors dans le plan des .:' une certaine aire j3'. et en associant un point quelconque de (3 avec un point quelconque de |3', on obtiendra un domaine à quatre dimensions jîjS' faisant partie de ô. Il est clair qu'un point ; = a quelconque satisfait à la condition B s'il satisfait à la condition A. Soit, en efl'et,
l'équation de 5; le domaine d pourra être défini par l'inégalité et le domaine <^ par les inégalités
Soit z = a\ nous aurons par hypothèse des valeurs de z' pour lesquelles 4» > o; d'autre part pour z' très grand on aura $ <; o, puisque la surface s est fermée, d'où il résulte que le domaine d ne s'étend pas à l'infini. Donc par continuité O pourra prendre des valeurs comprises entre — e et e. c. q. f. d.
On déduira de là que dans le voisinage de loul point z ^=^ a satisfaisant à la condilion .\ il y a une aire (3 satisfaisant à la condition B, et par conséquent fiue toute aire [3 satisfaisant à la condition A peut être décomposée en aires plus petites satisfaisant à la condition B.
Je dis maintenant que la fonction F est uniforme dans d. Considérons en effet un contour fermé y dans le plan des z, soit F„ la valeur initiale de F quand on part d'un certain point de ce contour, et Fj la valeur finale quand on en a fait tout le tour. Il faut démontrer que
D'abord la difiérence F| — F,, est une fonction do c', susceptible d'être poursuivie par continuation analytique. Supposons d'abord que l'aire (3 limitée
par le contour y satisfasse à la comlilion B, alors pour les valeurs de .s' appartenant à l'aire ,3', on aura
puisque la fonction F est uniforme dans le domaine è et par conséquent dans le domaine pp' .
Cette différence sera donc encore nulle pour toutes les valeurs de s'.
Si l'aire (3 ne satisfait pas à la condition B, on la décomposera en aires plus petites satisfaisant à cette condition.
La fonction F est donc uniforme, il reste à montrer qu'elle ne présente pas de singularité, c'est-à-dire que l'intégrale
{z — a)P¥ 'Iz,
OÙ a est un point quelconque satisfaisant à la condition A, où p est un entier positif quelconque, intégrale prise le long d'un contour fermé quelconque entourant le point a; que celte intégrale, dis-je, est toujours nulle. Or c'est ce que l'on verrait en raisonnant sur cette intégrale comme nous avons raisonné sur la différence Fi — F,,.
Il ne sera pas inutile de donner une démonslraliou spéciale |)(jur le cas où la surface s est une hypersphère. Soit
Z = ¥{z, 2') = X + jY.
Sa partie réelle X satisfera aux équations
dzdzo dz' dza dzdz'a dz dz'fi '
et par conséquent à l'équation , , rfîX d^\
dz dzo dz dz'„ Si alors nous faisons
.3 = j; -I- j't, Zo = ^' — iy-,
z' =: x' -i- iy' , s'a = .c' — iy',
l'équation (2) pourra s'écrire
,,, .,, di\ d-^X d-^X d-X
dx- dy- dx - dy - H. P. — IV. 36
C'est réqualion de Laplace; la fonction X étant par hypothèse régulière dans le domaine o, c'est-à-dire pour les points voisins de l'hypersphére
ZZfi -t- s 5(1 = I,
pourra s'exprimera l'aide des fonctions sphériques, ou plutôt de leur généra- . lisation pour quatre dimensions; nous pourrons donc écrire
(4) X = SP„ -+- s Q„( 330 -i-='3'„ )-!-'■,
P„ et Q„ étant des polynômes homogènes d'ordre n en x, j, x', y' satisfaisant à l'équation (3); ou ce qui revient au même en z, z„. z', z'„ satisfaisant à l'équation (2). La fonction X ne peut d'ailleurs être développée sous celle forme que d'une seule manière.
Soient alors DiX, D^X, D3X, D4X les quatre dérivées partielles de X qui s'annulent en vertu des équations (i), il viendra
SDP„+ SD[Q„(=;o+ s'z'o )-'-"] = o.
Nous remarquerons que DP,, et DQ„ sont des polynômes sphériques d'ordre n — 2 ; c'est-à-dire que l'on a
A(DP„) = A(nQ„) = o.
Posons pour abréger
— I — n = k, R = szo-l- -'-oj
et supprimons l'indice rt de Q quand il ne sera pas indispensable. Il viendra
D,(QR') = R<DQ -H AU*-'/'; ^ + ^o ^) + AQR*-' + Â(A: - i):;„QR*-=,
\ az azo I
D,(QR*) = R''DQ-t-/>R'-'('; ^ •^- -» ^ W '^'(^" " '^^^oQ"^'"'-
D3(QR*)=R<DQ-+-XR<-'(g'^ + j„ .^ ") + /:( a- 1)3' ;„QR<-S
\ tlz (tz 0 /
D,(QR*) = R^DQ ■+■ AR<-' iz ^ -h z\ ^^+ A:QR*-' -h k(k -1)2 z'^q^^-K
En combinant la première et la quatrième de ces relations et appliquant à Q le théorème des fonctions homogènes, on trouve
A(QRi)= RAAQ + /-R*-i(/iQ) + -),A-QR*-'-l- A-(/: — i)(33o-l- ,-'z'„ )QR*-°-,
ou, en remarquant que AQ = o, s;,, -I- z' z\ = R,
A(QR*) = «AR*-iQ -H A( A- -H i)QR*-',
d'où
A(QR*') = o, puisciue A' -H i = — n.
II esl clair que l'on aura
A[D(QR^)J = o,
et que D(QR'') est homogène d'ordre — n — 4 ! on a donc
H^ étant un polynôme sphériqne d'ordre n + i, dont l'expression est donnée par les formules précédentes. Dans ces conditions, les équations (i) peuvent s'écrire
SD,P„+SH'„R
et comme une fonction ne peut se développer que d'une seule manière en série de la forme (4), on devra avoir séparément
On aura donc
(5) Q„R*=Yh-Yo,
Y étant fonction de z et z' seulement, Y,, fonction de -„ et z\ seulement. On en tire
Q„=(Y + Yo)(23o + -'^'o)"+».
Q„R'' est une fonction rationnelle. Donc il en est de même de Y ; il suffit pour s'en assurer de donner à z„ et z\ des valeurs constantes dans l'identité (5). Il en est de même de Y^. Posons donc
U, V, U„, V„ étant des polynômes premiers entre eus; il viendra
(6) Q„VVo=(UVo+UoV)(:g„-i-3'^'„)«+'.
V divise le premier membre, il est premier avec U et avec V,,, donc avec UV„ et avec UV„+U„V; donc il divisera le facteur (5S„ + s'5o)"+*. Or ce facteur n'admet aucun diviseur dépendant seulement de z et s'; il faut donc que l'on ait
V = Vo=i,
ce qui est impossible, puisque Q,, est de degré n, et que le second membre contient un facteur de degré 2/1 + 2. On a donc
et par conséquent
ce qui montre que X reste régulier dans tout le domaine d intérieur à l'hypersphère, c. Q. F. D.
On voit la dillérence avec le cas des fouclioiis d'une seule variable. Dans ce cas l'équation (4) deviendrait
X = SP„-h2Q„(3So)-'S et l'équation (6),
Q„VV„ = (UV„+U„V){33o)";
V serait un diviseur de s", V„ un diviseur de z"^ et il n'y aurait pas de raison pour que Q„ soit nul; on trouverait au contraire
V = ô", V„=3;', U = U„=i, Q„=::"+sï,
ou bien
V=:'', V„=;S, 1-' = ', Uo = -«, qn=i{z"-z-i).
IX. — Le problème sur l'hypersphère
Supposons ijue In surface .? soit une hypersphérc et la surface S une surface infiniment voisine de l'hypersphère. Soit •
l'équation de s; soit
ZZ„-i- Z'Z'i, = I + '|/
celle de S, •]> étant très petit. Nous poserons
Ç, etc. étant 1res petits. Il s'agit de savoir si l'oa peut trouver des fonctions
'dz '^"''dz
dx, _, d:ç "5? ^"°rf?
r/So dz^|
d:„ _^ _, rfC'„
''^11 dz^
satisfaisanl à l'idciililé
(i) zlo-h Zol-h z'I'o-t- z'„'Ç,'= 'h -h(zzo-î- z'z'„ — i)fi = <p.
iNous avous, pour écrire celle ideniilo, négligé les carrés de Ç. J'ajoute que Ç el Ç' doivent être fonctions seulement de ; et de :', et Ç„ et Ç'„ de :■„ et z'^. En difFérenliant cette identité, on trouve
En différcntianl une fois de plus ou trouve
Di î = — + -7— )
f/z dzo
Da ? = -7- H- -7-r ' riz dz „
Di, Do, D3, D4 avant (ainsi que A) la même signification que dans le paragraphe précédent.
On en conclut qu'on a pour des indices i el A' quelconques
D(Da.? = o, et par conséquent
ou bien encore
(4 6js) D,A9 = ADjcp = o.
La solution générale de l'équation (4) est
? = SX,, -H SY„U -H SU„R-"- 2V„R-'-",
X,i, Y„, U„. V„ désignant des polynômes sphériques d'ordre n el d'ailleurs
Comme hi fonclion o doit rester régulière pour R = o, il restera
ou
(5) ç = X + YR,
avec
X=SX„, Y = 2Y„, AX = o, AY = o.
Les équations (4 6/.?) nous donnent
D, A(YR) = o.
Nous avons d'ailleurs
de sorte que les tiqnalions (4 bis) deviennent
ce qui exige que l'on ait séparément
Calculons uiainteuanl D,D/i(YR); nous trouvons, en nous reportant aux formules qui donnent D, (QR') et y faisant A' = i , Q = Y, D,Y =; o,
r. /vn d\ , d\
Dj \Rj = 3 -_ ^2'o-j— ,
n /vn '«^Y , rfY ^
Les équations D,( Y) ^ o nous apprennent que Y est la somme d'une fonction de z et de -' et d'une fonction de -„ et z'„. 11 en résulte immédiatement qu'il en est de même des seconds membres des équations (6) et par conséquent que l'on a
D,Dx(YR) = o.
Comme D,D/,'y := o, on aura de même (7) D,IUX = rj,lnY = o.
Pour R =: 1, 9 se rt^duit à ^ qui est une fonction connue, el l'on a d'iulleurs
Si donc nous posons
Q = X-hY,
la fonclion Q régulière à l'intérieur Je l'Iiypersphére el salisfaisanl à AQ = o se réduira à '|/ sur la surface de l'hjpcrsplière. La fonction Q est donc entièrement déterminée et peut être regardée comme une donnée de la question. A cause des équations (7) on devra avoir
C'est là une première condition pour que le problème étendu comporte une solution.
Nos équations prouvent que ^, D,X, D2X, D^X, D^X sont égaux à une fonclion de s et de 5', plus une fonction de z^, et de z\; écrivons donc
Y = U + Uo, D,(X) = V,-+V/,
où U el V,- sont fonctions de z et z' , U„ et V", fonctions de z„ et z\. Nous pourrons écrire
où W,- dépend de z et -', et \V° de ^„ et ;'„. On a alors
az az
^^^ \,, ^, dXJ „, ,, -, ,rfU
W..,= Vs-r-C -j-ï Uv = % i+ Ij H-^ -^•
az az
Quant à WJ, W°, W°, VV", ils sont naturellement imaginaires conjugués de Wj, W2, W;,, W4 el nous ne les écrirons pas explicileinenl. On a
D,X = D,Q = V,-hV?
et comme Q est une fonction connue, les fonctions ^ ,• doivent être regardées comme connues.
La comparaison des équations (3) et (9) nous donne alors
az az az az
les C élaiil des constantes; od tire de là par intégraliou
( Ç =U; +C,z-hC,z'-h l\\\dz-i-\ods'), 1 î'= Uz'-hC:,z-hC,z'+ r(\'-,dz^\\,h').
Il faut diinc que
V, dz -T- Vo dz', \\ ds -h V V dz'
soient des difïérenlielles exactes, et c'est là la seconde condition pour que le problème soit possible.
Posons ensuite
C, s H- C22'+ Ç{\^ dz -t- Vo dz) = T„
Cs z -4- c. ;' + f( V;, dz + Vi r/s' ) = t'
Les fonctions ri et r/ dépendent seulement de z et ;' et elles sont entièrement déterminées, à (rois constantes près pour chacune déciles {a savoir pour r;, Cl, Cj et la constante d'intégration).
Cela posé, les équations (lo) nous donnent
s — ( U -^ Uo ) K -+- 7) ;„ ^ r,,, z + -r{ z'„ -I- ■r\'„ z
et comme Y = U + U,,, on aura, d'après (5),
( X = ■ifix;o+ -OoS + Ti's'o + ïi'oz', (II) ■
( Y = Q — 71 Z„ — -Oo 3 — TT)' Z'o — Vo s'-
Les fonctions X et Y seront donc déterminées à un certain nombre de constantes prés. Pour que le problème se trouve résolu, il faut et il suffit que la valeur de Y déduite des équations (i i) satisfasse aux conditions
Car alors on [lourra poser V = U + U,, et les équations (lo) nous donneront la solution du problème. Mais il est aisé de voir que l'on trouve
D, Y = D.Q - p _ :^ = V, -t- V» - V, - V; - C, - CJ nz fiZo
avec trois autres équations analogues, et par conséquent que l'on peut choisir
les constantes de façon que
Les deux conditions énoncées plus haut sont donc suffisantes.
Quelque incomplels qu'ils soient, les résultats précédents sulliront, je pense, pour montrer à quel point le problème qui nous occupe se présente sous un jour durèrent pour les fonctions d'une variable et pour celles de deux variables. J'espère pourtant que, quand on aura mis la chose au point, les considérations de ce genre rendront pour les fonctions de deux variables des services analot;ues à ceux qu'elles ont déjà rendus pour les fondions d'une variable.
ANALYSE
DR SES
TRAVAUX SUR LES FONCTIONS ABÉLIENNES
Faite par II. POlXCARÉ.
Acln inathemalira, t. 3S, p. 79-83 (1921).
f-.! Théorie des fonctions abéliennes est loin d'être aussi avancée que celle des fonctions elliptiques. Un grand nombre des propriétés de ces dernières transcendantes ne s'étendent pas ou ne s'étendent que difficilement au cas général. On ne doit pas s'en étonner si l'on se rappelle que beaucoup de propriétés des fondions d'une variable ne sont plus applicables aux fonctions de plusieurs variables. C'est la même difficulté qui nous a occupés au paragraphe VII.
()n a été conduit aux fonctions abéliennes par l'étude des courbes algébriques et des intégrales abéliennes. Je me suis occupé incidemment [ 138] des transformations birationnelles des courbes algébriques afin de démontrer qu'on peut toujours ramener ces courbes à des courbes gauches dépourvues de toute irrégularité. Un des premiers faits que l'on a remarqué est In possibilité de la réduction de ces intégrales abéliennes. Jacobi en a déjà rencontré quelques exemples; dans des cas assez nombreux, on voit des intégrales appartenant à à une courbe de genre p se réduire à des intégrales de genre inférieur à 0 ou même à des Intégrales elliptiques. Mais on est bienlôl amené à se placer à un
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point de vue plus élevé; les fondions 0. qui doivent leur origine aux intégrales abéliennes de première espèce, ne sont qu'un cas particulier des séries 0 les plus générales. Mais il est aisé de voir qu'à ces transcendantes plus générales appartiennent des intégrales, qui sont, il est vrai, des intégrales de différentielles totales, mais qui peuvent néanmoins être regardées comme la généralisation des intégrales de première espèce. Il est alors naturel d'appliquer à ces intégrales le procédé de la réduction; le problème primitif reçoit une importante extension; mais, par la suppression d'une restriction gênante, il est simplifié et non compliqué; car on peut désormais introduire dans ies raisonnements des fonctions 0 quelconques, sans avoir à s'inquiéter de leur origine.
Les géomètres se sont de longue date préoccupés de ce problème, qui doit nous fournir d'importantes données sur les fonctions algébriques et qui est un des meilleurs chemins pour pénétrer dans le domaine mystérieux des fonctions abéliennes. Dans ces derniers temps, M. Picard, par une série do brillants travaux, lui a fait faire plusieurs pas importants.
Mes premiers essais dans cet ordre d'idées ne portent que sur un cas particulier. Ainsi que je lai expliqué plus haut, dans le paragraphe intitulé : Inlégration des équations linéaires par les fonctions algébriques, si l'intégrale générale d'une é([ualion linéaire est algébrique et si, à laide de cette intégrale générale, on forme un système d'intégrales abéliennes de première espèce, il v a entre les périodes de ce système un grand nombre de relations inléressanles. J'avais là un moyen [10] de pénétrer plus profondément dans l'étude des fonctions abéliennes, et je résolus d'en profiter. Je choisis comme exemple -particulicr le système d'intégrales abéliennes que l'on peut former à l'aide de la résolvante de Galois de l'équation modulaire relative à la transformation du septième ordre. Je trouvai que les relations qui existent entre les périodes suffisent pour les déterminer complètement. Etant ])arvcnu ainsi à calculer ces périodes, je m'aperçus que, parmi les intégrales abéliennes de ce système (qui est du genre 3), il y en a une infinité qui sont susceptibles d'être réduites aux intégrales elliptiques. C'était là un troisième exemple d'une circonstance remarquable, déjà signalé(! deux fois par M. Picard.
Mon attention fut de nouveau attirée sur cette question par un Mémoire de M""" Kowalcvski, où se trouvaient cités deux théorèmes de M. Weierstrass, sur la réduction des intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques. Ces deux théorèmes avaient été communiqués à divers savants par des lettres du professeur de Berlin, mais la démonstralion n'en avait pas été publiée. J'ai donné [88]
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deux démonstrations différentes de ces deux propositions; j'ignore encore si mes méthodes sont identiques à celles de M. Weierstrass. Toutes deux sont empruntées à l'Arithmétique, el l'on ne doit pas s'en étonner, car le problème est en réalité purement arithmétique. La première démonstration se fonde sur la considération des formes bilinéaires. Dans la seconde, j'emploie un procédé particulier de réduction. .le suppose que dans un système d'intégrales de genre p, il y en ait rji qui soient réductibles au genre [j.. Leurs 20 périodes, ou périodes anciennes, s'exprimeront alors à l'aide de 2p. quantités, qui seront les périodes nouvelles, par des polynômes linéaires à coefficients entiers. ( )u peut donc dresser un Tableau de 4?^'- nombres entiers qui caractérise la réduction. Mais ce Tableau peut être dressé d'une inliiiilé de manières; car on peut remplacer, soit le système des périodes anciennes, soit le système des périodes nouvelles par un système équivalent. Le problème est précisément de profiter de cette circonstance pour réduire le Tableau à sa plus simple expression. Dans ma seconde méthode, la réduction se fait par une série d'opérations toutes pareilles entre elles.
,1e profitai des avantages de ces deux méthodes pour généraliser les deux théorèmes de M. Weierstrass et les étendre au cas de la r('duction des intégrales abélicnnes à d'autres intégrales abéliennes.
Le théorème de M. Weierstrass était plus général en un sens que le théorème de !M. Picard sur le même sujet: ce dernier ne s'appliquait en ellet qu'a la réduction du genre 2 au genre i : le géomètre allemand avait étudié la réduction d'un genre 0 quelconque au genre i . D'autir part, le théorème de M. Picard contenait plus que celui de M. Weierstrass car la réduction y était jiousséo plus loin. Etait-il possible de trouver une proposition qui contînt à la fois celle de M. Weierstrass et celle de M. Picard, c'est-à-dire de pousser dans le cas général la réduction aussi loin que ce dernier analyste? L'application de ma seconde méthode m'a fait reconnaître [62, 8-4] que cela peut se faire sans difficulté.
Le même procédé me permit en même temps d'éludier le cas général ( réduction d'un genre p quelconque, non plus au genre 1, mais à un genre p. également quelconque) et de pousser la réduction beaucoup plus loin que je ne l'avais fait dans mon premier travail. IjC théorème auquel je fus ainsi conduit contient, comme cas particulier, toutes les propositions aulérieurement découvertes et résuiuo ainsi toute la théorie.
Un cas particulier bien digne d'intérêt est celui où une infinité d'intégrales
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(l'ua iiiêine système se réduiscnl aux intégrales elliptiques. I\[. Picarci en avait déjà rencontré deux exemples, et il seiublait probable que, dans un système d'intéi;rales de genre o, il ne pouvait v avoir plus de o intégrales réductibles sans qu'il y en eût une infinité. J'ai démontré [50, 84] qu'il en était effectivement ainsi et j'ai trouvé en même temps les relations fort simples qui unissent entre elles les intégrales réductibles.
Les méthodes que je viens d'exposer permettent une classification rationnelle des cas de réduction. Mais cette classification, à côté d'incontestables avantages, présente un inconvénient grave; elle ne distingue pas du cas général les cas particuliers où les intégrales abéliennes à réduire appartiennent à une courbe algébrique. Ces derniers ne présentent pas d'intérêt spécial au point de vue de la théorie des fonctions abéliennes; mais ils en ont un fort grand, au contraire, si l'on se propose pour but l'étude des fonctions algébriques. Il importait donc do trouver une classification nouvelle, ne portant que sur ces cas particuliers et laissant de côté tous les autres. J'ai indiqué [59J un moyen d'arriver à ce résultat par l'élude de la transformation des fonctions fuchsiennnes; mais je n'ai pas eu le temps d'approfondir celle théorie.
L'étude systématique des fonctions abéliennes devait naturellement commencer par l'esamen des cas de réduction, la suite de cet exposé le fera suffisamment comprendre; mais ce n'était qu'un premier pas, et bien d'autres problèmes restaient à résoudre.
On vient de voir que les fonctions 0, définies à l'aide des intégrations abéliennes de première espèce, ne sont que des cas très particuliers des séries 0 les plus générales.
Qu'est-ce qui caractérise les fonctions 0 spéciales, c'est-à-dire celles qui doivent leur origine aux intégrales abéliennes? Qu'est-ce qui permet de les distinguer parmi les fonctions 0 les plus générales ? C'est la circonstance suivante, la variété
est pour employer le langage de Lie, une variété doublement de translation. C'est ce qu'on aurait pu déduire aisément des recherches antérieures de Lie. Mais je suis parvenu au même résultat [150, 194] par une voie entièrement difll'érente. Cette condition peut évidemment s'exprimer par une relation entre les périodes, mais cette relation esl transcendante el ne peut s'exprimer que sous une forme de série. Je me suis l)orné à indiquer les premiers termes de
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celle série, je veux dire ceux qui sonl le plus sensibles quand la fonclion 0 diffère peu dun produit de fonctions elliptiques. Lu forme en est curieuse, car il V entre des radicaux. On peut concevoir une infinité de fonctions de n variables, admellant 2« systèmes de périodes et ne rentrant pas dans la catégorie spécialement étudiée par Rieniann. Ces fonctions peuvent-elles être toujours regardées comme le quotient de deux fonctions 0? Riemann était parvenu à le démontrer, mais il n'a jamais publié sa démonstration. M. Weierstrass a retrouvé le même résultat, mais il n'a pas publié non plus de son vivant la méthode dont il s'est servi.
Abordant l'étude de ces fonctions, que je n'assujettissais qu'à la condition d'être périodiques [ 12], je reconnus qu'on pouvait toujours les tirer des fonctions abéliennes ordinaires, obtenues par la méthode d'inversion de Jacobi, en appliquant le procédé de la réduction des intégrales abéliennes.
Dans ces conditions, nous devions naturellement songer, M. Picard et moi, à unir nos efl'orts pour retrouver le résultat de Riemann. Nous reconnûmes [41] qu'il devait y avoir entre les périodes les mêmes relations que dans le cas particulier des fonctions nées de l'inversion des intégrales abéliennes. Il était aisé d'en conclure que toutes les fonctions à n variables et à Q.n périodes s'expriment par le moyen des séries 0.
La méthode que je viens d'exposer est celle même dont s'était servi M. Weierstrass et qu'il n'avait pas publiée; c'est ce que nous reconnûmes quand après la mort du savant géomètre, nous reçiimes les bonnes feuilles du troisième volume de ses œuvres complètes.
Il n'y avait rpie quelques différences de détail; c'est ainsi que j'ai employé un moyen un peu différent pour démontrer \\n lemme indispensable, d'après lequel il y a toujours une relation algébrique entre p fonctions à p variables et à 2/j périodes. J'y suis revenu plus tard [ 16!!].
Revenons au théurème dont j'avais (lonu('' une démonstration, après M. Weierstrass et en commun avec .M. Picard. Depuis M. Appell en a donné une nouvelle, fondée sur de tous autres principes et j'en ai moi-même donné une troisième, entièrement différente des deux premières [109, 190]. Je rappelle par quel artifice j'ai démontré qu'une fonction méromorphe de plusieurs variables est toujours le quotient de deux fonctions entières {vide supré^^VW). Quelle est la nature de ces fonctions entières? Ix's perfectionnements apportés [190] k ma démonstration primitive m'ont permis de résoudre cette question, et de faire voir directement que si la fonction méromorphe est pério-
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clique, ces deux tonctions entières sout des fonctions périodiques. Je nie bornerai à dire que la dénionslralion présente quelques analogies avec celle par laquelle Weierstrass établit qu'il existe uue fonction entière de genre 2 qui admet tous les zéros d'une fonction elliptique.
L'existence de ces fonctions périodiques, en face desquelles le procédé de l'inversion est impuissant, fait mieux ressortir la nécessité où nous nous trouvons d'établir la théorie des fondions abéliennes en partant des séries 0 ellesmêmes. On sait qu'il est possible de fonder sur l'étude directe des fonctions 0 à une seule variable toute la théorie des fonctions elliptiques; le point de départ est ce fait que l'équation
n'a qu'une seule racine à l'intérieur du parallélogramme des périodes. De là l'importance du problème suivant, dont la solution [86, 12] doit évidemment précéder toute étude directe des séries 0 à plusieurs variables. Combien les équations simultanées
(I) 81 ,/■, — 0|, ./-o tli /■„— «„ )
= B(x, — èi, .Cï — 62, r„ — bii) =. . .= e(.r, — /,, j-n — /.;. .... .r„ — /„) = o,
où les a, les h, . . ., li!s / sont des constantes données, ont-elles de solutions distinctes? A l'aide d'une formule de M. Kronecker, j'ai pu démontrer que ce nombre est constant et indépendant des périodes, ainsi que des constantes a, b, ...,/. Il me fut facile ensuite, en envisageant le cas particulier où la fonction 0 se réduit à un produit de ii fonctions 0 elliptiques, de démontrer que ce nombre est précisément r . 2 . ,1 . . . « .
J'appliquai aussi la mcine méthode à des équations analogues aux équations (i), mais plus compliquées, et je trouvai le nombre des solutions distinctes qu'elles doivent avoir.
Mais il y a plus; dans le cas des fonctions elliptiques, on trouve aisément la valeur de la racine de l'équation
Si l'on a affaire à des équations analogues, mais plus compliquées, on peut encore trouver la somme des racines.
Revenant aux fonctions abéliennes et aux équations (i), on peut alors se demander [55, 8i] s'il est possible de trouver la somme des valeurs de x,. celle des valeurs de x^, etc., qui satisfont à ces équations. Ce problème est
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plus compliqué que le précédent, dans lequel le nombre cherché était une constante; cette circonstance permettait de se restreindre à un cas particulier, et l'on était ainsi immédiatement ramené aux fonctions elliptiques. Il n'en est plus de même ici; les nombres cherchés ne sont plus des constantes, mais des fonctions des périodes.
Toutefois le problème est immédiatement résolu quand on est ramené aux fonctions elliptiques, c'est-à-dire quand on se trouve dans un des cas de réduction étudiés plus haut. Quand, dans le système d'intégrales abéliennes de genre n qui correspondent aux fonctions envisagées, il y a n intégrales distinctes réductibles aux intégrales elliptiques, il est aisé de voir que les fonctions 0 abéliennes s'expriment très simplement à l'aide de fonctions 0 elliptiques. On peut alors, par l'application du théorème d'Abel généralisé (c/. § VI1[) résoudre complètement le problème qui nous occupe.
Le système des périodes d'une fonction 0 quelconque diffère toujours infiniment peu d'un système de périodes correspondant à un cas de réduction. C'est là une circonstance qui donnera, je n'en doute pas, la clef de bien des problèmes. Elle nous donne en particulier la solution que nous cherchons.
Nous connaissons la somme cherchée des valeurs de x toutes les fois que nous nous trouvons dans un cas de réduction. Or celte somme doit être une fonction continue des périodes; nous la connaîtrons donc dans Cous les cas possibles. C'est ainsi que, si l'on connaît une fonction continue de x pour toutes les valeurs commensural)les de la variable, on la connaîtra également pour toutes les valeurs incommensurables.
On peut encore se placer à un autre point de vue pour étudier les zéros des fonctions 0. Considérons une fonction 0 de deux variables &{x, y). Soient (o£, (3), (y, o) deux périodes de celle fouctiou. Ecrivons l'équation
où < et w sont des nombres assujettis à rester réels et compris entre o et i. Celte équation ainsi interprétée admettra un certain nombre de solutions. Je serai conduit, par des considérations qui ne sauraient trouver place ici, à les distinguer en deux espèces. Soient alors N, le nombre des solutions de la première espèce, Ti la somme des valeurs correspondantes de t, U( celle des valeurs de u. Soient N^, T., et Uo les quantités analogues en ce qui concerne les solutions de la seconde espèce. On peut se proposer de déterminer les nombres Nj — N,, T, -T,. U, — U,.
Je suis parveuu par une inélliode assez simple [^>.^>] à iJéleniiiner N| — Nj. On obtient ainsi divers renseignements importants au sujet du nombre total des solutions Ni -h Nn. Ce nombre est en eflet toujours supérieur à Ni — No et il est de même parité.
On peut arriver au même résultat par l'emploi des intégrales doubles prises entre des limites imaginaires. J'ai lieu d'espérer de plus que la même considération pourra conduire à la valeur de T, — T.j et de Ui — U^.
Enfin on peut se poser encore la question d'une autre manière. Soit une fonction 0 spéciale de p variables engendrée par une courbe algébrique de genre p
Soient î/i(x, y), «j(x, r), . . ., Ui.i^x. y) les p intégrales abéliennes de première espèce. J'écrirai pour abréger 0(r,) pour
efPi, v-i. ..., Vp) [el (/,(.;•) pour Ui[x,y)\,
et je considérerai />(/ constantes e,-,/. où l'indice i varie de i ix p el l'indice A- de i à q. J'envisage alors les q équations
Q[Ui(xC) + «,(0:2) -I-. . .-t- Ui{x,j) — e/,i] = o, %[ui{Xi)-^- Ui(Xi) + . . .+ ui{x,i) — e,^2] = o,
Q[ui(Xi) -+- Ui{x-i)+. . .H- Ui{x,,) — ei,,i] = o,
o(\ Xi, Xn- ■ ■ ■ , Xp sont les inconnues. Combien ces équations ont-elles de solutions? C'est le problème que j'ai résolu par une formule simple [194], le cas de ç = p se réduisant à celui que j'ai traité plus haut, tandis que le cas de (7 = i n'est autre que celui de Riemann.
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Comptes rendus de l'Aradémie des Sciences, t. 92, p. ySS-gôg (i8 avril iSSi).
Première remarque. — \.tis p équations
/ e(x,^ Ài4, a:-.^ '/..,, i.
1 e(x,-i- }.,,,, Xi-t- À2,2, ••■
[ e(xi-^ À,./., j-i-h'/.î,,,
ont i X 2. X '5 X . . .X p solutions communes, outre celles qu'on en déduit par l'addition des périodes. Elles ne sont jamais impossibles. De plus, en général. on ne peut choisir les ). de telle façon qu'elles cessent d'être distinctes. En supposant que la fonction 0 considérée doit son origine à un système d'intégrales abéliennes, je montre à quelle condition on pourra choisir les /. de telle façon que les équations (i) cessent d'être distinctes.
Deuxième remarque. — M. Picard, dans deux Notes du 21 février et du 7 mars, a montré que les fonctions abéliennes se ramènent, dans certains cas, aux fonctions ellepliques; de même les fonctions abéliennes peuvent, dans certains cas, se ramener à des fonctions abéliennes d'un moins grand nombre de variables. C'est ce qui donne l'explication d'une anomalie que j'avais remarquée.
Une fonction 0 de p variables dépend de — -paramétres qui sont les
périodes x;/,. Or une relation de genre/?,
peut être supposée de degré/> + i (Glebsch etGordan, Théorie der Abelschen Functionen). Elle dépend alors seulement de ^p + 2 paramètres.
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Supposons dune que, clioisissant arbilrairement les — — paramètres a,/,,
on forme une fonction 0, que j'appelle 0i, et avec elle/» fondions abéliennes à 2jD périodes
Les équations
F,= ,/, Fo= F, = ...= F/,= o
définissent .r, en fonction de u; on aura
z(ll. !■) r/ll
o étant rationnel en u et v, et v étant lié à u par une relation algébrique
Cette relation ne sera pas. en général, du genre p, puisqu'une relation algébrique du genre/) dépend de moins de —^ paramètres. Si donc on forme,
par les procécés connus, le systéine d'intégrales abéliennes de première espèce qui correspondent à la relation (2), puis la fonction 0 correspondante, cette fonction 0 aura plus de p variables, et pourtant elle devra se ramener à la fonction 0i, qui n'en a que p. On voit donc là un des exemples de ces réductions, qui ont été étudiées par M. Picard.
Troisième remarque. — Soit
F((/|, (/; Il,,)
une fonction abélienne à p variables et 2/) périodes. M. Appell substitue à la place de h, l'intégrale abélienne u"^(x, y), et il arrive à ramener la fonction F à une fonction d'une seule variable. Cette fonction se décompose alors en éléments simples de la forme
A-^LerH'')(x, i-)-i-r,,i.
Bornons-nous au cas de deux variables; le résultat de M. Appell est susceptible d'être présenté sous une autre forme et en même temps d'être généralisé. Envisageons la fonction abélienne
Fi u,. u.),
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et supposons que Ui cl Wj soient liés par la relation
F se décompose alors en éléments simples, qui sont de la forme
A -^Le((;i — G,, «..-+- G..) ou \'-^ LB(iii~ G',. u-,-\- G'.,).
en supposant qu'il n'y ail pas d'infini multiple.
Ce résultat n'est pas susceptible de généralisation dans le cas où il > a plus de deux variables.
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Bulletin de la Soriété Malhéniatique de France^ t. Il, p. 129-134 (20 juillet iSS3).
Considérons une lonclion 0 à « variables
œ représentant une forme quadratique par rapport aux n nombres entiers ;«,, in-xi ■ ■ -, m,,- Considérons ensuite n- constantes quelconques
"11- "12. ..-, ai,/,
"21, 'l-iU ■■■, a-lin «/,;, «ni- ■■■• "lin-
Si nous écrivons, pour abréger,
H ( .r, — (lu) = H ( ./• I — r/ 1 1 , .r^ — ,? 1 .^ , r„ — rt, „ ),
et que niius considérions les n équations simultanées
(i) ^( x, — n\,\ = %i Xi — «2, )=...= e( j;, — a,i{) = o.
on pou! se demander comjjien ces équations ont de systèmes de solutions communes. Je ne considère pas, bien entendu, comme dislincles les solutions congrueutes, cesl-à-dirc celles qui ne dilTérent entre elles que par des multiples des périodes.
Le problème est résolu dans le cas de « :^ 1 , c'csi-à-dire dans le cas particulier des ('(inclKins elliplicjues ; mais je ne crois pas qu'il le soil encore dans le cas général des fonctions abéliennes.
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Dans le cas des fonctions elliptiques, la forme cp se réduit à un seul terme
cl la fonction 0 à la série Vgjt.mi+m.r,
Les équations (i) se réduisent à réqualion unique
(■>.) e(i-, — an » = <>,
et cette équation n'admet qu'une solution.
Pour le démontrer, on se sert de la formule de Caucliv qui sert à calculer le nombre des racines d'une équation qui sont intérieures à un contour donné, et l'on applique celte formule au parallélogramme des périodes.
Depuis, M. Ivronecker a généralisé la formule de Cauchy de manière à exprimer sous la forme d'une intégrale multiple définie le nombre des solutions communes à un système de n équations à n inconnues, lorsqu'on assujettit ces solutions à être comprises dans un domaine donné.
Malheureusement celte formule ne se prêle pas comme on pourrait le croire au premier abord, à la généralisation immédiate de l'analyse qui donne le nombre des solutions de l'équation [2).
En revanche, elle peut nous conduire indirectement à la solution du problème qui nous occupe. En effet, le nombre cherché des solutions des équations ( i) ne pourrait dépendre que des périodes, c'est-à-dire des coefficients de la forme quadratique ç>, et je vais démontrer qu'il en est indépendant. Pour obtenir le nombre des solutions distinctes des équations (1), il faut chercher le nombre des solutions comprises dans le piismatoïde des périodes, pour nous servir d'une expression qu'à employée, pour la première fois, l'illustre géomètre de Berlin que nous citons en ce momeal (Comptes rendus : Des unîtes complexes, i883). C'est donc à ce prismaloïde qu'il faut appliquer l'intégrale de M. Kroneclier. Je dis que celte intégrale qui nous donne le nombre cherché est indépendante des coefficients de 9.
En elTel, considérons dune manière générale l'inii'grale de M. Ivronecker, appliquée à un système d équations quelconque et à un domaine quelconque, et supposons que ces équations dépendent de certains paramétres variables. L'intégrale no pourra cesser d'être une fond ion continue de ces paramétres que
si l'expression sous le signe / devient infinie pour un jioinl de la pi''rlpli(''ric du
domaine considéré. Or cela ne peut arriver que si une des solutions du svstéme
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d'équatlous données se trouve sur celle périphérie. Mais noire inlégrale représenle un nombre positif essentiellement entier, de sorte que, toutes les fois qu'elle sera une fonction continue des paramètres envisagés, elle sera constante. Ainsi l'intégrale ne peut varier que si une solution entre dans le domaine ou si elle en sort.
Mais, dans le cas particulier qui nous occupe, en admettant qu'une solution sorte du prismaloïde des périodes, il faudra, en vertu de la périodicité même, qu'une autre solution y entre a\i même instant, de sorte que l'intégrale do M. Kronecker ne peut jamais varier.
Il suffira donc de résoudre le problème dans un cas particulier pour l'avoir résolu dans le cas général. Or cela est aisé, car nous n'avons qu'à supposer
o = -j-i m'i -+- y., ml -+- . ■+- a„ m},
et, en posant alors
on aura
de sorte que la fonction 0 se réduira à un |iroduitdc fonctions 0 elliptiques.
Les équations (i) se ramènent alors à un certain nombre d'équations de la forme (2), et il est aisé de voir qu'elles admelleut n ! solutions distinctes. Ainsi, si le nombre des variables est égal successivement à 1 , 2, 3, 4- . . . , le nombre des solutions des équations (i) sera de 1, 2, 6, 24, ....
Une autre applicali(ui du même principe va maintenant nous permettre de résoudre un problème un peu plus général.
Considérons un système de nxp x k constantes que nous désignerons par la notation
l'indice i variant depuis 1 jusqu'à/», l'indice y depuis i jusqu'à n. et l'indice h depuis I jusqu'à /.". Supposons que l'on ait entre ces quantités les relations suivantes :
et cela quel que soit l'indice y.
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Soient de plus A,, Ao, . . ., A^, /•■ conslantos loul à fail quelconques, et posons
II =2 A/. 17 0(-^/- a,//.)-
Nous dirons que H esl une fonction lioniogène et de degré /;. Cela posé, envisageons n fonctions homogènes
respectivement de degré jD|, p,, . . . , /;„.
Quel est le nombre des systèmes de valeurs des x qui annulent à la fois ces n fonctions? Le même raisonnement que nous venons de faire montre que ce nombre est coustanl et indépendant, par exemple, des quantités A/,.
( )r, dans le cas où les fonctions H se réduisent à des produits de fonctions 0. ce nombre est égal à
Tel est donc le nombre clierclié.
Il est à remarquer qu'il peut arriver que les n équaloins
H, = Hi = ... U„ = o
ne soient pas distinctes, c'est-à-dire qu'elles aient, outre un nombre de solutions communes isolées, toujours inférieures à l'expression (.3), une infinité de solutions communes non isolées les unes des autres.
C'est en particulier ce qui arrive dans le problème de l'inversion de Jacobi, tel qu'on le truite ordinairement.
Demandons-nous maintenant combien il y a de fonctions
qui s'annulent pour n systèmes donnés de valeurs de x,-. Je représenterai ces n systèmes par la notation
Xi = bit ( f = 1 , 2, . . . , n ; A- = I , i, ..., n).
Nous aurons alors à résoudre les « équations
(4) e(/^, - a,) = e(6;,-ro) =. . . = e(/.,„- «,) = o
par rapport aux «;.
H. P. - IV. 3y
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Ces équations, d'après ce qui précède ont n\ solutions communes. Il existe
donc ni fonctions 0 qui s'annulent pour /i systèmes donnés de valeurs des x.
Si « > 2, on a
Il en résulte que les «I solutions communes des équations (i) ne sont pas indépendantes et qu'il 3' a entre elles ni — n relations La connaissance de n d'entre elles suffit pour faire connaître les autres.
Mais, pour se rendre compte de la complication des relations envisagées, il suffit de chercher quel est le nombre des sj'stèmes de n! — n solutions complémentaires qui correspondent à un même système de n solutions données.
On pourra construire ni fonctions 0 qui s'annuleront pour les n solutions données; on en choisira n quelconques; ce choix pourra se faire de
manières. A chacune des combinaisons de n fonctions 0 correspondra un système de ni — n solutions complémentaires. Le nombre de ces systèmes sera donc donné par l'expression (5).
Ce nombre croît très rapidement; pour « = 3,4,5)6, . . . , on aura successivement
N = 20, N = 10G26, N>io8, N>ioi'.
SUR UN THEOREME DE RIEMANN
KELVTIF AUX FONCTIONS DE n VARIABLES INDÉPENDANTES ADMETTANT 2« SYSTÈMES DE PÉRIODES
(lîN COL[,ABORATION AVEC. EMILE PICARD)
Comptes rendus de l'Académie des Sriences, 1. 'J7, p. 128^1287 (3 décembre iS83).
Les fonctions 0 de n variables indépendanles pcrnieltenl, comme on sait, de
former des fonctions uniformes de n variables avec 2/1 systèmes de périodes.
/ 1 , • 1 1 ■ • 11 • /' . ii( » — ' ) 1 . • I • Les périodes ne sont pas arbitraires, car elles satistonl a relations bien
connues. Dans une conversation avec ]\I. Hermile, lors de son voyage à Paris, en 1860, Riemann avait affirmé que ces relations devaient nécessairement exister entre les 211 systèmes de périodes de fonction uniforme de n variables, 2/1 fois périodique ('), tout au moins après une transformation de degré convenable effectuée sur ces périodes, mais il n'a jamais indiqué la marclie qui l'a conduite cette importante proposition. M. Weierstrass aurait depuis annoncé àquelquesuns de ses élèves qu'il possédait une démonstration du théorème précédent, mais l'illustre géomètre de Berlin n'a jamais, à notre connaissance, publié ni indiqué la méthode dcmt il a fait usage.
La proposition énoncée peut se démontrer aisément à l'aide des considérations suivantes. Soit
Wl.l, f>l,2, • • • Wi,2/o
W.!,l, Wo 2, . . . 0)2,2/,,
W„,ll ")„ 2, . . . 0J„,2„
(') M. Hermile a énoncé, d'après Kiemann, ce tlicoréme. dans une Note faisant suite à la sixième édition du Tryité de Lacroix.
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un système irréductible de 2« périodes simultanées des n variables indépendantes :ci, ar2, ...,Xn- On sait, d'après M. Weierslrass (yl/o«n<i6er«c/(f, 1862), qu'entre (rt + i) fonctions 2« fois périodiques de «variables, existe une relation algébrique; soit, en désignant ces fonctions par u^. u-i, . . ., Un+i,
f(u,, II2, .... M„-i-l) = O,
et l'on peut choisir (/i + i) fonctions, de telle sorte que toute autre fonction admettant les mêmes périodes s'exprime rationnellement à l'aide de Ui, 11^,
Cela posé, on établit que les fondions u,, u.j. . . ., u„ satisfont au système d'équations aux diliéreulielles totales
i/x„ = P„,,c/u, — P„.2 r/u2 -i- . . . -H P„,„ (ài„,
où les V sont fonctions rationnelles de u,, u-i, . . ., u,i+\-
Xt, x-2, . . . , x„ sont donc des intégrales de dillérentielles totales algébriques admellant le système des périodes ( i ). Posons maintenant
H,= =,(0, 11-1= -■>{(), ■■■. u„=a„it),
les 'j étant des fonctions rationnelles, absolument arbitraires, d'une variable t; Xi, X2, . . ., x,t deviendront des fonctions X,, Xo, . . ., X„ delà seule variable ;, et ce seront des intégrales abéliennes de première espèce correspondant à la relation algébrique entre t et ?<„+).
/(91, rî ?'n "/1-+-1) = o.
On remar(iuera d'abord que ces « intégrales seront linéairement indépendantes, si les 9 sont pris d'une manière arbitraire; on voit ensuite que chaque système de périodes correspondantes des intégrales X, , X,, . . . , X„ sera nécessairement de la forme
mio)]_i -i- »!2 coi_a-H . . . -+- 'Mî/,w 1.210
7«l(02 I -I- «iîlO» 2-1-. . . -i- «îî,|0)« o„.
m 1 0),,., -H llliMa.i-
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OÙ les m seul dos entiers. En écrivant la relation entre les périodes de deux intégrales quelconques X^t et X3, on aura donc
/ = ? « l- ^ s /( (2) ^ ^ c,-,<.0Ja,iW;^,i. = 0,
les c étant des entiers indépendants de a et [3, et l'on a de plus c,-,i^o, c.-,* = — -c<-,,.
Le déterminant [ Ci,/, j d'ordre 2/z, qui est un déterminant gauche, sera un carré parfait m'-.
Admettons pour un instant que m ne soit pas nul ; on établira sans peine qu'en eflectuant sur les périodes 00 une transformation d'ordre m, c'est-à-dire en remplaçant les périodes « par des périodes il qui en soient des fonctions linéaires à coefficients entiers de déterminant égal à m, la relation entre les périodes de Xœ et X3 devient, quels que soient x et (3,
et cette égalité établit le théorème de Riemann.
Nous avons maintenant à montrer que m ne peut être nul; nous noiis appuierons pour cela sur la remarque suivante, qui résulte immédiatement d'un théorème fondamental de Riemann. Si l'on pose
Wi./= Ax,,-!- Ba.i v' — I,
la somme
est certainement différente de zéro. Cela admis, nous démontrons que, si le déterminant | c,,/,- 1 =: o, on peut, par une transformation de degré convenable, remplacer le système des w par un système de Î2, la relation (2) par
aï.iQa.î— Qï,.Q3,i-H. . . + Ûa.5,-iQ?,s,-— Qa,;,-Q3,s,-i= o,
où r est moindre que n. De plus, puisque r est moindre que /*, on peut, en considérant une combinaison linéaire convenable de Xi, X.j, . . . , Xn (laquelle ne peut être identiquement nulle, puisque les Xsont linéairementindépendants), supposer, en gardant les mêmes notations, que
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mais, d'après h\ remarque précédente, si l'on pose
la somme
A, n,— AîB, -H AjBv— AvBa-f-. . .-I- A.,-, B,, — Ao,li.,_,
n'est pas nulle, ce qui nous amène à une contradiction, puisque, ici,
A,= B| = 0, A3=B:i=0, ..., Ao, — ! = Bjr— 1 = o.
Le déterminant ne peut donc être nul, et la démonstration est complète.
()n déduit immédiatement du théorème qui vient d'être établi celle conséquence bien digne d'intérêt : toute fonction 2 n fois périodique de n variables indépendantes peut être exprimée au moyen des fonctions 0.
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 100, p. 7S5-7S7 (i(i mars i88.i).
Dans une Communication que j'ai eu l'honneur de faire à l'Acadc^mie, le 18 avril i<S8i , et dans un travail plus étendu, inséré au Tome XI du Ihilletin de la Société mathématique de France, j'ai donné une formule pour déterminer le nombre des zéros communs à /; fonctions 0 à yj variables (').
Appelons fonction 0 d'ordre m une fonction entière de p variables x^, Xj, . . ., Xp qui ne change pas quand on augmente ces variables d'uue des p premières périodes et qui se multiplie respectivement par les facteurs
quand les variables augmentent d'une des/) dernières périodes. Les quantités ( 1 ) s'appelleront les multiplicateurs.
Si l'on considère p fonctions 0|, 02, . . . , 0^^ d'ordres Wi, m^, . . ., n?,,, les équations
admettront
N = yO ! »li »>t. . -'Il p
solutions distinctes (c'est-à-dire non congruentes).
Soient X, la somme des N valeurs de r,, Xo la somme des N valeurs de 70, . . . , jip la somme des N valeurs de X/, qui satisfont à ces p équations. Il y a moyen de calculer X,-.
(') Voir ce Tome IV, p. 2ycj et 3o3.
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Soil
g—"'.'» + 2,1 In A''™'' mulliplicateur de la fonction 0;. On trouvera
F, étant un polynôme du premier degré par rapport aux ô,* et dont les coefficients dépendent des quantités m,, /«•>, . . . , m,, et des périodes. F; sera aussi un polynôme du premier degré par rapport à chacune des quantités m considérées séparément et par rapport aux périodes.
Supposons /) = 2 pour fixer les idées; appelons les périodes, pour plus de symétrie,
ai, rtn, «;;, «v,
Envisageons, toujours pour la symétrie, au lieu des fonclions 0, des fonctions o plus générales, analogues aux fonctions intermédiaires de MM. Briot et Bouquet, et définies par les quatre identités
!f(x,-hai, Xi-hbi)= 9(j;], a;;) e"i'i ^Pi-^'s *'Ti («' = '> a, 3, 4)-
Posons ensuite
S,-= Yi— _(a,f/;+ [iibi),
Miy= ",a/— "/«i-f- bip/— b/^i, l'i = fljSi — «1 S:: -t- <Ti Oj — iiiô\, T; = 63 3 1 — il 03 -4- 61 5i — ijOi.
[>es quantités M et F peuvent être regardées comme des invariants, c'est-à-dire qu'elles ne changent pas quand on mulliplie la fonction cp par une exponentielle
g'/, .r' + 2 (1 .IV -1- V v' + li.r r /, 1 _
On devra avoir
/rt étant l'ordre de la fonction 9. Il ne peut y avoir de fonctions intermédiaires, où les invariants M auraient d'autres valeurs que celles qui résultent de l'identité (2), si ce n'est dans les cas de réduction des périodes étudiées par M. Picard.
Considérons maintenant deux fonctions intermédiaires 9 et 9', et appelons
FONCTIONS ABÉLIENNES. 3l3
m', a', ;3', o', r les quanlilés analogues à m, a. |3, o, T et relatives à la seconde fonction cp'. Les équations
auront 2a?iw' solutions distinctes, et les sommes Xi et Xo des 2mm' valeurs de X, et des 2mm' valeurs de x-,, qui satisfont à ces équations, seront données par les congruences
Xi = :— ( l'i /"' -H r'i m ),
HT
Il Y a une autre manière d'étudier le nombre des zéros de la fonction 9. Supposons qu'on recherche combien celte fonction admet de zéros distincts de la forme suivante
X\ = ait -T- aj II, Xn= bit + bjii,
les quantités l et u étant assujetties à être réelles. On partagera ces zéros en deux classes suivant le signe du déterminant fonctionnel :
dt du du dt
']> et 0 étant les parties réelle et imaginaire de 9.
On trouvera que le nombre des zéros distincts de la première classe,
diminué de celui des zéros distincts de la seconde classe, est égal à — — f^ . c'est-àdire à m dans le cas de /= i, y = 3, ou de i = 2,y = 4, et à o dans tous les autres cas. En conséquence, le nombre total des zéros distincts est au moins égal à m si j = i,y=3, ou si t = 2, y = 4> et il diffère de m d'un nombre pair. 11 est toujours pair dans tous les autres cas.
SLR LA
ET LA
RÉDUCTION DES INTÉGRALES ABÉLIENiNES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 102, p. 4i-4'4 (4 janvier i8S6).
Soient X Ql y deux variables liées par une relation algébrique
de genre/?; posons
/et /"i étant rationnels. On en déduira entre x' et j' une relation algébrique
qui sera, en général, de genre gf >/». ( )n voit ainsi comment, par une opération algébrique, une courbe de genre q peut se réduire au genre />. En même temps, les fonctions abéliennes de rang q, engendrées par la courbe (3), peuvent se réduire à des fonctions de rang/».
La réduction des fonctions abéliennes a été l'objet de travaux fort nombreux, parmi lesquels les plus approfondis sont ceux de MM. Weierstrass et Picard. J'ai donné moi-même, à ce sujet, un théorème, d'après lequel, quand il y a réduction, on peut, par une Iransfcjrnialion d'ordre k, changer la fonction 0 à réduire en un produit de fonctions 0, d'un moindre nombre de variables. L'entier A' est alors le nombre caractéristique de la réduction.
Ce théorème fournit une classification très simple des cas de réduction, qui
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peut êlre utile pour divers objets, mais qui oflrc l'inconvénient grave de ne pas distinguer des autres les cas où la réduction des fonctions abéliennes est accompagnée de la réduction du genre d'une courbe algébrique.
On sait, en effet, que tous les systèmes de fonctions abéliennes ne sont pas engendrés par une courbe algébrique; et, quand on appliquera la réduction à des fonctions engendrées de cette façon, il n'arrivera pas toujours que les fonctions réduites soient susceptibles du même mode de génération. Nous avons démontré, au contraire, M. Picard et moi, qu'un système quelconque de fonctions abéliennes peut être déduit par réduction d'un système analogue, engendré par une courbe algébrique.
On peut éviter cet inconvénient, en prenant pour point de départ d'une classification des cas de réduction la théorie de la transformation des fonctions fuchsiennes. ( )n peut se proposer, étant donné un groupe fucbsien, de trouver les sous-groupes fuchsiens qui y sont contenus, et cette étude présente avec la transformation des fonctions elliptiques une analogie sur laquelle il est inutile d'insister.
Avant d'aller plus loin, revenons aux équations (i) et (a) et observons que a"' et j)'' seront, en général, des fonctions non uniformes de x et de i; mais que ces fonctions peuvent cependant êlre inramifiées (um'erzweigt), c'est-à-dire que. quand x et >• décrivent des contours fermés infiniment petits, x' et y' reviennent à la même valeur.
Comme premier résultat, on peut montrer que, si x' et )' sont des fonctions inramifiées. et si /7 ^ i . on devra avoir aussi q z= \ . de telle sorte que la réduction au genre i par des fonctions inramifiées est impossible. .Si/j = 7 = i, le problème de la réduction se ramène simplement à celui de In transformation des fonctions elliptiques.
Je me bornerai, pour le moment, à citer quelques exemples. Je numéroterai les côtés du polvgone générateur de mon groupe fucbsien, en suivant son périmélre dans le sens positif, et j'exprimerai la loi de conjugaison des côtés par la notation suivante : (a, b\ c. d\ . . .). ce qui voudra dire que le côté numéroté a est conjugué du côté b. le côté c du côté d, etc. L'angle des deux côtés a et 6 sera désigné par la notation a.b; la substitution qui change le côté a dans le côté conjugué b, parla notation S (a, 6); le polygone fondamental s'appellera P. et son transformé par la substitution S(a, è) s'appellera PS(rt, è). J'appellerai q. p et k. le genre avant réduction, le genre après réduction et le nombre caractéristique de la réduction.
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Le polygone Q générateur du sous-groupe envisagé se composera du polygone P et d'un certain nombre de ses transformées; le côte numéroté i sera le même dans P et dans Q.
Exemple I. — P est un hexagone avec la loi de conjugaison
5.6 = 7r, la somme des autres angles est égale à tt. Nous prendrons
Q = P-+-PS(5,6)+PS
L'angle 5.6 est toujours ^j mais la somme des autres angles est 271. La loi
du dodécagone est changée et devient
Exemple IV. — P est un hexagone dont les côtés opposés sont conjugués. La somme des angles de rang pair, de même que celle des angles de rang impair est égale à n. Nous prendrons
Q = P + PS(i,4) + PS=(i,/,);
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Q aura i/\ côtés et nous prendrons, pour loi de conjugaison,
(1,8; 7, i4; 5,i?,; 3,io; O,;»; 4, 1 1 ; 3, i3).
On a encore
Exemple V. — P est un octogone tlonl les côtés opposés sont conjugués. ( )n prendra
o = p-i-rsd,-o.
Q aura i4 côtés; je prendrai les côtés opposés conjugués. Dans ce cas, on aura
/5 = •>, q ^ •), k = ■?, et J.', y' seront des fonctions inraniifiées de x ely.
American Journal of inallieniatics, l. 8, p. 28j-3-|2 (188G).
I. — Réduction des intégrales
J'ai donné dans le Bulletin de la Société mathématique de France (t. 12, p. 124) (') une dc'monsLralion el une généralisalion de deux théorèmes de M. Weierslrass. ,1e veux d'abord rappeler ici succiuclement, en y ajoutant quelques compléments, ce qu'il j a d'essentiel dans cette démonstration.
Soient J|, J.j, . . . , ir,, p intégrales abéliennes de rang p.
Soient
un système de périodes normales de Ji ;
yu y-2, .-., 7p: j'i, y-2, ■■■, y'p les péi'iodes correspondantes de J.,;
Il, t-i, . , . , tç,\ l, , t.,, . . . , tp
les périodes correspondantes de J^;
et enfin
Ml, Mo, . . . , Mj; ; m', , II'.,,
celles de Jq.
(') Voir Tome III, p. 333-35i.
et
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De telle façon que l'on ail
x,y', — x'i j, -+- Xiy'i — x'ny-2 -{-...-+- x^y^, — x'pfr. = o
^' ^ ~ '^ — 1 autres relations de même forme.
Imaginons maintenant que l'on puisse trouver 2p.- nombres
?Il ?'2, • ■ -I ?2U.l
tels que les périodes de l'intégrale J, puissent se mettre sous la forme suivante
Xi = i,k ^i.i U ; -^'i = -^ ='!./t U !
les 4|^p nombres a, ^ et a] ,. étant tous entiers.
Supposons que l'on ait de même pour les périodes de l'intégrale J2 :
(les nombres a,./, et a',/, conservant les mêmes valeurs que plus liaut) qu'il en soit de même pour les périodes des intégrales suivantes J3, ... et qu'enfin pour les périodes de l'intégrale .!„. on ait
ti= S =(,■.<--<■;
Nous dirons alors que les p. intégrales Ji, J2, . . ., Jp. sont réductibles au genre p..
Nous formerons le tableau de 4l^p nombres entiers :
a,., a, , a.2.1 ao ai. 2 x'1.2 2o 2 a'o
I.-21J. ■'■2.2(J. ■*2,2lll ••• -"p.SlJ. "-P-^V
Le problème que nous nous proposons est de réduire ce tableau à sa plus simple expression.
V^oici comment cette réduction peut se faire :
i" Au lieu d'envisager un système de périodes normales
Xç,\
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de l'inlégrale Ji et les périodes correspondantes des autres intc^grales, on aurait pu envisager un autre système de périodes normales de J,. Par exemple :
X, -¥■ x\ , Xi,
ou bien
— Xi, x-,, .
ou bien
l'urineront eacoie trois systèmes de périodes normales de J|. Il sera donc permis :
Ou bien d'ajouter dans le tableau (i) aux termes d'une colonne do rang impair, les termes correspondants de la colonne de rang pair qui la suit (nous dirons pour abréger que ces deux colonnes appartiennent à la même paire).
Ou bien de changer de signe tous les termes des deux colonnes d'une même paire.
Ou bien di' permuter deux colonnes d'une inèuie paire en changeant tous les signes de l'une d'elles.
Plus généralement on peut faire l'opération suivante que j'appellerai l'opération A et qui n'est qu'une combinaison de celles dont nous venons de parler :
Remplacer les nombres a,./, et aj ^ par les nombres entiers (3,./, et p',,. déllnis comme il suit :
'ii,k= ai3.i,i-h bîT-'ij, ; '?',.!! = Cini.k-^ di^'i.k^
OÙ
{au l>i, Cl, f/i), Ui-i, b'., Cl, rfi), ..., {Oç,, hç,, Cç„ dp)
sont 4p nouibres entiers satisfaisant aux p conditions
ai di — biCi^ 1.
De même les périodes
— xn, a;,, Xs, Xi, ..., x^; — x\, x\, x'., x\, ..., x'^ ou bien
Xl~^Xï, X-i, Xz, ..-, Xp\ x\, x'« — x\, x'^, ..., x'r,
sont encore des périodes normales.
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II est donc permis :
Ou bien de permuler deux paires de colonnes en changeaal tous les signes de l'une d'entre elles.
Ou bien d'ajouter la première colonne d'une paire - à la première colonne d'une autre paire t.' et de relranciicr en même temps la deuxième colonne de la paire r' de la deuxième colonne de la paire tt.
Plus géréraleiiienl on peut faire l'opération suivante que j'appellerai l'opération B :
Remplacer les nombres x,.t et y.\ j. par les nombres J3, ,tet (3^ ^ définis comme il suit :
les a, y et les bij étant des nombres entiers satisfaisant aux conditions suivantes : le déterminant des a, y est égal à i de même que celui des bij\ de plus on a
2,a,-,/6,.i-= o si ji^k, et
de telle sorte que les deux substitutions linéaires définies, la première par les p- nombres a, y, la seconde par les o- nombres bij soient deux substitutions corrélatives.
2" Posons maintenant
'ç'k= '^c'i.ki.i,
les a,.A étant des coefficients entiers dont le déterminant est égal à i. Supposons de plus que les quantités
soient formées à l'aide des rj, ... et des z comme les ;' sont formés avec les.^.
Par hypothèse les périodes de l'intégrale J| sont des combinaisons linéaires à coefficients entiers des quantités \ et les périodes des intégrales Jo, . . . , J(j. seront formées avec les quanlilées r), .... 7 comme celles de J, avec les quantités 5.
De même (et cela se voit sans peine), les périodes de l'intégrale Ji seront des combinaisons linéaires à coefficients entiers des quantités ^' et les périodes des intégrales Jo, . . . , Jj^ seront formées avec les quantités r/, . . . , t' comme celles de .Ti avec les quantités ^'.
H. P. - IV. 4i
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11 est donc permis de faire l'opération suivante que j'appellerai l'opération C : Remplacer les nombres a,-./, et a| /. par les nombres (3,/, et (3| ^ dél'inis comme il suit :
?t.k = '^j'ij k-J-i.j-, ,S,'.i = 2/ay.xa,'./,
les coefficients aj.u étant 4p-^ nombres entiers dont le déterminant est é^al à i.
On peut en particulier permuter deux lignes du tableau (i) en changeant tous les signes de l'une d'elles, ou bien ajouter une ligne à une autre.
En d'autres termes, on conserve le même système de périodes normales, mais on remplace le système des quantités i; auxquelles ces périodes peuvent se réduire par un système équivalent.
Le problème que je me propose est de réduire le tableau (i) à sa plus simple expression par le moyen des opérations A, B et C.
Envisageons d'abord le cas où p.^ i, c'est-à-dire où l'intégrale Ji est réductible aux intégrales elliptiques. Nous supposerons de plus, mais seulement pour fixer les idées, p = 3.
Le tableau (i) s'écrira alors
11 est clair que les opérations A, B, C appliquées au tableau précédent ne changeront : ni la quantité
ni le plus grand commun diviseur des termes de la première ligne, ni celui des termes de la deuxième ligne, ni celui des déterminants formés avec deux des colonnes du tableau.
Cela posé :
1" On peut, par l'opéialion A, annuler a', ,, a'., ,, a'. permis de supposer que le tableau (i) s'écrit
Il est donc toujours
2° Appliquons maintenant l'opération B. Les nombres a', ,, a', , , a'. , ne cesseront pas d'être nuls; mais nous pourrons nous servir de cette opération de façon à annuler a.j 1 et a,.). Il arrivera alors que «i j sera le seul terme de la
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première ligne qui ne sera pas nul; je puis toujours le supposer égal à i ; car s'il ne l'était pas on pourrait remplacer la période ^i par son multiple ai.iâ et a,.i deviendrait ainsi égal à i . Il est donc toujours permis de supposer que le tableau (i) s'écrit
3° Appliquons de nouveau l'opération A, mais sans toucher à la première paire de colonnes; les termes déjà annulés resteront nuls. Mais nous pourrons diriger l'opération de façon à annuler «'^ „ et a'. „. Le tableau deviendra
4" Appliquons l'opération B sans toucher à la première paire de colonnes; les termes déjà annulés resteront nuls, et nous pourrons diriger l'opération de façon à annuler «3.5.
Le tableau (1) s'écrira alors, en remplaçant les lettres « pourvues d'indices par de simples lettres a, b, c. etc.
5" Appliquons maintenant l'opération C en retranchant a fois la première ligne de la seconde; le tableau se simplifie encore et s'écrit
On est ainsi conduit au lliéurème de M. Weierstrass que j'ai démontré et généralisé dans la Note citée plus haut.
Mais la simplification peut être encore poussée plus loin ainsi que M. Picard l'a montré dans le cas de p = 2.
Le nombre b (que je puis toujours regarder comme premier avec c) est une constante absolue à laquelle je ne puis toucher, car ce n'est autre chose que l'invariant (2). Mais je vais montrer que je puis en dirigeant convenablement les opérations rendre c égal à tel nombre entier (premier avec i) que je voudrai el en particulier à i .
•le puis en combinant les opérations A et B, ajouter y. fois la deuxième colonne à la troisième en ajoutant a fois la quatrième colonne à la première.
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Le tableau devient
Je puis de même ajouler p fois la deuxième colonne à la quatrième en retranchant (3 fois la troisième colonne de la première; il vient alors
— te — 3t3/; h c -k- ab |ii (j <
Je puis toujours choisir les nombres entiers y. et (3 de telle sorte que le plus grand commun diviseur de
c + ab cl (Je '}b
soit tel nombre d (premier avec b) que je voudrai.
Appliquons ensuite l'opération A sans toucher à la première paire de colonnes, mais de façon à annuler le quatrième terme de la deuxième ligne; il vient
-pc — ap/< b ,1
ou en ajoutant ^c-\- a.^b fois la première ligne à la deuxième
I o o (1 (I o o b (I o Cl II
d'où il suit que la forme la plus simple du tal)leau (i) est la suivante :
I II o (I o o
II b I II (I o
Nous allons maintenant passer au cas général.
Voyons d'abord quels sont les invariants que les opérations A, B et C laisseront inaltérés.
Il y a en premier lieu le plus grand commun diviseur des déterminants obtenus en prenant i\j. colonnes dans le tableau (i). Je pourrai toujours supposer que ce commun diviseur est égal à i .
En effet l'opération C permet de remplacer le système des périodes \ par un système équivalent. Mais 11 peut arriver dans certains cas qu'on puisse remplacer ce système par un autre, non pas équivalent mais plus simple.
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Si par exemple on avait (en faisant pour plus de simplicité p^ 2, ,u=: i) :
il serait plus simple de poser 2^4=: £', et déconsidérer le système des périodes E', et ?2; c'est d'ailleurs ce que nous avons déjà fait une fois.
Si donc les déterminants définis plus haut n'étaient pas premiers entre eux, il serait possible de remplacer les périodes ? par un autre système plus simple et on réduirait ainsi à l'unité le plus grand commun diviseur en question.
Cela posé, les p-(2y. — i) quantités
ne sont pas altérées par les opérations A et B. La forme bilinéaire
F = i:,.,,<IU-.„?<r,v
(où l'on donne à A cl à q les valeurs 1,2, .... 2p. en observant que
ne sera donc pas altérée par les opérations A et B.
On voit sans peine que l'opération C change cette forme en une autre équivalente, au sens arithmétique du mot.
Soit A- le déterminant des nombres <!>/, y, (qui est évidemment un carré parfait); ce sera un premier invariant de la forme ¥.
Nous allons chercher à réduire cette forme bilinéaire F à sa plus simple expression par une transformation linéaire convenablement choisie.
Si A n'est pas nul, la forme F pourra être réduite ainsi qu'il suit :
où A|, A^, .... Aj. sont |jL nombres entiers tels que
Il suffit pour s'en assurer de répéter presque sans y rien changer le raisonnement de MM. Clebsch et Jordan (T'Aeori'e 6?er^6e^5cAert Funclionen, p. io3).
Il en sera encore de même si A est nul; seulement un ou plusieurs des nombres A/, seraient nuls.
Mais on peut pousser plus loin encore la réduction. Supposons pour fixer
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les idées p. = 3, et imaginons (en supposant A différent de o) (jue la forme F soil réduite ainsi qu'il suit :
A 1 ( ?i "^2 — ?2 -m) ^ Aj (I; 7).. — El T|,) -I- A:, ( ^.-, T,r, — Ç, ■r^-^).
Soil A le plus grand commun diviseur des trois nombres A|, Ao, A3; soit A-B celui des trois produits Ai A2, Ai A;,, AjA.i ; soit enfin
A,A2A,= A''ir^C = A, la forme F peut être réduite encore ainsi qu'il suit :
A(?i-1-2- ?!-r„)+ AB(|„-1i-?rr,n)+ ABC(?.,r,,,-?,T,,).
Ceci nous fait voir quels sont, outre A les invariants de la forme F.
Soit A, le plus grand commun diviseur des mineurs d'ordre < du déterminant A'; ce sera un invariant, et la forme F n'en aura pas d'autres; il suffira d'ailleurs d'envisager les mineurs d'ordre impair.
Observons maintenant que les 2p.- quantités 5, r), . . . , t ne peuvent être choisies arbitrairement. Envisageons en effet la forme bilinéaire
^li'Xi.r'i— ■^'où- Si l'on j substitue à la place de x, ou de x[
aix'i-{- (iiv'i-i- (>■.: 'i + ■ ■ ■-\- <'|j.//, el en même temps à la place de y-, ou Aq y\
les a et 6 étant api nombres tout à fait quelconques, le résultai de la subslitution devra être nul.
Si l'on substitue à la place de a-, ou de x[ les parties réelles de
aixi-i- anVi-h an :,-)-. . .-+- 0(i<(,
et à la place de yi ou de i'^ les parties imaginaires des mêmes quantités, le résultat de la substitution devra être positif. Reprenons donc la forme
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Nous devrons avoir
F [R(ai :<•-!- «■>ïH- + ...-i-«ji-*)r l("i?'t-+-«2-r,i^...-T-«ii-<)J> o,
(juelles que soient les (|iianUtés a et h.
Nous désignons pour abréger parPi(a) cl I(u) les parties réelle et imaginaire de u.
Nous pouvons toujours supposer que la forme F est réduite. Nous l'écrirons donc en supposant f/ =^ 3 pour fixer les idées
F(?i, r,t)= Ai(Ç,r,,— Ç.-r,,)-f- A,(E;,t,.- SvTI^)-;- \.(i^r,,,— ^^^t,,).
Je dis que les trois nombres A,. Ao, A:; sont diflérenis de zéro. Supposonsen effet que A3 par exemple soit nul. On pourrait choisir alors les nombres «i, a-j et 03 de telle sorte que
arg(«,?i-+- a-.r^i-h a:jTi)= arg(,a,;2+ «o-i^-t- 'tz-2), arg(ai|:i-i- arq-j-i- rt3T.i)= arg((7iÇi-l- a.,r^f,^ «:;-.i).
Ces deux conditions jointes à A., = o entraîneraient
ce qui serait contraire à l'inégalité démontrée plus haut. Z>o/ic A rte/;f!<^yamrt<5 être nul.
Cela posé, on voit sans peine que l'on a entre les ï, les t] et les 7 la relation
et les deux relations analogues.
Cette démonstration se trouve dans une Note que nous avons publiée, M. Picard et moi, dans le Tome 07 des Comptes rendus ('). Dans cette Note nous avons établi que toute fonction analytique de n variables et à 2/1 périodes peut s'exprimer à l'aide des fonctions 0. Mais je ne reproduis ici que la portion de la démonstration qui est utile pour mon objet actuel.
Revenons maintenant au problème de la réduction du tableau (1) et supposons pour fixer les idées, p. = 2, p = 4.
(') Voir ce tome IV, p. 807.
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Nous commencerons au moyen de l'opération C par réduire la forme F à sa plus simple expression. Nous écrirons donc
F = aCiiTii— ^•r,,)+a6(Ç2T,3— Ç3Tr>),
a et h étant deux entiers différents de zéro; cela est toujours possible d'après ce qui précède.
Nous avons vu en traitant le cas particulier de p = i, qu'on peut par les opérations A et B faire disparaître tous les termes de la première ligne du tableau ( i ), sauf le premier; qu'on peut ensuite par les opérations A et B, et en ayant soin de ne pas loucher à la première paire, faire disparaître tous les termes de la deuxième ligne sauf les trois premiers. Nous opérerons de même ici et nous ferons disparaître tous les termes, sauf le premier de la première ligne, les trois premiers de la deuxième, les cinq premiers de la troisième et les sept premiers de la quatrième.
Le tableau ( i ) s'écrira alors
ît'i.n
ïi.i
îts.i
Nous n'avons employé que les opérations A et B; la forme F n'a donc pas changé et l'on a encore
On a donc
<I>, 2= ï'i.j = <i, 'ti.:;= at'i .: = i>.
(I>i 1= a'i.i = o, '^2.:;= 3I2.2 2o.; = iih.
De plus «2 3 doit être égal à i sans quoi le plus grand commun diviseur des déterminants formés avec quatre colonnes du tableau (1) ne serait pas égal à i. Le tableau (i) peut donc s'écrire
Retranchons maintenant la première ligne, «,.0 fois de la deuxième, «1.3
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fois de la troisième, «i.^ de la quatrième; puis la deuxième ligne «0.3 fois de la troisième et «o.i fois de la quatrième, le tableau (1) deviendra
(I bis)
0 0 o fiO
0 ti o a'.,
Ici deux cas sont à distinguer suivant que a est égal à i ou n'est pas égal à 1 . Supposons d'abord a = 1 .
Retranchons la deuxième colonne oc', ,, fois de la quatrième et ajoutons en même temps la troisième colonne a', ,, fois à la première (opération B).
Retranchons 0(3,^ fois la deuxième colonne de la cinquième et la sixième de la première (opérations A et B).
Retranchons enfin a,.., fois la deuxième colonne de la septième et la huitième de la première.
Le tableau i devient alors
o i 0 (i il o o
On peut ensuite en retranchant la première ligne un nombre convenable de fois delà deuxième et de la quatrièuie, amener le tableau (1) à la forme
(t 0 o If 7.3 :;
Enfin une dernière simplification est encore possible. Les nombres b et «3.;, sont premiers entre eux, et l'on peut en opérant comme nous l'avons fait dans le cas particulier do p.^i, réduire x^.,, à l'unité.
Le tableau ( i ) est alors amené à sa forme définilive
Supposons maintenant que a ne soit pas égal à 1 et reprenons le tableau ( i ) sous sa forme (1 bis).
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Il est clair que ah et a^ n sont premiers entre eux; on pourra donc, en opérant comme nous l'avons fait dans le cas particulier de f^ = i , réduire oi^.^ à l'unité.
Comme nous avons appliqué plusieurs fois l'opération G, la forme F a été
changée en une autre forme équivalente, mais elle a du rester divisible par a.
Donc
•^2 V = a'„ i et (I),i=a'...i (puisque st;.;; = i)
doivent être divisibles par a. Soit donc
a 2 t = </c, 3.'. ,,= ad.
Nous retrancherons ensuite la troisième ligne «s.., fois de la quatrième et le tableau (i bis) deviendra
O . O I I ) " Il II < 1
o o o (tb I o II o o a o ac II (id "■, i o
où c' =^ C — bc-ii,.
Retranchons maintenant c'fois la deuxième colonne de la quatrième en ajoutant c' fois la troisième à la première.
Retranchons d fois la deuxième de la sixième en ajoutant d fois la cinquième à la première.
Nous avons introduit ainsi dans la première colonne le terme c' à la seconde ligne et le terme c? à la troisième; nous les ferons disparaître en retranchant c fois la première ligne do la deuxième et d fois de la troisième. Le tableau ( i ) deviendra alors
ion I
o o 1 II II II
o o o tlh 1 I)
Enfin une dernière simplification est encore possible ; il est clair que a et a, ,i sont premiers entre eux; nous pouvons donc opérer comme nous l'avons fait dans le cas de /j. = i et comme nous l'avons fait deux fois dans le cas actuel et réduire :z., .• à l'unité. Le tableau ( i ) prendra alors sa forme définitive
I o o II o o o o
o o I II (1 o o o
o o II '(b 1 (I II 11
o rt o o (I II I 11
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On peul généraliser; j'écrirai le tableau (t) réduil à sa plus simple expression en supposant p ;= 6, p. = 3
(I II II II I o II
o () o o o ((/ji; I
o o II (f/f o o ()
Il a o II f> o II
i> Il I)
1) Il o
il reste maintenant à écrire le tableau des périodes sous la forme habituelle; nous le ferons dans les quatre cas que nous avons choisis plus haut pour exemples, c'est-à-dire quand
iji = 3, p = 6, rt > I.
Nous supposerons que le tableau (i) a été réduit à sa plus simple expression comme il a été dit plus haut, et nous ferons :
Dans le premier cas :
Dans le deuxième cas :
Dans le troisième cas :
Enfin dans le quatrième
ah':
Cela est toujours possible en choisissant convenablement les intégrales ,Ti,
Il résulte de là et de la forme du tableau (i) que les périodes jc\, x',,, . . . , x',, de Ji sont toutes égales à o. excepté une qui est égale à i. De même des périodes correspondantes de Jo, . . -, Jp.- En d'autres termes, J|, J^, . . ., J.^
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sont des intégrales normales. On j adjoindra p — /jt autres intégrales normales et on écrira le tableau des périodes sous la forme habituelle, c'est-à-dire dans l'ordre suivant :
•î -^p î •^ii
On obtiendra ainsi les tableaux suivants :
Premier cas. — (jl = i , p ^ 3 :
I O () Ji o
o I o ~ C. Il b
0 0 1 o H G' Deuxième cas. — p. ^2,p=^4)'^ = > •
o I o o Ti, T,., - o
o o I o o , Cl II h
o o o I o o II G'
Troisième cas. — ;jLr^2,p = 4i'^>' •
1 o o o ti
(hiatrième cas. — ;ji = 3, p = 6, a > i :
() I O O O o r,| Tjo Tj;;
abc
tibc
II
ah
II
FONCTIONS ABÉLIENNES. 333
a, b Cl c sont des enliers; il est clair d'ailleurs qu'on doit avoir
L'inspection de ces tableaux montre que s'il J a |j. intégrales réductibles au rang p., il y en aura p — (j. réductibles au rang p — [i.
II. — Cas singuliers de réduction
Nous allons désormais nous restreindre au cas où une ou plusieurs des intégrales abéliennes considérées sont réductibles aux intégrales elliptiques.
Soient Ji et i-, deux intégrales abéliennes réductibles aux intégrales elliptiques. Soient
les périodes normales de Ji et
j'i = ï'i 'ni -!- S', •r,,.
.!> = ~;ç-i;i-i-or,T,n,
les périodes normales de Jj. Les a, ,3, y et o seront des entiers. On devra avoir
et par conséquent
A ?, T„ -1- BÇ, T,.,^ CÇ.T,, -^ D?,T,, = o,
— ij
A, B, C et D sont des enliers.
Gela posé de deux choses l'une :
Ou bien l'égalité ( i ) n'est pas une identité, ou bien elle est une identité, de sorte que
i" Supposons d'aliord qu'elle ne soit pas une identité.
Je dis alors qu'il y aura une infinité d'intégrales de la forme
Ji-i-ÀJa
qui seront réductibles aux intégrales elliptiques. En eflel pour que Ji + /Jj soit réductible, il suffit qu'il y ait entre les quatre quantités
deux relations linéaires et iiomogènes à coefficients commensurables que je pourrai écrire
b, c, II', a élanl commensurables.
L'élimination de /, entre ces deux équations donnera la condition
l>'h'''ii-*- C'^IT,,— <)E.,-r,,— c|-2T,o= o.
Celte condition sera satisfaite si l'on pose
6'=,u.A, c'=,uB, /; = — iJiC, c= — uD,
jJL élanl un nombre commensurable quelconque. On aura alors
jJi(Cr,,— iJr,,)
Si donc nous posons l'intégrale
sera réductible toutes les fois que p^ sera commensurable.
On peut toujours supposer que /* ^ i ; car si cela n'était pas, on remplacerait l'intégrale Jo par l'intégrale /i3.. qui n'en diffère que par le facteur constant li.
On a alors
Ç, = -(A-o,+ lir,,i.
2" Supposons maintenant que la relation (i) soit une identité. Imaginons
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que le tableau des périodes ail été réduit comme il a été dit au paragraphe précédent et qu'il s'écrive (en supposant p =: 3 pour fixer les idées) :
a étant un entier.
Si donc on pose
(périodes de l'intégrale Ji)
G II (|iéiii)des d'une intégrale que j'appelle J', )
H G' (périiides d'une intégrale que j'appelle J'; )
on aura
11 viendra alors
a;; = O ; a I = rt,
oc- =: o,
l'our que la relation ( i ) soit nue identité, on doit donc avoir
f', = S'i = o, Y2="Ti' o'^= (io\,
ce qui entraîne évidemment
Or si l'intégrale Jj qui doit être une combinaison linéaire de Ji, i.. et J'. s'écrit par exemple :
on aura
Les conditions précédentes équivalent donc à la suivante :
On a donc
.1,= ky.,-\-iv..
Revenons maintenant au cas où la relation (i) n'est pas une Identité, mais en supposant que le tableau des périodes ait été ramené à la forme (y.) de façon que les a et les (3 prennent les valeurs (3).
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On aura alors une infinité d'inlégrales réduclibles
Ji-H fxJo,
OÙ (j. esL un nombre commensurable quelconque. On aura d'ailleurs
La première période de l'intégrale J( + jjij.j [dans l'ordre du tableau (2)] est alors
a a:, -î- u. y\ = I + '- • tt
Nous pouvons donc choisir le nombre commensurable y., de telle sorte que celte première période soit nulle; il suffit pour cela de poser
fi=— a.
On a alors
A' et /étant des coefficients numériques convenablement clioisis. Si donc parmi les intégrales abéliennes
il j en a une (autre que Ji) qui soit réductible aux intégrales elliptiques, ou bien h sera nui, ou bien il j en aura une infinité d'autres comprises dans la formule générale suivante :
fi/i Ji-+- ki'.^ -+- U'-
(où fjt est un nombre commensurable quelconque) qui seront également réductibles. En particulier
est une intégrale réductible.
Si donc on désigne par
j'i! 721 y-\ yu y-î, ja
les périodes de celte intégrale
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on devra avoir
ce qui prouve que pour celle intégrale la relation ( i ) esl une identité. D'où la conséquence suivante :
S'il existe deux intégrales réductibles J^ et J) pour lesquelles la relation (i ) ne soit pas une identité, il y en aura une infinité d'autres et parmi celles-là, il y en aura encore une pour laquelle la relation ( i ) sera une identité.
Je vais maintenant démontrer le théorème suivant :
Si dam; un système d'intégrales abéliennes de rang p, il y^ en a p — i linéairement indépendantes qui sont réductibles aux intégrales elliptiques, il y en aura une p"^"'' qui sera également réductible.
En eiïel ces p — i intégrales abéliennes linéairement indépendantes et réductibles aux intégrales elliptiques, peuvent être regardées comme formant un système de p — i intégrale? réductibles au genre p — ^ i. Donc d'après le théorème énoncé à la fin du paragraphe précédent, il devra y avoir une p''""' intégrale, linéairement Indépendante des p — i premières, et qui sera réductible au genre i. c. q. f. d.
Je dis maintenant que si l'on a fx -l- i intégrales réductibles aux intégrales elliptiques (et que ces p. -|- i intégrales ne soient pas linéairement indépendantes) il y en a une infinité.
Soient en efTet
J>, J'i, •••> fv.
fi intégrales réductibles linéairement indépendantes et
une (JL -f- 1"^™" intégrale qui est une combinaison linéaire des jj. premières et que je suppose également réductible.
Les périodes de l'une quelconque des fx intégrales y^. y-2, . . . , yy_, celles de yi par exemple, devront être des combinaisons linéaires à coefficients entiers de deux quantiti's que j'appelle ;,■ et ru qui sont les périodes de l'intégrale elliptique à laquelle peut se réduire j',-.
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II résulte de là que les périodes de
J = a,j-,-l- ao_)-.2-+-. . .-;- scjii-j;^
seront des combinaisons linéaires à coefficients entiers des 2;j. quantités
2|«,, ■j.-.l.., ..., a.jL çu.,
Pour que celle intégrale J soil réductible aux inb'yrales elliptiques, il fnul et il suffit qu'il j ail cnlre ces 2;ji quantités, 2;ji. — 2 relations linéaires homogènes à coefficients entiers.
Supposons qu'il en soit ainsi, et soient
11. nombres commensurables ^j<e/con^Mei différents de zéro; il y aura alors aussi 2,u — 2 relations linéaires à coefficients entiers entre les 2|j. qunniilés
'■>■ I [^l 'n 1 , «2 fi-,' fri , «(j. [j[j. Tiji)
et par conséquent l'intéyrale
sera réductible quels que soient les nombres commensurables ,3j, |3-,, . . ., [Sp,.
Si en particulier il y a plus de 0 intégrales réductibles, il y en aura une infinité.
El eu ellel, cnlre p + i intégrales il y aura toujours une relation linéaire, puisqu'un système d'intégrales abéliennes de rang p ne contient que 0 intégrales linéairemen" indépendantes.
Dans un Mémoire inséré aux Acta Matheniatica, M""' Kowalevski étudie le cas de réduction des intégrales de rang 3 au rang 1 , en supposant que le nombre caractéristique de la réduction que nous avons ici appelé b soil é!;al à 2.
Dans un cas remarquable, elle trouve quatre intégrales réductibles et n'en trouve que quatre ; il n'y en a que quatre en effet où h soit égal à 2, mais il 3' en a une infinité pour lesquelles b est supérieur à 2.
Je vais enfin pour terminer ce paragraphe démontrer que tout système d'intégrales abéliennes diffère infiniment peu d'un système réductible.
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Voici ce que j'entends par là :
Soit (en supposant p := 4 pour fixer les idées),
I >> O O Xi.i ■:■,,] T:;.! -j.
O 1 (I O "l.i ■;■).■> ■£:;... Tl.
• 1 O I O Ti.:i T...:, -;■,.:, -;.
O I) Il l ~],i Tj.i T.-i.i Ti.
le tableau des périodes normales d'un système d'intégrales abéliennes. On n'obtiendra un système d'intégrales abéliennes proprement dites, c'est-à-dire un système engendré par une courbe algébrique, que s'il y a une certaine relation entre les o; car le nombre des modules d'une courbe de rang 4 étant g, est inférieur à lo, nombre des r.
Il convient toutefois de s'affranchir de celte difficulté, et pour cela il suffit d'étendre un peu le sens du mot intégrales abéliennes.
Soient Xi, x-,, x..., x^, x-^, cinq fonctions abéliennes (S fois périodiques) de quatre variables Ui. u,, m.t et u,.
Il y aura entre ces cinq fonctions une relation algébrique
s(Xi, X'i, X::, X;, Xt) = O,
et il est aisé do voir que Wi, w^, M;i et «■, sont des intégrales de dilTérenticlles totales dépendant de Xi, Xn, X3, X; et x... On aura
■l 1 dXi ■+- 'li-r dx, -+- 'l:; dxz -I- iii dxi,.
où ']>!, '^.j, '^3 et i., sont des fonctions rationnelles de x^, x-2, x^, x-, et x^.
Nous conviendrons d'appeler encore intégrales abéliennes les intégrales de différentielles totales ainsi engendrées.
Alors quels que soient les r (pourvu qu'ils satisfassent à certaines inégalités et sans qu'ils soient assujettis à aucune égalité) ils pourront être regardés comme les périodes d'un système d'intégrales abéliennes et la difiiculté signalée plus haut disparaîtra.
Considérons donc le système suivant de périodes ;
tl
.1 -+- rZij,
To.j-t- rc-.,i,
'..,-^rS::.,
•Cv.
i-t-ri,.,.
■■,-hrB,,3,
■^?,.::,-+- rS:;,-,
::-i-ri.,,:;,
Or
-■:.i-i- rE'..i,
-.•;.t-i- rîn.i
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Ici r est une quanlilé positive donnée. Quant aux s ce sont des quantités satisfaisant bien entendu à la condition
et que j'assujettis de plus aux inégalités
Laissons r constant et faisons varier les s en leur donnant toutes les valeurs compatibles avec les inégalités précédentes. Nous obtiendrons ainsi une infinité de systèmes d'intégrales abéliennes.
Parmi ces systèmes, il y en aura quelque petit que soit r, une infinité qui contiendront quatre intégrales réductibles au rang i.
C'est ce que j'entendais en disant que tout système d'intégrales abéliennes est infiniment voisin d'une infinité de systèmes réductibles.
Le résultat que je viens d'énoncer est presque évident. En effet une intégrale sera évidemment réductible au genre i si toutes ses périodes sont de la forme
a et ,3 étant commcnsurables ; si on d'autres termes, toutes les périodes sont des nombres complexes commensurables.
Mais parmi les nombres
qui satisfont à la condition
il y aura, quelque petit (jue soit r, une infinité de nombres complexes commensurables.
On peut donc choisir les £;./, d'une infinité de manières et de telle façon que les quatre intégrales normales soient réductibles aux intégrales elliptiques.
.Je pourrais ajouter que l'on peut choisir les s,./, de telle sorte qu'il y ait une infinité d'intégrales réductibles, mais je n'ai pas besoin pour mon objet de cette extension du résultat précédent.
III. — Généralisation du théorème d'Abel
Je suis obligé ici de faire une digression et de donner avant d'aller plus loin, une généralisation du théorème d'Abel qui me sera utile dans la suite.
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Soit,
une courbe plaue quelconque. Soit u(^x, y) une intégrale abolleune de première espèce attachée à cette courbe. Soit c une courbe variable de degré donné m qui coupe la courbe ( i) en ^ points variables :
•^\l Jl i -i^ij yi\ ■■■y -^r/, y<l-
La somme
"■{Xt, yi ) — u<Xi, y. )-<-... -i- ii(.r,i, r,)
sera une constante (quelle que soit la courbe c, pourvu toutefois que son degré m ne change pas).
Tel est le tliéorème d'Abel que je me propose d'étendre aux surfaces.
Je vais d'abord l'étendre aux courbes gauches.
Soit c une courbe gauciie quelconque et x^ y, z un point mobile sur celle courbe. Nous pourrons mettre l'équation de celte courbe c sous la forme
suivante :
9ix, y)
/, 9 et 'J^ étant des polynômes entiers en x et en r. L'intersection complète des deux surfaces.
se compose alors de la courbe c et d'un certain nombre de droites parallèles à l'axe des z et qui sont les droites communes aux trois cylindres
/(■^ij) = o, ■l{x,y) = o, o(j-, jk)=o.
D'ailleurs toutes les droites communes aux deux premiers de ces cylindres, doivent également appartenir au troisième. Je renverrai pour plus de détails au Mémoire de M. Halphen sur les Courbes gauches algébriques, couronné par l'Académie de Berlin.
Il existera un certain nombre d'intégrales
u(x,y, s)=Jn(.r,y, z) dx
(où R est une fonction rationnelle de x. y et de ,:; ^r el z étant définis en fonction de x par les équations de la courbe c) qui resteront finies en tous les points de c.
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Ce seront les intégrales de première espèce attachées à la courbe c. Le théorème d'Abel s'applique à ces intégrales. Considérons une surface algébrique d'ordre m qui coupe c en ^ points :
(j-i, j-,, Si), (x.2,r.2,Z2) ■■■, (x.,, y,„ s,/),
la somme
u{j:,, y,, Zi)-h f/(j-.>, )•,, ;:,)-(-...+ ii{:r,,, Vg, z^)
restera constante quand ou fera varier cette surface, pourvu que m reste constant.
Cela est presque évident et pourrait se démontrer directement par le même procédé que le théorème d'Abel relatif aux courbes planes. On peut aussi le déduire aisément de ce théorème :
L'intégrale u peut se mettre sous la forme
Pii étant rationnel en X et en j'. C'est alors une intégrale abélienne attachée à la courbe plane /= o.
Soit maintenant
n(x, r, s)= ;'"-+- OiCr, )•);'"-'-)- 0_,(j-, ,r)s"'— --I- . . .-+- li„,(./-, i ) = o
l'éi|uriti()a d'une surface quelconque S d'ordre m. Si l'on j lemplace J par sa valeur y ) il vient
(s) ?'"-)- 0,'!/9"'-iH- 0,'V-i '"-- + .. .-4- 0,„ •!/'" = o.
Si l'on appelle n el n -\- i les degrés des deux polynômes '^z et cp, l'équation (2) sera l'équuliou d'une courbe plane de degré in{n + 1 ). Cette courbe plane coupera la courbe/^o en un certain nombre de points. Parmi les points d'intersection, il y en aura g
qui correspondront aux q points communs à la courbe c et à la surface S. Les autres correspondront aux droites communes aux trois cylindres
la ti'ace de cliacune de ces droites sur le plan des xr comptant pour //* points d'intersection.
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Les points d'intersection de la preniiéie sorte sont mobiles, les autres sont fixes. Mais dans l'application du théorème d'Abel aux courbes planes les points d'intersection fixes ne doivent pas intervenir. Nous pouvons donc écrire
ii{.t\, Vi I — Il {■''■:, J}'/) -h . . .-t- u{.f,p J'y ) = cou st.
Supposons en particulier que la courbe c soit l'interseclion coni|}lèle île deux surfaces algébriques
de degrés m et n. Il est aisé de former alois les intégrales de première espèce.
Supposons que la courbe c n'ait pas de point singulier, ce qui veut dire que les trois déterminants fonctionnels
dj_ ./= _ <// fk cl/ (Iz _ fif <l-. </f >h _ clf ,lz
dy dz dz dy d~ d.r d.r </z d.r dy dy de
ne peuvent pas s'annuler à la fois en un point de la courbe. Je dis que l'intégrale
_ r P(./-, j% z)dx
" ~J <IJ d'^ dj d-. '
dy d'z ~ dz dy
OÙ P est un polynôme quelconque de degré m -{- n — 4) sera de première espèce.
En efl'et elle reste finie quand x, y e\. :■ deviennent infinis; elle ne ])oiirrait donc devenir infinie que si le dénominateur
df ^ _df d^ dy dz dz dy
s'anaulait. Mais on a
Y>dx r ^dv r Pdz
_ r Pdx _ r Pdy _ r F
" ~J df d^ df dz ~J df </? df d^ ~J df d^
dj^ dz _c/f d^ d df d^ _df d^ J d£d^ _df d^ dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx
L'intégrale u ne pourrait donc devenir infinie que si les trois déterminants fonctionnels s'annulaient à la fois, ce qui n'a pas lieu, par hypothèse. Donc elle restera toujours finie. c. q. f. d.
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Passons mainlenant aux surfaces. Soit
une surface algébrique S.
M. Picard a démontré qu'il n'existe pas pour toutes les surfaces d'intégrales de dilTérentielle exacte de première espèce, c'est-à-dire d'inlégrale de la forme
u = f{ndj-+- Hii/j)
qui reste toujours finie, où la quaulitù sous le signe / est une différentielle exacte, où enfin R et Ri sont rationnels en x, y et z.
Je dis que dans ce cas le théorème d'Abel est encore applicable.
Voici ce que j'entends par là.
On sait que pour définir une famille de courlies gauches, il ne suffit pas de s'en donner le degré, mais qu'il faul connaître également plusieurs autres nombres caractéristiques. Je renverrai d'ailleurs pour plus de détails au Mémoire cité de M. Halphen. Quoi qu'il en soil, nous dirons que deux courbes gauches, sans point singulier, appartiennent à la même famille quand tous les nombres définis par M. Halphen seront les mêmes pour les deux courbes. On peut alors passer de l'une à l'autre par variation continue.
Soit alors une courbe gauche C qui varie, mais de fayon à appartenir toujours à la même famille. Soient
ses q points d'intersection avec la surface S. Soit «i, a.., .... u,, les valeurs de l'intégrale m en ces q points. La somme
sera une constante.
Commençons par envisager le cas particulier où la courbe G est l'intersection complète de deux surfaces algébriques d'ordre in et n, et que j'appellerai Si et S-.). Alors les q points d'intersection de G et de S seront les q points communs aux trois surfaces
L'intersection de S et de .Si est une courbe gauche et l'intégrale u d'après sa définition même, sera une intégrale de première espèce attachée à cette
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courbe gauche. Nous pouvons donc faire varier la surface So sans que la somme
varie, l'our la même raison, celle même somme ne variera pas quand on fera varier S|. Donc quelles que soient les surfaces S) et S-i on aura
Ui-+- Uz-t- . . .-+- u,/ ^ A" ;
A- étant une constanle. c. q. f. d.
En particulier, si m^n = \, la courbe C se réduit à une droite, et l'on a pour toutes les droites de l'espace
Ui-h u,-i-. . .-h ii,/=K:
K étant une constante.
Je dis maintenanl que k = m«K.
En elTel faisons dégénérer la surface S, en m plans et la surface S-, en n plans; la courbe C dégénérera en mn droites. La somme — « étant égale à K lorsqu'on envisage une droite isolée, devra être égale à miiK quand on envisagera un système de mn droites.
Envisageons maintenant une courbe gauche de degré d qui ne soit pas une intersection complète. Son équation pourra toujours s'écrire
F, ij/ et cp étant des polynômes dont le degré est respectivement d, « et n + i. Les deux surfaces algébriques
F = o, 'Iz— z =0
sont de degré d el n -{- i. Leur intersection complète se compose de la courbe G et de nd droites parallèles à l'axe des z. Soient
(x,, r\, z,), ..., (x,f, y^, z,/) les q points d'intersection de C et de S et
les/? — q points d'inlersection des nd droites dont je viens de parler et de S. On aura alors d'après ce que nous venons de voir
tt(^,,7,, Zi)-^u{xo,yn, z.)-i-...-huix,j,y^, z,.) ={n -i- i) c/K. H. P. — IV. 44
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D'autre part on aura pour les nd droites
On a donc
u(xi,y,, s,) -I- m(j-,, j'.,, s.)-!-... -h it(.c,„y,„ z,/ ) = rfk.
Gela montre en même temps que la somme ia est la même pour deux courbes de même degré, quand même ces deux courbes n'appartiennent pas à la même famille.
On comprendra, sans que j'insiste davantage, que le théorème d'Abel s'applique encore aux intét;rales de première espèce de dilTérenlielles totales de la forme
/ H, d.fi -+- Pjr/j:.,-(- .... R„r/;r„,
où les R sont des fonctions rationnelles dex», ar.j, ... .x,, et^, el où ^ est défini par une équation algébrique
Je vais maintenant, quoique cela ne soit pas nécessaire pour mon objet principal, montrer comment et dans quelle mesure le théorème d'Abel peut s'étendre aux surfaces qui n'admettent pas d'intégrale de première espèce.
En ce qui concerne les courbes planes, sans point singulier, ce tliéorèmepeut s'énoncer de la façon suivante :
Soit /=o une courbe algébrique de degré m; soient cp ^ o, 9 + £.{; = o deux autres courbes algébriques de même degré et infiniment peu différentes l'une de Vautre.
Soient (j7i, rj), {x-,, y^), . . . , {x,j,y,i) les q points d'intersection def^^ o, 9 = 0; soient (xt -+- dx, , y, ■+- rfc, ), . . . , {xq -+■ dxq, y,, 4- dy,i) les q points d'intersection de f^o, 9 -i- £']> = o. On aura
■^ Pfjy, r.,) dx~, _
Zà w ~°'
P est un polynôme quelconque d'ordre m — 3.
De même, en ce qui concerne les courbes gauclies, sans point singulier, le théorème d'Abel peut s'énoncer comme il suit :
Nous ne considérerons qu'une courbe ^auclie, intersection complète de deux surfaces algébriques
de degrés m et n.
Soient encore cp ^ o, cp + £'|v^o, deux surfaces algébriques infiniment Lioisines l'une de Vautre. La courbe gauche coupe la surface a> := o en q points
(XvjjKvi ^v) ^' le surface o + £■]/ ^ o en q points {Xy+ dx^,y.,-\-d)\,, z., + dz,,) et l'on a
Jj ,lf <.
JL'Mi ^^ liL
c/y., i/z:, (ly~, (./:., P étant un polynôme quelconque de degré m -\- n — 4-
Passons maintenant aux surfaces; soit /= o une surface algébrique d'ordre m. Considérons son intersection avec une courbe gauche variable, intersection complète de deux surfaces y = o, cpi ;= o d'ordres n el p. La surface /= o coupera une de ces courbes gauches C en ry points {x^, y,,, :■.,) et une courbe gauche C, infiniment voisine de G en q points {x.,-\-dx.,, _}%+ dy.,, 3.;+ d:~,).
Soient tp ^ o, cpi ^o les équations de la courbe C et & + £.!> -^ 0,0, + s-Lj := o les équations de C, e étant infiniment petit.
Nous envisagerons la courbe C" qui n pour équations
et nous appellerons
(ar.,-t- oxy, jv-t- 3r.„ 5.,+ SSv)
ses q points d'intersection avec la surface /;= o. Nous poserons ensuite dx.,= ûa\ -H f)x.„ d)''i= Sj'v-t- <^>'v, dzy'= ùz^-^ ôz-,.
Les deux courbes C et C" étant sur la même surface Ot ^ o, on aura dx., av., ilz,,
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De même les deux courbes C" el C étant sur la même surface (bH-e^'^o, on peut, en négligeant £, écrire
Appliquons le théorème d'Abel à l'intersection de la courbe gauche/=o,
o, = o, avec les deux surfaces infiniment voisines cp = o, es H- v^ =^ o. Il viendra
^ I'., ox., à(y., :■■/) Dans cette équation P.; désigne un polynôme de degré m + p — 4, où j;, y, z ont été remplacés par x.,, y,„ s^ et ''_ représente suivant l'usage le déler-
minant fonctionnel de / el de 91 par rapport à y-j et à z.,.
Mais on a identiquement
dz, , ^3 , dz ,
ox., or<, o:.; dX; o\\, ■ //:.,
Je désignerai pour abréger par Aj, le dénominateur de la dernière de ces fractions.
On aura alors
■V» P// do , dz ^ dz> ^ \
Z a:, [dj:, "■'■■'+ dj^, ^■' "^ dt, "'■'} = "•
Mais on a de même, à cause de (.5) :
VF,, / dz , dz , do
11 vient donc
Av\«.'v dy., dz,,
2\', I dz , dz , d'i , \
c'est la généralisation du théorème d'Abel. On trouve de même
1 \ [£, ''"•'+ dV. <''-'^ ^ ^'-"^ j = "■
Qv étant un polynôme de degré m-\- n — 4-
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Un cas particulier intéressant est celui où la surface /=o se réduit à un plan; si cp ^ o, 9) ^ o sont deux courbes planes de degré m se coupant en m- points (x.,, y.j) et si deux courbes de degré m infiniment voisines se coupent en m'^ points (x., + dx.,, y;-\- dy.,) on aura
^J dz, ds, dz, dz
dxy dy,, dx., dy.,
P élant un poljnôme quelconque de degré m — 3 et X étant une constante quelconque.
IV. — Fonctions intermédiaires
Envisageons un système de fonctions abéliennes à n variables ./■,, Xn. . . ,, Xn et à 2 71 périodes. A l'exemple de MM. Briol et Bouquet, j'appellerai fonction intermédiaire toute fonction entière des n variables qui se reproduit multipliée par une exponentielle quand les /i variables augmentent d'une période.
Soit par exemple : a,./,, «2*5 • • • «h * une période. Une fonction entière <J sera une fonction intermédiaire si l'on a
'I>(.i-i-l- au, Xi+a.,t, ..., Xn-^a,,,/,) = <l>(xi, j:«, ..., a;,,) e»i-i'-i+^'-i'-'+...+»".t-'-.+ïi
(les a et les y étant des constantes) et cela pour toutes les périodes.
Je vais supposer pour fixer les idées qu'il n'y a que deux variables x eXy; j'appellerai les périodes fondamentales
«1, ai, a^, a,,, ô,, b., bj, bi,
et les multiplicateurs correspondants seront
ei,.r+p,r+T., e«i'-+?!r-i-T!, e3:,.r+3,v+Yj, e«.-i-i-?.r+Y..
Si l'on augmente x et r d'abord de la période (a,, b^) puis de la période {a-2, b-i), les deux multiplicateurs successifs ont pour exposants d'abord
{<XiX + pîj-i- T2)j puis (^1-^ + Pi/ + Yi-t- ai«2-i- fi^i).
Le résultat devant être le même dans les deux cas, le nombre
aoai -t- j3o6i — a, a.! — J3i6.>= Mi.»
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devra êlrc égal à un entier multiplié par iït.. Il en sera de même des expressions analogues M,- ,{ où les indices i et k ou des valeurs quelconques. Considérons en particulier une exponentielle de la forme suivante :
gi' oii 1' = A^'--i- i Bj/ -i- Cj--i- •jDj^' -!- 2E>' -T- F. Si l'on augmente x et r de a et de 6, l'exponentielle se trouvera multipliée par
OU
a = j Aa -+- '.Mb,
v = Art--^ i B«6 -7- C6--i- -îDa + 2E6.
Il vient donc
- >,\^i. — ( Koi-^ Bi,)«x-i-flia,-4- Ç.bi)bi; — (\<ik-^^bk)(ii — (^ak— Cb/t)bi= o.
Ainsi pour une exponentielle e'", tons les M,,t sont nuls. Il est aisé de voir que ces exponentielles sont les seules fonctions intermédiaires qui jouissent de cette propriété. Car si une autre fonction intermédiaire <I> en jouissait, on pourrait trouver une exponentielle e^'' telle que la fonction <I>e~'', qui est également intermédiaire, eût tous ses multiplicateurs égaux à i . Il en résulterait que cette fonction 4>e~'* qui est entière serait quadruplement périodique; elle se réduirait donc à une constante, de sorte qu'on devrait avoir
Supposons maintenant que les périodes
bi, b-., b-,, hi,
que nous considérons soient des périodes normales, de sorte que l'on ait
(i) ai 63 — ajbi-t- a-,b, — 0462=0.
Posons
a\ = «:;, a'-, = — «1, a'o = aj, a'„ = — a»,
On aura alors
2 (7, a'i = - ff , 6| =0.
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Je dis mainleniint qu'on a
( -i ) ^i.k ^h.ki'H fi'k — c'k ^>\ ) = ">
la somme étant étendue aux six combinaisons possibles des nombri.'s i el />■. En effet cela peut s'écrire
^i.k'^^i.ku'ib'k = o,
où celte fois on donnera à i et à /:, indépendamment l'un de l'autre les valeurs 1,2,3, 4; cela fera donc en tout seize termes donL quatre seront nuls parce que Mi.i=o.
La relation précédente devient alors
S,-./t(2i«A--t- [jiOk— --^k'U— 'fkijl)"'ib'k = "
ou bien
^Zi{:i.ia\^kakb\)-^-^:.i{':nbi-S.kbkh\)-^kV->-kb\^iaia\)^-^k{':'kb\^lbia\) = o.
La relation est donc vérifiée, puisqu'on a
-*-<U-6a= ^kbkb'k= i;,(', «; = "^ibia\ = o.
Cela posé, de deux choses l'une, ou bien les relations ( i ) et (2) sont distinctes, où elles ne le sont pas.
Je ne veux pas démontrer ici que ces relations ne seront jamais distinctes à moins que les intégrales abéliennes considérées ne soient réductibles aux intégrales elliptiques. La démonstration serait sans doute fort longue.
Laissons de côté ce cas exceptionnel et supposons que les deux relations ne sont pas distinctes, el par conséquent que les M,./, sont nuls, à l'exception de
Ml, 3 et de Mj , qui sont égaux entre eux.
M 1.3= .M;, i = ' mi T..
Le nombre m devra toujours être de même signe; il sera positif si comme ou le suppose d'ordinaire, on a
«ï al — a\ «!-! -^ !i? (/[ — a\ al > 0,
en désignant par a'I et a\ les parties réelle el imaginaire de a,.
Nous dirons alors que la fonction intermédiaire envisagée est d'ordre m.
La fonction intermédiaire sera une fonction 0 d'ordre m si les quatre multiplicateurs sont
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les huit périodes élanl :
pour X : ■11-., o, G, II, pour >■ : o, 2 t;;, II, G'.
II est aisé de voir :
1° Que toute fonction intermédiaire peut être regardée comme le produit d'une fonction 0 et d'une exponentielle de la forme e^.
i" Que toutes les fonctions 0 d'ordre m qui ont mêmes multiplicateurs sont
des fonctions linéaires de m- d'entre elles.
Il en résulte que toutes les fonctions linéaires qui ont mêmes multiplicateurs sont des fonctions linéaires de m- d'entre elles.
Cela posé, on peut définir le multiplicateur correspondant à une période quelconque («, b) en se donnant les trois nombres (a, (3, y).
Si par exemple on a
<I> {X -H n, ,)• -^b) = <I> (x, y) e«-+pJn,
le multiplicateur serait défini par les trois nombres (a, [3, y). Mais il est préférable d'envisager trois autres nombres (a, p, ô) dont le dernier ô est défini comme il suit :
o = y («a -H Ojj),
OU plutôt
6 = y — -(«a + ip) (iiiod2i;c).
Car on peut évidemment augmenter ô d'un multiple de 2 /tî sans changer le multiplicateur.
Soient donc (r/, i), (a', U) deux périodes quelconques. Les multiplicateurs seront définis par les deux systèmes de nombres (a, p, y), («', (3', y') ou bien encore par les deux systèmes de nombres (a, (3, 0), (a', (3', ô') en posant
S = y-^(«a-i-6fi), S'=y'|- i(«'a'-(- 6'[i').
Considérons maintenant la période (a + a', h + 6'); le multiplicateur correspondant sera défini par les trois nombres (a", P", y") ou bien encore parles nombres (a", P", ô"), on trouve aisément
a"=a-t-a', [j"= fi -1- [3',
y" E^ y -t- y ' -H «' a -(- 6' [j EEE y + y' -(- ''x' -1- b'(-î ( niod 2 i ;t ),
S" 5= y" [a"(« -•- "') + V\b + ^')J = û -H S' -H -(aa'-l- 6p'- n'a — 6'|j).
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Or d'après ce que aoiis avons vu
<t j. -^ b' ''i — rt 3t' — b y = '}. kir:, /.' élanl un entier. On aura donc, selon que l'entier k sera pair ou impair :
S"ïs S + o'-i- jn (moAiir.).
Cherchons donc à déterminer le nombre A'. Supposons que l'on ait
, • (les c el les -n (■tant entiers),
rt = 7), «, -1- T|2 «2 -f- Tj3 «:-. -(- T)v «i
et de même pour b et b' . Il viendra
Si donc m est pair, on aura toujours
Si au contraire, m est impair, tout dépend de la parité de la parenthèse. Considérons donc une période quelconque
et proposons-nous de trouver le multiplicateur correspondant (a, (î, 6). On trouvera aisément
a = ;, zi-h ç^ao-l- ;:;2:;-i- ;•. a-., ,' — çi ,Ji — ;2 iJ-> -T- ;s ,J3 -H ;v \'\- On auFii de plus
S = liSi -i- Joo-i— çnôs-t- 5'.2i (mod i ir.),
si m est pair ou si
est pair.
On aura au contraire
si m el ;ti3-|-;-j^i sont impairs.
H. P. - IV. 4î
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Nous allons mainlcnaul introduire six nombres
définis comme il suit; considérons la forme biliaéaire
x,y::— Xzfi -i- -(••:.»■.— ^-i/»
et substituons «i. ai, «,, a, à la place de Xi, x^, jT;,, x-, et x,, a^, cz^, aj à la place de Kl, )2, )'3, )-4; nous aurons («, a); de même pour les autres. Nous poserons de plus
(<i, 0)= î Ri-, (b, 5) = 2 S(-.
Nous conviendrons d'écrire
lorsque la dillérence x' — x, v' — r sera une période.
Si donc on augmente chacun dos o d'un multiple de 'j. ir., ce qui ne change pas les multiplicateurs, les nombres R et S deviendront R' et S'; mais on aura
IV, S') = (R, S
Voyons maintenant ce que deviennent nos six nombres (3).
1° Quand on change de variables.
■j." Quand on change de périodes.
3" Quand on multiplie la fonction intermédiaire par une exponentielle de la forme e*".
i" Changement (P origine. — Imaginons qu'on pose
quels seront les six nombres relatifs aux nouvelles variables x\ y''? Il est évident que les (jualrc nombres
(a, a), (a, [',), (b, a), ( /,, [i) ne changeront pas. (^iiand à R et à S, ils augmenteront respectivement de
4^[/,(«, a)-Â-(«, roj et _!_[/, (6, .)-^/>(6,;i)j.
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2° Changement linéaire. — Posons
x ^ 'i.x -\- \LY^ \jc = ixi^jr' — ,j-y',
y = Ài X — uty, A_)- = — Xix'-i-A/, A = Àfjii — /, i a.
On aura alors, en appelani «', b', z', 3' les nouvelles valeurs de a, b, y., ^ :
a' = À a -+- \xb, Aï' = ;j;i a — À , ji,
b' = X , « H- iji| 6, AV = — ,u2 -^ A[i.
Si nous formons alors les nouveaux nombres
(«', a') («•, [!'), ..., il viendra
et de même pour les trois autres.
Les quatre nouveaux nombres tels que («', x') s'exprimeront donc linéairement en fonction des anciens.
Voici le tableau des coefficients :
(«, «) (b, Ti) (a, :i) (b, p)
(«', a'i Àjji, |x;ji, — À). I — ;ji>,(
(b',a') Ài,a, ji'î — X; — X,[JL,
(ce', [J') — À[x — n^ ^ Xi ;.(^
(è', Ji') — Ài.u — ;J.ijJ- X/,| X,ui
Ce tableau montre immédiatement que
est un invariani et i\ est aisé de voir en elfel que celte expression est égale à
M, ,-4- Mj , = ', mi-
Mais il y a plus. Supposons que 1 on ait
( n, î) = I />. ''j) = 2 miel
(a, jî ) = ( 6. 2) = o,
le tableau précédent muntre qu'on aura encore
(a. x ) = (b', ''i ) = 1 mir.
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et
Nous allons voir mainlenant que les quatre nombres (a, a), etc., oui effectivement les valeurs que j'indique plus haut.
Pour une exponentielle de la forme e'', on voit aisément que ces quatre nombres sont nuls.
Pour une fonction 0 les quatre périodes ont pour valeurs respectivement
■i/-, o. (,. II.
et les nombres a et [3 ont pour valeurs
o. o, Ol. I),
II en résulte que l'on a
(«, a) = {b, jî) = '2 mi-, (a, [11) = ( II. y.) = o.
Ces valeurs resteront encore les mêmes quand on multipliera' une fonction 0 par une exponentielle e''; elles ne changeront pas non plus (ainsi que nous venons de le voir) quand on changera de variables. Elles sont donc les mêmes pour une fonction intermédiaire quelconque.
Qu'arrive-t-il maintenant des nombres R el S ?
Il est aisé de voir que par suite du changement linéaire que nous envisageons, les Y et les o ne changent pas. On aura donc, en appelant R' et S' les nouvelles valeurs de R et de S :
IV = À li -+- ;i S,
S' = À| R -h [Xi S.
Revenons au changement de variables que nous avions envisag('' d'abord, c'est-à-dire au changement d'origine. Nous avons vu que R et S augmentaient respectivement de
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Ces deux quantités, en tenant compte des valeurs des nombres (a. y.), etc., se réduisent à
//)/( et inf,.
Si donc on change de variables (;n posant
x' = X.r -T- ;i )■ -f- //, y = X|.r + IX, y -4- fc,
il viendra
H' = ?. R -;- [Jt S — /n/i, S' = /.| R + jjii S — m/.',
ce qui peut s'énoncer ainsi :
PS
Les nombres -et — "- subissent le même changement que les variables
elles-mêmes.
3" Changement de périodes. — Supposons que l'on remplace le système des périodes
que nous supposons être un système de périodes normales, par un autre système équivalent et également formé de périodes normales.
Les nouvelles valeurs des nombres a et ,3 seront formées avec les anciennes, comme les nouvelles périodes avec les anciennes et il en sera encore de même des nouvelles valeurs des nombres ô à un multiple près de in.
Il en résulte que les nouvelles valeurs des quatre nombres (a, a), (a, (3), (b, y.), {b, (3) sont les mêmes que les anciennes; et que les nouvelles valeurs de R et de S sont aussi les mêmes que les anciennes à une demi-période prés.
C'est cette demi-période qu'il faut maintenant chercher à déterminer.
Pour cela il faut envisager les ciiangements simples de périodes qui sont les suivants :
i" Permutation de a, et de a:i en changeant le signe d'une des deux périodes.
2" Changement simultané des signes de «i et a,,.
3" Permutation des deux paires de périodes (ai, a-s), {a-,, «,).
4" Changement de cti en a, -+- a-.
5" Changement de a, en a, + a^ et d(; r/. en «., — «:,.
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Les Irois premières opérations ne peuvent alli'i-er les nombres R et S. Il n'en est pas de même des deux dernières.
Si l'on change a^ en a, + (7;. âi va se changer en o, + ô;, + - Mi.;, ou en 0] + ô;, + m«7r. De sorte que le nouveau ôj sera congru à ô, + ô;, ou à ô, -f- ô;, + in selon que m sera pair ou impair. Si l'on appelle R' et S' les nouvelles valeurs de R el de S, on aura
si m est pair, el
si m est impair.
Dans la cinquième opération, le nouveau ôi sera ôi + ô.H — M,., et le
nouveau Ô4 sera ô. — O;. M4.3.
Mais comme en jM, 5 ^Mi.:i;= o, un voit que cette cinquième opération n'altère pas R el S.
Ainsi donc dans le cas où m est pair, on a toujours
(R', S') = (R, S), et l'on a dans tous les cas possibles
4" Multiplication par une exponentielle. — Supposons que \\\\\ multiplie la fonction intermédiaire envisagée par l'exponentielle e'', on
P = A X- -J- 2 Bxj + C ) - -I- 2 D a- + ■' V.r -h I-"
Nous avons tiouvé pour l'exponentielle
a = 2 An -+- 2 Bb, ri= 2Brt-H 2 c&, Y = A (7- + 2 B «/; — C h- -H > D (/ -1- 2 E 6,
et par conséquent
0 = 2 Drt -H 2 E6,
ce qui montre que les six nombres (a, a), {a, |3), («, ô). etc., sont tous nuls. On ne change donc pas ces six nombres en multipliant une fonction intermédiaire |)ar une exponentielle.
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On voit donc dans quelle mesure nos six nombres peuvent être regardés comme des invariants.
Ces résultais se généralisent immédiatement et s étendent au cas <les fonctions abcliennes de plus de deux variables, mais il est tout ù fait inutile que j'insiste sur ce point.
Soit (I)
Transformation .
un système de périodes normales, tel que
(l\- l>:: II;;, l/i-~ll,, A; — ai, 6i=0.
Envisageons maintenant un second système de périodes
, . ( Cl, C», Cs, C4,
[ (fi, t/i, fl~, ffi,
f[n'on obtiendra en posant
les X; A étant des nombres entiers.
Nous supposerons que ces nombres entiers /. aient été choisis de telle sorte que l'on ait identiquement
Le déterminant des À sera alors égal à p.- et l'opération par laquelle on passe du système des périodes (i) au système (2) s'appellera une transformation d'ordre y..
Il est évident que toute fonction qui admettra le système de périodes ( i ), admettra également le svslême (2). d'où il suit que les fonctions abéliennes engendrées par le système ( i ) ne sont que des cas particuliers de celles qui sont engendrées par le système (2).
Si l'on considère une fonction intermédiaire relative au système { i ), ce sera aussi une fonction intermédiaire par rapport au système (2), mais la réciproque n'est pas vraie. Une fonction intermédiaire relative au système (2) n'est pas toujours une fonction intermédiaire par rapport au système ( i).
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Soit
le multiplicaleur d'une fonclion intermédiaire relative au système (i) par rapport à la période (a,-, b/) et
son multiplicateur par rapport à la période (c,, di). Nous poserons comme dans le paragraphe précédent
S; = 7/ — - ( "i 2/ -i- bi [i,- ); s; = -|-; — - ( C; a! + '/; p! ),
et il viendrii
( 3 ) »; = S>.;.< 3(<-, ;3; = - ^'>^Lli %,
(4) 0,'= SX,-.tô^- (modj-).
Il en résulte que si l'on forme les six nombres
(c, «'), (c,(fi'), (c, 8')' ('A»'), •■■, on aura
(c, a') = Hi(«, a), (C, ri') = i^(«, fi),
On en conclut que si une fonclion intermédiaire est d'ordre m par rapport au système ( i), elle sera d'ordre w;jl par rapport au système (2). Posons maintenant
on trouvera
(2R„2S,) = (2plK, 2,aS);
c'est-à-dire que les nombres R| , S, ne différeront des nombres /jiR, p.S que d'une demi-période du système (2).
Cela posé, imaginons qu'on se donne les a', les (3' et les ô' et qu'on se propose de déterminer les a, les p et les ô. Les a et les (3 se calculeront sans ambiguïté par le moyen des équations (3). Pour déterminer les 0, il faut mettre les congruences (4) sous une forme plus précise.
Nous les écrirons
(4) s;= 2X,./tSi-i-£,- (mod ?.£-);
£, ne dépendra que des X,,/, et sera égal tantôt à zéro, tantôt à m (cf. paragraphes précédents).
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Nous n'avons besoin de connaître les o qu'à un multiple près de 2 ir.. Il est aisé de conclure que les congruences (4)' comportent un nombre de solutions égal au déterminant des A, c'est-à-dire à p.-.
Je vais maintenant résoudre deux problèmes inverses.
1" Former les fonctions intermédiaires du système (2) à l'aide de celles du système (1 ).
Nous nous donnons les nombres a', (3' et n' correspondant à un système de fonctions intermédiaires d'ordre /jt, relatives au système (2).
Des égalités et congruences (3) cl (4) nous déduirons /j- systèmes de valeurs des nombres et, (3 et 0.
A chacun de ces systèmes de valeurs, correspondront m- fonctions intermédiaires d'ordre m relatives au système (1).
Par rapport au système (2), ces fonctions intermédiaires seront d'ordre inpet correspondront aux nombres donnés a', p', ô'.
On aura donc en tout m'-iJ.'- pareilles fonctions d'ordre m[i. qui seront linéairement indépendantes et à l'aide desquelles toutes les autres pourront par conséquent s'exprimer linéairement.
2° Former les fonctions intermédiaires du système (1) à l'aide de celles du système (2).
Nous nous proposons de trouver une fonction d'ordre m admettant pour chacune des périodes du système ( i ) un multiplicateur défini par trois nombres donnés (a, (3, ô).
Pour les périodes du système (2), le multiplicateur sera défini par les trois nombres (a', [3', ô') que l'on peut déduire des relations (3) et (4).
Toute combinaison des périodes (2) est aussi une combinaison des périodes ( I ); mais la réciqroque n'est pas vraie. Parmi les combinaisons des périodes (i), on peut en choisir p.- que j'appellerai périodes principales et qui jouiront de la propriété suivante :
Une période quelconque, je veux dire une combinaison quelconque des périodes (1), est toujours égale à une période principale, augmentée d'une combinaison des périodes (2).
Soit alors
(0,0), ((i'\.h'\), (<■/'.;,//',), .... {11",^ b'!,), II. p. - I\ . 16
les l'ji.- périodes principales (y = ;j -' — i ) el
les nombres qui di'fiiiissenl les niulliplicaleurs conespondanls.
Quant aux multiplicateurs eux-mêmes, nous les appellerons pour abréger :
I. I',, Pi, ..., Pv
Cela posé, soit <I> (x, y) une fonction intermédiaire d'ordre //i;j- par rapport au système (2) el admettant pour les périodes de ce syslénie les mêmes multiplicateurs (z', \j , ô') que la fonction qu'il s'agit de construire.
Les fonctions suivantes :
admettront les mêmes mulliplicaleurs que la fonction <I> elle-même, il est aisé de voir alors que la fonction
est une fonction intermédiaire d'ordre in par rapport au système (1) et admettant les multiplicateurs (a;, ,3, 0).
Le problème proposé est donc résolu.
Nous allons maintenant étudier plus particulièrement le cas où les intégrales abéliennes qui ont donné naissance au système de fonctions abéliennes envisagées, sont susceptibles d'être ramenées aux intégrales elliptiques.
Supposons pour lixer les idées qu'il n'y ait que trois variables a", y et z et
écrivons le tableau des périodes sous la forme suivante :
pour X : I. o, o. G, H', II',
pour y : o. 1. o. M", G', H,
pour z : o, o. I, W . II, G".
La variable 'xx 4- Pj' + y; aura alors pour périodes :
a, p., Y, (aG-H -iH-'-HTll'), (aH"-f- [iG' + Y H), (ï II' -H "iH -)- 7 G").
Si ces six périodes se réduisent à deux, nous dirons que la variable a.x H- (3j 4- y.: est réductible. Les variables réductibles correspondent ainsi aux intégrales abéliennes réductibles aux intégrales elliptiques que nous avons envisagées dans les paragraphes 1 et IL
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Supposons qu'il y ail une variable réductible; je puis toujours par les procédés du paragraphe I ramener le lablean des périodes à la forme
OUI- .;■ : 1 , <). (>. G
j |)Oiir y : n. i, d, —, ('■ . II ( n élaiil un entier),
\ piiur G : i>. o, I, (), 11, ('."
de telle sorte que la variable réductible soit précisément x.
Supposons maintenant qu'il y ait une autre variable réduciijjle; il y aura certainement une troisième variable réductible, d'après les conclusions du paragraphe n, et de plus, ou bien ces variables seront de la forme
ou bien elle sera de la forme générale
aar-f- >/-f-T;, ■/ x -h 'fi' y -h Y :■;
mais il y aura une infiniti' d'autres varialjles réductibles parmi lesquelles les deux suivantes :
py-i-T-. '>'y-^Y--,
ne dépendront que de )• et de •:.
Dans tous les cas, s'il y a trois variables réductibles, ou s'il y en a une infinité, l'une de ces variables sera x. et deux autres seront des combinaisons de j' et de z seulemenl.
Gela posé, reprenons le tableau des périodes (5) et multiplions les qualriéme, cinquième et sixième périodes par a. Cette opération sera une transformation d'ordre a. Le tableau des périodes deviendra ainsi
o, o, I, o, aU, a G".
Retranchons maintenant la première période de la cinquième et la deuxième de la quatrième, le tableau des périodes se simplifiera et deviendra
pour ./■ pour y pour 3
I, o, o, aG, o. o.
o, I, o, o, a G', <i\\. o, o, I, o, «II, «G".
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Les périodes de x sont ainsi rendues indépendantes de celles de^v el du z. La première et la quatrième période appartiennent à x seulement, les quatre autres périodes à }' el à ^ seulement.
Les deux variables
resteront d'ailleurs réductibles. Il en résulte que si nous envisageons le système
de périodes suivant :
pour r : i. i>. «G', oH,
Ijour z : <), I, «11, rtG".
qui n'est jilus que de genre 2, le système d'intégrales abéliennes correspondant admettra encore deux intégrales réductibles aux intégrales elliptiques.
On pourra donc d'après les principes du paragraphe I réduire le tableau des périodes, en prenant pour nouvelles variables
On trouvera ainsi
pour jKi pour Cl
Ji= PJ-^-T-.
G" {b étant un entier).
Le tableau complet des périodes sera alors
pour X : I, o, o, «G,
pour 11 : 0,1, o, o,
pour ;:i :
Faisons ensuite l'opération suivante qui est une transformation d'ordre b : Multiplier les trois dernières périodes par b; puis retrancher la deuxième de la sixième et la troisième de la cinquième. Le tableau des périodes devient ainsi :
pour r :
pour ri :
pour Cl :
abG,
fj G', . o, o, bG".
On voit que les périodes des trois variables x, ii et Zi sont ainsi rendues indépendantes.
On reconnaît sans peine comment le raisonnement précédent s'étend au cas général et l'on peut énoncer le résultai suivant :
Si dans un système de variables abélicnnes de genre p, il y a o variables réductibles, on peut par une transformation d'ordre convenable, simplifier le tableau des périodes de manière à rendre indépendantes les périodes des variables définitives.
Nous avons été obligé de l'aire dans le raisonnement précédent p ^ 3 et nou p = 2, parce que la généralisation en parlant du cas de p=:2 aurait pu présenter des difficultés.
Nous allons revenir à l'hypothèse p = 2 et supposer de nouveau qu'il n'y a que deux variables x ci y.
Considérons en particulier le cas où les périodes de x et de y sont indépendantes et où le tableau des périodes s'écrit
ii-.. o, G, o, o, li-, o, G'.
Cherchons à former toutes les fonctions 0 d'ordre ni qui admettent pour multiplicateurs relativement à nos quatre périodes
On pourra former m fondions 0 elliptiques, dépendant de la variable x, admettant les deux périodes
lir. et G,
avec les multiplicateurs
1 cl e"'i'+ïî.
Soient
e,(^-)i ^-i{-r), ■■■■ e,„(j;), ces m fouclions.
On jioiirra de même former m fonctions 0 elliptiques, dépendant de la variable )■, admettant les deux périodes
\>i- cl G',
avec les multiplicateurs
I et e'".' +-"..
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Soient
ces m, fonctions.
Les m- produits
Biix}B'i.{y) (i, ^ = 1, ■-?, m)
seront alors des fonctions 0 de x et de y, à l'aide desquelles toutes les autres s'exprimeront linéairement.
Une fonction 0 quelconque d'ordre tn est alors égale à
où les A, .A sont dos constantes numériques.
Une fonction intermédiaire quelconque sera de la forme
où P est un polynôme entier du deuxième degré en x et en >•.
Supposons maintenant que les périodes de x et de )■ ne soient plus ind(''pendantes, mais (jue les deux variables
<^x-\-<^y, 3.'x^'p'y soient réductibles.
On pourra alors en prenant pour variables nouvelles,
et en opérant sur les périodes une transformalion d'oidre p, rendre indépendantes les périodes de x' et de r'.
Les fonctions intermédiaires d'ordre m relatives au premier système de périodes seront des fonctions intermédiaires d'ordre mp. par rapport au système transformé.
Il en résulte que toute fonction intermédiaire d'ordre /?( par rapport au premier système pourra se mettre sous la forme
(6) ■Z^ij.c^Bii-xx^ ';,y)^'^(y:.r + '{.'y).
Les A, /. sont des constantes; les indices / d k varient de i à m y, les 0, et les 0](. sont des fonctions 0 elliptiques d'ordre m[J.\ P est un polynôme du second degré en x eiy.
Une expression de la forme (()) n'est d'ailleurs pas toujours une fonction intermédiaire relative au premier système de périodes.
FONCTIONS ABÉLIENNES. 867
Il faut pi>iir cela qu'il v ait entn- les A;./,-
rela lions linéaires qu'il est aisé de former.
Ces résultats s'étendent immédiatement au cas de p variables.
VI. — ■ Somme des zéros
Soient <ï>f, <I>.j, ..., <l>p, p fonctions intermédiaires de p variables Xi, x-i. . . . . Xr^ admettant les mêmes périodes et étant respectivement d'ordre Wi, nin, .... nir,. Considérons les solutions communes aux p équations simultanées
Soit
un système de solutions des équations (i). Soit
une des périodes.
11 est clair que
j-i — Vi-h a,, j:., = y., -i- eu, . . . , Sa= Vç, -+- a^
sera un autre système de solutions. Mais nous ne regarderons pas ces deux
solutions comme distinctes.
Dans un travail inséré au Tome XI du BuUelin de la Société mat hématiijue
de France ('), j'ai déterminé le nombre des solutions distinctes et démontré
qu'il est égal à
N = 1 ! /«i nii .... nir,.
Soit maintenant
^: = rf.<-= ('=1, a, ..., ?; /C = I, 2, ..., iV),
un quelconque de ces N systèmes de solutions.
Je me propose de déterminer la somme de ces solutions, c'est-à-dire de calculer les p quantit('s
H,=V,,,, ii,=V_,.,, ",-.=2-''.'-'
C) Voir ce Tome IV. p. 3o2.
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11 est clair que ces quantités H ne pourront être déterminées qu'à un multiple près des périodes. En efCel nous ne regardons pas comme distinctes les deux solutions
ri./c, y-l.k, ■■■■, Yçj.k
et
Mais si on les remplace l'une par l'autre
H,, H,, ..., Wr,
se changeront en
H|-f-ni, Ho-r-rtî- •••, H,, -f-«p
Les II nous seront donc donnés nou par une égalité mais par une congruence.
Je vais maintenant montrer que les II ne dépendent que des périodes et des multiplicateurs.
Pour cela nous allons, pour fixer les idées, supposer qu'il n'y a que deux variables x et r.
Nous aurons alors deux fonctions intermédiaires <l»i et «t^ d'ordres nii et m-, el nous envisagerons les deux équations
qui ont 2/n,ni2 solutions distinctes.
Soient alors
(a,, fï,. a-„ a-., \ Ih, l'i, l':., /',, les périodes et
(x,, [il, Si), (ao, [î.,, û.j), (x:„ [t;:, o-,), (a,, [ii, ôt), («M l'A, S',"), (a':;, [i'î, o'„), (a',, Ji',,, S',), (ï'i, [i'i, o'i),
les multiplicateurs de <t| et de <I>o, en conservant aux lettres y., (3 el o la même signification que dans les deux paragraphes précédents.
Je dis que II| et IL ne dépendront que des a, dos Z/, des x, des (3 et des i5.
Soient en eifet <!>', et <!•'., deux fonctions intermédiaires admettant respectivement les mêmes multiplicateurs que *t| cl '^J. Formons les équations
qui nuront :iin,in., solutions distinctes; faisons les sommes II,, H^. de ces 2mim.2 solutions. Je dis que IL et IL ne dépendent pas des 1.
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Soient 4>'J une fonclion intermédiaire a^ant mêmes mulliplicaleur.s que <I*i et <b\, et ^'[ une fonclioa intermédiaire avant mêmes multiplicateurs que «t., et «!>',. Alors les quotients
seront des fonctions abéliennes.
Soient maintenant X, Y et Z trois fonctions abéliennes quelconques admettant les périodes ( 2 ) ; il y aura entre ces trois fonctions une relation algébrique que j'écris
et toute fonction abélienne sera une fonction rationnelle de X, Y et Z. 11 en sera ainsi en particulier des sis dérivées partielles
dX
dS.
dY
dZ
dx'
Tv'
^ly
ce qui permet de posci
= Aa f/X-t-B r/Y), = ('(A, d\-hB,dY).
A, B, A,, B, étant des fonctions rationnelles de X, Y et Z.
En d'autres termes, si l'on regarde X, Y et Z comme les coordonnées d'un point dans un plan, l'équation ( /j ) représente une surface algébrique et j; et )• sont des intégrales de ditlerentielles totales de première espèce attachées à cette surface.
De plus je pourrai écrire
Pi, P'i, Q,, Pj, P'., et Qo étant des polynômes entiers en X, Y et Z. Il en résulte que les équations (3) équivalent aux suivantes
(■ibis) P,-4-ÀP', = F,-f-/,2P', = 0.
Ces dernières représentent une courbe gauche algébrique, variable avec les paramètres >.i et Xo.
Pour avoir Hi, il faut envisager les différents points d'intersection de cette H. P. — IV. 47
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courbe cl de la surface (4), et faire la somme des différenles valeurs que prend l'inlégrale de première espèce x en ces dilléronls points :
Le théorème d'Abel généralisé nous apprend que cette somme csl une constante. Donc Hi ne dépend pas de >,| et de a.,. c. q. f. d.
Cela posé, proposons-nous d'évaluer cette somme en fonction des a, des 6, des a, des (3 et des ô.
Commençons par le cas des fonctions elliptiques et imaginons que l'on ail deux périodes
«1 et no
avec les multiplicateurs («i, •■,), {a-i, "2), ou encore
les nombres a, y et 0 ayant m("ine signification que plus liant.
On trouve aisément que si //( est le nombre des zéros de la fonction intermédiaire envisagée et H leur somme, on aura
imi- = 3.îri\ — «1 «2
et
a II Ci = h y„a, — Tirti,
ou en tenant compte des relations
■>Ui- = ( — («i-f- rt, ) -+- oort, — oi a«
m Sorti— Si «fo
H = — ( « 1 -+- rt-2 ) H : •
Si m est pair, on obtient ainsi
cl si m est impair
i — Oilîi
H^ ■ 7^- (moQ«i, 11-2 ),
11 E^ : i (moa«i, «2).
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Revenons maintenant au cas de deux variables, mais en supposant que les périodes de x et de >' soient indépendantes. Soient alors
pour ,/■ : i-fi, o, «:i, o, pour )' : i>, h^, o, l)\,
ces quatre périodes et
(a,,[i,,3,), (=(,, fi,, 3.,), (a,, fi„, S.,), (a.,, [i^, Sj), les miiliiplicateurs correspondants. ( )n aura
ao«i — ^i| ij = Ml.) = o, 23 a L — ^1 ";; = Mi.:i = unir.,
«jai — pi^i = 0, «2"n — ,j:i6>='>,
[îi6-> — ^'j-ib; = iiiii-, [j?.b; — Xt «3 = o,
ce qui permet de poser, p. étant une constante convenaLlement choisie
Multiplions maintenant notre fonction intermédiaire par
«3! «4) Pi) Pa s'annuleront et les autres nombres a, (3, r} ne changeront pas. Nous ne changerons pas d'ailleurs les zéros de notre fonction intermédiaire. Nous pouvons donc toujcjurs supposer que l'on a
«2= at= p,= [i::=o.
Soient maintenant <I> et <I»' deux fonctions intermédiaires d'ordres m et m' ayant respectivement pour multiplicateurs
(X|, o, 0|), (o, [i-i, S.,), (an, O, 83), (o, ('ii, Si), (x',,o, û'i), (o, ^-î'., S',), (x',, o, 5'.), (o, [i',,, S'J,
et envisageons les deux équations
qui ont 2 mm' solutions distinctes.
11 existe rn^ fonctions intermédiaires qui ont mêmes multiplicateurs que <1>, et m'- fonctions qui ont mêmes multiplicateurs que <I»'. Mais d'après ce que nous venons de voir, H| et Ho ne dépendent que des multiplicateurs et ne changeront pas si l'on remplace •!> et <l>' par d'autres fonctions intermédiaires ayant mêmes multiplicateurs.
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Parmi les fondions qui onl mêmes multiplicaleurs que $, il y en a qui sont de la forme
<Sf,{x) est une fonction intermédiaire elliptique, admettant les périodes a,, Oj et les multiplicateurs («,, ô, ), («:,. O;,).
De même '^i{y) a pour périodes O^, b-, et pour multiplicateurs ([jj, ^Oi
Je pourrai de même remplacer <&' par le produit
<t',(a;) aura pour périodes ai, a,, et pour multiplicateurs («',, o\), {oc'.,, o.,) et 0'.,(j-) aura pour périodes b.^, b,, et pour multiplicateurs {^'.,, ô',), (j3',, ô\). Nous remplacerons donc les équations (5) par les suivanU's :
'PiU )*.;(.>•) = 'I''i(-f)*a(.>') = o>
OU ce qui revient au même par les suivantes :
(Gj <l>i(^j = 'K(.l'j = " et 4)', (.r) = *.,(>•) = o.
Soient /(,, /i-j, /(', , /(', la somme des zéros de «I»,, *2, *',, *',.
Je dis qu'on aura
II, = m' /i I -t- m/i\ , Ho = /;('/(., -H m II'.,.
En effet énumérons les 2mm' solutions des équations ((3). On les obtiendra
i" En combinant les m zéros de <I», avec les m' zéros de 4»'„. 2" En combinant les m' zéros de <1>', avec les m zéros de 4>a.
Donc chacun des zéros de «ti paraîtra m' fois et ciiacun des zéros de <!»', paraîtra m fois. C'est pourquoi l'on a
III = ni' hi -+- m li\ .
Nous aurons d'autre part
Ai = -^ : H m 1
ïi- a
d'où
Hl^ :— (0;;«i Oi (t:A ■+■ -^-{O- a\ O, «3 j,
lo terme imm' ( "'"*" "' ) disparaît comme ('■lant un iniilliple des périodes.
Posons maintenant, en reprenant les notations des paragraphes précédents :
{a, 5 ) = «I 83 — «sOi -f- rt.^Ov — avoo = «I 03 — «30], ( puisque a» = «■, = o), {a, 0) = iK ir., ( 6, S ) = aS i;i:, (n, 3') = 'iR'j;:, (6, 3') = 2S'î'::.
Il viendra
H, £EEE /h' R -t- m H',
et de même
IIoE= «('S -I- mi' .
Nous pouvons doue écrire plus succinctement, et conformément aux notations adoptées plus haut, (7) (H,, H.,) = (m'R + m\\\ w'S-l- /«S').
Celte formule est démontrée pour deux fonctions intermédiaires quelconques, toutes les fois que les périodes de x et de y sont indépendantes.
Passons maintenant à un cas plus général, et supposons que les périodes de X et de y ne soient plus indépendantes, mais que parmi les variables de la forme ex + dy. il y en ait deux qui soient réductibles.
Nous supposerons d'abord que ce soient x et r qui soient réductibles et que
les périodes s'écrivent :
( pour x : rti, CT-2, «.:, o-\ pour y
I pour )- : hi, b,, b-,, 64
de telle façon qu'il y ait deux relations linéaires à coefficients entiers entre «i, a..>, «3 et a.i et de même deux autres relations semblables entre 61, è.j, 63 et b:,.
On pourra alors, par une transformation d'ordre \j., amener les périodes de x et de y à être indépendantes et remplacer le système des périodes (8) par un nouveau système (9) de périodes indépendantes.
Soient alors <& et <!>' deux fonctions intermédiaires d'ordres m et m' .
Envisageons encore les équations
Soient R, S et R', S' les nombres R et S relatifs aux deux fonctions <I> et <!>'.
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Par rapporl au nouveau systènie de périodes (9), $ et <I»' seront des fonctions intermédiaires d'ordres m/n et m'p. et par rapport à ce nouveau systènie, leurs nombres caractéristiques seront devenus respectivement R,, Sj et R', , S',.
On aura d'ailleurs [cf. paragraphe précédent)
(2R„ 2S,)^('>[xR, 2,ulS), (2R',,2S',)^(2|JlR', o,jiS'),
par rapport aux périodes (9) et a fortiori par rapport aux périodes (8).
Les équations
auront imm! solutions distinctes par rapport aux périodes (8); la somme des inim! valeurs de x sera Hi, celle des imn'é valeurs de »■ sera H^.
Ces mêmes équations auront i\i?Tnn^ solutions distinctes par rapport aux périodes (9); la somme des 2[j.-mrn' valeurs de x sera A'i, celle des z^J-'-mm' valeurs de j- sera Ao.
On aura d'ailleurs évidemment
. (Â-„ /.-,) = (H^Ml,, ,x^ 11,),
la congruence ("tant prise par rapport aux périodes (8).
Nous pourrons appliquer au calcul de A', et de A.j la formule démontrée précédemment pour le cas où les périodes x et r sont indépendantes, ce qui donne
( A'i, k-i) ïEE f ;i Hi ' M I -1- ;JL/H R', , ij.;?i'S| -t- [J. 1)1 S', )
OU
ou enfin
(2^1, 2A-2) ^5 (2|j.-[/«' K -t- //( R'J, 2iJ.-'[/«'S -(- mS'J),
(lo) (2jJ.-lll, 2[JI-I1,) = (2IJl'-| /«'H -f- «i R'J, 2|a-[ «i'S -1- /hS']).
Envisageons donc le système des deux quantités
11 1 — m \\ — mW , Ho — «i'S — //( S'.
D'après la congruence (lo), ces deux quantités devront toujours êlre égales à une période divisée par 2/j.-. Or ces deux quantités sont évidemment des fonctions continues des o et des o'. Ce ne peuvent donc èlrc que des constantes, ce qui nous permet d'écrire
( lli, llo ) =^ ( /"'R -+- «i li'-H Al, /«'S -+- ;/( S'-i- A.j),
A, et Ao sont des constantes ne dépendant que des périodes a et b, des y. et des [3, mais indépendantes des ô et des o'.
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Il reste à déterminer ces constantes. Pour cela, j'envisagerai un cas parliculier, celui où les o et les o' sont tous nuls. Dans ce cas on a
De plus la fonction *l*{x, y) aura mêmes multiplicateurs que *i>{ — x, — y) el par conséquent que
qui est une fonction paire.
Cela nous permet de supposer que dans les équations
4» el $' sont des fonctions paires.
Si alors
X = xo, y=yo est une solution de ces équations, il en sera de même de
X= — Xi,, y— —y,,.
.Si ces deux solutions sont distinctes, leur somme est nulle; elles entrent toutes deux dans l'expression de Hi et de IL el elles s'y détruisent.
Si elles ne sont pas distinctes, une seule d'entre elles devra entrer dans l'expression de Hi et de Ho et ce sera évidemment une demi-période.
Ainsi dans le cas qui nous occupe (IIi, H^) est toujours une demi-période et comme on a dans ce cas
H„H,)^(A„AO
on voit que (A|, A-..) est aussi une demi-période; on a donc dans le cas général
(2H1, 2H2) ^; (2«i'K -+- iniK' , ini ?> -1- 2 m S').
Cette formule subsiste encore quand on fait un changement linéaire de variables ou un changement de périodes [cf. paragraphe IV).
Celte formule est ainsi établie pour tous les cas où il y a deux variables réductibles; mais il est aisé de l'étendre au cas le plus général.
En effet, d'après un théorème démontré au paragraphe H, tout système de périodes diffère infiniment peu d'un système correspondant à un cas de réductibilité. De plus il est clair que Hi et IL sont des fonctions continues des périodes.
La formule précédente doit donc s'appliquer quelles que soient les périodes.
C'est ainsi que si f{x) et 0(a;) sont deux fonctions continues de .r qui sont égales pour toutes les valeurs incommensurables de x, elles seront encore égales pour toutes les valeurs commensurables. La façon de raisonner est toute pareille dans les deux cas.
Ainsi dans tous les cas la différence
(Hi — m'R — mR', IL — /«'S — /«S')
est toujours une demi-période.
Ceci permet d'écrire
(111, l\.,)^^ m' \\ -I- «î K'-l ( Cl "1 -+- l'..«-J-1- V;;ai-¥- l-'irti ),
«i'S ■+■ mS' -t- - (r, 61 -+- c^ bi -+- v-^b;; -+- Vib; ) U
les i' étant des entiers.
Par raison de continuité, les entiers c devront avoir toujours la même valeur, ou plutôt puisqu'il s'agit, non d'une égalité, mais d'une congruence, Vt devra toujours être de même parité; de même pour Wi, v,, et c,.
Pour déterminer la parité des noml)res r, il suffit donc d'envisager uu cas pariiculier. Or quand les périodes de x et de )' sont indépendantes, nous avons trouvé
(H,, II,^-=('/h'R -+- «(IV, m' S -+- »(S').
Cette formule subsiste donc dans le cas général. Ainsi, si l'on envisage les deux équations
où 4> et <I>' sont deux fonctions intermédiaires d'ordres ni et m', elles auront 2 mm' solutions distinctes. La somme des 2/nm' valeurs de .r sera égale à m'R-\- mW, et celle des 2nun' valeurs de )■ sera égale à ni'S + m.S' à un multiple près des périodes.
Envisageons en particulier la fonction B de Riemann, c'est-à-dire la fonction 0 du premier ordre.
Soit donc
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ce qui nous donne pour les quantités a, h, y.^ 3, ■-, ô les valeurs suivantes :
Valeurs de a, 6, 2, [i, y, 0,
o, -lir., o, o, o, o,
|Jl. V, o, I, - ■/, o.
On a donc aussi
Considérons maintenant la fonction
Q{x — lu y — k).
Nous avons vu au paragraphe IV que si l'on faisait subir aux variables x et >'
un certain changement linéaire, les nombres 1 — ^ subiraient précisé
ment le même changement, d'où il suit que R et S qui avaient pour valeurs
zéro pour la fonction
auront pour valeurs h et k pour la fonction
Considérons alors deux équations simultanées
Bi X — h, y — k) = e(x — h', y — k' ) = o.
Ces équations auront deux solutions distinctes. La somme des deux valeurs de jc sera /( 4- h', celle des deux valeurs de y sera k + k' à un multiple près des périodes.
Il serait aisé de voir comment ces résultats peuvent s'étendre au cas où il y a plus de deux variables.
Supposons d'abord qu'il y ail trois variables x, r et ; et trois fonctions ' intermédiaires 'I*, <!•' et <I>'' d'ordres m, m' et m".
On formera pour chacune d'elles trois nombres analogues à R et S que j'appellerai R, S, T pour la première, R', S', T' pour la seconde et R', S", T" pour la troisième.
Si l'on appelle IIi la somme des fimm'm" valeurs de x, H2 celle des 6mm'm" H. P. — IV. 48
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valeurs de y et H3 celle des 6mm'm" valeurs de z qui salisfonl aux trois équations
OQ aura
(Hi, Ho, H;.) = (îin' m"R -i- 2inm"W -h imni'R", 2 in m" S -h 2 mm" S' -i- 2 mm' S", 2 m' m"T -+- 2 mm"T -+- 2 mm'T").
Soient en particulier trois fonctions 0 du premier ordre. Supposons que l'on ait les trois équations
Elles auront six solutions distinctes. La somme des six valeurs de ot sera 2{h + h' + h"), celle des six valeurs de y sera 2(A' + A'+ A") et celle des six valeurs de z sera 2(/+ l'-\~l") à un multiple près des périodes. Plus généralement. Soit
une fonction 0 à p variables. Formons les p équations
(11) e(j:i— /ji.x-, x,— /io,(., .. ., ^p— /ij;,i-) = o (A: = i, 2, ..., p).
Elles auront p ! solutions distinctes.
Si l'on néglige les multiples des périodes, la somme des p ! valeurs de .r,, sera
Si les p fonctions 0 qui entrent dans les équations ( i 1 ) sont toutes paires ou impaires, tous les k sont des demi-périodes. La somme des valeurs de xi sera donc une demi-période si p = 2 et si par conséquent (p — i ) ! est impair. Si au contraire p > 2 et si par conséquent (p — i ) ! est pair, la somme des valeurs de Xi sera une période entière. Or nous n'avons déterminé cette somme qu'à un multiple prés des périodes; on peut donc la regarder comme nulle.
Si donc p > 2 et si l'on forme p équations en annulant p des 4'' fonctions 0 paires ou impaires, la somme des p ! solutions distinctes de ces p équations sera nulle.
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 120, p. 289-243 (4 février i8j5).
Soit
F(u,, II'., ..., u,,)
ou simplement F(m,) une fonction abélienne, c'est-à-dire une fonction à /) varialjles et à zp périodes qui ne change pas quand l'un des arguments augmente de ajTi et qui admet, d'autre part, p autres périodes dites de seconde espcce, de telle sorte que l'on ait
F(Mj-i-«M) = F(«i) (/f = 1, 2, ••••/')•
Les/>- quantités a,/, satisfont d'ailleurs à la condition
Parmi les fonctions abéliennes, je distinguerai celles que j'appellerai spéciales et qui doivent leur origine à une courbe algébrique C de genre p. On sait que pour /; = 2 et pour y? := 3 toutes les fonctions abéliennes sont spéciales, mais qu'il n'en est plus de même pour /?>4-
A l'égard des fonctions abéliennes spéciales, on peut considérer/» intégrales abéliennes de première espèce
qui sont des fonctions des coordonnées x et y d'un point de la courbe C, ou plus simplement encore des fonctions de l'abscisse x seulement. Considérons mainlenanl la fonction 0.
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On peut éludier ses zéros à deux points de vue difTérenls. On peiil d'abord former /7 équations h p inconnues.
OÙ les e,7, sont p- constantes données. Les équations (i) admettent, comme je l'ai montré, p ! solutions.
On peut encore, comme l'a fait Riemann, s'il s'agit do fonctions spéciales, former une seule équation à une inconnue
où les Ci sont/) constantes données. Le nombre des solutions est alors égal k p. Ces résultats peuvent être généralisés de plusieurs manières difTérenles ;
1° J'appellerai fonction 0 une fonction entière de i<i, W:., ..., Ui, qui, comme la fonction 0, se reproduit multipliée par un facteur exponentiel quand on augmente les m,- d'une période de deuxième espèce et, de plus, ne change pas quand un des «; augmente de 2ii:. Je dirai que deux fonctions 0 appartiennent au même faisceau quand elles admettent les mêmes facteurs exponentiels et qu'une fonction 0 est d'ordre ii quand elle admet les mêmes facteurs exponentiels que
Un faisceau d'ordre n comprend //'' fonctions 0 linéairement indépendantes. Cela posé, s'il s'agit de fonctions spéciales, on démontre aisément qu'jV i a dans un faisceau d'ordre n
ni' -h /> — ii/i — I,
fonctions 0 linéairement indépendantes qui s'annulent identiquement quand on y remplace u, par (',(xj.
2" Supposons toujours qu'il s'agisse de fonctions spéciales et formons les q équations à q inconnues
Ci) e[(',(.C|)H- (■,(x;)-f-...+ t'i(x,/) — e,<] = o (/.- = i,'.'-, ...,5'),
où les en sont pq constantes données.
Ces équations admettent
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solutions, en ne regardanl pas comme dislinctes deux solutions qui ne diflérent que par l'ordre dans lequel se présentent les q points
Ce résultat, qui contient connue cas [)articulicrs ceux que je viens d'énoncer au sujet des équations (i)et(2), peutse démontrer par une méthode analogue à celle qui m'a permis d'établir le résultat particulier relatif à l'équation ( i ) {Bull. Soc. math. France, t. XI) (').
Cette méthode consiste à approfondir ce qui se passe dans un cas particulier que j'appellerai cas singulier elliptique, et qui est celui où les aïk^i^^U) s'annulent et où la fonction 0 se décompose en un produit de p fonctions 0 elliptiques. Je me bornerai à dire que, dans ce cas, la courbe C de genre /^ se décompose en p courbes de genre i.
Le résultat de Riemann relatif à l'équation (2) et le mien qui se rap|)orle aux équations (1) entraînent des conséquences qui semblent, au premier abord, mal se concilier entre elles. Le paradoxe, bien entendu, n'est qu'apparent, et tout s'explique par la circonstance suivante :
Soit, par exemple, p = > ; formons les deux équations
j 6(M| Cl, U., e-l. Il;; €;;) = O,
( 6(K| — e'i , lli — e'o, II;; — e'; ) = o.
Si l'on regarde «i, Mj, Uj comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace, ces équations représentent une courbe que j'appellerai A.
Dans certains cas, cette courbe A se décompose. Pour yy = 3, la courbe G se réduit à une courbe plane du quatrième degré sans point double. Les propriétés géométriques de ces courbes planes peruiettent très aisément d'expliquer les circonstances de la décomposition de la courbe A, et le paradoxe s'évanouit.
J'arrive à une autre question.
M. Lie a appelé sur/ace de translation une surface dont les équations peuvent être mises sous la forme
où j?!, 002, Xi représentent les coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace et où t et t' sont deux variables auxiliaires.
(') Voir ce Tome IV, p. 17.
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On peut de mèiiic appeler variété de translation une variété à p — i dimensions dont les équations peuvent être mises sous la forme
OÙ ^,, x-i, ■ ■ ■ , Xp sont les coordonaées rectangulaires d'un point dans l'espace à » dimensions et où les t sont des variables auxiliaires.
Gela posé, supposons, dans le cas de/> = 3, que «,, «2, W:i représentent les coordonnées d'un point dans l'espace; ou, plus généralement, pour p quelconque, supposons que «i, Ui, ..,, Up représentent les coordonnées d'un point dans l'espace à p dimensions.
Alors Riemann a démontré que, dans le cas de /) = 3, la surface
est de translation. De même pour/) quelconque, et, s'il s'agit de fonctions spéciales, la variété
sera de translation.
On peut se demander si cette propriété est encore vraie pour les fonctions abéliennes non spéciales.
La réponse doit être négati^-e.
On pourrait déduire de là, sous la foi-me d'équations aux dérivées partielles auxquelles doit satisfaire 0, la condition pour que les fonctions abéliennes de périodes données soient spéciales.
Mais je n'ai pas traité la question dans toute sa généralité. J'ai envisagé seulement les cas voisins du cas singulier elliptique, c'est-à-dire que j'ai supposé que, les au restant finis, les an{i^k) sont très petits. On peut alors former aisément les conditions pour que la variété 0 = o soit de translation, en nombre égal à celui des conditions pour que les fonctions abéliennes soient spéciales. Dans le cas dep=: 4) il n'y a qu'une seule condition, qui s'écrit
V'«i««i.-,«.n«2v+ V "i2"i4"2s'''24 = \' " \« " Il "-yiC-ji-
En passant à la limite de diverses manières, on peut être conduit à des résultats intéressants ; c'est ainsi que l'on voit que la surface
jcyz -i-j:-hy-hz = o est de deux manières différentes une surface de translation.
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Outre le cas singulier elliptique, il y a un cas remarquable que l'on pourrait appeler le cas singulier abélien; c'est celui où la fonction 0 se décompose en un produit de plusieurs fonctions 0 abéliennes d'un noml)re moindie de variables.
En envisageant un cas voisin du cas singulier abélien, puis en passant à la limite d'une manière convenable, on est conduit à certains résultats inléressanls au sujet des fonctions abéliennes.
On voit, par exentple, rjue certaines surfaces, dont les équations s'expriment à l'aide de fonctions quadruplemenl périodiques de deuxième espèce, sont des surfaces de trauslalion.
I. — Définitions
Je considère un système de fonctions abéliennes de genre p dépendant des p variables
lll, Kl, ■■■, U,,
et admettant j.p périodes.
J'écrirai souvent pour abréger
V(iii) ou F(H,— e,),
au lieu de
Cl, e,, . . . , C/i étant des constantes quelconques.
Si F(«i) est une des fonctions abéliennes considérées et si l'on a
F(m,) = F(u/-i- fil),
on dit que
r/,, II-,, ..., a,,
est une période; on sait que l'on peut toujours supposer que l'on a choisi les
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variables normales et les périodes normales de sorte que le tableau complet des 2p périodes s'écrive
1 "lA,
avec la condition
Les p premières périodes du tableau (i) seront les périodes de première espèce et les p dernières les périodes de seconde espèce.
Une fonction 0 d'ordre n est une fonction entière qui jouit des propriétés suivantes :
i" Quand on augmente les u, de la /,'"""= période de première espèce (c'està-dire quand on change M/, par exemple en Uk+ 2i7r, les autres m, ne changeant pas), la fonclion 0 est multipliée par un facteur constant, que j'appellerai a^;
2" Quand on augmente les Uj de la A''^""^ période de seconde espèce, la fonctioa 0 est multipliée pai- un facteur exponentiel de la forme
de sorte que Les facteurs
ft(«,--4- ^^■.x) = e""<+T<0(«,).
z/, et e""*+Tt
s'appelleront les muUiplicaleurs.
Si deux fonctions 0 ont les mêmes multiplicateurs, on dira qu'elles appartiennoat au mcmQ faisceau.
U est bien connu que, dans un faisceau d'ordre n et de genre /), il y a
nP
fonctions 0 linéairement indépendantes dont toutes les autres fonctions 0 du faisceau sont des combinaisons linéaires.
Parmi les fonctions 0 il y en a une qui est particulièrement remarquable et que j'appellerai 0.
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C'est la fonclion Lion connue
Se ■ " -
qui est une fonction 0 du premier ordre.
Le cas le plus simple est celui que j'appellerai le cas singulier elliptique; c'est celui où dans le tableau (i) des périodes normales tous les a, /, sont nuls si i^k.
La fonclion 0 est alors le produit de/? fondions 0 elliptiques.
Vient ensuite le cas que j'appellerai cas singulier abélien. II se présentera dans les circonstances suivantes :
Soil
Prenons les p dernières lignes du tableau (i), nous obtiendrons ainsi un tableau à p lignes et p colonnes. Je suppose que tous les éléments de ce tableau soient nuls, sauf :
i" Ceux qui appartiennent à la fois aiw pi premières lignes et aux pi premières colonnes ;
2" Ceux qui appartiennent à la fois aux/)^ lignes suivantes etaux/?^ ciilonnes suivantes;
El enfin ceux qui apfiarlicnnenl à la fois aux p,i dernières lignes et aiix/i,^ dernières colonnes.
S'il en est ainsi la fonclion 0 à p variables sera le produit de (] fonctions 0 admettant respeclivemenlyjf , />.j, ... cA p,; variables.
On sait comment les fonctions abèliennes ont été imaginées; on a considéré une courbe algébrique (piclconque de genre/» et les/) intégrales abèliennes de première espèce correspondantes que j'appellerai V\, Cj, ..., l'y,; supposons alors qu'on prenne sur la courbe p points quelconques, qu'on considère une des intégrales abèliennes t',, et (ju'on fasse la somme ir, des valeurs de cette intégrale en ces p points.
Alors toute fonction symétrique des coordonnées de nos p points sera une fonclion abélienne de
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Mais on sait également que toutes les fonctions abélicnnes ue peuvent pas dire obtenues de cette manière.
Un système S de fonctions abélicnnes de genre p dépend de
constantes qui sont les périodes normales cii^k.
Une courbe algébrique de genre p, si l'on ne regarde pas comme distinctes deux courbes dérivées l'une de l'autre par une transformation birationnelle, ne dépend que de 3/> — 3 constantes.
Ces deux nombres sont égaux pour /> = 2 et pour /» = 3 ; mais, pour /» > 3, le premier est plus grand; il existe donc des fonctions abélicnnes qui n'ont pas pour origine une courbe algébrique de genre /J.
J'appellerai fonctions abéliennes spéciales celles qui admettent celte origine.
II. — Zéros des
Après ces préliminaires sur lesquels j'ai peut-être un peu longuement insiste, j'arrive à l'objet de mon travail qui est l'étude des zéros des fonctions 0. Cette question a été abordée par deux voies très différentes; et par l'une comme par l'autre on a pénétré assez loin à l'intérieur du domaine inconnu qu'il s'agissait d'explorer; mais ces deux voies ne se sont pas encore rejointes, pour ainsi dire; c'est là le résultat que je voudrais atteindre, car je crois quil ne doit plus nous coûter qu'un léger effort.
Dans le Tome XI du Bulletin de la Société mathématique de France (*), j'ai démontré le théorème suivant :
Soient p fonctions 0 qui soient respectivement d'ordres
le nombre de leurs zéros communs sera
Ht II-, . . . riiA P '■ ).
Bien entendu, je ne considère pas comme distincts deux zéros qui ne diffèrent que par des multiples des périodes.
(') Voir ce Tome IV, p. 3o3.
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Si en particulier l'on considère p fondions 0 d'ordre « appartenant à un même faisceau, le nombre de leurs zéros communs sera
ni'p !
Il en résulte que la relation algébrique qui existe entre /> + 2 fonctions 0 d'ordre «, appartenant à un même faisceau, est d'ordre
ou d'ordre moindre; et il est aisé de vérifier ensuite (ju'en général elle n'est pas d'ordre moindre.
Mais il ne sera peut-être pas sans intérêt de montrer comment on peut arriver au même résultat par un chemin entièrement différent.
Considérons donc /) + 2 fonctions 0 d'ordre n appartenant à un mcine faisceau; soient Oi, O.j, . . . , O/,^^ ces fonctions.
Considérons un polynôme homogène el d'ordre m par rapport à ces p ^r -i fonctions 0.
Les coefficients arbitraires de ce polynôme sont au nombre de
Mais ce polynôme sera une fonction 0 d'ordre
?nn,
et tous les polyncuies ainsi obtenus seront des fonctions 0 apparlenanl au même faisceau .
Or un faisceau de genre p el d'oidre mn ne peut contenir que
fonctions 0 linéairement indépendantes.
Il y a donc au moins
( ii> -h p -^- 1) \
•^ {m)Up^l}<.
de nos polynômes qui s'annulent et qui d'ailleurs sont linéairement indépendants.
Il y a donc au moins, entre nos p + 2 fonctions 0 d'ordre «, ?('«) relations algébriques homogènes d'ordre m, linéairement distinctes.
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Soit, d'autre part,
F(fJ,, (),,..., 0,,+,) = o
celle de toutes les relations algébriques entre les p + i fonctions 0 dont le degré est le plus petit.
Soit q ce degré; c'est le nombre q qu'il s'agit de déterminer.
Toutes les autr(!s relations algébriques homogènes entre les />+2 fonctions 0 s'obtiendront en multipliant
par un polynôme quelconque homogène par rap|)ort aux 0. Nous pouvons maintenant répondre à la question suivante :
Combien y a-t-il entre les 0 de relations algébriques et homogènes d'ordre (/+/* linéairement distinctes?
Il y en aura autant rpie de polynômes homogènes d'ordre h linéairement indépendants; car on obtiendra toutes ces relations en multipliant F ;= o par l'un de ces polynômes.
Il y aura donc entre les /< + 2 fonctions 0
(Il + p -v-\)\
relations algébriques homogènes d'ordre q -\- h et il n'y en aura pas davantage. Nous aurons donc, quel que soit le nombre /(,
ou l)icn
^ ' lt'.il<~l)\ ( q -h /l ) l { /> ~ 1 ) \ ' ' '
ou bien
-{q -h hy/ir-^ o.
Tous les termes du premier membre de (1) ou de (1 bis) sont des polynômes entiers en h.
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Le premier terme
est un polynôme d'ordre /> + i dont les deux premiers termes sont
Le second terme
est un polynôme d'ordre /? + i dont les premiers termes sont
(/J + Ij! p'. !!(/) + I)!
/iP.
Enfin le troisième terme est un polynôme d'ordre p dont le premier ternie est
nPhP.
Il résulte de tout cela que les termes en h''^' se détruisent el que le |)remicr membre de (i) est un polynôme d'ordre /> en /( dont le premier terme est
Comme le preuiier membre de (i) ne peut être négatif, quelle que soit la valeur positive ou nulle attribuée à l'entier h, le coefficient du terme en h'' ne peut pas être négatif, ce qui donne
(2) q ^nv p\
Il nous reste à faire voir qu'ew gênera/ le nomlire '/ n'est pas inférieur à «'/> 1 c'est-à-dire qu'en général il n'esisle pas entre nos p -j- 2 fonctions 0 de relation algébrique de degré plus petit que n''p !
On peut présenter la chose dans un autre langage.
Envisageons les n'^ fonctions 0 d'un même faisceau de genre p et d'ordre «; considérons ces n'' fonctions G comme les coordonnées homogènes d'un point M dans res[)ace à n'' — 1 dimensions.
Si nous donnons aux y? variables Ui, m.,, . . ., it/, toutes les valeurs possibles, ce point M va décrire une certaine variété V.
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Celte variété V sera située dans l'espace à «'' — i dimensions; elle aura ellemême [) dimensions; elle sera algébrique; son degré sera au plus égal à n'' p !
Je me propose d'établir quen général ce degré n'est pas inférieur à n'' p 1
III. — Cas singulier elliptique
Pour cela, il me suffit de montrer qu'il en est ainsi dans un cas particulier; car, si la réduction du degré avait lieu en général, elle devrait avoir lieu aussi dans ce cas particulier.
Le cas particulier que je choisirai est celui que j'ai appelé cas singulier elliptique.
Voyons comment on peut dans ce cas former les n'' fonctions 0 du faisceau.
Considérons un premier système de fonctions elliptiques dépendant de la
variable «i; formons avec cette variable Ui un faisceau d'ordre n el de genre i de fonctions 0 elliptiques. Soient
(1) 81,,, fil,-., ..., I)i,„
les 71 fonctions de ce faisceau.
Soient de même
n fonctions 0 elliptiques de la variable «21 formant un faisceau d'ordre n et de genre i .
Et ainsi de suite.
Soient enfin
(/>) ft/.i- fi/.,. '>,'."
n fonctions 0 elli[>liqucs de la variable Up, formant un faisceau d'ordre n el de genre i .
Cela posé, prenons une fonction dans le tableau (i), une dans le tableau (2), etc., et enfin une dans le tableau (/>). Faisons le produit de ces p fonctions; nous obtiendrons une fonction 0 abélicnne à p variables répondant au cas singulier elliptique.
Comme cliacun des tableaux (1), (2), . . ., (p) contient n fonctions différentes, on obtiendra W fonctions 9 abéliennes àp variables, linéairement indépendantes et formant un faisceau d'ordre n et de genre yj.
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Ce sont ces n'' fonctions 0 abéliennes que je regarde comme les coordonnées homogènes du point M qui engendre la variété V , dans l'espace à n'' — i dimensions.
Un premier point, fort important, est le suivant : pour que deux systèmes de valeurs de Wi, «2, . . . , u,, correspondent à un même point de V, il faut et il suffit que la différence de ces deux systèmes de valeurs soit une période.
En effet, pour que ces deux systèmes correspondent à un même point de V, il faut et il suffit :
i" Que les rapports des fonctions 0 elliptiques
(l) Ol.l, "l.îl ••■! "1,//
reprennent les mêmes valeurs, c'est-à-dire que les deux valeurs de u^ dillérenl d'une période;
2° Que les rapports des fonctions 0 elliptiques (2) reprennent les mêmes valeurs, c'est-à-dire que les deux valeurs de Un dilTérent d'une période, etc., et enfin que les rapports des fonctions 0 elliptiques {p) reprennent les mêmes valeurs, c'est-à-dire que les deux valeurs de Uj, diffèrent d'une période.
Il y a exception pour « = 2 ; dans ce cas, en efTcl, il n'y a dans le tableau (1), par exemple, que deux fonctions elliptiques Oii, Oi^s et le rapjiort de ces deux fonctions peut reprendre la même valeur, sans que les deux valeurs de u^ différent d'une période.
Pour évaluer le degré de la variété V, il faut la couper par une variété plane (c'est-à-dire algébrique et du premier degré) ayant n'' — p — 1 dimensions et compter le nombre des points d'intersection. Une pareille variété plane, que nous pouvons d'ailleurs choisir arbitrairement, sera définie par p équations linéaires entre les coordonnées courantes.
Soient donc
/; combinaisons lin(''aires des fonctions 0 elliptiques (i).
Soient de même
'Ui.\, ■^2,;. ••■> '^r-.p
p combinaisons linéaires des fonctions elliptiques (2), etc. Soient enfin
'''l/'ll '''l/'.'-V • • ■ , '1/',/'
p combinaisons linéaires des fonctions elliptiques (/>).
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Considérons les équations
\ ■ni./'"r|2,,, . . . T,/,,/,= o.
Les premiers membres seront des fonctions linéaires des /;'' fonctions 0 abéliennes de notre faisceau, c'est-à-dire des coordonnées courantes.
Les équations (3) définiront donc une variété plane P.
Il est aisé d'évaluer le nombre des solutions distinctes des équations (.1) en ne considérant pas comme distincts deux systèmes de valeurs des u qui ne diffèrent que d'une période.
Cette évaluation est presque immédiate, et je l'ai déjà faite dans le Mémoire cité plus haut du Bulletin de la Socictc malhcmatique de France. Le nombre des solutions est n'' p !
A chacune do ces solutions correspond, comme nous l'avons vu, un point de V et un seul.
Ainsi le nombre des points d'intersection de V et de I* est égal à ni' p !
La variété V est donc du degré n'' p !
En résumé le degré de la variété V ne peut s'abaisser que dans des cas exceptionnels.
Je ne m'arrêterai pas à rechercher quels sont ces cas exceptionnels. ,Io rappellerai seulement que le cas de n = 2 est toujours excepté et qu'il y a de cette exception un exemple bien connu.
Soit
y = ■', n — -i; d'où
ni' p ! = S, nr = \;
dans ce cas la variété V se réduit à une surface dans l'espace ordinaire à trois dimensions.
Dans ce cas, le degré se réduit; et V est une surface de Rummer du quatrième degré.
IV. — Théorème de Riemann
Dans les deux numéros qui précèdent et dans mon Mémoire du Bulletin de la Société mathématique, j'ai exposé un premier moyen d'étudier les zéros des fonctions 9. Mais il y en a un autre, entièrement diflérent et qui est dû à Riemann.
H. P. — IV. 5o
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II ne s'applique qu'aux fonctions abéliennes spéciales, au sens donné à ce mot au paragraphe I.
Considérons donc un système S de fonctions abéliennes spéciales, c'està-dire devant leur existence à une courbe algébrique C de genre/».
A cette courbe appartiendront p intégrales abéliennes de première espèce
('I, Cj, ..., i-,„ corres[)ondanl aux variables
U\, II.. . . ., Up.
Soit [x, y) un point de la courbe C; les r; seront des fonctions de x cl àe y qui ne sont pas des variables indépendantes, mais qui sont liées par l'équation de la courbe.
On aura
f/r, est une fonction rationnelle bien déterminée de (2, }), de dx et de dy; mais (■/ ne sera entièrement définie en fonction de x et de y (à une période près, bien entendu) que quand on se sera donné la limite inférieure d'intégration, c'est-à-dire le point (a:,,, y„).
Nous verrons un peu plus loin comment ce point (ar,,, r„) doit être choisi; mais je dis tout de suite que ce point ne sera pas le même, en général, pour lcs/3 intégrales
l'i, «'2, ..., iv„
de sorte qu'en général ces p intégrales ne pourront pas .^'annuler à la fois. Voici maintenant l'énoncé des lliéorémes découverts par Riemann :
Considérons la fonction 0 définie plus haut, qui est paire et du premier ordre.
Soient Cl, ej, . . ., c,, p constantes quelconques; formons l'équation
Comme les c; sont des fonctions de x et de y, cette équation (i) est une équation en x et y, définissant un point {x, t) de la courbe C. Comme y et x ne sont pas deux variables indépendantes, je dirai désormais, pour abréger le langage, le point x au lieu du point {x, y).
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Riemanu a d(''nionl,ré que celle équalion (i) admcl/J soliilions. Soienl
■rl'i, xf-'\ ..., arl/'l
ces p solulions el soient
Mil) ^(2) ,,'/')
les valeurs correspondantes de l'iulé^rale r, ; Ricniann n montré que Fou a
(2) et= c;."+ «'p'-i-- • ■-•- (•;'"-(-«;
(les Ci étant des constantes indépendantes de e,, e.., ..., e^), cela, bien entendu, à un multiple prés des périodes.
Je dis maintenant qu'on peut choisir les limites inférieures d'intégration, de façon que les constantes c, soient nulles.
Ces limites d'intégration, que j'ai appelées plus haut (^oij'o)) sont restées jusqu'ici arbitraires.
Changer les limites d'intégration, c'est changer r,- en (',+ /(,-, les A, étant des constantes. Mais il faut en même temps changer e, en e,-|-/'/, de façon que r, — e, ne change pas.
Quant aux
ils se changent en
11 suffit donc de prendre
pour satisfaire à la question.
Nous pouvons donc toujours choisir les limites inférieures d'intégration de façon que les relations (2) s'écrivent
(■.>.bis) ei=t-'^' -hiY'-r~...-i-vy'K
Cette démonstration est en défaut quand le dénominateur/» — i s'annule; c'est-à-dire pour les fonctions ellipliijues. Dans ce cas, en effet, la relation (2)
ne peut pas se mettre sous la forme (2 bis) et c,, quelle que soit hi limite infé-
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rieure d'iatàgralion, est égal à la demi-somme des périodes normales. On sait, en effet, que la fonction 0 elliptique s'annule quand la variable est égale à celte demi-somme.
Le théorème le plus important est le suivant :
Pour que
il faut et il suffit que «, puisse se mettre sous la forme
OU bien encore (ce qui revient au même) : Pour que
il faut et il suffit que m, puisse se mettre sous la forme
;ii = — l^^"— f|^l — ...— i^;/'-".
Insistons un peu sur la signification de ce résultat. Supposons, par exemple, /> = 3 et considérons l'équation
Si nous regardons «,, «.., «:, comuie les coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace, cette équation représente une surface, et les équations de cette surface peuvent être mises sous la forme
''i") '"'.' 1 '','' sont fonctions d'une seule variable .r'"; ^•"^' , f'.,-', r'^-' sont fonctions d'une seule variable x'--K
Il en résulte que notre surface peut être eugendrée de la manière suivante : Une courbe se déplace d'un mouvement de translation sans se déformer et de telle façon qu'un de ses points décrive une courbe fixe. Une surface susceptible de ce mode de génération s'appelle une surface de translation.
Plus généralement, si l'équation
FONCTIONS ABÉLIENNES. 897
admet une solulion de la forme
II, t.,, . . ., tp^i étant /> — I variables indépendantes, je dirai que i'('Cjiiation (3) e.st lranslal/\'e.
Alors, d'après ce qui précède, l'équation
sera translative pour tmit sjstène de fonctions abéliennes i/J6-f;/a/ au sens donné à ce mot au paragraphe I.
On peut alors se demander si celte propriété est encore vraie pour des fonctions abélienncs non spéciales.
Parmi les autres résultats obtenus par Riomann, je citerai seulement les suivants :
Un système de valeurs quelconque
e\ , e-if ■ ■ - , C/»
peut étie toujours mis sous la forme
e,- =(.;."-)- ifi -H... + if",
et en général il ne peut l'èlre que d'une seule manière; pour que cela puisse se faire de plusieurs manières (et alors d'iiue infmilé de manières), il faut (!t il suffit que
soit identiquement nulle; ou ce qui revient au même, il faut et il suffit qu'on puisse mettre les ei sous la forme
Soit maintenant un système de valeurs loi que
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Les l'i peuvenl toujours èlre mis sous la forme
En général, cela n'est possible que d'une manière et il n'y a exception que si toutes les dérivées du premier ordre de 0 s'annulent en même temps que 0.
V. — Extension du théorème de Riemann
Considérons maintenant un faisceau d'ordre n et de genre p. Soit 0 une fonction de ce faisceau; formons l'équation
En raisonnant tout à fait comme l'a fait Riemann, on verrait que cette équation (si elle n'est pas identiquement satisfaite) admet np solutions.
Soient
ces np solutions, c'est-à-dire les np points de la courbe C qui satisfont à la question. Soient
les valeurs correspondantes de l'intégrale i\. Le raisonnement prouve encore que l'on a
les C,- étant des constantes qui sont les mêmes pour toutes les fondions 0 du faisceau.
Je dis que les étiualions (2) peuvent nous permettre de déterminer yj des points xf quand on connaît les (n — i) p autres.
En elfel, considérons l'une quelconque des fonctions 0 du faisceau et soient
les np solutions correspondantes do l'équation (1); par les /;/) points :z'„" je fais passer une courbe adjointe quelconque IL Cette courbe H coupera la courbe C, en dehors des points doubles et des points x'^', en un certain nombre d'autres points que j'appelle
^'D 7.(21 j.fW
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Alors les équations (2) signifieront que les points x''^ et les points x/'' sont sur une même courbe adjointe de même degré que H.
Je puis toujours supposer que le degré de H est supérieur à celui do C diminué do trois unités. On sait que dans ce cas on peut choisir arbitrairement tous les points d'intersection, saufy; d'entre eux.
Par les /j- points ./,'" et par (« — i)p des points x^'> je pourrai doue toujours faire passer une courbe adjointe de même degré que H et, en général, je n'en pourrai faire passer qu'une seule. Les/? autres points ,r'" se trouveront donc ainsi déterminés.
J'ai dit que dans un faisceau il y a nP fonctions 9 linéairement indépendantes. Le premier membre de l'équation (i) (si la fonction 0 est la plus générale du faisceau) contient donc n'' coefficients arbitraires que j'appellerai A et dont il dépend linéairement.
Disposons des A de telle façon que l'équation ( 1) soit satisfaite pour (« — 1 )p points donnés quelconques de la courbe C, à savoir
(4) x(", xi-^\ ..., a:i''P-P\
il en résultera, d'après ce qui précède, qu'elle sera également satisfaite pour/) autres points de la courbe C, à savoir
qui sont déterminés par les (« — i)p premiers.
Disposons encore des A de telle façon que l'équation (i) soit satisfaite pour un autre point de C diflérent des points (4) et (5).
La fonction 0 devrait alors s'annuler pour «/) + 1 points différents, ce qui ne peut arriver que si elle est identiquement nulle.
Ornons avons introduit, entre les A. des relations linéaires au nombre de np —p-\-i ; il reste donc
n/' -+■ p — np — I
coefficients A arbitraires.
Il existe donc dans notre faisceau n'' -\- p — np — i fonctions 0 linéairement indépendantes et qui s'annulent identiquement quand on v remplace les variables indépendantes «,■ par les intégrales vi.
Cela peut se traduire dans un autre langage.
Reprenons la variété algébrique V définie au paragraphe IIL Je rappelle
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qu'elle est de degré n^p !, qu'elle appartient à l'espace à «'' — i dimensions et qu'elle a elle-même/) dimensions.
Considérons un point dont les coordonnées homogènes soient précisément les /;'' fonctions 0((',); ce sera un point de la variété V.
El quand le point x décrira la courbe C, ce point de la variété V décrira une certaine courbe (ou variété à une dimension) que j'appelle B.
Cette courbe B, qui fait partie de V, est de genre p comme la courlje C à laquelle elle correspond point par point.
Pour trouver son degré, il suffit de chercher le nombre de ses points d'intersection avec une variété plane à tV — 2 dimensions; c'esl-à-dire le nombre des solutions de léquation (1).
Nous avons vu que ce nombre est égal à np : la courbe B est donc de degré np.
Enfin, d'après ce qui précède, il j a entre les coordonnées d'un point de B
nP — np -\- p — I
relations linéaires à coefficients constants. Ces relations définissent un espace plan à (/> — i)p dimensions.
La courbe B fait donc parlie d'un espace plan à (n — i)p dimensions.
Soient par exemple n =^ ■>.. /j = 2 ; d'où
la variélé V est alors une surface de Kummer du quatrième degré dans l'espace ordinaire et la courbe B, qui sera <lu qualrièuie degré- sera plane. Considérons maiiil»'nant l'équation
(6) O(i.,-e,-) = o,les quantités
(7) e\, Ci, .. , r,,
étant /) constantes quelconques. Elle jouira <les mêmes propriétés que l'équation (1); la démonstration serait la même; elle est d'ailleurs inutile, car, si les fonctions 0(î/,) forment un faisceau, il en sera de même des fonctions 0(z<; — e,). Si donc lus n'' fonctions 0(r, — e/) sont les coordonnées homogènes d'un point, ce point, (juand ./• décrira la courbe C, décrira une certaine courbe B' située sur V.
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Celte courbe B' sera de degré np, de genre p el sera située dans un espace plan à (« — \)p dimensions.
Il y aura une />-uple infinité de courtes B'; par chaque point de V passera une infinité de ces courbes.
Deux de ces courbes en général ne se rencontreront pas; les deux courbes correspondant à deux systèmes de valeuis
e, et e[
des quantités (7) ne pourraient en effet se rencontrer que si l'on peut trouver deux points x et x' sur C tels que
e,— e; = fj— v\.
Cela n'arrivera pas en général sauf pour p -^ 1.
Nous savons toutefois que l'on peut trouver sur une variété V quelconque deux courbes B' qui ont au moins un point conimum, puisque par tout point de V passent une infinité de courbes B'. Mais on peut se demander si deux courbes B' peuvent se rencontrer en deux points.
Pour cela il faudrait que l'on pût trouver sur C quatre points, a", x\ ^", J.'" , tels que
d'où
Une égalité telle que (8) est-elle possible?
Les théorèmes de Riemann énoncés à la fin du numéro précédent nous fourniront la réponse.
Si/J;=2, l'égalité (8) est possible; nous pouvons supposer que la courbe C est une courbe du quatrième ordre avec un point double. La condition pour que l'égalité (8) soit satisfaite, c'est alors que les points x et x'" d'une part, x' et x" d'autre part soient en ligne droite avec le point double.
Si/>> 2, l'égalité (8) ne serait possible que si la fonction© pouvait s'annuler en même temqs que toutes ses dérivées du premier ordre. Or cela n'arrivera pas en général, je veux dire pour ua système S quelconque de fonctions abéliennes.
Par conséquent on ne peut pas, en général, trouver sur la variété V deux courbes B' qui se coupent en plus d'un point.
H. P. - IV. 5i
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VI. — Examens des cas singuliers elliptiques
Voyons ce que deviennenl ces résultats dans les cas singuliers et commençons par le cas singulier elliptique, où la fonction 0 est le produit de p lonctions
0 elliptiques.
Soit d'abord/» = 2.
Considérons notre variété V de degré 2 n- et les courbes B' de degré 2 n tracées sur cette variété.
Considérons en particulier la courbe B.
Cette courbe peut être regardée comme définie par l'équation
Ui = Vi
ou bien
Dans le cas singulier elliptique on a
e(«,) = ei(«i)s.i("-2),
01 et 0j étant des fonctions© elliptiques; de sorte que l'équation de la courbe B se décompose en deux
La première nous donne
y.i étant la demi-somme des périodes de la fcjncliou 0i ; la seconde nous donne de même
, Un = Oti.
La courbe B se décompose donc en deux autres, ayant respectivement pour équations
!<i = ai, «2 = ai.
Quel est le degré de chacune d'elles et en particulier de la courbe «1 = a, ?
Soit 0(«() une fonction quelconque du faisceau qui nous a servi à former la variété V; ce sera une fonction 0 abélienne d'ordre n et de genre 2 qui sera une fonction linéaire à coefficients constants des 11- fonctions 0 fondamentales du faisceau; c'est-à-dire (avec le mode de représentation géométrique adopté pour
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la définilion do la variété V ) des coordonnées homogènes courantes dans l'espace an- — i dimensions.
L'équation
est donc celle d'une variété plane P à n- — 2 dimensions. Pour déterminer le degré de la courbe M( = «i, il faut chercher en combien de points elle coupe la variété P.
Or si l'on l'ail Mi =; zi le premier membre de (1) devient une fonction 0 elliptique d'ordre 71 par rapport à ii-,; l'équation (i) admet alors n solutions.
La courbe i<i= a, est donc de degré n.
Ainsi la courbe B qui, dans le cas général, est de degré 2 7i et de genre 2, se décompose dans le cas singulier en deux courbes de degré n et de genre 1 .
11 est clair qu'il en est de même de toutes les courbes B'.
Le cas de h = 2 est toujours excepté; examinons donc le cas de n = 3.
Dans le cas général, si n = 3, la courbe est du sixième degré et du genre 2; c'est une courbe gauche dans l'espace à (/i — i)y> r= 4 dimensions. Dans le cas singulier, elle se décompose en deux courbes du degré 3 et du genre 1 cjui doivent être toutes deux planes. Ces deux courbes ont un point commun !/] = «,,
Si nous projetons la courbe B sur un plan quelconque, la projection sera, dans le cas général, une courbe du sixième ordre avec huits points doubles; dans le cas singulier, elle se décomposera en deux cubiques se coupant en neuf points; elle acquerra donc un point double de plus.
Passons au cas de/) = 3 et proposons-nous de trouver ce que devient la courbe B dans le cas singulier elliptique.
Cette courbe a pour équation
et doit satisfaire aux théorèmes de Biemann.
Il est clair que l'on peut satisfaire à ces liiéorémes en supposant que la courbe B se décompose en trois autres ayant respectivement pour équations
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Par exemple,
(3) e(KiH- v\ ) = e,(Pi+ (.',) e,(c,-i- 14 ) 63(t'3+ c'a )
sera idenliquemenl nul.
En efiel, si la courbe B se décompose en trois autres définies par les équations (2), il est clair que deux des trois équations
ai OLn «3
Vi=—1 Vl= ^t l'3= —
devront être satisfaites. De même deux des trois équations
, «1 , «o .as
fi = — ) (),= —, C3 = —
devront être satisfaites. Il en résulte que l'une des trois équations
(•(+ i'] = xt (J = I, 2, 3)
devra être satisfaite. Donc l'un des trois facteurs du second membre de (3) devra s'annuler. Donc
Malheureusement cette solution n'est pas unique. On satisfait également aux théorèmes de Riemann en supposant que la courbe C se décompose en trois autres ayant respectivement pour équations
h désignant une constante quelconque.
Un eiameu plus approfondi est donc nécessaire.
Voici comnient nous y procéderons. Ne nous supposons plus dans le cas singulier elliptique, mais dans un cas très voisin de ce cas singulier. Supposons, en d'autres termes, que, dans le tableau (1) du paragraphe I, les quantités
ai
ai
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(que j'appellerai termes diagonaux) sont finies, mais que les quanlilés
at,k (i _k)
(que j'appellerai termes latéraux) sont inlînimcnt petites du premier ordre sans être nulles.
Etudions maintenant la courbe définie par les équations
I B(ui— e'i) = o,
OÙ les a et les e,' sont six constantes quelconques. Cette courbe, que nous appellerons A, jouit de diverses propriétés.
Nous savons que, pour un choix convenable des constantes e, et ej , elle se décompose en plusieurs autres, parmi lesquelles la courbe B (ou bien une courbe B').
Pour aborder l'étude de cette courbe A, observons que la fonction 0 dépend non seulement des u, mais desrt/^^., el peut se développer suivant les puissances de ces quantités. Nous allons efiectuer le développement suivant les puissances des termes latéraux que nous avons supposés très petits. Nous avons
e = Se '■ p 5 .
calculons les premiers termes du développement, à savoir ceux d'ordre zéro et d'ordre i .
D'abord le terme d'ordre zéro s'obtiendra en annulant les termes latéraux aij,{i^k); on voit que la fonction 0 se réduit au produit de trois fonctions 0 elliptiques, à savoir
e = eiOjOn,
où
6,= Se - .
Cherchons maintenant le coefficient de «..._:, par exemple. Le terme général de 0 contient le facteur
Si nous développons ce facteur suivant les puissances croissantes de a-, ■,, il devient, en négligeant les termes du deuxième ordre.
I — (7n nm-, nis.
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Le coefficient de rt_,_3 dans le développement de f» sera donc
Ij mi »j —
c esl-a-dire
Je pose, bien entendu,
Ainsi les premiers termes du développement de 0 (en négligeant les termes du second ordre) seront
(6) e = e,9.,9n— ««.sBiO'oB':, — «,_3e,e',e'3— «,,,930', o;-i-....
J'aurai à revenir dans la suite sur ce développement et à calculer les termes d'ordre supérieur. Ceux-ci me suffisent pour le moment. Etudions l'équation
Gomme les 0 et leurs dérivées ne peuvent devenir infinis, 0 ne peut s'annuler que si le premier terme du développement (6)
est infiniment petit du premier ordre, sans quoi ce terme ne pourrait se détruire avec aucun autre.
L'un au moins des trois facteurs Oi, O2, 0;, doit être infiniment petit, c'està-dire que l'une au moins des trois quantités m, doit être infiniment voisine de a, (à une période près, bien entendu).
Comme je puis choisir deux d'entre elles arbitrairement, je supposerai que «2 fit Ma aient des valeurs qui ne soient pas très voisines de «j et «;,, mais d'ailleurs quelconques.
Alors les deux facteurs O2 et 0;, sont finis; et le facteur 0,, de même que Ml — «), doit être infiniment petit du premier ordre.
Le premier membre de l'équation (7) est développable suivant les puissances croissantes de
Mi — a,, ai_2, «2,3, «1,3.
L'équation est satisfaite quand toutes ces quantités s'annulent.
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Enfin le coefficient du terme en Ui — ai est égal à
0', (o:,)fl2(!<2)0:,(«3)
et ne s'annule pas puisque w.> n'est pas égal à a^ ni ^^;, à «3.
Donc, en vertu d'un théorème bien connu, l'équation (7) pourra être résolue par rapport à Ui — xi, cette quanlilé étant développable suivant les puissances croissantes des termes latéraux o/f .
Les premiers termes du développement, en négligeant ceux du second ordre, seront
Ce développement est valable quand les termes latéraux oy /, sont assez petits et quand «2 n'est pas voisin de a-,, ni ;<;, de <X;,.
Donnons donc à Mo et à M;, des valeurs quelconques «" el u" que je suppose n'être pas très voisines de a-, et de «3; le développement (S) nous donnera la valeur correspondante h" de »i qui sera très voisine de «).
Puisque
nous pourrons poser
où ('° et f/ sont deux valeurs particulières de l'intégrale que j'ai appelée (',-, correspondant à deux points particuliers de la courbe C que j'appellerai Xo el X|.
Alors il existera deux courbes remarquables
(/,= 1^,-1- vj (courbe B,), Ui= Vi+ vj' (courbe Bo).
Je dis que ce sont deux courbes; en effet c^ et i'" sont des constantes, puisque je regarde les points x„ et Xi comme fixes; c, est une fonction d'une seule variable indépendante, puisque celte intégrale dépend seulement du point x, mobile sur la courbe C.
Ces deux courbes Bo et Bi passeront toutes deux par les points
Ce sont ces deux courbes que je me propose d'étudier en détail.
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J'ai supposé que je faisais tendre les termes latt^rauï a,,/, vers zéro; pour fixer les idées, je vais poser
les [3,-^/; étant des constantes et t un paramètre que je vais faire tendre vers zéro. Ecrivons alors l'équalion (8) sous la forme
(8 bis) Ui=: F(u-2, Us):
le second membre se trouve développé suivant les puissances croissantes de t. Désignons par
dx dxles dérivées de i',- par rapport à a: et par
dvl d^vP drl d-i y} dxd dx% r/xi d.r\
les valeurs de ces dérivées pour :c ;= a;o et pour x ^= x^. Le long de la courbe B,,, on aura
du, - du-i Au point Ui^ u^ en particulier, on aurait
' du-, ■ du, ^'
en appelant -j-^ la valeur de -r— pour «,-= m"
fclt i Cl II i
la -■' -■-
iui
On en déduira
On trouverait de même, pour la courbe B,,
Les équations (8), (9) et (10) suffiraient pour définir les courbes Bo et Bi si l'on connaissait les deux constantes
dv% di'l ■4'
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Pour abréger l'écriture, je supposerai que i'° a été exprimé en fonclion de i^^ et l'I en fonction de r^ et je poserai
dv'„ dU-\
de sorte que les équations (9) et (10) s'écriront
. ^. , /'/F «'F„\ /r/F rfF„\
, ^. , I d¥ r/F„\ /./F rfF„\
Cherchons à déterminer les deux constantes ; et yj.
Soient x et x' deux points quelconques mobiles sur la courbe C. c; et l'j les valeurs correspondantes de l'intégrale r,-.
Si l'on reprend alors l'équation (8) et qu'on j fasse
«3= <•--»- v'~, on aura aussi
Considérons fj et 1^3 comme fonctions de Co, <"', et f!, comme fonctions de f;.
Alors !<i, î<2 et u-i, et aussi F(!<2, Mh), seront des fonctions des deux variables indépendantes Cj et c',. On devra avoir
d^Ui
dv« dv puisque
l'j dépendant seulement de Co et i\ île f', .
Nous pourrons donc écrire, en tenant compte de (8),
rf-2F d^F d^F f/'F
iv2 dv H. P. — IV.
dVidv, dvidv- dvidv-- dv^dv^-
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Les premiers membres des équations (i i) s'expriment aisément à l'aide des dérivées de F par rapport aux u et des quatre dérivées
^ ^' dvi (h>\ dv'- dv'^
Les équations (i i) sont donc quatre relations entre les quatre dérivées (12). Si l'on j fait
elles deviendront quatre relations entre les quantités
Ce sont ces quatre relations que nous appellerons les équations (i3).
Nous tirerons ^ et y) de ces équations (i3) et les équations (9 bis) et ( 10 bis) nous feront connaître alors toutes les courbes B„ et Bj.
Les premiers membres de toutes nos équations sont développés suivant les puissances de t; mais les équations (9) à (i3) contiennent t en facteur et il convient de lu faire disparaître; nous remplacerons donc les équations (9 bis), (10 bis) et (i3) par les équations (9 ter), (:o ter) et (i3 bis) obtenues en divisant les premières par t.
Si nous supposons t ^ o ces équations vont prendre une forme très particulière. On a, en effet, pour t ^ o,
et je puis observer que le second membre est la somme d'une fonction de M2 et d'une fonction de u^ que je puis écrire
Les premiers membres des équations (i3 bis) sont alors des polynômes du deuxième degré au plus en ^ et -n, du premier degré au plus en ^' et r,'.
Eliminant f' et r/ entre les trois dernières équations (i3 bis), il reste deux relations entre ï et y), l'une du premier degré, l'autre du deuxième. Il semble donc (|ue le problème comporte deux solutions. Mais ces deux solutions se confondent en une seule qui est
Ç = Tl = o, |'=V=o.
Ainsi les équations {i3bis) comportent pour t = o une solution double et
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l'on en conclura que pour t = o le jacobien des premiers membres de ces équations par rapport, aux quatre inconnues ^, rj, \' , rj' sera nul; d'où il résuite une petite difficulté.
Ne supposons plus ^=o; les premiers membres des équations (i3 bis) sont développables suivant les puissances des inconnues et de t.
Si le jacobien dont je viens de parler n'i'lait pas nul, nous pourrions, par un théorème bien connu de Caucliy, conclure que les inconnues ^, rj, £', r/ sont développables suivant les puissances de t.
Ici je ne puis raisonner ainsi, mais comme la solution
I = Tl = I' = T)' = o
est double seulement, nous conclurons que ï, r), ^', r/ sont développables suivant les puissances de y//; les développements commenceront par des termes du premier degré au moins en yt; et par conséquent infiniment petits au moins
d'ordre -•
Un examen plus approfondi montrerait, je pense, que ^, -n, ^', v' sont développables suivant les puissances de /, mais je ne l'ai pas vérifié. Gela ne m'est d'ailleurs pas nécessaire pour mon objet actuel.
Substituons la valeur de Ç ainsi trouvée dans l'équation (9 1er); le premier membre de cette équation sera développé suivant les puissances de \/t (le développement ne contiendrait vraisemblablement que des puissances paires).
Pour < = o, f devient nul et l'équation (9 ter) se réduit à
ou a
On peut alors, d'après le théorème de Cauchj, résoudre l'équation (9 ter); on trouve u^ développé suivant les puissances croissantes de \/t et de u-^ — a"; pour ^ := o, Uo se réduit à ul.
D'où l'équation de la courbe B^
\ Mi = z, + mi,,2^(aS)-hlii,,3g^(j<,) \-hht <Ji, f M, = ui-i- h \Jt.
Je désigne par ht'' un ensemble de termes procédant suivant les puissances entières de yt et commençant par un terme en t'\
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On aurait de même, pour l'équalion de la courbe B),
l îil = a, -H 4 fil,, l"- (u,)-i- p,,, ^ ( «5 )1 + A< y/?,
f f/3= !i2 + /t ijt.
Considérons maintenant une courbe remarquable que je vais appeler B* et qui a pour (équation
Ui= 21',-.
Supposons que le point u" soit un point de cette courbe; on aura alors
et la courbe Bi devra se confondre avec B„. La comparaison des équations (i4) et (i5) montre que ces courbes ne peuvent se confondre; à moins toutefois que les développements (i4) et (i5) ne soient pas valables. Or nous avons vu qu'ils ne cessent de l'être que si u^ est voisin de «2 et u^ de «:,.
Ainsi en un point de B* la fonction 0 devant s'annuler, l'un des m, devra être très voisin de a,-; soit par exemple Ui très voisin de «i, ce qui nous conduite l'équation (8); alors, d'après ce que nous venons de voir, Wj devra encore être très voisin de «2 ou 113 de a^.
Eu un point de B*, deux des m, devront donc être très voisins do a,; en résumé, dans le cas singulier elliptique, la courbe B* se décompose en trois autres ayant respectivement pour équations
u, = a,, us= a.T,
m = ai, u« = «o.
11 est aisé d'en déduire ce fjui arrive pour la courbe B qui a pour équation
lli = Vi.
Elle se décompose en trois autres ayant respectivement pour équations
ai
Voyons maintenant quel est le degré de chacune d'elles.
Soit/? = 3, «>2; la couri^e B est, eu général, d'ordre 3« et de genre 3; dans le cas singulier elliptique, elle se décompose en trois courbes d'ordre n et de genre i .
On arriverait au même résultat dans le cas de/» = 4- Si les termes latéraux tendent vers zéro, de façon (jue les fonctions abéliennes restent spéciales (je suis obligé d'ajouter celte restriction parce que, pour/? > 3, les fonctions ne sont pas toujours spéciales; d'ailleurs, si elles ne l'étaient pas, la courbe B cesserait d'exister), la courbe B se décompose à la limite en quatre autres qui sont de degré rt(n>2) et de genre i et qui ont respectivement pour équations
Mi =
ai
Mi =
VII. — Généralisation du théorème de Riemann
Proposons-nous maintenant le problème suivant : Riemann a montré combien l'équation
(i) e(^',-ei) = o
admet de solutions; proposons-nous les deux équations simultanées
( e(vi-h v'i —e, ) = 0,
OÙ les e; et les e\ sont 2/) constantes quelconques et où nous avons deux inconnues, à savoir les points x et x' de la courbe C qui correspondent aux intégrales vi et v'i .
Cherchons combien ces équations admettent de solutions.
De même, considérons les trois équations simultanées suivantes (avec trois inconnues x, x' et x"),
!B(p,-!- v't -\- v" — ei) =0, e(i'i+ v'i -+-(•," — e; ) = o, e(i',+ v\ -i- v" — e'l) = o,
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Plus généralement, envisageons q équations simultanées à q inconnues,
Combien ces équations admettront-elles de solutions?
On peut, dans l'évalualion du nombre de ces solutions, se placer à deux points de vue différents.
Au premier point de vue, nous ne regarderons pas comme distinctes deux solutions que l'on déduit l'une de l'autre en permutant les q points inconnus de la courbe C,
et, par conséquent, les q intégrales correspondantes
Vl, l, , . . . , 1^1 '
Au second point de vue, on regardera ces deux solutions comme distinctes.
II est clair que le nombre des solutions, évalué au second point de vue, sera ql fois plus grand que le nombre des solutions évalué au premier point de vue.
Il y a deux cas où nous savons faire celte évalnalidu.
C'est d'abord celui où ^r= i , celui do l'équalion (i) : c'est celui de Riemann.
Le nombre des solutions est alors égal à p.
C'est ensuite celui où q =/)', si l'on a les équali(jns
j'ai démontré, comme je l'ai rappelé au début de ce travail, que le nombre des solutions est égal à pi
D'un autre côté, les u, peuvent toujours être mis sous la forme
ui= vi-h (>;. -H. . .-I- l'i''"",
et cela d'une seule manière (en général du moins d'après les théorèmes de Riemann); d'une seule manière, veux-je dire, si l'on se place au premier point de vue et de /?! manières différentes si l'on se place au second point de vue.
Si donc q:z=p, le nombre des solutions des équations (4) est égal à pi au premier point de vue, à (pi)'' au second point de vue.
Le problème est donc résolu dans les deux cas extrêmes y = i, q '-= p] pour traiter les cas intermédiaires, je vais employer la même méthode dont j'ai
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fait usage pour les équations (5) dans le Mémoire cité du Bulletin de la Société mailiémalique de France. Celte méthode consiste à évaluer le nombre des solutions dans le cas singulier elliptique; ce nombre étant constant sera encore le même dans le cas général.
Soit d'abord/) = 3, ^ = 2; dans le cas singulier elliptique on aura
Soient alors
sis constantes quelconques; posons, pour abréger,
««("i-!- v'i —ei) = 0,,
Les équations (4) s'écriront alors
(ibis) , „, „, „
En général, on aura
de sorte que Oj ne pourra pas s'annuler en même temps que 0',, ni 0^ en même temps que 9',, ni 0;, en même temps que 0',.
Un des facteurs 0,- devra s'annuler ainsi qu'un des facteurs V- ; mais ces deux facteurs ne pourront être de même indice.
Nous pourrons donc faire aulant d'hypothèses qu'il y a d'arrangements de trois lettres, deux à deux, c'est-à-dire six. Adoptons une quelconque de ces hypothèses, par exemple
Pour aller plus loin, il faut se rappeler ce que devient dans le cas singulier elliptique la courbe B qui a pour équation Uj^=c,; elle se décompose et l'on doit avoir : soit
Vi= —, p.j= — (hypothèse:).
soit
l'i = — I i'3= — (hypothèse 2),
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soit
Vi= — ) ('-2= — (hypothèse i).
De même en ce qui concerne c) , on doit avoir : soit
f 2 = -^> 1^3= — (h\ potlièse 4)i
soit
soit
v\ = —, ('3 = — (hypothèse 5),
p', = — , i> 2 = — (hypothèse C).
On peut combiner les hypothèses i, a, 3 avec les hypothèses 4, 5, 6, ce qui fait en tout neuf combinaisons; la plupart doivent être rejelées. On ne peut pas avoir à la fois
car alors
ne serait pas nul en général. Cela exclut les combinaisons
On ne peut pas avoir non plus à la fois
Cela esclul les combinaisons
II ne reste que deux combinaisons
(1,5) et (2,4).
Adoptons la première, les équations
deviennent
d'où, enfin.
ai a-. ai
(•|— i?lH , IS = ") (':;=--)
(une solution et une seule). La coinhinaison (2. 4) nous donnerail une autre solution.
Cliacune de nos sis hypothèses nous donne donc deux solutions; cela tait douze solutions au second point de vue et six au premier point de vue.
Raisonnons de la même manière pour des valeurs quelconques de p et de q; plaçons-nous encore dans le cas singulier elliptique. Le premier membre de chacune des q équations (4) sera le produit de yj facteurs.
Dans chacun de ces produits, un des/) facteurs devra s'annuler; mais, pour la même raison que plus haut, les q facteurs qui s'annuleront devront être d'un indice diflérent.
Nous pouvons donc faire autant d'hypothèses ([u'il y a d'arrangements de /i lettres q à q, soit
Adoptons une de ces hypothèses; les q équations (4) seront remplacées par (/ équations plus simples de la forme
(d) fi,('-/ - ••; +. . .+ i'',v-'i- e'/>) = o,
où i prendra q valeurs diU'érentes comprises entre i cl p, pendant que A' prendra les valeurs i, 2, . . ., q; ii chaque valeur de /. correspond une valeur de i et une seule.
Cela posé, la courbe B se décompose; nous pouvons donc faire/) hypothèses différentes au sujet des c, ; ces hvpothèses peuvent se résumer dans la proposition suivante :
IjCS /7 quantités c, devront être égales à — '■ — > excepte une d^entre elles.
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La même chose es» vraie des quantités
Les p quantités c/' (où A" a une valeur donnée et où i prend les valeurs
I, 2, ...,/)) devront être égales à — '—- excepté une d'entre elles.
Formons un tableau h p colonnes et q lignes, de telle façon que l'élément de la <'''""' colonne et de la /•-t-i''""' ligne soit c;*'; dans chaque ligne uu élément
et un seul ne devra pas être égal à — -^ •
11 y a donc dans le tableau q éléments et il n'y en a que q qui ne siml pas
égaux a •
Distinguons les colonnes de ce tableau en deux catégories; nous rangerons dans la première catégorie les colonnes dont l'indice figure parmi les indices i des équations (6). II y aura donc q colonnes de la première catégorie et p — ^ de la deuxième.
Je dis que dans une colonne de la première catégorie il y a un élémenl qui
n'est pas égal à — '■ — ; car, s'il n'en était pas ainsi, on aurait
(!l, en général, c esl-à-dire pour une valeur quelconque de e, ', on n'aurait pas
e((''i-+- "; -H. ..+ <•;■''-"- ei<') = o.
Dans chaque colonne de lu première catégorie, il y a dcjucun élément différent
de — '—\ je dis qu'il n'y en a qu'un dans chaque colonne; en elfel, il y en a un
dans chacune des q colonnes de la première catégorie et il n'y en a que </ dans tout le tableau.
Ainsi, en supprimant les p — q colonnes de la deuxième catégorie, il nous restera un tableau à q lignes et q colonnes; tous les éléments, sauf cy éléments
singuliers, seront égaux à — ^; dans chaque ligne et dans chaque colonne il y
aura un élément singulier et un seul.
Nous pouvons donc faire, au sujet de la position des éléments singuliers q\ hypothèses diflércntes.
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A chacune d'elles correspond une solulion des équations (6) el, par conséquent, une solulion des équations (4)-
Cliacuue des — — — ; liynolhèses faites au début avant la formation des
équations (6) nous donnera donc q ! solutions des équations (4)-
En résumé, les équations (4) admettent (aussi bien dans le cas général que dans le cas singulier elliptique)
— - — solutions.
iP -'!)'■
Cela au second point de vue. Au premier point de vue, le nombre des solutions est
autant que d'arrangements de ]) lettres (j à (j.
Dans le cas de ^ := i (cas de Iliemann), ce nombre d'arrangements est égal à
C'est le résultat de Riemann.
Dans le cas de ^ =/>, ce nombre d'arrangements est celui des permutations de p lettres, c'est-à-dire p\ C'est le résultat que j'ai obtenu dans le Mémoire cité du Bulletin de la Sociélé malhémalique de France.
Ainsi se trouvent réunis dans une formule plus compréhensible le résultat de Riemann et le mien. Un chemin est frayé entre les deux domaines précédemment conquis et le but que je me proposais au début de ce travail est en partie atteint.
Considérons encore le cas de ly = /) — i .
Les équations (4) sont alors équivalentes aux suivantes :
En eflet, l'équation 0(u,) = o équivaut à
Ui= f,-
( tr les équations (7) admettent p\ solutions.
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Les éqiiatioQS (4) doivent donc avoir aussi, au premier point de vue, p\ solutions.
Et, en effet,
VIII. — Décomposition de la courbe
Au paragraphe VI, j'ai défini par les équations (5) une certaine courbe que j'ai appelée A; je transcris ces équations en leur donnant le n" (i),
( Bl M, — ''() = "î
( Hf «i— ej ; = ().
J'ai dit que cette courbe doit se décomposer dans certains cas, et c'est sur ce point que je désire revenir.
Il est aisé de comprendre pourquoi celle décomposition doit a\oir lieu.
Cherchons en effet le degré de la courbe A.
Je suppose yj -= 3, « > 2; la courbe A est alors tracée sur la variété V qui a été définie plus haut; la variété V est de degré 6«' et est située dans l'espace à «^ — I dimensions.
Pour évaluer le degré de A, il faut couper par une variété plane ayant /r' — 2 dimensions et compter le nombre des points d'interseclion.
Cette variété plane sera définie par une seule équation qui sera de la forme
y étant l'une des fonctions d'ordre n qui donne naissance à la vaiiété V. Les trois équations
HiUi— Ci) = o, e(a,— ej ) = o,
admettent Gn solutions; la courbe A est donc de degré G«.
Maintenant donnons des valeurs particulières aux six conbtanles e, et e\ . Soient
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a7„, Xi ('lant deux points de la coiirhe G, et c,", r,' les valeurs correspondantes de (•/.
Il est clair qu'on satisfera aux équations
8i K,-l- r," j = o, e( Ui^ i',' ) = o en faisant
La courbe B fait donc partie de A, et comme elle est de degré 3/?, il faut bien que A se décompose.
Etudions les circonstances de cette décomposition.
Plaçons-nous d'abord dans le cas singulier elliptique.
La courbe jV se décompose alors toujours en six autres ayant respectivement pour équations
«1 = 2| -!- c'i, II; = a.j -f- e'j,
;/, = Xi-f-ei, «:; = ï;, -f- e',,
u-j= x-i-h e-j, «, = ai + e,,
u,,= a.,-h e-,, ii::= 0L:;-i- e'-,
«;. = iz;. -I- e;, î;^ = aj-l- e',.
Celle de ces six courbes dont les deux équations occupent la i"""" ligue dans ce tableau, je l'appellerai la courbe (a, i). Cela posé, supposons
(^u peut faire trois hypothèses différentes sur r'' ; deux des c" doivent en
efTet être égaux à - ; on peut faire de même trois hypothèses sur v' . Cela fait
en tout neuf hypothèses différentes; je n'en examinerai que deux, toutes les autres s'en déduisant par permutation. Dans l'une comme dans l'autre, la courbe B se décomposant en trois courbes de degré n, nous devrons retrouver ces trois courbes parmi les six courbes (2). Soient d'abord
Les équations (2) deviendront
Mo= —,
(2 bis)
II
On ne retrouve ainsi que l'une des trois courbes dans lesquelles se décompose B, à savoir
La coulradiction n'est qu'apparente. Si, en ellct, nous nous plaçons dans le cas singulier elliptique et si nous faisons
les équations (i) de la courbe A ne sont plus distinctes; elles sont salisfailes toutes les fois que
et toutes les fois que
Les équations ne définissent donc plus une courbe, mais une surface ou variété à deux dimensions. Les trois parties de la courbe B se trouvent sur cette surface.
Mais si, restant dans le cas singulier elliptique, on fait tendre e,, e'.., 63, e'.,
vers ^ et '- • la limite de la courbe A ne contiendra pas la cuurbe B
tout entière.
Si, au contraire, nous plaçant d'abord dans le cas général, nous faisons
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tendre les termes latéraux vers zéro, de façon à nous rapprocher indéfiniment du cas singulier elliptique, si nous prenons
et de telle manière que, à mesure (ju'ou se rapproche du cas singulier, e,, e'.,,
e,. é. tendent vers ^ et -i alors, la nouvelle limite de A contiendra la
courbe B tout entière.
Supposons maintenant
ri=îî:
les équations (2) deviendront
(lier)
Nous retouvons ici les trois parties de la courbe B. Ici encore les équations (2) ne sont pas distinctes. Elles sont satisfaites par tous les points de la surface
et, en outre, par tous les points des deux courbes (2 ter, i ) et (2 ter, 2).
Seulement les choses ne se passent- pas ici comme dans la première hypothèse, et c'est sur ce point que je désirerais attirer l'attention.
Si, restant dans le cas singulier elliptique, nous faisons tendre e-2, e.s, e\ et
e'. vers les limites ^1 ^j
' , ^, la limite de la courbe A contiendra
la courbe B tout entière.
Étudions maintenant la décomposition de A dans le cas général.
Dans le cas de p = 3, on peut supposer que la courbe C est une courbe de quatrième degré sans point double.
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Etudions la signification de l'équation
On peut toujours poser
p',' , ('/, i',' étant les valeurs de l'intégrale c, qui correspondent à trois points de C que j'appellerai les points x,, Xo, x,, ou, pour abréger encore, les points i, 2, 3.
De même, nous pouvons toujours poser
les intégrales c,', . . . correspondant à trois points de C que j'appellerai les points 4, 5, 6.
L'équation (3). en vertu du théorème de Riemann, peut être remplacée par la suivante :
(4) (,,— e,. = — r/— cf,
les points -j et 8, qui correspondent aux deux intégrales du second membre de (4), étant deux points quelconques de C. Mais l'équation (4) peut s'écrire
•',' -^ <•? + 'V + «'' + i'i ■+- i-i' + 'V + ft = o;
elle signifie que les huit points i, 2, 3, 4> 5, 6, j, 8 sont sur une même conique.
La signification géométrique de l'équaliou (3), c'est donc que les six points I, 2, 3, 4> 5, 6 doivent être sur une même conique. Considérons maintenant l'équation (3 bis) B ( iii — e'i) = o.
?Sous pourrons toujours poser
et réqualion (.ibis) signifiera que les six points 4: t- fi. 9) 1"^ ' ' s""' sur une même conique.
La courbe A est définie par les équations simultanées (3) et (3 6/.?); si l'on veut satisfaire à la fois à ces deux équations, le problème se posera géométriquement de la manière suivante :
On se donne sur la courbe C six points i, 2, 3, 9, 10, 1 i ,■ il faut faire
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passer par i, 2, .î une conique K, c.i^ par 9, 10, 11 une conique K', e^ de telle façon qwil y ail trois points ^, 5, (y communs àQ et aux deux co/iiqiies.
A chaque soluliou tic co problème correspondra iiu polnl de A. Supposons en particulier que deux des points i, 2, 3 coïncident avec deux des trois points 9, 10, 11; par exemple, 2 avec 10 et 3 avec 1 i , de sorte que
— e',= tv'-i- IV-*- 17.
Qu'ariivera-t-il alors ? Les équations (3) et (3 ftw) de la courbe \ deviendront
fi ( lli -h !■;' -I- if + tf ) = O,
6 ( II, -+- t'I' + rf -{- cf ) = o, et elles admellroul pour solution
ti,= I',— 'Y— 'ï-
C'est là l'équation d'une courbe B'; la courbe A se décompose donc, une des deux parties étant la courbe B'.
Examinons géométriquement les circonstances de cette décomposition. F^es deux coniques K et K' ont déjà deux points communs 2 et 3; si elles doivent en avoir trois autres 4, 5, 6, elles se confondront à moins de se décomposer.
Examinons séparément ces deux hypothèses.
On obtiendra les valeurs do «; (ou des points de A) qui correspondent à la première hypothèse de la manière suivante :
Par les quatre points i, 2, 3, 9, faisons passer une conique; elle coupera la courbe C en quatre autres points, parmi lesquels j'en choisirai trois qui seront les points 4, 5, 6.
Co choix peut se faire de trois manières dillérenles.
Les coniques qui passent par les quatre points i , 2, 3, 9 forment un faisceau. A chaque conique du faisceau correspondent ainsi trois points de A.
Examinons maintenant la seconde hypothèse.
Pour que deux coniques aient cinq points communs, sans se confondre, il faut que chacune d'elles si; décompose en deux droites et que deux de ces droites se confondent. Quatre des cinq points doivent alors se trouver en ligne droite. Les coniques K et K' ont cinq points communs, 2, 3, 4> 5, 6; quatre de ces points doivent être en ligne droite.
II. P. — IV. v
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Cela peut se faire de deux manières, de sorle que la seconde hjpolhése se subdivise en deux autres que j'appellerai, pour abréger, la seconde et la troisième hypothèse.
Ou bien, les points 2 et 3 sont en ligne droite avec deux des points 4, i>, ^y, par exemple, avec les points 4, 5; ce sera là la deuxième hypothèse.
Ou bien, les points 4, 5 et 6 sont en ligne droite avec un des points 3 et 3; par exemple, avec le point 3; ce sera là la troisième hypothèse.
Examinons d'abord la deuxième hypothèse.
Les points 2, 3, 4; 5 étant en ligne droite, on aura
La conique K se réduira à la droite 2, 3, ^, 5 et à la droite i, 6; la conique K' se réduira à la droite 2, 3, 4, 5 et à la droite 9, 6.
Les points 4 Gt 5 sont fixes et le point 6 est seul mobile; on aura d'ailleurs
tii= v'l~ iv -H c;' = i-f — 17 — (Y ;
comme le point (i e>t mobile, les points 2 et 3 fixes, je puis écrire cela sous la forme
«,= Vi— Vf— C;
le point X qui correspond à c, étant un point mobile quelconque de C.
C'est là l'équation de la courbe B' et l'on voitainsi d'une autre manière qu'elle doit faire partie de la courbe A. Mais j'ajouterai qu'elle doit faire partie d'une infinité de courbes A; et en efiét nous pouvons laisser les points 2, 3, 4. S fixes et en ligne droite et faire varier les deux autres points i et 9 (et par conséquent les quantités e/ et e\ ); nous ne cesserons pas d'avoir
"/= l'i— Vf— c;
Examinons maintenant la troisième hypothèse. Les points 3, 4; 5, 6 étant en ligne droite, on aura
vf -+- vl -f- vf -H ('/' = o; d'où
i'i = — vf.
Comme les u,- sont des constantes, on voit qu'à la troisième hypothèse correspond seulement un point de A.
La courbe A se décompose donc en deux parties correspondant aux deux
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premières hypothèses; la partie qui correspond à la dciixiéino hypothèse est la courbe B'.
Nous n'obtenons pas ainsi tous les cas de décomposition de la courbe A.
Soient en effet
trois constanli^s quelconques, nous pourrons encore poser
" i = fi — i',' -+■ (-■/ -H t','' , — «; = /, + r/ -F- l-r -^ ('/■ ,
Les équations (3) et (3 bis) signifieront encore que les six points i, 2, 3, 4, 5, 6 sont sur une conique K et les six points 4) ^. 6, 9, 10. 1 1 sur um^ conique K'.
Si deux des points 1, 2, 3 coïncident avec des points 9, 10, 11, ces deux coniques doivent se confondre ou se décomposer. Il en résulte que la courbe A se décomposera encore en deux parties; l'une de ces parties (celle qui correspond à rhj'polhése de la décomposition de K et de K') a pour équation
Ui= Vi-h/i— (Y— (•,".
C'est encore nue courbe B'. On a la courbe B elle-même si l'on suppose
IX. — Cas voisins du cas elliptique
J'ai déjà eu l'occasion, au paragraphe VI, d'étudier les cas voisins du cas singulier elliptique. Nous avons vu que, pour les cas suffisamment voisins de ce cas singulier, la fonction 0 peut se développer suivant les puissances croissantes des termes latéraux.
C'est le développement (6) du paragraphe VI dont nous avons formé plus haut les premiers termes.
Il est aisé d'en former le terme général.
Soit par exemple à former le terme en
en supposant d'abord p =^'i.
Posons
le coefficient du terme clicrché sern
. , .„Oi,ï.)OJ= O'ïi' ^ ' À ! À'! /,";
Je désigne toujours par 0,9._,9;, le premier terme du développement (6) et par 0',''' la dérivée d'ordre yi de la fonction 0,.
Supposons maintenant /> = 4 c' so't à trouver dans le développement (6) le coefficient du terme général en
Soient
71 = /-l.î-t- À|.:i-H Àl.l,
7i = '■1,1+ >-l,2-l- Àv,:i-
Il va sans dire que je pose
Le coefficient clierché sera alors
Il est donc facile dans tous les cas de former le développement (fi). Voici maintenant l'usage que j'en ferai.
Nous avons défini plus haut au paragrapiie IV ci; qu'on doit entendre par surface de trauslalion et par équation ttanslalivc el nous avons vu que l'équation
est translative si la fonction 0 est une fonction spéciale.
Mais on peut se demander si cette équation est encore translative si la fonction 0 est une fonction non spéciale.
Pour résoudre celte question j'étudierai l'équalion
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ea me servant du développenienl (6) et en supposant que les termes latéraux sont assez petits pour qu'on puisse négliger les ternies d'ordre supérieur de ce développement.
Mais cette étude peut se faire de plusieurs manières.
Nous pouvons d'abord supposer que «, est très voisin de a, , mais que u.,^ u,., U; ne sont pas très voisins de x-,, a-^, a,. C'est ainsi que nous avons obtenu le développement (8) du paragraphe VI dont nous avons f'oiuu- les premiers termes.
Nous avons torini'- les termes du premier ordre et nous avons trouvé, poury;! = 3,
Dans le cas dey? = 4» nous aurions trouvé
Cherclions maintenant à former les termes du deuxième ordre. Soit
Nous trouverons pour ces termes du deuxième ordre, dans le cas de d = 4.
Cette équation peut être remplacée par les suivantes, au même degré d'approximation, c'est-à-dire en négligeant les cubes des ai_/ et de «i — aj. iNous introduisons trois paramètres w^, (V;,, w., et nous posons
Les équations (3) peuvent remplacer l'équation (i) en négligeant les cubes des termes latéraux.
Or les équations (3) ont un caractère manifestement translatif. Il semblerait donc que l'équation (i) reste translative même pour les fonctions abéliennes non spéciales. Mais on ne doit pas oublier que les équations (3) ne
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sont qu'approchées et nous ne larderons pas à voir que le caractère translatif ne subsiste pas à un degré supérieur d'approximation.
Une seconde hypotlièse est celle où, p étant égal à 4 par exemple ?<, et u-, sont très voisins de a, et a.,, W;, et m-, très dillerenls de a^ et <x,,.
Posons alors
i(| = >., -f- < J|. (/o = 2-2-T- 'li!
t étant un paramètre très petit.
La fonction 0, représentée par le développement (6), se trouvera alors développée suivant les puissances de i; si t est très petit, nous pourrons ne conserver que le premier terme qui est un terme en i- et qui s'écrit
Alors l'équaliou (i ) se réduit à
Dans le cas de /■> = 3, si Wi, u-^, «i représentent les coordonnées d'un point dans l'espace, cette équation représente un cylindre hyperbolique qui peut, d'une infinité de manières, être regardé comme une surface de translation.
Le caractère translatif est également évident pour jd > ?>.
Nous avons encore trois hypothèses à examiner :
y? =:z 3; Wi, u.t et M;, très voisins de ai, a.!, a^,;
/> = 4; "i> "j et H;i très voisins de «i, a-,, a ,; « ., très différent de a^;
yj := 4; "i. «2» ":!! et J<4 très voisins de aj, a.,, a;, et a.i.
Nous nous en occuperons dans les paragraphes suivants.
X. — Étude d'une surface de translation
Les surfaces de translation peuvent être engendrées par la translation d'une courbe gauche et c'est là l'origine du nom qu'on leur a donné. L'équalion générale d'une surface de translation est, comme nous l'avons vu,
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t et u étant deux variables iiidépendaales; les f et les f étant six fonctions quelconques.
La surface définie par l'équation (i) peut être, de deux manières dillérenles, engendrée par la translation d'une courbe gauche, à savoir par celle de la courbe
^=/.(0, y=Mt), ==/:■■(')
et par celle de la courbe
On peut tracer sur la surface deux systèmes de lignes remarquables que j'appellerai génératrices.
Ce sont pour le premier système
a étant une constante quelconque ut t une variable, et pour le second système
X = /■', (ii)—/,( a ), .)■=/'.(")-+-/.("),
- =.Af"l +/::(«),
a étant une constante quelconque et u une variable.
Les génératrices d'un même système sont toutes égales entre elles.
Parmi les surfaces de translation, je distinguerai une classe remarquable de surfaces que j'appellerai surfaces de translation distinguées.
On les obtient quand les trois fonctions /',,/"',, /'. sont identiques respectivement aux trois fonctions /f, /•<, /.,. Les deux systèmes de génératices se confondent alors en un seul.
D'autre part, la surface peut être considérée comme le lieu des milieux des cordes d'une courbe gauche tracée sur la surface et que j'appellerai courbe directrice. Elle a pour équations -
Il suffit d'ailleurs, pour qu'une surface soit distinguée, que les dillérences
/',tO-/.(n,
/',(i)-/At),
.n.{t)-.fÂt>
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se 1-éduisent à des constanles; c'est-à-dire qu'une génératice du second système soil égale à une génératrice du premier système et semblablemenl orientée dans l'espace. Ce cas se ramène en ellel au précédent d'une manière imniédiale. La surface
où Ut, u-,, W;, sont regardés comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace, est une surface de translation distinguée. On a effet
& { !■, -h r'i . l'î-f- c'^, Cri -H (••'- ) = o,
de sorte ((ue l'équation de la surface peut se mettre sous la forme
où les c, ne dépendent que de x et les c,' de x'.
C'est donc bien une surface de translation distinguée dont les généiatrices ont pour équation
iCi, étant un point l'ixe de C et r" la valeur correspondante de c,-. La directrice a pour équation
tu = •'. c,-.
Mais ce n'est pas tout. On a également
e ( — fi — v'i ) = o,
de sorte que l'équation de la surface peut se uieltre encore sous la forme
"/ = — ''/— '■/• C'est donc encore le lieu des milieux des cordes de la courbe
C'est donc, de deux manières difleientes, une surface de translation distinguée qui a deux courbes directrices
et deux systèmes de génératrices
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Avant d'aller plus loin, étudions les points à l'infini des surfaces de translation; ils correspondent évidemment aux points à l'infini des génératrices. Considérons la courbe
et l'une des asymptotes de cette courbe. Supposons que l'on ail pris l'a.xc des :; parallèle à cette asymptote, de telle façon que, pour une certaine valeur u„ de u,/'.{uo) devienne infinie,/', {u„) et /", (m„ ) restant finies. Alors
•^ =/i(0+/i("o), x=Mt)^/'.{u„),
où t est une variable et u„ une constante, sera l'équation d'un cylindre asymptotique à la surface.
La projection d'une génératrice quelconque sur le plan des xr sera égale à la section droite de ce cylindre.
Cela posé, voici où je voulais eu venir.
Examinons l'hypothèse :
p = 3; «I, u-!, M,i très voisins de »i, 22, a.-). Posons
Ui = 2,- -+- « I,, rt,- X = fi -c-.i {i^_k)\
la série (6) du paragraphe VI se trouve alors développée suivant les puissances de t et le premier terme, qui est en t-, s'écrit
Si je suppose t très petit, je pourrai négliger les autres. Donc la surface algébrique du troisième ordre
doit être une surface de translation.
C'est même une surface de translation distinguée.
Sur ce dernier point le passage à la limite que je viens d'opérer pourrait peut-être laisser des doutes.
Soit S une surface de translation distinguée variable ayant pour limite une certaine surface S' (quand le paramètre variable dont dépend la surface S tend vers une certaine limile). Soit M un point de S tendant vers un point M' de S'. H. P. - IV. 55
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Par le poinl M passeronl deux généralrices de S, que j'appellerai G el H; les deux courbes G el H tendront vers deux courbes luniles G' el H' passant par le point M'; et la surface S' pourra, à la limite, être regardée comme engendrée parla translation de G' ou par celle de H'. C'est donc une surface de translation.
La surface S étant une surface de translation distinguée, les deux courbes G et H sont égales entre elles; s'ensuit-il que les deux courbes G' et H' soient égales entre elles ? Il n'en est pas forcément ainsi; il peut se faire qu'à la limite la courbe G se décompose et même que, dans celle décomposition, certaines parties de celte courbe soient rejelées à l'infini. De même la courbe H, égale à G, se décomposera; et il peut se faire que G' soit la limite d'une partie de G et H' celle d'une partie de H correspondant à une autre partie de G.
Pour mieux faire comprendre ma pensée, je vais essayer de fixer les idées; supposons que G et H soient deux cubiques gauches égales; on pourrait imaginer qu'à lo limite G se décompose en une droite à distance finie (qui serait G') et une conique rejetée à l'infini et H en une droite rejelée à l'infini et une conique à dislance finie (qui serait H').
C'est d'ailleurs ce qui arrive quand on passe à la limile d'une autre manière et comme nous l'avons fait au paragraphe VI; c'esl-à-dire de telle sorte que Ml — Zi devienne infiniment petit el que u^ — 2^, M;, — x-^. restent finis.
La surface (2) est donc une surface de translation; mais on pourrait se demander si c'est une surface distinguée.
On peut faire de celte surface une transformation homographique très simple qui en simplifie un peu l'équation en lui conservant le caractère translatif.
Nous pouvons toujours trouver des quanlilés
£1, £■>, £3 définies par les équations
£i£2 = — Ti,2) £2£:i = — Tû." £i£:i = — Ti,:i;
nous poserons alors
et l'équation (2) deviendra
(3) xyz + X ->^ y -\- z = o.
La surface du troisième ordre (3) (où x, y, s sont regardés comme les coordonnées rectangulaires d'un point) est donc une surface de translation.
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La surface (3) admel trois cylindres asymptotiques qui sonl
XZ -r-l = o,
yz -^i = o, xy -1-1 = 0.
D'après une remarque faite plus haut sur les cylindres asyniploliques des surfaces de translation, la projection d'une génératrice sur l'un quelconque des plans de coordonnées est une hyperbole équilatère.
Toute génératrice est donc l'intersection de deux cylindres hyperboliques équilatéres dont les plans asymptotiques sont parallèles aux plans de coordonnées, à savoir aux plans
a; = o, 5 = 0 pour le premier cylindre, et aux plans
pour le second. L'intersection de ces deux cylindres se décompose en une droite rejetée à l'infini dans la direction du plan ; :;= o et en une cubique gauche.
Les génératrices de notre surface de translation sont donc des cubiques gauches dont les asymptotes sont parallèles aux axes de coordonnées.
Cela nous fait déjà prévoir que la surface sera une surface de translation distinguée; en effet, la projection d'une génératrice du second système sur le plan des xy doit être, comme celle d'une génératrice du premier système, égale à l'hyperbole
xy -t- I = o
et semblablement orientée.
Les projections des génératrices des deux systèmes sur l'un des trois plans de coordonnées sont donc égales; donc les génératrices du second système sont égales à celles du premier et semblablement orientées. c. q. f. d.
La surface a donc une directrice qui est aussi une cubique gauche, et les deux systèmes de systèmes de génératrices se confondent en un seul- Mais ce n'est pas tout; la surface admet un centre de symétrie qui est l'origine, et trois plans de symétrie qui sonl les plans x ^^ y, x= z, y := z. Elle admet en conséquence trois axes de symétrie binaire et un axe de symétrie ternaire.
Nous pouvons conclure de là que : ou bien la directrice admettra l'origine pour
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cenlre de sjmélrie; ou bien sa symétrique sera encore une directrice. Or une cubique gauche ne peut avoir de cenlre de symétrie; donc la surface admet deux directrices, symétriques l'une de l'autre par rapport à l'origine.
On pourrait raisonner de même avec l'un des trois plans de symétrie; car une cubique gauche ne peut pas non plus avoir de plan de symétrie. Les deux directrices sont donc aussi symétriques l'une de l'autre par rapport à l'un de ces trois plans.
On verrait de même que chacune des directrices admet trois axes de s> mélrie binaire et un axe de symétrie ternaire.
La surface (3) jouit donc de la même propriété que la surface 0 ^ o; je veux dire qu'elle sera de deux manières différentes une surface distinguée et qu'elle aura par conséquent deux directrices et deux systèmes de génératrices.
Nous sommes ainsi amené à rechercher les cubiques gauches que Ion peut tracer sur la surface.
Une cubique gauche est déterminée quand on en connaît six points et en particulier quand on connaît les trois asymptotes.
D'un autre côté une cubique gauche, qui a ses trois asymptotes sur les trois cylindres asymptotiques de la surface, rencontre cette surface en neuf points à l'infini. Elle ne peut donc la rencontrer encore en un point à distance finie sans être tout entière sur la surface.
Voici donc ce que je vais faire.
Je prendrai une droite sur chacun des trois cylindres asymptotiques. Je construirai une cubique ayant pour asymptotes ces trois droites qui seront respectivement parallèles aux trois axes de coordonnées. J'écrirai qu'un point, à distance finie, mais d'ailleurs quelconque de cette cubique est sur la surface; et la cubique sera tout entière sur la surface.
Soient
IV
ces trois asymptotes; «, c, w sont trois constantes quelconques.
On voit que les trois asymptotes sont bien sur les trois cylindres asymptotiques.
Pour qu'un point de la cubique soit sur la surface, il faut et il suffit que
uviv = rfc I ; soit d'abord
Posons
La forme de la cubique gauche dépendra uniquement de i, r, et Ç; de sorte que deux cubiques gauches, correspondant à un même sjstème de valeurs de E, 77 et Ç seront égales.
Les trois paramétres u, v, w étant liés par la relation (4), on voit qu'il y a sur la surface une double infinité de cubiques gauches.
Les équations (5) deviennent, en tenant compte de (4),
(6) I ^ = cl', IH — = T, w, \ - — =tu.
Des équations (5) et (6) nous tirons
(^^ " = 7:zT' "^TX^' '" = 7:1^'
avec la condition
Alors M, p et tv étant fonctions rationnelles de Ç, r/ et Ç. à un système de valeurs de ^, tj, Ç correspondra un seul système de valeurs de u^ v, w; deux de nos cubiques gauches ne peuvent donc être égales entre elles, à moins que ces fonctions rationnelles ne se présentent sous une forme indéterminée. C'est ce qui arrive si l'on fait
? = ir,= Ç=-I,
valeurs qui satisfont d'ailleurs à la relation (8).
C'est donc ainsi que l'on obtient les génératrices de notre surface qui doivent, en nombre infini, être égales entre elles et semblablement orientées.
Pour obtenir les équations de ces génératrices, il faut donnera ^, r,, Z non pas la valeur — i, qui rendrait les expressions de w, f, w indéterminées, mais des valeurs très voisines, en les choisissant de telle sorte que la relation (8) ne
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cesse pas d'être satisfaite, c'est-à-dire que l'on ait sensiblement (en négligeant les carrés de i -j- >, i + vi, i -f- Ç)
(9) i-i--fi-^t=-3.
Ou tire de là, en combinant les équations (-j) et ((j),
t étant un paramètre arbitraire; telles sont les valeurs de u, r, u' qui correspondent aux génératrices. .
De li- v- w- ^ I on nurail pu déduire, au lieu de (4), la relation
(4 bis) ui-w = — I.
On peut donc tracer sur la surface deux familles de cubiques gauches, formées chacune d'une double infinité de courbes, et correspondant la première à (4), la seconde à (4 bis).
Si nous prenons [\bis) au lieu de (4) et que nous écrivions (5), nous trouverons
(ibis) "~y > '' = 7 -^ "'= '
avec la condition
(H bis) ç^ç = ç_,-i^ + ç_2.
Les génératrices du second système correspondent alors aux valeurs
qui rendent les expressions (7 bis) indéterminées et qui satisfont à (8 bis).
Quant à la directrice correspondant au premier système, elle correspondra aux valeurs
qui satisfont à (S bis) et qui donnent
M = C = IV = — I
Enfin la directrice correspondant au deuxième système correspondra aux valeurs
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qui snlisfont à (8) el qui donnent
it = (' = »' = I.
Ainsi les génératrices du premier système el la directrice du second appartiendront à la première famille de cubiques; les génératrices du second système et la directrice du premier appartiendront à la seconde famille de cubiques.
Notre surface est donc le lieu des milieux des cordes de deux cubiques gauches qui ont respectivement pour asymptotes
et
Etant données trois droites quelconques dans l'espace, je puis toujours choisir des axes obliques tels que ces droites aient pour équations
[1 suffit ensuite d'une transformation homographique très simple (en changeant ce, y, z un —1 yi - ] pour ramener les équations (i i) aux équations (i o).
Si nous nous rappelons qu une cubique gauche est déterminée par ses asymptotes, nous conclurons que le lieu des milieux des cordes d'une cubique gaucho quelconque est une transformée homographique de la surface (3) el par conséquent est une surface à centre.
On peut prendre la question par un autre côté.
Soient ^1, ^2, Ç:i les coordonnées d'un point; soit une cubique gauche ayant ses asymptotes parallèles aux axes; les équations de la cubique pourront se mettre sous la forme
où t est un paramètre variable et les p, a et b des constantes. La surface lieu des milieux de ses cordes aura pour équations
où t el U sont deux paramètres.
Soit P un polynôme du premier degré par rapport à chacune des trois
44o FONCTIONS ABELIENNES.
variables \. et par conséquent du troisième degré par rapport à l'ensemble de ces variables; ce polynôme contiendra huit coeflicienls arbitraires.
Si nous y substituons à la place des ^,- leurs valeurs (12), on obtiendra une fonction rationnelle R tant en t qu'en ;/ et symétrique par rapport à ces variables. Si nous décomposons celte fonction rationnelle en éléments simples, d'abord par rapjiort à <, puis par rapport à u , nous pourrions obtenir seize éléments différents; on pourrait avoir en effet un terme
où le premier facteur pourrait être remplacé par
t — «2 t — «3 et le second par
ou I,
Mais on voit d'abord qu'il ne peut y avoir de terme en
{l — (n){u — ai) mais seulement en
(t — ai){u — a/i) ^ < '
Le développement de notre fonction rationnelle R en éléments simples comprendra donc treize termes; et si l'on observe que, par raison de symétrie,
et
et
/ — iii u — «/
doivent avoir même coefficient, on verra que le développement R contient sept coefficients.
En annulant ces sept coefficients, on impose sept conditions aux huit coefficients de P, mais il en reste encore un arbitraire; de sorte que l'équation de la surface ( i a ) peut s'écrire
cette surface est donc du troisième degré.
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Jusqu'ici l'origine est restée arbitraire; nous pourrons la choisir de façon à faire disparaître les trois termes du second degré; alors, comme la surface doit avoir un centre, le terme de degré zéro disparaîtra de lui-même.
Passçns encore à une autre hypothèse; soit
«1, Mo, Uj très voisins de a,, a^, a;,; «4 distinct de od,. Posons encore
ui= Xi-h tli (i = I, 2, 3), «;,x = <-r,->, il viendra, en négligeant les ternies en l'',
e = pu; o;o'- o;(e,?,e,- y, :,f, _ v, ^i,- -^ ,j,,),
et l'équation 0 ^ o s'écrira
Nous sommes ainsi ramené au cas précédent.
XI. — Extension au cas de /> = 4- Nous allons examiner une dernière hypothèse
Ui, U2, M;;, U; très voisins de ^i, Xn, «j, a^.
Cette hypothèse va enfin nous permettre de montrer que les fonctions non spéciales, c'est-à-dire les fonctions abéliennes de genre p qui ne sont pas engendrées par une courbe algébrique de genre/?, ne conservent pas le caractère translatif, c'est-à-dire que les théorèmes de Riemann ne sont plus vrais pour elles.
Posons encore
il viendra, en négligeant les termes en t'',
e = «'0', o'„0',ou?.?2?.-.ç>- sy,,,Ç3|v+ 2ti,2ï3.v).
La première somme
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comprend six termes que l'on dédiiil les uns des autres en permutant les indices, de sorte que
-Tl,2Ç.l?V= Tl,-2?3?V-t- Tl,3?2?l-+- Tl/.?2?.1-+- Y2.3?l?l-I- T2,vÇl?3-+- T:i,V?l?-2.
La seconde somme comprend trois termes déduits les uns des autres par permutations d'indices, de sorte que
STl,2T.-i,l= Tl,2T3,ï+Tl.3T2.V-t-Tl,tÏ2,3.
L'équation 0^0 peut donc, pour t très petit, être remplacée par la suivante :
C'est l'cquatiou d'une variété à trois dimensions dans l'espace à (juatre dimensions, si l'on regarde les i comme des coordonnées rectangulaires dans cet espace. J'appellerai cette variété V. Elle est algébrique et du quatrième degré; elle admet l'origine comme centre de symétrie.
La variété à trois dimensions qui a pour équation
si l'ou y regarde les u comme des coordonnées rectangulaires dans l'espace à quatre dimensions; cette variété dis-je, jouit, si la fonction 0 est spéciale, d'une propriété analogue à celle des surfaces de translation distinguées.
Considérons en cfTet la courbe (variété à une dimension) qui a pour équation
Prenons trois points quelconques sur cette courbe; le lieu du centre de gravité de ces trois points sera, d'après les théorèmes de Riemann, la variété 0 = o.
Nous appellerons donc variété de translation^ toute variété dont l'équation peut se mettre sous la forme
t, t' et l" étant trois paramétres.
En donnant à deux des paramètres t, t' , t" des valeurs constantes et faisant varier le troisième, on obtiendra trois systèmes de génératrices.
Si les trois fonctions y',, yi , /'J sont identiques, c'est-à-dire si les génératrices des trois systèmes sont égales et semblablement orientées, la variété sera dite
distinguée; les trois systèmes de génératrices se confondront en un seul; et la courbe
?,= 3/i(0 s'appellera directrice.
Etudions les points à l'intini, cousldérous une asyuiplolc d une des génératrices et prenons-la par exemple parallèle à l'axe des ;.i. Soit <» une valeur de t!' telle que
/";(<v) = oc.
Posons alors, pour abréger,
Nous voyons que, pour <''^= l-,, on a (3) |4 = »; ?,=/,(0 +/;(<')-!-"/ (' = ',2, 3).
Si donc dans l'équation de la variété (2). obtenue en éliminant ^, t' et l!' entre les équations (2), on no considère que les termes du degré le plus élevé en ?•, (ce qui revient à faire c-, = oo), on obtiendra une certaine équation en >i, £2, ^:, qui sera l'équation d'une surface de translation. Si la variété (2) est distinguée, il en sera de même de cette surface et sa directrice aura pour équation
La variété V doit être de translation, au moins quand la fonction 0 est spéciale, et l'on peut supposer, par conséquent, qu'on ait mis ses équations sous la forme (2).
Donnons alors à t' une valeur constante qui rende f'[{t.") infinie. On obtiendra les équations (3) qui (abstraction faite de l'équation ^( = 00) définissent une certaine surface S.i, qui sera de translation.
On obtiendra l'équation de celte surface S, en égalant à zéro le coefficient de la plus haute puissance de ?•, (c'est-à-dire do Çi) dans l'équation (i).
On définirait de la même manière les surfaces Si, S^ et .S3. L'équation de la surface Si, ainsi obtenue, s'écrit
(4) ?1?2$3— ÏS.sÇl— Yl.sEs— ïl.2?3=0.
C'est la surface que nous avons étudiée dans le numéro précédent.
Nous avons vu que c'était une surface de translation distinguée. Les
équations (3) doivent donc être celles dune surface distinguée, c'est-à-dire que l'on doit avoir
fl = fi ('=1,2,3).
Comme j'aurais pu tout aussi bien raisonner sur y"., ou f',^ au lieu de /", que rien ne distingue de/» elf\, je puis écrire
A = /l = f" ri = i,2, 3),
et comme j'aurais pu raisonner sur Sj, Sj, S3 comme sur S», nous aurons
c'est-à-dire que V sera une variété de translation distinguée.
Quelle sera maintenant la nature de sa directrice? La directrice de la surface Si, qui a pour équation
est, comme nous l'avons vu. une cubique gauche ayant ses asymptotes parallèles aux axes. Il en sera donc de même de la courbe
Or, ce qui caractérise une cubique gauche, dont les asymptotes sont parallèles aux axes, c'est que deux quelconques des trois coordonnées sont liées par une relation homographique. Donc, deux quelconques des trois quantités 3/i(/), ^/^{t), 3/:i(<), ou (puisque j'aurais pu raisonner sur Si aussi bien que sur S,) deux quelconques des quatre quantités 3/i(/), 3/^(1), 3f:\(t), 3/,i(<) sont liées par une relation homographique.
Donc la directrice de la variété V est une courbe de l'espace à quatre dimensions, analogue aux cubiques gauches; c'est une quartique que j'appellerai Q et dont l'équation est de la forme
(5) ç,.= JA_H-6i (j = i,-., 3, 4).
Soient donc
'çi=Vi\ (i=i,2, 3),
les asymptotes de la quartique Q.
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La cubique qui sert de directrice à la surface S.» aura pour asymptotes
?/= ■^'>-'ic-+- K (i = I, 2, 3; X- = I, 2, 3; i^k).
Or nous connaissons les asymptotes de la directrice de S,,; on peut les déduire de l'analyse du numéro |)récédent.
J'appellerai /,''■'"'' asymptote (A- = i,2,3) de cette directrice celle qui correspond à ^= oo , et j'écrirai la première équation de la première asymptote sous la forme
La surface S;, a deux directrices; le signe + correspond à la première directrice, le signe — à la seconde. Nous prendrons, par exemple, la première directrice et le signe +.
Les autres équations de la première asymptote et celles des autres asymptotes se déduiraient de l'équatiou (7) par permutaiions d'indices.
Nous aurons ainsi six équations analogues à {'])', j'appellerai équation (A. h) celle des équations de la k'"""' asyn)ptole qui donne E/,.
On verrait alors que dans l'équation (A", h) on doit prendre le signe + si h succède à A" dans l'ordre circulaire 1, 2, 3, i , et le signe — si c'est A qui succède à h.
On a donc
avec cinq autres équations analogues.
De ces six équations (8) on déduit d'ailleurs aisément
( À-; + Xii + xj = o.
On peut, en considérant la directrice de Si, de So, ou de S;, au lieu de S,, obtenir trois autres groupes de six équations analogues à (8).
Cela ferait en tout vingt-quatre équations; mais elles ne sont pas toutes distinctes. En elTet, les équations (8) peuvent être remplacées par trois d'entre elles et par les trois équations (g). Chacun des quatre groupes de six équations peut être remplacé par trois de ces six équations et par un groupe de trois équa-
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lions aaaloguesà (9). Mais les quatre groupes de liois éfjualioiis analogues à (()) ne conliennenl en réalité que quatre équations distinctes, à savoir les trois équations (g) et l'équation (9 bis) a\ -+- Ai -+- ÀJ = o.
Il y a donc seulement seize équations distinctes que j'appellerai les équations (10).
Il faut dire quelques mots au sujet des radicaux qui entrent dans ces équations. Il semble au premier abord que les six équations (8) contiennent trois radicaux distincts
lA'^- i/-^' \/-
Ti.aTî.H.
Tl,2
mais ils s'expriment tous rationnellenieut en fonctions des y et du radical unique
pv= s'— T-2,--rri,2Ti..<-
Nous avons donc en tout dans nos équations (10) quatre radicaux pi, pj, p,,, p., que l'on peut déduire de p', par permutations d'indices. En réalité, ces quatre radicaux ne sont pas encore distincts; car le produit p,p.jp;, p., est égal au produit des six y et, par conséquent, rationnel. D'ailleurs, il est iuipossible, si les y sont regardés comme indépendants, d'exprimer p;,, par exemple, en fonction rationnelle de pi, de po et des y.
Si donc on se donne les y, il faudia encore se donner le signe de pi, po, p:i ; le signe de pi s'en déduira.
Nos seize équations (10) peuvent se répartir en quatre groupes de quatre. Le premier groupe contiendra les équations qui définissent les À' et qui s'écrivent
■...XI + 5.1= -tL,
Voici comment ont été déterminés les signes des seconds membres. Revenons à l'équation (7); le second membre, en prenant le signe + devant
le radical, s'écrit ^; j'ai donc pris, pour la première équation (8),
(H bh) 2X?-t-À;= ■^•
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Pour olHeilir les cinrj aiilies cqualions (S), il suffit de pormulcr les indices i, 2, 3, de toutes les façons possibles, en conservant le signe + devant le second membre si la permutation appartient au groupe alterné et en lui dtjnnant le signe — dans le cas contraire.
On obtiendra ensuite les trois autres groupes de six équations analogues ù (8) en permutant circulairement les quatre indices i, 2, 3, 4- Celle règle pourrait toutefois soulever une diflicullé. Quand on permute circulairement i, 2, 3, 4, pour les changer en 2, 3,4, ' , le carré p\ se change en p; ; mais ou ne sait pas si p4 se change en + pi ou en — pi.
Pour tenir compte de cette difficulté jécrirai la première équation (S), non plus sous la forme (8 bis), mais sous la forme
(8 ter) 2X?-hX|= îi^.
où Eji = zti et dans les autres équations (8) je remplacerai de même p., par £ip,. Je ferai ensuite uue permutation circulaire d'indices, et j'obtiendrai trois autres groupes d'équations analogues à (8) où entreront trois nombres £,, ï2, £:i, tous égaux à ± I .
Cela posé, nous avons vu que de nos quatre radicaux p, trois sont indépendants; je puis donc prendre arbitrairement le signe de trois d'entre eux; celui du quatrième s'en déduira; de même, je puis prendre arbitraircmenl le signe de trois des s, celui du quatrième s'en déduira. Je puis donc faire
Mais je ne sais pas si £1 est égal à + 1 ou à — 1 .
C'est ainsi que j'ai obtenu les équations (11). Pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit que
T»,:. Tii,-, T-2,v ou que
('2) V/Ti,2Ti,3T3,4T2,V-^ V ïl,:iTl.4T2,3T.i,l= V'T 1.2 Tl ,1 T2,3 Ï3,l.
Celle condition ne change pas quand on permute circulairement les quatre indices; les quatre groupes d'équations analogues à (i i) seront donc compatibles si l'on suppose la condition (12) satisfaite et que l'on prenne £, =^ i .
La condition (12) est donc la condition nécessaire et suffisante pour que les seize équations (lo) soient compatibles.
Ou peut encore se demander s'il existe une quartique Q admettant les
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asymptotes définies par ces seize équations et si la variété de translation distinguée, dont Q est la directrice, csl bien la variété \ .
Nous savons que les périodes a,-^^ sont au nombre de - — ? c'est-à-dire,
dans le cas de p =-. ^, au nombre de lo. D'un autre côté, le nombre des modules d'une courbe de genre 4 est égal à op — 3 = 9. Il faut donc une condition et une seule pour qu'une fonction 0 de genre 4 soit spéciale; si cette condition unique est remplie, la variété 0 = o est une variété de translation distinguée.
Si les termes latéraux a,_A- {i<'^') sont très petits, cette variél('' dillére très peu de V; il suffit donc d'une condition pour que V soit une variété de translation distinguée. Or nous venons de voir que, pour que V soit une variété de translation distinguée, il y a une condition nécessaire, c'est la condition (1 2); donc, comme d'ailleurs l'équation (la) est indécomposable, cette condition sera aussi suffisante.
Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants :
1" Si une fonction 0 n'est pas spéciale, c^ est-à-dire si elle ne doit pas son origine à une cmirbe algébrique de même genj-e, l'équation & := o ne présente pas, en général, le caractère translatif qu'elle présente, au conliairc, d'après les théorèmes de Riemnnn si la fonction 0 est spéciale.
2" Pour qu'une fonction 0 de genre 4 doii>'e son origine à une courbe algébrique de genre \, il faut et il suj/it qu'il v ait une certaine relation entre les périodes ai^n.
Cette relation est transcendante et, en général, assez compliquée. Mais si les périodes c/, ^ étant finies, les jiériodes a,,A ('?/>') ^ont très petites, cette relation se réduit à
(12 bis) yûîi.sai, 3^3, ïOj, 4 H- vii.jcti, 402^:16(2, t = fai^iOifa^^za^.
Pour l'étude de la variété V, on peut encore raisonner comme il suit :
Reprenons les équations de la quartique Q; la variété dont cette (juartique est la directrice aura pour équations
t — Oi U — Oj (' — Uj
t, u et (' étant trois variables auxiliaires.
Soit maintenant 1' un polynôme entier du premier degré par rapport à
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chacune des quatre variables ^, (el, |)ar conséquent, du quatrième degré par rapport à l'ensemble de ces quatre variables). Ce polynôme contiendra seize coefficients arbitraires.
Substituons-y à la place des Ç, leurs valeurs (i3); P deviendra une fonction Pi rationnelle en t, u, ç; décomposons cette fonction rationnelle R en éléments simples d'abord par rapport à t, puis par rapport à u, puis par rapport à v. Chaque élément sera le produit d'un coefficient numérique et de trois fadeurs. I>e premier facteur peut être
le second
le troisième
A ce compte, le développement de 1\ pourrait contenir 5^=120 éléments simples; mais il faut observer qu'aucun élément ne peut contenir deux des trois fadeurs
avec le même indice i; le développement de R contient donc siiulement soixante-treize éléments simples.
Si l'on observe ensuite que la fonction R doit être symétrique en t, m, v, on voit que plusieurs des coefficients de ces soixante-treize éléments d(jivenl étie égaux, de sorte qu'il ne reste que quinze coefficients distincts.
Si j'annule ces quinze coefficients, j'introduirai quinze relations entre les seize coefficients de P, de sorte qu'un de ces seize coefficients reste encore arbitraire.
I^'équation de la variété dont (} est diicitrice sera donc de la furnie
Nous avons choisi les axes parallèles aux asymptotes de (^, mais les directions des axes sont seules ainsi déterminées, l'oiigine reste arbitraire; je puis en disposer de façon à faire disparaître h^s quatre termes du troisième degré du polynôme P.
I'.- IV
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Je dis que les quatre termes du premier degré auront disparu du même coup. Posons
P= P.ïi-i-P'..,
P» et P'j étant deux polynômes du premier degré par rapport à chacune des trois variables ^i, ço, ^:, et, par conséquent, du troisième degré par rapport à l'ensemble de ces trois variables. L'équation P.i=o doit être, comme nous l'avons vu plus haut, celle d'une surface de translation distinguée ajanl pour équations
et pour directrice
bi.
C'est donc, d'après le paragraphe précédent, une surface à centre et, comme les termes du deuxième degré (qui donnent dans P des termes du troisième degré) manquent par suite du choix de l'origine, le centre ne peut être qu'à l'origine. Le terme de degré zéro doit donc manquer également.
Donc le terme en c/, manque dans P, et l'on démontrerait de même que les autres termes du premier degré manquent également.
Le polynôme P ne contient donc que des termes de degré pair et nous pouvons écrire
p = E,ç-iÇ:.l.- 2-0, »;:,;*-+- S.
Le polynôme P conlient donc encore sept coefficients, à savoir S et les six y. L'équation de la quartiquc Q contient douze arbitraires, à savoir les quatre «,, les quatre (3; et les quatre b,; mais nous pouvons faire subir à / un changement linéaire en posant
X, [x, II, p.) étant des constantes quelconques que nous pouvons choisir de telle façon que fli, «2 et a-i aient des valeurs données; il reste 12 — 3 := 9 arbitraires; de plus, nous avons choisi une origine particulière, ce qui revient à attribuer aux quatre bi des valeurs particulières. Il reste donc 9 — 4 = 5 arbitraires. Il faut donc 7 — 5 =: 2 conditions pour que P = o soit une variété adincllanl une quarlique pour directrice.
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L'une de ces condilions nous est déjà connue, c'est la condition (12). Nous savons, d'autre part, quand celle condition est remplie, déterminer les asymptotes de la quartique Q. C'est ce que les équations (10) nous permettent de faire.
Ces équations nous donnent en ell'et les 1 en fonclion des y. Dans les équations (10) entrent trois irralionalités; nous avons en effet quatre radicaux pi, po, p3, p., dont le produit est rationnel, mais qui sonl d'ailleurs indépendants. Mais, si l'on introduit entre les y la relation (12), celte indépendance cesse. En tenant compte de la relation (12) on peut exprimer rationnellement, en fonclion des y, les produits des p,- deux à deux.
On obtiendra donc les /. en fonctions rationnelles des y et de l'un des p. et l'on en déduira sous la même forme la valeur de a,,, celles des j3; et celles des 6,-.
Toutes les constantes qui entrent dans les formules (i3) sont alors déterminées en fonction des y.
Substituons alors à la place des ^, leurs valeurs (i3) dans l'équation P = o; nous trouverons une équation qui nous donnera â, et la valeur de 0 ainsi trouvée devra être indépendante de t, u et v el dépendre seulement des y.
On peut faire ce calcul en donnant à t, u, c des valeurs arbitraires; mais le plus simple est de prendre t ^ u =: i>; le point qui correspond à < = m = t' est un point de la directrice. Voici coiniiient on pourra diriger le calcul :
Nous pouvons, comme je l'ai dit plus haut, remplacer, dans les équations de la quartique Q, la variable t par une autre variable t' liée à la première par une relation homographique. Le plus simple est de prendre
Les équations de la quartique Q se réduisent à
Substituons les valeurs (i4) dans l'équation P = o; nous obtiendrons une équation qui nous donnera 0. La valeur trouvée devra être indépendante de 5^-
Supposons cj, très grand et développons t^i suivant les puissances décroissantes de ti, il viendra
Substituons ces développements à la place de £,, ^-j, ^3.
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Dans P, nous obtiendrons un développement procédant suivant les puissances décroissantes de Ei, et commençant par un terme en tj ; le premier terme du développement est
l.[b,l)-ib,-hl>,-hb,^l>,]
et le second
3:i, (6., /A,-v,,,)-f- 3 :i2(6ii'.-Vi.-)-+-3ri:,(6, />,_■;,,,)
— -;i,'.b-2b::— ■!-2,i 0,0.1— -l:i,iO,0..-h 3.
Ces deux termes doivent s'annuler; le premier s'annule de lui-même quand on y remplace les (3 et les b par leurs valeurs en fonction des y; en égalant le second à zéro, on aura une équation qui donnera o. On trouve aisément
on obtient aussi, sans peine, les expressions des 6,- et, en tenant compte de (12), on a finalement
(16) 2 = •fi,-2 7r!,l-l- Ti.sTm-S- ïl,vï-2.r,.
Les conditions (12) et ( i 5 ) sont donc les deux conditions nécessaires pour que P = o soit l'équation de la variété dont Q est la directrice.
On peut, d'après ce qui précède, obtenir les À en fonctions rationnelles des y el de l'un des p, et comme p est susceptible de deux valeurs égales et de signe contraire, on trouvera pour chacun des X deux valeurs.
La variété V admet donc deux directrices Q et elle sera, de deux manières dillérentes, une variété de translation distinguée.
Par raison de S3métrie, il est évident qu'on passera d'une des diiectrices à l'autre en changeant ç, en — E,-.
Ce résultat ne doit pas nous surprendre; et en effet la variété
est aussi, de deux manières dillérentes, uue variété distinguée et elle admet deux directrices qui ont respectivement pour équations
Ul = -h 'i (',, lli = — 3 fj.
Les mêmes considérations peuvent être étendues au cas de /> > 4-
Le nombre des quantités a,-,/, est égal à
Celui dés modules d'une courbe de genre p est >/> — 3. Pour qu'une fonction 0 soit spéciale, il faut donc
Ll '1
conditions.
Supposons maintenant les termes latéraux 1res petits, ui très voisin de tz, et posons
Conservons seulement dans le développement de 0 le premier ternie qui est en f et négligeons les suivants.
L'équation 0 ^ o devient alors celle dune variété algébrique que j'appelle V et qui est de degré/?; le premier membre de l'équalion de V contient
indéterminées qui sont les y.
SI V est une variété de translation, ce sera une variété de translation distinguée et les équations de sa directrice seront de la forme
ri6) £,= t — 'a ^''' (i = ', '-i, ■■■■ P)-
Les équations (i6) contiennent '>p indéterminées qui sont les (j, les a et les b. Si j'exprime que la variété dont la courbe (i6) est la directrice admet l'origine pour centre, j'aurai déterminé les b et il me restera 2p indéterminées. D'autre part, je puis choisir le paramètre / de telle façon que a,, a,, rt;, aient telles valeurs que je veux. Il me reste encore 2p- — 3 arbitraires. Donc, pour que V soit une variété distinguée, il faut
Pip^m _(,^, _ 3; = (p-'-'Up-y)
conditions.
C'est le même nomi)re que |)Iiis haut. Quelles sont ces conditions? On voit d'abord que la condition (12) doit encore être remplie, ainsi que toutes celles
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qu'on en peut déduire par permutalions d'indices. Le nombre des conditions ainsi obtenues est égal au nombre des combinaisons de /) lettres 4 à 4- Ce
nombre est plus grand que -^ —I- ^i d'où il suit que ces conditions ne
sont pas toutes distinctes.
XII. — Cas voisins des cas singuliers abéliens
Soit/> = 3, et considérons la fonction 0. SI
on tombe sur le cas singulier abélien et l'on a
0 étant une fonction 0 de genre i de î/i et de «•>, et 0;, une fonction 0 elliptique de M:i.
Supposons maintenant que ai,:, et r/.j,:, ne soient pas nuls, mais très petits, de façon qu'on se trouve dans un cas voisin du cas abélien. Posons
1 étant un paramètre très petit, et développons suivant les puissances de /; il viendra, en négligeant £-,
yi) _^ jYO_
/(/ 1 ' ' du ,
Je désigne par 0', ce que devient -^ quand on y remplace u.; par x^. L'équation 0 ^ o se réduit à
.Si l'on regarde ;, U| , u-, comme des coordonnées rectangulaires, l'équation (i) doit être celle d'une surface de translation.
Nous avons vu plus iiaut à plusieurs reprises, et notamment au paragraphe VJ, qu'une génératrice d'une surface de translation
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doit avoir pour équalion
<l.f : (If
y., p, Y étant des constantes.
Si donc nous posons
dii'j ' rhii du-i ^' du%_ '
nous aurons pour l'équation d'une génératrice de la surface (i),
^i = 2, •;, R H- (a.iYi-t- ai '(2)^ -+- a^Y-jT,
y.i, a, et 3 étant trois constantes.
Ou bien
(2) aivi RO--t- (a.,v, -i- OL, v.)SO-^-i- a.,-,'-2T05— 30°-= o.
Or RO-, SO-, TO-, 0- sont des fonctions 0 de genre 2 et du second ordre aj-ant mêmes multiplicateurs, appartenant, par conséquent, au même faisceau (toutes ces fonctions sont paires).
II eu est donc de même du premier membre de (2), que j'appellerai
Notre génératrice a donc pour équation
tJ lli) = o.
Une autre génératrice aura pour équation
Y)' étant une fonction 0 avant mêmes multiplicateurs que rj. Mais, comme elle doit être égale à l'autre génératrice, elle devra aussi avoir pour équation
h, et /i, étant deux constantes. Or les fonctions r/(u,) etr,,(f/, — /(,) n'ont pas mêmes multiplicateurs; elles ne peuvent donc être identiques, d'où il résulte que les deux courbes (3) cl (4) ne peuvent avoir une partie commune qu'à la condition de se décomposer.
Donc r/{ui), r,{ui — /«,) et ïi(f/,) doivent se décomposer on deux facteurs,
et l'on aura
T| (;<;) = c 0 ( (/,■ — e,- ) 0 ( «, -H Ci ),
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c. Cl et P2 étant trois constaules. On obtiendra une génératrice en annulant l'un des deux facteurs, c'esl-à-dire en faisant «,= i',±e,:; je dirai en faisant Mj=(',-(-e,, ce qui ne restreint pas la généralité, puisqtie rien ne distingue e, de — e,-.
Donnons de loul cela une interprétation géométrique. Si R, S et T sont trois coordonnées rectangulaires, le point (R, S, T) sera sur une surface de Kummer; l'équallon (2) représentera un plan et pour que la fonction •/) se décompose, il faut que ce plan soit un plan tangent.
IjCs génératrices de la surface (i) correspondront donc aux intersections de la surface de Kummer par ses plans tangents, ou plutôt à quelques-unes d'entre elles.
Observons que le plan défini par l'équation (2) est parallèle à la droite
( f>) Yi R -^ T-. S = o, 7,8-+- Y,T = o.
Les courbes qui, sur la sur/ace de Kummer, correspondent aux génératrices de la. surface (1) sont donc les intersections de celte surface de Kummer avec les plans tangents cjui lui sont menés parallèlement ci la droite (5).
La droite (5) se trouve sur le cône du second degré (6) RT — S-=(..
Le plan r, = o défini par l'('quation (2) est donc tangent à la surface de Kummer en un point M dont les arguments abéliens f/, et Uj seront définis par les équations
D(m, — e/) = o. OC«,-i- e,') = o.
Il est langent en outre au cylindre N qui est circonscrit à la surface et dont les génératrices sont parallèles à la droite (:>).
A.U point M je ferai correspondre le point M' qui a pour arguments abéliens 6) et e-, augmentés d'une des dix demi-périodes qui n'annulent pas 0. Voici quelle en est la signification.
La surface de Kummer est sa propre polaire réciproque par rapport à une quadrique convenablement choisie (et cela de dix manières différentes). Le point M' sera, d'une de ces dix manières, le réciproque du plan (2), et quand le plan (2) enveloppera le cylindre N, le point M' décrira une certaine courbe
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plane Q ilniil le plan sera le réciproque liii point à l'iulini défini pat- les équations (5).
Etudions celte courbe Q.
Supposons que l'on ail mis les équations de la surface ( i ) sous la forme translative
«, =/uo +/;(■<■ )■
On aura l'équation d'une génératrice eu donnant, soit à / soit à L' , une valeur constante; mais nous avons trouvé pour l'équation d'une génératrice
^{Ui—ei) = o, d'où
M,= Ci -h Cl.
On aura donc, si la génératrice a été obtenue en faisant t' ~- const.,
Jiit) — (',= Ci— fi (/') — const.
Hii trouverail de nièiae, en considérant la génératrice obtenue en faisant t = const.,
//(rj — !■; = const.,
d'où
'-ii = /•{'}+ J"i{l') = '•<-+- (•;-!- const.;
j'appellerai /., la constante du second membre et j'écrirai d'où
Or la courbe Q a pour équation
Ui= e,-+-ro,,
m, élant une demi-période. Cette équation peul s'écrire
Ai + ST, est une constante. i'| est une fonction de x' , x' étant un des points de la courbe C.
Donc la courbe Q est ])lane et son plan doit être langent à la surface de Kummer.
H. p. — IV. 58
458 FONCTIONS ABELIENNES.
Le poinl à l'infini dans la direction (5) qui est le réciproque de ce plan, doil se trouver sur cette surface.
La conique à l'infini, définie par l'équation (6), est donc sur la surface; c'est donc une des seize coniques singulières de la surface.
Pour achever l'étude des génératrices, reprenons la surface
0 r/(lt 0 //II;
On obtiendra l'équation complèie d'une génératrice en adjoignant à l'équation ( I ) l'équation
d'où l'on lire
Une autre génératrice aura pour équations
et, comme elles doivent être égales, on devra avoir
<l>((■i-^-e',) — 'i>{t■i-hc^) = k,
k étant une constante. Posons donc
■i/(iii) = *(<-;-+- «,) — 'i'(Pi-+- l'i) — /'■
La fonction ']'(w/) est évidemment une fonction abélicnne qui a pour dénominateur
0(tt,-i- Ci) 0(«,-i- e]).
Le numérateur doit évidemment être une fonction 0 du deuxième ordre appartenant au mémo faisceau que le dénominateur.
D'autre part, le numérateur doit s'annuler pour w,=: c,-, c'est-à-dire pour 0'(m,) = o.
Il se décompose donc on deux facteurs : un de ces facteurs doit être 'J(M;) cl il est aisé d'en déduire l'autre fadeur. On aura donc
M étant un facteur constant.
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L'étude de cette identité conduirait sans doute à des résultats intéressants, mais je ne l'entreprendrai pas ; cela m'entraînerait trop loin.
Je me bornerai à résumer cette discussion; pour avoir les équations des génératrices, on posera
/x'i étant la constante définie plus haut; si sur la courbe C on envisage deux points X elx', Tintégrale c, sera fonction dexel l'intégrale c) de x' ; on obtiendra alors toutes les génératrices en faisant, soit x = const., soit t'= const. On voit en même temps que la surface (i ) est une surface de translation distinguée.
La conique définie par l'équation (6) est l'une des coniques singulières de la surface de Kummer et comme elle est rejetéc à l'infini, si l'on considère Pi, S et T comme des coordonnées rectangulaires, elle est dans le plan
Son équation se réduit donc à u/=^ r,-, c'est-à-dire que, au point à l'infini dans la direction (5), on doit avoir
x„ étant un point fixe de C et v" la valeur correspondante de l'intégrale c,- (je pourrais aussi bien écrire «; = -!- c", car l'équation 0 = o est aussi bien équivalente à M,== -I- i>i qu'à «;= — (',).
D'autre part, l'équation de notre génératrice sera
"/ = '•; + Pi-
La courbe qui correspond à cette génératrice sur la surface de Kummer devra passer par le point à l'infini dans la direction (5), puisque cette courbe est l'intersection à la surface avec un plan tangent passant par ce point. II existera donc sur la courbe C un point x^, tel que
Il existera aussi sur C un point x', tel que
La courbe C est une courbe plane du quatrième degré à point double; la droite qui joint x' à Xn va passer par ce point double. Il vient alors
e, = (■; — pf
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et pour réquation de notre génératrice
La quantité que nous avons appelée plus haut /., est donc égale à — c,".
Soit maintenant /> = 4 et considérons une fonction 0 spéciale. Si l'on avait
f) serait le produit d'une fonction de genre 3 et dune fonction de genre i, et l'on aurait
0 dépendant de u,, Mo, M;, et 0-, de m,.
Supposons maintenant que rt,,-,, a^,. , a.i.i ne soient pas nuls, mais très petits, de façon qu'on se trouve dans un cas voisin du cas abélien. Posons
et développons f) en négligeant /-, il viendra
L'équation 0 = o se réduit à
^'"^ ^- = V ^ ^ i'cTi^ ^ T .tït: = ^^'"" "^' «^>'
ce doit être l'équation d'une variété de translation.
Mettons les équations de cette variété sous forme translative
t, t', t" sont trois variables auxiliaires qui n'ont rien de commun, d'ailleurs, avec la variable l qui entre dans les équations (g). On obtiendrait une génératrice en donnant à <' et à t" des valeurs constantes; si l'on donne à l" seulement une valeur constante, on obtiendra un faisceau de génératrices dont l'équation peut être mise sous la forme suivante. Soit, pour cette valeur constante de t",
les ,3; seront des constantes.
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[^'équation du f'aisccnu de génératrices pourra s'écrire
f/Ul 7((; (/«,;
sont des fonctions 0 qui ont mêmes multiplicateurs. Le produit du premier membre de (i i ) par 0- sera donc une fonction r; ayant mêmes multiplicateurs que 0-. L'équation ( i i ) devient donc
Un autre faisceau de génératrices devrait avoir |)our ('(piation
■(! ayant mêmes multiplicateurs que rj. D'autre part, il devrait avoir pour équation
les /.-, étant des constantes. 11 en résulte que o doit se décomposci- et qu'on doit avoir
Ti = n(«, — e,)0((/,-+e,).
Comme rien ne distingue e,- de — e,, je |)uis dire que l'équation d'un faisceau
de génératrices s'écrit
(i9.) 0("/— ei) = o.
On déduit de là
(i3) iii= r,-t- v', -\r e;
ou Lien
(',, v\ , v\, l'J' sont les valeurs de l'intégrale r, qui correspondent à (juatre points de la courbe C, que j'appelle x^ x\ x" , x" .
On voit ainsi quela surface(i2) est de deux manières différentes une surface de translation, et que ces deux manières sont définies respectivement par les équations ( i .':>) et ( i4 )•
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D'autre pari, on peut écrire les équations de la surface (12) sous la forme
où t" et, par conséquenl, //('") sont des constantes.
Ou peut alors faire trois hypothèses
On bien les équations (i5) sont équivalentes aux équations (i3). c'esl-à-dire que Ion a
/,(/) = Cj-J- const., //('') = ''! -t- CDiist.
Ou bien les équations (i5) sont équivalentes aux ('qualions (14)1 c'est-à-dire que l'on a
fi{t) = — t'," -h const., /I{t') = — ''7 -^ const.
Ou enfin les équations (i5) définissent une troisième manière pour la surface ( 12) d'être de translation.
Cette troisième hypothèse doit être rejetée; on pourrait sans doute démontrer que la surface (12) ne peut être de translation que de deux manières. Mais on peut se dispenser de cette vérification.
Rappelons-nous en elTel notre point de départ. Nous avons envisagé d'abord une fonction 0 spéciale de genre 4- L'équation
représente alors une variété de translation dont les génératrices ont pour équations
(/, = Cj-f- const.,
i', étant une des intégrales abéliennes de première espèce alTércntes à la courbe G de genre 4 qui engendre la fonction spéciale 0.
Nous avons suppos('' ensuite que Ci,.,, 02,4, «:!,■, étaient des infiniment petits et, négligeant des termes d'ordre supérieur, nous avons réduit l'équation 0 -= o à la forme (10).
Mais, quand a,.,, a.,,,, a;,,., s'annulent, la courbe C qui était de genre 4 ^c décomjjose en deux autres, l'une de genre 3 correspondant à la fonction 6, l'autre de genre i correspondant à la fonction 6,-,.
Rappelons-nous que 0 dépend seulement de u,. Uj, M;, et 0.., de u,.
La variété 0 = o reste de translation et l'équation de ses génératrices conserve la forme
iii = (',-i- const.
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Sif^i, 2 OU 3, v'i devra èlre l'une dos intégrales abéliennes de première espèce qui se rapportent à l'une des composantes de la courbe C, à celle qui esl de genre 3 et qu'engendre la fonction 0.
Ainsi la variété (lo) peut être regardée comme de translation et de telle laron que ses génératrices aient [)our équations
"i = ''/ -•- const.
La première hypothèse est donc réalisée.
Observons en passant que la seconde l'est également. En effet, la variété 0 = 0 est de deux manières différentes une variété de translation. De la première manière ses génératrices ont pour équations
iii = i',^ const.
De la seconde manière elles ont poui- équations
Ui = — (', + const.
A la limite, la variété ( lo) sera de translation de deux manièi'es différenlcs. Dé la première manière ses génératrices ont pour équations
«, = Cj-t- consl. ( i = 1, ■), 3).
De la seconde elles ont pour équations
Ui = — c, + const.
Nous nous en tiendrons à la première manière.
Alors les équations de la variété (lo), mises sous forme translative, s'écriront
Ui = l'i -+- !•; -t- 1'," ■+■ /.-,■ ( (' = 1 , 2, 3 ),
Les ki sont des constantes: ar, x', x" sont trois points de la courbe C de genre 3 qui engendre 0; t'/,, ('|, v" sont les valeurs correspondantes de l'intégrale de première espèce i',-.
Puisque l'on a d'autre pail
Ui= l';-|- !■; -h Ci,
on aura donc
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Comme rien ne distingue le point x" du point x. nous pouvons supprimer les rtccenls et écrire
(lO) e,= t',-i-/-,-.
Nous avons dit plus haut que le premier nienilire de l'éqnaliou ( i i ) peut se décomposer en deux facteurs et s'écrire
Mais ce produit peut se mettre sous une forme particulière. Posons, pour plus de symétrie dans les notations,
Je désignerai d'autre part par Ç/,(m,), (A==2, 3, ..., 7) les six dérivées secondes de logO multipliées par 0-(a,).
Par exemple i^j, ^w- Ci seront formées avec les dérivées secondes prises deux fois respectivement par rapport à «i, à «2 et à W;, ; Ç^, to, Ki seront formées avec les dérivées secondes prises respectivement par rappoit à ii., et «:,, à H| el u-.t, à Ml et u.j.
Les fonctions Çi, Çj, . . ,, Ç7 ont mêmes multiplicateurs et appartiennent au même faisceau.
Soit Çs une liuitième fonction (juelconque linéairement indépendante des premières et appartenant aussi au même faisceau.
On démontre que
(17) 0(Mi- e,)0(«,--i-e,) = ;,(«,■);', (e;) H- C,(k/)C, («,)+•• •-^-Ï8(",)!;'8(ei)-
Les fonctions Ç', , Ç',, . . , , Ç'^ sont des combinaisons linéaires de Zi- K'2- ■ ■ ■ : Cs ; ce sont donc encore des fonctions appartenant au même faisceau que 0-. Quand on fait là-dedans
l'expression (17) doit (à un facteur constant près qui, étant aritilrairc, jieut être supposé égal à i ) se réduire au premier uiembie de ( 1 i ) multiplié par 'J-'. Or
dF du-i (IV ^
ilu-.
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On a donc, pour e, =^ P,-t- /«■,•,
d'où
Ti'i — TlT'2'=- + ïl ''.l = O) Y n s: — T-2 T:i ^'r, + T l ? i = o,
D'après le paragraphe V, quand on fait ei= l'i + /,,, il 3- a
/(/' -h /' — lip — I
fonctions du faisceau qui s'annulent identiquement. Ici n = a, p.— ?}] il y a donc dans le faisceau quatre fonctions linéairemenlindépendantes qui s'annulent identiquement. Ces quatre fonctions doivent être Ç,, et les premiers menihies des trois équations (18).
Nous définirons donc les trois constantes /,i, /,^,, /, , par la condition suivante :
devra être nul quel que soit le point x de la courbe G auquel correspond l'intégrale (;•
L'enseuible des valeurs de Ai- /. j, /.;, formera une certaine variété.
Cette variété ne peut avoir trois dimensions; sans cela Ç,, devrait être idenli- (juement nul, ce qui ne peut avoir lieu. En effet, nous avons désigné par 0(f<) la fonction
oiî P est une certaine forine quadratique par rapport aux m, dont les coefficieuts dépendent des périodes.
Considérons maintenant les séries
(19) Se
OÙ je ne donnerai à /«i que des vahuirs paires ou que des valeurs impaires; de même je ne donnerai à m-i que des valeurs paires, ou seulement des valeurs impaires; de même pour m^.
Cela fait deux hypothèses pour 7»i, deux pour //i^, deux pour //(;,; en tout 2'::=8 hypothèses. On peut donc former huit séries (19). Ce sont des fonctions 0 du deuxième ordre ayant mêmes multiplicateurs.
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Je les désignerai par
On a alors
0( H,— ei) (i(Ui-h d) = -OiCWiVr.iCc/) -f- 'f,:! ((,) t,-,( e,) -h . . . — Tis^ «;) '''isCf ()■
Los Tii, ïja, . . . , rjs s'exprimeront linéairement à l'aide des ^ et l'on anra
(19) -fi/i = Gi.x^,-!- G...<;;-2-t-. . .-I- Gs.tç»
et l'on déduit de là
(20) 7«(e,-) = G8,i-ii(e,)-H G8,2-r,2(e,- )+...+ G,,8T|8(e/).
Il ne peut pas arriver que l'on ait à la fois
Gj.i = Gs.j = . . . = G8,s = o,
sans quoi les équations (19) montreraient que les r,, ne sont pas linéairement indépendants, ce qui n'a pas lieu.
Il ne peut pas arriver non plus, que les liuit constantes G» * n'étant pas nulles à la fois, 'Ç'^ soit identiquement nul, sans ([uoi Téqualion (ao) exprimerait à son tour que les r^ ne sont pas linéaireuient indépendants.
Ainsi la variété formée par les /.', ne [icul pas avoir trois dimensions: elle ne peut pas non plus en avoir deux.
Pour qu'elle en eût deux, il faudrait que les deux équations
l'»i^! + kl) = o, î'8(.r/-hX-,) = o
(où r" et vj sont deux valeurs particulières de r,) fussent identiques, ou au moins que les deux premiers membres de ces deux équations se décomposassent en plusieurs facteurs et qu'un facteur fût commun à ces ileux premiers membres. 11 faudrait donc que, si
est ce facteur, ce facteur ne changeât pas (piand on y remplace t'° [)ar une autre valeur de i,.
Cela est évidemment impossible.
Supposons donc maintenant que la variété des /,-, ait une dimension seuleuieul. Ncjus regarderons par conséquent /.i, /.'a et /.;, comme des fonctions d'une
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variable iniii[iie que j'appellerai •;. Comme les c; dépendent de x, les r, + A",sont des fonctions de x et de; z.
Il y a, d'après ce que nous avons vu, trois combinaisons linéaires de Ç', , Ç, , .... Ç'. qui sont identiquement nulles quand on y remplace les e, parr, + /.', ; expliquons le sens de cette proposition; si je regarde un instante comme une constante, les A", seront aussi des constantes; mais c, dépendant de x, quaud on aura remplacé e, par i', + A;, les Ç' deviendront aussi des fonctions deu; il y aura entre ces sept fonctions de x ti-ois relations linéaires à coefficients constants. Mais je veux dire par là qu(! ces coefficients ne dépendent pas de x : ils dépendront, au contraire, de z.
Ces trois relations linéaires doivent être les équations (iB). Nous voyons donc que •■], "i',''i, '{'■,■, T^>-- sont des fonctions de ;.
Si l'on élimine :; entre ces équations, on obtiendra une relation entre -' et — •
C'est cette relation qui exprime que la Jonction 0 est spéciale.
Il reste encore à examiner deux hypothèses; on pourrait supposer que la variété des A,- a zéro dimensions; c'est-à-dire que les A,- peuvent prendre un ou plusieurs systèmes déterminés de valeurs. Alors, en raisonnant comme nous venons de le faire, on venait que les rapports —■, '^ devraient prendre aussi des valeurs déterminées. Cela ferait donc deux conditions nécessaires pour que la fonction 0 soit spéciale et nous savons qu'il ne doit y en avoir qu'une.
On pourrait supposer enliu qu'il n'existe pas, en général, de valeurs des A, telles que
soit identiquement nulle, il faudiait donc, pour que la fonction 0 soit spéciale, qu'une certaine relation ait lieu entre les périodes
relation où les -- n'entrent pas. Mais comme il suffit d'une condition pour que la fonction 0 soit spéciale, lorsque la relation dont je viens de parler entre les ai 1; serait satisfaite, la fonction 0 devrait être spéciale quels que soient les y. Il faudrait donc que la relation entre les a,_A étant satisfaite, la variété des A, ait deux dimensions et nous venons de voir que cela était impossible.
Les deux hypothèses doivent donc être lejetées l'une et l'autre.
Je m'arrête, quoiqueje n'aie fait qu'eflleurer mon sujet; la considération des
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variétés de translalion m'a donn»' un moyen d'exprimer la condilion pour qu'une foncLion soll spéciale, mais je ne l'ai appliqué qu'à des cas très particuliers.
Il V a lieu d'espérer qu'en l'appliquant au cas général on obtiendra des résultats dignes d'intérêt. De même, j'ai dû passer très rapidement sur le cas voisin du cas singulier abéllen qui a fait l'objet du présent paragraphe; mais je crois qu'il y a là un joli sujet de thèse.
('onipCcs rendus de r A''fidétnie des Srte/tres, t. l'Ji, p. l'io^-ijii (lm juin iSij7).
Toute fonction uniforme de p variables, ip fois périodiques, est le t/uotient de deux fonctions (■).
Ce ihcoréine fondamental dans la llHM)rie dos fondions abéliennes paraît avoir été connu de Rieniann. Weiersltass en a découvert la dénionslralif)n, mais ne l'a pas publiée.
M. Picard et moi nous avons puljlié dans les Comptes rendus ('), en collaboration, une démonstration de ce théorème fondamental; mais nous devions nous appuyer sur un théorème auxiliaire, que nous admettions et qui peut s'énoncer ainsi :
Entre p + i fonctions uniformes de p variables, T-p fois périodiques, sans point singulier essentiel à distance finie, il y a toujours une relation algébrique.
Ce th(''orcme auxiliaire semble avoir été connu de VVeierstrass, qui n'en a pas non plus publié la démonstration.
Depuis, M. Appell a publié, dans le Journal de Liouville (i8()i), une démonsiration du lliéorcme fondamental, fondée sur les propriétés d'une certaine équation fonctionnelle, et où il s'appuyait également sur un théorème relatif aux fonctions de deux variables que j'ai démontré dans le Tome II des Acta mathematica (-).
(') l'oir ce Tome IV. p. .'»07.
(•) Voir ce Toirie tV, p. i\-j.
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Je vouflrais aujourd'hui :
i" dt^moiitrer le théorème auxiliaire;
2" donner une Iroisièiue déuionslralion du théorème fondamental.
La démonstration du théorème auxiliaire se divise en trois jiarties :
i" Soient/» fonctions jjériodiques Fi, F^. • • -, F^,; les zéros communs à ces p fonctions qui sont à l'intérieur du jirlsniatoïde des périodes sont en nombre fini, à moins quelles ne forment une infinité continue.
La démonstration est calquée sarcelle qui moutre que les zéros d'une fonction analytique d'une variable sont isolés.
2" .Si les fonctions F,, I\ Y,, dépendent de plusieurs paramètres, et si
l'on fait varier ces paramétres d'une manière continue, le nombre des zéros communs, s'il reste fini, demeure constant.
On se sert, pour la démonstration, de l'intégrale de Kronccker, de la même façon que je m'en suis servi pour montrer que les zéros communs à p fonctions 0 sont au nombre de/»! (Bull. Soc. math. France, t. XI) (').
Comme conséquence immédiate, si p quelconques des/j + i functions I'",, F:;, ..., Fp, Fp^i ont q zéros communs, alors p polynômes entiers en Fi, Fo, . . ., F/,_._,, l'un de degré K, les autres du premier degré, auront Kr/ zéros communs, à moins que leurs zéros ne forment une infinité continue.
Soit p = 3 pour fixer les idées.
3" Soit S un |>oljnome d'ordre K eu F,, Fm, F;,, F,; il contient
^(Iv+i;(K + -i)(K + 3)(K-+-4)
coefficients arbitraires. Soient ensuite
n polynômes du premier degré en F,, F.,, F., F,. Considérons une combinaison quelconque de ces n polynômes deux à deux P,- et Py. Considérons (Ki/-}-]) zéros communs à Pi et à Py.
Nous pourrons disposer des coefficients de S de façon que, pour chacune des
(') Voir ce Tome IV, p. 3o2.
FONCTIONS ABÉLIENNES. Ijl
combinaisons P,, I*y, ces (K17+ i) /Vîtos annulent également S ; cola sera possible pourvu que
( K -t- I I ( K -f ■' I ( Iv -H 1 ) ( K -4- I ) ri( n — t) ( K(/ -h \)
Alors S, P,- pl Py ajani plus de Kiy zéros communs en aiiioul uiir inlinih'. Il résulte de là que, si Q, esl un polvnome (juelcouque du premier degré enl'i, F..., F3, Fi, les quatre polynômes S, P,, Py et Q, auront au moins un zéro commun.
Mais alors S, P, el Q, auront au moins n — 1 zéros communs, et, si
ils en auront une infinité.
IJonc si Q2 esl un polvnome quelconque du premier degré, .S, F',-, Qi et Q^ auront au moins un zéro commun. Donc .S, Q, et Q-, en auront au moins n et, par conséquent, une infinité.
Donc le polynôme S présente une triple infinité de zéros; donc c'est une fonction uniforuie qui s'annule, ainsi que ses dérivées de tous les ordres. Elle esl donc identiquement nulle et il y a une relation algébrique entre les F.
Il est facile de voir qu'on peut choisir K et n de façon à satisfaire aux inégalités (i) et (2).
I^e théorème auxiliaire est donc établi; passons à la d(''monstralion nouvelle du théorème fondamental. J'ai ilit que M. Appell s'était appuyé pour le démontrer sur une proposition que j'ai établie dans le Tome II des Acta. Mais il suffit de changer peu de chose à la démonstration de cette proposition ellemêuie pour que le théorème fondamental s'en déduise immédiatement.
Supposons/) = 2 pour fixer les idées. Soit F une fonction périodique.
Soient x := ;, +«;2, v ;= \.i-\-i'c,!,, el considérons les ^ comme les coordonnées d'un point dans l'espace à quatre dimensions. Il y aura une variété V à deux diuiensions le long de laquelle F s'annulera. Soient d'i) un élément de cette variété; ï, , ï', , ;,, ?'; le centre de gravité de cet élément; soit r la distance des
deux points £1, Ej, E:i, h, et ;',, |',, ^',, ;'j. Développons t, suivant les puissances des ^ el soit H ce qui resle de ce développement quand on a supprimé les termes
de degrés o, i et 2. On aura
Ail =0.
Soit maintenant l'intégrale
* = ^ 11 ;ji</u)'.
OÙ p.' esl une funclioQ des ;' coiivon;il)leinpnl clioisie et où l'intégrale esl étendue à tous les éléments de la variété V.
i" Cette intégrale est finie.
2" Elle satisfait à l'équation A'^ = o et elle est finie, sauf dans le voisinage de la variété V où la dilTéreuce
* - '"g , F I est finie.
3" Quand les variables anguieuliMil dune période, la fonction <l> augmente d'un polynôme du [)reuiier degré par rapport auxl.
Pour que <I> puisse être regardée comme la jiarlie réelle d'une fonction imaginaire, il ne suffit pas que A"!» soit nulle, mais <t doit, satisfaire à plusieurs autres équations du même genre
Iii<I> = 1).<I) =. . .= 11.
Cela n'a pas lieu; mais, d'après le Mémoire cité (Acta, 1. II), nous aurons ri,'I' = .i',, \)A^ = g-,,
où ^1, g.^ sont des fonctions entières sali^faisanl à l'équalidu dr Laplace. Nous verrions ici quc^',, g-i, . . . sont périodiques et nous en concluiions que ce sont des constantes.
Les équations sont d'ailleurs compatibles et il existera un pohnomc G du second degré, tel que
i.,n = ^,. ii,(; = ^,
Alors '!• — G sera la partie réelle d'une fonction imaginaire
On verrait aisément qu'en augmentant les variables d'une période on augmente 't — G, et T, ib- même que <!', d'un polynôme du premier degré par rapport aux \.
La fonction
esl donc une fonction inteimédiaire. c. q. f. n.
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Acta iiialhcinrilicii, I. '2li, p. 43-9^ ('O"-)'
I. — Introduction
Je voudrais, sur la demande de M. Mitlag-LefTler, présenter ici un exposé d'ensemble de mes travaux sur les fonctions abéliennes, en y ajoutant les quelques résultais nouveaux que j'ai pu obtenir dans ces derniers temps.
Une courbe C de genre p admet /> intégrales de première espèce
et si cette courbe C est coupée par une autre courbe algébrique variable C,
le théorème d'Abel nous apprend que la somme des valeurs de l'intégrale U/,
aux divers points d'intersection est une constante.
Si la courbe C est adjointe à C et de degré suffisant (j'appelle D ce degré)
et que le nombre des points d'inlerseclion de C et de G' autres que les points
doubles soit égal à q, on sait que q — p de ces points peuvent être choisis à
volonté.
l'renons alors p points quelconques sur C ; soient M, , M.., . . . , M,, ces points
et considérons d'une part les p sommes suivantes :
où wx ,■ représente la valeur de l'intégrale Uk au point M,; et envisageons d'autre part un certain nombre de fonctions symétriques des coordonnées des p points Ml. M>, . . • , ^Ip et que j'appellerai les fonctions <5.
.le pourrai choisir/7 + i fonctions <I> de telle façon que toutes les autres fonctions symétriques des coordonnées des ])oints M s'expriment rationnellement H. V. — IV. 6o
par le moyen de ces p -+- i fonctions, c'esl-à-dire qu'à un système de valeurs de ces p -\- 1 fonctions ne puisse correspondre plus d'un système de/> points M. Ces p + 1 fonctions seront d'ailleurs liées par une relation algébrique.
Ces p ^- I fonctions <P seront des fonctions analytiques des iv, ; et ces fonctions seront liolomorphes, sauf peut-être en certains points singuliers. Je pourrai toujours trouver un système de points M dans le voisinaiie desquels les fonctions <I> soient holomorphes. Je puis d'ailleurs supposer que ce système particulier de points correspond aux valeurs (V;=o; car les intégrales (//, no sont définies qu'à une constante près et je puis disposer de cette constante arbitraire de façon que i>/. s'annule pour ce système particulier de points. Dans ces conditions je puis dire que les fonctions <l> sont holomorphes pourvu que les modules des p soient suffisamment [)etils.
Cela posé, choisissons sur C un nombre rj — ay? de points fixes que j'appellerai
Ai, A-., ..., A,,_2/,.
.Soit 3!/, , la valeur de l'intégrale U/, au point A, et soit
Par les p ])oints M et par les q — 2p points V je puis faire jiasser une couibe adjointe C de degré D et une seule. Cette courbe coupe C en tout en ij points en dehors des points doubles, elle passera donc encore par/j autres points que j'appelle
J'appelle u'/. , la valeur de Ui, en M| et je pose
Soient 't(i'f) les valeurs des fonctions <t correspondant au système des M'. A un système de points M correspond un système de points M' et un seul puisque par les points M et A je ne puis faire passer qu'une seule courbe C. Il en résulte que les fonctions *ï*(e'^) s'expriment rationnellement par le moyen des fonctions ^(e^).
D'autre part le théorème d'Abel nous apprend que l'on a
<■•<■-!- Pk-^ 17.= Y*, les y/, étant des constantes. Donc les 'I>(''|,) =: '^(yA — Pa — '>) sont des fonctions
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rationnelles des <^((•/,). Mais les points A oui été choisis arbitrairement sur C; donc les constanles (3/, et par conséquent les y/, — P/, sont quelconques pourvu que le degré de C ait élé pris assez gran<l pour que q —^ 3/?. Donc quelles que soient les constantes X/,, les <t(/./, — c/, ) sont des fonctions rationnelles des 4>((v,). Donc quelles que soient Irs constanles À el //, les
sont des fonctions rationnelles des 4»(fA/, — c/.), qui sont eux-mêmes des fonctions rationnelles des <I>(i'/,). Les *b{'i^k+ i'k) sont donc des fonctions rationnelles des <!>(('/, ); en permutant le rôle des quantités 1^ et C/,. on voit que ce sont aussi des fonctions rationnelles des $(?./,). Les •l'(?x-t- ''/,) sont donc fonctions rationnelles des <l*(r/,) et des <!>(>/,). Si nous faisons )/, = (/,, nous voyons que les 0(2('/,) sont des fonctions rationnelles des <I>((7,).
Or j'ai dit que les 4>(f/,) sont holomorphes si le module de »•/,- est suffisamment petit, plus petit que p par exemple. Alors les <I>(2i7,) qui sont rationnels par rapport aux <I»((V,) seront holomorphes si |r|<;p; donc les <I'((7,) sont méromorphes si j cj < 2p. Mais alors les <I*(2(7,) étant rationnels par rapport aux <I>(i7,) seront méromorphes pourvu que ]i'|<2p. Donc les <I*(i7,) seront méromorphes pourvu que | c | < 4 P ! et ainsi de suite.
En résumé, les 4> sont des fonctions uniformes el méromorphes des c pour toutes les valeurs de ces variables.
Quand l'un des points M décrit un cycle sur la surface de I\icmanu correspondant à la courbe C, les fonctions O reviennent à leurs valeurs primitives, el les intégrales M/ et par conséquent les ('/, augmentent d'une période. Il en résulte que les fonctions $ sont périodiques; ce sont des fonctions à p variables et à 2p périodes.
C'est ainsi qu'on a été conduit aux fonctions abéliennes, el Piiemann a montré comment on peut les exprimer par le moyen des fonctions 0.
Mais une courbe de genre /?, dépend de ip — 3 paramètres, tandis qu'une
fonction 0 de /> variables dépend de —!— paramétres. Ce second nombre est
plus grand que le premier sauf pour /? = 2 et pour/) = 3. Il y a donc des fonctions 0 de p variables qui ne peuvent pas être engendrées par une courbe de genre /j de la façon que je viens dédire; aussi appellerai-je fonctions 0.ï/)ec«'a/e5 et fonctions abéliennes spéciales celles qui sont susceptibles de ce mode de génération.
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Une des premières questions à résoudre est donc do reconnaître les relations des fonctions aliéliennes spéciales avec les fonctions abélieunes générales et les caractères qui les différencient les unes des autres.
Mais une autre question se pose. Riemann a démontré qu'il y a une certaine relation entre les périodes d'une fonction abélienne spéciale. Si celle relation a lieu, on peut former la fonction 0, si elle n'a lieu, la fonction 0 n'existe pas. Nous venons de voir qu'il j a des fonctions 0 qui ne sont pas spéciales, et par conséquent des fonctions ^p fois périodiques qui ne sont pas spéciales et dont les périodes sont cependant liées par la relation de Riemann.
Mais ne peut-il pas exister aussi des fonctions ip fois périodiques dont les péi'iodes ne sont pas liées par une semblable relation et qui ne peuvent pas s'exprimer par les fonctions 0? La réponse doil-êlre négative. Toute fonction h /> variables et y.p périodes |)eut s'exprimer par les fonctions 0.
C'est Ici un lliéoréme que j'appellerai le théorème B et sur lequel je reviendrai dans la suite.
Mais je dois d'abord parler d'unaulre théorème que j'appellerai le théorème A et d'après lequel entre /' + 1 fonctions à p variables et à 2p périodes, il y a toujours une relation algébrique.
II. — Démonstration du théorème
Théorème A. — Si l'on a p + i fonctions de p variables, méromorphes pour toutes les valeurs du ces p variables et admettant .ip périodes distinctes,
ces fonctions sont liées par une relation algébrique.
Dans la plupart des démonstrations du théorème B, on sappuie sur le théorème A et l'on a déjà proposé plusieurs démonstrations de ce théorème A. On pourrait d'ailleurs s'en passer puisque je donnerai plus loin une démonstration du théorème B, indi>peudanlc du théorème A et que d'ailleurs rien n'est plus facile que de d(;duire le théorème A du théorème B.
.le ne crois pourtant pas inutile de développer ici une démonstration nouvelle du théorème A que je n'avais fait qu'es([uisser dans les Comptes rendus eni8f)7(').
(') Voir ce Tome l\, p. .^'jg.
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Soienl Fi, F^, . . ., F,,, des fonctions des p variables c, méroniorplies pour toutes les valeurs Unies de ces variables cl adniellanl ip périodes. Je considère les zéros coniniuns à ces p fonctions (|iii sont à l'intérieur du prisnialoïde des périodes.
Première pitopos[TioN. — Je dis d'abord que ces zéros coninuins, on bien sont en nombre fini, ou bien forment un ct)uliuuum. Soit en eflel
un des zéros communs des fonctions F, c'est-à-dire un système de valeurs des c pour lequel on a
D'après notre liypotliése, les fonctions F sont méromorplies pour toutes les valeurs des c; cela signifie que si l'on considère les parties réelles et imaginaires des V comme les coordonuées d'un point dans l'espace à ip dimensions l'on peut construire dans cet espace une série de domaines Dj, D^, . . . qui seront par exemple des lijpersphères et cela de telle façon :
i" que tout point de l'espace à ip dimensions appartienne au moins à l'un de ces domaines;
2" que si Pi est une région finie quelconque de cet espace, par exemple le prismatoïde des périodes, il n'y a qu'un nombre fini de domaines D qui soient en totalité ou en partie contenus dans lu région R;
d" qu'à l'intérieur de chaque domaine D, on ait
les fonctions Pi, P.j, .... P,, ; Q,, Q.j, . . ., Q,, étant liolomorphes dans tout le domaine D.
Si maintenant deux des domaines D et Di ont une partie commune (ce qui arrivera forcément, car, puisque nous voulons que tout point de l'espace soit intérieur au moins ù l'un de nos domaines, il doit exister des régions de l'espace communes à plusieurs domaines) nous avons dans le domaine D :
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dans le domaine Di :
et par conséquent dans la partie commune :
11 ne s'ensuit pas que dans cette partie commune P| est égal à [*', et Q, à Q',. J'ai démontré il est vrai dans le Tome 2 des Acla matliernalica (') un théorème d'après lequel toute fonction méromorphe dans tout l'espace peut toujours être considérée comme le quotient de deux fonctions holomorphes dans tout l'espace. Depuis M. Cousin a donné dans sa thèse une démonstration de ce même théorème.
Il en résulterail alors que les deux fonctions holomorphes P, etQi pourraient être supposées les mêmes dans tous les domaines. Mais je voudrais éviter pour le moment de m'appujer sur ce théorème.
Démonstration de la première proposition. — 11 s'nf;il de démontrer qu'à l'intérieur du domaine D, les p fonctions holomorphes
ne peuvent avoir un nombre infini de zéros, à moins que l'ensemble de ces zéros ne forme un continuum analytique.
Si en effet ces fonctions possédaient un nombre infini de zéros communs, à l'intérieur de D, il devrait y avoir dans D un point
fi = ai, i--,= ï.>, . . ., !•/, = X,,
dans le voisinage duquel il y aurait une infinité de zéros communs à nos p fonctions. Cela posé, supposons que nos p équations
(ij 1', = !>, = ...= l'/,= (,
ne se réduisent pas toutes à des identités; (|ue par exemple Pi ne soit pas identiquement nul. Je jjiiurrai supposer que l'i = o ne se réduit pas à une identité quand on fait
('J i'o/'r ce Tijinf l\. ]>. 1^7.
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Si en effet cola avait lien on ponrrait lijiirnur la difficulté juir un simple cliangemonl linéaire de variables. Comme V, n'est pas identiquement nul, il v a toujours un point
pour lequel l'i n'est jias nul. Soient alors r', , t''„. ..., c' p combinaisons linéaires des c ; oc',, x',, .., a^, les combinaisons linéaires correspondantes des a; (3',, P'^, ..., p^, les combinaisons linéaires correspondantes des [3. Je pourrai choisir les cofficienls de ces combinaisons linéaires de telle sorte que
Je prendrai alors les c' comme nouvelles variables et je verrai (|ue l'équation P| r= 0 ne se réduit pas ù une identité pour
Supposons donc que Pi ne s'annule pas identiquement pour i'.,=^ a.^, (',= a.,, . . ., 1'^= (X/,. Alors en vertu des Icmmes que j"ai démontrés au début de ma Thèse inaugurale (*). l'équation P, = o définira c, — 3;, en fonction algébroïde de Cj — a.>, ('3 — a,, . . ., C/, — ccp. Donc en vertu des mêmes iemmes P2, Pj, . . ., P,, seront aussi des fonctions algébroïdes de Co — a-j, . . ., i;, — c.,, et les équations
pourront T'ire remplacées par les suivantes :
où les P' sont des fonctions holomorplies de
les équations (2) sont de même forme que les équations ( i ), seulement les nombre des équations comme celui des variables est diminué d'une unité.
Si ces équations (2) se réduisent à des identités, l'équation P| = o suffit pour définir les zéros communs qui formeront un continuum analytique à p — I dimensions.
(') Voir TcJino I. p. xi.I\-i:xxix.
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Si les équations (2) ne se réduisent pas à des identités, on opérera sur elles comme sur les équations ( i ).
On ne sera arrêté que quand on arrivera à un système d'équations se réduisant à des identités, auquel cas l'ensemble des zéros formera un continuum analytique; ou quand le système se réduira à une équation à une inconnue. Mais pour une équation à une inconnue tlont le premier membre est liolomorphe et qui ne se i-édiiit pas à une identité, on sait qu'il ne peut pas y avoir de point dans le voisinage duquel il y ait une infinité de zéros.
La proposilion est donc démontrée.
Remarque. — Pour appliquer ce qui précède aus Amclmns niéromorplies F|, Fo, . . . , F/,, il faut jH'éciser ce que nous devons entendre par un zéro de F,. U'abord F, ne pourra pas s'annuler sans que Pi s'annule. Tous les zéros de Fi appartiennent donc à l'ij mais il peut arriver qu'un zéro de Pi n'appartienne pas à F|. Soit en effet t',= a, un zéro de Pi ; supposons que l'i et Q, soient divisibles par une même fonction H, holomorphe dans le voisinage de(',= a, et s'annulant pour c; = oc,- de telle sorte que
l-,= lll",, n, = llQ',,
Pi et Q'i étant liolomorphes pour r,-=a,-. Il pourrait se faire que l'i et II s'annulant pour 4^,= y,. P', no s'annulât pas pour Vj-^y.i. IJans ce cas (7=2, serait un zéro de Pi. mais ne serait pas un zéro de
Pieprenoas alors la démonstration précédente et ciierchons comme tout à l'heure les zéros communs à Fi, Fj, . . ., F,, et voisins de ('(•= 2/. Je suppose i|ue Pi et Qi soient divisibles par IIi : Pj et Q^ par II._, ; ... ; P,, et Q,, ]>ar 11^,; les fonctions IIi, llj, .... H,, étant holomorphes. dans le voisinage de f ; = a,et nulles pour r,= :(/. Nous remplacerons alors les équations (1) par les é(juations
Ce sont les équations (i') et non plus les équations (;>,) qui nous donneront lus zéros communs à F|, Fo, . . ., F^, ; mais les équations (l'j étant de même forme que les équations (1 ) il txy a rien à changer au raisonnement.
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Supposons niainlenanl que l'on envisage la partie commune aux deux domaines D et Di et que dans celle partie commune on ait
que Pa et Q/t soient divisibles par H/;.; P'^. et Q\ par H|( ; les fonctions H^ et H'^ étant holomorphes pour v, = a; et s'annulant pour (•,= a,. Supposons enfin
que TT- et yj^ ne soient divisibles à la fois par aucune fonction holomorphe s'annulant pour c,- =: a, et qu'il en soit de même pour rrr et ryf • Alors le système des équations ( i') est équivalent au système des équations
Deuxième proposition. — Si les fonctions Pi, Pj, . . ., P,, qui sont liolomorphes dans le domaine D dépendent d'un ou plusieurs paramétres X que l'on peut faire varier d'une manière continue; si l'on considère ceux des zéros communs aux p fonctions P qui sont à l'intérieur d'un domaine A intérieur luimême à D; si quand on fait varier les paramètres 1 entre certaines limites, le nombre des zéros communs reste fini; ce nombre ne peut varier que si un des zéros se déplaçant d'une manière continue sort du domaine A ou y entre, en traversant la frontière de ce domaine.
Nous savons en ell'et que Cauchy a exprimé le nombre des zéros de /(z) situés à l'intérieur d'un contour par l'intégrale définie
I r f'dz
ij: J
iikJ /
prise le long de ce contour, et que Kronecker, généralisant le théorème de Cauchy, a exprimé le nombre des zéros communs à P, , P^, . . . , P,, à l'intérieur de A par une intégrale mulliple prise le long de la frontière de A.
La fonction sous le signe / reste d'ailleurs finie et continue sauf pour les
zéros communs aux fonctions P, de sorte que si aucun de ces zéros ne se trouve sur la frontière de A, l'intégrale de Kronecker reste finie et est une fonction continue desX.
Si le nombre des zéros communs est infini, il y en a en général siirla frontière de A et l'intégrale est dans ce cas dépourvue de sens. Mais si ce nombre est H. P. — IV. 6i
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fini, il n'y en aura pas en général sur la frontière de A; s'il y en avait, il suffirait pour tourner la difficulté de déformer infiniment peu le domaine A.
L'intégrale de Kroneckerest une fonction continue des 1, tant qu'il n'y a pas de zéros couiuiuns sur la frontière de A, et comme sa valeur est toujours un nombre entier elle doit être constante. Le nombre de ces zéros communs ne peut donc varier que quand l'un d'eux vient sur la frontière de A.
Remarque. — Le théorème s'applique d'ailleurs immédiatement aux fonctions méromorphes Fj, F^, ..., F,,, puisque les zéros communs de ces fonctions sont ceux des fonctions liolomorplies que nous ;ippelions plus haut
H,' Ho' ■ • ■' U,,'
Considérons maintenant un domaine A formé de plusieurs domaines partiels Ai, a,, . . ., \,; et supposons que dans chacun de ces domaines partiels la
fonction F,- puisse se mettre sous la foiine ' » le théorème s'applique au
domaine total A.
En effet le nombre des zéros intérieurs à l'un des domaines partiels A,/ ne peut varier que si un zéro franchit la frontière de ce domaine; alors de deux choses l'une, ou bien la partie de la frontière de A,, franchie par le zéro appartient à la frontière du domaine total A, et alors notre zéro a franchi la frontière de A; ou bien celte partie de la frontière de A,y sépare A,, d'un autre domaine partiel A/, et alors le nombre des zéros intérieurs à A,/ aura diminué d'une unité ; mais en même temps celui des zéros intérieurs à A^ aura augmenté d'une unité; le nombre total des zéros intérieurs à A n'aura pas changé.
En résumé le nombre des zéros intérieurs à A ne peut \arier que si un zért) franchit la frontière de A.
CoHOLLAtuE. — Ce (jue nous avons dit jusquici s'applique à toutes les fonctions méromorphes; nous allons voir uiaiiiteniint ce qui est particulier aux fonctions abéliennes.
.Fe prendrai pour le domaine A le prismatoïde des périodes.
.le vois que le nombre des zéros communs aux p fonctions F intérieurs à ce prismatoïde est fini, à moins que leur ensemble ne forme un continuum analytique; et que, quand on fait varierles ?,, ce nombre, s'il reste fini, ne peut varier que quand un zéro franchit la frontière du prismatoïde. Il augmente d'une unité
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toutes les fois qu'un zéro entre dans le prismatoïde, et il diminue d'une unité toutes les fois qu'un zéro en sort.
Mais, à cause de la périodicité supposée de nos fonctions, un zéro ne peut entrer dans le prisuiatoïde sans qu'un autre en sorte; le nombre de nos zéros, s'il reste (ini, demeure donc constant.
Troisièvie pROPOsiTio.N. — Soient Fi, F^, ..., F,,,,, /> + ' fonctiims abélieunes k p variables. Soient
[) coiubinuisons linéaires de ces/) -|- i fouclioni de telle sorte que
'1'./= 'J-./.i Fi -I- y-./.i^i-h. . .-+- 'J;,.i,+ \ F/,1-1 + ■J-,,.i,+:\
le nombre des zéros communs aux p fonctions <I>, tant qu'il reste (ini, est indépendant des coefficients a.
C'est là une conséquence immédiate des propositions précédentes.
Le résultat peut s'énoncer dans le langage géométrique.
Considérons Fi, F.,, ..., F,,,, comme les coordonnées d'un point dans l'espace à /> + i dimensions; comme ces fonctions dépendent seulement de f> variables, ce point seia sur une certaine variété à p dimensions que j'appel- Iciai V; notre but est précisément de démontrer que cette variété est algébrique et nous voyons déjà d'après l'ensemble des résultats obtenus, que le nombre des points d'intersection de celte variété avec une droite quelconque est fini, à moins que la droite nu soit tout entière sur la variété et que ce nombre est constant pour toutes les droites (jui ne sont pas tout entières sur la variété. Soit q ce nombre.
Considérons maintenant, au lieu d'une droite, une courbe algébrique quelconque C d'ordre n\ je disque le nombre des points d'intersection de cette courbe avec V sera nq à moins que la courbe ne soit tout entière sur la variété ou qu'elle se décompose en plusieurs composantes, une de ces composantes étant tout entière sur la variété.
Il me suffira de démontrer cela pour les courbes planes, c'est-à-dire pour les courbes situées sur une variété plane à doux dimensions. L'équation générale d'une pareille courbe est
e = o, '!>, = <!)., = ... = il)^,_, = o ; 0 étant un polynôme entier d'ordre n et les <& des polynômes du premier ordre
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par rapport aux F. Le nombre des poinls d'intersection, tant qu'il reste fini, est indépendant des coefficients du polynôme 0; or quand ce polynôme 0 se décompose en n facteurs linéaires, ce nombre est évidemment ncj. Et d'un autre côté ce nombre ne peut devenir infini que si l'ensemble des poinls d'intersection forme un continuum analytique, c'est-à-dire qu'il doit être formé de tous les points de l'une au moins des composantes de notre courbe C.
La même démonstration s'appliquerait sans changement à une courbe qui serait uue intersection complète, c'est-à-dire dont l'équation s'écrirait
les 0 étant des polynômes de degré quelconque. Pour étendre enfin le ré.siilial à une courbe G qui ne serait pas une intersection complète, il suffit d'observer que l'on peut toujours trouver une intersection complète qui se compose de C et d'un certain nombre de droites.
Quatrième proposition. — La variété V est algébrique. Soit en efl'et 0 un polynôme entier quelconque d'ordre « en F,, Fo, . . ., Fp+{. II contient
coefficients arbitraires.
Soit
un système quelconque de valeurs des c; nous allons cherclier à annuler la fonction 0 et ses dérivées d'ordre 1,2, . . ., q par rapport aux p variables r pour le point p, =^ a,-. Ces dérivées étant au nombre de
cela sera possible pourvu que
|(/!-l-/)-l-l) \(/HJ-i-p)
lu K^"^'-* 1"'/ 1^
Or on peut toujours prendre n assez grand pour satisfaire à cette inégalité, puisque le premier membre est un polynôme d'ordre p+t en n et le second membre un polynôme d'ordre /;.
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La variété 0 = o, aura alors avec la variélc V un contact d'ordre m/ au poiot (',= a,. Un plan quelconque à 2 dimensions passant par le point c, = a, coupera la variété 0 =; o suivant une courbe C algébrique d'ordre n qui aura avec V un contact d'ordre nq. Cette courbe C coupera donc V on nr/ -+- 1 points confondus avec le point r,= a,-.
Il en résulte qu'elle sera tout entière sur V ou qu'elle se décomposera, l'une de ses composantes G' étant tout entière sur V.
L'ensemble des courbes C engendrera une variété V à p dimensions. En effet, une droite quelconque D de l'espace ày? + i dimensions rencontrera V; car par D et parle point i;= «; je puis faire passer un plan. Dans ce plan se trouvera d'après ce qui précède une des courbes C et cette courbe C rencontrera D; car une droite et une courbe algébrique situées dans un même plan se rencontrent toujours, soit à distance finie, soit à l'infini. Donc D rencontre V, puisque cette courbe C'est sur V. c. q. f. d.
Toutes les courbes C étant sur la variété 0 = o, la variété V sera tout entière sur la variété algébrique 0 = o. Donc ou bien ces deux variétés à p dimensions sont identiques, ou bien la variété algébrique 0 = o se décompose et V est l'une de ses composantes; V est donc algébrique.
Toutes les courbes G' étant sur V, la variété V sera tout entière sur V et comme la variété V ne se décompose pas puisqu'à chaque système de valeurs des V correspond un point de V et un seul: ces deux variétés doivent être identiques.
Donc V est algébrique. c. q. f. d.
Le théorème A est donc démontré.
Il pourrait y avoir une difficulté si la variété V avait moins de p dimensions, c'est-à-dire s'il y avait une relation entre les p fonctions Fj, F,, . . . , F^; mais je dis qu'on peut toujours trouver p fonctions abélicnnes qui ne soient liées par aucune relation.
Soit en effet F(r,) une fonction abélienne quelconque; considérons avec M. Wirtinger les p fonctions
Fi(p/)=F(p>i-l-a,-.0, les <x étant des constantes quelconques. Si entre ces p fonctions il y avait une
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relation, leur déterminant fonctionnel serait nul, et comme les a, /, sont quelconques, le déterminant où le «''"" élément de la /''■""^ ligne est
serait ideatiquemeni nul quelles que soient les valeurs attribuées auxp^ quantités z. Si nous considérons les p quantités
comme des variables et les p- — p autres y. comme des constantes, cela veut dire que la fonction F((ii, //o, . . . , ;/,,) satisfait à une équation do la forme
,n' dl' ,/F
\, h Ao H ... -H A ,, - — = o,
(iitt ait2 au/,
c'est-à-dire que F ne dépend que de/> — i combinaisons linéaires des variables «, ce que nous ne supposerons pas.
III. — Démonstration du théorème R
Théorème B. — Toute fonction ■2. p fois périodique de p variables peut s'exprimer par le moyen des fonctions 0.
Uiemann parait avoir connu ce tbéoréme; on tout cas, Weierslrass l'avait démontré et je crois qu'il avait dû dans son cours exposer les principes de sa démonstration ; quoi qu'il en soit, celte démonstration n'avait pas été publiée et ses élèves, s'ils l'avaient connue, no l'aviiienl communiquée à personne. C'est ce qui nous décida, M. Picard et moi, à aborder la question et nous donnâmes uine démonstration de ce théorème dans les Comptes rendus en i883 ('). Cette première démonstration, dont nous reparlerons plus loin, était-elle identique à celle de Weierslrass, nous l'ignorions. Ce n'est que longtemps après, au moment de la publication des œuvres complètes du grand géomètre que nous avons su que les deux méthodes ne difl'éraient pas essentiellement.
M. Appell donna ensuite (Journal de Liouville, 1891) une deuxième démonstration du théorème B entièrement difl'érentc de la première; puis vinrent deux autres démonstrations, l'une de M. Picard (Comptes rendus,
(') Voir ce i'omr [\ . p. .'jo;.
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l. 124, p. 1490) et l'aiilrc de moi {Comptes rendus, l. 124. p. 1407 ai Acta Mathematica, i. 22) (').
Cette démoaslialion du Tome 22 n'était autre chose qu'une adaptation à un but nouveau de la démonstration que j'avais donnée au Tome 2 d'un théorème général sur les fonctions méromorphes ; j'ai énoncé plus haut un théorème général d'après lequel toute fonction méromorphe est le quotient de deux fonctions entières, et j'ai dit qu'outre ma démonstration, il en existe une autre qui a été développée par M. Cousin dans sa thèse {Acta Mathematica, t. 19).
Eh bien, si ma démonstration peut être adaptée au théorème B, il en est probablement de même de celle de M. Cousin, ce qui nous fournirait une cinquième démonstration du théorème B, entièrement différente des quatre premières. Cependant quand j'ai cherché à développer cette démonstration en lui conservant sa forme primitive, j'ai rencontré certaines difficultés. J'ai donc dû y introduire certaines modilîcalions, et c'est cette démonstration modifiée, qui lient pour ainsi dire le milieu entre celle de M. Cousin et la mienne que je vais chercher à adapter à l'étude du théorème B. Rappelons d'abord les hypothèses que nous faisons. Nous avons dans l'espace à ip dimensions une infinité de domaines.
tels que tout point de l'espace appartienne au moins à l'un de ces domaines et que dans le domaine D, par exemple, la fonction abélienne F qu'il s'agit d'étudier soit égale à
P, etQ, étant holomorphos dans le domaine D,-.
Nous pouvons supposer qu'eu aucun point M de D,, les deux fonctions P, et Q, ne soient divisibles par une même fonction H, holomorphe dans le voisinage de M et s'annulant en M, de telle façon que l'on ait
l',= lll>;, q,= iiq;, P^ et Ql étant holomorphes dans le voisinage de M.
(') Voir ce Tome IV, p. 4'Jy el i<J3.
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On pourrail diro que si cela avait lieu oa diviserait P, et Q, par II, et que dans la partie D| du domaine D, où H est holomorphe, on écrirait
au lieu de F = j=r^-Mais ce raisonnement serait insuffisant, parce qu'on
pourrait craindre que dans le domaine D] , qui est une partie de D,, ne se trouvent des points où P| et Q| fussent eux-mêmes divisibles par une même fonction holomorphe, qu'on soit par conséquent obligé de détacher du domaine D| un domaine plus petit D," oîi l'expression de F devrait encore être modifiée, et qu'on ne soit forcé de poursuivre cette opération indéfiniment.
Nous raisonnerons donc de la manière suivante :
Soit Vi=»i un point situé dans le domaine D/, et où
De l'équation P/,=: o, on pourra tirer r, par exemple en fonction algébroïde de «'2, l'a, • • •) '>• L'équation comportera d'ailleurs plusieurs solutions
(Bj, 02, . . . , »,/ étant des fonctions algébroïdes de co, C;,, . . . , i/, se réduisant à
«1 pour ('2= 3^2, ('3= 3^3, • • • , 1'/)=: «/),
Nous pourrons autour du point r,= a,, trouver un domaine A^ intérieur à D/. dans lequel les fonctions 9 restent algébroïdes et dans lequel enfin l'équation P^ = o n'admette pas d'autre solution que les solutions (2).
Les fonctions algébroïdes 9 pourront se répartir en groupes de la façon suivante ; si
(p,— Ol)(p,— 02) ... (f,— <pm)
est une fonction holomorphe de c, , cj, . . . , (7, dans le voisinage de (■,= a, (ce sera bien entendu un polynôme entier d'ordre m en Ci), et si cette fonction holomorphe est irréductible, c'est-à-dire n'est pas le produit de deux fonctions holomorphes de même forme, nous dirons que les fonctions cpi, ©.j, . . . , cp„, forment un même groupe.
D'ailleurs les dimensions du domaine A^ restant finies quel que soit le point (',= a,, nous pourrons diviser le domaine D/, en un nombre Jini de domaines analogues à Aa.
Supposons maintenant qu'en faisant i'i=:cp,, on annule identiquement non
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seulement P/;- mais encore Q* ; il en sera évidemment de même quand on fera
p», = coo, l'i = 9,, . . . , t', ^ !|)„, ; les fonctions tpo, 93, . . . , cp„, étant les autres fonctions du même groupe. Supposons pour fixer les idées qu'il j ait un second groupe de fonctions cp', , 9, , . . ., 9^ qui substituées à la place de Ci annulent identiquement P^ et Q/( et qu'il n'y en ait pas d'autre.
Alors P/, et Qyt seront divisibles dans le domaine à/, par la fonction holomorphe
IU = (Kl— ?i)(Ki— ?-2) . . . ("l— înOC"!— r'i X"^!— =2) • • ■ («^1— ?n)i
de sorte qu'on aura
les fonctions H^, P'^ et Q'^ resteront holomorphes dans tout le domaine A<- el l'on aura dans le domaine A/,
P'j (H Q'^. n'ayant plus de facteur commun s'annulant à l'intérieur de A^.
En résumé nous pouvons toujours supposer que P/t et Q^ ne sont jamais divisibles par un même facteur H, holomorphe dans le voisinage d'un point intérieur à D< el s'annulant en ce point.
Gela posé supposons que l'on ait F = ^ dans le domaine D, et F= ^^ dans
le domaine D^.. Si les doux domaines ont une partie commune, on aura dans cette partie commune
li _Qi.
P,- ne peut s'annuler sans que P/, s'annule; car alors on aurait
et Q, s'annulerait en ce même point. Alors Q, serait divisible par P,, car ^ est
holomorphe puisque Pa ne s'annule pas. Donc P, et Q, seraient divisibles par un même facteur P,, ce qui est contraire à l'hypothèse que nous venons défaire.
Pt Donc p- ne peut devenir infini et par conséquent est holomorphe dans toute
P la partie commune aux deux domaines et il en est de même de p^-
Maintenant la fonction F étant périodique, chaque prismaloïde des périodes sera divisé en un certain nombre de domaines D/; ; et l'on pourra supposer que H. P. — IV. 62
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tous ces prismatoïdes sont divisés de la même mauière, c'est-à-dire que si l'un d'eux comprend n domaines
D,, D,, .... D„, l'autre comprendra n domaines
correspondant respectivement à Di, Do, . . ., D,i, de telle façon que Ion passe d'un domaine au domaine correspondant en augmentant les variables d'une période.
De plus, dans deus domaines correspondants D^ et D'^ les fonctions P et Q reprendront les mêmes valeurs; de telle sorte que l'on aura dans D<. :
et dans D'^ :
et f[uc
QH^'i, ''-2, .... 1^,,) = Qx(c,-+-p,, i'i-i-{i-. ..., '>-)-p/,);
(3,, (3^, . . . , pp étant la période par laquelle on passe de D/, et D'^.
Les domaines D,, D^, etc. empiètent les uns sur les autres, mais je puis considérer une infinité de domaines Ai, A^, etc., de telle façon : i" que le domaine A/, soit intérieur à Dx ; z" que tout point de l'espace appartienne à un des domaines A et à un seul, à moins qu'il n'appartienne à la frontière qui sépare deux de ces domaines.
Il est clair que les domaines A restent encore arbitraires dans une certaine mesure et que je puis leur faire subir de petites déformations pourvu que A/, reste intérieur à D/.
Considérons deux domaines D„ et D,j ayant une |)artie commune; nous aurons respectivement dans ces deux domaines
Soient A„ et A,^ les domaines A correspondant à D„ et à D,^, et soit S„ ,, la frontière qui sépare An de A^,.
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Je considère une fonclion $ définie de la façon suivante. Dans le domaine A/, on aura
'I' = logP<.
Ce n'esl pas unefonclion f[ui jouil de la continuité analytique, car quand en franchissant S„ ,, on passe de A„ dans A,,, cette fonction subit un saut brusque égal à
lo"^.
'"o Ij ' n
On peut dire encore que si l'on appelle <!> la continuation analytique de 'I' au delà de S,,^ quand ayant franchi celle coupure on a passé de A,; dans A,y, on aura dans A^ :
'1> - <!' = log ^ • < /i
Ce qui nous intéresse c'esl que dans la partie commune à D„ et à D,^ cette
P fonction log 5^ sera holomorphe. car le rapport de P, à P„ ne peut ul s'annuler
ni devenir infini.
Posons
vk = ■«;*+ iyk,
de telle façon que les parties réelles et imaginaires, c'esl-à-dire les x et les 1' soient les coordonnées d'un point dans notre espace à 2/) dimensions.
Soil ÎM' un point situé sur la variété Sn ,/ qui a 2/) — i dimensions, et doul les coordonnées seront x',- et j-^.
Soit M le point de coordonnées courantes x^ et j'^. Soit
r = v^ï 1 Xk — x't y- -^ ï (y/c — y'k )-
la distance de ces deux points. Soit rfco' un élément de la variété S,,.,/ ayant pour centre de gravité le point Î\I'. Soit ^' une fonclion quelconque des coordonnées du point M' et envisageons l'intégrale
étendue à tous les éléments d'J de la variété S,,.,. C'est ce qu"on appelle le potentiel d'une simple couche. Pour tous les points situés en dehors de S„ ,,, c'est une fonction holomorphe des x et des y; cette fonclion reste finie ainsi
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que ses dérivées quand le point M vient sur S„ ,,. Si la variété S,,.,, est analytique et si d'autre part 5' est une fonction analytique des coordonnées de M', il arrivera que la fonction V pourra être continuée analyliquemenl au delà de la coupure S,,.,. Soit alors M( et M^ deux points voisins l'un de l'autre, mais situés de part et d'autre de cette coupure. Soient V, el Vo les valeurs de l'intégrale V en ces deux points; soit V la continuation analytique de la fonction V quand partant du point M, on franchit la coupure et soit V, la valeur de V en Ma-
Alors V!, comme V2 seront des fonctions analytiques des coordonnées de IMo, mais V, ne sera pas en général égal à Vo. Nous devons observer que dans le cas d'une simple couche, la fonction V ne subit pas un saut brusque quand on franchit la coupure; de sorte que sur la coupure même
II n'en est pas de même des dérivées, et si l'on représente en particulier par -j- la dérivée estimée suivant la normale à la coupure S„ ,,, la difl'érence
dn dn
sur la coupure même ne sera pas nulle, mais elle sera égale à ô' à un facteur constant près qui ne dépendra (jiie du nombre ?,/> des dimensions.
Soit maintenant s! une autre fonction analytique des coordonnées de M', et considérons l'intégrale
, dr"--"-!'
W = / e' dw'
dn
c'est ce qu'on appelle le potentiel d'une double couche. Alors si nous appelons encore Wi et W^ les valeurs de W aux points Mi el M.j, nous verrons que Wj est une fonction analytique des coordonnées de M^ , comme W2 de celles de M2. De plus W peut être continué analytiquement au delà de la coupure, et si l'on appelle W celte continuation et W'„ la valeur de W en Mo, alors W'., sera fonction analytique de M2.
Sur la coupure même on aura , = —y^i mais la différence Wj — W'„ ne
^ dn dn
sera pas nulle, elle sera égale à s' à un facteur constant près ne dépendant que du nombre 2/) des dimensions.
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Noas repreudrons maintenanl noire fonclion holoinorphe
'I.-<I.=log5/ * /(
et nous considérerons sa parlie réelle (|U(; j'appellerai R„ ,,
Nous prendrons alors
et j'envisagerai l'intégrale
!!«../= log
lin
J„ ,^ = ii\ -^- b W,
les a et les b étant des constantes.
J'appellerai.!^,,^ le prolongement analytique de J,,.,/ par delà la coupure. Si les coefficients constants a et b sont convenablement choisis (c'est-à-dire s'ils sont les inverses des coefficients constants dont je parlais tout à l'heure et qui ne dépendent que du nombre 2/) des dimensions), nous aurons
Soit en effet 1" une fonction qui soit égale à J,,.,/ d'un côté de la coupure et à 1/1.7+ R/i.f/ de l'autre côté de la coupure. Des deux côtés de la coupure 1' sera une fonction harmonique des ip variables jc et y; je veux dire par là qu'elle sera holomorphe el satisfera à l'équation de Laplace A1'= o; nous ne savons pas encore s'il en sera de même sur la coupure même; mais sur cette coupure la fonclion *F est continue (si nos coefficients a el 6 sont convenablement
choisis) et il en est de même de —;—• On en conclut Que la fonction W reste
' lia '
holomorphe sur la coupure même el que J„ ,/ + Rn.,/ est la continuation analytique de J,!,,,.
Si donc on a une fonction qui soit égale à log j P,, | — J,,., dans le domaine A,, et à log I P„ I — .J,i 7 dans le domaine A„, cette fonction restera analytiquement coalinue quand on franchira la coupure S,,.»/; elle sera harmonique dans l'ensemble des deux domaines A, el A„ (sauf pour les points de A„ ou de A^ où P„ ou P^ s'annulent; en ces points c'est la différence T — log | P„ ! ou W — log I P,/ [ qui est harmonique).
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L'inlégrale S,,.,/ joue le rôle que joue dans la démonsiralion de M. Cousin rintéfi;rale de Cauchj
l'(.fn—/pldz
mais c'esl une intégrale multiple.
Une propriété importante rapproche encore notre intégrale de celle de Cauchy. Soit S'„. une coupure peu dilFérenle de S„ ,^; je suppose que la frontière complète de S'„ soit la même que celle de S,,^ de façon que l'ensemble des deux coupures forme une variété fermée enfermant un certain domaine A'. SoitK,, ,, la même intégrale que.!,, ,/ mais prise le long de S'„ . On aura alors en deliors de A' :
et à l'intérieur de A' :
Il en résulte que si <h est une fonction égale à log | P^ j — J„.y dans A,, et à log I P„ [ — J„ ,/ dans A„ et si d'autre part y est une fonction égale à log I P,, I • — K„ ,, dans le domaine A,,+ A'. à log | P„ ' — K/, 7 dans le domaine
A„ — A', on aura
En d'autres termes on aura pu déplacer et déformer un peu la coii|inre S,,,,, sans changer la fonction 'J/.
Gela posé, considérons quelques-uns de nos domaines en nombre fini
et les coupures qui séparent ces domaines (.>). Soit']/ une fonction (|ui est égale dans A„ [A„ étant l'un des domaines (.i)] à
.!; = logîP„|-i:J,,,,
la sommation étant étendue à toutes les intégrales J„ y relatives avix coupures qui séparent les domaines (.j).
La fonction ■]> est harmonique, dans l'ensemble des domaines (3) sa.vî peutêtre pour les points qui appartiennent à plus de deui de ces domaines (et sauf certainement pour les points où l'un des P„ s'annule, car en ce point c'esl <\i — ■ log 1 P„ I qui est haruionique).
Soitdonc N un des points qui appartiennent à plus de deux des domaines (3). De ce point comme centre décrivons une hvpersphére H; déformons ensuite les
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coupures de façon qu'elles ne changent pas ni en dehors de l'hypersphére, ni sur l'hypersphére elle-même, mais seulement dans l'intérieur de l'hypersphére et qu'après la déformation, le point N ne soit plus sur une coupure.
Je dis que la fonction 4' n'a pas changé. Nous avons vu plus haut que cette fonction ne change pas quand une des coupures est déformée sans que sa frontière complète varie. Ici les choses ne se passent pas tout à fait comme cela, puisque le point N se trouvant sur la frontière commune de plusieurs coupures, nous sommes obligés de déformer ces frontières si nous voulons que le point N cesse d'être une coupure. C'est seulement en dehors de l'hypersphère H que les frontières ne varient pas.
Soit alors .S,, </ l'une des coupures. S), ,, la coupure déformée; ce sont des variétés à 2/» — i dimensions; soit V la frontière de S,,.,,, F' celle de S^, ,, ; ce sont des variétés à ip — 2 dimensions ; quand pendant sa déformation continue, cette frontière va de sa position initiale F ù sa position finale F', elle engendre une variété à 9.p — 1 dimensions que j'appelle T,,.,/. Alors la frontière de T„ ,, est formée de F et de F'; et la variété S," ,^ = S'„ „ + T„ ,, a pour frontière F, c'est-à-dire même frontière que S„ y.
La fonction '\i ne change donc pas quand on remplace les coupures S„ 7 par les coupures S)j . Qu'est-ce à dire? Soit C une variété à 7.p — 2 dimensions appartenant à plus de deux domaines (î); par exemple aux domaines A,, Aj, .... Aa; ces domaines doivent être contigus deux à deux, par exemple Aj à A.j, A2 à A:,, ..., A/,_ I à A/,, A/, à Al . Alors C fera partie de la frontière de h coupures, à savoir S, a, So.:,, ..., S/,_i./,, S/,,i. Pendant la déformation, C ira de sa position initiale C à sa position finale C et engendrera ainsi une variété U à ip — I dimensions. D'après sa définition même, U fera partie de Ti ._, , T..> :,, • ■ • , Ta ,.
Cela posé si nous appelons '1' et <\i" ce que devient ij> quand on remplace les coupures S„ ,, par les coupures S'„^ et S," ,^ ; nous avons déjà vu que ij; = d/". Quelle est la différence entre <]>' et ']' • Ces deux fonctions ne pcLivenl dillérer que par les intégrales y',, ,/ c'est-à-dire par des intégrales de même forme que les J„ ,, mais prises le long des variétés T,, ,,, nous aurons donc
la sommation étant étendue à tous les y„ </■ c'est-à-dire à tous les T,, 7, mais nous pouvons écrire
Jr.q — "J n.qi
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en appelant y',, la même intégrale étendue à l'une des variétés telles que U dont se compose T,i.,y. Il vient alors
L'= SV
l'un des signes 2 se rapportant aux différentes variétés telles que U et l'autre aux différents Tn.ij dont une de ces variétés fait partie. Or si je considère l'une de ces variétés, par exemple U, et que j'étende la sommation à tous les T„ ,/ dont U fait partie, c'est-à-dire à T,.2, Tau, . . ., T/,.,, il viendra
-Jl.A-
Nous nous rappelons comment a été définie l'intégrale J,,.,, et le rôle que jouait la foncti(jn que j'ai appelée R„ 7- Nous voyons que l'intégrale totale — y,, ,^ se calculera de la même manière en remplaçant R,,../ par
Ri.î-t-rSî.:!-
l'intégration étant d'ailleurs étendue à U. Mais on a
Ri. -2 H- r!2.:i-l-- • ■-+- R/,.i = log
Donc on aura
lof
Or le point N n'est pas un point singulier pour <\)' puisqu'il n'est pas sur les coupures S'; ce n'est donc pas non plus un point singulier pour <^.
D'où nous concluons que ■]> est harmonique dans l'ensemble des domaines (3), sauf pour les points de D„ où P„ s'annule et où c'est '-}/ — log ] P„ | qui est harmonique.
Reprenons les intégrales V, W, J,,.,/; on se rappelle le rôle que jouait dans la définition de ces intégrales la fonction
qui dépend des x, des y, des a;' et des j'. Développons-la suivant les puissances des X et des j' et soit
'■---'' =Po+p',
où p,| représente l'ensemble des tc^rmes de degré o, i ou 2 par rapport aux x et aux 7 et p' l'ensemble des termes de degré supérieur.
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Soit maiatenantL,,.,/ une intégrale analogue à J,,.,/, mais où /•-"-'' est remplacé par p'; soit maintenant y une fonction définie comme <\i, mais où les J„ ,, sont remplacées par les L,,.,/, de telle façon que dans An on ait
X = log[P„j-i:L„.,;
la fonction y^ jouira des mêmes propriétés que la fonction ']/, dont elle ne différera d'ailleurs que par un polynôme du second degré en x el >•.
Mais supposons que l'on prenne un nombre de plus en plus grand de domaines (3) de façon que l'ensemble de ces domaines tende à embrasser l'espace tout entier ; de sorte enfin qu'à la limite la fonction ■/_ (resp. -/^ — log| P„ | ) soit harmonique dans tout l'espace.
Pour que ce passage à la limite soit légitime, il faut que la série 2L„ ,y converge; or c'est ce qu'il est aisé de constater, tandis que la série iJ,,.,/ aurait été divergente. Nous n'avons qu'à reproduire ici la démonstration du Tome 22 (p. 167 et ifiS). La fonction /jouissant d'ailleurs des mêmes propriétés que la fonction V du Tome 22, la démonstration s'achèverait de la même manière.
IV. — Autre forme de la démonstration
Mais on aura avantage à mettre la démonstration sous une forme un peu différente.
Nous pourrons supposer d'abord que dans un certain domaine D, assez grand pour qu'un prismatoïde des périodes H y soit contenu tout entier, notre
P fonction abélienne F p(mt être mise sous la forme du quotient de deux séries
entières convergeant dans tout le domaine D.
Cela peut s'établir aisément en partant des hypothèses du paragraphe |)récédent, et cela de plusieurs manières, soit par la mélhode de M. Cousin, soit par ma méthode du Tome 2, soit par la méthode mixte du paragraphe précédent.
D'ailleurs P et Q n'auront pas de facteur commun s'annulant à l'intérieur doD.
Si nous augmentons nos variables d'une période fondamentale a,-, P(^',) et Q((',) deviendront P(<^, + a,) et Q{(>i+ ai). Les séries V{vi) et Q(^'i) convergent dans le domaine D; les séries !*((', — a,) et Q(c,- — a,) convergeront dans un domaine D' que l'on obtiendra en faisant subir à D une translation représentée en grandeur el direction pur la période a,-, f^es deux domaines D et D' H. P. — IV. (J3
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ont une partie commune puisque D est plus grand qu'un prismatoïde des périodes. Dans cette partie commune, les deux séries r*(('i) et P((',-|-«i) convergent et leur rapport
P{^U-ai)
ne peut devenir ni nul ni infini. Si en effet il s'annulait par exemple, les deux
séries
PC"/), Q('',) = P
P(Pi-ai)
auraient un facteur commun P(('() s'annulanl à l'intérieur de D.
Nous allons maintenant définir une fonclion auxiliaire que nous appellerons W. Soient M et M' deux points ajant pour coordonnées, le premier x^, jA, le second x'^, y',-; soit
'• = v/- ( ^* — ^'k y- ■+- s ifk — y'k )-
leur dislance.
Soit M" un point ajant pour coordonnée Xi.-\-b'i.^ j'a + c'^ en désignant par b'j. cl c'i. les parties réelle et imaginaire d'une des périodes a'^. de notre fonclion abélienne (je veux dire, soit d'une période fondamentale, soit d'une des combinaisons en nombre fini de ces périodes fondamentales, c'est-à-dire d'une période quelconque).
Soit p la distance des points M et M".
On sait que r'---'' est une fonction liarmouique des x et des )•, et il en est évidemment de niéuie de p-' '''' . Supposons qu'on développe p--'-'' suivant les puissances des x et des j' et que l'on écrive
en représentant par <j l'ensemble des termes de degré o, i el 2 et par r l'ensemble des termes de degré supérieur. En envisageant la période zéro, on aura en particulier
11 est clair que t est encore une fonction harmonique. Nous poserons alors
W = Sx,
la sommation étant étendue à toutes les périodes, en y comprenant la période zéro.
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Il est aisé de voir que la série ir converge uniforménienl et l'on en conclul que W est une fonction harmonique des x et des j' satisfaisant à l'équation de Laplace AW = o, sauf quand le point M se confond avec le point M", c'eslà-dire quand le vecteur MM' représente une période quelconque en grandeur et direction.
Soient maintenant cp et ^\ deux faces opposées du prismaloïde II; soit a la période fondamentale correspondante, de telle sorte qu'on passe de J/ à cp en changeant c,- en f, + a,-. La face cp appartient alors à la fois aux domaines D et D'. Dans la partie commune à ces deux domaines, qui comprend la face <p, la fonction
logP(t',-a,)-logP(P,)
est holomorphe ainsi que nous l'avons vu. Nous appellerons U + i\ cette fonction holomorphe, et sa partie réelle U sera évidemment une fonction liarmonique des x et des )'.
Soit (f'jj'un élément de la face 'y et supposons que le point M' défini plus haut soit au centre de gravité de dw' . Soit U' la valeur de U au point M'.
Considérons alors l'intégrale
tiri dn
] = j (W^ -'-^llUlf/co'
étendue à tous les éléments rfo/ de hi face cp. Je désigne, bien entendu, par —p- dn
d\V et --T— dn les accroissements que subissent les fonctions U' et W quand le
point M' subit un déplacement dn., normalement à la face es.
Il est clair que J est une fonction harmonique des x et des i-, sauf cjuand le point M se trouve sur la face <p ou sur l'une de ses transformées par l'addition d'une période. Et en effet quand le point M coïncide avec le point M' (qui est sur la face cp) ou avec l'un des points M" (c'est-à-dire avec un des transformés de M' par l'addition d'une péiiode), la fonction W devient infinie.
La face <p jointe à ses transformées par l'addition d'une période forme une suite indéfinie de variétés planes à ip — i dimensions, parallèles et équidistantes. Soient S ces variétés.
Alors la fonction J est analvtique, sauf quand on franchit l'un des S. Qu'arrive-t-il maintenant quand le point M franchit l'un des S? Soit N" un point de l'un des S, et JN' le point correspondant de o. Déformons alors légèrement la face o dans la partie voisine du point N' et soit cp' le résultat de la
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déformation. Nous pounoas supposer que N' n'est pas sur cp', et que toute la partie de o qui n'est pas voisine de N' n'a pas subi de déformation et coïncide par conséquent avec la partie correspondante de o'.
Alors entre 9 et o' il y aura un petit domaine A dont la frontière se composera de la partie de -^ qui n'appartient pas à o' et de la partie de o' qui n'appartient pas à cp.
Nous considérerons également les transformés de w, de s' et de A par l'addition d'une période. Le point N" se trouve sur l'un des transformés de 9, mais non pas sur l'un des transformés de 9'; il est donc sur la frontière de l'un des transformés de A, que j'appellerai A'.
Cela posé, considérons l'intégrale J' qui est fonnée comme J, ni;ii.s étendue à 9' et non plus à 9. Elle sera analvtique sauf quand le point M sera sur 9' ou sur l'un de ses transformés.
La différence des deux intégrales est égale à
'-'-/(wf-ï")*.
l'intégration étant étendue à la frontière du domaine A. Elle reste analvtique sauf quand le point M est sur la frontière de A ou de l'un de ses transformés. Voyons par exemple ce qui se passe quand le point M est voisin de la frontière de A' et plus particulièrement voisin de ^" .
Quand le point M vient en iN " et le point M' en N', la fonction W -= ir devient infinie mais un seulement des termes de la somme ir devient inlini; soit Pi"''' le p'--'^'' correspondant. Alors W — p]'''' reste finie. Posons
Nous aurons
avec
les deux intégrales étant étendues à la frontière do A.
La fonction H est une fouclion iiarmoniquc, des a'el dos y' (nous avons déjà vu qu'elle est harmonique par rapport aux x et aux r. mais je la considère mainlenant comme fonction des j;' et des )'"i. Elle reste analylique à l'intérieur
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de A, que le point, M soil intérieur ou eslorieur à A' on qu'il soit sur la frontière (le A', pourvu toutelois que ce point M, restant voisin de A' comme nous le supposons, ne soit intérieur à aucun des autres transformés de A.
De même la fonction U' est harmonique et analytique à l'intérieur de A. Dans ces conditions le théorème de Green nous enseigne que l'intégrale K est nulle. En ce qui concerne l'intégrale Ki, ce même théorème nous enseigne qu'elle est nulle si le point M est extérieur à A'. Si le point M est intérieur à A', notre intégrale Ki est égale, toujours d'après le même théorème, à
aU„,
x étant un coefficient numérique qui ne dépend que du nombre 2p des dimentions et U„ la valeur que prend U' quand la distance pi s'annule.
Or quand la dislance pi s'annule, c'est que le point M' vient au point de l'intérieur de A qui correspond à la position du point M à l'intérieur de A'. Or soil a'f.^= b'f.-\-ic'^ la période dont l'addition transforme le point N' en N" et A en A'. Quand les points I\I et M' occuperont les positions que j'ai dites, on aura
Xk = x'k -+- h\ , yk = y'k -I- c'k ; on aura donc
U„= U(a;*— h\, yk— c'*)
et
K, = :>.Vi{xk— b'k, yk—c\).
Donc quand M est extérieur à A', on a
Quand le point M franchit la coupure S dans le voisinage de N", pour pénétrer dans A, l'intégrale J n'est pas continue, mais l'intégrale .1' l'est. Donc .1' est la continuation analytique de J au delà de la coupure S. Quand M est intérieur à A', on a
J' = J — a\}{xk—b'k, yk—c'k).
Donc la continuation analytique de .F au delà de la coupure est
J — aU(x/-— b'k, yk — c'k).
C'est la conclusion luiale à laquelle je voulais arriver.
Le prismatoïde a 2/? couples de faces opposées, cp, et ij'i, 9^ et i]/^, . . ., cf.,/,
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el ']>2p- Soient U,/ el J,y la fonclion analogue à U et l'intégrale analogue à .1, relatives à la face o,, .
Soit •!» une fonction qui dans le prisrnatoïde H est égale à
log|P(<.v)|
et qui dans le prisrnatoïde H' transformé de II par l'addition de la période a'^ = b\ + ?Cj. est égaie à
log |P(.,- -«,■)!•
La fonclion $ est donc harmonique dans chacun des prismatoïdes, sauf aux points pour lesquels F s'annule ou devient indéterminée. Mais elle est discontinue quand on passe d'un prisrnatoïde dans l'autre. De plus elle est périodique par définition.
Si nous désignons par a,,,, la période fondamentale qui correspond à la face dfq el par bi,,,el ci^q ses parties réelle et imaginaire, nous voyons d'abord que quand le point M franchit la face œ,, pour sortir de H, la fonction <1> subit un saut brusque égal à
log 1 P(r,- «,■.,)[ - logi P(P,) ; = u^(<'i).
Lorsque le point M franchit la transformée de la face cp,, par l'addition de la période a\ , la fonction <I> subit un saut brusque égal à
log I P(.>,- «;— a,,,,) I - log I P(,.,.-^ ai) I = \]^{Vi-a'i). Considérons maintenant la fonction
H = <I>-I- -(J,-l-Jo + ...+ J,„).
Nous voyons tout do suite que celte fonction est harmonique sauf en deux sortes de points :
i" Ceux où F s'annule; en ces points ce n'est pas S^, mais
<>-log|P(<',)| ou Q_iogiP(„,.-«;)| qui est harmonique.
2° Ceux qui sont sur la frontière de deux ou plusieurs prismatoïdes, points pour lesquels les fonctions <I» et .1 subissent une discontinuité analytique.
Parmi ces points nous distinguerons : i" ceux qui n'appartiennent qu'à deux prismatoïdes et qui forment des variétés à 2/> — i dimensions, variétés qui ne
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sont autre chose que les faces cp^ et leurs transformées; et 2" ceux qui appartiennent à plus de deux prisniatoïdes et qui forment des variétés à 2/) — 2 dimensions ou à moins de ip — 2 dimensions.
Eu ce qui concerne les premiers, on voit tout de suite que la fonction 12 reste analytique, et en effet 4> subit un saut brusque égal à U,y, i,, un saut brusque
égal à — aU,, ; de sorte que le saut est nul pour <!• J,y et par conséquent
pour Î2, et que i2 coïucide avec son prolongement analytique.
Il est aisé d'en conclure qu'il en est encore de même en ce qui concerne les autres points qui font partie de plus de deux prismatoïdes.
Soit en effet A l'un de ces points; il appartiendra également à plusieurs des faces cp,, ou de leurs transformées. Reprenons l'intégrale
étendue à la face 9. D'après l'hypothèse, le point A appartient à plusieurs des transformées de cp, par exemple aux transformées de 9 par l'addition des périodes aj", a^', . . ., «!"", transformées que je désignerai par cp"', cp''^', . . ., 9'""'. Si je représente alors par A"', A'-', . . . , A'"'' les points qui se déduisent de A par la soustraction des périodes a]", a)"', . . ., a\"'\ ces m, points seront tous sur 9, ou plutôt sur la frontière de la face <p.
Quand le point M viendra en A et le point M' en A''', celle des expressions p'--'-p qui correspond à la période a'*' et que je représenterai parp^"'"'' deviendra infinie. Nous avons donc m de ces expressions à savoir
qui peuvent devenir infinies quand M est en A et que M' est sur la face 9 ou sur la frontière de celte face. Toutes les autres expressions p-"^/' restent finies. Posons alors
Comme la fonction W reste régulière, quelle que soit la position de M' sur tp,
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quand le point M est voisin de A, nous devons conclure que l'intégrale .1* est régulière dans le voisinage de A.
Quant ày, elle est égale à l'intégrale
-v — U' 1 di.,'
dn dii
étendue, non plus à 9, mais à l'ensemble des transformées cp'*', ç'-', . . ., cp'"''. Soit E cet ensemble. Il est clair que le point A appartient à la variété E et qu'il n'est pas sur la frontière de E (car dans ce dernier cas, il j aurait de l'autre côté de celte frontière une transformée de 9 dont A devrait faire partie et d'après noire hypothèse 9", 9'-', . . ., (p""' sont toutes les transformées de <p dont A fait partie).
L'intégrale (i) est une fonction holomorphe des x et des )', sauf quand le point M est sur E. Quand le point M vient en A, la fonction / éprouve donc une discontinuité analytique. Soit maintenant E' une autre variété à ip — 1 dimensions, ayant même frontière que E, de telle façon que E et E' limitent un domaine ô. Comme A n'appartient pas à la frontière de E, nous pouvons supposer que A ne fait pas partie de E'.
Soit y l'intégrale analogue à l'intégrale (i) étendue à E'. Ce sera une fonction holomorphe des x et des y sauf quand M est sur E'. Elle sera donc holomorphe dans le voisinage du point A.
Or en vertu du tliéorème de Green, les deux intégrales j et f sont égales entre elles en dehors du domaine ô. Donc l'intégrale j , et par conséquent aussi l'intégralei, est susceptible d'être prolongée analytiquement au delà de la coupure dans le voisinage du point A.
C'est là ce que je voulais d'abord démontrer.
Revenons maintenant à la fonction i2. D'après ce qui précède, cette fonction pourrait admettre pour coupures les diverses transformées des faces y^; mais elle est toujours susceptible d'être prolongée analytiquement au delà de ces coupures, même dans le voisinage de A. De plus nous avons vu que quand on franchit l'une de ces coupures, la fonction Î2 coïncide avec son prolongement analytique. La fonction iî reste donc analytique et harmonique en A.
II y aurait exception évidemment si au point A la fonction F s'annulait; ce serait alors il — log|P(i'i)| ou iî — log|P(p',- — a| ) | qui serait analytitpie et harmonique.
La fonction £2 jouissant des mêmes propriétés que la fonctions y du para-
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graphe précédent et la foncMon V du tome "l'i, p. i6g el suivantes, pourra jouer le même rôle.
D'après la délinilion même de la fonction VV, ses dérivées secondes sont des fonctions périodiques des x el des y. Soit on effet DW une des dérivées secondes de W par rapport aux variables x el j ; plus généralement D sera un signe de dérivation par rapport aux. x et aux j-, et D' sera la dérivée correspondante prise par rapport aux varialjles x' et y'.
Si alors D est une dérivée seconde, nous aurons
DW = S Dt, Dp'--V' = Da -I- Dt.
Comme ît est un polynôme du second degré, Da se réduit à une constante; d'autre part comme p est une foncllon des différences x — x' , y — )'', nous aurons
Dp2-V= D'p---/'.
Comme r ne contient que des termes du troisième degré au moins, Dr est du premier degré au moins el s'annule avec les x el les j; nous avons
D'p2-2/'= Da-l-D-:.
Soit pu ce que devient p quand les x et les >• s'annulent. La formule précédente devient donc pour x = y ^ o :
D'p5--/'= Ds.
Comme nous savons que Du est une constante, celle formule nous donne la valeur de Do- et nous pouvons écrire
Dt = d'p'î-=/'— r>'pi-'-p.
La série
DW = S(D' p2-'-/'_ D' pg-V')
est absolument convergente. Quand x el y augmentent d'une période l'expression p---P se transforme en une autre expression p'--'-''. Quand x' el y' diminuent de la même période p--'-'' se change encore en p'-~-'', mais en même temps pj""'' se change en p'„'~'''- Nous pouvons écrire
DW = S(D' p' =-2P— D' p;,---''),
car les deux séries ne différent que par l'ordre des termes.
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Si maintenant X el y augmentent de la période en question, alors D^^ devient
2 (D'p' ---/'- D'p'ô-^/'), donc DW a augmenté de
Celte série est absolument convergente, et il est aisé de vérifier que la somme en est nulle. Donc DW est une fonction périodique.
Si DW est périodique, il en sera de même de D'ailleurs D<I> est périodique par définition et il doit en être de même de
Dt> = D<I>+ -SPJ,,.
Ainsi les dérivées secondes de Di2 sonl des fonctions périodiques des x et des y.
Nous allons introduire une autre fonction analogue à 12 et que j'appellerai i2'. A cet effet je commence par définir une intégrale analogue à J et que j'appelle
Cette intégrale diffère de J parce que D' y est remplacé par V; V est la valeur de la fonction V au point M', et je rappelle que V est la partie imaginaire de la fonction
l0gP(ç,,.-«,.)-logP(<'i),
dont U est la partie réelle.
On voit que dans le voisinage du champ d'intégration envisagé, la fonction V reste holomorphe.
Je définirai la fonction <!•' comme il suit; dans le 'pr\sm{MoiAeW' {vide supra) elle sera égale à
argP(i',-— aj).
Elle ne sera donc définie qu'à un multiple près de in.
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Je poserai
ol il est clair que la foaclion il' jouira des mêmes propriét(''S que la fonction ii, à cette différence près qu'elle ne sera déterminée qu'à un multiple près de 27r. Quelles relations aurons-nous maintenant entre iî et Q,' ; la fonction J étant analytique et harmonique sauf sur les coupures, et ayant pour prolongement analytique
J — aU(^A:— 6'*),
la dérivée DJ sera analytique et harmonique saiif sur les coupures et aura pour prolongement analytique
DJ — aDU(a:*— 6'^.)-
Ue même la dérivf^e DJ' sera analytique et harmonique sauf sur les coupures et aura pour prolongement analytique
DJ'— aDV(ari— 6;.)-
Mais U et V sont les parties réelle et imaginaire d'une même fonction analytique des variables complexes r. On en conclut que chacune des dérivées secondes de U est égale à une des dérivées secondes de V. On aura par exemple
DU = DiV.
Comparons maintenant DJ et DiJ'. Toutes deux sont harmoniques et analytiques sauf sur les coupures et elles ont respectivement pour prolongement analytique
DJ-=<DU(^i-è'i), D,J'-xD,V(xi — 6'^.) = DlJ'-aDU(a;i-è'i.)• Ainsi la différence DJ — DiJ' reste analytiquement continue sur les coupures; elle est donc analytique et harmonique dans tout l'espace.
De plus DJ de même que D|J' est périodique; notre différence est donc analytique, harmonique et périodique dans tout l'espace; c'est dire qu'elle se réduit à une constante (cf. Appell, Acta, t. 3).
Il résulte de là que les dérivées de DJ sont égales aux dérivées correspondantes de D,J'
(2) -J— DJ = -J— DiJ'; -J— DJ = -J— D,J'
dxk dxk dyk dyk
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Quelle est maintenant la significnlinn des (équations (3) DH = D,H',
H et H' désignant deux fonctions quelconques des x et des y. Pour nous en rendre compte formons explicitement nos équations
Nous avons
d'où
DU
dxk
rfV ~ dyk
dyk
r/V dXk
d^M d^\ d'-V rf^V
dxkdxj dykdxj dxkdyj dykdyj
dyi^dxj dxkdxj dykdvj dxkdyj
Ce sont là nos équations (/j). Pour avoir les équations (3), il suffit de remplacer U et V par H et H'. Ces équations peuvent donc s'écrire
_rf_ rfll _ _rf_ rflT _^ :m _ d dW
dxk dxj dyk dx j dyi dxj dxk dxj
avec les équations qu'on en déduirait en remplaçant Xj par Yj- Ces équations signifient que
d\\ I r/ir r/H , — dW
dx i dXj dy j dy j
c'est-à-dire les dérivées premières de H + ^ — i H', sont des fonctions analytiques des variables compleies <•.
Nos équations (a) qui peuvent s'écrire
dxk dxk dvk dvk
signifient alors que les dérivées secondes de i + \J — i ,1' sont des fonctions analytiques des variables complexes c.
Donc J -f- y — i J' sera égal à une fonction analytique des c, plus un polynôme du second degré par rapport aux x et aux )-.
Comme O + \/ — i <&' est par définition une fonction analytique de c, nous
devons conclure que Q. + y — i £2' est égal à une fonction analytique des c, plus
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ua polynôme du second degré par rapport aux x et auxjK; toutefois celte fonction devient logarithmi(|uement inlinie aux points où F s'annule.
Soit nr le polynôme du second degré dont il vient d'être question; alors
Q -f- ^/^ Q'_ro et e = e'^+^'^^'-'^
sont des fonctions analytiques des variables complexes r; la dernière 0 est une fonction entière; en effet elle ne pourrait cesser d'élre liolomorplie qu'aux points où F s'annule, en ces points
1> -I- v/^ Q'— ra — log H(i-,— «; ) = .V
est holomorphe et par conséquent
fc) = |'(,,.,.-«;jeA
est holomorphe également.
Les dérivées secondes de 12 + ^ — i 12 — ro sont périodiques; nous l'avons vu pour i2; nous le verrions de la même manière pour i2', et les dérivées secondes de CT se réduisent à des constantes.
Il résulte immédiatement de là que 0 se reproduit multiplié par une exponentielle dont l'exposant est un polynôme du premier degré, quand les variables augmentent d'une période.
C'est une fonction intermédiaire pour employer l'expression assez mal justifiée de Briot et Bou(|uel. Notre fonction F est donc le quotient de deux fonctions inl(!rniédiaires.
V. Des fonctions intermédiaires
L'étude des fonctions abéliennes se trouxe ainsi naturellement raniem-e à celle des fonctions intermédiaires, c'est-à-dire des fonctions entières qui se reproduisent par l'addition d'une pi''ii(ide, à un multiplicateur |jrès qui est une exponentielle du premier degré.
C'est principalement dans le Tome 8 de V American Journal of Mathernatics (i886) (•), que se trouvent exposées mes recherches sur ces fimclions intermédiaires.
{' ) Voir ce Tome IV, p. 'iiX.
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On reconnaît lout de suite que les périodes et les innhi|ilicaleurs ne peuvent être quelconques.
Supposons que quand cj , augmentant d'une période, se change en i\ -+- ai./t, le logarithme de la fonction intermédiaire augmente de
de telle façon que le mulliplicaleur correspondant à la période rt,-./, soit e''* ; on voit que le nombre
*./=^ {^l.jCi.k— <^i.kai.i)
doit être égal à un entier multiplié par 27r\/ — i. 11 suffit pour s'en rendre compte d'exprimer que l'on obtient le même résultat en ajoutant d'abord la période a,-./,, puis la période cti.ji ou en ajoutant ces deux mêmes périodes dans l'ordre inverse.
Ces nombres M/,.y et les relations précédentes ont été étudiées par M. Frobenius dans le Tome 97 de Crelle dans son Mémoire sur les fonctions jacobiennes. J'ai repris cette étude à un autre point de vue dans le Mémoire cité de V American Journal.
Les fonctions intermédiaires se ramènent immédiatement aux fonctions 0; c'est-à-dire à celles où tous les nombres (pour un choix convenable des périodes) M/..y sont nuls, sauf/; d'entre eux qui sont d'ailleurs tous égaux enlre eux. En général cette réduction ne peut pas se faire de plusieurs manières essentiellement différentes; mais il n'en est pas de même quand les fonctions abéliennes considérées peuvent par une transformation convenable être ramenées soit aux fonctions elliptiques, soit à des fonctions abéliennes de rang moindre, c'est-à-dire dans les cas de réduction dont je parlerai plus loin.
Depuis M. Hunibert a reconnu <]u'il existe d'autres systèmes de périodes pour lesquelles, bien qu'on ne soit pas dans un des cas de réduction, il exisie des fonctions intermédiaires singulières réductibles de plusieurs numièrcs aux fonctions 0. Les fonctions de M. Ifumbert ont une grande importance.
Il est aisé de voir quelle est la signification de ces nombres M/,.y.
Prenons le prismaloïde des périodes H; c'est un domaine de l'espace à o-p dimensions. A chacune des
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combiaaisons «les ip périodes q k q^ correspond un système de polyèdres en forme Ae parallélolopes ou de prisniatoïdes de l'espace à ^ dimensions, qui sont tous parallèles et égaux entre eux et qui sont au nombre de
C'est ainsi que dans l'espace ordinaire (^ip = 3), un parallélépipède a six faces (^:= 2) parallèles deux à deux (2'-''-'/= 2) et réparties par conséquent en trois
systèmes 1 -j — J=^ = 3 1 i el que d'autre part il a douze arêtes (q -- i) parallèles quatre à quatre (2'/' ■?= 4) et réparties par conséquent en trois systèmes
Parmi ces variétés nous avons considéré dans les paragraphes précédents celles qui correspondent à q ^= 2p — i et que nous avons appelées les faces du prismatoïde. Nous envisagerons maintenant plus particulièrement celles qui correspondent à q^i et que nous appellerons les arêtes, et celles qui correspondent à. q ^= 2 et que nous appellerons, non pas les faces, mais \es parallélogrammes (en abrégé prlg) du prismatoïde.
A chaque arête correspond donc une période, à chaque prlg un des nombres Mi.y.
Soit alors 0 une fonction intermédiaire quelconque et considérons l'intégrale
(/loKe
que nous prendrons le long du périmètre de l'un de nos prlg, correspondant par exemple au nombre M/,.y.
Le long du premier côté, l'intégrale sera
si les coordonnées du premier sommet sont i" ; le long du deuxième côlé, elle sera
Sa/./(""-i-«/.*) + li/.
le long du troisième
-î:o<,.<-(..,'' + «,-./) -pi,
et enfin le long du quatrième
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L'inlôgrale lolale est donc
-f a/./"/.X — 'J-i.li'ii.i) = M/./-
Nous pouvons décomposer la surface de noire prlg en une inliuité de contours plans fermés infiniment petits; la somme des intégrales
<-/Ioa;e
prises le long de ces dlIFérents contours sera égale à M< y. Comme la quantité
sous le signe / est une diflérenlielle exacte, l'intégrale prise le long de l'un de
CCS contours sera nulle à moins que la fonction sous le signe / ne devienne
inlinie à l'intérieur du contour, c'est-à-dire que 0 ne s'annule à rint(;rieur du contour.
Nous sommes donc conduit à rechercher les zéros de 0 situés sur la surface des prlg; c'est-à-dire les intersections de la variété à ip — 3 dimensions 0 = o avec le plan du prlg.
Je supposerai que nous n'avons que des intersections simples, c'est-à-dire que ce plan et la variété 0 -= o ne sont pas tangents l'un à l'autre. Il est clair que sauf des cas exceptionnels, il suffira de déplacer d'une façon convenable le prismatoïde parallèlement à lui-même pour qu'un pareil contact n'ait pas lieu. D'ailleurs dans ces cas exceptionnels, où ce contact ne peut être évité, les résultats que je vais démontrer s'appliquent encore, grâce à une généralisation presque immédiate.
Quelle est la condition pour que ce contact ait lieu? Soient 0^ et 0i les parties réelle et imaginaire de 0, xi et >',■ celles de c, ; alors 0,, et 0i sont des fonctions des x et des >'; soient bu, et c,-.a celles de rt,/,.
La condition cherchée peut s'écrire
Nous supposerons donc que l'expression D n'est pas nulle en même temps que 0 à l'intérieur du prlg. Considérons donc un des zéros de 0 à l'intérieur de notre prlg. Notre intégrale prise le long d'un contour entourant ce zéro sera évidemment égal à
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Quant au signé il dépendra évidemmeat de celui de D/,.y. Nous pouvons faire des cunvenlions telles que ce signe soit celui de D/,.y.
Nous sommes ainsi amené à distinguer les zéros pour lesquels Dji.y est positif de cens pour lesquels D^.y est négatif; je les appellerai pour abréger les zéros positifs et les zéros né'gatifs; et j'arris^e à celle conclusion que le nutnbre entier
est égal il l'excès du nombre des zéros positifs sur celui des zéros négatifs. Quand on permute les indices A' et y', le nombre M/, ^ change de signe; Il en est de même de D/, y; le prlg reste le même, mais il est parcouru en sens contraire.
Ce résultat csl le même que celui que j'avais obtenu par une tout autre voie dans le Tome 9 des Acta mathemalica, pages 869 et suiv. ( ').
Considérons un segment de droite quelconque dont la projection sur l'axe des Xi soit t,i et dont la projection sur l'axe des )', soit ri,-. Posons
îp
ç< =^ i^kbi.i-- ■''1'=^ -JiCi.t;
les coefficients ,u ainsi définis pourront s'appeler les coefficients caractéristiques du segment considéré.
La longueur du segment est la racine carrée de
<|i(p) étant une forme quadratique définie positive par rapport à p.i, |j..i, . . . , p-2/,.
Lorsque les ;ji sont entiers, le segment représente en grandeur, direction et sens une période, 2/jL/,«,i-, et les quantités a correspondantes seront 2|jl<. a,-./,.
Cela posé, envisageons deux segments ayant respectivement pour coefficients caractéristiques p./; et p.'^, et pour projections sur les axes t,, ru et £) , r,[ . La surface du parallélogramme construit sur ces deux segments sera la racine carrée de
Si les p. et les jjl' sont des entiers, et que les deux segments soient des périodes,
(' } ]'oir Tome III, p. 44o-4^9'
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nous pouvons nous proposer de calculer le nombre M correspondant; pour cela dans l'expression de M^y, il faut remplacer
"i.k, ^i.k, a;./, ^i.i par
Su/",-./, ï:,a/,2/,(, Z'i'iUjj. Z'x) -Xj i.
On trouve ainsi
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons des deux indices A' ety. On volt que M est une forme bilcnaire par rapportaux coefficients ^et,u.'. De même pour calcider le nombre D correspondant à notre parallélogramme, il faut dans l'expression de D/; ,, remplacer b,,i., r, *, b, j. c, j par
i:aj-6,-./, SfX/C/j., S'a;. i,-.x. ^>/kCi.i,
ce qui donne
D(!j:, ul') = ZDi,j(in}x'j — ;-i'< a/').
Si nous distinguons encore les zéros positifs ou négatifs suivant le signe de D(,u, jjl'), nous verrons que l'excès du nombre des zéros positifs sur le nombre des zéros négatifs, est sur notre parallélogramme
Considérons maintenant une aire quelconque dans le plan de ce parallélogramme qui soit limitée par des segments représentant des périodes en grandeur et direction. Cette aire sera décomposable en un certain nombre ri de parallélogrammes égaux, et Ton aura
S étant la sur/ace de faire.
L'excès du nombre des zéros positifs sur les zéros négatifs sera
M(^ ,a') _ S M(;JL, jx')
? T. y/— I ■> - \l— I \l Q ( |Jl, 11.')
On remarquera que le rapport
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ne change pas, ni qii.iud on inultiplie lous les [J- par un même facteur constant, ni quand on multiplie tous les [j.' par nn même facteur constant. 11 ne change pas non plus quand on fait subir à f/i et à p.', une substitution lint^aire, et en même temps à p./, et (j.'/. la même substitution linéaire.
Ce rapport dépend donc seulement au moins en valeur absolue de la direction du plan du parallélogramme; cependant il changerait de signe si la substitution linéaire dont je viens de parler avait un déterminant négatif.
Considérons maintenant une aire qui ne soit plus plane, mais qui soit limitée par des segments de droite représentant eu grandeur et direction des périodes.
Considérons les zéros de 0 qui sont sur celte aire; nous distinguerons les zéros positifs et négatifs d'après le signe de D(p., p.'), en appelant ;ji/, et jj.'^ les coefficients caractéristiques de deux droites menées dans le plan tangent à l'aire au point envisagé. Nous remarquerons que D{;jt, p.') ne change pas quand on fait subir à p.i et à ix\ une substitution linéaire de déterminant + i, et en même temps à p./- et jj.'^. la même substitution linéaire.
Je me propose alors de démontrer que l'excès N du nombre des zéros positifs sur celui des zéros négatifs est égal à
ch M(|j., [x )
V/-I \'il{ix,\x)
ch représentant un élément de l'aire, et p. et p' les coefficients caractéristiques de deux droites menées dans le plan tangent. Je diviserai la démonstration en trois parties :
i" Je suppose d'abord que l'aire se décompose en un certain nombre de parallélogrammes construits sur des périodes; la formule est alors une conséquence Immédiate de celle que nous venons d'établii-.
2" Je suppose que l'aire soit fermée.
Dans ce cas je remarque d'abord que N est nul. En effet l'aire étant fermée peut être considérée comme la frontière complète d'une variété V à 3 dimensions. Les points de cette variété où 0 ^ o formeront une ligne; les points où celte ligne percera la frontière pour entrer dans V seront les zéros positifs, ceux où elle percera la frontière pour sortir de V seront les zéros négatifs. Il en résulte immédiatement que le nombre des zéros des deux espèces est le même.
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D'aulre part, je dis que l'inlégrale double du second membre est nulle; on peut l'écrire en effet
en désignant par [j-l les coefficients caracléristiques du vecteur qui va de l'origine au centre de gravité de l'élément du.
L'aire étant fermée, on voit aisément que chacune des intégrales / t/p." (/^u" est nulle.
3" Je suppose enfin que l'aire A soit quelconque, mais limitée par des segments représentant des périodes.
Dans ce cas je puis construire une aire A' ayant même frontière que A et décomposable en jjarallélogrammes construits sur des périodes. Le théorème est vrai pour A', il est vrai pour l'aire totale A + A' qui est fermée; il est donc vrai pour A.
Supposons enfin que l'aire A soit tout à fait quelconque et ne soit plus limitée j)ar des segments re|)résenlant des p(''riodes. Dans quelle mesure l'équation (2) reslera-t-elle vraie? Supposons que l'aire A soit très grande, que par exemple ses dimensions linéaires soient des infinis grands du premier ordre et sa surface un infini du second ordre. Je dis alors que légalité (2) dont les deus membres sont des infinis grands du second ordre, reste vraie à des quantités près infiniment grandes du premier ordre.
Nous pouvons eu effet construire une ligne brisée fermée, composée de segments représentant des périodes, et s'écartant peu du périmètre de l'aire A; je veux dire par là que la distance de cette ligne brisée à ce périmètre restera plus petite que la plus grande diagonale du prismaloïde II. Nous pourrons alors construire une aire A', limitée d'une part par le périmètre de A, d'autre part par cette ligne brisée, et dont la surface sera du même ordre que le périmètre de A, c'est-à-dire du premier ordre.
Soient alors N et J la valeur des deux membres de l'égalité (2), (c'est-à-dire de l'excès de l'intégrale double) pour l'aire A, soient N' et J' les deux quantités correspondantes pour l'aire A'; N -j- N' et J 4- J' les deux quantités correspondantes pour l'aire A-|- A'.
Comme l'aire A + A' est limitée par des segments représentant des périodes,
on a
N-t-N'= J-hJ'.
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D'aulre part N' ot J' sont du même ordre que la surface de A', c'est-à-dire du premier ordre. Donc
aux quantités prés du premier ordre. c. q. f. d.
Si en particulier l'aire A est plane, mais quelconque, on aura aux quantités près du premier ordre
Les /JL/, et les p.'^ sont les coefficients caractéristiques de deux droites quelconques du plan; nous n'avons plus besoin de supposer qu'ils sont entiers ou même commensurables.
Mais parmi les plans possibles, nous distinguerons ceux qui sont parallèles à un plan I' dimno [)ar les équations
DN "' _ '"2 _ _
les p étant des coefficients complejoes quelconques.
Soient y,- et ô, les parties réelle et imaginaire de (3,-, nous pourrons envisager en particulier deux droites du plan P parallèles respectivement aux deux droites
3v _ ^ _ .IV _ yj. a-, _ XI. _ .n _ , .22 .
Ti V* ''I ''k — 2/ — '>li ï< ^k
Ce sont les coefficients caractéristiques de ces deux droites que nous appellerons respectivement [J-k et p', , de sorte que nous aurons
,,, ( ",'/= -6;./i;-i«, 0,= Sr,.x;-t/,,
et par conséquent
^ V' 7/7, ^'''77.) lu [- "• 717, ^ ■' 717, ) ' Or il est aisé de voir que
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a pour parlie réello
Z ['■' Jjy, -"'Th-J =Z [-^ '" 717, "- "■' ' 7h-, , el pour partie imaî;inaire
^ ['''777,^ "■vrrj =-'2j {- '" ^ ^ ""Tjyj
ào sorte (jiie
est, essentiellement positif.
// /j'j' « plus alors que des zéros positifs.
Le rapport ç- représente alors la densilc moyenne des zéros dans iiu plan
parallèle à P, c'est-à-dire la limite vers laquelle tend le rapport du nombre des zéros contenus dans une aire située dans ce plan, à la surface de cette aire, rpiand cette surface croit indéfiniment. Cette densité moyenne est donc égale à
JQ
les coefficients [j. el [j! étant déterminés par les équations (4). Il résulte de là que pour ces valeurs des p. et p.', r(;xpression
est essentiellement positii'e.
Ce résultat peut se mettre encore sous d'autres formes. Posons
alors notre expression
deviendra une forme hilinéaire des t et des ;' que je puis écrire
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Celle forme devra pire essenliellemeni posilive si l'on v fiiil
b = "h ?; , /^ = S,, ?! =f — ^1 J ?i'+// = Vi
Or par celle subslilulion nolro forme doit devenir une forme quadratique par rapport aux y el aux ô; celle forme quadratique doil être définie positive. Posons maintenant
I^x -t- v^— I i-tf = ■'•/. , i-tx — v'— I !■'•'* = ^î .
les équations (4) nous donneront
Il vient alors
de sorte que
'^' = ^:ùM/.:/{x,x!'^X,x",).
La forme à variables conjuguées qui figure dans le second membre est donc essentiellement positive, si ^ai.icXi est assujetti à être nul.
On reconnaît là l'inégalité de Riemann, généralisée par Frobenius (Crelle, l. 97, p. 2 1). Mais la voie par laquelle nous y sommes parvenu diirére beaucoup à la fois de celle de Riemann cl de celle de Frobenius.
Je crois que les considérations qui précèdent sont de nature à mieux faire comprendre la signification des nombres M/, /, et les relations de ces nombres avec la répartition des zéros des fonctions 0.
VI. — Cas de réduction
Dans quels cas une intégrale abélienne appartenant à une courbe de genre y; peut-elle être réduite à une intégrale abélienne nppartenant à une courbe de genre moindre ?
Dans quels cas une courbe de genre /> admettra-l-elle q intégrales abéliennes de première espèce, admetlanl seulement zq périodes ? Ou, ce qui revient au même, dans quels cas une intégrale abélienne appartenant à une courbe de genre /> peut-elle être calculée à l'aide de svslémes de fonctions abéliennes de rang moindre que p, c'est-à-dire admettant moins de p variables ?
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Enfin flans quels cas des fonctions abéliennes de rang p peuvenl-elles être réduites à des fonctions abéliennes de rang moindre ?
Telles sont les questions qui ont occupé d'abord Weierstrass et M. Picard et que j'ai abordées à mon tour, d'abord dans le Bulletin de la Société mathématique de France (t. It2), puis dans le Tome 8 de V .tmerican Journal ( ').
Nous trouvons d'abord le cas où la fonction 0 peut être regardée comme le produit de p fonctions 0 elliptiques. C'est ce que j'appelle le cas singulier elliptique.
Puis nous avons le cas où la fonction 0 est le produit de plusieurs fonctions 0 abéliennes de rang moindre. C'est ce que j'appelle le cas singulier abélien.
Nous avons ensuite les cas, qui par une transformation d'ordre convenable, peuvent être ramenés soit au cas singulier elliptique, soit au cas singulier abélien.
11 n'y a pas d'autres cas de réduction.
Mais, circonstance remarquable, un système quelconque de périodes, difTère toujours infiniment peu d'une infinité de systèmes correspondant à des cas de réduction, de la môme façon qu'un nombre réel quelconque diffère toujours infiniment peu d'une infinité de nombres rationnels.
Enfin si un système de fonctions abéliennes peut de deux manières différentes être ramené par une transformation, au cas singulier elliptique, celte réduction peut se faire d'une infinité de manières différentes. C'est ce qu'avait déjà remarqué M. Picard dans certains cas particuliers.
Je me borne à énoncer succinctement ces résultats; mais je dois cependant expliquer le parti qu'on en peut tirer pour l'étude des fonctions abéliennes les plus générales.
On peut les utiliser de trois manières différentes :
i" On peut résoudre un problème dans le cas singulier elliptique, et montrer ensuite que le résultat ne peut être différent dans ce cas singulier de ce qu'il est dans le cas général.
C'est ainsi par exemple f|ne j'ai délenniné le nombre des zéros communs à p fonctions 0 ; et M. Wirtinger a également tiré un grand parti de ce procédé.
2" On peut profiter de cette circonstance signalée plus haut qu'étant donnée
(') Voir Tome III, p. 333-35i et ce Tome IV, p. 3i.S.
une fonclion abélienne quelcouque, on peut toujours trouver une infinité de fonctions abéliennes réductibles qui en difrérent aussi peu qu'on le veut.
C'est comme cela que j'ai déterminé la somme des zéros communs à p fonctions 0.
3" On peut étudier spécialement les cas qui ditl'èrent peu du cas singulier elliptique, ou du cas singulier abélien.
C'est ce que j'ai fait dans le Journal de LioiniUe iSçp ( ' ) quand j'ai voulu étudier les conditions auxquelles une fonction 0 de rang/* doit satisfaire pour être une fonclion 0 spéciale, c'est-à-dire une fonction 0 de Riemann engendrée par une courbe algébrique de genre/).
Enfin cest sur l'élude des cas de réduction qu'est fondée la démonstration du théorème B qui a été imaginée d'abord par Weierstrass et que nous avons retrouvée, M. Picard et moi, et publiée dans les Comptes rendus ('-).
VII. — Zéros des fonctions
Les fonctions intermédiaires peuvent toujours se ramener aux fonctions 0, soit immédiatement, soit après un changement de périodes. J'appelle fonctions 0 les fonctions intermédiaires pour lesquelles/? des multiplicateurs se réduisent à des constantes, et les p autres à des exponentielles. La plupart des auteurs ont attribué une importance prépondérante et presque exclusive à celles de ces fonctions où les nombres appelés caractéristiques sont des entiers. J'ai toujours trouvé beaucoup plus commode de m'allranchir de cette restriction et d'attribuer à ces caractéristiques des valeurs quelconques. En revanche j ai supposé le plus souvent que les/) premiers mulliplicaleurs étaient égaux à i, ce qui ne restreint pas la généralité d'une façon essentielle.
Quoi qu'il en soit, on sait (pie le nombre des fonctions B d'ordre /«, linéairement indépendantes et ayant mêmes multiplicateurs est égal à »i''; si on les regarde comme les coordonnées homogènes d'un point dnns l'espace à m'' — I dimensions, ce point engendrera une variété à p dimensions. J ai étudié cette variété principalement dans le Journal de Liouville, iSgà et j'ai en particulier déterminé son degré de deux manières différentes.
(') Voir ce Tome IV, p. 3S-|- (') Voir ce Tome IV, p. ôn-j.
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Le uomhro des zéros communs àp fonctions W d'ordre
est ég;al à
( I ) m, iiit . ■ ■ m /,.p\.
C'est ce que j'ai démonlro dans le Tome il du Bulletin de la Société matliématique de France (').
Dans le Journal de Liouville, j'ai abordé un |)robléme qui contient à la fois comme cas particulier celui dont je viens d'énoncer la solulion, el une question résolue autrefois par Riemann.
Soit un système de fonctions ahéliennes spéciales au sens du paragraphe précédent. Soient 0, (c, ), 02(i';), ...,0,/(i',) q fonctions 0. Soil u,(j:) l'intégrale abélienne de première espèce qui sur la courbe de genre p qui engendre ces fonctions 0 correspond à la variable t',. Combien les équations
où X| , x^, . . . , X,, sont les inconnues, admettent-elles de solutions ?
La solulion de cette question est donnée par une formule qui contient comme cas particuliers la formule ( i ) et celle de Riemann.
VIII. — Fonctions spéciales
Quelle est la condition nécessaire el suffisante pour qu'une fonction abélienne soil spéciale ?
Riemann a démontré que pour les fonctions spéciales, la variété k /> — i dimensions
est une variété doublement de translation.
Sophus Lie a établi ensuite que cette condition n'est pas seulement nécessaire mais qu'elle esl aussi suffisante pour qu'une fonction 0 soit spéciale.
J'ai donné dans le Bulletin de la Société mathématique de France, 1 90 1 (-), une nouvelle démonstration du théorème de Lie qui me semble plus simple et plus synthétique que celle de ce géomètre.
(') Voir ce Tome IV, p. 3o2.
( = ) Voir Tome VI.
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D'autre pari j'ni cherché daus le Journal de Liouvilli'^ ''^((■t, à approfondir celte condition.
J'ai cherché à l'exprimer en fonction des périodes, et dans les cas voisins du cas singulier elliptique je suis parvenu à former les premiers termes du développement de la fonction des périodes qui, égalée à zéro, (exprime que cette condition est remplie.
.l'ai d'ailleurs étudié la courbe qui engendre celle variété de lr,in>lalion; celte courbe satisfait ày? — i équations de la forme
les e étant des constantes. Mais ces équations ne suffisent jias pour déterminer cette courbe; elles définissent une courbe déconiposable dont la courbe envisagée n'est qu'une composante. Tous ces points étant presque évidents, j'ai cherché à me rendre compte des circonstances de cette décomposition.
IX. — Somme des zéros
Dans le Tome 8 de V American Journal, j'ai démontré, eu ni'appujant sur une généralisation du théorème d'Abel, que la somme des zéros communs k p fonctions intermédiaires est une constante, et ne dépend que des multiplicateurs de ces fonctions.
J'ai ensuite, en remarquant qu'on est toujours infiniment près d'un cas de réduction, déterminé la valeur de cette constante.
Je voudrais déduire de là une conséquence.
Soient
p 4- 1 fonctions 0 ayant mêmes multiplicateurs.
Considérons maiulonanl les zéros communs aux p dernières fonctions; ces zéros seront donnés par les équations
(i) e, ('(■,) = e,(c, I = .. . = e/,fi',) = o.
Soit
une de ces solutions; l'imlice /varie de i à /?, l'indice /. de i à N,
N = !lll'\p
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élant le nombre des solutions des équations ( i ) et m l'ordre des fonctions 0 considérées.
Formons maintenant les équations suivantes :
(2) e,( r,j^jie( i-,) = ewf,) -1- s^ei (•,■) = ... = e/;((^i)^ £/,©<'<■, ,1 = <>. les £ étant des constantes. Ces équations auront N solutions; soit
l'une de ces solutions. Les fonctions ©a+e/,© ont mêmes multiplicateurs que les fonctions ©<.. On aura donc
(3) ^ei.k^^g\.u.
Si les £ sont très petits, nous pourrons poser
g'i.k— Si.k= <>Si-k^
et les ogii- seront très petits de l'ordre des £; on aura donc en négligeant les quantités de l'ordre de £- :
av j dv i
Dans les dérivées -r^i les c, doivent être remplacés par gi.k^ Les équations (2) peuvent donc s'écrire
( 4 ) -'''Si.k -^ -t- £./ « * gi.k ) = "-
Soit A('i',) le déterminant des —r-^t c'esl-à-dire le déterminant fonctionnel des O,, [)ar rapport aux i'. Soit J^,/^((',) le mineur de ce déterminant correspondant à l'élément -j-^; les équations (4) nous donnent
En vertu de l'équation (3) on a io^,,(.= o; on aura donc aussi quels que soient les indices g el J :
(5, .„,„„ig^' = „.
La sommation doit être étendue aux N solutions des équations ( i ).
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Pour nous rendre coraple de In signilicaliou de ce théorème, voyons ce qu'il devient dans le cas des fonctions elliptiques (^ = i ) ; on a alors
X/./= i: Al l'i I = e'i ( l',),
et notre équation devient La f(jnction
est alors une fonction doublement périodique admettant pour pôles les points o'i;.; le résidu correspondant est précisément
L'équalion (6) exprime donc le théorème Lien connu d'après lequel la somme des résidus d'une fonction douldemenl périodique est nulle.
A ce point de vue, V équation (5) peut être regardée comme la généralisation du théorème des résidus.
Nous avons supposé jusqu'ici que les /> + i fonctions 0, ©i, 00, . . . , 0^ avaient mêmes multiplicateurs. Supposons maintenant que 0 et Q^ aient mêmes multiplicateurs; mais ne supposons plus que les autres fonctions aient mêmes multiplicateurs, ni même qu'elles soient de même ordre.
Reprenons les équations (i) et (2) mais en faisant
Les fonctions
©1 -H CI 6, Bo, ■ . ■ , ©/.
aj'ant mêmes multiplicateurs que
les équations (3) subsistent, et par conséquent aussi l'équation (5), mais pour q =3 I seulement.
Soit
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Regardons F comme une fonclion de Vj, les autres ^^ élanl supposés exprimes en fonclion de cy par les équations
Notre fonclion F admettra comme infinis
Quel sera le résidu correspondant? C'est la limite de
quand cy tend vers g-jj., de façon que ©a, ©3, ....©/, restent nuls. Soit
nous aurons
i.or, ——!- = (1 ((/ = ■>.! /( ).
. '/H, Il ,
De cette équation nous lirons
A' étant le déterminant fonctionnel A où — '■ est remplacé par -^-^ — —■ De là ncjus lirons
et à la limite pour le résidu
fX.ffLn'
L'équalion (5) exprime donc bien que la somme des i-csidus (entendus au sens que nous venons de préciser) est nulle.
ANALYSE
TRAVAUX SUR DIVERSES FONCTIONS
Faite par H. POINCAHÉ.
Actd \[alket)iiitica, t. 38, p. tjG-SS (lyai).
Les fonctions fuchsiennes sont des fonctions uniformes d'une variable, inaltérées par certaines substitutions linéaires. On est naturellement conduit ù se poser le problème suivant : Former des fonctions uniformes de deux variables qui demeurent inaltérées par certaines substitutions linéaires. C'est, comme on le sait, ce que M. Picard a fait avec un plein succès par l'invention des fonctions hyperfuchsiennes.
Le premier problème à résoudre était évidemment de trouver les groupes discontinus contenus dans le groupe linéaire à deux variables. M. Picard est parvenu à en former un grand nombre par des considérations arithmétiques, .l'ai moi-même [25] démontré l'existence de deux classes de ces groupes. La première classe comprend les substitutions semblables des formes quadratiques ternaires indéfinies quand les coefficients de ces formes et de ces substitutions sont des entiers complexes. La seconde classe ne din'ère pas essentiellement des groupes fuchsiens.
Si G désigne en eilel une variable imaginaire et si l'on pose
à Lout grou|)e fachsien appliqué à ; et admeltanl pour cercle fondamental
Correspondra un groupe disconlinu appliqué aux deux variables x el v. Ce groupe est disconlinu lurscjue x et y sont imaginaires ou Iden réels, mais de telle façon que
il n'est plus proprement discontinu si x et r sont réels et si
C'est cette circonstance qui explique ce fait remarquable : qu'il est impossible d'imposer à une forme quadratique binaire indéfinie des conditions de réduction, telles que chaque classe contienne une réduite unique.
Mais les groupes de celle nature sont beaucoup moins importants que les groupes hyperfuclisieus proprement dits. J'appelle ainsi ceux f|ui n'allèrent pas l'hyperspliére
,rxi) -!- yya = i .
(Je désigne ici par x„ et j'o les quantités imaginaires conjuguées de x et v-)
Celte hypersphère joue dans cette théorie tout à fait le même rôle que le cercle fondamental dans la théorie des fonctions fuchsiennes.
J'ai voulu contribuer à l'étude de ces groupes et j'ai commencé par m'occuper des substitutions elles-mêmes. J'ai reconnu [io] que la classification en substitutions elliptiques, paraboliques et hyperboliques s'étendait aux substitutions hyperfuchsiennes.
La classification des groupes fuchsiens en familles est également applicable aux groupes hyperfuchsiens. Si nous laissons de côté les familles mixtes, nous distinguerons les groupes de la première famille qui contiennent des substitutions elliptiques, ceux de la deuxième famille qui n'en contiennent pas d'elliptiques, mais en contiennent de paraboliques, ceux de la troisième famille qui n'en admettent que d'hyperboliques.
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Tous les groupes antérieurement découverts par M. Picard appartenant à la seconde famille, je signalai alors l'existence de toute une catégorie de groupes de la troisième famille et des fonctions hvperfuchsiennes correspondantes que plusieurs propriétés importantes distinguaient des fonctions déjà connues.
On se trouve ici en présence des mêmes difficultés que dans le problème de la formation des groupes fuchsiens. Il faut d'abord former un groupe tel que la fonction correspondante soit uniforme dans le voisinage de chaque point. Il faut ensuite reconnaître si ce groupe est effectivement discontinu. La première difficulté, bien que très grande, est d'ordre purement algébrique. La seconde exige, pour être résolue, l'emploi de considérations étrangères à l'Algèbre. On peut l'éviter tant que l'on se borne aux groupes de la deuxième et de la troisième famille; il est nécessaire de l'aborder, au couiraiie, si l'on veut étudier les groupes de la première famille.
Je l'avais résolue, dans le cas des groupes fuchsiens, par l'emploi de la pseudogéométrie de Lowatschevski ; j'avais reconnu en edet que certaines quantités (analogues à ce que Lowatschevski aurait appelé longueur ou surface) étaient des invariants par rapport aux substitutions d'un groupe fuchsien quelconque. le me suis donc demandé si les substitutions hyperfuchsiennes admettaient de semblables invariants [4()]. .l'ai reconnu qu'il en était ainsi : par conséquent tout groupe, tel que la fonction correspondante soit uniforme dans le voisinage de chaque point, sera discontinu.
La recherche dos groupes hjperfuchsiens est donc ramenée à un pur problème d'Algèbre; mais ce problème reste extrêmement difficile et il n'a été résolu par M. Pieard que dans un cas particulier. J'ai cherché à généraliser d'une autre manière les transcendantes uniformes qui se leproduisent par des substitutions simples. J'ai cherché s'il n'existait pas des fonctions uniformes possédant un -< théorème de multiplication », c'est-à-dire subissant une transformation algébrique, quand la variable est multipliée par un facteur constant. J'ai trouvé [100, 192] qu'il existe une classe étendue de pareilles transcendantes. Ce qui est intéressant, c'est le mode de raisonnement dont je me suis servi el qui peut être appliqué avec avantage à quelques questions relatives aux fonctions abéliennes.
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BIBIJOGRAPHIE SPÉCIALE AUX FONCTIONS DIVERSES
[ iO] (') Sur les groupes hyperfuchsiens (C. H- Acad . Se, t. il8, i««/i, p. 5o3-5o4 ).
1 lOdJ Sur une classe étendue de Irauscendanles uniformes {C. R. Acad. Se, t. lOU, 1886, p. 862-864).
11*2] Sur une classe /toui'elle de Ininscendanles uni formes 1 J. Mfil/i., 4' série, t. fi, 1890, p. 3i3-365).
{') A été inséré l'unie il, p. Gi-bi.
SUR LES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES
Comptes rendus de /'Aradémie des Sciences, t. 98, p. 349-352 (ii frviicr 188')).
On sait tjuflh; imporlaiice a, dans la lliëorie des subslilulions linéaires de la
forme (a:, ,' ~^ , ) el dans celle des groupes fuclisiens el kleinôens qu'elles
peuvent former, la classification de ces substitutions en substitutions loxodroiniques, hyperboliques, elliptiques et paraboliques.
Cette classification peut s'étendre aux substitutions linéaires à deux variables
b y -t- c II ,/' -\- ù' ] -¥-
(rijr ti .1 -
il" y -+- c" ii".r -i- h" y -¥-
et spécialement à celles qui conservent l'hypersphère
(2) .fXo-l-.1'J'o = I,
et qui, piir conséquent, peuvent engendrer ces groupes hyperfuchsiens dont M. l^icard a donné des exemples. Dans l'équation (2), comme dans tout ce qui va suivre, j'ai représenté, à l'exemple de M. Hermite, par «0 I» quantité imaginaire conjuguée de u. Mettons la substitution (i) sous la forme homogène
(ibis) (x, j-, z; a .1- -t- b y -t- c z, a' ./■ -t- b' \' -h c' z , a"j:-hb"y-hc"z).
On peut, par un changement convenable de variables, amener cette substitution à l'une des formes suivantes, que l'on peut appeler /br/rte^ canoniques
(A) (x,y,z;ux,[iy,-;z), (a ^ p jzé y),
(B) {x,y, z;=ix,'-ir-hz,'-^z), (a ^[3), (G) {x,y,z;=^x,^y,^.z), (« 5^ p),
(D) (x, y, z; XX -h y, xy -h z, xz),
(E) ' (x, y, z; xx, ny + z, CI.Z).
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Ne nous occupons pour le moment que de la forme (A); car toutes les aulres, qui sont analogues aux substitutions paraboliques, n'en sont que des cas particuliers.
Les quantités a, |3, y sont appelées multiplicateurs. De plus, la substitution (i) admet Uois points doubles qu'elle laisse inaltérés. Quand on connaît les points doubles et les multiplicateurs d'une substitution, elle est entièrement déterminée. Quand elle est ramenée à la façon canonique, ces trois points doubles sont
à la substitution (A) correspond la substitution conjuguée
On v(jit aisément que toute substitution de la forme [i bis) change toute forme (juadratique du faisceau
(3; \xx,i-+- UxVu^ Bi,)x„-t- Cry» -i- Dj-Ju-i- D„c./„-^ K i;„-h FuCIq-i- F^^u
en une autre forme du même faisceau.
Pour que l;i substitution (A) reproduise, à un l'acteur constant près, une des formes (3) dont le discriminant ne suit pas mil, il faut que trois au moins des quantités
«ïu, a[^o, y.Xo, [3?o. «Yo, y», PTo- '{'po, TTo
soient égales entre elles. Or, si l'on suppose, comme nous l'avons fait, que les trois multiplicateurs soient différents, cela ne peut arriver que des trois manières suivantes :
(4) ao(„=fip„= YYo,
(5) aao= [iTo= Tpo»
(6) . »Po= 3to= "l'au-
L'Ii^potbèse (6) doit être rejetée, parce que la forme (3) qui serait reproductible par la substitution (A) serait imaginaire. L'hypothèse (4) signifie que les trois multiplicateurs ont même module : nous dirons alors que la substitution
est elliptique. L'hj'polhése (5) signifie que la quantité ^ est réelle et égale au
carré du module de ^- Nous dirons alors que la substitution est hyperbolique.
Cherchons uiaintenant quelles sont les substitutions elliptiques ou hyperboliques (que je ne suppose plus réduites à la forme canonique) qui reproduisent l'hypersphère (2), c'est-à-dire la foruie
xxs,-^ yyo— 23o-
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Cherclions d'abord les sul)stitutions elliptiques; soient
À 1 ;jL| i\ '/.., ;j.-; '/■> À-, tij ';.■;
les trois points doubles. Nous trouverons les six relations suivantes :
/■//•/in-t- l'-ii'-ku— v,vxii= o.
qui définissent les conditions auxquelles doivent satisfaire les points doubles. Ces conditions peuvent être satisfaites d'une infinité de manières; en.efTet, le premier point double peut être choisi d'une façon arbitraire, le second peut encore être choisi d'une infinité de manières, car il n'est assujetti qu'aux relations
À, Xio-t- ,'-ii;-'->o — v, vo,, = À-i/.io-i- ;-i-2;jii(i — v2Vio= o.
Le troisième point, double est alors entièrement déterminé. Il résulte de là qu'il entre dans les substitutions hjperfuchsiennes elliptiques huit paramètres arbitraires.
Passons aux substitutions hyperboliques : nous trouvons les conditions
/.»>.20-+- \>-l'^-H\ V.,V2o = >.:i"a:io-I- fi^l-^SO— VjVjo = o,
/■lÀ-20-1- ,'-11^-211— ''lV20= À2/.10-I- ;J.2JJL|0— V2Vu,= O,
'■1 /.;,o-l- \i.\ [Xno — ^\ ''30 = /■:, Xi(|-H [j.:,(jl,o — VjVm = o,
de sorte que l'hypersphère (2) est encore conservée par une Infinité de substitutions hyperboliques dépendant de huit paramétres arbitraires.
Disons encore quelques mots de la substitution canonique (B), qui est la plus générale après celles que nous venons d'étudier. Supposons p = i pour simplifier. Pour que cette substitution reproduise la forme (3), il faut d'abord que l'on ait
Il faut ensuite que l'on ait
z2o = I ou y. = a„,
ce qui montre que les substitutions (B) peuvent se répartir en deux classes qui peuvent être regardées comme des cas particuliers des substitutions elliptiques et hyperboliques.
SUR UNE CLASSE ÉTENDUE
DE
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 103, p. 8ti2-S6^ (8 novenilire i8S6).
Soient
X, = cpi(«), .r2=i2('0> ''„= <rn('i)
n fonctions uniformes d'une variable ii. Soit m un nombre quelconque, mais de module plus grand que i. Soient ensuite
,c'| = Il ( //iM), .r'o = 9n( m«), .... .!■'„= ^iiiriiu).
Nous disons que ces fonctions ro admettent un théorème de multiplication, si l'on a
/ x', = F, (.r,, :r.,, .... .r„), , . ' X;= Fo(.r,, ,1-;, x„),
' .r;= F„(.r,, .ro, . .., .r„),
les fonctions F étant rationnelles.
Donnons-nous arbitrairement les fonctions 1" et proposons-nous de rechercher s'il existe des fonctions uniformes cp qui satisfassent aux relations (i). Pour cela les fonctions F devront satisfaire à certaines conditions qui s'aperçoivent immédiatement. Imaj^inons ipie les fonctions cp doivent toutes s'annuler avec u. Alors les fonctions F s'annuleront avec les ,r. Si donc on développe les F suivant les puissances croissantes des x, le développement commencera par des termes du premier degré. On peut toujours supposer que les termes du premier
degré de F, se réduisent à À;:c,; car, si cela n'élail pas, on n'aurait qu'à faire subir aux x un changement linéaire de variables. Nous écrirons donc
( 2 ) jc', = Xi .r, + 6, , jj'., = À.J ,t2 H- 8;, . . . , .l-'n = À„ J-„ -4- «„,
les 0 étant des fonctions rationnelles des x dont le développement commence par des termes du second degré.
Il faut alors qu'un au moins des 1., }^i par exemple, soit égal à //(.
i" .Supposons d'abord que tous les }. soient égaux à m,
et proposons-nous de trouver ii séries
.ri = 3t| H -t- [j, a--i- y 1 («■' -H. . . , ,/•., = y.., Il + 'i., 1/- -^71 II'-' -h. . .,
\ .,■„ = 7.,, Il -H ,î„ II- -h 7„ tt--i- . . . ,
qui satisfassent formellement aux é(|uations (2).
On reconnaîtrait sans peine qu'il en existe une infinité et que l'on peut même choisir arbitrairement les n coefficients de «,
Comparons maintenant ces séries aux séries {3bis), auxquelles conduisent les équations
•'■■| = |'«k'i+ i — bH ' {■ibis) \ ' I — o S
On pourra prendre b assez grand pour que chaque terme du développement
de ' "' ' " soit positif et plus grand que les termes correspondants de ©i,
de Q,, . . ., de &„. Dans ces conditions, chaque terme des séries (3) sera plus petit que le terme correspondant des séries (3 bis). Or il est aisé d'obtenir ces dernières, qui sont des fonctions rationnelles très simples.
Les séries (3 bis) et, par conséquent, les séries (3) sont donc convergentes. Il existe donc des fonctions qui satisfont aux équations (2); je dis qu'elles sont uniformes. En elTet, si elles le sont dans un cercle de rajon p, elles le seront dans un cercle de rayon | m |p et, par conséquent, dans tout le plan.
2" 1, est égal à tu, les autres /. sont difl'érenls de m; je suppose, de plus, qu'aucun d'eux n'est une puissance entière de m.
Il existe encore ici des séries (3) qui satisfont formellement aux équations (2) mais on ne peut plus choisir arbitrairement les coefficients x. Le premier d'entre eux, 7,, reste seul arbitraire, les n — i autres doivent être nuls.
Pour en démontrer la convergence, il faut comparer, comme plus haut, les équations (2) à des équations (a 615) convenablement choisies. Nous prendrons
(2 bis) j-'i = /( .f , -!- 6' ,
0 = ;-j , S> = j'i -I- Xo -I- . . . -(- j:-,, .
On pourra prendre le nombre positif h assez grand pour qu'un terme quelconque de 0' soit positif et plus grand que le terme correspondant de 0,, et le nombre positif A assez petit, quoique plus grand que i, pour que
/il'— h < I y-— m \.
On démontrera ensuite, comme plus haut, que les séries (3) sont convergentes et définissent des fonctions uniformes dans tout le plan.
Nous sommes donc conduits à une classe très étendue de transcendantes uniformes qui admettent un théorème de multiplication où les fonctions rationnelles F restent arbitraires dans une très large mesure. On reconnaîtrait sans peine qu'une pareille fonction uniforme peut toujours ôlre regardée comme le quotient de deux fonctions entières jouissant de propriétés analogues.
Ces transcendantes contiennent comme cas particuliers les fonctions elliptiques, les fonctions 0 et les transcendantes obtenues en égalant à zéro toutes les variables, moins une, dans une fonction abélienne.
SUR l]NE CLASSE NOUVELLE
DE
Journal de ]fal/témalii/acs, 4' série, t. 0, p. 'iiS-SGô (i.Sijo).
Définition.
Nous dirons qu'un système de fonctions d'une varialilc u
(l) ri'")' 92C") ?«(")
possède un théorème d'addition fjuand
ziiu-hv), ?2(;<-l-r), =„(«-+-(■),
pourront s'exprimer en fonctions rationnelles de
ri('Oi ?î('Oi — ?"(") et
?,(p), =->(r), ..., -oniv).
Soit maintenant /» un nombre quelconque réel ou imaginaire, mais Ici (pit:
■ I »i I > I • Nous dirons que le système
(i) =iC"). ?=(")• ••■> 9«(«;
admet un théorème du multiplication, si
çiim«, ,1, -i-ii mi<) z„t inn)
peuvent s'exprimer en fondions rntionnelles de
Il est clair, d'après ces définitions, que si le systcme (i) possède un théorème d'addition, et siyj est un entier quelconque,
s'expriment rationnellement par rapport à
Tout système qui possède un théorème d'addilion possédera donc également une infinité de théorèmes de multiplication.
Les mêmes définitions peuvent facilement s'étendre aux fonctions de plusieurs variables.
Par exemple, le système
OU le système
siiK. en M. dn(/,
possède un théorème d'addition et une infinité de théorèmes de multiplication. Considérons maintenant un système complet de fonctions abéliennes quadruplement périodiques de deux variables
\'[iii, «'), l'"ji «, li u ■■■, f„{i.i, II'): ce système admettra un théorème d'addilion, c'esl-à-dire (\ue les
Fi( Il -h V, u' -h v')
s'exprimeront rationnellement à l'aide des
l'",( II, II' ) cl. dos !'',( r, v' ).
Si nous faisons «'= (•'= o, nous aurons un système de fonctions d'une seule variable
F, (il, o), F-H"! ") •••, F«(«, '>),
qui admettra un théorème d'addition et une infinité de théorèmes de multiplication ; car
I''i(k -(- (', o), ('"«(tt -H (', (i), .... F„(« -H r, o)
s'expriment rationnellement à laide des
Vi(ii. <> ) et dos l'i{v, o).
Il y a aussi des fonctions qui admettent un théorème de multiplication sans adiïiettre un théorème d'addition.
Considérons en ell'et lu fonction t)(M), et soit
Çi(u} = B-(ii—~\, z.,(ii) = e{ii — y.)B{u-hy: — w'),
a. étant une constante quelconque.
Soit ensuite/) un entier quelconque, et envisageons les expressions suivantes
q étant un autre entier plus petit que p- .
Ces diverses expressions admettront la période oj et seront multipliées par un certain facteur exponentiel quand u se changera en u -\- w'.
Soit
«("- t) = -'"«(" -t)' il vient
9'((m -I- u') r:ji:'—l{u -f- (o'j = eV= '"';'{(«) z.i:'^—l{u).
Cherchons le facteur exponentiel relatif à
0\_{pii) el à Y.;(/)M. ).
=.|(/JK 1.
Il vient
ri
: il(/)«
^pM) =
tu\ '
Et de même
-1- w'ij ;
Il sort de là
ue
(lu
- un
Yi(/"')e - et ^■.(pu)c
ont même multiplicateur que les fonctions
et par conséquent s'expriment linéairement à l'aide de ces fonctions.
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Donc 'Jiipii) et 0'i{pu) sont des foaclions linéaires des diverses quanlilés
au
e - <p'f (a) cpÇ"~''( î<). Ce sont donc des fonctions entières rationnelles et
homogènes de
an
e-, çi(«) et =.;(«).
D'autre pari e - est également une fonction entière de e'- . Donc le système
admet une infinité de théorèmes de multiplication; je dis une infinité, car on peut donner k p telle valeur entière que l'on veut.
Je me propose de rechercher quelles sont les fonctions qui admettent un théorème de multiplication et qui ne présentent pas pour m = o de point singulier essentiel.
J'exclus ainsi de très nombreuses catégories de transcendantes, par exemple celle-ci. Soit la fonction 9(m) qui se rattache aux fonctions (■)
;(«) = }ùq"''u'-"' ( III vaiianl de — x i'i -h x). OÙ
il vient
ce qui monire que le système
II, z{u)
admet un théorème de multiplication. Mais le point M = o est pour 9 (a) un point singulier essentiel.
Considérons donc un svstèmo
^l(ll), =!(«), 9"'");
admettant un théorème de multiplication et ici qu'aucune des fonctions du système n'ait un point singulier essentiel en u = o. Je puis toujours supposer que
Çl (o) = l2('>) =• • • = I„( ol = O.
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En eilet, supposons qu'il u'en suit pas ainsi. Si <Ui esl tini. je pourrai toujours poser
=-; (") = ?;(")— ri("')-
et si 9/(0) est infini, je poserai
Il esl clair qu'on auia
?;(") = r'-'(") =• • ■= r'ni'j) = ',
et que le système cpl ( » ) atlincllra connue le système 'v,(w) un théorème de multiplication.
Je ferai une iiypollièse de plus; je supposerai d'abord que le développement des fonctions tp/(w) suivant les puissances croissantes de u commence, pour l'une au moins de ces lonclious, |)ar un terme en 11.
Si de pareilles fonctions existent, elles sont nécessairement uniformes.
En effet, comme le point « = 0 n'est pas un point singulier essentiel, on peut trouver une quantité positive p, telle qu'à l'inlérleur du cercle
les fonctions o,(m) restent uniformes.
Mais les fonctions cp,(wM) s'expriment rationnellement à l'aide des fonctions (p,(u); si donc j m j < p, les fonctions cp,(//iM) sont encore unifoiines.
Donc les fonctions tfi{u) sont uniformes, pourvu que
On démontrerait de même successivemeni qu'elles sont uniformes, [lourvu que
c'est-à-dire pour toutes les valeurs de u.
Ce raisonnement peut servir à démontrer (jue les fonctions elliptiques et abéliennes sont uniformes. C'est même la seule démonstration rigoureuse qui ail été proposée jusqu'ici, à l'exception des démonstrations indirectes où l'on commence par définir la fonction 0. La démonstration de llieuiann dans sa lliéorie des fonctions abéliennes est une de ces démonstrations indirectes; la démonstration de Clebsch et Gordan ((Théorie der Abelschen Functionen.
8° Partie) n'est pas rigoureuse. Quant aux domonslralions d'Abel et de Jacobi, elles sont en réalité fondées sur l'existence d'un théorème de uuiltiplication.
Il peut se faire que le théorème de multiplication soit tel que les cp,(«i«) s'expriment en fonctions non seulement rationnelles, mais encore entières des <Si{u).
Dans ce cas, les fonctions (»,(«) sont des transcendantes entières.
En elTet, si les fonctions cp,(M) sont holomorphes à l'intérieur du cercle
il en est de même des fonctions 'j,{r/iu), de sorte que les fonctions 9,(i<) sont holomorphes à l'intérieur du cercle
\ u\ = \ III \o.
Par un raiscjnneinenl Imit pareil à celui qui piécède, on démontrerait qu'elles sont lioloinorphes dans tout le plan.
Forme des équations fondamentales.
Nous appellerons équations fondamentales les équations qui définissent le théorème de multiplication et qui peuvent .s'écrire
!ii {inu) = Ri [9i(m)i t2(m)> • • m ~niu)],
Ri, Rj, . . . , R„ étant des fonctions rationnelles. Je dis d'abord que l'on a
En elTet, par hypothèse,
Si donc on fait dans les équations (2) 11 = 0, le premier membre s'annule et le .second se réduit à R,(o, o, . . ., o); donc la fonction R; s'annule quand tous ses arguments s'annulent. <■■ Q- f. d.
Los fonctions rationnelles R, doivent satisfaire encore à une autre condition.
Posons
tlu
pour u = o.
Si, dans les équations (2), on subsliluele développemenl des fondions o;(î<) suivant les puissances croissantes île u, puis qu'on égale dans les deux menibrcs les coefficients de u, il viendra
//iA;= B,-.i A,-i- li,viA.2-+-. . .-(- l{,-.„ A„ ((■ = !,•), II).
D'après une hypothèse que nous avons faite plus iiaut, lous les A, ne sont pas nuls à la fois. Si donc nous posons
li, , lî,, 2— S
on devra avoir
En d'autres termes, l'équation en S, F(S):=u a une racine égale à m. Posons
les a,-, A- étant des constantes.
On peut se servir de ce changement linéaire de variables pour ramener les fonctions R à une expression plus simple.
V^oici comment nous nous servirons de cette faculté : je me contente d'indiquer ici le résultat et j'omets la démonstration, que le lecteur retrouvera sans peine, car elle est fondée sur les principes les plus simples de la théorie des substitutions linéaires.
Si l'équation en S a toutes ses racines distinctes, on pourra supposer que, après le changement de variables, on a
S], So, . . ., S„ sont alors les diverses racines de l'équation en S, et l'on aura, par exemple,
Si = »!.
Supposons mainleaant que toutes les racines ne soient pas distinctes. On pourra encore supposer qu'après le changement de variables
et que les B, /. sont nuls si i < A" ou si, / étant plus grand que A, S; est difTérent de S/,. Quant aux B,,<, pour lesquels on a
nous n'eu pouvons rien dire.
Si, en pailiculier, l'équation en S a toutes ses racines égales à m, il vient
Formation des séries fondamentales.
Cherchons à satisfaire aux équations (2) par des séries de la lornie suivante
OÙ les Af sont des coefficients constants, et tout d'abord cherchons à j satisfaire fonnellement. Pour cela nous n'avons qu'à appliquer la méthode des coefficients indéterminés.
Substituons les séries (3) dans les équations (2) et égalons dans les deux membres les coefficients de u'', il viendra
(4) m^Af = lî,-,, A';-4- B,v,A'?-r-...-T- B(,„A/^-i- r./' ii = \,-î, ...,n);
les Gf représentent un ensemble de termes dépendant des
A/, Af, ..., Af-',
mais ne dépendant pas des Af ni des A'j, où q >/'•
On peut supposer qu'on ait déterminé par un calcul préalable les
A,', A,-, .... el les Af-'.
On aura alors, pour calculer les Af, le système des équations linéaires (4)- Ce système pourra toujours être résoin, pourvu que son déterminant ne soit pas nul. Or ce déterminant est égal à F{mP).
Si aucun des déterminants F(m-'), F(m'), ..., n'est nul, on pourra alors calculer de proche en proche les coefficients des séries (3), pourvu qu'on ait
coininencc'' par calculer les A,' ; or les A,' nous sont donnés par les équations
(4 i'O '"A/ = l{,,i Al ^-. . .-H l3/,„ a;,,
qui ne dilTèrenl pas Je celles qui ont été envisagées dans le paragiaplie précédent; or ce système (4 his) peut toujours être résolu si F(w) est nul.
^« donc on a
on pourra toujours trouver des séries de la forme (3), que nous appellerons séries fondamentales et qui satisferont formellement aux équations (a).
Il nous reste à chercher combien ces séries contiennent de constantes arbitraires.
J'observe d'abord que, si ¥ [ni'') n'est pas nul, le système ne comporte qu'une solution unique.
Pour savoir combien les séries fondamentales contiennent de constantes arbitraires, il nous suffit donc de savoir combien le système (4 bis) comporte de solutions linéairement indépendantes.
Je suppose que l'équation
admette q racines égales à m.
On aura alors
M, , = B.,,., = . . .= 15,^ ,, = m, \',j!yi m (i\i>q).
D'autre part,
si / << /.■ ou bien encore si i > r/, k . J (j.
Dans ce cas les n — q dernières équations (4 his) ne contiennent que les n — (j variables
et leur déterminant par rapport à ces n — (j variables est égal à
On liiera donc de ces équations
tl. I'. — IV. Gcj
ce qui monlre que les équations (4 bi^) ne pourrout en aucun cas comporter plus de (/ solutions linéairement indépendantes.
Les q premières équations (3 bis) ne contiennent que les q — i variables
Al, A,,, . . . , .V,/_| ■
J'ajouterai même que la première de ces équations se réduit à une identité; si nous la laissons de côté, il nous restera cj — i é(piations et q — i variables, et leur déterminant sera égal à
A= l!,.,li:;,,li..,:;...B,/,,_,.
Si ce déterminant n'est |)as nul, on aura
Ai = A.; = ...= A,;_i = o,
de sorte cpi^il n'y aura plus qu'un coefficient arbitraire, à savoir A,'.
Supposons maintenant (]ue ce déterminant soit nul; dans ce cas, il est aisé de voir que le système ( i bis) comporte au moins deux solutions linéairement indépendantes.
Appelons (5) le système d'équations linéaires formé par les
•^i'iui' 3'''""' jîicnir q]i'mv
équations (4 bis) et où les variables sont
Al, a;, ..., A.;_,.
Considérons le déterminant A de ce système (5). Si A est nul, ainsi que ses uiineurs des // — 2 premiers ordres, le système (5) aura /i — i solutions linéairement indépendantes; et, comme A,J reste arbitraire, le système (4 bis) en admettra h.
Donc les séries (3) contiendront des constantes arbitraires.
Soient ^i, [i-,, . . . , [3/, ces constantes. (_)n voit que
seront des fonctions linéaires et homogènes des (3,-.
Les Af seront des polynômes entiers par rapport aux [3. Supposons en ellet que cela soit vrai des A,', des .V;, ..., des Af ' , cela sera vrai également des Cf et par conséquent aussi des \'/.
Si le sj'stème
ri(«), 9-2(")> •••' r"^")
admet un ihéorème ilo multiplicalion, il en sera de même évidemment du sj-.lémo
où Y est une constante quelconque.
Si donc dans les séries (.') on rem|)!iice u par ••«, ees séries ne cesseront pas de satisfaire aux équations (2); changer u en ym, cela levienl à changer les valeurs des constantes ,S.
Or changer u en •'« c'est changer \] en yA.^' cl, par conséquent,
en
Quand on change u en v«, Af se change en y''Af.
Donc, quand on change p; en y|il/, Af se change en 'fk'^.
Donc Af est un poljnônie entier homogène et de degré p par rapport aux (3.
Donc les séries (3) sont ordonnées suivant les puissances croissantes de
'{-iU. [jo«, ... et 'Pli u.
Si nous posons
nous aurons un système de 11 fonctions dépendant de h variables
Ui, «2, .... ui, et admettant un théorème de mulli|)lication ; car on aura
0,( /?!«,, 7/!(/5 inUl,\ = lî,[çi(«l, «2. .... (//,;, 92("l. "2- • ■ -, "/.)• ?n("l- «i- •■•r "/l)]
Cas particuliers.
Supposons, en particulier, que l'on ait
M el a soni deux conslanles el Fou a jiosé pour abréger
J'observe d'aliord que le délerminanl des équations (4 Ois) a Unis ses élémeuls nuls, ce qui me permet de conclure que les séries (3) contiennent /( constantes arbitraires; je puis donc me donner arbilrairenicnl li.'s n coefficienls
Je remarque ensuite que l'on a
9, (»((/)— zi.{iiiu ) = i)i[çi{it) — 9x('Oj: d'où
9,(«)-9/(") = (A,'-AijH.
Nous avons, d'aulie pari,
b ( mu ) = mb(ii) -•. — — • •
Si l'on suppose, en particulier,
vient
„ , m S ( Il :
i>(jtiii )
OU
d'où
1 — xS{li ) S ( niu ) mS(u)
■j.S(niu ) III — I — 2 S( (( ) ' S((0 s
//( — 1 -^ X b ( « ) III — I
en posant, pour abréj^er,
Il vient donc finalement
III — I
Ainsi, dans le cas de M = - ntx, les fonctions Oi{u) existent et sont rationnelles en M.
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Donc, dans ce cas part icnlier. les séries (3) convergent.
Je vais examiner [)lus paiiiculirTemcnt le cas où m el a sont réels positifs et où
sont réels positifs.
Je dis que dans ce cas tous les coefficients des séries (3) sont réels positifs. En efTet, supposons que cela soit vrai des
jo dis que cela sera vrai des Af.
En elTel. les équations (4) s'écrivent
( m/'— m )Af = Cf.
Cf est manifestement un polynôme entier à coefficients entiers |)ositifs par rapport à m, à a, aux A/, A,', .... Af~'. Donc Cf est réel et positif.
D'autre part m'' — m est réel positif.
Donc il en est de même de Af . c. n. f n.
Convergence des séries fondamentales. . Reprenons les équations fondamentales
(2) z,( mu I = Ui\:^i(li )],
et les séries fondamentales
(3) .?,f ?/;= lAf «/'.
.le vais chercher à former d'autres équations fondamentales
qui seront satisfaites formellement par les séries fondamentales
Je vais chercher à m'arranger de façon que les équations (2') soient de la forme particulière qui a été intégrée dans le paragraphe précédent el que
chacun des coeflicients A/' soit réel positif et plus t;rand en valeur absolue que le coetTicienl correspondant A^'.
La convergence des séries (3') et par conséquent celle des séries (3) sera ainsi établie.
J'observe d'abord que l'on peut toujours trouver deux nombres réels et positifs, M et a, tels que, si l'on considère le développement des deux fonctions
li,(./-,, .;-., . . ., J.-,,)— B;,,.ri— B,,-.,r« — . . .— B,,„^-„ et
M(Xt-h X-i-h. ■ .-h X,,)-
I — a(j;i-t- XoH-. . . + a;„)
suivant les puissances croissantes de x,, .r^, ..., x„, tout terme du second développement soit réel positif et plus grand en valeur absolue que le terme correspondant du jiremier.
Il importe d'observer que ces deux développements ne contiennent ni terme indépendant des x, ni termes du premier degré par rapport aux .r,.
Soient <7 et 3 deux nombres positifs que je me réserve de déterminer plus complètement dans la suite. Je prendrai m' =^ q.
Posons, pour abréger,
S = o'i ( « ) -t- =■ ï ( « ) -î- • ■ • -+- ?«(")■ Nous prendrons
de sorte que les équations (2) s'écriront
Pour achever de déterminer les séries (3'), il faut encore se donner les n coefficients
Nous prendrons
av = av=...= a;;.
De plus, A',' devra èlre réel positif et plus grand en valeur absolue que A],
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11 résulle de là qui' l'on aura ('■galcmcnl
9;('0 = ?H«), A7'= AY' = ...= a;/'.
De plus loules ces quaiilil(''s A,'''seronl réelles et posilives. Elles salisferonl à des équations analogues aux équations (4) et qui s'écriront
C|'' sera un poljn(')me entier à coefficients réels et posilils jiar rapport aux quantités
et l'on aura d'ailleurs
Je supposerai
(6) 7>i, -^p>M, Fi>a.
Dans ce cas, si l'on envisage les deux fonctions
Tii(x,, x«, ..., j-„), B; far,, j-,, . . ., x„)
qu'on les développe suivant les puissances des.r, chacun des termes de degré 2 ou de degré supérieur à 2 du développement de R) aura son coefficient plus grand en valeur absolue que le coeificient correspondant de R,. (Je répète que ce que je dis là ne s'applique qu'aux termes de degré au moins égal à 2 et ne s'applique pas aux termes du premier degré.) On peut conclure de là que la quantité appelée plus haut Cfjouit de la propriété suivanlc.
Nous avons vu que C/' est un poljnôme entier par rapport aux A.'/'(hSp — 1) et que Cf est de mémo un poljnôme entier par rapport aux A''{h<p — i).
Eh bien, chaque coefficient du polynôme C/'esl plus grand on valeur absolue que le coefficient correspondant de Cf.
Cela posé, écrivons les équations (4)
(4) A«/'Af-^r,,/, , \ ;; = (:/■.
Le déterminant de ces équations est égala F (m''); appelons
les divers mineurs du premier ordre de ce déterminant.
55j nouvelles transcendantes uniformes.
On tirera des équations (4) les équations suivantes :
V(mP) Af = F, i(m/' M-'/,'+ Vi«{mi' ) O'. -h . . . -f- F,,„ (iW) C^.
Par hypothèse, F(mf) ne s'annule pour aucune valeur de /> plus griïnde que 1 . D'autre part,
V( ml' \
considérée comme fonction de m'' est une fonction rationnelle dont le numérateur est un polynôme de degré n — i et le dénominateur un polynôme de degré n. Donc, quand y) tend vers l'infini, cette fonction rationnelle tend vers zéro, et
inrFij , 1- ■. r •
— p — tend vers une limite tinie.
On peut donc trouver un nombre positif H, tel que
/11/' Viij( nil' I i
Vi mr)
II
et cela pour toutes les valeurs de i, A et p, sauf pour /> = i . On a alors
(7) \m\''\\('\<U[\iV;^ + .i:ri+...+ ^Cri\.
Je supposerai que l'ou choisisse q de telle sorte que
m II'
ql'-q
Il est toujours possible de choisir q et (3 de façon à satisfaire aux conditions (6) et (8).
Soit (/„ un nombre compris entre i et | m |. Soit
loge /(Il )
L'équation en (,
log; m , — l(>g(7o
admet une racine supérieure à i. Comme elle n'a qu'une variation, elle n'en admet qu'une. Il est vrai que/j„ n'est pas en général un entier, mais Laguerre a montré que la règle de Descartes s'applique encore quand les exposants ne sont pas entiers.
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D'ailleurs il est aisé de voir que. pour '/ > i ,
est constamment croissant.
Soit donc 71 celte racine plus grande que i. Je dis que, si l'on fait
l'inégalité (S) sera satisfaite tant pour les exposants/) supérieurs à />o que pour les exposants /> inférieurs à/),,.
En effet, pour/) >/'„, on a
I m [/' m /' ~~ \ ' /H / " \ m J /il!
et pour p <.])„, on a
' m III I'
iiW "' iiW
Une fois q déterminé, il reste, pour satisfaire aux incgalilos ('fi), à faire
Cela posé, je dis que
En effet, supposons que cela soit vrai des
je dis que cela sera vrai des Af.
En effet, les coefficients du polynôme C/' étant plus grand que ceux du pohnôme Cf, on aura
d'où
• C',' -H c; -H . . . -t- c;; ; < cr,'' -1- cv' -1- . . . ^- c;," = « c,"
puisque
L'inégalité (7) devient alors
D'autre pari, l'équalion (4') donne
ql'-q
OU, en tenant compte de (8),
(9) jAf |< a;/'. c. 0. F. n.
Daprès le paragraphe précédent, les séries (3') convergent el, si l'on a égard à l'inégalité (9), on verra que les séries (3) convergent également. Elles définissent donc des transcendantes qui jouissent d'un théorème de multiplication et qui par conséquent sont uniformes.
Donc il existe des transcendantes uniformes qui admettent un théorème de multiplication quelconque, pour l'u que F(w) [dclcrmiuMiii dus équnilons (4 bisy\ soit nul et que F (m'') ne soit pas nul pour p >■ i .
Si le détcruiinaul des équations (^'\bis) est nul, ainsi que ses mineurs des h — I premiers ordres, ces transcendantes contiendront h constantes arbitraires
Elles en contiendront donc n, si tous les éléments du déterminant sont nuls, c'est-à-dire si
Fonctions entières.
Nous avons vu que, si les fonctions R, se réduisent à des polynôuies entiers, les fonctions 9,(M)sonl des transcendantes entières.
Si, au contraire, les fonctions R,- ne sont pas des polynômes onliers, les fonctions Oi{u) sont méromorphes, mais non holomorphes dans tout le jdiin.
Mais, dans ce cas, on peut regarder chacune des fonctions Oi{u) comme le quotient de deux fonctions entières qui admettent un théorème de multiplication.
Supposons, en effet, que les fonctions R, soient des fractions rationnelles et réduisons ces fractions au même dénominateur. Posons
PI* P
l\, l*-j . . . , P,i, P„^i sont des polynômes enliers par rapport à cpi (a), 02(î/). . . . ,
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cp„(»); les II premiers s'anaulenl quanti 'Ji^[u), o^(u), . . ., t>/i(") s'iinniilcnl, et il est permis de supposer que P„ , i so réduil à i pour
Soit q le plus grand des degrés des polynômes Pi, l'a, . . . , P,, i i-
Dans nos polynômes remplaçons oJu), 'si-Jii), ..., o„(a) |)iir j ;^^) ■■■i
^^-^ el multiplions les ensuite |)ar ij^, , ; il viendra
Q/, sera un polynôme homogène de degré rj en :;i, Zn, . . ., r,,, i (|ui pourra contenir eu facteur une puissance de z„+i si le degré de l*/, est intérieur à /] . Posons maintenant
les équations (2) deviendront
■\ii(mu) _ n,|'|/i(w). 'h^ji'). ■■■, 'hA"), i + '{'„-,-i(m)|
Nous pouvons les remplacer par les suivantes :
S'il existe des fonctions '\',(u) qui admettent le théorème de multiplication 'xprimé par les équations (10), les fonctions
admettront le théorème de multiplication exprimé par les équations (2).
Or nous avons vu qu'il existe des fonctions uniformes qui admettent un théorème de multiplication quelconque, pourvu que certaines conditions très simples soient satisfaites.
Voyons si ces conditions sont remplies par les équations ( 10).
J'observe d'abord que
Qi, Qî. ••■. Q„ et Q„+,-i s'aunulenl pour
Développons alors les seconds meinl)res des équations ( m) suivant les puissances croissantes des ']; et examinons les termes du premier degré.
De même que nous avons appelé plus haut B,_/, le coefficient de o/, dans le développement de R,, nous appellerons B| /. le coefficient de }/, dans le développement de Q,. On aura manifestement
BU
Nous avons posé plus haut
Nous poserons de même
Les conditions tpii doivent être remplies pour que le ihéoréme de multiplication ( lo) soit possible sont les suivantes :
Or on a
F'( m ) = o, 1"'(; ml' I ;.-i o //) > i ).
De plus, les conditions fondamentales étant supposées remplies pour les équations (2), on aura
F (^in)= o. F ( ml' ) ^ o.
Les conditions (1 1 ) seront donc remplies pourvu que q ne soit pas égal à une puissance entière de m (la première puissance exceptée).
Les fonctions 'iji(u) existent donc; ce sont des fonctions entières, et l'on a
I -I- 'J;„^i(aj
ce (jui monire que les fondions o,(«) sont bien égales ;iu (jiiolient de deux irunscendaules entières admettant un théorème de multiplication.
C'est ainsi que les fonctions elliptiques, par exemple, sont égales au quotient de deux fonctions 0, qui admettent, comme nous l'avons vu, un théorème de multiplication.
Il n'y a de dil'dculté que si q est une puissance entière de m; mais nous pouvons prendiL' |)0ur q soit le. plus grand des degrés des polynômes P/,, soit tout nombre entier plus grand: nous pouvons donc toujours éviter que ty soit une puissance entière de ni.
Théorèmes crémoniens.
\3a cas [)articulier digne d'intérêt est celui où le théorème de multiplication défini par les équations (3) est crémonien. A oici ce que j'entends par là : Considérons les équations (2)
Oi( mu) = H,lçi(u), o-i(u ). . .., z„i ti)]. Résolvons ce système d'équations par rapport à
?i(") ri("), •••I r"l"'.
il viendra
9/(m) = S,[9i(»i.«), z-2( mu) z„{mu)].
.Si les fonctions S, sont rationnelles, la substitution
[9i(a), =«(«), ..., 9„(«); 5i(//i«), ç-.(mu), ..., z.„(mui]
est une substitution Cremona; je dirai alors que le théorème de multiplication est crémonien.
Plaçons-nous dans le cas où les quantités appelées plus iiaul H,y, ont les valeurs suivantes :
1),,= »), li, / = o (i.yk).
Dans ce cas les séries fondamentales (3j dépendent de /t constantes arbitraires
pi, ,-2, ..., p,,.
Si le théorème défini par les équations (2) est crémonien et si de plus on a
je (lirai, pour abréger, que les fonctions
sont crémonieuncs. I^es fonctions crémoniennes méritent par leurs curieuses propriétés de retenir quelque temps notre attention.
Le cas le plus simple est évidemment celui où la subsiilution Cieniona se réduit à une simple substitution linéaire, c'est-à-dire celui où les fonctions R,se réduisent au quotient de deux polynômes du premier degré, le dénominateur étant le même pour toutes les fonctions R,. Mais ce cas ne présente pas d'intérêt ; car il est aisé de vérifier que les fonctions o,( w) se réduisent alors à la forme
les X et les 3 étant des coefficients constants.
Nous rie nous occuperons donc que des fonctions crémoniennes correspondant à des substitutions Cremona d'ordre au moins égal à 2. Ces fonctions sont caractérisées par ce fait que
Çi(m/'ii), z-i{nil'ii), ..., z„(iiii'ii\
soni des fondions rationnelles de
quand/; est un fnùcr positif ou nc;^alij'. Je me poserai d'abord la question suivante :
['eut-on disposer des n constantes
Pl, p-2, ..., p„
qui entrent dans nos séries fomlamentales, de telle sorte que les fonctions
puissent prendre tel système de valeurs que l'on veut? Soit, par exemple,
?,(«) = "d ?o(u)=ao, ..., 9„((/)=a„
ce système.
NOUVELLES TRANSCENDANTES UNIFORMES. SSg
Considérons alors le système
'^'(i)' '^'(tÎ^-)' •••' '^"(«W
Si nous apjjelons, pour abréger,
(Il C.. «iC, . . . , </„ I".,
ce que devient le système
quand on lui apjjliijue la Iransforiiialion Creniona envisagée; si nous appelons de même
a,Cp, a.Cr, ...,a„Cf,
ce que devient ce même système quand on lui applique /< fois celle même transformation Cremona; si nous appelons
«iC-', a.,C-', ('„C-',
ce que devient ce système quand on lui applique la transformation Cremona renversée; si nous appelons
ce que devient ce système fjuand on lui n|)plique /> fuis celle transformation renversée, il est clair que l'on aura
Si /> est entier positif et qu'on le fasse croître au delà de toute limite, les premiers membres de ces égalités tendront vers zéro, car les fonctions o:{ii) s'annulent avec «; on aura donc
llm «I C,—/' = liiii fi , C.—/' = . . . = Uni II,, r.-/' = Il (p = oc).
5Co NOUVELLES TRANSCENDANTES UNIFORMES.
Cette condilion est donc nécessaire pour que l'un puisse disposer des j3, de telle sorte que
Je dis f[ue cette condition est suftîsanic.
En effet, nous avons vu que '-/|,o.j, ..., -y„ sont des fonctions de ii (/, .SoM, . . ., ^„u qui peuvent se développer sui\anl les puissances croissantes de ces variables pourvu que leurs modules soient assez petits.
Posons donc
^j,^ I :.,= ç,(:i,M, {Uu, .... ll„u),
l -«= ^nOl", h" ?n")i
le déterniinaut fonctionnel des o par rap|)orl aux B,f (/) ne s'annule pas pour a = o. On peut donc tirer des é([uations (12)
(Jîi u — 't'i(*i, :-i, ■ ■■■ Zn)i
les fouclions y pouvant se développer suivant les puissances des .:, pourvu que
l'on ait
|s, |<p, |ss|<P, ..., |-s«|<P-
Cela posé, des équations hi) ?/(") = «/ (' = 1, ?, •••, ")
nous pouvons tirer
Si les conditions énoncées plus haut sont satisfaites, c'est-à-dire si l'on a
limrt,C-/' = o pour p ^ rn,
on pourra prendre /; assez grand pour que
|fl,C-/'|<p (/ = i. •- /,),
et alors on aura, en vertu des équations (i3),
on aura donc trouve des valeurs de (3,, [3.,, .... |3„ qui satisfont aux équations (i 4 V c. q. ?■. d.
Appelons point analytique un système de n quantités quelconques, paiexemple le système aj, a<, .... a„\ appelons domaine un enseuihle quelconcjue de points analytiques.
La question que nous nous sommes posée est la suivante :
Quand on donne à [3j, p,, .... ,3,1 toutes les valeurs possibles, 'Ji(«), o-.{u), .... cp,i(M) peuvent-ils prendre toutes les valeurs possibles, ou bien le point analytique cpi(M), ^^(a), . . ., On{u) reste-t-il compris dans un certain domaine ?
II résulte évidemment de ce qui précède que, si l'on a
limace—'' = o,
quel que soit le point analytique ai, «2. ■■•: «« ! les fonctions 'j,(u), (fi(u), .... (p„(a) pourront prendre toutes les valeurs possibles. Si, au contraire, les points analytiques qui jouissent de la propriété
lima,C~/' = o,
appartiennent à un certain domaine D, le point analytique (^i(u), ^^(m), . . ., '^n{u) restera compris dans ce domaine D.
Tout dépend donc des propriétés de In substitution Cremona. Je ne crois pas que les substitutions Cremona aient été étudiées jusqu'ici d'une manière approfondie à ce point de vue spécial; d'autre part, les bornes de ce travail ne me permettent pas d'y insérer une élude aussi délicate et aussi complexe. Je laisserai donc sans solution la question suivante :
Comment peut-on reconnaître si une substitution Cremona, appliquée une infinité de fois à un point analytique, fait tendre ce point analytique vers un même point limite quel que soit le point analytique qui ait servi de point de départ ?
Il est clair d'abord qu'un point limite ne peut être qu'un des points doubles de la substitution Cremona, c'est-à-dire un point analytique satisfaisant à la condition
«iC = rt|, n%C = a^, .... cf„C = n„.
SoitaJ, al, . . ., a° un point double quelconque.
Mais tous les points doubles ne sont pas des points limites. Formons l'équation suivante en S :
d{aiC)
d{atC)
d{anC)
da,
d{a,C) da.
dcit d(a,C) ^ da, ^ ■
dcii
d{a„C) da.
da„
d'in
et faisons, dans le premier membre de celte équalion,
nous aurons une équalion algébrique de degré n en S.
Ou bien les modules des racines de cette équalion seront lous plus grands que 1 .
Dans ce cas, on aura
WmatC-P = af pour /i = c»,
pourvu que | a,- — a" \ soit suffisamiuenl pelll et le point analytique a", al, . . . , al sera un point limite de la substitution inverse C '.
Ou bien les modules des racines seront lous plus petits que i, et l'on aura
limrt/G''= a," pour /? = oc,
pourvu que | a, — a° | soit suffisamment petit et le point a°, a°, . . . , rt" sera un point limite de la substitution directe C.
Ou bien les modules des racines seront les uns plus grands et les autres plus petits que i, et le point a", al, . . . , a° ne sera pas un poinl limite, ni pour C ni pour C~' .
Il y a lieu, en outre, de considérer les points limites oscillants. J'appelle ainsi les points qui sonl des points limites pour une puissance entière positive G'' de G sans être des points limites pour C.
11 est clair que, si une subslilulion C"' possède plusieurs points limiles ou plusieurs points limites oscillants, on ne pourra pas avoir
lim«/C-/' = o (jw = ce),
quel que soit le poinl analytique initial a^, a,, . . . , a„.
II doit être facile de construire des subslilulions Gremona qui adinetlenl
plusieurs poinls limites. Si l'on appelle o,{u), o-2{u), . ■ -, '■ini.u) les fonctions crénioniennes correspondantes, le point analytique ai(j<), 'j-<{^u), .... V"(") restera compris dans un certain domaine D.
Il est à remarquer cpie ce domaine D reste le même quel (jue soit (/, car il est défini par la condition
VimOiC—P = o,
où u n'intervient pas.
.(e suis parvenu également à former des substitutions Cremona C"^' qui n'ont qu un point limite o. o et qui sont telles que
lim rt/C~/' = o,
quel que soil le point analytique «i, a-., . . ., rt,,, sauf pour des points ou dus lignes exceptionnels. Les fonctions crénioniennes correspondantes sont donc telles que oila'), o-i{u)- •••, cp,i(M) peuvent prendre toutes les valeurs possibles. On trouvera ces exemples plus loin.
Dans le doute, je me bornerai à appeler D le domaine où le point analytique !Pi(m), (P3(m), .... On{u) reste compris sans exclure le cas où le domaine D comprendrait tous les points analytiques possibles, sauf quelques points exceptionnels.
Propriétés des fonctions crénioniennes. Reprenons les é([uations
d'où nous avons tiré
;, = I, (|iiU, fJîM, .... '^nU),
^2 = ?2 ( Pl «, p2 ", P« " ),
pl U = '|i (x!|, Z-i, . . ., S„), Ps M = '^i{Z2, Z-,, . . ., Z„),
Pn" = 'l'n(-3l, Z2, ■ ■ -, Z„),
et proposons-nous d'étudier les fonctions '|. Nous avons vu d'abord que, si
ces fonctions peuvent se développer suivant les puissances croissantes des z : ce sont donc des fonctions uniformes des z.
En second lieu, ces fonctions '|, d'après leur définition, n'existent qu'à l'intérieur du domaine D.
Je dis qu'à l'intérieur de ce domaine tout entier, c'est-à-dire partout où elles existent, elles sont uniformes.
On a, en eft'et,
[ÎM' = 'J',(3i, 3i- ■••, z„) = mr'h,(z,Q-r, z..C-n, .... z„C-p).
Si le point analytique ^i, Zi, .... z„ appartient au domaine D, on pourra prendre/) assez grand pour que
\z.kC-P\<? (A' = i, ■>, ..., «).
Alors j3i« est une fonction uniforme de z^C"'', •^oC"'', . . ., z„C~''. Mais
ZiC~f, z.,C '' ZnC~'' sont des fonctions rationnelles de z,, z-j. .... z„.
Donc (3; M est une fonction uniforme de Zi, z.,, . . . , ;„.
Ainsi les fondions 'J^, sont uniformes.
Cherchons ([uels sont les points où ces fonctions 'j;; deviennent indéterminées.
Si p est assez grand pour que
(3, u est une function uniforme et déterminée des 5/,G^''. Pour que p, m soit une fonction indélerminée des Z/,, il faut donc que les ^aC"'' soient des fondions indéterminées des Z/,, ce qui peut arriver :
i" Si les z/,C '' sont fonctions indéterminées des ^/,C~''' ' ; 2" Si les 3/,C~''^ ' sont fonctions indéterminées des s^C"'''*"- ;
p" ou enfin si les ^^G^' sont fonctions indéterminées des s/,.
Or la substitution C étant une substitution Cremona, les s^C sont des fondions rai ioiinelles de ^1, ;-i, . . ., z„; ces fonctions rationnelles ne peuvent devenir indéterminées que si leur numéraleui' et leur dénominateur s'annulent à la fois.
Or cela arrive en certains points qui sont connus sous le nom de points fondamentaux de la substitution G.
Si pour
Zi = ot|, 2,= as, .... z„=a„,
le Qumcrateur el le dénoininateur de l'une au moins des « fouet ions rationnelles
Si C, C-2 Cl, - • • , ^n *-'
s'annuleul a la fois, le point analytique xt, «•>, . . .. x„ est un point fondamental de la substitution C.
De même, si, pour
^ fi — I n ?
le numérateur el le dénominateur de lune au moins des n fonctions rationnelles
s'annulent à la fois, le point analytique -/i, y-j- • • •; '{'• gs^ un point fondamental deC-'.
Pour que les î/,C~''^^ soient fonctions indéterminées des z^C"''^''^' , il faut donc et il suffit que l'on ait
ztC-l'+''+'' = yi;
le point analytique yi, -'25 • • ■ • ",'« étant l'un des points fondamentaux de C-', ou bien
Pour que les S/.C"'' soient fonctions indéterminées des z/^, il faut dune ([iie l'on ail
:■(:= ",'<• ou
ou
Zk=-!)cC-, ou
zi=-nCP-K
Enlin, pour que les fonctions '-{/, soient indéterminées, il faut que l'on ait ou bien
OU bien
q étant un entier positif.
En d'autres termes, les points d'indétermination des fonctions ^i sont les points fondamentaux --i, yo. .... -„ de C ' et leurs transformés par les diverses puissances entières positives de C.
Je terminerai ce qui regarde les fonctions ij; en disant qu'elles ne peuvent avoir de point singulier essentiel à l'intérieur même du domaine D, mais seulement sur les limites de ce domaine. Dans le cas particulier que nous n'avons pas exclu, où le domaine l) comprend tous les points analytiques possibles, sauf quelques points exceptionnels, ce sont ces points exceptionnels qui serviront de limite au domaine D et qui seront les points singuliers essentiels des fonctions tJ/,.
Cherchons maintenant quelle relation il y a entre
Il (Mo), =2("o), ?,.("o)
et
ri("i)> ?ï(«iX ?/i("i).
Ml et W|| étant deux valeurs quelconques de u.
Je dis que 9,(hi) est une fonction uniforme de Oi((/||), ^^(«i,), . . ., cs„(mu) lanl que le puint analytique cpi(Mii), (Dn(uo), . . .. cp„(«o) sera compris dans le domaine D.
En effet, d'après ce qui précède,
sont des fonctions uniformes de
D'autre part,
pi"], [J2M|, • • ■ , (5„ Wi
sont fonctions uniformes de
3|Mo- ,'2 "il, ••■• ?n'lt> et
"ci
Enfin
sonl fonctions uniformes de
Donc sont fonctions uniformes de
?l("o), ?2(Mo), ■••, ?/,("o), — '•
Mo
Appelons P,, le point analytique
et Pi le point analytique
Z>l(Ui), Oa(Mi} ?n("l)-
Nous voyons d'abord que, si l'un des deux points P,, et Pj appartient au domaine D, Il en est de même de l'autre; d'autre part, les coordonnées de Pi sont fonctions uniformes de celles de Po, et les coordonnées de P„ fonctions uniformes de celles de Pi.
En d'autres termes, la correspondance entre l*„ et Pi délinit une transformation blunlforme du domaine D en lui-même.
Cette transformation biuniformo devient birationnoUe quand — est une
T lia
puissance entière positive ou négative de m. Il n'en est pas de même en général si — est quelconque; car les points d'indétermination des coordonnées de Pi
considérées comme fonctions des coordonnées de P,, sont en général les mêmes que les points d'indétermination des fonctions <l.
Tout me porte à croire que les transcendantes qui délinissentles coordonnées de \\ eu fonctions des coordonnées de Pu n'existent en général que dans le domaine D. Toutefois je n'ai pu le démontrer rigoureusement; il y a certainement au moins un cas d'exception, puisque, si — est une puissance de m,
les coordonnées de P| sont fonctions rationnelles de celles de P,,. Mais il est possible (et même probable) qu'il n'y en ait pas d'autre. Cherchons maintenant à exprimer
en fonctions de
?[(«)> îi(")> ■■■, ?«(,")
et de u.
En premier lieu,
sont fonctions uniformes de
D'ailleurs o', (a), 9',(«)' • ■ ■ ' V«(") ^°"'' fonctions uniformes de
p,, p.,, ..., p„ el i<. Donc
sont fonctions uniformes de
D'autre part, si nous posons
cp,(«) devient une fonction des n variables «i, i<2i • • •• u„. et 1 on a d'où
tsUu) = .il -r H .^2 -7 h ... -I- 1^,, -7 — ,
■'^ ' ' dut diu_ du,,
d'où
^^ ' du, du, du,,
ce qui montre que U'jf\{u) est une fonction de «1, Mj, .... u„ ou, ce qui revient au même, de pi m, (î^îi, . . ., (3,, m. Mais
sont fonctions de
Donc M<oj (w) est une fonction de
Ainsi les foaclious Oi{u) salisfonl à un système d'équations dillV-renlielleb de la forme suivante :
tiz.'„(u) = F„[s,(h): 92('0. • ■ -, ?'.(")].
les fonctions F, ctant des transcendantes uniformes dans le domaine D.
Ces transcendantes nniformes admettront mêmes points d'indétermination que les fonctions ■!/.
J'ai dit plus haut que les fonctions ■} n'existent que dans le domaine D. Cela demande quelques mots d'explication. Supposons, par exemple, que
existent dans le domaine o di'lîni |jar les inégalités
|;,-c';i<?., l-.-^s|<p., .... \z„-zi\<f,„
Sp s", . . ., z"^, pi, p2, . . ., p„ étant des constantes.
Les ']>, devraient être développables à l'intérieur de ce domaine suivant les puissances des Zi: — z'I.
Supposons que le domaine ô soit situé en partie à l'intérieur de D, en partie à l'extérieur de D.
C'est là ce qui devrait arriver si les fonctions J' pouvaient être prolongées au delà du domaine D.
Reprenons les fonctions
Ç,(fi,tt, fljM, . . ., ';inU),
et substituons-y '.j;i, 'h^; ■ ■ ■: 'lin à la place de ji, u, ,5oM, . . ., ,3,, m; nous verrons 91, 92. . . ., (fa devenir fonctioa.s de Zi, Z',, .... :;„.
Dans le domaine 0, nous savons que ii, l^j •■•> ']'ii sont fonctions liolomorphes de Zf, z^, . . ., z„; donc '|,, (j^a, . . ., ']>„ restent finis dans ce domaine.
D'autre part, nous savons que, quelles que soient les quantités jS, u, ^-^u, . . . (3„a, pourvu qu'elles soient finies, les fonctions 91, o-j, .... cp„ sont méromorplies et le point analytique cpi, cp-.., .... 9,1 reste dans le domaine D.
Donc, quand le poinl j,, ;.,. ..., Zn reliera dans le domaine ô, les quantités 9,- seront fonctions mcromorphes des z. et le point o,, cp,? •••, <Pn l'estera dans le domaine D.
Mais, d'après la définition des fonctions 9 el }, on aura, dans la partie de 0 qui appartient à D et par conséquent dans tout le domaine â.
es, := Zi.
Le point 0/,, Oo, ..., o„ ne sortant pas de D, il doit en être de même du point ^1, z.,. .... Zn-
Donc il est impossible qu'une partie de 0 soit extérieure à D.
Donc les fonctions 'h n'existent pas en dehors de D. c. q. f. n.
Les fondions i sont donc uniformes partout où elles existent.
Nous avons donc des fonctions nnijorines de. n variables ;,, ;.j ;„
(jui sont multipliées par un facteur constant m quand ces rariables subissent une substitution Cremona donnée.
Le rapport de deux fonctions ■]/, par exemple -p-i demeure inaltéré pai- la
substitution Cremona.
,1 Tout me porte à croire ijue la fonction -j-' n'existe pas en dehors de D el est
par conséquent uniforme partout où elle existe; je n'en ai pas toutefois de démonstration rigoureuse.
Toutes les fois qu'on pourra le démontrer, on saura construire une tonclion uniforme qui n'est pas altérée par la substitution Cremona.
C'est ce qui arrivera en particulier toutes les fois que le domaine D comprendra tous les points analytiques possibles, sauf quelques points exceptionnels.
Je dis que toute fonction uniforme F des ;, n'existant que dans le domaine I) et inaltérée par la substitution Cremona, est une fonction rationnelle des rapports des quantités 'Jji, 'h-,, .... '|„, si elle est méromorphe dans le domaine D.
En efTet, nous avons
(<ette égalité montre que I'" est une function uniforme de '^\, 'j^j, . . ., 'If,,.
NOUVELLES TRANSCENDANTES UNIFORMES. Syi
Quaad les ; subissent In substiliition Creniona,
se changenl en
«i'I/i, wi-j, .... ni'!^„
et F ne change pas.
Si F est une fonction mcromorphe des z, ce sera aussi une fonction méroinorplie des i. el nous aurons, dans le voisinage du point
nous aurons, dis-je.
Si et So étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes des 'i.
Le quotient ^ ne doit pas changer quand on change
en
Et cela ne peut arriver que si les deux séries Si et So se réduisent à des poly-
nômes entiers homogènes de même degré en '-}/(. (j/.j, . . ., <!>„.
Exemples particuliers.
J'ai cherché à former des exemples pour lesquels le domaine D comprend tous les points analvtiques possibles, sauf quelques points exceptionnels.
Les premiers exemples que j'ai obtenus m'ont été fournis par des substitutions Cremona qui peuvent être ramenées à la forme
/ 3.,Zt-h[-i, Ol.., Z-. -f- [i-. X„Z„-h ^^„\
I 3i, so. .... z„: ■ — ^ ) ^, • • • 5 ^ I)
\ T I - 1 + ft I T-J ^-i -^ "i Tn -<i -t- o„ !
les a, 3, Y, 0 étant des constantes, ou dont une puissance peut être ramenée k cette fcirme.
Les fonctions -qi correspondantes sont rationnelles; ce cas ne présente donc aucun intérêt.
J'ai réussi ensuite à former un exemple un peu plus général.
Considérons deux variables seulement cl, alin d'éviter les indices, représentons-les par j; et r et non plus par ^i et s-j. Envisageons ensuite la substitution Cremona
/ rnx ar -(- è \
m est le nombre que nous avons toujours appelé ainsi; |i est une constante; enlin a, 6, c, fZ sont des polynômes entiers en .z-; je suppose que, poura' = o, on ait
b = u, ti = m, f/=l. c = c,i.
Si je désigne par C cette substitution et ([ue je pose, pour abréger,
.r' = xC, y =.tC,
nous aurons
mx . 'ir -*- !' ^ — s~' ' = ~ :>■
I — pa; cr -+- a
Nous tirerons de là
m -h p^c' ■ — cr' H- "
<Jr a, b, c, d sont fonctions entières de x et par conséquent fonctions rationnelles de x'. Donc x et r sont fonctions rationnelles de x ely'. Notre substitution est donc bien biralionnelle. Je dis que cette substitution admet quatre points doubles. En efïet, pour que l'on ait
il faut d'abord oue l'on ail
Or la subslilulion liomographique
admet deux points doubles, qui sont
Si l'on fait x = o, il vient
my
H-CoJK
et la substitution homographique
\- n-6\,r/ a deux [Joinls (.IuhIjIl's qui soiil
>ii — I 7=0, 7= -— — ■
Si l'on fait j = — r, — ' les qualre poljnôuies a, b. c, d prennent certaines valeurs ai, Z»i, Ci, d^^ et la substitution homographique
admet deux points doubles, que j'appellerai
,K=.)i, y = Vi.
Notre substitution Cremona a donc quatre points doubles
ii> — I X = T = (I, ,/; = 0, 1 = ,
^= — S- ' r=Ji, ^=— ;:^' J =J-i-
Avant d'aller plus hiin, exiuiiiuons ce qui se passe dans le voisinage du point
double
Cl,
Posons, pour abréger,
Soient ^' et /)' ce que deviennent ? et v) après qu'on leur a appliqué la substitution Cremona; il vient
./(S, 'ft) étant une fonction rationneUe de ^ et de /), s'annulanl avec i; et ry.
Existe-t-il deux fonctions uniformes Oi(m) et 80 (w) admettant le théorème de multiplication suivant
(ri) U,(/«î( 1= /hU,(»). 0,(/;(i^i=/ff)|(«), ')i(«)]-
f,i4 NOUVELLES TRANSCENDANTES UNIFORMES.
Pour le reconnaître, formons l'équaliou définie plus haut
(le telle façon que F (mP) soit le déterminant des équations (^). Si Ton fait ; ^ o, il vient
J'en conclus que
Donc F(/«) := G, F (//('') p= o si p est un entier positif plus grand f]ue i .
II existe donc des fonctions uniformes Oi ( w) et 0^ ( (/) qui salisfonlaus condilions (lo). Ces fonctions, d'après les principes exposés plus haut, dépendront d'un seul paramétre arbitraire que j'appellerai |3,.
On a d'ailleurs
et je puis, sans restreindre la généralité, supposer (3( ^ i ; d'où
6,((t)= II.
Gela posé, si Ion a
on aura aussi
et, plus généralement,
iri'=e.,(Ç';
r,C/'=eo(|C>j,
en désignant par rC'' et vC'' ce que deviennent 'i et ri quand ces cjuanlités ont subi la substitution C'' et en supposant que p soit un entier quelconque, positif ou négatif.
IjOrsque/> croît indéfiniment, on a
limÇ C"/' = liiii m^i'l = o f puisque | ;n | > i), et, si t) =■- OsfE)) on a
iim-fiC-/'= iime.,(|r.-/')= e,(o)= o.
Posons
Cl,
Quand on aura on aura
T, = e,(Ç) et, [jar conséquenl.
yCp=^ ^{xO') (p entier pusilif ou négatif).
On aura d'ailleurs, pour/; = oc,
lima;C— /'=o, lim ) C~/' = ;
donc, si
y=Hx),
on n'a pas
limxC— /' = limjC— /' = o.
il en est encore de même si
car on a alors
X Ç-P = — T. — > lima; G-/' = — t.
Mais je dis que, dans tous les autres cas, c'est-à-dire toutes les fois qu'on n'a pas
y = «(a;) ou x= — ^ -,
on a
liraxC— /^= limj C-/' = o.
En effet, le point a: = _/ = o est un point limite de C~* dans le sens que nous avons donné plus haut à ce mot (les racines de l'équation en S sont en effet toutes deux égales à m et | m | ;> i). Si donc les modules de x Q\.àe.y sont assez petits, xÇri' et jC""'' tendront vers zéro quand p croîtra au delà de toute limite.
On pourra donc trouver une quantité p telle que, si
I^Kp. l7l<P> on ait
\\mxÇ^-P ~ lini rC-/' = o.
Supposons mainlenanl que l'on ait
J'observe que, si l'on regarde x comme donné, la sujjslilulion
sera une substitution homographique.
Soient donc
quatre points analytiques ayant même abscisse x. Leurs transformés par C~'
(:cC-', rC->), (^C->,.,r,G-»), (j^C-, r^C-'), (.rC"', j:,C-)
auront même abscisse xC~' et il en sera de même de leurs y>"""'~ transformés
(a;C-/', jC-/'), (xC-/', jiC-/'), (xC-/', .)-.>C-/')! (-i'*-^^'', .>:;C-/'),
qui auront mêuie abscisse xQr'' .
De plus, la substitution (16) étant homographique, on aura
j C~' — .>iG~' >3C-' — ^sC~' _ y — y\ ,73 — .Va jC-'- V2C-' j-r,G-i-y,G-' "~ j-j-, r3-7i
et de même
jG-/' — >-iG-/' jaG-/' — .xoG-/' ^ .) — ji j3 — ^2 ^'"•' rG-/' — .r,G-/' v.G-/'— v,G-/' J' — Jî Js — J>i '
Le second membre ne pourrait être égal à 1 que si j'i ^y-i ou si r =y:i. Prenons
IjiKp, Ir2|<p, ri?^.v.., r:i=o(.r'),
Si l'on n'a pas >' 1= 'J(-*)» le second membre de (17) sera égal à M y'^ 1 . Si/> = 00 , on a
litn 11 Ç,—P = liiii » -2 C~/' = o, liin ) :iG~/' -^ o,
et l'équation ( i-) devient
\\iayÇ,—P ou, puisque M ^ i ,
llmrG— /'=o. c. Q. K. i>.
On a d'ailleurs
lim.î:C~/' = <).
tiiules les fois (|iie x n'est pas égal à — ;-
Supposons enfin
rii X n est pas égal a — ;;; — ) on a
Il m xC~i' = c ;
on peut Jonc piendie i/ assez grand pour que
Un a alors soit
|^-C-7|<p, \yC.-,\>p soit
l^cC-'/Kp. ijC-'/,<p,
et l'on retombe sur l'un des deux cas précédents. Donc on a
lliiijcC"/' = lim )'t'.^i' = o.
a moins (jue )' = 'J(.r I uu a? :;= — ^ c. q. f. n.
Donc le domaine D comprend tous les points analytiques possibles, sauf les
lignes exceptionnelles j' ^O(x) et x ^= — ^ — Rappelons que la fonction ^{x) est uniforme.
Formons alors les fonctions
.r = s.2((i)= 9.i(fii II, ^-lU), qui admettent le théorème de multiplication suivant
I— P?l(M) C[z.i(lt)]^.,( U)-h f/['£t(tl)]
où j'ai désigné par la notation rt|o|(^M)j le polynôme a où x a été remplacé par 9i(m).
La foaction Vi(«) est m niifeslement rationnelle: il ne saurait en cMre de 11. P. — IV. -s
même, en général, de la fonction o^i^u). En elFel, la seconde des équations (18) peut s'écrire
■:.«( nui )= — -^, — -^
l, |JL, sj et oj étant des polynômes entiers en u. Ces polynômes peuvent être quelconques, de même que les polynômes a, h. c, d sont quelconques; la seule condition à laquelle ces polynômes soient assujettis, c'est que l'on ait pour z< = o,
Je puis donc prendie, pai- exemple,
'1 = (1. ra =: o, (ù = I, /.:=/;(! - •
11 vient alors
z,.,{ iint }= III [ \ — - ) i ,| /m; \ Il u / ' '
d où l'on tue aisi'inenl
ri9)
\ inil,,/ \ II)' liai \ III Uni
La fonction V^(") ^'^^ donc transcendante et il me suffit évitlemiiienl d'avoir établi qu'elle est transcendante dans un cas particulier pour élie crriain qu'elle n'est pas rationnelle en gi'néral.
La parenté de la fonction o^(m), délinie par l'équation ( 19 ), ;ivec les fonctions 0 elliptiques, est évidente. On a, en effet,
(■>o) -.A iiiu\= iii{\-- -y^iiu),
d'où
cl'oi'l
I " \_ ri("') I
III II
, iini'l
ou, en cnanseant u en >
' ° Il
/ii,\ -\ Il 1 i
(ai; ?2 =
^ \ Il J III ii„
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Si nous multiplions (20) par (21) et si nous posons
il viendra
-(inu) = "(m)-
Cette t'ijiiation prouve <|ue
est une fonction 0 elliptique dont les périodes sont 2<7: et log//(.
Revenons au cas général où les polynômes À, /ji, ro et O) sont (piulconeiiies.
J'observe d'abord que nous pouvons, sans restreindre la généralité, siniplilier beaucoup les équations (18). Je dis que l'on peut toujours supposer que ji est nul, de sorle que la première des équations (18) se réduise à
çi (//(«) = /nçi (« ).
Si, en elFet. il n'en était pas ainsi, on remplacerait la fonction Oi(f<) par la fonction
et l'on aurait
z',{ mil 1= //( i*(h).
Je supposerai donc désormais p = o : il vient alors
(3, étant l'une des deux cunslantes délinies plus haut qui entrent dans les séries (3).
Alors on obtiendra les polvnùmes /., \x, cr et w en remplaçaul tout simplement X par (3j u dans les polynômes c/, b, c, d.
Cela posé, nous savons que Vi("() et 9^(?ii) sont fonctions uniformes de o, (m,i) et de cp2(Mu)-
Si nous supposons 3i = 1, par exemple, il en résultera que 92 (m,) est fonction uniforme de 'j-,{uu); car oi(W|,)^ u„ est une donnée de la question.
Ue même, o._>(au) est une fonction uniforme de ^^(m,).
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Si donc on suppose que S, = i . el si ii, et m„ sont deux constantes données, il y aura entre Oo{uo) el cp..(ai) une relation homographique.
Nos séries (3) dépendant des deux constantes j3i el po, je puis écrire, comme je l'ai déjà fait bien des fois,
Si nous faisons (3, = i : il vient
On voit que r est une fonction uniforme de pj. D'autre part, nuus avons
3,M = ■hiixjy).
On a évideaiuieni
car
D'autre part, si l'on fait pi ^^ i. il vient
et
ce qui montre que, (|uand (3, = i , et que « est regardé momentanément comme une constante, pi est fonction uniforme de y.
Si donc pi ^ I el si a est regardé comme une constante, il v a une relation homographique entre p^ et r.
La fonction oa{u) est donc de la forme suivante :
p.. »Ji(|3|;;,)-4- Ti(p|M I
o-|, Ti, !T._., T.. étant des fonctions uniformes de Pi m que nous pouvons toujours supposer entières.
Ces fonctions o- el r jouissent des propriétés suivantes :-
(I» .rj II ) iti i)iii)= aai{u)+ b a-i ( (/. ), ■r^i ii)-t( inti )= axi(u)-h b-c-,(u).
' ;// .r|(u )!!.,(//! «1= c <ri( M )-l- dnU u ),
c ti(m)+ /f-t( u).
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Dans ces équations (22), nous désignons parr)( M)une fonclion entière de u, et nous supposons qu'on a remplacé x par u dans les polynômes a, b, /■, d. Si l'on pose
(u/— hc = o{i(), it{u)--.{u)— î.;(«)"i(")= f'(")j
il viendra
( 23 ) iiir{' (u) Il ( //( u I = 0 f u ) D ( u ).
d'Ile équation (2.H) met en évidence le lien qui relie les fonctions t et 7 à la fonclion 02 définie par l'équation (ig) et par conséquent aux fonctions 0 elliptiques.
On en peut encore tirer une autre conclusion.
Si la fonction Oo est rationnelle, t,, Tj, co, To, r/, D et ô sont des polynômes, et l'équation (28) montre que le polynôme ô doit jouir de propriétés très particulières. Sans entrer dans le détail de la discussion, on voit que la fonclion 9... ne pourra être rationnelle si le polynôme o = ad — hc ne satisfait pas à certaines conditions et, en particulier, s'il n'est pas de degré pair.
La Jonction
•ii(.c, y) X
est uniforme jtour toutes les râleurs de x et de y et elle demeure inaltérée par notre substitution Cremona.
Elle admet comme lignes singulières essentielles
et
(ou X = 00 si, comme nous l'avons supposé, j3 := o). La sul)siilutinn Cremona
/ inx iiy -i- It V ; -H I! \
I X. 1, ; : rT 1 7 ' 7^ T. )
\ ■ I — 'jx cy-.-rl (_. ; -I- D /
(OÙ a, b. c. d sont des polynômes entiers en x, et A, B, C, D des polynômes entiers en x et i ) jouit de propriétés analogues.
Les foncliims dont il a été question dans ce Mémoire et qui demeurent inaltérées par une substitution Cremona et ses puissances, ne sont peut-être que des cas extrêmement particuliers d'une classe plus générale de fonctions uniformes qui demeureraient inaltérées par un groupe de substitutions Cremona el qui se présenteraient comme la généralisation la plus naturelle des fonctions hyperfuchsiennes el hjperabéliennes de M. Picard.
XXII. Astronomie. Questions diverses
On a vu plus haut quel rôle jouent en Astronomie les séries irigonométriques.
J'ai donc au point de vue de ces applications été amené pour contribuer à la solution de celle question à étudier les conditions de convergence des séries Irigonométriques [43, 03]. J'ai reconnu ainsi deux faits principaux :
i" Si une pareille série est aiisolument convergente pour certaines valeurs du temps, elle l'est oternellemcnl; il n'en est plus de même quand la convergence n'est plus absolue.
2° Une même fonction ne peut pas être représentée par deux séries différentes absolument convergentes.
Je n'ai pu résoudre, de façon à me mettre à l'abri de toute objection, la question de la convergence des séries particulières de M. Lindstedt; cependant, j'ai tout lieu de penser que ces séries ne convergent pas absolument, mais que, en ordonnant convenablement les termes, on peut les rendre semi-convergentes. La convergence pourrait alors ne subsister que pendant un intervalle de temps limité.
On croit d'ordinaire qu'une fonction représentée par une série trigonométrique absolument convergente ne peut croître au delà de toute limite. C'est même cette croyance qui sert de fondement aux démonstrations anciennes de la stabi-
lili'' ilii système solaire et (jiii, depuis, a conduit les astronomes ;i faire tant d'efforts pour faire rentrer le temps sous les signes sinus et cosinus. Celte croyance est erronée ; j'ai montré [31 , 03] qu'une pareille fonction devient aussi grande que l'on veut si la convergence n'est pas uniforme. Mais il y a deux manières de croître au delà de toute limite: une fonction peut tendre vers Vinfini. Il arrive alors qu'elle finit par dépasser une quanlilé quelconque, si grande quelle soit, pour rester ensuite constamment supérieure à celte quantité. Une fonction peut encore subir une infinité d'oscillations successives, de façon que l'amplitude des oscillations croisse indéfiniment, .l'ai montré [S8] que les deux cas peuvent se présenter, en ce qui concerne la somme d'une série purement trigonomélrique. En résumé, quand même on arriverait à représenter les coordonnées des astres par des séries irigonométriques convergentes, on n'aurait pas démontré la stabilité du système solaire.
J'ai ensuite [202] étudié des procédés destinés à augmenter la convergence de certaines séries irigonométriques dont divers astronomes et en particulier M. Gylden avaient fait usage dans les quadratures mécaniques.
BIBLIOGRAPHIE SPÉCIALE AUX QUESTIONS DIVERSES
|:fl] Sur les si'fies Iriiiiinninétrirjiics (('. /l. Acai/. .Se. t. O.'i. iSMi. |i. 7ti(j-76S). [ i:!] Sur /es serifs li i^nnnmétriqui's (('. I! . Acml. Se., l. HT, iSSi. |i. \'\~\- i 173). [."J81 (') Sur les séries Irii^diiomélriqiics i ('. fi. Acirl. Se, t. 1(11, |SS5, p. i i!ji-i |34). [H:!] Sur la c i/i{'eri;pncr f/rs séries t ri gi in< i m é I ri q u c s i H u 1 1 . Asir.ii.. t. I , iSS^, p. ^kj-^t^). [:!0i] Sur un niovf/i d'augmenter ta ci/iiergence <lrs séries trigunnniélriques i Bull. Astrori., I. :!, i8S('), p. Sai-âiH).
(') A élé inséré, Tome I, |i. iG^-iti''.
Comptes rendus de 1/ Académie des Sciences, t. 95, p. 7l)6--ti8 (3o octobre 1882).
On sait quel est le rôle joue en Mécanique céleste par les séries de la forme
"L \ p imi u. m I, — 'I n p) t -^ Z B^cos(am^, + 'nip) t,
OÙ ;j. et V sont des nombres indépendants de /> et où ntp et rip sont des entiers positifs ou négatifs. C'est ce rôle qui donne un grand intérêt à l'étude de ces expressions et plus généralement à celle des suites infinies de la forme
y XpSin xpt -i-^ VipCOi'iipt.
Voici un fait qui concerne ces séries et sur lequel je désirerais attirer ratlention. .le choisirai pour l'exposer un exemple particulier. Considérons la fonction
(I) 9(«)= £ A,,siii3(/,r
.le suppose que les nombres A,, et a^ sont positifs et que -r— et v.j, tendeni vers
zéro quand p augmente indéfiniment. La série du second membre est convergente, pourvu que la suite infinie iA^z^, le soit elle-même. Le nombre A^,, par hypothèse, peut croître au delà de toute limite. Mais on ne saurait en conclure sans démonstration que le module de cp(<) peut également devenir aussi grand que l'on veut. C'est là le fait que je me propose d'établir.
.Je dis que ce module peut devenir plus grand que '—^^ A,„ étant un des coefficients de la série (i). Supposons, en elTet, que l'on ait constamment
d' 1 . ^ ^ tu
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on en conclurait
or on a, en intégrant par parties,
/ 9(0siiia„,<r/^=--^ 4-/ -.; ^ dt.
On devrait donc avoir
• dz i-i<> -J.,,,! . , A,„
Or on a
lod / -r^ dt <^ —j- \t -\ ■
J dt -J-n, I V ■'■m /
^ = i:A/,a/,COS :<,,/,
d'oi"
d-i vT' A„y.„ . v^ A,, z,,
^,,^ cos a,„< =2^ — i^ cos(='.,„— -J./, ) t -^2^ — ^cos(z„,-T- y.,,) t
r' d-:. \,„'J,„I V' A/,z,, sinfz,,, — =<,,)< •^ A/.a,, jiiri (z,„ -t- z,,) /
( ,' roi z ^ ^('/ = h 7 h ^ ;^ ■ ; •
J„ dt ■>. ^U ^(a,,,— a/,j Ami '^(a^+a,,)
et
Les deux séries
sont convergentes, el j'appellerai leurs sdiiimes h et C. Les deux séries du second membre de l'équation (2) sont évidemment, en valeur absolue, leurs sommes inférieures à B et à C. On aura donc
I ^^ COS ?.„, t dt -^ 1 < lî -<- ' ■■
de sorte qu'on devrait avoir
'■ m ■'■ tu
Or cette inégalité no peut subsister pour de grandes valeurs de /. Donc o(<) peut dei-enir plus grand que -^ et, par conséquent, que toute quantité
donnée, puisque A,„ croil indéfiaiment avec m. Le même résultat serait encore vrai si les nombres A,, et a,, n'étaient pas assujettis à être positifs; il le serait encore (pourvu que A,, puisse croître au delà de toute limite) de la série
(3) S A/j(i — cos:</,0
qui est convergente, pourvu que la suite infinie i mod A^aJ^, le fut également. Voici comment cela peut s'appliquer aux séries que l'on a à envisager en Mécanique céleste. On sait que. si t est le temps et a le grand axe, par exemple, on a pour la dérivée de ce grand axe une expression de la forme
-7- = - A^sin :i.i,l -t- - l.),,cos '^j/J,
les deux séries i mod A,, cl i mod Bp étant convergentes. En négligeant les carrés des masses, on en conclut, pour la variation âa du grand axe, l'expression
(4) Ort = > — ^ ( I — COS 2/,?) -+- > Tji SUI ,j,,/.
On serait tenté de conclure que oa reste toujours compris entre certaines limites. Cela a lieu en fait pour certaines valeurs incommensurables du rap|)orl des moyens mouvements. Mais il est d'autres valeurs également incommensurables de ce même rapport pour lesquelles les séries du second membre de ré((iialion (4) se comportent comme les séries (i) et (3). et peuvent croître indéfiniuient.
Cela n'a pas d'importance au point de \\\q pratique du calcul des perturbations, puisque le rapport des movens mouvements ne |)eut être cminu qu'approximativement et ([ue nous ne pouvons reconnaître |)ar conséquent si les séries (4) restent finies ou croissent indéfiniment; puiscpie d'ailleurs l'équation (4) ne représente la variation du grand axe (jue si l'on néglige les termes d'ordre supérieur par rapport aux masses, et que nous ignorons si ces termes ne peuvent pas eux-mêmes croître au delà de toute limite.
Néanmoins, il v a peut-être quelque intérêt à signaler ce fait, car il montre qu'il esl impossible d'accepter certaines conséquences théoriques qu'on serait tenté de tirer de l'expression (4).
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 97, p. 1:171-1^73 (24 dércmlire iS83).
M. Liiidsiefil a publié récemment, dans les Comptes rendus el dans les yistronornische Nachrichlen, une solution nouvelle du problème des trois corps, qui lui permet d'exprimer les coordonnées des trois masses par des séries purement trigouornétriques. Cet important résultat donne quelque intérêt à une remarque (jue j'avais faite dans une Note que j'ai eu l'honneur de présentera l'Académie le 3o octobre 1882. J'avais montré, dans cette Note, qu'une série purement trigononu'lrique el toujours convergente peut cependant croître au delà de toute limite. Ainsi, même en supposant vaincues toutes les difficultés provenant des questions de convergence, le résultat de M. Lindstedtne permettrait pas de conclure à la stabilité du système solaire, dans le sens rigoureux du mot.
.le voudrais faire quelques observations au sujet de Li l)clle méthode de M. Llndslcdt. Ce savant astronome s'exjirime comme il suit (') :
« Sans entrer ici dans des discussions sur des conditions de convergences, nous supposerons que nos constantes aient des valeurs telles que nos développements soient toujours convergents. »
Dans les Aslronomisclie Naclirichten , au contraire, M. Liudstedt dit qu'il choisira ses constantes de telle façon que ses séries convergent au moins pendant un certain intertal/e de temps.
(') C. p. Acad. Se, l. 97, .S83, p. 1278.
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Je me propose de faire voir :
i" que si ces séries convergent pendant un intervalle de temps, si petit qu'il soit, elles convergeront toujours;
ï" qu'il n'est pas sûr qu'on puisse choisir les constantes de telle façon que les séries convergent;
3° que les séries, même lorsqu'elles ne convergent pas, peuvent donner une solution du problème avec une approximation indéfinie.
M. Lindstedt dit aussi qu'il a trouvé le véritable aumbre des arguments qu'il faut introduire dans les expressions des coordonnées des masses. Cela n'a de sens que si les coordonnées ne peuvent se développer que d'une seule manière en séries Irigonométriques convergentes, et c'est certainement là la supposition du géomètre de Dorpat. Je me propose de montrer (pie cette su|)position est fondée, ce qui n'est pas évident a priori.
Les séries de M. Lindstedt sont de la forme
S A,„COSl'x„, / + ITT,,, ) = ïf P>,„COS -JL,„l 4- Cm si II -J-inl ••
Je les suppose convergentes pendant un petit intervalle de temps de part el d'aulif de l'époque zéro. 11 en résulte que les deux séries
S B,„cos y.,,,1, S •".,„ sin 'j.„,l
sont séparément convergentes; el il s'ai;it évidemment d'une convergence absolue, puisque M. Lindstedt ne tient aucun compte de l'ordre des termes. Je dis que les deux séries sont toujours convergentes. C'est évident pour la première, puisque la série i B,„ doit converger. Si maintenant la seconde Converge pour une certaine valeur de t. il en sera de même de
S i' C,„ sin y.„it x a cos -j.,,, / ) = - C,„ sin •' -j.,„ '■
Ainsi, si la série converge dans un certain intervalle de temps, elle convergera dans un intervalle double; il s'ensuit qu'elle convergera toujours.
Il arrive quelquefois qu'une série trlgonomélrique, quoique toujours convergente, ne représente une fonction donnée que dans un intervalle limité. C'est
ainsi que la série > ^ — '— ne représente la fonction '-^ — que quand t est compris entre zéro et 27:. Mais ce ne saurait être ici le cas, caries séries de M. Lindstedt,
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substituées dans les équations du problème, y satisfont identiquemenl en admettant qu'elles convergent.
Eufin, il ne peut pas y avoir deux solutions du pi'oblème; une même fonction ne peut pas être représentée par deux séries trigunométriques, sans quoi l'on aurait identiquement
(i ) S B„, cos 2„, ; -H i < ;,„ sin y,,, / = o.
Mais j'ai démontré [Comptes rendus, t. 9o, p. 766) (') que la valeur absolue d'une série telle que celle du premier membre peut devenir au moins égale
a —^ ou à -^- La démonstration ue s'appliquait, il est vrai, (ju'à une série
particulière, mais il est facile, par un artifice assez simple, de l'étendre au cas général. Ainsi une é(jualion telle que (1) est impossible.
Toutes ces suppositions de M. Lindstedt sont donc confirmées. Je ne crois pas qu'il puisse en être de même d'une autre liv[)olhése fuile dans ce même Mémoire. Le savant astronome suppose que l'on pourra choisir les constantes de façon que ces développements soient convergents. 11 est vrai que, pour certaines y-Anurs particulières des constantes, les distances mutuelles des trois corps peuvent être développées en séries Irigonométriques convergentes (ne contenant même qu'un argument), ainsi que je l'ai démontré dans une Note du l'y juillet i883 ('-). Mais il n'est pas évident, il est même improbable, ([ue la convergence subsiste lorsque les valeurs des constantes sont suffisamiiient voisines de ces valeurs particulières. Je connais, en eliet, des problèmes tout à fait analogues où la convergence n'a pas lieu.
Mais, même si elles divergent, les séries de M. Lindstedt peuvent fouinir une solution du problème avec une approximation indéfinie, c'est-à-dire que l'on pi^ut trouver des séries convergentes dont les cofficients dillèrent aussi peu que l'on veut de ceux des séries de M. Lindstedt et dont la somme dillére aussi peu que l'on veut des distances mutuelles que l'on clierclie à exprimer. C'est dans ce sens que la méthode de M. Lindstedt nous fournit une véritable solution du problème.
(') Voir ce Tome IV, p. hS'y.
{■) Voir le Tome Vil.
CONVERGENCE DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
Bttlletin Aslfoiiomiqiii', t. I, p. ^19-327 (iS84).
Pour qu'une série puisse cire utilisée en Astronomie, il n'est pas nécessaire, comme l'a remarqué M. ïchebiclief, qu'elle soit con\ergenle, au sens donné à ce mot par les géomètres : il suffit que l'erreur commise, en s'arrêtant à un certain terme de la série, reste pendant quelque temps inf(''rieure à une quantité suffisamment petite. C'est giàce à cette circonstance que les séries liabiluellement employées en Mécanique céleste, qui |)resque toutes sont divergentes, représentent très sensiblement le mouvement des astres. Cependant, il est souvent utile, si l'on veut se rendre compte du temps pendant lequel on pourra compter sur une approximation donnée, de reclierclier les conditions de convergence des séries qu'on emploie. C'est pourquoi il ne sera peut-être pas sans intérêt d'étudier ici les dillérentes circonstances que peut présenter la convergence de séries trigonomélriques.
Considérons une série de la forme suivante :
(i) i;A„siii(z„/-i- [!„) = 9(0,
que nous supposerons convergente pour certaines valeurs dut. Elle peut être ou bien absolument convergente ou semi-convergente.
Laissons d'abord de côté les cas de semi-convergence et supposons que, toutes les fois que t satisfait aux inégalités
la série (i) soit absolument convergente, de façon qu'on puisse changer l'ordie des termes sans en altérer la somme.
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11 L'n résultera que les deux séries
(3) SA^cos 3„sin a,,/ = -[£A„sin (3i„<+ |ii„)— SA„sin (— a„/ -h [3,,;],
(4) ï A„ sin fi„cos a„ i = - [2 A„ sin (a„; -F [3„ ) -t- SA,, sin ( — a,,/ -H f)„)]
seront séparément convergentes et que l'on pourra écrire
S A„ sin (ï„< + [j„ ) = X A„cos |î„ siii «„< -h 2 A„ sin f3„cos a,,/.
Si dans la série (i) on fait t := o, on voit que la série 2 A„sin(3„ est absolument convergente, ce qui entraîne la convergence de la série (4) elle-même pour toutes les valeurs de t.
Considérons maintenant la série (3). Si nous multiplions le ri"'""' terme de celte série par le facteur 2cosx„<, qui est plus petit que 2 en valeui' absolue, nous obtiendrons la série
■1 ï A„ cos j„ sin a,,/ cosa,, / = S A„cos[j„ sin ■> a„ t,
qui sera forcément convergente; ce qui montre que la série (3 ) converge toutes les fois que
Si donc la série (3) converge pendant un certain intervalle de temps, elle convergera également pendant un intervalle double. En répétant indéfiniment ce raisonnement, ou verrait qu'elle doit converger pour toutes les valeurs du temps.
Ainsi, si la série (i) est absolument vorweigente dans un intervalle de temps si petit (ju'il soit, elle le sera pour toutes les valeui s du temps.
Mais il y a encore une distinction à faire. La convergence peut être uni/orme, si l'erreur commise, lorsqu'on s'arrête au «'*""' terme de la série, reste pour toutes les valeurs du temps inférieure à une certaine quantité p,, ne dépendant que de n et tendant vers zéro quand n croît indélînimenl. Il peut arriver aussi que la série converge absolument sans converger uniformément.
Si la série (4) converge absolument, il eu est de même de la série i A„ sin S,,, et par conséquent de la série
(5) 2|A„sin3„|,
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OÙ j'ai adopté la nolalion habituelle | X| pour représenter la valuiir absolue de X. Le reste de la série (4) est évidemment plus petit en valeur absolue que le reste p„ de la série (5), lequel tend lui-même vers zéro, puisque nous venons d'en démontrer la convergence. La série (4) ne peut donc converger qu'uniformément.
11 n'en est pas de même de la série (3) où je poserai, pour abréger,
A„cus [i,, = C„, A„ siii 3„ = H„. On voit aisément en efiet que la série
(6) 2 sin - -H 4 ?iii — h . . .-I- i" siu — -r-. . .
converge absolument pour toutes les valeurs de l, mais ne converge pas uniformément.
Voici d'ailleurs quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes de la convergence d'une série de la forme (3). Ecrivons-la sous la forme
S C„ siii ï,,^ = S t Y, sin OLfit -^"ï. C,j sin 2,^ /,
la première des séries partielles du second membre comprenant tous les termes pour lesquels le coefficient «,, est supérieur à une quantité donnée 7. et la seconde tous les termes pour lesquels le coefficient a.,, est inférieur à cette même quantité. Il faut alors et il suffit que les deux séries
2|C,,[ et SIC,.,,;
On voit, par l'énoncé de ces conditions, que la série (3) peut converger, bien que la série i | C, | diverge ou même bien que le coefficient G,, puisse croître au delà de toute limite; c'est ce qui arrive en particulier dans les circonstances suivantes; soit a un élément quelconque du mouvement elliptique d'un asire; on est conduit à l'équation difTérentielle
'Il — V
dt " '
F étant une série trigonométrique du temps dont les coefficienis dépendent des
divers éléments du mouvement. On trouvera alors comme première approxima-
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tioa pour la variation ox de l'élémeat a, en négligeant les carrés des masses,
Le second membre se compose, en général, d'un terme séculaire et d'une série irigonomélrique. Pour certaines valeurs incommensurables du rapport des moyens mouvements, cette série présente une convergence qui n'est pas uniforme. ( )n peut toujours trouver dans un inlervalle quelconque, si pelil qu'il soit, une infinité de valeurs de ce rapport qui donnent une convergence non uniforme et une infinité de valeurs qui donnent une convergence uniforme.
Lorsqu'une fonction (f{t) peut être représentée par une série trigonoinélrique uniformément convergente, on est certain que sa valeur absolue I9] restera finie quand le temps croîtra indéfiniment. Il n'en est plus de même lorsque la convergence n'est pas uniforme. On peut déuionlrcr seulement que, quand /
croît indéfinimenl, le rapport ' ^ lend vers zéro.
Si une série 9(^) n'est ])as uniformément convei-gente, mais que la série obtenue en la dilïérentiant terme à terme converge uniformément, celle série
représentera la dérivée '-^ et le rapport - tendra vers zéro quand t croîtra indéfiniment.
Nous pourrons écrire en efifet
? = './-*- ?'/' (7^ désignant la somme des q premiers termes de cette série cp. On aura
dl
s^ et r,i étant des constantes ne dépendant que de </. De plus, par hypothèse, on peut prendre q assez grand pour que r,i soit aussi petit que l'on veut. On aura alors
ce qui montre que la limite du rapport ' pour l infini est certainement plus
petite que /',/ et par conséquent qu'elle est nulle, puisque r,, peut être pris aussi petit que l'on veut.
Il en sera encore de même si la série cp(/) est la somme de deux autres dont
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l'une est uuifoniiéinenl convergente et dont l'autre a sa dérivée uniformément convergente. Comme exemple de pareilles séries, je puis citer la série (i) ellemême, que je puis écrire
(7) ç(Z) = 2 M II cos Xiit -i- ^ ( '.,, sin -x^jl -h Z C,/ siii a,,/,
en supposant que les coefficients a^ sont tous plus grands qu'une quantité X el les coefficients cxp tous plus petits que X. 11 arrive alors que les deux premières séries du second membre de l'identité (7) convergent uniformément ainsi que la dérivée de la troisième.
Gomme second exemple citons la série
en supposant que — | G,/ 1 diverge et que i | C^a^ | converge.
La dérivée — ^ --=^ iC^a,/ sin 2 x,jt convergera iiniforniément.
Dans l'un et dans l'autre cas, le rapport — et — tend vers zéro pour / infini. Posons maintenant
Nous supposerons que la série <^{t) contient des termes en sin a,,,/ et en coscxiiit et que a,„ soit plus grand que A, de telle sorte que ce coefficient se trouve parmi ceux que nous avons appelés plus haut ap. 11 viendra
2<!/(/) = :> 7 — Mil- t
Cn . , s ,, ("IS 2,,, I
/ siii {oi,ii± 2/,) t ■+- (.11,1 H 1 (.,/ sni u,/ I
jiLi:ti,i(^,,±y.,„) "• '"
Toutes les séries qui entrent dans le second membre de celte relation sont des séries trigonométriques dont les dérivées sont uniformément convergentes. Si donc on divise par t un quelconque des termes de ce second membre (à l'exception du terme séculaire C„,^), la limite du quotient est nulle pour l infini. On déduit de là légalité
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On irouverail de même
d'où la conséquence suivante :
Il est impossible que la valeur absolue | (p | de la série (p(0 reste constamment inférieure a ou a ^•
On peut tirer de là quelques conclusions importantes. Parmi les séries de la forme (3), il peut y en avoir qui, ([uoique convergentes, onl des coefficients plus grands que toute quantité donnée.
Telle est par exemple la série (6) dont le /i"""' coeflicient est égal à 3". 11 en résulte que la soiiiine de ces séries peut croître avec le temps au delà de toute limite. Ainsi, pour démontrer qu'un système de A" corps est stable, il ne suflit pas de faire voir que les distances mutuelles de ces corps peuvent être représentées par des séries trigonoméiriques convergentes, il faut encore que la convergence soit uniforme .
Une autre conséquence, c'est que la somme d'une série trigonométrique ne peut êlre constamment nulle, sans que tous les coefficients soient nuls, puisque cette somme ne peut rester constamment inférieure en valeur absolue à la moitié d'un quelcontiue des coefficients. Il en résulte encore qu'une môme fonctionne peut être représentée par deux séries trigonométriques difl'érenles, sans quoi la dillerence de ces deux séries aurait une somme nulle sans que tous les coefficients soient nuls.
Il peut se faire qu'une série trigonométrique, après avoir rcprésenlé une fonction dans un intervalle donné, représente une fonction toute difl'érente dans un autre intervalle. C'est ce qui arrive, par exemple, aux séries que M. Callaudreau a employées pour le calcul du mouvement de (m) Héra; mais une pareille difficullé n'est pas à craindre avec les séries habituellement employées, qui sont généralement choisies de façon à satisfaire formellement aux équations différentielles du mouvement. C'est ainsi que les séries de M. Lindstedt, en les supposant absolumenl convergentes, représenteraient les distances mutuelles des astres pour toutes les valeurs du temps.
Jusqu'ici nous avons supposé que les séries que nous considérions étaient absolument convergentes. Il reste à examiner le cas de la semi-convergence qui peut se présenter dans des circonstances trop variées pour que je les énumére
toutes ici. Je me bornerai au cas suivant qui me paraît être le seul qu'on puisse rencontnM' dans des applications. Soit
une série absolument convergente dont chaque terme est lui-même !;i somme d'une série trigonomélrique absolument convergente. Il peut arriver que, lorsqu'on a affaire à une série de celte forme, il soil impossible de changer l'ordre des termes sans altérer la convergence; il y a alors semi-convergence. On peut être conduit à une pareille série dans l'application de la méthode des approximations successives. Supposons qu'en négligeant les carrés des masses on soit conduit à une série trigonomélrique s^. Quand on tiendra compte ensuite des carrés, en négligeant les cubes, on verra qu'il faut ajouter à la série Si une autre série trigonomélrique 5o, et ainsi de suite. On sera ainsi amené à une série
qui devra converger si la méthode peut donner une approximation indéfinie. C'est ce qui arrive dans la méthode de M. l^indstedl el dans d'autres analogues. Ces séries peuvent converger dans un petit intervalle de temps sans converger pour toutes les valeurs de t. Je citerai comme exemple la série
■> sin2; — /j sin''< -I- 8 sin^i — . . .-1- (— i)"+i')« siii^''^ -h . . . ,
dont chaque terme peut manifestement s'écrire sous forme de série Irigonométrique et qui n'est convergente que si
Kiog-
J'ai lieu de penser que les séries de M. Ijindsledl sonl semi-convergentes de la façon que je viens de dire, mais non aljsolument convergentes, d'où il résulterait qu'elles ne représenteraient les distances mutuelles que pendant un intervalle de temps limité.
En résumé :
La convergence d'une série trigonomélrique peut être ou ne pas être o6.îo/ap. Si elle est absolue, elle a lieu pour toutes les valeurs du temps. Si, au contraire, la série n'esL que semi-convergente, cette semi-convergence ne subsistera en général que pendant un certain inl(!r\alle de temps.
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Si la convorgence est absolue, elle peut être ou no pas être uniforme. Si elle est uniforme, la fonction représentée par la série restera inférieure à une certaine limite ; dans le cas contraire, cette fonction pourra croître indéfiniment.
Enfin une même fonction ne peut être représentée que d'une seule manière par une série trigonométrique absolument convergente.
SllK m MOYKN D'AUGMENTER
CONVERGENCE DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
Bulletin istroiiomique, I. .'î, p. .S21-J28 (iSSO).
M. Gyldén a donné, dans les Aslronomisclie Nackrichlen^ un moyen d'augmenter la convergence des séries Irigonomélriques, et M. Callandreau a appliqué cette méthode au calcul des perturbations d'Héra. Dans l'un des derniers numéros du Bulletin Astronomique (III, p. 3-8), M. Charlier, assistant à l'observaloire d'l)f)sal, a repris la même question. La lecture de son travail m'a inspiré quelques rétlcxions, qu'il ne sera peut-être pas inutile de publier.
Soit une série trigonomélrique
- A„, siii //).;■ -H i; t!„, cos/n.r.
IVous dirons, pour abréger, que la convergence de celte série est d'ordre p si l'on a, eu désignant d'une manière générale par |X| la valeur absolue du nombre X,
! ini'A,,, j gK, l/n/'B,„Î^K,
K étant une quantité positive indépendante de m.
Soit maintenant une fonction f{x) périodique et de période 2r. .le suppose qu'elle soit finie et continue, ainsi que toutes ses dérivées pour toutes les valeurs de x comprises entre o et 271, sauf pour un nombre fini de valeurs exceptionnelles.
Je dirai que la fonction /(j?) présente, pour une valeur donnée de x, une
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discontinuité d'ordre/», si, dans le voisinage de cette valeur, la fonction et ses j> — 3 premières dérivt^es sont (inics et continues, et si la (/) — i )"'""^ dérivée est finie, mais discontinue.
Soit alors /(x) = iA,„sinm3; + "L^mCosmx.
Je dis que, si la fonction/(a:) ne présente que des discontinuités d'ordre /), elle sera représentée par une série trigononiétriqiie dont la convergence sera d'ordre/».
Je vais démontrer d'abord que celte convergence sera au moins d'ordre p — I, et pour cela je commencerai par examiner le cas où la fonction f{x) n'a que des discontinuités du second ordre. Cela veut dire qu'elle a une dérivée finie, mais discontinue. Supposons donc que sa dérivée soit toujours plus petite que K en valeur absolue. On aura alors, quel que soit A,
Or
Il ) ~ /'( .r I = S A „
-/(j-); <\Kii
inh
\u //i/i co^ iii.r — ''SA,,, -^iii- ■<\u Di.r
Dlll
■ l'DS m.r — 1 1
"iii /;(/( ^iii Di.r.
Or, une propriété bien connue des séries trigonométriques, c'est que tout coefficient est plus petit en valeur absolue que le double du maximum de la valeur absolue de la fonction représentée. En appliquant ce théorème à la fonction /(x + A) — /(x), on obtient
1 mit — > V>„
■Kli
B„, siii //(/( < . K A [
ou, en divisant par m/i,
mil
mil
mil
mil
\u mh mil
Cela est vrai quel que soit h. Or, si l'on fait tendre h vers zéro, les premiers membres tendent respectivement vers A,„ et B,,, ; on a donc
Si maintenant /"(j:) ne présente que des discontinuités d'ordre/), sa dérivée d'ordre/) — 2 n'aura que des discontinuités d'ordre 2. Or, cette dérivée s'écrit
ml'—'- A„, -i]i
mx -;-(/> — 'î)'~ -+- - '"''"'- B,„ cos mx -t-(p — 2)- {■
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Celle dérivée n'ajant rjue des discontinuilcs du second ordre, sa convergence doil êlre au moins du premier ordre, c est-à-dire que l'on a
/«/'-' A„,|<| 2 K 1, ; ni/'-'B,,, K; -jK ;.
Ces inégalités oxprimenl (jne la série qui représente f{x) a une convergence d'ordre p — i au moius.
Je vais maintenant démontrer que celle convergence est à'oiàrc p.
Pour celii. je vais me proposer le problème suivant :
Construire une fonction périodique qui aJntettc des discontinuités données.
Premier cas. — Les disconlinuilés sont du premier ordre.
Soient y.i. ato, . . ., y.,,- n valeurs de x classées par ordre de grandeur croissante et comprise entre o et 2r.. Ce seront les valeurs pour lesquelles la fonction à construire o{sc) devra être discontinue. Soient (3), (3g, . . . , 3;i les sauts que devra subir la fonction o{x) quand x passera par ces diverses valeurs. On aura alors
Iim[ç(a,-|- s) — o(3:, — £)] = [j,,
quand c tendra vers zéro par valeurs positives.
Soit enfin 3„^i le saut que subira la fonction cj quand x passera par les valeurs o ou 27:, de telle sorte que
Iim[ = fO-r(-£)] = /.,+i
(i^/ïri pourra èlre nul si la fonction est continue pour x 1^ o). Telles sont les données de la (juestion. Comme on doit avoii-
il suffira de construire o{x) pour toutes les valeurs de x comprises entre o el 2 77. i\ous prendrons
Kiiirt II oi X| ... ç(x) = '/.x -¥- h, Entre 2| et 20 . . . çfa;) = /..r -1- /( -i- fii, Entre x., et y.-.- ... z{x) = Àar -h /t -h [ii -f- p-.,
Enire 2n_i et 7.„ ... z(x) = \x -h A -1- [ii-i- [i-, -(-... -1- [in-i, Entre 2,, el -J- ... 9(3:; = \x -H A -+- ;i, -H 3^ -i-. . . -H i'5„_, -4- [î,.
I'. — IV
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On doit d'ailleurs avoir
Il est clair que la foncliOQ ©(-c) satisfait aux conditions que nous nous sommes imposées.
On pourra la développer en série trigonomélrique
z(x) = - A,„ siii /«J- -f- S [>,„ coi /njc.
Il est aisé de constater, par un calcul direct, que la convergence de cette série est du premier ordre (et non pas du second ordre).
Nous choisirons la constante h, de telle façon que Bo soit nul.
Deuxième cas. — Les discontinuités sont d'ordre/).
Nous voulons construire une fonction '■/p{x) qui admette des discontinuités données d'ordre p. Cela veut dire que la dérivée {p — jy'™" de celte fonction doit avoir des discontinuités données de premier ordre.
D'après ce qui précède, on pourra toujours construire une fonction
ç(x) = SA,,, «in nix -\- IIJ,,, cosmx :
i" qui admet les discontinuités du premier ordre que nous imposons à la dérivée {p — i )""■' de 'i{x);
2" qui soit telle que B„ = o;
2" qui soit leprésenlée par une série dont la convergence soit du premier ordre. Nous ferons alois
Celte fonction aura o{x) pour dérivée {p — i )'*""". Elle satisfera donc aux conditions du problème; de plus elle sera représentée par une série convergente d'ordre p (et non pas d'ordie /) + i ).
Cela posé, reprenons notre fonction fi x) dont les discontinuités sont d'ordie /J, et la série (jui la représente. Je dis que la convergence de cette série sera d'ordre p. En ellet, nous pourions construire une fonction périodique <^p(x), offrant les mêmes discontinuités d'ordre p que /(x) et qui soia représentée par une série convergente d'ordre p (et non pas d'ordre /? + 1 ).
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Alors la difTérence y"(x) — ?/j(^) n'aura plus que des disconlinuilés d'ordre p -\- \ . ol sera donc représenlt^e par une série donl la conveigencc sera au moins d'ordre p.
Or, il en est de me'me de «^.(a:).
Il en sera donc encore de même dcy(x). c. q. r. n.
Je dis maintenant que la série qui représente f{x) ne peut pas avoir une convergence d'ordre /> + i .
En effet, la différencoy(^) — cp^j(x), n'ajanl que des disconlinuilés d'ordre /; + I , sera représentée par une série convergente d'ordre p + \ . Si donc il en était de même de /{^'), il en serait encore de même de '^,,{.t), ce qui n'a pas lieu.
Donc la convergence de la série qui représcnle /'(a?) est du y/*"" ordre [et non pas du (/; -1- I )"*""' ordre]. c. n. f. n.
On peut appliquer les principes qui précèdent au problème de M. Gjldéu. Ce problème consiste, comme on l'a vu, à trouver une série trigonométrique donl la couvergence soit d'ordre/? el qui représente une fonclion /'(a;) pour loules les valeurs de x comprises entre o et 7:. Je supposerai que cette fonction /'(a?) soit finie el continue ainsi que loules ses dérivées.
Imaginons donc une nouvelle fonction (o{x) qui soit également finie et continue ainsi que toutes ses dérivées, mais qui est d'ailleurs complètement arbitraire. Il existera une série trigonomélrique
S A „, sin m.T ■+- 2 B,„ cos ni.v,
(jui représentera J'(x) quand x est compris entre o el tt, et '^{x) quand x est compris entre — tt et o. Il suffit pour cela de faire
■- 7-.B„= f J\ x ) ,lx + r 9 r .'■ ) dx,
n l!,„ = / /( X) COS. DIX r/x -i- j ■;■( x) cosmx dx,
./'( ./• 1 -i II mx dx-h r(x)^\n nix dx.
Il s'agit de choisir la fonction arbitraire cp(a;) de telle façon que la série soit convergente d'ordre />.
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Or, d'après les principes exposés plus haut, il faul et il suffit pour cela que l'on ait
/(oj = 9(o), /'(o)= ç,'(o), /"(o)=9"(o), /'/— ii(o) = ?'/'-"(o),
f',f", . . ., /■>''-' I désignant les dérivées successives de/, et o', cp", . . ., cp'''-'i. celles de a.
On peut évidemment satisfaire à ces conditions d'une infinité de manières. La fonction '•i)(.r) reste arbitraire dans une large mesure. Cotte fonction et ses p — 1 premières dérivées sont seulement assujetties à prendre des valeurs déterminées pour a: = o et pour a: = — t.
Appliquons les principes qui précédent au cas particulier dont s'est occupé M. Charlier, c'est-à-dire au cas où
11 s'agit de développer la fonction x en une série de In forme
> [j„ sm iix.
Cela revient à prendre
Cela posé, écrivons les conditions pour que la convergence soit d'ordre p : I =-i + ^^n'fi,,, I =-i-l-2.in^,(-i)",
0 = 2', iiT l'i,, , 0 = S 4 «7 ( — I )" ;•;„ ,
où q est le plus grand entier impair qui ne dépasse pas p.
Le nombre des inconnues, les (3„, est de 2r; pour que le nombre des équations soit égal à celui des inconnues, il suffit de prendre
p ^= ir, n = ■> r — I .
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Les équalioiis ikjus donnent alors
immi
d'où l'on lire
il vient ensuite
■i='^i(>ii)[i.,„, O =2 4(9./i )''?«„ (h = 'i. ->,..., J-r — i),
d'où l'on peut tirer les valeurs des /• coefficients restants
On verrait aisément (|iie l'on retombe sur les valeurs trouvées par M. Gyldén et par ,M. Charlier.
l'assons maintenant au cas général, et soit une fonction quelconque _/"( a") qu'il s'agit de représenter entre o et tt par une série de la forme
^ A ,„ cos nix -^ ^ :>. [j„ siii /(j
et dont la convergence soil d'ordre p. Nous prendrons encore ici p^^ ir. Cela
revient à faire
a(x) =/('— ,r ") + S 1 3„ siii nx.
Nous serons ainsi conduit aux éc[ualions suivantes :
/ (o) = y.^Ln'fi,,, /'{-) = •'i;/'(- I )"/„,
On tirera de ces équations les 2 /■ coefficients,
\M, H», ■••, \'ir,
en fonctions linéaires des ir quantités,
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Il est clair, d'ailleuis, que la solulion précédente, qui contient celle de M. Gjldén, peut être variée à l'infini, puisque la fonction ':j{x) reste presque complètement arbitraire.
Qu'on me permette une dernière remarque au sujet de l'application que M. Gallandreau a faite des méthodes de M. Gjldén. Rappelons d'abord sommairement en quoi consiste cette application. On prend pour variable indépendante X l'anomalie excentrique de la planète troublée; et l'on exprime les diverses quantités qui s'introduisent dans le calcul en fonction de celte variable. Soit F(j;) une de ces quantités; ce sera une fonction finie et continue ainsi que toutes ses dérivées. On exprime ensuite x par la série de M. Gjldén,
^ = S A,„cos mjc -f- 2 IJ,„ «in inx,
dont la convergence est d'ordre p.
La somme y'(a:) de cette série sera une fonction périodique, finie et continue ainsi que ses p — i premières dérivées, et qui se confondra avec x dans l'intervalle o — T..
M. Callandieau dévelo|)pe ensuite F[/'(.r)] en séries trigonométriques dont la somme est F(a7) dans l'intervalle o — r..
I! se trouve que la convergence de ces séries est encore d'ordre p.
IjC succès de cette méthode s'explique aisément grâce aux propositions que je viens de démontrer. Si, en effet, f{x) est finie et continue ainsi que ses p — I premières dérivées, il est clair qu'il en sera de même de F[/(:r)].
SUR LA SÉIilE DE LAPLACE
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. 118, p. 497-501 (5 in:irs i8(i4)'
On sait que Dirichlel a lu premier dénionlré d'une façon rigoureuse le résultai énoncé par Laplace qu'une fonction arbitraire des coordonnées d'un point sur une sphère peut être développée en une série de fonctions spliériqucs. Il n'a pas défini les conditions auxquelles doit satisfaire celte fonction arbitraire avec autant de précision que dans son Mémoire sur la série de Fourier; aussi ne faudrait-il pas croire que sa démonstration s'applique à des cas aussi étendus et qu'il ne faut pas faire des hypothèses plus restrictives. A un moment de sa démonstration, en effet, il procède à une intégration par parties, ce qui l'oblige à différentier la fonction qu'il appelle ©('-p)-
Cependant sa démonstration s'applique sans difficulté au cas suivant qui est le plus Important : supposons que la surface de la sphère soit partagée en un certain nombre de régions
Hi, H2, .... n,,
et que chacune de ces régions soit limitée par un polygone curviligne formé d'un nombre fini d'arcs de courbes analytiques; supposons que dans chacune de ces régions la fonction arbitraire V à développer soit analytique, mais qu'elle éprouve des discontinuités quelconques, quoique en restant finie, quand on passe d'une région à l'autre. Elle peut même être étendue à des cas plus généraux sur lesquels je reviendrai plus loin, mais que je laisse de côté pour le moment.
Je ferai la même hypothèse; car le but de cette Note n'est pas de généraliser
Cl Diuis r.inalyse de Poincaié, cette Nule ligure sous la rubrique : l'iiyslque iiiatlirti]atic|ue.
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la démouslratlou de Dirichlel, mais de la présenter sous une forme nouvelle qui me paraît plus simple.
Soil donc une sphère S de centre O et de rayon i ; passons aux coordonnées polaires en posant
,;■ = /■ sin fl cos z. 1 = /■ sin fl siii ç. z ^ /'cosfl.
Soit sur cette sphère un élément de surface d(^' ayant pour centre de gravité un point M' dont les coordonnées rectangulaires ionljc', y', ^' et les coordonnées polaires i , 0' et o'.
Soil à l'intérieur de la sphère un point M dont les coordonnées rectangulaires sont X, y, z et les coordonnées polaires /•, 0 et o.
Soil V la fonclioD à développer qui deviendra V quand on y changera 0 et cp en 0' et o'.
Soil p la distance MM' el y l'angle MOM' de sorte que
cos 7 = cosO cosO'-f- sin 0 sin 0' l'os( ç. — ;'), p- = I — ■' ;■ cos 7 H- /•■-.
Introduisons la fonction
l'inlégration étant étendue à tous les éléments cIm' de la sphère.
On sait que cette fonction satisfait à l'cqualion de Laplace, qu'elle lend vers V quand r lend vers i ; que quand le module de /■ est plus petit que i elle est développable en série convergente sous la forme
11 s'agit de savoir si celte série converge encore pour ;• ^ i et si elle représente alors V.
Je vais regarder 0 el o comme des constantes et r comme une variable à
laquelle je donnerai des valeurs réelles ou imaginaires. Si 0 el o sont des
constantes, la droite OM est fixe; j'appelle [3 l'angle du plan MOM' avec un
plan fixe passant par OM. Alors V peut être regardé comme fonction de y el de ]3, el l'on a
th')' = sin 7 '/;■ d'i.
SÉRIE DE LAPLACE
Posons
d'où
On voit d'abord que F(y) est une fonclion conlinue; iluv a d'exception que si le contour de l'une des réj^ions R comprend un arc du petit cercle y = yo- Dnns ce cas F(y) est discontinue pour yz^y^. De plus F(y) a une dérivée finie, sauf pour les valeurs singulières yi, yj, . . ., qui sont telles que le petit cercle y = y/ est tangent au contour de l'une des régions R. I*our ces valeurs singulières, qui d'après nos hypothèses sont en nombre fini, la dérivée F'(y)
est infinie, généralement d'ordre - 1 d'ordre si le contact est d'ordre/i — i .
L'intégration par parties nous donne
Il s'agit de savoir ce que devient cette expression quand le module de r tendant vers l'unité, /• tend vers <?'!'; on trouve alors
p = e- \/2{cosili — cosy).
Le signe du radical est toujours parfaitement défini, puisqu'on sait qu'on doit faire tendre le module de /■ vers l'unité par valeurs plus petites que i.
On voit alors que W reste fini quand dzi\i n'est pas égal à l'une des valeurs singulières y, qui rendent F'(y) infini. Si i^=::rhyi, W devient infini, en
général logarithmiquement, d'ordre si le cercle y — y, a un contact
d'ordre /> — i avec le contour d'une des régions R, d'ordre - si la fonction F(y) est discontinue.
Dans tous les cas, et c'est là le point essentiel, l'intégrale
reste finie.
D'autre part, si ]; est compris entre <]/„ et .};i, et que dans cet intervalle ne se trouve aucune des valeurs singulières ± y,-, si /• ^ [ /■ | e"T' et que j r \ tende vers l'unité, la fonction W tendra uniformément vers sa limite, ce qui prouve que l'intégrale (3) C\\r^"rlr
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prise le long du cercle île rayon i est la limite vers laquelle tend cette même intégrale prise le long d'un cercle de ravon r ■< i , lorsque r tend vers i , et, par conséquent, en vertu du théorème de Cauchj, que ces deux intégrales sont égales.
Cela posé, il s'agit de savoir si la fonclion VV peut être représentée pour pz=e'+, c'est-à-dire, sur le cercle de rayon i, par la série de Fourier. Il est clair qu'il en est ainsi, car l'intégrale de Dirichlet
sin
conserve sa propriété caractérislique, qui est de tendre vers la valeur do W pour (]; ^ a quand n croît indéfiniment. Ainsi VV est développalde par la série de Fourier, elles coefficients sont les mêmes que ceux de la série (i), puisqu'ils sont les uns et les autres exprimés à l'aide de l'intégrale (3). On a donc pour r = e''^ :
et pour ;• ;= 1 :
Bien que présentée sous une forme notablement f)lus simple, celte démonstration ne diffère pas essentiellement do celle de Dirichlet; elle s'applique donc, comme colle-ci, à des cas fort étendus.
Pour qu'elle ne soit pas en défaut, il suffit que l'intégrale
reste finie et que les parties réelle et imaginaire de W soient la différence de deux fonctions n'ayant qu'un nombre fini de maxima et de minima.
Il suffira pour cela, par exemple, que la fonction V ait ses dérivées des deux premiers ordres finies dans chacune des régions R; il n'est donc pas nécessaire qu'elle reste analytique.
La démonstration de Bonnet est valable dans les mêmes conditions.
ÉQUATIONS LINÉAIRES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 101, p. gSy-yiji {y novciiiln-e iS85).
Supposons qu'on veuille étudier les intégrales d'une équation linéaire dans le voisinage d'un point singulier; nous pouvons toujours supposer que ce point a été rejeté à l'infini et qu'on étudie les intégrales de l'équation
pour les valeurs très grandes de x. Nous supposerons que les coefficients P sont des polynômes entiers en x. Si les degrés de ces polynômes vont constamineat en croissant avec leur indice, les intégrales sont régulières et peuvent se développer suivant les puissances décroissantes de x, entières ou non entières. Il n'y a pas alors de difficultés, mais il n'en est plus de même lorsque les intégrales deviennent irrégulières.
Il peut arriver aussi que l'équation ( i ) admette une intégrale de la forme suivante :
Q/j étant un polynôme de degré p en x, "k étant une constante et <f{x) une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. On dit alors que l'équation possède une intégrale normale d'ordre />.
(') Cette Note et la suivante ont été omises dans le Tome I où elles auraient dû figurer.
6i2 INTÉGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES.
Il arrive, en général, que l'équation est sali^dnie formellemen/ par n séries de la forme (2), mais que ces séries, étant divergentes, ne peuvent représenter des intégrales. Ou peut dire que ces séries divergentes sont des séries normales d'ordre p. L'objet de la présente iXole est de montrer quelle est la véritable signification de ces séries divergentes.
Lorsque tous les polynômes P sont de même degré, ou si aucun d'eux n'^sl de degré plus élevé que P„, l'équation est satisfaite par n séries normales du premier ordre. C'est à ce cas simple que s'appliquent les résultats d'un JMi'moire que j'ai fait imprimer dans V American Journal of Malhematics. On peut alors, par la transformation de Laplace, mettre l'intégrale de ( 1 ) sous la forme
i' étant une foucliijn de r qui satisfait à une équation linéaire (3) de même forme que ( i ).
Des résultats du Mémoire que je viens de citer on déduit aisément les propositions suivantes :
1" Pour que l'une des séries normales soit convergente, c'est-à-dire pour que l'équation (1) admette une intégrale normale, il faut et il suflît que l'équation (3) admette une intégrale égale à une puissance de ^ —a multipliée par une fonction entière transcendante.
2° Si S est une des séries normales divergentes, si X„ en est le n"""° terme, et si S„ est la somme des n premiers termes, l'équation ( 1 ) admettra une intégrale J, telle que
lilU r— (.1 ^ S„) = O,
quand x tend vers l'Infîni avec un argument donné. Cette intégrale existera quel que soit cet argument ; mais il pourra se faire que l'intégrale J, qui jouit de celte propriété, ne soit pas la même pour les différents arguments.
Ce fait analytique est tout à fait analogue à celui qui se présente dans l'étude de la série de Slirling.
Le cas le plus simple, après celui que nous \euons d'étudier, est celui où toutes les séries normales sont du second ordre au plus, c'est-à-dire où le degré de chacun des polynômes P n'est jamais supérieur de plus d'une iiiiilé au degré du polynôme qui le précède immédiatement.
INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 6l3
Soil '\i(x) une intégrale quelconque de l'ëqualion ( i ). Posons
Il arrive alors que u. regardée comme Fonclion de C, satisfait à une équation linéaire d'ordre «'-, qu'il est aisé de former, et dont les coefficients sont des polynômes entiers en t. On s'assure facilement que les séries normales qui y satisfont formellement sont toutes du premier ordre. On est donc ainsi ramené au cas précédent, et l'on peut exprimer u. grâce à la transformation de Laplace, par une intégrale définie.
Quant à )• = '\i{-x), cette fonction se calculera à l'aide de l'équation
F étant une fouclion rationnelle de x, de u et de ses premières dérivées; on obtiendra donc j^, dès que l'on connaîtra m, par de simples quadratures.
U resterait à étendre ces résultats au cas général et à examiner divers cas d'exception; ce sera, si l'Académie veut bien le permettre, l'objet d"une autre Communication.
ÉQUATIONS LINÉAIRES
Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 101, p 990-991 (iG novembre i885).
Dans une Noie que j';h eu l'iionneur de communiquer à l'Académie le q novembre dernier, j'ai montré que, si les séries normales qui satisfont formellement à une équation linéaire sont toutes du premier ordre, elles présentent, lors même qu'elles sont divergentes, les mêmes particularités que la série de Stirling. J'ai fait voir ensuite par quelle transformation on peut ramener le cas où ces séries sont toutes du second ordre à celui où elles sont toutes du premier.
L'emploi de cette transformation et l'application de certains principes relatifs à l'usage légitime des séries analogues à celle de Slirliug permettent de démontrer les résultats suivants :
1" Pour que l'une des séries normales soit convergente, il faut et il suffit qu'une équation auxiliaire, facile à former, admette une intégrale égale à une puissance de 3 — a multipliée par une fonction holomorphe dans tout le plan.
2° Si S„ désigne la somme des n premiers termes d'une série normale divergente et si X„ désigne le «'*""' terme, l'équation linéaire à laquelle cette série normale satisfait formellement admettra une intégrale J telle que
lim : = o
quand X tend vers l'inliui avec un argument donné.
INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 6l5
Les résullats sont, comme on le voil, loul à fail analogues à ceux que nous avons obtenus lorsque les séries sont toutes du premier ordre. Us peuvent d'ailleurs s'étendre au cas général.
Soit, en effet, y = <f{x) une fonction définie par une équation d'ordri; n à laquelle satisfont formellement n séries normales d'ordre/». Nous poserons
u = 9 ( j,' ) s ( a i' ) . . . ç ( a/'—' jc), t = xP,
X étant une racine ^y''™" de l'unité. Alors u, regardé comme fonction de t, satisfera à une équation linéaire facile à former et à laquelle ne satisferont que des séries normales du premier ordre. On pourra alors exprimer m par une intégrale définie à l'aide de la transformation de Laplace. Quant à j', on l'obtiendra à l'aide de l'équation
F étant une fonction rationnelle de x, de (/ et de ses premières dérivées.
On retrouve donc dans le cas général les résultats que nous avons rencontrés dans les cas particuliers déjà examinés.
Il peut cependant y avoir un cas d'exception : c'est celui où l'ordre de l'équation auxiliaire qui donne u en fonction de / s'abaisserait d'une ou de plusieurs unités. Il arriverait alors que - -i- ne serait plus égal à une fonction rationnelle, mais à une fonction algélirique de x, de u et de ses dérivées. L'analyse se poursuivrait d'ailleurs comme dans le cas général.
Ce cas exceptionnel se rencontre en particulier dans les circonstances suivantes : il arrive quelquefois qu'on ne peut pas trouver n séries normales satisfaisant formellement à une équation linéaire donnée. M. Fabry, dans une Thèse remarquable récemment soutenue devant la Faculté des .Sciences de Paris, a montré qu'on peut alors, par une transformation simple, ramener l'équation proposée à une autre susceptible d'être satisfaite par n séries normales. L'ér[ualion, ainsi transformée, présentera alors la particularité que je viens de signaler.
Il résulte donc des considérations qui précèdent que les séries de M. Thomœ, qui satisfont formellement à une équation différentielle linéaire, représentent,
même lorsqu'elles sont divergentes, les intégrales de cette équation absolument
■ r'(x) de la même façon que la série de Slirling représente la fonction --) — ■ ■
Les Notes et Mémoires de Poiiicaié figurant dans ce Volume ont été léimprimés sans modifications autres que la correction des erreurs typograpliiques. Les notations de Poincaré pour les dérivées partielles ont été conservées.
Page 9. — Cette Noie ne semble pas avoir été connue des auteurs qui se sont occupés ultérieurement de celte question ou de proldèmes analogues.
Dans son Mémoire Sur les équdlions functionnelles (Bull. Sur. math. Fiance, l. 47, 1911) el t. 48, igio), P. Fatou a cherché les fonctions invariantes par une substitution rationnelle [;, R(^)] unil'ormes dans un domaine contenant un point double attractif de multiplicateur non nul. Ce sont les fonctions invariantes par les substitutions d'un groupe de substitutions algébriques définies par R„(^') = R„(c), s'r, --, où R„(i5) = R(Rn_,), /i > I , csl la «'*■"" itérée de R ( :) " . R,(3). Fatou a déterminé ces fonctions en faisant une transformation conforme utilisant la fonction de Kœnigs; ce sont les transformées des fonctions loxodroraiques [fonctions invariantes par la substitution {z, sz), où *■ est une constante de module dilléienl de i]. Fatou étudie aussi le problème analogue dans le cas où le multiplicateur ne satisfait pas à la condition envisagée ci-dessus. Ce problème de Fatou, inverse de celui traité par Poincaré dans sa Note ne se rattache pas directement à la théorie des fonctions fuchsiennes.
Le problème même de Poincaré a été repris indépendamment par F. Marty et T. Shiniizu en 1981 dans le cas où la fonction F(:) est une fonction méromorphe [Martv, Recherches sur la réparti/ion des valeurs des fonctions méromorphes (Thèse soutenue le 7 novembre 1981 et .4nn. Fac. Toulouse, 1.23, i93i);.S'm/' Vilération de certaines fonctions algébriques ( C. /?. Acad. Se, t. 193, igSi ); Sur le groupe d'automorphie de certaines fonctions entières { C. R. Acad. Se, t. 193, igSa); Shimizu, On the fandamental domains and the groups for meromorplmfunctions, I, II {Jap. J. of math., t. 8, n|.'3i); On the itération of algebraic functions II {Proc. Phys. Math. soc. Japan, t. 13, 1981); On the existence of mer omorphic functions which are automorphir with respect lo sa me functions groups {Ibid., t. 13, 1988); On the linear functions of automorphism for meromorphic functions (Tohoku math. ./., t. 38, igSS)].
Dans sa thèse, Marty considère une fonction F (3) méromorphe dans un domaine D, si z' et s" sont deux points distincts de D tels que F(;') = F{s"), il appelle fonction d'automorphie de F ( :) une fonction H (;) définie au voisinage du point z" ri. P. - IV. 78
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par H (3) = cp [F (;)] où 9 ( m) esl la fonction inverse de F (g) prenant la valeur 3' au point F(c"). H y a en généial plusieurs fonctions d'automorpliie distinctes, et, dit Martj', ces fonctions formeHt un groupe. H étudie les propriétés des fonctions de ce groupe.
Dans le premier des Ménioiies cités, Sliimizu appelle domaine fondamental d'une fonction F(3) méromorphe sauf au plus au point à l'infini, l'image d'un feuillet de la surface de Riemann décrite par les valeurs de F (;). Les frontières des domaines fondamentaux sont transformées les unes dans les autres, dit-il, parles substitutions r.'^rd; (;) définies par F" ( ;' ) = F ( c ). Un nombre lini ou infini de telles substitutions forment évidemment un groupe, dit Sliimizu, c'est le groupe de la fonction F (:).
Dans son analyse de la Thèse de Maity, Ui.i.Ricii observe qu'il n'est pas toujours certain que les substitutions envisagées forment un groupe {Forlsch. der Math., t. 37, II). Dans des publications ultérieures [Sur une généralisation de la notion de groupe (8'' Congrès des math. Scandinaves, ii)34).' Sur la notion d'hypergroupe dans Vétude des groupes non abàliens { C. R. Acad. Se, t. 201, igSô); Structure des fonctions rationnelles et autoproje'tions des recouvrements topologiques, (C. R. Acad. Se, t. 201, 11)35); Sur les groupes et hypergroupes attachés à une fraction rationnelle (Ann. Ec. iXoiin., t. iiS, iii3())] Martv est revenu sur ces questions et a introduit la notion d'Iiypergroiipe qui est applicable aux fonctions 11 (:).
Dans des travaux récents, Gunnar af IIXllstrôm a poursuivi les travau.\ de Marty dans le cas oiiF(c) esl une fraction inilionneWe \^Ùber Substitutionen. die eine rationale Funktion invariant lassen; Zur Iteduzihilitàt der .■iutoniorplnefunktionen rationaler Funklionen ( icta Acad. Abo., 1. 15, 1946; On the study of algebraic functions of aulomorphism by help ofgraphs ( lo"^ Congrès math. Scandinaves, ig'ifi); nationale Funklionen mit Automorphiefunktiotien gleicher
Vieldeutigkeil [Acta Acad. Abo., t. 10, ii)48)J.
Page II. — Dans un Mémolie inùluK' Sullefanzioni analitiche polidronie (Atti Renie Acad. Lincei, Rendiconli, t. 'i-), V. Voi. terra donne aussi cette proposition.
La portée du résultat final esl mise en évidence par Poincaré lui-même dans ses publications ultérieures. Voir l'galement les l.eçons sur lu théorie des fonctions de E. BoREL ( i™ édition, 1898, p. .53-57) ^^ ^^ plupart des l'raiiés d'analyse par us après
Page 17. — Les théorèmes de Poincaré sur les fonctions entières ont été complétés d'abord par J. Hadamard dans son célèlire Mémoire Etude sur les propriétés des fonctions entières et en particulier d'une fonction considérée par Riemann [.J. !Muth., (4), t. 9, 1893]. Si Ihh'-" est une fonction entière, M (/•) le maximum de son module pour \z\^=r, lladamard étudie d'une façon directe et précise la relation entie la croissance de M (r) et la décroissance de la suite des |('n|, ainsi que la relation entre la décroissance des [ a„ | et le genre de la fonction. Il résout partiellement les deux (piestions posées par Poincaré (p. 17).
Dans son Mémoire fondamental Sur les zéros des fonctions entières {Acta math., l. 20, 1897), E. BoREi- iiUroduisit à la place de la notion de genre de Laguerre, la
nolion plus précise d'ordre el se proposa de donner la relation entre l'ordre, fini ou non, el la distribution asymptutique des modules des points où la fonction entière prend une valeur donnée arbilraiie. Le point de vue surtout formel de Laguerre, Poincaié el en partie d'IIadamaid, fut ainsi dépassé et l'étude du cas exceptionnel de Picard intégrée dans la théorie générale. Il n'est pas question de donner ici un aperçu du développement considéiable de cette théorie nouvelle, étendue par Borel au cas des fondions méi-omorphes. Nous renverrons aux monographies et Ouvrages suivants :
E. BoHEl., Leçons sur /es funclion.i entiL-i es {Puns,, Gaulhier-Villars, igoo).
E. Borel, Leçons sur les fonctions méroniorphes {IbiiL, igo3).
O. Blumk.nthai., Principes de la théorie des fonctions entières d^ordre infini ( Ibid. , 1910).
A. Denjov, Sur les produits canoniques d^ordre infini {J . Math., 1910). E. BoREi,, Leçons sur les fonctions entières {2" édition, Paris, Gauthier-Villars, 1921).
G. Vai.irgx, Lectures on /lie général theory of intégral functions (1923).
G. JuiiA, Leçons sur les fondions uniformes à point singulier essentiel isolé (Paris, Gauthier-Villars, 1928).
G. Vai.irox, Fonctions entières et fonctions méromorphes {Mém. Se. math., X. 2, 1925).
A. Bloch, Fonctions holoniorplies et fonctions méromorphes dans le cercle unité {Ibid., t. 20, 1926).
R. Nevam.inna, Le théorème de Picard-Borel et la théorie des fonctions méro-
morp/ies (Parii, Gaulhier-Villars, 1929).
P. Montel, Leçons sur les fonctions entières ou méromorphes {Ibid., 1982). L. AiiLPORS, Zur Théorie der (Jberlagerungsflàche (Acfa math., l. 60, n|35). R. Nevanlinna, Eindeulige analytische Funktionen (Berlin, Springer, igSô).
G. Valiron, Directions de Borel des fonctions méromorphes {Mém. Se. math., t. 89, 1938).
G. Vai.iron, Fonctions entières {Résista Union math. Argenlina, t. 12, Kj/îG-ig/i^).
Pour les nouvelles extensions de la théorie, voir :
S. Stoïlow, Leçons sur les principes topologii/ues de la théorie des fondions analytiques {Vatis, Gaulhier-Villars, 1988).
M. Morse, Topologifcd methods in the theory of functions of a complex variable {Princeton Uni^'. Press, i9'i7).
En ce qui concerne les questions traitées par Poincaré et en particulier celle du genre, citons les Mémoires suivants :
A. WiMAN, Sur le cas cV exception d<ins la théorie des fonctions entières {.Arkiv for math., t. 1, 1902).
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P. BoiiTROUX, Sur quelques propriétés des fonctions entières (Actn niat/i., I. 28,
igoS).
E. LiNDELoF, Sur les fomiions entières d'ordre entier {Ann. hSc. Aorni., t. 22,
igoS).
G. Valiron, Sur les fonrtions entières d'ordre entier ( C. M. Acad. Se, t. 174,
i()22); Le théorème de Laguerre-Borel dans la théorie lies fonctions entières
(Bull Se. niiith., t. 4.6, 1922).
M. Ai,A\nER, Sur le genre de In dérivée d' une fonction entière { Ar/,ir for mut h.,
J. Hadamaui), Sur l<i théorie des fonctions entières (Hull. Soc. Muth., l. SiJ,
,1. IIadamaud el E. Landau, Sulle funziani intere di génère /inito { Reml. Acad.
Lincei, t. 6, 1927).
Page 25. — Celte Note a été reprise et développée par Poincaré dans la troisième Piirtie du Mémoire de WAmericnn Journiil donné plus loin (p. 36 de ce Tome).
Pa;;e 28. — Ce Mémoire, qui date en réalité de 1881, est réimprimé, avec un complément élargissant les propriétés de la courbe C, dans la première Partie du Mémoire de V American .tournai donné ci-dessous p. 36.
Page 36, ligne i. — L'existence de fonctions analytiques présentant des lignes de singularités était connue antérieurement au travail de Weierstrass cité ici par Poincaré; les fonctions modulaires donnaient des exemples de telles fondions. Mais Weiertrass donna le premier exemple dans leciuel cette circonstance résulte de l'examen de la série de Taylor.
Page 38, lignes 6 ii 10. — Ces lignes précisant la nature du contour C ont élé ajoutées dans celte nouvelle publication du Mémoire des Acta siienliarum fennicae. Entre temps avait paru une Note de E. Goursat (C. /?. Acad. Se, I. 94, 1882) qui, ignorant le travail de Poincaré, obtenait des résultats analogues par une méthode à peu près semblable. E. Goursat développa sa Note dans le Bulletin des Sciences mathématiques (t. 11, 1887) en reconnaissant la priorité de Poincaré et en précisant soigneusement les hypothèses afin de faire tomber des objections que M. Lerch avait adressées au premier exposé de Poincaré.
Le problème général de l'existence d'une fonction analytique uniforme admettant pour domaine naturel d'existence un domaine arbitraire donné dans le plan simple a été résolu par Runge {Acta math., t. 6, i885). Plus tard Osgood ( A'. J'. Bulletin, t. 5, 1898) a étendu le résultat de Poincaré au cas de domaines riemanniens non simples très généraux.
A. PniNQSHEiM [Zar Théorie der Taylorschen fieitie {Math. Ann., 1. 42, iSgS)] est revenu sui celle question, son bul étant d'i-ludier sur le contour C la fonction
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conslruile par des séries de fractions raliomielles analogues à celles de Poincaré el de montrer qu'elle peut y admettre des dérivées de tous les ordres. La démonstration du lait que, moyennant ses hypothèses, la ligne C est une ligne singulière a été justement critiquée par E. Borel dans sa Thèse {Sur quelcjnfs points de la théorie des fonctions, Paris, 1894 et Ann. Ec. ISorni., t. 12, iSgy). TJltérieuienient, A. Pringsheim a justilié ses conclusions dans un cas particulier {Math. Ànn., t. kk, iSgi;; des généralisations de ses résultats ont été données par G. Jl'lia {Bull. Soc. Math., t. 4.1, igiS).
D'autres méthodes de construction d'une l'onction admettant des coupures essentielles données, ne se rattachant pas comme celle de Poincaré à la considération d'une série de fractions rationnelles, ont été données ultérieurement, notamment en définissant la fonction au moytn de ses zéros.
Page 43. — Cette partie du Mémoiie, entre la page 43, ligne 27 et la page 48, ligne 21, est la partie nouvelle.
Pages 26 et 53. - La possibilité du développement de F8 en série de Fourier ne semble pas résulter des seules hypothèses faites et il convienrait aussi de justilier les transformations ultérieures.
Page 48. — Dans sa Thèse citée plus haut, E. Borel, se proposant de délinir une méthode de prolongement non weierslrassien au delà d'une ligne singulière d'une fonction analytique délinie |)ar une série de fractions rationnelles, s'exprime en ces termes :
Il est, en elfet, indispensable de dire quelques mots d'une objection que M. H. Poincaré a faite par avance à toute tentative de prolongement d'une fonction au delà d'une ligne singulière essentielle fermée. M. H. Poincaré considère une fonction o{z) admettant une ligne singulière essentielle L et donnée à l'intérieur de cette ligne, el une autre fonction 4* (s) assujettie à la seule condition d'être donnée à l'extéi'ieur de L et d'admettre aussi L comme ligne singulière essentielle. Cela posé, il démontre qu'il est possible de trouver deux fonctions /(3) et ^(3) admettant respectivement pour lignes singulières essentielles deux arcs diflérents de L (formant à eux deux le contour L tout entier), pouvant, par suite, être prolongées analyliquement dans tout le plan, et telles que l'on ait
f -^ g = Ç à l'intérieur de I-, f -^ g = ^ à l'extérieur de L.
M. H. Poincaré conclut de là que la notion de prolongement analytique d'une fonction en dehors d'un espace limité pai- une ligne singulière essentielle est nécessairement dénuée de sens.
Les résultats que nous avons oljtenus sui- les fonctions o (; ) semblant indiquer que, pour certaines fonctions tout au moins, il existait une soite de prolongement avant des propriétés fort simples et bien déterminées j'ai cherché la cause du fait singulier signalé par M. Poincaré.
E. BoREL a d'abord poursuivi ses recherches dans sou Mémoire Sur les séries de polynômes et de frac/ ions rationnel/es {Acta math., t. 24, 1900). Dans la conclu sion de ce Mémoire, relevons les deux phrases suivantes :
J'espèie que les résultats de ce Mémoire convaincront tous les lecleiiis que la généralisation de la théorie du prolongement analytique s'impose nécessairement à ratlenlion des géomèlies : l'observation attentive des faits analytiques y conduit naturellement; on voit la fonction analytique traverser par des passages infiniment étroits, la coupuie qui paraissait infranchissable.
Au point de vue des variables réelles, nous avons appris à connaître une catégorie peut-être intéressante de fonctions de variables réelles pourvues de dérivées de tout ordre : ce sont les fonctions (M) qui comprennent comme cas particulier les fonctions analytiques et qui, comme ces dernières, sont complètement déterminées lorsqu'on connaît, en un point, leur valeur et celles de leurs dérivées.
Les ellorts de E. Borel, provoqués à l'origine par la critique féconde de la pensée de Poincaré, devait le conduire à sa théorie des fonctions monogènes non analytiques, tandis que, dans le cas réel, Denjoy suivi par Carleman, devait aboutir à la théoi-ie des fonctions quasi analytiques.
Page 5-. — Dans ce premier Mémoire, Poincaré ne donne que les grandes lignes de sa méthode. On se reportera au Mémoire de 1907 {Voir ce tome IV, p. 70)011 Poincaré répond aux objections qu'avait soulevées ce piemier exposé.
Page 70. — Le travail de W. F. Osgood : O/i the existence of l/ie Green's function for the most gênera/ siniply connecled plan rei;ion, se trouve dans American math. soc. Transactions, t. 1, 1900.
Page 71. — Indépendamment de Poincaré, P. Koebe résolut le problème de l'uniformisation en 1907 [ Uber die l'niforniisierung beliebiger anulylischer Kiirven {Gott. Nachr.)]. Koebe a poursuivi ses recherches dans un grand nombre de publications, notamment :
Ùber die llilberlsihe Uniforniisierungsmethode (Gott. Naihr., 1910). Die zentralen Uniformisierungsprobleme (J. fi'ir die Math., t. 139, 191 1). Zur Théorie der konfurmen Abbildung und Uitiformisierung [Leipzig Der., l. 66,
Des méthodes difi'érentes de celle de Poincaré ont été données tout d'abord par P. KoEBB : Ùber eine neuc Méthode der Konformen Abbildung und Uniformisierung [Gott. Nahr., 1912); Be,:(riindung der Kontinuildtsmethode ini Gcbiete lier konformen Abbildung und Uniformisierung {/bid., 1912-1916).
La méthode de Hilbert, basée directement sur le principe de Dirichlet a été développée par R. Courant [Uber die Annendung des Dirichletschen Prinzips auf die Problème des konformen Abbildung (Diss. Gott., 1910); Uber die Méthode des Diri htelschen Prinzips {Math. Ann.. t. 72, 1912); Uber die Exis-
tenztlieoreme der Polential und Funktionentheorie (./. fiir die Math., t. l'i-'*, 191 1)]. Cette métliode est exposée dans la Funklionenlheorie de lluiiwiTZ et CoiRANT (i™ édition, 1922); elle a été adoptée par P. Fatou dans son exposé ( Tliéorie des fondions algébriques d'une variable et des transcendantes qui s'y rattachent, t. II du Traité d'Ai'i'EM. et Goursat, Fonctions automorjilies, igSo).
Aux travaux de Poincaré se rattachent direclennent des travaux de L. LiciuiNSTEiN : Intégration de l'équation ^u =z ke'' sur une surface fermée ( C. /?. Acad. Se, t. 157, igiS et Acta math., t. 40, igiS); Die Méthode des Bogenelementes in der Théorie der Uniformisierungstranszendenten mit Grenz oder Hauptkreis {Gôtt. Nachr., 1917).
L. BiEBERBACH aoaptant des méthodes de Kœbe a donné un exposé n'utilisant plus les fonctions harmoniques, mais reposant sur les méthodes de la théorie des fonctions d'une variable complexe [ Liber die Einordnung des llauptsatzes der Uniformisierung in die Weierstrassische Funktionentheorie (Math. Ann., t. 78, 1918). 11 suit cette marche dans son Lehrbuih der Funktionentheorie, t. II ( 1"^ édition, 1927).
La considération par Poincaré des surfaces de Riemann correspondant aux fonctions analytiques les plus générales a conduit à approfondir le concept même de surface de Riemann et à donner des définitions indépendantes de la notion de la fonction analytique, comme Riemann l'avait fait pour les surfaces closes correspondant aux fonctions algébriques. Le livre de 11. Weïl, Die Idée der Riemannschen Flàche (Berlin, igiS) et le Mémoire de T. Rado {Acta Szeged, t. 2, 1920) donnent une définition axiomalique des variétés de Riemann abstraites. Mais de telles conceptions existent déjà dans Poincaré et en 1909, KraîBE avait aussi considéré de telles variétés ( C. /?. Acud. Sr.. t. l'i-S) et montré que, à toute variété convenablement définie correspond des fonctions analytiques dont cette variété est la surface de Riemann. Toute la théorie est présentée sous celle forme générale dans le grand Mémoire couronné de KoEBri : Allgenieine Théorie der Hiemannschen Mannigfaltigkeiten (honforme Abbiidung und Uniformisierung) écrit en r9i7 et publié dans le Tome 50 des Acta iVlathematica ( 1927).
Parmi les travaux plus récents se rattachant à la théorie générale, signalons ceux de P. Myrberg : Ûber die Existenz der Greenschen Funktionen auf einer gegebenen Rieniannschen Flàche {Acta Math., t. 61, 1923) et sur le même sujet IL Selbero : Ein Existenzsalz der Potenlialtheorie und seine Anwendung {A'orske V. Akad., Oslo, igSS), de S. Stoïlow, Leçons sur les princijies tojiologiques de la théorie des fonctions analytiques (Paris, Gauthier-\ illais, ujSS), de L. Ahlfors : Die Begriindung des Dirichletschen Prinzips {Soc. se. Fennicx, Comm., XI, t. 13, 19^8).
Ajoutons que l'École mathématique finlandaise, sous l'impulsion de R. Nevanlinna, P. Myrberg et L. Ahlfors étudie d'une façon ajiprofondie les propriétés des surfaces de Riemann générales. On trouvera dans le livre de R. Nevanlinna, Eindeutige anulytische Funktionen (Berlin, Springer, 1986) un exposé des résultats déjà obtenus à celte époque. Une grantle partie des travaux les plus récents se trouve dans les Annales Acad. se. Fenniix, séries A.
Page i44- — Poincaré a développé sa méthode dans le Mémoire des Ac//i mathcmr/tica portant le même litre {voir ce Tome IV, p. i\-).
Page i^y. — Dans sou Mémoire du Tome 22, des Aclu inathemalica, Poincaré observe que la démonstration de ce pieniier travail conlienl un détour inutile ( Ii/Zr ce Tome IV, p. i64, lignes Ô-7)
Page 161. — Dans sa thèse Sur les fonctions de variables comple.res {Pavis, 189/4 et Acld math., t. 19, iSgS), P. Colsi.n a donné une démonstialion simple du théorème de Poincaré : Une fonction méromorphe en tout point à distance finie est le quotient de deux fonctions entières. P. Cousin ne se borne pas aux fonctions de deux variables; il sest ellorcé d'autre part d'étendre ce ihéoième au cas où la fonction /(;, z' ) est méromorphe lorsque :■ appartient à un domaine B du plan des 3 et :;' à un domaine 15' du plan des z', mais sa démoiislralion ne \aut que si B et B' sont simplement connexes (Gro.nwall, Bull. Ani. math, soc, t. 20, 1914). Dans ses recherches sur ce sujet, P. CotsiN, a formulé deux problèmes plus généraux :
Premier problème. — On suppose qu'un domaine f» est recouvert à Vaicle d'une intinilé déDombrable de domaines partiels D,- intérieurs a D et (|ue, dans chaque D, on a défini une fonction méromorphe /] ; on suppose en outre (|ue, chaque fois que deux domaines J),, Dy ont une portion commune D,y, la diUéience _/i — fj est liolomorpho dans D,y. ()n se propose de trouver une fonction F, méromorphe dans D et telle que, dans chaque D; la dilléience F — fi soit holomorphe.
Deii.rièni'^ pioblèmi'. — Les fonctions fi sont remplacées par des fonctions g, holomorphes dans les 1), el l'on suppose que, dans D, ,, le quotient— est holomorphe et jamais nul. < )n se propose de trouver (1 holomorphe dans O telle que,
p dans chai|ue D, le ipiolient — soit holomorphe et non nul.
Dans une Note .Sur les problèmes de Poincaré el de Cousin pour les fondions de plusieurs variables complexes {C. fi. Acad. Se, 1. 199, 1984 )< H. Cartan a indiqué des catégories de domaines pour lestiuels les pioblèmes de Cousin sont possibles; lorsque le deuxième problème est possible, le théorème de Poincaré est vrai pour ce domaine. II. Cartan est revenu sur le premier problème de Cousin (C. R. Acad. Se, t. 207, iqSS), puis, moyennant une légère modification de l'énoncé, l'a résolu flans des cas très généraux (on sait qu'il n'est pas toujours possible) dans son .Mémoire Idéaux de fonctions antdjliques de n variables complexes (Ann. Ec. iSorm., t. 61, i944)- Fo<r aussi sur ce sujet Oka iJ. of se. Ilirosinia Univ., t. 6, 1986 et t. 7, 1987) et Bemnke (•/. der Deuts. Ver., t. Ti , 1987). Au second problème de Cousin se rattache un Mémoire de II. Cartax Sur les matrices holomorphes de n variables complexes (J. Math., l. 19. 1940)-
Page i6i. — Poincaré n'a pas donné de déinonstralion détaillée de ce tliéorème. Sii;nalons que, dans nn Mémoire Sur lex variétés définies par une relulion entière {Bull. Se. math.., t. 55, i()3i), II. Cartan a étudié les variétés définies par F(a;, j') = o, F étant une fonction entière de .r et y. De son côté, G. Jii.ia avait considéré le domaine d'existence de la fonction y[x) définie par une telle équation {Bull. Soc. math., t. a'i., 1926).
Page i63. — Voici ce que dit Poincaré à la page 1 17 de l'Analyse de ses travaux au sujet de la théorie du potentiel :
Je me suis occupé d'abord de l'équation de Laplace. La lliéorie de cette équation est intimement liée à celle du potentiel. Mais les propriétés du potentiel n'avaient pas toujours été démontrées ni avec assez de généralité, ni avec assez de rigueur. Je m'en suis aperc u quand j'ai voulu les enseigner et aussi quand j'ai voulu les appliquer à des questions d'analyse. J'ai cherché [295] à perfectionner ces démonstrations et j'ai eu besoin égalemeni [ H)()] de les étendre à l'espace à plus de trois dimensions.
Le Mémoire [190] est celui reproduit ici ; le n" 295 désigne l'Ouvrage aujouid'iiui classique : Théorie du potentiel newtonien (Carré et Naud, 1899).
La tiiéorie générale du polenliel a pris un nouveau développement considérable à la suite des travaux de Lebesgue et de ses successeurs sur la mesure des ensembles et l'intégration. On Irouveia dans un Mémoire de H. Carta.n intitulé Z-« lliéorie du potentiel ne^vtonien. Energie Capacité. Suites île potentiels {liull. .Soc. niatli., t. 73, i9'|5) un exposé de l'état actuel de celle question el quelques indications bibliographiques.
Page i83. — Parmi les travaux consacrés ultérieurement aux fondions biliarmoniques signalons ceux de I". Si:vi:iii : // prablema di Dirichlel per le funzioni biarinoniclie {Mem. lieale icad. d'Jtalia, t. 2, 1901 ); Contribali alla teoria délie funzioni biarmoniche (lbid.)\ Hisoluziona générale del problenia di Diri< lilet per le fuzioni biarnionica {Rend. Reale Acad. Lincei, t. 13, igSi); Les fondions biliiirniuniques et lu théorie des fonctions analytiques de deux variables complexes {C. li. Acad. Se, t. 192, igSi). Voir aussi l'exposé général du même auteur : Risultati vedute e problemi nella teoria délie fuzioni analiliclie di due variabili complesse {Semimario Mat. di Milano, t. 5, igSi). Notons que Seveii se borne au cas de quatre variables réelles et que Leiong dans le Mémoire signalé ci-dessous propose d'appeler fonctions pluriharmoniques celles relatives à plus de quatre variables.
Page sig, ligne 7. — Dans cette formule liguie le coeflicient numérique C qui prévient de ce que, page 218, l'aire de i élait égale à Fv„c"^', K„ étant un coefficient numérique, C est donc égale à (/; — 2)K„.
Page 220. — D'après la Note précédente, la densité de la matière attirante sur H. l'. - IV. 79
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la variété C esl n — ; comme o =: i el iv.,„ = — , on \oil (lue Ja densité
est non pas "i, mais _„_, •
Dans son Mémoiie sur Les fondions plurisoiisharmonicjaes [Ann. Ec. Norm., t. 6'2, 1945), P. Lelo.ng donne par une inélliode plus simple (pie celle de Poincaré des propositions plus générales, qui comprennent le résultat de Poincaré. 11 corrii;e Terreur numérique qui vient d'être signalée.
Page 245. — Ce Mémoire qui pose le difficile problème de la possibilité de la correspondance analytique entre deux domaines à quatre dimensions, a été le point de dépari de toute une partie de la théorie nouvelle des fonctions de deux ou plusieurs variables complexes, qui s'est développée depuis 192 1.
En i()2i, K. Kei.nhard a défini une catégorie de domaines pour lesquels la correspondance analytique est possible [ Lber Abbildiins:en durcli luudylisclie Funktionen sweier VerdnderUclien {Math. Ann., t. 83)], puis C. Caratiieoi)OI!V [lber die Géométrie der analylischen Abbildungen {Math. Sem. Hamburg Univ., t. 6, 1928)] a introduit des domaines plus généraux, les domaines cerclés, enfin S. Berqman.n [ Ùber die Existenz von Repràsentuntenbereichen in der Théorie der Abbildung durch paare von Funktionen zweier komplexen Vercïnderlichen {Miith. Ann., t. 102, 1929)] a indiqué une méthode d'étude basée sur l'existence de systèmes orthogonaux de fonctions.
Dans un travail intitulé Les fonctions de deux variables complexes et le problème de la représentation analytique {J. Math., t. 10, igSi), II. Cartan a résolu dans une certaine mesure le problème en question pour tous les domaines bornés qui admettent une infinité de transformations analytiques en eux-mêmes laissant lixe un point intérieur. On trouvera en outre dans ce Mémoire de nombreuses indications bibliographiques sur l'état du problème à celte époque (travaux de Reixiiardt, Bergmann, Beh.nke, Tiiullen, Wei.ke). H. Cartan a poursuivi ces recherches, notamment dans les Mémoires suivants : Sur les Irnn.tforniations analytiques des domaines cerclés et semi cerclés bornés {Math. Ann., t. 106, 1932); Sur les groupes de transformations pseudo-conformes (deux Notes : C. R. Aciid. Se, t. 196, 1933); Sur les transformations pseudo-ronformes du pioduil topologique de deux domaines (C. R. Acad. S'-., t. 199. i93'i); Sur la possibilité d'étendre aux fonctions de plusieurs variables complexes la théorie des fonctions univalentes (Note dans les Leçons sur les fonctions univalentes ou multivalentes de Paul Montée, Paris. Gauthier-N'illars, igSS); Sur les groupes de transformations analytiques [Actualités se. Hermann, t. 198, 1985). A ces travaux se rattachent des recherches de E. Cartan, notamment Sur les domaines bornés homogènes de Vespare de n variables complexes {Abh. Math. Sem. Hamburg Univ., t. 11, 1935).
S. Berg.mann a donné sa raétliode et ses résultats dans de nombreux Mémoires pour lesquels on pourra se reporter à ses exposés récents : Sur les fonctions orthogonales de plusieurs variables complexes avec les applications à la théorie des
foiicliolis a/ia/} li/jucs {iMém. Se. malli., i. 106, 1947) ei Sur /ii. /mictio/i noyau d'un domaine et .ics applicalions dans la tliéorie des Iransfor mal ions pseudoconformes {Ibid., t, 108, 19^8), où roii trouvera une bibliographie complèle.
Page ''.99. — La première de ces remarques est développée dans le liullclin de la Société mathématique ( Voir ce Tome IV, p. 3o2).
Page ?w?,. — Celle étude des zéros des fonctions 0 joue un rôle fondamental dans les travaux ultérieurs de Poincaré sur les fonctions abéliennes.
Page 307. — Au sujet de la démonstration de Weieistrass, voir ci-dessus l'Analyse des travaux (ce Tome IV, p. 592). Poincaré est revenu sur sa démonstration en 1897 et en 1902 ( Voir ce tome IV, p. 169 et 486). D'autres démonstrations ont été données par E. Picard [C. R. Acad. Se, t. 124-, 1897) et par P. Painlf.vè {C. R. Acad. Se, t. 122, 1896; t. ISi, 1902).
Page3i2. — Les fonctions introduites ici sous le nom de fonctions intermédiaires sont appelées fonctions de Jacobi par l'nORENiL'S {J.fiir die Math., t. 97, i884). Au sujet de ces fonctions, voir G. Hl'sibeut (7. Math., t. 5, 1899) et Bagneka et DE Franchis {Rend. Cire. Palermo, t. 30, 191 o).
Page 3i4. — Le théorème signalé ici par Poincaré est donné dans le Bulletin de la Société mathématique, t. 12, i884, et est inséré dans le Tome III, p. 333-35i.
Page 3i.3. — On rapprochera de cette \ote où Poincaré se borne à étudier quelques exemples, le Mémoire Sur la réduction des intégrales abéliennes et les fonctions fuchsie/tnes (Rend. Cire. Palermo, t. 2", 1909) inséré dans le Tome III, (p. 362-428) et la Conférence faite en Allemagne sur le même sujet (T. III, p. 429-436).
Page 337. — De cette proposition on peut rapprocher des travaux de Scorza (Rend. Acad. Lincei, t. Ik, 1910).
P. 340. — Ce paragraphe III développe la \ote Sur une généralisation du théorème d'Abel (C. R. Acad., t, 100, 1896) insérée dans le Tome 111 (p. 357- 359).
Page 367. — Pour la bibliograpiiie relative aux théorèmes généraux sur la réduction des intégrales abéliennes, on pourra consulter l'Encyclopédie (Encyk. Math. Wis., Analjsis, II, B, l. 7, 1921).
Page 367, ligne 20. — Ces résultats ont été étendus par W. Wirtinger (Wien. Anz. t. 32, 189.5; yicla math., t. 26, 1902).
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l'âge 379. — Cette Note est développée dans le Mémoire du Journal de mathématiques qui la suit dans ce Tome.
Page 448. — La relation entre les périodes dans le cas du genre 4 avait déjà été donnée par F. Sciiottky {.J . fur die Math., t. 102, 1888).
Page 456. — Pour la bibliographie des surfaces de Kunimer, on pouna se reporter au n° G8 de l'article de Krazer et Wirti.ngkr : Abelsciie Funklionen und allgemeine Thetafuiiklionen {Encjk. Math. IVi.t., Ana/ysis. Il, B, t. 7, 19-ii). G. Humbert a étudié géométriquement certaines de ces surfaces.
Page 469- — Cette Note est développée dans le paragraphe II du Mémoire qui la suit dans ce Tome.
Page 526. — Pour les développements récents de la théorie des fonctions abéliennes et des théories qui s'y rattachent, on pourra se reporter aux Ouvrages suivants :
S. Lef.schkt7., L^inalysis situs et la gcoméirir algébrique, Paris, Gautliier-
Villars, 1924.
A. Weil, Généralisation des fondions abélicnnes {J. de Math., t. 17, 19.38). F. Severi, Funzioni quasi abeliane {Pontif. Acad. sr., Roma, 1947- A. Wbil, Variétés abéliennes et courbes algébriques {ylctualités se. Ilermann,
t. lOG'i., 1948).
Page .537. — Les résultats de ce Mémoire ont été développés ou utilisés par plusieurs auteurs. Tout d'abord E. Picard dans deux Mémoires Sur une classe de transcendantes nouvelles ( icta ma/h., t. 18, p. 189 et t. 2.'i, p. 189) et dans son travail .Sur une classe de transcendantes généralisant les fondions elliptiques cl abéliennes {.tnn. lie. A'orni., t. 10, njiS) a repris les démonslralions rie Poincaré par sa méthode d'approximations successives en ne se bornant plus au cas 011 les solutions cherchées sont holomorphes au point double de la substitution. Il a donné un exposé d'une partie de ses recherches sur les transcendantes de Poincaré et les tianscendantes de Picard dans ses Leçons sur quelques équations fonctionnelles et applications (Paris, (lauthier-VilIars, 1938).
L'étude de la distriiiution des valeurs et de la croissance des fonctions entières d'une variable définies par certaines équations fonctionnelles qui se ramènent à celles de Poincaré a été faite par G. Valiro.n {Ann. Fac. Se. Toulouse, igiS et Acta math., t. 47, 1920). Ces mêmes fonctions ont été rencontrées et étudiées par P. Fatol' dans ses études sur l'itération (Mémoire cité plus haut, p. 617, ligne 7). Les tianscendantes méromorphes de Poincaré s'introduisent d'autre part dans les travaux de G. Jllia sur les équations fonctionnelles qui se présenleni dans l'étude du jirobième de la semi-permutabilité : Sur les solutions méromorphes de
certaines équations fonctionnelles {C. R. Acad. Se, t. 173, Hjai); Sur une classe (inéquations fonctionnelles (Ann. Ëc. Norm., t. 40, 1928).
Dans ses Leçons sur les fonctions autoniorphes de n variables ( Paris, Gauthier- Villars, 1920), G. Giraud a utilisé le théorème d'existence des fondions de l'oinnaré dans l'étude des groupes aulomorphes.
Un problème assez semblable à celui de Poincaré est celui de la recherclie de l'onctions analytiques admettant un théorème d'addition, problème traité par P. MYRBERfi {Preisschriftrn Jablonowskischen Ges., 1922).
Page 55'.. — Le nombre p„ du bas de cette page est supposé supéiieur à i , ce qui est réalisé en supposant il assez grand.
Page 583. — Ces Notes et .Mémoires sui- les séries Irigonométriques ont été provoquées par des questions d'Astronomie, aussi Poincaré les a-t-il fait figurer dans son analyse sous la rubrique Astronomie. Mais il a paru qu'elles intéressaient plus spécialement les analystes puisqu'on y trouve le germe de méthodes qui ont été développées beaucoup plus tard dans la théorie des fonctions quasi périodiques et presque périodiques.
Page 591. — Dans toute la première Partie du Mémoirej il s'agit de convergence absolue.
Page 593, ligne 18. — Cette assertion de Poincaré a été démontrée par G. Valiron : Sur un théorème de Poincaré [C. /?. Acad. Se, t. 228, 1949).
Page 097, ligne 22. — La série converge absolument poui- / réel compris
entre h £ el ï. £ > n, mais Poincaré considère la série obtenue en déve-
loppant les sin-"/ en polynômes Irigonométriques et en prenant la somme de leurs valeurs absolues.
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